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Introduccién

La légica difusa o borrosa nacié en 1965 cuandoe el Dr. Lofti Zadeh (padre
de la légica difusa), publicé un articulo titulado “Conjuntos Difusos” en la
revista cientifica “Information and Control” [20]. En este articulo el Dr.
Zadeh describié a través de la teoria matematica de conjuntos, cémo poder
trabajar matematicamente con expresiones imprecisas, tal y como lo hacemos
los seres humanos.

En las tecrias tradicionales forzamos a que las representaciones del mun-
do real que se realizan encajen dentro de modelos muy precisos, tomando
a la imprecisién como un factor de distorsién. Sin embargo, la imprecisién
forma una herramienta muy potente para representar la informacién en pro-
cesos para los cuales un aumento de la precisién se volveria completamente
inabordable.

La teoria de los conjuntos borrosos es un acercamiento entre la precision
de las mateméticas cldsicas y la imprecision del mundo real, al que se le
ha intentado ajustar a modelos matematicos que no permiten lo borroso o
impreciso y como consecuiencia nos lleva a resultados indeseables.

La teoria de los conjuntos borrosos nos permite plantear una gran cantidad
de problemas de la vida real en los que se encuentran involucrados conjuntos
borrosos. Mas aiin, en muchas situaciones resulta mejor el utilizar esta teoria
que la teoria clésica de conjuntos.

Por otro lado, la légica difusa surge como una respuesta a las limitantes
de la légica convencional, mientras que el razonamiento difuso fue disefiado
especificamente para tratar la inexactitud (o difusividad) que esta presente
en el conocimiento empleado por los expertos.

vi



El objetivo principal de este trabajo de tesis es el promover y dar a conocer la
teoria bésica de conjuntos borrosos. Asimismo exponemos algunas de tantas
aplicaciones que han surgido y continuan surgiendo dia a dia con ayuda de
la teoria de conjuntos borrosos.

Esperamos que el presente trabajo motive al lector a profundizar mas en el
tema y no solo quedarse con las ideas expuestas aqui. Es por ello que al inicio
de cada capitulo marcamos las referencias de los libros consultados para el
desarrollo del mismo. Asimismo damos los sitio web consultados via internet.

En la presente investigacién, dentro del planteamiento de problemas, es posi-
. ble que encontremos cierta analogia entre la teoria de los conjuntos borrosos
y la teoria de la probabilidad. Es por ello que nos conviene aclarar que lo
borroso esté presente por la falta de criterio exacto para clasificar y no por
la presencia de variables aleatorias.

La presente tesis estd dividida en cuatro bloques o capitulos que se encuentran
estructurados de la siguiente manera:

El Capitulo 1 introduce los conceptos bésicos de la Teoria de Conjuntos
Borrosos.

El Capitulo 2 menciona la definicién de nimero difuso. AdemAas men-
cionamos los tipos de nimeros difusos y las definiciones necesarias para poder
operar con ellos. Todo esto nos servird para la exposicién de las aplicaciones
del capitulo 4, principalmente para exponer la programacion lineal difusa y
la regresién difusa.

El Capitulo 3 aborda la teoria de las relaciones borrosas conjuntamente con
la composicién de las mismas y sus propiedades mds importantes. Nos servird
de base para la exposicion de la comunicacion interpersonal, del capitulo 4.

En el Capitulo 4 se aborda de manera detallada algunas aplicaciones de
la logica borrosa, con sus respectivos ejemplos. Se enfatiza la diferencia de
trabajar con los modelos difusos y no con los modelos clasicos.

En el presente trabajo de tesis presentamos varios ejemplos ilustrativos que
nos permiten observar y entender con una mayor claridad los conceptos mas
importantes para el desarroilo del mismo.



Capitulo 1

CONCEPTOS Y
OPERACIONES BASICAS

1.1 Imtroduccion

El término “difuso” procede de la palabra inglesa “fuzz” que sirve para deno-
minar la pelusa que recubre el cuerpo de los polluelos al salir del huevo. Este
término inglés significa “confuso, borroso, indefinido o desenfocado”. Aunque
la teoria de conjuntos difusos presente cierta complejidad, el concepto bésico
es muy facil de comprender.

Para entender mejor este concepto, veamos el ejemplo que menciona Bart
Kosko en su libro de “Pensamiento Borroso” [14], que nos ayudar4 a entender
como definiriamos en la vida cotidiana un conjunto borroso. El ejemplo se
desarrolla dentro de un auditorio con un conjunto de personas. El ponente
pregunta al publico: ;Cudntas personas del sexo masculino se encuentran
en este auditorio? Entonces los hombres levantan la mano y las mujeres
la mantienen abajo. De esta manera obtenemos un conjunto no borroso.
;Cuédntas mujeres hay? Ocurre lo contrario, y de nuevo el piiblico se divide
en dos conjuntos no borrosos, hombres y no hombres o mujeres y no mujeres.
Es decir, el A 0o no A de Aristételes se cumple, para este tipo de preguntas.
Pues no hay nadie (en casi ningiin auditorio) que sea al mismo tiempo hombre
y mujer. Todos somos hombres o mujeres.
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Entonces el ponente realiza una pregunta més complicada: ;Cuéntos se en-
cuentran felices con su trabajo? Las manos se mueven hacia arriba y hacia
abajo, y enseguida se quedan quietas, el codo de la mayoria doblado. Unos
cuantos que estan seguros extienden bien rectos los brazos o simplemente
no los levantan, pero la mayor parte de las personas hacen algo intermedio.
De esta manera estamos definiendo un conjunto borroso, el de los empleados
felices con su trabajo. ;Cudntos no estén felices con su trabajo?. Muchas
de las mismas manos que antes se levantaron lo hacen de nuevo, se mueven
arriba y abajo y al final se quedan quietas, la mayoria de ellas con el codo
flexionado. Asi definimos otro conjunto borroso, el de los empleados infelices
en su trabajo, el contrario a la negacién del conjunto borroso anterior. En
este caso de preguntas el A o no A de Aristételes ya no se cumple, pues todo
el mundo esta a la vez satisfecho e insatisfecho con su trabajo: A y no A.
Pocos se encuentran al 100% satisfechos o al 100% insatisfechos.

El poder razonar en términos borrosos, imprecisos y no cuantitativos es lo
que nos permite las construcciones lingiiisticas tales como: “A es varios
centimetros mas alto que B”, “X es mucho mayor que Y” y otras que incluyen
adjetivos como: grande, pequefio, significativo, importante, aproximado, etc.

Lofti Zadeh combiné conceptos de légica clasica y conceptos de Lukasiewiez,
para definir grados de membresia {degrees of membership). Los grados de
membresia nos permiten definir muchos conceptos por palabras que quedan
mejor definidos que por nimeros. La légica difusa nos provee una herramien-
ta para construir modelos que se acercan a la realidad. La logica difusa puede
ser vista como un lenguaje que permite una traduccién de enunciados sofisti-
cados del lenguaje natural a un formalismo matematico.

Rutinaria y subconscientemente los seres humanos colocamos cosas en clases
cuyo significado estdn bien comprendidos pero cuyos limites no estin bien
definidos.

Para el desarrollo de este capitulo utilizamos las referencias [1, 3, 7, 9, 11, 21].
5i se desea profundizar mas en los temas aqui expuestos, se pueden consultar
estas mismas referencias, o bien, los sitios en internet (22, 23, 24, 25, 26].
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1.2 Definiciones elementales

La légica difusa es una técnica utilizada para resolver problemas de I6gica
convencional cuyos valores de entrada no son exactos y que aunque sus en-
tradas se definan en rangos de valores nos proporciona un resultado que es
el més adecuado para el cuestionamiento dado.

Dentro de la légica difusa, un evento tiene cierto grado de pertenencia, dentro
de un conjunto, a diferencia de la légica clésica en la que un evento pertenece
por completo o no pertenece (funcién caracteristica).

Los conjuntos clésicos (crisp sets) se denotan de diferentes formas: en for-
me de lista, es decir, listando los elementos que pertenecen al conjunto;
analiticamente, por ejemplo, por una condicién (4 = {z : z < 5}); o bien
definiendo la pertenencia y no pertenencia por medio de la funcién carac-
teristica, la cual solo toma los valores 0 y 1, el 0 en caso de no pertenencia y
el 1 en caso de pertenencia.

Un conjunto dentro de la 16gica convencional (crisp set) se define como una
colecci6n de elementos u objetos que puede ser finito, numerable 1 o mno
numerable. A su vez cada elemento del universo X del conjunto A C X
puede pertenecer o no al! conjunto A; pero si z € A entonces z ¢ A, es decir,
un elemento no puede pertenecer a dos conjuntos ajenos simultineamente.
Mientras que los conjuntos borrosos o difusos (fuzzy sets), nos permiten
varios grados de pertenecia para un elemento dado. En este caso si se puede
dar que un elemento este al mismo tiempo dentro de dos conjuntos ajenos,
pero con cierto grado de pertenencia.

Un conjunto difuso es la generalizacién de un conjunto clasico y la funcién
de membresia es la generalizacién de la funcién caracteristica. Todo esto nos
- permite dar nuestra definicién formal de conjunto borroso como sigue.

Definicién 1.1 Sea E un conjunto arbitrario de objetos cualesquiera y z
un elemento de E. Definimos un subconjunto borroso A de E, como el
conjunto

18e dice que un conjunto es numerable si existe una biyeccién entre dicho conjunto y
el conjunto de los niimeros naturales N.
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A= {(z,palz)): z € E},

en donde pa(z) Ueva elementos del conjunto difuso A al intervalo M = [0, 1],
es decir,

pa(z): E— [0,1].

A esta funcidn pa(z) se le llama funcién de membresia y representa el
grado de pertenencia o grado de compatibilided de un elemento = dentro del
conjunto difuso A.

Observaciones:

i) 8i M = {0,1} entonces el subconjunto borroso A se convertird en un
conjunto ordinario y las funciones pa(z) serén entonces funciones bina-
rias booleanas. Es decir, la funcién de membresia se convertird en la
funcién caracteristica.

_Jo, sizg A
,uA(:r)—{l, siz € A

ii) El rango de la funcién de membresia es un subconjunto de nimeros
reales positivos con supremo finito.

iii) Los elementos con grado de membresia igual a cero, por lo general no se
listan dentro del conjunto A.

Ejemplo 1 Un corredor de bienes raices desea clasificar las cases que ofrece
a sus clientes. Tomando el criterio de “comodidad”, consideremos el “nimero
de recdmaras con las que cuentan las casas”. Sea E = {1,2,3,...,10} el con-
junto de casas disponibles y sea z el nimero de recdmaras de una case.

Entonces podemos definir el conjunto difuso de ecuerdo al criterio de como-
didad como A = “Casas cdmodas para una familia de 4 integrantes” como
stgue
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A= {(1,0.2), (2,0.5), (3,0.8), (4,1), (5,0.7), (6,0.3)}

Daremos a continuacién una serie de definiciones bésicas acerca de los sub-
conjuntos borrosos.

Definicién 1.2 Sea A un conjunto borroso y a € [0,1]. Definimos el nivel
- o del confunto A, denotado por A,, como sigue

Ay={z € E: ps(z) 2 a}.

Para ejemplificar esta definicién veamos la gréafica 1.1, en donde se muestran
los conjuntos a un nivel a de 0.6 y 0.8 del conjunto A.

ped  CONJUNTGS BE NIVEL @ A UN NIVEL U 0.6 Y 0.5.
A

T —
ol N\

0 | { | | 5} >
1 2 3 4
e x
AO.S
o J/

~
Ay
Figura 1.1: Ejemplo Ags ¥ Aos.

Observacién: Si ay < ag entonces A,, C Ag,.



1.2. Definiciones elementales 6

Definicién 1.3 Sea A un conjunto borroso. Definimos el corte-a de A,
denotado por A, como sigue

A ={z € E:pa(z) > a}

Observacion: La tnica diferencia entre un nivel-a y un corte-a es que, en
el dltimo caso la desigualdad es estricta.

Tomaremos el ejemplo 1, para ejemplificar analiticamente las tltimas dos
definiciones.

Ejemplo 2 Describiremos a continuacidn algunos conjuntos de nivel a y de

corte-alpha.

Conjuntos de nivel-a.

AO.Z = {1: 2: 3:4: 5: 6}

A0.5 = {2: 33 41 5}
Aos = {3,4}
A = {4}

Conjuntos corte-a.

AD.Z = {21 31 41 5? 6}

AO.E = {31 41 5}
Ags = {4}
Ay = {0}

Definicién 1.4 Definimos el soporte de un conjunto borroso A de E como
el conjunto S(A) dado por

S(A)={z € E: pa(z) > 0}.
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|

1

,—

soporte

Figura 1.2: Soporte de un conjunto borroso A.

Veamos la figura 1.2 el donde podemos ver que el soporte de un conjunto
difuso A se convierte inicamente al intervalo (a, b).

Observacién: Si ps(x) es constante sobre S(A) entonces A es no borroso.

Retomaremos el ejemplo 1 del corredor de bienes raices, para mostrar el
soporte del conjunto difuso A.

Ejemplo 3 El soporte de nuestro ejemplo 1 es el conjunto
S(A) = {1,2,3,4,5,6}.
Definicién 1.5 Un conjunto borroso A es normal si y sdlo si

sup pa(z) =1.
zeE

Observacion: Un conjunto borroso es subnormal si no es normal. Pero
puede ser normalizado dividiendo cada pa(z) por el factor sup ua(z).
TcE
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Como ejemplo veamos la figura 1.3. En la gréfica a) observamos un conjunto
difuso normal mientras que en la grafica b) ejemplificamos un conjunto difuso
subnormal.

A 4
B@ ke
e — e — — 1= === -
8) A b)
A
0 > 0 ’
x X

Figura 1.3: Conjunto difuso normal y subnormal.

Definicién 1.6 See A un conjunio difuso de E. Decimos que A es convexo
st y sélo si, para cada 71,7, € E y A € [0,1],

pa(Azy + (1 = A)zz) = min (pa(z1), gz2))-

En las grificas 1.4 y 1.5 mostramos un conjunto convexc y un conjunto no
convexo, respectivamente.

Definicién 1.7 Sea A un conjunio difuso finito. Definimos la cardinalidad
y le cardinalidad relativa de A como sigue

tA|= Z pa(z) “Cardinalidad.”

zEE

A= 4] “Cardinalidad relativa”.
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. &
- 3@
1 ............
0
X
Figura 1.4: Conjunto convexo.
&
W x)
l e avmems  aveieee e seeeee  emernrm beeiil g ML i e

Figura 1.5: Conjunto no convexo.

Observaciones: Con respecto a la definicién 1.7 hacemos notar los siguien-
tes aspectos.

i) La cardinalidad relativa depende obviamente de la cardinalidad del uni-
verso E.

ii) Para poder compararar la cardinalidad relativa entre conjuntos es nece-
sario escoger el mismo universo.

iii) Para E infinito la cardinalidad de un conjunto borroso A esta definida
por | A{= [ pa(z)dz. En donde | A | puede no existir.
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Retomaremos nuevamente el ejemplo 1 para ilustrar esta definicién.

Ejemplo 4 Dentro del ejemplo 1, para el conjunto difuso “casas comodas
para una familia de 4 integrantes”, la cardinalidad y la cardinalidad relativa
toman los sigientes valores

|A| = 02+05+08+14+074+03=3.5
3.5

A|l = — =035
4l = =0

En la légica convencional no puede darse el evento de que un elemento
pertenezca al mismo tiempo a dos conjuntos ajenos. Si embargo, con los
conjuntos difusos podemos lograr un traslapamiento entre los mismos y se
puede dar el caso de que un elemento pertenezca a dos conjuntos de manera
simultanea, pero con su respectivo grado de membresia en cada conjunto.
Por ejemplo, un elemento puede pertenecer a un conjunto en un 10% y a
otro en 30%. Tlustramos esta idea en la figura 1.6, en donde observamos que
para z; hay dos valores de membresia.

&

L 4

Figura 1.6: Traslapamiento entre conjuntos difusos.
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1.3 Operaciones basicas

De igual forma que con los conjuntos ordinarios (crisp sets), existe la unién,
la interseccién y el complemento para conjuntos difusos (fuzzy sets).

En esta seccién estudiaremos estas operaciones bésicas, la forma de operar
con los conjuntos difusos. Dedicamos una subseccién para listar las propie-
dades mas importantes con algunas de sus demostraciones.

Definicién 1.8 Un conjunto difuso A es vacio si y sélo si su funcidn de
membresia ji4(xz) es idéntica a cero, es decir, para todo t € E,

palz) =

Definicién 1.9 Seen A y B dos subconjuntos borrosos de E. Decimos que
A C B, o que A es méas pequenio o 1gual a B, siyasdlosius < pg, es
decir, para todox € E

ralz) < pp(z).
Ejemplo 5 Sean

A ={(21,0), (22,02), (23,0), (28, D }, B = {(21,03), (22,0, (25,0), (¢, )}
yE= {a:l,xg,a:g,z4}.

Entonces B C A dado que 0.3 < 04,0 <0.2,0=0y0 < 1. Es decir, para
todo z € E,

pa(z) < pp(z).

Definicién 1.10 Sean A y B dos subconjuntos borrosos de E. Decimos que
A y B son iguales, y escribimos A= B si y sélo si, para todo = € E,

pa(z) = pa(z).
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Definicién 1.11 Sea A un conjunto difuso de E. Definimnos el comple-
mento de A, y escribimos A, como sigue

pz(z) =1-pa(z) Ve E.

En la figura 1.7 la linea continua representa la funcién de membresia del
conjunto difuso A, mientras que la linea punteada representa la funcién de
membresia del conjunto difuso A.

A
It ()
14

Figura 1.7: Complemento del subconjunto difuso A.

Ejemplo 6 Sea E = {1:1,::2,:1:3,:1:4,:1:5,:175} Yy
4 ={(21,013), (22,061), (z5,0), (24, 0), (25, 1), (z6,0.03) }

Entonces el complemento del conjunto difuso A estd dado por
A= {(:1:1,0.87), (3,0.39), (z3, 1), (4, 1), (zs, 0), (.1:5,0.97)}.

Definicién 1.12 Sean A y B dos subconjuntos borrosos de E. Definimos la
interseccion de A y B, y escribimos AN B, como el subconjunto borroso
de E con funcion de membresia

Hang(z) = min {pa(z), pa(2)}.
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Veamos la grifica 1.8, en donde la linea gruesa representa la funcién de
membresia de la interseccién de los conjuntos difusos Ay B.

. A
o)

1 4+

PJ(-T).
(x)
Ha H(ans) (x )
. >
xX

Figura 1.8: Interseccién de los subconjuntos difusos A y B.

Ejemplo 7 Sean E = {371,1:2,9:3,:54,:1:5},
4 ={(1,0.2), (2,07), (z3,1), (20,0), (25,05)}

B = {(x1,0.5), (z2,0.3), (z3, 1), (z4,0.1), (=5, 0.5)}. Entonces la interseccion
de A y B es el confunto

AOB= {(:1:1, 0.2), (z2,0.3), (23, 1), (x4, 0), (x5,0.5)}.

Definicién 1.13 Sean A y B dos subconjuntos borrosos de E. Definimos la
unién de A y B, que denotamos por AU B, como el subconjunto borrose
de E con funcidn de membresia

paup(z) = max {pa(z), up(z}}.

Veamos la gréfica 1.9 en donde la linea gruesa representa la funcién de mem-
bresia de la unién de los conjuntos difusos A y B.



1.3. Operaciones bdsicas 14

A

u;’)d Ha18) (x)

Ha () .
Hy(x)

>

X

Figura 1.9: Unién de los subconjuntos difusos A y B.

Ejemplo 8 Sean E = {a, b,c,d,e, f,g}:

A= {(a, 0), (5,0.3), (c, 0.7), (d, 1), (¢, 0), {, 0.2), (g,O.G)}

yB= {(a,O.S),(b, 1),(c,0.5),(d, 0.8), (e, 1), (£,0.5), (g, 0.6)}. Entonces la
union de A y B es el conjunto

AUB = {(a, 0.3), (b, 1), (¢, 0.7), (d, 1), (¢, 1), (f, 0.5), (g,o.ﬁ)}

Retomemos por ultima vez el ejemplo (1} para ilustrar la unién, el comple-
mento y la interseccidn.

Ejemplo 9 Sean A el conjunto de las “cases cémodas para una familia de
4 integrantes” y B el conjunto de las "casas mds grandes”. Definimos los
conjuntos A y B como sigue

A= {(1,0.2), (2,0.5), (3,0.8), (4, 1), (5,0.7), (6,0.3)},

B ={(3,02),(4,04), (5,0.6), (6,08),(7,1), &8, 1)}.

FEntonces

ANB= {(3, 0.2), (4,0.4), (5,0.6), (6, 0.3)},
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4UB = {(1,02),(2,05),(3,08), (4,1),(5,0.7), (6,0.8), (7, 1), &, n},

A= {(1, 0.8), (2,0.5), (3,0.2), (5,0.3), (6,0.7), (7, 1), (8,1), (8, 1), (10, 1)}
'}

B= {(1, 1), (2,1), (3,0.8), (4,0.6), (5,0.4), (6,0.2), (9, 1), (10, 1)}.

Definicién 1.14 La suma disjunta de dos subconjuntos borrosos A y B,
denotade por A @ B, la definimos en términos de la unién y la interseccidn
COmo Sigue

AdB=(AnBYU(AnB).

Definicién 1.15 Le diferencia de dos subconjuntos borrosos A y B, que
denotamos A© B, la definimos como sigue

AoB=ANB.

Ejemplo 10 Sean los conjuntos difusos

A= {(I1,0.2), (:172, 07), (.’B3, 1), (584, 0), (.'55,0.5)} Y

B = {(z1,0.5), (x2,0.3), {3, 1), (z4,0.1), (z5,0.5)}.
Entonces
A = {(z1,0.8), (z2,0.3), (z3,0), (z4, 1), (z5,0.5)},
B = {(z1,0.5), (zs,0.7), (z3,0), (z4,0.9), (zs,0.5)},
A6 B=ANB = {(2,,0.2), (z2,0.7), (z3,0), {4, 0}, (5, 0.5)},
AN B = {(z1,0.5), (z2,0.3), (3,0), (24,0.1), (z5,0.5)},

A® B = {(z1,0.5), (z2,0.7), (x3,0), (a, 0.1), (z5,0.5)}.
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1.3.1 Propiedades de las operaciones basicas

Sean A, B y C tres subconjuntos borrosos de E. Listaremos a continuacién
las siguientes propiedades:

1. ANB=BnNA Conmutatividad.
AuB=BuUA
(AnB)NC=ANn(BNC) Asociatividad.
(AuBYjUC=AU(BUC(C)

- wN

ANA=A4 Idempotencia.
AUA=A

AN(BUC)=(ANB)U(ANC) Distributividad.
Au(BNnC)=(AuB)Nn{AuC)

ANd=0.

10. AUl = A

11. AnNE=A.

e ®©® =Noe o

12. AUE=E.

LN

13. A=A Involucién.

ol
|

Teorema de Morgan.

14. (AnB)=BuU
=B8N

tol
.|

15. (AUB

S’

A continuacién veremos cémo demostrar las propiedades 3,7 y 14. Las demés
se realizan de manera andloga.

3. (ANB)NC=ANn(BNC) Asociatividad.

Demostracidn
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Sea x € E, entonces por definicién de interseccién de conjuntos borrosos,
el conjunto (AN B) N C es un subconjunto borroso de E con funcién de
membresia definida como sigue

Banginc(z) = min{pans)(z), po(z)}

min {Inin {“A(x)r pﬂ(m)L buC(x)}
min {4 (z), min {pa(z), pc(z)}}
min {4 (2), tanc(z)}
panenc)(T) para toda z € E.

uil

Como las funciones de membresia son iguales, podemos concluir que
(ANBYNC=AN(BNC).

7. AnN(BUC)=(ANB)U(ANC) Distributividad.
Demostracidn

Sea z € E, entonces aplicando la definicién de interseccién y de unién de
conjuntos borrosos, el conjunto AN({BUC) y el conjunto (AN B)U(ANC)
son subconjunto borrosos de E con funciones de membresia definidas como

sigue

panaucy(z) = min{pa(z), Leuc(z)}
= min{pa(z), max {us(z), pc(z)}},

panBuancy{z) = max {pans)(T), tanc)(z)}
= max {min {p4(z), ps(z)}, min {g4(z), rc(z)}}-

Veamos la tabla 1.1, en donde mostramos todos los casos posibles de or- -
den entre las dos funciones de membresfa. Esto es, para la terna 1 2 3,
indicamos que pa(z) < pg(z) < po(z). Ademss la igualdad entre las fun-
ciones de membreia se cumple. Por tanto se cumple la distributividad para
conjuntos borrosos. Es decir,

An(BUC)=(ANB)U(ANC).

14. (ANB)=BUA Teorema de Morgan.
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1 2 3 | ansuey(®) | Bansuanc(z)
pa(z) | pa(z) | pelz) pa(z) palz)
ps(@) | palz) | pelz) | palz) #a(z)
pclz) | pe(z) [ na(z) 1a(z) ps(z)
pe() [ pa(z) | us() | palz) pa(z)
pa(x) | pe(z) | pe(z) a() pal(z)
pa(z) | nc(z) | palz) pc(z) pc{x)

Tabla 1.1: AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

Demostracién

Sea. z € E, entonces aplicando la definicién de complemento de conjuntos
borrosos, los conjuntos (AN B) y BU A son subconjuntos borrosos de E con
funciones de membresia definidas como sigue

eaRsE) = 11— pans)(T)
= 1-min {ua(z), pe(z)}-

ppA(E) = 11— pans(T)
= max {1 - ug(z},1 - pa(z)}-

Veamos la tabla 1.2, en donde mostramos los casos de orden entre las dos
funciones de membresia. Esto es, para la pareja 1 2, indicamos que pa(z) <
pp{z). Ademss la igualdad entre las funciones de membresia se cample. Por
tanto se cumple el Teorema de Morgan para conjuntos borrosos. Es decir,

(AnB)=BUA.

1 2 HEREE) #BuA(Z)
pa(z) | us(z) | 1 — palz) = pa(z) | 1 - palz) = pz(z)
pp(z) | pa(z) [ 1 - ps(z) = pp(x) | 1 - ps(z) = pglz)

Tabla 1.2: (ANB)=BUA.
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Observacién: Los conjuntos borrosos cumplen todas las propiedades de
los conjuntos ordinarios o clasicos, exceptuando las de complementacién, es
decir, el conjunto de subconjuntos borrosos no es un campo completo, dado

que

1. ANA#0
2. AUA#£E

Como ejemplo de estas desigualdades veamos las graficas 1.10 y 1.11 en
donde mostramos por medio de la linea gruesa, que las propiedades basicas
de complementacién para conjuntos borrosos no se cumplen.

.u_a(x)

Bz 69 x

Figura 1.10: AnA #40.

1.4 Operaciones algebraicas

En esta seccién estudiaremos las operaciones algebraicas que son el producto
y la suma, con sus respectivos ejemplos. Dedicamos una subseccién para
enlistar las propiedades mds importantes con algunas demostraciones de las
propiedades citadas.

Definicién 1.16 Sean A y B dos subconjuntos borrosos de E. Definimos el
producto algebraico de A y B, denotado por A - B como sigue
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A

&) a2y

1

.Uj(x)

" v

Figura 1.11: AUA# E.

naB(z) = pa(z) - pez) Vz€E.

Ejemplo 11 Sean

E = {z1,22,%3, %4, Ts},

A= {(1,0.2),(22,0.7), (23, 1), (24,0), (z5,0.5)} ¥

B = {{z1,0.5), (z2,0.3), (z3,1), (z4,0), {zs5,0.5)}. Entonces el producto alge-

braico de A y B es el conjunto

A- B = {{21,0.10), (zz,0.21), (z3, 1), (z4, 0), (s, 0.25)}.

Definicién 1.17 Sean A y B dos subconjuntos borrosos de E. Definimos la
suma algebraica de A y B, denotada por AT¥B, como sigue

Vz € E, pazp(z) = palz)+ ps(z).
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1.4.1 Propiedades de las operaciones algebraicas

Sean A,B y C tres subconjuntos borrosos de E. Enlistaremos a continuacién

algunas propiedades de las operaciones algebraicas.

1. AB=B-A Conmutatividad.

2. A¥B=B%A

3. (A-B)-C=A-(B-C) Asociatividad.

4. (A¥B)FC = A¥(B+C)

5 A-0=0.

6. AT0= A

7. A-E= A

8. AYE=E.

o @=4 Tnvolucién.
10. (A-B)=AYB Teorema de Morgan.

11. (A+B)=A-B

A continuacién veremos cémo demostrar las propiedades 4 y 10.
4.(AFTB)¥C = A¥(BFC) Asociatividad.

Demostracidn

Sea z € F, entonces aplicando la definicién de suma y producto algebraico
de conjuntos borrosos, el conjunto {A+B)+C es un subconjunto borroso de
E con funcién de membresia definida como sigue
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H(A?-B);ic(l‘) = purplz) + pe(z) — pazp(T) - tic(z)
= (pa(z) + pa(x) — palz) - pa(x)) + pe(z)
—(pa(z) + pa(z) — pa(®) - ps(z) - pe(z)
= pa(x) + pa(z) + polz) — pa(z) - po(2)
~(pa(z) + p8(2)) - pelz) + pa(z) - pa(z) - polz)
= pa(z)+ ps(z) + pc(x) — palz) - p8(2)
pa(z) - polz) + -pp(z)pc(z) + pal(z) - ps(z) - pe(z)
= pa(z) + p(z) + po(z) — pa(z) - pa(z)
—pa(z) - (up(2) + po(z)} + palz) - pa(z) - po(z)
pa(z) + (pa(z) + pe(z) — pa(z) - (7))
—pa(z) - ((28(x) + pe(x)) — pa(z) - polz))
1a(x) + ppzo) (@) ~ £a(2) - pa1c)(®)
Baiaio)(T)-

Como las funciones de membresia son iguales podemos concluir que
(AFB)FC = AF(B+0).

10. (A- B) = A¥B Teorema de Morgan.
Demostracidon

Sea z € E, entonces aplicando la definicién de complemento y suma, y pro-
ducto algebraico de conjuntos borrosos, el conjunto (A - B) es un subconjunto
borroso de E con funcién de membresia definida como sigue

tas(e) = wuzlz) + ppls) — prla) - pp(z)

(1= pa(x)) + (1 = pp{z)) — (1 — pa(z)) - (1 — pa(z))
= (1- pa(=))+ (1 - pa(z))

—((1 — pus(2)) — palz) + pa(z)) - pa(z))

(1 = pa(z)) + (1 - pp(z))

~(1— pp(x)) + pa(z) — pa(z)) - us(x)

1 - pa(z)) - pa(z)

PATE-

i

Como las funciones de membresia son iguales podemos concluir que
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(A-B) = A+B.

Las demés propiedades de las operaciones algebraicas se realizan de manera
semejante.



Capitulo 2

OI?ERACIONES CON
NUMEROS DIFUSOS

2.1 Introduccion

La definicién de la teoria de los conjuntos difusos introducida por Lofti A.
Zadeh en 1965, ha cambiado la forma de considerar la ambigiiedad y la
imprecisién. En las teorias tradicionales se fuerza a que las representaciones
del mundo real que se realizan encajen dentro de modelos muy precisos,
tomando a la imprecisién como un factor de distorsidn.

Los conjuntos en la teoria cldsica son altamente restrictivos en el sentido
de que un elemento pertenece o no pertenece a un conjunto dado. Esta
caracteristica se comsidera buena en muchos aspectos cientificos, mientras
que en un gran nimero de 4mbitos esta restriccién causa serios problemas.
Por ejemplo, supongamos un conjunto universal U formado por personas de
las cuales tomaremos su altura. Definimos tres subconjuntos Bajo, Medio
y Alto a los que perteneceran los elementos de U segiin su altura.

Desde el punto de vista de los conjuntos nitidos {(modelo clasico), los indivi-
duos que midan menos de 165 cm serdn bajos, los que midan entre 165 c¢cm y
185 cm tendran una estatura media y los que superen los 185 cm seran altos.
Este sistema, que en principio nos resuelve la tarea de clasificacion, genera un

24
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problema de precisi6n, es decir, una persona que mida 184.75 cm jes alta?,
o jtiene una estatura media?. El problema en cuestién se forma a partir del
hecho de que para el modo de razonamiento humano los conjuntos Bajo,
Medio y Alto no tienen unos limites nitidos, sino que éstos son “borrosos”,
por lo que los elementos pierden grado de pertenencia a medida que se alejan
de ellos.

Para abordar estas cuestiones en 1965 Lofti A. Zadeh formaliz6 matemd-
ticamente el concepto de los conjuntos difusos, en los cuales los limites estin
definidos de forma imprecisa y su funcién caracteristica no afirma ni niega
la pertenencia, sino que la informacién que aporta es el grado con el que el
elemento pertenece al conjunto o el grado de compatibilidad del elemento
con la propiedad que caracteriza al conjunto.

La forma analitica de funciones de pertenencia de los conjuntos nitidos y los
difusos es de la siguiente forma:

i) Conjunto nitido:

1, siz€ A,
#a®) =10 siz¢A

i) Conjunto difuso:
pa(x}: U —[0,1).

Como se puede observar, para los conjuntos nitidos la funcién caracteristica
sélo tiene como opcién los valores 0 y 1, mientras que para los conjuntos
difusos la funcién es multivaluada, es decir, puede tomar cualquier valor en
el intervalo real [0,1] (realmente el rango de valores que ésta puede tomar es
cualquiera, aunque comunmente se utiliza el intervalo (0, 1]).

De esta manera, si el resultado de evaluar la funcién es 0, indicaré la ne-
gacién de pertenencia o de compatibilidad con la propiedad que caracteriza
al conjunto. Si es 1 la compatibilidad es total o pertenece indudablemente
al conjunto. .
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Mostraremos en la grifica siguiente c6mo representamos las funciones car-
acteristicas para el ejemplo de las alturas, tomando los subconjuntos como
difusos. La linea continua representa a los individuos de estatura baja, la
linea punteada representa a los individuos de estatura media y la linea semi-
continua representa a los individuos de estatura alta.

n F 3

2N 1 .
V 100 120

Figura 2.1: Conjuntos difusos en el ejemplo de las alturas.

Para exponer el material de este capitulo nos basamos en las referencias
[12, 13, 9], asimismo consultamos las pagines de internet [24, 26, 27].

2.2 Los nimeros difusos como subconjuntos
de los conjuntos difusos

Empezaremos esta seccién dando la definicién matemadtica de un nimero
difuso. En las otros apartados del capitulo mencionaremos los elementos de
un nimero difuso, los tipos de nimeros difusos que se pueden construir y la
manera de operar con ellos.

Notacién: Denotaremos con las letras A, B, C, ... a los niimeros difusos.
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Definicién 2.1 Definimos al niimero difuso A como un subconjunto difu-
so sobre la recta real tal que cumple las siguientes tres propiedades

i) Normalidad

sup palz)=1.
zeE
%) Semicontinuidad superior (nivel-ar}
Para tode o € [0,1] el conjunto,

Ax={z € E: pulz) > a},

es compacto.

iti) Converidad
Para toda ., B € [0,1] con a > f se tiene que Ay C Agg).

Observacién: Notemos que las condiciones ii} y iii) implican que todos los
niveles « son intervalos cerrados sobre la recta real, a los que se les dota de.
una altura o grado de pertenencia sobre el conjunto difuso.

Veamos la figura 2.2, en donde mostramos un nivel a de 0.5 para el namero
difuso A.

Los niimeros difusos pueden ser considerados también como una extensién del
concepto de intervalo de confianza. En lugar de considerar el intervalo a un
tinico nivel de confianza se consideran a varios niveles dentro de [0,1], déndole
al 1 el maximo de posibilidad y al cero el minimo. El nivel de confianza 0
dara una hipétesis restrictiva. Asf el nivel de posibilidad o € [0, 1], genera
un intervalo de confianza: A(a) = {a!,o?], el cual es una funcién monétona
decreciente dependiente de o, es decir,

Sio >a entonces A{d') C Ala).
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ry
u (x)
1
°s 1 i
1
0 T l' T T t'l T T —
1 2 3 4 5 & ? X
. _—
"
Ag_s

Figura 2.2: Figura que muestra un nivel « de 0.5.

2.3 Elementos que caracterizan a un nimero
difuso

Las definiciones de los elementos que caracterizan a un ntimero difuso ya
las hemos definido en el capitulo anterior. Las mencionaremos nuevamente,
para poderlas localizar mds fécilmente, sin necesidad de tener que volver a
regresar al capitulo 1 y después continuar con el estudio de este capitulo.

1. Funcién de Membresia (membership):

Es la funcién que denota el grado de pertenencia o grado de compati-
bilidad de un elemento x dentro del conjunto difuso A. dicha funcidén
lleva elementos del conjunto difuso A a nimeros en el intervalo [0, 1].

La representamos mediante la funcién,
palz) : E — {0,1].

2. Conjuntos de nivel-o.:

Intervalo real para el cual todos sus elementos pertenecen al nimere
difuso con un nivel de confianza mayor o igual a a. Algebraicamente,

A ={z€ E: palz) 2 a}.
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3. Soporte:
Corte-alpha con a = 0. Representado por,
S(A)={z € E: pa(z) > 0}
4. Moda o nivel-uno:

Nivel a a un nivel uno. Representado por

A= {z € E: pa(z) 2 1}.

] . /_X*'"'

Figura 2.3: Elementos de un niimero difuso.

Para ejemplificar los elementos de un nimero difuso veamos 1a figura 2.3, en
donde observamos que S{A) = (0,5), Age = [1,4] y la moda A, = [2,3].

2.4 Tipos de nimeros difusos

Entre los varios tipos de conjuntos difusos, los de importancia para nosotros
son los conjuntos difusos que se encuentran definidos sobre el conjunto de
los ntimeros reales R. Las funciones de membresia de estos conjuntos, que
poseen la siguiente forma:
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pa(z) : R —[0,1]

bajo ciertas condiciones pueden ser vistas como nimeros difusos o intervalos
difusos. Para ello debemos ocupar nuestro conocimiento e intuicién sobre
la aproximacién de niimeros o intervalos reales vistos en cursos de calculo,
tales como “los nimeros que se encuentran cercanos a un nimero real dado”,
o bien, “los niimeros que se encuentran alrededor de un intervalo dado de
niimeros reales”. Tales conceptos son esenciales para caracterizar los estados
de las variables difusas y, consecuentemente, juegan un papel muy importante
dentro de muchas aplicaciones, incluyendo entre ellas: control difuso, teoria
de las decisiones, problemas de optimizacién y estadistica con probabilidades
imprecisas.

Los casos de niimeros difusos que nosotros utilizaremos son los que incluyen
ntimeros e intervalos sobre los nimeros reales, como ilustramos en la figura
2.4. Donde representamos en a) el niimero real 1.3; b) el intervalo cerrado
real [1.25,1.35); c) intervalo difuso y d) un nimero difuso .

2.4.1 Niimeros difusos triangulares

Como su nombre lo indica, este tipo de niimeros presentan forma triangu-
lar, por lo que quedan perfectamente definidos con tres niimeros reales que
indican las abscisas de los vértices, las ordenadas se obtienen por la propia
definicién del niimero difuso, los valores de los extremos estn a altura cero
y el valor central de dicho niimero tiene altura uno. Veamos como ejemplo
de un nimero difuso triangular la figura 2.5.

A continuacién daremos una definicién mas formal de nimero difuso trian-

gular.

Definicién 2.2 Definimos un niimero difuso triangular A € R como
aquel subconjunto borroso de R con funcién de membresia pa dada por
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Figura 2.4: Comparacién de un nimero ¢ intervalo real con un difuso.

(T —a
- para @ S x S ac,
a. — I .
— Tr—
F'A('I) - ﬁ 92 para ac < T < 4, (21)
ac ha 02
| O en otro caso.
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Figura 2.5: Ejemplo de un nimero difuso triangular.

Donde [a,,az] es el intervalo de soporte del nimero difuso A y {ac,1) es el
punto mdzimo.

Para ejemplificar esta definicién veamos la grifica 2.6.

Para algunas aplicaciones el punto ac € (a1,@;) se localiza a la mitad del
intervalo del soporte del nimero difuso A, es decir, ac = (@ + a2)/2. Susti-
tuyendo este valor en (2.1) se obtiene

)
r—1a
2( ‘) para a; <z < ag,
a. —

pa(z) = 2(:1;—0.2) para ac < z < ay,
A, — ag

L 0 en otro caso.

Decimos entonces que (2.1) representa a un nimero difuso triangular
simétrico con centro en a¢ = (a; + a2)/2 (vease la gréfica 2.7). Este tipo
de niimeros se ocupa frecuentemente en aplicaciones de controladores difusos,
teoria de las decisiones, negocios, finanzas, ciencias sociales, etc.
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Figura 2.7: Namero difuso triangular simétrico.
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Notacién:

i} Denotaremos a un ntimero difuso triangular como A = {a1, ag]-

ii) Si ademas A es un mimero difuso triangular simétrico lo deno-
taremos como A = {ac,0az2), donde ac tiene la membresia total y ap
representa la incertidumbre o imprecision para ac-

2.4.2 Nrmeros difusos trapezoidales

Este tipo de niimeros difusos se representardn mediante cuatro nimeros reales
que definirén las abcisas de los cuatro vértices del trapecio tal y como se
ilustra en la figura 2.8.

[ 3
R
14

s

v

1 1 L] ] 1 ] 1 1 | ] 1 1 1 L] 1 )

02 04 06 08 10 12 14 t6 13 20 22 24 26 28 30 32 X

Figura 2.8: Ejemplo de un nimero difuso trapezoidal.

Sin embargo daremos una definicién mas formal para este tipo de nimeros di-
fusos, pues al igual que los niimeros difusos triangulares son los que més ocu-
paremos dentro de nuestras aplicaciones que desarrollaremos en el capitulo 4.

Definicién 2.3 Definimos un niimero difuso trapezoidal A C R como
aquel subconjunto difuso de R con funcidn de membresia pa dada por
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r :1——(:1 paraa; <z < by,
1 para by < x < by,
pale)=q o (2.2)
— para b, < z < ay,
0 en otro caso.

\

Donde [a;, as] es el intervalo de soporte del nimero difuso A y [b1,b2] es la
regidn con nivel @ = 1. Ilustraremos esta definicién con la figura 2.9.

Figura 2.9: Nimero difuso trapezoidal.

Ademss si [ay, ] = [bs, a2}, entonces (2.2) se convierte a un mimero trape-
b+ b,
2

zoildal difuso simétrico y es simétrico con respecto a la recta z =

(véase la figura 2.10).
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Figura 2.10: Ndmero difuso trapezoidal simétrico.
2.4.3 Otros tipos de nimeros difusos

En procesos reales se requiere evaluar a las funciones de membresia de los
conjuntos difusos de manera simultdnea. Si su funcién de membresia es
compleja, emplearremos un tiempo considerable en su analisis. Es por ello
que los modelos méds comunmente empleados son los conjuntos generados
por tridngulos o trapecios, pues nos permiten hacer un cambio gradual desde
pa(z) = 0 hasta pa(z) = 1.

A continuacién mencionaremos otros tipos de mimeros difusos, que no son
triangulares ni trapezoidales, pero si simétricos.

i) Gaussiano. El tipo Gaussiano queda caracterizado a partir de los
parémetros que definen la distribucién de Gauss, esto es: media, desviacion
tipica, minimo y méximo. La necesidad de incluir los pardmetros minimo
y méaximo se debe a que la funcién de Gauss esté definida en toda la
recta real, mientras que los niimeros difusos han de tener un soporte
o alfa-corte a nivel cero de longitud finita. Veamos la gréfica 2.11, en
donde mostramos un nimeros difuso gaussiano.

ii} Gaussiano Doble. Estos nimeros se componen de dos funciones de
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pwl

10>

Figura 2.11: Nimero difuso gaussiano

Gauss (rama izquierda, rama derecha) las cuales poseen cada una su
media y su desviacién tipica. Por lo tanto es posible que presenten
un nivel-uno con longitud no nula. Ademés es necesario especificar el
minimo y el méximo por las razones mencionadas en el inciso anterior.
Tlustraremos este tipo de mimero difuso en la figura 2.12.

iii) Parabélico. La forma que presentan es la de una pardbola por lo que
quedaran definidos con los tres pardmetros que forman el trinomio de
segundo grado. Para que la expresién sea la funcién de pertenencia de
un mimero difuso el coeficiente que multiplica al término de mayor grado
ha de ser negativo y el vértice de la parabola debe estar en un punto con
ordenada igual a uno. Véase la gréfica 2.13.

iv) Parabédlico Doble. Este tipo de nimero se caracterizard por aportar
la ecuacién de las dos pardbolas que definen cada una de las ramas del
ntimero difuso. Véase la grafica 2.14.

v) Mixto. La funcién de pertenencia de estos mimeros no tiene una ex-
presidn general para todo el niimero, ni siquiera para una de las ramas.
Pueden presentar zonas planas y discontinuidades (escalones). La tinica
forma de guardar la informacién necesaria para representarlos y operar
con ellos es mantener una lista con sus alfa-cortes. Véase la gréfica 2.15.
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Figura 2.12: Niimero difuso gaussiano doble
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Figura 2.13: Ndmero difuso parabélico

2.5 Célculo con nimeros difusos

2.5.1 El calculo del intervalo

Como ya vimos anteriomente los mimeros difusos pueden ser representados
por medio de intervalos cerrados, que denotan el soporte del nimero difuso
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Figura 2.14: Nimero difuso parabélico doble
4
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Figura 2.15: Nimero difuso mixto

A. Aplicando las operaciones sobre cada uno de los nivel  de los operandos,
se formara el soporte del resultado.

A continuacién definimos la forma de operar con nimeros difusos, teniendo
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ya su soporte.

Definicién 2.4 Sean A = [a1,az] y B = [b1,bo] el soporte de dos nimeros
difusos. Definimos las siguienles operaciones

i) A+B={a; +bh,a + b,
i) A —B = a) ~ b, a2 + by},
iii) A-B= [min (a1b1, a1bg, G2by, 62bg), max (a1hy, arbs, azbl,azbz)],

iv) A/B = [a1,82] - [1/b1,1/52]
= [min(aI/bl,m/bz,aszl,aszz):max (Glfblsalsz,%/bh@/b?)]-

259 QGeneralizacién del cilculo del intervalo a los niimeros
difusos

Todas las operaciones mateméticas aplicables a los nimeros difusos pueden
considerarse como una extensién de las mismas operaciones aplicadas sobre
intervalos, debido a que:

i} Cualquier conjunto difuso A4, en particular, cualquier nimero difusoe,
est4 caracterizado por la coleccién de sus niveles a.

ii) Los niveles a de un nimero difuso son intervalos reales cerrados, para
todaa € [0,1].

Veamos la figura 2.16, en donde mostramos c6mo serfa la gréfica de la suma
de dos nimeros difusos, aplicando la definicién de la suma.
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Figura 2.16: Suma de dos nimeros difusos.




Capitulo 3

RELACIONES BORROSAS

3.1 Introduccién

El concepto de relacién se eplica en muchas ramas de las mateméticas, el
estudio de dicho concepto para el caso borroso es el objetivo principal de
este capitulo.

Recordando que una relacién ordinaria entre los conjuntos Ay B esun
subconjunto de A x B, podemos generalizar este concepto ficilmente para el
caso borroso. Dicha generalizacion de relacién borrosa juega un papel muy
importante en diversas situaciones cotidianas.

Supongamos, por ejemplo, que deseamos identificar dentro del conjunto de
los seres humanos la relacién de amistad de dos personas cualesquiera. Es
decir, dos personas estarén relacionadas si son amigas.

Si consideramos esta relacién como ordinaria, es decir, si solamente se consi-
deran las opciones: “es amigo de” y “no es amigo de”, tendriamos el problema
de falta de apego a la realidad. En este caso al igual que en la mayor parte
de las relaciones humanas, nos conviene considerar un grado de relacién. De
esta manera no estariamos dejando muchas posibilidades fuera pues puede
existir una relacién de amigos, pero con cierto grado de amistad.

Con este ejemplo damos la idea intuitiva del concepto de relacién borrosa.

42
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Dicho concepto, al igual que sus propiedades més importantes las estudiare-
mos més detalladamente dentro de este capitulo. Si se desea profundizar
mis en dichos temas se pueden consultar [9, 17, 21}, material que empleamos
como base para desarrollar este apartado.

3.2 Definicién y operaciones basicas con rela-
ciones borrosas
Recordemos la definicién del producto cartesiano de dos conjuntos ordinarios.

Definicién 3.1 Sean A; y A; dos subconjuntos ordinarios (crisp sets). De-
finimos el producto cartesiano de A; y Az, denotado por Ay x Az, como
sigue

Ay x Ay ={(z,y) : T € A ey € Az}

Notacién: Denotaremos con las letras Ry, R;, R3, . - - a las relaciones borro-
sasde A en B.

Definicién 3.2 Sean A y B dos conjuntos ordinarios (crisp sets) del con-
junto universal E. Definimos la relacién borrosa R de A en B como sigue

R= {((x'l y):#ﬁ(miy)) : (I, y) € Ax B},
en donde pr(z,y) es una medida de el grado de relacion entre x e y.

Notacién: Cada relacién R puede ser representada por medio de una matriz,
que llamaremos matriz de membresia.

Ejemplo 12 Sean A = {a,b,c} y B={1,2, 3} dos conjuntos ordinarios.

Entonces
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R = {((a, 1), 0.3), ((b, 1),0.4), ((c, 1),0.5), ((a, 2),0.1), ((b, 2), 1),

(¢2),0), ((2,3),1), (4.3),06), ((3),08) }

es una relacién borrosa de A en B. En trminos de matriz de membresia la
relacidn R la representamos como sigue

1 2 3

af08 01 1
R=05[04 1 06].

c\05 0 08

Definicién 3.3 Sean R, y R, dos relaciones borrosas de A en B.

1. Decimos que R, estd contenida en R;, y escribimos Ry C Ry, sty
sdlo si

Br,(Z,Y) < pr,(2,y), para toda (z,y) en A x B.

2. La unién de Ry y R;, denotada por Ry U R, es la relacion borrosa
con funcidon de membresia

1R,uR, (T,y) = max{pz, (z,v), ur,(2,¥)}, para toda (z,y) en AXx B.

5. La interseccion de By y Ry, Ry N Rs, es la relacidn borrosa con
funcidn de membresia

#R,nR;(I,y) = miﬂ{ﬂnl(.’b, y): #Rz(ﬂf,y)}, para toda (Iay) en Ax B.

4. El complemento de R;, denotado por R,, es la relacién borrosa con
funcidn de membresia

prr(T,y) =1~ pr,(z,y), pare toda (z,y) en Ax B.
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5. La relacidn inversa de R,, denotada por R, ™", es una relacidn borrosa
de B en A con funcion de membresia

fir,~+(y,T) = px,(z,y), pare toda (z,y) en Ax B.
Para ilustrar la definicién 3.3 veamos los signientes ejemplos.

Ejemplo 13 Seen A; = {a,b,¢} y A2 = {1, 2, 3} dos conjuntos ordinarios.
Sean Ry y R, dos relaciones borrosas de A, en Az definidas por las siguientes
matrices de membresia

1 2 3 1 2 3
af07 06 af04 0 03
Ri=5bl 0 1 03|, R:=0bl07 1 06
c\04 07 03 c\08 05 0
Entonces
1 2 3 1 2 3
af07 06 af04 0 03
RiUR2=5{07 1 06|, RiNRa=10b|l 0 1 03},
c\08 07 03 c\04 05 0
1 2 3 e b ¢
af03 04 0 1/07 06 1
Ri=bl 1 0 07, Ri'= 2(0 1 03],
c\0.6 03 07 3\04 07 03
1 2 3 a b ¢
af06 1 07 104 0 03
R2= b| 03 04 ], R27'= 2(0.7 1 06
c\02 05 1 3\08 05 ©
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Ejemplo 14 Sean A = {al,az,aa,m} el “conjunto de 4 alumnos”, y

M= {ml,mg, m3} el “conjunto de § materias que cursen los 4 alumnos”.
Definimos la relacién R de A en M como sigue

R = “El alumno a; tiene suficiente conocimiento de la materiam;”
coni=1,23,4 y j=12,3.

Una forma de calcular la relacidn entre alumnos y materias es

coni=1234 y j=1,2,3, donde C representa la calificacidn del alumno
i en la materia j.

Supongamos ahora que los resultados obtenidos son los siguientes

m M2 My
a 07 1 03
a;| 0.2 05 06
az| 0.6 0.8 0.8
a4 0.9 1 0.7

Por otro lado definimos también la relacidn ‘K, como sigue
Ry = “Interés del alumno a; en la materia m;”.
Supongamos que se obtienen los resultados siguientes

m Ma M3
a {06 08 03
a;l 0 04 09

as| 05 01 07
s \0.8 09 0.6

Ra

f

Entonces
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m, mz; 3 m My M3

af07 1 03 a {06 08 03

Ry UR, = az{ 02 05 09 ’ RiNR, = a;| 0 04 06
az| 0.6 08 0.8 as| 0.5 0.1 0.7

ag\09 1 0.7 a;\08 09 06

En donde R U R, representa para cada alumno y cada materia el grado de
relacién mdrima y R O R, el grado de relacién minima.

Definicién 3.4 Sea R una relacién borrosa de Ay en A;. Definimos el so-
porte de la relacion R, denotado por S(R), al conjunto ordinario

S(R) = {(x,%) : ur(z,y) > O}.

Definicién 3.5 Sez R una relacion borrose de A, en Az. Definimos como
relacién ordinaria de nivel-alpha, a la relacidn dada por

Ro = {(.’L‘, y) : P"R(I! y) > a}'

Observacién: Observemos que R, es una relacién ordinaria del producto
cartesiano A x B. ‘

Utilizaremos la matriz del ejemplo 14 de la pégina (45) para ejemplificar
estas definiciones.

Ejemplo 15 Teniamos en el ejemplo 14 la siguiente matriz de membresia

mp My M3
a2 0.7 1 0.3
az] 0.2 05 0.6
az;| 06 08 08|’
ag \0.9 1 0.7
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entonces para @ = 0.6 y @ = 0.8 obtenemos los dos siguientes conjuntos
ordinarios

Ros = {(01, m,y), (a1, mg), (a2, m3), (a3, m1), (a3, m2), (a3, ma), (aa, 1),

(a4, m2), (aa, ma)}
)
Ros = {(Gx,mz), (a3, m2), (a3, m3), (as, m), (‘14,‘"'12)}-

Considerando que la medida subjetiva de entendimiento, de los distintas me-
terias, es aceptable con un grado de al menos 0.8. Entonces el conjunto Reps
contiene las parejas de alumnos y materias que lo satisfacen.

Por otro lado y de acuerdo con la definicién de soporte de una relacidn bor-
rosa vemos que para este ejemplo,

S(R) = A] X Az.

Es decir, para todos los alumnos y materias existe, por pequerio que sea un
grado de relacion.

Observacién: Si a; > ap entonces R,, C Rq,-

3.3 Composicién de relaciones borrosas

A continuacién definiremos la composicién de relaciones borrosas. El con-
cepto de composicién sera la base para la exposicién de una aplicacién que
aparece dentro del capitulo 4.

Definicién 3.6 Sean R y S dos relaciones borrosas de Ay en Ay y de Ay en A
respectivamente. Definimos la composicién de R y S, denotada por So R
como aquella relacion borrosa de A; en Az con medida de grado de realcion
dad por
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BSoR ={ max { min {pr{z, ), ps(y, z)}} 1 T €A, Z€ A3 } .

En la figura 3.1, observamos la composicién So R
.

Figura 3.1: Composicion de relaciones borrosas.

Notacién: Denotaremos con R = [pix), S = [sx;] y Ro S = @ = [g;;] a las
matrices de membresia de las relaciones borrosas, respectivamente.

Observaciones: Utilizando la notacion anterior veamos que.
i) La definicién (3.6) la podemos transcribir como sigue

[g:;] = [ris] o [aws]
donde

%; = max min (7, gx;)
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ii) Para calcular Q, utilizaremos, los mismos elementos de R y S. Esto se
reduce a una multiplicacién de matrices, pero el producto y la suma se
cambian por el max y por el min respectivamente. Entonces diremos
que estamos realizando la operacién de max — min

Para entender la notacién y las observaciones, veamos el siguiente ejemplo,
en donde explicaremos la forma de calcular la composicién de dos relaciones
borrosas.

Ejemplo 16 Sean

06 05 08 09 05 07 0.7
R=|0 07 1} y §=[03 02 0 09

04 06 05 1 0 05 05
Realizando los calculos necesarios obtenemos gue

08 03 05 05
Q=RoS= 1 02 05 0.7
05 04" 05 0.6

Como mencionaemos anteriormente la operacion de max — min, nos permite
obtener la meatriz Q. Esta operacién es andloga a la multiplicacion usu-
al de matrices. Por ejemplo a continuacién ezplicaremos como obtuvimos

(%) y (3x).

Para (*) hay que operar con el primer renglén de R y con la primera columna
de 8. Se efectua el producto de los dos vectores tal como conocemos y se
obtiene el siguiente resultado

(0.6) - (0.9) + (0.5) - (0.3) + (0.8) - (1).

Cambiando (-) por el min y (+) por el max obtenemos lo siguiente
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08 = q = max{min(0.3,0.9),min (0.5,0.3), min (0.8,1)}
max {min (ry;, $11), min (712, $21), min (713, $31)}
max {0.3,0.3,0.8}

0.8

n

De forma analoga para calcualr {xx) se opera con el tercer renglén de R y la
segunda columna de S obteniendo

(0.4) - (0.5) + (0.6) - (0.2) + (0.5) - (0),

es decir
0.4 = gqn

max {min (0.4, 0.5), min (0.6,0.2), min (0.5,0)}
max {min (ra;, 512), Min (732, 522), min (33, $32)}
max {0.4,0.2,0}

0.4.

Para cerrar esta seccién aplicaremos la definicién de relacién borrosa en el
siguiente ejemplo. Para ver con més detalle este ejemplo ver [17].

Ejemplo 17 El problema consiste en seleccionar un drea de estudio dentro
de la carrera de actuarfa. Supongamos que deniro de la carrera de actuaria,
tenemos nueve dreas de especializacion que son:

1. Investigacion de Operaciones (IDO)
Estadistica (EST)

Finanzas (FIN)

Economia (ECQO)

Computacidn (COM)
Administracién (ADM)

Sequros (SEG)

Pensiones {PEN)

S =, I o Lo
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9. Matemdticas (MAT)

Parg el ejemplo consideraremos solamente tres de ellas (IDO, EST Y SEG)
y a un alumno (a;).

La relacion entre las materias y dreas se forma con base en los prerrequisitos
que se necesitan para cada drea. Es decir, cade drea se encuentra formada
por ciertas materias bdsicas. Estas materias, a su vez, cuenlan con ciertos
prerrequisitos y entre mayor sea el nimero de materias bdsicas para cubrir
el prerreguisito, mayor serd la relacién entre el prerrequisito y el drea.

La relacidén entre el alumno y las materias estard dada por las calificaciones
del alumno a; en cada materia.

En la tabla 3.1 mostramos las tres dreas que consideramos para este ejemplo,
sus materias y los prerrequisitos. El nimero que aparece al lado derecho entre
paréntesis de los prerrequisitos, representa al ntimerc de materias bdsicas que
necesitan de tal materia o prerrequisito. Por ejemplo, para la materia de
Estadistica 1, se necesita solo para une materia del drea de IDO, en cuatro
para EST y en une para SEG.

Definimos los tres siguientes conjuntos

A = {a; alumnos}, para nuestro ejemplo A = {a,}.

B = {materias} =’{EI,EII,AM,AL, PI,PII,CAII,CAIII,SP,SV,C}.
C = {dreas} = {IDO, EST, SEG}.

Sea Ry la relacion de A en B definida como sigue

HR, (a'lv m) = C(J?, y)/lov

donde C(z,y) es la calificacidn obtenida del alumno @, en la materia m;.

Supongamos que el elumno ay obtuvo las siguientes calificaciones

EI EII AM AL PI PII CAIl CAIIl SP SV C
Ri=a (08 06 1 08 08 06 1 06 06 06 1)
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Area | Materias Basicas

Prerrequisitos

Teoria de juegos.
Teoria de inventarios.
I D O | Teoria de colas.
Seminario de IDO.
Programacién lineal.

Estadistica I {1}
Probabilidad I (1)
Anélisis Matemdtico I (3)
Algebra Lineal I (1)

Muestreo.

Procesos Estocasticos 1.
E S T | Procesos Estocasticos II.
Andlisis de Regresién.
Estadistica bayesiana.

Estadistica I {4)
Probabilidad I (2)
Estadistica IT (3}
Probabilidad II (1)
Anélisis Matemdtico I (1)

Modelos dindmicos.

S E G | Contabilidad de Seguros.
Legislacién de Seguros.
Estadistica de Seguros.

Contabilidad (1)
Célculo Actuarial II (1)
Seguro de Vida (2)
Seguro de Personas (2)
Célculo Actuarial III {1}
Estadistica I (1)

Tabla 3.1: Area., materias y prerrequisitos para el ejemplo 17.
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Sea Ry la relacidn de B en C, definida como “la materia y tiene importancia
dentro del drea z”. Una manera de obtener R, es la siguiente:

materias bdsicas del drea z y que necesitan y

bR, (Y, 2) =

total de materias bdsicas del drea z
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Es decir,

IDO EST SEG
Br {5 45 1/4\

Ell | o 35 o0
aM |35 s o
AL |15 0 0
PI | 1s 25 0

R=PII | 0 1/5 0
carr [ o 0 174
catri| o o 1/4
sp o o 1p
sv | 0o o 12
c \o o 1)

Realizando los cdlculos necesarios obtenemos la matriz correspodiente a Rao
H; que es:

IDO EST SEG
Ryo Ry = g ( 3/5 4/5 1/2 )

Por lo tanto el alumno a; deberia especializarse en el drea de Estadistica
(EST), dado que tiene mejor preparacidn y conocimiento para esta drea.

3.4 Algunas propiedades

En muchas aplicaciones se analizan relaciones dentro de un mismo conjunto.
En esta seccién daremos, mediante una serie de definiciones, algunas de las
propiedades mas importantes.

Definicién 3.7 Sea R una relacién borrosa de E en E. Decimos que R es
reflexiva si
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ur(z,z)=1 Vze€kE.

Ejemplo 18 Sea E = {a,b,c} y R la relacién borrosa de E definida por la
matriz de membresia

e b ¢
af 1 03 O

R= 01 1 07
1 65 1

Podemos ver que R es reflexiva, pues

ur(a,a) =1,
p,n(b, b) = 1,
pric,c) = 1.

Definicién 3.8 Sea R una relacién borrosa de E en E. Decimos que R es
simétrica st para todo z,y € E

”R("rw y) = ’-‘R(y'l I)'

Ejemplo 19 Sea E = {a,b,c} y R la relacién borrosa de E definida por la
matriz de membresia

a b c

af 0 03 07
R=5}03 1 05
c\07 05 0.2

Entonces
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a b c

af 0 03 07
RT= 5|03 1 05
c\07 05 02

Como R = RT, podemos concluir que R es siméirica.

Definicién 3.9 Sea R una relacién borrosa de E en E. Decimos que R es
transitiva st

pr(z,8) = m:.x{min {p=(z,v), pr(y,8)} conz, ¥y, 2€E

Intuitivamente esta definicién nos dice que la relacién directa entre cualquier
par de elementos del conjunto en cuestién, es mayor o igual que la relacion
de algiin intermediario. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 20 Sean E = {a,b,c,d} y R la relacién borrosade E en E definida
por la matriz

a b ¢ d
af02 1 04 04
b} 0 06 03 O
cl 0 1 03 ©
d\01 1 1 01

Realizaremos la comprobacidn de que R es une relacidn transitiva, para los
elementos @ y b. Para los otros dos elementos la demostracin es igual.
Demostraremos que

pr(a,b) 2 t&ag{nﬁn{un(a,y),un(y, b)}.
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Calculando

y=a; min{R({a,a),R(a,b)} =min{0.2,1} =0.2;
y=>5; min{R(a,b),R(d,b)} = min{1,0.6} =0.6;
¥y=6 min{R(a., C), R(C, b)} = min {04, 1} = 04;

y=d; min{R(a,d),R(d,b)} =min{04,1} =04.
Entonces

max{min {¢r(a, y), #=(y,b)} = max{0.2,0.4,0.6} = 0.6.
v
Ademds, dado que pr(a,b) = 1, tenemos entonces que

pria,b) =1> gleag{nﬁn {ur(e, ), ur(y,b)}} = 0.6.

pr(a,b) > t:leag{min {pr(a,y), ur{y, b)}}.



Capitulo 4

APLICACIONES

4.1 Introduccion

Las primeras aplicaciones de la teoria difusa fueron principalmente industri-
ales, tales como el control de procesos en cementeras. Mas tarde en 1987, se
puso en servicio en Sendai, al Norte del Japén, el primer metro controlado
mediante 16gica difusa. Los controladores basados en esta légica, hicieron
mucho més confortables los viajes para los pasajeros en metro, gracias a
las suaves frenadas y aceleraciones. Todo lo que debe hacer el conductor es
apretar un botén.

A partir de 1990 se comienza a implementar en los controles de inyeccién
electrénica de carburante y en los sistemas de control de guiado automdtico
de coches, haciendo los controles complejos més eficientes y faciles de utilizar.

Las lavadoras “difusas” tienen més de 400 ciclos preprogramados; a pesar de
su complejidad tecnolégica resultan mds ficiles de operar que las lavadoras
tradicionales. El usuario solo pone en marcha la lavadora, el resto del proceso
queda en manos del control difuso. Dicho proceso se encarga de evaluar
automdticamente el material, el volumen, la suciedad de la ropa, elige el
ciclo 6ptimo de lavado, asi como la cantidad de agua que ha de emplear.

En acondicionadores de aire, la 16gica difusa ahorra energia dado que comien-
za a enfriar con mayor potencia solo cuando un sensor detecta la presencia

58
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de personas en la habitacién.

En USA la NASA estd trabajando para implementar un control difuso en
las condiciones del espacio, una tarea extremadamente dificil para la l6gica
tradicional o booleana.

En las actividades domésticas cotidianas se invent6 un sistema de ventilacion.
Utiliza control difuso para conmutar un ventilador segin los conocimientos
de cantidad de polvo, olores, temperatura, humedad y ambiente.

El bafio difuso, por ejemplo, tiene un controlador que mantiene el agua a la
temperatura ideal para el usuario, “ni muy caliente, ni muy fria”. Si en un
principio el agua est4 templada, afiade el agua caliente en menor proporcién
que si estuviese fria, evitando elevar demasiado la temperatura del agua.

El propésito de este capitulo es el mostrar algunas de las aplicaciones de la
teorfa de conjuntos borrosos en otras dreas, tales como programacidn lineal,
regresién lineal, economia y comunicacidn interpersonal. Haciendo notar la
diferencia del modelo cldsico, con el modelo difuso. El modelo clasico nos
servird de base para desarrollar el modelo difuso.

Para la exposicién de este capitulo nos basamos principalmente en los métodos
difusos desarrollados dentro del libro de Bo Yuan {9]. Sin embargo, otros au-
tores han trabajado en dichas aplicaciones. Por ejemplo Vilém Novék [16]
y Zimmermann [21] desarrollan otro método para la programacién lineal di-
fusa; para la regresién lineal difusa encontraremos otro modelo dentro del
libro de Toshiro {18] y para la comunicacién interpersonal Paul Wang [19]
desarrolla otro método.

Empezaremos este capitulo con la programacion lineal difusa.

4.2 Programacién lineal difusa (PLD)

La programacion lineal constituye una de las ramas de la optimizacién més
estudiada y desarrollada en los dltimos afios. Hoy en dia es un instrumento
utilizado cominmente en las empresas y administraciones piblicas de todo
el mundo, adem4s de tener numerosas aplicaciones practicas en muchas otras
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ramas de la ciencia y la tecnologia.

Un programa lineal es aquel en el cual la funcién objetivo es lineal y las re-
stricciones estén dadas por un conjunto de ecuaciones e inecuaciones también
lineales. Para optimizar esta funcién tenemos que encontrar la mejor solucion
(solucién 6ptima) del problema dado. La forma m4s comin de representar
un problema de PL es de la siguiente manera

max(min) z= cZ1+ T2+ -+ Caln

5.0 ant) +apT2 + -+ i < by,
anTy + Qs+ -+ + G2aTn < by,

..............................

Am1T1 + GmzTz2 + - + GmaZn < b,

con Ip,%z,..-,Zn 2> 0.

O bien
max(min) z=CX
sa. AX<bHh (4.1)
con X 2 0.
donde

1. z es la funcién objetivo del problema de PL a maximizar 0 minimizar.
2. C = (c1,¢z,---,cn) €s el vector costo de la funcién objetivo 2.

3. A= [ay;} es la matriz de m X n, llamada matriz de restricciones.

4. b= (b, bo,... ,bm)T es el vector de restricciones.

5. X = (z1,%2,... ,:rn)T es el vector de las variable involucradas en nues-
tra funcion objetivo z.
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El conjunto de vectores X que satisfacen las restricciones lo conocemos como
el conjunto de soluciones factibles. Consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 21 E! problema consiste en:

min z=1z; — 23

3.a. 3331 e 1,
2%, + 12 <6,

con 0<x,<2,
1‘3121.

De acuerdo a la grdfica {.1 podemos ver que para encontrar el minimo de la
funcidn objetivo, podemos dibujar una familia de lineas paralelas que repre-
senten a la ecuacidn T, — 2z5 = p, donde p es un pardmetro que decrece, pues
nuestro ejemplo consiste en encontrar el minimo.

De esta manera encontramos el minimo que es
Zmin = -2

para la pareja ordenada (x,y) = (1,2).

Una desventaja al utilizar 4.1 es al momento de especificar el limite exacto
para b;.

En muchas situaciones practicas, las restricciones no necesariamente deben
de estar especificadas en términos precisos. Es decir, los niimeros pueden
estar dentro de un intervalo con cierta imprecision (difusividad). En tales
situaciones es recomendable utilizar algin tipo de programacion lineal difusa.
Los problemas de programacion lineal difusa, que denotaremos por PLD, se
formulan como sigue
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X,
' oa
By —ay 1
3
j ] 1
2 o
4 — — - ,,-"— ’4" ,”'J x‘ '-xz p
”/ I’ ”/ "’,
3 —— /’.' J,” ”” -’”"
o
P /f”
d,,"' - conjunto de Gelosionas
’,/”,/‘ —_— -P‘—>' Pactibles
e e e .
P / | I 1 | | x.
e 2 3 7
f/’
20 1 Xg= 6
Figura 4.1: Ejemplo de programacién lineal cldsica.
mn
max(min) z= E C; X;
=1
- . (42)
s.q. E Ai; X; £ B, coni=123,....m
—
con X; >0 vi=123,...,n,
donde

1. Aij, B;, C; son nimeros difusos.

2. X; son las variables cuyos valores son nimeros difusos.
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3. El simbolo < indica el orden dentro de los niimeros difusos.

Las operaciones de suma y multiplicacién se realizan de acuerdo a la aritmé-
tica difusa que expusmos en el capitulo 2.

Los problemas de PLD, primero se convierten a problemas de PL, y esto nos
permite resolverlos por medio de métodos conocidos de PL. De esta manera
estaremos dando un resultado final de un problema de PLD con mimeros
reales. Para discutir este tipo de problemas de PLD, tomaremos solo dos
casos, tal y como lo proponen Bo Yuan y George J. Klir [9].

Caso I Problemas de PLD donde solo el lado derecho de las restricciones
son nimeros difusos. Ademds los B; toman la forma de nimeros difusos
trapezoidales (veése la figura 4.2).

n
max z= E C; T
J=1

S.Q. Za,-ijSB,v i=1,2,3,...,m,

j=1

con X; >0 i=1,2.3,...,n

Es facil ver que B; tiene la forma

1 para = < b;
b; + pi —

Bi(z) = __-i_-;;__x_ para b; < x < b; + p;
0 pata b +pi <=z

conz € R.

Sea D;(z) el grado para el cual el vector X satisface la i-ésima restriccion de
nuestro problema. Podemos calcular D;(z) de la siguiente manera



4.2. Programacién lineal difusa (PLD) 64

A
()

P

ﬂ I
b, b, + p; x

Figura 4.2: Niimero difuso empleado para el caso 1.

Di(z) = B; ( ia,,—x_,— ),
j=1

donde D;(z) son conjuntos difusos sobre R™.

La interseccién de dichos conjuntos (\i-, D;, representard para nosotros el
conjunto difuso factible.

Despusés, es necesario calcular el conjunto difuso de valores dptimos, que seréan
los valores que se encuentran dentro de los limites superior (2,) e inferior (2;).
Dichos limites se calculan resolviendo los siguientes problemas de PL cldsica
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Para z: Para z,:

maz zu-——CX mar z=CX

s.a. Za,-,—:z:,-ﬁb,— s.a. 3oi 0T < b+ pi
gjl,Q,B,...,m, 1i=123,...,m
z;203=123,...,n, z; 20 j7=1,23,...,n

Por otro lado, sea G el conjunto difuso de valores dptimos, que se define como
sigue

1 para z, < CX

CX — 2 . . n
G(X)= — . paraz < CX < z, }subconjunto difuso de R. .

0 para CX < z

Sea A € [0,1] y siguiendo lo expuesto en [9], notemos que el problema de
PLD se convierte en el siguiente problema de optimizacién clasico de PL

mar A

CX-*Z;

(2u — 2)

Y ez <hi+p(1-X)  i=123,...,m

P

sa A<

con Az; >0 i=1,23,...,n,

en donde A representa al mismo tiempo un grado de membresfa méximo
dentro de nuestro conjunto difuso de valores éptimos (G (X)) y un valor que
varia entre 2; y z,.

Es decir,
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maxr A

sa. Mzg—2)-CX < -2z

/\pg-l-z:aij-'f:jsbi"'}"i i=123,...,m

j=t
con A\z; 20 7=12.3,...,n

Veamos shora el siguiente ejemplo, en donde mostramos la aplicacién de
dicho método.

Ejemplo 22 Cierte compania produce dos tipos de productos Py y P2. Del
producto P; se obtiene una ganacia de $0.40 por unidad y del producto P
$0.80. Para elaborar un producto del tipo Py se necesita a lo menos el doble
de tiempo que se requiere para elaborar un producto del tipo P2. En total se
trabajan 500 horas hombre por dia, pero con trabajo extra puede ser extendido
a 600 horas. El abasto del material es a lo menos suficiente para elaborar
400 unidades de ambos productos Py y P, por dia, pero puede ser posible
gque se elaboren 500 unidades, de acuerdo con la ezperiencia previa de los
trabajadores. Elproblema consiste en saber cuantas unidades de los productos
P, y P; podrian elaborarse para mazimizar la ganancia.

Sean las variables

z, = “Nimero de unidades producidas del producto P, por dia”.

Ty = “Nimero de unidades producidas del producto Pp por dia”.
Entonces
max z = .4z, + .32, (Ganancia)
sa. T1+z2 < By, {Material)

21, + x3 < By, (Trabajo de horas hombre)
Zy,73 > 0. (Restricciones de factibilidad)
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Con
1 para x < b;,
B;(z) = P'-{-—::‘:—I- para b; < x < b; + p;,
0 ' para b; +p; < .

Notemos que by = 400,p, = 1'00,b2 = 500 y po = 100, entonces By y B,
toman la siguiente forma analitica.

(1 pera = < 400,
Bi(z) = { 50;’% para 400 < < 500,

| 0 para 500 < z,

(1 para < 500,
Bj(x) = 4 60;)0_[; z pare 500 < x < 600,

L 0 para 600 < .

En la figura 4.2 representamos grdficamente a los nimeros difusos By y B,.

" B  wl B,(%)

& -
ol

Figura 4.3: Nimeros difusos B, y Bs.

Ahora bien, primero necesitamos calcular los limites superior (2,) e inferior

(z;) de la funcidn objetivo z. Estos se obtienen resolviendo los dos siguientes
problemas cldsicos de PL
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Pare z, (P;) max 2z = .4z + .32,

s.a. 11+ z3 <400
2z + x9 < 500
Iy, T2 _>_ 0.

Para z,, (P) max z= .4z + .31,

s.a. Ty +x2 <500
21, + 2 < 600
zy,z2 2 0.

de donde obtenemos que z; = 130 y z, = 160. De esta manera el problema
de PLD se convierte en '

max A,

s.a. 30\ — (4z; + .3z2) < 130
100A + 1 + z2 £ 500
100A + 2z; + z2 < 600
z1,%2 > 0.

Resolviendo este problema de optimizacidn, encontramos que el mdrimo se
alcanza cuando Amax = 0.5, es dectr cuando x, = 100 y z, = 350.

Por lo tanto la ganancie mdzima es
Zmax = 0.4(100) + 0.3(350) = 145.

Caso IT Problemas de PLD en donde los ntimeros del lado derecho B; y
los coeficientes A;; de la matrix de restricciones son nimeros difusos trian-
gulares!. En la figura 4.4 representamos & un nimero difuso triangular.

1Un nbimero difuso triangular es cualquier mimero difuso A representado por tres
nimeros reales, 8,1, 7, en donde [ tiene la membresia total.
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max z= E CZj,
=1

n
sa. » A;X;<Bi  i=123...,m

j=t

con X; >0, i=123,...,n

Dado que los coeficientes B; y A;; son nimeros difusos triangulares, es decir,
toman la forma A = (s,1,7), entonces el PLD se puede formular como sigue

n
max =z = E CiT;,
_—

n
5.a. Z(Sij, l,-j,r.-j):r:,-j S (t,-,u,-,v,—), i= 1,2, 3, 1]
i=1

con X; >0, j=123,...,n

en donde Ay; = (35, kij,75;) ¥ By = (t:, i, %) son nimeros difusos triangu-
lares.

Es importante sefialar que la suma y la multiplicacién son operaciones sobre
ntimeros difusos y el orden parcial < estd definido por:

A< B ¢ max(A,B)=B.

Esto es facil de probar para dos mimeros difusos triangulares cualesquiera.
Sean A = (5),l;,71) y B = (s3,15,72), entonces

A < Bsiysolosi sy < 32, si—h<sg—-b y s1+r <sa+r2
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B (=)
1 -
[ > ¢ . >
! s-1 ] s+r
x
Figura 4.4: Niimeros difusos empleados para el caso IL.
Ademass

(s1,1,71) + (s2,lg,12) = (51 + 82, i + o, 11 + T2),
y para todo z € R,

z(s1, b, 1) = (z81, 7l 2711)
Entonces

n
max z = E CiZy,

i=1
n
s.a. E 8i; T <t
i=1
n

4.3
Z(sij —ly)z; <t — (43)
i=1

Z(Sii + 1)z <t — v i=123,...,m,
i=1

con x; =20 i=123,...,n
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Notemos que todos los nimeros involucrados son ntimeros reales. Lo que
nos lleva entonces a resolver un problema de PL clasica. Consideremos el
siguiente problema de PLD para ejemplificar este método.

Ejemplo 23 El problema consiste en mazimizar la siguiente funcidn objetivo
z, bajo ciertas restricciones. El problema estd formulado como sigue

max 2z = 5I + 4z,

sa. (4,2, 1)z +(5,3,1)z2 < (24,5,8),
(4,1,2)z; + (1, .5,1)x; < (12,6, 3),
z1,%2 2 0.

Solucidn:

Utilizando (4.8) el problema se reduce a optimizar lo que sigue

max 2z = 5T + 4Ta,

s.a. 4z + 5z, < 24,
4z + 19 < 12,
23’21 + 22.'2 < 19,
3z; +0.5x2 €6,
5z, + 6z; < 32,
6:!71 + 2.’172 S 15,
Ty, T2 Z 0.

Resolviendo obtenemos que x, = 1.5,z = 3 y por lo tanto

Zmax = 19.5.

4.3 Regresion difusa

El analisis de regresion es un area dentro de la estadistica que nos ayuda
a determinar y evaluar la relacién entre una variable determinada (variable
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dependiente o explicada) y una o mis variables adicionales (variables inde-
pendientes ¢ explicativas). Para ello es necesario estimar los parametros de
dicho modelo el cual toma la siguiente forma lineal

y=7Tt+tnfit...+ Wwln, (4.4)

donde y es la variable dependiente, z;,Za, . - ., Z, son las variables indepen-
dientes, y Ya,M,- .-, ¥» son los pardmetros. Los problemas de andlisis de
regresién que se formulan bajo estos términos se les conoce como regresiones
lineales.

Consideremos, como ejemplo, una regresién lineal con solo una variable, que
toma la forma siguiente

Y=Y +71$:

Sea A = {(a1,h), (az,b2),...,(Gm,bm)} un conjunto de m observaciones.
Nuestro objetivo es encontrar ¥p ¥ 71, para los cuales el error total de los
puntos estimados con los puntos observados sea minimo. Basdndonos en el
método de minimos cuadrados, el error total se expresa como sigue

Frror Total = Z [b; = (o + 'Tlai).lz'

i=1

Derivando con respecto a g ¥ @ 71, igualando a cero y resolviendo el sistema
de ecuaciones se obtiene que los valores éptimos para -y ¥ 11 estdn dados por
[4]:

g (E(E

i=]

! ™
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Yo = pony .
O bien
m m m
S (£4)(5)
= i=1 _ i=1 m i=1 ’
"3t (%)
i=1 i=1
Y

Una de las ventajas, que nos motiva a hacer analisis difuso en lugar de anélisis
lineal es que aunque la relacién difusa sea menos precisa, ésta resulta estar
més apegada a la realidad y ademds que en algunas aplicaciones la naturaleza
de los datos es tal que éstos estin dados en términos difusos.

Desarrollaremos (basindo nuestra exposicién en [9]) dos tipos de anélisis de
regresion difusa:

i) Regresién lineal que involucra datos ordinarios y se estiman pardmetros
difusos.

ii) Regresién kneal que involucra datos difusos y se estiman pardmetros
ordinarios.

La explicacién del modelo para el caso de regresion difusa en donde tanto
los paramétros como los datos son difusos, no se abarcard dentro de esta
investigacién. No olvidemos que nuestro objetivo es tan solo dar a conocer
la teoria bésica con algunas aplicaciones de subconjuntos borrosos.
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4.3.1 Regresién lineal con parametros difusos

En este tipo de regresién difusa, la dependencia de una variable de salida
sobre las variables de entrada se expresa como sigue

Y=Czi+ Coxg+...+ CaZn, (45)
donde C,,Ca, . . ., C,, son mimeros difusos y 21, T3, . . . , Zn, son valores reales de
las variables de entrada. Para cada (g, T2, . . ., ) de valores de las variables

de entrada, el valor de la variable de salida Y definida por (4.5) es también
un nimero difuso.

Sea el conjunto de datos {(al,bl),(az,bg),...(a,,, b,,)}. Al igual que en la
regresién lineal el problema consiste en encontrar los pardmetros difusos
C,,Cs,...,C, para los cuales (4.5) exprese el mejor ajuste para los datos
de entrada, acorde a algunos criterios de bondad de ajuste.

Asumiremos que los pardmetros en (4.5) son niimeros difusos triangulares
simétricos, definidos como sigue

le—al
Cle)={ 1~ 5 Sa-sscsats (4.6)
0 en otro caso,

donde ¢; es el punto para el cual Ci{c;) = 1y s; > O es el incremento de C; (la
mitad de la amplitud del soporte de C;), como se puede ver en la figura 4.5.

Por otro lado dado que C; se encuentra alrededor de ¢; denotado como C; =
(ci, 8:) para i=1,2,3,...,n, entonces resulta facil probar que la variable Y en
(4.5) es también un niimero difuso triangular dado por

5T
~|y—s%(|—cl six#0

Yl = 0 six=0,y#0 @7
1 six=0,y=0,

donde
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Ci(c) T MUMERO DIFUSO TRIANSULAR SIMETRICO

) S VPR s

i \

H (o= cpoc+3, )
! \ e

E \

‘. . >
€y c+sy c

Figura 4.5: Tipo de niimeros empleados para la regresién difusa.

1 C1 81 1
I3 C2 33 |z2f
X = . s Cc = . y 8= . ) lxl = . ,
Ta Cn Sn IIn|
y T denota la transpuesta.

Regresando a nuestro problema original que consiste en encontrar los parametros
difusos Cy, Cs, . .. , Ca, éste puede ser resuelto encontrando los vectores c y s
para los cuales Y(y) dada como en (4.7), se ajusta de mejor forma a las
observaciones. Para lograr el mejor ajuste se consideran los dos siguientes
criterios.

i} Consideremos que Y; representa a un nimero difuso definide como en
{4.7) y que x = aj, entonces, para cada observacién (a;,b;) y con h €
[0,1] (confianza para la variable Y;) el valor de Y;{b;} > h.

ii) Especificando el valor de h € [0, 1] y puesto que la imprecisién de cada
pardmetro difuso C; dado por (4.6) puede ser expresado en términos de
su incremento s;, es necesario minimizar la ambigiiedad o la imprecisién
de los parametros difusos C;.
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Con ésto (4.5) se puede formular de la manera siguiente

4.8
sa. {1—h)sT|ay)—lb; ~a7¢| 20, =1,2,3,...,m (4.8)

8 2 0, 1= 1,2,3,...,n.
que no es més que un problema clasico de programacién lineal. Notemos

que (4.8) se obtuvo con un despeje de (4.7} solo que se especifica el valor de
h € [0,1). Veamos un ejemplo.

Ejemplo 24 Sean (1,1),(2,2),(3,2),(4,3) las observaciones. Asumiremos
que la regresidn lineal difusa para estos datos es de la forma

Y =Cz,

donde C = (¢, s) es un pardmetro difuso trianguler simétrico, definido como
en la grdfica 4.5. Entonces el problema de programacién lineal toma la forma

min §

sa. (L—h)s—|1-¢ =0,
2(1-h)s—12—-2¢ >0,
3(1—AR)s—]2—-3c| 20,
4(1 —h)s— |3 —4c{ >0,

s> 0,
h € [0,1] nimero fijo.

Que se reduce a
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.a. - S 1~ ==l b= —
s.a s_(1 ')max(l c||3 c, | cl)

h € [0,1] nimero fijo

s ‘
Conjunio de sokiciones e N L |
“Factibls ekl l-A
s . 4l
1-%

>
4

Figura 4.6: Grafica para el ejemplo 24.

Resolviendo el problema con ayuda de la grifica 4.6 y realizando los cdlculos
necesarios, encontramos que los valores doptimos son
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Es decir,

o~ (barm)

Por ejemplo si consideramos a h = 2/3 entonces C = (5/6,1/2). Los con-
juntos difusos Y; = Ca; para los valores ¢y = 1,22 = 2,a3 = 3 y a4 = 4
se muestran en la figura {.7. Observemos que en la figura 4.7 se muestra
también el ajuste de la recta para los datos dados, asimismo mostramos la
difusividad para cada observacion.

A A
H ym
;
| 5
i
| 4
Y.=C4
i 3 —
%L=C3 i
! 2
Y,=C- 212 -1
i ot
Y,=C1 | = S e
+— . >
O o0, 5 4 x

Figura 4.7: Gréfica para el ejemplo 24.
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4.3.2 Regresién lineal con datos difusos

En este tipo de regresién difusa, la dependencia de una variable de salida
sobre las variables de entrada se expresa como sigue

Y=aXi+aX+...+ AnXa, (49)
donde tanto los valores de entrada como los de salida son mimeros difusos
(triangulares y simétricos), y a1,0z, .. .,a, Son valores reales.

Sea X; = (z;,s;) parai = 1,2,3,...,n, entonces,
T
_ - 1%?{-1—& sia#0
Y(y) = 0 sia=0,y#0 VYy€eR, (4.10)
1 sia=0,y=0
donde
ay T1 51
G Iy 8o
a= . ] X = . 3 8= .
a" xﬂ s,»;

Los datos estin dados en términos de las parejas (X9, YY), donde XY es
un vector de n-entradas de mimeros difusos triangulares simétricos, y YO es
un nimero difuso triangular para cada j =1,2,3,...,m.

El problema de regresién consiste en encontrar los parametros ay,az,.--, 8
tales que nos permitan ajustar de la mejor manera posible la funcién lineal
(4.9) a los datos difusos. Utilizaremos los siguientes criterios que sugiere Bo
Yuan y Klir [9}:

i) Se debe minimizar la diferencia total entre las dreas del nimero actual
difuso Y y las 4reas de los mimeros difusos Y; obtenidas para X9,
por medio de (4.9), donde j =1,2,3,...,m.
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ii) Los nimeros difusos YU y Y; deben de ser compatibles al menos para
algtn grado h € [0,1].

Dado que la la compatibilidad (com) se define como sigue

com(YY)Y;) = sup min [V (y), ¥; (1)),

nos es posible escribir el problema de regresién difusa como sigue

min 3| [y - [ v

i=1

s.a. min com(YY(y),Y;(y)) > k.

i=123,..m

Sean XU = (z1,s¥)) para toda i =1,2,3,...,n y YW = (4, 59} para toda j =

1,2,3,...,m. Entonces el problema se convierte en
m R n .
min z= Z s¥) — Z lagjs?|
i=1 i=1
n ) n
_ (U ) < o) 4 o)
s.4a. z ‘atlsi + 'Ea‘*xi s y + s ) (411)

L=t . L=t .
S laids? + 3 el 24P - 69,

i=1 i=1

cong; €EN,i=1,23,...,nyi=1,23,...,m

Consideraremos el siguiente ejemplo.
Ejemplo 25 Consideremos la forma lineal

Y =aX,
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y los siguientes datos que se encuentran dedos en lérminos de parejas de
nimeros difusos de entrada/salida

(6/6,1/2),(1,0).

(6/3,1/2).2.1/2)),
(6/2,1/2.3,1/2)),
((10/3,1/2),(4,0))-

Utilizando (4.11), obtenemos

min z= |a|+ |1 —|all

|a|
_lal p5e oy,
s.a 2 + 6
|al

+—>1

Observemos que el problema tiene solucidn solo en R*. Entonces el problema
se simplifica a
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min z= a+|l—al,

s.a. a€[6/8,3],
a € [9/13,15/7],
a € [5,6,7/4],
o € [24/23,24/17).

Resolviendo el problema, encontramos que el valor dptimo para el pardmetro
a es a® = 24/23. Por lo tanto la recte mejor ajustada pare este caso es
Y = 24X/23. Veamos la figura 4.8 en donde mostramos tanto la recta difusa
ajustada que es Y = 24X/23 como la recta para los datos cldsicos y = 6x/5.
Notemos que y queda dentro del intervalo difuso para Y.

,—\-‘y_(‘x)-/z:xrzs
Y(:).J AN
/ g
; L e yi)=6uiE
| Ry
4
17
3 - i/
a
7
;
2 - |
|
i
i
1 - >
7 i
./ .
’ !
i
T = T
a 4 x

Figura 4.8: Gréfica para el ejemplo 25.
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4.4 Comunicacién interpersonal

El proceso de comunicacién entre las personas constituye un gran conjunto
de sefiales de comunicacién que se envian a un mismo tiempo. Ejemplos de
estas sefiales son las palabras al hablar, el tono de voz, la postura corporal,
las expresiones faciales, el tipo de ropa, etc. A menudo dos o mas de estas
sefiales contienen mensajes contradictorios y es entonces dificil determinar la
intencién precisa y el significado de una sefial. Estas imprecisiones pueden
deberse también a distorsiones en el medio ambiente, al receptor, o bien al
emisor. El receptor del mensaje debe saber responder apropiadamente a este
conjunto de sefiales vagas o difusas.

En esta seccién describiremos, brevemente y de manera bastante informal,
una forma de modelar este problema usando la teoria de subconjuntos bo-
ITOSOS.

Denotemos por X el conjunto universal de todas las posibles sefiales  que
una persona puede enviar a otra. Debido a ciertos factores de distorsién, no
es posible obtener una sefial £ clara y inica. Lo que en realidad se obtiene
es s6lo un subconjunto borroso M de X, en donde M(z) denota el grado
de certidumbre de que la sefial z fue enviada. Definimos la fuerza de la
sefial, como el valor maximo de membresia que una sefial z € X alcanza
en el subconjunto borroso M. Si el conjunto M no tiene un maximo tinico,
entonces el mensaje se dice que es ambiguo. Si el soporte de M es un conjunto
grande, entonces se dice que M es general. La claridad de un mensaje puede
entonces ser medida en términos de la distancia entre el grado de membresia
méxima en M y los otros grados de membresia de cualquier otra senal z € M.
Cuando un mensaje es fuerte, claro y directo, la seiial que tiene grado de
membresia méximo en M es entonces escogida como la sefial de comunicacién
que se envié. Los problemas surgen cuando el mensaje es débil, ambiguo y
no claro.

En algunos casos resulta natural suponer que el receptor del mensaje tiene
cierta informacién en forma de probabilidades de las sefiales ¢ mensajes que
espera. Supongamos que los mensajes son

Ti,%2,---,Zn € X,
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con respectivas probabilidades

p(xl):P(Iﬂ)’ v ,P(-’A’-‘n)-

De esta forma cada mensaje z € X tiene un grado de membresfa M (z) como
elemento del subconjunto borroso M, y también una probabilidad p(x) de
ocurrencia.

Si se recibe un mensaje con probabilidad alta, se tiende a pensar que no
hay ruido en el canal de comunicacién y que la sefial recibida fue la enviada.
Ademés si la sefial recibida z es clara, es decir M(z) es comparativamente
mucho mayor que la membresia de cualquier otra seiial, entonces es natural
suponer que la seial recibida fue la enviada.

Consideremos ahora que el receptor del mensaje tiene informacién en términos
de posibilidades para cada elemento del conjunto de posibles mensajes. Esto
es, para cada z € X tenemos el nimero r(z) que denota la posibilidad, ex-
pectativa, o creencia del receptor, de que la sefial = es enviada. Se define la
posibilidad total del mensaje difuso M como sigue

r(M) = max [min{M(z),r(z)}] (4.12)

Si el mensaje recibido es incompatible con la distribucién de posibilidades,
el receptor solicita una repeticién del mensaje. Y antes de recibir la reite-
racién del mensaje, el receptor modifica la distribucién de posibilidades o
expectativas r. Este procedimiento se repite de manera sucesiva. Se prueba
entonces la consistencia de M contra la distribucién de expectativas y ademés
se prueba el mensaje respecto a la claridad y fuerza. Si ambas pruebas
resultan consistentes, la sefial en M con valor maximo pude asumirse sin
ambigiiedad que es la sefial enviada. Si hay incompatibilidad en las pruebas,
el receptor modifica sus expectativas y pide nueva informacién o un nuevo
mensaje, hasta que surja un mensaje claro y compatible con sus expectativas.

Adicionalmente podemos considerar que el receptor del mensaje introduce
cierta distorsién debido a las inconsistencias entre sus expectativas y el men-
saje recibido. Definimos entonces la consistencia entre sus expectativas y el
mensaje recibido como
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s(M,r) = max [min{ M (z),r(z)}]- (4.13)

Denotamos por M’ el mensaje distorsionado M que el receptor oye. Entre
menos consistente sea M con respecto a sus expectativas, menos parecido serd
M’ con M. El receptor modifica entonces sus expectativas ro a partir del
mensaje distorsionado M’, creando una nueva distribucién de expectativas
r; de acuerdo a la férmula

r1(z) = min{ry ~*(z), M'(z)}. (4.14)

Después de este procedimiento repetido, y una vez que el receptor concluye,
con una cierta confianza, que un mensaje particular fue el enviado, se escoge
entonces una respuesta apropiada.

Supongamos que Y denota el conjunto de posibles respuestas que el receptor
puede emitir. Y sea R C Y x X una relacién binaria difusa en donde R(y, )
denota el grado de conveniencia de emitir la respuesta y cuando se ha recibido
el mensaje . Podemos entonces definir un conjunto difuso A € Y por medio
de la siguiente relacion

Aly) = rfea)‘z.c[mn{R(y: I): M(IB) }] (4'15)

El grado de membresia de cada posible respuesta y en el conjunto difuso A,
corresponde a lo apropiado que es responder con y al mensaje M. Se pueden
plantear casos m4s interesantes cuando los elementos y de Y no son respuestas
sino que indican caracteristicas o atributos que un mensaje adecuado debe
poseer.

En el siguiente ejemplo mostramos como se utiliza éste modelo de comuni-
cacién interpersonal, estudiado como ya mencionamos del libro de Bo Yuan
y J. Klir [9].

Ejemplo 26 Supongamos que un chico propone matrimonio a su novie y
se encuentra ansioso por conocer la respuesta. Para ello asumiremos que la
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chica escogerd su respuesta dentro del conjunio X = {x:, 22,73, %4, T5, Tg},

donde las respuestas Ty, Iz, -..,Te tienen el siquiente significado
I = 8i,
Iq = no,

z3 = pide tiempo pare pensarlo,

T4 = pide tiempo para pedir permiso a sus padres,
z5 = se burla y

zg = llora de alegria.

Asumiremos también que el chico espera que la respuesta de su novia, tenga
la distribucion de posibilidad siguiente

. 1o={09,0.1,0.7,03, 0.1,0.6}. espectativas del chico

En ésta distribucidn podemos observar que el chico espera una respuesta afir-
mativa por parte de su novia. Supongamos que el mensaje enviado por parte
de la chice es

M, =0.1z, + 0.8z + 0.423 + 0.1zs. respuesta de la novia

Aungque el mensaje My sea claro y conciso, observemos que de acuerdo con las
espectativas del chico, carece de consistencia. Calcularemos su consistencia,
utilizando 4.18

s(My,re) = max [0.1,0.1,0.4,0.4] = 0.4.

Dado que el mensaje recibido es lo contrario a las espectativas del chico,
asumiremos que al recibir el mensaje M; se presenta algo de distorsion y que
el mensaje que escucha el chico es '

M; = 0.4z, + 0.9z2 + 0.7z3 + 0.4x5

modificando su espectativa de tal forma que
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ri(z) = min 135, M'(z)]  utilizendo 4.14
es decir,
ri(z) = 0.4z, + 0.25z; + 0.7z3 + 0.25z5.

Ahora bien, supongamos que el chico descarta la posibilidad de recibir un si.
Entonces sus espectativas se reducen a solo dos variables z2 ¥ Ts, €s decir,

r1 = {0.25,0.25}.

El chico vuelve a preguntar a su novie i quiere Ser su esposa, recibiendo lo
siguienie

Mg = 0.9352 + 0.42:5.

Notemos que este mensaje es mds claro, mds preciso y menos general, que
el primer mensaje recibido. Ademds es consistente con las espectatives de
chico, entonces

s(M;,r;) = max [0.25,0.25] = 0.25.
reX
Por distorsién el chico escucha
M}, =0.97z; + 0.8z5.

SeaY = {yn,¥2,---,y1} €l conjunto de sentimientos que se generan, depen-
diendo de la respuesta de la novia hacia el chico definido como sigue

n= fel'iczdad,
1 = tristeza,
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Y3 = sorpresa,

Ys = coraje,

Y5 = paciencia,

Ys = Umpaciencia y
yr = afecto.

Sea ademds R C Y x X, una relacién borrosa que representae el grado para
el cual el chico supone reaccionar, dependiendo de la respuesta de su novia.
Esta relacién esta dada por la matriz siguiente '

I I T3 T4 Iy Ts
nf09 0 02 0 0 1Y
wl 0 09 01 02 1 O
w01 09 02 09 1 03

R=y| 0 05 0 06 07 0
%01 0 09 0 0 05
w| 0 03 02 03 04 0
»\09 0 09 03 0 1)

Podemos ahora saber como se sentird el chico al recibir el mensaje M;. Uti-
lizando 4.15 y realizando los calculos necesarios obtenemos que

A= Ro M =0.9y; + 0.9y; + 0.Tys + 0.4ys.

Veamos que el mensaje MY, generard dolor y sorpresa al chico y con un grado
menor sentird coraje y algo de impaciencia.

En concluisién este modelo de comunicacién interpersonal, nos permite plan-
tear problemas en los que las posibles respuestas a nuestro cuestionamiento
vayan més alld de responder un si o un no. Es decir, nos permite considerar
a nuestro conjunto de respuestas o soluciones como un conjunto de carac-
teristicas o atributos del mensaje enviado o recibido.



Conclusiones

Con la teoria de conjuntos borrosos, ha surgido una nueva forma. de considerar
el mundo en el que vivimos. Dentro de las teorias tradicionales hacemos que
los modelos que realizamos de las representaciones del mundo real encajen
dentro de modelos matematicos muy precisos. La teoria de subconjuntos
borrosos nos permite un acercamiento entre la precisién de las matematicas
clésicas y la imprecisién del mundo real.

La teoria de subconjuntos borrosos es ficil de entender y resulta de gran
ayuda para bastantes aplicaciones dentro del mundo real.

La teorfa desarrollada dentro de este trabajo de tesis incluye solamente los
conceptos y operaciones bésicas sobre subconjuntos borrosos, con algunas
aplicaciones. Hemos dejado muchos aspectos de esta teoria sin profundizar.
Otros temas se encuentran ain en desarrollo y/o investigacién. Esperamos
que el presente trabajo de tesis deje motivado al lector a profundizar més en
el tema.

El desarrollo e investigacion del tema aqui expuesto, fue un trabajo arduo
e intenso, debido a la falta de difusién del tema dentro de la Facultad de
Ciencias y por tanto, la falta de asignaturas que traten la teoria bdsica.
Esperamos que este material sea de utilidad para investigaciones futuras.

Deseo agradecer sinceramente al Dr. Luis Antonio Rincén Solis su apoyo,
sugerencia y dedicacién para el desarrollo de la presente investigacion.
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