UNIVERSIDAD NACIONAL
AUTONOMA DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

“NOTAS DE GEOMETRIA Y
TRIGONOMETRIA PARA UN CURSO
DE BACHILLERATO”

U635

T E S I S
QUE PARA OBTENER EL TiTULO DE

MATEMATICA
P R E S E N T A

ALEJANDRA HERNANDEZ AVALOS

DIRECTOR Dr. JAVIERIOPAEZ CARDENAS
\Q‘ﬁ frg/o

((.
MEXICO, D.F. % =
v

~“ACULTAD DBE . \S
SECCION ESCv +. 4

———
—————



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



M. EN C. ELENA DE OTEYZA DE OTEYZA
Jefa de la Division de Estudios Profesionaies de la
Facultad de Ciencias

Prescnte

Comunicamos a usied que hemos revisado el trabajo escrito:
" Notas de Geometria y Trigenometria para un curse de Fachilierato

realizado por  ALTJANDRA HERMAHDEZ AVALQS.
con nimero de cuenta  9251962-2 , quiéa cubiid los créditos de (a carrera de Matemiticas

Dicho trabajo cuenta ¢on nuestco volo aprobatosio,

Atentamente

E]?ri;c‘giorsieTcsis - . /’ . %:L )
pistario DR. AVIER PAEZ CARDENAS. Jéve~—" 73
Propietario SRk, TSABEL PUGA ESPINOZX. ;/,)ﬁ'»ﬁ/%/;/ ~— /
Propietario §. e C. VICTOR MAUEL PEREZ CARRILLO, 'g;r:ﬁ' /%//
Suplente M. en C. FRANCISCO STRUCK CHAVEZ. gliﬂ"l‘ ’@
Suplente DRA. Mi. PAZ ALYAREZ SCHER:R, -
CBe

ot SRR
Consejo Departamental & Mg tgiﬁ'.ti cas

Coamdirador: M. en T.-SAeTIANDRDY BRAVC MudICA

LI T



PARADOJA
(Paradox)

Verdad y certidumbre; de ellas me he despedido
en mis comienzos, cual los jovenes Ilamados
a las santas 6rdenes se despidieron del mundo.

“Si ..., cuando...”. es todo mi aserto;

y mi éxito no esta sino en minGsculas cadenas

que unen dudas paralelas; que resulta vano preguntar
si lo que he postulade estd justificado,

o si lo probado tiene sello de verdad.

Y, sin embargo, los puentes se yerguen y los hombres

han dsjado de estar limitados a dos dimensiones.

Y estos triunfos le deben no poco a la fuerza de este juego
que, desarrollado con sombras fres veces atenuadas

de las cosas, tiene sobre sus originales.

Es fragil la ilusién, pero jcuén profundo el encanto!

CLARENCE R. WYLIE, JR.
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Introduccién.

El propdsito de estas notas es ofrecer al estudiante que cursa el segundo semestre en
el nive! educativo de Ensefianza Media Superior, los conocimientos necesarios para su
futuro desarrolloc académico.

Estas notas cubren un vacio que sigue existiendo en cuanto a bibliografia se refiere ya
que en e! mercado actual no existe un texto que comprenda de manera global estos
temas, motivo por el cual tanto el profesor como el alumno se ven obligados a tener que
consultar al menos tres textos diferentes para cubrir [as necesidades de este curso.

Estas notas se ajustan al programa vigente que corresponde a dicho nivel, dentro del
contexio se ha procurado darle un desarrollo distinto en cada tema, tratando solo los
temas fundamentales con mayor profundidad, y dandole un enfoque menos formal, pero
comprensible en la generalidad de los temas.

El desarrollo de este trabajo se ha estructurado en diez capitulos que incluyen los
conceptos cldsicos de la teoria de la geometria plana y la trigonometria.

Cada capitulo est4 identificado por nimeros romanas y dividido a su vez, en subtitulos
identificados por nimeros arabigos separados por un punto.

En el capitulo | se busca motivar al lector e iniciarlo en el campo de la geometria plana
y la trigonometria, dando ejemplos fehacientes de! desarrollo que estas ciencias han
generado y que son observadas en nuestro en tomo, también se tratan las definiciones
basicas para el posterior desarrollo de [as matematicas en general y de los capitulos
posteriores en lo particular.

En el capitulo 1l se aborda el estudio de los angulos, partiendo de su definicion y
proporcionando sistemas de medicién, se mencionan algunos postulados importantes
sobre los dngulos més cormunes.

En e! capitulo IHl se mencionan las definiciones y postulados sobre rectas en un plano
tratando también las rectas paralelas y los angulos que se generan al intersecarse dos
de ellas.

El capitulo IV es el més extenso y donde se encuentra basicamente términos
fundamentales para e! desarrollo de los siguientes capitulos, aqui se menciona
ampliamente toda la teoria referente a triangulos.

En el capitulo V, se estudian los cuadrilateros, mencionando la clasificacion y algunas
propiedades sobre ellos, también se desarrolla la teoria para determinar las areas de
los mismos.

En el capitulo VI se aborda los contenidos sobre poligonos en general, se tratan
principalmente los poligonos regulares, tomando en cuenta diferentes maneras de
clasificarlos y algunas relaciones de estos con el tridngule, cuadrado y hexagono.

iid



En el capitulo VIl se estudia el circulo y la circunferencia, mencionando todas los
elementos que la componen, tales como puntos, rectas y angulos, tamhién se trata la
manera de calcular dreas.

Los capitulos VIH, IX, X, tratan sobre el estudio de la trigonometria plana, abordando los
temas de manera sencilla y clara, para el desarrolio y uso de las identidades
trigonométricas, leyes y operaciones de todas las funciones trigonométricas, asi come
la relacién de éstas con los diferentes tipos de éngulos.

iv



Introduccidn.

El propdsito de estas notas es ofrecer al estudiante que cursa el segundo semestre, en
el nivel educativo de Ensefanza Media Superior, los conocimientos de geometria y
trigonometria necesarios para su futuro desarrollo académico.

Estas notas cubren un vacio que sigue existiendo en cuanto a bibliografia se refiere ya
que en el mercado actual no existe un texto que comprenda de manera globai estos
temas, motivo por el cual tanto el profesor como e! alumno se ven obligados a tener que
consultar al menos tres textos diferentes para cubrir las necesidades de este curso.

Estas notas se ajustan al programa vigente que corresponde a dicho nivel. Dentro del
contexto se ha procurado darle un desarmollo distinto en cada tema, tratando sélo los
temas fundamentales con mayor profundidad, y ddndole un enfoque menos formal, pero
comprensible en la generalidad de los temas.

El desarrolio de este trabajo se ha estructurado en diez capitulos que abarcan los
conceptos clasicos de la teoria ds la geometria plana y ia trigonometria.

Cada capitulo est4 identificado por nimeros romanas y dividido a su vez, en subtitulos
identificados por numeros arabigos separados por un punto. :

En el capitulo | se busca motivar al lector e iniciarlo en el campo de la geometria plana
y la trigonometria, dando ejemplos fehacientes de! desarrollo que estas ciencias han
generado y que son cbservadas en nuestro entomo; también se tratan las definicicnes
bésicas para el posterior desarrollo de las matematicas en general y de los capitulos
posteriores en lo particular.

En el capitulo Il se aborda el estudio de los angulos, partiendo de su definicion y
proporcionando sistemas de medicién; se mencionan algunas propiedades sobre los
angulos mas comunes.

En el capitulo llf se mencionan las definiciones y postulados sobre rectas y planos
tratando también las rectas paralelas y los éngulos que se generan al intersecarse dos
de ellas.

El capitulo IV es el més extenso y donde se encuentra bésicamente términos
fundamentales para el desarrollo de los siguientes capitulos; agui se menciona
ampliamente toda la teoria referente a tridngulos. .

En el capitulo V, se estudian los cuadrilateros, mencionando la clasificacion y algunas
propiedades sobre ellos, también se desarrolla la teoria para determinar las 4reas de
los mismos..

En el capitulo VI se aborda los contenidos sobre poligonos en general, se tratan
principaimente los poligonos regulares, tomando en cuenta diferentes maneras de
clasificarios y algunas relaciones de estos con el tridngulo, cuadrado y hexagono.
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En el capitulo VHl se estudia e! circulo y la circunferencia, mencionando todas los
elementos que la componen, tales como puntos, rectas y angulos; también se trata la
manera de calcular areas.

Los capitulos VilI, IX, X, tratan sobre el estudio de la trigonometria plana, abordando los
temas de manera sencilla y clara, para el desarrollo y uso de fas identidades
trigonométricas, leyes y operaciones de todas las funciones trigonométricas; asi como
la relacidn de éstas con los diferentes tipos de angulos.



Introduccion histérica.

La geometria y de modo mas general la Matematica es una de las ciencias mas
antiguas que el hombre haya tratado y en ese sentido, los estudiosos de las
civilizaciones opinan que el hombre llegd a concebir figuras geométricas, realiz6
calculos y efectuo medidas antes de utilizar propiamente la escritura.

La palabra Geometria, etimol6gicamente alude a *medir la Tierra”, como era entendida
para Herodoto, que atribuia e! origen de la geometria a la necesidad de medir tierras de
labranza que modificaban su extension con cada crecida del Rio Nilo.

Pero no cabe duda que esta necesidad y otras (como comparar dreas y volimenes de
figuras como, la construccién de canales y edificios, las figuras decorativas, los
movimientos de los astros, y muchos otros fendmenos) fueron quienes contribuyeron al
nacimiento de las propiedades geométricas.

En el Antiguo Egipto los conocimientos mateméticos se encuentran esencialmente en
dos grandes papiros y en algunos fragmentos pequefios. Uno de estos papiros se llama
Rhind y el otro Moscovita, Ia informacién data aproximadamente del afio 2000 antes de
Cristo,

El papiro Rhind contiene una coleccién de 84 problemas de carécter aplicado. Para la
resolucion de estos problemas se realizan operaciones con fracciones, se calcula el
drea del rectdngulo, el tridngulo, el trapecio y la del circulo, esta Gltima mediante la

2
fdrmula [E;i) , donde d es el didmetro del circulo (de aqui se deduce que aproximaban

2
al ndmero n, por (%) =3.1604..). También se calculaban los volimenes de

paralelepipedos, cifindros y los de las pirdmides. Ademds, aparecen problemas sobre
divisién proporcional y en la solucién de uno de los problemas se encuentra la suma de
una progresion geométrica.

Los conocimientos geométricos de los babilonios también quedaron en textos en los
que aparecen problemas en los cuales usaban rudimentos de medicién de angulos y de
relaciones trigonométricas. En lo fundamental también realizaron célculos de areas y
volumenes de figuras rectilineas, comunes para la geometria elemental. El &rea del

2
circulo la calculaban segdn la férmula § = :—2 ( ¢ es la longitud de la circunferencia), de

donde se obtiene que aproximaban el numero 7 por &l nGmero 3.

Todos estos trabajos los aplicaban a excavaciones de canales para riego. Conocieron
que el tridngulo inscrito en una circunferencia, y uno de cuyos lados cincide con un
diametro, es un triangulo rectangulo y que los lados correspondientes de tridngulos
semejantes son proporcionales, etcétera.



De la antigua China es de donde probablemente se tenga menor informacién fidedigna
de la evolucién y desarrollo de la Matemética. Unicamente se tiene la coleccitn “La
Matematica®, en nueve libros. Posiblemente esta obra sea la més significativa o el
unico gran monumento de las mateméticas de la antigua China.

Las primeras teorias griegas de las mateméticas

La parte tetrica de las matemdticas tiene sus origenes en las escuslas cientificas y
filosdficas de la Grecia antigua. En las mateméticas de esta época los problemas
précticos relacionados con la necesidad de cdlculos aritméticos, mediciones y
construcciones geométricas jugaron un gran papel.

En la escuela de Pitdgoras se advierte un proceso de recopilacién de razonamientos
matematicos abstractos y la union de ellos en sistemas tedricos. Fueron escritos fibros
especiales en los qua se exponia el conocimiento geométrico que se tenia hasta ese
tismpo y en dichos trabajos se introdujeron y perfeccionaron los métodos de
demosiracién geomstrica. Estos libros contenian teoremas como et de Pitagoras, y los
problemas sobre la cuadratura det circulo, 1a triseccién de un angulo, la duplicacitn del
cubo, la cuadratura de algunas dreas, en particular las acotadas por lineas curvas.

Las obras en las cuales en aquella época se exponian los primeros sistemas
matematicos se denominaban *Elemsantos”.

Los primeros “Elementos” de los cuales se ha tenido informacién, fueron escritos por
Hipbcrates de Quios. Se encuentran también menciones de “Elementos’
pertenecientes a otros autores. Sin embargo, todas estas obras fueron practicamente
perdidas para nosotros y fueron los *Elementos” de Euclides los que tuvieron un
reconocimiento en general como un sistema de conocimientos mateméticos cuya
rigurosidad légica fue insuperable en el transcurso de mas de veinte siglos. Durante
todo este tiempo se estudiaba la geometria segln Euclides y sus "Elemsntos®, que
estan constituidos por trece libros, cada uno de los cuales consta de una sucesidn de
teoremas, definiciones y proposiciones mediante las cuales el autor introduce ios
conceptos mateméticos,

El contenido de los *Elementos” muestra que esta obra constituye un sistema de los
fundamentos de la matematica antigua, y en ellos estan incluidos, entre otros los de la
geometria elemental, ios de la teoria de los nimeros racionales y los de Ia teoria
general de las relaciones entre magnitudes. Lo m4s caracteristico en los “Elementos”
es que est& dado un sistema que permite ver en él al predecesor antiguo de la actual
construccion axiomética de las teorias mateméticas. Al mismo tiempo, la estructura
légica de los “Elementos” refleja el camino hist6rico de la formacién de las teorias
mateméticas desde las més simples, hasta las més complejas.



CAPITULO
1.1 :Qué es la geometria?

La geometria es una rama importante de las matematicas. Su conocimiento es
necesario en variadas actividades del quehacer humano.

Los arquitectos e ingenieros requieren un conocimiento amplic de geometria ¥
matematicas en general. Es un prerrequisito para el estudio de la fisica y otras ramas
de la ciencia. Con geometria se comprende con mayor facilidad muchos tema
comunes de eslas areas del conocimiento. ‘

La geometria es interesante, dado que tiene una afraccion intelectual y estética.
Gracias a ella es posible comprender mejor la naturaleza det mundo que nos rodea,
Ademds ayuda a desarrollar habilidades para razonar con légica vy pensar
correclamente.

En todas las épocas el hombre ha utilizado las sencillas formas geométricas que
sugiere la naturaleza para la creacion de objetos dtiles e interesantes.

Al comunicamos con otras personas, para describir el medio en que vivimos,
necesitamos un lenguaje de formas geométricas.

Ejemplos de creaciones de forma geométrica en la naturaleza, en la industria yenel
arte, (figuras 1.1 a 1.8).

+ Figura 1.1, 4 Figura 1.2,




& Figura 1.5 & Figura 1.6

E! estudio de la geometria proporciona muchas técnicas Utiles para la solucién de
problemas. Las relaciones entre 10s cuerpos geométricos, son la base de estas
técnicas.
Muchos conceptos de ia geometria pueden dar origen a rompecabezas geométricos
que pueden resultar juegos interesantes en los cuales se pone a prueba nusstro
intelecto.



La geometria nos permite plantear y solucionar problemas muy interesantes y practicos.

Ejemplos
Problema 1 El juego del billar Solucién
L/ s h
L/ N/ .
Q\\ o oe)
° o0 *
e O P Y Va
D N \
Figura 1.9 a. Figura 1.9 b.

¢Hacia qué punto de la banda debe Piense en una imagen especular de la
lanzarse la bola blanca para que bola negra. La bola blanca debe

rebote y golpee a la negra? lanzarse hacia el punto P.
Problema 2 Solucién

. 4 m Il

angulo

recto
3m
5m

Figura 1.10 a Figura 1.10b
Si s6lo se dispone de una cuerda y una Se hacen marcas con la cinta métrica a
cinta de medir, ;cdmo podria marcarse intervalos de 3, 4 y 5 metros y se coloca
una esquina para un campo de juego? como se muestra en la figura de arriba.



1.2 Conceptos Preliminares

Como se vio antes Euclides se dio a la tarea de recopilar gran parte del conocimiento
geomélrico, dandole una estructura en forma légica-deductiva. Por esta razén
necesitamos fos siguientes conceptos iniciales.

+ Demostracién Fin y término del procedimiento deductivo; en lagica decimos que
s un razonamiento que establece, de modo absolutamente conveniente, la
veracidad de una aftrmacién. La DEMOSTRACION es un método propio de las
ciencias matematicas.

* Axioma Es una afirmacién que en matematicas, no requiere demostracion.
Ejemplos de axiomas, donde se emplea la notacién actual.
1) Laparte es menor que el todo 6 el todo es mayor que cualquiera de las partes.

Ejemplos. Aqui se considera a la unidad como el todo y una fraccion como la parte.
a) E<I b) 2<l
3 7

1 5
a) I>= b)yl>=
) I>5 b)I>3

2) Si a una igualdad se le agrega otra cantidad a ambos miembros de ésta, los
resultados seran iguales.

Ejemplo
x+2=1x+2, al sumarie 5 a cada miembro de la iguaidad se tiene
x+2+5=x+2+5, de donde resulta
x+7=x+17

3} En general ias igualdades se conservan al operar en ambos miembros una misma
cantidad.
x+2 =8, al multiplicar ambos miembros de ia igualdad por 5 se tiene
5(x + 2) = 8(5), desarrollando resulta

5x+10=40

* Postulado Es una afirmacion que no es tan evidente como un axioma pero que
también se admite sin demostracidn.

Ejemplos de postulados.
1)  Por dos puntos dados puede hacerse pasar una recta'y sélo una.

2} Toda recta puede prolongarse en ambos sentidos.
3) Siempre as posible describir una circunferencia de centro y radio dados.



'« Un teorema Se considera como toda aquella afirmacién que se puede demostrar;
dicha demostracion consta de un conjunto de razonamientos que conducen a la
evidencia de la verdad de la afirmacion.

En el enunciado de todo teorema se distinguen dos partes:
a) Hipotesis. lo que se supone
b) Tesis: lo que se quiere demostrar

Ejemplo de teorema.
Teorema. La suma de los dngulos de todo tridngulo es igual a dos angulos rectos, es
decir 180"

Hipétesis: «, B y vy son los dngulos interiores de un trigngulo.
Tesis: La suma de los &ngulos o, p y v vale dos angulos rectos. Ver figura 1.11.

8

a + f +y =2 angulos rectos

Figura 1.11

Teorema. Si dos paralelas son cortadas por una transversal, los éngulos alternos-
intemos son iguales (figura 1.12).

Hipdtesis: 4B y TD son dos rectas paralelas cortadas por una transversal.

Tesis: ZARS= ZRSD

Figura 1.12

Corolario Es una afirmacién que es consecuencia inmediata de un teorema, cuya
demostracion requiere poco ¢ ningln razonamiento nuevo.
Ejemplo. Elteorema es:

Teorema. La suma de los angulos interiores de un tridngulo es igual a dos angulos
rectos, es decir iguat a 180°,

Corolario. La suma de [os angulos agudos de un tridngulo rectangulo vale un angulo
recto.

Lema, Afirmacion que sirve de base a la demostracién de un teorema, es como un
teorema preliminar a otro que se considera mas importante.



1.3 Términos bésicos de la geomnetria

En cualquier discusidn matemdtica lo primero que se pensaria es definir
cuidadosaments todos los términos; pero los nuevos términos pueden ser definidos
solamente por medio de otros, definidos anteriormente; de esta manera se llega a que
algunos términos son primarios o basicos de los cuales s6lo se tienen descripciones
intuitivas que se pueden interpretar con facilidad. Asi pues, tomaremos como términos
basicos a conceptos tales como punto, linea y piano.

+ El punto Intuitivamente, es una posicion en el espacio representado tal vez por una
marca en el pizarrén o la marca de la punta de un lapiz scbre una hoja de
papel.

Seglin Euclides el punto no posee ni longitud, ni anchura, ni espesor.

Se representa por medio del simbolo {s). No obstante, es necesario tener presente que

el punto gréfico no es el punto geométrico, en la misma forma que en un mapa un punto

puede representar una localidad sin ser la localidad misma. A diferencia del punto
geométrico, el punto grafico tiene tamafio.

El punto geometrico se designa por medio de una letra maylscula colocada en las

proximidades de! punto grafico. Asi: A, P, etcétera.

+ Lalinea Podemos pensarla como un punto que se mueve y la trayectoria que deja
la llamaremos linea.

De los postulados de Euclides se tiene que la linea posee longitud, pero carece de

anchura y de aspesor,

Se puede representar por medio del frazo continuc que deja el gis en el pizarron o

mediante una liga estirada, entre otras formas.

Una linea se designa con las letras mayusculas de dos cualesquiera de sus puntos o

por medio de una letra mindscula ver fi gura 1.13.

Ejemplos de lineas.
A B 0 Cmn %

Figura 1.13

Las lineas pueden ser rectas, curvas o combinaciones de éstas. A fin de comprender
mejor las diferencias entre estas lineas, conviene considerarlas como engendradas por
un punto material en movimiento.

Una finea recta, como la siguiente ——»

Se considera generada por un punto que se mueve siempre en la misma direccién,
donde estas son las lineas que consideraba Euclides; esencialmente rectas.

+ Plano Una pared, un piso, una hoja de papel, nos sugiere la idea de Io
que en geometria {lamamos plano.

Un plano {superficie) posee dos dimensiones largo y ancho y carece de grosor.

La geometria plana es |a parte de la geometria que estudia las figuras planas, es decir,

las que estan contenidas en un plano. A menos que se diga 10 contrario, en esta tesis

por figura debera entenderse que ésta es plana.
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Distancia entre puntos de una recta.

En una linea recta para efectos de medida se toma una distancia arbitraria como fa
unidad y a partir de ésta se puede determinar cualquier distancia entre dos puntos de
dicha recta. .

Una vez que se determiné Ja distancia unidad eligiendo un punto fijo que representa al
cero (origen), podemos establecer una correspondencia uno a uno entre los puntos de
una recta y los nameros reales de manera que:

1) A cada punto de la recta le corresponda exactamente un namerao real,

2) A cada numero rea! le corresponda un punto de la recta.

3) la distancia entre dos puntos cualesquiera es un Unico valor pasitivo dado por
el valor absoiuto de la diferencia de los nimeros correspondientes; admitimos la
posibilidad de que P y Q sean el mismo punto. En este caso, la distancia entre Py
Q es cero. De hecho es &l unico ¢aso en que la distancia entre dos puntos vale cero,
es decir cuando son el mismo punto.

4) La distancia se determina simplemente ¢on relacién a un par de puntos y no depende
del orden en que se consideren los puntos. En consecuencia, siempre tendremos
que ladistanciade P a Q esigualalade Q a F.



CAPITULO Il

Angulos

La idea de angulo es proporcionada con frecuencia en la vida diaria. Por ejemplo al
dejar entreabierta una puerta para que entre cierta cantidad de luz, o al observar la
inclinacion de un techo para que resbale el agua por é!, al girar un picaporte de una
puerta, al levantar o bajar la vista para mirar ciertos objetos, en la construccion de
objetos decorativos, o herramientas de trabajo, etcétera.

Debido a esta importancia, en este capltulo se abordaran con mas precisién todc lo
relacionado a angulos.

2.1 Definiciones

Definicién, Se le llama dngulo a Ia abertura que forman en un plano dos semirrectas
unidas en un punto llamado vértice, cuando una de ellas gira alrededor del vértice
(figura 2.1).

. b L

Figura 2.1

Definicidn. A un angulo en el que se toma en cuenta el sentido del giro se le llama
angulo dirigido.

En todo &ngulo dirigido se toma un lado inicial y un lado final. Se dice que un éngule
dirigido es positivo si el desplazamiento del lado inicial al lado final se realiza en el
sentido contrario al giro de las manecillas del reloj.

Se dice que un angulo dirigido es negative si el desplazamiento del lado inicial al lado
final se realiza el mismo sentido al giro de las manecillas del reloj ver (figura 2.2).

Lado firal Lado inictal Lado inicind Lado final
Anguto
posithva posvg negativo negativo
Lada final Lado iniclal
Lado fricia Figuraz.'fbm

2.2 Medidas angulares

Para medir un angulo dado se compara con otro tomado como unidad. Se tienen dos
sistemas fundamentales para la medicién de &ngulos que son: el sexagesimal y el
ciclico.

Sistema sexagésimal En este sistema la unidad fundamental se Ilama grado. Si una
circunferencia se divide en 360 partes iguales, un angulo de un grado es el formado por
dos semirrectas que tienen su vértice en el centro de la circunferencia y que pasan por
dos divisiones consecutivas. En este procedimiento no importa el radio de la
circunferencia.
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Se usa el simbolo ( ° ) para denotar grados, (figura

2.3).

Cada grado se considera dividido en 60 partes 1 qarado
lguales ilamadas minutos de arco ( * ), y cada

minuto también subdividido en 60 partes iguales

flamadas segundos de arco (" ).

Por consiguiente un grado es igual a 3600 Figura 2.3
segundos de arco.

Sistema ciclico En el sisterna ciclico se
tiene una medida circular ¢ unidad ciclica
que es l1a longitud de un arco con medida
igual a la de su radio, llamada radién (en la
figura 2.4). La medida del éngulo formado
por las dos semimrectas que pasan por Ay B
y tienen vértice en O, es de un radian.

Figura 2.4

El nimero de veces que cabe un radio en media circunferencia es el nimero conocido
como Pi (denotado por la letra mindscula griega ) y cuyo valor es aproximadamente
3.1415. Esto quiere decir que en media circunferencia caben tres radios enteros y no la
alcanza a cubrir toda, en ef resto sdlo cabe una décima parte y no la cubre toda, en el
resto sblo caben cuatro centésimas y no la cubre toda, en el resto s&lo cabe una
milésima parte y no la cubre toda....(ver nota histdrica sobre el nimero Pi). El nimero
de veces que cabe un radio en una circunferencia es 2x.

Nota histérica sobre el nimero Pi (n).

A larazén entre un radio y media circunferencia se le llama Pi (z); desde la antigiedad
se sabe que el numero Pi tiene &l mismo valor para todas las circunferencias. El primer
esfusrzo sistemético para encontrar una aproximacién numérica fue hecha por
Arquimedes (240 A.C.) quien probd la siguiente relacion —2_;2— >r> 3%3 que surge

sncontrando los perfmetros de poligonos regutares inscrites en una circunferencia.

Cerca del 480 d.C el fisico chino Tsu Ch'ung-chih obtuvo la aproximacion

;rn:::—f;=3.141592...; la cudl es correcta para seis decimales. Esa fue la aproximacion

mas cercana de x hasta que el matematico escocés Adrianus Romanus (1593), quien
usé poligonos con mas de mil miliones de lados, calculé el nimero Pi con quince
decimales cofrectos.

En el siglo XVl ios mateméticos empezaron a usar series infinitas e identidades
trigonométricas el la bisqueda de Pi. El inglés William Shanks Spent pasé quince afios
{1858-1873) usando este método para calcular el nimero Pi con 707 decimales; pero

en 1946 se encontré que estos métodos fueron utiizados eréneamente a partir del
decimal 528.
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En la actualidad el uso de computadoras ha hecho posible determinar rutinariamente
miles de millones de decimales correctos para el nimero Pi (x). En 1991 David y
Gregory Chudnovsky usaron una rutina de programa para enconirar los primeros 2160
millenes de digitos de Pi (r). El record actual lo tienen Jonathan y Peter Borwein de la
universidad Simén Fraser y Yasumasa Kanada de la universidad de Tokio, quienes en
1995 calcularon el valor de Pi con 4 294 967 286 decimales.

Observacién sobre dngulos

Es importante observar que la medida de un &ngulo no dirigido siempre esta entre 0%y
180° (6 0 y = radianes), y también que un éngulo dirigido positivo puede medir mas de
360° (6 2= radianes).

En general en esta tesis se utilizaran Angulos no dirigidos a menos que se mencione
explicitamente.

Relacién entre radianes y grados
Sistema sexagesimal Sistema ciclico

360° = un giro completo a la circunferencia = 2 x radianes

Entonces 360° = 2x radianes, de donde 180° = x radianes
0
1" =-Z_ radianes vy [152) =1 radian
180 b 4
Considerando ia figura 2.5 siguiente se tiene;

Longitud del arco AB _ ZAOB (en grados)
Longuitud de la circunferencia 360°

A
por tanto L= £A0B

r 2rr 360°

Radian 180°
B - £ AOB (en grados) = (—J
"

pero, ZAOB =1 radian, por tanto,
. _(180Y
1 radian = | —— | grados
i3
Figura 2.5 es decir, = radianes = 180% y entonces
1° =[-f-—] radianes.
180
Esto significa que para convertir un angulo dado en radianes a su equivalente en
grados, se debe multiplicar el nimero de radianes por (m]; para convertir un angulo
4
dado en grados, a su equivalente en radianes, se debe multiplicar el nimero de grados
pr (12).
n
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Ejemplo. Expresar 108° en radianes.

Solucién. 108°= (108)[L) = zzr radianes
180/ 5

Ejemplo. Expresar 3?” radianes en grados

ul 1]
Solucién. 3 radianes =[(§£J(l-82]:| =[Pﬁj =67%30'
g 8 n 2

2.3 Tipos de dngulos

Si A y B son dos puntos, la semirrecta (& rayo) que parte de A y pasa por B la
denotamos por ———.

AB
El éngulc (no dirigido) formado por las c
semirrect —_— —_ lo
as AB y AC
identificaremos como ZBAC. : < —
B A D

Figura 2.6

Para denotar &ngulos, también se usaran letras mayGsculas, letras griegas e incluso en
algunas ocasiones con nimeros ardbigos, (figura 2.6).

Definicién Si la suma de las medidas de dos &ngulos es 180° entonces decimos que
los angulos son suplementarios (0 que forman un par lineal), y que cada uno es el
suplemento del otro figura 2.7.

B
=180
a+fi=1 < >
Figura 2.7
2.4 ANGULOS RECTOS Y ANGULOS IGUALES
Definicién. Un angufo recto es un dngulo Y
cuya medida es 90° figura 2.8 B
90 0
X -——— X
| n :
1
v-Y
Figura 2.8
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Proposicién. Si, dos angulos suplementarios
tienen la misma medida, entonces cada uno de
ellos es un angulo recto.

De la figura 2.9 se deduce que a+ f=180" y si

a = f entonces se tine que a +a = 180° entonces

0
2a=180" y & =(1820

v

-~
Ty

J de donde a =90°

Figura 2.9

Definicién Sj dos semirrectas & y & se cortan en un punto y forman un angulo recto,
se dice que las semirrectas son perpendiculares y se denotaporly L& 6& L&)

Definicién Si la suma de las medidas de dos angulos es 90°, entonces los dnguios se
llaman complementarios y cada uno de ellos se llama el complemento del otro.

Un angulo con medida menor que 90° se llama agudo.

Un angulo con medida mayor que 90° se llama obtuso (figura 2.10).

A
A4

Figura 2.10

Teorema 1 Si dos angulos a4 y oz son complementarios diferentes de cero entonces
ambos son agudos.

Demostracién Se presenta la demostracion de este tecrema en un estilo tal que pueda
utilizarse como patrén para escribir otras demostraciones.

Sean a; y a; angulos como se muestra en la figura,

4 211
AFIRMACIONES RAZORES
L a +a,=9%" a1y azson complementarias
2. 0<a =90°-¢q, |delaafirmacion 1
oz 3. 0<ay= 90° - o de la afirmacion 1
™ . {4 a, <90° de la afirmacién 2
©[s. a, <90° de la afirmacidn 3
Figura 2.11 s ay ya; son angulos agudos.
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Teorema 2 Los suplementos de éngulos iguales son iguales figura 2.12

N/ S/

Figura 2.12
De ofro modo:
Si{1) Z4=«B (2) £4 y ~C son suplementarios, y {3) £B y £D son suplementarios,
entonces (4) £C=4D

Demostracion.

AFIRMACIONES RAZONES

1. ZA+2C=180° por ser suplementarios
2. /B+2D=180° por ser suplementarios
3. Z4A=-/B por hipbtesis

4. portanto £C=.D afimacién 1, 2y 3

Teorema 3 Los complementos de Angulos iguales son iguales como se muestra en la

figura 2.13.
/ /< / ;a
é > A > 5 > B
Figura 2.13
Demostracion.
AFIRMACIONES RAZONES
LA+ ZC =90° por ser complementarios
. LA=ZB por hipStesis

por ser suplementarios

1.

2

3. /B+/D=%0°

4. porlotanto ZC =D

Afirmaciones 1,2y 3

Definicibn Cuando dos rectas se intersecan,
forman cuatro angufos. En [a figura 2.14 el 27y 2
£3 se llaman angulos opuestos por el vértice 3
(también el £2 y /4 serian angulos opuestos y 1
r el vérlice.)
Figura 2.14

Es decir, dos dngulos son opuestos por el vértice, si sus lados forman dos pares de
rayos opuestos.
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Teorema 4 Teorema de los dngulos opuestos por el vértice
Los angulos opuestos por el vértice son iguales ver figura 2.15.
Demostracion Se sabe que £1 y 2 son opuestos por el vértice; esto es,

1) AC y A_é son rayos opuestos, al igual que AB y E. Por tanto,

2) £1y £3 forman un par lineal, al igual que £2y £3.

3) £33 =43

4) Z1 y 2 son suplementos de dngulos iguales.
por el teorema 1 esto implica que

5) 21 = £2

Figura 2.15

Teorema § Sidos rectas se cortan formando un angulo recto, entonces forman cuatro
angulos rectos (figura 2.16).

Demostracién Dato £1 es rectangulo.
P.D. que 22, £3 y Z4 son angulos rectos.
1) £3 es un angulo recto

2) <£2 y Z1 son suplementarios < Hn >
3) £2+90° =180° 2|4
4) 2 es un angulo recto, se sigue del Teorema 4.
5) <4 es un angulo recto
v
Figura 2.16
Bisectriz de un angulo
Definicién. Si D esta en el interior del #BAC y B
£BAD = £DAC, entonces decimos que AD D
biseca al £BAC,y 4D se ilama la bisectriz del
£BAC (figura 2.17). A —
C
Figura 2.17

Biseccion de un angulo con regla y compés. Para encontrar la bisectriz de un
angulo se sigue el siguiente procadimiento (figura 2.18).

1) Dado un angulo ABC A
B <

C
Figura 2.18

2) Con B como centro dibuje un arco que intersecte A
ambos lados del dngulo ABC, y llame F y G a los F
puntos de interseccion del arco con los lados del B
angulo (figura 2.18). S

c

Figura 2.19
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3) Con F como centro dibuje un arco en el interior del dngulo, de igual forma con centro
en G y con la misma abertura del compés dibuje otro arco como el de centrc en F,

(figura 220 a y b).
F F
B < 8 <)j:
G G

Figura 2.20 a Figura2.20 b

4) Al unir B con el punto de interseccién de los arcos encontramos la bisectriz del
angulo ver figura 2.21.

A
F
B
G
C
Figura 2.21
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CAPITULO HiL
RECTAS

Cuando hablamos de rectas, debemos recordar que Euclides en sus Elementos
buscaba dar todos los términos mas elementales, donde a partir de ellos descansara la
construccion de toda la geometria. En éste trabajo no es el objetivo desarrollar esta
tearia, sino exponer los hechos mas comunes sobre las rectas, y consideramos que es
importante mencionar los cinco postulados a partir de los cuales Euclides desarrollé
toda la geometria.

3.1 Postulados

fero. Siempre es posible trazar una linea recta desde un punto cualguiera a otro punto
cualquiera, o bien.

Por dos puntos siempre es posible determinar una recta.

2do. Siempre es posible por continuidad prolongar en linea recta una recta
delimitada.

3ero. Para cada centro y radio, siempre es posible describir su circulo,
4to. Que todos los dngulos rectos son iguales entre si.

5to. Si una recta cae sobre dos rectas
distintas y forma con ellas angulos internos
{dngulos a y B de la figura 3.1) de! mismo
{ado cuya suma sea menor que dos rectos,
al prolongarse indefinidamente, las dos
rectas se cortaran del fado en que la suma
de los angulos sea menor que dos rectos

(ver figura 3.1). Figura 3.1

E} quinto postulado, también conocido como el postulado de las paralelas, cred gran
polémica al ser discutido su caracter de postulado pero los intentos hechos para
convertirlo en un teorema lievaron al descubrimiento de principios geométricos que
podian combinarse con los ofros cuatro postulados para deducir las mismas
proposiciones. Inclusive la discusién de dicho postulado también dio origen a otra
geometria.

QOtra reformulacion del mismo postulado geométrico esta escrito como:

Postulado 5'
Por un punto exterior a una recta puede trazarse solo una recta paralela.
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3.2 Rectas en un plano

Si dos rectas & y U estdn en un plano; pueden tener alguna de las siguientes

posiciones:
a) iy & cortanenun b
solo punto (figura 3.2).
4L
Figura 3.2

b) Todos los puntos de ¢; son comunes a &, ) b
es decir son la misma recta (figura 3.3).

Figura 3.3

[ 3

c) No secortan & y & en ningdn punto {figura 3.4). !

Figura 3.4

En este tercer caso se dice que las dos rectas
son paralelas y se denota como & || & (4 paralela a &).

3.2.1 Teorema Dos rectas en un plano son paralelas, si ambas son perpendiculares a
una misma recta dada, (figura 3.5).

A
DU | S
—F s

¥i

Figura 3.5

Demostracién Se dandosrectasly y Lotales que &y L L
enFP y &1 Len Q figura 3.6. Se necesita demostrar
que fy y £ no se intersecan.

Supbngase que I, interseca a &z en el punto R. Se forma
el triangulo PRQ donde fa suma de [os angulos es mayor
a 180° lo cual no es posible porque contradice al
teorema que dice que la suma de angules interiores es
igual a 180°. Por tanto, & || &,

4

L
Figura 3.6
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En la figura 3.7 a ia izquierda; la recia T es una transva-sal a las jectas { y & Enla de
la figura de ia derecha T o es transversal a las rectas {- y &

Figura 3.7

33.2 Definiclonas Dos rectas cortadas por una transversai forman Angulos
importantes. (para el estudio entre rectas)
Entre dos lineas rectas y una transversal se forman los siguientes angulos.

1. Angulos interiores: son los que se
encuentran dentro de las dos Iineas,

angulos a, . vy & ver figura 3.8 T a
it
Figura 3.8
2. Angulos externos: son los que se . .
encuentran dentro de las dos lineas rectas, ~—
angulos o, B. v y §, (figura 3.9). 1;7({
Flgura 3.9

3. Angulos correspondientes: Estdn en el mismo lado de la transversal, uno de los
éngulo es un éngulo exterior y el otro un dngulo interior, (figura 3.10).

< ]'\“4

8 B

< —»
ﬁy
Figura 3.10 ’
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4 Angulos colaterales-externos: son dos angulos que estan del mismo lado de la
transversal, y donde los dos éngulos son exteriores, ver figura 3.11,

S :
uy > Figura 3.1 - '(Uf‘ —

5. Angulos colaterales-intemos: son angulos que estadn del mismo lado de la
transversal, y donde los dos angulos son interiores, (figura 3.12).

4_

—r .
S ;
‘fj f « ﬁ/ >
Figura 3.12

Todos éstos tipos de éngulos cumplen ciertas propiedades cuando_las rectas que
comparten ia transversal son paralelas. El siguiente teorema es un sjemplo de esto.

3.3.3 Teorema Si dos rectas son paralelas y cortadas por una transversal entonces los
angulos colaterales internos son suplementarios por lo tanto suman 180°.
Demostracién. Sean ! y I, rectas paralelas, ay B dngulos colaterales internos, por
demostrar que « + 8= 180°, ver figura 3.13. Si a+ #=180°, existen dos casos:

Primer caso. a +f<180°. Este caso no se puede dar por que contradice el postulado
de las paralelas yaque & y fz son paralelas.

Segundo caso. a+f>180°. Como a+p>180°, entonces a+a'=180° por que
a+a'=180"y B+ £=180°, y B+ f'=180°, entonces a + B +a'+f = 360°. Como se esta
suponiendo que a+8>180° entonces se debe tener que a'+f'<180°. Pero por €}

postulado de las paralelas entonces & y {; se intersectan, lo cual no es posible ya que
por hipdtesis &y es paralelaa &,

Por lo tanto a + 8 =180°. Figura 3.13
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3.3.4 Corolario, Sf & paralelz 8 I y T transversal a estas, sntonces se cumple las
siguientas propiedades, (figura 3.14):

1. Angulos altermnos-internos son iguales

b s a=8 y B=y
i - > 2 Angulos alternos-axternos son iguales
y'=fy a=¢

3. Angulos correspondientes son iguales

&« > a=8 a=&. B=y v ey
Angulos colaterales-externos son
suplementarios
a+fF=180° y »'-5=180"

Figura 3.14

Y reciprocamenie 8i 8a tiene t vy L dos rectas cortadas
por una transversal, y cualquler par de estos angulos )

son iguates (aliernos-internos, aierncs-extemnos © f
comrespondientes) entonces las roctas son paralelas {ver
figura 3.15).

Figura 3.16

En efeto, supongamos que los angulos correspondientss <o v /v son iguales.

Entonces se tiene que, como o y £ZB son supiemeniarios, debemcs tener que
rtB=a+p5=180°

de modo que, por el quinto postulado de Euclides, & y {; son paralelas.
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CAPITULO IV

TRIANGULOS

4.1 DEFINICION, ELEMENTOS Y CLASIFICACION DE TRIANGULOS

El tema de los tridngulos, por ser la primera figura cerrada construida por lineas, rectas
es uno de los méas extensos debido a que tiene multiples aplicaciones.

Algunas de las aplicaciones se dan en la construccién de puentes metélicos, de
aviones, de armaduras de tejados y de edificios, etcétera, que se construyen con piezas
ensambladas de tal modo que formen una combinacion de tridngulos.

Diversos problemas de la vida diaria pueden ser representados mediante un tridngulo y
asi obtener una solucion. Estos problemas pueden ser desde muy sencilios hasta llegar
a mayor complejidad y algunos de éstos son: calcular distancias, alturas, rutas optimas,
disefios graficos, y muchos mas.

Como ya mencionamos antes el trigngulo es la primer figura cerrada formada por lineas
rectas. En general toda figura formada por un numero finito de rectas, se ltama
poligono. Mas especificamente.

Definicién. Un poligono plano esta determinado por los vértices vy, vz, Vs, ..., Vs, {todos
diferentes) de tal manera que v,v,, v,v,, .., son los lados del poligono, y asi
sucesivamente hasta obtener v_v, como lado finat y dos lados pueden intersecarse sélo
en el vértice.

A este poligono lo denotamos por vy, vo, va, ..., Vi,

4.1.1 Triangulo.- Lidmese tridngulo un poligono determinado por tres vértices y tres
lados, figuras 4.1 a 4.3.

c c

(o]

Figura 4.1 Figura 4.2 Figura 4.3
Se designan generalmente a los vértices de un tridngulo por letras maydsculas, A, 8, C,

por ejemplo, y los lados opuestos a estos vértices, por las mismas letras mindsculas, a,
b c
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Con frecuencia se sustituye la palabra tridngulo por e! simbolo A.

= omp-
ol

Figura 4.4 Figura 4.5 Figu
4.1.2 Base es cualquiera de los lados de un tridngulo; y altura es la perpendicular a
lado tomado como base o a su prolongacién, trazada desde el vértice opuesto;

por ejemplo las bases AB y las alturas COD (figuras 4.1 a 4.8).

4.1.3 Mediana es la recta que une un vértice con el punto medio del lado opuesto;
ejemplo, la mediana CF (figura 4.6).

4.1.4 Mediatriz es la perpendicular trazada en el punto medio de un lado, al vértice
opuesto, ejemplo. la mediatriz FG (figura 4.6).

4.1.5 Bisectriz es recta que corta en dos partes iguales a cualquiera de los &ngulos del
triangulo; ejemplo la bisectriz CE {figura 4.6).

Todo triangulo tiene tres alturas, tres medianas, tres mediatrices y tres bisectrices.
Las alturas, medianas y mediatrices se refieren a los lados, mientras que las bisectrices
corresponden a los angulos.
Clases de triangulos.
+ Con relacidn a los lados, los triangulos se clasifican en:
4.1.6 Triangulo equilatero es el que tiene los tres lados iguales (figura 4.1)
4.1.7 Triangulo isésceles es el que tiene dos lados iguales (figura 4.2)
4.1.8 Triangulo escaleno es el que tiene los tres lados desiguales (figura 4.3)

¢ Conrelacién a los &ngulos, los trigngulos se clasifican en:

4.1.8 Triangulo acutangulo es el que tiene los tres dngulos agudos (figuras 4.1 a
4.3).

4.1.9 Triangulo rectangulo es el que tiene un angulo recto (figura 4.4).
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4.1.10 Triangulo obtuséangulo es el que tiene un éngulo obtuso (figura 4.5).

Los triangulos acutangulos y obtuséngulos se llaman también tridngulos oblicudngulos.
En todo tridngulo rectangulo ai lado opuesto al énguio recto se le llama hipotenusa, y a
+ los otros dos catetos, por ejemplo la hipotenusa BC y los catetos AB y AC (figura 4.4).

4.2 DESIGUALDADES GEOMETRICAS EN UN TRIANGULO.

4.2.1 El. TEOREMA DEL ANGULO EXTERNO B B
En las figuras 4.7 siguientes,
8l 21 se llama angulo externo
del A4BC. 1 1
A
A c B c

Figura 4.7

4.2.2 Definicion SiCestaentre Ay D, entonces el £BCD es un dngulo externo def
AABC , (figura 4.8).

Todo triangulo tiene seis éngulos extemnos,

como se muestra en la figura siguiente.

Estos angulos forman tres pares de
angulos opuestos por el vértice y los
angulos de cada par son congruentes.

Todo éngulo externo de un triangulo forma
un par lineal con uno de los &ngulos
internos de! mismo tridngulo.

Figura 4.8

4.2.3 Definicién E! £A y el £B del AABC se llaman angulos internos no contiguos de
los angulos externos ZBCD y ZACE.

Analogamente el ZA y el ~C son los &ngulos internos no contiguos de los angulos

extemos LABFy ZCBG.

4.2.4 Teorema de Tridngulos Para todo tridngulo, la suma de las medidas de los
angulos es 180°, 8 D
Demostracién Se da el AABC. < -
Sea L la recta que pasa por B,
paralela al segmento AC.
Sean los dngulos 2x, £x, 2y, Zy' ¥
£z como se indica en |a figura 4.9. A

> L

Figura 4.9
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AFIRMACIONES RAZONES

1. Ix= 2% Son éngulos alternos internos.
2. zZy=zy Son angulos alternos internos.
3. ZABD=zz+ 2y Suma de angulos

4. ox'+ /ABD =180° Angulos suplementarios

5. LX'+Lz+ 2y =180° Afirmaciones 3y 4

6. Lx+sLz+2y=180° Afimaciones 1,2y 5

4.2.5 Corolario del teorema 4.24. Los angulos agudos de un tridngulo rectangulo son
complementarios.

4.26 Teorema. Elteorema del dnguloc externo
Un angulo externo de un triangule es mayor que cada uno de los angulos intemos no
contiguos, (figura 4.10) en otras palabras: se da el AABC. Si C esta entre Ay D,
entonces /BCD> /By /BCD>/A.
Demostracién Sabemos que se cumple que £C +£1=180° por ser suplementarios.

B ZA+ 7B+ /C =180°por ser angulos interiores

del tridngulo, igualando estas dos ecuaciones
4 se obtiene
A C D LA+ £B+£C=/C+ /1 de donde se cancela

N ZC y sOlo queda 4+ ZB= /1 y se sabe que
E

el Z4 y £B son diferentes de cero por lo tanto
el £ZB< /1 ytambién <4< /1.

Figura 4.10

4.3 IGUALDAD ENTRE TRIANGULOS

Este apartado esta enfocado & conocer y manejar el concepto de igualdad entre figuras.
Solo nos enfocamos al concepto de igualdad entre tridngulos aunque también es
posible hacerlo con poligonos en general.

4.3.1 El concepto de igualdad entre triangulos. Dos tridngulos son iguales o
congruentes si se puede establecer una asociacion entre sus vértices de {al
forma que los lados y angulos correspondientes son iguales (figura 4.11).

Ejemplo B E H

A cC D E G l

Figura 4.414

El AABC sobre el ADFE, se debe colocar A sobre E, B, sobre F y C sobre D.
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Esto se denota:
Ao E

BoF
Ce D

y la igualdad del primer triangulo con el tercero asi:
Ao G

Bo H
Col

también se pudo haber escrito la asociacidn en una sola linea, asi:
ABC & EFD y ABC <« GHI

Cuando se escribe A4BC = ADEF , se quiere decir que la correspondencia ABC < DEF

es una igualdad.
Entonces el AMBC = ADEF indica a la vez seis cosas a saber.

AB=DE LA= 2D
AC=DF LB =/E
BC =EF LC=LF

A veces conviene indicar igualdad entre segmentos y entre dngulos de un par de
figuras marcando con el mismo nimero de pequefias lineas los segmentos y éngulos

que sean iguales (ver figura 4,12).
E E

A C F
Figura 4.12
Entonces se deduce que: B o
AABC = ADEF.
En la figura 4.13 se tiene: ﬁ\
A H c E E

Figura 4.13

En la correspondencia ABC «» DEF, solo da la igualdad entre los lados ABy DE y
entre los angulos ZC y £F. Por tanto el AABC no esigual al ADEF (jos triéngulos

A4BC y AEDF si son iguales).
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Definicidén. En la figura 4.14 decimos que e!
lado a es el opuesto al angulo «, el lado b el
opuesto al angulo B y el lado ¢ es el opuesto al
angulo y.

<
Figura 4.

PROPIEDADES DE IGUALDAD ENTRE TRIANGULOS.

Hay casos en los que ciertas condiciones sobre dos triangulos nos garantizan su
igualdad.

Para garantizar la igualdad entre tridngulos se darén las siguientes propiedades en las
que no se dara una demostracion por escrito.

Primer caso. Decimos *

que una correspondencua

ABC & DEF es

correspondencia LAL. H H F

(que significa

“lado-angulo-tado”) si dos Flgura 4.15

lados del tridngulo ABC, y el

angulo comprendido por ellos, son 1guales a los lados y el angulo correspondientes del
triangulo DEF (figura 4.15). En este caso se tiene que A4BC = ADEF .

Segundo caso. Decimos que

B E
una correspondencia
ABC < DEF es una
correspondencia ALA, (que 4 " o D t F
ALA

significa “"angulo-lado-angulo”)

si dos angulos y el lado

comprendido del primer triangulo Figura 4.16
son iguales con las partes correspondientes

del trigangulo DEF (figura 4.16). En este caso,

también, se tiene que AABC = ADEF,

Tercer caso. Decimos que una

B E
correspondencia ABC < DEF es
una correspondencia LLL; (que
significa "Lado-lado-lado™) silos tres 4 H C D " F
LLL

lados de! primer ftriangulo son

iguales con los lados

correspondientes del triangulo DEF (figura 4.17). Figura 4.17
En este caso, también, se tiene que A4BC = ADEF'.
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En dos triangulos donde se tienen dos B E
lados iguales y un angulo igual (diferente
al formado por los dos lados iguales) no
se cumple que los dos triangulos sean

iguales como se ilustra en la (figura A ¢ D F
4.18),
Figura 4.18
Ejemplo. En el siguiente ejemplo se ilustra A
como se usan las propiedades de igualdad para H
demostrar que: )
Si dos segmentos se bisecan, entonces los =
segmentos que unen los extremos de los &
segmentos son iguales, ver figura 4.19. R
Figura 4.19
Dato: Jz y By se bisecan en F;, Demostrar. 4B=RH
Demostracién
AFIRMACIONES RAZONES
1) 4R Y BH se bisecan Dato
2) AF =FR Definicién de “bisecar
3) BF=FH Definicion de “bisecar”
4) LAFB= ZHFR Los dngulos opuestos por el vértice son iguales
5) AAFB=ARFH Propiedad LAL
8) AB=RH Definicién de igualdad de triédngulos

4.3.2 Teorema. Si un tridngulo es isésceles entonces los dngulos de su base son
iguales, (figura 4.20}

Demostracién. Sea el AABC isosceles y se sabe que a =5, donde @ y b son
longitudes de los lados, por demostrar que £A =/8B.

g iRMACIONES RAZONES
1. a=d Por hipétesis
2. Tracese |a bisectriz del £C y sea D el | Por construccitn
b a punio de interseccion con AB
B. El AACD = ABCD Propiedad LAL
#. Porlotanto £4 = ZB Por se angulos
A B correspondientes de
D tridngulos iguales,
Figura 4,20
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4.3.3 Teorema. Si dos angulos de un tridngulo son iguales, entonces los lados
opuestos a estos dngulos son iguales, es decir, es un triangulo isosceles, (figura 4.21).

AFIRMACIONES RAZONES
1. Bl £LA=/B Por hipbtesis
2. Dibljese la perpendicular de C | Por construccion
al segmento, y sea D el punto
de interseccién.
3. En el tridnguic ACD Por ¢l teorema de la suma de angutos
c LA+ ZADC + ZLe, =180° interiores
4. En el trigdngulo DCB, Por ¢! teorema de la suma de dngulos
£BDC + ZB + Ze, =180° interiores
b a 5. £4DC = /BDC Por ser rectos.
8. Porlotanto el Zc, = Ze, De1,3,4,y5.
7. El AACD = ADCB Propiedad ALA
A B |8 Portantca =& Por ser [ados comespondientes de
D tridngulos iguales
Figura 4.21

4.3.4 Corolario.” En un tridngulo is6sceles la altura, la mediana y la mediatriz,
coinciden cada una de ellas con respecto al lado diferente.

4.4 SEMEJANZA

Este tema tiene una importancia fundamental porque es el primer caso dentro de la
geometria plana en donde a través de dos figuras (tridngulos) es posible calcular el
valor de alguno de sus lados a partir de una relacién directa entre los mismos. Con esta
herramienta es posible resolver una gran cantidad de problemas practicos, aquellos
donde la geometria del problema lleve a establecer tridngulos; es por esto que se hace
a continuacion un estudio del concepto de semejanza.

Segmentos proporcionales. Dos segmentos son proporcionales a otros dos cuando
las razones de sus medidas son iguales.
Sean dos segmentos a y b, (ver figura 4.22), que miden respectivamente 2 cm y 3 cm,
y otras dos ¢y d, que miden 6 cm y 9 cm,

aoogm

Figura 4.22

La razdén de las medidas entre los segmentos ay b es % yladecyd g
Luego, las razones % y g— s0n iguales a % Por tanto, son iguales entre si y se tiene

la igualdad

6

a
b
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Propiedad fundamental de Ia proporcionalidad
Si dos rectas 8 y > se intersectan en un punto C, y se tienen dos rectas paralelas & y
L, talesquelcotaalienAyalbenBylcotaalyen A'yalen 8, (figuras 4.23).

Entonces se tiene que: ﬁ = i
AC BC
2] 4
C
A 8 Y
VY B\ 4

Figura 4.23

Definicién
Tridngulos semejantes: Sean A4BC y A4'B'C' dos tridngulos. Se dice que son

semejantes si, los angulos de vértices correspondientes son iguales. 7
A los dngulos de vértices correspondientes se les llaman angulos hométoges.
La semejanza se indica por el simbolo “~",

B
Ejemplos.
En la figura 4.24 se cumple que A A c
AABC ~ AAB'C’ es decir, que A v
los triangulos son semejantes. B

Figura 4.24
En los tridngulos de la figura

425, el AABC no es B "

semejante al AA'B'C’, pero si A : :

fo es al AC'B'A” c A ¢ S
Figura 4.25

Teorema de proporcionalidad. Si A’ es un punto
enellado ABy B’ es un punto en el lado 8C de
un trigngulo AABC, tales que

Ac_sc

AC  BC
entonces el segmento A'B’ es paralelo al lado AB.
(ver figura 4.26)

Figura 4.26
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Demostracion

AFIRMACIONES RAZONES
Sea ¢ la recta paralela al segmento AB que pasa por A'y sea | 0F construccion
B" el punto de Interseccién con de t BC
A'C B"C Por la propiedad fundamental

2. AC C BC de la proporcionalidad
3 A'C _B'C Por hipbtesis

" 4AC__BC
4 BC_BC ' Por 2y3

" BC BC
5. B'C=B"C De 4
§. B'=B" De5
7. AlBuzﬁ Por 8
8. Portanto A'B’ paralela AB Dely7

Teorema, Si ABC y AB'C’ son ftridngulos semejantes entonces los lados
comrespondientes son proporcionales.
Demostracién. Hipétesis: /A=/4', Z/B=<B vy LC=LC'

Tesis: AB _ BC _C4
4B BC C4
AB  BC
Basta mostrar que VT N Tk pues los casos faltantes se demuestran andlogamente.

Sobreponemos los tridngulo haciendo coincidir los vértice B
y B’, como se muestra en la figura 4.27; como los tridngulos
son semejantes los dngulos Z4'=/4 y /C'= ZC, de aqui

que A'C' es paralelaa AC. Por la propiedad fundamental

de proporcionalidad se tiene que ——= ——
c prop q 1B _B'C

Figura 4.27

Teorema (proporcionalidad y semejanza)
Si dos pares de rectas son paralelas entre si entonces los segmentos ABy A'B’ son
iguales; AB = A'B’ (figura 4.28).
t L, Demostracién. Sean dos pares de rectas & y b, y
también & y & paralelas entre si.
7#74—" Liamese A el punto de interseccién de yi&,seaBel
. - 1} punto de interseccién de &y &, y sea A’ el punto de
/" / B interseccién de &, y & y B’ el punto de interseccién de
Figura 4.28 Lyt
Por demostrar que AB= A8’
Se demostraraque AB<A'B' y AB > A'BR' no son casos posibles.
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Primer caso. Suptngase que 48 < 4'B'. Témese O un punto en §; (como se muestra
on la figura 4.29), de tal manera que se cumpla la siguiente proporcién gﬁ—. = }% Sea
8" el punto de interseccién de la linea OB’ con ¢, . Por la propiedad fundamental de la

. ] , 04 AB"
roporcionalidad se tiene ———
proparcional R VDT

OA AB

sabem e = 0d
0 que = de modo que b

. por la forma en que se tom6 el punto O

&
& AB" _ AB
O Bl / AIBO AIBO
/A \JB t B*=B. Entonces la recta que pasa por B'y B(l)
A B /\ L también contiene a O que estd en &, es decir & vy & se

y por lo tanto A4B*=AB. De aqui que

intersectan en O, Io cual no es posible porque & es
paralela a 4.
Flgura 4.29

Segundo caso: Supéngase que AB>A'B'. Témese O un punto en & {como se
muestra en la figura 4.30), De tal manera que se cumpla la siguiente proporcién

04 _ 4B . Sea B” el punto de interseccitn de la linea OB con &,

OA AP
Por la propiedad fundamental de la proporcionalidad se tiene que -g% =-£%,
;’ ; ' por la forma en que se tomé el punto O sabemos
A OA AR AB _ AB
4 ue — =—— de modo que ——=—"—— rto
B R Yy W o VPO

&

tanto 4'8"= A'B'. De aqui que B'= 8"

Flgura 4.30

Entonces la recta que pasa por B* y B' (L) también contiene a O que esté en L, es
decir que & y & se intersectan en O lo cual no es posible porque & es paratela a ty Por
lotanto AB=A'F".

c c
Casos de semejanza de tridngulos
Hay fres casos principales de
semejanza de tridngulos.
Primer caso.- Dos tridngulos son D E A B
semejantes cuando tienen dos
A B

angulos igusles, (figura 4.31).

Figura 4.3
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Hipotesis: £4= 24", <ZC=ZC"
Tesis: AABC~AA'B C'.
Se sabe que £A4+/B+/C=180° y ZA'+/B'+-C'=180° por ser éngulos interiores de
triangulos, y como £4= /4" y £C = £C se deduce que el LB = 4B'

.. AABC ~AAB'C.
Observe que si en dos tridngulos se tienen dos éngulos iguales y el lado adyacente a
estos igual entoences sabemos que los tridngulos son iguales. En la propiedad anterior

tenemos que solo dos angulos son iguales y no se sabe nada del lado adyacente por lo
que unicamente se tiene que los tridngulos son semejantes.

Corolarios.
1° Dos triangulos rectangulos son semejantes si tienen otro dngulo  igual.

2°. Dos triangulos isésceles son semejantes si tienen igual el dngulo en el vértice,
opuesto al lado diferente.
3° Dos trigngulos son semejantes si tienen sus lados respectivamente paralelos.

Segundo caso.- Dos trigngulos son semejantes cuando tienen un dngulo igual formado
por lados proporcionales (figura 4.31, anterior).

AC BC
Hipétesis: £C=/C"; —=—
potesi ¢ 4 BC
Tesis: AABC ~ AA'B'C’.
Tomese en CA un segmento CD = C’'A’, y trdcese DE Il AB.

Usando un argumento analogo al primer case se puede concluir que el ADEC ~ al
AABC . Luego, basta demostrar que el ADEC es igual al A A'B'C’.

AC _ BC . .

S hipét

YT T por hipétesis

%% _BC por la propiedad fundamental de la proporcionalidad

Por ser DC = A'C", los primeros miembros de estas dos identidades son iguales; luego,
los segundos lo son también, de modo que

BC=EC.
Por tanto, los triangulos A'B'C’y DEC son iguales, por tener dos lados y el 4ngulo gue
forman respectivamente iguales.

SLAABC~AABC
Anteriormente se habia dicho que si dos tridngulos tienen lados iguales y el angulo
formado por ellos también igual, entonces los tridngulos son iguales. Si ahora solo

sabemos que los lados son proporcionales y el lado formado es igual tendremos
unicamente semejanza entre tridngulos.

Corolario.- Dos triangulos rectdngulos son semejantes si tienen los catetos
proporcionales.
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Tercer caso.- Dos tridngulos son semejantes cuande tienen sus tres lados
proporcionales.

Hipétesis: AB = BC = A
AB BC CA
Tesis: AABC ~ AA'B'C’
Témese en CA un segmento CD = C'A'y tracese DE || a 4B.

Asi se obtiene, usando el mismo argumento del primer caso, que el ADEC ~ al AABC,
AR BC _ (A

AB BC CA'

' Luego, basta demostrar que el ADEC es igual al AAB'C’.

por hipbtesis
£=£g=£"£, por la propiedad fundamental de la proporcionatidad
DE EC CD
Como CD=C'A4' entonces €4_C4 de modo que
cp C'A
A'B' B'C' C'A* CD DE EC
En particular AB _ AB BC _BC

4B DE ’ BC EC

por o que DE=AB y EC=BC"

Luego, los AA'B'C’ y DEC son iguales, por tener los tres lados respectivamente iguales
~.AABC ~ AA'B'C'.

Poligono semejante. Sean v,,v,,v,,...,v, ¥ v,,v,,v,,...,v, dos poligonos, decimos que
son semejantes si, los dngulos entre vértices correspondientes son iguales y los lados
correspondientes son proporcionales, (figura 4.32).

A B A. 8

Figura 4.32 D c

Observe que, en la figura 4.32 se recorre ambos poligonos en el mismo sentido se

tiene que son semsjantes, es decir, ABCDEF ~ A'B'C'D’E'F’, pero al realizar el recorrido
en sentidos opuestos resulta ABCDEF A'FEDCEH’

Liamese razén de semejanza de dos poligonos semejantes {a razén de dos lados
homologos cualesquiera.

La semejanza de poligonos suele indicarse por el simbolo “~*, misma que ya se ha
empleado para indicar semejanza enire tridngulos.
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4.6 TEOREMA DE PITAGORAS (TRES DEMOSTRACIONES DIFERENTES)

Introduccién

Agqui se exponen algunas demostraciones del Teorema de Pitagoras.

Debido a la frecuencia con la que se emplea dicho teorema, por ejemplo para calcular
distancias, io hace un resultado matematico de importancia. Si bien la utilidad del
tecrema dentro de las matematicas es conocida, pocas veces se presenta una
demostracién.

Aunque existen libros de matematicas que presentan la demostracién de dicho
teorema, aqui se exponen tres diferentes demostraciones, dando a los leclores con
distintos campos de conocimiento acerca de las matematicas, diferentes
demostraciones del mencionado teorema,

Acerca del teorema de Pitagoras se sabe que los egipcios ya utilizaban este resultado
matematico.

Los egipcios usaban el hecho de que, si la medidas de los lados de un triangulo son de
3, 4 y 5 unidades de longitud, entonces los lados mas cortos formaban un angulo recto.

Es interesante saber que los egipcios aprovechaban los triangulios rectangulos,
principalmente los de lados 3, 4 y 5 unidades, para determinar la direccion Este-Oeste y
orientarse geograficamente.

La manera en que utilizaban dichos tridngulos era: considerando que los lados mas
cortos 3 y 4 unidades, formaban angulo recto y orientaban uno de los lados (cateto
menor) en la direccién norte-sur (la cual determinaban por medio de la estrella polar)
entonces quedaba el otro lado corto (cateto mayor) en la direccién este-oeste.

Sin embargo, fue Pitagoras, uno de los mas grandes mateméticos y filésofos de la
antigliedad, el que descubrié que para todo tridngulo rectangulo, los lados mas cortos
C1 y C2 (catetos) y el lado mas largo h (hipotenusa) satisfacen la igualdad

C}+C; =h* siendo é el primero en demostrarlo antes que cualquier otra persona.

En fa actualidad el teorema de Pitdgoras ha sido de mucha utilidad dentro de la
matematica, la fisica y la ingenieria. En fisica e ingenieria el teorema permite resolver
problemas referentes a la distancia entre dos puntos en el espacio, asi como para medir
la magnitud de las fuerza resultante de varias fuerzas que actdian sobre un mismo
cuerpo. También en la vida cotidiana se emplea el teorema de Pitagoras, como lo
muestran los siguientes casos.

Una escalera se levante en la calle a 20 m de la pared de un edificio ¢ Cual tendré que
ser la longitud de la escalera para que llegue a la ventana del piso 15 a 50 m sobre ol
nivel de la calle?. Otro caso es: (A qué distancia de la pared habra que poner una
escalera de 60 m para que ailcance a la misma ventana?.
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Empleando el teorema de Pitadgoras la iongitud de la escalera es 7=53.85m y la
distancia de la pared del edificio a la escaleraes p=33.16 m.

0o

(|

(-

50
ocaf "
20m N

PRIMERA DEMOSTRACION
A continuacion se describe brevemente una demostracién del teorema de Pitagoras
(Version con éreas). A
En dicha demostracibn se considera un
triangulo rectangulo cuyos catetos miden Cy y
C:, e hipotenusa H (figura 4.33), C
Sabemos que los éngulos o y $ son
complementarios, es decir ¢+ = 90° E Cz

Figura 4.33
Se costruye un cuadrado que mide C, +C,, sobre cada uno de sus lados como se
muestra en la figura 4.34

C, c, Si se unen los vértices Qs, Q2 Qs y Qs se obtiene un

4+——>t—> cuadrado de lado H, y cuatro tridngulos iguales al de la
Q, figura 4.37,

c Los triangulos son iguales porque cada uno de ellos

1 Q ?  tiene dos lados iguales y el dngulo que forman igual

(teorema LAL de congruencia).

Q; El cuadrildtero formado por @, Qz Qs ¥ Qf es un
Ic1 cuadrado porque todos los lados son iguales a H y los

?3 angulos en los vértices Qy, Qs Qs y Qq son rectos en
cada uno de ellos.
Figura 4.34
Cg 01 C1
. —p <4 »

Por costruccién a+ 8+ y= 180" {figura
4.35) y como a + 8 =90°, se tiene que

7= 90°. Lo mismo sucede en cada uno Q,
de los vertices.

+—>

Qa
Figura 4.35
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Hay dos formas de calcular el drea del cuadrado del lado C, +C,:
Primera E| drea del cuadrado ¢, +C, es:

(C+CY =Cl+2CC, +C2
Segunda: E| 4rea del cuadrado ¢ +C,, también es igual a el 4rea del cuadrado
0.0,0,0, = H* més el drea de los cuatro triangulos formados, es decir 4(%C,C,]
Por tanto ¢?+2¢C,+C2 = H? +4GC‘C’J

Cl+20C,+C] =H*+2CC, » C'+C}=H* con lo cudl gueda demostrado el teorema.

SEGUNDA DEMOSTRACION. (Esta demostraci6n se atribuye a PitAgoras)
A

En la demostracion siguiente consideramos el

triangulo rectangulo cuyos catetos miden Cy y C H
C., respectivamente, e hipotenusa H, (figura
4.36). P c
C:
Figura 4.36

Después se considera el segmento
perpendicular a la hipotenusa, cuyo segundo
exiremo es el vértice que forma e! dngulo recto
del tridngulo, con esto quedan formados tres
triangulos rectangulos ABC, BAD y BCD, los
cuales resultan semejantes, (figura 4.37).

Figura 4.37

Por ser Bp altura, ella es perpendicular al lado ¢4 y esto quiere decir que: La =90°

Por otro lado: al considerar los tridngulos ABC y BCD se observa que entre ellos hay
una correspondencia de! tipo:

LCBA=Za@ ..o 1
LBCD=ZBCA...... covveeeenn... 2

y por tanto sus terceros angulos son iguales, es decir se satisfaca que
ZCBD = ZBAC ..o, 3

como consecuencia de que se satisfagan 1, 2 y 3 se tiene que los trigngulos ABC y
BCD son semejantes. También, al considerar los tridngulos ABC y ABD se observa que
entre ellos hay una correspondencia del siguiente tipo:

ZCBA=LZB ..o th
LBAD = LBAC ......covvvciienn, 2

y por tanto sus terceros éngulos son iguales, es decir, se satisface que:
LABD = ZACB ..o, 3

como consecuencia de que se satisfaga 1', 2' y 3' se tiene que los tridngulos
rectangulos ABC y ABD son semejantes.
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En base a las semejanzas establecidas tenemos las siguientes igualdades:
De la semejanza entre los tridngulos recténgulos ABC y BCD se tiene:

H €, BD
¢, ¢
Estas igualdades son equivalentes con las siguientes:
S DG 4
H C, BD
De la semejanza entre los tridngulos recténgulos ABC y ABD se tiene:
H G G 5
C, BD DA
y estas igualdades son equivalentes con las siguientes:
A S G 5
C, BD D4
de la primera igualdad en 4, se tiene
CZ=H(CDY oo 6
de 5, en la segunda igualdad, se obtiene
CF = H(DA e &'
al sumar & con 6' y tomando en cuenta que H=CD+ DA,
resulta C!+C} = H(DA)+ H(CD) = H(DA+CD)=H e H = H*
es decir C? +C; = H* con lo cual queda demostrado el teorema.

TEOREMA DE PITAGORAS (DEMOSTRACION CON CONGRUENCIA Y AREAS DE TRIANGULOS Y
CUADRILATEROS).

En un ftridngulo rectdngulo, la suma de los cuadrados de los catetos es igual al
cuadrado de la hipotenusa.

A
Demostracion. Considérese el fridngulo c
rectangulo ABC cuyos catetos tienen 2 Cy
longitudes C; y C: respectivamente y cuya
hipotenusa tiene longitud A, (figura 4.38).

h
Figura 4.38

Para la demostracién del teorema seré conveniente formar la figura 4.39 en la que se
han seguido los siguientes pasos para formarla.

a) Sobre la hipotenusa se forma el cuadrado O BCED
b) Sobre el cateto AC se forma el cuadrado 0 ABFG
c) Sobre el cateto AB se forma el cuadrado 0 ACKH
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La demostracion terminara si se logra demostrar que el area del cuadrade OBCED es
igual a la suma de las dreas de los cuadrados DOABFG con JACKH, para ello es
conveniente considerar los siguientes puntos:

1). Tracese la paralela a CE o BD que pase

por A, con esto queda formado el segmento AL. F H
2). Puesto que el <ZBAC esrecto, yen
angulo BAG es recto, entonces [os puntos Cy
CAG estdn an la misma recta, por lo tanto
por CG pasa una Unica recta que contiene al B h c
punto A.

3) Puesto que OACKH es un cuadrado,
entonces el angulo ZHAC es angulo recto,
y el angulc BAC es recto, es decir los 0 £
puntos BAH estan en la misma recta.

Figura 4.39

Con1, 2 3 seha formado la figura 4.40, en la que se ha unido el punto Acon D y
Cceon F.

De la figura 4.40 se observa que los &ngulos

£DBC y «ZFBA son iguales pues ambos son

rectos E
ZDBC = LFBA......ooveeieeeen 1 H
entonces, al sumar a ambos angulos el angulo
ZABC, se tiene 7Ny
ZDBA= LFBC...ooiooi e 2, K
Puestoque AB=8F y DB=8C debldo aque BTT n 7 LIc
son lados del mismo cuadrado, /
entonces entre los tridngulos ABD y FBC hay una /
correspondencia del tipo Lado-Angulo-Lado, es /
decir:
FB=8A D E
ZFBC ~ /DBA L
8C =DB Figura 4.40

y asto trae como consecuencia que los triangulo son
iguales, es decir;
AABD = AFBC... -
lo cual a la vez trae como consecuencia que dlchos trléngulos tienen dreas iguales.

De la figura 4.40 observamos que el rectangulo de lados BD y DL, tiene el doble del
drea del tridngulo rectangulo ABD debido & que ambos tienen 1a misma base BD y la
misma altura DL, es decir.

Area A4BD = -;-DDBML ....... 4

Por otro lado, cbservemos que el tridngulo AFBC tiene base F_By altura FG y, ol
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cuadrado DABFG tiene base FB y altura FG , por lo tanto se tiene:

Debido a la congruencia entre AABD y AFBC ellos tienen la misma érea, por tanto, por
4y 5 se tiene:

1 ., 1
5 Area ODBML = 5 OFGASB......... 6

entonces Area DDBML = Area OFGAB............. 7
Nuevamente; considere !a figura 4.40 en la que como se observa, se ha unido el
G punto A con E y B con K; también se observa que

fos angulos ZECB y ZACK son iguales pues
ambos son rectos es decir,

H ZECB = ZACK ..., 8
Al sumar a ambos angulos el angulo ZACB se
o 7 NG K tiene  ZACE= £BCK............. 9
; Puesto que AC=CK
BT 77 M LJC BC=CE
/ por ser lados de un mismo cuadrado, entonces
/ entre los tridngulos ACBK y AACE hay una
/ correspondencia del tipo
f,f' Lado-Angulo-Lado, es decir, AC = CK,
D —E ZACE= /BCK y CE=BC
Figura 4.40

esto significa que dichos triangulos son congruentes es decir, AACE =~ ABCK por
consecuencia ambos tienen igual drea, ademas el rectangulo de lados CE y LE tienen
el doble del area del AACE debido a que ambos tienen la misma base CE y la misma

altura LE es decir, Area VACE= -%Areamﬂ,E ................................... 11

también se observa que el friangulo ABCK tiene base CKy altura KH, y el cuadrado O
ACKH tiene base CK y altura KH, por lo tanto

Area VBCK = %Area WAHKC <.ooeeoeeeor oo et oo 12

Debido a la igualdad entre VACE y VBCK ellos tienen la misma area, por tanto por 11
y 12 se tiene -;—Area“CMLE= %Area WAHKC oo 13

Entonces Area OCMLE = Area DAHKC..........co.oooeeen. 14

Consecuentemente de 7 y 14 se tiene
Area OBCED = Area DDBML + Area OCMLE........... 15
= Area DFGAB + DAHKC ................ 5
es decir Area OBCED = Area DGABF + Area DAHKC............ 16
con esta ultima igualdad queda demostrado el teorema.
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CAPITULOV

CUADRILATEROS

Nuestro mundo esta lleno de ejemplos de figuras de cuatro lados, que también tiene
gran diversidad de aplicaciones, principalmente en ingenieria y arquitectura que toman
diferentes cuadrilateros.

Aqui también es conveniente destacar que en cuanto al paralelogramo, éste tiene una
gran importancia en la fisica ya que es una figura que siempre se forma empleando
vectores al construir los diagramas de fuerzas al resolver un gran nimero de problemas
de aplicacién en general.

En este capitulo se estudiaran diferentes formas y tamafios en los que se pueden
clasificar y resaltar algunas propiedades.

5.1 Definiciones

Definicién. Todo poligono de cuatro lados, (como los de la figura 5.1) se llama
cuadrilatero.

_ <>/ 7

Figura 5.1

Paralelogramo es el cuadrildtero cuyos lados opuestos son paralelos (mismas figuras)
generalmente el lado mayor se [lama base, y la perpendicutar a la base, trazada desde
el lado opuesto, se denomina altura.

Rectangulo es el paralelogramo cuyos angulos son rectos, y en particutar si todos los
lados son iguales se le llama cuadrado.

Rombo es el paralelograme que tiene los lados iguales.
Romboide es e! paralelogramo que tiene los lados contiguos desiguales.

Trapecio es el cuadrildtero que tan sélo tiene dos lados paralelos (figura 5.2).

(a) {b) {c)
Figura 6.2

Trapecio rectangulo es el que tiene dos angulos rectos (figura 5.2b).

Trapecio isésceles es el que tiene iguales los dos lados no paralelos (figura 5.2¢c).
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Trapezoide es el cuadrilatero que no tiene
ningun lado paralelo a su opuesto (figura 5.3).

Figura 5.3

En le diagrama de ta derecha se
ilustra la jerarquizacion de los
cuadritateros {figura 5.4)

Figura 5.4
Teorema 1 la suma de los angulos de un cuadrilatero es igual a cuatro angulos rectos.

Hipétesis: ABCD cuadrilatero D

Tesis: LA+ B+ 2C+ 2D ¢
Efectivamente, si en el cuadrilatero ABCD, se traza la -

diagonal Ac, se tienen dos tridngulos ABCy ACD, y

como la suma de los angulos de cada uno de estos

triangulos es igual a dos rectos, la de los angulos del A B
cuadrilatero ABCD es igual a cuatro rectos (figura Figura 5.5

5.5). Portanto, £4A+ 4B+ ZC + £D =4 rectos.

5.2 PROPIEDADES DE LOS PARLELOGRAMOS

Teorema 2 en todo paralelogramo:

1°. Los lados opuestos son iguales

2° Los angulos opuestos son iguales

3% Los angulos adyacentes a un mismo lado son suplementarios
4% Las diagonales se cortan en su punto medio.

b
@) ®) ) Hipdtesis: AB I DC, AD i BC
c D Tesis: AB=DC, AD=BC

D 001\ 5 c ¢
[T e
B 4\BA B

A LA+ ZB =B+ 2C = .=180°
Figura 5.6 OA=0C, OB=0D

A
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De la figura 5.6a se deducen las relaciones siguientes:

(Por teoremas de proporcionalidad y semejanza)

1°. 4B=DC, por ser partes de paralelas comprendidas entre paralelas.
AD = BC, por ser partes de paralelas comprendidas entre paralelas.

2% z4=cC, por ser angulos agudos de lados paralelos
£ZB = £D, por ser angulos obtusos de lados paralelos

3% LA+ 4B=/B+/C=LC+4D= 2D+ s4=180°, por ser é&ngulos colaterales-
internos comprendidos entre paralelas.

4°. Considerando los triangulos AQD y BOC en la {fig. c), se tiene
AD = BC, por ser lados opuestos de un paralelogramo;
£2 = /5, por ser angulos alternos-internos entre paralelas.
£1= 26, por ser angulos alternos-intemos entre paralelos.
por tanto, AAOD=ABOC, por tener un lado igual adyacente a Angulos
respectivamente iguales.
Por tener un lado igual adyacente a dngulos respectivamente iguales.
Portanto O4=0C y OB=0D, por ser lados correspondientes de tridngulos iguates.

Reciproco Un cuadrilatero es un paralelogramo:
1% Si los lados opuestos son iguales.
2° Si los éngulos opuestos son iguales.
3°. Si los dngulos adyacentes a cada lado son suplementarios.
4° Si las diagonales se cortan en su punto medio (figs. 5.6a, 5.6b y 5.6¢ anteriores)
Hipotesis: AB=DC, AD=BC, /A=,/C, sB=sD
LA+ £ZB=£B+2£C=...=180°
OA= OC, OB=0D

Tesis: ABIIOC, ADIIBC.

1" Enla figura 5.6b, tracese la diagonal DB; se forman dos triangulos ABD y BCD en

los cuales se tiene:

AB = DC, por hipitesis;

BC = AD, por hipotesis

AABD = ABCD, por tener sus lados respectivamente iguales; por tanto
£1= £3, por ser los correspondientes de triangulos iguales;
£2 = £4, por ser angulos correspondientes de triangulos iguales;

portanto ABIDC y AD Il BC,

Por la igualdad de los angulos alternos intemos £2=24 y /1= /3.

2" De la figura 5.6a se deduce:

LA+ £B+ £C + 2D =360°; por ser l0os 2, de un cuadrilatero;
24+2B=360°;porser ZA= £C y <£B= /D, por hipotesis;
ZA+ £B =180°, por ser mitades de cantidades iguales.
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Por tanto AD Il BC, por ser suplementarios los dngulos colaterales intermos <A y 2B.
De una manera andloga se demostraria que las rectas AB y DC son paralelas.

Por tanto AB Il BC y AD Il BC.

3" Enlafigura 5.6 se tiene:

LA+ B =/B+2C=LC+ 2D = /D+ Z4=180° por hipbtesis,
por tanto AB | DC y AD Il BC, del teorema que dice que si dos angufos colaterales
internos son suplementarios, entonces se tiene que las rectas son paralelas; por tanto

ABIIDC y ADII BC.

4". De los tridngulos AOD y BOC figura 5.6¢, se deduce:
O4=0C y OB=0D, por hipbtesis;
£3 = 74, por ser angulos opuestos por el vértice.

AQAD = ABOC, por tener un éngulo igual entre lados respectivaments iguales.

£1= /8, por ser &ngulos correspondientes de triangulos iguales
AD Il BC, por la igualdad de los dangulos alternos intemos £1 = Z6.

De igual modo se demostraria que AB || DC.
Por tanto ABHI DC y ADIIBC.

Teorema 3. Todo cuadrildtero que tiene dos lados iguales y paralelos es un

paralelogramo
Hipdtesis. AB = CD, ABH DC
Tesis: AD 11BC

Trécese la diagonal DB (figura 5.7); resulta: AB = DC, por hipdtesis 2= b4

por ser angulos alternos internos entre paralelas,

Por tanto, AABD = ABCD,

por tener un angulo igual entre lados respectivamente
iguales.

1= 23, por ser angulos correspondientes de tridngulos A

iguales.
Por tanto, AD Il BC, ya que los angulos alternos internos
Z1 y £3 soniguales.

Teorema 4. Las diagonales de un rectdnguio son iguales.

Hipdtesis: ABCD es un rectangulo.

Tesis: AC =BD.

En efecto; AABC = ADAB, por tener el cateto AB
comun y los otros dos catetos, iguales (figura 5.8).
Por tanto AC = BD.

D

Figura 5.7

e

-
-

\\'}‘//
P \\\\

e

Figura 5.8
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Teorema 5. Las diagonales de un rombo son perpendiculares entre si y bisectrices de
los angulos del rombo.

Hipdtesis: ABCD es un rombo
Tesis: AC L BD AC y BD bisectrices.
Se tienen las siguientes igualdades:

D
/\
|
A io c AB = BC = CD = DA, por hipbtesis;
\/
B

Dibujense las diagonales del rombo y sea O
el punto de interseccidn {figura 5.9); entonces
QA = OC, OB = OD por la propiedad 4ta de
paralelogramos.

Luego, los tridngulos AOB, COB, ACD y
COD son iguales por tener los lados respectivamente iguales. Por tanto, los angulos en
O son también, iguales, y por consiguiente, rectos.

Por la igualdad de los mismos tridngulos, los pares de angulos situadosen Ay C, y en
8 y D son respectivamente iguales.

Luego, las diagonales AC y BD son perpendiculares y bisectrices de los dngulos del
rombo.

Figura 6.9

Teorema 6. Las diagonales de un cuadrado son iguales, perpendiculares entre si y
bisectrices de los angulos del cuadrado.

El cuadrado tiene las mismas propiedades particulares que el rectangulo y el rombo.
Por tanto, se le puede aplicar lo que se acaba de demostrar en los dos teoremas

anteriores.
5.3 Propiedades de los trapecios
Teorema 7. El segmento que une los puntos medios de los lados no paralelos de un

frapecio es paralelo a las dos bases y tiene una longitud igual a la
semisuma de las diagonales de las bases.

D c Demostracidn. Sean A la paralela a-DC ( o AB)
que pasa por M punto medio de AD y N su punto
o de interseccidon con el segmento BC. Sea O el
M N punto de interseccién de la diagonal BD con MN.
A & Como MN es paralela a AB, los tridngulos
AADB y AMDO son semejantes.
A Figura 5.10 por tanto

Do _MO_DM _1
donde la ditima identidad se da por que M es el punto medio de DB, de modo que
DO=0EB.
Por otra parte, como MN' y DC son paralelas, los tridngulos ABCD y ABN'O
son semejantes. Entonces
BN _ON_BO DO 1

BC BO BD DB 2
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y se tiene que N es el punto medio de 8C
Por otra parie OM + ON = MN y se sabe que:
AB DC
oM =" N =——
2 y o 2
por tanto MN =i;i+22c—= AB;DC .
Teorema 8. Los &ngulos adyacentes a cada uno de los lados no paralelos de un
trapecio son suplementarios.

Hipétesis: ABCD es un trapecio

° N Tesis: ZA+ 2D =180°
ZB+ £C =180
" En efecto, de [a figura 5.11:
A B ZA+ 2D =180°, por ser colaterales intermos
Figura 5.11 ZB+ /C =180", por se colaterales intermos

Teorema 9. Los &ngulos adyacentes a una misma base de un trapecio isosceles son
iguales.
C c Hipétesis: ABCD trapecio isdsceles.
Tesis: FA= /B, ZADC=/BCD
Tracese las perpendiculares DM y CN a las
bases (figura 5.12) se tiene:
A m 5 8 AD = BC por hipdtesis
DM =CN, por ser lados opuestos del
Figura 5.12 rectangulo MNCD.

Por el teorema de Pitagoras AM? =(4D)’ —(DM)’ =(BC)’ -(CN)’ =(BN)’
de modo que AAf = BN por lo tanto los friangulos AADM y ABCN son iguales. Por lo
tanto LZA=/B y £ADC = ZBCD

Teorema 10. Las diagonales de un trapecio isbsceles son iguales
D M ¢ Hipétesis: ABCD trapecio isdsceles
Tesis: AC = BD

Por el teorema anterior y por definicién, se tiene
A N B (igura 5.13). ZDA4AB= Z4BC, por ser &ngulos

adyacentes a la base AB; AD = BC, por hipélesis.
Figura 6.13 Luego, los tridngulos ABD y ABC, son iguales,

- por tener un angulo igual formado por ilados
respectivamente iguales. Por tanto AC = 8D.
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5.4 AREAS DE CUADRILATEROS

Definicién. Ei area de un rectangulo se define como el producte de la base (b) por la
altura (h). :

Triangulo
Proposicién 1. El 4rea de un tridngulo es igual al producto de la base (b) por la altura
(h) entre dos, es decir, A= %

Demostracion. Se tienen los tres casos siguientes:

Primer caso. Se tiene un triangulo rectangulo de base b y altura h. Considérese un
recténgulo de base b y altura h. En este rectangulo se traza una diagonal y se obtienen
dos triangulos rectangulos iguales, puesto que el Z1= /2 por ser dngulos alternos
intermos entre paralelas y por la misma razén el £3=.2/4, £5=/6 por ser éngulos
rectos por lo tanto los tridngulos son iguales.

Sabemos que el drea de! rectangulo es igual b4 y también

4 2 6\- es igual a el 4rea de los dos tridngulos es decir bk =2 (drea
h del triangulo) de donde despejando el drea del triangulo =
a b-h
—, (figura 5.14).
N ] 2
h
Figura 5.14

Segundo caso.

En un rectanguio se tiene un tridngulo donde la altura se encuentra dentro de este, (ver
figura 5.15), 4rea del tridngulo (Az), area del rectangulo {Ag), y se tienen las siguientes
igualdades:

b+ b, 4y _(b h)_A11+AT+A'rz
h
Te L (bl ). 442
h
T [”'”’ )h+A, —+A, de donde al
b despejar la primera y la ditima igualdad se
Figura 5.15 tiene A4, =H.

Tercer caso. En un rectangulo se tiene un tridngulo donde la altura esta fuera del
tridngulo, {ver figura 5.16).

AR=(b+bl)-h=A,n+A1.+A”=[M]}|+AT+M:
Ty 2 2
h b+2h,
T/ [ Jh 4
de donde al despejar se obtiens
b by b+ 25+8)h—-(b+28)-2 b-h
Figura 5.16 A7=(b+b|)h'[ :b']-h:( 5) 2( 25) =
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Paralelogramo

Proposicién 2. E| drea de un paralelogramo es igual al producto de un lado por la

altura correspondiente a ese lado.

Aqui h = altura y By = base D A

Es decir A= Bh

Demostracién De la (figura 5.17) se a h

observa que el 4rea es igual al area del b,

reclangulo de base b y altura h, més dos c E B

veces ¢l drea del tridngulo de base f

by y altura h. Donde B, = b, +b By
Figura 6.17

-

4 =(bh)+z{ﬁg-"l} = (bh)+ bk = h{b+b,) = hB,

Ejemplo. Sea el paralelogramo ABCD. Si b = 10,y h = 2.7, entonces,
A=(10)(2.7) =27

Trapecio
Proposicién 3. El drea de un trapecio es igual a la mitad del producto de su altura por
la suma de sus bases. D b A
Con b y b’ = bases.
A="wp) L
2 / a h a}\
Demostracion. C B
De la figura 5.18 arriba se observa que: b
b=a, +b'+a,. Figura 5.18

El 4rea del trapecio es igual a el drea del rectangulo méas el rea del triangulo de base
as y altura h, més el area de base a; y altura h, es decir:

ah ah aq, +a a+a,+26'. h

A=+ + 2 =h(-L 2+ P )= (-1 —2—) = —(b+¥

(b'h) ot h( 2 y=h( 5 } 2 (B+?0)
Ejemplo. Sih =20, b =27y b’ = 23, entonces

A= %(20)(27 +23)=500, & .. A=500uF
Rombo
Proposicion 4
El drea de un rombo es igual a la mitad d
del producto de sus diagonales. = ) "4
Dd /
A==—
2

Demostracién Figura 5.19

En la figura 5.19 se observan cuatro tridngulos iguales, de base -15)— y de altura 521— ©s

. 1.Dd,,. Dd
A=4—(=1 = —
decir, (2(2 2)) 5
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CAPITULO Vi
POLIGONOS

En el diario quehacer de fa humanidad se presenta la necesidad de estudiar y calcular
magnitudes de figuras que tienen varios lados (peligonos) de los cuales el hombre a
través del tiempo ha formalizado el estudio de aquellas figuras que tienen lados iguales
{poligonos regulares) y es a este tipo de figuras al que esta enfocado el estudio del
presente capitulo, en el cual se analizard desde como obtener su perimetro, su érea
sus angulos internos y externos, nimero de lados y diagonales, etcétera, también se
incluye un estudio de la relacién entre segmentos de poligonos regulares de 3, 4 y 6
lados, en ellos se encuentran propiedades muy interesantes .

Recordemocs que un poligono es el que estd determinado por los vértices v, v,, v, v,

(todos diferentes) de tal manera que wv,,v,v,--son los lados del poligono y asi

sucesivamente hasta obtener ﬁ: como lado final y los lados pueden intersecarse sdlo
en el vértice.

6.1 Definiciones y propiedades

Definicién. En un poligono como el de la figura 6.1 a todos los
angulos seiialados se les llama angulos intemos del poligonos.

Figura 6.1

Definicién. Llamese poligono regular, al

poligono cuyos lados son iguales y sus - e f
angulos intemos también son iguales,

figura 6.2

En un poligono regular e! angulo externo

en un vértice es el suplemento del Angulo

interno del mismo véntice (figura 6.3). Figura 6.2 Figura 8,3

Obsérvese que puede haber poligonos de lados

iguales y sus angulos intermnos no son iguales, por

consiguiente no son poligonos regularas en la

figura 6.4 se ilustra una forma de obtener un

poligono corn astas caracteristicas, deformando un

hexégono en la direccién que indican las flechas.

Un caso de un poligono en el que basta tener lados

iguales para garantizar que fos angulos intermos son Figura 6.4

iguales, es el tridngulo.

En el caso de los poligonos regulares una forma de calcular por ejemplo su érea es
algo que ya en la antigua Grecia hacian muy bien, y lo que se hace es dividir al
poligono en cuestion en tridngulos y a éstos se les calcula su drea y después solo basta
sumar las dreas parciales para cbtener el area total en cuestién.
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8.2 Clasificacidn.

Nameros de lados. Los poligonos se nombran de acuerdo con su nimero de lados, asi
tenemos que: triangulo, cuadrilatero, pentagono, hexagono, heptagono, octagono,
enedgono, decagono, dodecagono e icosagono, son poligonos de 3, 4, 5,6, 7, 8,9, 10,
12 y 20 lados, respectivamente.

Para nombrar los demas poligonos se indica el numero de lados que tienen; poligono
de diecisiete lados, potigono de veinticinco lados, etc.

Definicién. Si una circunferencia
contiene a todos los vértices de un
poligono se le Hama circunferencia
circunscrita a! poligono. Y si una
circunferencia toca en un punto
diferente de los vértices a cada lado del
poligono se le llama circunferencia

inscrita (figura 6.5). Circunferencia Circunferencia
inscrita circunscrita.
Figura 6.5

Observacion. En un poligono se presentan cuatro casos:
1* se le puede circunscribir una circunferencia

2?2 se le puede inscribir una circunferencia

3* que no tenga ninguna circunferencia

Propiedades de los poligonos regularas

1. Atodo poligono regular se le puede circunscribir una circunferencia.

2. Atodo poligone regular se le puede inscribir una circunferencia

3. El centro de la circunferencia circunscrita a un poligono regular es, también el
centro de |a circunferencia inscrita.

4, Si un poligono estd inscrito en una circunferencia y tiene sus iados iguales, el
poligono es regular.

Definiciones. En la figura 6.6, se aprecia cada uno de los estos elementos de un

poligono regular.

1) Se llama centro de un poligono regular al centro comun de sus circunferencias
inscrita y circunscrita.

2) Se llama radio de un potigono regular al radio de la circunferencia circunscrita.

3) Se llama angule central de un poligono regular al que forman dos radios que pasan

por dos vértices consecutivos.

4)Se llama apotema de un poligono regular al radio de la

circunferencia inscrita y que es perpendicular a uno de

sus lados.

AB=BC=CD=DE = AE

LA=LB=LC=2D=ZFE

ademas, O es el centroo OA y OB son

radios, el ZAQB es un angulo central

y OG y OF son apotemas. Figura 6.6
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6.3 Otras propiedades de poligonos regulares

1. Todo radio de un poligono regular es bisectriz del &ngulo por cuyo vértice pasa.

Ejemplo: OB biseca a #ABC.

2. Todo apotema de un poligono regular biseca (por ser mediatriz) el lado
correspondiente.

Ejemplo OF biseca a CDy OG biseca a ED

3. Enun poligono regular de n lados, (figura 6.7) se cumple lo siguiente:

. [ 360°
(a) Cada éngulo central C es igual a:
n

n—2)180°} 2:1(!1—2)‘

(b} Cada angulo interno i es igual a: ((
n

0
Cada angulo externo es igual a: (360 J
n
(d) Lasuma de los éngulos interiores es: S =2 r (n - 2). S = suma de los angulcs
intericres.

(8) El ndmero de diagonales totales que se pueden trazar en un poligono regular es:

n(n-3)

n
() Lasuma de los &ngulos exteriores (Se) siempre es igual a 4 rectos (360°%):
Se = 360°; 4 rectos.

(g) El nimero de diagonales que pueden trazarse desde un vértice cualquiera es igual

a (n—3) s

e

E Figura 8.7

Por ejemplo, en el pentagono regular ABCDE en la figura anterior.
360°  360°

ZAOB = ZABS = = =72
- 0 — (3
Lapc = 25180 )_S 2)5(130 ) - 108°

LABC + ZABS =108°
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6.4 CALCULO DE LINEAS Y ANGULOS DE UN POLIGONO REGULAR

1) Hallar el iado s de un pentagona regular si el perimetro p es igual a 35.

2) Hallar el apotema r de un pentagono regular si el radio de la circunferencia inscrita
es de 21 unidades.

3} Enun poligono regular de 5 lados, hallar el angulo central C, e! angulo externo e y
el dngulo interno i.

4)  Si un angulo interno de un poligono regular es 108°, hallar el &ngulo externo, el
angulo central y el nimero de lados .

Solucién

(@) P=35 PuestoqueP=5535=5s, dedondes=7

(b) Aqui el apotema r es el radio de la circunferencia inscrita,

entoncas es igual a 21.

0 0
(c)Aquin=5. Entonces, C = 360 _ 36: =72°
e= iqo_ - ﬂ —_ 72‘"
n 5

i=180°-C =180" -72° =108°
(dy i=108". Entonces, C=e=180" -7 =180° - 108" = 72°

60° 360°  360°

Fuesto que C = 360 entonces n = =——=5 . n=5
n C 72

RELACIONES ENTRE SEGMENTOS DE POLIGONOS REGULARES DE 3, 4 Y 6 LADOS
Cuando se estudian el hexagono regular, el cuadrado y el tridngulo equilatero (figura
6.8), es menester trabajar con algunos tridngulos rectangulos especiales que se forman
al trazar el apotema (1) y el radio (R) cuyos extremos son puntos de uno de los lados del
poligono. En el caso de! cuadrado, se obtiene un tridngulo de 45° - 45° - 90°%; en cambio
en los otros dos casos se forman tridngulos de 30°-60°-90°

Las ecuaciones que se dan a continuacioén muestran las relaciones que existen entre el
lado, el apotema y el radio de algunos poligonos regulares.

Figura 6.8 Hexégono regular Cuadrado Tridngulo equilatero

R
g1’
1125
S=R S=R-2
r=1rf r=tg-lpp r=lp Rr=2p
2 2" 2 3 3
rle
2
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Deducciones de Ia ecuaciones propuestas armba.

Para el hexdgono

Este caso es especial pues cada éngulo central es igual a 60° y cualquier triangulo que
se forme con dos radios y un lado del poligono resulta ser equildtero de donde
podemos concluirque S =R

Del tridngulo rectangulo se tiene por el teorema de Pitdgoras que: R? = (%S)2 +ri
de donde despejandc a ry escribiendo todo en términos de R, se tiene
rt =R’—(%S)’, entonces r* = R? —(%R)’, de donde P =p?-— =0 "% 2%

4 4 4
2
por lo que despejando a r=1'3f =£2J—§; r=£2£,

Deduccién de la ecuaciones para el Cuadrado

De lafigura de deduce que r = %S = 8=2r

Del tridngulo rectangulo se tiene que R? =r? +(%Sz) w....® ; sustituyendo r = %S enla

ecuacion ( %),
1 1 M 5 §* 8§ S48 28 5
R2=_S2 _S2=_2 _2=_+_= = =2
(2 )+(2 ) (2) +(2) 4 4 4 4 2
2

Esto imptica que R® = Ez— = §=vV2R*=RJ2 . S§=RJ2 ;que esunade las

ecuaciones propuestas.
Y como r = %S ; sustituyendo ef valor de S se tiene entonces; r= %R\E ; que es la otra

ecuacion propuesta.

Deduccion de las ecuaciones para el Triangulo equilatero

De la figura se deduce que h=r+ R y también;

El triangulo de lados igual a S es equilatero por lo cual cada uno de sus angulos mide
60° Al trazar una altura del tridngulo que a su vez es bisectriz se obtienen dos
trigngulos también semejantes.

Y el triangulo cuyos lados miden R, ry l;- es también semejante al tridngulo cuyos

lados miden h, Sy s % puesto que tienen un angulo de 90°y otro de 30° por lo cual el

e

tercer angulo es de 60° por ser semejantes se cumple la siguiente igualdad %: de

donde al despejar r se obtiene que r= .}23_

Usando el teorema de Pitdgoras en cualquiera de los dos triéhgulos semejantes
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2 2
antericres se tiene que $°= [%R) +(§-J de donde al realizar las operaciones
obtenemos 452 = 9R* + §? y despejando a S se tiene S =R\3
Del otro tridngulo que es un rectangulo se tiene;
R =p? +(é $)*; y como § = R\/3; sustituyendo en la ecuacién anterior

3R’ _4R’-3R’ R?

1
=R (RS =R - =—, finalmente
G ) 4 4 4

2

2
r'= J!z— , entonces r= g , que es ofra de las identidades propuesta.

Del hecho de que se cumpla que h=r+R; y como se tiene que r = %R; sustituyendo

en la ecuacion anterior.
h:lR—i—R: R+2R =E
2 2 2

= h=%R, y finalmente R =—23ﬁ.

Deigual modo de A=r+R = r=h-R;ycomo R= %h; sustituyendo en la ecuacidn

anterior se tiene

§h=3h_2h=]

r=h- 3 -3-h, A %h; que es la otra identidad propuesta.

6.5 Aplicaciones de las relaciones entre poligonos.

2) APLICACIONES DE LAS RELACIONES QUE EXISTEN ENTRE ELEMENTOS DE UN HEXAGONO
REGULAR

En un hexagono regular dado: (a) hallar el lado y el apotema si su radio es de 12
unidades, (b) hallar el radio y el apotema si el lado es de 8 unidades.

Solucién
1) De los datos se tiene que R = 12, y como en un hexdgono regular se cumple que
§ =R, sustituyendo se tiene S = 12 y también se cumple que

r=%R«f§=6xf5

(b) Aqui igual se tiene como dato que S=8, se cumple que S=R-=8 y

r=%RJ§=%sJ§=4J§
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b) APLICACION DE LAS RELACIONES QUE EXISTEN ENTRE ELEMENTOS DE UN CUADRADO
Dado un cuadrado: (a) hallar el lado y el apotema si el radio es igual a 16 {b) hallar el
radio y el apotema sabiendo que el lado es igual a 10.

Solucion:
(a) Como dato se tiene que S =16, agui se cumple la relacién

S=RJ2 = §=16y2 Yparacalcular el apotema la relacion util es
=—S-16\/— 82 = r=8/2

(b) EI dato que se proporciona es, S =10 y empleando la relacion § = R4/2 - despejando
a R yracionalizando se tiene

ssJ‘s-fno _
5 hA J‘sJ':-,»R_sJE

para el caso de determinar el valor del apotema empleando la relacion
r= %S = %(10) =5 = r=5;quees el valor del apotema

¢) APLICACIONES DE LAS RELACIONES QUE EXISTEN ENTRE ELEMENTOS DE UN TRIANGULQ
EQUILATERO

Dado un triangulo equilétero: (a) hallar el radio, el apotema y el lado conociendo la

altura de 6 unidades, {b) hallar el lado, el apotema y la altura sabiendo que el radio es

igual a 9.

Solucion:

(a) Dado que h = 6, y empleando la relacion » = lh = %6 =2 = r=2, para calcular el

W

valor del radio se emplea la igualdad

R=§h=§6=4 = R=4, y finamente para hallar el valor del lado se emplea la

siguiente ecuacion, sustituyendo el valor de R = 4, antes calculado

S=RYI=a4f35=43-
(b) Coma R =9, entonces empleando la relacién S=R3=943; = §=93

Para el caso del calculo del apotema se emplea la relacion r = %R = l9 = -Z—; =

2
3 27 27
r= % iy h= %R = 59 = 3 i = h= ?y finaimente la altura viene dada por la
identidad.

PERIMETRO DE UN POLIGONO REGULAR

Si el lado del poligono regular de n lados se denomina, s, su perimetro es P =ns
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AREA DE UN POLIGONO REGULAR

El érea de un poligono regular es igual a la mitad
del producto de su perimetro por el apotema.

Tal como se muestra en la figura 6.9, al trazar los
radios de un poligono regular de n lados y su
perimetro p=ns, el poligopno se pueds

descomponer en n tridngulos iguales, siendo el
drea de cada uno %rs. Pe aqui, resulta que el

drea del poligono es 4= n(% rs) = %m‘s = %pr,

A="nSr=_Pr Figura 6.9

02—
Y| —

CALCULO DEL AREA DE UN POLIGONO REGULAR

Calcular el drea de un hexagono regular sabiendo que su apotema es igual a 543

Solucién.
En todo hexdgono, r = %Sﬁ ; puesto que r =543, entonces
i V3 i
53= ESﬁ >8= (2)57_3— =10;=> § = 10; y finalmente el perimetro esta dado por

P=6(10)=60. Luego, 4= %Pr - %(60)(5@) ~15043.
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CAPITULO VII

CIRCULO Y CIRCUNFERENCIA

Aqui se tratard el tema de la circunferencia que no debe confundirse con el circulo
(superficie), aunque ambos conceptos son inseparables. La circunferencia pertenece
a la clase de curvas conocidas como cénica, pues una circunferencia se puede definir
como la interseccion de un cono recto circular con un plano perpendicular al eje del
cono. En este tema se tratan en primer lugar los elementos que se encuentran
relacionados con toda circunferencia y estos son las lineas y éngulos, asi como el
calculo del drea de un sector y la total.

Conocer este tipo de elementos y su posicién en la circunferencia, es elemental para
estudios posteriores sobre todo en geometria analitica.

7.1 Puntos y rectas notables

Definiciones, Las lineas
relacionadas con la
circunferencia son las que se
indican en la figura 7.1.

Se Hlama circunferencia a una
curva plana y cerrada, cuyos
punto equidistan de un punto
fijo llamado centro.

Figura 7.1

Circulo. Es la superficie plana limitada por la circunferencia.
Un radio. Es cualquier segmento de la recta que une el centro con un punto cualquiera
de la circunferencia
Un diametro. Es cualquier segmento de recta que une dos puntos de la circunferencia,
pasando por el centro.
Arco. Es una parte determinada de la circunferencia, el arco MCN, en la figura 7.1.
Cuerda. Es todo segmento de recta que une dos puntos de la circunferencia.

Toda cuerda determina dos arcos.
Flecha o sagita. Es ia parte de un radio, perpendicular en e! punto medio de una
cuerda, comprendida entre ésta y el arco subtendido por ella.
Tangente. Es una recta que tiene un solo punto comun con la circunferencia, y aese
punto se le [lama punto de contacto.
Secante. Es una recta que tiene dos puntos en comuin con la gircunferencia.
Sector circular. Es la parte de circulo comprendida entre dos radios y el arco
determinado por ellos.
Semicircunferencia. Como su nombre lo indica es la mitad de la circunferencia.
Segmento circular. Es la parte de circulo comprendido entre una cuerda y su arco.
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7.2 ANGULOS RELACIONADOS CON LA CIRCUNFERENCIA

Primero se definen los tipos de angulos relacionados cada uno de ellos es sefialado en
las figuras 7.2 siguientes y a continuacioén se detallan las propiedades de cada uno de
ellos.

B
Angulo interior es e! que tiene su vértice en el
circulo, si este punto es el mismo que el del
centro entonces se llama dngulo central. "
Angulo inscrito es el que tiene su vértice en la B c
circunferencia y esta formado por dos cuerdas.

A
Angulo Semiinscrito es el que tiene su vértice B c
en |a circunferencia y esta formado por una
cuerda y una tangente.

A

Angulo exterior es el que tiene su vértice fuera
de la circunferencia y del circulo y esté formado
por dos secantes, o por una secante y una
tangente, o por dos tangentes; en este ultimo
caso se llama circunscrito.

Figuras 7.2

Propiedades

1) Angulos centrales iguales subtienden arcos iguales y reciprocamente.
Arcos iguales subtienden angulos cenirales iguales.

2) Arcos iguales determinan cuerdas iguales y reciprocamente, cuerdas  iguales
determinan arcos iguales.

3 El diametro perpendicular a una cuerda divide a los arcos determinados por la
cuerda en dos partes iguales.

5)La cuerda perpendicular a otra cuerda por su punte medio es un diametro.
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Teorema 1. En toda circunferencia, un angulo inscrito es igual a la mitad del angulo
central determinado por el mismo arco.

La demostracion se realizara en tres casos:

Caso i) Cuando uno de los lados pasa por el centro.

En la figura 7.3 siguiente, el dngulo CAB=a es un

angulo inscrito que abraza el mismo arco BC que el 0
angulo central BOC = @

El triangulo CAO es isésceles y tiene por eso

dos éngulos iguales: A= a El 4ngulo o es un angulo B

externo de ese tridngulo y por eso

w=ﬁ+a=a+a=2a.Seconcluyequea=£2J- c

Figura 7.3

Caso i) El centro queda dentro del angulo inscrito
Ahora se tiene un angulo inscrito donde ninguno de sus lados pasa por el centro

En la figura 7.4 se cumple que:
®, W, @
g=a +ta,=—+—"=—
2 2 2

Figura 7.4

Caso iii) El centro queda fuera del
angulo inscrito,

En la figura 7.5 se cumple que:
a=a —a,=21_9:_9®
T, 2 T2

Figura 7.5
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Corolario Un angulo inscrito en ef cual una de -
sus cuerdas es un didmetro es un angulo recto o
coma se ilustra en la figura 7.6.

La demostracién se sigue del tearema anterior

0
El dngulo £=180° y es central. B B c
Y el angulo a =‘§ que es un inscrito por [o
tanto o =90°
Figura 7.6

Teorema 2. Si en una circunferencia se tiene una cuerda y se traza en didmetro que
pase por el punto medio, entonces ese diametro es perpendicular a la
cuerda y reciprocamente el diametro perpendicular a la cuerda pasa por el
punto medio,

Demostracién.
Sea AB una cuerda en la figura 7.7 y sea DF el

D didmetro que pasa por el punto medio de AB.

Por demostrar que DE es perpendicular a AB.
A F B Sea F el punto medio de AB, en la figura se
observa que el tridngulo AOB es isésceles dado
(6] que OA y OB son radios, y por lo tanto

ZBAO = LABO y ZBAQ+ LAOB+ ZABO=180°,
también se observa que se forman dos tridngulos
que son iguales, el triéngulo AOF y el BOF, por el
criterio de LAL de igualdad de tridngulos.

E
Figura 7.7

Puesto que cumplen que el lado 40 =0B, el ZBAO = ZABO y el lado AF = FB.
Ahora solo falta mostrar que el dngulo £AFO = ZBFO y que ambos valen 90% como
AAOF = ABOF sabemos que ZOBF = ZOFA y como <ZOFB+/OFA=180" entonces

finalmente se tiene ZOFB = LOFA=90°. Por lo tanto el didmetro DE es perpendicular a
la cuerda AB.

Y reciprocamente, por demostrar que el didmetro perpendicular a la cuerda pasa por el
punto medio de dicha cuerda.

Como el diametro es perpendicular a la cuerda £4F0O = £BFQ, los lados AQ y BOson
radios entonces el AdOB es isdsceles y por lo tanto el Z40B = ZOBF de donde los
triangulos AFO y BFO tienen dos parejas de angulos iguales por lo cual el tercer
éngulo debe ser igual es decir, Z4OF = ZBOF y ahora como los lados 04 =BO y OF
es compartido entonces por la propiedad LAL los tridngulos son iguales y por lo tanto
AF = FB, de donde se puede concluir que F es el punto medio y el diametro pasa por
el punto medio.
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Teorema 3. E1 angulo formado por una tangente y una cuerda, con vértice en el punto
de contacto, es la mitad del dngulo central determinado por el arco que subtiends la
cuerda ( ZROP).

En la figura 7.8, la mitad del &ngulo central R T
opuesto al arco que subtiende la cuerda RP, es
ROM = w. El dngulo que forman la tangente y *Nm
la cuerda es PRT = ¢. Se debe de probar que -

o
m .
o=
P o}
~.
-

Ahora bien, como el radio OM es perpendicular

s

a la cuerda RPy OR es perpendicular a la .
tangente RT, se sigue que: a+@=90°=a+w P
portanto w=¢
S
Figura 7.8

7.4 Areas y perimetros

LONGITUD DE LA CIRCUNFERENCIA Y AREA DEL CIRCULO.
El nimero = (Pi) es la razén entre [a longitud C de la circunferencia de cualquier circulo

y su didmetro d ; es decir, 7 = % De aqui, C=md; osea C =2x (figura7.9).

Figura 7.8 Figura 7.10

Una circunferencia se puede considerar como un paligono regular de un nimero infinito
de lados tal como se muestra en la figura 7.10. Si un cuadrado se inscribe en una
circunferencia y se duplica continuamente el nimero de sus lados (actagono, 16 dgono,
etc) los perimetros de los poligonos resultantes se aproximaran cada vez més a la
longitud de 1a circunferencia.

De esta suerte, para hallar el 4rea de un circulo, se puede utilizar la ecuacién
encontrada para el &rea de poligonos reguiares.

A= %Pr en laque C = P. Entonces asto implicaque 4= %Cr = % 2rr =1’ B8t

implicaque A=m?
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Caleular la longitud de una circunferencia y el 4rea de un circulo

En el presente subtema se realizan célculos de la longitud de un arco y de la
circunferencia y de! drea de algunos sectores angulares. ‘

Dada una circunferencia, (a) hallar 'su longitud y el 4rea del circulo que encierra
sabiendo que su radio es de 6 unidades, (b) calcular el radio y e! drea del circulo si la
longitud de Ia circunferencia es igual a 18r, (c) calcular el radio y la longitud de la
circunferencia si el 4rea del circulo es 144x.

(Der soluciones en términos de r y, ademds, aproximando el resultado al entero mas
cercano).

Soluciones

(@)Aquir=86y C=2nr=2(6)n=12r yA=nr’ = (6)> x = 36n =36(3.14)=113
(b) C=18x entonces C=2ar = 18x=2zr = r=9 y A=nr’= (9 =81z
()A=144n = 14dn=n® =r=12 = C =2 = C =2(12)n=24n

LONGITUD DE UN ARCO. AREA DEL SECTOR CIRCULAR Y DEL SEGMENTO CIRCULAR.
FIGURAS 7.11

>

Figura 7.11

Propledades
1. En una circunferencia de radio r, la longitud / del arco determinado por el angulo

central de n° es igual a una @parte de la longitud de la circunferencia, o sea,
n

n mnr anr
- F)=—— = ="
360 180 180
2. En una circunferencia de radio r, el 4rea k de un sector circular determinado por un

angulo central de n° es igual a la 360 parte del &rea del circulo, o sea = -3%0(:"’).
n

3. La proporcién que guardan e! area de un sector determinado por un angulo central
de n° y el area del circulo es igual a la proporcién entre la longitud del arco
determinado por el mismo angulo y la longitud de Ia circunferencia, es decir :

Area delsector (de n°) _ Longitd del arco (de n°) n

Area del circulo Longitud de la circunferencia 360

63



4 El drea de un segmento circular es igual al drea del sector corespondiente menos
el area del tridgngulo que forman sus radios y la cuerda que subtienden.

S Si un poligono regular esta inscrito en una circunferencia, cada segmento circular
que tiene por cuerda el lado del poligono es igual a la diferencia entre el érea del
circulo y la del paligono, dividida por el nimero de lados.

Longitud de un arco

1) Hallar la longitud de un arco determinadc por un dngulo central de 36° perteneciante
a una circunferencia cuya longitud es igual a 45z

2) Hallar el radio de una circunferencia si un arca determinado por un angulo centrat de
40° tiene la longitud de 4x.
Soluciones

36 9
1 inf= = 2nr =45x. Entonces 7 =—— =——45§ I==
(1) Aqu 36° y C=2nr=45x n 360(2:") 16057 = i

(2) Como dato se tiene que !a longitud del arco de circunferencia es / = 4, y el éngulo
central de! arco es de 40°. Entonces empleando la ecuacién

I= —i—(zm-), sustituyendo valores y despejando r, se tiene:

360°
40 4z { 360°
4#—;’663-(270') = r—;(w] = r=I8
Area de un sector circular

a) Hallar el area k de un sector circular cuyo dngulo central es de 300° pertenecients a
un circuto de radio igual a 12.

b) Hallar el éngulo central de un sector circular cuya érea es igual a 6x si el drea  del
circulo a que pertenece es igual a 9x.

¢} Haller el radio de un circulo si un arco de longitud 2 determina un sector de 4rea
10m.

Soluciones
8) Aqui #°=300° y r=12 Entonces empleando la ecuacién K =§§6(ar’). Y
sustituyendo valores se obtiene: k= 5-2%(1:}"): %(1443) =120 (unidades de drea)

) Area del sector n
b) Emplsando la relacién = = —— dolos i
) P Area del circulo ~ 360" los datos sa tiene




o = —"—, y por tanto » = 240; asi pues, el &ngulo central es de 240°%

c) Sustituyendo valores y despejando a r se obtiene.

Longitud del arco _ Area del sector 2z 10z y r=10

lLongitud de la circunferencia  Area del circulo' 2

Area de un segmento circular

(8) Hallar el drea de un segmento circular cuyo angulo central vale 60°, si el radio del
circulo a que pertenece es igual a 12 (figura 7.12a).

b) Hallar el drea de un segmento circular cuyo dngulo central vale 80°, si el radio del
circulo a que pertenece es igual a 8 (figura 7.12b).

c) Hallar cada uno de los segmentos circulares que forma un triangulo equilatero
inscrito en un circulo de radio igual a 8 (figura 7.11¢).

(7.12b) (7.12c)
A B

Soluciones
(a) Como datos setiene n°=60° y r=12. El 4rea del sector esta dada por

60
AOB =L y= =7 =2
Sector 360 (nr?) 3 (1447)= 24r

El drea del AOAB equildtero =%sﬂ/§ - %(144)./5 -36/3
De aqui, el 4rea del segmenito circular ABC =247 — 3643
(b) En este caso los datos son n® = 9¢°, r= 8,

= arty= 20 64y =
El sector OAB 360(’") 360(64:1-) 16z

El 4rea de! triangulo OAB recténgulo =—21—bh - %(3)(8) ~32

De aqui, el érea del segmento circular ACB = 167 - 32.
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(c) Como dato se tiene R = 8. Puesto que S = Ry/3 = 8,3, €l area del

AABC =Z'SIJ§ = %(s\[i)zf - %(mxa)f - %(192),/3 = 48Y3

El 4rea del circulo O = ar* = 64z De aqui, el 4rea del segmento circular
BDC = %(64:: -48.3) (unidades de &rea)

DEMOSTRACION DE UN PROBLEMA RELACIONADO CON UN POLIGONO REGULAR.

Demostrar: Todo angulo del vértice (intermo) de un pentagono regular queda trisecado
por las diagonales trazadas desde ese vértice (figura 7.13).

Datos: Sea un pentagono regular B
ABCDE, ACy AD son diagonales

Demostrar: AC y AD trisecan el ZA.

A c
Plan: Trazar la circunferencia circunscrita
y probar que los angulos ZBAC,
£ZCAD y «DAE son iguales.
3 D
Figura 7.13
Demostracién
PROPOSICIONES FUNDAMENTOS
1. ABCDE es un pentagono regular. | Datos
2. Circunscribase la circunferencia | A un poligono regular cualquiera se le puede
al pentagono ABCDE circunscribir una circunferencia
3. BC=DC=DE Por ser poligono regular.
~ N En una circunferencia, cuerdas iguales
RC = Ch=NF" . .
subtienden arcos iguales.
S. £BAC = £CAD = £DAE En una circunferencia, 4ngulos inscritos en el
mismo arco son iguales.
6. £A esta trisecado Trisecar es dividir en tres partes iguales.




CAPITULO Vill

TRIGONOMETRIA

Introduccién. La trigonometria se desarrollé a partir de los primeros esfuerzos hechos
para avanzar en el estudio de la Astronomia mediante la prediccién de las rutas y
posiciones de los cuerpos celestes y para mejorar la exactitud en la navegacion y en el
céfculo del tiempo y los calendarios.

La palabra trigonometria se deriva de dos raices griegas: trigon, que significa tridngulo y
metra, que significa medida. Entonces, el nombre de trigonometria se refiere a las
varias relaciones entre los angulos de un triangulo y sus lados.

En general la trigonometria es una herramienta fundamental para la solucién de
diversas situaciones (triangulacién astronémica, arquitectura e ingenieria, balistica, etc)
que se pueden traducir a representaciones por medio de tridngulos.

8.1 Resumen histérico

La historia de la trigonometria se remonta a las primeras mateméticas conocidas, en
Egipto y Babilonia. Los egipcios establecieron la medida de ios angulos en grados,
minutos y segundos. Sin embargo, hasta los tiempos de la Grecia clasica no empe2é
a haber trigonometria en las mateméticas. En el siglo Il a.C. el astrénomo Hiparco de

Nicea compild una tabla trigonométrica para resolver triangulos. Comenzando con un
1]

o
angulo de [7-;—) y yendo hasta 180 °C con incrementos de [7%) , la tabla daba Ia

longitud de la cuerda delimitada por los lados del angulo central dado que certa a una
circunferencia de radio r. Esta tabla es similar a la moderna tabla del seno. No se
sabe con certeza el valor de r utilizado por Hiparco, pero si se sabe que 300 afios méas
tarde e! astrénomo Ptolomeo utilizé r = 60, puses los griegos adoptaron el sistema
numérico sexagesimal (base 60) de los babilonics.

Ptolomeo incorpord en su gran libro de astronomia, el Almageslo, una tabla de
0
cuerdas con incrementos angulares de G) ,desde0’a 1807, con un error menor que

1/3600 de unidad. También explicé su método para compilar asta tabla de cuerdas, y
a lo largo del libro dio bastantes ejemplos de como utilizar la tabla para caleular los
elementos desconocidos de un tridngulo a partir de los conocidos. Ptolomeo fue el
autor del que hoy se conoce como teorema de Menelao para resolver tridangulos
esféricos', y durante muchos siglos su trigonometria fue la introduccién basica para
los astrénomos. Quizas al mismo tiempo que Ptolomeo los astrénomos de la India
habian desarroliado también un sistema trigonométrico basado en la funcién seno en
vez de cuerdas como los griegos. Esta funcién seno, al contrario que el seno utilizado
en la actualidad, no era una proporcién, sino la longitud del lado opuesto a un angulo
en un friangulo rectangulo de hipotenusa dada. Los matematicas indios utilizaron
diversos valores para ésta en sus tablas.

! Un triéngulo esférico es aquel cLue esta colocado sobre la superficie de una esfera y la medida de sus
éngulos internos es mayor a 180",
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A finales de! siglo VIl los astronomos 4&rabes habfan recibido la herencia de las
tradiciones de Grecia y de la India, y prefirieron trabajar con la funcién seno. En las
Uitimas décadas de! siglo X ya habian completado la funcién seno y las otras cinco
funciones y hablan descubierto y demostrado varios teoremas fundamentales de la
trigonometria tanto para tridngulos planos como esféricos. Varios matematicos
sugirieron el uso del valor r =1 en vez de r = 60, lo que produjo los valores modemos
de las funciones trigonométricas. Todos estos descubrimientos se aplicaron a la
astronomia y también se utilizaron para madir el tiempo astrondmico y para encontrar
la direccién de ta Meca, lo que era necesario para las cinco oraciones diarias
requeridas por la ley isldmica. Los cientificos drabes también compilaron tablas de
gran exactitud. Por ejemplo, las tablas de! seno y de la tangente, construidas con
intérvalos de 1/60 de grado (1 minuto) tenfan un error menor que 1 dividide por 700
millones. Ademés, el gran astrénomo Nasir al-Din al-Tusl escribit el Libro de /a figura
transversal, ¢l primer estudio de las trigonometrias plana y esférica como clencias
matemdticas independientes.

El occidente 1atino se familiarizé con la trigonometria &rabe a través de traducciones
de libros de astronomia arabigos, que comenzaron & aparecer en el siglo Xil. El
primer trabajo importante en esta materia en Europa fue escrito por ef matematico y
astronomo alemén Johann Maller, Hamado Regiomontano. Durante el siguiente siglo,
el también astrénomo afeman Georges Joachim, conocido como Rético, introdujo el
concepto modemno de funciones trigonométricas como proporciones en vez de
longitudes de ciertas lineas. El matemético francés Frangois Vidte incorpord el
tridngulo polar en la trigonometria esférica y encontrd férmulas para expresar las
funciones de angulos muitiples, sen(rx) y cos(nx), en funcién de potencias de senx y

COsX.

Los célculos trigonométricos recibieron un gran empuje gracias al matemdtico
escocés John Napier, guien inventd los logaritmos a principios del siglo XVil.
También encontrd reglas mnemotécnicas para resolver triangulos esféricos, y algunas
proporciones (llamadas analogias de Napier) para resolver tridngulos esféricos
oblicuos (no rectangulos).
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8.2 Razones trigonométricas de un 4ngulo agudo. Al iniciar este tema supondremos
que se tiene la nocidn de angulo formado por dos rectas, y se consideran s6lo angulos
agudos.

Sea EAD un éngulo menor de 90°, es decir, un dngulo agudo figura
8.1. Desde B, que es un punto cualquiera de uno de los lados del
angulo fracese una perpendicular al otro lado, formando asi el
triangulo rectdngulo ABC. Se designa por las letras griegas
minusculas a, B y y las medidas de los angulos y por las letras g, b
b ¢ E Y c las longitudes de los lados opuestos correspondientes en el
triangulo rectangulo.

YA

Figura 8.1
Se sabe por geometria, que los fados y angulos de este triangulo son
mutuamente dependientes.
La trigonometria comienza por ensefiar la naturaleza exacta de esta dependencia, y
para este objeto empiea las razones de los lados. Estas razones se llaman razones
trigonomeétricas.
Las seis razones trigonométricas de cualquier dngulo agudo, como a, se designan
como sigue:
Senax , que se lee “seno de o* csca, que se lee "cosecante de o”

cos&, coseno de o” seca " * "secantedeo”
tga, " T * ™angentedea® crga, * " * “cotangentedea”

8.3 Razones trigonométricas
Estas razones trigonométricas se definen como sigue figura 8.1.
lado opuesio _a hipotenuse ¢

1 —_— £\ ——— T —
() sena= hipotenusa ¢ @ esea lado opuesto o
_ lado adyacente & __ hipotenusa ¢
@ oosa= hipotenusa ¢ @ soca= lado advacente b
lado opuesto _ a lado advacente b
F¢ O e— 8 Por{ — o -
Q) e = adbacents B O aga= e 2

Nota: E! valor numérico de cualquiera de estas razones depende solamente de la
magnitud del angulo a, es decir que es independiente del punto B desde el cua!
se traza la perpendicular al ofro lado. Si trazamos una perpendicular de distintos
puntos (figura 8.2) los angulos que se forman son semejantas y se tiene que:

BC B'C_B'C"

Y como cada una de estas razones define al seno de «,

queda demostrade que el valor de dicha razén no

depende del tridngulo elegido y que solo depende del
angulo a. De la misma manera se demuestra para cada
Figura 8.2 una de las otras razones.

Se debe observar que cada una de las seis razones trigonométricas cambia de valor al

variar el angulo «.
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Estas razones son de importancia fundamental en el estudio de la Trigonometria. En
suma, no se puede hacer ningln progreso en este estudio sin un completo
conocimiento de las seis definiciones anteriores.

Se observan que fas tres primeras son reciprocas, respectivamente, de las tres ditimas.

ma=£=-l—=-L msa=2=l=_l- tga:ﬂ:l:—l—
¢ £ oxa € ¢ seca b b ega

a b a
csca=£=_:[.n_-_l. sxa;f.:.}-:# dga:?—:i:..l__
a @ sena b b cosa a @ ga

c c b

Apliquemos las definiciones (1) a (6) inclusive, al &ngulo agudo B de la figura 1. En este
caso, el lado opuesto es igual a AC = b, y el lado adyacente BC = ¢, por tanto:

a
.wnﬂ=£ cosa=2 18‘5':3
c (4

c c b

= B ﬂ = —

cscf 3 sec " g .

Comparando estas razones con las del angulo «, se observa que

seng = cos f cosa = senfl tga =cigh
csca =sec f seca =csc f ciga=1gf

donde « y 8 satisfacen la identidad
Como a+ f=90" (es decir, a y B son complementarios).

Teorema. La razén trigonométrica de un éngulo agudo es igual a la de su dngulo
complementario.
E! enunciado del teorema expresa las siguientes igualdades:

sena = cos(%0° — ) cosa = sen(90° —a) rpa = ctg(90° —a)

csca = sec(90° —a) seca = csc(90° —a) ctga = ig(90° ~a)

El seno y el cose se llaman cofunciones una de la otra. Similarmente la tangente y Ia cotangente, y la
secante y la cosecante, son cofunciones. '

8.3 Angulos notables. En el presente tema se deducen los valores de las diferentes
razones trigonométricas de los &ngulos de 30° 45° y 60° y de esta manera es
posible deducir los valores de sus multiplos y submuiMtiplos. Se dtilizan con
frecuencia en asignaturas tales como Fisica, geometria analitica, calculo diferencial
e integral, electronica, etcétera, de aqul la importancia que tiene este tema.
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8.4 Razones trigonométricas de 45°, 30° y 60°. Estos angulos se presentan muy
frecuentemente en los problemas que se resuelven usualimente por métodos

trigonométricos. Es imporiante, en consecuencia, hallar los valores de las razones
trigonométricas de estos dngulos.

a. Las razones trigonométricas del dngulo de 45°. Considérese el tridngulo ABC de
la figura 8.3, donde los catetos AB=BC=1.

Entonces por el teorema de Pitagoras ¢ =+2 y por lo tanto. B

o_ 1 2 =
sends —-\EnT esc45°=ﬁ [+ \/-2- a
1 V2
cosd5’ = — =XJ o
JE 2 sec 45 —\[5 A b=1 C
g45° =1 c1gds® =1
Figura 8.3

b. Las razones trigonométricas de los dngulos de 30° y 60°. Dibdjese un fridngulo
equilatero, como ABD (figura 84). En donde cada lado mide 2. tracese la
perpendicular BC de B a AD y considérese el fridngulo ABC. Como o

los angulos interiores de un tridngulo equilatero

son iguales a 60° y la perpendicular BC también

es una bisectriz,

ZLCAB=60"y ZABC =3¢°

Como
A c=AB=AD=2,AC=2,b=2 vy
b=1 C a a= ’cz_b2= ,4__ =’\/§-
Figura 8.4
Por tanto. Andlogamente, del mismo tridngulo
sen60” = -J—S csc60° = 2. l‘_@. sen30° = 1 csc30’ =2
2 i3 2
1 sec60° = 2 No) 2 _ /3
oos60°-— 0= ¥ P = & = SN2
3 cos 30 2 sec30 J§ 3
1g60° = 3 . 1B o1 _ B eg30° = \f3
60 = —= — 0= — = X
clg 53 g A3
Escribiendo estos resultados en forma de tabla, se tiene
Angufo sen Cos Tan Cig 58C Csc
3 1 B N B 2 2
2 2 2 IED
45 A Vi 1 1 5 2
2 2
% RE} L V3 ra 2 23
2 2 3 3

Las razones trigonométricas para dngulos mayores o iguales a 90°
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a) Los cuatro cuadrantes. Fue René Descartes quien se e ocurrié por primera vez

emplear un sistema de coordenadas, aungue en principio no eran como actualmente se

conocen, pero esto marchd el inicio de la algebraizacidn de la geometria. Un sistema de

coordenadas se establece a través de dos rectas perpendiculares,

El punto donde se intersectan estas dos rectas se le llama e} origen (Q), estas dos
ractas dividen al plano en cuatra regiones llamadas

Segundo 4Y Primer cuadrantes. Asi, el O es e} vértice, los diferentes
cusdrante Cuadrante cuadrantes se nombran como estd indicado en la
-« » X figura 8.5, considerdndose como lado inicial Ia
Ol Lado inicial parte de recta horizontal situada a la derecha del
Tercer Cuarto arigen. Se dice que un dngulo est4 en (o perfenece
curdmnte | edrante a) un cierto cuadrante cuando su lado final esté en
ase cuadrante.
Figura 8.6

b) Coordenadas rectangulares de un punto en un plano.

Para dafinir las funciones de dngulos no agudos, es conveniente intreducir la nocidn de
coordenagas.

Sea la figura 8.6 XX una recta horizontal e Y'Y una recta perpendicular a elia en el
punito O. ’

Y- L | Cualquier punto del plano de astas rectas (como P)
Y 8P est4 determinado por dos numeros que miden en
- magnitud y signo su distancia a cada una de las
x % x  perpendiculares XX e Y'Y. Su distancia a Y'Y
(como NP = a) se llama abscisa del punto, y su
distancia a XX (como MP = b) se llama ordenada
Y det punto.
Figura 8.6

Las abscisas medidas hacia la derecha de Y'Y son positivas.
Las abscisas medidas hacia la izquierda de Y'Y son negativas.
Las ordenadas madidas hacia arriba de XX son positivas.

Las ordenadas medidas hacia abajo de XX son negalivas.

TR ' El conjunto formado por la abscisa y la ordenada se

P . +) ftama coordsnadas del purto. £l punto P, por ejemplo,

dado por sus coordenadas a y b, se designa por el

x m - X simbolo A(a, b). Las rectas X'X y Y'Y se Haman ejes

69 .9 de coordenadas, siendo X'X el eje de /as abscisas o

' eje X o gje de las x, e Y'Y el gje de las ordenadas o

] Y 1Y eje Y o gje de las y, el punto O se llama origen de
coordenadas figura 8.7,

Figura 8.7

Los ejes de coordenadas dividen al plano en cuatro regiones Ilamadas
cuadrantes (igual que on el caso anterior); en la en [a figura 8.7 se indican los signos
de las coord. en los signos de las coordenadas en los diferentes cuadrantas.
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v, Trazar un punto es localizar su posicion a partir de
sus coordenadas. La manera mas conveniente de
hacerlo es medir primero a partir de O a lo largo de
XX un distancia igual a la abscisa, a la derecha o a
X' »- x la izquierda seglin que la abscisa sea positiva 0
negativa. Despuds, a parlir del puntc asi
determinado, medir una distancia igual a la
ordenada, hacia arriba o hacia abajo segun que
la ordenada figura 8.8 sea positiva o negativa.

A
2
—

Y
Figura 8.8

Asi, para trazar el punto (4, -3), se cuentan cuatro, cuatro divisiones a partir de
O sobre el eje X hacia la derecha, y después tres divisiones hacia abajo, a partir del
punto asi determinado, sobre una recta paralela al eje Y.

Andiogamente las figuras 8.9 a 8.11 muestran los puntos (-2, 3, (-3 4 y (0 3,

5 3

(5: 5)-

\4 Y : Y

7y H
)
{=2,13]

X X X 4 XX - X

M v

Figura 8.9 Figura 8.11
Figura 8.10

8.4 Razones trigonométricas de cualquier dngulo. Anteriormente se definieron las
seis razones trigonométricas para los dngulos agudos. Ahora, en cambic vamos a dar
unas definiciones que se pueden aplicar a cualquier &ngulo dirigido, y que concuerdan
con las definiciones ya dadas para los dngulos agudos.

Témese el origen de coordenadas como a! vértice de! angulo y el lado inicial como eje
X. dibljese un angulo XOB en cualquier cuadrante {ver figuras 8.12 a 8.15).

Sea P un punto cualquiera del lado final O8 del angulo y sean (x, y) sus coordenadas.
En todas las figuras, se verifica

0Q=x, QP=y, OP=r y or’ =@z +@’-2
La longituct OF la [lamaremos radio

Substituyendo y extrayendo raiz cuadrada, se obtiene r=+¥+y* (1)

73



Como lo indica (1), r es siempre un namero positivo.

Y
Y o i |
T -4 oy
Y
X ] X X x X
Y ! Y
Figura 8.12 Figura 8.13
Y, Y
X ! A
x g X N
X = X
! Y ]
Figura 8.14 zllgura 8.15

Designando el angulo en cada figura por XOB8, las definiciones de las funciones son:

ordenada _ y abscisa _ x
= = = Pers B = ==
M senXOB=—07p—=7 (10)  ctgXOB= ——— v
abscisa _ x radio _r
B = = — 1" sec XOB = =—
8) cosXO e (an pocia ¥
ordenada _ y radio r
I hndiinlad R A 1 XYOB= ——— = —
9) 1eX0B x {(12) csc " >

Estas definiciones aplicadas al angulo XOB en el primer cuadrante concuerdan con las
dadas en el tema de razones trigonométricas de un éngulo agudo. Cuatro cosas deben
observarse en las definiciones anteriores:

1. Por semejanza de tridngulos el valor de cada una de las razones anteriores es
independiente de la posicién de P sobre OB.

2. Los valores de las razones anteriores dependen en cualquier caso solamente de la
posicién del lado final OB (stendo fijo el lado inicial 0X). Es decir, tomando OX como
fado inicial comun, para todos los dngulos que tengan el mismo lado final OB las
razones trigonométricas tendrén los mismos valores. Asl, por ejemplo, cada razén
trigonometrica toma el mismo valor en los angulos 40° 400°, -320°, tienen las
mismas funciones. Las definiciones (7) a (12) son fundamentales.

3. Las razones tangente y secante no estan definidas cuando el lado final OB cae sobre
el eje de las ordenadas (YY), opuesto que en este caso la abscisa X vale cero. Esto
sucede para angulos como 90° , -90°, 270°, -270°, 450°, -450° .. Andlogamente para
las razones cotangente y cosecante no estéan definidas cuando @l lado final OB cae
sobre el eje de las abscisas (XX}, puesto que en este caso la ordenada vale cero.
Esto sucede para angulos como 0°, 180°, -180°, 360°, -360°, etcétera.
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4. Si el punto P sobre e! lado fina! OB cae en la circunferencia unitaria,
y (ver figura B8.16) entonces el valor r=1 y por

B tantosenXOB =y (ordenada) y cosXOB=x (abscisa)
e
U

p De aqui es facil observar que si el ZXOB va de o® a 90°
Figura 8.16

lo

entonces sen(XOB) crece de 0a 1y si ZXOB vade 90° a 180°
la razén sen(XOB)decrece de 1 a 0. Andlogamente £XOB va
de 0° a 90° &i cos(XOB)decrece de 1 a0y si LXOB vade 90°
a 180° sigue decreciendode 0 a-1.

5. Observe que (figura 8.17), si un punto P en el lado final OB tiene coordenadas (x, ¥
y llamamos a= DXOB, entonces el punto P’ =(-x, y} pertenece a un lado final OB’ tal

que

g Y4180 -a PXOB'= 180°- . Entonces
o p/” sen(180°- a)= 4 =2= sen(a) ¥
(' b/ —— i (X, y) (I)2 + (y)2 r
-X — X colsoo_a= - x =-£=-cosa ]
o ) i oror 7 @)
! ( ¥} Anslogaments, el punto (x,- ¥) pertenece a un
-Y g+ lado final tal que PXOB"= - a. En este caso se
Figura 8.17 tiene que
sen(- @)= 4 = Y= sen(@) y cos- @)= X =X= cos(a)
ey T JEHEY T

8.4 Signos algebraicos de las razones trigonométricas

Tomando en cuenta la regla de los signos algebraicos, y recordando que la distancia
OP = r es siempre positiva, se observa inmediatamente, de las definiciones de las
razones trigonométricas dadas anteriormente que:

En el primer cuadrante todas las razones son positivas.

En el segundo cuadrante el sen y la csc son positivas; las restantes son negativas.

En el tercer cuadrante fa tg y la ctg son positivas; las restantes son negativas.

En el cuarto cuadranta el cos y la ¢sc son positivas, las restantes son negativas.

Estos resultados se resumen en la siguiente tabla.

Razon

Cuadrante |

Cuadrante 1l

Cuadranie lli

Cuadrante 1V

Seno, Cosecante

+

+

Coseno, Secante

+

Tangente, Cotangente +




CAPITULO IX
IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

En el presente apartado se expresan Yy demuestran las identidades trigonometricas
elementales que son consecuencia de ias seis razones elementales. A las identidades
aqui expresadas se les incluye una demostracion sugerida y aunque en este momento
pareciera que este tipo de conocimientos es irrelevante en realidad no lo es ya que todo
el conocimiento posterior es posible asimilarlo mejor y obtener resultados idénticos a los
reportados en los textos haciendo uso de! dlgebra que permiten dichas identidades.

9.1 RELACIONES FUNDAMENTALES

Relaciones fundamentales. En las iguaidades (1) a (6) del capitulo anterior se le llama
ahora o al éngulo XOB. Entonces, para cualquier angulo «, se tendré:

e

(1) sena= (2) cosa= ) ga=

LR BERE
x|k

(4) osca= (5) seca= 6) cza=

w x| %

Ahora se va a demostrar & siguiente
- Teorema 1. Las seis razones trigonométricas de un &ngulo a satisfacen las identidades:

= B) cosaseca=1 Q) rgactga=1
(7) senacsca=1 ®) (9) 1gactg (10) rga= =12
cosa
a1 ctga:ma (12} sen'@+cos’a=t [(13) sect a=1+1g'a (18) csc’a= 1+ cig’a
sence

Observacion. Se excluyen todos los casos en que el denominador es igual a cero.

Demostracién de (7). Multiplicando (1) y (4), se tiene

senccsca P SEAP LA
ry rny

Las formulas (8) y (9) se demuestran de una manera semejante. De (7) , se halla

1 1
sena = , csca=——omf,
csca senc

Demostracién de (10). Dividiendo el numerador y e denominador del segundo
miembro de (3) por r y teniendo en cuenta las igualdades (1) y (2}, se halla

z

g _r_ senx
X cosa
r

16




La formula (11) se demuestra de una manera semejante
Demostraciones de (12) a (14). De r = +x? +y* elevando al cuadrado ambos

miembros, se obtiene PRty (@)
Dividiendo en (a) cada término por 7, resulta

1= (g " (%T ............. (b)

1 2
Dividiendo en (a ) cada término por X% se tiene [f-] = 1+(-)1) ............. (6
X

x

2 2
Dividiendo en (a ) cada término por ¥, se obtiene [1) =(—-] TS FRUR ()]
y y

Sustituyendo en el segundo miembro de (b), se obliene (12).

Anlogamente, de (C) Y teniendo en cuenta (5) y (3), es posible demostrar (13), y de {d),
usando (4) y (6), se demuestra la (14).

Es de suma importancia conocer las formulas de (7) a (14).

También se deben recordar las siguientes formulas deducidas de ellas

(45)......sena = —— , que se deduce de (7).
cscCa

(16)...... sena = 11 -cos’ @ - que se deduce despejando sena €n (12).

(17)......cosa =——, que se obtiene de [a (8).
seca
(18)......cosa = fi— sen’a - QU@ S€ deduce despejando cosa en (12).

(19).....tga = ——, deducida a partir de ia (9).
ciga

(20)......(ga =+ m , obtenida despejando g4 en {13).

- 2z
@1).....[ga= 2 - =2 1-008' @ (1o (6) y también de (18) y (16).]

cosa  +f1-sen’a T cosa
(22)......csca =——, obtenida de la (7).
senc
(23)......cs¢a = +f1+cig’a , obtenida despejando csc A en (14).
(24)......soca =—— , deducida de (8).

cosa
(25)......seca = t,/l +1g°a , deducida despejando sec 4 en (13).

27)...... ctga = +Jesc? a1, obtenida despejando cigd en (14).

a +1- .
(26).....clga == - \ﬁcj_ijs*a = se::"“ [De (1) y también de (16) y (18)}
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9.2 Resolucién de tridngulos oblicuangulos. En geometria plana se ensefia a

resolver tridngulos graficamente. Es decir, que se ensefia a construir un tridngulo
conociendo.

CASO. Dos angulos y un lado.
CASOIl. Dos lados y un angulo opuesto a uno de ellos.
CASC 1. Dos lados y el éngulo comprendido.

CASO V. Tres lados.

Una vez construido el triangulo buscado se pueden encontrar los elementos
dasconocidos midiéndolos con una regla y un transportador. Teniendo en cuenta las
limitaciones de nuestros sentidos y 1as imperfecciones de los instrumentos usados, se
comprende que los resultados obtenidos de tales medidas serdn en general,
aproximados. Después de haber construido el triangulo con los elementos dados por los
métodos geomélricos, se vera que la Trigonometria nos ensefia como calcular los
elementos desconocidos con cualquier grado de aproximacién deseado, ¥ los dos
métodos pueden servir entonces como comprobacion el uno del otro.

La resolucion trigonométrica de triangulos oblicuangulos depende de la aplicacion de
tres leyes la ley de los senos, 1a ley de los cosenos y 1a ley de las tangentes a cuya
deduccién se va enfocar las siguientes seccionses.

a) Laley de los senos

Teorema. Larazon de los senos de cualesquiera dos éngulos de un tridngulo es
igual la razdn de sus lados opuestos. Es decir:

sena _a a b senx _ a a c
senff b senx  senf3 seny ¢ sena  seny
de donde es posible obtener la siguiente equivalencia.
' a b c

senc - senf B seny
Demostracién. La figura 9.1 representa un triangulo cuyos angulos son todos
agudos, y la figura 9.2 representa otro con uno de sus angulos obtuso (&1 angulo o).

b €
= = 13
sena senfl  semy (3)

Se tiene que demostrar que:

Trazar la perpendicular CD=h
a AB o a la prolongacion de
AB. De la figura 9.1
considerando el  triéngulo
rectangulo ACD se tiene que

Figura 9.1 Figura 9.2 De la figura 9.2, considerando el
mismo triangulo setiene que

sena = (180° - ) =-g-
y COmo
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sen{180° - @)= senz , €N este caso tambiénse tiene que

{1 ) sen(a)= -g
También, considerando el rectangulo BCD, en ambas figuras
{2) senff = L
a
Dividiendo (1) entre (2), se obtiene
SENRRX _ E
senfi b
de donde se obtiene:
3) a _ b
sena  senf3
Andlogamente, trazando las alturas correspondientes a los vértices Ay B, obtenemos:
b c
4 =
senfl seny
c a
(5) ==
seny sena

respectivamente. igualando las proporciones (3}, (4), (5) se obtiene (1).
Teorema. En un triangulo el lado mayor se opone al &ngulo mayor (figura 9.3).

Demostracién. Esta consta de dos casos.

Sea ABC un triangulo oblicuangulo y a, b, ¢ lados A

opuestos respectivamente . N c

Primer caso Sea « el anguloe mayor y agudo

Por demostrar que a es el lado mayor. c y B B
Sean f y v los ofros dos éangulos, a> g y a

a>y ,entonces sena >senfl Y sena > seny Por Figura 9.3

a >y serlafuncidén seno creciente entre ceroy
noventa grados.
sena Sena sena _ a senc _ E

>l y >1, aplicando la ley de senos se sabe que ==y =—,
senf} seny senff b seny ¢

entonces de las dos primeras expresiones por transitividad se tiene que %:-l y por o

tanto a> b y de las dos segundas se tiene que a. 1, dedonde a>c, portanto aesel
[

lado mayor.

ESTA TESIS NO SAL»
DE LA BIBLIOTECA
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Segundo caso. Sea a el angulo mayor y obiuso

Por demostrar que a es el lado mayor.

Si o es obtuso entonces § y y son angulos agudos y S <180°-a y y<180°-a,
entonces

senf < sen(180° —@) =sena  seny < sen(180° — ) = sena por transitividad se tiene que

sena a sena _a
senf<sena y seny<sena de las cuales 1< == yl< =E por tanto
$

enff b senf

b<a y c<a, esdecir que a es el lado mayor.
Este teorema también se puede escribir como:

Teorema el Jado menor se opone al Angulo menor y la demostracion se hace de forma
anéloga.

Anilisis de la resolucién de un tridngulo en ¢l caso particular en que se conocen
dos lados y el angulo opuesto a uno de ¢llos.

Iniciaremos preguntando, ;si conoces dos [ados 8, b y el dngulo a. opuesto al lado a,
es siempre posible construir un tridngulo con estas condiciones?... y la respuesta es
NQ, depende de [a comparacién gue se haga entre los valores a y bsena , que son:

1. 8i a= bsenz en la figura 9.4 se observa que c
bsenx = CB la perpendicular a AB, esto implica /\
entonces que hay una solucién y se trata de un “
tridngulo rectangulo. solamente un triangufo que A ] 8
satisface las condiciones dadas. Figura 9.4

2.8i a> bsena, partiendo del triangulo
rectangulo y dibujando una
circunferencia desde el punto C, se
tendran dos soluciones, (figura 9.5).

También en el casc donde a=4 (tridngulo
isosceles figura 9.6), existe una solucion y se
cumple que a> bsencx .

Figura 9.6
3. Si a<bsena(es decir menor que CP la
perpendicular, se tendrd que, usando ley de
senos se tiene (figura 9.7). c ,
b
-‘&:ﬁ-= 2 p senf = bsena y también
a
que senf> 1, y el tridngulo es imposible. A
Figura 9.7
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Estos resultados pueden resumirse como sigue:

Dos soluciones: Sia es agudo y el valor de a estd comprendido entre by bsena .
Ninguna solucién: Si o es agudoy ag<bsenz,0sicesobtusoy a<b 0 a=b.

Una solucién: En todos los demas casos.

El nimero de soluciones puede generalmente determinarse por una construccion a
escala natural o reducida del tridngulo. En caso de duda hdllese el valor de bsena y
hégase las pruebas anteriores.

b) Ley de los cosenos

Esta es mas empleada que la ley de los senos en cualquier tipo de problema de
aplicacién donde aparezca un tridngulo oblicudngulo, esta ley es sin duda ia mas
adecuada para la solucion.

Teorema. En un tridngulo cualquiera ef cuadrado de un lado es igual a la suma de los
cuadrados de los otros dos menos el doble producto de estos dos lados por
el coseno del angufo que forman.

Demostracién. Sean a, b y ¢ la longitud de los lados del tridngulo y o el angulo que

forman los lados que miden by c. E! teorema que se va a demostrar dice que

(Il @ =b"+c*-2bccosa

Considérese una cualquiera de Igs dos figuras 9.8 0 9.9.

Se tendra c
a*=CD +DB a
b*=CD +4D’ A a
VAL - BEN /AN o
! C ' D A _© B
Figura 9.8 Figura 9.9

Restando estas iguaidades, se obtiene
(1) a*-4'=DB ~4D’
En la figura 9.8, DB=c—- 4D. Elevando al cuadrado y sustituyendo en el segundo
miembro de (1), se obtiene (ya que 4D’ se cancela)
2 a’ -b* =c’ -2ce AD
En la figura 9.2, DB = 4D+ c. Elevando al cuadrado y sustituyendo en el segundo
miembro de (1), resulta :
{3) a’-b=c’+2ce AD
Pero, del tridangulo rectangulo CAD en la figura 9.8, se tiene
(4)
ADD = beosa (FPor el hecho de que en un tridngulo rectangulo :
Un cateto = hipotenusa por el caseno del dngulo comprendido)
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Sustituyendo este valor de AD en el segundo miembro de (2), ¥ despejando az, se
halla

) @ =bF + -2bccosa
Y del trianguio recténgulo CAD en la figura 9.2
©

AD = beoszDAC (Por el hecho de que en un tridngulo recténgulo:
Un cateto = hipotenusa por el coseno del dngulo comprendido)

Pero a=180°-ZDAC y, por lo tanto,
cosa = —cos ZDAC (Por reduccin de éngulos en el primer
cuadrante ya que Za >90°).

Entonces, por (6), AD = -bcosu (en la figura 2).
Sustituyendo este valor de AD en el segundo miembro de (3), y despejando a’, se
obtiene (5), como anteriormente. Por tanto, en cuaiquiera de las dos figuras,

a =b +c* —2bccosa

Analogamente
) b =a*+c* -2accos B
(8) ¢t =a® +b -2abcosy

Obsérvese que si @ =90°, entonces cosa =0, Y (5) 6 convierte en 4° = p* +¢*, que es
la conocida relacion (Pitagoras) entre los lados de un tridngulo rectangulo, en el que a
es el angulo recto.

Despejando en (5), {7) y (8) los cosenos de los dngulos, se obtiens

b+’ -ad*
9 2T =
® cosa e

a+ct-F
10 =2 -
(10) cos f >

a+bht-c-
11 cosy = ——
() 4 2ab

Estas ecuaciones son utiles para hallar los &ngulos de un triéngulo conocidos sus lados.
Las ecuaciones (5), (7) y (8) pueden usarse para hallar e! tercer lado de un tridngulo
cuando se conocen dos lados y el angufo que forman. Los otros dngulos pueden
hallarse después ya sea por la ley de los senos o por las ecuaciones (9) a (11).
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c)} Ley de las tangentes
La presente ley es menos empleada que las dos leyes anteriores, pero cuando en
geometria analitica se trata el tema de angulo entre dos rectas y los &ngulos interiores

de un tridngulo muestra su gran importancia.
La razén entre la suma de dos

lados y la resta de los mismos es
igual a la razén de la tangente de la
mitad de la suma de los angulos
opuestos a estos lados y la
tangente de la mitad de |Ia
diferencia de los mismos angulos.
Donde los lados a y b deben se ser
diferentes.

Figura 9.11

Tomando los lados & y b del trigngulo ABC, en la figura 9.10, seva a demostrar que
1
ath _ tgi(a +a)
-5 1 .
a7t go@-p)

Demostracién. Tracese NC, bisectriz del angulo y, BN y AM perpendiculares a NC y
AT paralela a NC hasta encontrar a la prolongacién de BN. Se observa que
como el ZACM = £NCB por ser NC bisectrizde £y .

y como ZAMC = £ZBNC =90° entonces <MAC = «NBC y también £MAB = £NBA por
que son &ngulos alternos internos entre las paralelas CB y AM.
Por otra parte de la figura; se tiene que:

(N

0 —

£NBC = ZMAC =90° -7 = '802 Yy 180°-y=a+f
resulta
() ANBC=£MAC=%(a+ﬂ)
Analogamente,
@) 4TAB=4MAB=a—%(a+ﬂ)=%(a—p)
Ahora, g TBA = T4 _ MM _ NC-MC

BT BT BN+NT
Y como NT =AM resulta
3) wg7BA = NEZMC

BN + AM
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En el tridnguto rectangulo BNC,

4 NC = asen/NBC
%) BN =acos ZNBC
En el tridnguio rectangulo ACM,

6) MC = bsen/MAC
(N MA = beos LMAC

Sustitt.iyendo de (4) a (7) en el segundo miembro de (3), y usando (1) y (2), se obtiene
(a- b)sen% @+ B)

1 . . sena
(8) tg—{a-p)= (Por la identidad fga =—)
2 (a +b)cos%(a +8) cosa
1 a-b 1
’gz(a*ﬂ)-;_'_—bfg"i(a*'ﬂ)

Escribiendo esto en forma de proporcion, se obtiene ().

Si a>b, entonces f>a, y la diferencias a-b y a - fson negativas. La ecuacion
también es verdadera en este caso, pero, para que no haya cantidades negativas, es
mejor escribir la ecuacién en ia forma

Analogamente 1

¢ bec_ B50B*7)
¢ |
b-e g5 (B-7)

1

b-a tg%(ﬁ—a)

1
c+a_rgi(7+a)

c—a

1
te —(y—
32(}' a)

Aplicacién de la ley de las tangentes.

Cuando se conocen dos lados y el &nguto comprendido, como g, by Zy,laleydelas

tangentes puede emplearse para encontrar los dos angulos desconocidos a y p. Como
sa conocen los valores que abajo se sefialan, y suponiendo también que se conoce ia
tangente de un &ngulo, se conoce el angulo y se procede de la siguiente manera.

a+b, a-b, a+p=(0180°"-y)

y por lo tanto, tambien tg-lz-(a+ B)son conocidas, quitando denominadores en My

despejando 1a cantidad desconocida rg-;—(a— p). Estoda

(1) b1

g1a-p=T @)

Estd ultima identidad nos permitiria saber el valor de a+f, y entonces se puede
encontrar el valorde a. y B.
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CAPITULO X

ANALISIS TRIGONOMETRICO

En este capitulo se presenta e! resto de Ias identidades trigonométricas o analisis
trigonométrico, estas son entre otras Ia suma y resta de dos dngulos, angulo doble en
términos de un dngulo, razones de dngulos multiples, razones de un dngulo en términos
de las de la mitad del &ngulo, etcétera.

Las identidades trigonométricas entre ofras es (ti! al momento de reducir expresiones
en las integrales por mencionar algin ejempio, es decir son muy necesarias para hacer
dlgebra.

10.1 Razones trigonométricas de la suma y de la diferencia de dos 4ngulos. Se va
a proceder ahora a obtener las razones trigonométricas de la suma y la diferencia de
dos angulos conocidas las de estos angulos. Las ecuaciones fundamentales que se van
a deducir son las siguientes:

{)] sen(a+ )= senacos f+ cosasenf

(n sen(a- f)= senacosf- cosasenf

(nn cos(x+ )= cosacos F- senasenf

(V) cos{@- )= cosacosf+ senasenfi c

Para probar estas identidades es necesario o ¥

el siguiente iema.

Lema. Sien el AABC figura 10.1, se traza la

perpendicular al segmento opuesto del angulo

recto y se llama O al punto de [a interseccién, ' p

se obtienen los triangulos AABQ, ABOC y A o B

AABC que son semsjantes entre si. B
Figura 10.1

Demostracién

a+y=90"=y+ B' por ser dngulos agudos de tridngulos rectangulos, por lo tanto
a = f'. También se pudo haber usado ¢+y =90"=a+ 4 de donde y = #.

Seno y coseno de la suma de dos angulos,

Demostracién de las ecuaciones (1) y (/1l). Sean ay fdos éngulos positivos menores de
80°. En e circulo trigonométrico (de radio 1) cuyo centro es O, tracese el &ngulo
A0P=a y el angulo POO =~ g . Entonces el 4nguloA0Q = a+ 5.

En lafigura 10.2 el &ngulo a+ g es menor de 90°, y en la figura 10.3 es mayor de 90°.
En ambas figuras, QD es perpendicular a OP; QC y DE son perpendiculares a OA (oa
la prolongacién de OA), y FD es paralela a OA. Los tridngulos rectangulos AOED,
AOCO', ADFQ’ son semejantes y por el lema anterior el ADFO’ es semejante al 4QFD
por lo tanto el ADFQ es semsjante al AOED de aqui se obtiene que el £ FQD = a
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Del tridngulo rectangulo ODQ, se tiene que
(1) OD= OQcosf = cosf

@ DQ = OQsenfi = senf
Y del tridngulo rectangulo OCQ, sen(a+ B)=CQ .

Q Q
R=1 P F
F D
at+p g
a C A
o z L A
Figura 10.2 Figura 10.3
Pero CQ=CF+FQ=ED+FQ
Por lo tanto,
(3) sen(a+ ﬂ)= ED+ FQ
En el tridngulo rectangulo OED,
4) ED = ODsena = senacos § Por (1).
En e} triangulo rectangulo DFQ,
(5) FQ = DQcosa = cosasenf Por (2}

Sustituyendo en (3) los valores de (4) y (5), se tiene

(] sen(a+ B)= senacos B+ cosasenf

Nuevamente del triangulo OCQ, cos(z+ )= OC

Por (1)

Pero OC=0E-CE=0E-FD

en ambas figuras, ya que los segmentos OC, OE, CE sobre el didmetro horizontal son
segmentos dirigidos.

Por tanto,

6) cosia+ f)= OE- FD

En el tridngulo rectangulo OED,

) OE = ODcosa = cosacos

En el triangulo rectangulo DFQ,

{8) FD= DQsena = senasenf

Sustituyendo en (6) los valores de (7) y (8), se tiene

Por (2)
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(L)) cos(a+ )= cosacos - senasenB

En la deduccién de las ecuaciones (1) y (1) se supuso que cada uno de los éngulos a y

B era positivo y menor de 90°.
Es un hecho, sin embargo, que estas ecuaciones son verdaderas para los valores de a

y §# de cualquier magnitud, positiva o negativa.

Seno y coseno de la diferencia de dos angulos. Las formulas (Il) y (IV) son casos
especiales de (I} y (lll) respectivamente. Asi, por ejemplo, si en (1),

sen{a+ f)= senacos f+ cosasenf
sustituimos g por -4, se tiene:
&} sen(ee- P)y= senacos(- f)+ cosasen(- S)
Pero cos(- f)=cosf y sen(- )= - senf
Sustituyendo en (1), resulta:
(i) sen(a- f)= senacos A- cosasenf
Andlogaments, si en (lll),

cos(a+ )= cosacos f- senasenf
sustituyendo g por -8, se obtiene:

(2)  costa- B)= cosacos(- B)- senasen(- f)

Pero cost- fy=cosfp y sen(- f)=- senf
Sustituyendo en (2), resulta:

{Iv) cos(zz- F)= cosacos S+ senasenf

Tangente y cotangente de la suma y de la diferencia de dos angulos.

De las ecuaciones (ga =" sen(a+f)=senacosf+cos fsena y de
cosa

cos(a+ B)= cosacosB- senasenf . Se obtiene:
sen{a+ f) _ semacos f+ cosasenf
cos(e+ B) cosacosfB- sengsenfi’

glat f)=

Dividiendo numerador y denominador por cosacos g, se tendra:

seuaoosﬂ+ cosasenf seng | senfi
wsacosf osaosf  cosa  cosf

gt f)= cosacosf_ senasenf _ Sena senf

cosacos f  cosacos cosa cos
Como sena _ senfl .
gl LI vy gf, resulta:
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- &atgh
v) gla+ )= = e

De la misma manera, de las ecuaciones sen(a- f)= senacosSsenf
yde  cos(a- f)= cosacos f+ senasenf, se obtiene
Vi . gy lga- g8
) gla- B T+ 152 127
De las ecuaciones: cga=3Z2, sen(a+ f)= sena cos B+ cosf sena Y de
Sena

cos{a+ B) = cosa cos f- sena senfl, se obtiene:

cosa cosf- sena senf
sence cos f+ cosa senff
Dividiendo numerador y denominador por senaseng, resulta:

cg= (a+ ﬁ)=

cosa oosﬂ_ sena senf3 cosa cos 1
sena senfl  sena senfl _ sena senfi

sena oosﬂ+ cosa senfl - t::os,B+ cosa
sena senfl  sencisenf8  senf  sena

agla+ f)=

Como 2= ¢rge y 222 iea, se obtiene
sena sena
_ cgacgf+l
(VH) agla+ f) igh- ciga
De la misma manera, de las ecuacionss () y (IV) es posible demostrar que
W ctela- =T8S cigfi+1
(Vi) ey R

Las ecuaciones {I} a (VIIl) pueden escribirse en forma mds resumida como sigue:

sen{ax f)= sena cos A+ cosa senff |

cos(a+ a)= cosa cosfmsena senB,

igaz 1gf

Imiga tga’

ciga cigfx 1

cgBcga

Las ecuaciones deducidas en este capitulo demuestran el Teorema de adicién para
razones frigonomeétricas, a saber, que cualquier razén frigonométrica de la suma

algebraica de dos dngulos pueds expresarse en términos de las razones
trigonomélricas de esos &ngulos.

glat f)=

ciglat f)=
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10. 2 Razones trigonométricas del doble de un angulo en términos de las  del
mismo &ngulo.

Las ecuaciones (1) a (Vill) son verdaderas para todos los valores posibles de a e f3; por
tanto, deben ser validas cuando a esiguala g
Para hallar sen2a tdmese (1),
sen(a+ Py= sena cos B+ cosa senff
y supdngase a= g. Resulta:

sen(a+ a)= sena cosa+ COSQX sena
(|X) senla = 2senq COsa

Para hallar cos2a¢ tomando (1),
cos(a+ )= cosa cosf- sena senf}
y haciendo «= g. Se obtiene:

cos{a+ @)= cosa cosa- sena senq

(X) cos2a = cos’@- sen’a

Como s’ a= 1- sen’a (X} puede escribirse como

x) cos2a= |- Zsen'a

O también, como sen’a=1- cos’a (X) también puede ser escrita como
(X) cos2a= 2cos’ @~ 1

Para hallar g2« tomando (V),
w@+ f= B2 8L\ sustituyendo 8 por a.

l- igagp
Resulta:
+
gla+a)= 22782 4gea
1- fga g
(X1) g2a= 282
1- ig°a

Razones trigonométricas de dngulos maltiples. EI método de la ultima seccién
puede extenderse facilmente para hallar las razones de r« en términos de las razones a
si n es un entero.
Para hallar sen3z en términos de sera tomando (1).

sen(a+ f)= senax cos B+ cosa sena
y sustituyendo 8 por 2« . Esto resulta:

sen(a+ 2a)= sena cos2a+ cosa sen2a © S64

sendq = sena(cos’ a- sen’a) +cosa(lsenacosa)=
= 3senacos’ a- sen’a = 3sena(l- sen’a) ser’a

= 3sencx~ 4sen’c
Para hallar g4 en términos de e, considerando (V) y (XN

ugla _ 4ga(- 1g'a)

igda = 1g(da+ 2a)=
€ 8¢ ) 1- g*2a 1- 6ig'a+ gla
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10.3 Razones trigonométricas de un angulo en témminos de ia mitad del mismo
dngulo.

De (IX) seng = Zsen%cosg-

Reemplazando 22 por a y, en consecuencia, a por -%a. Se obtiene

(Xt sena= zmiz‘- oos-;i
De (X), cos2a= cos’ a- sen’cr

Reemplazando 2« por a ¥y apor% Resuita:

(XIl) cosa = cos’%- mf%.
De (XI), ”
= _ga
e2a 1- ig’a

Reemplazando 2a, por a, y a por % Esto da

(Xiv) ga= 2

10.4 Razones trigonométricas de la mitad de un angulo en términos del coseno
del mismo angulo.
De (X') y (X") se obtiene
Zen‘a=1- cosla
y

2co8’ @ = 1+ cos2ax.
Despejando sena ¥ cosa, resulta

1- cos2a

2

seng = +

+
cosa =+ ’1 c;sla

Si ahora se sustituye 2 por ¢ vy, en consecuericia, a por% resulta;

xv) e s o

Y

(XV1) cosZ =2 It ‘;"“’.

Para hallar rgi;- basta dividir (XV) par (XVI), obteniéndose




o sea,

XV g4 {_l-_cos_a
( ) 82 1+ cosa

Multiplicando numerador y denominador del segundo miembro por Vi- cosa resulta

(XVIIIy = 2,

2 1+ cosa
y muttiplicando numerador y denominador porJi- cosa Se obtiene
(XIX) g2l cosa

2 sena

Como la tangente y |la cotangente son razones reciprocas, se tiene inmediatamente de
{(Xvin

XX ,£= 1+ cosa
xx) = i cosa

De (XVIII) y (XIX), se tiene

| a_ 1+ cosa

oo = 2

(XX gl =
2 1- cosa

a) Transformacién de sumas y diferencias de senos y cosenos en producto.
De las identidades de !a suma y de la diferencia de dos angulos.

] sen{a+ f)= sena cos f+ cosa senff

(in sen{a- )= sena cos B~ cosa senfs

()

cos(a+ f)= cosa cosfi- senx senfl

(v} cos(a- B)= cosa cosf+ sena senf

se tiene

{a) sen{a+ B)+ sen(a- B)= 2sena cosf. Sumando (1) v (Il)

(b) sen(a+ B)- sen(a- B)= 2cosa cosf. Restando (Il) de (1)

(c) cos(a+ B)+ cos(a+ F)= 2cosa cos . Sumande (lll) y (IV)

(d) cos(a+ f)- cos(a- B)= - Isena senfi. Restando (IV) de (lil)

Haciendo

a+f=y y a-f=p, sumando y restando, se obtienen 2a=a+f y 28=a-§
r=3@+p) p=1a-p)

Ahora remplazando los valores de a+ 8, «- g enfuncién de y y p, en las ecuacionses
fa)a (d) inclusive, se obtiene
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(XXHI) seny+senp=2un-(z¥)—cos(?+m.
(XX1V) seny = senp = 2005 L2 sen Y= 2)

(XXV) oosr+oosp=2cos(—7-;—meos-(1€—”l.
(XXVI) oosr—cosp:—?.senl;ﬂsen—(r—;—p—).

Una demostracién de la ley de las tangentes puede deducirse por medio de (XXII) y

(XXIV). La demostracion es como sigue:

Por la ley de los senos, 4. b
seny senp

¥y por las propiedades de componer y dividir de las proporciones, resulta

(e) a+h _ seny +senp
a-b seny—senp

La expresion deseada para el segundo miembro se obtiene de (XXiil) y (XIV),

miembros se obtiene lo siguiente:
o+p) G—p)
seny +senp M5 OSTo
seny -senp 5. P =P
2 2

(r+p) r-r)
S Sl SN (2. Y et}

_m5m(7+p) sen=2) 2 2
2 2
Pero g-p)___1 _
%3 =P
g--.—-.—_-
2
Por tanto,
@o+m
) seny + senp _ )

seny ~senp -/
2

10. 5 Problemas de anilisis trigonométrico

0
1. Hallar senzz-% , sabiendo que cos45° =

1-cosa

Solucién Empleando la identidad sen—=1 >

m| R §|-—

0

1 .
%:225, y sustituyendo el Ia identidad anterior

se

., Si a=45", entonces

obtiene



1 V2-1
senzzl- "7 1/ J«El (2- I)J_ V22 - «/’_Jzﬂli:
V2 (2\/_) 2V 2242 2(2)
2-42 4—21

T4

2. Uilizar la férmula para el dngulo mitad para encontrar el vator exacto de sents® .

Solucién Empleando la identidad unf-:i"]—;osa y como 00330°=-?,

sustituyendo resulta

2
' 3 [2-483
e0s30° ’l-—— ’——-—- T
l.mn15°= I-OO;:SO = 22 = Z = 2_4J§= 2\7‘{/’3—:%\’2 \[5

3. Encontrar el valor del cosB:%, & en ol cuadrante V.
Soluclén La figura de la derecha ilustra la situacion def angulo

Empleando la identidad cos % é= ——‘“';‘”0 , sustituyendo 4Y
vaioras y haciendo un poco de lgebra se tiene 3
o » X

143 (13 |10
1, {1+°°8"= T oy T Luﬁ_ 7
2 2 2 2 Y4~
,fd --\F m_--_ por tanto el cosg=3>
49 2 7

4, Dado sena = 72§ y o esta en el segundo cuadrante, hallar sen2a, cos2a, 2a

Solucién. Como semz=72§ y < estien el segundo

cuadrante, se obtiene 2
sena=-2=; cosa=—— 1ga=-2 R >
Nk F A

Sustituyendo en sen2a = 2sena cosa = 2(%I— -‘71;) = —%, que es el valor de la funcién.
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1Y (2Y 1 4 1-4_ 3
De igual se obtiene sustituyendo encos?a=|—=| -{—=| ==——=—=-=,
igual forma, i Y cos2a [ \5) ( Jg) 55" 3 3
que es el valor de cos2a .
. -2 —4
Y finalmente para tg2a, se sustituye en 1g2a = 2px | A2) =—; queesel

1-tg'a 1-(-2) 1-4
valor del dngulo doble de la funcién tangente.

5. Sabiendo que fg2a y que a estd en el tercer cuadrante, hallar sen2a, cos2a, 1g2a .

Solucién. De [a figura se abtiene sen2a = —%
-1

1 .
cos2a = -—=, y como dato se tiene ga=2.
5y & 2
Para el &ngulo doble de la funcién sene. Sustituyendo en la
Identidad trigonométrica se tiene.

_'_)z_z@_"

senla = 2senxcosx = -20- — , por tanto sen2a.r-*i
VA V5) s s 5

Calculando el éngulo doble para la funcién coseno, sustituyendo en la identidad
trigonométrica, resulta.
a=cos’ a~-sen‘a =[--—]--)z —(——2—)2 1.4 3 por lo que cos2a = 23
N Vs s 57 s 5
2ga _ 2(2) 4
1-iga 1-(2) 1-4

Andlogamente para fg2a = = —% ; de donde fg2a = —%

Suma y diferencia de angulos
1. Hallar sen75°, usando sen{a + ) = sena cos S+ cosasenf, y las funciones de 45°, 30°.

Solucién. De las identidades trigonométricas elementales se tiene: semds® =L-

Ji 1
o 3
cos30°’ = —
2
cos45° = %; sen3Q° =%; sustituyendo en la identidad trigonométrica para ia suma de
angulos
sen15° = sen(45° +30°) = send5° cos30° +cos 45° sen30°,

sen?5° = (45 +309) = Lo Y3, L L BT 34D 2 (6442 _

727 E R T -
1

= Z(-JE ++/2); que es el valor de la funcién dada.




2. Hallar cos(a + §) teniendo como datos a) sena = % y b) senfi= %siendo ayB

angulos positivos.

Solucién. Para calcular ia funcién coseno de ambos casos
Se recurre a las figuras siguientes
5 13 5
Por teorema de Pitagoras el cateto 3 %
Adyacente en la figura a vale 4. |
4 12

y en la figura b vale 12.

Fig.a Fig.b

Entonces en la figura a cosa =% yenlafigurad cosfi= %

Sustituyendo en la identidad para el coseno de la suma de dos éngulos se tiene
4 12 35 48 15 33
+ - = —_———
cox@ + ) = cosacos - senasenf = (5 13) [5 13) 65 65 65'
33

or tanto -+
p cos(a+f)= =

2. Encontrar los valores del seno, del coseno y de la tangente de 15°, mediante

15° =45° -30°
Solucién. Empleando las identidades para cada caso se tiene:
Para la funcion seno

senl5° = sen(45° —30%) = send5° cos 30° - cos 45° sen30”; sustituyendo los valores para

cada funcidn resulta.

1 3 1

senl5® = sen(45° -30°)=—

31,1 _B-1_3-1,42 2
22 Rk

24272

el valor buscado.

Para la funcién coseno

( —————(«/- D, que es

cos15” = cos(45° - 30°) = cos 45° cos30° +send5°sen30°; sustituyendo los valores

correspondientes resu!ta
0 0 0 J."T 1 1 -\/_+1 f—&-l -\[- 2
1 — =——w®
cosl5” =cos(45° —30") 5 2 r_2 w5 (2,_ ] (J?_-l)

Y finaimente para la func16n tangente, sustituyendo los valores comrespendientes

resulta
71: Vi-1
o0\ 1g45° —1g30° N
1g15° =1g(45° - rgso) e ” 1[ Sl
B3R

_BEB-D_(B-) (B-D_BB-VI-B41_3-2/5+1_4-243 _
TBGAY (Bl (B BB-BB-1 3-1 2




='2"(g;—®=2—x/§, por tanto tan15° = tan 45° —tan30° =2 -3

3. Demostrar que sem180° =0 y cos180° = -1, usando las funciones de 120° y 60°

Solucién. Teniendo en cuenta las siguientes identidades:
Para senl80° =0
NE)

N 1

sen60® === cos60° =1 seml20° ===  cosl20°=——
2 2 2 2

° 460 = B NB_ BB
Para 120" +60%) = senarcos f + cosazenf} = 7 2+( 2] 5 =24 =0

Por lo que la igualdad sen180° =0 es verdadera.

Para cos180° = -1, de manera andloga sustituyendo en:
1(},]_££ _13
212 )

22 4 4
De donde se concluye que efectivamente cos180° = -1

005(120° +60°) = cosacos S~ senasenfi = —

4. Demostrar que : tan(45° ~a)+ tan(45° +a) = 2sec2a
Como tan45° =1 y sustituyendo en las identidades

_ fga+igh e g -gf
rg(a+ﬂ}-l_tgmgﬂ y e ﬂ)"lﬂgargp
_ l-fga = l+iga =l—rga l+tga=
wla+h)= 1+ lga)  1-lga) 1+ga  1-1ga
_ (1-tga)l~ga)+(1+1ga)l+ga) _l-tga-ga+iglatlimgargatigia _

(1+sga)1-1ga) (1+rga)l-1ga)
_l+l-2ga+2ga+dg’a __ 2+2g%a _Yl+wa)
(1+1ga)1-ga) l-igatiga-ig'a l1-g'a

como ra =£-";5. sustituyendo en la Ultima igualdad se tiene
a

15 cos’ o +sen’a
st a 208 a'(cosza+sm1a) Z(mszai-mza)

o8 @
= 7 3 3, = =
| Sen'a cos’ a-sen’a oosza(eos’a-—senza) (ms’a—sen’a)
cos’ @ cos’ @

§6 sabe que cos’ a+sen’a = 1; Sustituyendo resulta

1)

. 1
= —5—L——=2sec2¢; debido q que cosa=—— y cos2a=cos® a-sen’a; con lo que
wos’ @ - sena " seca

se comprueba que la identidad es verdadera.



10.6 Razones trigonométricas de la mitad de los dngulos de un tridngulo en
términos de sus lados.

Para deducir ahora las ecuaciones relativas a la mitad de los &ngulos de un tridngulo se

procedera como sigus, Designese a la mitad de |la suma de los lados de un tridngulo

{es decir, a la mitad del perimetro) por s. Entonces,

(eh] 2s=a+b+c.

Restando 2c a ambos miembros,

2s-2c=a+b+c—-2¢c,

0 sea,

@) 2As—c)=a+b-c
Andlogamente

(3) 2As-b)y=a-b+c

4 2(s—ay=—-a+b+c

De las ecuaciones 2sen’ —‘21 =1-cosdy 2cos’ % =1+cos4 , sustituyendo A por g, se

obtiene
(5) 2sen’%=l-cosa
(6) 2003’%=1+cosa
b+t -at

Pero de cosa=————— (de la ley de los cosenos), por tanto, (5) se convierte en

2bc

1, 2 _ 2 T R S R B TR 2
2sen2£=l—b +c' -a =2bc ¥ -c" +a _a {& Zbc+c)___
2 2b¢ 2bc 2bc
_al-(-0o) (a+b-cNa-bd+c)
2bc 2bc

[Siendo a* - (§ —c)* el producto de la suma y diferenciade a y b—c-]
LD o)y 3y

2be
De dondae,
0] sen(g—) - fls=8)s=¢)
2 be
Andélcgamente, {6) se convierte en
2c0s? & =14 b+cl-a' _c+b’+c’-a’ _ (b+ey -4
2be 2b¢ T 2
G+cra)b+c-a) 252(s-a)
2be 2bc
De donde,
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a_ |s(s-a)
{n MEHJ__FC

a
Como tg; 2 , se obtiene por sustintucion, de (1) y {it),

ws_
2

-b)s-c)
m %= f(’____._..
L g 2 s(s—a)
Como cualquier éngulo debe ser menor de 180°, '—; debe ser menor de 90° y todas las

razones de 52'_ deben sar positivas. Por esto solamente se han tomado los signos

positives de los radicales en (1), (1} y (HI).
Do manera semsjante se pueds obiener:

B _ [(s-a)s-c) £= s(s—b) ﬁ___ (s—a)ls—c)
sen 2 ac cos 2 ac ® 2 s(s—b)

Y _ [(s—a)}s-b) y_ |s(s—¢) r_ (s—a)}s-b)
N T > e B3N s6-0)

Segun lo que e acaba de estudiar se dispone da tres ecuaciones diferentes para hallar
el valor de cada dngulo. Si la mitad del dngulo se aproxima mucho a 07, Ia ecuacién
para el coseno no dara un resultado muy exacto, porque los cosenos de los dngulos
cercancs a 0° difieren muy poco en valor. Y 1o mismo se verifica para la ecuacidn del
seno cuando la mitad se aproxima mucho a 90°. Por tanto, en el primer caso se
recomienda usar {a ecuacidn del seno y en el segundo caso la del coseno. Sin
embargo, an general, as de preferirse la ecuacion de la tangente.

Cuando han sido encontrados dos ngulos, ay # por ejemple, el tercer éngulo y pueda
encontrarse por la relacién a+ f+y =180°; pero es mejor calcular todos los &ngulos a
partir de las ecuaciones como una prueba de la exactitud de los resultados.

Se acostumbra axpresar la identidad (Ill) como sigue:

s(s—a) s(s-a)’

{Esta Gitima expresion se ha obtenido multipiicande numerador y dencminador de la fracclon que astd
bajo el radical por 8 - a)

a‘J(s—b)(s—c) _ Hs—aXs-B)s-¢)
'8—2'—

1 [(s~a)s-b)s—c)

”s——av s
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Designando la parte radical de la expresion por r,

(V) r_J(s—a)(s—b)(s—c)
5
y se obtiene
V) g2 =2
2 s-a

Analogamente

I t E:L
) "

I wl =T
(Vi) 8= s

Circulo Inscrito. En un tridngulo al punto de interseccién de las bisectrices se toma
como centro y la distancia de las perpendiculares de los lados como radio, y asi con el
centro y el radic se dibuja el circulo inscrito. c

Como se muestra en la figura 104, y se L

obtienen 6 triangulos iguales dos a dos, por que

tienen dos dngulos iguales uno recto y el otro M

agudo de la bisectriz.

Geométricamente se puede demostrar que r de A B

la ecuacién (lil) es el radio del circulo inscrito. N
Figura 10.4

Demostracién. En la figura 3, dngulo NAO:-';—, ya que los tridngulos ANO y AMO

son iguales (ambos son rectos).

Ni
) gl= N§o

Si s representa la mitad del perimetro, se tiene
25s=AN+NB+BL+LC +CM + MA
Pero NB=BL, CM=ILC, MA=AN porlctanto, 2s=2A4N +28L+2IC,

0 sea, s=AN+(BL+LC)= AN +a,
Esto da, AN = s~a. Sustituyendo en (7) resulta
a_NO
g—=—
2 s-a

Comparando (V) y (iV), se cbserva que
NOwr= J(s-—a)(s-—b)(s—c)
5




10.7 Ecuaciones trigonométricas: Aqui se presenta de manera somera los principios
fundamentales de la teoria de la ecuaciones trigonométricas y aunque ahora puede
parecer lejano ef dia en gue se tenga gue hacer uso de estos conocimientos no esta por
demas iniciar ahora el estudio de esta teoria de ecuaciones que involucran solo
funciones y de! mismo angulo las cuales no se resuelven como las algebraicas. Estas
ecuaciones no son vélidas cuando la funcién involucrada se indefine.

Ejemplo 1. senx cscx=1

PROCEDIMIENTO PARA RESOLVER ECUACIONES TRIGONOMETRICAS
Aungue no existe un método general para resolver ecuaciones trigonometricas, se
tienen tres procedimientos por medio de los cuales se puede resolver casi cualquier
ecuacién trigonométrica.
a) La ecuacidn puede descomponerse en factores.
Ejemplot. Resolver , factorizando senx, se tiene:

serx(1-2cosx) = 0 e igualando a cero cada uno de los factores, resulta

sex=0 y x=0, 27

I-2cosx=0 & cosx:—]— y r=£, Eid
2 3 3
comprobacion senx — 2senx cosx =0 - 2(0(1)=0
Para x=0
As las soluciones buscadas (0<x < 2xz) son x =0, 135 7, §3£

b} Las distintas funciones que aparecen en la ecuacién se pueden expresar en términos
de una sola funcién.

Efemplo 2. resolver 2132x+sec2x=2.Al sustituir sec’ x por 1+1g°x, se tiene
1 .3
2+ (1+1g°x)=2, = Hgix=1, . fgr=t—=+"=
4 g% NG 3
V3 n L3 1 5z 11z
De £ Te— X=—=, —— i = —— = — v
=3 s T HF s Y s
(0sx<27) son x=£, 5—”, zﬁ, Nz
6 6 6 6
Ejempio 3. Resolver secx+1gx=0
Al multiplicar la ecuacion secx +gx = ;+-si"£ =0 por cosx,
. cosx Cosx
se tiene 1+ senx =0 ¢ senx=-1; entonces x=3—2ﬂ-

Sin embargo, ni secx ni fgx estén definidas cuando x = 3?” con lo que la ecuacion no

tiene solucién.
¢) Ambos miembros de la ecuacion se elevan al cuadrado.
Ejemplo 4. Resolver sen’x+cos’x =1
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Se aplica el procedimiento utilizado en B}, habria que sustituir serx por tyl-cos’x ©

cosx por +J1-sen’x lo que introduciria radicales en la ecuacion. Para evitar esta
dificultad, se escribe la ecuacion en la forma semr=1-cosx Y se elevan ambos
miembros al cuadrado. Entonces
sen’x =1-2¢osx+cos’ X
1-cos’ x=1-2cosx +cos’ x
2cos’ x —2cosx = 2cosx{cosx - 1) =0
T

De cosx=0, x=;, gzﬁ,de cosx=1 x=0

Como puede apreciarse resolver ecuaciones trigonométricas no es facil, ya que se
requiere un gran dominio de las identidades trigonométricas.
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Conclusiones

Estas notas son presentadas con la finalidad de reunir los temas para un curso de
Geometria Plana y Trigonometria Plana, que se imparte & nivel Bachillerato,
proporcionando a los estudiantes una fuente para consultar ia informaci6n que facilita et
profesor en el desarrollo de los diferentes temas de dicha asignatura.

En estds notas no aparecen gran cantidad de ejemplos ilustrativos, contiene mas
informacidn tedrica que es lo bésico, para posteriormente agregar los ejemplos
necesarios, an un trabajo futuro.

Considert que los estudiantes resultarén beneficiados af contar con estas notas que
cubren los contenidos teméticos de varias instituciones tales como: el Subsistema de
Escuelas Preparatorias Federales por Cooperacion (SEP), ¢! Colegio de Bachilleres, el
Cclegio Cedros, La Escuela Militar de Transmigiones, el Sistema de CECYT (IPN),
antre otras, ademés de que viens a suplir una enorme carencia de libros de texto que
traten ambos temas a la vez,

102



BIBLIOGRAFIA

1. Stanley R. C., P. G. O'Daffer, T. J. Cooney. Geometrfa con aplicaciones y solucién
de problemas. Ed. Addison-Weslay Iberoamericana. (1989)

2. B. Rich., Geometria plana con coordenadas. Ed. Mc Graw Hill (1982)

3. J. Landaverde. Curso de Geometria. Ed. Progreso (1985)

4. J. David Garcia Bacca Euclides Elementos de Geometrla | — It UNAM (1992)
5

. Moise, Downs. Geometria Moderna. Ed. Fondo educativo interamericano, S.A
(1982)

6. F.Zubieta R. Geometria razonada y trigonometrfa. Ed. del autor (1979)

7. A GuzménH. Geometrfa y trigonometrfa. Ed. Publicaciones culturat (1988)
8. Granville, Smith, Mikesh. Trigonometria plana y esférica. Ed. UTEHA (15888)
9. Hooper, Griswold, Trigonometria. Ed. Publicaciones cultural (1980)

10. J.J. Rivaud M. Triganometrfa. Ed. Limusa (1992)

11. A |. Ramirez. Trigonometrfa. Ed. Trillas (1983)

12. F. Ayres Jr. Trigonometria plana y esférica. Ed. Mc Graw Hill (1987)

13. Fuenlabrada. GeOmetHa y trigonometria, Ed. Mc Graw Hill (1994)

14. M. Sanchez S. Fundamentos de Geometria. Ed. Playor (1988).

15. E. M. Hemmerling. Geometria elemental. Ed. Limusa (1992)

16. Ortiz C., Geometria y trigonometria. Ed. Publicaciones Cultural {1994)

17. J. A Baldor. Geometria plana y del espacio y trigonometria. Publicaciones culturat
{1997).

18. D. E. Kaufmann. Geometry and logic concepts. Ed. Psw-kent Publishing company
(1989).

19. P. B. Geltner and D. J. Peterson. Geometry for college students. Ed. Thomson
{1992)

20. Nielsen K. Trigonometrfa Modermna. Ed. Continental (1989)

103



21.
22.
23.
24,
25.

Patrick J. Boyle. Trigonomelria con aplicaciones. Ed. Harla (1990)
Swokowski. Fundamentals of trigonometry. Pws Publishing company (1892)
F. W. Sparks and P. K. Rees. Trigonometria Plana. Ed. Reverte (1998)
Eugene D. Nichols. Trigonometria Moderna. Ed. C. E.C.S.A. (1893)

Ice Strange. Plane Trigonometry. Ed. Thomson (1895)

104



	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo I. ¿Qué es la Geometría?
	Capítulo II. Ángulos
	Capítulo III. Rectas
	Capítulo IV. Triángulos
	Capítulo V. Cuadriláteros
	Capítulo VI. Polígonos
	Capítulo VII. Círculo y Circunferencia
	Capítulo VIII. Trigonometría
	Capítulo IX. Identidades Trigonométricas
	Capítulo X. Análisis Trigonométrico
	Conclusiones
	Bibliografía

