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Introduccidn of

| Metodo de Elementos Finitos {(FEA) constituye una de las técnicas

= Mé&s ampliamente utilizadas para el andlisis de caracteristicas de
carga mecanica de modernos componentes de Ingenieria Las técnicas de analisis
tradicionales, aungue teodricamente validas, sclamente se pueden aplicar

satisfactoriamente a una gama de formas de componentes convencionales y en
condiciones de carga especificas.

Desgraciadamente, la mayoria de las situaciones de carga en ingenieria no
son tan simples ni claras. Por fo cual, ias técnicas tradicionales necesitan
modificarse y comprometerse a seguir situaciones para las que no han sido
probadas.

La incertidumbre creada conduce al disefiador a aplicar factores de alta
seguridad excesivos en las cargas mecanicas y realizar componeanies
“Saobredisefiados” que especifican ya sea secciones transversales o materiales de
alta calidad innecesarios.

Inevitablemente, se afecia negativamente al coste del producto. FEA
permite al diseflador efectuar analisis de componentes complejos

descomponiendo una forma en otras mas pequefias, en simples elementos finitos.

Los principios fundamentales del FEA se conocen desde el siglo XiX, pero
ia técnica no se ha empleado con amplitud hasta hace pocos afos, debido a las
prohibitivas mateméticas que ia involucran, como el digebra de matrices altamente
complejo y repetitivo que pueden consumir un elevado tiempo y tener una clara

propensién al error cuando se realizan con medios convencionales.

En este estudio, el objetivo consiste en analizar los esfuerzos debidos a la

PR 3 LERR—1 A 1

Dinamica dentro de un motor de combustion interna, enfocados principalmente en

el analisis de la biela, por medio de elemento finito; dicho estudio, permite tener
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una idea mas amplia del proceso de desarrollo de nuevos prodgcles en los

motores de combustion interna, el problema principal se encuenira en la &

resistencia del elemento que soporia las cargas excesivas en el piston debid
las fuerzas de gas.

Vale la pena mencionar gue la literatura y ias investigaciones realizadas en
este campo se encuentran restringidas debido a que son secretos industriales v a
pesar de que se han realizado muchos estudios en este tema, no se enconird
ninguna documentacion que describa a fondo un andlisis como el que se persigue
en este trabajo.

Aunado a lo Anterior, los materiales, sus propiedades mecénicas, y su
comportamiento son factores importantes en un analisis de esta categoria.
Esto implica la restriccién de algunas variables, como son los factores de friccion y
desgaste en la camara de combustidn gue actian sobre &l pistén, asi como e
descentramiento de la biela unida al pernc del piston, y la unién de ia biela al
ciglenal (Manivela), asi también el efecto del cigitefial en tal analisis, y sin olvidar

claro, los efectos térmicos.

Para el desarrollo adecuado de esta investigacion ha sido necesario, realizar
una revision minucicsa del concepic del Disefio Mecanico vy ia importancia que
tiene para efeclos de este andlisis, en el capitulo 1, “Importancia del Disefio
Mecanico”, se describen las herramientas fundamentales de! disefio, CAD, CAM
y CAE dentro de la ingenierfa como elementos de apoyo que simplifican vy
aseguran el disefio de un producto, también se inciuye una breve descripcion del
funcionamiento de un motor de combustion interna, lo cudl nos permitird un mayor
conocimiento del tema.
£l capitulc 2, "Metodologia”, nos permite entender los principios fundamentales
que gobiemnan la técnica del elemento finito con miras hacia ia aplicacién en un

caso practico, asi mismo se describe brevemente el proceso de aplicacion en un

modelo tridimensional.
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El capitulo 3, “Andlisis Mecanico, parte 1, describe el andlisis de falig de Ia biela,

el andlisis cinematico, y el andlisis Cinetostatico, los cuales son de gran

importancia para conocer las fuerzas y aceleraciones que se desarrollan e
principales componentes del mecénismo manivela, biela, pernc y piston, a
diferentes regimenes de velocidad del motor.

En el capitulo 4, “Andlisis Mecanico, parte Il”, se realiza el analisis por elemento
finito de la biela, con la ayuda del paquete “Cosmos/m”, v con el paquete
1 Y 3 G §

SoliasWorks”, los cuales son de vital imporiancia para poder realizar el analisis en
3 dimensiones.

En este capitulo se describe paso a paso como se desarrolla el FEM para la Biela.

Por ditimo se mostraran en el capitulo 5, los “Resultados”. de este proceso de

vr [a)

investigacion, asi como las conclusiones finales arrojadas por nuestro analisis.
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Ei capitulo 3, “Analisis Mecénico, parte 1, describe el analisis de fallg de ia biela,

el analisis cinematico, y ef analisis Cinetostatico, los cuales son de

importancia para conocer las fuerzas y aceleraciones que se desarrollan en®
principales componentes del mecénismo manivela, biela, pernc y piston, a

diferentes regimenes de velocidad del motor.

En el capitulo 4, “Anélisis Mecanico, parte §”, se realiza el anélisis por elemento
finito de la biela, con la ayuda del paquete “Cosmos/m”, v con el paquete
“SoiidsWorks”, fos cuales son de vital importancia para poder realizar ef analisis en

3 dimensiones.

En este capitulo se describe paso a paso como se desarrolia el FEM para la Biela.

Por ultimo se mostraran en el capituio 5, ios ‘Resultados” de este nroceso de

investigacion, asi como ias conclusiones finales arrojiadas por nuestro andlisis.
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Capitulo |

Importancia del Disefio Mecéanico

Contenido:

ol Disefio Asistido por Computadora CAD C
I'.2 Manufactura Asistida por Computadora CAM &
P.3 Ingeneria Asistida por Computadora CAE P 4
I.4 Funcionamiento del Motor de Combustidn G

t.l Disefio Asistido por Computadora (CAD)

Et disefio de Ingenieria es necesario para garantizar que la parte de un
mecanismo funciona correctamente y por mucho tiempo. Las Consideraciones
uncionales durante e disefio invoiucran, entre oiras cosas, el peso, deformacion,
propiedades térmicas, cinematicas y dindmicas.

El disefc no debe apartarse de las consideracionas econtmicas, esto
implica que la parte final debe ser disefiada tan cercana a las especificaciones
como sea posible. Los factores Econdmicos incluyen materiales, costo de

procesamiento, y detalles del mercadeo.

Aprcximadamente, e 70% de los costos de produccién o de las partes
manufacturadas esta determinado por el proceso de disefio ingenieril, donde se
definen los materiales, tolerancias, acabado superficial, y otros parametros.
Unicamente el 30% de costos de ias partes esta sujeto a los esfuerzos del ahorro

de dinerc durante ia etapa de planeacion de manufaciura. Es por esto, que se



Puede observar que la ayuda de las computadoras al disefio permite tener mayo
ahorro e impacto en los productos producides, lo cual se refleja en e} aumento de'
productividad en fa realizacion de nuevos disefios.

El CAD es la creacién y optimizacién de los disefios usando las
computadoras como una herramienta Gtil de productividad. tLos componentes del
CAD incluyen a la computadora misma con su respective software, un usuario
interfase, el analisis, y el modelado geométrico.

L.a palabra disefio, significa el proceso de crear una especificacion para la
construccion de una pieza. El proceso involucra sintesis, analisis y optimizacién,
geometria, topologia, tolerancias, materiales y otros parametros necesarios para la
manufacturza de las piezas.

Es muy importante entender el proceso del Disefio por que, las tecnicas
computacionales no son mas importantes que la teoria en Ia cual se basan.
Shigley', define el procesc dei disefio como un procedimiento iterativo que
consiste de seis fases;

1. Reconocimiento de Necesidades.

2. Definicion del Probiema.

3. Sintesis.

4. Analisis y Optimizacion
5. Evaluacion

6. Presentacion.

La mayor ventaja de usar la computadora para el disefio es Ia gran cantidad de
tiempo ahorrado durante el analisis y redisefic de las etapas de procesamiente de
nuevos productos. Los modulos del CAD pueden ser divididos en cuatro
categorias®

1. Modelado Geomaétrico.

2. Analisis de ingenieria.

3. Revision del Disefio
4

Evaluacion y Automatizacion de documentacion y planos.

| Shigley,J.E., and L.D. Mitcheli: Mechanical Engineering Design, Mc Graw Hill, New York, 1083,
Groover, M.P., and E. Zimmers: Computer Aided Design and Manufacturing, Prentice Hall,
Englewood Cliffs, N.J.,1983.



Ventajas gue ofrece el CAD

= Mayor precisién de los Dibuios.

e Evitar la Repeticion de todo el Dibujo.

e Técnicas especiales para realizar i Dibujo.
o Analisis y Célculos de disefios mas Répidos.
» Integracion del disefio con otras disciplinas.
e Definicion de modelos geométricos

e Manipulacion de modelos

o Manejo de bases de datos.

= Integracion con CAM, CAQ,CAE, etc.

intimamente relacionados con las aplicaciones CAD se encuentran las
aplicaciones CAM (Computer Aided Manufacturing), empieadas para modeiar un
procesc de manufactura y generar los largos y complejos programas NC
(Numerical Control) necesarios para mecanizar con maqguinas herramienta de

control numérico, productos o el herramental para su produccion.

Su Origen data de los desarrolios de maguinas controladas numéricamenis
(NC) del final de los afios 40 y principios de los 50. Se adopts éf termino CNC
(Control Numérico por Computadora) durante ios afios 60 CNC, encierra ahora
procesos de fabricacién automdtica muy diferentes que incluyen Fresado,
Torneado, Oxicorte, Corte con Laser, troquelado, Soldadura eléctrica,
tlectroerosion, etc.

La posibilidad de gobernar los movimientos de ia herramienta mediante un
control computarizade ha dado una nueva dimension a estas maquinas, gue
ganaron muchisimo en capacidad, tantc que ahora pueden realizar, con gran

precision y capacidad de repeticidn movimientos compiejos en 30.



ganaron muchisimo en capacidad, tanto que ahora pueden realizar, con gran
preciston y capacidad de repeticidn movimientos complejos en 3.

Basicamente un centro de mecanizado CNC no difiere con su analoge NO
CNC, en cuanto a la cinemética de sus movimientos. La Diferencia principal radica
en el gobierno de los movimientos mediante un controlador gue interpreta las
ordenes de posicidon y velocidad introducidas en forma de programa NC y las
traduce en movimientos mediante el contro! de los servomotores que efecttan los
movimientos. La posicion del banco vy del cabezal es registrada constantemanie
mediante encoders dpticos lineales o rotativos que envian esa informacion al
controlador que la compara con la realmente deseada en ese momenio e

introduce las correcciones en los movimientos que efectuan los servomotores.

El sistema constituye io gue se denomina un lazo de control, vy las

correcciones introducidas a ios movimienios reales censados a fin de alcanzar los

ideales obedecen a algoritmos PiD (Proporcional, Derivativo, Integral).

Las formas complejas de las superficies disefiadas con CAD, especialmente
en moldes, exigen gran flexibilidad de la maquina-herramienta en cuanio a ias
trayectorias que debe realizar la herramienta de corte y elevada precisién de
posicionamiento.

Estos requerimientos convierten a la fresadora y ai centro de mecanizado

CNC en herramientas ideales para la resolucion de estos problemas.

El modelado de un proceso de mecanizado gs, conceplualmente, un
procesc interactivo e iterativo, realizade en un entorno grafico en el cual el
operador del sistema, ingresa una serie de informacion ¥ condiciones iniciales, y a
partir de alli se realizan procesos basados en ssa informacion mediante opciones
provistas por el sistema y seleccionadas convenientemente por ei operador, gue
dan un resultado en forma de camino de herramienta, el cual es simulado v

evaiuado, y es una medida de aproximacion al objetivo reaimente deseado, por lo



que en funcidon de él se modifican esos parémetros iniciales y se recalcula

sucesivamente hasta obtener el resuitado optimo.

El modelado del procesoc comienza con la introduccién de informacion
necesaria. kn lineas generales, en cualquier proceso de mecanizado hay que
definir informaciéon geoméirica, informacidén especifica del proceso vy
configuraciones generales.

La informacion geométrica necesaria se encuentra definida graficamente
mediante modelos CAD, generalmente superficies ¢ sdlidos 3D, tanto para la
geometria de la parte a mecanizar y del blogue de material inicial, como para los
elementos auxiliares presentes en el proceso.

La geometria de las herramientas a emplear generalmente son opciones
propias del sistema, o incluso se pueden importar las geometrias, ias cuales
estar perfectamente definidas. Esto puede hacerse normaimente dentro dei
propio sistema CAD/CAM en caso de ser una solucion integrada o bien puede
importarse.

Entre las facilidades que poseen los sistemas CAM actuales, se encuentra
'a posibilidad de incorporar al modelo de manufactura las gecmetrias auxifiares
que puedan existir en el area de mecanizado. Estas son, principalmente, tornillos
de fijacion, morsa, ciamps, entrechapas, sic., y permiten observar y prevenir una
colision entre las herramientas o portaherramientas y tales elementos. De no
contar con ellos durante el proceso de modeiado, podria generarse alguna
colisién. Para tratar de evitar esio, se vuelve necesario tomar una aliura de
seguridad mucho mayor para la retraccion de las herramientas durante los
movimientos rapides, lo que incrementa notablemente el tiempo total del

mecanizado si en este hay multiples retracciones e ingresos.
Una vez definidos los elementos geométricos, la posicion y orientacion

correcta, es necesario seleccionar las operaciones que se realizaran, en funcidgn

de fa morfologia de la pieza, del M’qus de material inicial, del {ipo de materiai, di

10



las condiciones de la maguina-herramienta, calidad y precisién deseadas de la

superficies.

Ya pensadas las operaciones, se procede a seleccionar v configurar las
herramientas para cada operacidn y asignarles parametros de mecanizado
apropiados, los cuales son basicamente, la velocidad dei avance y las RPM, asi
como {a velocidad de contacto con el material. También es necesario definir el

plano de seguridad y ia forma de ingreso de Ia herramienta a! material.

de mecanizado y su resultado de distintas maneras y permiten tener una
estimacion del tiempo que tarda cada proceso, a fin de seleccionar entre varias
opciones &l mas conveniente, balanceando el resultado obtenido y tiempo
empleado.

Una vez terminado el modelado del proceso de manufactura, ei resuitado
final es el archivo del programa que ejecutara la maguina — herramienta. Para ello,
es necesario realizar el Postprocesador (traductor que toma el archivo de texto
ASCll y convierte las ordenes en el codigo apropiado) del archivo neutro generado
durante el proceso o bien realizarlo desde la base de dates propia del modelo de

manufactura,

El archivo NC obtenido constara, basicamente, de un encabezamienio con
declaraciones y funciones preparatorias para la maquina, un cuerpo principal y un
final con declaraciones de cierre. Entre las declaraciones de comienzo se incluyen
el plano de irabajo, la iniciacion de giro del husillc e indicacion de sentido de giro,
la posicion del cero de pieza respecto al cero de maguina, la compensacion para

las herramientas, la apertura del circuito de fluido de corte, etcétera.

En caso de haberse generadc el programa de mecanizado en un lugar
fisico distinto ¢ sin vinculacién via red con la maquina — herramienta, el archivo
puede ser transportadoc en un medio magnético comdn, mediante una cinta ZIP,

drive, discos o mediante via e-mail.
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Esta ultima posibilidad permite alta flexibilidad de trabajo, incluso con:
muitiples proveedores de servicios de programacion ubicados en forma remota, ya

que pueden resoiver problemas y enviar los archivos practicamente en tiempo

real.

Una vez en su destino, el archivo es enviado a ia maquina- herramientia
mediante DNC {Control Numérico Directo) o cargado directamente en ella si su

capacidad de memoria se lo permite.

Una conexion DNC es necesaria en el caso en que se guieran ejecutar
rutinas de mecanizado que por su tamario no es posible guardar en la memoria del

controlador y este no disponga de un dispositivo de almacenamiento como un

disco rigido. Mediante este tipo de conexion se envia el programa en lotes
secuenciales de tamafio aceptable para el controlador, que a medida gue los

ejecuta, los elimina de su memoria y recibe el lote siguiente.

Esto es importante, ya que un archivo de cédigo NC generado por CAM
para ia pasada finai sobre ias superficies de un moide pequefio puede alcanzar

facilmente un tamafio de varios megabytes.
Los elementos mas importantes de un CAM son;

e Técnicas de Programacion y Fabricacion CNC.

= Fabricacion y Ensamblaje mediante Robots controlados por ordenador.
e Sistemas de fabricacion Flexible.
e Técnicas de inspeccion asistidas por ardenador (CAI).

o Tecnicas de Ensayo asistidas por ordenador (CAT).

Vehtajas del CAM

¢ Niveles de produccion mas aitos con menor esfuerzo laboral.



e Menor Posibilidad de error humano y de las consecuencias de su falta de
fiabilidad.

» Mayor versatilidad de los objetos fabricados.

e Generar Mecanizados de Superficies Complejas.

» Ahorro de costes por incremento de la eficiencia de fabricacion e
incremento de eficiencia en el almacenamiento y ensamblaje.

* Repetitividad de los procesos de fabricacién a través del almacenamiento

de los datos.
¢ Productos de mayor Calidad.

e Simulacion del mecanizado.

La Utilizacion adecuada de los sistemas CAD/CAM ha dado beneficios
substanciales, en la reduccién de los costos de disefios, en el incremento de la
productividad, asi como mejorar la calidad de los productos e impiica reaiizar
mejores disefios de los mismos, a través de anaiisis complejos, uno de ellos, el

metodo de los elementos finitos.

El Cad/Cam permite, tener una vision global de todo el proceso a través de:

¢ lLas Capacidades Funcionales.
s Anaélisis de Costos

o  Manufacturabilidad.

» Impactc Ambiental.

e Seguridad.

* Uso eficiente de Energéticos.
o Precios bajos.

o Garantia de productos.

e Competitividad.

= Equipo y Maquinaria adecuados.
¢ Mano de obra Calificada.

s Disponibilidad de materiales.

13




o (onfiabilidad.

e Investigacion.

I.3 Ingenierfa Asistida por Computadora (CAE).

La Ingenieria es la actividad clave en un sistema de manufactura, determina
ta funcion y el disefic del producto, y tiene la mayor influencia en el proceso de
manufactura. Un importante recurso de conocimiento de la ingenierfa es el
mercadeo, ei control de calidad y el servicio a clientes. Estas actividades deben
ser constantemente monitoreadas para retroalimentar ei disefio de nuevos
productos.

Podemos decir, por tanto, que el CAE es un proceso integrado que incluye
todas las funciones de la ingenieria que van desde el disefio propiamente dicho
hasta la fabricacion.

Esto supone, en la practica, el empleo de sistemas graficos interactivos
combinados con técnicas de modelado geométrico, analisis de estructuras, disefic
y dibujo de detalle de piezas, simulacion, analisis por elementos finitos, vy

evaluacion del comportamiento de los elementos disefiados.

El modelo geométrico de un producto es sin duda e elements central dentro
del concepto CAE, y consiste en la representacion del mismo en la memoria de la

computadora. Todos los demas elementos del CAE utilizan esia descripcion

geométrica como punto de partida.

Dependiendc del sistema CAD/CAM que se emplee, el modelo geometrico
puede representarse en la memoria en dos o tres dimensiones.

Es frecuente, en la representacién en tres dimensiones, el disefio tipo
‘croquis”, que es él mas sencillo, pero que presenta e! inconveniente de ofrecer
poca informacion acerca de las superficies de la pieza v no distingue entre su
interior y su exterior. Su desvenisja estriba pues en las dificuitades de

interpretacion cuando se trata de estructuras complejas.

14



Las ambigledades que surgen empieando la técnica anterior, se pueden
evitar mediante el sombreadc de las superficies del modelo, con lo que se
consigue un mayor realismo. En este caso, los modelos definen con gran
precision, la geometria de la superficie de la pieza, y por ello son mas Utiles para

aplicaciones como la del control numérico.

Sin embargo, esta teécnica de modelado de superficies presenia el
inconveniente de que, al no “Contener materia”, impide el calculo de magnitudes
como el volumen, peso, momentos de inercia, etc.

Cuando la técnica de sombreado de superficies es completada con
informacion acerca de la solidez de la pieza, tenemos lo que se conoce como
modelo matematico sdlido, v en este caso el modelo puede ser empieado para

reaiizar analisis compiejo.

El método de los elementos finitos (MEF) es considerado
actualmente como la técnica mas generalizada para el analisis de una estructura o
modelo. Como se vera en el siguiente capitule, pedremos entender con mayor

claridad la metodologia v las bases en las cuales se fundamenta el MEF.

El emplec de fa simulacidon en un sistema CAE permite evaluar ei
comportamiento de un elemento constituido por diversas piezas. Los datos de

dichas piezas y su comporiamientoc son empleados en conjunto para predecir el
funcionamiento del producto final.

Como el postre de toda ingenieria es el objeto construido, ef proceso no se
analisis estructural sino gue se requiere que jos resuitados dei
disefic se utilicen directamente en la manufactura de partes o matrices. En este
caso el posprocesador es un software que genere un archivo para una maquina de

control numérico computarizado (CNC) o tal vez un archivo de Esterolitografia.

15



Las simulaciones se lievan a cabo empleandc disefios previos y dato
conocidos. Cuando se desean nuevos productos, las simulaciones se efectian
través de un dialogo interactivo, en el que se solicitan datos acerca de parametros
cuyos valores son ajustados de forma iterativa por el disefiador. Un aspecto de
especial interés se centra airededor de la mejora de ila productividad de ios

sistemas de CAE existentes.

| .4 Funcionamiente del Motor de Combustién interna

Uno de los mayores problemas y que mas preocupa en €l ambito mundial es la
conservacion del medio ambiente. Todos los gobiernos sin excepcion invierten en
la medida de sus posibilidades grandes sumas de dinero para motiver a las
companias vy a la sociedad a desechar ¢ & usar lo menos posible objetos
contaminantes o que danan el medio ambiente.

Y prueba de ello, es en nuestra ciudad de México el programa del hoy No circula,
con el objetivo de concientizar a la poblacion de gue el ambiente se tiene que
cuidar y se debe crear una educacion ecoldgica en beneficio de las futuras
generaciones. De ahi la importancia del estudio e investigacidn constante en la

creacion y modificacion de los componentes de! motor de combustion interna.

E! motor de combustién interna es el corazdn del automévil y el que proporcicna &l
movimiente del auto. Se basa en la expansidn de ios gases, causada
precisamente por la combustién de una mezcla de carburantes dentro de la
camara de un cilindro.

El funcionamiento del motor se basa en el principioc de un “Ciclo de cuatro tiempos”

{También conocido como cicle Otto).

£l funcionamiento de un motor con ciclo de 4 tiempos se realiza de la
siguiente forma; halldndose el embolo en el punto muerto superior (PMS, donde el
Diston alcanza el maximo de su carrera ascendente) v abierta la valvula por la cual

se introduce la mezcia de combustible y aire (valvula de admisidn), el émbolo se
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mueve arrastrado por el cigitenal hacia el punto muerto inferior (PMil, donde el
pistén liega al punto minimo de la carrera descendente) llenandose el cilindro con

la mezcia; a esta carrera se ie denomina tiempo de Admision.

£stando el émbolo en el PMi v el cilindro lleno de mezcla combustivle-aire, se
cierra la valvula de admisién y manteniendo también cerrada la otra, el embolo
sube hasta el PMS empujado por el cigtiefal, comprimiendo la mezcla; a esta

segunda cairera se le denomina Segundo Tiempo o Tiempo de Compresién.

Estando el émbolo en ia parte superior v hallandose la mezcla comprimida en el
espacio que queda entre la cara superior del émbolo y fondo del cilindro, espacio
al cual se le da el nombre de camara de combustion. se inicia la combustion que

se produce de forma explosiva y el émbolo e

»
M
3

mpujade hacia abajo por la fuerza
de la expansion de los gases quemados, empujando al ciglefal y produciendec
asi el movimiento. A esta tercera carrera se le llama Tercer tiempo o Tiempo de
Explosidn.

Teteer sempa Eaplowan Cuarte ¥empo Escope
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Al finalizar el tercer tiernpo, el émbolo se halla en el PM! v &l cilindro esta lleno de
gases quemados, se abre la valvula de escape y el émbolo, empujado por e
ciglienial, expulsa del cilindro los gases quemados, enviandolos a la atmésfera; a
este tiempo se le llama tiempo de escape v, al finalizar con la llegada del émboio
a su PMS, se cierra la valvula de escape, se abre {a de admisién y queda el motor

en las mismas condiciones que al principio, para comenzar un nueve ciclo.

Cigtiefial

Biala

En la préctica, y cuando un motor se ve obligado a girar a la velocidad de rotacién
de 5000 rp.m., las cosas se complican bastante porque el tiemps de que se
dispone para realizar cada unoc de los tiempos de que consta el ciclo, se ha de
realizar en escasas centésimas de segundo, io gue exige una exiraordinaria

precision de todos los mecanismos.

En el siguiente capitulc veremos fos fundamentos del Método de! Elemento Finito,

asi como el procedimiento de solucion que vamos a aplicar.
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Capitulo 2

Metodologia

Contenido: ]
Introduccidn Ke)
_Ub|cac:én del Elemento Pinto ey,
Descripcion General del Método o4
Fundamentos del FEM en 3D o9

1.l Introduccién

Es importante sefialar que la técnica del elemento finito ha legado a ser
una herramientia poderosa en la solucidn numérica de un amplio rango de
probiemas de ingenieria. Surge con base en la necesidad de hacer disafio seguro,

eficiente, barato, ya sea en la industria Automoiriz, Aercnéutica, Petrolera, etc.

Sus aplicaciones van desde el analisis por deformacién y esfuerzo de
automodviles, aeronaves, edificios, estructuras de puenies, andlisis de campos de
flujo de calor, fluidos, magnetismo, équipos de comunicacién, biomedicing,
robotica, indusiria naval, etc. >

Esta metodologia es bastante complejs, y requiere para su aplicacidon el
conocimiento de elementos matematicos como son el algebra de matrices, las

ecuaciones diferenciales, el calculo diferencial e integral, asi como calculo

ﬂ
" www.cadsystems.com/news
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vectorial, también el uso de métodos numericos, para aproximarnos a ia solucion
de un sistema determinado, cuandc Ia complejidad y la laboriosidad no nos
permiten resolver el problema por los medios tradicionales. Y claro sin dejar de
lado a programacion, esta Gitima, un facior importante, ya que como veremoes mas
adelante, un sistema puede ser analizado desde 3 perspectivas diferentes,
llamense dimensiones.

Podemos hacer analisis en 10, es él caso mas sencillo; en 2D, en este
tenemos que manejar 2 grados de libertad por nodo (X-Y); y por dltimo en 3D, en
€l cudl, los grados de Hbertad por nodo se expanden a 3 (X-Y-Z).

Ademas de esto es necesario considerar ia importancia de ia teoria ae
eiasticidad, la mecanica de sdiidos, ! termodindmica, mecanica de fluidos, etc,
segun sea el caso. Como puede notarse, g complejidad aumenta en medida gue

el sistema es discretizado, ¥ con ello el sistema v su solucion se complican,

Es por esto que el empleo de herramientas de Disefis asistido por
Computadora (CAD) permite realizar un bosquejo de nuestro producto o modelo, y
con la avuda de Ia ingenieria asistida por Compuiadora (CAE), irasladar ese
Dosquejo realizado en una, dos, tres dimensiones a un software de analisis de
esfuerzos, iemperaturas y deformaciones, (FEM), el cual nos va a dar una idea
MUy cercana a la realidad del comportamientc de ese elemento mecanico

sometido a esfuerzos y deformaciones.
Un programa de elementos finitos ouede caracterizarse por jos diferentes
problemas mecanicos que es capaz de resolver Y por las diferentes geometrias

Que son susceptibles de analisis, ademas de Ia rapidez de respuesta.

£l emplec de I simulacion en un sistema CAE permite evalua

=
©

comportamientc de un elemento constituido por diversas piezas. Los datos de
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dichas piezas y su comportamiento son empleados en conjuntc para predecir el
funcionamiento del producto final.

Las simulaciones se ilevan a cabo empleando disefios previos y datos
conocides. Cuando se desean nuevos productos, las simulaciones se efectian a
través de un dialogo interactivo, en el que se solicitan datos acerca de parametro
cuyos valores son ajustados de forma iterativa por el disefador. Un aspecto de
especial interés se centra alrededor de la mejora de la productividad de los

sistemas CAE existentes.

Medelado
Elementos

Diseiio Finttos
Dibujo Anilisis
Asistencia \ Elgmentos
Técnica GMOdiIO Base Fimtos
eométrico
Fuesto B/ de Datos | nbert “ !
Desarrolio ) de I —— de - Interfases TP FProducto
Aphcaciéd Anihsis v R
Trabajo de ingenmeria4 .
Prezas : Documentacidn
ez
Entrenamiento!

Contrel
Numérico

Clasifkcacion/
odificacién

Planificacién
de

procesos

Instalaciones
Y

Servicios

Dragramas

. nihsis de Redes
Hidrivhca

Cmemstica

Figura 3. Integracién mediante Computadora de Ia ingenieria de Fabricacién =

3 Mompin poblet José “Sisternas CADICAMICAE, Disefio y Fabricacion por Computadora Marcombo 1882




I.2 Ubicacidon del Flemento Fimito en la Mecanica

Desde &l punto de vista de los grandes investigadores en este tema, el

campo de la mecanica puede ser subdividido dentro de 3 areas™

Tedrica
Mecanica ( Aplicada

Comuoutacional

La Mecanica Tedrica.- Trata con los fundamentos de las leyes y principios de ia
Mecanica.

La Mecanica Aplicada - transfiere el conocimiento tedrico al cientifico e Ingenieril,
enfocado especialmente a las aplicaciones, como la construccidn de modelos
matematicos de fendmenos fisicos

La Mecanica Computacional - Resuelve problemas eg¢
metodos numéricos implementados en computio digital.
Pero a su vez cada una de estas divisiones tiene sus correspondientes
subdivisiones, en este caso, Y para nuestro interés, hablaremos de ia mecanica

computacional.
( Particulas

Micromecénica

Mecanica

. Solidos Tipo de Efectos Estatica
Computacional \ Y j ~

Estructuras Inerciales LDinamica

.
Fluidos

4 Apunies de Introduccién al Método del Elemenic Finito, Departamento de ingenieria
Mecanica, Universidad de Colorado, E.U, 19886,
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Aqui nos ocuparemos de la mecanica computacional de los sdlidos y Estructuras,
en los cuales se enfatiza en la simulacidon de cuerpos solidos en el nivel
macroscopico, usando modelos matematicos, y enfatizar en la ciencia aplicada en

ia mecanica del medio continuo.

l.a mecanica computacional de sélidos y Estructuras puede a su vez ser
subdividida de acuerdo a |os efectos Inerciales en Estatica y Dinamica, como se
observé en la pagina anterior.
Para nuestro estudio es importante mencionar que la mecénica computacional de
Solidos Estaticos se divide en:

iineal
Mecanica
Computacional de {
Solidos Estaticos

No Lineal

Por Gltimo, una clasificacion Final de la mecanica computacicnal de analisis
estatico, esta basado en e métodec de Discretizacion, para el cudl & modelo
matematico continuo es discretizado en el espacio, y convertido a un modelo

discreto de un nimero finito de grados de libertad.

Meétodo del elemento Finito (FEM).

Meétodo del elemento Frontera (BEM)

Metodo de
Discretizacion Método de Diferencias Finitas (FDM)
Espacial

Métedo de VolGmenes Finitos (FVM)

Método Espectral

23



Esta ultima clasificacién permite ubicar el lugar de la metodologia del
elementsc finito, en la cual el ser humano es capaz de tener un raciocinio
fundamental sobre ias cosas, cuando estds no estén a su alcance, ya gue es
capaz de investigar, profundizar, y conseguir un acercamiento a aquelic que no

logra entender o captar en primera instancia.

Una forma natural del proceder de los investigadores, es separar los sistemas en
elementos constitutivos, en los cuales se determinen sus caracteristicas ¥ su
comportamiento generalizado, con io cudl, le permita entender el comportamiento

de un sistema global en estudio.

Cuando utilizamos un nimero finito de componentes bien definidos, para describir
un sisitema, nos referiremos 2 un sistema discreto, A diferencia, de cuando la

subdivision es indefinida, se denominara sistema continuo.

.3 Descripcion General del Método

El andlisis por elementos finitos implica tres etapas de actividad:

Preprocesamiento, Procesamiento y Posprocesamiento®.

ETAPA 1.- E! Preprocesamiento implica la preparacion de datos, como las

coordenadas nodales, la conectividad, las condicionas de frontera ¥ la informacidén

sobre cargas y material

En esta etapa nos encontramos con el proceso de Discretizacion.

.- Discretizacion.- Dos de ias tareas principales gue tenemos que ser capaces
de resolver mediante el analisis ingenieril son los principios fisicos basicos que

gobiernan el comportamiento de un sistema y trasladario a un modelo matematico

3 Chandrupantia, Elemento Finito en ingenierfa, Capitulo 12, Editorial Prentice Hall, 1099,
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que involucre ecuaciones que resuelvan adecuadamente, el comportamiento
Cuantitativo y Cualitativo del sistema.
Los Modelos Discreivs son aproximaciones que corresponden a modelos

continuos, es decir: El proceso de convertir un modelo continuo dentro de modelos
discretos se denomina discretizacion.

Cuando una regién compleja es definida como un continuo, y se discretiza dentro
de sub-formas geométricas, las cuales han sido previamente seleccionadas, esto
permite la eleccion de puntos que se pueden definir de manera ordenada; A estos
puntos se les llaman NODOS, los cuales constituyen las mallas del elemento, y
son la parte principal de nuestro sistema o continuc en analisis, ya que ellos nos
van a determinar el nimero de uniones, el tamafio de nuestra ecuacion, los
desplazamientos nodales. las fue rzas, etc, y la exactitud de nuestro analisis, es
decir, entre mas nodos se analicen, mas exacto es nuestro resultado, vy mas
complejo e iterativo se vuelve.

Los Nodos frecuentemente se eligen dé manera que su dlstanf*ﬁa sea equitativa,
facilitando su calculo.

1D

—~

» L] D
Figura 4. Geometrias tipicas de Elemento Finitc desde 4D hasta 2D

R w el

Como se puede observar en la figura, tenemos diferentes confi

desde lineas rectas, curvas, triangulos rectos, curvos, hasta formas
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tridimensionales, y en si las formas que el disefador crea que son convenientes
para el analisis que valla a realizar, esto obviamente depende de Ia forma de la
pieza que se valla a analizar, y también del grado de presicidén que se requiera,

aunado con el nivel de dimensicnamiento en que se trabaje.

Figura 5. Elemenioc
Triangular con 24
Elementos, v 3 Nodes por

gloamento, Uy, Uy iz

Figura §. Elemento
Triangular con 24
Elementos, v la
representacioén de ios
desplazamientos en cads
nodo
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ETAPA 2 - E| Procesamiento implica la generacién y la modificacidn de la rigidez,
asi come las condiciones de frontera que resultan en la evaluacion de ias variables
nodales, lo cual puede resumirse en la formulacion, reestricciones del problema y

solucion.

2.- Formulacion Elemental v Ensamble.- La formulacion elemental es la parte
del procesc que ftransfiere la fisica basica contenida en las ecuaciones
diferenciales y las condiciones de frontera dentro de tas matrices elementales de

rigidez y de carga.

Ecuaciéon 1. F es una componente matricial de
nxn, de acuerdo a la matriz de rigidez K del

Fl= K q material y de acuerdo a los desplazamientos
(glen x,y O 2.

[ | I

“ SN
El ensamble de nuestra matriz de rigidez, asi como nuestros vectores de
desplazamiento y de fuerzas, estan determinados por el nimero de nodos, v de la

dimension en la cual estemos trabajando; obviamente hacer un analisis en 3

dimensiones es mucho mas complejo que un analisis en una dimension.

£l ensamble consiste en posicionar las matrices locales de cada elemento en lugar
apropiado dentro de la matriz global.

Esto matematicamente esta gobernado por 2 reglas de la mecanica estructural.

a.- Compatibilidad de Deformaciones: Los desplazamientos nodales de
todoes los elementos juntos en un nodo son los mismos.

b.- Equilibrio de Fuerzas.- La sumatoria de fuerzas ejercidas por todos los
miembros gque se unen o juntan en un nodo, balancean a la fuerza externa

aplicada a ese node.

que el modelo sea resuelto, a través de una serie de reestricciones planteadas en
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nuestro analisis, ya sean impuestas por la naturaleza misma del sistema o, sean
propuestas comoc una alternativa subjetiva de solucion.

Esto guiere decir que podemos conocer algunas fuerzas y desplazamientos en
alguno de los nodos que estamos estudiando. Para el caso donde las condiciones
de frontera y las matrices de n+1 por n+1, para la ecuacién generalizada de la ley

de Hooke F=Kx, se resuelven los valores ncdales desconocidos {Ver ecuacion 1).

4. - Solucion.- involucra, la aplicacion de las condiciones de frontera de los
desplazamientos analizados y la solucién para los desplazamientos nodales
desconocidos dentro de una serie de ecuaciones, dada por la ecuacién global de
la matriz de rigideces. Estas ecuaciones que han sido modificadas se someten a

un “Solver” de “Ecuaciones Lineales”, el cual nos da los desplazamientos nodales

En esta etapa el investigador o ingeniero que este utilizando esta metodologia
debe ser bastante cuidadoso en la seleccion de la herramienta que le permita
resolver su sistema, va sea a través de un software (Problema Complejo) o a
fravés de un Crdenador (Problema basico). Asi mismo en la generacién del codigo

que le permita obtener la solucidén méas aproximada a su problema.

Esio quiere decir, que al final nosotros vamos a resolver un sistema de ecuaciones
de “n” grados de libertad, con una computadora y un programa especiall, aue nos
va a dar la solucion; Pero esta solucion, o matriz global de resultados de fuerzas o
desplazamientos, va a traer consigo un grado de error.

En el analisis por elemento finito, el proceso de reducir errores locales usando
pequefios elementos que puedan aproximarse mas v mas a un punto de forma
compleja es llamado "Convergencia”. La Convergencia implica que después de
haber obtenido nuestros resultados, y esios no son 100% confiables, va a ser
necesario, realizar un mallado mas denso de nuestro sistema y volver a resolver y
plantear nuestro modelo matematico, con el fin de minimizar e} error. Es aqui
donde los métodos

Numéricos iu

cualauier FEM.
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ETAPA 3.- El Posprocesamiento trata de la presentacidn de resuliados. En
general, en esta etapa se calculan y muestran la configuracion deformada, las
formas modales, la temperatura y la distribucidn de esfuerzos. Un analisis
completo por elemento finito es una iteraccion ldgica de las tres etapas.

La preparacion de los datos y su posprocesamiento necesitan de un esfuerzo
considerable si todos los datos van a ser manejados manualmente.

Lo tedioso del manejo de los datos y la posibilidad de incurrir en errcres al
incrementarse el numero de elementos son factores desalentadores para el

analista de elemento finito.
| .4 Fundamentos del FEM en 3D

En fo que respecta al método del elemento finito, se requieren solamenie

las especificaciones de ingenieria:

= (Geometria de la pieza.
= Materiales.

= (Cargas o fuerzas.

= Apoyos.

= seleccionar un modele tibo
En este analisis, ya contamos con los 4 puntos anteriores, y la biela va a ser

analizada como una columna larga, apoyada en los cojinetes del bulén vy de ia

manivela del ciglefal, con cargas aplicadas en estos.

Antes de continuar es necesario remarcar que la utilidad del elemento finito, tiene

- un rango de cero panacea y es funcion total de la modelacion elegida.
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La teoria de la elasticidad fineal es aplicada en el andlisis de esfuerzos y ‘g%

%

deformaciones dentro de su rango elastico, y con 2 reestricciones que nosotros
también vamos a aplicar:
1. El material debe ser isoirdpico y homogéneo, requiriendose Gnicamenie
las constantes fisicas del modulo elastico y la de poisson.

2 Las deformaciones deberan ser infinitesimales.

En la figura 7 se muestra un cuerpo tridimensional que ocupa un volumen V y
tiene una superficie S. Los puntos en el cuerpo estan identificados por las
coordenadas x,y,z. La frontera del cuerpo se restringe a la region donde se
especifica el desplazamiento. Sobre una parte de ia frontera se aplica una fuerza
distribuida por uni
la fuerza se deforma el cuerpo. La deformacion en un punto x( =(x,y,z)") esta dada

por las tres componentes de su desplazamiento, mostradas en la ecuacion 2.

EJ:[U,V,WJ ¥ Ecuacidén 2.

Figura 7
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Los esfuerzos y las deformaciones unitarias estan dados por las ecuaciones 3y 4:
- T . s
O = 1 0x.0v,02,TyZ,TXZ,TX Ecuacion 3

Los Tres primeros términos sn los esfuerzos normales, mientras gue los ultimos

son 1os esfuerzos cortantes

g = ( 8X38Y;82’YY21YX25YX

M

Al igual que en el anterior, los tres primeros términos son las deformaciones

9 T Ecuacion 4

unitarias normales, y los ires restantes las deformaciones angulares unitarias

cortantes.

La relacion entre estas dos expresiones estd dada por las propiedades del

material, lo cudl también puede escribirse de ia siguiente forma:

o=D*g Ecuacion 5

Donde D, es una matriz simétrica de (6 x 6) para materiales 1sotropicos:

Cox ) (e ) Av v v o o 0 O\
Gy £Y v v v 0 it )
Gz g2 E v v v 0 0 0
vz - Yyz (F+viii-2v) ¥ 0 0 0.5-v @ ¢
Txz Yxz g 1] ¢ 0 0.5-v @

g TXY )L Xy ) Q 4] ¢ & g @.5}

Ecuacion 6

Mientras que la relacion entre ia deformacion unitaria, y el desplazamiento esia

dada por
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s = e \
£y
o
4 yy ay
ow
ez = Jz
Ecuaciéon 7
v du
. S
I xy Ox Jy
w o
—_ + .
yyz ﬂy (’]Z
du dw
" - + o
Yax gz Ix
o N S

Ademas de que debemos considerar los vectores de fuerza de cuerpo vy traccion
dados por:

F=(Fx,Fy,Fz), y T=(Tx, Ty, Tz)° Ecuacién 8
La Formulacion del elemento finito en tres dimensiones es y sigue los mismos
pasos que el planteamiento en dos dimensiones, séio que aumentan el numero de
desplazamientos y con esto el nimero de fuerzas, reacciones, asi come la matriz

4 (AR} EHERLF

de rigidez.

A pesar de seguir los mismos lineamientos que el FEM en 2D, su manejo es mas
dificil, ya que al momento de programar o de realizar e planteamientc manual este
se puede perder dentro de ia percepcion del disefiador, por lo cual se hace

necesario en este casoc utilizar algun paguete de software creado aspecialmente

para este tipo de aplicaciones.

A continuacidn se mostraran algunas de las ecuaciones que se requieren para el

planteamiento y solucidn de un elemento tridimensional por elemento finito:

® Para mayor referencia pueden consultarse ios anexos al final de esta investigacion.

32




Considerando un elementc tetraedrico de cuatro nodes, en el cudl a cada nodo se

ie asigna un ndmero con coordenadas X.V,Z

/ >y

Figura 8

Realizando fa Conectividad de elementos y Nodos, se puede expresar de la

siguiente forma, cada elemento constitutivo del tetraedro de Ia figura 8, esta

individualizado, con & fin de cbservar ias comnexiones nodaies para un
c

.

entendimientc mas san

ilto del problema en 30,

- 4 3 3
i

_ i R
1 2

I~ 4
{
§
2
1

Figura 8



Tabia 1

CONECTIVIDAD

Elemento No Nodos Descripcion Nodal
i 1,24

i 23,4

i1 1,34

Vv 1,2,3

| R | | —

Por lo tanto, los vectores de desplazamiento del elemento de la figura 8 son:

[' ™
= Lq‘l,q2,q3,q4,q5,q6,q7,q8,q9,q10,q1‘i,q12J T Ecuacion 9

de donde deducimos que los grados de libertad por nodo son 3 (x,y.2).
Un Volumén finito esta constituide por 4 elementos, el nimero total de nodos en &

e 12 nodos. Por lo tanto, tenemos 4 desplazamientos en X, 4
Yy

cuatro desplazamientos en 7.

Tabla 2
No Volumenes | No Elementos | No Nodos dX dy dZ
1 4 12 4 4 4
2 8 24 8 8
2 12 36 12 12 12
4 16 48 16 16 18
5 20 80 20 20 20

La tabla 2 nos indica que a mayor nimerc de elementos | mayor es &l nimerc de

nodos, y por lo tanto el sistema de ecuaciones se va incrementando
exponenciaimente.

Ahora debemos realizar la formulacion del vector de desplazamientos dei
eilemento u, para lo cudl tenemos que recurrir a la formulacidn isoparamétrica, en
donde a partir de las funciones de forma del elemento podemos definir las

coordenadas del mismo
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N= | g Nl 0 0 N2 ¢ 1) N3 9 0 N& G

o
o
2
(5=
()
)
Z
¥
o]
o
2,
(s
)
@
2
N

Ecuacion 11

Observamos que, al realizar la multiplicacion matricial de N v g, esta se vuelve
demasiado grande, por lo qué, con el fin de reducir esta operacion, realizamos una

transformacion entre las funciones de forma y las coordenadas x v, z:

XK=NAXIHN22+NBX3+NAX4 Ecuacién 12
Y=N1Y1+N2Y2+N3Y3+N4Y4 Ecuacion 13
Z=N1Z1+N2Z2+N3Z3+N4Z4 . Ecuacion 14

Donde N1=t, N2=n, N3=(, Nd=1-£-n

Observando que u,v,w son funciones de-

w=Uix(E Q) YENL), ZERD) o Ecuacién 15
vEv(xE MG, vE NG, ZENLY) Ecuacion 18
wEW(X(E ML), YEML), ZE L) ... Ecuacitn 17

Y usando la regla de Ia cadana para derivadas parciales de u, tenemos:

. ™ ~ ™
duleE OHIEE IYIE OZIE 20X
oulon (=] 8%/on oY/om OF fom /oY
S/, kaxmg aYies oz, J /7, J
. vy o

Ecuacitn 18
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Fint
De aqui se cbserva que el primer término de Ia multiplicacion matricial, es el '§$ B

Jacobiano, el cual también se puade expresar como:

oXiee, BY/0F OZIcE X14 Y14 Z14
J= | oX/om aY/om aZiom| = | X24 Y24 724
axX/ax, aY/, 71X, X34 Y34 734

Ecuacién 19

Con esta expresion (Ecuacion 19) podemos determinar el volumen del elemento,

stempre y cuando el determinante de J sea constante:

Ve=0.16*

det Jl .......... Ecuacién 20
1 {

Ademéas del volumén, es necesaric conocer el area de una de las caras del

elemento tridimensional mostrado anteriormente; esto facilmente se aprecia si:

A=Jt Ecuacién 21

Utitizando las relaciones deformacion unitaria y desplazamientos, asi como la
relacion para el volumén del eiemento {Expresion Matricial), y el campo supuesto
de desplazamientos u=Ng, obtenemos:

e=Bg ... Ecuacién 22

donde B es una matriz de (6 x 12), que nos relaciona a los desplazamientos
nodales del elemento, con &l darea de cada una de las superficies que constituyen

el volumén.
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Ecuacion 23
Ahora 1o que procade es ia obiencidn de ja matriz de rigidez del elemento, Ke,
Ke=Ve'B™D*'B ... Ecuacitn 24
La fuerza de cuerpo del elemento, ests dada poT:
Fez(VeM)"[Fx,Fy,Fz, rx,Fy,Fz, FxFy Fz, Fx,Fy,Fz} A Ecuacion 28
Debe nolarse que, VeFx, es Ia componente X de la fuerza de cuerpo que se
distribuye a los grados de libertad g1 a4,97 v g10.
VeFy, es la componente Y de Ia fuerza que se distribuye a los grados de libertad,
62,05,08,g11.
Y, VeFz, es ia componente Z de Ia fuerza de cuerpo que se distribuye a los grados

de liberiad, 3,068,949 y g12.

Ya que se han obienido las ecuaciones anteriores, se pueden obtener los

desplazamientos g nodales de! elemenio.

L0s esfuerzos del elemento estan dados por:
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c=DBg. .. . Ecuacion 26

Los tres esfuerzos pricipales pueden calcularse usando las relaciones siguientes:

Gn3-(cxx+cyy+czz)on2+(oxxayy+nycszz+0220xx—r2xy—r2yz—tzzx‘)on—(crxxc;yyczz—
OXXTYZ-Oyy T zX-67ZT Xy + 2txyTyz1zx)=0 . Ecuacion 27
al resolver esta ecuacién, nos encontramos con 3 soluciones, que pueden ser

iguales, diferentes entre si, o dos de ellas ser iguales, pero diferentes a la tercera.

La ecuacion cubica anterior también puede escribirse de la siguiente forma:

A4 A L=0 . . Ecuacion 28
Donde Iy,1y,i5, represenian ias invariables de esfuerzos.

Las raices de la ecuacion cubica que representan los esfuerzos principales son
caracteristicas que dependen del estado de esfuerzos en &l puntc v no de Ia
posicion de los gjes coordenados.

Esto no seria posible si los coeficientes de la ecuacion si variaran al cambiar los
gjes, concluimos que necesariamente, también los coeficientes il ls son
invariantes con respecto a tales cambios, es por esc que se llaman

respectivamente primer, segundo, y tercer invariante de esfuerzos

I1= ox+oy+oz ... Ecuacion 29
= UXUY'*”GYUZ+GZO'X-‘szy*r2yZ-“622X ......... Ecuacion 30
3= GXGyGZ-GXIzyZ-()'y‘EZZX—O'Z’C2Xy+2th'CYZ‘EZX .......... Ecuacion 31




Esfuerzo de Von Mises.

Este se usa como criterio para determinar Ia aparicion de una falla en materiales
ductiles. Ei criterio de falla estabiece que el esfuerzo de Von Mises debe ser

menor que el esfuerzo de fluencia del material,
El esfuerzo de Von Mises oy esté dado por:
ow= (% — 32)°% .. Ecuacién 32

En el anélisis tridimensional por elemento finito, en ocasiones es necesario recurrir

a otro tipo de elementos de orden superior, dependiendo de la forma de] objeto de

Para resolver un problema, el primer paso es formular un modelo burdo. Los datos
necesarios seran las coordenadas nodales, la conectividad nodal enire los
efementos, las propiedades del material, las condiciones de restriccion y las
cargas nodales.

La consideracién de las condiciones de frontera nos ileva a limitar el movimiento
en un plano, de acuerdo a las necesidades del disefador.

Esta parie del analisis es fundamental y de vital importancia para poder realizar un

analisis tridimensional correcto.

En el capituic 4, vamos a detallar el proceso de andlisis de la Biela, por medio de
Cosmos Works.
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Capitulo 3

Analisis Mecanico

Contenide
“E«’._ I ntroduccidn 40
_3_2 Descripciédn de la Biela ) A o
3.3 |Andsis de Falla P
.3,4 Anzlsis Cinemdtico 54
3.5 | Andlsis Cnetostabico .

3.1 Introduccion

Los elementos principaies del moior de combustion Interna, son ios
Pistones, perc estos, no serian tan importantes sin tener en cuenta el uso
fundamental de las bielas (connecting rods). elementos mecanicos que unidos al
piston, y al cigliefial permiten generar el movimiento, provocado como va se
menciond en él capitulo 1, por una mezcla de gases y su respectiva ignicion. Por
lo tanto estan sujetos a grandes esfuerzos en varias direcciones.

Estos esfuerzos pueden cambiar la estructura interna de la Biela, a iravés de
esfuerzos de compresion y de tension, y provecar una deformacién en el material,
esto impiica que la biela debe ser o bastante resistente para soportar los
esfuerzos, y sin embargo debe ser o mas ligera posible, ademas de ser buen
resistente a altas temperaturas y a efectos de vibracidn, va que de lo contrario
podemos disminuir su resistencia al pandeo y aumentar el peso del motor, con lo
que se veria afectada la potencia del vehicule, asi como e! tamafio del mismo, oor

lo consiguiente el consumo de combustible, vy los efectos al medio ambiente.
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3.2 Descripcion de {a Biela

La biela tiene por misidn transmitir la potencia generada por las fuerzas de ga
sobre el piston a través de ias distancias del movimiento rectilineo sufridas por &l
mismo y modificandose a movimientos angulares por la biela, la cuél transmite
esta potencia al ciguenal. No obstante la biela esta sometida a otros esfuerzos

mecanicos, vy debe ser capaz de resistirlos sin deterioro ni deformacion. Los

esfuerzos que actuan sobre la biela son:

o Esfuerzos debidos a la Combustion de los gases.
o Esfuerzos de las fuerzas de Inercia Alternativas.
¢ Esfuerzos de las fuerzas Centrifugas.

e Esfuerzos de tas Fuerzas de inercia Angulares.

£l Disefio de una biela debe centrarse en conseguir la maxima rigidez con la
minima masa, para de esta forma disminuir las fuerzas de inercia.

Al realizar el analisis del comporiamiento mecanico de la biela, necesitamos
conocer como esta constituida y que partes la conforman, las cuales son las

siguientes:

o Cabezs de Biela. Es ia parte de la biela unida al cigbefial.
e Pie de Biela. ks la parte de 1a biela unida al pisidn a través dei buidn.

o Cuerpo de la Biela, que une la cabeza y el pie.

Las dimensiones caracteristicas de una bieia son ias siguientes:

= La distancia entre los ejes de cabeza y pie de Biela, que se conoce
como fongitud de la biela.

e El Diamelro del Ple.

o La Anchuray el espesor del Pie.

s Ef Diametro, anchura y espesor de la Cabeza
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pie

Figura 10

Por razones muy obvias de espacio, no vamos a realizar una descripcion detallada
de los diferentes tipos de bielas existentes en el mercado, asi también sdio
mencionaremos que el proceso de fabricacion es por Forja y en algunos casos por

inyeccion.

Vale la pena mencionar que en la seleccion de bielas se requiere considerar los

siguientes aspectos:
o Potencia
¢ Presion media
o Par

e  Consumo
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3.3 Analisis de Falla

Siempre que se disefia un elemento mecanico, es necesario gue se
satisfagan requisitos especificos de resistencia, deflexién y estabilidad. Algunos de
elios pueden somelerse a cargas de compresion, y si estos elementos son largos
y esbeitos la carga puede ser suficientemente grande como para provocar que se
deflexionen [ateralmente.

Para ser especificos, los miembros largos sujetos a una fuerza de

compresidn axial se llaman columnas, y la deflexién lateral que sufren se llama
Pandeo. Con suma frecuericia el pandeo de una columna puede conducir a una
repentina y dramgtica falla de una estructura © mecanismo v, por tanto, debe
prestarse una especial atencion al disefio de columnas, de modo que sean
capaces de soportar sus cargas sin pandearse’
La Inestabilidad Elastica es aquella condicién de faila en la que la forma de la
columna no es lo suficiente rigida para mantenerla recta bajo la accidn de carga.
En el punio que se genera el pandeo, se genera en forma subita una deflexion
drastica del eje de la columna. En consecuencia, si la carga no se reduce, la
columna se colapsara. Es evidente que este tipo de falla catastréfica debe evitarse
en estructuras y elementos de maguinaria

Mott (referencia 7} explica el fendmeno del pandec idealizando una
estructura articulada en su extremo inferior y sustentada por su parte superior por
medio de un resorte con rigidez b, Fig {11.a), esta barra esta soportando una
fuerza F ia cual se encuentra perfectamente alineada con el eje de la estructura, o
cual no proporciona ninguna fuerza al resorte, el autor dice que si de alguna
manera se logra rotar un pequefic angulo a ia estruciura AB con respecto al punto
A’ Fig(11.b). v si esta fuerza F es pequefia, es posible que el resorte pueda
vencer la componente perpendicular de la fuerza y regrese a su estado original ia

esiructura AB, lo cual significa que el sistema es estable.

7. Mott, Rebert, Disefio de Elemenios de Maguinas, Capitulo 8, Segunda Edicién.
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El ofro caso es cuando la fuerza F es muy grande. Ppara esta ocasion el resorte
no puede vencer la fuerza ortogenal vy por lo tanto, el sistema no regresa a su
estado original, entonces el sistema es Inestable, lo cudl es indeseable ya gue ia
estructura AB se pandearia sin remedio.

Russell C Hibbeler en e libro de Mecénica de materiales, cita un caso extrg, en el
cual se equilibran las fuerzas reconstitutivas del resorte y la componente ortogonal
de F consiguiendo de esta manera una estabilidad que no esta en funcién de os
desplazamientos del dngulo por o tanto serd capaz de mantener su estabilidad
para pequefios incrementos de la fuerza F. A esta carga se le conoce como
“Carga Critica” vy expresa la fuerza en la cual inicia el pandeo vy

consecuentemente falla

Orthwein apiica la ley de Hooke para resortes, lo cual es una explicacion
matematica det comportamiento descrito anteriormente, dichos casos son ios

siguientes®:

8 Orthwein, C, William, “Bisefio de Componentes de Maquinas” Editorial CECSA
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P A Equilibrio estable | . ... Ecuacidén 33

P
“f

Esta es una condicion de equilibrio estable, pueste que la fuerza desarrollada por
el resorte seria adecuada para llevar a las barras de nuevo a su posicién vertical.
K. es una constante que depende de la fijacion de los extremos de la columna, y L,

es la longitud real de la columna El siguiente caso es:

LI Ai Equilibrio inestable o Ecuacion 34

AL

Entonces el mecanismo estaria en equilibrio inestable. En otras palabras si se

aplica esta carga P, y se presenta un ligero desplazamiento de A, el mecanismo

: ili fr i ol ey ]
tendera a desequilibrarse y a no recuperar su posicién original.
~ y 8 8

El valor intermedio de P, definido de la igualacién de la fuerza constitutiva del
resorte y la componente perpendicular de P se conoce como “Carga Critica”, en

aste caso:

Por e k;j‘— Equilibrio neutre 7 Ecuacion 38

Esta carga representa un caso del mecanismo en equilibrio neutro. Como
Per,(Carga Critica), es independiente del desplazamiento de fas barras, cualquier
perturbacion ligera del mecanismo no lo hard perder el equilibrio, no o llevarg a su

posicion original, sino que las barras permaneceran en su posicion deflexionada.
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Propiedades de la seccidn transversal de una columna.

La tendencia de una columna a pandearse depende de la forma y las dimensiones
de su seccion transversal, junto con su longitud y la manera en que se une a
niezas o soportes adyacentes. Las propiedades de la seccidn transversal
importantes son.
1. El érea de la seccidn transversal.
2 El momenio de inercia de la seccion transversal, I, con respecto al eje
alrededor del cual es minimo el valor de .
El valor minimo del radio de giro de |a seccidn transversal, r

El radio de giro se caicuia a parlir de,
R=(1/a)"0.5 Ecuacién 36

Una columna tiende a pandearse alrededor del eje para el cual el radio de giro, al
igual que el momento de inercia, son minimos. En la figura siguiente se muestra
un boceto de la columna que tiene una seccidn transversal rectangular. El eje
esperado de pandec es Y-Y porque tanto | como r son mucho mas pequenos para

ese eje que para el eje X-X.

Tuviza

\\H
p

Secoon bansversal de la colurmng

=

R L
-
T
!
3
I

Lie de pandes crgicn

Purael oje Y=Y r =0 28% Para el eje X-X r~028%:
o e}

Figura 12 46



Empotramiento o Fijacién en un extremo y iongitud efectiva.%i
El empotramiento indica la manera en que se apoyan los extremos de la columna.
La variable mas imporiante es ia cantidad de sujecion que se presenta en los
extremos de la columna en contra de la tendercia a girar. Las formas de sujecion
en los extremos son atornillada, fija o libre.
Una columna con extremo atorniliado se guia de manera que el exirerno no pueda
balancearse de un iado a otro, pero no ofrezca resistencia al giro del extremo.
Un extremo fijo es uno que se afianza en su soporte para que no gire.
El extremo libre puede visuaiizarse mediante el ejemplo de un mastil. El extremo
superior de un mastil no esta sujeto y carece de guia, este es el peor caso para
carga en columnas.
La manera en que se apoyan o sustentan ambos extremos de Ia columna afecta |a
longitud efectiva de la columna, gue se define como:

be=KL ... Ecuacién 37
Donde L es la longitud real de ia columna entre los soportes y K es una constante

que depende de la fijacion de los extremos, como se ilustra en 1a figura 13:

£ P P P I
| | ‘ '
~ % % 1 .
L I ~ b i, .
A . ;.
\ 3 ¥ . .
g
ol b L
forma de h ! \ A
ia columna \
! ‘
,  pandeada 1 ; 1
5 : !
! ) | )
! !
/ y ;
= Ll
Valores Atornillada Fija Empotiada Empotiada
lebricos K=1.0 empotrada tibre atornillada
K-0.5 k=20 K =07
Valores -
! K 10 K= 06s K=210 K-u%
practicos

iaj (7 £0) tef)

Figura 13 47




Los primeros valores que se proporcionan para K son valores tedricos con bisg &
la forma de la columna en deflexién. Los valores a gue se hace mencién' gri‘
segundo lugar consideran la fijacion esperada de ios extremos de la columna en
estructuras reales, practicas. Resulta en particular dificil fograr una columna real

-con los extremos fijos debido a la falta de rigidez completa en el soporte o los
medios con que se une. Por tanto, es recomendable disponer de un valor maximo

de K.
Razon de Delgadez.

La razodn de delgadez es la relacion de la fongitud efectiva de la columna con su

radio de girc minimo. Esto es,

Razon de delgadez = ;{f_: KL . Ecuacion 38

Frn Fmin

Razén de Transicion de Delgadez.

Este valor nos permitird realizar una eieccion entre dos métodos que permiten
analizar columnas rectas y delgadas que se cargan en ei cenfro (Formuia de
Euler), v el método para anaiizar columnas cortas (Férmula de Johnson). Que se
define como:
C . = ‘JZ T : Lo Ecuacién 39
S

Donde E es el modulo de elasticidad del materiai y Sy es la resistencia a punto
cedente dei material.

Para saber que tipo de método emplear, se deben comparar los valores obtenidos
en la relacidn de delgadez, con los de la constante de columna, los resultados

deberan interpretarse de la siguiente manera:
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P > <. Columna Larga. Aplicar EULER.  .......... Ecuacion 40
o N Columna Corta. Aplicar JOHNSON Ecuacian 44

El valor de la constante de columna © razén de transicion, depende de las
propiedades del material en cuanto a modulo de elasticidad (E) v resistencia a
punto cedente (Sy). Las graficas siguientes muestran los valores resultantes para

acero, para el rango de resistencias a punto cedente que se espera respecto a
cada material.
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rigura 14, Razon de transicion de delgadez Cc contra resistencia a punto cedente

RS,

para acero.
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El paso siguiente es determinar Ia carga critica que soporta el m j"’,a}l”
considerando el tipc de columna mas adecuado para este andlisis, como se
menciono anteriormente, es preciso aciarar que este dato que obtengamos nos va
a servir como referencia ya que aun falta determinar las cargas debidas a todas

las componentes generadas por fas fuerzas de gas.

Determinacién del Tipo de Columna y Carga Critica.

Para ia determinacion de la carga critica necesitamos seguir fos siguientes pasos:
1.-Especificar ta columna y los empotramientos en los extremos.

De la figura 13 de la pagina 47, observamos los diversos tipos de fijacion en los
extremos que tienen ias columnas, para nuestro caso, utilizaremos el

empotramiento atornillado en los 2 extremos, figura 13.a, con valor de K=1.

2.-Calcular las longitudes efectivas.

i.a Longitud efectiva de fa bieia esta dada por la ecuacion:

Le=K*L,® tenemos los siguientes datos.

Empotramientos Atornillado
vaior Real de i 1
Longitud de Biela 4.1 cm
Long.Efectiva de Biela{fecmj=KL | 141 cm

La longitud de la biela es tornada directamente de la pieza.

® Ecuacién 37, ubicada en Ia pagina 47.
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3.Célculo del Radic de Giro.

El radio de giro debe calcularse alrededor del gje gue da el valor menor

r=B/(12)°° .. Ecuacion 42
8cm 1.1 cm r=(1 A} 70.5
r= Radio de Giro {cm)
G — i= Momento de Inercia (cm™4)

2cm .
A= Area (cm™2)

Sustituyendo:

i=0.126 cm*

A=0.89 cm?

Obtenemos el radio de giro :
r=0.3766 cm

Considerando que la seccion transversal es Rectangular

4.Célculo de la Razén de Delgadez.
Ahora necesitamos realizar una pequefia division de la longitud efectiva entre el

radio de giro, para obtener la razon de delgadez

, _ Le KL
Razén de delgadez = o= KL/r =(14.1 cm/0.37 om) = 37 .44
Empotramientos Atorniliado
valor Real de K 1
Long.Efectiva de 14.1 cm
o Biela{cm)
__ Razdén de Delgadez 37.44

5.- Especificacion de Materiales.

Por recomendacion del fabricante utilizaremos un AIS! 1018 {(Mahle Pistons).

Material Clasificacion E {Gpa) Sy (Mpa) Densidad
Acero AISI 1018 207 220 7850 Kg/m3
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6.Calculo de la Constante de Columna.

Para realizar este calculo necesitamos usar la siguiente ecuacion, mencionada
anteriormente
E = Modulo de Elasticidad (Gpa)

Sy = Esfuerzo de Cedencia (Mpa)

Cc = Constante de Columna

A continuacion mostramos los resultados obtenidos, para el Acero:

Material Clasificacion | E {Gpa) |Sy {(Mpa), Constante de Columna
Ce
Acero AISE 1018 207 220 136.2823828

7 Determinacion del Tipo de Columna.

A continuacion se muestran los valores de la constanie de columna, contra la
razon de delgadez, en la cudl podemos ver qué, para el acerc, el andlisis que va
a proceder es por & métodc de Johnson, pero debido a comentarios de
fabricantes él método adecuado para analizar la biela es por él método de Euler,
esto por ias variaciones de temperatura que provocan un cambio de iongitud, con
lo cual lo que pretendemos encontrar es ia carga critica y ta carga permisible que
puede soportar la biela

Material Clasificacion |Constante de Columna Ce Razén de
Delgadez
Bcero AISE 1018 136.2823828 Atornillado
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8.- Célculo de la Carga Critica y la Carga Permisible.

i

La formula utilizada para ef caiculo de la carga critica es Ia siguiente, de acuerdo &
Euler:

( ZEA
Per= | | Ecuacion 43

L(K*Lir)z J

Los resultados obtenidos son los siguientes:

Material Carga Critica Factor de Carga Permisible | Carga Permisible
Seguridad N | Pa=Pcr/N con N=6 |Pa=Pcr/N con N=4
Acero 1297144675 N |6y 4 ~ |21619.07 N 324286168 &
| tespaersy T
I mini
NENi
i
HE I
e [ Peritica
12 [1Pa con N=6
A . O Pa con N=4
hg ‘
21619.07 N

Los resultados obtenidos, son vélides para cargas criticas y permisibies de 1a bielg
de acuerdo a la forma y el tipo de material, en estado estatico, ya gue atn no
realizamos el analisis cinematico, ni dinamico, en el cudl las fuerzas de
compresion y expansion provocadas por la camara de combustién dentro del
cilindro, afectan significativamente la resistencia de Ia biela, que en este caso es el

principal transmisor de movimiento
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3.4 Analisis Cinematico.

LY

;':':,.ﬁ e S ").‘5;.'

De acuerdo a la teoria de Dinamica de Maquinaria™, y recordando el

funcionamiento béasico del motor de combustién interna descrito en el capitulo 1,

tenemos que considerar los elementos mateméticos involucrados en fa siguiente

figura:
Breta
¢ Tresion de
[ ; gae, P
0, ‘
< # !’
: 4 1
Manivela - 4o X
[®] 3
L
‘, Cilindzo
; 1 . ol S Distén
) Configuracion del eslabonamiento
Figura 15
Donde:

R = radio de la Manivela

L = longitud de la Biela

U = angulo de ia Maniveia

F = angulo que forma la Biela con el eje X

V = velocidad angular constante de la manivela

U = Vi, para cualquier velocidad angular constante

X = posicion instantanea del pistén.

De donde, las siguientes relaciones trigonométricas nos serviran de base para

nuestro analisis:

*° Norton, Robert., Disefio de Maqguinaria, 1995, Capitulos 14 y 15, Mc Graw Hill
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Figura 18

Donde:
g=r*Sen u=L*Sen{...... .. Ecuacion 44
u=Wt, por lo tanto
Sen f=g/L = (r*Sen w)/L =(r/L)*Sen Vit ... Ecuacién 45
S=r*Cos vt
U=L*Cos f

X=S+U=r"Cos vt + L*Cos f

Cosf ={1-Sen’ = !/ 1-[(r/L)*Sen wt Jz .......... Ecuacitn 46

En la expresién anterior ¢, es el angulo de ia Biela, v wi, la velocidad angular de ia

manivela, de lo cual se desprende qué:

l.a ecuacion para Obtener la posicion del Piston es ia siguiente.

7
x££~——+r(m§w§+*——wsiw¢z‘] cs  am
4 4f cCcuacion 47

i

Donde X indica la posicion del pistén, la razon /], se refiere a la relacion manivela,

biela, y w, es el anguio de desplazamiento o carrera del piston.
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Si observamos la ecuacion, ésta se encuentra en funcién de la veiocidad@? X
de la manivela, y este es un dato que no conocemos, por lo que va a ser nec

replantear la expresion, de ia siguiente manera:

La relacién entre los desplazamientos lineales X del piston y los angulares a de la
manivela son:

X=r*(1-Cos a) + L*( 1-Cos b} (Ecuacidn 48.1)

Expresando sélo en funcién de a, tenemos:

r*Sen a=L*Sen b
Sen b=(r*Sen a)/L
Haciendo L=r/L. tenemos:

Senb=L*Sen a (Ecuacion 48.2)

Sustituyendo (48.2) en (48.1), obtenemos la expresion del desplazamiento del

pistén, de acuerdo a la ecuacién de posicidn

o,
X=r*(1-Cos a)+i_*]L1i-// 1-L%Sen%a | ... Ecuacién 48

)
)

La ecuacion antericr es mas facil de calcular debido a que esta en funcion del

anguio de la manivela, él cual es un dato gue se puede manipular desde cero
hasta 360 grados.

Ahora, para proceder a utilizar esté ecuacién es necesario conocer una serie de
datos:
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Diametro exterior del piston < =B (Bore)
Carrera=S (Stroke), desde el PMI hasta ef PMI

S5=2"r, donde r= radio de la manivela

Desplazamiente volumétrico o Cilindrada= (TT*B%4)*S

Observacién:

St rfiz 1 Lamanivela no da una revolucion completa

Sir/Ll=0.5 El angulo seria muy pequefio y el eslabonamiento no opera bien
(113) <r/iL = (1/5) Operacion regular

Teniendo en cuenta estas observaciones, se deduce que pueden existir 2 casos,
en los cuales, en el primero tengamos un calibre grande, con una carrera
pequefia, lo cudl va a implicar altas fuerzas de gas que afecten al pernc, y en
segundo caso, contar con una carrera grande, pero con un calibre pequefio, lo

cuai nos induce altas fuerzas de inercia que también afecten al perno.

'Nombre Valor

Cilindrada 2Litros/4 Cilindros=500 E+03 mm®
"Bore 76 mm

Stroke 94 mm

Radic Manivela |47 mm

Longitud Biela |14.1 cm
B/S 0.808

Los datos arriba mencionados son necesarios para nuestro analisis cinematico, y
se obtienen directamenie de las dimensiones fisicas del piston, asi come de la

biela, y de las caracteristicas propias de! motor.
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del Piston

icion

FPos

De acuerdo con las dimensiones del plano anterior, procedemos a reaiizagﬁ;

calculo de ta posicion del piston, con respecto a la Manivela, vy postersormen\fe%&

realizaremos el célculo para la posicion de la Biela, que en este caso es &l que nos
interesa.

Maniveia {°} | Pistén (em) | Manivela {°} ! Piston {cm} | Manivela {°} | Pistén fom) | Manivela %) | Pistan fem}

10 C.0075 100 565 180 933 280 402

20 029 110 8.43 200 213 260 32

30 D66 120 7155 210 88 300 245

40 115 130 78 220 8.35 310 176

50 176 140 835 230 778 320 115

60 245 150 88 240 7185 330 0.66

70 321 160 91329 220 543 340 022
80 402 170 933 260 565 350 00075
o0 484 180 9.44 270 484 380 0]

Tabla 1. Desplazamiento angular de manivela y posicién del pistén.

Desplazamiento del Piston

PMI

R &

e b wa &N

D B B B B - S I S B B S 4

1 T
O 9 O o O D D LD O O
P LEP LR P L L IR ELES

Desplazamiento Angular de la Manivela
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El movimiento de la Biela es un movimiento bastante complejo que se COMPORE.d

un movimiento de trastacion y de otro de giro penduiar airededor del eje del bulén

que la une al pistdn.

De las relaciones angulares que se observan, podemos

Definir la posicion angular de ia Biela para cada

Desplazamiento anguiar de la manivela, y considerando

Una velocidad angular constante en este caso, 6000 rpm

Teniendo en cuenta que Sen f= (r/L) Sen «

El desplazamiento anguiar de la Biela, sera
B=arc Sen ((r/L)*Senao) ... Ecuacion 50

Para poder obtener la velocidad y aceleracién anguiar de
La Biela, es necesario realizar un desarrollo en series de
Potencias de senos, para lo cuai

B=r/L Sen o +1/6(r/L)> Sen® o +3/40 (1/L)° Sen® o +

Y realizando transformaciones trigonométricas es posible desarroliar las potencias

de la forma

f=b1* Sen « +b3* Sen3u +b5* Senby +
F=n donde

- bA=rA 8L+ 3164(r/L)Y°
b3=-(1/24)(r/L)+(3/128)(r/L)*-
b5=3/640(r/L)+_. .

Con io cuél precedemos a mostrar los desplazamientos angulares de la Biela
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Tabla de Desplazamiento anguiar de la Manivela y Desplazamiento angular d&

1 el

Biela

Desplazantienios ! Desplazamientos Coordenadas/Biela
Angular Manivela {°) | Angular Biela [°) X Y
0 o 0 4.7 ]
10 33 0.8161 462
20 654 1.607 44
30 o5 235 407
40 1237 302 36
50 1479 36 302 |
80 1677 407 235
70 1825 4.4 1607
80 19163 462 0.816
8¢ 1947 4.7 L[]
100 19.163 462 0816
110 18.25 441 1.607
120 i6.77 407 235
130 14.79 36 302
140 12.37 302 36
150 950 233 407
180 554 1.607 441
176 331 0.8161 462
180 0 L 47
180 3.31 081861 462
200 654 1.607 4 41
210 a5 235 407
220 1237 202 35
230 14.79 36 302
245 18.77 407 235
250 18.25 4.41 1.607
260 19.1863 462 0816
276 19.47 4.7 ¢
280 19.163 462 0816
290 1825 441 1607
300 18.77 407 235
310 14.79 386 3.02
320 1237 3.02 386
330 959 235 407
340 854 1.607 4 41
356 IH 0.8161 462
360 8 ¢ 4.7

Tabla 2. determinacién de la ubicacion en X-Y de la Biela, para cada

desplazamiento angufar

62



P

56, vamos a derivarla para poder obtener ia ecuacién de velocidad del pision

X=r*(1-Cos a)+l_*[14—/ 1-L*8en %a J

Tomando en cuenta que L=r/|, como sigue:

X=r‘{(’f—Cos a)+(1/L)*[1/ 1-L**Sen %a D

Aplicando Ia regla de la cadena'’, obtenemos la derivada de ia posicion'®

V=(dx/da)*(daldt)= r* Sen a«[(m_)* ((L*2*Sena* Cos a)i (2 * /1- L*Sen Za‘ *w

Donde w=da/dt, io cudl es la velocidad angular del motor expresada en radiaries

De ia ecuacion de posicion para el pistdn obtenida en la ecuacion 49 de la

por segundo.

Aprovechando el uso de ias identidades trigonométricas, reducimos la ecuacion

anterior a o siguiente:

V=wr"(Sena+.*Sen a*Cos a) ... . Ecuacion 51

Empleando de nuevo identidades trigonomeétricas, tenemos:
V=wT"({Sena +(L/12)*Sen2a).. .. .. Ecuacidn 52
De donde la velocidad angular media es w=2"*n/B0, para el caso del analisis de

velocidad consideraremos la velocidad del motor més alta, 6000 rpm.

" Stewart james. Calculo, conceptos v contexios, capitulo 3, pégina 228, Editorial
international Thomson, 1999.
'? Recuerde que dy/dx=(dy/du)*(du/dx), siempre que du y dy sean diferenciables
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Manivela (*) | Pisidn (m/s} | Manivela (%) | Piston (mis) | Manivela (7} | Pisién fmis) | Manivela (") | Pistén (mls)
10 8 6409 100 45.801 10 -7.681¢ 280 45.77
2 1697 110 43.256 200 151722 220 -45 0745
20 24716 120 39.4802 210 -22 28314 30C -41.9261
40 31 597 120 34.6158 220 -28 8249 310 -37 3825
=8 37 3225 1 28.8248 230 -34 81564 320 315897
60 41 9261 150 222814 240 -39.4802 330 -24.71685
70 450745 160 15.17295 250 -43 2566 340 -16.576
80 4677 170 7.6312 260 -45 80189 350 -8 64003
Q0 47 180 0 270 -47 360 8]

Velocidad _dei Pistén

Tabla 3.Velocidad del Piston respecto al desplazamiento angular de manivela
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La velocidad media del piston es un indice de las condiciones del funcionamte 5,? ¥
"5"”??3, o

del motor. Por cada vuelta de ia manivela, el piston recorre una distancia igual a
dos veces la de la carrera; si n representa las revoluciones por minuto del motor,

el valor de la velocidad media del pistén esta dado por:

U=S5troke™n/(30,000) ...... ... Ecuacién 53
Para n=6000 rpm U=18.8 m/s
Para n=3000 rpm U=9.4 m/s
Para n=800 rpm U=250 mfs

Ahora procedemos a derivar la ecuacion de velocidad. para obtener ia ecuacion de

aceieracion, la cual es ia siguiente;
a=V*r*(Cos Wi+(r/Ly*Cos2(w)) ... Ecuacion 54

De donde:

a =Aceleracion

v = Velocidad del motor, considerando, 6000 rpm, 3000 rpm, 800 rpm
wt =Angulo de ta manivela, Variable, desde 0 hasta 720 grados

r= Radioc de ia manivela, para este caso, su valor es de 4.7 cm

L= Longitud de la Biela, su valor es de 14.1 cm

El dato de la aceleracion, es uno de los méas importantes, ya que nos va a permitir
mas adelante poder obtener las fuerzas del pistdn, por eso es tan importante liegar
a obtener sus resultados.

Los resultados de la aceleracion se dan en cm/min?, por lo que se realiza la
conversion a m/s®

Los resultados se muestran a continuacion.
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Manivela (*) | Piston (mfs”)| Manivela () | Piston (m/s®) | Manivela (*) | Pistén {mis’) | Manivela (%) | Piston {mis’)

0 36660

1C 35721 37 100 12846 67 190 -19821 77 280 3052 92
20 3208006 110 -16125.704 200 2001859 290 316423
30 28651 91 120 -18330 210 -20191 300 2870
40 23071 51 10 10555567 220 2013333 316 16657 54
50 16657 54 1 2013338 230 -19565 67 320 23074 51
80 9570 150 20191 240 18330 330 28651 .91
70 3164 23 160 2001859 250 18125 704 340 32680.06
80 3062 92 170 -19821 77 280 -12846 67 350 3572137
o0 8480 180 19740 270 8480 360 36660

Tabla 5. Resultados de Aceferacidon

Para Velocidad del Motor @ 3000 rpm.

Manivela () | Pistén (m/s®)| Maniveta () | Pistén (m/s”) | Manivela (%) | Piston (mis%) | Manivela (°) | Prston {mfs")
0 o165
10 8OG30 3475 100 -3211 6675 190 -4855.4425 280 -783.23
20 8245015 110 -4031.426 200 -5004 6475 290 791.0575
30 71629775 120 -45825 210 5047.75 300 2467 5
40 57678775 130 -4888.9175 220 -S03E3.345 310 4164 385
50 4164.385 140 -5033.345 230 -4858 8175 320 STET.87S
54 24675 150 -5047.75 240 -45825 330 7162.9775
70 7N 0575 160 -5004 6475 250 -4031 426 340 8245015
2o -763.23 170 -4955 4495 260 -3211 8875 356 B8930.3425
55 -2115 180 -4535 270 -2115 380 9165

Tabla 6. Resuitados de Aceleracion

para Velocidad del Motor @ 800 rpm

Manivela (*} | Piston (m/s”)| Manivela (%) | Piston (m/s?) | Manivela (") | Pistén (mis*) | Manivela (°) [ Pistén (mis™
0 6851 733
10 635 0467 100 -228.385 120 -352.38 280 5427
20 586312 110 -286.67 200 -355 88 220 56 253
30 5093674 120 -325.86 210 -353.967 300 i75.46
40 41018 130 -348.36 220 -357.92 310 29613
80 20813 140 -357.82 230 -343.36 320 410.16
80 175 48 150 ~358.867 240 32586 330 502 3674
70 56 253 160 -35585 250 -286.87 340 586 312
80 5427 170 -352 38 260 -228 385 30 635 04567
<0 1504 1 38093 270 -150.4 380 851,733
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Manivela

Como hemos observado anteriormente, la obtencion de posicion del pistén, su

velocidad y aceleracion a diferentes rangos de velocidad angular del motor, nos

van a permitir realizar un anélisis minucioso de las fuerzas ejercidas en cada

elemento, principalmente, biela y pistén.

£l Analisis utitizado | se basa en Jos casos especiaies de No corrimiento de
Esiabonamiento. Asi mismo, si se desea comparar con otros elemenios de

diferente tamario, sdio es cuestion de manejar el cambio de variables.
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3.5 Analisis Cinetostatico

Se puede diferenciar entre dos subclases de probiemas de dinamica, io que
depende de cuales cantidades se conocen y cuales se han de determinar. Ef
“Problema Directo de la Dindmica” es aqué! en el que se conoce todo acerca de
las fuerzas y/o los momentos de fuerza que se ejercen sobre &l sistema, y se
desea determinar las aceleraciones, velocidades y desplazamientos que resultan
de la aplicacion de dichas fuerzas y momentos.

El ofro caso, “Cinetostatica’, as aquel en el cual se conocen las aceleraciones,
velocidades y desplazamientos (que se desean) que ha de experimentar un
sistema, y se requiere evaluar las magnitudes y direcciones de las fuerzas y
momentos de fuerza que son necasarios para producir los movimientos deseados,
y los que resultan de tales entidades mecanicas.

En todas las maquinas reciprocantes la expansion de los gases dentro del cilindro
actuan en la parte alta del piston y ademas transmiten la fuerza hacia la biela y el
ciguenal.

El piston debe ajustar perfectamente en el cilindro sobre un ampiio rango de
temperaturas, y al mismo tiempo operar bajo las méas adversas condiciones. Debe

tener una expectativa de vida razonable, lo cual quiere decir que |a tasa de

cilindro es esencial °.

Con el fin de reducir 1as fuerzas de desbalanceo, tanto el piston, como la bieia
deben ser lo mas ligeras posibles, capaces de soportar la falla por flexion o
fractura. La parte diametral mas pequefia de la bigia, (Ensamble con Manivela)
debe permitir un buen movimiento sin generar ruido en él cojinete, mientras que el
diametro mayor de la biela (Ensamble con perno), debe ser lo suficientemente
rigido para proveer un adecuado soporte a los cojinetes pajo todas las condiciones
de carga.

El paso siguiente consiste en [a obtencion de fuerzas y momentos ejercidos en el

_p . ) : »
piston, v al cual le provocan un nivel de aceleramiento 15aa

los gases, la presién y friccidn en las paredes del cilindro, aunado a fuerzas

13 .
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de Gas

ion

5

Pres

térmicas ocasionadas por el nivel de compresion, expansion y combustié%ﬂ_ 1ah
algunos datos que se ignoraran debido a la complejidad en su obtencion, ta‘ﬁes e?i
caso del efecto de friccion en las paredes del cilindro, asi como en la falda del ™
piston.

Para obtener la presién de los gases que inciden en e pistén es necesario contar
con los datos directos de las simulaciones realizadas en ia camara de combustion,
por lo cuadl fue necesario recurrir a pruebas de laboratorio con ayuda de un
fabricante de pistones, ubicado en México, (Omitimos su nombre, por razones
técnicas, y a solicitud de los mismos) | o en su caso recurrir a modelos

matematicos por medio del teorema de Green.
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Gréfica 4. Desplazamiento Angular de la Manivela
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Calculo de las Fuerzas de Gas

‘\; .
R g

Para Obtener la Fuerza de Gas, es necesarioc contar con los valores de la presion

del gas v el area del pistén:

Tabla 7. Resultados de Fuerza de Gas para diferentes regimenes de motor

8000 RPM 3000 RPM 800 rem
° Manivela | P Gas Gas ° Maniveia | P Gas F Gas °Manivela | P Gas{ F Gas

° Bars i Newlons ° Bars | Newtons ° Bars | Newions
0 41 2437 04 0 41 243704 G 41 243704
10 2 11888 10 2 11888 10 2 11888
20 116 | 689504 20 116 | 689504 20 116 | 680504
30 125 43 30 125 743 30 1.25 743
40 133 | 720552 e} 133 | 700552 40 133 | 790552
50 142 | B44048 50 142 | 844048 50 142 | 844048
80 151 897 544 80 151 897 544 &2 151 | 897544
7 16 951 04 70 1.6 951 04 70 1.8 851 04
80 168 | 1004536 8c 182 | 1004536 80 169 | 1004536
9] 177 1 1052088 24] 1.77 | 1052088 20 1.77 | 1052088
100 1.86 | 1105584 100 186 | 1105584 100 1.86 | 1106584
110 195 | 1158.08 110 f95 1 115008 110 195 ] 115908
120 209 | 1242208 120 208 [ 1242205 120 209 [ 1242 206
130 213 | 1266072 130 213 | 1266072 130 213 | 1266072
140 222 | 1319568 140 222 | 1319.568 140 222 | 1319568
150 23 136712 150 23 1367 12 150 23 136712
180 239 | 1420818 180 239 | 1420816 160 2.4 142658
170 2.47 | 1468168 170 247 | 1468168 170 25 1488
180 4 23776 180 4 23776 180 4 23776
10 5 2072 180 5 2072 190 49 201256
200 55 38636 200 5 2872 200 48 201256
210 8 47552 210 5] 3566.4 210 52 302088
220 10 5944 220 8 47552 220 & 35654
230 12 7132.8 230 10 5044 230 8 47552
240 14 83216 240 11 5538 4 240 a 53496
250 16 95104 250 12 71328 250 165 6241 2
260 18 10608 2 280 13 7727.2 260 115 68356
270 20 11888 270 14 8321.6 270 125 7430
280 23 136711 2 280 16 9510 4 280 145 B618.8
280 26 15454 4 260 18 10899 2 220 16 895104
300 29 172376 200 20 11888 300 18 10600 2
310 32 190208 310 22 13076.8 310 20 11888
320 35 20804 320 24 142656 320 22 130768
330 40 23776 330 26 15454 4 330 24 142656
340 45 26748 340 23 172376 340 28 15454 4
350 55 32692 350 0 17832 350 785 | 160404 |
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Lseo 85 33636 380 az 180208 360 29 172376
370 68 | 404192 370 34 202006 370 25 | 175348
380 70 41608 380 s 20804 330 30 17832
380 89 | 410138 300 aq 20200 6 390 295 | 175348
400 a8 404192 400 R 196152 400 28 16643.2
MO 65 38636 HO a2 190208 410 27 16045.5
420 55 32602 420 AN 18426.4 420 25 14860
430 45 26748 430 20 172376 430 23 136871 2
440 40 23776 440 27 16043 .8 440 21 12482 4
450 35 20804 450 25 14860 450 20 11888
460 32 120208 480 21 12487 4 480 18 106099 2
470 29 172376 470 19 112636 470 17 10104.8
480 26 15454 4 480 17 101048 480 16 5104
490 23 13871 2 480 16 95104 490 15 8016
500 20 11888 500 15 8916 500 14 83215
510 18 10692 2 510 14 83216 510 13 77272
520 16 9510 4 520 i3 77272 520 12 71328
530 14 83216 530 12 71328 530 11 6538 4
540 12 7132.8 540 1 B538.4 540 10 5944
550 11 6535.4 S50 10 5044 =50 ) 53496
5680 11 6538 4 560 ] 5349 6 =60 8 A755 2
570 10 5944 570 8 4755 2 570 7 416808
580 g 5349.6 580 8 4755 2 580 8 3566 4
590 a5 5052 4 590 7 4160 8 520 6 3566.4
600 8 4755.2 600 7 41608 600 6 3566.4
610 9 53495 610 8 4755 2 610 [ 3566 4
620 95 5646.8 620 85 5052 .4 620 585 | 347724
830 95 5646 8 630 8 47552 830 565 | 335836
840 g5 56468 840 85 5052.4 640 555 | 329892
850 a 5346 6 850 & 47552 850 54 ! 320575
660 85 5052 4 E80 g 47552 850 53 | 315032
870 85 5052 4 670 775 | 46066 670 52 | 302088
680 8 4755 2 820 75 4458 630 51 3031.44
6890 75 4458 890 75 4458 590 5 2672
700 725 | 43084 700 715 | 424995 700 485 | 288284
710 [ 3566.4 710 5 3566 4 710 475 | 28234
720 525 | 31208 720 5251 31206 720 45 26748
730 41 243704 730 45 2674.8 730 45 2674.8

cstas fuerzas son el resultado de las fuerzas de gas que inciden directamente
sobre el piston en la camara de combustion, las graficas de fuerza de gas son muy

parecidas a las de ia presion de los gases, sdlo cambia un factor multiplicativo, el
area
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La Fuerza total, que actua scbre al eje del buldn del pie de Biela {Unidn Bie
Piston) en la direccidon BO, es la suma aigebraica de las fuerzas de inercia

alternativas y de las fuerzas de presién de los gases.
Para poder realizar esto, sera necesario considerar lo siguiente’

Reduccicn de las Masas del Mecanismo.

En los motores que giran a elevado régimen, las fuerzas de inercia son, por
mucho, las mas importantes, superando a las de los gases, v a las de friccion. En
general, las fuerzas de friccion se desprecian por ser comparativamente mucho
mas pequefas gue las otras,

Ei mecénismo Pistdn — Biela - Manivela, es un mecanismo planc y puede
reducirse a una serie de masas puntuales unidas entre si por barras rigidas sin

masa.

Distinguiendo entre tres tipos de masas:

a) Masa de |a Biela
b) Masas con movimiento de Rotacion,

c) Masas con movimiento alternativo

Para poder reducir las masas es necesaric considerar la equivalencia estatica, v la
equivalencia dinamica®*.

Donde:

My= Masz total de la Biela =Ym,

il centro de gravedad de m; debe coincidir con &i de Ia pieza

2.m=0 Zm.rgzzlg

donde r; son las distancias de las masas al centro de gravedad, vy

lg es el momento de inercia de la pieza real respecto al centro de gravedad

" Norton, Robert L., Disefio de Maquinaria, Capitulo 14, Mc Graw Hill, 1995
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a} Reduccion de la Masa de la Biela

Ma+ My +mMg=0785Kg .......... Ecuacion 551

Mafa - Mg {L-r) = 0

donde r,= 6.4 cm

y L.=14.1 cm, por lo tanto:

B.4ma-mp (14.1-64)=0 ... . Ecuacion 55.2
B8.4% My + My (14.1-6.4)°= lyiww . .Ecuacién 55.3

despejando m, y mp, obtenemos

Ma=lvieta/Ma L ... Ecuacidon 56

M=o/ (L* - Ta L) ... Ecuacicn §7

Sustituyendo, 1bea=3.868 E-03 Kg*m?, Figura 18
respectc a su centrc de gravedad.

Por lo tanto

Ma=lpelalTa L = 428.687 E-03Kg ... ... Ecuacion 58

My=lpie/ (L7 - 15 L) =356.312 E-03 Kg ... Ecuacion 59

b} Reduccion de las Masas Giratorias
Debe observarse que ademés de ia masa puntual m,, que perienece a una parte
de la masa de la biela, situada sobre el eje de |a mufequilia del cigiiefial, existen
las siguientes masas con movimiente giratorio.

masa de los brazos

masa de los Apoyos

Masa de la mufiequilla del cigiiefial

Y las reducimos a dos situadas en los apoyos, puntos ¢ y A, respectivamente

Masa no equiibrada de Manivela=Ma5a biela en el origen + Ma82 bieta en la urisn bieta-manivela ... EC. 80
Mpr= Mpre + Mpra
Mbro™ Mpra (R-To )10
Mpra = M3 =().428 KQ
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donde 1,=33% de R, lo cué! implica que
=1.55cm =0.0155m

por o tanto

Moo= 0.428 Kg * (0.047 m-0.0155 m) / 0.0155 m
Moo =0.869 Kg

De esta manera:

My, =0.869 kg + 0.428 kg =1.297 kg

reduciendo

Masa en el punto O= me=mg+ Mpro™2
Ll Figura 12
Mee=Mo+ 1.738 Mro

Masas en el Punto A= m+ 2mpm+my,
¢) Reduccién de las masas con Movimiento Alternativo.

Consideramos la parte de masa de la biela reducida al purto B, mg, y la masa del

pistdn my, incluyendose en esta Gltima los segmentos, el bulén y los anillos.

£l movimiento rotativo que pueda tener e buldn se desprecia 6 también puede

sumarse a la masa de la biela.

Masas gon movimiento alternatvo =R = Mg + My ... ... Ecuacidn 61
- Estos son datos que ya conocemos, por o tanto:

mr=0.356 Kg

my=1.3345 kg
Mre=1.690 Kg
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Fuerzas de Inercia.
it sga;‘; i T igg
Poncd, B
N .,%}%%\

Las fuerzas de Inercia son las que se generan a causa de Ia aceleracion de las
masas en movimiento.

a) Fuerzas de inercia de masas con movimiento giratorio.

b) Fuerzas de inercia de masas con movimiento rectilineo

¢) Fuerzas de Inercia de masas debido a la aceleracion angular de la Biela.

a) Fuerzas de Inercia de masas con movimiento giratorio.

Se debe a la aceleracion centripeta de las masas reducidas al punto A, mga
Fe=mra*R*W* ... Ecuacion 62 mra= 0.428 kg
W= rpm (rev por min)

Para 6000 rpm: Fc=201.16 N constante
Para 3000 rpm: Fc= 50.29 N constante
Para 800 rpm: Fc=3.5761 N constante

b)Fuerzas de inercia de masas con movimiento rectilineo
Se debe a Ia aceleracion lineal que sufren las masas animadas de dicho

mavimiento al funcionar el motor.

Fa=-Mre*ag, de donde, mgg=1.690 kg, ag= Aceleracion del pistén.
il signc menos indica que la fuerza es positiva cuando su sentido es hacia el
ciglienal y negativo en sentido contrario.
Se observa, gue debemos realizar la sustitucién en la formula anterior para la

aceleracion dei piston
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Tabla 8.Fuerzas de Inercia con movimiento alternativo @ 6000 rpm

Pisten (mish Fa (N) Piston (mfe)) Fa () Pistan (mie?) Fa ™) Biston (mis) |
36660 61955 4
35721 37 B0262.1153 12846 67 217108723 19821 77 -33498.7913 205262 5159 4348
32080 06 557363014 16125704 | -27252.43978 20018 50 -33831 471 315423 53475487
28651 01 43421 7279 -18330 77T 20191 3412279 9870 166803
23071 51 38990 8519 19595 67 33116 6823 2013338 -34025.4122 16657 54 28151 2426
16657 54 28151 2426 20133 33 34035 4122 959567 31166623 23071 51 389008519
SB70 16680 3 20191 32279 -18330 300777 28651 81 4B4Z1 7279
316423 5347 5467 20018 59 33831 4171 16125704 | 27252.43976 32980 06 55736 3014
3062 92 5150 4348 19821 77 33498 7913 1284667 217108723 3572137 60369 1153
8480 14297 4 19740 333805 8480 14297 4 36660 61956 4
Tabla 9. Fuerzas de Inercia con movimiento alternativo @ 3000 rpm
Pistén (m/s) Fa (N} Piston {m/s) Fa (N) Pistén {m/s) Fa (N) Pistén (m/s) Fa (M)
o1es 15438 85
6960 3425 15097 27853 32118675 | 5427718075 | -49E5.4475 | 8374697825 76323 -1280.8587
8245015 1393407535 -4031.426 -6813 10094 BOO46475 | 8457854275 791 0575 1336887175
71628775 12105 43198 45875 7744 425 5047 75 -8530.6075 24675 M 70075
57678775 9747 712075 | -489BOITS | 8270 170675 5033345 -8506 35305 4164385 7037 81065
4164365 7037 81065 5033 345 8506 35305 -48080175 | 8279170575 | 57678775 9747 712975
24575 4170075 5047 75 8530 6875 45875 7744 435 71629775 121065 43198
701 O575 1336887175 | 50046475 | 5457854075 4031 425 -6813 10904 8245015 13934 07535
76323 -1289 8587 A 4425 | 8374607825 | 32116675 | 5427 718075 | BO30.34E 1500227863
2115 357435 4035 834015 2115 357435 o165 15488 85
Tabla 10. Fuerzas de Inercia con movimiento alternativo @ 800 rom
Piston {m/s) Fa (N) Pistan (m/s) Fa (M} Piston (m/s) Fa (N) Pistén {m/s) Fa (N)
651733 1101 42877
635 0467 1073.228923 225385 -385 97065 35236 5055222 5427 o1 7163
586312 96086728 -286.57 -484 4723 355 88 -601.4372 56 753 %5 08757
5003674 860 830906 32586 550 7034 358 967 605 65423 175 46 2965274
#1018 6931704 34836 -588 7284 -357.92 -804 8348 26633 500 4597
296 13 500 4597 3ET92 -804 8848 -34835 588 7254 410186 893.1704
175 48 2965274 358 967 606 65423 32586 5507034 5063674 860.830906
56253 % 06757 35538 801 4372 286 67 -484 4723 586312 990 86728
5427 o1 7163 35238 5565222 -228 385 -385 07065 635 0467 1073.228023
1504 254176 e 5930717 150 4 254175 51 733 1901 42877
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Fuerza debido a ia aceleracion angular de ia Biela.

De datos anteriores obtuvimos la posicién angular de la biela'®, para cualquier
desplazamiento angular de la manivela, provocado por el ciglefial, partiendo de

que la dv/dt, es ia aceleracion, podemos considerar entonces, qué:

Agen= -W(biSen a+9b;Sen3a+25bsSenba
Donde:

\
bi=(r/l) +(1/8)*(r/LY> +(3/64)*(riLY>

Foérmuias para el

ba=-1/24*( r/LY>-(3/128)* (r/L)° > desplazamiento
angular de la biela

bs=3/640 *(r/L)°

/
de estos valores sabemos que la relacion manivela-Biela es igual a 0.3333, por o
tanto:
b1=0.338155

ba=-1.6345 E-03
bs=19.19 E-06

En la pagina siguiente cbservamos los valores de la aceleracion angular para
6000, 3000, y 800 rpm

'3 Este dato se obtuvo de la pagina 62
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Tabla 11. Aceleracidon angular para diferentes regimenes de velocidad del m\@tg.r%.

e

@6000 rpm @3000 rpm @800 rpm
° Manivela Aceleracion Biela * Manivela Aceleracion Biela * Manivela Aceleracién Biela
@ /g o olSZ © 0/52
0 0 0 0 0 0
1G 51732 10 -120.33 10 - 19
20 -1033.88 20 -258 47 20 -18.33
30 -15465 06 4 -386517 30 -27.48
40 -2044 58 40 51114 40 -36.34
50 -2512.35 50 -528.08 50 -44 65
&0 -2024.35 &0 -731 08 a0 5188
70 325033 70 81258 70 57.78
80 -3460.65 a0 -865.16 80 -61.52
o0 -3533.45 a0 88336 0 -62 8%
100 -3460 65 100 865 16 160 6152
110 -325033 110 B1258 110 57.78
120 -2024.35 120 -731.08 120 5198
130 -2512.35 130 -628 08 130 -44 66
140 -2044 58 140 51114 140 -3634
150 -1546 06 150 386517 180 -27.48
160 -1033.83 180 -258 47 180 -18 38
170 517.32 170 12933 i70 919
180 0 180 o 180 0
190 517.32 190 12833 180 9.19
200 103388 200 258.47 200 1838
210 1546.06 210 386517 210 27 48
220 2044.58 220 111 220 3B34
230 251235 230 52808 230 44 66
240 292435 240 73108 240 5108
250 325033 250 81258 250 57.78
260 3480.65 280 865 16 260 6152
270 353345 270 883.35 270 652.81
280 3460 65 280 865,16 280 6152
290 325033 280 81258 290 5778
00 202435 300 73108 300 5198
310 251235 310 62808 310 44 66
320 204458 320 511.14 320 36.34
320 154608 330 386517 330 27.48
340 103383 340 258 47 340 1838
350 51732 350 12933 350 219
380 0 360 8 360 0
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De lo anterior calculamos la fuerza debido a la aceleracién angular de Ia %?« b

f=ma -——- f:(}blela*able!a)/a(i—u B)

f(m,a.l), a(L,p)

De la reduccién de masas de la biela MaHMp=Mpiela
Ibeia=0.003868 Kg*m?

f={1niera ™ Bbieia )}/ L*&Sﬁl

f=(0 003868 kg"m® *apen)/(0.141 m*Cos B)
Tabla 12. Fuerzas para cualquier desplazamiento angular de bisla

Desplazamentos 8000 rpm 30CG rpm 800 rpm
° Manivela “Biela Fuerza Fuerza Fuerza
? ° N N N
0 0 0 0 g
10 331 -i142% 355 02525
20 654 -2854 -713 5507
30 959 4301 -10.75 07645
40 1237 5742 -1436 -1.02
50 1479 -71.28 -17.82 -1 267
60 1677 -83.78 -2004 -148
70 18 25 o388 -23 47 -1 869
80 19.183 -100.803 -2512 -1 7866
0 1247 -102.81 -25.702 -1.8217
100 19.163 -100.503 2512 -1 7866
110 18.15 93 88 -2347 -1 669
120 1677 83.78 -20.94 -1 48
130 1479 -71.28 -1782 -1 267
140 1237 57 42 -14.35 -1 02
150 259 -43.01 -10.75 -0.7645
160 554 -2854 -7.13 0.507
170 33 -1421 355 02525
180 0 0 o) o}
180 331 14.21 355 02525
200 6.54 2854 713 0507
210 259 4301 1075 0.7845
220 1237 57.42 14.35 102
230 1479 7128 1782 t 267
240 16.77 83.78 2004 1.48
250 1825 93.88 23.47 1662
260 19.163 100503 2512 17868
270 19.47 10281 25.702 1.8217
280 19 163 100503 2512 17866
280 1825 9388 23.47 1665
300 18.77 83.78 2084 148
310 1479 7128 1782 1.267
320 12.37 5742 1435 102
330 259 431 10.75 0 7845
340 654 2854 713 0507
350 3 1421 355 02525
360 0 o 0 G

.::: o - \35 -rw“:\"*‘:
' Bor ()

Figura 20



Fuerzas Resultantes que aciGan sobre el mecanismo Biela-Pistén,

Sobre el eje del bulén dei pie de Biela, acia una fuerza F en la direccion del
piston hacia el ciglefial, que es ia suma aigebraica de ias fuerzas de inercia
aiternativas y de la fuerza de presién de los gases

Mateméticamente Ic podemos expresar como la suma de las matrices siguientes:

. N
FI con mov glratoﬁ F | Rectilineas 1 angulares de Iz Biela Fuerzas Totales

LU

Fuerzas Resultantes a 6000 rpm

60000 { I {
i | : Fuerzas
48008 3 ; Totales
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254060
20000
15000
100060

5000

Fuerz

-5000

-16600

-15000

-20000
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Desplazamiento Angular de la Manivela

Fuerzas de
Gas

Fuerzas
Alternativas

Fuerzas
Totales

G
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20000

15800

gmm
N

@
s
L5009

-3000

Fuerzas Resultantes a 800 rpm

Fuerzas
de Gas

Fuerzas
Totales

e w e — o - —— =

Fuerzas
Alternativas

L)
770
‘7@0
9, 38
%5
%
% 18
% 4
‘)T)l

1
1
1
1
1
]
I

Desplazamiento Angular de ia Manivela

Las fuerzas totales son las que importan para nuestro analisis, ya que son las que
estan actuando directamente en la biela, por lo cudl ia variacién de 0 8 720 °.

permite tener una aproximacion de fuerzas respecto a cada giro de ia manivela.

Aunado a esto, las Fuerzas totales se pueden descomponer en las componentas

normales al cilindro, Fn, y otra componente seguin el eje de ia biela, Fbb.
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Dedonde Fn=F *Tan B, y Fbb =F* Sec B

Fnoo__

_ﬂ
g

-
ﬁ/m

Fbb

Figura 21

Donde:
Fn= (mpa™R*W? + (= mee* V¥ (Cos wi+(r/L)*Cos2(wi))) + ( -wAbiSen
at9bsSen3at+25bsSensa) + (-Pg*Ap)) * ( Tan (arc Sen { {riL)*Sen o)) ... Ec. 64

[Fﬂ(J“-?zo“ J = [ Foe720° ] * [Tan ﬁo"-?zo"J

Fbb=  (mga™R*W?+{—mra*V>1*(Cos  wi+(r/L)*Cos2(wt))) + ( -w*b¢Sen
o+9b35en3ut25bsSenda) + (-Pg*Ap)) ™ ( Sec (arc Sen ( (r/LY*Sen o)) ... Ec.65

L

-

[beot?zo"} ={ F0°-720°] * (SGC Bo=n7zo°1
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Tabia 13. Fuerzas Evaluadas a 6000 rpm £,
Desplazamientos Despiazamientos | Fzas Resultanies Fuerza Normal & Fuerza Seg(if
Angular Manivela (*) | Angular Biela (°) (N) la Pared del Cilindro Eje de Biela
1} 18.47 -59719.52 -21112.66087 55863.01657
10 19.126 -58395 68 -20597 835881 55709.74599
20 18.25 -b5276.496 -18227.50045 52184 76059
30 16.77 -47922.89 -14441.434 45895 16791
40 14.79 -38458 878 -10154.11813 37084.19337
50 12.37 -27573.832 -65048.652972 28808.17531
60 8.59 -160687.386 -2714.718858 15836.35848
70 5.54 -4691.54 -537.8528277 4880.607461
80 3.31 6465.536 373.8335485 6454.71374
a0 ¢ 15653.088 (] 15653.088
100 -3 31 23117.584 -1337.002875 23078 88891
110 -5.54 28706 08 -3250.954846 28516.81338
120 -9 59 32505.236 -5492. 026872 32037.91517
130 -12 37 34655,512 -7600.50626 33811.78517
140 -4 79 35603.148 -9400.133057 34338.79683
150 -8 77 35734.08 -10768.36889 34072.96149
180 -18.25 35481.Y26 -11700.14786 33497.1554
170 -19,163 35182.328 -12226.34448 32889.58478
4180 -19.47 35939.36 -12705.55336 33618.50636
190 -19,163 36686.18 -12748 94685 34389 69026
200 -1825 378243 -12505.58999 35803.11089
210 -18.77 39121 37 -11789.11962 3730279144
220 -14 79 40227 58 -10621.10026 38800.1343
230 -12.37 40521.24 -8886.953922 39534.70553
240 -9.59 39583.54 -5687.964529 38014.4559
250 -6.54 37057.87 -4248 430188 36813.53786
260 -3.31% 32710.86 -1891.828915 32656.10732
270G 0 26488.97 1] 26488 97
280 3N 19132 283 1106.514017 19100.26864
290 G 54 9811.82 1124.857751 9747128128
300 89359 272 36 46,01746128 268.4443385
310 12.37 -8402.88 -2062,201485 9173.956471
320 14,79 -11444.58 -3021.658062 11038.47781
330 18.77 -24889.89 ~-7500 501401 23732 86967
340 18.25 -29218 -9634.675616 27583.77331
350 19.163 -27892.48 -89693.0217 26154.07752
360 16.47 -23520.56 -8315.231048 220601.67438
379 19183 -20185.28 ~-7007.71306%9 18908.47627
380 18.25 -14358 -4734 570213 13554.92563
390 16.77 -7852.29 -2305.997008 7296.56906
400 14.79 1168.77 308 8489155 1128.261583
410 12 37 10212.32 2239.724581 9963.689758
420 9.59 15727.06 2857 216091 15500 95542
I 430 6 54 21105.42 2419 591398 20966.2665
440 3.31 20237 1690 918612 29188.062
450 0 35405 ¢ 35405
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40964.1,

450 -3.31 41032.8 -2373 12738 77
470 -8.54 44784 6 -5134 246696 4448832353
480 -9 59 46717 34 -7893 278692 4604569478 .
490 -12.37 47080 84 -10321 14859 45914 89659 "1
500 -14.79 4617158 -12190 46685 44533 21589
510 1877 45066 18 -13580.56609 42971.23458
520 -18 25 43571 61 -14387.76525 41134 46007
530 -19 163 42035 76 -14608.00667 39415 87573
540 -19.47 40694.56 -14386.76072 38066.63013
550 -19 163 40252 56 -13988 32006 37743.81391
580 -18 25 40599 1 -13387 60897 38328 30347
570 -16 77 40310.17 -12147 3613 38436.32041
580 -14 79 39633 18 -10464 1636 38226 82614
580 -12.37 38446 84 -8430 689036 37504 95517
600 -9 59 36017 14 -6085 391927 35499 32927
610 -6 54 32887 07 ~3771.423055 32680 17109
620 -331 27658 46 -1590.623628 27612 16422
530 C 20247.77 0 20247.77
840 331 11107 893 642 4237443 11089.30019
850 554 -292.98 -33 58814407 291.0483069
580 9 59 -11912 84 2012 772262 11741 57164
670 12 37 -23371.28 -5125 694289 22802 2803
680 14 79 -27493 38 -7258 948849 26517 7979
650 16 77 -44207.89 -13321 92874 42152 86174
700 18 25 -51656 6 -17033.83477 48767.33329
710 19 163 -57018 08 -19814.56962 53464 42087
720 19.47 -59035.96 -20871.00168 55223.59877

o~
)
]

abla 14. Fuerzas Evaluadas a 3000 rpm

[ Sy

Desplazamientos

Desplazamientos

rzas Resuiianies

ruerza Normail a

Fuerza Segun

Angular Manivela (°) | Angular Biela (%) () ta Pared del Cilindro Eje de Biela
] 19.47 -13102.1 -4631 888575 12256 00657
10 15.126 -13957.31883 -4840 261403 13081.16567
20 18 25 -13301.89135 -4386 349911 12557.98186
36 16 77 -11423 47198 -3442 432553 10892 44558
40 1479 -8021.800975 -2381.884062 8701 669091
50 12 37 -6261.87265 -1373 328499 6109 420424
60 959 -3343 761 -564 9559125 3285.688463
70 6.54 -459 8 -52 68998231 456.5697381
80 3N 2369.8047 137 0573887 2365.838031
90 G 4702 43 0 4702 43

100 -3 31 6608 712075 -382 2141207 8597 850162
110 -6 54 8045 94984 -§22 4128807 7992.600907
120 -89 59 9057.851 -1530 415284 8827.726774
130 -12.37 8613.352575 -2108 361478 93792.304858
140 1478 9890.56105 -26811 358888 9539.601862
150 1677 9958 8575 -3001.07482 09465.614402
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160 -18.25 g835.890275 -3276.37346 9380, 154

170 -19 163 9896.705825 -3439 241843 9279

180 -19.47 10768 04 -3806.828601 67 B
190 -19 163 11400 53783 -3961 844217 10689.9978
200 -18.25 1148727428 -3787.944468 1084476588
210 -16.77 12158.1375 -3663.822032 11592.95974
220 -14.79 13328.19305 -3518.45257Y7 12853.32302
236 1237 14291.280358 -3134.305663 13943.34352
240 958 14354.055 -2425 235608 14147 68882
250 -5.54 14019 66994 -1607.258836 13927.23462
260 -3 31 13230 32808 -785 1745388 13208.18265
270 o 11971.842 0 11971.942
280 Ry 10875.6687 628.993078 10857 46459
290 8.54 9288 56 1064.869587 9227.318117
300 0.59 7646.695 1291 67199 7538.7601
310 12 37 5970 87235 1308 508029 5825 511678
320 14.79 4453.247025 1175.770035 4295.226873
330 18.77 3287.92802 990.8082647 3135.086864
340 18.25 3246 10465 1070.407465 3064.542912
350 19.163 268588117 933.3807702 2518.483273
350 19.47 3481.66 1230 872366 3256.825076
370 19.163 5063.48117 1759.62958 4747.889041
380 18.25 6812 50465 2248 4327862 £431.466353
360 1877 8043.12802 2423.774994 7669 238758
400 14.79 9802.847025 2588 199964 9455.000304
410 12.37 11914.87935 2613.122988 11624.79841
420 959 14185.095 2396 688427 13981.15892
430 6.54 15828.96 1814.452224 15722.60875
440 3.31 17414.0887 1007.140708 17384.92037
450 0 18510 342 0 18510.342
480 -3.31 17985 52808 -1040.190967 17955.42322
470 -6.54 18180.46994 -2084.265969 18080 60139
480 9.59 17920.455 -3027.80821 17662 81645
480 -1237 17857 68058 -3916 474038 17422.91657
500 -1479 17486.99305 -4817.009188 16866 48013
510 -18.77 16913.3375 -5098.788761 16127.11164
520 -18.25 168242.47428 -5355 978194 15333.69714
530 -19.163 15561 33783 -5407.779633 14591.47541
540 -19.47 14928.84 -5277 797547 13964.7813
550 -19.163 14372.53783 -4984 655229 13476.76752
560 -18 25 13864.87428 -4571.96133 13089.38151
570 ~18.77 13346.9375 -4022.083714 12728.49772
580 -1479 13326 19305 -3518 452577 12853.32302
590 -12.37 12508.08058 -2743.221475 12203 5575
600 -8 59 11876.455 -2023.52054 1180427207
610 -6.54 11642 08994 -1334.683331 11565.31076
520 -3 31 10555.52808 -610.4777812 10537 85684
830 0 8405.542 0 8405.542
640 3.31 8417 6687 371 1651486 6406.926562
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e
850 6 54 3344.56 383 4308251 3322508449 5nd -
660 9759 513895 86.82678537 506. 358414 el
670 1237 -2498 32065 “E48 1408627 2438 47153, .
680 1479 -5354.352975 ~§413.684835 5164.35775
690 1677 7708.47198 2322.927296 7350.139389
700 18 25 -9741.53535 -3212.284657 9166 669955
710 16163 1157971883 ~4024.112087 10858.01133
720 19.47 1241854 -4390.330391 11616.58878

Tabla 15. Fuerzas Evaluadas a 800 rpm

Desplazamientos Desplazamientos | Fzas Resultanies Fuerza Normal a Fuerza Segun
Angular Manivela (°) | Angular Biela (%) {N) ia Pared del Cilindro Eje de Biela
0 19.47 1332 03513 470 0148026 1246 016387
10 19.126 121.742477 42 21909807 114, 1874707
20 18.25 -285.44638 -84 12633572 269.4807392
3¢ 1677 -82.1706 =27 77536238 87 88599859
40 14.79 132 7855 35 05873604 128.0737055
50 12.37 388.7452 85.25801974 379 2807675
60 9.59 6565.9605 110.8299196 646.529886
70 8.54 920 72733 105 5550625 914.6567362
80 331 1181615 68.33857083 1179.637168
a0 4] 1401.6618 0 1401.6618
100 -3.31 1596 91735 -82.35753561 1594.244369
110 -8.54 1758 7974 -201.634038 1747201193
120 -2 59 1918.0555 -324.0712465 1890.480026
130 -12.37 1989.6435 -436.3605384 1941.203425
140 -14 79 2069.04889 -b46 2813278 1905.630242
150 -18.77 2128,11483 -841.3016787 2029.188233
160 -18.25 2182.0803 ~722.86414886 2085.472451
170 -19.163 2255.3508 -783 78655255 2114 785765
180 -19.47 3154 2478 1115 122227 2950.556152
180 -19.163 3701 9108 -1286.465087 3471.188723
200 -18 25 3718.0803 -1226.042084 3510.11993
210 16,77 3011 87483 -$178 832958 3730.029161
220 -14.79 4395 8809 -1160 623925 4230.806342
230 -12.37 5578.7715 -1223.5613527 5442950128
240 -9.59 6145.3585 -1038.309013 6057.008979
250 5.54 6980.9174 -800.3142173 6934 890403
260 -3.31 7486 93335 -433.0058485 T474. 401437
270 ] 7959.5738 0 7959 5738
280 3.31 8995.879 520 2756518 £380.821356
290 8.54 g700 08733 1112 048368 9636.132141
300 3,59 10697.6165 1807.450261 10543.81815
310 12.37 11692.6972 2564 394801 11408.02553
320 14.79 12699 0335 3352 856567 12248 41778
330 1677 13730.4294 4137 6827967 13082 16278
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13971, §8x

18.25 14799.44962 4880.138831 ;
350 19.163 16213.34248 5634.360246 15202 B 378 T8
360 19.47 16492 59513 5830.632395 15427 55390, . JF
370 19 163 18827.74248 5847 872725 15778.95122 " F
380 18 25 1721704962 8677.345751 16254.06235
390 16.77 17059.6294 5140.873431 16266.60308
400 14.79 16345.4335 4315608546 15765.42797
410 12 37 15953.4972 3498.856267 15565 09164
420 9.59 14978 4165 2530.726617 14763.07501
430 6.54 14000.88733 1605.105539 13908 57585
440 3.31 13019.479 752.9801059 12997 6865
450 0 12597.5738 0 12507 5738
480 -3.31 11550.53335 -858.0237992 11531.19963
470 554 11064.5174 -1268.470901 10991.56617
480 -9.59 10546 1595 -1781.860355 10394 53962
400 1237 9999.57 15 -2193.065443 9756.120855
500 -14.79 9431.0809 -2490.044289 9096.426023
510 -16.77 8848.19483 2666370712 8436881591
520 1825 8258.3203 -2723.192457 7796.414369
530 -19.163 7667.7508 -2664.649213 7189.857224
540 4847 7080.6478 -2503.223666 6623.401282
550 -19.163 6498.9508 -2258.475085 6093.902837
560 -18.25 5920.7203 -1852.365648 5589 561454
570 -16.77 5341.79483 -1809.735503 5093.478538
580 -14.79 4755 8809 -1255.673045 4587 12201
530 -12.37 4749.9715 -1041.744474 4634.328182
600 -0.59 47221595 -797.847672 4654 270022
610 -6 54 4666 1174 -534.9383012 4835.352479
620 -3.31 4488.57335 -259.5961356 4481.060205
620 ) 4247 9338 0 4247 5338
640 3.31 4035099 233 4215480 4020 242202
650 8.54 3759.44733 430.954807 3734.66032
660 9.59 3508 7365 502 8208797 3458.292145
670 12.37 3255 5772 713.0999804 3176.316567
880 14.79 30136735 795.6861537 2906.735542
690 18.77 2796.8204 842.8170166 2666 817238
700 18.25 2587 88962 853 3601553 2443143289
710 19163 2456.342477 853 6129068 2303.250609
720 19.47 2289.79513 809.5119996 2141.927184
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La Fuerza Fbb es frasladada ahora a lo targo del eje de ia biela y se ejer

la mufiequilla del cigliefial. La cudl se pueds descomponer en otras dos fuerka;s%

saber, Fry Ft, la primera en la direccion de la manivela, y ia segunda, tangente a ©

la trayectoria del punto A, normat a la manivela, sus expresionas somn.

Fr=Fbb*Cos{a+f) ... ... Ecuacion 66
Fr=(mpra R W (~mipg V2 r*{ Coswt+{rfL}*Cos2(wi)) )+ {(-w(b: Sen
a+9b38enda+25bsSenba) + (-Pg*Ap)) * ( Sec (arc Sen { (L)*Sen a)))*Cos(atarc

Sen({fL¥Sena) ... Ecuacién 87
Y
Fi=Fbb*Sen{a+B) .......... Ecuacidn 68

Fi={mpra R W (—mra V> r*{Coswi+(r/L)*Cos2(wh)))+ (-w(bs Sen
a+9baSendu+25bsSenba) + (-PgAp)) * ( Sec (arc Sen { {r/fL)*Sen a}))*Sen(a+arc
Sen {{rlLy’Sena) ... Ecuacion 59

Es importante considerar que Ft, genera e par motor.

Con todos los datos cinematicos y dingmicos obtenidos anteriormente, v

retomando el anédlisis de fallg por & método de Euler, podemos resumii ¢

siguiente:

a} Eslaboramisnks

AR N )

f




48171.58 N

2161807 N

< M 18181 N 17217 N

Pcritica Pacon Pacon Pmaxa Pmaxa Pmaxa
N=6 N=4 €000 rpm 3000 rpm 800 rpm

Grafica 8

Se aprecia de la pagina 53, que {a carga critica fue calculada de acuerdo a la
forma y tipo de material. También se puede observar que ias cargas permisibles
con faciores de seguridad 6 y 4, son menores respecto a la carga maxima
evaluada a 6000 rpm’®, esto se debe a los factores de fuerza de gas incidentes en
la cabeza del piston y obviamenie transmitidos a la biela (connecting Rod), que ya
fueron obtenidos en el anaiisis cinetostatico. Por lo tanto, podemos asegurar que
los resultades aqui mostrados son un buen indicador del avance en mi analisis,

debido a gue no se ha rebasado la carga critica gue soporia el material,

" En las paginas 85, 86 y 87 se encuentran los valores maximos de las fuerzas resufianies a 6000,
3000 y 800 rpm
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Capitulo 4

Andlisis Mecanico
Parte 2

Contemdo:

Introduccion 21
Dhiscretizacion op
Andlisis o6
Esluerzos Principales 103 ]

4.1 Introduccion

El analisis por FEM de un producto o pieza, reguiere de un proceso numerico
bastante largo, por o que se requiere el apoyo de herramientas poderosas que

nos auxilien a resolver nuestro problema

El planteamiento que se realiza en este capitulo consiste en un anaiisis por
elemento finito de la Biela, con el paquete SolidsWorks , debido a que es un
paquete amigable para el disefio de sdlidos, y ademas que viene integrado con
una aplicacicn de FEM, Cosmos. Vale la pena preguntar gue tan bueno es el
Cosmos para realizar un analisis de este tipo, esa pregunta se va a responder en

las conclusiones, va que tengamos un resultade global de nuestro objeto en
estudio.
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4.2 Andlisis por Elemento Finito (Discretizacién).

En primera instancia con Cosmos se pueden realizar diferentes tipos de anélisis
como son:

= Analisis Estatico.

= Analisis por Vibracion.
= Analisis por Pandeo

= Analisis Térmico

s Optimizacion

Antes de realizar el analisis tenemos que introducir el tipo de material, va sea
acero, aluminio, magnsesio, cobre, u ofros metales, con sus respectivas
aleaciones, polimeros y algunos no metales.

La ventaja del programa es que faciiita su uso mediante librerfas que manejan las
propiedades de cada material, para analisis estructural, térmico o ambos, asi
como la rapidez de respuesta.

El material seleccionado fue el acero, sus propiedades se resumen enseguida:

Propiedades Descripcion Vaior Unidades
EX Modulo Elastico 207 GPa N/m?
NUXY Poisson 0.28
GXY Modulo de Corte 78 E 10 N/m”
ALPX Coef. Expansion Térmica 13E-5 fKelvin
DENS Densidad de Masa 7700 Kgm/m®
KX Conductividad Térmica 50 W/m/iK
C Calor Especifico 460 JIKgm/K
SIGXT Resistencia a Tension 7.2382E8 N/m?
SIGYLD 6.204E8 N/m*
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Lo siguiente es insertar la restricciones. Para el caso de nuestro an
resiricciones se encuentran en el alojamiento de la manivela, y considerarentds e ;
alojamiento del perno, como un elemento sometidc a compresion. Cabe hacer la
aclaracion de que los esfuerzos generados en esta seccion del elemento, se van a
ver reducidos debido a la utilizacion del perno, el cual a parte de ser un elemento
que nos ayuda en la transmision del movimiento, también actia como un elemento

de sacrificio, para evitar dafio a la biela.

Los datos de cargas aplicadas son necesarios, y estos datos ya han sido
obtenidos en el capitulo anterior'’. Por razones de simplificacion solamente vamos
a utilizar los valores criticos, que son los siguientes:

Tabia 17

Fuerzas Evaluadas a 6000 rpm

Desp. Manivela| Desp. Biela | Fzas Resuitantes | Fza Normal Fza Biela

490° -12.37° 4706064 10321.14 45914 89
Fuerzas Evaluadas a 3000 rpm

Desp. Manivela| Desp. Biela | Fzas Resultantes| Fza Normai Fza Biela

460° -3.31° 1798552 1040.19 17955 42

Fuerzas Evaluadas a 800 rpm

Desp. Manivela| Desp. Biela | Fzas Resultantes | Fza Normal Fza Biela

380° 18.25° 17217.04 5677.34 16254.06

Se puede observar una variacion en los angulos de ia manivela, esto debido a que
en estas posiciones angulares se localizaron los valores mas grandes para las

fuerzas resultantes

17 Ver paginas 84,85,36
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En la siguiente ilustracion se observa que las restricciones van a ser colocadas

el alojamiento de la manivela, que es donde se va a transmitir la potencia y el

alojamientoc del buion es nuestro elemento sujeto a compresion, tanto en X,Y,Z

Seleccidn de Restricciones y Aplicacion de Cargas

Cargas

restricciones

Cargas

1 vreom
dormales

Restriccion y Aphcacion de
Cargas

Centro de Disefio Mecanico
CDOM-DEPFI-UNAM

Biela de Motor de Combustion Interna
Analisis en Solids Works/Cosmaos

l.eon Camacho Horacio
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El paso que sigue es la seleccién del tipo de malla, la cual depende de

exactitud que deseemos obtener, para esio, el FEM, realiza un mallad

"

fino, donde se evallan la geometria, se procesan las fronteras y se crea la falla &

de acuerdo a nuestras necesidades.

Cabe aclarar que entre mas fino sea el maliado, ia solucion del sistema de
ecuaciones lineales va a ser mas tardado, y seguramente los efrores aumenten,
debido a la velocidad de respuesta del sistema de computo e incluso de la forma

en como el software calcula las matrices de rigidez, aunado con el tipo de

elemento que se utilice.

Mediante el programa podemos seleccionar el tamafio global del mallado, el cudl

para nuestro analisis, es de 0.36005 cm, que corresponde a un mallado alto,

El nimero de Nodos es de 21495, con un nimero de elementos de 126186, io cual
el sistema Cosmos Io da por default de acuerdo al tipo de Mallado seleccionado, el
cudl es standard (Triangular), con Jacobiano para 4 puntos nodales por elemento.
Cabe decir que el programa puede realizar andlisis con otro tipo de elemenio

como el cuadrado y con mas de 29 puntos nodales por elemento.
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4.3 Analisis por FEM {Anélisis)

Con todos los datos proporcionados anteriormente, el analisis es realizado, en el
cudl se realiza el planteamiento de la matriz de rigidez, el ancho de banda, la
simefria de la matriz de rigidez, asi como el calculo de desplazamientos,

esfuerzos, elc. En la siguiente ilustracidon podemos observar la deformacion de ia

biela, ia cual es exagerada por el mismo programa, asi como ei maltado.

Deformacién de la Biela y su respectivo Mallado

\\\‘ﬂ’*iﬁ
Cargas restricciones \ :
\ W

e B 0 O

= k! 4 .o o . - o3

"E‘“ SR R e T T T EAY
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R

HAY!
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Cargas sobre eje de Biela
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B
1
v
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Restriccion y Aplicacion de Cargas Centro de Diseno Mecanico

CDM-DEPFI-UNAM

Biela de Motor de Combustlér}( Interna eon Camacho Horacio
Analisis en Solids Works/Cosmaos




Notacion de Elemento Finito {Cosmos Works)

Tabla 18. Analisis de Desplazamientos:

Descripcion Nombre Unidades
uXx Desplazamiento en Ia direccion X mm
uy Desplazamiento en la direccion Y mm
Uz Desplazamiento en |a direccién Z mm
URES Desplazamientos Resultantes (Prom) mm
RFX Fuerzas de Reaccion direccién X N
RFY Fuerzas de Reaccion direccién Y N
RFZ Fuerzas de Reaccién direccion Z N
RFRES Fuerzas de Reaccidon Resultantes N
Tabla 19. Analisis de esfuerzos;
"Descripcion Nombre Unidades
SX Esfuerzo Normal en X N/m?
SY Esfuerzo Normal en Y N/m?
SZ Esfuerzo Normal en Z N/m*
TXY Esfuerzo Cortante XY N/m?
TXZ Esfuerzo Cortante XZ N/m?
TYZ Esfuerzo Cortante YZ N/m*
P1 Esfuerzo Normal Principal (1) N/m”
P2 Esfuerzo Normal Principal (2) N/m?
P3 Esfuerzo Normal Principal (3) N/m*
~ VON Esfuerzos de Von Misses N/m*
~INT intensidad de Esfuerzos N/m”
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La grafica 9, es el resultado que nos muestra Cosmos, después de hab‘

Introducido las cargas maximas, estos desplazamientos estan dados en mm, y nos

indican el maximo desplazamiento ocurrido

Grafica 8. Desplazamientos Resultantes

debido a las fuerzas de Gas e Inerciales en la Biela
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.1 0055
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Desplazamientos Resultantes

Centro de Disefio
CDOM-DEPFI-UNAM

Biela de Mowr —e Combustion Interna.
Analisis en £2hds Works/Cosmos

t_edn Camacho Horavin
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Se observa de la gréfica 9, que los desplazamientos resultantes debido a las’}

fuerzas de gas e inerciales de la biela evaluadas a 8000 rpm, se localizan cuando
los desplazamientos angulares de la biela se encuentran a —12 37 grados, con lo

cual los desplazamientos angulares de la manivela estan en 490 grados, en estas

ubicacicnes la aceleracion del pistén es de 19595.67 m/s?.

Asi mismo, los desplazamientos resultantes debido a fas fuerzas de gas e
inerciales de la biela evaluadas a 23000 rPm, se localizan cuando los
desplazamientos angulares de la biela se encuentran a —3.31 grados, con lo cual
los desplazamientos angulares de ia manivela estan en 460 grados, en estas
ubicaciones la aceleracion del piston es de 3211.6675 mys?

Por Uitimo, los desplazam esultantes debido a las fuerzas de gas e
inerciales de la biela evaluadas s 800 rom, se localizan cuando los
desplazamientos angulares de la biela se encuentran 18.25 grados, con io cual
los desplazamientos angulares de la manivela estan en 380 grados, en estas

ubicaciones la aceleracion del piston es de 586 312 m/s2.

Los datos anteriores se obtuvieron de Ia pagina 94, tabla 17, en donde se

muestran las fuerzas evaluadas a 6000. 3000 v 800 rpm.

A continuacion se muestran los datos anieriores en la tabla 20

rpm del mofor | °Manivela  [°Biela | Aceleracion del|Fuerza biela {N}
Pistén (m/fs?)
8000 rpm 490 T T 4537 T 11958567 14531489
3000 rpm 1460 T gsd 3211.6675 1795542
800rpm 1380 |9§2s5 - 1586312 16254 06
Tabla 20
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La grafica 10, solo nos muestra la variacion de los desplazamientos en x, ¥

considerande [as diferentes rpm del motor, y en la cudl se aprecia que los

desplazamientos, efectivamente son mayores conforme se incrementan las rpm .

2.5

1.5

—
|

0.5 A

—o— 6000 RPM
—B-- 3000 RPM
- 800 RPM

Grafica 10. Desplazamientos Resuitantes en la Biela sometida a cargas

axiales y normales, para diferentes velocidades del motor

Esto quiere decir, que la maxima carga y despiazamiento se da cuando la biela y

el piston se encuentran en el tercer tiempo. llamado Explosion
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Lo siguiente es la obtencién de los esfuerzos principales, Cosmbs se basa en que
para cualquier combinacion particular de esfuerzos aplicados, alrededor de
cualquier punto que se analice habra una distribucion continua del campo de
esfuerzos. Los esfuerzos normales y cortantes en el punto variaran con ia
direccidn en cualquier sistema de coordenadas que se escoja, y siempre habra
planos sobre los cuales las componentes de esfuerzo cortanie sean iguales a cero

{Esfuerzos normales actuantes sobre esos planos = esfuerzos principales).
Debido a que lo que mas importante en la realizacion de nuestro diseno es evitar
la falla, es necesario determinar los esfuerzos de mayor dimension que ocurren en
propiedades de resistencia uniformes en todas direcciones

En los anexos al final de este trabajo, se menciona brevemente la obtencidon de los
esfuerzos principales.

Las siguientes graficas nos muesiran los esfuerzos principales, 1, 2 y 3, evaluando

a la maxima carga del motor. que es de 6000 rpm

Estos esfuerzos nos van a permitir obtener los esfuerzos de Von Misses, para falla

de materiales ductites bajo carga estatica.

El procedimiento para su obtencidn se basa en la siguiente ecuzcidn

_ |z 7 2 e
< von H\IG 1+G2+HG 3- 0102 - 0203 - 5103 ! . Ecuacicon 70

102



Grafica 11. Esfuerzos Principales @

6000 rpm
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Los datos obtenidos para ios esfuerzos principales, deben ser validos para ia%
ecuacion 70, de la pagina 102, y deben coincidir con los resultados mostrados por

Cosmos, para los esfuerzos de Von Misses

Grafica 12. Esfuerzos de Von Misses

Yon tises Yon Mices Von Mises
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. Centro de Disefio
Esfuerzos de Von Mises CDM-DEPEL-UNAM
Biela de Motor de Combustion interna Lecn Camacho Horacio
Analisis en Solids Works/Cosmos
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Aplicando ta ecuacion 70, comprobamos que los resultados para los esfuerzos’

principales, evaluados a 8000 rpm son los siguientes.

Tabla 21.
| Mpa _ . Mpa | Mpa . Mpa n
Esfuerzo Principal 1 tsfuerze Prncipal 2 Esfuerzo Principal 3 |_Esfuerzo de Von Misses
1141 1308 -1150.38 1988.9989777
1036 8024 -1066.843538 1824
931 B 49.91 -981.5247 1657.399978
827 B 9.57 -895.077 1491.999865
722 -307 -809.0612 1325.892971
617 -71.08 -722.28 1159.997679
513 -111.4 -63324 993 8966004 ~
403 1517 -543.144 | §27.98982
303 1923 | 4502435 | 6620999473
_.199 2324} -B4ddes
94 5 _ —2?2? -180.58 33&'}.9930483__
.99 3131 165961 | 2626044229 |
-114.6 -353.4 -2061 -234.000056

De lo cual se deduce, que hasta aqui el analisis es correcto

La consecuencia de estos resultados gue Cosmos ofrece, son precisamente los

factores de seguridad sobre cada region de la pieza en estudio, los cuales deben

s A Ve
ser mayores a 1°, y se muestran en el siguiente capitulo.

“ Onthwemn C, William  Disefio de Componentes de Maquinas, Capitulo 4, pag 180, Edilorial
CECSA, 1996
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Capitulo 5

Resultados y Conclusiones

[Contemdo:

ulg\esultados Finzles

1O7

5.1 resultados Finales

En el capitulo anterior, se mostraron los resultados para los esfuerzos de von

misses, a su vez se comprobod que {os resultados fueron correctos.

Como conclusiones vamos a mostrar en la tabla 22, la distribucion de los

esfuerzos de von misses, en funcion de los factores de seguridad, en la grafica 13.

Tabla 22. Factores de Seguridad @ 6000 rpm.

iipa N {factor Seguridad)

Esfuerzo de VYon Misses |con 620.4 E6
- 1988.999777 0.31191557
o 1824 0.340131579
1657.999978 0374185771
| 1481.999865 0.415817732
1325999971 | 04678723313
1159.997079 | 0.534828933
| 993.9966004 | 0.624147004
 827.99982 0 749275525
562.9999423 | 0.935748688
496.9997079 | 1248200472
330.9980489 | 187433120
262 6044229 . 2.36248877
-234.000096 -2.651280964
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Estos resultados, son buenos si consideramos que la carga aplicada fue maxim

2

y al régimen mas altc de velocidad del motor, en donde la mayor deformacion
causada fue de apenas 3mm.

Grafica 13. Jlistribucién de los maximos esfuerzos
de Von Mises Rojo<FS=1>Aril

6090 RPM 3000 RPM 800 RPN

Centro de Diseno
CDM-DEPFI-UNAM

Esfuerzos Maximos de Von Mises

Biela de Motor de Combustién interna i.eon Camacho Horacio
Analisis en Solids Works/Cosmos
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Lo anterior puede expresarse en funcion de los maximos desplazamientos

Existentes en la tabla 23, y grafica 14

Tabia 23 Gréafica 14
Riesgo<1>Esiable
X resultantes (mm) | Factor seguridad Factor de Segurgdad ve
3 0.31191557 Desplazamienic
2.245 0.340131579
205 0.374185771 38 g e
1871 0.415817732 ST T
1.684 0.467873313 25 ;
1.497 0.534828933 2 g
1.31 0.624147004 15 1
1123 0.748275525 1 E
093  0.935746588 05 e S
074 | 1.248290472 a . s
0.56 1.67433129
037 o 2.36248R77 —-— M resuttentos {mm) -——— Faviur seguridad i
0.01 265

Los datos anteriores también son un resuitado razonable, ya que a medida que los
desplazamientos maximos se van reduciendc, el factor de seguridad se va

incrementando, lo que nos indica que el analisis es correcto, de acuerdo a ia ley

de Hook, F=Kx.

El analisis anterior nos indica, que el acero utilizado con un esfuerzo de fluencia
de 620 4 Mpa es adecuado, asis mismo, podemos considerar la utilizacion de otro
material. tal como el AISI 1020, esto obviamente implica considerar que al ir
aumerniando la resistencia a la {ension y la resistencia a la fiuencia, la efongacion
del matenal se puede incrementar debido al contenido de carbono

Realizar la modificacion det o de los matenales, ya no es una tarea dificil, pues a
partir de que se obttenen las cargas maximas a las que va a estar sometida la
biela. podemos obtener jos resultados de von misses y con estos datos considerar

la factibiidad economica de realizar modificaciones, esto depende de ios factores
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de peso, dimensiones, consumo de combustible, velocidad del motor, tiempo E
aceleramiento de 0 Km/hr, hasta 100 Km/hr, ya que esto es una medicién de!
factor de potencia de un vehiculo, y de lo rapido que este sea. Teniendo esto en

cuenta solo haria falta considerar los costos de la manufactura y comenzar a
realizar prototipes para la fabricacién final.

Cabe mencionar que la realizacién de este analisis involucré una variedad de
incognitas y por los métodos tradicionales no se hubiese resuelto. Lo cual confirma
que Fem es una herramienta valiosa para la obtencion de la distribucion de
esfuerzos en cualquier objeto, con cualguier caracteristica va sea de materiales o
dimansionas

El analisis realizado fue utilizando un mallado para 12616 elementos con 21495
nodos, y con un Jacobiano de 4 puntos nodales con elemento friangular standard
tridimensional.

Actualmente las industrias manufactureras como Mahle y Moresa, principales
fabricantes y disefiadores en Meéxico, E.U, vy Europa, estan bajo una presion
constante para reducir [os tiempos de desarrollo v costos, 1o cudl lo logran a través

de un adecuado sistema de disefio, y costosas herramientas de simulacion Estas

yem e Nalelataret] 4

e
- - vy . P R e
industrias utifizan computadoras altamente sofisticadas con una gran capacidad as

almacenaje y una velocidad de respuesta casi inmediata. lo cual les permite
reducir los tiempos de andlisis computacional, por consiguiente abre las puertas
para la realizacion de mallados complejos con un gran numero de elementos vy
generarlos automaticamente Aunado a lo anterior, el tlempo de respuesta del

analisis de la biela, tardé 2 5 horas, siendo que se utilizé el elemento tnangular

mas sencillo, y con un jacohianc de 4 nodos

Este trabajo, es importante va que la Lteratura existente no profundiza tantc en el
desarrollo del analisis mecanico, y en algunos casos sélo se mencionan resuftados
En cuanto a la informacion

electronica (Internet) la informacion se encuentra restringida y es necesaric



efectuar pagos o tarifas para la obtencion de articulos que a final de cuentas neM
muestran la informacidn compieta, debido a que !a industria guarda celosamente
su informacion, informacion valiosa y que cuesta mucho dinero.

Algo que es notable en la literatura de los motores de combustion interna, es que
en los libros de prestigiados autores no se menciona el andlisis del
comportamientc mecanico del perno, esto debido a la complejidad de los factores
térmicos inducidos y a la vibracion generada por las fuerzas de!l gas. Asi mismo no

se encontrd aigin tipe de ecuacion que englobara todos los factores para la
determinacion de las fuerzas de gas.

Hoy en dia se fabrican bislas con crome molibdeno, aleacidn ARA0 nigusl
vanadio, aluminio y titanio excelentes para resistir falla por fatiga, v someterlos a

velocidades de hasta 9000 rpimn.

Por uitime deseo mencionar, que el uso del método de los elementos finitos es
una herramienta compleja, que involucra el conocimiento de una gran cantidad de
conceptos matematicos, asi como de mecanica de sdlidos, aigebra lineal,

ecuaciones diferenciales, y programacién avanzada entre ofras ciencias,
dependiendo de 1a aplicacion,
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Comportamiento Mecanico de los Materiales.

< Introduccién.

La eficiencia del diserio se confia en ia capacidad para predecir las circunstancias
bajo ta cual ia falla de un material es probable que ocurra. Las variables que

importan en la falla estructural incluyen la naturaleza estructural del material, como
SON:

La configuracion de carga
El valor de la carga
La forma, superficie y temperaty uer

SeE1E

Condiciones ambientales

En términos generales, la falla se refiere a cualquier accidon que conduce a una
incapacidad por parte del Ia estructura o maquina para funcionar en la manera que

se destind. Seguida de la deformacion permanente, fractura o deflexion excesiva
lineal elastica.

Uno de los factores mas importantes que influyen en la falla es el valor de |a carga
aplicada. La carga dindmica conduce a una variedad de fendmenos adversos

asociada con la vibracion y aceleracion de impacto, con niveles aitos

acompafados de esfuerzo y deformacién asi como también inversidn rapida de
esfuerzos.
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% Fallas por Cedencia y Fractura.

Cedenzia.

A causa de una carga en un material no homogeéneo 0 nNo uniforme, las regiones
de alto esfuerzo pueden estar presentes, en ia cual ocuire la cedencia localizada.
Como la ecarga aumenta, la accion inelastica llega a ser més generalizada,
resuitando eventualmente en un estado de general de cedencia. Le rapidez con
que la transicion de cedencia localizada oculre es dependiente de ias condiciones
de servicic asi como tamiién de 'a distribucion de esfuerzos y las propiedades de
los materiales.

Ceformation

S movimiento relative o deslizamientc entre dos planos de atomos (y el
desplazamiento relativo de dos secciones de un gristal) representa el mecanismo
mAs comin de cedencia. El deslizamienio ocurre mas faciimenis a o largo de
clanos cristalcgraficos fiamados piancs de deslizamientc o cortante

l.os planos a lo largo de los cudles el desiizamiento tiene lugar, facimeanie
aquellos que contienen el nimero mas grande de atomos por unidad de area. La
energia de cedencia es claramente una cantidad estadistica, como son las otras
oropiedades de ios materiaies tal como el maédulo de elasticidad. Si un metal falla
por cedencia, uno pueds, con base en ias consideraciones anteriores, esperar gue
el esfuerzo de corte juegue un papel imporiants.

w

Pkt
s}

Fractura.

Es la separacidon de un cusrpo sujeto a un esfuerzo, en dos © mas paries la
fractura se clasifica en fragil o dlctil. La fractura fragil generalmente comprende 1a
rapida propagacion de una grieta, con el minimo de abscreion de energia y de
deformacion plastica En los monocristaies, ta fraciura fragid ccurre cor civaje a lo
large de un plano cristaldgrafico. En los materiales policristaiinos, ia superiicie de
fractura fragil muestra una apariencia granular debida a los cambios en ia
orientacién de los planos de clivaje de un grano a otro
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Al igual gue con la deformacion plastica, la diferencia entre ia refds

estructurales.

fractura tedrica y la resistencia a la fractura real se debe a

|2 fractura ductil ocurre después de una considerable deformacion plastica previa
2 la falla. La falla dg la mayoria de los metales diictiles policristalinos ocurre con
una fractura copa v cono, asociada con la fermacion de un cuelic en.una prebeta

" tensil.

< Teoriz de ias fallas por sedencia.

Consideremos un elemento sujeto a un estado general de esfuerzos, donde
o1>59.>05. El estado de esfuerzo cargado uniaxialmente es descrito por 51, el cual
es igual a la fuerza .normal dividida por su area transversal y oz = o3 = O
Correspondientes ai comienze de la cedencia en una prueba de tensidn simple

~ 1 oo Favoa ¥ 1A J il e oF e o
son ias cartidades de esfuzrzo, deformacior v energia de deformacién mosiradas

columna se expresan en términcs de la
cyp, tenienco un significado especial
estados multiaxiales de esfuerzo.

cia

Cantidad Prueba de tensidn

Prueha de torsién

!
!
|

VI —
' Maximo esfuerzo Principal | Syo Cye=Tvp
Maximo esfuerzo Cortante | Tyo=Cyp/2 i Typ
T Maxima d Bn | o JE a EEYTEY
. Maxima vueformaclon | £y5=GCyo/E | gyp=Typl 1HV)E
3 principal - o
Maxima Energia cela Uodz{(ﬂ.-t—v)/SEJo"._,c Ueam Tyl 1+v) 2
Cistorsion i
Maximo Esfuerzo Corante o= (1 412)/3)0w Toe=((1 41203 T 4

En ol caso de un material en torsion simple, ef estado de esfuerzos esta dado p

ko ) :
Joianenco |

'
—_—

r=al=-63 v 62=0, agui T es calcutado usando ia formula comun de torsidn.

l.as propiecades de ios materizles sujeios & esfuerzos normales uniaxiales

esfuerzos cortantes purcs son faciimanie preseniados en ios diagramas ssiueiz

daformacion.

»
2]

’
ateoria g

N

]
e

XY T SO tnr
os esfuerzos principa.es marimos.

-
¢
T3

or

(@B )

Segun la teoria del esfuerzo principal méximo. un material falia por fluencia

cuando el esfuerzo principal maximo excede a la energia de cedencia tensil,

G

cuando el esfuerzo princinal minimo excede 'a energla de compresidn de fluencia

w
——h
~—
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En ia expresion anterior, para v=0.3, se grafica en la figura

enie, donde

nuevamente la regidon fuera de la frontera representa el estadc para el cual,

acordandonos de ia teoria, ia fluencia pueds ser esperada.

3 H Z 2 o Y 2
{6whﬂv§2+{ﬁ; mﬂ:}ﬁ*%{o‘:‘_a:) +6{T(y+7y1+’tz}m26vp

= 2 b
AN L. B
oy oy (ay — oy Y (o= =20y
o alternativamente,
y 2
TR AT RS U LER
R T Wt Sl L R
% -
ﬁ\ ﬁ"“'f \r‘i\-;y:‘i\l'\q\f kY 171;

A
.z a ser igual que a2 asociada con 2 fluencia en una prueba de
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La expresion anterior define la elipse mostrada en la figura

ool s gl e

.

E' //U 4
e

| a teoria de la energia de distorsion maxima o falla encuenira apcyo experimental
en situaciones que involucran materiales dictiles y esfuerzos planos. Por esta
razon, es comunmente usada en el disefio.

3

% Comparacion de las tesrias de cedencia.
il

Q.

Dos enfogues, pusden ser empieatos con el objeto de comparar ias teorias de
cedencia hasia ahora discuiidzs, para un material con o o= O 4 L2 primera

-"p. LS

comparacion es hecha al iguslar para cada teoria los valores criticos gue
corresponden a carga uniaxial y torsion para la relacién de Posson v=0.3.
Referido a Ia tabla que mostramos al inicio de este capitulo, tenemos:

| a teoria de los esfusrzos principales maximos: Toy = Tpy

! 2 teoria de los esfuerzos ceriantes maximos: 70, =0 500y
| 5 teorla de deformacion principal maxima 72077 Gy

t a tecria de energla de distorsidn maxima: Tpy=U.07 T Gpy

Se observa gue las diferencias entre las civersas teorias son considerables.

< Teoriz de la fractura.
' a5 anteriores ieorias representan intentos de prececir la falla de
cedencia. Los maleriales quebradizos, inciuyendsc una varg =
plastico, muestran poca cedencia, y no un esfuerzo de cede
sracticos, existe la falla en tales materiales guebradizos vy se
resistencia ultima, por suponer que los esfuerzes ultimo y de fractura son i
Estae teorias de falia por cedencia las cuales no mvolucran ia ley de Hocke.
cuaden convertirse para aplicarse en la fractura por simplemente reemplazo de 0s
esfuerzos o'y, Gy ¥ Ty CON los esfuerzos uniaxiales altimos o'y, ¢ 'w ¥ T
respectivamente. El esfuerzo principal maximo, el maximo esfuerzo cortante, el

=3

- 0 o
i

p P
9-.(0
=

g F 8o
oo W
“ﬂﬂfl)_m
T S 0w
D .
W= W

v O
sike]
5
]
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esfuerzo octaédrico cortanie, Mohr, vy las teorias Coulomb-Mohr de pueden
analizadas. :

% Criterio de Faila para Fatiga de Metales.

Un tipo comun de fatiga consiste en las cargas sinoidales de esfuerzos sobre un
esfuerzo uniforme; tales variaciones de esfuerzo con el tiempo occurren en los
casos de vibracion de un miembro estructural, que transmite una carga constante,
y o podemos definir de la siguiente manera:

om=0.5((cmax+cmin})

ca=0.5((cmax-cmin))
gue se definen como los esfuerzos medios o promedios del esfuerzo de fatiga.

La componente de los esfuerzos alternativos es el factor mas imporiante que

determina el nimerc de ciclos de carga que un material puede scporiar sin
fracturarse.

Para entender con mayer celenimienio esie upc de faliga, exisien las secuaciones

g \ -~ Joss H g 4 i o
de Goodman, Soderberg, Gerber, de ias cuales i2s mas aceriadas son ias dos
crimeras

A
'8
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Analisis de Esfuerzos.

Existen dos tipos basicos de fuerzas que actian en un cuerpo B&ta producir
esfuerzos, las primeras denominadas fuerzas de superficie, y ias segundas

fuerzas de cuerpe, como pueden ser la fuerza centrifuga, ia fuerza gravitacional,
etc.

=n el tema de elasticidad analizaremos cuerpos que son:

» Continues.

o Lineales.

o Elasticos.

s Homogénecs.

s isotropos. o °

Entendiendo por Continuidad, a acquelos mzteriales cue 2l ser estudiades
oueden idealizerse. olvidando suU &sinucira molecuiar, como 3l esituviesen
construidos por una masa continua, sin hueces ni separacionss 8n su imierior,

La Linealidad, se refiere a que 2l someterse un cusrpe bajo la carga de
esfuerzos, estos son proporcionales a la deformacion de aguerdo a tag graficas de
esfuerzo contra deformacion de cada material.

Se dice que un material se comporta elasticamente suando sus deformaciones
son proporcicnales a los esfuerzos locales. El material tiende a deformarse un
cierio incremento en las direcciones X, y, z, bajo la accion de una fuerza exterior y
tiende a recuperar su forma origingl siempre y cuando no rebase su iimite de
fiusncia en las graficas de esfuerzo defermacion, propias de cada matenal.

L2 Momogeneidad se da cuando los malerizles conservan sus propiedades. 1as
cuales no cambian en su estructura.

Al hablar de Isctropia suponemos gue la microestructura de! material consiste de
clementos orientados &l azar y excluimos por consiguiente ia existencia de
direcciones preferenciales para sus procietades meacéanicas. También la isotrocia
imnlica que ei efecte de deformacién producide en el material por deferminado
sistemz de fuerzas no gapande de la orientacion cel materia, mismo,
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_ & Estado de Esfuerzos en un Punto.

En un punio de interés dado, dentro de un cuerpo, la magnitud &
esfusrzo resultante Tn, depende de la orientacion del planc que pasaa traves del
"punito. Asi un nimero infinito de vectores esfuerzo resultante pueden ser usados
para representar el esfuerzo resultante en cada punto desde un nitmero infinito de
planos que pueden pasar a través de cada piano.

1 OO § S \H P
La magnifud vy QIfeCliCn

especificado en t&rminos ce

o cads vector esfusrzo resuiianie, nuede  sev
o K FET i
el punto. Esto puede o \edio del eguilibrio elemental del Tetrahedro

<
S

&
[SatY

p

En esta figura, el esfuerzo actiia scbre las cualro caras del Tetrahedro, ias cuales
son representadas por sus valores promedio, asi, para que el tetrahedro se
encuentre en equilibric se debe considerar ia condicién de eguilibrio en la
direccion A '

T,

i ~
A< %

o e ! 3 - 5
Lo T A COB AT, X7 :.},KA SO 1,

=

.

‘
10
o

Donde h= Altitud del Tetrahedro.

A= Area de la base del tetrahedro.

Ey= Fuerza de cuerpo promedio en la direccion X.

Tnx= Compsonenie de esfuerze resultante en la direccidn X.

Y A cos{nx), A cos{n,y), A cos{nz} scn ias sroyecciones del area A en los
olanos yz, xz, xy, respectivamente. Despues de considerar que h—0, y eliminande

J
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el factor A, se observa que los esfuerzos promedio son exactos en &l |
expresion se convierte a: :

Tox = 0.5 COS (B, X} + 1T, cOS (1, ¥} + T,,CO8 (n, 2)
De esta misma manera, considerando el equilibrio en jas direcciones y. Z,
respectivamente, obtenemos, las expresiones siguientes, similares a la anterior.

;]

T, = Tgy €08 (n, X) + o, CO8 {n, ¥} + 7,, €O {n, I}

tq

Toz = Tz €08 {1, X) + 1,, COS {n, ¥} + 0,, <08 {5,

]

Calculando la magnitud oy direccion dei esfuerzo resultante tctal tenemos io
siguiente:

Los 3 Cosenos directores, definen la linea de accion del esfuerzo resuiiante:

,lr. "‘él"‘}‘ T } '}r:ﬂz
203 = -0 cos (T, yy="_" cos (T, 2y =~
cos (T, x} T (.. T T

Ei esfuerzo normal y el esfuerzo cortante pueden ser determinados con las
siguientes expresiones!

g, = T, cosim x)+ T cos{im ¥} + T,, cosin, z}

&

< Ecuaciones de Equilibric.

En un cuerpo sujeto a un sistema general de fuerzas de cuerpo y superficie. los esfuerzos de
magnitud v direccién variable se producen através del cusrpo. La diswribucion de ¢stos

esfuerzos debe mantener ¢l equilibrio en todo el cuerpo. ademds del cquilibrio en cada

lemento det cuerpo. En el elemento que se muestra en la siguiente figura, Jas componentes
de esfuerzo v fuerzas J2 cuerpo. actdan en la direccion X, ast como en ias d

FRTL VAN e

v

s direcciones Y 7.
I os valores de esfuerzo mosirados son esfuerzos promedios sobre lus caras d¢ un clemento
el cudl se asume que es muy pequefio: Una sumatorta de fuerzas en las direcciones X, Y. 7.
v realizando las simplificaciones adecuadas tencmos las sipuientes expresiones:

ca T, €1, o
AL R L e =0

4x oy 2

- 5 e

(_3} l:‘?):_& - {'_:i 4 B o= {j

i ) by ? 4

x &y ¢z

~ -~ ~ ’122
3 S R (22 . :
- R T i B (i



Estas ecuaciones son conocidas como !as ecuaciones ds equilt
obtencidon d= estas ecuaciones, ires de las seis condicicnes de equiliipy
empleadas, las tres condiciones restantes pueden ser utilizadas pa™ establecer
_relaciones adicionales entre los esfuerzos.

Considerando el elemento mostrado en la siguiente figura, en ia cudl soiamente
las componentes de esfuerze que producen un momento cerca del ele Y se
muestran; el sistema coordenado ha sido seleccionadc con su origen en el
centroide del elemento, ias componenies de esfuerzo normal y las fuerzas de
cuerpo no producen ningun momento.

La sumatoria de momentos da la siguiente expresion:

21, z\ dz dr. dz d: »
Tya+ — - - ldydy 4+, -~ 7 dv dy
(" fz 2/ Y VR e 2 7y
/ a1 dx) Codx Ot dx\ dx
it esidydr | —ir = 2T gl 20
A Lx L/ < 8 G L 2
L.as dos condiciones de equilibric restaniss se coltienen de iz misma forma,
también se establece qué
. T, =T,
tedxdydz — 1 _dxdyda=0 iy T oA
Tex = Tz R

Las igualdades antericres se reducen a 9 componentes de esfuerzo para seis
companentes independientas. 'as cudles se describen el sigulente arregic matricial
denominade, Tensor de esfuerzos.

i

G.. |

F$.4 L3 X
f
% Leyes de Transformacidn de Esfuerzos.

oMo anteriormente se mos?ro gue &! ‘fec{or esfuerze resuitante Tn, actta en un
ianc arpilraric definido por una normai n, cue puede ser determinada po

QJS*"?L ton de seis com'*om,“?*ces cariesianss ndzpendienies de esfusrzo.
Partiendo de o anierior v sablendo que ssias componenias s refieren 2 un

Y A i R AR VAVER f e ]

sistema coordenado Oxyz, y es deseable hacer otra transformacion a otro sistema
O'x'y'Z, es necesaric utilizar las leyes de transformacion de esfuerzos.

Considerando un elemento como el mostrado en la siguiente figura, er la cud! dos
direcciones mutuamente perpendiculares n' y n' pueden ser denotadas en el plano
de la cara inclinada. La magnitud del vector esfuerzo resultante actuando en Iz

cara inclinada puede ser resuelio con las componenies a través de las direcciones

w0

f

A
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n, nyn.
siguiente:

scnn=Tnx cos {n,x}¥iny cos{n,yi+Tnz cos{n,z)
nn'= Tnx cos (n',x)+Tny cos(n’,y)+Tnz cos{n’,z}
nn’'= Tnx cos (n”,x}+Tny cos{n”,y)+Tnz cos{n’,z}

LA

Qi ioe resultados de las ecuaciones, TN, Try. Tnz y Ty, TyZ, 12X, S€ sustituyen
dentro de las ecuaciones anteriores, obtenemcs la siguiente expresion:

srn=cxx cosi{nx} + oyy cos’ (ny) +ezz? cos {n,z)+2uxy cos{nx} cos (ay) ¥
2tyz cos{n,y) cos(n,z} + 27zX cos!{n,z) cos{n,x}

mn’=oxx cos{n,X) cos{n’,x} * oyy COS {n,y) cos{n’,y) +ozz COS (R,2}
cos{n’,z)rxy {cos(n,x) c0s {n’,y}«'&cos(r&,y) cos{n’X}} +vz (cos(n,y) cosin’,z) +
cosinz cosin’ v
-

H
H

&
rzxicosin,z) cos{n’ g + cosin’,Z; COS{NK]

Ry H
cosin’”,zjrxy {cos{h,x} cos n”,y)+cos{ny) cos{n”,x}) +tyz {cos(n.y) cos{n”,z)
+ cos{n,z) cos{n’,¥}) ‘

+ tzx{cos{n,z) cos{n” X} + cos(n”,z} cos(n,x}}

mnt'=oxX cos{n,ix cos{n’ %) + oyy CCS (nvY cosin’y) +g2z COS
IREERLY] % ? Y3 3 ¥
fg]

Estas ecuaciones proveen los medios para determinar ias componentes de los
esfuerzos normales y cortantes en un punic asociado con cualquier gie cartesiano
al que se refiera. de acuerdo a los esfuerzos que se conccen en uno de los sjes
cartesiancs

Dara determinar 10s ©
selegcionamoes un pia

T A - . =~ T
Tn'en ests planc, sUsd

¥ oy'y.ozZ'Z, apoyantonos de

2 coincida con ¥ por lo cual
o Xpor n.oynern z
homologas obtenemos as xpresiones, para ias gcuaciones &
esfuerzos.
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Si por un puntc P de un —wedio continue, tomamoes una direccidn 1. e! esfuerzo Tn
correspondiente, tencra por o general unz aireccion diferenie de 1, ghota 8l T
concide con la normal i, esta claro que ei es

y n coinciden.

4
'

: orzo corante desaparsce y Inon,

S n es seleccionada tal gue coincida con Tn entonces el plano defin'do por n es
conocido como plano principal. La direccion dada por n es una direccién principal ¥
el esfuerzo normal que actia en este plano narticular es un esfuerzo principal

Las raices de la ecuacion cubica sigutente son 10s esfuerzos principales:



Gﬂ3-(0XX+ny4'(522)6'512'*'(Gxxcyy+ﬁy'yGZZ+GZZGXX—‘:2xy-szz—TZZ?{)G n-{cxx;

cxmzyz-cyy:zzx-czz«czxy+21xy1y212x)=0 . g

"al resoiver esta ecuacién, nos encontramos con 3 soluciones, gue pueden ser
iguates, diferentes entie si. o dos de ellas ser iguales, pero diferentes a la tercera.

| & ecuacién cibica antenor también puede ascribirse de la siguiente forma’
-3 n 2_! s =

/. Tt 2/--:3-—6

Donde 11 1p.13, representan ias invariables de esfuerzos.

i a5 raices de la scuacién cubica gue representan los esfuerzos principales son
caracteristicas que dependen del estado de esfuerzos en el puntc y no de la
posicion de los ejes coordenados. Esto no seria posible s HLos coeficientes de ia
souscion s variaran al cambiar los gjes, concluimos gue necesariamente, tambian
lng coeficientas li.ls,iz son invarianies COn respec

{
| o e S . ; il n
lzrman respectivamente primer, SEgUnGl, it

o 2 taies cambics, &3 Lo €50
guneo =11
+d

reer invariante de esfuerzos.

-
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Deformaciones Unitarias vy Relaciones de
Esfuerzo/Deformacion.

< Introduccion.

el estado de esfuerzos se desarrolla en un punto arbitraric dentro de un cuerpo
como resuitado de las fuerzas de cuerpe o de superficie. Las relaciones obtenidas
se basaron en las condiciones de equilibrio v no se asumié que fuese hecho gon
relacion a las deformaciones del cuerpo 6 las propiedades fisicas del material, del
cudl el cuerpo esté constituido. los resultados scn vaidos para cualquier material v
para cualquier cantidad de deformacion en éi cuerpo. Puestc gue la deformacion
es una cantidad puramenie geométrica, no se requieren resiriccicnes, como sea,
para cobtener las ecuaciones lineales que describen el desplazamiento de ias
deformaciones, las restricciones, mencionadas deben ser lccalizadas sobre 128 .
deformaciones permitidas. Mas adelante, al desarroliar fas relaciones de
asfuerzo/deformacién.  ias constantes elasticas  dal  cuerpo  deben  ser

T e
ConsWeiadas.

serpo balo diferentes movimienics, v cada uno ¢e enos

¥
7

Si varios Dunio

S GE
cueds sar renresant
R iAol \..!Jiva..\...u

W c
o)

&)
O
I'e

nor un Gnico vector de desplazamisnio, cada varior g8
puede resolver con componentes paralelas a 108 gjes cartesiancs, tales como
U v.w en las direcciones x,y,z, respectivamente.
Ei movimiento de un cuerpe puede ser considerado como {a suma de dos partes:

1. iJna traslacién y Rotacidn del cuerpo.
7. El movimiento de ios puntos del cuerpo respecto 2 otre cuerngo.

o traslacidn & rotacién de un cuerpo es conocida como movimiento dal cuepo
~aido. Bl movimiento de los puntos del cuerpo respecic a
= : h b h

T iiem f it o edefieede
Wi geigrnmacion winigdl &3 gefinida

a como & camit.o en la longiud de un
segmento de linea entre dos puntos. Es decir, Lz longitud final, menos la fongitud
iniciaj, entre la longitud inicial.

tina deformacién angular es el cambio entre ¢ angulc de dos recias iniciaimente
s

ortogonales, cuando es aplicado un sistemna de fuerzas.

A
[
jo))



La relacién entre las deformaciones y los desplazamientos see

cargas aplicadas. Esto puede apreciarse en ia siguiente figura, en ks

“n” se mueve una distancia u, en la direccidon x. una distancia®/,w, en las
‘é‘ o \ -7
. ,,_.{ ‘r-,r-"”;ff&"_ \"

. ! - i
. RV
: /xk‘ , A \
.‘ l“ P‘f"’ }
! o 4 - /
f A1 ;Az ; -

} { ’,su-k__

\ P,f:—.—ﬁl k 1

\. PV , ]
o

direcciones vy, z, respectivamente.

Considerando la linea PQ, ia cudl es paralela al eje X, como se muestra en la
figura; y, z son consiantes a través de PQ, para las cuales cbtenemos las
siguientes ecuacionas de despiazamiento:

¥
!
|
|
‘:: w“.’
' _/
I S S -
1
.
&
Ur=pt{ Su/2x ) A RV OVIONAX w = Gw A
Aplicando 'z frmula de deformacion ongituginal, tenemos faz  siguienies
sxpresiones:
I T - RN
/ o ;/ffu\“ I Sy 2
¢ = l_g_z‘.i.s—!...{ 14 R
EX [ Ay A/ oy ! v ) :
Y \UA S 0%/ \g,, ;



dv AN\t fawN | feu!
t+22 -«»/ ) Lo ) +
\/ gy " \oy) T \ay kf‘}‘)
/ fw f&w\? fauNE [t r
(.= 1+ 2 — + ! by ( i
=7 \az/ Ke) &z

Debemos enfatizar, que dentro de los problemas de ingenierfa existen una gran
variedad de cascs, en los cudles podemos analizar deformacion iongitudinagl,
angular, etc, también debemos considerar que los despiazamienios vy
deformaciones son muy pequefics. Bajo estas condicionss. las ecuacicnes de
desplazamiento deformacién frecuentements encontradas en la tecria de la
elasticidad son las siguientes!

Cu
( =
AR
Ox
I
fyy T I
<
I
Py o
¢z
or o du
- = .
fxy a Pooa
ax  dy
dw Op -
.
e S
7 gy {2
-~ -~
Ou Cw
P

Ahora, que las deformacicnes normal v cortante han sido determinadas,
consideremes la deformacion normal en una direccion arbitraria Y considerando ia
deformacian longitudinal, {enemos:

[ /
2 -
Cy e /
- J
‘- ,,,V,;,/,,,.
et

o



Partiendo de las consideraciones geométricas mosiradas en la figura

(PQ)* "*‘Ax) 2 AYIH(AZY e D)
(P Q") 2= AP AY P H{AZ Vs .{c)

AXF=(1 +(5ulb‘x)}Ax+{6uf@y)Ay+{auiaz}az
AY*={SISXIARH{THOVICY I AY HOVICZIAZ o {d)
zr={awloxiAxr{owloyay+{T+{ow/oz)iAzZ

Silas ecuaciones {d) se sustituyen dentro de (c) | Ia longitud de la linea deformada
PQ*, puede ser encontrada, asi, tenemos:
Q

o]
_ cu cr
. (
(P*0%) =K1 +2 - HAXPE T+ 2 A
(‘}'
;. dw . cu e
A2 A 2 e+ s ax Ay (o
N oz, \&y  8x) v
Siey e A / ™
I U f LW OB
+ 24 -4 laydz 2l -+ - Az Ax
oz Ly \Cxo (2
La ecuacidn a puade ser arregiada de la siguiente forma:
pt{)ﬂi
tpg = - |
Py
fpEaet
{epp + 11 = o
¢ i, I
\ ‘Q /"
Aora hien. si ies ecuaciones by e g2 sugtiuyen deniro del amegn anieror sg
ouade cbtener ia siguiente ecuacion

Cu a3 vt
2o cost{x, PGY 2 - cost i, POY 2 o cestz POY
{x éy iz
AT IR Can .
= &)z o peosia, Poleosiy, PO
Gy ix)
\"Itwb' Ow
*-1\_ + _ Jeosiy, PO)cosiz, PO
gz [

- \) cosiz PQleoslw, B0
J

—
rJ
[<9]



Simplificando la ecuacion anierior, haciendo uso de
trigonométricas, donde: :

Cos? {x,PQ+Cos(y,PQ)+Cos*{z,PQ)=

Lo cudl implica que la ecuacion anterior se modifique a:

)

fu v, v,
tpg = T COST (X, PO}y + . cost{y, PO+ | cosT iz, P
&x oy iz

™y

/a‘.,i "
— jeos{x, P} cosiy, PG
5}’ Ox

dv  Ow
+ (w + ﬂ—) cos{y, PQ)cosiz, PO
z Uy,

Por medio de estz ecuzcidr y las relacionss generalss de despiazamienio,
podemes determinar exx seleccionando ia direccidn de PG paralela al eje X'\v'.Z
respectivamente:
' ~ .a ¢ 4 FEs s oy
€y = Lyy COBT (X, X} 4 1, CON iy, v
~ 2 % ,.{,_ ny { V’) 0 i ")
4+ ¢ €05 {2z, X'} 4 7., CO8{X, XJCO8LY, X
- 'f Al " Ll -I
+ Y,y COS LY, X Yeosiz, x')
4oy enefr NYens vy v
2 s ry
e,y = €, 8037 {3 3} + (08" {z, V)
oo cest (v os{y 1 sos s, v

-
¥
3
o
)
P ¥
w
7L
S
[y
€
7.
!
el
—r



Vay = 20 €O8{X, X'} COS{X, ¥
+ 2¢,, cos{y. X Ycosiy, Vi

+ 2¢,, co8{z, Xyeos{z, y

+ 71,0808 (x, X'y cos (3, V) + cosix yleosty, A
+ y,:[c08 (. XY cos{z, ¥} + cos (3 ¥ cos {2, X7]
)

4 v [cos (z, X') cos(x, y') + cos{z, yicos(x, XT}]

v.. = 2¢,,¢08(y yjcos{y. 2N}

[

(., co8{z, yycos(z, I}

+
+ 2., cos{x, yycos(x, 27}

+ 7 lees (y, yycous iz, 2+ cos (p. 2 cos (s, i@
+ ';“{cm (z, Yycos(x, ')+ cos(z, Zycosix, ¥}
+ o~ Teos (x, yicos{y, 2y +20s {x, Zhoosd; VY
v., = 2, C034{z, 2} cos iz, X

4+ 2 cos{x, Zycos{x, X7}
+ 2¢,, cos{y, zeos{y 57

4o feos iz, Tyeos {x, N 4 coviz, vieos (X 2]
+Hy{ o8 (x, ZYeos iy, X} cos (a, VTeos (2]

yebcos (p, Ty eos iz, X+ condy, M) eos s,z 1l

Al 1 - —~ ! g

Esias sals ecuzcionas son las ecuaciones de transformacion y pusden ser usadas
£ H o -~ & \

cara transformar ias sais cemponenies caresianas de

P T - P T e —— e -~ o - i i o '

defonmacion/despiazamiento en un sistema Oxyz a otro sistema Oxyz

<

%+ Deformaciones Principales.

Ya que exisie una similitud entre las leyes de wansformacion ce esfugrzos v

deformaciones, se concluye gue existen al menos fres diferentes deformaciones

desnizzemiento principales, con sus  dirscciones  principales  ssociadas, vy

rezhizando las sustituciones adscuadas, llegames 2 una ecuacidn cibica similar 2
1 4

Al g

- {ENAFEVY 2 e -'r{s AXEY Yy YezETezZexX-{ 1A - Uiy 2= H4)

{exxenyyezz-gx{ /4] Y g2y yitid) fzzx-z:zz(?!/i‘-x w i HAY Ry yzvex)=l
Para io cual existen

expuestos en el capituie 1.

—
[,
Y



e 1
Similarmente, existen 3 invariantes de despiazamientos que son aﬁ 2
invariantes de esfuerzos, v se denominan por medio de J1,J2 y 3. ;ﬁ_&' i

h St
4 Ecuaciones de Compatibilidad.

Dado un campo de desplazamientos, tres ecuaciones Que expresan a Lv,w comge
funciones de las direcciones X,v,z, y un Gnico campo de deformaciones puede ser
cbtenido por medic de las ecuacicnes generales de deforrmacion. De cualquier
manera un campo arbitrario de defermacicnes no puede S&r un campc ¢e
desplazamientos. Estoc tiene que ver con las incognitas que fenemos en un
sistema, ya que contamos con un sistema de seis ecuzaciones, y pede nos tener 3
posibles soluciones, entonces wenemos un problema sobredeterminado, v es
necesario evawar por medic de las ecuaciones de compatibilidaed, cual es ia
nosible solucion del sistema.

Estas ecuaciones de compatibilidad se muestran a continuacion:

ey g% g,
2 A S 24
oA Toa2
0x 93 oy* Ox
NZ. Mg 52.{
o7, O €22
i O ey
. - 2 2
gydz 0z dy
7 A2 42
T Y €22 5_“_"_:;_:_1;
o AL 2 ~.2
dz dx  Ox ¢z
"3 ~ s =y ~ = N\
AN ¢ f C‘:? v Y.x Ciav
- &
A B L A S
oy ;.-; o &'t f‘:‘ ;‘ [ 5\'7 i
f_‘j( - i)u \ - s T
~2 o z SN
FP., & (v e Vs
¥y o i . " {
. —— g‘ ,\ - ¥ a ;
ry 7 '
dz O0x Oy \ 0X iy z
8%e, & [y, v, ¥l
g UL i FRog LED L oonl
Gx &y dz N\ UX &y .

Para entender mejor 1as
e

-eiaciones de compaiibillidad, consideramos un cueTpo
bidimensional, hech

un gran nimerc de elemenios cuadralicos. Cuandc &
cuerpo se somete a carga, 1os elementes s2 deformsn M

Midiendo los cambios g
iongitud y anguieres de cada elemento, este procedimiento se logra por medic de
la diferenciacién det campo de desplazamientcs, Ahora consideremcs e pichiema

)

-
[

2



inverse, en €l cual tenemos un gran numero de elementos peguenos

los cuales van a formar un cuerpo libre de discontinuidades. Si y gt
cada elemento estad deformado el cuerpo puede reensamblarse. g :
deformados corresponden at caso descrito en el campo de deformaci

ones. St cada
elemento garantiza satisfactoriamente el campo de despiazamientos, entonces ias
relaciones de compatibilidad se satisfacen.

< Ralaciones de Esfuerzo - Deformacion.
Er esta secedn el esfuerze va a
relzcién lineal, 1o cual nos per
=sfuerzo- deformacion.

ar descriic en términos de la deformacion. en
mite escrinir las siguientes expresiones generales de
0,0 = Ky + Kty F Kogt + Kiavs, ¥ Rusia ™

i
g,, = At t Kzziyy + B3t T Kisis ¥ &25?11 REARTIEE

[ 2

T T ‘A‘:zﬁi:: + Bi}Zivy - N 3z }“:_14:";\1 + ‘}\:3:”;_ - :y,‘,o(:‘i':-
o= Kot + Kb, ¥ Koante: * Nagha, ™ Mas?: T Kol
1L’-,: = KSif.u T xiiZayy T ‘KSB{z: - Kﬂé}‘:} + é\;ﬁSﬂ}"yz + ‘5\:5:3‘»"25

4 L R =& 5 a 4 : -3 &;; .
sz = ’é‘o‘.{,u. - ‘r\hlgy‘y A r\cleu + Poone Say ‘i\bﬁfy.: oS anza

(.

onde Ky, hasta Kgs son ios coeficientes de elasticidad del material y son

independientes de la meagnitud tantc de! esfuerzo, como de la deformacion,
iempre y cuando ef imite elastico del mat rial no sea excedido, ya que st este es
el caso. 128 Cuasionas 2rieriorgs no S0 va
Son 55 coeficizntes de sasucidad. ¥ no T nres, Por medio ce iz
seoria de lz enerpia de ceformacitn = on s ndependientes
n ade ser racucdo @ 27 consiantes. AsLT sl es isotrdRico. qus
ias constanies cigsticas son 12s qusmas en recciones e independientas
de la selecoidn del sistema de cocrdenada constanies se reducena 2.

o3 ¢ YN L Y AT0 4.4
SVY=hJr2ueyy

oy

YL Y PR A v

Donde Jy es la primer invariante de despiazamientios.
. es la consiante de Lame's
¢ es el modulo de corte



Estas ecuaciones pueden ser resugitas para dar ias deformacicnes

de los esfuerzos.
‘ A4 p A
xx = AT AT O - . { T
‘ 34+ 2 Y 2u3i+ 2 " «

A+ oy A

— g, — = {C, + ,.)
y¥ 2#(3){ + zr.i) XX zz

-+ Gyal

T 3A + 2

E’}‘
R R u
€y = T — )
{34+ 2} 2034 + 2
! !
fxy = Ty Pyz = Ty Yax = " Tag
# U U

134
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