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Capitulo 1
INTRODUCCION

En una gran variedad de aplicaciones tales como circuitos electronicos, sistemas de
potencia, sistemas mecanicos y sistemas de reaccion quimica, una bifurcacion, o
cambio cualitativo en el comportamiento de un sistema, muchas veces representa
un limite de rendimiento. Por ejemplo, un sistema parametrizado puede operar en
algdn punto de operacidn de estado estable para fos valores def parametro para
obtener un punto de bifurcacién dado, pero puede exhibir comportamiento
indeseado para valores del parametro después del punto de bifurcacion. Por lo
tanto, dado un sistema parametrizado el cudl exhibe bifurcaciones, uno puede
desear aplicar control para extender el rendimiento del sistema.

Existen muchos trabajos que se han enfocado en el analisis de sistemas que
exhiben bifurcaciones, y muchos que se han ditigido al control de las bifurcaciones
del sistema. En este trabajo nos enfocamos a fa bifurcacion de doblamiento de
periodo. En una bifurcacion de doblamiento de periodo, una orbita periddica
estable (0 inestable) de un sistema parametrizado se convierte en inestable
(estable) en algln valor critico del pardmetro cuando el parametro es cuasi-
estaticamente variado. Simultineamente, una nueva oOrbita de periodo duplicado
emerge de la drbita periddica original. Las bifurcaciones de doblamiento de periodo
son importantes porque son ohservadas en estudios de simulacién de sistemas
reales. Esta es una reflexién del hecho de que matemdticamente, 1as bifurcaciones
de doblamiento de periodo son genéricas.

Un escenario especifico que motiva este estudio de |a bifurcacion de doblamiento
de periodo es que el doblamiento de periodo es la ruta al caos. En esta bifurcacion
global, las bifurcaciones de doblamiento de periodo ocurren en una forma de
cascada que se dirige al comportamiento cadtico. En muchas aplicaciones, el
comportamiento cadtico es indeseable. Abed, Wang y Chen [1] han demostrado
que, el uso de realimentacion dindmica simple con filtros pasa alta referidos como
filtros supresores (washout) pueden ser utilizados para suprimir &l comportamiento
cadtico en sistema que exhiben el doblamiento de periodo en ruta del caos. El uso
de realimentacién dinamica con filtros supresores para fa eliminacién del caos fue
considerado por Wang y Abed [2].

Este trabajo se enfoca a las bifurcaciones de doblamiento de periodo en sistemas
discretos en el tiempo, a pesar de que muchas aplicaciones son modetadas como
sistemas continuos en el tiempo. El enfoque es sobre dos aspectos el andlisis y
control de las bifurcaciones de doblamiento de periodo, af dirigirnos a controfar un
sistema localmente alrededor de algin punto dado de bifurcacion de doblamiento
de periodo. Se consideran dos objetivos principales del control para sisternas bajo
bifurcaciones de doblamiento de periodo: retrazar el punto de bifurcacion, y

ANALISIS COMPUTACIONAL DE ELEMENTOS DINAMICOS CON LIMITES EN CACS Y APUICACION EN SISTEMAS DE
CONTROL P PROCESO 1
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asegurar que la orbita de doblamiento de periodo que emerge sea estable y
permanezca muy cerca de la orbita original.

Para producir ciertas propiedades de robustez, el uso de filtros supresores en la
realimentacion de control de bifurcaciones estacionarias y bifurcaciones Hopf
fueron consideradas por Lee [3]. En esta tesis, se examinan las condiciones bajo
las cuales se pueden producir €l control aplicando realimentacién que incorpore
filtros supresores y que resulten en sistemas de lazo cerrado con clertas
propiedades de robustez.

Aparece un problema mas especifico en el andlisis computacional de las
bifurcaciones. Los conceptos tedricos de estabilidad, atractores de bifurcacion,
etc,, son de caracter asintolico, esto es, ellos utitizan 1a nocién de limite parcial o
completo en el infinito, Hablando estrictamente las caracteristicas asintoticas no
dan garantfa en la dinamica en intervalos de tiempo finitos. Una manera estandar
de resolver esta contradiccién, y probablemente la Unica, es considerar un
intervalo finito lo suficientemente grande iel cudl es infinitesimal atin comparado
con &l infinito! Por lo tanto bajo el analisis computacional pueden ocurrir algunos
efectos que no estan explicados por la teoria asintotica. Uno de tales efectos, que
hemos denominado pseudo caos en diagramas de bifurcacion, se considera en
nuestro trabajo. Este efecto aparece cuando el dato inicial esta cercano a valores
extremos { ceroc o la unidad en nuestra escala).

El objetivo final de la tesis es la visualizacién del comportamiento de varios
sistemas que exhiben bifurcaciones, y su respuesta cuando el valor inicial de la
variable en cuestidn tiende a cero y a uno. Los sistemas considerados han sido
utilizados en diferentes modelos matematicos de transmision de enfermedades en
poblaciones bioldgicas.

Entre elios la dependencia logistica clasica de Robert M. May [4], y muchos otros
modelos continuos de transmision de enfermedades], incidencia introducida por F.
1. Richards [5]. La funcién de incidencia exponencial [6] considerada por Lara-
Sagahdn, Khartchenko y José [7] y sus aproximaciones polinomiales. El
comportamiento del pseudo caos en diagramas de bifurcacion aunque no es
generalizado se presenta en mas del 90 % de los sistemas analizados.

En el Anexo 2 se presentan sitios de internet con temas afines a esta tesis.

ANALISIS COMPUTACIONAL DE ELEMENTOS DINAMICOS CON LIMITES EN CaOS Y APLICACION EN SISTEMAS DE
CONTROL DE PROCESO 2
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Capitulo 2

REVISION DE ANALISIS Y CONTROL DE SISTEMAS CON BIFURCACION

En este capitulo inspeccionamos algunos trabajos previos referentes al analisis y
control de bifurcaciones locales. En adicién, se revisa paralelamente las
matematicas elementales que son utilizadas en el estudio de bifurcaciones al
establecer teoremas, definiciones basicas, y se dan algunos ejemplos.

2.1 Introduccion a las Bifurcaciones

Una bifurcacién es un cambio cualfitativo en el comportamientc de un sistema
dinamico parametrizado en aigunos valores criticos del parametro. Una bifurcacion

en la cual un punto de equilibrio (valor de x en donde x=0) pierde estabilidad
cuando un parametro es variado cuasi-estaticamente se categoriza como una
bifurcacion local. Ejempios de bifurcaciones incluye la bifurcacion de Hopf, la
bifurcacion estacionaria, la bifurcacion de silla de montar (también Hamada
bifurcacion de doblez), la bifurcacion de Neimark-Sacker-Moser (también flamada
bifurcacion Andronov-Hopf para mapas) y la bifurcacion de doblamiento de
periodo.

2.1.1 Bifurcaciones Estacionarias

Existen dos tipos de bifurcaciones estacionarias: las bifurcaciones pitchfork y las
transcriticas. En una bifurcacién pitchfork, un punto en equilibrio estable {o
inestable) de un sistema parametrizado se convierte en inestable (estable) y
emergen dos nuevos puntos de equilibrio del punto original de equilibrio en cuanto
el parametro de bifurcacién es variado cuasi-estaticamente hasta el punto critico.
En tal bifurcacién, la estabilidad del par de puntos de equilibrio emergentes es el
mismo que el de la estabilidad del punto critico de equilibrio. Mas adn, a mayor
sea la estabilidad del punto critico de equilibrio, mayor sera el grado at cudl el par
de puntos de equilibrio emergente permanezca cercano al punto original de
equilibrio en una vecindad del punto de bifurcacién. Si el punto de equilibrio critico
y el punto de equilibrio de! par emergente es estable, |a bifurcacién es supercritica.
Si el punto critico de equilibric v el punto de equilibrio del par emergente son
inestables, la bifurcacion es subcritica. El siguiente es un ejemplo de un sistema
que experimenta una bifurcacién pitchfork en p=0:

x=pr-x’
Locaimente cerca de u=0, para u>0, x= u y x=-— u ambos son puntos de

equilibrio del sistema. En este caso, ambos puntos de equilibrio son estables, y el
origen es un punto de equilibrio asintoticarente estable para u=0.

ANALISIS COMPUTACIONAL DE ELEMENTQS DINAMICOS CON UMITES SN CAGS Y APLICACION EN SISTEMAS DE
CONTROL DE PROCESO 3
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En una bifurcacion transcritica, un punto de equilibric se convierte en inestable
cuando intersecta a otro punto de equilibrio inestable el cual se convierte en
estabie, cuando el parametro de bifurcacién es variado cuasi-estaticamente a
través del punto critico. El siguiente es un ejemplo de un sistema que experirmenta
una bifurcacion transcritica en u=0:

y 2

X HX - X
Localmente cerca de p=0, x=u es un punto de equilibric de este sistema. Para
u>0 (respectivamente u<Q), este punto de equilibrio es estable (respectivamente
inestable). El origen es un punto de equilibrio inestable para u=0.

2.1.2 Bifurcaciones Hopf

En una hifurcacién Hopf, un punto de equilibrio estable (inestable) de un sistema
parametrizado se convierte en inestable (estabie) cuando el parametro de la
bifurcacion es variado cuasi-estaticamente y simultaneamente, emerge una drbita
periddica desde este punto de equilibrio. La estabilidad de fa drbita periddica
emergente tiene la misma estabilidad que el punto critico de equilibrio.
Adicionalmente, a mayor sea fa estabifidad del punto critico de equilibrio, mayor
serd el grado al cudl la orbita peribdica emergente permanecera cercana al punto
de equilibrio original en una vecindad del punto de bifurcacion. Al igual que en la
hifurcacién estacionaria. Si el punto de equilibrioc es asintaticamente estable,
entonces la bifurcacion es supercritica. Si el punto critico de equilibrio y Ia drbita
periédica emergente son inestables, |a bifurcacidn es supercritica. El siguiente es
un ejemplo de un sistema que experimenta una bifurcacion Hopf en u=0.

x=—p+a(p = (2 +y%)
y=x+y(u-( +5%)

Localmente cerca del origen para u>0, existen érbitas periédicas.

2.1.3 Bifurcaciones de Doblamiento de Periodo

En una bifurcacidn, una orbita periddica estable (inestable) de un sistema
parametrizado se convierte en inestable (estable) en algunos valores criticos del
parametro cuando el éste es variado cuasi-estaticamente. Simultaneamente, una
orbita de periodo doble emerge de la orbita periddica original. Una vez mas, la
estabilidad de la rbita critica es la misma que la de la orbita de doble periodo, y la
bifurcacion se denomina supercritica sf la orbita critica es estable, y subcritica si la
6rbita es inestable. Una bifurcacién de doblamiento de periodo puede ocurrir tanto
en sisternas continuos en el tiempo como en los discretos.

El siguiente es un ejemplo de un sistema discreto en el tiempo en donde 0 es un
punto fijo que experimenta una bifurcacion de doblamiento de periodo en p=0;

ANALISIS COMPUTACIONAL DE ELEMENTOS DINAMICOS CON LIMITES EN CAQS Y APLICACION EN SISTEMAS DE
CONTROL DE PROCESD 4
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Xpq =—(n +1)x, + x:

Localmente cerca de u=0, para p>0, ( p.— p)es una Grbita de periodo 2 para

este sistema. En este caso, las érbitas de periodo 2 son estables, v el origen es
asintoticamente estable para p=0.

2.2 Matematicas Preliminares, Teoremas de Bifurcacidn
Se establecen dos teoremas de hifurcacign
2.2.1. Teorema de la Bifurcacion Estacionaria

Bl Teorema 2.2.1 da las suficientes condiciones para la existencia de una
bifurcacion estacionaria en un sistema continuo en el tiempo. El material del
Teorema 2.2.1 se puede encontrar en Howard [8] e Iooss y Joseph[9].

Teorema 2.2.1. Se considera la ecuacion f,(x)=0 en donde xeR" y p €S un
parametro real valuado. Supongase que fes derivable respecto a x y p. Supongase
que x=0 es una solucion de f,(x)=0 para toda p en alguna vecindad de 0.

Supongase que 4, =ZE S, (x, (1)) posee un eigenvalor simple A(n) tal gue

AMO=0 y A ’(O):gﬁ l,.o® 0. Asumiendo que los restantes eigenvalores de 4,

tienen partes reales estrictamente negativas para u =0 . Se tiene:

0] Existe un ¢, > 0, una funcion p:R—>R ,

n(e)=pE+u,e° e’ +o
y una funcién x: R —» R",

x(g)=x¢ +x2£2 +x383 +...
tal que para cada & e(—¢,,0)u(0,g,),x(s)} €s una solucién no trivial para
fiuey(=0. Ademas, existe u,>0 y r>0 tal que para toda
P e (—1,,0) (0, 1,), todas las soluciones no triviales para f,(x}=0 tal que
[lx]| < r esta contenido en Ia serie {x(s)|u(e) = p}-

(i) Exactamente un eigenvalor p(e) del Jacobiano con respecto a x de f,.,(x)
evaluado en x(z) se aproxima a 0 cuando ¢ — ¢, y esta dado por una
funcion real valuada B(e) =B, +B.e" +B.g" +...

(it} Los coeficientes en las partes (i) y (i) satisfacen:

ANALISIS COMPUTACIONAL DE ELEMENTOS DINAMICOS CON UMITES EN CAQS Y APLICACION EN SISTEMAS DE
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(1) B =2 O

(2) Si B, =0, entonces B, :'—~2l’(0)p2

(3) SiB, =0y p,=0,entonces B, =—67L’(0)}.L3

(4) Sip,=0,B,=0y B,=0,entonces B, =-24x (O,

(iv) Sea m para todo I<k<m, B, =0y B, 0.

(1) Si m es impar, entonces 0 es un punto de equilibrio inestable del
sistema x = £, (x).

(2) Simespary B, <0 {respectivamente $_ >0) entonces 0 es un punto
de equilibrio asintoticamente estable (respectivamente inestable) del
sistema x=f,(x). Esto es, la bifurcacidn es supercritica
(respectivamente subcritica).

2.2.2. Teorema de Bifurcacion de Doblamiento de Periodo
Se establece un teorema dando suficientes condiciones para la existencia de una
bifurcacién de doblamiento de periodo en un sistema discreto en el tiempo. Se

definen los términos basicos:

Definicidn 2.2.1. Un punto de periodo 2 de un sistema x,,, = f(x,) €s cualquier
punto x que satisface x= f{f(x)).

Definicion 2.2.2. Una orbita de periodo 2 de un sistema x,., = f(x,) €s cualquier

par de puntos (x,y) que satisfacen x=f(f(x)), y=S(/), y=f(x} Y
x= f(y).

Definicion 2.2.3. Una drbita de periodo 1 de un sistema x,,, = f(x,) s cualquier
punto x que satisface x = f(x).

El materiat del Teorema 2.2.2 se puede encontrar en Peckman and Kevredikis [10]
y Guckenheimer y Holmes [11].

Teorema 2.2.2. Supongase que se tiene un sistema discreto en el tiempo no
lineal

X, = fulx) (2.1)

ANALISIS COMPUTACIONAL DE ELEMENTOS DINAMICOS CON LIMITES EN CAOS Y APLICACION EN SISTEMAS DE
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En donde x, e R", k=0, y u s un parametro real valuado. Supongase que el
mapa f,(x) es derivable con respecto a xy p y tiene un punto fijo x =0 para toda
u en una vecindad de 0. Supongase que A, =D, f, (x,(u)) posee un eigenvalor

simple A(u) tal que A(0y=-1 vy A (©)=0. Asumiendo que todos los eigenvalores
restantes de 4, tienen magnitudes que son menores a [a unidad para p=0.
Entonces:

(i) Existeun g, >0, unafuncién p:R—-R,
uie) =g,e’ +ue’ +..
y una funcién x: R —» R*,
x(g)=xe+x8" + 5,8 +...

tal que para cada & e(—,.00w(0,g,),x(e) €5 un punto de periodo 2 de
X = [, (x,) tal que x(e)=0 (i.e. x(g) es una solucidn no frivial para
x= fioy(fuey () ). Ademas, existe p,>0 y r>0 tal que para toda
pe(-p,,00u(0,u,), sf x es un punto de periodo 2 de x,, = f,(x,) tal que
0<||x]|< » entonces x esta contenido en [a serie {x(z)| nie) = p}.

(i) Exactamente un eigenvalor p(g) del Jacobiano con respecto a x de
fuey(Fuiey () — x evaluade en x(¢) se aproxima a 0 cuando ¢ —0, y esta

dado por una funcidn real valuada B(s) =B, +B,e” + P&’ +...

{iii) Los coeficientes en las partes (i) y (i) satisfacen:

(1) B, =—27L'(0)p.2
(2) Si B, =0,entonces B, =244 (D),

(iv) Considerando gue 2m para toda 1<k<2m, B,=0y B,,=0. S B,,<0
(respectivamente  §,.>0), entonces 0 es un punto de equilibrio
asintoticamente estable (respectivamente inestable) del sistema x,, = f,{x.).

Esto es, la bifurcacion de doblamiento de periodo es supercritico
{respectivamente subcritico).

Observacion. S/ x y » son los Unicos puntos de periodo 2 de x,,, =/f (x,),
entonces (r.v)es una orbita de periodo 2 de x,,, =f(x,). Por lo tanto, el

Teorema 2.2.5 da las condiciones para la existencia de una bifurcacion la cual
resulta en una Unica drbita de doblamiento de periodo para todos los valores del
parametro en alguna vecindad peguena del origen.

ANALISIS COMPUTACIONAL OF ELEMENTOS DINAMICOS CON UMITES EN CADS Y APLICACICN EN SISTEMAS DE
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2.3 Bifurcaciones de Doblamiento de Periodo Degenerado

Asumiendo que se esta dando un sistema discreto en el tiempo el cudl satisface la
hipotesis del Teorema 2.2.2. Esto es, el mapa de! sistema es derivable y el sisterma
experimenta una bifurcacion de doblamiento de periodo. La estabilidad del punto
fijo critico de la bifurcacion de doblamiento de periodo para tal sistema puede ser
determinado desde la funcién que mapea la amplitud de un punto emergente de
periodo 2 con respecto a la drbita original en las cercanias del eigenvalor critico de
la linearizacién del sistema acerca del especificado punto de periodo 2. Mas
especificamente, la estabilidad de la drbita emergente de periodo doblado esta
determinada por el signo del primer coeficiente no cerg en la serie de expansion
de Taylor de esta funcidn. Para bifurcaciones de doblamiento de periedo, el
término de orden impar siempre desaparece. Estos hechos son resumidos en el
Teorema 2.2.2,

Para k=1, los primeros 2k coeficientes en la serie de expansion de Taylor
desaparecen genéricamente sélo si existen mditiples pardmetros en el mapa
asociado con el sistema discreto en el tiempo dado. Si, para k =1, los primeros 2k
coeficientes en la serie de expansion de Taylor desaparecen, entonces el sistema
es degenerado y el comportamiento local cualitativo del sistema es diferente que
aquel de un sistema alrededor de un punto de bifurcacién de doblamiento de
periodo no degenerado. Esto es, el comportamiento focal cualitativo del sistema
tiene propiedades las cuales no son descritas por el Teorema 2.2.2.
Especificamente, las orbitas de doblamiento de periodo experimentan bifurcaciones
de doblez (0 nodo de silla de montar) cerca del punto de la bifurcacion de
doblamiento de periodo. Este tipo de bifurcacién de doblamiento de periodo
degenerado, se refiere como una bifurcacidn de doblamiento de periodo con
degeneraciones de mas alto orden, se examina en detalle por Peckham vy
Kevrekidis [10].

2.4 Control de Bifurcaciones Hopf y Bifurcaciones Estacionarias

Dado un sistema que exhibe bifurcacién local tal como una bifurcacién estacionaria
o una bifurcacidn Hopf, existen una variedad de objetivos de control que uno
puede desear alcanzar. Para cuaiquier sistema en particular, sélo ciertos objetivos
son alcanzables y practicos. Un objetivo préctico es retrazar el punto de bifurcacion
a un valor diferente del pardmetro por realimentacion lineal. El retrazo de una
bifurcacion local puede estar acompafiado Unicamente por una estabilizacion
exponencial del punto critico de equilibrio de la bifurcacion, asi puede ser utilizada
una realimentacién que incluya un componente lineal que no desaparezca.

Un objetivo alternativo, estudiado por Abed y Fu [12], [13] y Lee vy Abed ‘[14] es
incrementar Ya estabilidad dei punto critico de equilibrio de una hifurcacion local
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dada mientras se preserva tanto el punto de bifurcacion vy el punto critico de
equilibrio. Mas especificamente, si la bifurcacidn es subcritica, uno puede desear
aplicar realimentacion para que el sistema de lazo cerrado exhiba una bifurcacion
supercritica. Si la bifurcacion ya es supercritica, uno puede desear incrementar la
estabilidad del punto critica de equilibrio para que el comportamiento del sistema
después de la bifurcacién sea similar al comportamiento antes de la bifurcacién.
Por ejemplo, para un sistema que experimenta una bifurcacién Hopf, uno puede
desear disefiar un controlador el cudl preserve el vaior critico del pardmetro vy el
punto critico de equilibrio, pero esto disminuye la amplitud de las oscilaciones
bifurcadas. En este caso las oscilaciones pueden servir como una indicacion del
limite de rendimiento del sistema. En algunos casos, puede desearse tanto retrazar
el punto de bifurcacidn a diferentes valores del pardmetro e incrementar la
estabilidad del punto critico de equilibrio.

La estabilizacidn de sistemas criticos ha sido estudiada en los trabajos de Aeyels
[15]. Mientras que este trabajo se enfoca en sistemas criticos en general, Ios
trabajos de Abed y Fu [12] [13] y Lee[3] se han desarrollado para el control de
bifurcaciones especificas.

2.4.1. Control Estatico no Lineal

En Abed vy Fu [12] [13], realimentaciones puramente no lineales y estdticas se
empiean para el control de bifurcaciones estacionarias y bifurcaciones de Hopf. Los
controles realimentados examinados en estos trabajos preservan tanto el valor
critico del pardmetro como el punto critico de equilibrio de una bifurcacion
estacionaria 0 Hopf mientras se ajustan la amplitud del comportamiento bifurcado
y la estabilidad del punto critico de equilibrio. El método descrito por Iooss y
Joseph [9] es utilizado para analizar la estabilidad del punto critico de equilibrio y
para encontrar las condiciones para la estabilidad. Las realimentaciones estaticas
no lineales de Abed y Fu [12] {13] son ne robustos ya que la aplicacion de tal
realimentadion en un sistema nominal experimenta una bifurcacion local que
puede resultar en un sistema de lazo cerrade que exhiba comportamiento cercano
al punto critico nominal de equilibrio que es cualitativamente diferente al del
comportamiento del sistema nominal si existe cualguier desviacion en e punto
critico de equilibrio actual desde el punto critico nominal de equilibrio o en el valor
critico actual del parametro desde el valor critico nominal del pardmetro.

2.4.2 Filtros de Supresion Continuos en el Tiempo

Para muchos problemas de control por realimentacion en sistemas parametrizados
que deben de operar sobre un rango de valores del parametro, el sistema de tazo
cerrado requiere tener los mismos puntos de equilibrio que el del sistema de ltazo
abierto. Por ejemplo, considerese el problema de disefiar un controlador para un
avidn para incrementar el factor de humedecimiento de! rodillo holandés. El
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Capitulo 3
MAPAS ESCALARES

Con [a actual proliferacion de las computadoras, las simulaciones numéricas han
llegado a ser una préctica comtin, surgiendo nuevos descubrimientos matematicos
y nuevas areas de aplicacién. A pesar de que los esquemas de aproximaciones
numéricas sean vistos como herramientas “experimentales” y sea facil su
implantacion en las computadoras, siempre existe la dificultad de decidir cudl es la
precision de los calculos. Atn en el caso de una ecuacion diferencial escalar, uno
se puede enfrentar con fenémenos matematicos extrarios. Esto es debido de gran
manera al hecho de que |as aproximaciones numéricas de una ecuacién diferencial
dirige a una ecuacién en diferencia, y que ia ecuacién en diferendia, a pesar de su
inocua apariencia, puede contener una sorprendente dindmica [17]. Las
ecuaciones en diferencia, también Hamadas mapas, se convierten en
aproximaciones numeéricas. Debido a su importancia se efectia un estudio en
dindmica y mapas de bifurcaciones. En particular se efectlan investigaciones de
fas clases de mapas, mapas monotonicos, los cuales juegan un papel muy
importante en los estudios de ecuaciones diferenciales.

3.1 El Algoritmo de Euler y los Mapas

ta mayoria de las ecuaciones diferenciales no tienen soluciones de "forma
cerrada”. Para obtener soluciones aproximadas, especialmente en aplicaciones,
uno debe recurrir a los métodos numéricos. Un problema con valor inicial para una
ecuacion diferencial es resuelta en una computadora como sigue, se toma una
serie discreta de puntos 1, ¢,...,t,... - Por simplicidad se requiere que la distancia

= 1l - L, entre dos puntos consecutivos, que se denomina tamario del paso gue
sea constante. Después, se calculan los valores aproximados de [a solucion x{z) en

esos puntos igualmente espaciados. Ahora, dade x = f (x) ¥ x(x), |a tarea es
encontrar un algoritmo para aproximar a x(z). Entonces, conocido x(t),
determinamos x(z;) y asi continuamos con el mismo algoritmo. Denotando el valor
aproximado de x(¢,) por x,.

E! algoritmo méas simple de este fipo es el atribuido a Euler, al tomar +, = nk ¥
reemplazar x(¢) con el cociente de la diferencia (x.; - x.)h. Entonces la ecuacion

diferencial x = f(x) se convierte en la ecuacioén en diferencia

Xarl = Xn * R f{x0)
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Dado xo, tedos los demas valores aproximados xy, x,....x.... pueden ser calculados

en sqt;esién utilizando esta formula. Esta secuencia de nimeros se considera Ia
solucion de la ecuacion en diferencia con el valor inicial x..

3.1.1 Logistico y Euler

Tlustrando el procedimiento con la ecuacion logistica:
(3.2)

x = ax{]l - x)

En donde a es un pardmetro positivo. Esta ecuacion diferencial representa un
modelo simple para ta densidad de una pobiacién que crece cast exponencialmente
para una pequefia densidad inicial y se satura en x = /. El parametro a refleja la

velocidad de crecimiento intrinseca. En la Fgura 3.1 se dibuja el flujo de la
Ecuacién (3.2) en la regién 0 < x < I, |la cudl es |a regidn significativa en el modelo.

Robert M. May [4], [18] ha efectuado un intenso estudia sobre el campartamiento
de las ecuaciones en diferencia de primer orden, y encontrd que estas poseen
espectros extremadamente ricos, desde puntos estables hasta cascadas de ciclos
estables hasta llegar a un regimen en el cual el comportamiento (que es altamente
deterministico) es en muchos aspectos “cadtico” ¢ indistinguible. Su trabajo se
basa principalmente en el analisis de la ecuacién para el crecimiento logistico,
presentando tablas de comparacién de comportamiento de diferentes ecuaciones

Efectuando una apraximacién a ila ecuacion logistica (3.2) con el algoritmo de Euler
{3.1) y estableciendo & = Aa se cbtiene 1a siguiente ecuacion en diferencia:

X+ 1 = bxr

1+ bﬂxﬂ] {3.3)

\f(xi) = ax{1-x)

Figura 3.1. Ecuacibn diferehéiél escalar Iogis;ticéx = ax(f-x).

Dado un valor inicial xa, es facil calcular 1a solucion xo, x1, xa, ... de ta Ecuacion (3.3)
en la computadora. Asi que ejecutando varios experimentos numeéricos, se tene

ANALISIS COMPUTACIONAL DE ELEMENTOS DINAMICAS CON UMITES &N CAOS Y APLICACION EN SISTEMAS DE
CONTROL DE FROCESO 13




MAESTRIA EN CIENCIA E INGENIERIA DE LA COMPUTACTON/UNAM-FESC CAPITINLO TIT. MAPAS ESCALARES
DR. VLADISLAV KHARTCHENKD XIRILLOVICH ING. DAVID MUNOZ AGUILAR

gue, si b es muy pequefio, esto es, # es relativamente muy pequefio con respecto
a a, entonces, para cualguier valor inicial en el intervalo (0,1}, la solucion de la
ecuacion (3.3) converge monotonicamente a 1 cuando » - + x. Por ejemplo, la
solucién de la ecuacién (3.3) con b = 0.3 y = 0.567. Este es exactamente el
mismo comportamiento cualitativo que se exhibe por la orbita de la ecuacion
diferencial (3.2).

Las dificultades comienzan a suceder cuando 5 > |. Puesto que 4 = ha. sucede, por
ejemplo, para a = 1000.0 y & = 0.002 numéricamente, 4#=0.002 parece ser un
tamafio de pasc pequefo, pero esta sobrecompensado por el valor de a en la
ecuacion diferencial. Par esta razdn, la solucidn de la ecuacion en diferencia (3.3)
con b = 1.3y x, = 0.567 tiene un poco de parecido a la drbita correspondiente de
la ecuacion diferencial (3.2). Ademas la solucién de la ecuacién en diferencia
converge a 1 cuando n — + «, s no monotonica y abandona el intervalo {0,1].
Como experimento numérico final, se considera la solucidn de la Ecuacion (3.3)
con b = 2.8 y x,= 0.567. En este caso, atin no es claro que la solucidn aproximada
converja a 1 cuando » — + «.

La dindmica de la ecuacion en diferencia (3.3) es sorprendentemente complicada.
De hecho, una variante de esta ecuacidn en diferencia, la cuadl se ajusta
naturalmente en ia biologia cuando se modela el crecimiento de una poblacidn, ha
sido en gran medida la responsable del reciente auge de las actividades en esta
grea. A continuacion se desarroilara ef papel de las ecuaciones en diferencia en las
matematicas numeéricas con un ejemplo para el calculo de ceros en una funcion
por el Método de Newton.

3.1.2 Raices con Método de Newton

Los ceros de una funcién pueden ser encontrados coma las series limita - 0 ©- de
la ecuacidn diferencial x= f (x), y este proceso puede ser implantado en la
computadora utilizando un procedimiento de aproximacion tal como e algoritmo
de Euler. Desafortunadamente este método no siempre es rapido, y mas aun no se
puede generalizar a funciones de vector vaiuadas.

Existen otros meétodos, por ejemplo el Método de Newton, disefado
especificamente para resolver f(x)=0 la cual supera las dificultades mencicnadas

anteriormente. Dada una funcidn f, se considera a ecuacién escalar diferencial:

Si se aproxima esta ecuacién diferencial utihzande el algoritmo de Euler con
tamafio de paso h = 1, entonces resuita la ecuacién en diferencia:

ANALISTS COMPUTACIONAL DE TLEVMIENTOS DINAMICOS CON LMITES EN CAOS v APLICALION SN SISTEMAS DE
CONTROL DE PROCESO 14



MAESTRIA EN CIENCIA E INGENIERIA DE LA COMPUTACTION/UNAM-FESC CAPITULC Tl MAPAS ESCALARES
DR, VLADISLAV KHARTCHENKO {IRTLLOVICH ING. DAVID MUNOZ AGUILAR

L, ) (3.4)
A+l n f’(xn)

Que es el método de Newton. Por ejemplo considerando la funcion Ax)=x2-2, la

cual contiene dos ceros en = 2. Para esta funcién, la ecuacién en diferencia llega
a ser:

Xpat = xu - & (3.5)

X

a

Si se comienza con un valor inicial, por ejemplo, x=3, entonces la sotucian de 1a
ecuacion en diferencia converge a - 2:

3.00000, 1.83333, 1.46212, 1.41499, 1.414231, ...

De hecho, cualquier solucién con un valor inicial de x>0 converge a - 2y €on x<0

converge a -- 2. Para esta funcién en particular, una aproximacion de Euler con
un tamafio de paso mds grande se obtiene el resultado esperado.

Para expiorar la excitante dinamica de las ecuaciones en diferencia, se seguira con
una serie de conceptos y teoremas.

3.2 La Geometria de los Mapas Escalares

Dada una funcién f: % — ® y un valor inicial x,, se considera la secuencia de
iteraciones de x, bajo la funcién f

xo f (xo) . SOFGa)), £ (o)D), -

En la secuencia, se utiliza la notacion f/* para denotar la enesima composicion de
una funcidn f consigo misma, e.g., /° % (xo) = f(f (x0)). La iteracion de x, bajo f puede
ser escrita como la solucién de fa ecuacidn en diferencia de primer orden:

X1 = f (Xa) (3.6)

En ciertas publicaciones se refieren a las ecuaciones en diferencia como un mapa
de f.

Definicién 3.3. Una 6rbita positiva de x, es la serie de puntos xg, f (xo), (xq), -.v s
y esta denotada por v “(x,}.
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Es importante observar que una Orbita positiva de la Ecuacion (3.6) es una serie
de puntos discretos, no un intervalo. De hecho, esta es la principal razén de la
gran rigueza dinamica de las ecuaciones en diferencia, alin en una sola dimension.

Definicién 3.4. El punto x se denomina ef punto fijo para /s f{x)=x.

Se debe de notar que los puntos fijos de f permanecen fijos bajo fas iteraciones del
mapa. Sin embargo, en el cdlculo de los puntos fijos, se debe de determinar los
ceros de la funcion f(x) - x, y no de f(x). Esta observacion es muy importante en &l
estudio de bifurcaciones de mapas.

Existe un método geométrico denominado diagramas de paso de escalén (Stair
Step Diagrams) para seguir las soluciones de una ecuacién en diferencia de una
dimension. Primero se debe graficar la funcion f ai igual que una linea diagonal a
45°, Puesto que x.. = f (x), €l &je horizontal es x, y el eje vertical como x..:. La
linea vertical desde x, intersecta la grafica f en (x, Ax)) = (xo, x1). LA linea
horizontal desde este punto intersecta la diagonal en (xi, x;). La linea vertical desde
este punto intersecta el eje horizontal en x;, al repetir los mismos pasos se puede
obtener x., x5, etc. También es importante observar que los puntos fijos de la
Ecuacién (3.6) corresponden a los puntos de interseccién de la grafica f con la
linea diagonal.

3.2.1 Mapas Lineales.

Considerandose la ecuacidn lineal en diferencia
Xl = @ (3.7)

donde a es un pardmetro real. Es facil observar que la érbita positiva de un valor
inicial x, es la serie de puntos x, = a’x,, para n = 0, 1, 2, ... . Los diagramas de pasc
de escaldén para los valores del parametro de a= 2.0, 2 =0.5, a =-0.5,y a = -
2.0 se muestran en la Figura 3.2. Cuando a > 0, la Orbita positiva es

monotonicamente incrementada o decrementada sobre uno de los lados. Sin
embargo, cuando a < 0 una orbita aiternativamente saita de uno a otro lado del

orgen y ne es monotonica.

Después de haber establecido cuales son los puntos fijos se debe de efectuar un
anaiisis de sus propiedades de estabilidad.

Definicién 3.6. Un punto fijo x de f se dice que es estable si, para cualquier

¢ > 0, existe una & > 0 tal que, para cada x, para la cual |x. - x| > & la iteracion

AU FOMR A AL OE CLEMENTCS DINAMICOS TON MITES Ev CACS v APLICACION EX SISTEMAS DE
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de x, satisface que |f°(x) - x | < ¢ para toda »=0. Se dice que el punto fijo x es
inestable si no es astable.

Definicidon 3.7. Un punto fijo x de f se dice que es asintoticamente estable si es
estable y, en adicidn existe una r >0 tal que f"(x,) — x cuando n — +« para toda

xp que satisface |x;- x| <~

Bajo ciertas condiciones, el tipo de estabilidad de! punto fijo x de un mapa f (x) es
el mismo que el tipo de estabilidad de un punto fijo en el origen del mapa lineal
f(x)x. Es evidente que del diagrama de paso de escalén del mapa iineal en la
Figura 3.2 que el punto fijo en el origen es asintoticamente estable si |} < 1, e
inestable s |a|>1. Por lo tanto esto sugiere e siguiente teorema de linearizacidn
de un punto fijo.

Teorema 3.8. Considerando f un mapa C'. Un punto fijo x de f es
asintoticamente estable si | f '(x)| < 1, y es inestable si | f "(x ) >1.

Prueba. Por conveniencia primero se traslada el punto (x,x) = (x, f(x)) al origen
(0,0). Considerando a « como una nueva variable definida por # = x - x. Entonces
el mapa f en las nuevas coordenadas se convierte en

gy=f(x+u)-f(x)

De aqui, g(0) = 0 y estudiando la estabilidad del punto fijo x de f es equivalente a
estudiar la estabiidad del punto fijo cero de g. También, g'(uw) = f{x + u).
Ahora, si se fija ¢ > 0 y se define:

m, Emin[f'(x-f-s)l, m, Effff[fr(x+5)l

lse
"

Puesto que glu)=[ f'(x+sks, si |u| < ¢ entonces
0

me |uf < |g(u)] = M)
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a= 2 e T} X,
i — ) - 3x

: a= -0.5 — X -
—_— %) = ax
} .
P :
o "
M LN
P e
{
!
T A= -2 e ) X
— R = 2X
-
£
L

Figura 3.2. Diagramas tipicos de paso de escalon del mapa fineal x,-; = ax..
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Por lo tanto, aplicando repetidamente la regla de la cadena, se tiene:
miuidg"m)iE M lul paran = 0.

Esto muestra, que al tomar & = ¢ en la Definicidn 3.6, que el punto fljo cero de g
es estable. También, puesto que M, <!, M ->+0 cuando n — + «. Entonces
2°(u)— 0 cuando n — + w0 y asi el punto fijo es asintoticamente estable.

Para probar la segunda parte de! teorema se observa que, si |f'( x Y > 1, entonces
existen gy > 0y 8, > 0 tal que myy > 1 + 80, 51 w2 0y lul € & . Entonces se tiene:

8" 2 me” ful 2 (1 + B0} ul,

Tan pronto como g7(u)| < e. Esta desigualdad muestra que debe existir un valor de
n, por decir #, tal que | g"{u)jz ¢, . Puesto que » puede ser tomado arbitrariamente
cercano a cero, esto implica que el punto fijo cero g es inestable.

3.2.2 Caiculode 2.

Regresando al calculo de la 2 con Newton en la seccién anterior. La solucién de
la ecuacion en diferencia (3.5) es equivalente a iterar el mapa

l
x

X
="+
! 2

Se muestra en la Figura 3.3 la grafica de este mapa y el diagrama de paso de
escaldn de dos de sus drbitas positivas, una con x; < 0 y 1a otra con x; > 0. Se

observa que existen dos puntos fijos en x=x 2. Puesto que | flx)=0<1, se

confirma lo indicade en el Teorema 3.8 que ambos puntos fijos son
asintoticamente estables,

La siguiente notacidn es aplicable a puntos fijos de mapas diferenciables a los que
el Teorema 3.8 es aplicable.
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Figura 3.3. Puntos f‘ ijos asmtotlcamente estables de fix) = x/2 -+ Ix,
Definicién 3.10. Un punto fijo x de f se dice que es hiperbdiico si | f{x)i=1.

Del Teorema 3.8, si un punto fijo x de f es hiperbdiico, entonces debe de ser ya
sea asintoticamente estable o inestable y el tipo de estabilidad debe de estar
determinado por f’(x}. Sin embargo, se debe enfatizar que el comportamiento de

las orbitas cercanas a un punto fijo x es completamente diferente dependiendo de
si f{x)>0 o s{x}<0. De hecho, como se evidencia del mapa lineal (3.6), si
F(x)>0, entonces en ia vecindad de x, las 6rbitas posttivas permanecen en un
solo lado de x. Si f{x)<0, entonces las drbitas positivas se mueven alrededor de
X .

El tipo de estabilidad de un punto fijo no hiperbdlico no puede ser determinado de
la primera derivada del mapa.

3.2.3 Punto fijo no hiperbolico I
Se considera el mapa cuadratico:

f(x)-—-)c+):2 (3.8)

El puntc x = 0 es un punto fijo no hiperbdlico de este mapa con f(x)=1. Como

se puede notar en la Figura 3.4, el punto fijo es inestable debido a que atrae
desde la izquierda, pero repele desde la derecha. Este comportamiento es, evidente
en el mapa completo, no s6lo en su termino fineal. El termino no lineal x° siempre
es positiva, por lo que cerca del origen, las iteraciones subsecuentes de xo se

incrementan.
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Figura 3.4. B punto fijo no hiperbdlico x=0de fix) =x - X es inestable.
3.2.4 Punto fijo no hiperbélico II
Se considera el mapa cuadratico:
flx)=—x+3x? (3.9)

El punto fijo en x = 0 es no hiperbdlico con f'(O) = -1. Como se observa en la
Figura 3.5a, el origen es un punto fijo estable. Se observa que las iteraciones se
mueven alternativamente a un lado y a otro del punto fijo. Por lo tanto, para
definir el efecto del termino no lineal, se debe de considerar una segunda
iteracidon de los puntos del mapa f*(x)=x-18x'—27x*, ver Figura 3.5b. Con esto
es claro que, para pequefias x; las subsecuentes convergen al origen.
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"

Figura 3.5. Punto fijo no hiperbdlico del mapa estable de fix} = -x - 3x @ (a) grafica
de £, y (b) su segunda iteracion f(x) = x - 18’ — 27x".

3.2.5 Puntos fijos no hiperbdolicos

Se consideran los mapas cubicos:
flx)=x-x (3.10)
fx)=x+x' (3.11)

El punto x = 0 es un punto fijo no hiperbdlico en estos mapas ya que f'(0) = 1. Es

astable en la Ec. (3.10), pero inestable en la Ec. (3.11), ver |a Figura 3.6. Ahora si
se consideran otros dos mapas clbicos:

f(x): —x—x (3.12)
f(x]=—x+x‘ (3.13)

Una vez mds el punta « = § es un punto fijo no hiperbdlico de estos mapas, pero
con f'(x) = -t. El origen es inestable en la Ec. (3.12) y estable en la Ec. (3.13), ver
Figura 3.6. Para descubrir los efectos de los términos no lineales de estos dos
mapas, se debe de considerar su segunda iteracion /-,

SNALISTS COMPUTACIONAL DF ELEMENTOS DINAMICOS CON UMITES EN CAOS ¥ APLICACION EN SISTEMAS DE
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Figura 3.6. Puntos fijos no hiperbdlicos en el origen: (a) estable en j(x) = x - ¥,
(b)Y inestable en frx) = x + ", {C) mestabief fixi =-x~x", y {d) estable en
ffx) - -v - x,
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3.3 BIFURCACIONES DE MAPAS MONOTONO

Una restringida clase de mapas juegan un papel central en ciertos aspectos de las
ecuaciones diferenciales, estos son llamados mapas monotono.

Una drbita positiva v™= {xp, x1, X2, ... , X, ...} @€ f, en donde x,.; = f(x,} para »20, se
dice que es monotono no decreciente si la secuencia {x.} es no decreciente, esto
85 x4 2 Xp para cada » entero positivo. De la misma manera, v (xy) se dice que es
MONOLoNG Nno creciente si x,. £ x, para cada » entero positiva. Combinando estas
dos nociones, se dice simplemente gue v (x)) €5 monotono si s monotono no
decreciente o monotono no creciente. Finalmente, se lama mapa monotono a f si
para cada orbita positiva v (x) de f existe una secuencia monoteno.

Lema 3.14. Si f es una funcidn ¢’ con fx) >0 para toda x en el dominio de ia
definicidn de £, entonces /£ es un mapa monotono, esto es, la éroita positiva v {xp)
de cualquier valor inicial x” es una secuencia monotono.

Prueba. Por el teorema del valor medio, se tiene:
xn«-i - xu = f(xn )— f(xn—l): f‘(xn Xxn - xn—l )

para alguna z,. Por o tanto, x.. - x, para cualquier entero positivo n, tiene el
mismo signo que el de x; — x..

Para el propdsito de dindmica, se requiere que fsea al menos ¢’ con una dervada
positiva, y al referirse a tal f simplemente como un mapa monotono. Si fes
monotono, entonces £, [a inversa de f; existe.

Definicion 3.15. Si f es monotono, entonces fa drbita negativa de xq es la serie
de puntos xa, f1(xo), f2(xa), ..., ¥ €Sta denotada por v (x). La Grbita y de xo se
define y(xo) =y {xo} U v~ (xo).

La geometria de érbitas de un mapa monotono es muy similar a fas de una
ecuacion diferencial escalar: el punto fijo actGa como equilibrio, y se pueden
utilizar flechas para indicar la direccién de otras drbitas bajo una iteracion
continua.

Por simplicidad de notacion, se asume que &l mapa / tiene un punto fijo x=0;
sino, se pueden cambiar ias coordenadas para hacerlo asi. Lo que es mas,
suponiendo que /7 (0) > O asi que [ es monotono en una vencidad lo
suficientemente  pequefia al origen. Considerando el mapa perturbado
F(..x)dependiente de k parametros A = (k. A...h, )

FORSoR = 9% (2, x)— F&,x) con F(O.x)y={lx)
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Si F(A.x) es una funcién ¢!, por lo tanto F(i.x) es también mongtono en x para
cada pequefio valor de x. Ahora, para cada A fija, la observacién clave es que el
analisis de puntos fijos de F(A.x) es equivalente al analisis de ceros de la funcion

FAx)=x

Para el andlisis de las bifurcaciones de los ceros de una funcién existen varios tipos
de hipdtesis sobre los términos lineal, cuadratico y clbico, siendo estos los
siguientes para bifurcaciones de puntos fijos de mapas mongctono.

Caso I: Puntos Fijos Hiperbdlicos. Suponiendo que fes un monotono, mapa c'
con f0) y 70} = 1. Considerando un mapa C' F{i.x) que satisface:

F(0.x)=f{x) ¥ ‘Z’; 0.0)= D=1

Entonces, para [|»|] suficientemente pequefa, el mapa perturbado F tiene un
punto fijo Unico cerca del cero cuyo tipo de estabilidad es el mismo que la
estabilidad del punto fijo cero del mapa f'sin perturbacion.

Mapa Lineal con un Parametro. Considerando el mapa lineal fx) = 0.5x y su
perturbacion de un parametre dado por:

F(hx)=x+05x

Para cada valor del parametro %, existe un punto fijo hiperbglico unicc cuyo tipo de
estabilidad es el mismo que el del punto fijo » = 0. Ver la Figura 3.7 para el
diagrama de paso de escalén del mapa perturbado F para diversos valores del
parametro A.

Caso II: Puntos Fijos con Degeneracion Cuadratico. Suponiendo gue f es un
menotono, mapa ¢* con A0) = 0, £(0) = 1, pero f(0) = 1. Considerando un mapa
C? F(L.x) Gue satisface:

- )
FOx)=16) , % ©0)=1, %, (00)=/©®=0

Entonces existe una funcién a(r), que satisface «(0)=0, la cual corresponde al
valor extremo de ta funcion F(i.x) - x tal gue:

a(x)/(0)<0 = dos puntos fijos de F,
afr )/ 10)=0 = un punto fijo de £,
a(x)f{0)>0 = ningdn punto fijo de ¥,
para valores lo suficientemente pequefias de ».
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Figura 3.7. Puntos fijos hiperbdficos asintoticamente estables de FAxi =k - 0.5x
persisten aln si el valor de A es variado.

Mapa Cuadratico con un Parametro. Considerando el mapa lineal fix)= x + Ie

en una vecindad lo suficientemente pequefia del cero para que s¢a monotono. La
bifurcacion loca! de la perturbacion con un parametro de f esta dada por:

FO=h+x+x

Se ilustra en la Figura 3.8. En este caso, se tiene que alr}=i y £ (0)=2. Por lo

tanto, cuando A <0, existen dos puntos fijos; en A =0, existe un punto fijo; para
A >0, no exister puntos fijos para FA.x).

Caso III: Puntos Fijos con Degeneracion Cibica. Suponiendo gue fes un
monatono, mapa ¢ con f0) = 0, [(0) = 1, £ (0)=0, pero /(1) = 0. Es dificil un
andlisis completo de bifurcaciones de una perturbacion arbitraria CPen Fiux) de /.

Mapa Cibico con Dos Parametros. Considerando el mapa fx) = © - x* en una
pequefia vecindad del ongen para que £sea monotono. Para los dos parametros,
A=(A1.h2), la perturbacion de fdada por:

Fox) = by (1 =rae - v

©
m
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Existe una clspide en el plano (hy,A2) tal que:

= Existen tres puntos fijos de F{ix) para los valores de (i.ky) dentro de la
clspide.

+ Existe un punto fijo de F(L.x) para los vaiores de (k%) fuera de ia clspide.

= Existen dos puntos fijos de F(&.x) para los valores de (i:,1.) sobre la caspide si
(A1,Az) = (0,0), ¥ un punto fijo s (A;,A2) = (0.0

Las posibles bifurcaciones locales de los puntos fijos de £ listados arriba se ilustran
en la Figura 3.9. Adn si fes no monctono, sus puntos hiperbdlicos fijos persisten
bajo pequefas perturbaciones.

[

Figura 3.8. Bifurcaciones de purtos fijos de Fidx) = A +x + < cerca del ongen: (a)
A=-0.1, (B A =0,(c)r=-0.1
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Figura 3.9. Bifurcaciones de Fid.x) = &, + (I+hyx — x°.

3.4. Bifurcacion: Doblamiento del Periodo

En esta seccion investigaremos una importante bifurcacién en la que un punto no
hiperbolico fijo x tiene f(x) = -1 para experimentar cuando / es sujeta a

perturbaciones.

Cuando f(x) < 0, el mapa £ no es monotang y conmuta entre un punto cercano a
x v otro del lado contrario de x. Si el punto fijo llega a ser inestable, una drbita
no se puede aproximar a x. Sin embargo, si [a iteracion permanece limitada, es
admisible que las iteraciones impares converjan a un punto limite, por decir x* y
que las iteraciones pares converfan a flx*). Si este es el caso, entonces
FiHx®)=x* con f{x*)=x*, esto es x* es el punto periddico de periode 2. Esta
bifurcacion es llamada doblamento de periodo o bifurcacion conmutante. Un
diagrama de bifurcacidn tipico de esta importante bifurcacidn se muestra en la
Figura 3.10. A pesar de su semejanza, este diagrama no debe de ser confundido
con la bifurcacion de pitchfork de los puntos de equilibrio.

Se Inicia 1a exploracién de la bifurcacién de doblamiento de periodo al definir el
concepto de un punto periodico general.
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JiY,

Figura 3.10. Diagrama de bifurcacién de un doblamiento de periodo supercritico.

Definicion 3.19. Un punto x* es llamado un punto periddico de periodo minimo »
si f"{x*)=x* y n es el menor de tales enteros positivos. La serie de todas las
iteraciones de un punto periédico es llamado orbita periddica.

Un punto periddico x* de periode minimo 1 es un punto fijo del mapa 7"(x}. Por lo
tanto, la nocién de estabilidad de x* sigue a la de un punto fijo y la de linearizacién

resultante en el Teorema 3.8 puede ser aplicada a /" para determinar el tipo de
estabilidad de x*.

Definicion 3.20. Un punto periddico x* de periodo minimo » se dice que es
estable, asintoticamente estable o inestable si x* es, respectivamente un punto fijo

estable, asintoticamente estable o inestable de 7".

Ahora se establece que 'as observaciones intuitivas sobre la probabilidad de ia
bifurcacion de doblamiento de periodo de heche ocurre para perturbaciones tipicas
de un punto fijo no hiperbdlico con £ {x)=-1.

Teorema 3.21. Si f{x) es una funcién ¢* con un punto fijo en el origen que

satisface las siguientes condiciones:
() 0 = 0. £(0) = -1
(i) [F0) =0.

Considerando una perturbacién de un parametro F(L.x) de fix) con:
(i) F0,x) = flx). FOL0) = 0:
{1v) OF(:MD) = -—(1 + l).
ox

Entonces existe en una vecindad de (3,x) = (0,0), en la cudl para cada valor de X
con k[f:(o}}'k:[}, allf existe una orbita penddica dnica {\,'.F(}h,x;) de pericdo
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minimo 2 de ia funcidn perturbada F(i.x); para valores de A con k[ f? [0)}”:» 0, no
existe Orbita periddica de periodo minimo de 2. Lo que es mas, la drbita de periodo

2 es asintoticamente estabie [respectivamente, inestable] si el origen es un punto
fljo inestable [respectivamente, asintoticamente estable] en este valor de 2.

Prueba. Los puntos periddicas de periodo 2 del mapa F(A.x) corresponden a 1os
puntos fijos de F°{(r,x)=F(r F(k,x)), que es equivalente a los ceros de
F*(x,x)—x. Sin embargo, debido a la condicidn (iif), el punto fijo x = 0 es un
cero de esta ecuacion pero su periodo minimo es 1. Por lo tanto, para evitar este

punto y localizar (nicamente los puntos periodicos de periodo minimo 2, se
necesita analizar los ceros de [a funcién:

i[Fz(k,x)—x].

Para acompafiar esto, se comienza por determinar los primeros términos de la
expansion de Taylor. Utilizaremos la notacion “prima” para denotar |a derivada con
respecto a x y calcular algunas dervadas:

[F2(00x)f= F (0 F(u, x)F (3, x).
[F20. )= F (0, FOL ) E O F + FOu £, x)F T, x)
En particular, en el origen se tiene:

[F0l=[r )1 {Foo}=]0)}=o,

De estas farmulas se sique que la expansion de Taylor de F%(a,x) cerca de!l origen
esta dada por:

Frux)=(+a)fx+ a(j"}x: + b(ék}f F ooy

En donde las funciones a(l) y 5(3) satisfacen que:

a)=0,  8(0)=[r()f
Por lo tanto la expansidn de Taylor buscada es:

ey = {2 +a(}~).+b(}\-)x_z+ 3.14
.r[F (;‘---\)—x)_l(__-;-}‘) 5 X g 5t
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De hechg, sf )h[fz(o)}”:« 0, entonces no existen ceros en la Ec. (3.14). Si
l[fz (0)}’2 0, entonces existen dos ceros en la £c. (3.14) los cuales corresponden
a una drbita sencilla de periodo 2, {x; Flhx),

En el caso de }L[f 2(0)}"< 0, para determinar el tipo de estabilidad de la drbita de
periodo 2, se considera la funcidn cubica F(hx) — x ¥ sus tres ceros simpies, en
una vecindad al origen, dada por 0,x;, vy F()L,x;_). Si ta pendiente (1+1) de
F*(A.x) en x = 0 es menar que uno (A<0 y 0 es estable), entonces la pendiente de
FOx)-xenx y F(l,x,' ] debe ser mas grande que uno y entonces la drbita de

periodo 2 es inestable. De fa misma manera, si (1+1) >1, esto es, >0 y 0 es
inestable, entonces la drbita de periodo 2 es estable.

3.4.1 Mapas con perturbacion de un parametro.
Considerando ta perturbacién de un pardmetro para las siguientes funciones se
tiene:

flx)==x-3x", F(x)==(1+2 -G +r)’

Puesto que f¥(x) = x-18x" — 27, se tiene que [ f 2(0)}": ~-108 = 0, Es faci verificar
que todas las demds condiciones indicadas en el Teorema 3.21, también se
satisfacen. Asi que, para cada pequefio valor positivo de i, existe una Orbita
periédica Unica de periodo minimo 2 la cudl es asintoticamente estable; ver Figuras
3.10 y 3.11.

Resumiendo se tiene:

1. Por simplicidad de notacion , se asume que x = 0.

2. Siempre se satisface que la tercera derivada no puede ser reemplazada por una
condicidn sobre la segunda derivada porque [f : (0)} =0.

3. No existe pérdida de generalidad al asumir F{».0)=0. De hecho, sf tomamos
G(h.x)=F(x,x)-x, entonces G(0,0)=0 y 8G(0,0)/8x = -2 . Asi que el Teorema
de la Funcién Implicita sugiere que existe una funcion dnica w(i) , con
v(0)=0, en la vecindad de (i.x)={(0.0) tal que G(x,w{r))=0, esto es, existe
un punto fijo dnico de #{(%,x}. Sf usamos x -y (i)+ x, obtenemos F(3,0)=0.

4. La hipdtesis (iv) dice que 0 es asintoticamente estable para 1<0 pero inestable
para A>0, el tipo de estabilidad cambia.

5. El teorema puede ser utilizado para estabiecer bifurcaciones de doblamiento de
periodo de puntos periddicos de cualquier periodo, no sdlo para puntos fijos, ai
considerar un apropiadc mapa a iterar. Sin embargo, si el periodo es grande,
el catculo de las derivadas puede ser dificil.
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Figura 3.11.a Gréficas del mapa Frh.x} = -(/+i)x - (3+)0)x cerca del origen: (a)
para <0, punto fijo asintoticamente estable en el onigen, (b) para 1=0, el origen
no es hiperbalico pero aln es atrayente, (¢) para >0, existe una drbwta perfodica

asintoticamente estable de periodo 2.
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Figura 3.11.b. La misma secuencia de animacion que la de la pagina anterior pero
para /, la segunda iteracion del mapa.
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3.5. El Mapa Logistico
Reconsiderando la ecuacion en diferencia:

( )
Xn+1= bx»{ b+ b—x;aj

Si escalamos x, y x,,, por {1+b)/b, esto es, utilizamos el cambio de variable
x, = [(1+86)/ )k, v x,., = [(1+5)/b)x,.,, entonces la ecuacion se convierte en:

%nei={1—x, X1+ b)xa

Si hacemos (1+b) = A, entonces la ecuacidn en diferencia (3.3) es equivalente a fa
iteracion del siguiente mapa con un parametro:

Flx)=ax(l—x} A > 1 (3.15)
Este es conocido como el mapa Jogistico del cual ya se ha hablado en el capitulo I,
y que ha sido sujeto de un estudio intensivo recientemente. A pesar de su inocua
apariencia, el mapa logistico muestra muchas fendmenos importantas encontrados
en los sistemas dinamicos [19]. En esta seccidon tocaremos algunas de sus
propiedades.

Ei inicio def estudio se dirige a encontrar los puntos fijos: existen dos puntos fijos,
Oy x =1-1/L. Puesto que se asume que A > 1, el Gitimo punto fijo siempre cae
en el intervalo (0,1). Para referencia, se denota gue:

FRO)=n fh=-x)=2-2 (3.16)
Cuando 1<i<4, el siguiente lema demuestra la interesante dinamica que ocurre
para ias condiciones iniciales en el intervalo {0,1)} en el mapa logistico. Por
supuesto, f{r.0)= f{x.1)=0.
Lema 3.23. Considerando el mapa logistico {3.15):
(i)  Supongase que A>1.Si x,<0 0 x,>1, entonces f“(A,x,)-»-w cuando
R — 0.
(i)  Supongase que l<i<4. Si x (0]}, entonces f"(r,x,)e(0,]) para
cualquier entero positivo n.

Prueba. (i) Si x, <0, entonces f(r.x,)<x, Por lo tanto, f"(A.x,} es una
secuencia decreciente. Esta secuencia no puede converger debido a que f no tiene
puntos fijos negatives. Si x, > 1, entonces f{i.x,)<x,; por el mismo argumento.

(i) El valor maximo de (i, x) es menor que 1.

A continuacién se investigara la dindmica del mapa logistico (3.15) para diferentes
valores del parametro ».
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E<4 <3:) Del Teorema 3.8 y de la Ec. (3.16) se obtiene que el punto fijo cero es
inestable vy et otro punto x, =1-1/5 es asintoticamente estable.

Podemos hablar mas de fa establlidad de x.. De hecho, si 0<x, <1, entonces
lim, ., (A x,)=x., esto es, x. es globalmente atrayente. Sin embargo, la
manera en la cual la soiucidn se aproxima a x. depende del valor de L. Para
observar  esto, primero  suponemos  que O<x, 0.5, Entonces
fOux) = xy —xf, St x,#x ¥y f{Ax)>0. Entonces, S x )= x.
menotonicamente cuande # — +eo. El caso cuando 0.5<x, <1 sigue € mismo
argumento al observarse que la primer iteracién f(x.x,) cae en el intervalo
(0,0.5). De la misma manera es evidente de la Ec. {3.16) cuando i<i < 2, que

después de la primer iteracidn, la solucidn se aproxime a x. monotonicamente;
ver Figura 3.12.

F 3

Figura 3.12 Punto fijo asintoticamente estable del mapa logistico para el valor del
parametro A = 1.8.

Si 1<i <2, entonces x. es globalmente atrayente pero fa aproximacion no es
manotonica (esto es esperado por la linearizacion); ver Figura 3.13.

A =3 El punto fijo cero es inestable, pero el tipo de estabilidad de x. no puede
ser determinado por el Teorema 3.8 debido a que f'{(x:)=-1 (se puede demostrar
que x. aun es globalmente atrayente). Esto sugiere que A =3 es un valor de
bifurcacion.

En este caso, los puntos fijos cero y x son inestables, la iteracion

f"(x,) no puede aproximarse a ninguno de los puntos fijos. Sin embargo, ellos
permanecen en el intervalo (0,1). Es admisible que cuando X se incrementa hasta
3, el punto fijo x, experimente una bifurcacién de doblamente de periodo dande
alcance a una érbita periddica asintoticamente estable de un periodo minimo de 2;
ver Figura 3.13.

ANALISIS COMPUTACIONAL DF ELEMENTOS DINAMICOS CON LIMITES EN CAQS ¥ APLICACION EN SISTEMAS DE
CONTROL DE PROCESO 35




MAESTRIA EN CIENCIA E INGENIERIA DE LA COMPUTACION/UNAM-FESC CAPITULC IIL. MAPAS ESCALARES
DR. VLADISLAV KHARTCHENKO KIRILLOVICH ING. DAVID MUNGZ AGUILAR

(Y]

I

r

©

Figura 3.13.a. £l mapa logistico cerca de la pnmer bifurcacién de doblamiento de
perfodo; (@) A = 2.8, (b) A =3,y (c} A = 3.2,
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)

)

Figura 3.13.b. Segunda iteracién del mapa logistico para los valores de A
mostrados en fa pagina anterior,
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De hecho este es ef caso. La existencia y fa estabilidad asintotica de tal drbita
periodica puede establecerse al anaiizar los ceros de fa funcién f*(x,x}-x. Con el
hecho de que x=0y x=x: son fas raices de f*(i,x)~x, se demuestra que la
Orbita periddica de periodo 2 esta localizado en las raices de la ecuacidn
Rx?—d(i+1l)r+r+1=0. Para 3<i<i+ 6 esta Orbita de periodo 2 es
asintoticamente estable. También puede ser demostrado que es globalmente
atrayente, excepto para condiciones iniciates muy contadas las cuales tienden a
los puntos fijos x. después de un niimero finito de iteraciones.

Por supuesto se debe, poder concluir la presencia de ia bifurcacion de doblamiento
de periodo del Teorema 3.21. Sin embargo, para aplicar este teorema en el mapa
logistico, se necesitan trasladar los puntos fijos x. al origen, y trasladar también el

valor de bifurcacig&n L =3 a cero. Para que en este final, introducir la nueva
variable v v el pardmetro u, definidos por:

1
x=1-_+y, A=3+
by ! sTH

Por lo tanto el mapa logistico se transforma en:
S p)=~(1+pp =B+ up.

[3449<2 <3570 La apariencia de la orbita de periodo dos cuando A se
incrementa hasta 3 es solo el inicio de una fascinante secuencia de bifurcaciones
gue dirigen a la muy complicada dindamica. Por ejemplo, en X =3.449
(aproximadamente) la 6rbita de periocdo dos pierde su estabilidad y da alcance a
una orbita de periodo cuatro asintoticamente estable, como se ve en la Figura
3.14. De hecho, existe un incremento del valor del parametro en fa secuencia
o<k, <k <..oen el cudl repefidamente e mapa logistico experimenta una

bifurcacién de doblamiento de periodo: como 4 es incrementada hasta A, la orbita

periddica asintoticamente estable de periodo 2 llega a ser inestable y una drbita
periodica estable del doble del periodo bifurca desde la drbita del periodo merior;
ver Figura 3.14. los primeros valores aproximados en los que se presenta la
bifurcacion son:
A, =30, = 34493, = 3544, %, = 3564....

Esta secuencia converge a un numero i, cuando k—+w es 3.5699456
{aproximadamente). Mds adn, la proporcion de la distancia de los valores de los
parametros entre bifurcaciones sucesivas de doblamiento de periodo se aproxima a
una constante:

irm ?" ~hin
fearoe h

=4.6692... (3.17)

Al 4

Debido a la naturaleza geométrica de esta secuencia, no es facil fa
experimentacion en computadora para localizar los valores de las bifurcaciones. Sin
embargo, utilizando la Ec. (3.17), esto se convierte en trivial. De hecho es un
memarable descubrimiento de Feigenbaum de gue los numeros de encima parecen
ser los mismos para una gran clase de mapas, no séla para el logistico.
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Figura 3.14. Secuencia del doblamiento del periodo en el mapa logistico: éqbitas
periodicas asintoticamente estables para: (2) periode 2 con & = 3.2, {b} periode 4
con % = 3.52, (¢) periodo 8 con * = 3.5567, y (d) periodo 16 con A = 3.5675.
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[ >3.570: En este rango del parametro dinamico del mapa logistico se empieza a
comportar de manera complicada. Para algunos valores de #, la iteracidén se mueve
de manera muy erratica, con un comportamiento denominado cgos: ver Figura
3.15. De hecho, mucho antes que la dindmica del mapa logistico fuera descifrada,
los analistas numéricos fa utilizaban para generar nimeros aleatorios. Para otros
valores de A, existen puntos periddicos los cuales experimentan secuencias de
bifurcaciones de doblamiento de periodo cuando se vana el parametro. Toda esta
dinamica se encapsula en el diagrama de bifurcaciones mostrado en la Figura 3.16.

En el estudio de los fendmenos no lineales, un problema que inevitablemente
siempre se encuentra es I3 bifurcacion. El cudl existe universalmente en la
naturaleza. La teoria de la bifurcacion, como uno de los principales contenidos de
las ciencias no lineales, se ha desarrollado rapidamente en las 3 Uftimas décadas.
Los problemas de bifurcaciones son estudiados de diferentes formas y se han
utifizado diferentes definiciones, Zhou y Wu definen cuales son los puntos de
bifurcacion en sistemas no lineales [20].

Figura 3.15. Caos aparente, u orbita periodica con un periodo muy grande, en el
mapa logistico para » = 3.891.

A =3.839Existe una orbita Unica periddica asintoticamente estable de periodo
minimo 3. Esta drbita es facilmente localizable en el diagrama de bifurcaciones, y
cuenta con |os siguientes valores:

X" =0.149888, £(x')=0.489172, £7(x"}= 0.959299, /*(x" }== 0149888

Sin embargo, existen mas zonas dinamicas en el mapa logistico en 3.839 que lo
gue es realmente visible en la computadora, como un teorema de iicio esta el de
Sharkovskii [21].
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Figura 3.16. Diagrama de bifurcaciones del mapa logistico.

Para establecer este teorema, ordenaremos los enteros positivos de la siguiente
manera, que es denominado ordenamiento de Sharkovskii :
3pSeTr. >2e3r2e5p 2070 02703027052 07 .

>2'e3> 2650207, p2'p2ip25]

Para describirlo en palabras, escribir todos los némeros impares menos el 1,
entonces 2 veces los nidmeros impares, 2° veces los nimeros impares, 2° veces,
etc. Finalmente escribir las potencias de 2 en orden decreciente, con 1 al final. A
pesar de su rareza, esta lista incluye todos los enteros positivos.

Teorema 3.24. (Sharkovskii) Sea f:% —® un mapa continuo. Supongase que f
tiene un punto periddico de periodo minimo m. Si men en el orden de Sharkavskii,
entonces f también tiene un punto periddico de periodo minimo ».

Una consecuencia muy importante de este teorema es que si f tiene un punto
periodico de periodo minimo de 3, entonces tiene puntos de periodo de cada uno
de los periodos minimo. En particular, el mapa logistico en  =3.839, en adicién a
la orbita de periodo 3, tiene érbitas periddicas de todos los periodos minimos. Sin
embargo, debido a su inestabilidad, ellos no son muy facimente detectables en la
computadora [22].

En tanto el parametro ) es incrementado, la drbita de periodo 3
experimenta una bifurcacion de doblamiento de periodo y obtiene su estabilidad
hasta una ¢rbita de periodo 6 asintoticamente estable; ver la Figura 3.17. Si i se
incrementa aun mas, existe una secuencia de bifurcaciones de doblamiento de
periodo. Es sumamente importante que la proporcon de la distancia entre
bifurcaciones de doblamiento de periodo sucesivas se aproxima a la constante
4.6692.
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Capituio 4.

PSEUDO CAOS EN DIAGRAMAS DE BIFURCACION

El caos es un campo avanzado de las matematicos que envuelve el estudio de los
sistemas dinamicos (sistemas en movimiento). La Teoria del Caos consiste en la
pruebas y teorias matematicas las cuales intentan describir los procesos en
movimiento. Un ejemplo de un sistema dinamico cadtico es el movimiento de las
estrellas, planetas y galaxias, las cuales han sido intentadas entender por los
matematicos v cientificos.

En esta tesis se ha efectuado el analisis del comportamiento de varios sistemas, y
se ha encontrade que ia gran mayoria de estos sistemas, al momento de efectuar
el analisis cuando tiende a cero y/o a uno el valor inicial de las variables se genera
un comportamiento cadtico en ciertos rangos del diagrama de bifurcaciones de
cada uno de elios.

Se ha observado que este efecto es diferente al comportamiento regular que
presentan los diagramas de bifurcaciones existentes y por esta causa es especial
esta representacion en los sistemas analizados.

A continuacion se presentan los resultados obtenidos de los estudios y analisis
efectuados para este trabajo de tesis. Para cada uno de los estudios se presenta:

A, Diagrama de bifurcacion.

B. Gréfica del sistema

€. Grafica iterada del sistema

D. Grafica de atractores del sistema.

Estos 4 diagramas se realizaron con valores de Xg dentro del rango de 0 a 1 v
valores de los parametros de las funciones dentro del rango de comportamiento
entre su maximo y minimo, para ciertos casos especiales estos rangos se
modificaron para operar entre -1 v 1, tanto para el valor de Xy como para los
parametros.

El Gltimo diagrama para cada uno de los sistemas se efectud con valores iniciales
de Xy que tienden a cero y a uno, denominando a este dlitimo:

E. Diagrama de bifurcacién con pseudo caos.
F. Ampliacién de la zona de pseudo caos.
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Los sistemas que se presentan son los siguientes:

4.1 "y
F(X)=(-XXY B X— YorromreanB =2

4.2

F(X)=(~ X)(ZB X” (=1 . n=2

4.3 :
FX)=0-X)3 P’ X Yoot =3 |

B X” l)lH-l

4.4
J FX)=(1-X)(

4.5

r " L
F(X)=(1mX)(zB—j) ........... p =4

l4.6

|

FO) = XU P N =

&~
~

FOO=0-0E P ey

+
o

F(Xy=(1-xx3 Bj W=1)" n=9

%

4.9 "X .
FX)=(1-X0)3, P :r( D 1 ) L n=11
410 [P0 =F 0 X

411 [FO=A (IO X-R

14,12 | F(X) = [BX(I-X)J/(T+B(1-X)]

J4.13 F(X) = AX,” + (1 -A4)X,

4.14 | F(X) =B sin (n X)

415 FO) = feos (0

1416 [Fx) = (1-x)1- 7

417 [Fex) = Ref 1= ™77 / (m-1)

1418 [Fag <ax-a+ )X - |

U I I SR S R

Estos sistemas fueron elegidos debido a que son ecuaciones en diferencia que
presentan comportamientos dinamicos.
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FXO=(1-X)3, P n)f) ........... n=2

En este sistema el comportamiento de x con relacidn a B con respecto a X; es:

B
De ’ A Valores Estables en X Xo ‘{
0 1 1 0 0,11
F 1 | 1994 | 1 0,11
1.9964 | 21683 | 2 01] )
21683 | 22033 | 4 0411 ]

Posteriormente se obtienen mayor cantidad de puntos estables para cada uno de
ios valores mayores a 2.2033 , existen zonas de compartamiento especial en las
que de un valor de B de 2.31 y comportamiento cadtico , se pasa a un valor de
2.315 y se obtiene una region de 3 valores fijos estables independientemente del
valor inicial de X,. El valor méximo de B es 2.4. Cuando Xo — 0 y Xp— 1, se
produce el efecto pseudo caos en la zona de inicio de valores estables (después de
B > 1), inclusive el inicio de esta zona se desplaza de 1 a 1.15 ver Figura E de
este apartado.

! X3 7 (2-X,) (B, + B™X,7)
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En este sistema el comportamiento de x con relacién a B con respecto a X es:

| B
De W A Valores Estables en X Xo
0 | 1 0 [0,0.4]
1 7 1 T 0oal ]
372 | a30 | 2 | [00.4] |
| 430 | 4.43 J 4 | f004] |

Con estos valores iniciales de X, el comportamiento del diagrama de bifurcaciones
es normal, con zonas cadticas (B > 4.93) y zonas con valores estables de X. El
valor maximo de la B es 4.93,

g
t; De | A Valores Estables en X Xo
0 T 1 0 [0.41,0.54]
1 T 372 1 [0.41,0.54)
3.72 4.30 ( 2 [0.41,0.54]
[ 430 4.43 |} 4 [0.41,0.54]

Con estos valores iniciales de Xo, los valores maximos de B se van reduciendo
desde 4.43 hasta 3.72.

L B 1

| De A 1 Valores Estables en X Xo
f 0 1 0 [0.54.1]
r 1 3.72 1 | [0.54,1]

Con estos valores iniciales de X; el sistema se comporta de manera muy especial,
ya que solo presenta un valor estable para todo este rango de X, pero también la
p maxima se reduce hasta llegar a 2 con Xy — 1.

Cuando X -0 v Xg—1, se produce el efecto cortina en la zona de inicio de valores

estables (con § > 1), inclusive el inicio de esta zona se desplaza de 13 1.13 ver
Figura E. En este caso cuando Xp -+ 0 es completamente diferente a cuando Xp—

1, ya que en el primer caso se llega a contemplar el diagrama de bifurcaciones
completo v en el segundo sélo se observa hasta B = 2.
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F(Xy=(-)3 ﬁ-n)‘(flf)...........n =3

En este sistema el comportamiento de x con relacion a B con respecio a Xp es:

B
De ] A Valores Estables en X Xo
0 J 1 0 [0,1]
1 | 1.84 1 (0,11
[ 1.84 |  1.9714 2 (0,11
| 19714 |  1.9959 4 I [0,1]

Posteriormente se obtienen mayor cantidad de puntos estables para cada uno de
los valores mayores a 1.9959, existen zonas de comportamiento especial en las
que de un valor de B de 2.31 y comportamiento cadtica, se pasa a un valor de
2.315 y se obtiene una regidn de 3 valores estables independientemente del valor
iniciat de Xp. La  maxima del sistema es 2.1462. Cuando Xy — 0 ¥ Xo— 1, se
produce el efecto de pseudo caos en la zona de inicio de valores estables (cuando

B > 1), inclusive el inicio de esta zona se desplaza de 1 a 1.15 ver Figura E.

Xy = (X I(BX I (B )2+ (87X, 1) /6]
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4.5 vy
FOo=a-x) 3 P¥

n!

En este sistema el comportamiento de x con relacién a B con respecto a Xg es:

B
De A Valores Estables en X Xo
0 1 0 {0,1]
1 1.8142 1 [0,1]
1.8142 1.9285 2 i0,1]
1.9285 1.9530 4 [0,1]

Posteriormente se obtienen mayor cantidad de puntos estables para cada uno de
los valores mayores a 1.9530, existen zonas de comportamiento especial en las
que de un valor de B de 2.0183 y comportamiento cadtico, se pasa a un valor de
2.0210 y se obtiene una region de 3 valores estables independientemente del valor
inicial de Xo. La B méxima del sistema es 2.1 { para 0<Xp<1). Cuando Xp — 0y
Xy — 1, se produce el efecto pseudo caos en la zona de inicio de valores estables
(cuando B > 1), inclusive el inicio de esta zona se desplaza de 1 a 1.1530 ver
Figura E.
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Foo=a-x03 " n)r{ el ™ =5

En este sistema el comportamiento de x con relacion a § con respecto a Xg es:

B I
De A L Valores Estables en X Xo
0 1 | 0 10,11 |
1 4.8246 1 [0,1]
4.8246 49420 2 , (0,11 B
| 4.9420 49764 | 4 | (0,11

Posteriormente se obtienen mayor cantidad de puntos estables para cada uno de
los valores mayores a 4.9764, existen zonas de comportamiento especial en las
que de un valor de B de 5.0075 y comportamiento cadtico, se pasa a un valor de
5.0098 y se obtiene una regidn de 3 valores estables independientemente del valor
inicial de Xo. La B maxima del sisterna es 4.11 { para 0<Xp<1). Cuando Xp - O vy
Xp — 1, se produce el efecto pseudo caos en la zona de nicio de valores estables
(cuando B > 1), inclusive el inicio de esta zona se despiaza de 1 a 1.1496 ver
Figura E.
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4'7 .len
F(X)=(1-X)3, B ; W=ty n=17
I

En este sistema el comportamiento de x con relacién a B con respecto a X, es:

|
De A Valores Estables en X Xo
| 0 1 | 0 [0,1]
1 5.84 1 B [0,1]

Este sistema proporciona un comportamiento extremadamente estable en el rango
de X, desde un valor de 0 hasta 1, por o que es de especial comportamiento, ya
que no contiene zonas con 2, 4 valores estables, inclusive ni zonas cadticas. La B
maxima del sisterma es 5.84 { para 0<Xy<1). Cuando Xy — 0y Xp — 1, se produce
el efecto pseudo caos en la zona de inicio de valores estables (cuando B > 1),
inclusive el inicio de esta zona se desplaza de 1 a 1.1360 ver Figura E.
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4.8 ny
FX)=(-X)2. P nf— {8 R n=9

En este sistema el comportamiento de x con relacion a B con respecto a Xp es:

B
De ] A Valores Estables en X Xo
0 . 1 a [0.1] N
1 | 588 | 1 (0,11 |

Este sistema al igual que el anterior nos permite abtener un comportamiento

extremadamente estable en el rango de Xp desde un valor de 0 hasta 1, por lo que
es de especial comportamiento, ya gue no contiene zonas con 2, 4 valores
estables, inclusive ni zonas cadticas. La B maxima del sistema es 5.88 ( para
0<Xp<1). Cuando Xp — 0y Xy — 1, se produce et efecto pseudo caos en |la zona
de Inicio de valores estables (cuando B > 1}, inclusive el inicio de esta zana se
desplaza de 1 a 1.17 ver Figura E.
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4,10 FX=p1-X)X

Este analisis corresponde al sistema logistico [4] [18] y el comportamiento de x
con relacion a B con respecto a Xg es:

L g
De A Valores Estables en X Xo
0 1 0 [0.1]
1 3 1 [0.1]
3 34412 | 2 [0.11
| 3.4412 3.5442 4 [0.1]

Este sistema es el gue se utiliza generalmente para efectuar el analisis del
diagrama de bifurcacién, atractores y zonas cadticas, ya que presenta zonas en tas
gue la cantidad de valores fijos estables no son potencias de 2 e inclusive impares,
COMO SON:

L B
De A Valores Estables en X Xo
3.6265 3.6329 6 ~[0.1]
3.6621 3.6628 8 [0.1]
3.7016 3.7027 7 [0.1]
3.7382 3.7418 5 [0.1]
3.8287 3.842 3 [0.1]
3.8421 3.8502 | 4 {0.1]
3.9055 3.9067 | 5 [0.1]
3.9601 3.9615 4 [0.1]

Entre cada uno de estos rangos de valores de § existen zonas en las que no se

puede definir la cantidad de valores que presenta el sistema para un solo valor de
8. El valor maximo de g para este sistema es 4.

Cuando Xo — 0 vy Xo— 1, el diagrama de bifurcaciones presenta el efecto pseudo
caos en B=1.15, expandiendose hasta g= 2.06 y liegando a un valor fijo estable
final, Ver Figura E.
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4.11 FX)=f(1-X)X-R

En este sisterna el comportamiento de x con relacién a  con respecto a X, es:

L B

| De _j A Valores EstablesenX | Xo |
I 0 | 3.95 , 0 | [0.15,085] |
| 3.95 | 41224 | 1 | [0.15,0.85] |
| 41224 | 45102 | 2 | [0.15,0.85] |
L 45102 | 45918 | 4 I [0.150.85 |

Este sistema es una medificacidn al anterior, el cual mostraba un comportamiento
caotico con una B = 3.95 independientemente al valor inicial de X (Xq). Este nuevo
sisterna se obtiene de la adicidn del pardmetro de Recoleccion (R) y provoca que
se tengan modificaciones en:

* La posicién inicial de B en la gue existen valores fijos estables (o con X = 0) ya
que se produce un desplazamiento del diagrama de bifurcaciones en su
canjunto.

» Los valores maximos y minimos de X, ya gque en el sistema anterior los valores
eran 1 y 0, respectivamente.

= |3 zona de maxima operacion del sisterna logistico, ya que en el caso anterior
el maximo valor de B era de 4.

El rango inicial de X, debe de estar comprendido en el rango [0.15,0.85] ya que si
se elige ur valar diferente se llega a valores estables de 0 {(que como se mostro en
el Capitulo 1 representa la extincion de la poblacidn). Dependiendo del valor inicial
de X, el principio del diagrama de bifurcaciones va tendiendo a 3, esto es, la zona
representativa de un sélo valor estable llega iniciar en 3.0816 vy finaliza en 4.1224.

El valor maximo y minimo se rodifica a 0.8862 y 0.1027 (en el sistema anterior
eran 1y 0).

Al aumentar el valor de la recoleccion (R) y manteniendo el valor inicial de X
dentro de los rangos Optimos, se va modificando completamente los valores a los
que puede responder la B para poder dar como respuesta un comportamiento
estable de 1, 2, 4, ...etc puntos fijos estables, con esta evaluacién se comprueba
que se puede operar el modelo logistico mas alld de los valores de >4 (Figura E)
y que el diagrama de bifurcaciones de este sistema es un ente fractal ya que se
obtuvo ef diagrama con valores de X = 0.5, § = 640000.000025 y R = 159999.5 y
se abtiene una auto-similitud del diagrama mostrado en la Figura A def sistema
antenar.

ANALSIS COMPUTACIONAL DE ELEMENTOS DINAMICOS CON LIMITES EN CAOS Y APLICACION EN SISTEMAS DE
CONTRQN, DE SROCESD &7




MAESTRIA EN CIENCIA E INGENIERTA DE LA COMPUTACION/UNAM-FESC CAPITULO IV. PSEUDO CAOS
EN DIAGRAMAS DE BIFURCACION
DR. VLADISLAV KHARTCHENKO KIRILLOVICH ING. DAVID MUNOZ AGUILAR

Todas estas anotaciones han permitido efectuar la modificacién de un sistema con
comportamiento cadtico a unc con un comportamiento de un valor fijo estable, ya
gue comparando las Figuras C y D del sistema anterior con las mostradas en este
sistema, se puede comprobar que para el mismo valor de 3 podemos controlar la
cantidad de valores fijos estables a los cuales deseamos un establecimiento o la
anulacién de la operacién del modelo (extincién).

ey ® B(LNIX - F x Grafica de ta Funcisn vs F{X}=X
|
|
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4.12 F(X) = [BX (1-X)1/[1+ B(1-X)]

En este sisterna el comportamiento de x con relacidn a § con respecto a X es:

F B

De l A Valores Estables en X Xo
| 2 -0.5 0 [-0.64, -1E-16]
l [1E-16, 0.999999]
| [1.01,2]
0.6 -0.51 2 [-0.64, -1E-16]

[1E-16, 0.999995]
(101,21 |

[1E-16, 0.999999]
101,21 |

-0.616 0.6 4 L [-0.64, -1E-16]

|

Como se observa en la figura (A), este sistema se comporta de una manera muy
diferente a los sistemas anteriormente analizados, ya que sélo puede operar en un
rango muy limitado de B entre —0.75 y —0.50 vy los valores iniciales de Xq sOlo
pueden estar dentro de los rangos mostrados en la tabla anterior. Una de las
caracteristicas notables es que no existen zonas para obtener 1 valor fijo estable,
ya que inicia con 2 valores fijos estables. Las zonas cadticas inician en —0.624
hasta —0.666 aqui surge la zona de 3 valores fijos estables y permanece hasta -
0.67062, se inicia la zona de 6 valores fijos estables hasta -.676, a partir de aqui
surge nuevamente Ja zona cadtica.

Con relacién al comportamiento del sistema cuando Xp — 0y Xy — 1, se presenta
el efecto pseudo caos tanto para X positivas como para las X negativas, se
desplaza el inicio del diagrama de bifurcaciones a -0.5333, siendo rAas
sensible cuando X -» 0 que Xg - 1.

X,.. » [5xn(1-Xa)] 7 {1 + B(2-X)] i Graticn dew Funcwn
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413 FX)=pX +d-pX

En este sistema el compaortamiento de x con relacidn a  con respecto a Xs es:

B
De [ A Valores Estables en X Xo
2 32 2 I [-1,1] |
3.2 [ 3.6 | 2 L [-11] ]

Este sistema se comporta de una manera similar al sistema anterior (4.12), ya que
s6lo opera en el rango de B entre 2 y 4 y con una X, comprendida entre —1 y 1. No
contiene zonas con un valor fijo estable por iniciar con 2 valores, contiene dos
zonas de comportamiento estable entre las regiones cadticas, la primera con B
entre 3.4517 y 3.4727 para 6 valores fijos estables y 1a sequnda entre 3.8285 y
3.8486 para 4 valores fijos estables

Cuando Xy - 0y X3 — 1 el comportamiento del sistema presenta el efecto pseudo

caos para el rango completo de Xo, se desplaza el inicio del diagrama de
bifurcaciones hasta 2.136, siendo mas sensible cuando Xy — 0 que Xp — 1.

| X 2 B+ (BEX, i Grafica do Funclon e
uJ‘—' . e : " L \I fm\ - e :-1;
ok . s . ‘ — i i " I

s | H AN NME A

E o.z",‘fllv' B . l l \ o : .:- “‘

| 2ol e T : N N~ - 2"

\*&:!\\ tE LT o ! l ] a8 as o M‘”{;m ) =3 2] a b \‘

! o4 \\‘--. " DR ; | ‘ - . . S :[

s | N~

l Yy 1‘ ! '«f“{#’ N 1. \ /{ \.Il

;o o g S ..,.}. R

) i a x ;

(A) (8) 4

ANALISIS COMPUTACIONAL DE FLEMENTOS DINAMICOS CON LIMITES EN CAQS Y APLICACION &N SISTEMAS DE
CONTROL DE PROCESO 71




MAESTRIA EN (TENCIA E INGENIERIA DE LA COMPUTACION/UNAM-FESC CAPITULD TV, PSEUDO CAOS
£l DIAGRAMAS DE BIFURCACION
DR. VIADISLAV KHARTCHENKG KIRILLOVICH ING. DAVIC MUNOZ AGUILAR

ATRACTURES DE LA FUNCTON
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4.14 F(X)=P Sin (= X)

En este sistema el comportamiento de x con refacién a B con respecto a X es:

B 1
De A Valores Estables en X Xo ]
-0.8266 70.3066 ) [-1,1] |
03066 | 0.3066 0 1,1 1
I 03066 | 0.7066 1 1 [-1,1] |
| 07066 | 0.8266 2 Hl [-1,1] I

Este sistema tiene uno de los comportamientos mas complicados de los hasta
ahora analizados, ya que presenta bifurcaciones tante para B positivas como para
negativas, también presenta zonas es las que se pueden cefinir valores fijos
estables enfre las zonas cadticas siendo las princinales para B entre 0.9378 vy
0.8424 para 3 valores fijos estables v para B entre —0.9455 y -0.9378 para 6
valores fijos estables para X positivos y negativos.

Para Xo = 0y X% = 1 el comportamiento del sistema es afectado por el efecto

pseudo caos, se desplaza el inicio del diagrama de bifurcaciones hasta —0.37 y
0.37 en el valor de B, siendo mas sensible cuanda X — 0 que Xp — 1.

X,., = BSena(pi* ' G dhe Ly Funcon "rer:

Wodpr o o
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4.15 F(X)=p Cos xX)

En este sistema el comportamiento de x con relacion a B con respecto a Xp es:

B ]
De T A L Valores Estables en X Xg }
0.6222 | -0.5724 | 4 -14]
| 05724 | -0.4106 | 2 [-1,1]
04106 | 04106 | 1 1,13
0.4106 0.5724 | 2 [-1,1]
| 0.5724 0.6222 | 4 _[-1,1] i

El comportamiento de este sistema es reaimente simétrico desde el punto de vista
NUMErico vy presenta una inversién de signo entre los valores positivos y negativos,
presenta zonas cadticas, zonas de valores fijos estables entre estas zonas y las
mds representativas son para valores de B entre —0.7460 v -0.7341 para 3 valores
fijos estables y 0.7341 y 0.7460 también para 3 valores fijos estables.

Con relacion al comportamients cuando Xp — 0 vy Xo — 1 el diagrama de
bifurcaciones no es afectado, por 1o gue no presenta el efecto pseudo cacs.
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4.16 F(X) = (1-X) (I_E-BX)

Este sistema es el modelo epidémico SIS discreto [7] y el comportamiento de x
con relacion a  con respecto a Xg es:

B
De A Valores Estables en X Xo
0 1 0 [-1,1]
1 25.5 1 [-1,1]
25.5 108 2 [-1,11

Este sistema es extremadamente estable desde B = 1 hasta 9, a partir de aqui es
mas lenta la llegada a un valor estable, a partir de § = 25.5 se genera una
bifurcacién gue mantiene los dos valores estables en Xo v en (1-Xp), presenta
zonas cacticas que llegan a valores estables.

Con relacién al comportamiento cuando Xe — 0 y Xp —» 1 el diagrama de
bifurcaciones si es afectado, por lo que presenta el efecto pseudo caos, tanto
despuésdeB =1y B > 8.

Grifica Fncion va RX)=X [

| X, =(1-Xn} (1) ‘
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417  Fx) = rX[1-X™ Yim-1)

Este modelo esta denominado como velocidad de incremento de infecciones [S1.
En este sistema existen 3 parametros r, m y k, en donde r es un factor de
escalamiento en m, m es {a forma del comportamiento v k es el escalamiento en X,
por lo gue el comportamiento de m (con r=8 y k=1) con respecto a X; es:

m
De A Valores Estables en X Xp
lF 10 7 1 [0,1]
7 64976 | 2 1 [e1]
6.4976 6.4665 | 4 | [0,1] |

Este sistema muestra un comportamiento invertido a lo que es el diagrama de
bifurcaciones del sistema logistico, ya que la zona cadtica se presenta del lado
izquierdo (valores menores de m) y la zona estable del fade derecho (valores
mayares de m).

La principal zona de valores fijos estables que se presenta en medio de la zona
cadtica esta con m entre 5.9763 y 6.0097 con 3 valores fijos estables, el estudio se
realizd hasta m = 5.47.

Al iniciar las graficas de bifurcaciones con Xo — 0y Xg — 1 se produce el efecto
pseudo caos y el final del diagrama se modifica hasta m= 8.

r ¥y =P 1- 04T (1) 1 J— ~
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418 FX) = X-(A+DX -p

Este modelc se utiliza para efectuar el célculo del consumo en la economia [24],
para el diagrama se mantiene a % constante y p se grafica contra X, por lo que el

comportamiento de p (con 1=0.8) con respecto a Xq es:

u

De A Valores Estables en X Xg
-0.6795 -0.6428 4 [-0.9,0.9]
-0.6428 -0.4591 2 [-0.9,0.9]
-0.4591 0.4591 1 [-0.9,0.9]
04591 |  0.6428 2 [-0.9,0.9]
0.6428 | 0.6795 4 09,091 |

Este sistema muestra un comportamiento dos diagrama de bifurcaciones def
sistema logistico, presenta zonas calticas tanto para valores positivos como
negativos y entre ellas la zona especial en la que encontramos desde 5 valores
fijos estables hasta 9 con p desde 0.8033 hasta (.8671 en la zona positiva y desde
-0.8671 hasta -0.8033 en la zona negativa. El estudio se realizd para un rango de
u de [-0.9, 0.9].

Las graficas de bifurcaciones con Xg — 0 no se produce ningun efecto pseudo €aos
sobre el diagrama pero cuando Xp — 1 se eliminan el comportamiento de ia zona
positiva de y, por no estar dentro de los rangos de operacién (Figura E).

Grdfrca de b Funciin vs F(X)=X
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Capitulo 5.

Control de Bifurcaciones y Ruta al Caos en Sistemas Dinamicos

En este capitulo nos enfocaremos al control de inestabilidades en sistemas de
ingenierfa de alto desempefio. Se considera especificamente a los sistemas de
control no lineal que operan cerca de su |imite de operacién. Existen situaciones
altamente no lineales que ocurren en la operacién de alto desempefio de una gran
variedad de sistemas. Estos sistemas tienden a exhibir inestabilidades en términos
de un salto a un nuevo punto de operacién de bajo desempefio, comportamiento
oscilatorio, comportamiento cadtico o colapso del sistema en la ausencia de
apropiadas acciones de control. Tales situaciones requieren ef estudic para
controlar ios fendmenos no lineales como son las bifurcaciones y el cacs.

Existe el control de sistemas dinamicos cadticos denominado control de la ruta al
caos, el cudl utiliza el disefio por medio de las leyes de controt realimentado que
aseguran un grado suficiente de estabilidad para una bifurcacién primaria en las
rutas al caos. Mas alin, como la cascada de doblamiento de periodo es una de las
mas famosas rutas al caos, la estabilizacion de las bifurcaciones de doblamiento de
periodo para sistemas no lineales discretos en el tiempo de dimensién n se
investigan. La técnica presentada aqui se enfoca en la considerable flexibilidad en
términos del comportamiento que es aplicable a los sistemas no lineales sobre un
rango de los valores del pardmetro.

Una aplicacion importante es el fendmeno de estancamiento en los cornpresores
de flujo axial. Una combinacién de andlisis de bifurcacién y control no lineal se
utiliza para estudiar la dinamica y el control activo del estancamiento rotatorio en
un modelo de compresor de flujo axial.

Cada uno de los sistemas de ingenieria tiene sus limites en su ambiente de
operacién, mas alla del cudl la funcién no es Gtil. En respuesta al incremento de
demanda en el desempefio de muchos sistemas de ingenierfa, existe un gran
interés en operarlos cerca del borde de estos limites. Estas son situaciones
altamente no lineales que ocurren en las operaciones de alto desempefio de una
gran variedad de sistemas. Este capitulo se enfoca en el control de inestabilidades
no lineales en sistemas de ingenieria de alto desempefo. Estas pertenecen al tipo
de problemas que no pueden ser dirigidos adecuadamente sin retomar resultados
de la dinamica no fineal. Por ejemplo, se requiere estudiar el control de fenomenos
no lineales tales como las bifurcaciones y caos. Se consideran problemas tedricos y
aplicaciones. La aplicacién se basa en maquinas rotatorias.
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El importante papel gue juegan los conceptos de la teorfa de bifurcacién en la
ciencia, ingenierfa y ciencias sociales esta bien establecido. Los fendmenos no
lineales tales como la aparicion de ciclos limite, divergencias a nuevos estados
estables, y la transicidn a comporiamientos cadticos han sido observados y
estudiados para una gran variedad de sistemas. Se toman como referencia los
siguientes trabajos en el control de tales fenémenos no lineales (e.g. [12], [13],
[25], [261, [27]. [2]. [11, [281, [29], [30]). El interés en estos problemas de control
es debido parcialmente al incremento de desempefio que es potencialmente
permisible en los sistemas modernos de ingenieria cuando operan cerca de sus
fimites de estabilidad. Los sistemas que funcionan en o cerca de los limites de sus
operacién tienden a experimentar bifurcaciones bajo disturbios moderados. Estas
bifurcaciones pueden resultar en:

< Un salto a un nuevo punto de operacién de bajo desempefio.
% Comportamiento oscilatorio.

< Comportamiento cadtico.

< Coiapso del sistema.

Ejemplo de las consecuencias de operar un sistema cerca de sus limites inherentes
incluyen:

» Estancamiento de aviones en supermanicbras;
» Perdida de carga en sistemas eléctricos de potencia;
= Estancamiento en la rotacidn en compresores axiales.

Aunque un sistema este operado dentro de sus limites fisicos, aun puede presentar
eventos catastroficos si operan muy cerca de estos limites. En tales modos de
operacidn, el sistema es altamente vulnerable a pequefios o moderados disturbios
externos. Es muy frecuente encontrar que en este tipo de modo de operacion, los
modelos matematicos deben ser no lineales. Esto es, los modelos linearizados no
pueden ser utilizados para predecir la subsecuente respuesta del sistema a un
disturbio desestabilizante.,

Existe un gran interés en una gran cantidad de aplicaciones que operan muy Cerca
de sus limites de sus propiedades, debido al incremento de demanda en los
sistemas actuales, ya que se debe de incrementar el desempefio mientras se
mantiene un margen de seguridad aceptable y este es un reto para la ingenieria.
Un aspecto importante en este reto es el disefio de sistemas de control para estos
sistemas forzados no linealimenite.

Para entender cualquiera de estos comportamientos complejos que se caracterizan
por 1a inestabilidad de un sistema forzado no linealmente, uno se debe de refugiar
en el modelado matematico. Puesto que los transientes dominan estos fenomenos,
los modelos mateméticos (tiles caen dentro del rango de los modelos dinamicos.
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Esto es, se trata con sistemas de ecuaciones de evolucién con un parametro
independiente del tiempo. Estos pueden inciuir ecuaciones diferenciales o en
diferencia de varios tipos. Por supuesto, las ecuaciones de evolucion pueden estar
sujetas a apremios algebraicos, condiciones limites, etc.

Los cambios cualitativos en el comportamiento de los sistemas no lineales sujetos
a disturbios es un tema ligado a los conceptos de fa teorfa de bifurcacion. Esta
teoria ha llegado a ser una herramienta indispensable en el andlisis de muchos
problemas de las mateméticas aplicadas. La teoria de bifurcacion, cuya historia
esta muy ligada con las aplicaciones, ha sido aplicada exitosamente en diversos
problemas de ia ciencia y tecnologia.

Existe el interés en las implicaciones de ia teoria de bifurcacién en el control de
sisternas forzados no linealmente con un pequefio margen de estabilidad. En estas
aplicaciones se presentan una gran variedad de bifurcaciones, tanto gstaticas,
dindmicas, locales y globales. Estos conceptos pueden ser aplicados para el controf
de los compresores de flujo axial, ya que el estancamiento del compresor €s un
tipo de fenémeno de bifurcacion de los aviones [31} y procesos industriales,
caracterizados por una gran caida de flujo masico (en promedio) que dirige a la
maquina a correr en unas condiciones de operacion muy deficientes. En particular,
el estancamiento de la rotacidn es un tipo de estancamiento muy dificil del cual se
pueda recobrar, usualmente requiere de un disparo completo y un subsecuente re-
arranque [32]. Puesto que ia condicién mas eficiente de operacion es en el punto
en donde el compresor esta cerca det estancamiento, ia condicién de operacion
normal estard muy cerca del punto de estancamiento. Por lo tanto, la maquina
tiene una posibilidad no insignificable de entrar en estancamiento después de un
disturbio o durante un periodo de transicién. El disefio de un control activo mejora
la operabilidad en la vecindad del punto de estancamiento y que la maguina
regrese a condiciones de operacion normal de frente a un disturbio.

5.1. Control Lineal, Control no Lineal y Control de Bifurcacion

Tradicionalmente, el disefio de linearizacion aproximado y el control lineal han sido
la metodologia principal para el desarrollo de la teoria de control y sus
aplicaciones. Las leyes de control son disefiadas principalmente con referencia a
una condicion  fija de operacién, tal como un punto fijo de equilibrio.
Posteriormente, gano campo en el disefioc de controi el empleo del ajuste a
diferentes (cambiando) condiciones de operacion

Desde el inicio, 1a ingenieria de control se ha interesado con el desemperio de
sisternas de control no lineal. En el proceso de evaluacién el desempefio de los
sistemas de control no lineal, la gente ha comenzado a interesarse en |a dinamica
no lineal de los sistemas de control. Los resultados mas excitante figados con
dindmica no lineal para el controi de este tipo {33], [34], [35], [36], [37], [38].
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Chang y sus colaboradores han efectuado un trabajo sistematico sobre la dinamica
de los sistemas de control [36], [37], [38]. Es bien conocido que el criteric de
estabilidad establecido en la teorfa de controtl lineal sélo es valido en la vecindad
local de un punto de ajuste de un sistema no lineal. Mas alld de esta vecindad
inmediata, otros estados atrayentes de equilibrio, los cuales no pueden ser
estudiados con el modelo lineal localizado, pueden destruir Ja estabilidad global del
punto de ajuste estabilizado localmente, con esto, mucho de la fuerza de las
teorias lineales. En [36], [37], [38] se propone una aproximacion a bifurcacién
para estudiar sus caracteristicas de bifurcacién y la dindmica global del sistema no
lineal controlado. La idea principal es tratar a la ganancia del controlador como un
parametro de bifurcacién y estudiar el cambio cualitativo del comportamiento del
sistema al variar la ganancia del controlador. En particular, [36] estudid las
caracteristicas de la bifurcacién de sistemas no lineales bajo contro! PID
convencional. Un modelo de inhibicidn de substrato de bioreactores es utilizado
para ilustrar la riqueza de los comportamientos dinamicos que pueden ser
investigados por un controfador simple. Estos comportamientos dindmicos en el
sistema de lazo cerrado incluyen multiples puntos de equilibrio, ciclos limite, y
atractores extrafios. En otro trabajo [37] la dinamica global de un reactor
autotérmico bajo control por realimentacién lineal también es estudiado. Se
encuentra que la estabilidad giobal del punto de ajuste es destruida en tanto la
ganancia de control cruza mas alla del valor marginal, y que variaciones
adicionales ce la ganancia del control resulta en pérdida de estabilidad en el punto
de bifurcacién Hopf. En el caso de una bifurcacidn subcritica de Hopf, un punto de
ajuste localmente estable puede coexistir con un ciclo de gran amplitud vy limite
estable. Este es un ejemplo del tan llamado limite de estabilidad “peligroso” [381.
Continuando con el trabajo de [36], [37], el efecto global de la saturacion del
controlador sobre la dindamica de lazo cerrado es investigado en [38].

En este capitulo se esta interesado principalmente en el control de 1a dinamica no
fineal. El marco principal es &/ control de bifurcacion. El tipo de trabajo de Chang y
colaboradores esta cercanamente relacionado al control de bifurcacion pero existen
diferencias mayores. En el estudio de dinamica no lineal de sistemas de control, las
caracteristicas de bifurcacion v la dindmica de los sistemas controlados se analizan
pasivamente. Mientras que el control de bifurcacion incluye el disefio de controles
realimentados para modificar activamente la estabilidad vy amplitud de las
soluciones bifurcadas en sistemas de control no lineal.

Existe un interés muy amplio en las implicaciones de fa teoria de bifurcacién para
el control de sisternas no lineales con margen pequefio de estabilidad [12], [13],
[19], [25), [2], [1], [28), [29). En [12] &l control de estabilizacidn local para
sistemas muestra bifurcacion de Hopf. En [13], la estabilizacion con realimentacion
jocal y control de bifurcacién se estudia para sistemas que muestran bifurcacion
estacionaria. En [19], [3], los resuitados de [12] se extienden al emplear
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realimentacién dinamica con un fitro supresor . \a principal ventaja del uso de
filtros supresores es el lazo de realimentacién es la preservacion de equilibrio en
todo el sistema aln bajo cierta incertidumbre. También se considera en [3] las
leyes de control asistido por filtros supresores para sistemas que poseen una
bifurcacion pitchfork estacionaria.

5.2 Bifurcaciones Locales

Existen muchos tipos de bifurcaciones. De particular interés en muchos sistemas
de ingenierfa son las bifurcaciones locales, i.e. , aguellos que resuitan de la pérdida
de estabilidad o equilibrio. Las bifurcaciones globales son aquellas que toman lugar
sobre aig(n dominio en et espacio del estado,

5.2.1 Ejemplos de baja dimension

El término Aifurcacion se refiere al cambio cualitativo en la fase presentada por los
sistermas dinamicos gue ocurre con ligeras variaciones en fos parametros del
sistema. Una valor del parametro en el cudl ocurre un cambio es llamado un vaior
critico def pardmetro. Poncairé [40] inicialmente utilizé el término “bifurcacién”
para describir la particidn de las sofuciones de equilibric para una familia de
ecuaciones diferenciales. Las bifurcaciones s6lo consideran fos puntos de equiibrio
que son conocidos como estacionarios o bifurcaciones estaticas. También existen
bifurcaciones det tipe Hopf, las cuales incluyen tanto soluciones de equilibrio como
periddicas basandose en la siguiente estructura:

. 5.1

x= f(xu) 1)
Los tipos de bifurcaciones se sumarizan en [as siguientes:
b Bifurcacion de nodo silla de montar: la forma normal esta dada por:

xep—x (5.2)
Las soluciones de equilibrio bifurcado existen para u > 0y estan dadas por
x=% p. larama x= u es estable, mientras que la otra rama x=- pes
inestable. La Figura 5.1 muestra el diagrama de esta bifurcacion.
i} Bifurcacion transcritica: La forma normal esta dada por:

(5.3)

o
El equilibrio bifurcado, x = . existe para ambos u > 0y u < 0. Parap > Ola rama
bifurcada es estable v para u < J es inestable.
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iy Bifurcacién de Pitchfork La forma normal (para el caso supercritico) esta
dado por:

(5.4)

x=pr—x

Existen dos ramas de equilibric, x=+ p para p > 0, ambos son estables.

iii) Bifurcacion Hopf: La forma normal esta dada por:
{(5.5)

(5.6)

x=—y+x(u—(x +y%)
x=x+y(u—(x + %)

Las soluciones bifurcadas asociadas son trayectorias periddicas no constantes.

El caos esta muy cercanamente relacionado a las bifurcaciones. Si (5.1) posee un
punto de equilibrio x,(w para un rango de valores del parametro p. Se asume que
éste es un equilibrio asintoticamente estable para una gran porcion de este rango.
Entonces el equilibrio puede como una condicidn de operacién pesible para el
sistema fisico modeiado por (5.1). Cuando los sistemas operan en una condicion
altamente forzada es posible para el equilibrio xo(u) perder estabifidad para
algunos valores del parametro p. . en tal pérdida de estabilidad, ef sistema no
fineal (5.1) generaimente presenta una bifurcacién local. Tal bifurcacién puede dar
alzamiento a nuevos equilibrios u drbitas periddicas de (5.1).

En las aplicaciones, puede suceder que un equilibrio asintoticamente estable pierda
estabilidad por medio de una bifurcacion estacionaria, pero la solucién del
equilibrio sobreviva por s sola. En tal caso ocurre la bifurcacién transcritica o un
pitchfork.

]

Figura 5.1. Bifurcacion de Silla de Montar (Saddle).
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5.3 Bifurcaciones Globales, Caos y Crisis

Thompson y Stwart [41] se refieren a un tipo de bifurcacién global en el espacio
del estado involucra la desaparicidn continua de un ciclo limite a través de la
colisién con un punto de equilibrio se define como catdstrofe de cielo azul. Este no
es un una hifurcacidn local. Sin embargo, posee las caracteristicas de la bifurcacion
de nodo de silla de montar. Aqui es Gtil referirse a esta y otras bifurcaciones ya
que poseen la caracteristica de la desaparicion de una solucidn (estable) del
sistema (5.1) por una colisién con un movimiento invariante de la silla de montar.
Por lo tanto la bifurcacién de nodo de silla de montar puede ser vista como una
bifurcacidn de cielo azul de un equilibrio estable.

Esta bifurcacion de cielo azul puede tomar dos formas: la desaparicidn de un ciclo
limite estable y la desaparicién de un ciclo limite inestable. Mas aln, es una
bifurcacién global, discontinua o catastréfica, También sirve como un prototipo de
una bifurcacién de cielo azul para atractores extrafios (un atractor muestra
compartamiento cadtico).

El caos es un comportamiento irregular que pareciera aleatoric y despliega
sensibilidad extrema a las condiciones iniciales [41], [42]. En los resultados para
las condiciones iniciales, al menos inicialmente, en trayectorias que divergen
exponencialmente rapido.

El término crisis fue introducido en [43], [44] y aplicado a repentinos cambios
cualitativos en atractores extrafios con cambios cuasi-estaticos en los parametros.
Una crisis involucra Ja destruccion repentina de un atractor extrafio por una
colisién con un punto de silla de montar, una drbita periddica inestable y se
denomina crisis fimite.

5.4 Bifurcaciones Catastroficas

En la clasificacion de las bifurcaciones, es muy Util distinguir entre bifurcaciones
continuas y discontinuas (o catastréficas). En el caso de bifurcaciones discontinuas,
el sistema exhibe un salto desde el atractor nominal a otro, posiblemente infinito.
Mientras que en el caso de bifurcaciones continuas, el sistema desarrolla en forma
continua a otro atractor. La bifurcacidn de nodo de silla de montar, en la cual un
par de equilibrios (una silla de montar y un nodo) desaparecen simuftaneamente al
pasar a un valor critico det parametro, esto es una bifurcacién fundamental en la
dinamica no lineal. Es ei ejemplo mas simple de una bifurcacion discontinua o
catastrofica.

En el caso de la bifurcacidon de silla de montar, |3 trayectoria interrumpida del
atractor {equilibrio estable) indica una bifurcacion inestable. Un caso contrastarjfce
es la bifurcacion estable (supercritica) de pitchfork 1a cual es una bifurcacion
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continua. Una manera para definir una bifurcacion discontinua o continua es el uso
de la llamada funcidén fase-parametro, la cual asocia cada uno de los valores del
parametro u al correspondiente atractor [41]. Utilizando esta nocidn, una
hifurcacion discontinua ocurre en un valor del parametro p en donde la funcidn
fase-parametro es discontinua.

Los diagramas esquemdticos de bifurcacion continua y discontinua p=p, se
muestran en la Figura 5.2 [41].

Bifurcacion Bifurcacidan

Cantinua Discontinua

a A= '
Parametea | -

Espacio de la Fase

Figura 5.2. Diagrama esquematico de la funcion fase-parametro de las
bifurcaciones continuas y discontinuas en u=y,; la trayectoria de P continua al

superar el punto de bifurcacion, mientras que la trayectoria Q es interrumpida.

5.5 Filtro Supresor

Los filtros supresores se utifizan cominmente en los sistemas de control para
sistemas de potencia [45] y aviones [46]. La principal ventaja en el uso de estos
fitros es la robustez del punto de operacion del sistema para modelar
incertidumbres y para otras acciones de control que puedan ser utilizadas. A
continuacion se presenta una breve discusion de estos filtros, su uso en el control
de sistemas parametrizados y especialmente en problemas de bifurcacion.

Un filtro supresor (o circuito supresor) es un filtro estable pasa altas cuya funcion
[47, p. 477] de transferencia es:

Wy_oos L@ (5.7)

G(s)= = =
sy (s+a) (5-+a)

ANALISIS COMPUTACIONAL DF ELEMENTOS GINAMICCS CON LIMITE EN CAOS ¥ APLICACION EN SISTEMAS DE CONTROL
ZE PROCESD



MAESTRIA EN CIENCIA E INGENIERIA DE LA COMPUTACION UNAM/FESC CAPITULC V CONTRCL DE BIFURCACIONES
EN SISTEMAS DINAMICOS
DR. VLADISLAV KHARTCHENKO KIRILLOVICH ING. DAVID MUNQZ AGUILAR

Aqui, a>0 es el inverso de la constante de tiempo del filtro. Teniendose:

2(s) = ~—x(s), >-8)
(s+a}
La dindmica del filtro puede ser escrita como:
- (5.9)
Z=X—dz
Y
J.’ e y—az (5.10)

La realimentacién a través de los filtros supresor resulta en la preservacion def
equilibrio en la presencia de incertidumbres en el sistema y otros mecanismos de
control. De hecho, fa propiedad mas relevante de un sistema controlado a través
de un filtro supresor es que todo el equilibrio original es preservado. Asi, uno se
puede concentrar en el disefio del controlador enfatizando el incremento en el
desempefio alcanzado para un equilibrio en particular, sin el riesgo de afectar la
localizacion de otros equilibrios. Como puede ser observado en [48], aln con un
cuidadoso ajuste de la curva, es posible que equilibrios extrafios sean trafdos muy
cercanamente al equilibric nominal, incrementando  significativamente la
vulnerabilidad de la estabilidad del equifibrio. Aqui, la vulnerabilidad ocurre debido
al dominio de la atraccién para e! equilibrio nominal estard comprometido en la
direccién de un equilibrio extrafio cercano.

Los puntos de equilibrio representan, de alguna forma, una capacidad del sistema
para permanecer de una cierta manera en el estado estable. Este filtro el cual
rechaza sefiales de entrada de estado estable, tiene el efecto de “lavar” la
proporcion de cambio de la sefial en el estado estable y por lo tanto minimiza la
tendencia opuesta a salir de la estabilidad. En otras palabras, si el controlador es
puramente no lineal, la estabilidad lineal de cada uno de los puntos de equilibrio
también sera preservada.

Los filtros supresor rechazan las entradas de estado estable, mientras pasan 10s
transientes. En estado estable:
X {5.11)

a
Se han eliminado la salida +=0 y ia sefial de estado estable.

Considerandose un sistema:

MR (5.12}

Con
flx,0)=0 (5.13)
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En donde « es la entrada de control y x. s un punto de equilibrio para el sistema
con entrada cero. Dejando que la entrada de control » sea una funcion de vy,
definido por u=h¢y), ¥ que h satisface:

RO)=0 (5.14)
De las ecuaciones (5.9) y (5.10), es claro que y desaparece en el estado estable.
Por lo tanto:

Sl by N = f(x,00=0 (5.15)

Y x. permanece en un punto de equilibrio en ei sistema de lazo cerrado. Esto
dernuestra que al incorporar un filtro supresor en la realimentacion, los puntos de
equilibrio del sistema original son preservados y son identices a los componentes
correspondientes de los equilibrios de lazo abierto.

5.6 Control de la Bifurcacién de Doblamiento de Periodo a través de
Filtros Supresores

Aqui se presentan los resultados sobre el control de fa hifurcacion de doblamiento
de periodo por medio de filtros supresores discretos en el tiempo.

Especificamente, para:
Xeat =fp (x;,u) (5.16)

La dindmica de los filtros supresor esta dada por:
a4 =X, —td -1z, (5.17)

Y fa funcidn de salida esta dada por:
v, =x, —dz, (5.18)

En donde 0<d<2 corresponde a los filtros supresores estables. En esta formula, »
filtros supresores, uno para cada estado del sistema, son presentados.

La propiedad decisiva de los filtros supresores es que rechazan las entradas de
estado estable, mientras que dejan pasar fos transientes de las entradas. Para
verificar esto con (5.17)-(5.18), se observa el estado estable:

X, =dzy
La salida =0 v la sefial de estado estable ha sido eliminada.

Si la entrada de control u es una funcién de v, u=u(y) con u (0}, v desaparece
en estado estable. Por lo tanto, al incorporar filtros supresor en la realimentacion,
e| equilibric del sistema se preserva.
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5.7 Sistema Hénon: El Doblamiento de Periodo en Ruta al Caos.

Considerando el sistema no lineal Hénon:

Ky =P =X, TPV, (5.19)
Yuet = xn (5'20)

En donde p y p son pardmetros reales. A continuacion fijamos a p=0.3 y
observandec p como el parametro de bifurcacion. Se presentan los resuitados para
p[0,1.4]. La Figura 5.3 muestra el diagrama de bifurcacion del sistema Hénon bajo
este rango del parametro o. Existe una cascada de doblamiento de periodo que
flega al caos. Este doblamiento de periodo es el foco del disefio.

En la Figura 5.3, los puntos fijos (x ,y") son:

p-1+ (1-pf +4p p-1+ (-pf +4p

- E]

2 2
El punto critico p. en el cudl se presenta ef primer doblamiento de periodo es:
3 >
= 1 —_ N
o.=(-p)

Esto traslada a p. = 0.3675 para el caso de p=0.3.
Considerando el control del sistema Hénon:

x::+l = p _xi +pyn +un (5'21)
yu+| = xu (5-22)

En donde un es la entrada de controi. Notese que esta entrada de contyol puede
ser interpretada como una perturbacidn al parametro de bifurcacion p. La

linearizacién del sistema en el punto fijo (x",y") s controlable en el valor critico del
parametro p. (de hecho, para todos los valores de p).

Existen varias consideraciones para la eleccién de la forma de la funcic’gn de control
u,. Al aplicar realimentacién estatica, se toma u, coOn la siguiente forma

u,=u, (r -x" v, —y'). Claramente se observa que se requiere el conocimiento
preciso de (x",y") sobre un rango de valores del pardmetro. Esto requiere mas
severidad en el control para depender del pardmetro p . También esta eleccion del
controlador no preserva los otros puntos fijos exstentes en el sistema

(5.19)-(5.20). Estas consideraciones dirigen al empleo de la qalida del filtro
supresor como el argumento para el control «, én la siguiente seccion.
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MAPA DE HENON

fol
Figura 5.3. Diagrama de bifurcacion del sistema Hénon de lazo abierto.

5.7.1 Control Robusto no Lineal de la Bifurcacion

Al empiear una ley control de realimentacién dindmica resulta en la siguiente
descripcion del sistema:

X, =P =X, + Py, +u, {5.23)
V=X, (5.24)

W, =x, +{1-d)o, (5.25)
z, =x,—do, (5.26)

u =kz {5.27)

d

Esto envuelve el uso de un filtro supresor discreto en el tiempo. Aqui o €s la
variable de estado del filtro, =, es la salida de la funcion y 0<d<2 esta relacionado
a la constante de tiempo dei filtro. Sélo se utiliza un filtro. El controlador «, (5.27)
es un funcién de la salida z, y no depende def conocimiento de (xX,y") y/o p.

La ley de control asegura que localmente el grado de estabilidad es lo
suficientemente grande. Por lo tanto para bifurcaciones de doblamiento de periodo
adicionales se previenen en el rango de interés del parametro. La Figura 5.4

muestra el diagrama de bifurcacion en el cual se aplica esta eleccion de control
para &,;=(.9.
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CONTROL DEL MAPA DE HENON

Rnet

P {

Figura 5.4. Diagrama de bifurcacion del sistema Hénon con control dinamico
cubico con &,;=0.9.

5.7.2 Control Robusto Lineal de la Bifurcacion

Finalmente, se considera et control lineal asistido por filtro supresor para retrazar
la ocurrencia de bifurcacién de doblamiento de periodo en el sistema Hénon. El
sistema de lazo cerrado ahora esta dado por las ecuaciones (5.23)-(5.26) junto
con la ley de control lineal:

u, =kz, (5.28)
Con este control, la primer bifurcacion de doblamiento de periodo es pospuesto a
valores mayores de p. También es pospuesta la cascada de doblamientos de
periodo y el caos. El valor critico p. en el cual toma lugar el doblamiento de
periodo después de la realimentacién esta dado por:
2(1_—1v)kl N 2(!—;{3,(]2
2-d (2-4y
La Figura 5.5 muestra el efecto del control lineal sobre el sistema Hénon, con un
valor de k=03 y en la Figura 5.6 con una ganancia £=0.9. Como puede
observarse se ha desplazado fa accién de la generacion de bifurcaciones de
doblamiento de periodo al maximo. Las orbitas alcanzadas no son orbitas
inestables incrustadas en un atractor cadtico, sino que son orbitas del sistema para
valores del parametro en ruta a caos a traves de ia cascada de doblamiento de
periodo. Esto difiere de la aproximacién de Ott, Grebori y Yorke [26], la cudl exige
la estabilizacion de las Grbitas periddicas inestables incrustadas en un atractor
cadtico. Las principales caracteristicas del algoritmo de Ott, Grebogi y Yorke son:

p.=p, +

1. Este es un método de realimentacion;
2. Cualquier parametro accesible del sistema puede ser utilizado como
parémetro de control;
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3. El ruido puede destabilizaria érbita controlada resuitante en explosiones

cadticos ocasionales.

4, Antes de establecerse en la drbita periddica deseada la trayectoria exhibe

un iargo transiente cadtico [49].
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Figura 5.5. Muestra de la respuesta en tiempo del sistema Hénon bajo control
lineal con un valor de &; = 0.3 de ganancia.
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Figura 5.6. Muestra de la respuesta en tiempo del sistema Hénon bajo control
lineal con un valor de &, = 0.9 de ganancia.

Al efectuarse el analisis del pseudo caos en el sistema de Hénon, se observd que

es eliminado al aplicar el filtro supresor, ya sea este de manera lineal o no lineal.

Recientemente el control por realimentacion con retrazo en el tiempo (TDEC}. ha
provocado un renovado interes dentro del contexto de ios sistemas dinamicos
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cadticos. Originalmente, el contral por reafimentacion con retrazo fue introducido
para la supresion del caos; como un resultado de esto, las bifurcaciones existentes
en los sistemas dindmicos eran eliminadas. El trabajo de Chen, Lu, Nicholas y
Rangatham [50] report6 la observacion de que al contrario, la realimentacion con
retrazo también puede crear nuevos fendmenos de bifurcaciones, © modificar la
forma y estabilidad de algunas bifurcaciones existentes. Esto implica que si no se
efectia adecuadamente el disefio, los controles por realimentacidn con retrazo
pueden no trabajar correctamente en algunos casos.

5.8. Aplicaciones en Sistemas de Control de Procesos

En esta seccidn efectuaremos un analisis de algunas situaciones qué ocurren en el
4rea de controf de procesos, aqui se presentan los diagramas de bifurcaciones de:

» linearizacion de una vaivula de igualacion de porcentaje
« Ganancia del proceso
= Banda muerta

5.8.1 Diagrama de bifurcacién de la linearizacidn de una valvuia de igualacion de
porceniaje.

Existen ocasiones en las que es deseable una caracteristica lineal pero no esta
disponible. Este es muchas veces el caso en donde las valvulas de mariposa o boia
deben de ser utilizadas debido a las consideraciones mecanicas sin el desempefio
lineal reguerido [51]. Un método para moderar fas caracteristicas de igual
porcentaje, es a través def uso de un divisor, COMO se muestra en la Fig. 5.7. La
mavyoria de los divisores tienen factores de escalamiento ajustables, obteniendose
calculos de fa forma:

vY (5-29)

X= :+(l»~z)Z

en donde Y. 7 = sefiales de entrada, X = sefial de salida, ) = factor multiplicativo

constante, - = elevacion ajustable del cero.
B ¥ . y B
Controlador valvula
Zz

Figura 5.7. Un divisor puede generar una funcion no lineal adecuada para cancelar
ia caracteristica de 1gualacién de porcentaje.
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Cuando es utilizado como se muestra en la Fig. 5.7, con y fijo en 1, la formula se
convierte en:

B (5.30)

f(M)=z+(1——z)B

ésta funcién pasa a través de fos puntos (0,0) y (1,1} para todos los valores de z,
con la salvedad de que la curvatura esta determinada por z, B es la variable

manipulada.

A continuacién se presenta el diagrama de bifurcacion del sistema.

Rny1

o 03 0s o L]
B

Figura 5.8. Diagrama de bifurcacion de la linearizacién de una valvula de igualacion
de porcentaje.

En la Fig. 5.9 se puede observar que el comportamiento de [a valvula es estable y
no se presanta fendmeno de bifurcacién alguno.

5.8.2 Diagrama de bifurcacion de la ganancia del proceso.

Considerando un sistema de mezclado en donde el concentrado X" es adicionado al
diluyente f para producir una mezcla que tenga la compasicion x. Un balance de
materia da:

X (5.31)
CB+X
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La ganancia en estado estable de este proceso es:

de _x(1-) (5.30)
ap B

A continuacién se muestra el diagrama de bifurcacion de este parametro de
ganancia del proceso.

Kp=

Figura 5.9. Diagrama de bifurcacion de la ganancia del proceso.

En este diagrama podemos observar que el comportamiento de la mezcla obtenida
con respecto al diluyente es inverso al tipico diagrama de bifurcaciones ya que 10s
doblamientos de periodo son de derecha a 1izquierda.

5.8.3 Diagrama de bifurcacion de la zona muerta de un proceso.

El elemento de zona muerta es utilizado en algunos sistemas de control para filtrar
la sensibildad a la ampilitud del ruido y para prevenir sobresaltos en funciones
secuenciales.

La funcidn que describe este comportamiento es el complemento de un limitador.

A (5.32)

R
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CAPITULO 6.
CONCLUSIONES

En este trabajo de tesis se ha comprendido que todo sistema dindmico tiene
incrustado caracteristicas que permiten definir su comportamiento, ya que
podemos establecer y definir con exactitud, los valores de los parametros en 103
cuales se presentan los diferentes tipos de bifurcaciones de cada uno de ellos,
adicionalmente el estudio profundo de su comportamiento, nos lleva a descubrir
nuevas propiedades. En ios estudios referentes a ios diagramas de bifurcaciones se
hacen referencia generalmente a los estados estables después de un gran numera
de iteraciones, pero existen sistemas en los que €l comportamiento inicial es de
suma importancia, ya que se deben establecer [os rangos 0 velocidad de respuesta
de sus componentes, y el efecto de pseudo caos se ha presentado en mas del
90% de los sistemas estudiados.

El control de las bifurcaciones se puede efectuar con el uso de técnicas que
permite definir la cantidad de estados estables que se desea tener en un sistermna,
dependiendo del tipo de bifurcacién es la teécnica a utilizar. Se pretende seguir
estudiando estos efectos en mayor cantidad de sistemas en investigaciones
futuras.

La importancia de este trabajo es gue en los estudios mas importantes sobre
bifurcaciones se pone mas interés en el valor de los parametros (ya gue de su
valor depende la zona del diagrama de bifurcacion en que opera un sisterna), v el
valor inicial de 'a variable queda como segundo térmuno, en esta tesis se
comprueba que dependiendo del valor inicial de la vanable, el comportamiento del
diagrama de bifurcacién puede variar considerablemente.
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ANEXO 1

= Programa del sistema [ogistico.

7* PROGRAMA QUE EVALUA EL COMPORTAMIENTO DE LA FUNCION LOGISTICA */
1* POR MEDIO DEL DIAGAMA DE BIFURCACICN */
1% DESARROLLADA POR EL ING. DAVID MUYOZ AGUILAR CON LA ASESORIA */
* DEL DR. VIADISLAY KHARTCHENKO KIRILLOVICH *f
1* DE NOQVIEMERE DEL 2001 *f

#nclude <graphics.h>
#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#inciude <comio.h>
#include <dos.h>

#define HORIZ DIR 0 I* direccion honzantal *f
#define VERT_DIR 0 I* direccion vertical */
/* nombres de las diferentes taretas de video soportadas *f
char *drname[] = { "solicitud de deteccion”,

CGA",

MCGA”,

“EGAY,

"EGA 64K",

"EGA monocromabca”,

"IBM §514",

"Hercules monocromatica”,
"PC AT&T 6300",
"GAT,
"PC IBM 3270"
+

double calc_logi(double vanable, double a),
void rectangulo{int 1zg, int arr, int der, 1t aba);

int mainfvoid)

{
nt 1, X, ¥, color, maxx, maxy, maxcolor, bkeol;

J* regresa fa informacion del hardware detectado *f
int gdriver, gmede, errorcode;

7 varables para el logistico *f
double 3.kl mr,s,3;

/* vanables para la iteracien de la funcign *f
double  X0;
double  B0,Bn,Xn,Bmax, Bmin, Xmax, Xrmin,
int d.ef,g;
long termay, itergraf, itera, contitera;

f* se definen los imites del rectanguio *f

nt 1zq, arr, der, aba;
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ANEXO 1. PROGRAMAS PARA
DIAGRAMAS BIFURCACIONES
ING DAVID MUNOZ AGUILAR

/‘*

le

’I*

JI*

’,‘*

/‘*

/*

char msg[807;

detecta el hardware disponible
defecigraph{odrver, Bgmode);

lee los resultados de la llamada a detectgraph
errorcede = graphresult();
if (errorcode '= grOk} /* ocurno un error

{
printf("Error en Graficar: %s\n", grapherrormsg{errorcode));
printf("Oprimir cualquier tecla para salir:");
getch();
clrscr(};
exit{1}; /* termina con un codigo de error
}
despliega la informacion detectada
arscr{);

printf("Ud. cuenta con una taneta de Video %s.\n", dname{gdnver]);
printf("El numero de codigo es %d y el modo es S%ed\n" gdriver,gmode);
datos imiciales para funcign rterada

printf("Dar el Vaior iniciai de X0 => ");

scanf{"%If", &X0);

printf("Dar el Yalor Maximo de B =>");

scanf{"%If", &Bmax);

printf{"Dar el Valor Minimo de B => ");

scanf("%If", &Bmin);

printf("Dar el Valor Maxime de X => ");

scanf{"%If", &Xmax);

printf(“Dar el Valor Minimo de X =>");

scanf("%If", 8&Xmin);

printf{"Dar e} Numero Maximo de Iteraciones a Calcular por B =>");
scanf("%WU", Sutermax);

prntf{"Dar el Numero de Iteraciones a Desplegar => "),
scanf("%J", &itergraf);

prntf("Oprmir cuaiguier tecla para continuar:");
getch(};

iicializar gr ficas y variables locales
initgraph{&gdriver, &gmode, ");

maxex = getmaxx(} + 1;
maxy = getmaxy(} + 1;
maxcolor = getmaxcolor() + 1;

establece el nuevo color del fondo
bkcol = 15;
setbkeolor(bkeol);

coordenadas dibujar rectanguio bifurcacien
izg = 0;

arr = 0;

der = getmaxy(} ;

abe = getmaxy(} ;

color = ;

*f

*
*f

*f

*

*

*f

*

*f
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/* seleccionar un huevo color de fonde *f
setcolor(color);
7* dibujar rectanguio de bifurcacign *f
rectangulo(izg,arr,der,aba);
J* dibujar rectangulo para datos */
1zq = getmaxy()+1;
arr =0;

der = getmaxx(} ;
aba = getmaxy() ;

I* dibugar rectangulo de datos *f
rectangulo(izg,arr,der,aba);
I* desphiega mensaje de la funagn *f

% = getmaxx() -5;
y = getmaxy(} -460;

settexjustify(RIGHT_TEXT, RIGHT_TEXT),
outtextey(x, y,  "BIFURCACION");
outtextxy(x, y+20, "LOGISTICA");
outtextxy(x, y+60, "VALOR DE X(0)"};
outtexbay(x, y+ 100, "RANGO DE B7);
outtextey(x, y+140, "RANGO DE X(n)");
outtextey(x, y+300, "ING. DAVID MUNOZ™);
outtextey(x, y+320, "AGUILAR™);
outtextxy(x, y+350, "TUTOR: VLADISLAV");
outtextay(x, y+370, "KHARTCHENKO");
outtexty(x, y+390, “KIRILLOVICH");
outtexty(x, y+440, "NOVIEMBRE DEL 2001");

/* enviar mensaje a la pantalla *
color = 2;
setcolor(color),

7* crear mensaje para valor de X{0) */

sprintf{msg, "%.4e", X0);
outtextxy(634, 90, msg);

i* crear mensaje para valor de Bmin *f
spnntf(msg, "%.4e", Bmmn);
outtexbay{634, 131, msg),

i crear mensaje para valor de Bmax */
spnntf(msg, "%.4e", Bmax);
outtextxy(634, 142, msg);

/* crear mensa)e para valor de Xmin *
sprintf(msg, "%.4e", Xmin},
outtextxy(634, 170, msa);

/* crear mensaje para valor de Xmax ¥/
sprintf(msg, "%.4e", Xmax);
outtextxy(634, 181, msg);

" imciamos cor el calculo logistico *f
Xn = X0;
s = 0.0;
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Bn = 0.0;
tera = ifermax-itergraf;

while (1kbhit())
{

* wucializar ¢l parametro B */
for (d=1; d<maxy; d++)

{

t=d;

m = maxy;

Bn = Brmin +{{/m)*(Bmax - Bmun}};

for (contitera=1; contitera<itermax; contitera++)

s = cake_logi(Xn,Bn);
Xn=g;
if (contitera > itera}

/* dibusar punto de operacion *f
% = ({Bn - Brun)/(Bmax - Brun}) * maxy;
y = maxy * (1-{(Xn - Xmm)/(Xmax - Xmm}});
color = 1;
putpixel{x, y, color);

xn = X0;
}
/* impiar pantalia *f
getch();
closegraph(};
return 0;
h
double calc_logi (double vanable,double a)
{
double ‘ogistico;
char msg[8071;

int color;

/* caiculo del valor de 12 funcign */
logistico = a * vanable * (1 - vanable);

return(iogistico);
}

void rectangulo (int 1zq, int arr, int der, mnt aba)

rectangle(1zq,arr,der,aba);
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= Programa del sistema de Richards
1* PROGRAMA QUE EVALUA EL COMPORTAMIENTQ DE LA FUNCICN DE */
/* RICHARDS POR MEDIC DEL DIAGAMA DE BIFURCACION i
/* DESARROLLADA POR EL ING. DAVID MU¥OZ AGUILAR CON LA ASESORIA *f
/* DEL DR. VLADISLAY KHARTCHENKOQ KIRILLOVICH i
* NOVIEMBRE DEL 2001 1
#include <graphics.h>
#include <stdib.h>
#include <stdio.h>
#include <como.h>
#include <math.h>
#include <dos.h>
#define HORIZ_DIR 0 1* direccion honzantal *
#define VERT_DIR G 7 direccion vercal *
/* nombres de las diferentes tarjetas de wideo soportadas *!
char *dname[] = { "solicitud de deteccion”,
"CGAT,
“MCGA"
"EGA",
"EGA 64K",
"EGA monocromatica”,
"IBM 8514",
“Hercules monacromatica”,
"PC AT&T 63007,
WGA",
"PC IBM 3270"
Yi
double calc_nch{double vanable, double a, double ka, double are};
void rectanguio(int 1zq, 1nt arr, int der, int aba);
int mamiveid}
{
int 1, , y, color, maxx, maxy, maxccior, bkcol;
1% regresa la informacion del hardware detectado *f
nt ganver, gmode, errorcode;
i vanables par2 el calculo de fa ecuacion de Richards */
double j,k,I,m,rs,2ka.ere;
J* vanables para la teracidn de la funcgn */
double  80,Bn,X0,Xn,Bmax, Bmin, Xmax, Xmin;
nt d,ef,q;
tong itermax, tergraf, 1tera;
F* se definen los hmites del rectangulo */
int 1zq, arr, der, aba,
char msg[807;
I detecta el hardware tispomble *

detecrgraph(&gdrver, &gmode},
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/* lee los resuitados de la llamada a detectgraph *!

errorcade = graphresult();

if (errorcode != grOk) /* ocurnec un error */

{

prntf{"Error en Graficor: %s\n", grapherrormsg{errorcade));
printf("Oprimuir cualguier tecla para salir™};

getch();
cleser();
exit(1); /* termina con un codigo de error */
¥
/¥ despliega fa informacion detectada */
clescr();

printf{"Ud. cuenta con una taneta de Video %s \n”, dname[gdriver]);

prINtF("El numero de codigo es %d v el modo es %d\n",gdrver.gmode);
1* datos iniciales para funcign iterada ®f

printf("Dar el Valor inicial de X0 => "),

scanf{"%If", &X0};

printf("Dar el Valor Maxumo de B =>");

scanf("%If", &Bmax);

printf("Dar el Valor Minimo de B => ");

scanf("%If", &Bmin);

printf("Dar el Valor Maximo de X => ");

scanf("%If", &Xmax};

printf("Dar el Valor Minimo de X =>");

seanf("%If", &Xmin);

printf("Dar el Valor de r =>"};

scanf("%lf", dere);

prntf("Dar el Valor de k => "};

scanf("%lf", &ka);

printf{"Dar el Numero Maximo de [teraciones a Calcular por B => ");

scanf("%U", &itermanx),

pRntf("Dar el Numero de Iteraciones a Desplegar =>");

scanf({"%U", &utergraf};

printf("Oprimir cualquier tecla para continuar:");
getch();

fid micializar gr ficas y vanables locales */
inttgraph{&gdriver, &gmode, ™);

maxx = getmaxx() + 1;
maxy = getmaxy() + 1,
maxcolor = getmaxcalor(} + 1;

/¥ estabiece & nuevo color del fondo *f
bkeol = 15;
setbkeolor(bkeal),

I* coordenadas dibujar rectangulo bifurcacign *
izq =0;
arr = 0;

der = getmaxy() ;
aba = getmaxy() ,
color = 1;

i selecaonar un nuevo color de fondo *
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setcalor{color);

i dibuar rectangulo de bifurcacien *f
rectangulo(izg,arr,der,aba);

¥ dibujar rectangulo para datos */
1zq = getmaxy(}+1;
arr = 0;
der = getmaxx(} ;
aba = getmaxy() ;

I* dibujar rectangulo de datos
*/
rectangulo(tzq,arr,der,aba);

/* despliega mensaje de I2 funci¢n */
X = getmaxx() -5;
y = getmaxy() -460;

settextjustify(RIGHT_TEXT, RIGHT_TEXT);
outtextey(x, ¥,  "ECUACION DEM);
outtexbey(x, y+20, "RICHARDS");
outtextxy(x, y+50, “VALCR DE X{0)");
outtextxy(x, y+100, "RANGC DE B");
outtextxy(x, y+140, "RANGO DE X(n)");
outtextxy(x, y+180, "VALOR DE R™);
outtextxy(x, y+220, "VALOR DE K");
outtaxbey(x, y+300, "ING. DAVID MU¥OZ");
outtextxy(x, y+320, "AGUILAR");
outtextay(x, y+350, "TUTOR: VLADISLAV™),
outtextey(x, y+370, "KHARTCHENKO"};
ocuttextxy(x, y+390, "KIRILLOVICH");
outtextxy(x, y+440, "NOVIEMBRE DEL 2001");

J* enviar mensa)e a fa pantalia *
color = 2;
setcolor{color);

/* crear mensaje para valor de X{0) *f
sprintf{msg, "% 4e", X0);
outtextxy{634, 90, msg);

/* crear mensaje para valor de Bmin *f
sprintf(msg, "%.4e", Brun),
outtextxy(634, 131, msg);

ad crear mensaje para valor de Bmax */
sprintf{msg, "%.4e", Bmax);
outtextxy{634, 142, msg};

/* crear mensaje para valor de Xmin */
sprintf{msg, "%.4e", Xmin);
outtextxy(634, 170, msg);

/* crear mensale para valor de Xmax *
sprntf{msg, "% 4e", Xmax);
outtexbey(634, 181, msg);

J* crear mensaje para valor de R *f
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sprintf{msg, "%.4e", ere);
outtexixy(634, 210, msg);

/* crear mensa)e para valor de K *f
sprintf{msg, "%.4e", ka);
outhexboy(634, 250, msg);
An =X0;
s = 0.0;
Bn = 0.0;
ftera = itermax-itergraf;
while ({kbhit())
{
/* nicializar e} parametro 8 *f
for (d=1; d<maxy; d++)
{
1=4d;
m = maxy;
B = B min +((/my*{Bmax - Bmn));
or (1=1; 1<itermnax; 1++)
= calc_nch(Xn,Bn ka,ere);
Xn=s;
if {1 > tera)
> dibujar punto de operacion *f
= ((Bn - Bmin)/(Bmax - Bmin)) * maxy;
y = maxy * (1-((Xn - Xmin)/(¥max - Xmin)))%;
color = 1;
putpixel(x, v, color),
b
xn = X0;
}
3
/* impiar pantalla */
getch();
closegraphi);
return 0;
¥
double calc_rich (double vaniable,double a, double ka, double ere)
double rich, xx, Yy, 2Z;
char msg(80];
int color;
/* caleulo del valor de fa funaign de richards */
xx = variable/ka;
¥y =a-1;

zz = pow(xx, YY)
nch = ( ere * vanabie * (1 - zzj)/(a-1);
color = 4

return(richy,
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void rectangulo {(int 1zq, int arr, int der, int aba)

{
}

rectangle(izq,arr der,aba);
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ANEXO 1. PROGRAMAS PARA
DIAGRAMAS BIFURCACIONES
ING DAVID MUNDZ AGUILAR

/*

/*

'f*

/*

/*

/*

/*

i"t

1*

TS P ATNAL DE ELEMERTAS SIAVICOS CON LIMITE EN CAOS Y APLICACION EN SISTEMAS DE CONTROL

1zq = getmaxy(}+1;
arr = 0;

der = getmaxx() ;
aba = getmaxy{) ;

dibujar rectangulo de datos
rectangulo(izq,arr,der,aba);

despliega mensaje de la funcign
x = getrmaxx(} -5;
y = getmaxy() -460;

settextustfy(RIGHT _TEXT, RIGHT_TEXT);
outtextxy(x, ¥y, "BIFURCACION™);
outtextxy(x, y+20, "DE EC. DE SAGAHON");
outtextxy(x, y+60, "VALOR DE Y(0)");
outtextxy(x, y+100, "RANGO DE B");
outtextxy(x, y+140, "RANGO DE Y(r}"),
outtextay(x, y+300, "ING. DAVID MUYOZ™;
outtextxy(x, y+320, "AGUILAR™);
outtextxy(x, y+350, "TUTOR: VLADISLAV");
outtexbay(x, y+370, "KHARTCHENKO™);
outiexey(x, y+390, "KIRILLOVICH"),
outtexbay(x, y+440, "NOVIEMBRE DEL 2001");

enviat mensaje a la pantalla
cofor = 2;
setcolor(color);

crear mensaje para valor de X(0)
sprintf(msg, "%.4e", X0);
outtextxy(634, 90, msg);

crear mensaje para valor de Bmin
sprintf{msg, "%.4e", Bmin);
outtextxy(634, 131, msg);

crear mensaje para valor de Bmax
sprintf(msg, "%.4e", Bmax);
outtexby(634, 142, msqg),

crear mensaje para valor de Xmin
sprintf(msg, "%.4e", Xmin);
outtextey(634, 170, msg);

crear mensae para valor de Xmax
sprintf(msg, "%.4e", Xmax);
outtextey(634, 181, msq),

Xn = X0;
5= 0.0;
Brn = 0.0;

itera = termax-itergraf;
winle ('kbhit{))
{
micalizar el parametro B

for (d=1; d=maxy; d++)
/

L
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*
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*f

*}

*f

*

*/

*f

*/
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I=d;

m = maxy;

Bn = Brin +({}/rm)y*(Bmax - Brmin)};
for (1=1; i<termax; 1++)

5 = calc_saga(Xn,Bn);
Xn=s;
if {1 > 1tera}

* d:bujar punte de operacion *f
= ((Bn - Brn)/(Bmax - Bmun)} ¥ maxy;
y = maxy * {1-{{Xr - Xmin)/(Xmax - Xmn)});

color = 1;
putpixel(x, y, color);
}
¥
Xn = X0;
¥
¥
/* impiar pantaila */
getch{},
closegraph();
returr 0;
L

double calc_saga (double vanable,double a)

double sagahen;

char msa[801;
nt color;

/* calcula del vaior de la funadn de Sagahon */
sagahon = {1 - vanable) * { 1 - exp (-1 * a* vanable});
color = 4;
return{sagahon);

¥

vad rectangulo {int 1zq, nt arr, it der, int aba)

{
rectangle(izg,ar, der,aba};

3
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ANEXO 2
Sitios de Intarnet con Informacion sebre bifurcaciones y caos

Chaos at Maryland
hitp://www-chaos.umd.edu/

Jared K. Olscn
hitp://www.physics. utzh.edu/~aredo,

James A. Yorke
Institute for Physical Science & Technology
http://www.ipst.umd.edu/Faculty/Yorke.htm

Edward Ott
Department of Electrical Engineering

University of Maryland at College Park (joint with ISR and Physics )
hip' www ee umd edw/faculty ot html

EYAD H. ABED

Professor, Electrical and Computer Engineering and the Institute for
Systems Research

ttp://www.isr.umd.edu/~abed/

Chaotic Circuits
http-//chaos-mac.nrl.navy .mil/circurts/chaotic _circuits.htmil

Chaos Journal
hitp://ops.aip.org/journals/doc/ CHAQEH-home/top html

SIAM Journal on Numerical Analysis
http://epubs.siam.ora/sam-tin/dog/tochist/SINUM

Journal of Difference Equations and Applications
hitp://www.gbhap.com/journals/731/731 -top.him#

International Journal of Bifurcations and Chaos
http://ejournals.wspc.com.sa/ ijbe/iibe.html

MATHEMATICS AND BIOLOGY:

THE INTERFACE

CHALLENGES AND OPPORTUNITIES
hittp://wanw.bis.med. jhmi. edu/Dan/mathibio/T.himi

Applied Nonlinear Mathermatics
hitp://www.enm.brs ac.uk/research/nonlnear/nonlingar.html

Elements of Apphed Bifurcation Theory
Yu. A. Kuznetsov
http://wany amsta.leeds. ac uk/Appled/news.dir/issue2/review.him|
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