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Abstract

in this work 1 defined Bergman p-Spaces of temperature functions on a finite cylinder Q
consisting of functions in weighted Lp spaces on Q, that satisfy the heat equation there.

For weight functions w consisting of 2 powers (greater than —1) of the distance to the base of the
cylinder, 1proved that these spaces are Banach spaces for every p greater than one.

When w is the constant 1, I calculated the reproducing kernel N for the Bergman 2-space. The
function N it the keme! fimetion of the Bergman Projection P, which by definition is the
orthogonal projection of L2 onto the comresponding Bergman 2-Space.

I constructed a famity of integral operators P_alpha with kemnels N_alpha, which are well
defined for every bounded measurable function and leave fixed all the bounded temperature
functions. Given a weight function w in the cylinder as above, it is proved that there exists a
range of values of alpha and p for which these operators can be extended as continuous
projections of the weighted Lp spaces onto the corresponding Bergman spaces. When alpha is
zero, P alpha coincides with Bergman Projection P. I calculated the transpose operator of
P alpha.

Forp greateriban one, itis proved that the dual space of each of these Bergman p-Spaces can be
represented as a Bergman g-Space (with possibly a different weight), and where q is the
conjugate exponent of p.

The main result s the construction of an atomic decomposition of the Bergman p-Space, which
describes cach one of its elements as a infinite lincar combination of “atoms” which arc basic
furctions in the space defined in terms of the reproducing kernel N.
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Introduccién

Los Espacios de Bergman fueron definidos originalmente como espacios de funciones
holomorfas f: 0 ¢ € — C tales que fe I7{Q), siendo £ ablerto.

Estos espacios han side ampliamente estudiadcs durante muchos afios, incluyendo su
generalizacién & varias veriables complejas, asi como los correspondientes espacics de

fanciones armémicas. La literatura sobre el tema €s extensa y se puede revisar en 13, 18l
[9j. {10 17}, [21] & [22].

En ol presenie trabajc se define ¢l Espacio de Bergman ¥, () de funciones de tem-
peratura en una region QcCc R conl<p<oe Es decir, trabajamos en el espacio de

funciones u - § — € que satisfacen la ecuacion del calor en Q y tales que u € LF (Wdzdt) .
donde W @ — F_ s uu peso.

En ol Capitulo 2 se prueba que el Espacio de Bergman b5, () es un espacio de Banach
para todo 1 < p < oo La prueba de lo anterior s¢ basa fucrtemente en el sigmente Lema
probado por Martha Guyman-Partida, (Ver {14})

Lema Sca A = {a.b) x (¢,d) C R? un rectdngulo tal que d—c=(b—a)* Scau una
funcion de temperalura &n Ry continua cn 1. S {Za,to) es el punto medso de la frontera
supertor de R, entonces

fufzy, to)|” < Cpﬁi—i [H[ lu(z, )| dedt,

donde |R| es el drea de B, 0 <p <0y O, es uno constonie que sdlo depende de p-

Usando ol misiwo Lewna se prucba que el funcional lincal F; : 8, (Q) — C defimdo por
F, () = ufz) os acotado para todo z € {1

Del hecho de que B2(82) es i espicio de ilbert y JF, s un funcional lincal acotado en
DAY se sinue 1o cvistencia de un miicleo reproductor de *{8) Tsto cs, existe una
hmcion V82 . Q- B gue satwsface La e i ded calor en cada variable v Lal que =
v LR enlonees




iv INDICE GENERAL

u(_z}:/;\’(ziw)u(w}dw siysclo st uwe b(S

&

v
——r

Ademds. st {u,) es una base ortonormal de #(Q) entonces

Nliz,w) = Zun (2) 2, (w) paratedo z,we Q.
n—=1
En adelante hacemes = = (z.%), w = (7). dz = dadt y dw = dyd-r.

El objetc central de nuestro estudio cs el Espacio de Bergman

By (Sr) = { v e H ISy /luﬂ(z)”’ W{z)dz <o ) donde ] < p < ne.
2

¥y H {57} es el espacio de las funciones de temperatura en ¢l cilindre Sy = §! » (0,1,

ademds (r = [0.2] % (0.7

En b}, (St) definimos la siguiente norma

1

P

latsr = | [ 1@ W () az
2
Como antes, el Espacio de Bergman %, (81} resuita ser un espacio de Banach para todo
1<p <o,

En la Seccién (2.2) se prueba que la sucesion (e‘”ZnZ"*““’I) €s una base oricgonal de
niZk
5*(S7). Por io tanto, 12 funcién N - Qr x Oy — R dada por

2,.2
Virw) = — = T (e mana(ay)
ST T = v (1. 222027

nel

&8 un micleo reproductor de 4°(Sy). donde

v{a, z) =/ *te7ldt sia,z > 0.
0

Debido a que 5*(Sr) es un subespacio cerrado de L*(Qr) existe una vnica proyeccion
ortogonal £ : L*(Qr) — 5*(Sr) Uamada la Proyeccién de Bergman, oue satisface

Pul(z} = | N{z,w)u(w)dw
!




INDICE GENERAL v

para todo z € Qp v para todo w € L)

Sea L (Qr) = LP (tPdadi) . Bn este trabajo extendemos la definiasn del operador £ al
espacio L (1) para todop > 1y 3 > —1 Estudiamos bajo que condiciones la proyeccidn

P LB () = D5 50)
es continua.

De hecho, obtenemos un resultado nmids genetal  En la seccidn (2 3) construimos una

familia de operadores F, @ L (82r) — & (Sr) que son provecciones sobre by (St) v se
definen como

Paul(z)= / No(zow)u (w) ~"da,

1254

donde

N (z,w) = Lta o >

= (,—Tznz(t—r).—:rlz{z—ij)
AT 1+a
neE”

(1 + 027203 T) ’
=0 oincide con la Provecaidn CRELLL

Cuande «« = 0. P, coincide con la Proyeccion de Bergina

El resultade principal de esta seccidn es ol sizmente

Teorema Sean ¢, > -1 S0 p > max (1, {'f) of operades I LI S) — [);(ST) dudo
por

Pou(z) = / Nz w)olw)sde =&y

es acolado
Haciendo o = §= 0 en ¢l Teorema antenor tenemos ¢l sigwentie

Corolario Lu Proyeccion de Bergmian P LP(Llp) — BP(Sp) es un operador acolado pare
todo p > 1.

En el Capfiulo 3 se prucba que (85{S7))" - !)F 1y t(SiJ bajo la dualdad

{ir vy, / o (Ve

e

donde o l"l"j{ﬁ‘;). (AN {J’; 9 l’f'); Py ol Shnosiettly ullLHl"..u‘nl o NE
(o |
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Usando la continuidad de los operadores transpuestos 27 probamos que existen constantes
Cpr-Cpe > 0 tal que

. <Cpn Qiull‘n?(s—;} ;

il : !
lkﬁdﬁ: < Cp,d liuﬂb’(sﬂ *
| S LP(D2r)

para todo u € ¥{Sr), con p > 1.
En el Capitulo 4 construimos una descomposicion atémica de #(Sy) para todo p > 1.

Esto puede ser considerado como una extension a los Espacios de Bergman de la teoria
atémuca de los espacios de Hardy.

La construccién de nuestra descomposicién cstd basada en las ideas de Colfman v Rochberg
sobre la descomposicion atémica del Espacio de Bergman de funciones holomorfas definidas
en regiones simétricas (Ver [9]). Una exposicion sencilla de 1a descomposicidn atémica para
¢l espacio de funciones holomorfas definidas en el disco se puede encontrar en el libro de
Keke Zhu (Ver {171

El resultado es como sigue.

Teorema Sea p > 1 y ¢ su correspondiente exponenie conjugado. Emsten una sucesion
{w = (@om b} © Qr y une constante C), > 0 con las siguientes prepiedades:

(1) Para cualquier {e,} € &%, la funcion

o8

2
ulz) = Z Crnltat N (2, W)
m=0

estd en BF (Sr) con

el < Coll{am i -

(2) 51 u < P (5r), entonces existe una sucesion {a,.} € £ tal gue

u{z) = z QeI N (2, W)
m=0

Hamtlle < G ”U”ap(sr) :



Capitulo 1
Notacién y resultados preliminares.

Fn este trabajo se usard la siguiente notacion

Ri:{(r.t).m.teRyt>0}.

S 0 c R es un conjunto abierto defimmos

2
H(Q) = {u o) % - % en Q}.

o u € H(Q) entonces decimos que w es una funcion de tempaatura en £ Claramente
H{) es un cspacio veetonal de funcones sobre C

En adelante. s 1 < p < oc cutonces ¢ denotard su contespondiente exponente conjugado.
e declt se cample i + }] =1

La letia & denolard una constante genénea que puede sor distinta en cada apancidn e
case de que depencda de algunos pardmet1os ¢sLog se cacribiran como subindices.

Para reducir Ja notacén en ocasiones haremos z = (z,1), w = (y.7). dz = dadi y dic =
dyd+ Considercmos ademds los conjuntos St = {c”’n e [0,2]} y& ={nel: n#0}

S1u e L' (R) definumos su transformada de Fourter come

O

(ru)(€) = / wlz) e T

1.1 Las funciones K,0 y ©.
Ao latgo de este (rabajo la funcidn

Kir ) - -0 5 il e



2 1.1 Las funciones K,0 y .

denofard la solucién fundamental de la ecuacion del calor; a esta funcicn se le conoce
también como el niicleo de Gauss v ticne la siguiente propiedad

jK(z,t)da::l para todo t > 0. {1.1)

Definimos la funcién teta como sigue (Ver [7)
1= i

1 s
8(z.t) =) Klz+2nt)= 5 eI o0~ <z < oo, (1.2)

nez new

Tenemos

2 2
] H(I,t)d.r:Z/ K(x—!—‘zn.,t)dh::/j&’(;r.ni)d:f;:11 para todo £ > 0. (1 3)
0 g £

g =}

Usando la desigualdad
e 2 < CSI—3

s1.3.z > 0. se sigue que la serie en (1.2) converge uniformemente en B x A con A ~ B
compacto (de hecho cualquier derivada de la serie tiene la misma propiedad). Se tiene
emronces que la funcidn 8 (z.¢) es una funcidn de ternperatura en R2 . 2-periddica en la
variable z v positiva. Anglogamente se ve que la funcién

a0

pled) = 2 (z1) (1.4)

tlene las mismas propiedades de convergencia que la funcion 8 (z.t).
En [8] Cannon y Pérez Esteva prueban la siguiente desigualdad:
Glz ) <C{1+t} K{z.#), s —l<z<l.

con C > ( una constante. En particular si 0 < ¢ < T < oo, entonces existe una constante
Cr > 0 tal que

Glz iy <CrR(z1), si ~1<z<l. ‘ (1.3)

Esto nltimo hinplica el siguiente resultado
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Tema 1.1 5 p > 0 entonces

"3

/- 0 (x — . )P dy < Cppt T
o
para todo {2} € (0.2) x (0 T)

Prueba. Por (1.5) v el hecho de que la funcién 8 {z.t} es 2-periddica en la vanable z.
tenemos que 81 1 < = — y < 2. cutonces

flo—yt)=0{r—-y-20<CrK(z—y—2.1).
De manera andloga tencimos que st —2 < 2 —y < —1 entonces
Ble—yt)=0lz -y -2t <CrK(z-y~+ 2.4
De lo anterior tenemos
CrRKiz—y+~20t) &1 —2<zx—y<—L
Ol —y t) < Cp K2 — y.t) si —lear—-y<l (16)
Co Ko ~—y—21¢) 8 l<ao—y<?
Usando (1 1), la miguiente propiedad de la funeion K(r.7)

KUty o e 2o W2 )

nel

\,p(} ) N Py

y la desigualdad (10} tencinos

.2 i
= Cr . i f A
/ 18 (z—y. )" dy < ——I—i-;l- / {I\ (r=p+2 =)+ Klo—-y )+ KNo—-y-2 i)} dy
0 [lmt) - ¢ P p

G 7 .
“ /h (iz,t\(;p[‘

Ahora extendemos las funciones W0 o como coro cuando £ 0
=ea

i} ) ' b



4 1.1 Las funciones K. 0 y .

el cuadrado abierto unitario y
D=l ul LTy
la frontera parabdlica de (J. donde
Ty ={0rx0.1). To={1} x [0.1) Ty={0.1) x {0}.

Sea A la medida de Lebesgue unidimensional en T

Consideremos los midcleos K, en T,. ¢ = 1,2, 3. dados como sigue

Ky(z.t0,7) = ozl —7), 0<r<i,
Kylz.tylry=p{l—z,t—1), 0<r <1l (L7}
Ky{x. ;6,0 =6{z - &) —G(z +£.8). O<E< L,

v el nicleo del calor K {z.t:£.7) dehnido sobre @ x T como sigue

K (zab) €=0,087<1
Kz, t:6,7) =4 Kolz$;1,7) £€=1,0<7 <1, (1.8)
KS(I“t:évo) T'__Dv 0<€<1s

Toda funcidn de temperatura en @ que es continua en () puede ser escrita como sigue
{ver {T])

ulz,t) = ]I? (.t 7yu{l,7) dA(£, 7). para todo (z,£) € Q. (1.9}
T

Reciprocamente, si v es una funcién continua en la frontera parsbolica I' entonces
o) = [ R @667 dAiEn) (1.10)
r

— -es-una-fencdn de temperatura en ().

Comentario 1.2 $i K es la funcion definida en (1.8}, entonces K (z,t;-) € L' {I.d»)
para todo (x,t) € Q. Esto se swgue de hacer v =1 en (1.10).
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Consideremos un rectangulo
R={ob) % (c.d CRS

tal qued—c = (b —a)’ Seaue H(R)C(R). entonces uo ¥ € 7 (Q)(1C (@) . donde
el mapeo ¥ @ — R estd definido comno

T, ) ={b—a)f+ald—c)T+¢)

Usando la represeniacion en {1.9) tenermos que

u(z,t) = /ff' (¥ (2 ), U™ (€7)) w(é,7) dAg (€, 7), para todo (z.1) € R. {111}

Ta

donde 'y = ¥ (I) = T (DT (1) J T (T3) v Ag es la medida de Lebesgue unidimen-
slonal normalizada sobre cada segmento de I'z. {(ver [7]).

Otro resultado bésico para nuestro trabajo os ol ssigmente: {Ver [27])
Teorema 1.3 Sea f{z) € C(R). f{z) = f{vr +2) Entonces
foulr )€ H{RE) youled) =ule +2.0). 120
2

2 111‘1'(1] w(z, 1) = fla) unsformemente en 0L 0 < 2
s

sty s6lo st

u(z.t) = [ﬁﬁ(ﬂ‘ — 1) f (y) dy

0

Lema 1.4 De la condieion 2y dol hecho de que la funerdn f{o) os contimua enR se swgue
la continwedad dew enl= 0.

Prueba. Sea zy € [0.2]. Dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que

If(z) = faa)l <

sl IT - .'J’,'()l < b,

| S

bz ) — ()] < : si0 b < para todo @ [0.2],

Pt tanfo.

FTR SR T A (COTS [ L ST OV B 5 TG O S B N WTR

t



6 1.1 Las funciones K.,0 y «.

. 2
si{zr—2¢) +1 <6 -

Por otro lado tenemos que

wz.t) = f"e{z—y.t}f(y)dy (L12)
= /fo(xfy*% Ly fly) dy

I

[ Kiz-vnia = K60« n e

Por la desigualdad mntegral de Minkowski se tiene

/[;zu(m.i)%pdx _ /Oszff(y.t)f(m_y)dyﬂh

= 1 I3
< / (/ flr— y)i”dm) Ky tjdy
J:flzs(sl‘. -
Por lo tanto.
tu(- 1), iy € fllpesn, paratodot > 0. (1.13)

Corolario 1.5 S1u € H{R x [0,T)) yulz.t) = ulz + 2.%) para todo t > 0, entonces

et} = | ble =yt 0y

El siguiente resultado probado por Martha Guzman-Partida en {14], serd dtil en nuestro
trabajo,

Lema 1.6 Sex R = (a.b) x (c.d} C RZ un rectdngulo tal que d - c = (b—a)*. Sea u una
funcion de temperature en R y continua en R. St (zg,1p) es el punto medio de la frontera
superior de R. entonces

[a{7e ] £ “}_ﬂ,/j (u{z, O dzdt,

donde [R| es el drea de R. 0 < p < oc y C,, es una constante que solo depende de .
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1.2 FEl Lema de Schur.

A comtnuavion probamos una variante del Lema de Schw {ver [28])  Este resultado
nos proporeiena una condicdn suficiente para el acotamiento de un operador ntegral T
definido en L2(82 du). 1 < p < oc.

Lema 1.7 Sea 1 < p < 20 Sea (0.4 un espacto de medida, N . Q x 0 — € medible y
G una funcion medidle positwe sobre 1 Definimos

Tflw) = [ N (. ws) flwn)da (wa).

ol

Supongamos que exsten h. g funciones medibles positivas sobre O y constantes a.b > 0
tales gue

[ ) ) s () 5 (g (1) (e 1)

4

cest donde quiera respecio a la medide o,y ademds

/ I& (eey g g (o Y G (e ddp (1) < (00 ()P G () (N=2)

cast donde quicra vespecio o o medude o Entonces T LP(Q.Gdp) — LP(Q.Gedpr) es
acotade 4 1Y < ab

Prueba, Por la desigualdad de Holder v (N2 1), tenomos que

L lwa) ] dpe (uia)

' 1 | A (v
T )] = / [N (g o2) ] [N () [3 Wfi_)
() |
{2

g VI

~ / IN (o) b (o) dye (o) / [N (w). )] M) dpe Lw)
o 3]

e

v | .IJ "
e
iy e / PNty ) [( )| s {“-_‘))
[TRRTaST

<7
/



8 1.2 ¥l Lema de Schur.

Usando el Teorema de Tonelli ¥ (N2 2) se tiene que

/[Tf(wl)l"G(wl)dp (1) Sap/f[N(wl,wg)w{wl)pG(ul)d,,u.(ul}]ft(w )! i (w2)
o oo ' l
< (@) [ 1) G () du ().
o
es decir. 1715 para capy) < o011 o000 - "

Proposicién 1.8 Sean o,3 > —1 y p > max{1, g} entonces 3;9 < 1min (_‘1 -:ﬁ) .

q B
Prueba. Como p > 1“(" V3 L é = 1. entonces 3% < 1‘70 Por otro lado ﬁ%" < 1—;—5
si v s6lo sl @ > —1. [
Lema 1.9 Seano. 8> -1 yp> ma.x(l ) Para tedo § > 0 tal gue
_ Tvo 12
B 5cmi ( Ta.i) (1.14)
P g r
la funcidn h{t} = t7° satisface las siguientes desigualdades
T
‘/T&—J—T-;;h(ﬂq dr < Cogh{t)?. para todo t € {0.T). {(N¢ 1)
/ @+
T
f i ]-“‘a (VP t9dt < Oy 2h (7)Y 7. para todo T € (0. 7). (Ne 2)
: +7
Prueba. Sea v € R. Haciendo ¢l cambio de variable £ = 75, tenemos
T 1 T/T
= £y o=
/ et = / cr-ds (1.15)
/ {t+7) T A {(s+1)7

IA
-

—a 5 —y—a
/ Wd& = OQ,TT ! .
9.

s}

donde Cy \ = / st < oo, siempre que —a < ¥ < L
¢l
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Ceomo § satnisface

1+o
D<d< .
q

v = bq — a satisface —a <y < 1 (N? 1) se cbtiene haciendo v = é¢ —a en (113}).
Por otro lado. & satisface

,‘3—a<6<1+ﬁ

p P

1

~ = §p — 8 satisface —a < v < 1. (N2 2} se obtiene haciendo v = ép — § en (1.15) E

Ejemplo 1.10 Sean «.3 > —1 y p > max{l, %—I—i} Definamos el operador S como

(t 4 T)1+u

T
Sf(t) = / L fimyrdr
0

donde | € C ((0.T)). Entonces el operador S se puede citender como un operador aco-
tado de LP((0.T) t7dt) en s2 musmo. Esto se sugue del Lewa 17 y del resultado anteror.
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1.2 ¥l Lema de Schur.




Capitulo 2

El Espacio de Bergman pr (§2)

Sea O ¢ B2 un conjunto abierto. Consideremos una funcion medible W O — R* que

satisface que paia todo K C 2 compacto, existe Ch constante que sélo depende de K tal
que

(e )" < Ck para todo (2.8} € K (21
Definicién 2.1 Sea

LAY = LH(Q Wdzdt), pare 1 Sp <20

Defintmos of Espacio de Bergman by (§2) como el conpunto de lns funciones de temperatura
en §0 gue estan en LY (S0 o decn

B () == T (VL5 (82)

Claranente b, (§2) os un subespacio de L3.(82) De hecho, mosti aremos que es un subus-
pacio cortado de L (§23 v por Tanto unespad 1o de Banach.

Proposicién 2.2 Sea 1 < p <o y K C € wn conjunio compacte Enfonces enmsie una
consiante C = CK.W. p) tal que

ez, ] < Cllulle o
s todo (.)€ Ky para fodo w € 00, (0)

Prucba. Dado que A T {2 s un conjunio compacto entonees b=dp =d (.0 >0,
Sea Ny — {zeQ:d(c Ay )

Para cada - ¢ A tenetees aue i 01 o A Conmideremos ahore un rectdnenlo f2- tal

P
que = ow el punto mediode T frentera superiol de B0 con oftura (8] = {basc (H 7
P




Entonces &} Lema 1.6 implica que existe una constante C, {que sélo depende de p) tal que
f p Cp 5 O
!'U(Z): S EHT ‘u(z.t)r drdt (.\‘ 1)
T

para todo u € & (£2).

Usando la condicidn (2.1} ¥ que por construccién R, C K, lenemos que

]] jul{z, OF W dzdt < Cp, /f fulz, )P Wdzdt {Ne 2)
Ko

R

< CFCO H’U‘Hil"vigj -
para todo w £ 87, ().

Por (N2 1) v (N2 2) tenemos que

para todo v € 5,(Q).

El resultado se obtiene eligiendo los rectdngules R, de tal forma que sean congruentes
para todo z € K. De esta manera, |F.| sélo depende de § = é¢. |

Comentario 2.3 De lo proposicidn anterior se sigue gue $iu, — u en ¥, (Q), entonces

la sucesion (u;) converge uniformemente sobre subconjuntos compactos de € a lo funcidn
)

Teorema 2.4 Sea 1 < p < co. Enionces ¥, (Q) es un subespacio cerrado de IE,(Q).
Prueba. Sea u € LE,(Q) vy (u,) una sucesion en . (Q) tal que
{iu — uJ”LJ:Y(Q) — 0.

Mostraremos que, después de modificaciones apropiadas sobre un conjunto de medida
cerc, u es una funcién de temperatura en Q.

Tomemos (g, to) € (2 arbitrario. Dado que € ¢ R? es abierto. podemos encontrar w
rectdngulo suficientemente pequefio B = (a,b) x {c.d). cond—¢ = (b— a)?, tal que
(g, lg) e Ry RC Q.
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Usando la proposicidn anterior sc sigue que existe una constante O = Cy, tal que
l”’?{‘r'nt) —uglz. ) £ Clluy — ukHLf‘,(Q) . (z) € R y JhelN

Puesto que (u,) ¢8 una sucesion de Cauchy en LE, (). la desigualdad antenor imphica que
(u,) converge uniformemente en 7t a upa funcion confinua .

Como u, € H(R)(NC (R} . por (1.11) podemos escribir
Uy (.T;,t) = /}? (qjkl (mt) : ‘;;71 (57)) u‘.‘i (5,1") d/\R (627) N (mt) € R!
Tr

donde T 5 cs la frontera pardbolica del rectangulo R.

Usando ol Comentario (1.2) v ¢l Teorema de la Couvergencia Dominada. se obtiene que

3o

v{z.t) = lim u,(z,t) = /I:’(‘lf‘l (z t); T (g.’i’))}ijl;uj(ﬁ.?')dAR (&)

Ug

/' Rt () D (€ m) v (€, m) dAr (Eo7).

1‘1:

Daco que la lunadn v es continua ci " . entonces v es una fuuciou de temperatura en /2
Debido a queaw, — uen I, (80). alguna subsucesion de (u,) converpe a u Cas dondequiera
on €. Por tanto u = v casi dondequicra en B v w € JI{R). Come (xg. ta) € 2 fue arbitiario
se coneluye que w @ H (). Par tanto u € By . =

Definicion 2.5 D' (§2) = {v : D{) — C | v es un fun conal hicel continue en D ()]

A continuacion probamos un resultade andlogo al Lema de Weyl para funciones armonieas
(ver [26)). para cllo necesitamos cl siguiente resultado

Teorema 2.6 Sea P (D) un operador diferencial fupoeliplico y u € DY) S (D)=
fe 09, enfonces u € O () (uer(15]).

Lema 2.7 Sea 1 < p < ooy C R wun comgunio abierto Sea L' = &+, S
w e L (82) es lal gue
/u]_‘g‘:d: -0

Q2

pora torta o O8N celunees o ¢ H{H




14 2.1 El micleo reproductor de &*( ).

Prueba. Primero notamos que u es una distribucién en Q. es decir v € D'(Q).
Consideremos K < € un CoNJUNLo COMpacio entonces

(2 0] g/m.zmofzmz
x

tA

ol 1Kt /511(5)%.;
K

IA

il It Cx j fu (2) P W () d=

K

IA

Cr lulizy 1 1%y,

para todo o € C(K).

Como el operador del calor es hipoeliptico v 0 = fu = O {€2) entonces u £ €™ (£)) . Asi.

% es una funcién de temperatura en (. ]

2.1 El niicleo reproductor de BH Q).

Sea 2 C B2 un conjunto abierto. De la Proposicion 2.2 se sigue que el funcional lineal
= 8, () — T definido por F, (u) = u(z) es acotado para todo = £ Q. con 1 <p<oce.

Cuando W = 1, escribimos b{Q)) = B

Del Teorema 2.4 se sigue que 5%() es un espacio de Hilbert con el producto interior

(u. v} =fu17 dz

Q

Como F, es un funcional lineal acotado en 2*{€2). por el Teorema de Representacion de
Riesz existe una tinica funcion N{z,-) € 52(Q) tai que

para todo u € 8*(Q), z € 0. Es decir.

T T PRy reerperrr
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u{z) = / w(w) N (z, Tz, w)dw (2.2}

para todo uw € 0*{€2). z € @ La funcion N -0 x (0 — C se lama nucleo reproductor
de b5(£2)

En seguda se muestran algunas propledades comunes de los nicleos reproductores (ver
2], [3}, [3]. [22]) Supongamos que v € b*((}) toma valores reales. Entonces

i

0 = Imu(=) Im]u(w)!\"(z,w) dw

Q

I

—/u(w) Im N(z. w} dw

Q

Tomando « = Im N(z, ). se sigue que

/(Im N{z w)idw =0
o}
por tanto Im NV =0 Es deeir, Ia funcidn A solo toma valores reales

Sea (1) mna base ortonormal de 541 Entonces.

Nz )= (N(z-)ow) e
=1 =1

donde la seric converge en b*(§2) para cada z € £2. Usandoe nuevamente el hecho de que el
funcional F, s continuo cu ¥(€2), tenemnos que

o
{z,w) Z ()2t (10) (23)

para todo z.w € §2,

Addemiis
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También,

NG5 = (N(z2). Nz 1)) = Nz, 2)
para todo z € €2,
Debido a que 5*((2} es un subespacio cerrado del espacio de Hilbert LA(£)). exisre una tnica

proyeccidn ortogonal P : L*() — #(Q) que llamaremos la Proyeccién de Bergman.
El sigmente resultado muestra que P es un operador integral.

Proposicién 2.8 Dada v € L*{(Q), lo proyeccion de Bergman Pu € B2 es ¢l operador
wntegrol

FPu(z} =/N(z.w)u(w} dw
Q

pera todo z & (.

Prueba. Por la propiedad del micleo reproductor N{z,w) en 6*(0). tenamos
Pu(z) = {(Pu.N{z.-)) = (P [Nz 9] = {u, Nz, )

= fu(w):\"'(z. w) duw.

o

Comentario 2.9 La propoesicidn anterior y la férmula de reproduccion (2.2) wnplcan
que siw € L) entonces

w{z) = fN(z,w)u(w)dw siy sdlo siu € H*(Q).
5]

Usando el operador proyeccién obtenemos una descomposicion del espacio () como
sigue:

Proposicién 2.10 L*(Q) =6*(Q) @ {L*¢: ¢ € C= ()}, donde L*e = o+ 0

g o

Prueba. Sabemos que F(9)] = Q) & NucP. Entonces basta mostrar que

NueP ={L*¢: 9 c C= {0}
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Claramente

P(L o) (z) = /N {z,w) (L") (w) dw

Q

= / (LN {z.w] @ (w) dw =10,

2

para todo ¢ € C* (), donde L es el operador diferencial correspondiente a la ecuacién
del calor. Por lo tanto, {L 0 . 0 € C ()} C NucP

Supongamos que existe u € NucP — {L7¢:0€ CF ()} Entonces por el Teorema de
Hahn-Banach existe v € L7 (Q) tal que

/I v (z) (L'¢) (2) dz = 0 para todo ¢ € O (O} ¥ j.u(zjmdz: 1
0

8]

Paor el Lema 2.7 se sigue que v € b¥(Q2) Asi.

/ wi(z)v(z)dz = {u.r) = {u Poy = (Pu.v) =0

2

o cral os una contiadicldn.

2.2 Calculo del niicleo reproductor de b (Sr).
Sea T > 0. consideremes o cihndro
Sp=8"%(0.T)
v ol rectdngulo
Q= [0,2] x (0.1)
Sean

C (3‘7) e C{Rx[0.T

Yow{rd) = oufe )} v
[(Se) = {w € H{Rx (0.7 s uled) = u{o+2.00}

Podenim pewsar a /7 {8} como el espacio de Las hineiones de temperatura defidas en
¢l alnudio 5,
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Definicién 2.11 57 1 < p < 0. defimemos el Espacio de Bergman de funciones de
temperatura en el cilmdro St como sigue

. (Sr)=<¢ue H. 5): /Iu’p Wdz < oc
O

En ¥, (5r) definimos la siguiente norma

AT /WDWCIZ}

7 /

Siu € B, {Sr) entonces uln,. & L4.(Qr) abusando del lenguaje diremos que

r

|z}

f{,(Sr (e L:?i'(‘QT)
El siguiente resultado nos dice que &,{57) es un espacio de Banach.
Teorema 2.12 &, (Sr) es un subespacio corrado de LT (£1r).

Prueba. Este resultado se probd en el Teorema 2 4 en el caso en que la regidn era un
conjunto abierto €.

Sea u € L3, (Qr) v (u,} una sucesion en 4. (5r) tal que [lu — vy, j}L'?.-(Q:r} -

Consideremos el conjunte Q = (1.3} x {0.7) y la sucesion (u,lo}. Extendemos la
definicidn de la funcion W : Oy — R de tal manera que sea 2-periddica en la variable .
Entonces

lay — oy |'P N T
i — Ty ‘![_{’V(Q =2, uJ”LI;V(QT;

Se sigue entonces que la sucesion (u; o) es de Cauchy en ¥, ({2} Del Tearema, 2.4 se tiene
que B, () es un espacio de Banach y por tanto existe v € 8,.{Q2) tal que

| ua
{7y — s A
Bt = Uilze o) — 0

Ademsds, sabemos que la sucesién (u, o) converge uniformemente sobre subconjuntos
compactos de O . Asf,

v(0,8) =IEmuw, (0.7) = imw, (2.8) = v (2.1

00 [ o]

Ty : o
- para-tedo <= T Eacterdemos e e T de - tal mmamers e sea Seperiodica e

variable espacial z. Esta extension. que seguiremos denotando por u. pertenece a b, {S7)
1T H — o paa ;s
v v ujHL;;V(QT) — 0. Se sigue que ¥ = r cast dondeguiera. =
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De la Proposicidn 2.2 se sigue que el funcional lineal F, : By Sy} — €, defimido por
F, (u) = u(z), es acotado para todo z € St

Cuando W = 1, escribimos 8°{S7) = . (Sr) Del teorema anterior tenemos que b4 (5y)
es un ospacio de Hilbert respecto al producto intericr

{u. v} = ] w{z)v(z)dz.

Qr

Proceciendo igual que en la Seccidn 2.1, podemos encontrar un nicleo reproductor del
espacio b*(S7), es decir, una fancién N : Qr x O — R que cumple

para todo u € B4{St).

Ademds. si (u,) es una base ortonormal de &*(S7) entonces

Nz w)= Zun(z)un(w) (24)

n=1

Debido & que 54(Sp) es un subespacio cerrado del espacio de Hilhert LA($2). existe una
tinica proyeceon ortogonal 7. L7 () — 07(Sp), llamada la Proyeccién de Bergman
Se puede vor que PP es an oparador mtegral dado por

Pu{z) = / Nz, w)ulw)dw para todo z € Oy
Gy

En esta scecion caleularemoes ¢ micleo roproductor N (z,w) del aspacio 82 (Sp) De (2 4)
se sigue que basta encontrar una base ortononnal (), oy de W (S

Fn adelante trabajarcmos con pesos Wy - R — Ry de la forma
W {a.t) = 7.
Claramente la funcion Wy satisface la condieidn (2.1)

Scan LG () = Ly, () v Ui(Sr) = By, (Sp). 518 > -1 cotonees Wadrdt os una
medida finda en Q4 v por lo tanto

L9« L)
\‘



20 2.2 Célculo del micleo reproductor de * (S7).

paratodo 1 < p < oc.

Sea u € #5{Sy) v 0 < r < T Definimos la funcién v, como sigue

2

Upiz.f) = -/6(3 — . t)uly. rdy

0

{r+2.t) para todo ¢ > 0.

Del Teorema 1 3 se sigue que u(x.t) € H (R2) y ufz.t) =
; z.7). En particular

De Lema 1.4 se tlene gue u, es continua en t = 0 y

u, € H(Sr)NC (37).

2
BN
B
o @
REA
[
£

Por la unicidad de la solucion de la ecuacion del calor en el cilindro se tiene

wAr ity =ulz,t+7) 0t <T —r

Del Lema 1.1. se sigue que la funcién u. estd acotada en Ri:

2

e A1 < el [ B2 = 5204y =l
g
Lema 2.13 S u = H{S57) enfonces

b

E
/ u(z.t—r)Pdz < /\'u(ﬁ.t)ip dz para t > 0.
i

F
G

Prueba. Sea £ > 0 Por la unicidad de la solucién de la ecuacidon del calor en el
cilindro se tiene que

2
ulz.t+r) = f@(rky:r)u(y,t)dy
0

= {(K{ r)=ul-.1)){z) para >0

Por la desigualdad integral de Minkowski se obtiene el resultado,

2 20 2 t ?
Jutwimnpas < | [ | [lte-popi) &@nay
o] -0 a

2

IV

ve
j Tulz, Tl dx.

0
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Teorema 2.14 Sea 3> —1. 1 <p < oo yu € Ug(Sy) Entonces }E%u, = u en ¥(ST)

Prueba. Existe ¢y — € continua con sop v C Qp v tal que llu - vl g, <€
3 i L0

Nefinimos ©, : Oy — C como sigue
w(z. i+ ) 0<z<2 0<t<T v
ve{z,t) =
0 0<e<2 T—r<t<T
Claramente v, € C{Sr). Tenemos que
<Hu—w !LP-’QT) e = Urli;?(or) + flv = uTHLP(QT,

= ur”a?(srx

Como v es uniformemente continua en Cip, existe § > 0 tal que
[z t) = w(z t+r)f <esiD<T <h

Por tanto.
Ty 2 T2
I v,—ﬂ];r'(g y = / /hr(:c,t) — v(z.t + ) t7dadt + / [‘v' 2, [ ¥ dzdt
00 o 0
-
<t e + 2wl / t9dadt

II1‘7 .

Se tiene e hm for — o, H;v(n, = 0.
Por otiol ado 11~.ando T4 wneidad de la ecuacion del caler en el eilindro. escribiinos
2
' s T T
u, (z.8) = / Mo — 4yt — 5 + rhu(y. 2)(1!(;, para — =7 < i<
0 - -

Eatonces

T

2
H‘Pl' = Uy H;::X'(Q, / /"U ’I I+ I ol L’(I [ !)‘1: fdd"'
b
4]
-

9]

-

2
/ /ifl.l, L) = ala )] P

|

i 2
o PRI A
(o -~y b - 5 1 r)fl'_r;| [T




22 2.2 Célculo del niticleo reproductor de &% (57).

Por {1.3) tenemos

T 22 P
T ’ .
/‘/\/‘Q(I—y.tw,}+7‘)dy t3dz =2 /tsdt
L 2 J
-0 10 )

Por otre lado. tenemos que

2

luwlz.t + )P dz < /}u(x.t?f"' dx

a 0

k\\,m

Por lo tanto

T

r 2 2 2
//iv(z,t—‘rr)*u(z,t—!—‘r)[ptﬁszCp f]!? .t )P idz — //iu(:v: t = ryfFeidz
0 0 00 o

<G, Il / 24 - f / i 1P P

=L

Sit > r entonces

Asf.
T—r 2 T—r 2
/i’i_ (z.t+7) —ulz, t+r)Pt%dz < Oy // (gt +r) —ulzt+ o)+ ) dz
+ 0
L Callv— u[iig(g_ﬂ < Cge?
De las desigualdades anteriores se sigue que }.J_I‘I’é oy — urlfig o =0 L]

Corolario 2.15 Sea 8 > —1. Las funciones de temperatura en C(S—T] son densas en
ba(Sr).

Defmimos

'Un(:rt) :"e_',-.znzf_;,nﬁ: (

[3%)
e

entonces u, € H5{Sr) paratodon € Zyv 3> —1.
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Lema 2.16 Sea 3 > —1 y 1 < p < oc Bl espacio vectonal generade por la sucesidn
(brdpey €5 denso en bg(Sr)

Prueba. Seau € M(Sy). del Teorema anlenor se sigue que exisie s & C(Sp) M H(57)
tal que -

4
—_ < =
lw — ”bﬁ(sﬂ 5

Dado que #(-.0) € C'(5") y usando el hecho de que los polinormios trigonométricos son
densos en L* (51} . tenemos que

(2,0 = 3 g™,

nck

donde la serie converge en LP (1) . Por otro lado, por el Teorema 13 ¥ {112), eliglendo
fz) = e™™* tenemos lo siguiente:

nli—mnax

uy (x,t) =e¢

- /5(1' A e™dy = (K () ™) (=)
o

Ademds, aplicande nuevamente of Teorema 1.3 tenemos que

plr.d)= / Ple—yt) oy Q) dy = (K (.6)+ e (.0)) (1)
i

Por lo tanto, por (1 13) se tiene que
r i

v ) — Z oty (1) < lln(-,0) - Z 0™

[n]eN P8 N Le(sY)

Multiplicande la 1gualdad anterior por 4 o integrando en (0.7 se signe que

i : o

1

"o Z oty < lv' (-.0) - Z a e /.!’{n’f

|n| s N f:{’,(.“‘] } } [nj <N st 0




24 2.2 Cédlculo del niicleo reproductor de & (Sy).

Si AV es suficientemente grande, entonces

Claramenxe la sucesion (un), o, definida en (2.5} es un conjunto ortogonal en ¥(Sy).

Del resultado anterior se sigue que la sucesion (—J#un) es una base ortonormal de
Wtmlip2 ey

54(57) Calculamos

T
| ‘12 . )..'2 2[
|u’1\‘b2(§a‘r) = 2/ d
G
2r%alT
1 .
= ) et dt
Ten=
0

1 5
= ﬁ%QFY(LQTnET)

para todo n € Z*. donde ~ es la funcion

v{a.z) :/ e tdt sia.z > 0.
g

Ademds up |po, = 27, Asi, usando (2.4) se tiene
52 S}

Nizow) = Z#un(z)un(w)

2

neZk “ ”
_ — w2 n2{t+ 1) +rn(z—y)
‘?T T%Z: 2n2T} '

Una manera alterna de escribir o anterior es

P rgen
.\"z.':——‘E: e — ).
(z, o7 T 2 2n2T) cosnr{z —y)
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Ahora bien nos gustarfa poder escribir el micleo N{z,w) en términos de funciones cono-

cidas  Veromos que esto se puede hacer mddulo una composicidn con v somorfismo de
5*(Sy)

Sea 8, = 37 (1.2#°0°T) . n € Z* y 3y = 2T De la deflnicion de la funcidn « tenemos

22T e
c:l efrdtiﬁnﬂl/ ff'fdiﬁi
2 4y 2 Jq 2

para todo n € Z* Por lo tanto, exasten constantes &) 7 > 0 que =6lo dependen de T tal
que

¢y <3, <Cyparatodon € (2.6)

Lema 2.17 Sea M el operador mulitsplicador de Fourer defirido por la sucesion (5,) .
Esto es.

Iy (Z anemnﬁ') - Z Bnanemno

para cuelquier polmormic trgonométrico > .0 Enionces M induce un wsomorfismo

de 62(S¢) sobre st mismo  Ademdés el micleo de la composicidn Moe I oes la funcidn
I -
=5l —yl+7)

Prueba. Sabemos que el conjumto g e 77707 L an g base ortogonal de #(57)

Basta entonces definiy la accion de M en los clementos de la base

M ( swtnt by . satnft mun
/ o -7 = 3 T =
"

. NS .
Stu= 3 g™ usando (2.6) y la pualdad de Plancheiel obtenemos
In]<N

22: 2 -2xint 2 JE: 2 awmte?t
C] I”"[ o Tren E HMUHL"(.\”] S C.} {(J,,‘ s n-t
Integrando la desigualdad antetior respecto a la vanable ! tenemos que
4 2 - 2 el 2
7 H“'”e.?(s.,.) = H"MUHIJ-’{S';) 20 i|““!.’f(.a,\

Por un argumento de densidad definimos la accidn de M oen 1odo 53S0, BEutonces es
clare que ol operador M induce un womortisme de H{Sp) solne =1 msimo

Eu particulai. tenemos

[
MN(z o) =1 N gt
1= H

1
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donde M actua en la variable z.

Sea P el operador integral con nucleo 1 — %9 (z —y.t+ 7). definido como sigue

Pu(z.t) = / {1 - %9{2:7 y.tJr'r}} uly. 7} dyd-

Qr

Por otro lado tenemos gue

para todo v £ C2° (7). Por lo tanto.

MoFPiul(z.t) = uly, T dyd'r + } ﬁ2m2€_¢2m21—~rmu e—IQmZ,——rmzyu v, ,'__} dyd‘T
2

Oy meit 01

=/{1 - %g{z—y\,t—i—f*)}u(y.;—}dydf = ﬁ’u{ast)

Qr

para todo u € C== (Q7).
Extendemos la definicién del operador P a todo el espacio L? {¥r). Asi. tenemos que

Pu) = (Mo P)(u]

para todo w € L%(Qr). De aqui se tiene que el operador P es continuo en L3HOr). n

Nuestro siguiente objetivo es mostrar que la Proyeccién de Bergman P definida como

Pu{z) = ‘/N(zjw)u(w) dw

Qr

es continua en LP{Q7) y que Pu € bP(Sy) para todo u € LP(Qp).

2.3 Las proyecciones P,.

Antes de probar la continuidad de la Proyeccién de Bergman, estudiaremos ciertos ope-
radores infegrales F, con micleo N, que a continuacion definimes. Los operadores inte-
grales F, resultaran ser proyecciones continuas.

| 1A B L
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Definicién 2.18 Seaa > —1 y N, $r x {2y — C la funcién defimda como sigue

—rtm R A —
ATQ (Z “)) _ E Coe 08 2t )z yJ: (27j
meEd
. _ gugdlia)mlia) . . § _ 1lte
donde ¢, 0 = aaieer Pore m € L" jCoa = yprix

Como

9222
G202 : mTQvt
’)’(l—t—a.ETrmT) = t*e " dt
0

2727
/ et =C, > 0
ol

ara todo m € F". $e S1gUe QUE Cm e & Cam™@ 2 para todom € Z°
P g

I

Usando el hecho de que 7% < C"j:t‘“3 si Tt >0.3> 0, tenemos

i E n_z’k(,—rzm‘f(!-l-r} -wma(e —y) < E ‘mlk c—fr‘zm'zf

21t Mo
A
C;C 1’?’?’1{ CA
Al RN = Ao
f: B -

mELT (THI‘)‘) f(‘;

s1{ > tg vy para todo k¢ N

Por lo tanto la sene que define a N, converge absolufa v unifonmemente en O % Oy cunicdo
G C Sy s compaclo, ademds la funcion N, estd wnformemente acotada en £ x 824 Ll
argumento anterior siwve para ver que Ny € C% (0 x Q) y que N, (. w) € H (Sy) para
todo w € g

Claramenic N, cs una funcién shinétrica v con valores reales va que Cre = Com o

Comentario 2.19 Cuando o = 0, la funcidn N, comade eon el nidclco 1eproductor on
3
(5.

Definicidn 2.20 Defimmos D, como ol operador infegral

o) - / Nz Y u () de 2 Oy

0
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Por lo mencionado arriba se sigue que la integral estd bien definida para u & C>{(4).
Cuando or = 0. 7, es la Proyeceisn de Bergman.

El nicleo N, (z w) se construve de ta! manera que se cunpliera gue
LZ2AN o 1 I q

PG ((;—YT:'VZEI—_TH.?.:,) = F—-ﬁz'nlzt':—ﬂm'lI (2_8)
para todom € Z

Lo anterior implica que el operadar 7, es una proveceitn en el espacio vecrorial generado
: —m2n2 ey
por el conjunto { e g ¥ .
b 7

Queremos estudiar la continmdad de P, en LE{Qr}. Para hacer esto. analizaremos el
operador T, definido como sigue

Teu(z) = / O w)u{w)rdw. z€

g,

z

donde

O.izw) = G o —yt+7)
- E Z TZQVZmZQ——Ee—rzmz():-ﬂ——mz(zwyj
3 .
mTo

Como en el caso de N,, la serie que define a O, converge abscluta v uniformements en
¥ % Qrp, cuando ¥ C Or s compacto. Ademsds estd uniformemente acotada en £’ x (.
También Ia serie que define a 6, (.1} converge uniformemente en §Y.

Comentario 2.21 Notamos que 51 o € N. entonces 6, {x.t) = (—1)"7° £7%¢ (z.1).

il

Definimos una funcién K,(z.t) que se puede pensar como una generalizacién del nicleo
dei calor, de hecho K_,{x.t) = K{z.t)

K&(I, t) =

b

£l (Tltléa)ql{l—a e—:zgis) (%)

f el
\ Ztlemg 3
= = Kl A e do.
NE 21

(2.9)

-0

donde F ! es Ia transformada de Fourer inversa respecto a la variable ¢ v Kiz.t) es la
solucién fundamental de la ecuacidn del calor.

d Eadia o wlhd | aae
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Tenemos la siguiente estimacion,

C ' T - 2
Ko(z.t)] < m[((m,t)/”rfﬁ-zﬁ e do
C. = L gely
< E:{;K(m.t)](al“ )y el do
c. L1+
= e f() [17 revad B

Usando ¢l hecho de que z¥e™* < Cge™ 3,81z > 0y 5 > 0, tenemos

g Ty 2(1+a) 2
I TP R (I Me-n>
(4g)+ drt \ (a)"
:2
< Ca e 5 = C Kz 2t)
4t
Por le tanto,
Co .. .
| K, (o, 8)) < Tra (K{z. 1)+ K(z,2t)). (2.10}

donde €, 08 una constante que solo depende de o
Lema 2.22 K, (x t) € C (R}).

Prueba. Soa

o 2 1ker)
€ P
!,DD (IL.!'.) = / ((7 + ?m\) ¢ der

—o0
Dado que la funcion £ (2) = 270" ¢y analitica en los puntos tales que Imz > 0y ademds
i P 2(l+n} o \ 2(1+a)
/ (ﬂ+ 1¥E~> ¢ do < [ ({n! A * ¢ do < oo
. 2Vt g 2vi
el

—D
4 .
para todo (2.1) € B2 entouces usando el Teorema de la Convergencia Dounnada se signe
- o
que v, (1.8) ¢ C(R?)

Como K, (0 8) = = d5z K, Dk, (act) se obtione ¢ resuliado u

T

. 1
Comoentavio 2,23 Nolomos que sio o Nooenfonees Wy (o 8- 0" SR
il 1 ,mm |
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A continuacién se obtiene una expresion alterna para la funcidn 6, en términos de la
funcién K,.

Proposicidén 2.24 4, (z.1}) = 3 K,(z + 2m.1).

mEL

Prueba. Usando la desigualdad (2.10) tenemos que

IA

| c
%Z Kolz +2m.t)] < 7% STz =2m 0= Kie = 2m.20)

imex : med

=S ey (x.2¢)}

tl -

Dado que la funcién @ es uniformemente acotada sobre conjuntos compactos de B2 . se

sigue que la serie converge uniformemente sobre conjuntos compactos de B2 v por lo tanto
es continua.

L serie es 2-periédica en la variable espacial z. entonces adnute una representacién como
serie de Fourier.

Asi,

Z Ko{z +2m.t) = Z O (£)E7™7

meL meZ

donde la convergencia es en L2 (57).
De la desigualdad {2.10) se sigue que

/ZiK (mwnﬂdx-zf s+ ) &

nez nEL

=/]Ka(z.t)Jd:5
. 1 C,
<t [ Ky - K s g G
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Par el Teotema de 1a Convergencia Dorminada tenemos que
(. i,
am(t) = 5 / b_, Kolr+2n.6) o™ dr
0 ez J
1 IRy
- 52_\/771 Kﬂ(x‘f)p-xr‘ll‘rd(‘
1 7 .
== / Kolz. t)e ™™ dx
2
- 1 Ai-al,,, lar —w%mit
= F(K.(2,8)}(m) = ST €
=

Teorema 2.25 Sean ¢, 3> —1 5 p > max (1. %f—f choperador Ty L5 () — b5 (S7)

dado por

Toulz) = / O {z ) u ) "dw . L E 4y

£y

es acolado

Prueba. Dado que @, (- ) € A (8p) so signe que T € 1 (5y) para v & C{8y).

Por ¢l Lema 1.7, basta probar que pata cada p
Ale.8) tal que

/ 18, (v~ y,t + 73 Ry 7) 0 dydr <

§q

!

donde 42! |
oy

Pora mostian Tt oror vecesttaiaos ostinactoes Ceb nie oo des

/w“ (=gt F DA e Y e P dadt <
a

existe una hinaon positiva v omedible

Cobria 07 ) ety v

Cobiig =07 (g rye Sy

et telon 'r:‘
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De la Proposicion 2.24 v de la desigualdad (2.10) tenemos

Co ooy, i

’ 8, (z.8)] < ;@ZLKW‘T 2n.t) + Kz + 2n.28)]
Gz t) + Bz, 2)) .

\

|

tl
Usando la desigualdad (1.6) tenemos
Bolz —yt+7) < oo G UKz -y +2t+n 2Kz —ytL7)
}
]i b Kz —y—2t+7)+ Kz —y+2.2(> 7)) (2.11)

| + Kz -y 2@+ +Klz—y—2.20+7)}

Para aplicar el Lema de Schur al operador T, hacemos A(z.t) = A(t) =t~ Donde & >

es tal que &% < § < min (“‘“ 1;3>
Dado que f K{x.t)dz =1 para todo t > 0 y por las desigualdades del Lema 1.9 tenemos
T T_:Sq»La 2 T 7*5Q+0 =
/ ——_3/ Klz—yx2 At +7))dydr < f W/K{y,)\(t—!—r))dydf
a (t—I—'T)" 0 o (E=T7)7 -

T T—6q+cx
= -/ 7 < O
o {

4 T)1+C!

De la estimacion en (2.11), junito con los cdleulos anteriores v haciendo A = 1, 2 concluimos
que

] 8o (z — y.t + 1) 778 dydr < Gt

La prueba de la otra desigualdad es completamente ansloga a la anterior:

T LapdpiB
o {4+ 7)1

at—ép—ﬁ

] Kz—y£2, )\(tJ—T))dscdt<f

(t_L—l‘r&/Kl' /\(f'l‘?'))d.’l:df
0 |T

T _c.—bpih
< [ Eomars o,
o (E+ T)
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Por lo fanto,

/ 7 |0a (2 — ot + )| T dadt < Col P72,

Qy
Lema 2.26 Scan o, 3 > ~1. St p > max (1. ;—Ig) , el operador 1, dodo por
lou(z) = /u(w) Tdw . z € r
Gy
es acotado en LE {$ir}).
Prueba. El resultado se obtiene de la siguiente desigualdad
laulz)i < / |u (w)] 7% dw
Qr
£ pud
= /iu (w77 v dw
e
1
< Jullys,s / A = Clllggs,)
&
donele Ia condicidn p > %-}2 imnplica que 1 + ((‘c - %) q > 0y por lo tanto C < oo, [

Definicién 2.27 Sca 1 < p < co. Una sucesidn acotada (3,) es un multiplicador en
LP(8YY w1 cmste ¢ > 0 Lol que

”Z an(n) i

pire tode polmomao tngonométrco f

< CHfHLP(.‘:“)

Lp(sy T

£l sipnient ¢ resultado acerca de multiplicadores se debe a Hirsclunan (ver [25])
Teorema 2.28 Sea (#,) wna sueesidn acolade Lal que
4,0 = O (1n] )

can ) < o o1 Endonces (03) s un mudtipbeador on 12(SYY paru todo pogue cumple
[ 1 Loe
R



dado por o

Poaulzy= | Ny(z.w)uin)dw . z € Q7

Qr

es acotado.

Prueba. Dado que N, {-,w) € 17 (S7) se sigue que Pou € H (57} para u € C®(0g).

Sea 3, ., =27y (1 +a.2nn*T) paratodo n € Z* ¥ 3y, = " Furonces

2P

o0
0<gy=2"°" f tre7idr < 5, < 27t /t“e"“d: = .
a 0

para todo n € Z*. As{ tenemos que

Ca S 8,4 < Ca,

L

para todo n € Z.

Usando la desigualdad e™ < Clt7¥ si ¢, ~ > 0, se sigue que

o0 o

34 2.3 Las proyvecciones .

Teorema 2.29 Seana.8 > —1. 8 p > max (1 %) - el operador F, - LE{Qr) — B{57)
|
|

t%e~tdt < Cif / 7t = C.r pile— =t
vy-a-—1
| 2wenlT 272n2T
| st & — v < —1. Haclendo v = a + | + § tenemos que
Bra=Co+ O (In]). (212)
Por otro lado, como ¢, < 8, para todo n € Z tenemos que
na=Cyt+0{n| ). (2.13)

Para 0 < ¢ < 1, sea M, el operador muitiplicador de Fourier definido por ia sucesién
(Bn.) - Esto es,

M, (Z aneims) = Z,Bn_aanelme.
para cualquier polinomio trigonométrico 3 a,e™™.

——De{Z2) {218y el Teorenm 228 so Sighe qoe 10F Operadores MU icadores 3¢ FOWer
M, v M son continuos en L? (51 para tode 1 < p < <.

b L0 L L Bl b o | Lt
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Definiremos ahora M, en b5( Sy} Sabemos que el espatio vectoral generado por el con-

junto {e‘”zn%'ﬁm“} es denso en G(Sy). 1 < < so Basta entonces definir la acudn de

P SR
M., en los elementos del conjunto {F et ’“T}_

2.7 2,24
—w*n 4 Tnae _ L= WIREL STy
Mg (e ) =J,.¢

De la continuidad de M, v M ! se sigue que existen constantes ¢. O > 0. tales que

A

.l I |i P
1 .
—winltix H ; —rintt
c i E Gn€ T t+ n'u:i < ! z 372 ua,ﬂe not-f s ‘
I | i

A

[FAY

]
2
£

i,

T

3

3

i

Usando el Teorema de Tonelll. tencmos

I
t
]

! :
wdydtgemna
i Bt TaE e
E 3, atint

. —rn g
s § Unt <
N _ I ‘
Il AT R A
i ‘ ii
< ¢ | Z (e “Ent waee i

I
[ nls e (5,

Por un argumento de densidad defininos la aceidn de M., en todo #4(8y) Eolonces os
claro que ol operador M, induce un somorfisimo de §5{Sr) sobre s1 msmo

En particular. tenemos

_4

M J;\;\(:, (” Wl | E 'T “"I? 1'!\}("’;\ u')(r— il —y)
w < -

e s
I/ I T A
donde A4, actua en In vatnable -

Sea wow O™ dadoe gque las ~enes e deboen o los wicleos V0 ) v 8, (5ow)
convercon wnlormetnente en ol conpere £08 - O o b Fearem ae Ly Convereenetn
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Dominada tenemos
22 e Trran, —aimie o
Pou(z} = E Cmat T ’“m”]e Ty (y, ) 7O dyd T
mez A
Por lo tante.

E4

3 mei Oy

1 . i [ B
(Moo Plulz)= /u (y, 7) Tdyd+ = 5 Z PR S / g T mwmay,, (y. ) rdydr
ir
=lou(z)+Tou(z) = {J.+T.)u(2)
Asi, del Teorema anterior y usando el hecho de que M, es un isomorfismo se sigue que
el operador F, es continuo en LY (Qr) . Ademds el niciec de la composicién A, o B, es

fa funcién 1 + 6, (z —y. ¢+ 7). =

Corolario 2.30 Sean a. 5 > —1. 5t p > max(l. %) entonces P, es una proyeccion
contiwua sobre 55 (Sr) .

Prueba. El resultado se sigue de {2.8). el Lema 2 16 v el Teorema antericr. |
Haciendo a = 3 = 0 en el Corolario anterior tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.31 La Proyeccidn de Bergman P . LP Q1) — ¥ (S7) es un operador con-
tinuo para todo p > 1.

T



Capitulo 3

DPualidad.

En este capitulo caracterizamos el dual del Espacio de Bergman 65(S7). También se
obtiene una representacién integral del operador transpuesto P En la dltima seccion se
da una aplicacion del hecho de que el operador P es acctado.

3.1 El dual del espacio #;{S5r).

En esta seccidn calculamos el dual det Espacio de Bergman 65(S7) para 3 > —1

Sean 8 > —1 v p > L. por ¢l Teoroma de Representacion de Ricsz sabemos que el dual de
LZ{80) estd representado por L:g(SZT), por medio de la dualidad

(v, v}y = / wlz)v (z) Pdrdt
Q2

donde p v g son exponcutes conjugados.

Teorema 3.1 Scan «,fi > ~1. S p > max (1. 22) | entonces (05(S7))" = b ){](ST}

T 14 (n7§
bago la dualided

(u.ny, = / w(z) v (z) " dadt
2

donde v & 0(Sr), v € I)'E‘*’ E)q(ST).
5

Prueba. Sea o & b’é ,‘) (). Definimos
a-lla

G (1) - / wlzY e {=)idrdt

Iy
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~

Es claro que ¢ es un funcional lineal en ¥{57). Veamos que es acotado. En efecto. usando
la desigualdad de Holder se obtiens

P [l ) ST

Qr

< il
a

2,57) bl sy

Por lo tanto @[} < {ull,.

5).;(ST)

Inversamente. sea © € (¥5(S7))" . El Teorema 2.29 implica que @, = o P, € (LA(0))
Por lo tanto existe v € LE(Qr) tal que

Qo (u) = (u.1), = fu(z) vy (2) t7dzdt
Qr
para todo u € LE(Qr).

Como el operader F, es una proveccion sobre 55(S7} entonces @ (u) = &, (u) para todo
uw € Bh{Qr). Ademds, como P2 = P, tenemos que

D, (u) = &, (Pou)

:f f_N'a(z_ whulw)r®dydr | vy (2)t%dzdt

Qr Yir

para todo u € LE(07).

Consideremos u € C2°({)), entonces

3, (u):] f_NQ(z,w)ﬂ;l (z) tPdzdt | ulw)rdydr

Qr T

Q7 Qr

donde

v(w) = f;\’a(z,w)Q)l (z) t%daxdt.
Qr
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En la Seccidn 2.3 se probd que la funcién N, (z, w) y todas sus derivadas parciales estdn
uniformemente acotadas en Q7 x O con O © Oy compacto, ademas N, {z,-) € H (S7)

Dado que vy € L(Qr) © LL{Sr) se tiene que v es una funcién bien definida que satisface
la ecuacion del calor.

Como el espacio C2(Shp) es denso en L5(Qr) v ®, € (L5(Q2))" entonces
vlw)r*™ € L),
lo cual implica que v € L‘E £) (Qp). Por lo tanto v & bq( E)Q(STJ v representa a ¢

a—Slg —
» 5
Por 1ltimo, necesitamos probar que la correspondencia ¥ — @ es inyectiva

Observamos primero que por el Corclario 2.30 el operador F, es una proyecaidn continua

de L%Q_E)q(ﬂfp} sobre b‘zai)q(&n) va que

1 3 .
¢g» ——|(1+{a—-=]qg) siysélost 3 > —L
l+a 2

Supongamos que ¢ = () estd representado por v € b‘f _2)0(5’1‘] Sea u € C&(Qr), aph-

P

or

cando el Teorema de Fubini tenemos

/‘ ulzye{z)tYdudt = / w () {Pye) (2) 8 duddt

Qy 2,

/ w(z) / No(z who {w) v dydr § 1%dadl

Q; 0

:/?:(zu) ‘/Na(z,w)u(z) 1"dedl | T"dydT

iy Qy

= / v () (Pyu) () 7 dydr = (D) =0
Gy
De la densudad del espacio CFF (25 se sigue que o = 0,

Por ol Teorema del mapeo abierto se sigue que las notmas de id 1 v

B ;
Ml SO0

cquivalentes.

Haciendo o -- 3 U en ol tesultado antenor tenetios o siguiente

Corolario 3.2 #0950 WS, porg fudo pa




40 3.2 El operador transpuesto F7

7

3.2 El operador transpuesto F;.

Sea a > —1. Como el operador F, : I7 (Qr) — & (57} es contimo para p > max (1. -4

Tt

(Teorema 2.26). entonces el operador transpuesto P2 : & (S¢)” — L? (Q7)" es continuo
para todo p > max (1, =) .

Flta

Del Teorema 3.1 se tiene que & {S7)" = 59 (57) v LP (Qr)" = 14 (Q7) bajo la dualidad
Qp
Seanue C®(Qr)yvecC (B;] TV H (Sr}, usando el Teorema de Fubin: tenemos

(Pou.v) = / / Na (zow)u (w) 72dwo (z)dz

Q¢ Or

l

/ T“]J\fa(z,w)mdz w{w) duw

Qr Q7
(a3 [ r
= U.T Ny (z. 3 v (2)dz ).
< Ji (z.-)v(z)
Qr
Se sigue que
Biulz)y=1" [Na(z.w)?‘(w) du, (3.1)
o
Qr

para todo » € B9 (S7).

Teorema 3.3 Sean n,d > 1 yp > 1. S1u € ¥ (Sy). entonces t%%. td% £ L7 (07)
Ademdés emsten constantes CpnCoa > 0 tal que

o"u ‘

E el i
‘ iz py= <Con ”'ul!bg(sﬂ

lzer)

| .
| St ‘ o) = Cpﬁ “u”'bﬁ(srj
T

para todo u € P {Sr).
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Prueba. Siu € b (Sr) . entonces

u(z) = ] N(z,w)uiw)dw. (3.2)

Dervando bajo ¢l signo de integral tenemos

3™ COrN
5;;(2) = EIT(Z’w)u(W) duw
Qp
Tenemos
7 02T, 25T ,
5““]\ (Z, 'LU) — Z T m 6—4“n12(£+r)+7rm1(:n—1;) )
Gz 7 (L. 272m?T)

mEE”

Sea IJ, ¢l operador defimido como sigue

Dou(z) = g;t (z) :/.%%{:.tu)u(w}dw. (3.3

Qi

Por otto ledo, haciendo o = & en (2 7) tencinos

ERNA G5 L dEn
Vo [ . L S 24 m —rdan (47 ) d e o)
No (2w = v+ ¢
3 A

S

Jige
L J . _ 3 _ .
Sea 3,,, — i T para todo m € 28 y 8y, = 7T Sea M, ol operador

wultipheador de Foutier defindo por la sucesion (ﬁm a) - Esto os,
M, (Z oy m”ﬁ) Z‘H*" ””m(,mma

parad todo polinomio trigonometrico Z(r,,,r""’””.

Do (2 G, (2 123 v (2013) se sivue que

IR
e

[ ()(Lm} 9
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85 = Co = O {im|™)

para todo § < e < 1. por lo tanto los operadores multiplicadores de Fourier M, v.M
son continuos en LF{S?) para todo 1 < p < oc.

Definimos ahora M, en {57). Sabemos que el espacio vectorial generado por el conjunto
BN PO - . .. .
{e‘” ST L es denso en °(S7). 1 < p < oc. Basta entonces definir la accidn de M,

- . S
en los elementos del conjunto {e*“ ™ 1*“”“}:

22 - JO
—Femil-rmars | —rtmtiTraT
-'\/In ((2 ) = 3m!ne

Como en la demastracion del Teorema 2.28 se puede ver que el muitiplicador M, induce
un isomorfiseo de 67(Sy) sobre sl mismo.

De (3.3) se uene que

D, (e s o amiy o nieeras
para todo m & Z. Por otro lado es facil ver que
2

Ptz

i3 _ e ~ (1.1
Tn (67. ™ t—--'nr:r) = (_\/57?,”1’) / ({
para todo m € Z Lo anterior implica que

(M, Dn) (e—r2m2f+:mz:) =T, (e—ﬁ2m2t+rﬂzu)
para todo m € Z.
De la continuidad de M en L7 (S1) se sigue que existe una constante C, >0, tal que
”Dnu“ip(sl) = M (T

P
LP(S1}

<Gy

ETnuHip(sl) 1
donde % es una combinacién lineal finita de elementos del conjunto {e‘”gmzz-““m”} .

Multiplicamos la desigualdad anterior por { % e integramos en (0.7) . Por el Teorema de

Tonelli tenemos

fit%DnuHi!,mﬂ <Cr :‘t%TﬂuHL(QT) :
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e (3.1) se sigue que

2T 3

" t+2 7
P%u(z) =13 (Thu){z) + oop=t? / u(w) dw

Qp

TUsando el hecho de que ¢l operador P§ &5 acotado on & (87) para todo p > 1 tenemos

5 | ol et
Ht‘ Dnu‘.bm.,.) < Crp (‘ % h qm]} '(S; } Mt' Ner(a ))

S Cn hel Hu“b.v(sr}

Andlogamente, derivando bajo el s1gn0 de integral en (3 2) tenemas

g N
Efdi (2) =] 5 {z.u)w(w)duw

Qo
Tenenios
d _ad 2 ,
aN ( U) _ (7 ) Z N TTJ e (e e rmea -y
ez ~ ~ (1.27%m?T)
meL”

Sea Dy ol operade definido como sigue

- o ol N
Dgu () = ?‘)_t;i (2} = / %ﬁ (z wju(wlde

i

Como antes s¢ prucba que

Hf D < Cy || 1P|

I.’,P(Q;) L)

Cat UIR‘*”H“‘U!’:) A ety 1N e ))

S Cu‘,y ”“Hh!'(\, )
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3.2 El operador transpuesto P,




Capitulo 4

Una descomposicion atémica de

P (ST) -

En este capftulo cbtenemos una descomposicién atémica del espacio & (Sr) para todo
p > 1 FEl resultado principal de la tesis es que las funcicnes que estan en el Espacio
de Bergman & (Sr). sc pueden escribir como una suma de términos que dependen del
wicleo reproductor V. Esto puede ser considerade como una extensién a los espacios
de Bergman de la teoria aténmuca de los espacios de Hardy Coifman y Rochberg en [9)

hucicron la descomposicadn atdmics para los Espacios de Bergman de funciones holomorfas
v armoénicas definidas en regiones sumétricas.

El resultado priucipal s ol siguiente.

Teorema 4.1 Sea p > 1. Lwuste una sucesion {w,, = (@, 5.0} © Qp v une constanie
Co= 0 con las siguienles propredades:

(1) Pare cunlqueer {«,} € &, lu funadn

ad L
u (Z) = Z arntﬁ;’ N (3 ut'r'n)

e=()
estd an b (S} y

] wise) S Gy iH{an |

2) S1 @ B (Sy) entonees emste una sucesion {a,, ) € 07 Lol que
( I

¢

OO

1
ulz) = Z antat N (=, 1)

- Q

I{eadil, < O

|”Hh' e
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Primero vamos a construir unas familias de rectdngules {D,,}. {Dm} v {Dm} con las
sigutentes propiedades:

1. Los rectdngulos de Ia coleccién { D} son “cast ajenos”. es decir, la interseccidn de
cualquicr par de rectdngulos de la coleccion tendrd medida cero. Ademds se cumple que

UDm=021 x0T

2. Los recténgulos de la coleceicn {ﬁm} satisfacen la condicién geomeétrica del Lema 1.5.

es decir
altura (BL) = {base (:’jm) }2.

Ademss D, ¢ D,, v los rectdngulos de Ja coleccion Am} “ne se waslapan mucho” en
el cilindro Sy, esto quiere decir que se puede encontrar M © X tal que cualquier punto
en Sy estd a lo més en M rectangulos de la coleccidn {Dm} C S5 El punto w., serd el

punto medio de la “tapa superior” de los rectdngulos Dy, ﬁm A ﬁm.
3. Los recténgulos de la coleccion {ﬁm} 0o se traslapan mucho en el cilindro Sp.
Para simplificar 1a notacion supondremos que las funciones en & (Sr) son 1-periddicas.

Fijamos 0 < § < 1. Sean b, = T3 (1 -&365 v I, ol INAYOr entero que es menor o igual
que &, ', es decir &, = [b7].

Para cada n € N, definimos
Wna = (Zngsta) = ({143} 52, T5") . b=00 k1,
Wn k, = (mn,kn:tn) = (kﬂ—b;*‘lT(Sn) .
D = [ibn, (i + 1) ba] x [TE™ . T67] . i=0... ,k —1.

Dn,kn = Ek‘nbﬂ: ]-] X {T6n+I,T5n] .

)

n,1=Dn,1= ?::U....,k‘n—l,

Dy, = [Fenmlibar Eotbatl] o [rgn=?, T6.

Doy = {ibn — L0y, G+ 13, + 25, x (T2 T8, =0 . &k, —1

Dugy = [kabn = 3buer 14 L] x (T8 2. 767]

La construccisn anterior se comprenders mejor con el siguiente dibujo:
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|
Pro Pn,z—l Pn,1 Pn.,1+1 }3""!‘_‘_\L
8" i
T I

| - Dni | .
..... . . 72,1 : i i {‘
T6n+l Prvig \ Prsik,_ -1 P7'1+1,kn1,51
. i .
; D | ;

' i
T6n+2 __ . i I

ibn (i+1}bn
Para cada # ¢ N tenemos lo siguente.

Loy, es ol punto medio de la frontera superior de los rectdngulos Dy, D,y D,,
paratodo s = 000k,

2. Los wectdngulos [, son “cast ajenos”. sélo se pueden intersectar en segnent os
verticales Por construcerdn tenemos

ko
L D = {0.1] x [T 76 (1.1)
=0

Por lo tanto

B

U UD —f0.1] % (0.7},

w0

G0 Flvectansulo £, se delime detal manera que complicra

)

e (D) i (n )
o I RAE: |L)(?\( )}



48

4.

o

De la definicién de k, se sigue que Dy, C ﬁn_kn Por tanto se cumple
Dn.z C ﬁn,i
para todoe =0.... , k,. Ademss

(D] =5 (T8 = T6Y) = T3 (1~ 63 6% = (1 - 5)} ¢, (4.2)

paratodo e =0.... , k,.

. Dado que bn.: < by se sigue que b, < base (5,“) < 2b, parai=0,... .k, — 1.

Ademds como L — kb, < base (Dn,;n_n) se tiene que
fn
0,1 x [1672 76" | ) Dy (4.3)
i=0

En adelante, pensaremos que todos los rectdngulos D, ;. ]jm- ¥ ﬁn,, estan contenidos
en el cilindro ST x (0.77]. Asf, la construccién se veria como sigue,

< T

.| Pa.
T8 heo _ Puket Puif Pao __JPLH_J_/E
i : ! Dnskn. | 4

| ,
181 | Do, |
TH D,k
‘\\
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De {4.1) se tiene que

kn
Do = 5" x [T8.T67] (4 4)
2=
Como D, , C ﬁm paratedoi=0 . k, entonces
k'l -
| JDn. = 8 x [T6".T6"] = G (43)
=0
Notamos que nt {G,)[ Vet (G,) =T sl # 5.
También de (4.3) se tiene que
kn i~
U D,,=8"x [Té“*E.TrS”} = F,. (4.6)
1=

Notamos que wnt (F) [ Jent (F) =@ sl 2 — 7| = 2.

Dada esta constiuecén tenemos los siguientes 1esultados.

Lema 4.2 Salvo por un conpunio de medida cero. cualquier punto del ciindro 8* x (0.7
estd a lo mas en 2 recténgules de la coleceidn {D,‘., neN =0, . f\t,,}

Prueba. Dado que D,g = 1.0 = [0.0,] % [T(‘)““.T(S”] vy Doy= (5,0 + D,y 0y e
sigue que D,y vy D, sc mberseclan on segmentos verticales para e = 1., by .
Por otre lado como base (D,l‘k“) =b, v

d{wn s, Wun ) A (0nd, g, 1) <

v | &

se sigue que 2, tersecta a lo mas a los recténgulos Dy oy Do

Sz ¢ ot (GL) para algin » ¢ N oentonces de {4.5) ¥ de lo anterio se signe que :

pertencee a lods a2 rectdngulos de e coletadn {D,,., Coa ) .A,,} a

Loma 4.3 Salva por wn conjunto de wmedula ecre. cualainer punlo del ediidio 5050001

et e do mas on B ovectdngulos do la colecesan -{D.J‘, o Moo L |

I
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Prueba. Como buse (lm)n‘,) < 2by, Wy = (bn. 0} + 2,01 ¥ W, 8 €] punto mecio de la

tapa superior de ﬁn parat=10,... .k, — 1 entonces D, intersecta a lo mas la merad del
drea de los rectdngulos bm_l ¥ qu parar=0.. . k,—2 (hacemos D, ., = D). . . L)
Ademds D, k,—1 también intersecta a lo mds la mitad del drea de los rectangulos .,
¢ Do

2, -2

kn—1

Porlotantosi z€ |J L), entonces z pertenece a lo més & 2 rectdngulos de la coseccidn
=0

{ﬁm =0, &k, — l} . Finalmente. si w € [, entonces de lo anterior v de 4 6) e

sigue que w pertenece a 1o mds a 3 rectdngulos de la coleccion En o1 =00 . L&,
gue q D .

Stz € mt((,) para algin n € N. entonces z € int(F, ;)[int (F,) por o ramo 2
pertenece a lo mds a 6 rectdngulos de la coleccidn {bm meN 1=0.... .kn} . =

Lema 4.4 Sea p > 1. Existe una constante Cp > 0 tal que

o Kn |
>0 | e () < Gy B,
n=0 =0

pore todo u € O (Sr).

Prueba. Notamos que el punto w.; v el rectingulo D,. cumplen con la condicidn
geométrica del Lema 1.6, es decir. base (ﬁm) = {altum (ﬁm)}i ¥ W, €5 e punto

medio de la tapa superior del rectangulo fjm. Asi, existe una constante C, tal que

e (wa,) [ < = flu(z)]pdz

;ﬁﬂ. L] o~
™ B,
paratodo u € ¥ (Sp) v p > L.
Usando el Lema 4.2, obtenemos
oo ke ’ [ < ke {.
EZ [an }u{un’z}gp - CPZZ j i“ (“"HD de —72(:.9 i?ru‘fézp(sﬂ -
n=0 =0 n=0 'ix(?l‘6
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Lema 4.5 Seap > 1 y 0 < & < 1. enfonces enste uno constante Oy > 0 tal que
ow ky .
ZZ / lufz) —wlw,, Wdz < Corliv Log )
n={ =0 !)',1 ,
para todo u € b (S5y)
Prueba. 81 z = (x,1) € D,,,. por ¢l Teorema del Valor Medio tenemos que
O i, du ‘
wiz) — *'nr‘<bn o s 'I'h:‘_-\—‘»f- 47
0 (2) = w i) S | g2 (€] 474 5 <) @

donde £, es un punto en el segmento de recta que une a los punas z v wy,, La desigualdad
anterior también es valida si 1 = k, va que por contrncaion la base del rectangulo D, g,

es menor o 1gual que b,

Consideremos ¢l rectdngulo

Entonces

2 b !

1 | . .
R. C {abﬂ — =ba (e Db, + l-l x el T{‘:“] = [,
para todo =0 .k, — 1.

Stz € Dug, = {haby 1] x [T 79"} entonces

1 1 S e ~
J?;_ C I:}\!”[J” - ab,:,. 1.1+ E.)'[),!H} X [T!‘;“ 2o o= [),;_k,,

4

El punto zy el iectangulo R, satisfacen ln condicicn gcometiica del Lowa 16, se sigue

que existe una constante O, > 0 tal que

N e A TN
F| = g / 12 iy o
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para tode u € & (57) . p > 1. Lo anteror implica que

| & {7 [Ou P
5 {(z) D, — {w)] dw.
bup{? 1 1z E n}_b3 [laxtm)! w

Andlogamente tenemos

1p
sup{‘a )% ZEDM}_bBGp /
{ nrt 4|

Usando 1o anterior v (4.7) se tiene que

1) = e )P < Gy § 5= f]a” \d + oL f} ()

Por otro tado. s1 w = [y.7) € D, entonces T > T2, Asf.

dw

| o 02| Dy, _10u i
f VU (Z) — U (wm);p dz < Cp,T W ] |Tl (’w)’ dw
D,:; 7T -

1

B Dy,
5(n+2)pb3 at

Sabemos que | D, .| < #2. Por tanto,

2 3 B

Z|Dn| _[T1-8&7 ] T(1=8)5" ]
5(“2)253 = s T (1 — &) 6 ] i

)
why
—
—
n
=
b3l

wl
—
[

|
<%
2
B}

8D, T8 [ T(1-6)6" 7
- S . +1 3
6(71 ‘E)Pbi_] [ 5(1’:.2) _T (1 _6)5-;1 | 62p+§
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53 ~8)7
Sea Ups = Cprmax {Tz ”T}};—,TP%F—%} .
Finalmente, usando el Lema 4.3 ¥ ¢l Teorema 3 3 obtenemos
[==S - ‘
ZZ/\'& y - umldz<Cp¢ZZ] R e (w)| dw
nOi*’OD7” nOzD
> ke
+ Gy,
n=0 = 0‘.
Sul|lf
< 6C 5‘;5— +GCP5| i
i Oz LP{Gir) ot 1LP1Q7)
S Cp.!‘ ‘niuﬂj;p(g” -
=

Comentario 4.6 Notamos que Cpg — 0 crzando § — 1, para fodo p > 1

Para simplificar la notacion munetamos los pumos {w,, . n € No 2 =10,
sucesicn {uy,, }, asi como las correspondientes famihas de rectdngulos como sigue

{D,, meN..

{5,1_, neN s

(5.,

n € Ny

I

= (), )
=0.. ..k

-0, . .k,!} =

{D,}.
(%)
{ b, } .

E
g
Il

chn} en una

donde w,, = {1, 4, 05 ol punto medio de la frontera supenior de los reetdngulos Dy, Dy,

y Do. De (4.2) se sigue quoe

‘Bvu

Definiimos los operadores Ty 0 (S} — B (S}, Ty

1

= (1 - b)‘: 13'

P = WP (Sy) como sigue

(Fpu) ( L [ | v (wa ) N (2, wm)

o

0
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Lema 4.7 El operador Rs es acotado en W7 {57} y el operador Ty es acotado en & nara
todo p > 1.

Prueba. Sea w € C (Sr) [V H (Sr) Sidenotamos con (.} la dualidad usual tenemos

Usando la desigualdad de Holder y el Lema 4 4. se sigue que

T (o) 01 < ol |{]Bf? Tt |
1 g£q

<G il{amtile Hu“bq(sﬂ .
Dado que (b7 (27))" = 7 (), de lo anterior se sigue que el operador T : (P — bP (57)

es acotado.

Para probar que el operader Rs es acotado consideremos v < B° (57) v definimos

_ | Do | u(,,)
== 2"

[ T
7

N

A}

1

b

L
Dado que Dn, € Dy, entonces |, < IDmip |t (w0, . Usando nuevamente el Lems 4.4
tenemos que {a.} € £F, mas aiin, el mapeo u - {a,,} es lineal v continuo de (St} en

Notamos que
(Bsu) (z) = T ({am}) (z) -
El acotamiento del operador F; se sigue del acotamiento del cperador T;. n

Bl Tema que sigue cs la clave para_la prueba del resnltade principal de este capiiule -

Lema 4.8 Sea p > 1. Eriste § < 1 tal que 51 6 € (51,1) , entonces el operador Ry es
wnvertible en B° (S7).
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Prueba. Sea A, = I — R. con [ ol operador 1dentidad Basta probar que [[As[l < 1.
Denotamos por {,) la dualidad wsual Sean v v € C {Sr)[1H (Sr) Tenewos.

/ =
{Rsu. ) = &Z [ D] () N () .1‘>

=0

I
[~

Dot {w, N (lum) )

0

m

=5 Dalu(wn) / Nz o) r(z)dz
=

Q;

Por lo fanto. tenemos

~

{Acu vy = / w(z) v - Z 153, v () f_—(u,,,n)

Si’; e L

- Z / (u - pity - () i‘"(u"zj) o

" i)”m

N RIS ICRERCI DS [ ettty - e
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Usando la desigualdad de Halder dos veces y aplicando el Lema 4.3, se obtiene

1

P q

5] < Z |—’7f uz)|"dx / fo (z) — v (w)|¥dz
e :
Z] wiz)ffdz Z]h'(z — v (W) dz
m=0p3 ] | =05
<G: g Mllyngsry 10 llbsr s,y -

Procediendo como antes. tenemos

I < [i i?;{wm)lqiDmig
4

m=0

i/IU(Z)—U(wm)Fsz

m:DD

Dado que I, C ﬁm‘ se sigue del Lema 1.4 que

Z [ (wm)iq 1 | < Cq ”““gq(sﬂ -

m=0

Usandoe el Lema 4.5 se tiene

|2 < ch;_g “quP(STI H'”Hbcz(sjn) .

Suponiende que C, > 1 y combinando las desigualdades obtenidas se sigue que

(Asu )] < G, ( L+ 6) el ol -

De la desiguaidad anterior se tiene que

e =1 - Bl < G (i €y

- Dadogue €5 Otmido § — T para Todo p> 1. 58 sigue &l Tesutado.

Ahora probamos el resultado principal de este capitulo:
Prueba. Teorema 4.1
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Sea {am} € £, definimos lo funcion
it 3
u(z) = Z Gt BN (2, W} -
m=0

- 3
Dado que ‘Dm =(1- 5)‘:22 2. tenemos

3

(1-8)2 ulz) =Ts({an}) ()

Entonces (1) se sigue del Lema 4.7
Nallyo(syy = Che fiTs ({am})nw(sﬂ < Cps H{amHle -

Sea u £ B (S7) , para probar (2) elegimos 6 € (6’, 1) dado en €l lema anterior de manera
que el operador Rs : OF (8y) — B (St} es invertible, por lo tanto existe v € b (Sr) tal que

w(z) = Rev(z) = Y 1Dl 0 (wwm) N (z.0m) -
m={
_i -
Sea {am} = {fmz" | Dl (w,,,)} Dado que Dy, € Do ¥
llfjm] = (1 - 6); {E‘n

se Liene que

] < (1= 8)% 12 o (10|

=(1- 5);7 f),n‘;’ o (1,0

Del Lema 4.6 se Liene que {am} € £ y ademds
[[{am e < Crs “””by(sq.)
Por lo tanto,
Wan e € Cro i Tl

Corolario 4.9 Sea & duda en ol Loma 4.8 SiéC (r“’ l) ! rJ;a:'ruri'm To 4 - l'}*"(.gfp)

es shogeetien
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Prueba. Sez u € p? (S7}. del Lema 4.8 se sigue (ue existe v € 5P (Sr) tal que

ulz) = Rev(2) = > 10| v (i) N (2, )
Como antes, se prueba que Ia sucesién
2
{or} = {5 D, 0 ()}
estd en . Ademss

u(z) = (1-6) % T; ({a.)).
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