3 UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA

DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

MODELACION MATEMATICA
(PROBLEMAS DE OPTIMIZACION)

T E S 1 S

QUE PARA OBTENER EL  TITULO DE:
M A T E Mo A T 1 C A

P B E S E N T A
NORMA SUSANA LOPEZ RICARDI

D)

%,

DIRECTOR DE TESIS: M. EN C. MARIA ARACiI{S%\F}%?IéASBE ROCHA

P,PO
—

T T
L R R
&




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



)
:

FEEI
AL
b Gy ;‘ﬁ\*
Z%fﬁ‘v ATl
IAUTERABAD NACIONAL
AVENTMA DE
MEXICO

M. EN C. ELENA DE OTEYZA DE OTEYZA
Jefa de la Divisién de Estudios Profesionales de la
Facultad de Cicncias

Presente

Comunicamos a usted que hemos revisado el trabajo escrito:  ModelaciSn Matemdtica (Problemas
de Optimnizacién)

rcalizado por Norma Susana LSpez Ricardi

con nimero de cuenta  8652232-2 , pasante de la carrera de  Matemdtacas

Dicho trabajo cuenta con nuestro voto aprobatorio.

Atentamente
Director de Tesis \ Jé
Propictario M, en C. Maria Araceli Bernabé Rocha
e T A
Propietaric M. en C. Elena De Oteyza De Oteyza
e &

Propietarioc M. en C. Bma Lam Osnaya
Suplenle  Mat. Adrisn Girard Islas W

Suplente  Act. Mauricio Aguilar Gonzdlez [

AL

Consejo Depar{amen.tal de Matemiticas

ob g ?

M. en C. Mlejandro Bravo Mojica




{NDICE

Introduccion

La Modelacién Matemadtica
Técnica de los Modelos Mateméticos
Clasificacion de los Modelos Matematicos

Reflexion de la Luz: Tres Modelos Altemativos
Modelo Geométrico
Modelo Algebraico
Modelo através de Calculo

;Por qué algunas aerolineas sobrevenden boletos?
Problemas con las aerolineas
Notacion
Desarrollo del Modelo
Un primer intento
Un mejor modelo
Un refinamiento més
Aplicacion
Otro refinamiento més

Aplicacién a la Industria Petrolera
Programacion Lineal
Optimizacion de los recursos de una refineria
Planteamiento del problema
Restricciones
Objetivo
Solucidn

Hagase rico, invierta dinero
Cémeo decidir en qué inverti
Construceitn del modelo
Datos de inicio del modelo
Modelacion
Condiciones sobre el mimero de activos
Criterio de decision (Funcidn Objetivo)
El modelo
Solucién para el inversionista
Restricciones
Funeidn Objetivo
Solucidn

Conclusiones

Bibliografia

12
23

26
30
31
31
32
34
39
47
50

62
63
64
69
71
76
76

81
83
88
90
a1
96
97
98
99
101
106
106

118



INTRODUCCION

Probablemente la mejor manera de introducirnos a los “modelos
matematicos” es dando un paso hacia atras al concepto “modelo” y recordar
que los modelos no necesariamente son matematicos. Es importante recalcar
que las dificultades para construir modelos matemdticos no son mas 0 menos
dificiles que las involucradas en construir modelos no matematicos.

Pero, ;qué significa exactamente la palabra “modelo”? Para dar
respuesta a esta pregunta, supongamos que usted, el lector, y su pareja
recibieron por correo un folleto que anuncia un nuevo desarrollo habitacional
cerca de su ciudad que incluye casas, departamentos y centros comerciales. El
folleto incluye un mapa que tiene dibujadas lineas, curvas y rectas que
representan las carreteras, los rectangulos representan casas y otros diagramas
representan diferentes aspectos del desarrollo.

Sabemos claramente que el mapa y lo que éste ilustra no es el desarrollo
habitacional actual. Es un modelo del desarrollo.

El modelo es la representacién de algo. Si el modelo da una imagen lo
suficientemente exacta de la entidad real, depende completa y Gnicamente de
qué caracteristicas son importantes para usted.

(De qué otra manera se usa la palabra “modelo”? Una persena podria
pensar en una mujer atractiva modelando un traje de bafio.

Aqui, el fabricante o la tienda departamental estd tratando de vender
trajes de bafio y més que exhibirlos en un mostrador, ellos tienen un modelo
para darle una idea de cémo se veria el traje de bafio en algiin familiar suyo si
lo fuera a comprar.

En este caso, el modelo podrfa no darle una imagen muy exacta de cémo
se veria en la persona para quien es comprado; sin embargo, a usted podria
no importarle.

Ahora que se ha ejemplificado el significado de la palabra modelo, se
puede intuir lo que son los modelos matematicos. Como su nombre lo indica,
los modelos matematicos utilizan a las Mateméticas como herramienta



principal para su construccién y una vez elaborados, permiten dar solucién a
una variedad de situaciones y problemas.

El proceso para construir estos modelos se inicia observando y
formulando cuidadosamente el problema y a continuacién se construye el
modelo matematico que intenta abstraer la esencia del problema real.

Los modelos matemdticos permiten realizar experimentos que
frecuentemente no serian posibles con la situacién real.

La hipétesis de que el modelo es una representacién lo suficienternente
precisa de las caracteristicas esenciales de la situacién, permite gue las
soluciones que se obtengan a partir de él sean validas para el problema real.

Se debe hacer notar que el problema de modelar una situacién de la vida
real de una forma matematica puede ser muy complicado y variado.

En este trabajo se presenta la forma en que se pueden construir y
resolver algunos modelos matematicos los cuales representan situaciones de la
vida real. Para poder hacer esto, primero se analiza toda la informacién
disponible del problema y a continuacién se establecen las relaciones
matematicas presentes en él. Una vez hecho lo anterior, se procede a la
construccién del modelo matemético y a la blsqueda de la solucién.

Cada problema, distinto entre si, ha permitido la aplicacién de distintas
dreas de la matematica como son: Calculo, Algebra, Geometria,
Programacién Lineal, Probabilidad y Teoria de Portafolios, para encontrar la
solucion a cada uno de ellos. Ademas, se hizo necesario emplear el software
conocido como LINDO (Linear, Interactive, and Discrete Optimizer) para la
obtencién de soluciones numéricas.

EL OBJETIVO DE ESTE TRABAJO

El objetivo de este trabajo es presentar una forma en que muchas éreas de
las matematicas pueden ser empleadas en la modelacién para resolver algunas
situaciones de la vida real.



Es muy importante hacer notar que la dificultad para determinar la
solucién depende en muchas ocasiones de la construccién adecuada del
modelo; no hay que olvidar que gracias a las distintas reas de las matematicas
(como son estadistica, ecuaciones diferenciales, programacion lineal, algebra,
geometria, célculo, etc.) podemos generar varios modelos para una situacién
especifica.

En este trabajo iniciamos con uma introduccion a los modelos
matemadticos, las técnicas de modelacion y sus posibles clasificaciones.
Posteriormente se presentan cuatro modelos basados en varios articulos de
modelacién, con una aplicacion a una situacién real.

El primer modelo consiste en resolver un mismo problema a través de
diferentes técnicas matematicas. FEl problema es establecer matematicamente
el Principio de Fermat del menor tiempo, el cual establece que la luz viaja
desde un punto a otro de tal forma que le toma el menor tiempo posible para
hacerlo.

En la construccién de los modelos matematicos para solucionar el
problema se emplea geometria, algebra y célculo. Es decir, se construyen
tres modelos diferentes los cuales generan la misma solucién para el problema
del Principio de Fermat. La intencién del modelo es hacer notar que algunos
problemas se pueden solucionar mediante diversas técnicas.

El segundo modelo presenta y analiza las razones por las cuales
generalmente las aerolineas venden mas lugares de los que hay disponibles en
los vuelos. Al inicio del modelo, las cantidades asi como los precios se
consideran como informacién fija y conocida, lo que permite un anélisis
sencillo y simple. Pero al ir desarrollando el modelo, se toman en
consideracién situaciones tales como que algunos pasajeros pueden no llegar
al vuelo, las diferentes tarifas de boletos, el costo de bajar del avidn a un
pasajero registrado, etcétera.

De esta manera se van agregando cada vez mas restricciones al modelo
para las cuales es necesario estimar la informacién desconocida,
convirtiéndolo en un modelo més complicado pero que a la vez permite llegar
a uno sofisticado y completo. Para este modelo en particular se utiliza como
herramienta fundamental 1a Teoria de la probabilidad.

ui



El tercer modelo surge de una aplicacion o de un caso practico de la
industria petrolera. El problema consiste en maximizar la utilidad total de los
productos finales de una refineria. Los productos finales considerados son
gasolinas y combustibles, obtenidos después de procesar dos tipos de aceite
crudo. Los procesos empleados dentro de la refineria son: destilacion,
reforming (reformar), cracking (craqueo) y blending (mezclar). Por medio
del proceso de destilacion se obtienen diversos productos utilizados en otros
procesos que a su vez generan otros productos y asi de esta forma se obtienen
los productos finales. La herramienta empleada para resolver este problema
es la programacién lineal. Como veremos, el modelo involucra restricciones
lineales de igualdad y desigualdad.

El cuarto modelo, un problema tipico de la teoria de portafolios, presenta
la forma matemética mediante la cual un inversionista puede maximizar sus
ganancias al invertir en unos cuantos instrumentos. Para tal efecto, la
programacion entera es empleada como herramienta para dar la solucidn.

Es importante observar que estos ejemplos son ilustrativos y que existen
problemas mas complejos en los cuales se hace necesario emplear varias
técnicas matematicas por lo cual no pueden ser encasillados solo dentro de un
area.

v



[.a2 Modelacién Matemidtica

LA MODELACION MATEMATICA

Muchas veces nos enfrentamos a diversos problemas que no podemos
resolver de manera facil. Por ejemplo, qué hace un doctor si necesita conocer
el volumen de sangre de un paciente sin que el paciente muera desangrado,
como se estima el promedio de vida de un foco sin tener que encenderlos
todos y esperar hasta que alguno se funda, o de qué manera conocer el efecto
en la economia de un pais al reducir el impuesto en un veinte por ciento sin
reducirlo actualmente, etcétera.

Todos estos problemas y otros similares se pueden resolver y se han
resuelto por medio de modelos matematicos.

Los modelos matemdticos son una representaciéon mateméatica de la
situacién o problema real. Un principio de gran importancia para la ciencia es
el siguiente: cuando se quiera encontrar el valor de una entidad que no pueda
ser medida directamente, se introducen simbolos x, y, z,.... para representar la
entidad y algunas otras que varfan con ella; después se recurre a las leyes
fisicas, quimicas, bioldgicas o econémicas y se utiliza toda la informacion
disponible para establecer relaciones entre estas variables. Algunas relaciones
se pueden calcular o son conocidas 7y otras que no se pueden calcular
directamente se tienen que encontrar.

Para resolver un problema real primero se desarrolla un modelo
matemético para él, luego se resuelve el modelo y finalmente se interpreta la
solucién en términos del problema original.



La Medelacion Matemidtica

Es mas facil resolver las ecuaciones matematicas, si se sabe como fueron
formuladas. Por otra parte, con mucha frecuencia los modelos matemdticos
son el tnico camino para resolver problemas. Asi, los métodos directos para
medir el volumen de sangre de un ser humano o medir la vida de un foco son
imposibles de usar, por lo que la modelacién matematica es la Unica
alternativa.

El empleo de modelos matemaéticos resulta ser de gran utilidad asi como
mas economico.

TECNICA DE LOS MODELOS MATEMATICOS

La modelacién matemdtica consiste en traducir los problemas del mundo
real en problemas mateméticos, resolverlos e interpretar estas soluciones en el
lenguaje del mundo real.

En toda su generalidad un problema del mundo real rara vez se puede
traducir en un problema matematico y atin si se pudiera, podria no ser posible
resolverlo. Como esto es muy frecuente, es necesario “simplificar” el
problema a otro problema muy parecido al original que pueda ser traducido y
resuelto mateméaticamente. En esta simplificacion, se trata de conservar todas
las caracteristicas esenciales del problema sin considerar las caracteristicas
que no son muy relevantes a la situacion que se estudia.

Algunas veces los supuestos de esta simplificaciéon podrian parecer
bastante drasticos. Por ejemplo, al considerar el movimiento de los planetas,
se podrian considerar a los planetas y al Sol como puntos de masa e ignorar su
tamafio y estructura. La justificacion para tales consideraciones se encuenira
en la cercania o proximidad entre las observaciones y las predicciones de los
modelos matematicos.

Sj la comparacién no es satisfactoria entonces se pueden modificar los
supuestos de la simplificacién o buscar otro planteamiento para el modelo
matemadtico.



La Modelacidn Matemdatica

Esto nos conduce al procedimiento de los doce puntos para resolver
problemas a través de modelos matematicos:

)

Vii)

xi)

xii)

Tener clara la situacion del mundo real por resolver. Encontrar
todas las caracteristicas esenciales de la situacién y encontrar los
aspectos irrelevantes o cuya relevancia es minima. Es importante
decidir qué aspectos deben ser considerados y cuales ignorados.
Pensar en todas las leyes fisicas, quimicas, bioldgicas, sociales,
econdmicas que podrian ser relevantes a la situacién. Es necesario
reunir informacién y analizarla para obtener una idea inicial de la
situacion.

Formular el problema.

Pensar en todas las variables y parametros involucrados.
Clasificarlos en conocidos y desconocidos.

Pensar en el modelo matemético més apropiado y traducir el
problema en un lenguaje mateméatico conveniente.

Pensar en todas las formas posibles de resolver las ecuaciones del
modelo. Los métodos podrian ser analiticos, numéricos o de
sitnulacién.

Investigar la posibilidad de que al realizar un cambio razonable en
las suposiciones esto pudiera producir una solucién analitica.
Tratar de desarroliar nuevos métodos para resolver las ecuaciones
del modelo si éstos son necesarios.

Hacer un analisis de error del método usado. Si el error no esti
dentro de limites aceptables, cambiar el método de solucidn.
Traducir 1a solucién final.

Comparar las predicciones con las observaciones disponibles.
Aceptar el modelo si la comparacién es admisible. Si no lo es,
entonces examinar las suposiciones y cambiarlas en relacién con
las discrepancias observadas.

Continuar con el procedimiento hasta obtener un modelo que
exponga toda la informacién basica y las observaciones.

Obtener conclusiones del modelo y examinar éstas con la
informacién bésica y adicional que se obtenga y ver si todavia esta
comparacidn es congruente.



La Modelacién Matemitica

CLASIFICACION DE LOS MODELOS MATEMATICOS

Los modelos matematicos se pueden clasificar teéricamente de acuerdo
con la materia o disciplina que estudia los fendémenos que los origina. Asi, se
tienen modelos mateméticos en Fisica, Quimica, Economia, Psicologia,
Biologia, Ingenieria, etc. ~También existen modelos matematicos de
transportacion, de contaminacion, de sistemas politicos, de distribucién de
tierras, etcétera.

Por otra parte, no existe una unica clasificacién de los modelos
matematicos; éstos también se pueden clasificar de acuerdo con las técnicas
matematicas empleadas para su solucion, es decir que si, por ejemplo, para
resolver un problema se emplea el Algebra, entonces el modelo sera
algebraico. Asi existen modelos matematicos a través de algebra lineal y
matrices, de graficas, de programacién matematica, de calculo y de cualquier
disciplina de la matematica.

Los modelos matem4ticos también pueden ser clasificados respecto al
propésito que tienen, de modo que hay modelos matemadticos para descripcidn,
para optimizacidn, para control, para prediccion o para movimiento.

O bien, clasificarlos de acuerdo a la naturaleza de los mismos, es decir,
en Lineales y No Lineales de acuerdo a las ecuaciones que los describen; en
Estaticos y Dindmicos si son tomadas en consideracion las variaciones con
respecto al tiempo; en Deterministicos o Estocasticos si se toma en cuenta a la
probabilidad y en Discretos o Continuos si las variables involucradas son
discretas o continuas.

En la practica, al construir modelos mateméticos que representan la
esencia de un problema de la vida real intervienen muchos factores y
condiciones de diversos tipos. En particular, en cuanto a su solucidn, se
emplean varias herramientas ya sea de la matematica, la computacion u otras
disciplinas. Por lo tanto, un modelo matematico “real” es casi imposible
clasificarlo dentro de una area en particular.



Reflexidn de la Luz: Tres Modelos Alternatives

REFLEXION DE LA LUZ: TRES MODELOS
ALTERNATIVOS!

De todos nuestros sentidos, la vista es la que mas colabora para conocer
el mundo que nos rodea. Por esta razon probablemente sea la Optica la parte
de la Fisica que estudia los fenémenos luminosos, una ciencia muy antigua.

Al mirar a nuestro alrededor vemos muchos objetos, pero al cerrar los
ojos y oscureciendo la sala, estos objetos ya no se percibiran. Ademads, no se
podran ver otros objetos que exisien fuera de la sala, a pesar de que la sala
estuviera iluminada y se tuvieran los ojos abiertos.

En la vida diaria nos encontramos en situaciones muy diversas
relacionadas con la luz o con la vista. Por ejemplo, algunos objetos que
vemos tienen colores, pero éstos seran muy diferentes segin se vieran con la
luz del Sol o con luz artificial. También, si un objeto estd detrds de nosotros
no lo vemos, pero se podra hacer visible a través de un espejo retrovisor. La
posicién en que vemos un objeto al estar dentro del agua no es aquella que
ocupa realmente y que percibimos por el tacto. Estas situaciones nos llevan a
formular algunas preguntas: ;Cémo vemos? ;Cudndo no podemos ver un
objeto? ;Qué es la luz?

Antiguamente algunas explicaciones a estas situaciones iban desde ideas
que de nuestros ojos emanaban pequefias particulas que al alcanzar los objetos
los hacian visibles hasta considerar a la luz como algo inmaterial que ocurria
en el espacio entre el ojo y el objeto visto. Al tratar de responder a las
preguntas anteriores se contribuyé a comprender algunos fendmenos y que
otros fueran descubiertos.

"IN Kapur “Mathematical Modelling”, New York; John Wiley, 1988, p. 45-58.



Reflexién de fa Luz Fres Modelos Alternativos

Al observar los objetos a nuestro alrededor, podemos darnos cuenta de
que existen dos tipos: unos que producen luz como el sol, una ldmpara,
etcétera; y otros que no producen luz, sino que la reciben de otros objetos y la
reflejan en nuestra direccion, como un mueble, una persona, un libro,
etcétera. Los objetos que estn siempre enviando luz, independientemente de
la presencia de otros cuerpos, se llaman fuentes de luz v objetos luminosos.

Por otro lado, aquellos objetos que envian la luz recibida de otros
cuerpos, se llaman objetos iluminados.

Cuando la luz atraviesa ciertos cuerpos iluminados como el vidrio de una
vitrina o una hoja de papel celofan, decimos que estos son objetos
transparentes. Pero cuando los objetos no dejan pasar la luz a través de ellos,
como un mueble, una persona, un objeto metélico, entonces se les conoce
como objetos opacos. En general, se puede decir que todos los objetos al
recibir luz, reflejan una parte en determinada direccién, difunden otra en todas
las direcciones y transmiten o absorben otra.

Propagacién rectilinea de la luz, rayos y haces de luz

Uno de los hechos sobre el comportamiento de la luz que se hace mas
evidente en nuestras observaciones diarias es su propagacién rectilinea.
;Quién no recuerda cuando el polvo que estd en el aire difunde la luz y nos
muestra su trayectoria, que es perfectamente rectilinea?. Este hecho muestra
que la luz se propaga en forma recta y sin darnos cuenta aceptamos la
imposibilidad de que la luz rodee un objeto o se curve.

Por ejemplo, para escuchar el ruido de la calle no tenemos la necesidad
de estar en linea recta frente a la ventana pero no podremos ver lo que estd
pasando en la calle si la recta que une nuestros ojos con el objeto no pasa por
la ventana.

Al colocar enfrente de un objeto opaco una fuente de luz se podra ver su
sombra bien definida detras del objeto. El contorno de la sombra se obtiene
trazando rectas que salen de Ja fuente y pasan por el contorno del objeto. Esas
rectas se llaman rayos de luz y representan el camino que describe la luz o la
direccién en que la perturbacién luminosa se propaga. En realidad un punto
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luminoso envia luz en todas las direcciones alrededor de él. Un conjunto de
rayos Juminosos que salen de un punto luminoso conforman un haz de luz.

Cuando un haz de luz viaja en el aire y la direccién de sus rayos no
pasan por nuestra vista no podremos percibirlo a menos que en el aire haya
ciertas particulas capaces de difundir la luz (por ejemplo, el polvo). La luz
del haz llegard a nuestros ojos a través de la difusién y podremos verla.

Reflexion de la luz

Si un haz de luz que se propaga en el aire incide sobre la superficie de
cierta cantidad de agua o sobre la superficie de un pedazo de vidrio, entonces
el haz experimentara reflexién, volviendo parte de la luz a propagarse en el
aire. Es importante recordar que en los cuerpos opacos la luz se refleja casi
totalmente y que gracias a ella se puede ver el cuerpo. Usted distingue esta
hoja de papel porque la luz proveniente de un cuerpo luminoso (el sol o una
lampara) es reflejada por el papel y penetra en sus ojos.

Si la superficie reflectora no tiene irregularidades, como la superficie de
un espejo o el agua de una lago tranquilo, entonces el haz reflejado tendrd una
direccion bien determinada, es decir, la luz se reflejara en una sola direccion.
En este caso se dice que la reflexion es especular. Por otro lado, cuando un
haz de luz incide en una superficie irregular entonces la luz se reflejarid en
todas las direcciones v el haz reflejado no es muy definido. Se dice entonces
que hubo difusion de la luz (reflexién difusa). La luz reflejada por esta hoja
es difusa por hacerlo en todas direcciones y eso permite ver esta hoja en
cualquier posicién.

Para comprender el significado del fenémeno conocido como reflexidn,
vamos a utilizar la siguiente grafica,
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En la grafica se representa solamente un rayo del haz incidente y un rayo
del haz reflejado. Con ayuda del plano normal a la superficie reflectora
pasando por el punto de incidencia podemos mostrar que para cualquier
direccién del rayo incidente, siempre estardn en el mismo plano, el rayo, la
normal N y el rayo reflejado. Lo anterior constituye la /% Ley de la
Reflexion, es decir, que el rayo incidente y la normal N determinan un piano
perpendicular a la superficie reflectora lo que hace que el rayo reflejado
pertenezca necesariamente a este mismo plano.

También esta representado en la grafica tanto el angulo de incidencia, o,
como el angulo de reflexién, § Observemos que éstos son los anpulos que
los rayos incidente y reflejado forman con la normal N. La relacién entre
estos angulos muestra que siempre = £. Lo que equivale a establecer que
el angulo de incidencia es igual al dngulo de refleadn. Esto a su vez
constituye la 2% Ley de la Reflexion.

SEGUNDA LEY DE LA REFLEXION

El objetivo del siguiente ejemplo es mostrar que un resultado de la Fisica
como la 2% Ley de la Reflexién puede ser modelada mateméticamente y
demostrada mediante diferentes técnicas. Para este caso en particular
emplearemos geometria, algebra y célculo, dando asi origen a los tres
modelos alternativos.

Para establecer la 2°. Ley de la Reflexion iniciaremos empleando la
representacién geométrica obtenida de la 1%. Ley de la Reflexién. Es decir,
consideraremos la reflexién de un rayo de luz en el plano normal.
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MODELO GEOMETRICO

Emplearemos la geometria como herramienta para demostrar que el
angulo de incidencia es igual al dngulo de reflexién. Por lo tanto, al modelo
construido lo denominaremos un modeio geométrico. Para tal efecto, si la
signiente grafica representa el plano normal, se tiene

Y

Donde la luz viaja de un punto D a un punto £ después de ser reflejada desde
un espejo FG; el rayo de luz serd incidente en un punto O del espejo. El
Principio de Fermat asegura que la luz vigja en el menor tiempo
posible de tal forma que la distancia recorrida es la minima. Desde el punto
de vista grafico tendremos que DOVOE es minimo o equivalentemente que
DO+OFE’ es minimo, donde £’ es el reflejo de £ sobre FG.

Esto se puede observar en la siguiente grafica,
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Obsérvese que los tridngulos AEFO = AFOE’; en particular, el dngulo
ZEOF es igual al dngulo ZFOE’. Al reunir todos los elementos anteriores
en una sola grafica obtenemos lo siguiente,

Y
D
E o
8
4
Ala
90°-ff 90° x
F s0°5~"| O G
[
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Si 8 denota el angulo de reflexion del rayo de luz, entonces el
ingulo ZFOE’= 90°-4. Si a denota el angulo de incidencia del rayo de luz,
entonces el angulo £DOG = 90°-a.

Recordemos que la distancia minima entre dos puntos esta determinada
por la linea recta que los une, por lo tanto DO+OE’ sera minimo cuando
D,O,E’ sean colineales. Lo anterior permite concluir que

ZFOE’ = £ DOG (angulos opuestos por el vértice)
Como ZLFOE=90°-4 ¥y
£LDOG=90°% «
por lo tanto, a=8
Lo que equivale a decir que el dngulo de incidencia es igual al angulo de

reflexion.

Esta misma ley se puede demostrar con un modelo algebraico, es decir
que la herramienta uiilizada para resolverlo es el algebra.

il
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MODELO ALGEBRAICO

Para mostrar que el angulo de incidencia es igual al &ngulo de reflexidn,
iniciemos con Ja siguiente notacién.

f=FO+0G
x=0G
Y
D
. oo A% &\\n :
%, 0 ‘
e s
a
Fl A O X G X
e
§
E »
De la figura anterior sea
m = DO+OE ; como DO = (&))" y OE = (e*+(fx)*)'? entonces

m= (d2+x2)1.'2 + (62+(f:x)2)112

elevando al cuadrado ambos lados de la ecuacion:

2
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m2 ______[(d2+x2)l/2+(ez+(f_x)2>l/2}2

i
m? =a? 432 + 2 @222 H )] T 4 e? #(f - x)?
desarrollando e igualando a cero la ecuacién
02352 +2(d2e2 +d2(f -x)2 +x2e? +x2(f -2 2 v +(f-x)E - m? =0
o, en forma equivalente

[d2e-’-+d (F-%)% +x2e? +x2(f-x) ] 2 o (fox)t—d? —x -e?

elevando nuevamente al cuadrado ambos lados

4[53%2 +x2e® +d?(f-x)? +x2(f-x)2:1=m4 —om?(f-x)F -2d%m? -

—2m2x? —2m2e? +(f- x)4
+2d2(f-x)? + 222 (F - %) +262(f - %) +
4 dd +2d2x2 12422 1252 vt 4 x*

igualando a cero:

2326 +2x2e? +2d2(f - )2 +2x2(f - ) —m* +2m? (f - %) +2d%m? +
+2m2x2+2m232—(f—x)4—2ez(f—x)2——d4—2d2 2 _etxt=0

desarrollando (Fx)* y (f-x)2 y sustituyendo el resultado en la ecuacién
anterior tenemos
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2d%e? +2x%e? +2d% 2 — 4 fed? + 2452 + 252 f2 w453 4 25t — P 4
+2m2f2 —4m2ﬁc +2m2x2 +24%m2 +2mex2 1 2m2e? —f4 +4f3x—
612 x2 445 —xt =202 f7 1 4e? 2622 —d% ~2d2x2 _ ot~y 2

agrupando y eliminando términos iguales

Am*x? —ax? 2 — 4 fim® ~ 4 frd? + 4 fee® + 4 3%+ 4d%m> —m* - 2d%m2 +
+2mPe? +2m? f2 —a% +2d%e% +2a% f2 252t ot - fhog
dividiendo entre m*:

2 2 3
z‘.~;c2~—f1-’fér Y. 4ﬁ‘d LA 4% o

m m m2 m2

m?-24% 422 4+

Y »_d 2d2e2+2d2f3_2f2e2_fi_ﬁ_0
m2 m2 m2 m2 m2 m2

definimos

k2=d2—82—f2

k4 =d% —2d%e% — 242 f2 125202 04 4 14

Lo que permite obtener la siguiente ecuacion
2
2 2 2
4x2{1- f —ap 1+ pad? —l e B 20 (1)
m? m? m

14
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Al ser una ecuacién de segundo grado (cuadratica), las soluciones estan
dadas por

Recordemos que el nimero de soluciones reales depende del signo del
discriminante D, igual a b 4ac;

Si.D> 0, se tienen dos soluciones (2 raices reales)
SiD =0, se tiene una solucion (2 raices iguales)
Si D <0, se tienen cero soluciones (2 raices imaginarias)

Al calcular el discriminante con los siguientes valores:

72 2 2P
a=41-"=| b=-4f|1+—) c=4d? —\m+"—

m2 m m

Se espera que b°- 4ac > 0, para garantizar Ja existencia de raices
reales.

Sustituyendo los valores de a, b y ¢ en b*- 4ac, se tiene que

2 ) P i 2V
16 £ 1+~ ~q 41~ |[4d% e | 120
m2 m m

Para que esta cantidad sea positiva o igual a cero, el primer término tiene
que ser mayor o igual que el segundo término; esto es
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de donde

2)? 2 932
Aifleteg]]

m m2 m2

f;(mz +k2)2 z{mz_fzJ[4d2m2 _(mz+kz)2J

y finalmente

2 2 2
2 2 ~-f
;%(m +k )Zz(ﬂ_ZﬂJ[4d2m2 ~(m* +k2)2]

m

como m'>0 se puede eliminar de la desigualdad anterior

16
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fz(m2 +k2)2 Z(mz —fz](dldzmz —(m?* +k2)2]

si se desarrolla el lado derecho de la desigualdad
£ 412 2 (P - 17 (4w - Ot )2 4 20 4k

se puede cancelar el término f Hm*+¥*)* de ambos lados obteniendo asi

2
m2[m2 +k2) -(mz -f2j4d2m2 >0
y al eliminar m”, se tiene

(mz +k2]2 —(mz -f2)4d2 >0

recordando que  k*= & —e&’—#F y sustituyendo en la desigualdad anterior
m* +2m2d? ~2m2e? —2m? F2 +d* —2d%e% —2d% 2 1267 f2 vt 4
+ [ -4d?m? +4d? f% 20

agrupando términos iguales

m* - 2d%m? 2 2%m? ~2f2m? +d? -2d%e? v 2d2 f2 4202 f2 1t £ £ 20
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A la desigualdad anterior se le suma y resta el término 2mide + 2def y se
obtlene

m* —2d%m? —2e2m? -2 f2m? +dY —2d%e? + 242 f2 422 FR et 4 Fh

+2Im2de — 2m?de + 2def 2 - 2def 2 20

Por lo tanto, la ecuacién (2) se puede factorizar de la siguiente forma
[mz—-(d-\-e)z-—fz}[m?‘——(d—e)z—fz]zf) 3)

el segundo factor del miembro izquierdo de la desigualdad anterior es
positivo; a saber

[m2 _(d—e)? —fz]zo
la deduccidn se obtiene al observar la siguiente figura,

¥
ry

E G
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Sean = OF’, my= (0D y h=hipotenusa ADE’G’, asique
m + mp=m
Smz2h>0

elevando al cuadrado, m’ = H>0

como 42 =f%+(d+e)’; entoncesdado que f2>0 y (d+ef>(d-e)f se
tiene que
h2 >f2+(d_e)2

yporlotanto m’>f2+(d-e)

lo cual implica que mz-f2 -(d-ef >0

Como [m* — (d-e) —f 1 =0, entonces el primer factor de la ecuacién (3)
debe ser mayor o igual a cero; es decir,

m2>(d+e)? + f? (4)
Asi el valor minimo que puede tomar m es

m=ﬁd+@2+fﬂ”2

Y cuando m toma este valor, la ecuacién cuadratica tiene una solucion (2
raices iguales) porque el discriminante es igual a cero. La solucién esta dada
por

1%
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~b+ b —4ac
xm = L

2a

Sustituyendo los valores correspondientes

Sustituyendo los valores de m* y k* como funciénde d, ey f

2,2 2 .2 2 2,2 2
2x=fgd+@2+j'+d e2_f ]zj(d +2de+e? +d e)*

(dre)+fr-s2 (d+e)?

20
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f[zdz -f-Zde] Zf(dz-f:de]: de(gf-!-e) 2df

Wd+e)2 (d+ef d+e)

(d+e)?
Por tanto,
)
m2
f d+ e )
5]
O bien,
(d+e)x=df
dx+ex=df
ex=df —dx
ex=d(f -x)
x_Jfox
d e

Observando la figura de la pagina 12, se tiene que el angulo o se
encuentra entre 0 y 7/2 al igual que el 4ngulo f. Asimismo la misma figura
nos permite establecer una relacién entre los dngulos a, By la ecuacion

Qo
&)

21
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Consideremos los triangulos ADOG y AEOF. Por ser ambos
tridangulos rectangulos podemos afirmar que las relaciones

tana:é.. ¥ tanﬁ=f_:fc.

e

se cumplen, ycomo ) <a<wn/2 y 0<f<n/2 entonces a=pf.

Por ultimo, mostraremos cOémo la misma ley puede ser demostrada
haciendo uso del célculo diferencial.

22
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MODELO ATRAVES DE CALCULO

La distancia recorrida por la luz de D a £ es igual a

m= ;iz-l—xzn-i—-Jez+67;m575=(d2+x2)1/2 +(82+(f-x)2)1/2

se calcula Ia primera derivada de m con respecto a x;

dm _1..2  2y-1/2 1.2 22 p
=@ ) 2x e e (f =TS =)

eliminando términos y reescribiendo se tiene que

A continuacidn se calcula la segunda derivada de m con respecto a x.

(@2 + )12 _x(%(dz +x2)—1/2)2x

“ (72

(@ +(f - )= = 2@ (=072 0D
(\f'ez +(f-x)° JZ
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@? + 22112 _G(dz +x2)~1/2)2x2

a’zm_m o\ B .
dx (@ +x2)
2
2 (-2 =)
+(e_‘_ (fx_) )‘Mﬁ@?ﬂf—f}z)”"-
(&> +(f-x)%)
2 2 2 2
424 y2 o 2xT e+ {f-x)" ~([-x)"
I L RNt S UL
& (@2 +x%) € +(F-x)%)
2 2
d2+ 2 1/2_ X e
g_{@:( ) @ (P
= d? & +(f -2
a’2+x2—x2
4'2_,?—2: (d?. +x2)1!2 N 82

dx d2 +x2 "(_ezjif_x)z)yz

d’m___d’ e

N
d g2 2P (PP

Como d&'m>0 siempre, entonces de existir un punto critico, éste
dx
seria minimo.
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Para encontrar el valor en el cual m tiene un punto critico, se iguala a cero la
primera derivada,

dm _ x f-x

e ——

- Moy
o e +(f ~x)>

] d?' 4+ .7C2
esto implica que m es minimo cuando

x _ f-x

JaZexr e (f-x)?

Esta ecuacidn esta relacionada con la funcidén seno de un édngulo, es
decir, x es el cateto opuesto v la raiz cuadrada de d+x* es el cateto adyacente
del 4ngulo @ Asimismo, fx es el cateto opuesto y [a raiz cuadrada de
&+(f-x) es el cateto adyacente del 4ngulo 8. Por lo tanto,

sen o= sen f#

Si recordamos, @y £ son angulos entre O y 7/2, por lo tanto = f.

Heros podido observar tres técnicas distintas para plantear el mismo
problema. Unas maés sencillas o menos laboriosas. ;Cudl es la éptima?
Afortunadamente en este caso, es decision exclusiva de las preferencias del
lector, ya que independientemente de la técnica, se logra obtener la solucion.

Sin embargo, en muchos casos de modeiacidn no existe una herramienta

que nos proporcione una solucién. En estos casos se recurre Unicamente a
aproximaciones mediante técnicas computacionales.

25



Por qué algunas veces las acrolineas sobrevenden fos boletos?

:POR QUE ALGUNAS VECES LAS AEROLINEAS
SOBREVENDEN BOLETOS?

Para mucha gente, el término “estadistica” significa descripciones
numéricas. Esto se puede verificar al escuchar a un comentarista de television
narrar un juego de fatbol. Sin embargo, en términos mas precisos, la
estadistica es el estudio de los fendmenos aleatorios; en este sentido la
estadistica tiene un alcance ilimitado de aplicaciones. EIl aspecto mas
importante de la estadistica es la obtencién de conclusiones basadas en los
datos experimentales.

Una de las herramientas fundamentales de la estadistica es la teoria de la
probabilidad, la cual tiene sus comienzos formales con el estudio de los
juegos de azar en el siglo XVIL Los juegos de azar, como el nombre lo
dice, incluyen acciones tales como girar una ruleta, aventar un dado, lanzar
una moneda, sacar una carta, etcétera, actividades todas en las cuales el
resultado del experimento es incierto. Sin embargo, se admite que aunque el
resultado de alglin experimento en particular puede ser incierto o aleatorio,
existe un resultado previsible a largo plazo.

Cuando lanzamos una moneda, ésta no caera necesariamente de cara o
de cruz: puede rodar lejos o caer de canto. No obstante, consideraremos cruz
o cara como los Gnicos resultados posibles del experimento. Al hacer esta
consideracién se simplifica la teoria sin afectar su aplicabilidad.

Es conocido, por ¢jemplo, que en muchos lanzamientos de una moneda
idea! (balanceada y simétrica) cerca de la mitad de los lanzamientos resultaran
caras, esto es a largo plazo; asf la regularidad previsible permite a las casas
de juego hacer negocios.

1 D. Huntley and D J. James “Marhematical Modellmg A Source of Case Studies”, Oxford University Press,
1950, p.323-340.
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iPor qué algunas veces las aerolineas sobrevenden los boletos?

En la ciencia experimental con frecuencia ocurre un tipo similar de
incertidumbre y de regularidad a largo plazo. Por ejemplo, en la ciencia de la
genética es incierto si un bebé serd mujer u hombre, pero a la larga es
conocido aproximadamente qué porcentaje de los bebés serdn mujeres y qué
porcentaje de bebés seran hombres.

Una compaiiia de seguros no puede pronosticar qué personas en México
morirdn a la edad de 60 afios, pero si puede predecir satisfactoriamente
cudntas personas morirdn a esa edad.

A continuacién se examinaran las interpretaciones eldsica y de
Jrecuencia relativa, de la probabilidad. Las dos son muy similares debido a
que se basan en la repeticion de experimentos realizados bajo las mismas
condicicones, como ¢l lanzamiento de una moneda.

Por ejemplo, supongamos que se desea conocer la probabilidad de que
caiga cara en el lanzamiento de una moneda ideal. Se razona de la siguiente
manera: Ya que existen solamente dos resultados para este experimento, cara
o0 ¢ruz, y la moneda esta bien balanceada, entonces uno esperaria que para la
moneda es exactamente probable que caiga cara o cruz; por tanto, la
probabilidad de que caiga cara estara dada por el valor de '%.

Definicion .- Probabilidad Cldsica (a priori)

Si un experimento que estd sujeto al azar, resulta de n formas
igualmente probables y mutuamente excluyentes (i.e. que no puede aparecer
mds de un resultado en forma simulténea), v si ny de estos resultados tienen
un atributo A, entonces la probabilidad de A es la proporcidn de ny con
respecto a n.

Consideremos otro ejemplo. Supongamos que sacamos una carta 2l azar
de un mazo comtin de 52 cartas. La probabiiidad de obtener un trébol es 13/52
0 lo que es lo mismo, %, la cual se calcula rdpidamente. Y si también se
desea conocer la probabilidad de sacar un nimero entre 5 y10 inclusive,
entonces }a probabilidad sera 24/52, o lo que es igual a 6/13.

La aplicacion de esta definicién es sencillamente suficiente para estos
casos simples, pero no siempre es tan obvia.
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Se ha observado que, por la definicion clasica, la probabilidad de que
ocurra ¢l atributo 4 es un nimero entre 0 y 1 inclusive. La proporcion n,/n
debe ser menor o igual a 1 ya que el total de resultados posibles no puede ser
menor que el nimero de resuitados con el atributo especifico. Si el atributo es
seguro que suceda, su probabilidad esl; y si es seguro que no va a suceder, su
probabilidad es 0. Asi, la probabilidad de obtener un 8 en el lanzamiento de
un dado es 0 y la probabilidad de que en el lanzamiento el nimero que caiga
sea menor que 10 es igual a 1.

Existen limitaclones molestas en &l planteamiento clasico. Es obvio, por
ejemplo, que la definicidn de probabilidad cldsica debe ser modificada de
alguna manera cuando el nimero posible de resultados es infinito.

Otra dificultad con la que nos enfrentamos es cuando tratamos de
contestar preguntas como las siguientes: ;Cudl es la probabilidad de que un
bebé nacido en Monterrey sea nifia? o ;Cual es la probabilidad de que una
galleta contenga menos de tres chispas de chocolate? Todas son preguntas
legitimas que quisiéramos tratar en el terreno de 1a teoria de probabilidad. Sin

L 11

embargo, nociones de “simetria”, “igualmente probable”, etcétera, no pueden
utilizarse en estos casos, como si se puede hacer en juegos de azar.

Definicidn.- Probabilidad de Frecuencia Relativa (a posteriori)

St un experimento se repite n veces bajo las mismas condiciones y ng de
los resultados son favorables a un atributo B, el limite de ng/n conforme n se
hace grande, se define como la probabilidad del atributo B.

La interpretacion de una frecuencia relativa descansa en la idea de que
un experimento se efectiia y se repite muchas veces, y practicamente bajo las
mismas condiciones.

Cada vez que se realiza un experimento, se observa un resultado. Este es
impredecible dada la naturaleza aleatoria del experimento, la probabilidad de
la presencia de cierto atributo se aproxima por la frecuencia relativa de los
resultados que posee dicho atributo. Conforme aumenta la repeticién del
experimento, la frecuencia relativa de los resultados favorables se aproxima al
verdadero valtor de la probabilidad para ese atributo.
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Uno de los propdsitos de la ciencia es el de predecir y describir sucesos
en el mundo en que vivimos. Una manera de realizar esto es mediante la
construccion de modelos matemdaticos que describen adecuadamente el
mundo real.

En términos de probabilidad, se debe de construir un modelo que pueda
ser usado para describir acontecimientos aleatorios en el mundo real. Por
ejemplo, es deseable encontrar una ecuacién que pueda ser utilizada para
poder pronosticar el sexo de cada nacimiento de cierta localidad. Tal
ecuacion seria muy compleja y nadie la ha encontrado.

Sin embargo, se puede construir un modelo de probabilidad que no sera
atil si se considera un nacimiento en particular, pero si serd de gran ayuda si
se trata de grupos de nacimientos. Asi, s¢ puede considerar un nimero p el
cual representa la probabilidad de que el sexo de un nacimiento sea
masculino. Desde este fundamento se puede contestar a preguntas como:
icudl es la probabilidad de que en 10 nacimientos por lo menos 3 sean de
sexo masculino?, o ;cudl es la probabilidad de que en los préximos S
nacimientos, 3 nacimientos consecutivos sean de sexo masculino? Para
contestar a estas preguntas y otras similares, se debe desarrollar un modelo de
probabilidad idealizado.

Los dos tipos generales de probabilidad (a priori y a posteriori) definidos
anteriormente tienen una cosa importante en comun: ambos requieren un
experimento conceptual en el que los diferentes resultados puedan ocurrir de
alguna forma bajo condiciones uniformes.

Entonces, para poder empezar a construir el modelo 1o que se necesita es
gque cada posible resultado del experimento que se estudia pueda ser
enumerado. Por ejemplo, en el lanzamiento de una moneda hay dos posibles
resultados: cara o cruz. Se debe asociar probabilidades solamente con estos
resultados o con grupos de estos resultados. Afiadimos, sin embargo, que aun
si un resultado particular es imposible, éste puede ser incluido (su
probabilidad es 0). Lo que es importante recordar es que cada resultado que
puede ocurtir debe ser incinido. Cada resultado concebibie o imaginable del
experimento serd definido como punto muestral y la totalidad de los
resultados concebibles se definiran como espacio muestral.
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El objetivo es estimar la probabilidad de algunos resultados o de grupos
de resultados del experimento.

A continuacion se presenta un ejemplo de la aplicacion de la modelacion
matematica a través de probabilidad.

PROBLEMAS CON LAS AEROLINEAS

Algunas veces leemos en el peridédico cartas de viajeros quienes
pensaron habian reservado Ingar en un vuelo determinado con una aerolinea
en particular y que, al llegar al mostrador y registrarse, se escandaliza cuando
les dicen “Lo siento, sefior, el vuelo estd lleno y tendremos que reacomodarlo
en un vuelo mas tarde”. Probablemente algunos de nosotros conocemos
amigos a quienes les ha sucedido esto.

Estos acontecimientos causan considerables problemas e inconvenientes
a los pasajeros involucrados y es frecuente alegar que debe de ser posible, en
estos tiempos de registros computarizados, desarrollar un sistema que no
ocasione estos problemas.

El propdsito de este trabajo es desarrollar un modelo observando las
decisiones de una aerolinea y desde este punto de vista, obtener un
conocimiento de porqué esto puede ser verdaderamente beneficioso para una
aerolinea, es decir, el hecho de registrar méds pasajeros, dentro de un vuelo
determinado, que la capacidad que tiene el avién para realizar dicho vuelo. El
modelo desarrollado nos permitird explorar los efectos de las limitaciones que
tiene una aerolinea en su comportamiento de toma de decisiones.

Por la ausencia de datos relevantes en cualquier servicio en particular, en
este caso el servicio de un avidn, no es posible obtener uma solucidn
especifica, pero una investigacién de los efectos de variacién de los diversos
parametros involucrados en el modelo producird ideas valiosas dentro de la
toma de decisiones de las aerolineas.
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NOTACION

Al estar desarrollando modelos matemiticos es necesario definir las
variables y conservar un apunte de la notacién que se estd usando. No es
posible anticipar todas las variables que se van a utilizar antes de empezar el
modelo si se desarrolla cualquier ejercicio de modelacién moderadamente
complejo.

Como inicio para este modelo en particular se debera conocer el costo
para la aerolinea de realizar el vuelo, la capacidad del avién y el precio del
boleto que cada pasajero tiene que pagar. A medida que se va desarrollando
el modelo, se especificaran las variables que se vayan usando.

DESARROLLO DEL MODELO

Al estar desarrollando modelos matematicos es 1itil vy natural para el
entendimiento del problema, ir desarrollando el modelo por etapas y
comprobar en cada una que las propiedades del modelo son congruentes con
la idea acerca del problema real que estd siendo modelado.

En nuestro caso, se empieza modelando la utilidad que una aerolinea
debe esperar de un vuelo a toda su capacidad; es decir, de un vuelo lleno,




JPor qué algenas veces las aerolineas sobrevenden tos boletoy?

UN PRIMER INTENTO

Los costos asociados por realizar un vuelo en particular son en gran parte
independientes del nmimero de pasajeros transportados en el vuelo. La
aerolinea debe pagar a sus pilotos, ingenieros y personal de cabina sin tomar
en cuenta si el avidn esté lleno o no.

La cantidad de combustible adicional consumido por un avién lleno en
comparacién con el combustible que consume un avién a la mitad de su
capacidad, es muy pequefla como un porcentaje de la carga total de
combustible.

Un porcentaje muy alto del peso que tiene el avién al despegar lo
constituye el combustible que necesita para llegar a su destino, y mucho de
ese combustible se requiere para hacer posible que el avién transporte el
resto del combustible a su destino, donde el combustible serd usado. El
despegue, el aterrizaje y el manejo de honorarios cargados por medio de los
aeropuertos son independientes del nimero de pasajeros transportados por un
avién. Asi, para un grado suficiente de exactitud, debemos ignorar los costos
variables de un vuelo y se debe asumir que el costo para una aerolinea por
realizar un vuelo es una suma fija £.

Cada pasajero iransportado paga un costo g, y la diferencia entre los
costos pagados y el costo del vuelo es el excedente, o en algin sentido, la
utilidad o ganancia. Claro que existen otros costos (es decir, mantenimiento
del avidn, costo del personal de tierra, costo de publicidad) los cuales ya han
sido asignados para determinar £, o los cuales aiim pueden ser sustraidos de
este excedente antes de llegar a la figura final de la ganancia.

Para nuestros propodsitos, sin embargo, determinar el efecto de clertas
decisiones sobre la ganancia, ya sea total o neta de tales costos, sera adecuada.

Existen también diferentes pasajeros que pagan costos de boletos
diferentes, ya que existe Primera Clase, Clase Turista, Clase Economica y
una multitud de otras opciones abiertas a los pasajeros.

Por el momento, supongamos que todos los pasajeros son transportados

con un mismo costo. Se tratari de conservar un modelo tan simple como sea
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posible para empezar y regresaremos para incluir mas caracteristicas una vez
que se haya formulado el modelo basico. Tal método es una buena disciplina
para obligarnos a desarrollar modelos matematicos bdsicos y asi no
confundirnos con los detalles. Una vez que se ha logrado un entendimiento
basico del modelo se puede regresar e incluir més efectos detallados.

Si un vuelo transporta » pasajeros, el excedente generado es:
(ng)
donde g es el costo pagado por cada pasajero.

Obviamente, este modelo matematico simple tiene las propiedades que
se esperarfan de €. Asi, si el nlimero de pasajeros transportados se
incrementa, la ganancia también se incrementa,

La maxima ganancia que se puede obtener esta dada por:
(Ng)

donde N representa la capacidad total del avién,

Existe un punto en el cual ni se gana ni se pierde, i.¢. en ¢l cual el costo
pagado por los pasajeros transportados sélo cubre el costo del vuelo, es decir,

f

n=>=
g

y para una cantidad menor a » de pasajeros, el vuelo produce una pérdida.

Todas estas consideraciones son como se esperarian; a primera vista este
modelo matemético simple sugiere que para obtener la mayor ganancia
posible, la aerolinea debe proponerse llenar cada vuelo.

Una vez que se hayan recibido N reservaciones o registros el vuelo esté
lleno y no se deberan aceptar mas reservaciones. El problema que surge es
que algunos pasajeros pueden no llegar a su vuelo. Las condiciones normales
de transporte para los pasajeros que pagaron la tarifa completa del boleto (es
decir, pagaron la mds alta) les permite no llegar a su vuelo sin multa alguna.
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Ellos pueden llegar al aeropuerto mas tarde y sus boletos seran validos
para otro vuelo mas tarde. Este no es el caso para algunas de las demas tarifas
de boletos y regresaremos a este punto mas tarde. Cada pasajero que no llega
al vuelo, representa una pérdida del ingreso potencial para la aerolinea. Tales
pasajeros son conocidos como que “no Hegaron”.

UN MEJOR MODELO

Se desarrollard el primer modelo, anteriormente propuesto, de la
siguiente manera. Supdngase que la probabilidad de & “no llegadas” es P;.

Denotamos el nimero de pasajeros registrados en un vuelo por la
cantidad m y se permite que m exceda a N. El excedente o superavit que la
linea aérea obtendra del vuelo cuando existan & no llegadas se denotard por
S.

La notacién usada hasta este momento es la siguiente:

Costo de realizar algin vuelo

Nimero de pasajeros transportados en el
vuelo

Costo pagado por cada pasajero

Capacidad del avién que realiza el vuelo

3 S

w o 0q

Namero de “no llegadas” para el vuelo

Probabilidad de & no llegadas

Niimero de pasajeros registrados en el vuelo
Excedente generado por el vuelo

o

“ 3

El excedente que la linea aérea obtendrd del vuelo cuando existan & no
llegadas es:
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(m-K)g-f sim-ksN
S = A ()

Ng-f sim-k>N

Como el ntimero de pasajeros que no llegaran a su vuelo es un evento
posible, esto es que no se conoce su valor, entonces el indicador apropiado
para }a ganancia de un vuelo es la utilidad esperada, la cual se denotara por S,
y se define como:

S=E,= kf‘bpk [excedente de un vuelo con (m —k) pasajeros]

Como el excedente (ganancia) S obtenido en cualquier vuelo depende del
nmimero de no llegadas &, entonces

(m-K)g-f st mk<N = m-N=<k

@)
Ng-f st mhk>N = m-N>k
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y la utilidad esperada puede escribirse como:

m-N-1 m
S=E, = kZOPk(Ng—f) + YR[m-k)g-f] (3)

k=m-N

Si m < N entonces el primer sumando de la ecuacién (3) se anula y la
utilidad esperada S esta determinada sdlo por el segundo sumando ¢on el
limite inferior empezando en cero, es decir:

s=% Plm-kg-7]
k=0

Obviamente el nimero de pasajeros registrados dentro de un vuelo tal
vez es pequefio por la carencia de demanda. En estos casos, la aerolinea no
tiene problema para determinar qué cantidad de pasajeros registrar de mas.

Dado que el problema que se quiere explicar es el comportamiento de la
aerolinea cuando existe exceso de demanda, asumiremos de ahora en adelante
que éste es el caso y que cualquier nivel méximo de registro m estd
establecido por la aerolinea y siempre se logrard. Este podria ser el caso en
ios vuelos hoy en dia, en las rutas méas concurridas o solicitadas.

Sumande y restando en la ecuacion (3) el término

S P (Ng-f),

k=m-N
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se puede reescribir:

P(Ng—f) + 3 P(Ng-f) - 3 P,(Ng-f)+
k=m-N k=m-N

o om=N-l
S
=0

k

+ SPlm-kg-f]
k=m—-N

S=SP(Ng-f) + SPlm-kg-f-(Ng- 1)
k=0 k=m-N

el término (Ng-f} es constante y como en la segunda suma el término
(m-k)gf~(Ngf) = (m-N-k)g

S=(Ng-f)SP + SP(m-N-~kg
k=0 k=m-N

m
Sabemos que Z}?fl, y que el valorde g es constante, por
=0

lo que

S=Ng~f+g SP.(m-N—Fk)
k=m-IN

Haciendo un cambio de variable para simplificar el indice de la suma:

sea j=k-m+N
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sik=m-N= j=m-N-m+N=0
sik=m = j=mmtN=N

entonces:

- N N
S=Ng~f_gZJPm_N+j
j=0

Observamos que § < Ngf, ( los términos de la suma son todos
positivos). Por tanto, la Gnica manera de obtener la ganancia esperada
maxima es hacer todos los P, ., para 0 <j <N, tan cercanos a cero como
sea posible.

Esto se logra si el nivel de registro m excede a NV considerablemente. Si
la reserva de pasajeros registrados se incrementa entonces la probabilidad de
cualquier nimero grande de “no llegadas” disminuye.

El segundo modelo pronostica que una aerolinea, en presencia de
incertidumbre en cuanto al niimero de pasajeros registrados quienes llegaran a
su vuelo, sobrevenderd lugares para lograr una utilidad esperada cercana al
maximo tedrico factible, si se tiene un avion a toda su capacidad.

No existe obstaculo en este modelo matemdtico para sobrevender
inclusive varias veces la capacidad del avién.

De esta estrategia resulta un nimero de pasajeros que serdn regresados
de casi todos los vuelos y este niimero se incrementara de la misma manera en
que se incrementa el nivel de sobreventa. Asi, nosotros empezamos a
entender porqué una aerolinea en un intento de operar tan rentablemente
como sea posible, puede deliberadamente saturar los vuelos. El prondstico de
un nivel muy substancial de sobreventa parece de alguna manera poco
realista, sin embargo, es necesario otro refinamiento de este modelo.
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UN REFINAMIENTO MAS

En casos donde una aerolinea ha sobrevendido los vuelos y se tienen mas
pasajeros en el aeropuerto que la capacidad del avién, el exceso de pasajeros
debe ser regresado y se les deben ofrecer lugares en otros vuelos mas tarde.
La aerolinea debe ser responsable de pagar ciertos gastos a los pasajeros
afectados como resultado de su demora, o el pasajero puede decidir si viaja
con ofra linea y el boleto debe transferirse a dicha linea agrea incurriendo en
costos administrativos y en una pérdida del ingreso potencial. A esto también
lo acompafia la publicidad negativa y una pérdida de imagen de la aerolinea.
Vamos a asumir que para cada pasajero que no pueda ser transportado en el
vuelo saturado y que si estaba registrado (esto es que al pasajero se le ha
“quitado su lugar”) se incurre en un costo llamado 5.

Ahora se puede construir un modelo mas sofisticado el cual considera la
multa por sobrevender el vuelo para alcanzar el promedio de ingreso que la
aerolinea espera del vuelo.

La notacion usada hasta este momento es la siguiente:

Costo de realizar alglin vuelo

Numero de pasajeros transportados en el vuelo
Costo pagado por cada pasajero

Capacidad del avién que realiza el vuelo

A K ST

Numero de “no Hegadas™ para el vuelo

Probabilidad de & no llegadas
Nitmero de pasajeros registrados en el vuelo

=

Excedente generado por el vuelo
Costo de bajar del avidn (i.e. quitar su lugar) a un
pasajero registrado

o tn X

Donde el nimero de pasajeros que llega al mostrador de la aerolinea
esperando viajar es m-k.



{Por qué algunas veces Fas acrolineas sobrevenden los boletos?

Ahora la ganancia del vuelo es:

(m-k)g-f sim-k<N=>m-N<k

(4)

Ng-f-(m-k-N)b  sim-k>N=m-N>k

El promedio o ganancia esperada que obtiene la aerolinea en un vuelo, se
determina sumando sobre todos los nimeros posibles de “no llegadas”, la
cantidad obtenida de multiplicar la ganancia obtenida dado un niumero de

“no llegadas™ por la probabilidad de que ese nimero de “no legadas™ ocurra.
Asi, tenemos

S= i P, lganancia de (m ~ k) pasajeros] (5)
k=9

m-N-1 m
=Y PlNg-~(m-k-Np] + YLPfm-bg-f]
k=0 f=m—-N

Si sumamos y restamos €l término:

m-N-1

Y, Plom-tg-f]

k=0
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Obtenemos la siguiente ecuacion:

m-V -1 m-N-1

S= 3. PlNg~ fy—(m=k-N)l- Y Plm-k)g-/)l+
kao k=0
m=N-1 m
+ YPm~-kg-fl+ YPlm-kg-f]
k=0 k=m-N
$="3P, [(Ng-f)~(m—k-N)b—(m—K)g+f]+
k=0
m—-N-~1 m
+ YPlm-kg-f1+ YPIm-kg-f)
k=0 k=m-N

El término de la primera suma se puede escribir como:

Ng—-(m-klg—(m—-k)Yb+Nb
=(N-m+k)g+(N-m+k)b
=(N-m+k)}g+b)

Y los dos sumandos restantes se pueden simplificar en:

S P m -z 1]

k=0

Sustituyendo las ecuaciones anteriores permiten reescribir a .S como:

m—=N-1 i
S= YAlw ~m+k)(g+b)]+kZOPk[(m—k)g~f]
k':O =H
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-

) N-1 nr m m
S= SPN-m+k)g+b)+ Y mgP, ~ 3 keP, ~ 3 /P,
k=0 k=0 k=0 k=0

m—-N— m n
5="S PN -m+k)g+B)+lmg - 1) P, - g kP,
k=0 k=0 k=0

m
Una simplificacién adicionalse hace al observarque 3 P, =1 y & denoctael
k=0

namero esperado de "nollegadas”, porloque k= ikPk Y,
k=0

_ . m—-N-1
S=mg—f-kg—(g+b) YP,(m-N-k)
k=0

ﬁ _ m—N-1
S={m-Ejg- f—-(g+h) gpk(mww) (6)

Hemos obtenido hasta estc momento un resultado intermedio
relativamente complicado el cual guisiéramos verificar de alguna manera.
Para verificar la validez de estos resultados y detectar errores aritméticos,
frecuentemente se ponen a prueba uno o dos casos especiales para comprobar
si los resultades son como se esperan.

Para comprobar este resultado vamos a sustituir Po=1y P, =0 para
k> 1 en la ecuacidn (6). Esto equivale a suponer que con probabilidad uno
ningan pasajero va a fallar para tomar el vuelo, 1.e. que todos los pasajeros
registrados para el vuelo van a llegar. En este caso la ecuacién (6) se reduce
a
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S={m-klg-f-(g+bfm=~N)
=mg~kg~f-gm—N}-blm-N)
=mg—kg— f~mg+Ng—bm-N) ya que k=0 entonces
S=Ng-f-bm-N)

Esto demuestra, asi como se esperaria, que si m pasajeros estan
registrados en un vuelo con capacidad de N pasajeros y todos llegan al vuelo,
la ganancia serd entonces la ganancia al volar el avién leno, Ng-f, menos el
costo de bajar del avidn a los (m-N) pasajeros que no viajaran, (m-N)b.

En este caso el promedio maximo de ganancia se logra cuando m=N lo
cual concuerda con el primer modelo simple. Hasta este punto no se han
hecho suposiciones acerca de la forma de los Py

Para obtener més ideas de los modelos desarrollados sera til hacer
algunas suposiciones convincentes acerca de estas probabilidades. Es posible
que la suposicién més simple sea denotar por p a la probabilidad de que
cualquier pasajero llegue al vuelo y a ¢ como la probabilidad de una “no
llegada”.

Haciendo otra suposicién sobre las llegadas y las no llegadas de los

pasajeros ditemos que son independientes una de la otra, lo que nos lleva a
que los P representen una Distribucién Binomial,

m
k
mla-pt "

Es un hecho que la suposicién de independencia de las “no llegadas” no
es enteramente valida ya que un porcentaje de pasajeros llega (o no llega) al
vuelo en pares o grupos pequefios. Sin embargo, por el momento, vamos a
poner ésta dificultad a un lado. Conla distribucién binomial tenemos que:

k=gm (esperanza de las"no llegadas™)
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Donde g es la probabilidad de una “no llegada” y m es el nimero de pasajeros
registrados para el vuelo, entonces:

w
It
Lras
%
Ii
o]
3

Y la ecuacidn (6) se puede reescribir como:

S=(m~qm)g—f—(gw)'"’zoa(m—N~k>
k=

S=(m-(1- pymlg—f—(g+5) 3Py(m—N k)

k=0
_ m—N-1
S=pmg—f-(g+b) kZPk(m—N~k) (8)
=0

Lo que la aerolinea tratard de hacer ahora es maximizar la ganancia
esperada del vuelo. La expresion para la ganancia esperada en la ecuacion (8)
es dependiente de g, b, /, g, my N. Los costos y precios /| gy b estan fuera
del control de la aerolinea a corto plazo (las tarifas son establecidas por la
IATA y no por las aerolineas), ¢ y N son limitaciones externas las cuzles
permiten a la aerolinea controlar el parametro m.

Como resultado de la presencia de la suma parcial en la ecuacion (8), el
problema puede resolverse mejor variando el pardmetro m.
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Sin embargo, es evidente que el nivel optimo de registro debe ser por lo
menos N, la capacidad del avién. Por lo tanto, de la ecuacion (3), la ganancia
esperada para m <N se reduce a:

=

S=3 Blm-k)g~ f]
k=0

1

3

S=k§}Pk [omg - )~ kgl

; m m
S=(mg-f)Y P, -gLkP,
k=0 k=0

m n
De definiciones anteriores, » P, =1y > kP, =k =gm, entonces:
k=0 k=0
S=mg—f—qgmg
S=mg-f-(1-pymg

S=pmg—f

S es una funcién de m creciente. Esto es al ser p y g constantes
positivas y conocidas.

La evaluacion o célculo de los P, en la ecuacién (7) involucra diferentes
valores para cada P, para cada nivel de registro de m. La evaluacion de estos
P, ser4 laboriosa si se desarrolla a mano.
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El disponer de una computadora estimula el hecho de escribir un
programa para obtener la ganancia esperada de cualquier combinacion de g, 5,
f g, my Ny usarla para determinar el nivel dptimo de registro para algunos
valores de g, b, £ g y N. Si los calculos tienen que hacerse a mano o usando
una calculadora, primero se deben explorar todas las posibilidades para una
simplificacién posterior.

Si N eg suficientemente grande (N~150 para un Boeing 727) la
diferencia de substituir los términos en la distribucién Poisson en vez de
hacerlo en la distribucién Binomial no tendria importancia. De hecho, la
distribucién de Poisson es el principal modelo de probabilidad empleado para
analizar problemas de lineas de espera. Ademds, ofrece una aproximacion
excelente a la funcién de probabilidad binomial cuando el parametro p es
pequefio y n es grande. Por otro lado, ¢l nimero de términos en la suma
parcial de la ecuacién (8) es (m-N) y la suma parcial debe ser evaluada para
un rango de m para encontrar el nivel éptimo de registro.

En el ejemplo que se presenta mas adelante, el nimero de lugares es 132
y una sobreventa del 10% representan 13 términos en la suma parcial
solamente.

La ganancia esperada puede ser vista como funciénde ¢, m, g, /, by N.

Si consideramos que las aerolineas operan con un factor de rendimiento

alrededor del 60%, podemos suponer como buena aproximacion que
0.6Ng = f y despejando el valor de g obtenemos:

I
£ “ N0

Sustituyendo este valor en la ecuacion (8) se obtiene:

_ f f m—N-1
Szpm{N(T.éﬂ_f_[—iN(Oﬁ)dkb} 2P (m-N—k)

k=0
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f L N6, N-
5= N(oe)[p”’ N(0.6)~ { 7 ]g —N—k)}

Dividiendo entre f:

5 1 by~
L N(0.6 P, N-k
77 N@. 6)[1”” 0.6)- ( } P )}
S _ 1 N _li m—N~1 _ 3 B
T_Nm(oﬁg){pm [I+g] k%Pk(m N k)] 1 (9
APLICACION

Los datos tomados en consideracién para aplicar el modelo anterior a
un caso practico fueron proporcionados por un agente de la compafiia
Mexicana de Aviacién. Se tomé un vuelo que se realiza entre México D.F. y
Canctin en temporada alta. El avién utilizado es un Boeing 727, el cual tiene
capacidad para 150 personas; para este caso tomaremos como capacidad del
avion 138 lugares, porque 12 lugares pertenecen a Primera Clase la cual
generalmente se satura y al estar ocupada en su totalidad ya no se reciben mds
reservaciones.

Existen diversas tarifas para los boletos, pero el precio del boleto varia
entre 2,338 v 2,635 pesos.

Un programa computacional ha sido usado para calcular la ganancia
esperada de un vuelo, contra el nivel de registro para un avidon con una
capacidad de 138 pasajeros; asumiendo que con probabilidad de 10% un
pasajero “no va a llegar” al vuelo, i.e. que ¢ = 0.1 y que a la compafifa le
cuesia el 20% del precio del boleto “bajar” a un pasajero del avidn, que ya
estaba registrado (b/g = 0.2).
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7]

Generalmente, en temporada de vacaciones se saturan los vuelos a su
maximo nivel, por lo que las aerolineas solicitan a los pasajeros ofrecerse
como “voluntario” para ceder su lugar a otro pasajero. Claro que esta actitud
del pasajerc se remunera de alguna manera; ya sea que le paguen una noche
extra de hotel o que le devuelvan cierto porcentaje de] precio del boleto.
Esto no es en general para todas las aerolineas, ya que cada una tiene sus
propias politicas.

Es evidente que el nivel de sobreventa requerido para maximizar la

ganancia es considerable. Podemos computarizar la probabilidad de que j o
mas pasajeros sean bajados del avién comeo:

m-N—j
P[ j o mas pasajeros sean bajados]= > P,
k=0

En la siguiente tabla se incluyen las probabilidades de bajar por lo menos
a un pasajero y de bajar a 5 pasajeros o mds, ademas de la ganancia esperada.
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q=0.1
m S P{>1bajada} | P{ 25 bajadas}
138 0.5 .0000 .0000
139 | 0.51086955 .0000 .0000
140 | 0.52173903 .0000 .0000
141 | 0.53260789 .0000 .0000
142 | 0.54347393 0002 .0000
143 | 0.55432999 0009 0000
144 | 0.56515772 .0029 .0000
145 | 0.57591794 0078 0000
146 | 0.58653928 0179 .0001
147 | 0.59690888 0362 0006
148 | 0.60687012 0663 0022
149 | 0.61623107 1107 0059
150 | 0.62478436 .1708 0140
151 | 0.63233479 2461 0290
152 | 0.63872808 3334 .0543
153 | 0.64387332 4283 0926
154 | 0.64477538 5250 1460
155 | 0.65042505 6181 2145
156 | 0.65200068 7031 2962
157 | 0.65263294 7766 3872
158 | 0.65249062 8374 4824
159 | 0.65174027 8855 5765
\_160 0.65053245 9218 6644

Para este caso se observa que la ganancia esperada méxima se obtiene
cuando se sobrevenden 19 boletos. A continuacion se tiene un analisis de
sensibilidad sobre el efecto del costo de bajar a los pasajeros.
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| blg Nivel de registro para SH P{ z 5 bajadas)
maxima ganancia
2 157 0.6526329 0.3872
3 156 0.6483631 0.2962
A4 156 0.6447254 0.2145
‘—.5 155 0.6418356 0.1460 B

Se puede observar que al incrementar la multa asociada con cada bajada;
es decir &/g, el nivel de sobreventa que maximiza la ganancia esperada
disminuye. Para este caso en particular, la probabilidad asociada a bajar
cierto niimero de pasajeros (la probabilidad de bajar 5 o més pasajeros aqui se
toma como ejemplo) también se reduce.

OTRO REFINAMIENTO MAS

Si solamente uno o dos pasajeros son bajados del avidn es probable que
el incidente pueda mantenerse en silencio, pero un grupo de pasajeros
insatisfechos podria causar un escéndalo en el mostrador de la aerolinea, y las
aerolineas desean minimizar este riesgo. Podria ser que para formular una
politica de registro la aerolinea adopte una politica que sea menos 6ptima en
términos de maximizar la ganancia esperada, pero la cual tiene el mérito de
reducir la probabilidad de que un niimero grande de personas tenga que bajar
del avién.

Una alternativa es tratar de encontrar formas de incrementar la
probabilidad de que los pasajeros registrados dentro de un vuelo realmente
lleguen a él. Esto se puede lograr por medio de las diferentes categorias de
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boletos de avion que existen. Con estas categorias al pasajero se le ofrece un
boleto valido solamente para un vuelo especifico pero a costo reducido. Si los
pasajeros no llegan a ese vuelo, el boleto es anulado y los pasajeros pierden su
dinero.

Obviamente algunos pasajeros (principalmente pasajeros de negocios
requieren flexibilidad en su boleto) deberan estar preparados para pagar el
boleto completo para conservar esta flexibilidad, mientras que otros
(vacacionistas, principalmente) aceptarén la restriccion a un costo reducido de
su boleto. La segunda categoria de pasajeros no perdera su vuelo, por o que
podemos asumir que la probabilidad de su “no llegada” es virtualmente cero.

Estos pasajeros forman una base sdlida de personas con quienes se puede
contar que si llegarén al vuelo.

Supongamos que j pasajeros estan registrados dentro de un vuelo y que
pagaron una fraccién r del costo completo del boleto.

La notacidn usada hasta este momento es la siguiente:

Costo de realizar algun vuelo

Ntimero de pasajeros transportados en el vuelo
Costo pagado por cada pasajero

Capacidad del avidn que realiza el vuelo

L

Numero de “no llegadas” para ¢l vuelo

Probabilidad de & no llegadas
Nuiimero de pasajeros registrados en el vuelo

o

Excedente generado por ¢l vuelo

Costo de bajar del avién (i.e. quitarle su lugar) a un

pasajero registrado

La probabilidad de que un pasajero registrado llegue

al vuelo

q La probabilidad de que un pasajero “no llegue” al
vuelo (¢ = (1)

j  Numero de boletos vendidos a costo reducido para el
vuelo

»  Porcentaje pagado como fraccién del costo completo

del boleto

o Uy 3

T
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La ganancia al considerar j boletos a costo reducido y m-k-/ pasajeros
con boleto completo es:

rjgt (mj-k)g—f simk<N
5= (10)
rig + (N-Pg ~f— (m-k-N)b sim-k>N

La probabilidad de k no llegadas, sin embargo, es ahora la probabilidad
de k& no llegadas de los pasajeros con boleto completo sin tomar en cuenta a
los (m-f) pasajeros que pagaron boleto a costo reducido y que no perderan su
vuelo y queda representada por:

p=(" ) g pm an

La ganancia esperada del vuelo se traduce en:

5="3 PN - j(1-r)g-f-(m-k-N)b] . ifk[(mkﬁ'(lmr))g—f]
k=0 =

Ahora, si se resta y se suma el término

m—-N-1

SPlm-—k-ji1-mg-f]

k=0

a la ecuacidn anterior, S se puede reescribir como:
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e ] m=N =]
S=" LN - =g =S - lm-k= N} 2B l(m k- j1-rg - ]+
+ 3P m—k— j(1- g~ 1] . il;k[(m—fc-m—r»g—f]
k=0 =m-

5="3F, (V- 5708~ F ~(n k= Np-lomki0- g T+

mn
+ Y P lom—k—j(1-r)g-f]
k=0
Consideremos el primer término de la ecuacién anterior

(N—jd-r)g—(m—k—-jl-r)g—(m-k-N)b
=(N-jl-r)—-m+k+ jll-r)g-(m—-k-N)b
=(N-m+k)g+(N-m+k)b
=(N-m+k)g+bh)

Por tanto, se tiene:

m—

5="S R -meble +B]s SRLm—k— 1= 7]
k=0 =

ni—

§="3B, [N -mrk)g+ B om— j1-g- 113 P —g TkP,
=0 k=0 k=0
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Recordando las definiciones de la pagina 45,

m—iv~-1

S= EOP,‘[(N—m+k)(g+b)]+[(m—j(1—r))g—f]—gqm

_ m-N-1
S=lm~j(1-r)g~ f-gmg-(g+b) EOP"(”"’N_")

-1

S=lm=j1-r)g-f~(1=pPImg~(g+) TE(m=N-k)

S=[pm-(1—r)j—g}g—(g+b)m;§)}’k(m—N—k) (12)

Esta ecuacién podria programarse tal cual y obtener una exploracion de
los efectos de los cambios en p, m, g, j, ¥, by N. La complicacion de esto se
puede reducir si, como antes, se hace una suposicién convincente acerca de la
relacién de g con £ el costo completo del boleto y el costo del vuelo,
respectivamente.

En este caso debemos asumir que el punto donde ni se gana ni se pierde
consiste en un vuelo con el 60% de los asientos ocupados con un nimero
proporcionado de pasajeros con boleto completo y pasajeros con boletos de
costo reducido. Como resultado de esto, al incrementar la proporcién de
pasajeros con boleto reducido, el costo completo bésico también se
incrementa ya que la proporeion de pasajeros que lo pagan disminuye.

1.a condicién donde ni se gana ni se pierde es la siguiente:
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0.6(rg + (N-j)g) =S

5
EZ080r+(N - /)

es decir,

g_ 1
f 06N —(1-7)))

Asi, se obtiene de la ecuacion (12), una ecuacion equivalente a la ecuacion
(9), ya obtenida.

De (12}

=N -1
S=g[pm—(1—r)j—§j|—g[—§—+1} 2P (m—-N—k)

k=0

. f b m—N-~1

S:g{pm—(l—r)j—-——(—-l—l] ZPk(m—Nhk)}
g \& k=0

Asi,

_ 1
T 0.6(r+(N - )

m—-N-1
[pm—(1—r)j—[0.6(jr+(N#j))]—{l+-§J > P (m-N - k)}
k=0
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Dividiendo entre f:

S

1 \ b\
= 6B — (1 _v};)j)l:pm—(l--r)j-[l+-é) ZPk(m—N—k)]—l (13)

k=0

El programa empleado previamente fue modificado para calcular S/f bajo
estas circunstancias. El modelo ha sido desarrollado hasta el punto donde
existen suficientes variables y parametros para hacer la presentacion de los
resultados en forma util y clara de un problema mayor. Una de las técnicas
necesarias para matematicos en ambitos comerciales e industriales es la
habilidad para presentar y comunicar sus resultados a personas ajenas a las
matematicas de una manera clara y transparente. Este modelo ilustra bien uno
de los problemas que se plantean para hacer esto.

A continuacién se presentan las ganancias esperadas méximas y las
diferentes probabilidades de bajar por los menos a una persona asi como

también de bajar a cinco persopas o mdas para diferentes niveles de registro.

Estos calculos se realizan para diferentes niveles de boletos a costo
reducido. i.e. j=0,15,30,50y 70; con r=0.8.
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(@) j=0

g=0.1
b/g=0.2

r=038
m Si P{z1bajada} | P{2>5 bajadas}
138 0.5 .0000 .0000
139 | 0.51086 .0000 .0000
140 | 0.52174 .0000 .0000
141 | 0.53261 .0000 0000
142 | 0.54347 .0002 .0000
143 | 055433 .0009 0000
144 | 0.56516 0029 .0000
145 | 0.57592 0078 .0000
146 | 0.58654 0179 0001
147 | 0.59690 0362 .0006
148 | 0.60687 0660 0022
149 | 0.61623 1107 .0059
150 | 0.62478 1708 0140
151 | 0.63234 2461 0290
152 | 0.63872 3334 0543
153 | 0.64387 4283 0926
154 | 0.64775 5250 1460
155 | 0.65042 6181 2145
156 | 0.65200 7031 2962
157 | 0.65263 7766 3872
158 | 0.65249 8374 4824
159 | 0.65174 8855 5765
160 | 0.65053 9218 6644 |
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b Jj=15

g=0.1

r=03

b/g=02

l_m- ) ?/}’ \ P{z1bajada} | P{25 bajadas}

138 0.49629 .0000 .0000
139 0.50740 .0000 .0000
140 0.51851 .0000 .0000
141 0.52962 0001 .0000
142 0.54072 .0008 .0000
143 0.55179 .0030 .0000
144 0.56277 0086 .0000
145 0.57359 0207 .0001
146 0.58409 .0431 0006
147 0.59409 0797 0022
148 0.60334 1335 0065
149 0.61161 2050 0160
150 0.61870 2920 0343
151 0.62446 .3900 0651
132 0.62885 4925 1116
0.63191 .5928 1753
0.63375 6851 2553
0.63454 7653 .3479
0.63447 8313 4477
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(c) j=30

g=0.1

r=028

blg=02

m SiF P{>1bajada} | P{ =S5 bajadas}

138 0.45242 .0000 .0000
139 0.50378 .0000 .0000
140 0.51514 .0001 .0000
141 0.52650 .0007 .0000
142 0.53782 .0030 .0000
143 0.54904 0094 .0000
144 0.56006 0238 .0000
145 0.57068 0513 0005
146 0.58066 0963 0021
147 0.58972 1617 .0070
148 0.59759 2467 0183
149 0.60407 3470 0405
150 0.60906 4555 0783
151 0.61257 5640 1351
152 0.61471 6649 2114
153 0.61567 7529 3044
154 0.61568 8251 .4085
155 0.61494 8810 5160
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(d) j=50

g =101

r=0.28

big=10.2

m Sif P{>1bajada} | P{ =5 bajadas}

138 0.48697 .0000 0000
139 0.49869 0000 .0000
140 0.51040 .0008 0000
141 0.52205 .0042 .0000
142 0.53355 0145 .0000
143 0.54470 0381 .0000
144 0.55519 .0821 0005
145 0.56468 1510 0029
146 0.57281 2445 0106
147 0.57934 3568 0291
148 0.58415 ATT7 .0649
149 0.58729 .5963 1233
150 0.58896 7030 .2060
151 0.58940 7919 3093
152 0.58890 8610 4253
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(© j=70
g=0.1
r=0.38
big=02
m SIf P{21bajada} | P{ =S5 bajadas}
138 0.48118 .0000 .0000
139 0.49326 .0006 0000
140 0.50527 .0054 .0000
141 0.51702 0223 0000
142 0.52815 0621 0000
143 0.53819 1337 .0004
144 0.54666 2382 .0037
145 0.55322 3672 0161
146 0.55775 5054 0469
147 0.56039 6367 1055
148 0.56144 7490 1958
149 0.56125 .8366 3131 J

Como se puede observar en las tablas anteriores, a medida que se
aumenta el nimero de boletos vendidos a costo reducido, el nivel de registro
para obtener la ganancia esperada méxima disminuye asi como también la
ganancia esperada. En relacion con las probabilidades se puede decir que no
presentan algin patron de comportamiento especifico.

Después de este analisis se puede entender que la razén por la cual las

acrolineas venden mds lugares de los que hay disponibles en los vuelos es
para obtener mejores ganancias,
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APLICACION A LA INDUSTRIA PETROLERA®

Se debe sefialar que la programacion matemética es muy diferente a la
programacién en computadora. La programacién matemdtica es
“programacién” en el sentido de planeacion.

Inevitablemente, la programaciéon matematica, al igual que otras
disciplinas, se llega a relacionar con la computacion desde que los
problemas préacticos involucran una gran cantidad de informacién la cual
solamente se puede manejar por medio de una computadora. La relacién entre
las computadoras y la programacién matematica debe ser bien entendida.

La caracteristica comtn que los modelos de programacién matematica
tienen es que todos involucran optimizacion. Nosotros deseamos maximizar
o minimizar algo. La cantidad que se desea maximizar o minimizar es
llamada funcién objetivo.

Desafortunadamente la comprensién de que la programacién matematica
est4 relacionada con la optimizacién de un objetivo, con frecuencia lleva a la
gente a descartar la programacién matemdtica por ser inaplicable en
situaciones practicas donde no hay un objetivo claro o existen varios
objetivos.

Tal actitud es injustificada ya que con frecuencia tiene valor el hecho de
optimizar algunos aspectos del modelo cuando en la vida real no hay un
objetivo sencillo y claro.

Los tipos de modelos de programacion matemdtica se pueden clasificar
mas facilmente como modelos de programacion lineal, modelos de
programacién no lineal y modelos de programacion entera.

* H.P. Williams “Model Building n Muthematical Programming”, John Wiley and Sons,1990, p 250-
252,282,322,
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Para este trabajo nos limitaremos al estudio de los modelos de
programacion lineal.

PROGRAMACION LINEAL

Mucha gente sitia el desarrollo de la programacidén lineal entre los
avances cientificos mas importantes de la mitad del sigio XX. En la
actualidad es una herramienta estandar que ha permitido disminuir costos a
compafiias o negocios de los paises industrializados del mundo a la vez que
se ha extendido rapidamente su uso en otros sectores de la sociedad.

En un contexto general, la programacion lineal trata con el problema de
asignar recursos limitados entre aciividades competidoras en la mejor forma
posible (es decir, optima).

La variedad de situaciones a las cuales se puede aplicar esta descripcidn
es realmente amplia: variando desde la asignacién de medios de produccién a
productos hasta la asignacién de recursos nacionales a necesidades
domésticas, o bien desde la seleccidon de la cartera hasta la seleccion de los
patrones de embarque. Sin embargo, el ingrediente comin en cada una de
estas situaciones es la necesidad de asignar recursos a las actividades.

La programacién lineal usa un modelo matematico para describir el
problema de interés. El adjetivo “lineal” significa que se requiere que todas
las fanciones mateméticas en este modelo sean funciones lineales y la palabra
“programacion” no se refiere aqui a la programacion de computadoras como
se ha explicado anteriormente, sino que es mas bien un sinénimo de
planeacion.

Por tanto, la programacién lineal comprende la planeacién de actividades
para obtener un resultado “6ptimo”, es decir, un resultado que alcance la meta
especificada en la mejor forma (segtin ¢l modelo matemético propuesto) entre
tadas lag alternativas factibles.

Un caso practico y al cual nos enfocaremos en lo subsecuente, es el
funcionamiento de una refineria. Se ha escogido este problema para
ejemplificar el empleo de la programacién lineal como herramienta para
modelar y dar solucidn al objetivo de cualquier empresa, que es maximizar sus
utilidades.
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OPTIMIZACION DE LOS RECURSOS DE UNA REFINERIA

Considérese una refineria que compra dos tipos de aceite crudo los
cuales se procesan para producir gasolina y combustibles, mediante:
destilacion, reforming (reformar), cracking (craqueo) y blending (mezclar).

Asi, el objetivo de este problema consiste en determinar las operaciones
de la refineria de tal forma que maximicen la utilidad o ganancia total.

Con el objetivo de introducir al lector en el conocimiento de cada uno de
estos procesos, iniciemos describiendo la

e Destilacién

Este proceso se considera como el corazén de cualquier proceso de
refinacion. Para ilustrarlo vamos & suponer que se desea separar el aguay
la sal del agua del mar. Como primer paso, se pone a calentar el agua salada
hasta que hierva y se envia el vapor a un tubo donde se conserva a baja
temperatura; asi todo el vapor se vuelve a condensar en agua y la sal se
separa.

Si el agua de mar contuviera otro lquido con un punto de ebullicion
menor al del agua, éste hubiera hervido y se hubiera condensado antes que el
agua y también se hubiera separado. Esta es la manera mas simple del
proceso de destilacion.

En una refinerfa se utiliza un tipo de destilacién mas sofisticada llamada
destilacion fraccionada. Mediante este proceso la mezcla de los liquidos
llamados crudos se calienta a 800 grados Fahrenheit aproximadamente y
después dicha mezcla se carga a una torre llamada “fraccionador” en donde la
mezcla se separa en diferentes fracciones tales como gasolina, naftas,
queroseno y otros, de acuerdo con sus puntos de ebullicién.

La torre fraccionadora puede medir 30.5 m de altura aproximadamente

v contiene bandejas de acero perforadas dentro de ella, las cuales estan
separadas en intervatos de 30.5 cm a 61 cm, aproximadamente.
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Estas bandejas obligan a la mezcla de crudo a derramarse, incrementado
su 4rea superficial, la cual, junto con la alta temperatura, facilita la separacion
de la mezcla liquida en las partes que la componen.

Volviendo al ejemplo practico, e] proceso de destilacién separa, de
acuerdo con sus puntos de ebullicion, el crudo 1 y el crudo 2 en fracciones
conocidas como: nafta ligero, nafta mediano, nafta pesado, aceite ligero, aceite
pesado v residuo.

Los nafias ligero, mediano y pesado tienen indice de octano de 90, 80 y
70, respectivamente. Este indice de octano mide el poder antidetonante de
un carburante. Las fracciones anteriores en las que esta dividido un barril de
cada tipo de crudo estan dadas en la siguiente tabla:

tipo de nafta aceite
crudo  ligero mediano pesado ligero pesado residuo

crudo 1l Q.1 0.2 02 012 02 0.13

cudo2 015 025 0.18 008 019 0.2

Nota: Existe una pequefia cantidad de desperdicio o pérdida en la destilacion.

e Reforming (reformar)

La demanda actual de gasolina para automéviles con un indice de octano
mayor ha estimulado el uso del proceso conocido como reformar.

Los naftas se pueden utilizar inmediatamente para mezclarse dentro de
diferentes grados de gasolina o pueden ir a través del proceso conocido como
reformar. En el ejemplo practico, este proceso produce un producto conocido
como gasolina reformada con un indice de octano de 115.
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La produccion de gasolina reformada que se obtiene de cada barril de los
diferentes naftas esta dada de la siguiente manera:

1 barril de nafta ligero produce 0.6 barriles de gasolina reformada
1 barril de nafta mediano produce 0.52 barriles de gasolina reformada
1 barril de nafta pesado produce 0.45 barriles de gasolina reformada

¢ Cracking (craqueo)

Por medio de este proceso se incrementa la produccién de gasolina de
los crudos 1 y 2, al convertir algunos de los componentes mas pesados del
proceso de destilacién en gasolinay otros productos.

Originalmente el craqueo era realizado por medio del calentamienio de
los aceites a altas temperaturas, proceso llamado cragueo termal, pero el
craqueo catalitico, llamado asi por utilizar un catalizador, ha reemplazado casi
por completo al craqueo termal porque se produce mdas gasolina con un
octanaje mayor, menos aceites pesados y gases ligeros.

El craqueo catalitico es el proceso més importante y usado en una
refineria para convertir los aceites pesados en gasolina valiosa y productos
ligeros.

En el ejemplo préctico, los aceites ligero y pesado pueden ser usados
directamente para mezclarse en turbosina (fet fuel) o gasolina, o pueden
utilizarse en el proceso de craqueo catalitico. Este proceso produce aceite
craqueado y gasolina craqueada con un indice de octano de 105.

1 barril de aceite ligero produce 0.68 barriles de aceite craqueado y 0.28
barriles de gasolina craqueada.

1 barril de aceite pesado produce 0.75 barriles de aceite craqueado y 0.2
barriles de gasolina craqueada.
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El aceite craqueado es usado para mezclarse con combustible y turbosina,
mieniras que la gasolina craqueada es usada para mezclarse con gasolina.

E! residuo puede ser utilizado ya sea para producir [ubricante ¢ mezclarse
con turbosina y combustible,

1 barril de residuo produce 0.5 barriles de lubricante.

* Blending (mezclar)

El objetivo del proceso llamado blending es obtener las gasolinas, la
turbosina y el combustible que la refineria produce.

Este proceso consiste en mezclar o combinar de acuerdo con ciertas
condiciones y proporciones los diversos productos bésicos intermedios que
resultaron de los procesos anteriores y asi, al término del proceso, obtener los
productos finales. Por ejemplo, los naftas pueden ser mezclados para obtener
gasolina o turbosina, dependiendo de la demanda del producto.

Para el ejemplo practico tenemos las siguientes consideraciones:

~(Gasolinas (gasolina para motor)

Existen dos tipos de gasolina, regular y premium, obtenidas mezclando el
nafta, gasolina reformada y gasolina craqueada.

Las vnicas condiciones relacionadas con las gasolinas es que la gasolina
regular debe tener un indice de octano por lo menos de 84 y la gasolina
premium debe tener un indice de octano de 94, por lo menos. Se asume que
los indices de octano se combinan linealmente con el volumen.

~Turbosina (Jet Fuel)

La condicién relacionada con la turbosina es que ia presion del vapor no
debe exceder 1 kilogramo por centimetro cuadrado.
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La presion del vapor para el aceite ligero, aceite pesado, aceite craqueado
y residuo es de 1.0, 0.6, 1.5 y 0.05 kilogramos por centimetro cuadrado
respectivamente. También se asume que la presion del vapor esté relacionada
linealmente con el volumen.

-Combustible (Fuel Oil)

Para producir combustible, se deben de mezclar aceite ligero, aceite
craqueado, aceite pesadoy residuo en la proporcion de 10:4:3:1.

Existen limitaciones en la disponibilidad de las cantidades y en la
capacidad de los procesos que se usan:

a) la disponibilidad diaria del crudo 1 es de 20,000 barriles

b) la disponibilidad diaria def crudo 2 es de 30,000 barriles

¢) alo mas 45,000 barriles de crudo pueden ser destilados por dia

d) alo mas 10,000 barriles de nafta pueden ser reformados por dia

¢) alo mas 8,000 barriles de aceite pueden ser craqueados por dia

f) la producciéon diaria de lubricante debe estar entre 500 y 1000 barriles

o) la produccién de gasolina premium debe ser por lo menos 40% de la
produccién de gasolina regular

La ganancia obtenida de la venta de los productos finales son (en centavos
de délar por barril) de:

Gasolina premium 700

Gasolina regular 600
Turbosina 400
Combustible 350
Lubricante 150
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PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

La industria petrolera es el mayor usuario de los modelos de
programacion lineal.

VARIABLES

En vista de los diferentes tipos de variables implicados en un modelo de
esta clase es conveniente utilizar nombres mnemotécnicos para la descripcion
de la formulacién. Las siguientes variables son usadas para representar las
cantidades de los materiales utilizados (medidos en barriles).

CRA Crudo 1

CRB Crudo 2

NL Nafta ligero

NM Nafta mediano

NP Nafta pesado

AL Aceite ligero

AP Aceite pesado

R Residuo

NLGRF Nafta ligero usado para producir gasolina reformada
NMGRF Nafta mediano usado para producir gasolina reformada
NPGRF Nafta pesado usado para producir gasolina reformada
GRF Gasolina reformada
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ALACGC

APACGC

GC
AC

NLGP
NLGR
NMGP
NMGR
NPGP
NPGR

GRGP
GRGR

GCGP
GCGR

ALT
APT
RT

ACT

GP
GR

CO

Aceite ligero usado para producir aceite craqueado y
gasolina craqueada
Aceite pesado usado para producir aceite craqueado y
gasolina craqueada

Gasolina cragueada
Aceite craqueado

Nafta ligerc usado para producir gasolina premium
Nafta ligero usado para producir gasolina regular
Nafta mediano usado para producir gasolina premium
Nafta mediano usado para producir gasolina regular
Nafta pesado usado para producir gasolina premium
Nafta pesado usado para producir gasolina regular

Gasolina reformada usada para producir gasolina premium
Gasolina reformada usada para producir gasolina regular

Gasolina craqueada usada para producir gasolina premium
Gasolina craqueada usada para producir gasolina regular

Aceite ligero utilizado para producir turbosina
Acelte pesado utilizado para producir turbosina
Residuo utilizado para producir turbosina

Aceite craqueado utilizado para producir turbosina

Residuo usado para producir lubricante
Gasolina premium

(asolina regular

Turbosina

Combustible
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LB Lubricante

Lo que representa 36 variables incluidas en este problema.

RESTRICCIONES
Disponibilidades

De la disponibilidad limitada de los aceites crudos se obtiene la restriccidn

CRA

iA

20000

CRB 30000

WA

Capacidades

La restriceion de capacidad de destilacion

CRA+CRB < 45000

La restriccion de capacidad para reformar las distintas clases de nafia

NLGRF + NMGRF + NPGRF < 10 000

La restriccién de capacidad para el proceso de craqueo del aceite

ALACGC + APACGC < § 000
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La condicién relacionada con la produccion de lubricante da las restricciones
siguientes

LB
LB

500
1 000

Continuidades

La cantidad producida de nafta ligero depende de las cantidades de aceite
crudo que se compren y de la manera en la que cada barril de crudo se
fracciona bajo el proceso de destilacion.

Asi, se obtendra que

NL = 0.1 CRA + 0.15CRB

Una relacidn similar se tiene para el nafta mediano, el nafta pesado, el aceite
ligero, el aceite pesado y el residuo, y queda representada como sigue:

NM= 0.2 CRA + 0.25CRB
NP = 0.2 CRA +0.18CRB
AL = 0.12CRA +0.08CRB
AP= 0.2 CRA +0.19CRB

R = 0.13CRA +0.12CRB

Debido a que la cantidad producida de gasolina reformada depende de las
cantidades de los diversos naftas usados en el proceso de reformar, se tiene la
igualdad
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GRF = 0.6NLGRF + 0.52NMGRF + 0.45NPGRF

La cantidad producida de aceite craqueado y gasolina craqueada depende de
las cantidades utilizadas de aceite ligero y de aceite pesado, de esto se obtiene
la condicién

AC =0.68ALACGC + 0.75APACGC
GC=0.28ALACGC + 0.20APACGC

La cantidad de lubricante producido y vendido es 0.5 veces la cantidad de
residuo utilizado, lo que se expresa como:

LB = 0.5RLB

Las cantidades de nafta ligero utilizado para reformar y mezclar son iguales a
las disponibilidades; de igual mancra sucede con el nafta mediano y el nafta
pesado. ’

NL = NLGRF + NLGP + NLGR
NM = NMGRF+ NMGP+ NMGR
NP = NPGRF + NPGP + NPGR

Las cantidades de aceite ligero, aceite pesado, aceite craqueado y residuo
utitizadas en los procesos de craqueo vy mezcla, en general, son iguales a las
cantidades disponibles.
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En particular, para la produccion del combustible es necesario mezclar aceite
ligero, aceite craqueado, aceite pesado y residuo en la proporcion dada
anteriormente. De esta manera se tiene que la cantidad de aceite ligero
necesario para producir combustible es igual a 0.55; la cantidad de aceite
pesado necesario es de 0.16; la cantidad de aceite craqueado necesario es
igual a 0.22 y por ultimo la cantidad de residuo necesario es de 0.05. Lo
anterior se expresa de la siguiente manera,

AL = ALACGC +ALT + 0.55CO
AP = APACGC +APT + 0.16CO
AC= ACT +0.22CO

R=RLB +RT +0.05CO

La cantidad producida de gasolina craqueada es igual a la cantidad total de
gasolina craqueada necesaria para producir gasolina premium y gasolina
regular. Asimismo, la cantidad producida de gasolina reformada es igual a la
cantidad total de gasolina reformada necesaria para producir gasolina
premium y gasolina regular.

GC = GCGP - GCGR
GRF = GRGP - GRGR

La cantidad producida de gasolina premium es igual a la cantidad total de sus
ingredientes. Esto mismo se da para la gasolina regular y la turbosina.

74



Aplicacién a ka Industria Petrolera

GP=NLGP + NMGP + NPGP +GRGP +GCGP
GR =NLGR +NMGR + NPGR + GRGR + GCGR
T=ALT+ APT+ RT +ACT

La produccién de gasolina premium debe ser por lo menos el 40% de la
produccion de la gasolina regular

GP = 0.4GR

Calidades

Es necesario respetar las condiciones relacionadas con los indices de octano
de los tipos de gasolinas; el de la gasolina premium debe ser por lo menos de
94 octanos y por lo menos de 84 octanos el de la gasolina regular, lo que
queda representado por las desiguaidades:

94GP < 9ONLGP+80NMGP +70NPGP+115GRGP+105GCGP

84GR £ 90NLGR+80NMGR+70NPGR+115GRGR+105GCGR

Y para la turbosina tenemos la restriccion impuesta por la presién del vapor.

ALT+ 0.6APT+ 1.5ACT+ 0.05RT=T

75



Aplicacion a la Industria Petrolera

En total, el modelo involucra 33 restricciones que representan las condiciones
o caracteristicas del problema.

OBJETIVO

Las tunicas variables que incluyen ganancia o utilidad son los productos
finales. Esto da la siguiente funcién objetivo (en dolares) que se debe
maximizar:

Maximizar 7GP + 6GR + 4T + 3.5FO + 1.5LB

SOLUCION

La solucidén éptima da como resultado una ganancia de $ 211 365 ddlares.
Para obtener la solucién del problema, se utilizd el paquete de programacién
lineal LINDO (Linear, Interactive, and Discrete Optimizer). Ver Anexo “A”.

Al ser este modelo matematico el ejemplo de un caso practico, podemos
entender la manera en que funciona la refineria de acuerdo con la informacidn
dada.

Como el planteamiento del problema se va desarrollando paso a paso,
permite comprender ¢ ir construyendo el modelo matemdético para el problema
real. También se observa que algunas restricciones no se ven a simple vista,
es decir, dependen y se construyen a su vez con ayuda de la informacién dada
en los diferentes procesos.

Una vez construido el modelo matematico que representa al problema

real, se presemia el planteamiento del modelo en términos del software
conocido como LINDQ para asi encontrar la solucién optima del modelo.
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ANEXO ik A”

Para poder utilizar el paquete es necesario escribir de diferente forma algunas
restricciones. A continuacion se presentan las restricciones que se modifican.

-0.1CRA-0.15CRB+NL=0
-0.2CRA-0.25CRB+NM=0
-0.2CRA-0.13CRB+NP=0
-0.12CRA-0.08CRB+AL~=0
-0.2CRA-0.19CRB+AP=0
-0.13CRA-0.12CRB+R=0

-0.6NLGRF-0.52NMGRF-0.45NPGRF+GRF=0

-0.68ALACGC-0.75APACGC+AC=0
-0.28AL ACGC-0.20APACGC+GC=0

-0.5RLB+LB=0

-NL+NLGRF+NLGP+NLGR=0
NM+ NMGRF+NMGP+-NMGR=0
-NP+ NPGREF+NPGP+NPGR=0

-AL+FALACGCHALTH0.55C0=0
-AP+APACGCHAPT+0.16CO=0
-AC+ +ACT+0.22C0O=0
-R+RLB + RTH0.05C0O=0

-GCGP-GCGR+GC=0
-GRGP-GRGR+GRF=0

-NLGP-NMGP-NPGP-GRGP-GCGP+GP=0
-NLGR-NMGR-NPGR-GRGR-GCGR+GR=0

-ALT-APT-RT-ACT+T=0
GP-0.4GR=0

“9ONLGP-80NMGP-70NPGP-115GRGP-105GCGP+94GP<0
9ONLGR-80NMGR-70NPGR-115GRGR-105GCGR +84GR=<0
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-ALT-0.06 APT-1.5ACT-0.05RT+T=20

A continuacion se presenta la implementacion del problema en el software.

MAX7GP+6GR+4T+35CO+15LB
ST

CRA < 20000

CRRB < 30000

CRA + CRB < 45000

NLGRF +NMGRF+ NPGRF < 10000

ALACGC + APACGC < 8000

LB > 500

LB <1000

0.1 CRA +0.15CRB-NL =0

0.2 CRA +0.25CRB-NM =0
0.2CRA+(0.18CRB-NP=0

0.12CRA + 0.08CRB-AL=0

0.2 CRA+0.19CRB-AP=0

0.13CRA +0.12CRB-R =0

0.6 NLGRF + 0.52 NMGRF + 0.45 NPGRF - GRF =0
0.68 ALACGC + 0.75 APACGC - AC=0

0.28 ALACGC + 0.2 APACGC-GC =0
0&5RLB-LB=0

NL - NLGRF - NLGP - NLGR =0

NM - NMGRF - NMGP - NMGR =90

NP - NPGRF - NPGP - NPGR =0

AL + ALACGC+ALT+0.55C0O=0

AP+ APACGC+APT+0.16 CO=0
SAC+ACT+022C0O0=0
-R+RLB+RT+005C0O=0

-GCGP - GCGR+GC =0

-GRGP - GRGR+GRF =90

-NLGP - NMGP - NPGP - GRGP - GCGP + GP =0
-NLGR - NMGR - NPGR - GRGR - GCGR + GR =10
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SALT-APT-RT-ACT+T=0
GP-04GR>0

-90 NLGP - 80 NMGP - 70 NPGP - 115 GRGP - 105 GCGP + 94 GP <0
-90 NLGR - 80 NMGR - 70 NPGR - 115 GRGR - 105 GCGR + 84 GR <0

-ALT-06APT-1.5ACT-0.05RT+T>0

END

La solucion es la siguiente:

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 34

OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1) 211365
VARIABLE VALUE REDUCED COST
GP 6818 0
GR 17044 0
T 15156 0
cO 0 0.636056
LB 500 0
CRA 15000 ¢!
CRB 30000 )]
NLGRF 0 0.904911
NMGRF 0 0.500363
NPGRF 5407 0
ATLACGC 4200 0]
APACGC 3800 0
NL 6000 0
NM 10500 0
NP 3400 0
AL 4200 0
AP 8700 0
R 5550 0
GRF 2433 0
AC 5706 0
GC 1936 0
RLB 1000 0 TA TE, 518 NGO S M
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NLGP
NLGR
NMGP
NMGR
NPGP
NPGR
ALT
APT
ACT
RT
GCGP
GCGR
GRGP
GRGR

0
6000
3973
6527

2993

4900
5706
4550
412
1524
2433

OOOoOOogoooooo
0
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HAGASE RICO, INVIERTA DINERO*

;Quién no ha utilizado la palabra “invertir”? Se pueden invertir recursos
de muchos tipos en una enorme variedad de cosas o actividades. Se puede
invertir dinero en una empresa, planta y equipo, acciones, CETES, joyas, o
cuadros. Asimismo se puede invertir fiempo o energia en un deporte, un hijo
o un curso de estudio.

En términos econdémicos se dice que cualquier persona que gane mds de
lo que gasta es un inversionista. Lo es porque esos fondos excedentes
necesariamente estéan canalizados, consciente o inconscientemente, a algin fin
( o fines ) especifico, a corto, mediano o largo plazo.

Se podria decir que invertir, en forma general, implica postergar
satisfacer una necesidad presente por la posibilidad de adquirir un beneficio
mayor en el futuro.

Por ejemplo, las personas ahorran parte de su ingreso para poder invertir
el dinero en cuentas bancarias, en bienes raices o en la compra de alguna
accién de una compafifa en particular, con el objeto de obtener, al cabo de un
tiempo, algin rendimiento. A todos los instrumentos en los que se puede
invertir se les conoce como activos ¥ se pueden definir como cualquier objeto
que tenga valor econémico. En contraste, se llama pasive a todo lo que se
debe pagar, es decir, al endeudamiento contraido.

" Javier Marquez Dnez-Canedo, “Carteras de Inversién, Fundamentos Teéricos y Modelos de Seleccion
Optima”. México, Limusa, 1981, p.73-91.
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Al proceso de determinar en qué instrumentos invertir el dinero de
manera Optima se le denomina seleccion de cartera (o de portafolio). La
cartera del patrimonio de una persona contiene todos sus activos (acciones,
bonos, casa ¢ departamento, beneficios de la pension, pdlizas de seguros,
etcétera) y todo su pasivo (préstamo de estudiante, préstamos para automoévil,
hipotecas, etcétera).

Entonces, se puede definir como “seleccidon de cartera de inversion™ al
estudic de cémo la gente deberia de invertir su patrimonio mediante un
proceso donde se establece el riesgo y el rendimiento esperado para encontrar
la cartera Optima de activos y pasivos. Una definicidén similar de este
concepto abarca sélo las decisiones concernientes a cuénto invertir en
acciones, bonos y otros valores.

En la seleccion de cartera, la estrategia optima dependera de las
circunstancias personales de cada inversionista {edad, ocupacién, estado civil,
ingresos, riqueza, entre otras ). En el caso de un matrimonio joven, que inicia
una familia, posiblemente lo mejor sea invertir en comprar una casa. Por otro
lado, para un matrimonio de mayor edad y a punto de jubilarse, quiza la mejor
inversién sea vender su casa e invertir el dinero en algin activo que les
proporcione un ingreso constante. Asi, no existe una estrategia de seleccién
de la cartera que sea la mejor para todo mundo sin importar las circunstancias.

Para la teoria de seleccidn de cartera, construir modelos matematicos
significa obtener patrones generales de conducta de la forma en que una
persona invierte entre distintos activos, de acuerdo con el ambiente o medio
dentro del cual deba hacer dicha eleccion.

A fines de la década de los afios cincuenta y principios de los sesenta se
realizaron los primeros intentos de aplicar técnicas cuantitativas al problema
de seleccidén de cartera; paralelamente, la computadora hace su aparicion
siendo esto un avance tecnologico que ha sido definitivo a nivel mundial.
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Las técnicas wutilizadas abarcaban desde métodos heuristicos
(procedimientos diseftados en forma intuitiva que no garantizan una solucion
dptima) hasta modelos matematicos de optimizacién.

El primer trabajo formal, riguroso y apegado a los canones de la teoria
econdmica se planted através de modelos de programacion matemdtica. Este
trabajo fue desarrollado por H. Markowitz y es completamente general ya que
se refiere a la cartera de una empresa que puede incluir instrumentos del
mercado de valores y que por fuerza tiene que considerar, en forma explicita,
las caracteristicas de riesgo de dichos valores.

Ademas, en la seleccidn de carteras es imposible ignorar diversos
factores. Por ejemplo, el futuro que es necesario al considerar oportunidades
de inversién que se pudieran presentar o como restricciones que pudieran
cambiar respecto al presente.

Con base en la teoria general de portafolios, determinaremos un modelo
simple para la eleccion de una cartera de inversion. Es conveniente
mencionar que este ejemplo es ilustrativo y que la eleccién de una cartera se
vuelve un problema complejo a medida que se incorporan factores micro y
macro econdmicos 0 medidas de riesgo, entre otros.

El modelo que se presenta es dindmico en el sentido de que no se limita a
decidir acerca de la mejor inversidn en el periodo considerado como presente,
sino que ademas se plantean relaciones para varios periodos en el futuro,
determinadas por las restricciones inﬂtraperiodo.5

COMO DECIDIR EN QUE INVERTIR

Iniciemos considerando a una persona, inversionista, que percibe
excedentes temporales de dinero y que desea invertirlos de manera 6ptima

* Son restricciones que se deben respetar dentro de cada periodo en que se divide el horizonte de planeacién,
estas restricciones se plantean generalmente en términos de variables que funcionan dentro de un solo
periodo
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para satisfacer las necesidades de su familia. Se trata de un profesionista
exitoso de mediana edad el cual estd previendo la responsabilidad de pagar las
colegiaturas de sus hijos que estan proximos a entrar a la universidad, lo que
generalmente representa un gasto fuerte en la economia familiar. Ademas de
los gastos propios del hogar estd pagando un préstamo que contrajo con
anterioridad para comprar un departamento nuevo y estd valorando la
posibilidad de entrar a un autofinanciamiento.

Con esta informacion el inversionista decide asistir con un asesor
financiero. La informacién que le proporcione al asesor permitira a éste
conocer su requisito de liquidez; es decir, la cantidad de dinero que necesita
en cada periodo para cumplir con sus obligaciones. De acuerdo con lo
estipulado por el inversionista su requisito de liquidez para los proximos tres
meses, es:

Liquidez
Periodo
{semanas) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Monto

(miles de pesos) | 3 5 3 181 3 5 3 451 3 5 3 45 | 3

Concepto GF | D GF | CL | GF D GF A | GF b GF | A |[GF

A= autofinanciamiento
CL=colegiaturas
D= departamento

GF= gastos fijos

Otro factor importante para que el asesor determine una inversién dptima
es conocer los excedentes en las percepciones del inversionista, es decir, los
montos disponibles a invertir. En este concepto, el inversionista le indica que
sus excedentes en las percepciones varian de acuerdo con la siguiente tabla.
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Excedentes
Periodo
(semanas} 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 i1 i2 13
Monto
(miles de pesos) | 35 0 37 0 35 17 | 37 0 35 0 37 125 0

Despusés de platicar, inversionista y asesor, acerca de las necesidades del
primero, el asesor le sugiere invertir en CETES 28, CETES 91, BONDES 28
y BONDES 91°, instrumentos con riesgo nulo y de alta liquidez. También
determinaron que el horizonte de planeacién tenga una duracién de tres
meses, 91 dias.

Como los CETES y BONDES tienen por caracteristica una colocacién
semanal, el asesor le determina al inversionista como dias de operacién los
miéreoles de cada semana. En estos dias se realizaran compras de
instrumentos y pago de sus obligaciones con el dinero que se obtenga del
vencimiento de instrumentos adquiridos con anterioridad’. Asi, el
inversionista podra realizar sus inversiones a trece plazos.

Con la informacion obtenida del inversionista, el asesor procede a
determinar la estrategia de inversion. Inicialmente se informa de los
instrumentos en el mercado susceptibles a ser comprados bajo las condiciones
del inversionista.

Como las emisiones de CETES se colocan semanalmente y el plazo
mas frecuente de estos es 91 dfas, encuentra en el mercado CETES con trece
plazos diferentes, un BONDE 28 con vencimijento a ocho plazos y dos
BONDES 91, con vencimiento a ocho y doce plazos. El BONDE 28 tiene
dos cupones por cortar, uno en ¢l periodo cinco y otro a su  vencimiento

¢ Ver Anexo “B”.
7 Al suponer certidumbre total acerca del reguisito de liquidez en cada periodo y los precios de cada
instrumento, es imposible vender un activo antes de su vencimiento.
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(periodo nueve) con un monto igual a § 05419 y § 0.5091,
respectivamente. Por su parte, los BONDES 91 cortardn cupdn (nicamente a
su vencimiento. La informacién anterior la encontramos resumida en la
siguiente tabla.

Instrumentos
Instrumentos Vencimiento Pago de Cupédn

{plazos) Periodo Monto
CETES 28 Lynl3
CETES 91

$0.5419

BONDES 28 8 9 $0.5091
BONDES 91 3 9 $2.6321
BONDES 91 12 13 $2.2653

Para llegar a determinar los montos a invertir en cada instrumento es

necesario conocer el precio al cual pueden ser comprados los instrumentos en
cada periodo. Asi, los precios correspondientes son:

CETES

pencda
plazo{diag 1 2 3 4 5 ] T 8 g 10 11 12 13

7 9 &707 | 99707 | 99707 | 99707 | 98707 | 9.5707 | 99707 9707 | 99707 | 95708 | 99708 | 99708 | 99708
14 99415 | 28415 9416 | 9.9415 | 9.9415 { 9.8416 | 9.9415 | £ 9415 3416 .9418 | 99417 | s9M7
21 99124 | 9123 9125 | 99125 | 981268 | 95125 | 98126 9125 126 .9126 | 99126
28 9 3833 | ©8834 §835 | 9.8835 | 98836 | 98836 | 98536 | 58837 L8836 £837
35 98542 | 98544 | 98545 | 9.8546 | 58547 | 98548 | 9.8548 | 98548 8548
4z 95251 | 98253 1 98254 | 9.8258 | $8258 | 95259 | 9.9260 | © 8261
49 97958 | $7964 1 97965 | 9.7967 | 97969 | 97970 | 97972
56 97666 | 97672 { 97677 | 9.7678 | G 7680 | 97683
82 97374 | 97381 ] 97386 | 97389 | $7392
70 97082 | $7087 | 97093 | 9.7098
17 96789 | 96795 | 96738
84 9 6489 | 96503
a1 95209
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En la tabla anterior, no se hace diferencia entre CETES 28 y CETES 91,
por que dos instrumentos con el mismo plazo y el mismo riesgo tienen el
mismo valor en el mercado. Asi el precio de dos CETES con el mismo plazo
por vencer, independientemente del plazo a que fueron emitidos, tienen el
mismo precio.

BONDES 28

poriodo

ptazo(dias 1 2 3 4 5 [ 7 8 9 his] i1 12 13
7 100 5085

14 100 2406

21 100 0696

28 99 9535

35 100 5048

42 100 2937

49 100 1636

56 99.9126

63

7c

77

84

91

BONDES 61

penoda
2 10 11 12 13

plazofdias) 1 2 3 4 5 3 7 8
T 102.6252 102 2532

14 102 4122 102 1052

21 102.2622 101 8045

28 102 17§62 101 7053

35 101.9102 101 6206

42 101.9044 101 3626

49 101 5424 101 1486

56 107 3624 103 1087

63 100 8517

70 100 7827

77 100 5517

84 100 3677

a1
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CONSTRUCCION DEL MODELO

Antes de determinar ia estrategia para nuestro inversionista, hagamos un
paréntesis para construir un modelo general de seleccion de cartera. Este
modelo permitird determinar los montos e instrumentos de inversion en cada
periodo.

La primera observacién que se realiza es respecto al nimero de
instrumentos en los que se puede invertir. En todos los casos practicos el
niimero de instrumentos I en los cuales se puede realizar una inversion es
limitado, finito; asimismo los plazos en que vencen cada uno de los
instrumentos. Como es de suponer el plazo maximo J de vencimiento de los
instrumentos serd menor o igual al total de periodos T que se considera para el
horizonte de planeacién, es decir, nunca se invertira en instrumentos que
tengan vencimiento fuera del horizonte de planeacién, porlo que J =< T.

Seleccionar una cartera no es mas que un problema de decision, decidir
en qué instrumentos invertir, cuanto y cuindo. Asi, se establece como

variable de decisién a iy que representa el nimero de instrumentos tipo 7
que vencen en j plazos y que fueron comprados en el periodo ¢, donde

i=172,..4 (Cetes 28, Cetes 91, Bondes 28, Bondes 91)
7=12,...,13 (depende del instrurmento)

t=1,2,...,13 (Periodos en el horizonte de planeacion)

Adicionalmente se emplean oiras variables conocidas que represenian
algunas caracteristicas de los instrumentos como son: el precio, el valor
nominal y los cupones para el caso de BONDES.

El precio de un instrumento varia en el tiempo dependiendo de su

vencimiento, asi denotaremos por Py el precio del instrumento tipo i que
vence en j plazos y que fue comprado en el periodo 7, donde
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i=12,..4
J=172,..,13
= 17-': ':13

A diferencia del precio, el valor nominal de un instrumento no varia en
el tiempo y representa el valor que el emisor pagard al poseedor al
vencimiento del instrumento. El valor nominal de cada instrumento i, N,,
se sefiala en la siguiente tabla.

Valer Nominal
Instrumentos (pesos)
CETES 238 10
CETES 91 10
BONDES 28 100
BONDES 91 100

Para los BONDES es importante conocer la fecha y el monto de un pago
de cupén ya que representa un flujo de efectivo a favor del inversionista.
Denotaremos por 'y, el cupon que paga en el periodo k el instrumento i con.
vencimiento en j plazos y comprado en el periodo ¢

donde
i=1,2,.4
j=12,.,13
r=1,2,.,13
k=1,2,..,13

Es importante observar que los CETES, también considerados como
Bonos Cupén Cero, no pagan cupdn. Sin embargo, para términos de la
modelaciéon pueden ser considerados con un cupdn de valor cero.
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Es momento de incluir las variables relacionadas con las necesidades y
recursos del inversionista, que fueron proporcionadas al asesor, tales como el
requisito de liquidez y el presupuesto inicial de inversidn. El requisito bruto
de liquidez para algin periodo ¢ en particular, corresponde a la cantidad de
dinero que el inversionista desea disponer en dicho periodo. Este requisito
conocido, sera denotado por L%, A diferencia del requlslto bruto de liquidez,
el presupuesto de inversion para periodos mayores al primero no se conoce
debido a que dependera de las inversiones realizadas con anterioridad. Para

este caso denotaremos al presupuesto de inversién para el periodo ¢ por P,
donde

t=1,..,13

DATOS DE INICIO DEL MODELO

Es muy posible que un inversjonista antes de acudir con un asesor
financiero haya realizado algunas inversiones, es decir, existe la posibilidad
de una cartera vigente. En este caso, se debe conocer la composicion de la
misma, antes de realizar futuras inversiones, con el fin de determinar el
presupuesto real en el periodo inicial, lo que equivale a conocer el mimero

actual, no,j,, de los diferentes instrumentos que fueron comprados con
anterioridad y que vencen dentro del horizonte de planeacion.

Para el caso particular de nuestro inversionista supondremos que no ha
realizado inversiones anteriores, pot lo que el presupuesto imicial es el
indicado en la tabla de los excedentes en las percepciones para el periodo 1

{pagina &5).

Los excedentes en las percepciones en cada periodo representan recursos
susceptibles de ser invertidos en ese periodo. Por lo que, £, seré la cantidad
de excedente en las percepciones que el inversionista tiene en el periodo ¢.
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MODELACION

Seguramente no has olvidado el problema que tratamos de resolver:
deseamos determinar en cuiles instrumentos invertir en cada periodo y mas
especificamente, cuantos de cada uno de ellos debemos adquirir en forma tal
que obtengamos la mixima ganancia al final del horizonte de planeacién.

Asi, el problema se resuelve al especificar las cantidades #;, siempre
garantizando que los requisitos de liquidez se satisfagan.

La construccién del modelo requiere primeramente establecer algunas
relaciones estructurales bésicas.

En relacién con el vencimiento, si un instrumento i es comprado en el
periodo £ con j periodos por vencer entonces vence en el periodo
t=k+j. Asi, para que un instrumento a plazo j tenga su vencimiento en el
periodo ¢ tiene que haber sido comprado en un periodo anterior k=¢—j.

Liquidez Neta

Como recordamos, nuestro inversionista durante el horizonte de
planeacién va obteniendo recursos ya sea por sus percepciones salariales, por
el pago de trabajos realizados o por el vencimiento de algunos instrumentos.
Sea cual sea su origen, los recursos disponibles en cada periodo se deben
calcular y considerar antes de armar el modelo. El monto de estos recursos
para un periodo ¢ dado, es igual a la suma de los instrumentos de la cartera
vigente que vencen en el periodo ¢ (si es que existen) multiplicados por su
valor nominal, més los pagos de cupén, mas los excedentes en las
percepciones. El cédlculo de estos recursos se obtiene mediante la ecuacion:

1 ] 1 1]
0 ! 0
R; :ZZN;' nrj(z‘—j) +Zzzcg(;_[)nzj(rul) * Et D

=1 j2i i=1 j2lt=
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Estos recursos se obtienen de todos los instrumentos existentes en la
cartera vigente en el periodo r=0

El primer sumando de la ecuacion R, representa el flujo de efectivo
obtenido por el vencimiento de instrumentos comprados con anterioridad a la
nueva inversion ( i.e. en periodos menores al uno), y el segundo, el efectivo
obtenido del pago de cupén de instrumentos comprados antes del tiempo uno
y que tienen su vencimiento en el periodo ¢ o en algln periodo posterior.
Finalmente, €l tercer sumando es el efectivo que obtiene el inversionista en
este periodo como excedente en las percepciones.

Como los recursos disponibles R, son liquidos, el requisito de liquidez
real del periodo f no es el requ151to bruto de liquidez, sino la diferencia entre
el requisito bruto de liquidez, L ; v los recursos disponibles R,. Por lo tanto,
se define el requisito neto de liquidez como

L=L)-R (2)

Este valor se puede y se debe obtener antes de armar el modelo.

Restricciones entre Periodos

Emplear restricciones entre periodos que relacionan el presupuesto
disponible para la inversién en cada periodo “#”, permite plantear el modelo
de tal forma que sé6lo el presupuesto P, dependa de las decisiones en pertodos
anteriores.

De esta forma, el presupuesto para un periodo ¢ dado se determina como
el nlimero de instrumentos que vencen durante el periodo multiplicados por su
valor nominal, més el pago de cupdn de los diferentes instrumentos, menos el
reguisito de liquidez neta.
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Es importante recordar que nunca se invertira en instrumentos que
tengan vencimiento fuera del horizonte de planeacion, es decir, el plazo
maximo J de vencimiento de los instrumentos serd menor o igual al total de
periodos T que se considera para el horizonte de planeacién, J < T.

La relacién matematica que representa los recursos disponibles en el
periodo 7, provenientes de inversiones hechas en periodos anteriores dentro
del horizonte de planeacidn, tiene la siguiente expresion:

)

M ENM
22 Ni - pt ZZZC@'(: -1y -1y

i=1 jel i=1 j2ll=1

El primer término de la relacién anterior representa el flujo de efectivo
(o recursos) obtenido por el vencimiento de instrumentos comprados durante
el horizonte de planeacién. Hay que notar que la suma que corresponde a los
plazos j tiene un limite indefinido M. La razén es porque depende del
periodo z y el plazo méximo J de vencimiento, yaquesi #<J, existe la
posibilidad de que #J <0. Es decir, se requieren montos correspondientes
a instrumentos comprados en periodos anteriores a los que se consideran en el
horizonte de planeacién; pero éstos ya estdn considerados en el requisito neto
de liquidez, definido en la ecuacién (2). Por lo tanto, se define

t—1 para £=2,3,..,]
J para t=J+1,..,T

Por otro lado, el segundo término corresponde al efectivo obtenido del
pago de cupén de instrumentos adquiridos durante el horizonte de planeacién
con vencimiento en el periodo ¢ o en algin periodo posterior. Nuevamente, la
suma que corresponde a lo plazos j tiene un limite indefinido N. El motivo
es porque depende del periodo en el que fueron adquiridos 7 —/ 'y el plazo
méximo al que pudieron haber sido comprados para garantizar que tienen su
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vencimiento dentro del horizonte de planeacién y en un periodo mayor o igual
a t. Asimismo, observamos que la suma que corresponde a los periodos ¢ -/
en el que se adquieren los instrumentos tienen el limite indefinido M. La
causa es porque, al igual que en el primer factor, depende del periodo en el
que fueron comprados y el plazo maximo J de vencimiento, para evitar
considerar recursos de instrumentos vencidos o comprados anteriormente al
horizonte de planeacion. Por lo tanto, se define

J para t=2,...,T+1-]J

T-t+1 paratr=T-J+2,..T

Por lo tanto, el presupuesto de inversién para el periodo ¢ se define
como:

I N
! ) 3
)] +ZZ ij(r_[)nfj(;_l) th’ r=23,...,]

P,= 3
< (3)

13 I NJ
ZZ}NU. M= 1) +ZZZC§'(;—I)”§'(:—I) —L;  t=J+1..T

i=]j= i=1 j=zil=t

\

Estas restricciones empiezan a partir del segundo periodo porque el
presupuesto para el primer periodo P1 es un dato inicial del modelo.
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Restricciones Intraperiodos

Dos condiciones en particular que se deben satisfacer en cada periodo
son:

i) La cantidad de dinero invertido en cada periodo no debe exceder
el presupuesto disponible en el periodo respectivo, y

ii)  El requisito de liquidez se debe satisfacer en cada periodo. Es
decir, los recursos en cada periodo deben ser suficientes para
cubrir los requisitos de liquidez de los periodos respectivos.

Cada una de las condiciones anteriores dan origen a dos grupos de
restricciones, el primer grupo se puede representar por medio de la ecuacion

I J
S>YPon, <P, t=12..T (4)

ift it t
im0 Y

Mientras que el segundo, referente al requisito de liquidez, se puede
representar mediante el uso de la ecuacion (3) exigiendo que el presupuesto

P, disponible en cada periodo sea no negativo; es decir, que:

P >0 t=23,.,T (5
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CONDICIONES SOBRE EL NUMERO DE ACTIVOS

Al representar 1 la cantidad de instrumentos i adquiridos en un periodo
1, no puede ser negativa. Aun mds, al trabajar con instrumentos que no se
pueden fraccionar, no podemos comprar medio CETE o tres cuartos de

BONDE, 72, debe ser entero.

La observacién anterior exhibe un factor no considerado hasta el
momento. Al no poder fraccionar los instrumentos, no todo el presupuesto en
un periodo sera invertido. Es posible que exista un remanente en efectivo
que no es suficiente para adquirir algin instrumento pero que debe ser
considerado para el periodo siguiente.

Para efectos de modelacién, y por simplicidad en la notacion,
incluiremos a este remanente como un instrumento adicional (I+1) con
caracteristicas similares a los CETES. Emitidos en todos los periodos, a plazo
1 y con valor nominal 1.

En este caso #(+1)1¢ s una variable dependiente donde su valor estd
determinado por

J
PN =P, - Zl lefﬂ”gr’
= J:

Por 1o que

Pa+nue 20

n(l+1)]r€R r=1,.,T

Por lo tanto, las restricciones para los valores de 12,; son:
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> =
”(1+1)1:—0 ”(1+1)1rER t=1..T

CRITERIO DE DECISION (FUNCION OBJETIVO)

Como hemos apreciado, hasta este momento hemos introducido alguna
notacién, determinado las variables de decision y expresado matematicamente
todas las relaciones y restricciones importantes en el problema. Por lo tanto,

linicamente nos resta incluir el criterio de decision

Nuestro criterio permitird elegir entre todas las carteras distintas
prefiriendo aquella que al término del horizonte de planeacién tenga el

maximo valor posible. Esto equivale a la expresion

. R I+ 1 N I+1 J (T+l)
maximizar > >N 7,0, o+ ZZCU(’M e (6)
=1 y=1

=1 =1
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EL MODELO

Para armar el modelo de seleccidon de cartera emplearemos las
ecuaciones (3), (4), (5), las restricciones de no negatividad y la ecuacion (6)
que expresa la funcién objetivo. Al conjuntar todas ellas se obtiene una
representacion de un problema de programacién lineal expresado como:

1+1
. . (T+1)
maximizar ZILZIN, Bytai-j T ZZ (Tl ) (T +=))
i=lj= =1
sujeto a

I+] =1 I+l N -]

ZZNU(,_,) iy * 22 C My ~ L= Py =23,

i=1j=1 i=] y2ti=t

I+] J 1+t N L -p
— L, = t=F¥+1,..,T
EJZ_: yie=73 {T(Y—J) ;;E §-) u(r—l) ¢ ¢
1 J p
Ex%pff’ gt 1=12,.,13

1]
IR _lem"fj:
j:

i=1
n. =20 1=Hh..,1+1
ift
j=1...¥
My, VA f=1, T
+
Ry €8T =1L
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SOLUCION PARA EL INVERSIONISTA

Después de haber obtenido el modelo general de seleccion de cartera
estamos en posibilidad de aplicarlo al caso particular de nuestro inversionista.
Muchos de los datos necesarios los hemos conocido através del planteamiento
del modelo como son: el nimero de instrumentos, su valor nominal y su
precio. Por lo tanto, tmicamente resta calcular los datos iniciales: el
presupuesto inicial, los recursos disponibles en cada periodo y el requisito de
liquidez neto.

Presupuesto Inicial y Recursos Disponibles en Periodos Posteriores

Como se indico en los datos de inicio del modelo, nuestro inversionista
no realizé inversiones anteriores, no existe una cartera vigente. Por lo tanto,
los recursos para el primer periodo son cero, Ri=0, y el presupuesto para €l
periodo 1, lo obtenemos como el excedente en las percepciones menos el
requisito de liquidez bruto, es decir,

P;=35- 3=32,

Por la misma razén, los recursos disponibles para periodos posteriores se
pueden obtener de la tabla de excedentes.

Recursos Disponibles

Periodo
13

w
T
w
=N
-
o
pt=J
S
=
s

(semanas) 1 2

Monto
(miles de | 0 0 37 0 35 17 | 37 0 335 0 37 |25 0

pesos)
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E} requisito de liquidez neto

Como el requisito de liquidez del primer periodo queda incluido en el
calculo del presupuesto para ese periodo, solo se debe calcular para los
periodos siguientes. En todos los periodos contamos con recursos
provenientes de los excedentes, por lo tanto, la liquidez neta se obtiene
restando de dichas cantidades las correspondientes de la tabla de liquidez.

Liquidez Neta

Periodo
13

[
S
w
o
-3
oo
0
=
-
™

(semanas) | 2

Monto

(miles de | 3 34 | 18 | -32 12} -34 145 32 5 | -34 | -205
pesos)

[¥3)

Con los datos anteriores y los dados al inicio del problema ya es posible
elaborar el modelo para el caso particular. Para estos efectos determinaremos
todas las restricciones del problema, las que emplearemos posteriormente,
para determinar la solucién especifica con la ayuda de un programa de
computacion.
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RESTRICCIONES
Restricciones con respecto a la liquidez

Para ejemplificar la construccion de estas restricciones, vamos a
desarrollar para el periodo ¢=3.

10 72y, + 10 Fly12 + P51z _Pj =-34,000

En este periodo se deben contabilizar las inversiones realizadas en periodos
anteriores y que vencen al inicio de = 3. Asi, si se compraron Cetes, a
plazo 2 en el periodo 1; a su vencimiento (periodo 3) se obtiene el nominal

por el ndmero de instrumentos comprados, #212;. Lo mismo sucede con el
niimero #1;); de Cetes, comprados a plazo 1 en el periedo 2. Ademés se debe
considerar la cantidad de dinero remanente #s), del periodo anterior.

A continuacién desarrollamos para el periodo 7= 5;

101340 F 107232 + 10 33 10 7lypa Y 510 t 0.54197155, + 0.54197137, +
+ 0.54197347 + 0.541971354 — P5 = -32,000

En este caso observamos que ademds de los instrumentos que vencen al inicio
del periodo, existen instrumentos comprados con anterioridad a éste que
aunque su vencimiento sea posterior paga cupén. Tal es el caso de un
BONDE 28 comprado a plazo 6 en el periodo 3, cuyo vencimiento es en el
periodo 9 pero paga cupén en el periodo 5, ( 0.5419 ), siendo un recurso
disponible para este periodo.
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Restricciones con respecto al presupuesto

Al igual que en el caso anterior, vamos a desarrollar la restriccion para el
periodo ¢ =5y comprender la forma en que se deben de construir.

9.9707 Flyys + 99415 Fyps + 99126 Fyzs + 98836 Myg4s + 9.8547 Py +
+9.8258 Flags + 9.7969 Fly7s + 9.7680 Plags + 9.7392 Hipgs + 99.9536 Mas +
+102.1792 Plags + 101.1097 Hlggs + ¥i51 s — Ps =0

Al conocer los precios de los instrumentos factibles a comprar en este
periodo, se conoce de cuanto serd la inversién al comprar cierto numero de
ellos. Por ejemplo, el precio de un Cete a plazo 1 en este periodo es de 9.9707

pesos. Asi, al comprar #1135 Cetes se invierte 9.9707 72y;5.

La suma de las compras realizadas en todos los instrumentos posibles no
debe exceder al presupuesto. Sin embargo, recordemos que en caso de existir

un remanente en efectivo este se considera en el factor #25;5.

A continvacién presentamos todas las restricciones con relacion a la
liquidez que intervienen en el modelo:

10 1 + Flsyy - P2:5,000
10 ( #1121 + Fy12 ) + As1o— Py = -34,000
10 ( M131 + Py + Ayis ) + Hsp3— Pg = 18,000

10 { Mgy + M3z + M3 + Fas )+ 0.5419 ( M3 + Miagn + M3g3 + M354 ) +
+#514 — P5 = -32,000

10 ( Myaz + Py3a + Fligg + Plns + Flasy }+ 11515 — Pg=-12,000

10 ( P11+ Plizs + My3a + Pigs + Plosy + Flog )+ 7516 — Py =- 34,000
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10 ( 7yy7+ Pyps +F3s + Fyag + Pass + Mgga + Fog ) + 71517 — Pg= 4,500

10 ( 715 + Pyag + Pigg + Mias + Fipsa + a3 + Magz + Viggy ) + 100 (72313
+R3a7 + Mgzg + Flaas + Masg+ Mgy + Mapp +Hagy ) +0.5091 (7315 + 7apy
+ 336+ Pags+ Fasa+ Maes + M3ga + Magi) + 100 ( Mgt + My + Mazg+ Maas+
Pasa+ Magz + Fgzn + g1} + 2.6321 ( Parg+ Plagz+ Pazs + Plags + Flgsa + gz +
Ha72+ Nag1) + Asig —Pg =-32,000

10 (7119 + Mo + Myar + Piag + Flass T Haga+ Mg + Floga + Pagy )+
#s19 — P1p =5,000

10 ( Fi11,10 TH29 + Flizg + Flygy + Plasg + Plags + Plaga + Flags + Flago + Flg 10,1 )
+ n5’],10 — P]} = - 34,000

10 ( 72401 T Pp00 + Phize + Mg + Flasy + Flags + Pla7s + Floga + Flags +
Py 102+ M2111 ) + Bs111 — Pra =- 20,500

10( 7100 ¥ Ao ¥ 300 + ige T Pasg + Flogy + Flage + Hags + Plaoy +

o103 T Fa12 T P12 Y+100 (Mg 12 HPannn + Pazio + Pago + Higsg +

Fag7 + Flag + Plags + Flaos + Vlgn03 + Man2 + Faj, ) + 2.2653 (Ry102 +

Pap11+ Raz 10+ Masg + Plasg + Flagy + Flaze + Mags + Plaga + Flajo3 H 14112 F
Fai21 ) + s 102 — P13 = 3,000

Las stgujentes restricciones son respecto al presupuesto:

periodo 1

9.9707 #1111 + 9.9415 Mz + 9.9124 Fly3q + 9.8833 F114; T 5.8542 Flp5; + 98251
Flag1 + 9.7659 Fipy; + 0.7666 Flagy + 9.7374 Flog) + 97082 Fip 30,1 T 9.6789 Fia 11,1
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+9.6499 #15 12,1 t 9.6209 FIp 1311 99.9136 H5g; + 101.3624 Flgg + 100.3677 M4 12,
+ nj][ — 32,000 =0

periodo 2

9.9707 F1yy2 T 9.9415 Flygp + 99123 K37 + 9.8834 Flygp + 9.8544 Mpsy + 9.8253
Flogy T 9.7964 Flagz + 9.7672 Figgy + 9.7381 Flagy + 9.7087 Flp 192+ 9.6795 Flp 152
+9.6503 #23,12.2 T 100.1636 Flzgp -+ 101.5424 Fla7z =+ 100.5817 My 1,2+ s~ Pz

=0
periodo 3

9.9707 Fy13 + 9.9416 Flya3 + 9.9125 Fy33 + 9.8835 Flygz + 9.8545 Fasz + 9.8254
Flpgz + 9.7965 Flpyz + 9.7677 Flags + 9.7386 Flpgy T 97093 Flp 193 + 9.6799 #3113
+ 100.2937 Flzg3 + 101.9044 Flagz + 100.7927 14193 + 513 —P3 =0

periodo 4

8.9707 Fl114 T 9.9415 Flyoq + 9.9125 Fl34 + 9.8835 Hligq T 9.8546 Fipsq + 9.8256
Hloga + 9.7967 Flp7q + 9.7678 Flagq t 9.7389 Hagq + 97098 Flp 10,4+ 100.5046 N334
+ 1019102 Flgsq + 100.8517 Flagq + Fl514 -P,=0

periodo 5

9.9707 Flyys + 9.9415 M5 + 9.9126 35 + 9.8836 Flias + 9.8547 Hlass + 9.8258
Flags + 9.7969 Flp7s + 9.7680 Flags + 9.7392 Flags + 99.9536 Fizys + 102.1792 M4as
+101.1097 7485+ 1515~ P5=10
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periodo 6

9.9707 Mg + 9.9416 Flyog + 9.9125 M35 + 9.8836 Flygs + 9.8548 Flasg + 9.8259
Mage T 9.7970 gz + 9.7683 Hoge T+ 100.0696 Fl3ag + 1022622 Hy36 + 101.1496
Pgmg + N516—Ps =0

periodo 7

9.9707 F117 + 9.9415 Flya7 + 9.9126 Flj37 -+ 9.8836 g7 + 9.8548 Flps7 + 9.8260

Vlag7 T 9.7972 g7y + 100.2406 Flygy + 1024122 Flypy + 101.3626 Mlagy + Flsy7 — Pj
=0

periodo 8

9.9707 Fij1g + 99415 Hpg + 99125 P35 + 9.8837 M4z + 9.8548 Flpsg + 9.8261
Haeg + 100.5086 Fly g + 102.6262 Flgy3 + 101.6206 Flysg + Flsg ~Pg=0

periodo 9

9.9707 Fly 1o + 9.9416 Fly20 + 9.9126 Fli39 + 9.8836 49 + 9.8548 Flysg + 101.7053
Raso + Hs19—Po =10

periodo 10

9.9708 727 1,19 + 9.9416 111 5 10 + 9.9126 P11 3,10 + 9.8837 F1y 4,10 T 101.8045 7143 10
+ 751,10~ P1g=0

periodo 11

9.9708 #11,1,1) +9.9417 My 2,11 + 99126 F2y 3 1) + 102.1052 Flyp 11 + FI5 1 13 —P1=0
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periodo 12
9.9708 #1112 T 99417 M1 2,12 + 1022532 P14 112+ 51,12 — Pi.=0
periodo 13

9.9708 M3 1,13+ Hs51,13 - P13 =0

En total, el modelo consta de 25 restricciones que involucran 119 variables
enteras y 25 variables reales.

FUNCION OBJETIVO

Como se menciond, el objetivo es determinar la cartera de inversién que
al finalizar ¢! horizonte de planeacién tenga el méximo valor posible. Por lo
tanto, la funcion objetivo es

Max 10 721133 +10 712,10 + 10 72351+ 10 72y 410 + 10 #as9 + 10 Fipgg +
10 72377+ 10 Plage + 10 Plpgs + 10 72104 + 10 Pz 513 F 10 Mg 102 + 10 725 45 1+

Fi5 113

SOLUCION

La composicion de la cartera que genera el maximo valor gosible no pudo ser
obtenida con exactifud por problemas computacionales.” No obstante, se
presenta una solucion aproximada obtenida a partir del resultado generado por
el paquete de programacion entera LINGO, al considerar unicamente 30
variables enteras.

La solucién aproximada da como resultado un valor de $ 199,254 pesos.

¥ La versién de LINGO a la cual se tuvo acceso limita el nlimero de variables enteras a 30 Ver Anexo “C”
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Y, la estrategia de inversion queda determinada por el valor de las siguientes
variables

Variable Valor
Riil 500
P23, 2807
Ms11 8.784
P, 8.784
Bs512 8.784
P; 34008.874
713 1800
P13 1659
513 2.57
Py 2.57
N5 14 2.57
P 32002.57
Ha95 3285
M55 9.298
Ps 12009.298
Mg 1229
Hs 16 4.058
P, 34004.058
ny )7 3410
517 3.971
Pg 29603.971
ZIRTS 2969
51,8 0.963
Py 61690.963
Mg 6187
M50 2.243
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Pio 56870
Mi.2,10 5720
n5.1.10 4.048

Py 34004.048
7301 3430
M5 1,11 3.83

P 77703.83
Rz 7793
Bs.1.12 5.216

P13 74935.216
P11,13 7515
5.0 13 4.654

La interpretacién de esta solucién equivale a comprar:

500 Cetes 28 a plazo uno en el periodo uno v,
2807 Cetes 91 a plazo trece en el periodo uno.
En el periodo dos no se realizan compras.

1659 Cetes 91 a plazo once en el periodo tres.
En el periodo cuatro no se realizan compras.
3285 Cetes 91 a plazo nueve en el periodo cinco.
1229 Cetes 91 a plazo ocho en ¢l periodo seis.
3410 Cetes 28 a plazo uno en el periodo siete,
2969 Cetes 28 a plazo uno en el periodo ocho.
6187 Cetes 28 a plazo uno en el periodo nueve.
3720 Cetes 28 a plazo dos en el periodo diez.
3430 Cetes28 a plazo tres en el periodo once.

7793 Cetes 28 a plazo uno en el periodo doce.
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7515 Cetes 28 a plazo uno en ¢l periodo trece.

Por lo tanto, el valor del portafolio al final del horizonte de planeacién
queda determinado por la cantidad de instrumentos que tienen su vencimiento
en este tiempo multiplicados por su valor nominal, i.e.

Instrumento Plazo Periodo Cantidad  Valor Nominal Total
Cetes 91 13 1 2807 10 28070
Cetes 91 11 3 1659 10 16590
Cetes 91 9 S 3285 10 32850
Cetes 91 8 6 1229 10 12290
Cetes 28 3 11 3430 10 34300
Cetes 28 1 13 7515 10 75150
Remanente 1 13 4.654 1 4.654

De esta forma se obtiene el valor de la cartera de § 199,254 pesos. Al
comparar este valor con $ 171,000 que hubiera tenido el inversionista en caso
de no haber acudido con el asesor, observamos una ganancia de $ 28,054. Por
lo que se concluye fue upa buena decisién acudir con el asesor.

En este ejemplo se pueden apreciar las técnicas empleadas para crear un
modelo matematico que permita determinar una cartera de inversion con
ciertas caracteristicas, Asimismo, permite ejemplificar la relacién que
guardan las finanzas con las Matematicas.
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ANEXO “B”
CETES

Los Certificados de la Tesoreria de la Federacidn (CETES) son titulos
de crédito al portador en los cuales se consigna la obligacion del gobierno
federal a pagar su valor nominal, diez pesos, a la fecha de su vencimiento.

Los miércoles de cada semana se subasta una nueva emision de CETES
a plazos diferentes (el plazo maximo previsto por la ley es de un afio). Para
nuestro caso haremos referencia a plazos de 28 y 91 dias, CETES 28 y
CETES 91, respectivamente.

Dado que las emisiones de CETES se colocan semanalmente y que el
plazo mas frecuente de éstos es de 91 dias, el inversionista encontrara en el
mercado CETES con trece plazos distintos. E! inversionista obtiene ventajas
con esto ya que asi programa sus necesidades de liquidez comprando CETES
con el vencimiento que mas le convenga.

Los CETES se venden a los inversionistas con un descuento, es decir,
debajo de su valor nominal (bajo par), de ahf que el rendimiento que recibe el
inversionista consiste en la diferencia entre el precio de compra y venta.

Para determinar el precio al que se venden los CETES hay que calcular
el descuento de estos titulos. Lo anterior nos lleva al concepto de tasa de
descuento, que se puede definir como un porcentaje que, aplicado al valor
nominal, nos indica la cantidad de pesos que se debe descontar a los CETES
para conocer su precio. Las tasas de descuento de los CETES las determina el
mercado, principalmente en funcion de los rendimientos de otros instrumentos
de inversion y a la oferta y demanda existentes.
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BONDES

L.os Bonos de Desarrollo del Gobierno Federal (BONDES) son titulos de
crédito al portador en los cuales se consigna la obligacion del gobierno federal
a pagar su valor nominal, cien pesos, a la fecha de su vencimiento ademaés de
pagar intereses periédicos, denominados pagos de cupdn.

Existen BONDES con pagos de cupén a 28 dias (BONDES 28) y a 91
dias (BONDES 91). A diferencia de los CETES, los BONDES son
instrumentos de inversidn a largo plazo, emitidos a plazos mayores a un afio
y menores a cinco afios. Su emision esta sujeta a las condiciones econdmicas
del pais, por lo que no existen emisiones periddicas. Al igual que los CETES
los BONDES son instrumentos que se venden a descuento.
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ANEXO “C”
A continuacién se presenta la implementacién del problema en el software.

max = mnl_1_13*10 + nl_2 12*10 + nl_3_11*10 + nl_4_10*10 + n2 5 53*10 + nZ § 810 -+
n2_7_ 710 + n2_§_ §*1C + n2q9_5*10 + n2_10_4*10 + n2_11 3*10 + n2_ 12 2*10
n2 13 _1*10 + nd_ T1713:

nl_1_1*10 + n5_1_1 - P2 = 5000;
nl_2 1*1¢ + nl_1_2*10 + n5_1 2 - P3 = -34000;
nl_3 _1%10 + ni_2_2*10 + ni_1 3*10 + n5_1_3 - P4 = 18000;

nl 4 1*10 + nl 3 2*10 + nl_2 3*10 + nl_1_4*10 + n3_ 8_1*0.5419 + n3_7_2%.5419% +
n3_ 6 3%0.5419 ¥ n3 5_4*0. 5419 + n5_1_4 - B5 = -32000;

nl_4 2%10 + ml_3_3*10 + nl_2_4*10 + nl_l_5*10 + n2_5_1*10 + n5_1_5 - P6 = -12000;

nl_1_6%10 + nl_2_5%10 + ni_3 _4*10 + nl_4_3*1C + n2_5_2*10 + n2_§ 1*10 + n§_1 6 -
P7 = -34000;

nl_1_7*10 + nl_2_6*10 + nl_3 5%10 + nl 4_4%10 + n2 5_3*10 + n2_6_2*10 +
n2 ? 1*10 + n5_ l 7 - P8 = 4500;

nl_ 1 8*10 + =nl_ 2 7*10 + nl_3 %¥i0 + nl_4_5*10 + n2 5 4*10 + n2_6 3*10 +
n2_ 7 2*10 + n2_| B 1*10 + n3 1 8*100 + n3 2 T*100 + n3 3 6*100 + ni_4_5%¥100 +
n3_ S_ _4%100 + n3_ 6 “3*100 + n3_ 7 T2+100 + ni_ 8 1%100 + n3 i T3¥0.5091 + n3_2_7%0.5091
+ n3 3_6*0. 5091+ n3_4 5*0.5091 + n3_5 4*0. 75091 + n3_6_ 3%0.5091 + n3_7 2*0 5091 +
n3__ 8 1%0.5091 + né_1 _B*100 + n4_2 7*100 + nd_3 6+100 + nd 4_5*%100 + “na _5_4*100
nd 6 3%¥100  +  nd_ 7 2*100 + n4 8 _1*100 + n4 1_8*2. 6321 + n4 2 7*2 T6321

n4 3 “6%2.6321 + n4 4 _5%2.6321 + nd 5 4%2.6321 =+ n4 6 _3*2.6321 + n4 T 2%2,6321
nd 8 1*2 6321 + n5 l 8 - P9 =-32000;

+ o+ +

ni_1_9*10 + nl_2 8*10 + nl_3_7*10 + nl_4 6*10 + n2 5 _5*10 + nZ 6 _4*10 + m2_7_3*10
+ n2 | _8_2%10 + n2 9_1*10 + nb 1 9 - p10 =5000;

nl_1 10*10 + nl_2 9*10 + =nl_3 8*10 + nl 4 7*10 + n2 5 6*10 + n2 & 5*10 +

nz_ 7 4*10 + n2 8_ 3FL0 + nz_3 2*10 + n2_10_ 1=T0 + n5 1 10 - P11 = - 34000;

nl_1 11*10 + nl_2 10*10 + nl 3 9%10 + nl_4_8*10 + n2_5_7*10 < n2_6_6*10 +
n2 7 _5%10 + nZ 8_ T4%10 + n2 _9_ 3+10 + n2_10 2*10 + n2_11 1*10 + nd 1 11 - Plz = -
20500;

ni_1_12*10 + nl_2_11*10 + nl_3 10¥10 + nl_4 _9*10 + mn2 5_8*10 + n2_ 6 7*10 +
n2 1 6*10 + n2 8 5*10 + n2 9 4*10 + n2 10 3%10 + nZ_ il 2*10 + n2 12 1*10 +
n4 l T12%100 + nd 2 11+100 + n4 "3 10%100 + n4 4 _9*100 + ng 5 8+100 + nd_ - TE100 +

n4 7 6*100 + n4 8 5*100 + nd 9 4%100 + nd lO 3%100 + n4 11 2*100 + nd_ T271+100
n4 1 12%2.2653 + nd _2_11*2. 2653 + n4 3 10‘2 2653 + nd_4 9+2.2653 + n4 5 B*2.2653
+ n4 6 I*2.28653 + na 7 _B*2.2653 + nd_ 8 5%2.2653 + n479 4+2,2653 + nd lO 3*2.2653
+ n4 ll 2%2.2653 + ni 12 1*2,2653 + n5 l 12 - P13 = 3000;

+
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ak_1_1%9.9707 + nl_2_1*9.9415 + nl_3_1%9.9124 + nl_4_1-9.8833 + n2_5_1+5.8542 +
n2_6_1%9.8251 + n2_7_1%3.7959 + n2 $_1%9.7666 + n2_9 1*9.7374 + n2_10_1+9.7082 +
n2_11_1*9.678% »  n2_12_1*8.6453 + 72 _13_1%9.6209 + n3_8 1¥99.9136 +
n4_8_1¥101.3624 + n1_12_1%100.3677 + nS_1_% = 32000;

nl 1 2*9.9707 + nl 2 2*9.9415 + nl_3 2%9.9123 + nl 4 _2*9.8834 + n2 5 2*9.8544 +
n2 6 2%9.8253 + n2 '.7 T2%9.7964. + n2 B 2"9 7672 + n2 9 2%9.7381 + n2_10_ _2*9.7087 +
n2 11 _2%9.8795 + n2 12_2*9. 6503 T+ n3_’?__2*100 1636 nd_7 2"101 5424  +
nd_11_ _2*100.5817 + n5_ i 2 - P2 = Q;

nl 1 3*3.9707 + nl_2 3%9.%416 + nl 3 _3%9.9125 + nl 4_3*9.8835 + n2 5 3*3.8545 +
nz _6_. _ 3%9.8254 + n2 7 3*9 7965 + n2 8 3*9 7677 + n2_ 9 3%9,7386 + n2_ 10_ _3*9.7093 +
n2 ll 3*9.6799 + n3 6 3*100.2937 + n4 6 _3*101.3044 T+ n'! 10 _3*100. 7927 n5_1 3 -
P3 = O;

nl 1 4%9.9707 + nl_2 4*9.9415 + nl_3 4*9.9125 + nl_4 4%9.8835 + n2 5 _4+*%.8546 +
n2. 6 4*9.8256 + n2 '." T4%9.7967 + n2 8 T4%9.7678 + n2_ 9 4+%_738% + n2 10 4+*9,7098 +
n3_. 5 4*100.5046 + né 5 4*101.9102 + n4 S 4*100. 8517 + n5 14-PF = To:

nl_1_$%$.9707 + nl_2_5%9.9415 + nl_3_5%9.9126 + nl_4_5*9.8836 + n2_5 _5%9.8547 +
n2_6_5%9.8258 + n2 7 _5%9.7969 + n2 B 5%9.7680 + n2_9 5*5.7332 + n3_4_5%99.953¢ +
nd_4_5+*102.1792 + n4_8_5+101.1097 £ ns_1_5 - B5 = 0

nl_ 1 6*3.9707 + nl_2 €*9.%416 + nl 3_6*9.2125 + ni 4_6*9.8836 + n2_35_4§%9.8543 +
n2_ 6 6*3.8259% + nZ_ T776%9.7970 + n2_8_6*9 7683 + n3_ 3 6%100.0696 + n4 3 _6%102.2622
+ n4 'n' _B*101.1496 n n5 1.6 ~ P& = 0;

nl_1 7*9.9707 + nl_ 2 7%9.%415 + nl 3_7*9.9126 + nl 4_ *9.8836 + n2_5_7*9.8548 +
n? 6 7%9.8260 + n2 T_7*5.7972 T+ n3_2_7*100.2406 + ng_2_ T*102.4122 +
n4 5 _7*%101.3626 + n5_1 7= 27 =0;

nl_1_8*%.9707 + nl_2_ 8%9.%415 + nl 3 8%9.%125 + nl 4 8%*%$.8837 + n2 5 8$*9.8548 +
nZ 6 8*9,8261 + nl l 8*100 5086 + n4 l 8%102.6262 + nd _5_8*101.6206 E n5 1.8 - P8
=0;

Bl 1_9%9.9707 + nl 2_%*9.9416 + nl 3_9*9.0126 + ni_4_9*3.8836 + n2_5_9%0.8548 +
nd_4 $*101.7053 + n§ 1_9 - P9 =

nl_ 1 10%8.%708 + ol_2_10+9.9416 + nl_3_1G+%9.5%12¢ + nl 4 _10+5.8837 +
n4 3 10*%101.8045 + nS 1 10 - P10 = Q7

nl_1_11*39.9708 + nl_2 11*9.9427 + nl_3 11%9.9126 + nd4_2 11%102.1052 + nS 1_11 -
P11 = O;

nl 1 12*%.8708 + nl_2_12*%9.8417 + n4 1 12*102.2532 + n5 1 12 - P12 = O:

nl_1_13%%.9708 + n5_i 13 - P13 = 0;
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p2»=0;
p3>=0;
pd>=0;
pS»=0;
pé>=0;
p7>=0;
p8»=0;
p9>=0;

plO>=
pil>=

0;
0;

pl2»=0;

pl3»=
nl_d_
nl_4_10>=0;
n2_5 .
_2»=0;
n2_5_
n2_5_
_5>=0;
n2_5_
_i>=0;

n2_5

n2_5

n2_5
n2_5

n2 5.
n2_6_
n2_6__

n2_6
n2_s

n2_&
n2 6
n2_ 7
n2_7
n2_7
nZ 7

n2_7_

nZ | 7
n2 7

n2_8_
nZ2_8_

n2_8
n2_8
nZ_| 8
nZ_ 8

n2_9_

nZ_9%
n2_ 9
n2_ i)

n2_ 10 _1>=0;
nZ_ 10 2>=0;
n2 10_3>=0;
n2_ 10 4>=0;
n2_ 11 1>=0;
n2 11 2> 0;
nz 12 T I>=G;
n2f12_2>—0,

n3 8
n3_ 7

Gz
9>=0;

1>=0;

3>=0;
4»=0;

6>=0;

§>=0G;
9>=0;
1>=0;
2>=0;

_3>=0;
_4>=0;
n2_6_
n2_6_

5>=0;
6>=0C;
_7>=0;
_8>=0;
_1>=C;

_2>f0,
_3»=0;

4>=0;
5>=0;
6>=0;

7>—0,
1>=0;
2>=0;

_3>=0;

_d>=0;
_5>=0;
6>=0;
1>=0;
_2>=0;
3>=0;
4> 0;

1>=0;

_2>=0;

nl_4_8>=0;

nl 4 T7e=0;

n1~ 4 6>=0-

nl” 4 TSm0,

n1” A “1>=0;

nli_ 1 “2m0;

ni_ 1_ “3>=0;
nl_1 4>=0;
nl_1_35=0;
n3_5_4>=0;
n4_8_1»=0;
nd_7_25=0;
nd_5_4>=0;
n4_12 _1>=0;
nd_11_2>=0;

nd 9 I>=0;

ns 1 1>“0‘

ns_ 1 “23=0;
nS_1_3»=0;
nad_1_4>=0;

ns_ 1 5>=0;

ns_ 1 6>=0;
as_1_7Te=0;

ns_ 1 8>=0;

ns_ 1 9»=0;

05 1 _10>=0;
n§_1 11>=0;
n3_1_12>=0;
n5 1 13>=0;
Bgin(ni_1_6);
Bgininl_1_7);
Bgin(nl_1_8);
Ggani{nl_1 92);
Agan(nl_ 1 _12);
Bgininl_1_13);
Bgin(nl_2 10);
@gan(nl_3_11}:
@gin(n2 9 5);
@gin(n2_11_3);
@gin(n2_13_1);
Bgin(n3_& 3};
fgin(n3_4_5);
@gin(n3_3 6);
@gan(n3_2 7};
€gin{n3_1 8):
Bgin(nd_& 3):
Ggin(nd_4_5);
@gin(nd_3_8&);
Bgin{nd_2_7);
@gin(nd_1_8});
G@gin(nd_10 3};
@gin(nd_8 5):
Bgin(nd_7 6);
@gln(n4 6 7}i
Ggin(nd_ 5 . 8);
@gLn(n4_4_9};
@gin(nd_3_10):
B@gin{nd_2_11);
Ggan(nd4_1_12);

nl_1_10>=0;

nl_1_11>=0;
nl_2_1»=0;
nl_ 2 _2>=0;
nl_ T2 3>=0;
nl_. 2 4>~0
nl__ T2 _5>=0;
nl 2 _6>=0;
nl_z_7>=0;
nl_2 8>=0Q;
nl_2_9»=Q;

ni_2Z 11»=0;

nl_2_12>=0;
nl_ 3 _ie= Q;
nl 3" 2x=0;
n1_3 3>=0;
nl_3_d>=0;
nl 3 5>=0,
ni 3 a»=0;
nl 3 7) 0:
nl__ T3 _8>=0;
nl_ T3 _9>=0;

n1_3_10>—0:

nl_4_1>=0;
nl_4_2>=0;
nl_4_3>=0;
ni_4_4>=0;
end
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La solucidn es la siguiente

Global optimal solution found at step: 79
Cbjective wvalue: 195253.3
Branch count: 3

Variable Value Reduced Cost
N1_1_13 7515.000 -0.3142052E-03
Ni_2_12 0.0000000 0.2553589E-04
N1_3_11 3430.000 =0.4531906E-04
Nl_4_10 0.2714922 0.0000000
NZ_5_9 0.0000000 0.4558528E-04
NZ2_6_8 0.0000000 0.4254333E-03
N2_7_7 G.0000000 0.2130450E-03
N2 _8_6 1228.839 9.0000000
N2_9_5 3285.000 -0.4916805E-03
Nz_10_4 0.0000000 0.2781188E~02
N2 11 3 1659,000 0.1282751E-02
N2_12_2 0.2144701 0.0000000
N2 13 1 2807.000 -0.116879%E-02
N5_1_13 0.0000000 0.0000600
N1_1_1 500.8266 0.0000000
NS_1 1 0.0000000 0.3045097E-02
P2 8.265594 0.0000000
Nl_2 1 0.0000000 0.1470688E~04
Ni_i_2 0.6214100 0.0000000
N5 1_2 0.0000000 0.3036175E-02
B3 34006.21 0.0000000
N1_3_1 0.0000000 0.4438207E-04
Nl_2 2 0.0000000 0.1466379E-C4
N1_1_3 18G0.000 0.0000000
N5_1_3 G.00000CC (.30272798-02
P4 0.0000000 0.0000000
wl_4_1 0.000000 0.425%925E-02
¥l_3_2 0.0000000 0.4215196E-02
Nl_2_ 3 0.0000000 0.4392508E-02
N1_1_4 0.0000000 0.4274567E-02
N3_8_1 Q.0000000 1.2915%4
w3_7_2 0.0000000 1.2464086
N3_&6 3 0.0000000 1.076712
N3_5 4 0.00000G0 0.99%03583
N5_1 4 0.0000000 0.3445866E-02
B5 32000.00 0. 0000000
Nl_4_2 0.0000000 0.4351068E-02
N1l_3_3 0.0000600 0.44094858-02
Ni_2_4 0.90000000 0.4276621E-02
N1_1_5 0.6661026 0.00600000
WZ_5_1 0.0000000 0.4099937E-02
N5_1_5 0.0000000Q 0.3008313E-02
P& 12006.66 0.0000000
Nl 1_ 6 0.0000000 -0,1452823E-04
Nl 2 5 0.8700000E-02 0.0000000
Nl 3 4 0.0000000 0.4382036E-02
w4 3 0.0000000 G.4427110E-02
NZ_5_2 0.0000000 0.4280643E-02
N2_6_3 0. 0000000 0.3837277E-02
N5_1 8 0.0000000 0.29%8045E-02
27 34000.09 0.0000000
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N2_10_1
N5_1 10

W1_1_11
w12 10

wZ_9_3

3410.000
. 3008300
.0000000
.0000000
.0000000
.0000000
.0000000
- 0000000
29603.01

2969.000
.0000000
.0000000
.0000000
-0000000
.0000000
.0000000
.0000000
.0000000
.Q000000
.Q000000
.0000000
. 0000000
.0000000
.0000000
.0000000
Q000000
-Q000000
- 0000000
. 0000000
-0000000
61650.00

€187.000
.0000000
.0000000
.0000000
.0000000
. 0000000
.0000000
.0000000
.00o0000
. 0000000
5870.00

.1368649
.1286614
.0000000
.0000000
.G000000
.0000000
.0000000
.Qooooco
L0000000
LO0Ge000
.pocoooo
34002.686

0.244440Q0
5720.00Q0
. 0000000
. 0000000
. 0000000
. 00GG00G
.0000000
.Q000000
.G000000

QOO OQOCOQ

OO0 OLODOO0O0CC OO0

COOoO0OOQOoOOoOoOPOOO0oOCo OO0

OO oCcoo

OO0 ORFFROOOCOOCOOODOOQOOOOO00DD00COC0O

COoOO0O0O000C00C OO OO OL OO COOOO0D0

L1023720E-03
.0000000
.1323329E-03
L 43117665-02
L4269043E-02
.3930909E-02
. 3295002E-02
.2980477E-02
-0000000
.2051661E-03
.1175383E-03
.2347393E-03
.3822031E-03
.4564724E-02
.4227878E-02
.400BE3IZE-02
.28690108-02
.3012695
.3272797
.4527495

. 6346897

. 3021480
.3855886
.5430671

. 7654854
.8404644
.142982
.077264
-19%400
-3002498E-02
. 000000C
.146%9B1E-04
.2042672E-03
.3358259E-03
.3663834E-03
.4269070E-03
. 4406825802
. 40855308802
.3467646E-02
.2239106E-02
L2871714E-02
. 0000000

. 0000000
.00060000
.2333684E-03
L 2784933E-03
L 4268514503
.29806285-03
.41783%58-02
_38725%10E-02
.2856735E-02
.1435655E-02
.2854359E-02
.0000000
.0000000
.B626723E-04
.2990637E-04
. 3797506E-03
. 3390377E-03
. 2986802E-03
.8295127E-04
.3863698E-02
.3264084E-02
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N2_10_2

0.0000000
0.0000000
0.0000000
77702.44
77932.000
.00Q0000
.0000000
.0000000
.0000000
.0000000
.0000000
.0000000
.00G0000
.Q000000
-Q000000
.5620000E-01
.0000000
.0000000
.0000000
.0000000
.0000000
.00Q0C000
. 0000000
.0000000
.0000000
.0000000
.0000000
-Q00Q000
,Q000000
74930.56
0.0000000

OO0 OOOOCOOODO0OO0O0O00O00DDO0O0O0

. 1B4B6BEE-D2
.4420076E-03
,2945732E-02
.0000000
.3258702E-03
.3407360E-03
.2696736E-03
.2996675E-03
.6642134E-03
,6394369E-03
,41036376-03
-1076946E-03
.3788856E-02
-2688473E-02
.1287738E~02
. 0000000
.2915281

- 4434344
-4408516
-6427234
.8618907
.9014223

. 9872598
.250583
.333209
-577556
-664934

. 748809
,2969718E-02
. 0000000
.0000000

OO0 ORPFPRPPHODODODDDOOOOODOoOOCODOOOOCOO0O0

117



CONCLUSIONES

El desarrolio del presente trabajo permite entender y comprender la
importancia de la modelacién matematica en los problemas de la vida real.

Los modelos matematicos son de gran utilidad al permitir representar,
por medio de ellos, la esencia de una situacién o problema real.

Proporcionan muchas ventajas sobre los problemas reales al poder
experimentar con ellos, mientras que en la practica muchas veces esto seria
imposible.

La aplicacién de la modelacion matematica se presenta en los negocios,
la economia, la industria, las ciencias sociales, etc. Algunos modelos
matematicos se caracterizan, en cierta forma, por la necesidad de asignar
recursos limitados entre las diversas actividades de una organizacion.

Ademas, se observa la importancia y aplicacién de la estadistica, la
probabilidad y la programacion lineal en la construccion de los distintos
modelos matematicos que se plantearon. En particular, la programacion lineal
es una herramienta estandar de gran utilidad para organizaciones comerciales
e industriales.

También los modelos matematicos forman un puente hacia el uso de las
computadoras para el andlisis del problema.

No olvidemos que los modelos matematicos son una representacion de la
vida real, y que no solo es importante la representacion sino también la
solucion. Solucién que se puede obtener al resolver, por ejemplo, algunas
ecuaciones matematicas.

Nunca debemos olvidar que el objetivo es dar solucién a un problema
real, por tanto debemos de ser capaces de dar una interpretacién congruente y
realista a la solucidén matemdtica. Las soluciones en términos del problema
real permitiran entonces tomar decisiones con respecto a la situacién.
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