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Introduccidn

Introducciéon

Generalmente cuando se estudia la estructura v evolucion de las estrellas, se supone que
estan aisiadas. Sin embargo. sabemos que cerca de la mitad de las estrellas forman parte de
sistemas binarios. De éstos, posiblemente la mitad sean sistemas binarios cercanos. Tales
sisternas se definen como aquellos en los que la evolucién de cada estrella estd fuertemente
influida por la presencia de la otra.

Usualmente se trata la evolucidn en estos sistemas suponiendo eguilibrio (drbita
circular, corrotacién y coplanaridad). En tales condiciones, cuando una de las estrellas sale
de la secuencia principal y su radio crece, la transferencia de masa se da segin el modele
del i6bulo de Roche. Este modelo dice que cuando las dimensiones de la estrella més
evolucionada alcanzan las de la primer superficie equipotencial comin entre las dos
estrellas, el potencial de la otra estrella atraerd el material de la primera hacia si Pero el
equiltbrio tarda mucho en alcanzarse, segun veremos en el capituio 1.

En estrellas masivas aisladas la presién de radiacidn provoca pérdida de masa
durante la secuencia principal v en etapas posteriores. Pero también otros procesos como
las oscilaciones estelares pueden jugar un papel importante, aunque s¢ ha hecho muy poco
para explorar sus consecuencias (Hansen y Kawaler, 1964).

Si las oscilaciones pueden provocar pérdidas de masa en estrellas aisladas, en
sistemas binarios €sto puede volverse significativamente mds importante debido a las
fuerzas de marea.

El propdsito de este trabajo es explorar el comportamiento de las oscilaciones en
sistemnas binarios masivos, que pueden ser de importancia en los procesos de pérdida de
masa durante las fases previas al equilibric del sistema.

La parte T da los antecedentes referentes al problema de las interacciones de marea,
las oscilaciopes estelares sin y con rotacién. v el modelo con el que se trabajo.

La parte I describe los resultades haillados al aplicar el modele de Moreno &
Koenigsberger 2 una serie de configuraciones. También se discutird brevemente la
potencial importancia de tales resultados en los proceses evolutivos.

Concluimos gue las oscilaciones no radiales pueden Incrementar las pérdidas de
masa, la evolucidn de estrelias en sistemas binarios cercanos, fuera de equilibrio, seguirdn
caminos evolntivos diferentes a los de estreflas aisladas.



Capitulo 1 Interacciones de marea

Capitulo 1

Tiempos caracteristicos

Cuando hay un sistema binaric cercano (o sea, uno en el que la separacién orbital sea del
orden de las dimensiones de los radios de las estrellas que lo forman), las mareas provocan
cambio§ en los pardmetros orbitales del sistema (a, el semieje mayor; e, la excentricidad
orbital; Q, la velocidad orbital; @ v @y los vectores de velocidad de rotacidn de cada una de
las estrellas: iy e iy los dngulos entre Q v @y, y entre Q v @, respectivamente). El momento
angular total se conservard, a menos que haya vientos estelares demasiado fuertes. Sin
embargo, debido a la disipacién de energia en las capas superiores de las sstrellas, la energia
total del sistemna decrecerda monoténicamente (Tassoul, 2000). Al final de esto se llegarg, o
bien a una colisién, 0 a una tendencia asintdtica hacia un estado de energfa cinética minima
(suponiendo que el momento angular se conserva). Dicho estado estd caracterizado por érbita
circular (e = 0), corrotacion (v, = @, = £2) vy coplanaridad (i, = i, = 0).

Fuera del estado de minima energia descrito amtes, cada estrella siente un campo
gravitacional externo variable que provoca movimientos oscilatorios que se pueden describir
como una “marea en equilibrio” y una “marea dindmica” (Tassoul, 2000). La marea en
equilibrio es simplemente la forma instantdnea que se obtiene al suponer que prevalece un
equilibrio mecdnico estricto, aun cuando los potenciales perturbadores dependan del tiempo; o
sea que ya hay una deformacién permanente y las oscilaciones forzadas que se superponen a
esta deformacidn se amortiguan rdpidamente y no modifican mdés la distorsién previa, que va
alcanzd el equilibric. La marea dindmica es la respuesta dindmica del sisterna a las fuerzas de
marea, con sus modos naturales de oscilacidn.

Como sabemos, la estructura de las estrellas poco masivas consiste de un adcleo
radiativo pequefio donde se Hevan a cabo las reacciones nucleares v capas externas que
transporian la energia hberada mediante procesos convectivos. En las estrelias masivas el
ndcleo es convectivo (y relativamente grande) y estd rodeado por capas que se suponen en
equilibrio hidrostdtico y a través de las cuales fluye la energfa mediante procesos puramente
radialivos.

Existe una diferencia importante en la teoria del equilibrio de los sistemas bmarios en
los casos en que las capas superficiales sean convectivas y los casos de capas superficiales
radiativas. Las teorias cldsicas (desarrolladas por Zahn, Papaloizou, Savonije, Pringle y
Smeyers principaimente) se basan en los efectos de la viscosidad turbulenta. para estrellas con
una capa exterior convectiva profunda; v en el amortiguamiento racdiativo para estrellas con
una capa exterior radiativa.
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En las siguientes secciones se describirdn brevemente tales tratamnientos. La seccion
1.1 describe el caso convectivo y la seccidn 1.2 el caso radiative. El modelo que se usa en
tales tratamientos es una estrella principal o primaria de masa M, y con radio R,, sobre la cual
actda el potencial ®(r,0) de una estrella secundaria de masa M, y radio R,. La distancia entre
los centros de masa de las dos estrellas es d. Generalmente se supone R; = 0 (esto es, una
masa puntual) para simplificar los cdlculos, con lo cual sélo se usa @ = @ Los otros
pardmetros son como se definieron en el primer pérrafo.

1.1 El mecanismo de torca de la marea y el modelo de friccién
débil en estrellas convectivas

El potencial ® debido a la estrella secundaria, de masa M, es a primer orden:
D(1.0) = (GMor/d’) Px(cosd), (1)

con r la distancia desde el centro de la estrelia primaria, ¢ el dngulo entre la direccién al punto
del campo y la linea que une los dos centros de masas, y P> el polinomio de Legendre de
segundo orden (los polinomios de Legendre de orden ¢ se pueden definir con la férmula: P,(x}
= (1/241) ddx* (x* = 1) 9.

Si la disipacién de energia por viscosidad es despreciable, la marea en equilibric
alcanzada se puede describir por medio de un potencial efectivo @ cuyo valor en la
superficie de la estrella principal estd dado por:

@eRy,0) = K(GM3R, /&%) Py(coso), (2)

con k la constante de movimiento apsidal. Dicha constante fue definida por Zahn (1973). Las
expresiones para la misma son muy complejas y no se reproducirdn aqui, pero en el mismo
articulo se dan valores calculados numéricamente para M = 1.6 a 15 M, y los valores de k
van de 1.37 x 107 hasta 2.31 x 107, Fisicamente esta constante estd relacionada con la
funcién de densidad de la estrella y va desde 0.75 v para densidad constante, hasta cero en un
cuerpo con toda la masa concentrada en el centro (Russell, 1928), donde y representa la razén
entre fa fuerza centrifuga v la fuerza de gravedad en el ecuador.

Para valores de r mayores que R,, el potencial efectivo serd la solucion externa de la
ecuacton de Laplace, ésta es:

(FH]

Du(r.9) = K(GMaR /&) Pa(cosd), (3)
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siemnpre y cuando las protuberancias de las mareas sean simétricas con respecto a la fnea que
une los dos centros de masas. Pero la viscosidad introduce un retardo en tiempo At que retrasa
a las protuberancias en un dngulo pequefio J si la velocidad angular de rotacién de la primaria
es menor (o adelanta si es mayor) que la velocidad angular orbital. Esto produce una
componente de torca en la atraccidn gravitacional de las dos estrelias. La torca I gue siente la
secundaria es: T = -My(0D.4/00), con la derivada angular evaluadaenr =d y ¢ = 8. Vemos
pues que:

I = (3/2)k(GMYR (R /d)°sen2d = 3k(GMLY/R (R /E)%8. (4)

La torca de marea gue actia sobre la primaria es exactamente opuesta a esta torca.

En la llamada aproxumacién de friccién débil se supone que & es proporcional tanto al
alejamiento de la sincronia (es decir, a la diferencia entre las velocidades angulares) como a la
fuerza de disipacién viscosa. Esta aproximacién no tiene ninguna justificacién fisica (Savonije
et al.. 1983} y se hace Unicamente para simplificar los cdlculos. Con esta aproximacion:
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con tg = (GM/R,*y'* el tiempo de cajda libre v T la escala de tiempo tipica en que tienen
lugar cambios significativos en la drbita a través de la evolucién por las mareas. Como este
Gltimo es inversamente proporcional a la eficiencia de la disipacién por viscosidad, en lo
sucesivo se hard T = R*/v., con v, el coeficiente de viscosidad de las celdas convectivas.
También se supondrd que la primaria pasa a través de una sucesién de estados de rotacidn
rigida, durante la cual fa torca de la marea causa un cambio lento pero inexorable en la
velocidad angular @ Tenemos entonces [ dwdt = -T', con I el momento de inercia de la
primaria con respecto a su eje de rotacién. Entonces podemos estimar el tiempo caracteristico

para la sincronizacion tg,. con:
tone = ~(Q-H(daVdD) = T (@-Q)/T = (13K T/g")(/R,)°, (6)

con rg = (MR y g = My/M,. Al mismo tiempo, a través de la torca, se transfiere
momentce angular del espin de la primaria a la érbita de la secundaria. Esto resulta en un
cambio secular en la razén de distancias &/R; v con ello, en la velocidad angular orbital £,

Una simplificacidn comtn es considerar a la secundaria como una masa puntual, de tal
modo que sOlo se origimen mareas en la primaria. Con esto Zahn (1977,1978) dio las
ecuaciones que describen los cambios en los cuatro pardmetros orbitales a, e, . 1, en funcién
de las masas, radios y valores iniciales de los mismos. Usando esas cuarro ecuaciones Zahn
pudo veriicar que el momento angular se couserva, o sea:

L¥¥]
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d{Te + M Mo/(M+M,)] [GOM+Mpa(1-e5)11/dt = 0, N

puesto que despreciaba la contribucién de la compafiera, por tratarse de una masa puntual.

Haciendo uso de las ecuaciones de Zahn, Hut {1981) encontré que la escala de tiempo
caracteristica para la circularizacién de la érbita es mucho mayor que las otras tres (tg, T ¥ tsne)
en sisternas donde el momento angular orbital es mayor que la suma de los momentos
angulares de rotacién. Hut (1981) obtiene la ecuacién linealizada:

(- Q)" de/dt= -tgoe ", (8
donde
tane = (T/3K)(T/IP)(R)’, (9)

lo cual confirma la estimacién de la escala de tiempo dada en la ec. (6). Para dos cuerpos
extendidos (o sea, que la secundaria no es puntual) en &rbitas cuasi-circulares (esto es.
excentricidad muy pequefia) alrededor del centro de masas comin se tiene que:

(1/e) de/dt = -(1/tgrer)-(1tarc2), {10

donde los subindices 1 v 2 se refieren a la primaria y la secundaria, respectivamente. Para la
primaria se tiene:

tare = {2/21K)[TAq+q )] (/R )" (11)

ia secundaria (de masa vy radio M, v R,) hace una contribucién similar al tiempo de
circularizacion.

De las ecuaciones {9) y (11) vemos que la razdn tyge/teirc €8 (7/3)(1/M, + l/Mg)(L’az).
Esto implica que el tiempo de circularizacién es mucho mayor que el de sincrontzacion;
entendiéndose aqui por “sincronizacién” en una Orbita excéntrica que en el periastro ias
velocidades angulares orbital y de rotacién coinciden.

También Hut (1981) demostrd que la rotacién de cada componente se sincronizard con
la velocidad orbital instantdnea en el periastro, puesto que en £sa posicidn la interaccion de la
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marea es mds intensa; v que el dngulo 1 decrece rapidamente (simuitdneamente con la
sincronizacion).

Para estrellas con una capa exterior convectiva profunda, se considera que la friccién
tarbulenta es la responsable de la torca de la marea I', de tal modo gue el tiempo caracteristico
T debe ser una escala de tiernpo de friccién convectiva relacionada con los pardmetros de la
capa exterior. Tomando T = RV, con v, = LV, donde L. es el tamafio tipico de los
remolinos mds grandes en la conveccién, v V. es la velocidad convectiva tipica. Se tiene que
tipicamente T es del orden de (MIRIQ,’L)”B, con L la luminosidad total de la estrella. Para una
estrella tipo solar, T ~ 160 dias. De las ecuaciones (6) y (9) esta escala implicarfa que el
tiempo de sincronizacién iyn, €S proporcional a la cuarta potencia del periode orbital P
(=271t/Q2), lo cual nos darfa (usando las ecs. (6) y (11)) tux o= P19 Estos exponentes tan
grandes nos muestran la enorme dependencia con el periodo orbital de los tiempos
caracteristicos. Con esto podemos estimar algunos tiempos de sincronizacidn y de
circularizacién proponiendo los periodos orbitales. Para P = 1dfa se tendria: {yp = 10% afios y
Tore = 10° afios, mientras que para P = 10 dias serian tyy = 108 V lope = 10" afios.

1.2 El mecanismo de resonancia en binarias radiativas

Cowling (1941) hizo un estudio de los modos de oscilacion naturales que tienen lugar en una
estrella debido a una perturbacién no periddica (en general todos los objetos tienen unos
modos naturales de oscilacién que dependen dnicamente de sus caracteristicas intrinsecas, por
ejemplo, densidad, elasticidad, etc.). En dicho trabajo sugirié que algunos de ellos podrian
entrar en resonancia con el potencial periddico de una marea. Después Zahn (1975) noté que
en una componente de un sistema binario que poseyera una capa exterior radiativa las
resonancias estarian fuertemente amortiguadas por la difusion radiativa, que opera en una capa
delgada debajo de la superficie estelar. Debido a este proceso disipativo, la marea dindmica no
tiene la misma direccién que el potencial forzador por lo que se genera una torca que tiende a
sincronizar a rotacién con el movimiento orbital.

Para evaluar el tiempo caracteristico de sincronizacion en una estrella de este tipo,
debemos calcular la amplitud de la oscilacion forzada en la superficie estelar, tomando en
cuenia el amortiguamiento radiativo. Zahn {1975) demostré que la protuberancia debida a las
mareas dindmicas es mucho menor que la producida por las mareas en equilibrio; sin
embargo, a diferencia de esta ditima, la protuberancia debicda a las mareas dindmicas puede
tomar cualquier orientacién con respecto 2 la compafiera, dependiendo de la frecuencia de la
accién del potencial perturbador. La torca resultante de la marea dindmica I'y es proporcional
al producto R/ (-, si se supone que el gradiente de densidad es continuo a través de
la interfase entre el miicieo v la capa exterior. Se introduce el tiempe de sincromizacion
definido por Zahn {1975):

—
—
[

R

tane = d[I{e-QQIP )/t

Ln
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Con I daydt = -Ty y la ecuacién de conservacién del momento angular (7), Zahn (1976)
estima la escala de tiempo tyg:

tane = (rg 7SEQ [t (q (1+a) ) (/R ) ™, (13)

donde Eq es la constante estructural definida por Zahn (1973), que tiene un significado fisico
andlogo al de la constante apsidal, sélo que en este caso también se toman en cuenta los
movimientos convectivos. En el mismo articulo da valores para este pardmetro, que depende
principalmente del tamafio del nicleo convectivo. Sobre la secuencia principal se tiene E, =
10® con My =2M Y Es = 10 cuando M, = 10 My,. Para excentricidades moderadas Zahn
(1976) muestra también gue:

teire = (2/2{E [t (q( 14+q) ' I (@/R )7, (14)

con ura contribucién similar de la secundaria al tiempo efectivo de circularizacién del sistema
(0 sea que el i, real = 2 X . dado en la ecuacién 14). El tiempo de sincronia de un sistema
crece fuertemente al incrementarse la razdn de distancias a/R; y el periodo orbital, debide al
exponente tan grande en la ecuacidn {14).

Para este caso es mds dificil estimar los tiempos caracteristicos, por lo que sélo
MENcIono que para un sistema de dos estreilas de masas iguales a 10 M, cada una, v radios
de 5 Ry, separadas por a = 33 Ry, se tendrian tyge = 108 Vi = 107 afios. Como estos
tiempos crecen con (a/R1), se sigue que sistemas separados mas de cinco veces el radio de la
estrella principal tendrdn tiempos de sincronizacidn y circularizacién mayores que la escala
evolutiva estelar.

Como pudimos ver, los tiempos caracteristicos son muy grandes, por lo que se justifica
efectuar un célcelo en el que no tomemos en cuenta los procesos evolutivos (sincronizacién,
circularizacién, nucieosintesis, etc), para comprender el comportamiento superficial de la
estreiia.
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Capitulo 2

Oscilaciones no radiales en estrellas aisladas sin
rotacion

En este capitulo se describe la teorfa de las oscilaciones no radiales en estrellas aisladas, sin
rotacién. El tratamiento sigue a Hansen y Kawaler (1994) casi al pie de la letra.

1. Linealizacién de 1as ecuaciones hidrodinamicas

Para describir las oscilaciones no radiales. primero consideraremos a las ecuaciones de la
dindmica de fluidos. Por simplicidad se hard la suposicidén de movimientos adiabaticos.
Despreciaremos la viscosidad y otros efectos disipativos y supondrermos gue no hay
esfuerzos de cizalladura en el fluido. Las ecuaciones que requerimos son: la ecuacién de
Poisson para el potencial gravitacional @, la de continuidad y la del movimiento:

Vi@ = 4nGp (1)
Jo/at + Ve(pv) =0 (2)
P(AIt + ¥ Vv = -VP - pV® (3)

con v = v(r,t) la velocidad del fluido, ® el potencial gravitacional, p la densidad y P la
presién. Esto da la descripcién Euleriana del movimiento en la posicion I que nos interesa
para ver que pasa con v(r,), p{r.t), etc. como funciones del tiempo. En una estrella ne
rotante en equilibrio hidrostdtico, v es cero en todo lugar.

Adoptando la descripcién Lagrangiana, consideremos un elemento que se desplaza
de su posicién de equilibrio en r, por un vector infinitesimal &(r,t) (cuya componente radial
es 9r). Si v = 0, las perturbaciones Fuleriana y Lagrangiana de v, representadas por v’ y 8v
(se usaré siempre ' y & para las perturbaciones Eulerianas y Lagrangianas, respectivamenie,
de una variable), son iguales y estan dadas por:

v =0y = dé/dt 4

con d/dt la derivada de Stokes

d/dt = 9/dt + v.V. (5}
Conforme se desplaza el fluido, asimisme se desplazan las demds variables fisicas.

Por ejemplo, la presién P(r) que originalmente estaba asociada con el elemento en r, se
vuelve P(r) + 3P(r,i) cuando el elemento se mueve a r + &(r,t). Lo mismo aplica 2 la

~1
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densidad y su perturbacidn dp(r.t). Estos son desplazamientos Lagrangianos y se operan
con 9.

Si el movimiento es adiabdtico, 8P y 8p cumplen:
8P/P = dp/p (6}

Siendo v, el indice adiabdtico para un gas ideal. Nétese que no se puede usar una
relacion similar para las perturbaciones eulerianas P’(r,t) y p’(r,t), pues esas perturbaciones
se usan para hallar las nuevas presiones y densidades en un punto dado r sin decir de donde
vine el fluido. Las variaciones eulerianas y lagrangianas estdn conectadas por ciertas
relaciones, por ejemplo para la densidad:

Bp=p’+5Vp (7
El procedimiento a seguir consiste en reemplazar P, p, ® y v, por P+P’, p +p’, ® +

®’ y v + v’ en las ecuaciones 1 a 3, multiplicando y tomando términos de primer orden en
las perturbaciones. La ecuacién (3) se vuelve:

p FEBE = -VP-pVD - VP - pVd’ - p’'VP ®
pero
VP-oV®=0 (9)

y sélo quedan perturbaciones. Las ecuaciones de continuidad v de Poisson dan:
P"+Ve(pE) =0 (10
V' = 4nGp’ (11)

Al establecer Ia forma de la ecuacién de continuidad, hemos dado lo que resulta
luego de integrar en el tiempo y remover una constante de integracién al imponer p” = 0 en
£=0.

Aunque hemos linealizado las ecuaciones, el conjunto es aun dificil de resolver.
Para simplificar aun mds el sistema, se convierten de ecuaciones diferenciales parciales a
ordinarias. Supondremos que las variaciones £, P, p° y @ se pueden analizar por el
teorema de Fourier, siendo proporcionales a ™. con ¢ la frecuencia angular. Por ejemplo,

&(r.t) = E(r)e'™ (12)

Con esta sustitucidn la variacién en el tiempo se separa y todas las demds
variaciones son funciones tnicamente del vector radial r.
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El segundo paso es ignorar completamente la variacidn en el potencial gravitacional
®’. Este paso, lamado aproximacicn de Cowling (Cowling, 1941), es muy bueno, sabiendo
que durante el movimiento del fluido hay muy poca masa involucrada, lo cual introduce
errores cast imperceptibles, pero simplifica considerablemente el tratamiento matemdtico.

Podemos expandir la ecuacién de continuidad a
plp=-V.5-&Vpip (13)
pero el dltimo término se puede relacionar con !a variacidén Lagrangiana para dar:
dp/p =-V.&, (14)

A través de la condicidn adiabdtica, también podriamos relacionar a V& con la
variacion de la presion.

Ahora se desarrolla la ecuacién de movimiento en sus componentes vectoriales,
considerando primero la parte radial, que es:
o
bl

=11/
L

> >l £18Y
a;}) aP r/ar“‘"( o }dP!uI' L1

Is]
r P

donde V& se reemplazé por -VP/p usando la condicién hidrostatica para la estrefla no
perturbada y & es la componente radiat de £(r). Nétese que P es funcién sélo de r v por
tanto no necesitamos derivadas parciales para su gradiente. Ahora manipulamos el término
que contiene P’ para que la derivada radial actiie sobre P/p, con lo cual obtenemos:

o€, = (P’/p*) dp/dr + 9/ar (P’/p) —(p’/p?) dP/dr. (16)

Después de esto, manipulamos ¢l primer término del lado derecho para transformar
P’y 9’ por sus formas lagrangianas 0P v 8p. Luego hacemos uso de la condicién adiabética
y de la ecuacién (14) para llegar finaimente a:

&€, = 3/3r (P'/p) — A(r) T\ Plp V& (17

donde A(r) = dlnp/dr — (1/y;) dinP/dr es el lfamado discriminante de Schwarzschild, que
Juega un papel importante en la conveccidn. Por otro iado, 1 P/p es el cuadrado de la
velocidad local del sonido. Trabajando de manera similar con las otras componentes de & se
cbtiene:

07Ee(r,8,0) = /38 {(1/5)(P(1)/p)] (18
E,(1.8.9) = (1/send) 3/30 ()P (/p)] e

El paso siguiente es resolver ias tres ecuaciones para &,
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2. Separacién de las ecuaciones de pulsacion

Las tres ecuaciones (17), (18) y (19) tienen las cuatro incégnitas &, e, Sp ¥ P/p. Sin
embargo, sélo dos de ellas son independientes. Los otros dos grados de iibertad estdn
contenidos en una funcidn cldsica. Para demostrarlo, propondremos una solucién y veremos
si se verifica. Sea

E.(ra&*dn = E}(r,e,@)e{ + E_,a(l',e,(]:)}ee + éc,a(f,e,q))e@
= [ED)e; + £(1)eg0/38 + ET)es( 1/5enB)d/00] Y m(B.0) (20)

donde los e; son los vectores unitarios de las coordenadas esféricas, v C(r) es una nueva
funcién sélo de r. La funcién dependiente del dngulo Y,n(8,0) es el armdnico esiérico de

indices / y m. Esta funcién, que hace la separacidn angular, surge en la iisica matematica
como solucién de la ecuacién diferencial parcial:

(1/senf) 9/96 (sen Y ;/08) + (1/ser’8) 37Y /d0™ + £(#+1) Y ,m(6,0) = 0. 21

Aqui £ debe ser un entero positivo o cero y m puede tomar solo los valores -/, -/+1,

., 0, ... £-1, £. Entonces para un valor dado de ¢ hay sélo 2¢+1 valores permitidos de m.

Notese que £ =0 es un caso especial porque Yoo(6,9) es una constante y no depende ni de 6

ni de 0, o sea, las soluciones para ¢ = 0 sélo dependen de 1 y entonces corresponden a
modos radiales.

Sea también:
P’ (r)/p = [P'(r)/p] Y m(8,0) (22)
&(r) y P/p estén relacionadas con:
&() = (1/o’) P'(1)/p (23)

La funcién &(r) reemplaza a P’/p v a las componentes 6 y ¢ de & y nos referiremos 2
ella como el desplazamiento transversal.

Si las componentes angulares de las ecuaciones (20) y (23) se meten en las
ecuaciones de la fuerza (18) v (19), las derivadas de Y,m se cancelan en ambos lados de las
ecuaciones resultantes. Por ejemplo, el lado izquierdo de (18) es (usando (20)):

Ea(1,0,0) = 5 (1) OY /0

mientras que el lado derecho se vuelve (con (22) y (23)):

9106 [(1/D)P’ (1)/p] = 6~ 3E(1) Y /08 = 67 56(5.6,0)

10
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Entonces la componente 9 de la fuerza se satisface con nuestra eleccién de &, y la
separacién de variables. Lo mismo para 0.

La dificultad de la ec. (17) es el término radial de la divergencia de &(r,8,0). Esta es:
V.E = (1)) d/de(rE) + (1/rsenB) 9/08 (Egsen®) + (1/rsend) 8/06(5,) (24)

Pero si metemos aqui {20), recobramos los dos primeros términos de (23) y
V.& = (11D didr(rE) Yom — [0+ 1011 & Yom (25)

donde &; sélo depende de r. Por otro lado, V.& es, de (14), lo mismo que -80/p, que puede
escribirse:

Sp/p = (pinP)(CrE - g5 (26)

donde se ha usado la ec. de equilibrio hidrostético para reemplazar la derivada de la presién
por -pg v se han eliminado factores comunes de Y,,. Como resultado final se tendrd una
ecuacion diferencial de primer orden, luego de igualar la divergencia v -8p/p. Pero antes

e eate I o TR =

VEremos unas Jecuencias importantes.
La primera de estas frecuencias es la de Brunt - Viisild dada por:

N* = -Ag = -g {dInp/dr — (1/y;) dInP/dr] (27)

donde g es la gravedad superficial. Esta es la frecuencia de oscilacién asoclada con una

parcela perturbada de fluido en un medio convectivamente estable (N2 > 0).
La segunda es la de Lamb, dada por:
S,2 = P+ DA Pl = [P0+ 10 v (28

esta es simplemente la que corresponde ai reciproco de la escala de tiempo que resulta al
dividir una longitud de onda horizontal entre la velocidad local del sonido (v).

El nitmero de onda transversal es (en cm™'):
K= 20+ = 820 (29)

Si relacionamos una longitud de onda transversal A, = 2m/k, a k., S, 2s el tiempo
que le toma a una onda sonora viajar la distancia A/27. La ecuacidén que resulta al igualar
V.§ v -8p/0 es, luego de un poco de dlgebra v usando (23) v (26):

§ = &=

r dEJdr = [k S, 216 + k711 - 678,716 (30
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También, si usamos (17), (22) y (26):

rd&ddr = [1 - N¥o?] + [INY/g - 11& (3D

Las ecuaciones (30) y (31) juntas dan un sistema de ecuaciomes diferenciales
ordinarias de 2° orden. Si hubiéramos dejado en el potencial variaciones del campo, el
sistema habria sido de 4° orden. La aproximacién de Cowling captura la esencia del
comportamiento a baja amplitud.

Las condiciones de frontera de nuestras dos ecuaciones salen dei comportamiento en
la superficie y en el centro. La condicién en el centro depende de como varian varias
cantidades hidrostéticas como A y P con r cerca del centro. y de imponer que & y & sean
finitos ahi. Estas soluciones regulares van como (&) e< ! para r pequefia y la relacidn
entre ellas es:

E(r)=¢% conformer — o (32)

La condicién en la superficie depende de las condiciones atmosféricas de la esirella
estdrica. En la forma més simple en que las condiciomes de irontera son ceros, las
perturbaciones deben ser tales que la presién superficial sea cero. Esto es o mismo que
requerir que OP sea cero en la superficie. Para expresar esto Como relacién entre & y &
considérese que (26) puede reescribirse como:

SP/P = (p/PY[GIE, - g&. (33)

Justo debajo de la superficie la razén 3P/P debe ser finita por comsideraciones
atmosféricas. Conforme nos acercamos a la superficie esto debe de seguir valiendo aun si P
va a cero. Sin embargo. el factor o/P fuera de los corchetes va a infinito porque, en el €aso
del gas ideal, p/P es inversamente proporcional a la temperatura y T disminuye en direccion
a la superficie. Entonces para que la perturbacin relativa de la presion sica finita se
requiere que:

&R = gL {RY(OR) (34)
con g la gravedad superficial.

Ahora tenemos dos ecusaciones diferenciales v dos condiciones de frontera. Pero.

o

como para las oscilaciones radiales. nuestras ecuaciones y condiciones de frontera son
lineales v homogéneas, entonces tenemos que fijar una normalizacidn. La eleccidn de
normalizacién es arbitraria v elegimos £(R) = 1. El sistemna estd ahora scbredeterminado y
G~ es un eigenvalor y las perturbaciones S(r) v &i(r) son las eigenfunciones.

Regresemos un poco a las propiedades de Y.m(6.¢), dadas por:

12
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Y. (8.0) = lf(?.fw:-l)(f-m)
fm AV S T

uno 3
| 4m(Z+m) Fim (cosO)e (33)

siendo P (cosB) los polinomios asociados de Legendre:
Pon(X) = (-1)™(271(1 - xH™2 ¢ ™/dxt k2 - 1) (36)

Aqui x = cosf. En Ia figura 1 se ve que las partes claras corresponden a valores
positivos de la parte real de Y, v las dreas oscuras a los valores negativos. Los modos con

m = { se llaman modos zonales, mientras que los modos con 'ml = # se Hlaman modos
sectorales. Los intermedios son los modos tesserales.

Kadiai maode

A v
v

{22
Oucdrupoia

v pw o d gt

a
¢
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o,
7y .
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e

w I -4
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Figural. Modos de oscilacion no radiales. el ndmero ¢ da el ndmero totai de nodos, mientras que &l nimero m
nos dice cudntos de esos nodos pasan per 1os polos.

Aunque la figura da una leve idea de qué pasa en la superficie estelar. el
movimiento real del fluido es mds complicado. Las eigenfunciones tienen lfneas nodales en
la superficie a cualguier instante de tiernpo, pero también puede haber nodos a diferentes.
posiciones radiales. Esto es muy dificil de ilustrar. Ademés, la dependencia oscilatoria con
el tiempe sigmfica que ¢l fluide se mueve hacia atrds y adelante pernddicamente {con
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respecto a un punio exterior fijo en un sistema de referencia nercial) en direccion azimural
Como ejemnplo simple, considérese el modo sectoral £ = m = 1. Este tiene un nodo
angular que pasa por los polos, pero este nodo se mueve en direccion retrograda azimutal (&
& mds pequefias) debido al factor e =™ que viene de la dependencia en el tiempo y de la
exponencial en Y, Esto es, las lineas de fase constante son tales gue do/dt = -o/m y, para
m positiva, tenemos una onda que corre retrégrada. El caso zonal (m = 0) es mds faci de
visualizar porque podemos imaginar las porciones clara y oscura de una superficie {como
en la figura) alternando su brillo periédicamente con un periodo [ = 27/G para G* positivo.

3. Propiedades de las soluciones

Podemos aprender mucho acerca de las soluciones a las ecuaciones (30) y (31) para E v &
haciendo un andlisis local del sistema. Asumimos que & y & varfan mucho mds
rapidamente en el espacio que las otras variables fisicas que aparecen en las ecuaciones
(tales como N?) asi que tales variables pueden considerarse constantes en algdn rango
limitado de radios. Para calcular esto, asumimos que tanto & como &, varfan espaciaimente

corno exp(ik,r) donde el nimero de onda k. es muy grande comparado con r.

Entonces ambas eigenfunciones tienen muchas variaciones en un intervalo corto de
espacio. Poniendo esta exponencial compleja en las ecuaciones diferenciales nos da un
conjunto de ecuaciones algebraicas en & y & cuyo determinante de coeficientes debe ser
cero para tener soluciones no triviales. Dejando los términos dominantes en ¥, obtenemos la
relacidn de dispersion:

k? = (Y8 - NG - 8,) (37)
donde se asume como antes que o es positivo. Esto implica lo siguiente:

1. Si o es mayor 0 menor que Ny S, . entonces k. > 0 y hay soluciones senoidales
propagantes porque exp(ikz) se reduce a senos y cosenos.

. 2 - 3 2 . . -
2.Sig estdentre N“y S,7, k- es negativo y las soluciones muestran comportamiento
exponencialmente creciente o decreciente.

O sea que N* y S,> son frecuencias criticas para la propagacién de ondas. La
. . .. ] . .
relacién de dispersién para k,” que se dard abajo, en la ec. (38) se puede usar para resolver
para & en dos limites para ondas propagdndose. Para facilitar esto definimos también el
- - 2 — 1 T, 2 £ 1 H
nimero de onda total X: con K* = X~ + k. Esto da més de la esencia de una onda que
puede viajar en una combinacién de direcciones raciales y transversales. E! entendimento
. P .2 . )

es que K es grande para un anélisis local. Entonces, si o~ es mucho mds grande que N° y
SAy IN? es mds pequefio que S,” (que usualmente es el caso), la raiz mds grande de (37)
es:

Gp2 — (Ksz{z) ng = (krz + ktz} Vsz, (38)

14
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Iy}

El subindice "p" se ha asociado para denoctar "presion” porgque sélo imterviene la
velocidad del sonido. Estos son modos de 'presién’ o ‘acdsticos’ y nos referiremos a ellos

como “modos p". Aqui se regresa a los modos radiales s1 7 es cero.
La rafz mis pequefia surge si o es mucho menor que N” v S, y estd dada por:
o =k k> +kHNL (0P << N% S (39)

Estos son los modos de gravedad o "modos g", Hamados asi porque la fuerza
restauradora es la flotacién en el campo gravitacional. Notese que si N* es negativo,
implicando conveccién, entonces O, es imaginaric puro v la perturbacién crece o decae
exponencialmente con el tiempo (estos corresponden a modos g, v los modos asociados
con N” > 0 se llaman modos g*). Entonces. en resumen, los modos p constituyen el ifmite
de alta frecuencia dei \,spectro de oscilaciones no radiales, mientras que los modos g son el
limite de baja frecuencia.

Si cada modo en un espectro s ortogonal respecto a los otros, las eigenfunciones

que corresponden a cada eigenvalor c* deben diferir en aspectos importantes. Siguiendo
nuestro andlisis local como una aproximacion a lo que sigue, k, v £ deben medir esta
diferencia. Como k; es un ndmero de onda, la longitud de onda local corresponuleme s A
= 2m/k.. El mimero total de nodos (denotade por n) en cualquier eigenfuncién es n =
2JoRdi/A, donde el factor 2 cuenta los dos nodos por longitud de onda. Entonces n =
Ikdr/m. Si integramos G, de (38) de tal modo gque K’ se pueda despreciar (para

simplificar) por ser £ pequeiia, y sdlo aparezca k;, obtendremos la siguiente estimacion:
i R -1
Gp = am [Jp dr/vy) (40)

Para los modos p las frecuencias dependen sélo de la variacion de la velocidad del
sonido, que para un gas ideal depende de la temperatura fundamentalmente. Entonces, en
estrellas como el Sol, los modos p describen bastante bien la estructura de temperaturas.
Una estimacién de los periodos de los medos g es:

Tl = 2n/c, = n{ 241200 + 1) IR (Nmyde)! (41)

Las frecuencias (los pericdos) crecen {decrecen) con n, €n contraste con ios modos p.

. . . 9 . . . . P
Los mismos limites de o° relativos a N v §,% dan las siguientes estimaciones para la razén
de eigenfunciones radial/tangencial cuando se usan en las ecuaciones (30) y {31):

IE/54 ~ 1k, {modos p} {(42)
IC/Ed ~ F(f+1)/rk, . {modos g} (43)
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Para nimeros de onda radial grandes (gk, >> 1) los movimientos del fluido para los
modos p son principalmente radiales, mientras gue para los modos g son principalmente
transversales.

4. Clasificacion de modos

Hemos visto que el cardcter de un modo particular depende de n, 4. y de las amplitudes
relativas de los desplazamientes radial y tangencial. Ademds. los modos p son de
frecuencias mds altas que los modos g. La frecuencia de un modo dado se denota por G,
entendiéndose que dos modos diferentes (p v g) pueden existir para una combinacion dada
de ny 4 (COmo entra el ndmero azimutal m en este cuadro? Sila estrella no perturbada es
esféricamente simétrica, el eigenvalor (la frecuencia) es independiente de m aunque la
eigenfuncién dependa de m por la aparicién de €™ en Y. Esto es cierto porque no hay eje
preferencial de simetrfa en un sistema esféricamente simétrico. Podemos escoger
arbitrariamente ese eje (y con ello de paso establecer el polo para medir el dngulo 6) y
podemos elegir cualquier circulo polar mayor para empezar a medir 0. Otra forma de ver
esto es revisar la derivacion de las ecuaciones de pulsacién en forma diferencial ordinaria,
donde no aparece m. Si, por otro lado, hubiera efectos que destruyan la simetria esférica
(como rotacién o campos magnéticos) entonces m deberia afectar y tendriamos que
mcluirlo en las especificaciones de G.

En el proximo capitulo se describirdn las oscilaciones que tienen lugar cuando
mntroducimos una complicacién: la rotacidn.
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Capitulo 3

Oscilaciones en estrellas aisladas con rotacién

En este capitulo se resume la teorfa bdsica de las oscilaciones no radiales cuando interviene
la rotacién. Se sigue el tratamiento de Unno et al. (1989) casi al pie de la letra.

3.1. Ecuaciones basicas

Las ecuaciones bdsicas que requerirermos aqui son las ecuaciones de Poisson, de
continuidad y de movimiento:

Vi@ = 4rGp (1)
dp/ot + Ve(pv) =0 _(2)
p(0/dt + veViv=-VP - pV®D (3)

donde p denota la densidad, P ia presién, v la velocidad y @ el potencial gravitacional. Si
tenemos equilibrio (es decir, no hay oscilaciones), las derivadas con respecto al tiempo son
cero, v tenemos:

Ve(povg) = 0 (4)
¥
(Voo VYVy = -{1/00) VP - VO (5

donde el subindice O representa el estado de equilibrio. Discutamos ahora el estado de
equilibrio con la velocidad debida a la rotacién.

VO:—QXT (6>

donde L2 representa la velocidad angular de la estrella en equilibrio. Supondremos que la
velocidad angular es axiaimente siméirica, as{ que:

Q=L0{r.8)cost e, -(r,0)senb eg (N

en coordenadas esféricas. Suponemos que la configuracién en estado de equilibrio es
también axialmente simétrica. El campo de velocidades en equilibrio cumnple:

Vavg =0 _ &)

v el producto escalar de vy con elgradiente de cualquier cantidad escalar T nos da:

i7
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v Vi=Q ofid¢ )

por tanto, la ecuacidn (4) se satisface automaticamente.

La ecuacién (5) se reduce a:

Qx{Qxr)=-(1/py) VP - V& (10}
donde el lado izquierdo representa la fuerza centrifaga.

Las ecuaciones bdsicas linealizadas se derivan en forma euleriana del modo siguiente:

op /ot + Ve(pov' +p'vg) =0 (11)

y

Po[0V' /0t + (VeV)V + (v V)vp] + (Voo V)Ve = -VP" - p’V Dy - gV D, (12)
donde (al igual que en el capitulo 2) las cantidades con ’ representan las perturbaciones
eulerianas) Con ayuda de las ecs. (9) y (10), la ecuacién lincalizada de la conservacién de fa
masa (12) se reduce a:

(310t + Q 3/80)p” + Ve(pev') =0 (12)

El operador {d/ot + Q J/dd) que aparece en las ecuaciones anteriores representa la
derivada temporal referida a un sistema de referencia local que rota con una velocidad

angular Q.

Recordemos que en coordenadas esféricas se cumple gue:

de/do = e,send (14)
dey/dd = -esend -escosH (13)
deg/dd = e4cosh (16)

Insertando las ecuaciones {7} v (5) en la ecuacidon de movimiento lmealizada (13),
obtenemos {luego de usar las relaciones vectoriales (14}, (13) v (16)):

[(3/0t + Q 3/00)V Je; + 2Qxy" + (v’ -V Qrsenfe, = -(1/pg) VP'-VO™ + (p’/pgz)VPO (17
donde i representa a las coordenadas esféricas r,8.¢. El primer término en el lado izquierdo

de la ecuacién {17) representa la derivada temporal de la velocidad referida ai sistema de
referencia local en rotacidn; el segundo es la fuerza de Coriolis, v el tercer t€rmmo se debe

]
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a la rotacion diferencial. La perturbacién euleriana de la velocidad v’ estd relacionada con
el desplazamiento &, con la ecuacién:

v = v (& Vv, (18)
o bien:
v = 8&/at +(V0-V>a - (EDV)VO. (19)

Se puede expresar también, con la ayuda de (6) y (9), méds la ayuda de las identidades
vectoriales (14), (13) v (16), por:

v’ = [(9/ct + O 9/09)E,]e; ~ (E-V)rsenbe,, (20

Para completar la descripcién del sistema se requieren ecuaciones suplementarias,
por ejemplo la ecuacidn de Poisson al sufrir una perturbacién queda como:

Vi@’ = 4nGp’. 2D
0 la relacion entre las perturbaciones lagrangianas de entropia (S), la presién v la densidad:
&p/po —(1/v1) OP/Py = ~vrfcp 0S (22)
con vy = -(dlnp/olmTp y cp = T(38/3T ).

Usando relaciones enire las perturbaciones lagrangianas y eulerianas, podemos
expresar la perturbacion en la entropia en términos de las perturbaciones eulerianas de
presion v densidad:

(3/0t+023/30) (P’ /pe—P 1 Po) + ¥ o(VIRpo—( 1/41)VInPo) = -(v/ce)(3/0t+Q2/30)8S. (23)

Veamos cémo se describe el movimiento de un fluido en términos de la vorticidad,
definida por:

w=VYxy (24)

que representa la velocidad angular de rotacién local e mstantdnea dei fluido. Derivemos la
ecuacién que gobierna ¢l cambio de vorticidad. Tomando el rotacional de la ecuacidn {2)
obtenemos {luego de usar identidades vectoriales):

oeYdt + VX(xy) + Vx(VP/p) = 0 (23)

Observemos que el segundo término de (23) se puede rescribir como:

Vx{axy) = (veV)w - (Vv + (Vev)o, (26)

15



Capitulo 3 Oscilaciones con rotacién

con esto, la ecuacién {25} se reduce a:

(019t + VoV - (@ V)v + (Vv + Vx(1/p)VP =0 (27
al combinar las ecuaciones (2) v (27) obtenemos:

(310t + VeV - (@peV)V + (Vav)o + (1/p)VXVPp =0 (28)

Podemos reescribir el término de VP/p de la ecuacién anterior en términos de la
entalpia h y la entropia S como:

VP/p=Vh-TVS (29)
usando la relacién termodindmica:
dh = TdS + dP/p, (30)

Entonces, el tercer término de la ecuacién (28) se rescribe en términos del gradiente
de temperatura y el de entropia como:

VX(VP/p) =-VX(TVS) = -VTXVS. (31)
De agui, podemos escribir la ecuacion (28) de la vorticidad en la forma:
(313t + veV)Wp - (WpsV)v — (1/p)VT.VS = 0. (32)

La ecuacién (32) se usa para entender la naturaleza fisica de las ondas causadas por
la rotacion dei fluido.

Al sustituir las cantidades en equilibrio tales como po, Py v vp en la ecuacidn (28),
obtenemos la ecuacién que describe el estado de equilibrio:

(Vo V)an/py ~{/po-V)vo + (1/p)VX(VPo/pg) = 0, (33)
donde
@y = Vxvy = VX(Qxr) = 2Q. (34

El primer término de la ecuacion (33) es cero. por lo que la ecuacién se reduce a:

~(2Q.VYOxr) + VX(VPy/pg) = 0. (35}

Si la rotacién es uniforme {no diferencial), tenemos 3Q/dz = 0, y la ec. (35) nos
queda: - —
VPQXVPQ =0. (36)
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En este caso se dice que la capa de fluido es “barotrépica’”.
La ecuacidn linealizada de la vorticidad estd dada por:

[{o/ot + Q0/00) Je; + (& « VE)rsenbe, + (v V)20 - (2Q.V)v' + (Vw20 +
+ Vx(VPip) = 0. (37)

3.2. Analisis de modos

En esta seccidn, se omitirdn los subindices 0 de las cantidades en equilibrio. No hay
confusion posible, puesto que las perturbaciones tienen su propia notacién. También se
supondrd que los procesos son adiabdticos y que las variaciones en el potencial son
despreciables (aproximacion de Cowling). Con esto, las ecuaciones (13), (23) v (17}
guedan:

Dp’/Dt + Ve(pv') = 0 (38)
Dp’/Dt - (1/c*) DP’/Dt + pv'-A =0 (39)
y

e; Dv' /Dt + 2Qxv’ = -(1/p)VP" + (0’ /p))VP (40)
donde:

D/Dt = /ot + Q d/ao (41)

denota la derivada temporal siguiendo la rotacién no perturbada, y se definié:
A=V - (1/y)VinP. (42)

Generalmente se supone que la dependencia espacial y temporal de cualquier
cantidad perturbada es proporcional a exp{i(ot + ker}], es decir:

p9 — pyo e ot + kr) (43)
P; - P,O @ Kot » k) (44)
V= vye ks (45)

en la que la frecuencia angular ¢ se define en un sistema de referencia en rotacida. Con tal
dependencia (recordando las propiedades de la derivada de la funcion exponencial) vemos

v}

que se cumplen las siguientes reiaciones para cuaiquier variable © o ¥

DE/D =ilc+kv) P - (46)
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y
Vo = ikf (a7

Sustituyendo las relaciones (43), (44) v (43) en las ecuaciones (38), (39) v {49), v
usando las relaciones (46) v (47) hailamos las ecuaciones siguientes:

iop’/p + kev’ =0 (43)
iop’/p - i(slc?) Pip + VV-A =0, (49)
y

iov’ + 2Qxv’ = -ikP'/p + (VP/p)p’/p. (30)

Las ecuaciones (48) a (50) forman un sisterma lineal de ecuaciones simultdneas, y su
ecuacién caracteristica (o sea, la ecuacidn que resuita al construir el determinante e
igualarlo a cero} da la relacion de dispersion:

olot/c? ~ [k + 407 + i(k-Vinp) )&~ — {k.[2QxVin(p/P*")] ) +

(N2 + (2QK) + i(2Q.K)(2Q.VInp)}] = 0 Gh
donde:

denota el cuadrado de la frecuencia de Brunt-Vaisild y ki denota la componente horizontal
del vector de numero de onda que es proporcional a la gravedad aparente. Al derivar la
ecuacion (51) se usé la relacidn barotropica (36). que es consistente con la rotacién
uniforme.

Los oOrdenes de magnitud de los tres términos en las primeras llaves como

coeficientes de &* en la ecuacién (51) se representardn como Ok, O(Q%/c™) v O(k/Hp),
con Hp la escala de altura caracteristica de las cantidades en equilibrio. Suponemos gue:

k¥ >> Q¥c” >> k/Hp, (53)

lo cual se justifica en la mayoria de los casos en el interior estelar, segin Unno et al
(1989). Sea ¢ tal que:

e =K, (54)
- ¥ SUpOnemoes gue:

1/kHp ~ O(eh). (33)

D
[
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El coeficiente de G' en la ec. (51} depende de la direccidn del vector de numero de
onda, pero es, como maximo, del orden de emk%, v los tres térmunos en la tercer lave en la
ecuacién (51) son, como maximo, del orden de Nzk%z, ekic? ¥ k*e?, respectivarnente. Las
partes imaginarias en las dos llaves en la ecuacién (51) forman el vector de ndmero de onda
complejo K. Este vector provoca una variacién lenta de la amplitud de la perturbacién con
la profundidad, la cual conlieva una variacidn de la densidad con la profundidad (llamada
efecto de atenuacion). De acuerdo a la suposicién (53), este efecto es suficientemente
peguefio para despreciarlo comparado con la escala de las perturbaciones. El hecho de que
alguno de los términos del paréntesis cuadrado, entre el tercerc y el cuarto, sea mayor,
depende de la direccién del vector de nimero de onda. Entonces conservamos ambos
térmunos, aunque despreciames el Gltimo término en la tercera llave de la ecuacién (51).

En un caso ifmite de
N + (2Quk)% >> kelke[2QxVIn(p/P M1, (56)

la ecuacion (51) se reduce a:

olc’/c’ - kK26® — (N2 + (2Q.K)7 11 =0 (57)
La ecuacién (53) lleva a los siguientes modos:

¢ = k’c? (58)
y

o = Nk, + (2Q.k) /K% (39)

La ecuacidon (58) representa un par de modos acidsticos de alta frecuencia, v la
ecuacién (59) representa un par de modos de aita frecuencia relacionados con la rotacién v
Ia flotacién al que lamamos onda inercial-gravitacional. En el caso de Q = 0, la onda
mnercial-gravitacional tiende a una onda de gravedad simple:

o = N2k, K" (60)
En el caso de N = 0, la onda inercial-gravitacional se simplifica a:
o = (2QK)7K7, (61)

lamada onda inercial. Debemos notar que la ecuacidn (39) describe movimuento
. . s -~ 2 -
osciatorio aun si N* < 0 cuando (20.k)” es suficientemente grande.

Enel otro caso limite:

INTk " + (200k)7] << kelko[2QxVIn(p/P¥ ™., (62)

(S
Ll



Capitulo 3 Oscilaciones con rotacidn

la onda inercial-gravitacional desaparece. En su lugar, la ecuacién (55) da:

oo /et = k6 — {k[2QxVin(p/P*)]} = 0. (63)
Esta ecuacién da:

& = - ke [2QxVIn(p/PX M /K% (64)

Este dltimo modo se propaga en ia direccidn de rotacidn (progrado), puesto gue
Vin(p/P¥") es usualmente hacia el centro estelar a través de la estrella.

En casos generales, la relacidn general de dispersién (53) da un par de modos
actisticos de alta frecuencia:

o = ket + 402, (65)

un par de modos de baja frecuencia con caracteristicas mixtas de ondas inerciales
gravitacionales y ondas prégradas de baja frecuencia:

o = -(1/12k%) {k-{2QxVIn{p/P*™M]} +
+ (172K [{k- {20V 1n(0/P"™} + 4K [Nk, + (2Q.k)*1Y-, (66)

vy un modo de frecuencia cero. La ecuacion {60) da un par de frecuencias complejas
conjugadas si N* es negativa y IN?l es suficientemnente grande, las cuales son modos de
conveccidn sobreestables propagdndose en la direccidn de rotacién de la estrella, segtin
Unno et al. (1989).

De acuerdo a los cdlculos de Clement (1994), en un modelo calculado por él, la
rotacién tiene un efecto fuerte en la distribucidn espacial de la amplitud de las
eigenfunciones. La figura 3.1 iustra dos modos: Une sin rotacidén y otre con rotacion. En
el limite de rotacién rdpida terminamos con la mayoria de sus amplitudes confinadas en las
Zonas ecuatoriales.

Si bien para los modos no rotantes las mavores amplitudes se presentan en el
ecuador, es claro que la rotacidn hace que las ampiitudes sean mucho mayores en el
ecuador. Por esta razén el estudio de las oscilaciones s6lo en el plano ecuatorial da un
limite supertor de las amplitudes que se encontrarian en toda la estrella.

En la siguiente seccidn se describird el modelo de osciaciones con rotacion en un
sistema binario en el que se troduce un efecto adicional: la viscosidad: lo cual complica
aun mas el tratamiento {Moreno y Koenigsberger, 1999). Como compensacion, el modelo
es bidimmensional, es decir, $6lo toma en cuenta los efectos en el ecuador estelar. Esto ncs
representa bien el comportamiento global del sistema por ser ahi donde las amplitudes de
osciacién son mayores. segun acabamos de ver.

1)
A
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G km/s 435 km/s

Figura 3 |. Modelos de oscilaciones con rotacidn caiculados por Clement {1994). Debajo de cada modelo se
indican las velocidades de rotacidn



Capituio 4 Observaciones

Capitulo 4

Observaciones de oscilaciones no radiales en
sistemas binarios

Se ha sabido desde hace muchos afios que algunas estrellas oscilan en modos no radiales
(Ledoux & Walraven, 1958). Estas oscilaciones producen efectos observabies tanto
fotométricamente (por el anlisis de las curvas de fuz) como espectroscdpicarnente (por el
analisis de perfiles de lineas). Cuando una estrella oscila en modos no radiales, se puede
deductr el orden del mismo a través de la medicién de los periodos. Pero como los modos
radiales tiepen periodos de oscilacién del mismo orden que algunos modos no radiales,
puede haber confusién. Esto es porque al resolver las ecuaciones para los modos no radiales
obtenemos como caso particular el modo radial, que tiene periodos mtermedios enire los
periodos de los modos p (que son mds cortos) v los periodos de los modos g (que son mds
largos). Ademds de esto, los modos radiales pueden oscilar en armdnicos de orden superior,
los cuales tienen periodos mds cortos.

1 e

.
Uil pericao

3 ﬂad& 11{“0{;& ](\ o & s

co ucede sélo co p-
de variacién mds largo, sabemos que se trata de un modo g, ya que no hay modos radiales
de periodos smnilares. De este modo, sabiendo el periodo de la oscilacion radial
fundamental, las oscilaciones con periodos mayores que el periodo radial necesariamente
son mocos g. El periodo fundamental de oscilacion radial estd dado por: Pee = 21/[(37,-

H(GM/RHV,
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En algunas estrellas variables las amplitudes de sus curvas de luz estan moduladas
con periodos mucho mayores que el periodo principal (figura 4.1). A esto se le llama
fenémeno de batimiento y la explicacién mds simple de esto es que hay dos oscilaciones
con periodos similares. Pero en oscilaciones radiales las diferencias de periodo entre los
diferentes armodnicos son significativas; en cambio en las oscilaciones no radiales es
bastante frecuente que dos oscilaciones con combinaciones diferentes de ¢ y m tengan
periodos similares. Por tal razém, al hallar curvas de luz con el fenémeno de batimiento,
estaremos hallando por lo menos un modo de oscilacién no radial.
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Figura 4.1. El fendmene de batimiento en una curva de luz. Tje x. tiempo. gje y; magnitud.
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Cuando una estrella oscila no radialmente, cada parte de su superficie se mueve en
una fase diferente. Si ademds hay rotacién, este tipo de movimiento produce una variacion
caracteristica en el perfil de las lineas espectrales. En la figura 4.2 vemos el perfil de una
linea para una oscilacién de modo ¢ = 8, m = 8. Las regiones oscuras corresponden a
regiones de material que se alejan del observador, mientras que las mds claras se acercan al
observador. Si la estrella estd en rotacidén. veremos una variacion del perfil como se muestra
en la figura 4.3.
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Figura 4.2. Variacién del perfil de una linea espectral debido a oscilaciones no radiales. Tomada de Unno et
al. {1989)

Para hallar oscilaciones forzadas por marea en sistemas binarios se buscan
variaciones de 1os tipos descritos antes.

Gies y Kullavanijaya (1988) observaron € Per, que es una estrella con lneas
espectrales cuyos perfiles son variables, y analizaron el comportamiento de esta
variabilidad. Para explicar este comportamiento exploraron la posibiidad de regiones
oscuras en la estrella (algo similar a las manchas solares), la de nubes de material orbitando
a la estrella v la de oscilaciones no radiaies. Después de analizar cada posibilidad desechan
las dos primeras v llegan a la conclusién de que tales variaciones se deben a oscilaciones no

radiales, estableciendo los modos de oscilacidnen £ =3, 4,5y 6.-m=-3. 4. -5y -b.

Gies et al. {1996) observan t Ori en busca de oscilaciones no radiaies. Ellos calculan
la forma de las estreilas en el periastro v hacen un andlisis de la geometrfa de Roche, que
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estd alterada debido a los efectos de la presion de radiacidén y a la rotacién (no
sincronizada). Para ello hacen un ajuste artificial del periedo v la amplitud de la primasia
hasta obtener el momento angular de rotacidn nstantdneo del sistema. Sin embargo, esto
les da masas erréneas. Las lineas que analizan no mmuestran una variacién significativa, por
lo que no pueden dar evidencias de oscilaciones no radiales.

Harmanec et al. (1997) iniciaron el provecio SEFONQO (acrénimo de Search of
Forced Nomnradial Oscilations), que tiene como objetivo la busqueda de oscilaciones no
radiales forzadas por marea. Observan V 436 Per y encuentran pardmetros fisicos (masas,
radios, velocidades de rotacién, movimento apsidal, etc), pero no les es posibie medir
suficientes variaciones de perfiles que les permitan establecer el modo de oscilacion.

H B } H
{a,-278

(oY da Jay

Figura 4.3. Variacion esperada del perfil debido a la rotacién. Unno et al. (1989)

Holmgren et sl (1997), denire del proyecto SEFONO observan 3 Sco y hallan
pardmetros orbitales v fisicos, pero tampoco logran establecer €l modo de oscilacién.

El proyecto SEFONO ha avanzado muy lentamente y los resultados que ha dado son
pocos, aunque muy valiosos.
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Capitulo 5

Modelo para las interacciones de marea

En los capitulos anteriores hemos hecho una sintesis del trabajo tedrico sobre el que se
fundamentan en gran medida los modelos publicados. Tal trabajo estd basado en las siguientes
aproximaciones v simplificaciones: 1) rotacién lenta y 2) se desprecia la viscosidad. Aqui
resumiremos los resultados de un modele que aborda el problema en forma mds general sin las
suposiciones y simplificaciones anteriores, pero que por su complendad estd limitado actualmente a
un tratarniento unicamente en dos dimensiones. El modelo que se describe en este capitulo fue
desarrellado por E. Moreno y G. Koenigsberger, y estd basado en un modelo anterior (Moreno y
Koenigsberger, 1999). En esta nueva versidn se pretende analizar varias capas y un mayor numero
de elementos que en la versidn anterior, aunque para este trabajo nos limitamos al anélisis de una

sola capa.

Las dos estrellas en el sistema binario tienen masas M, v My, y radios Ry y Rs. La drbita
tiene semieje mayor @ v excentricidad e. La rotacidn estelar estd caracterizada por el pardmetro § =
w2, donde © v Q son las velocidades angulares de rotacidn y orbital, respectivamente. Se asume
gue los ecuadores de ambas estrellas estan en el plano orbital. Cada estrella se analiza por separado
resolviendo la ecuacién de movimiento para un cierto nimero a elegir de elementos de superficie
localizados a lo largo del ecuador en un cinturdén delgado. Este cinturén es lo suficientemente
delgado como para despreciar la masa de cada elemento. El cuerpo principal de la estrella, dentro
de la cédscara considerada, se supone gue se comporta como cuerpo rigido, y entonces la
deformacién de marea sélo afecta a la cdscara externa. En este trabajo se incluyeron 300 elementos,
aungue el modelo permite usar hasta 3000 elementos en esta nueva version.

Este andlisis se concentra en los clementos de superficie de la cascara externa, y el
procedimiento consiste en resolver directamente las ecuaciones de movimiento de estos elementos.
Aunque se resuelve sélo el movimiento del cinturdn ecuatorial, los resultados proveen una vision
de las oscilaciones estelares en otras latitudes, debido a que las fuerzas son simeétricas respecto al
ecuador estelar.

5.1 Las ecuaciones de movimiento

En el problema de dos cuerpos tomamos un sistema de referencia Cartesiano no inercial (primado)
en el cual una de las estrelias, en este caso M, estd siempre en el origen, v la otra estrella, M, estd
siempre en la direccidn del eje x'. Este sistema de referencia no inercial tendrd entonces una
velocidad angular de rotacidon igual a la orbital, €, de M, alrededor de M,. En la figura | se
muestran los sistemas de referencia mercial y no inercial, v se localiza un elemento de superficie
de M, con los vectores r (inercial) v r” (no mercial).

Sea a3,; la aceleracién existente en un clemento. debida a fuerzas no gravitatorias (presion
del gas, viscosidad) . Entonces la aceleracién del elemento con respecto al sistema inercial €s:
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a = d’r/dt’ = -GM; [r-1, /) r-riP — GMa(r-r)/ir-rof® + ayg, (1)

donde ry y r; son las posiciones de M; y M; con respecto al sistema mercial. Ahora bien, r=r1i+ 1
y a = d*r/dt® = ¢ry/de® + dPr/de. También:

a; = d’r)/dt* = GMy(rp-r ) 01y P, (2)
y la ecuacidn que conecta la aceleracién en el sistema inercial con la correspondiente en el sistema
no inercial (representaremnos las derivadas con respecto a este sistema con d’/dt, para diferenciarlas
de d/dt tomadas con respecto al sisterna inercial), a’ = d’*r’/de® es:
dr/df=a’+ Q x (Q x r)+2Q x d'r/dt + dQ/di x 1, (3)
donde dr’/dt = v’es la velocidad del elemento en el sisterna no inercial.
Calculando a-a, de las ecuaciones anteriores, tenemos la siguiente expresién para a’:
2’ =, - GMr/IT'P - GMa[(r-r)/Ir-1f + {ro-r)/iee-1, ] - Q X (2 X 1) - 2Q X v - dQ/dt X 1 (4)

Esta es la ecuacidn de movimiento que se resuelve para cada elemento de superficie en el
cinturdn ecuatorial de M;.

.
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Figura 5.1. Geometria def sistemna: O representa ei origen del sistema de referencia inercial, r, da Ia posicién del origen
del sistema no inercial (de coordenadas X’. y" y ). que gira con la estrella de masa M, v radio R,. La posicidn de ia
otra estrefla. de masa Vb, estd dada por 1. Los vectores ry ©’ localizan al elemento de que nos ocupamos en ei sistemna
inercial y en ¢ no inercial. respectivaments.
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Tomando r* sobre el ecuador de M, (plano x°, y"), (2 dirigida a lo largo del eje z’ (se toma
¢l movimiento orbital de modo que {2 apunta en la direccién positiva de 2°), ¥ @ng = 17 @ogt + § ng2-
con i’y i’ los vectores unitarios a lo largo de los ejes X’ v 7, respectivamente; tendremos las dos
ecuaciones escalares siguientes:

AR/ = aggy = OMX /(X + 7759 = GM[(x -t /(% -121)” + 7P + U] + Q(Q) + 2dy'/dY)
+y dQ/dt (5

YAt = ayp - OMY /(X + v = OMuy /(X 121)” + ¥ 1P + Q(Qy’ - 2dx7/de) - X7 d€Q/dt (6)

con ry; = Ire-ril, Q, y ¢€¥/dt a determinar por medio de la solucidén del movimiento orbital de M,
alrededor de M,. En este movimiente orbital se considera una orbita estacionaria; esto es, no se
roman en cuenta los cambios orbitales producidos por las oscilaciones estelares. Entonces, s/ es el
momento angular orbital constante por unidad de masa, y u, la rapidez orbital radial de M,, el
movimiento orbital se halla al resolver las ecuaciones:

dray/dt = u, (7
du/dt = h¥r;° — G(M; + Ma)/ra . (8)

Teniendo en todo momento 1z v Uy, L2 v d€2/dt se obtienen con Q2 = hirs %, dQ/dt = “2hu/ra;".
Las ecuaciones escalares de movimiento y las orbitales se resuelven para los mismos mstantes de
tiempo.

5.2 La aceleracion no gravitatoria an,

En la aceleraciOn no gravitatoria ang se incluyen las siguientes fuerzas: (1) la presién del gas que
empuja hacia afuera al elemento de superficie, (i) la fuerza lateral azimutal sobre el elemento
debida a posibles presiones diferentes ejercidas por elementos adyacentes y (i), las fuerzas
viscosas radial v azimutal ejercidas por elementos adyacentes azimutales y por el material debajo
del elemento dado, respectivamente. La figura 2 muestra la configuracidn de lo elementos.

5.2.1 La aceleracion hacia el exterior debida a la presion del gas

Tenemos un cinturén ecuatorial en la cdscara externa, que consiste de 500 elementos de igual

tamafio. Todos presentan un drea inicial Ag, longitud inicial 75, profundidad inicial Ay y masa inicial
Am. La presién def gas en ese elemento estd dada por la ecuacién politrépica:

P = Py(p/po)’ = Py (Ay/AY(AWA) = Pol4o/ 1) (AYA)". (9)

Aqui A es el drea en la superficie de! elemento, / la longitud variable en la direccién azimutal y A
la profundidad del elemento. El indice de la politropica usada es v = 2, pues en este caso se tiene
una soiucidn analftica aceptable fisicamente segun Chandrasekhar (1939). Los otrgs_casos con
solucion analitica {7 = 6/3 y ¥ = =) nos dan radio wfinito o densidad constante, respectivamente.
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Figura 5.2. Geometria de los elementos considerados. A representa el drea hacia el exterior, £ la longitud azimutal y A
la profurdidad. Las P, representan ias presiones debidas a los elementos vecinos y a la frontera rigida inferior.

La presidn inmediatamente por debajo de la frontera interna rigida se toma como Py = P/q,
con P presidn del elemento que esté por encima y q una constante que resulta al promediar la
presién de todos los elementos superiores (en este caso 0, pues sélo hay una capa) y la presidn
inferior. Por ello q vale 1/2. Si| angi es la aceleracién inicial hacia el exterior del elemento con

masa Am y drea inicial Ay entonces inicialmente se tiene que:
PoAg =l angolgAm, (10)
mientras que en instantes posteriores la aceleracion laggl es:
lagq) | = PrA/Am = PA/(gAm) = (PA/PyAg)l ang! = PeAy/qAm (11
La aceleracidn hacia el exterior debida a la presion del gas bajo el elemento es:
ang1 = (20/0)" Ao/ angole, (12)

Con e ¢l vector unitario en direccién radial. No se consideraron las presiones de los elementos al
norte y al sur, pues por ser simétricas, se COIMpensan mutzamente.

5.2.2 La aceleracion azimutal debida a la presién del gas

Considérese un clemento de superficie v sus dos elementos adyacentes en la direccion azimutal
Cada elemento adyacente ejerce una presion interna dada por Py y P, respectivamente. La
diferencia de presiones externas en el elemento central es (P;-P2). Si (AS), es el drea azimutal
presentada por el elemento central y (Am), su masa, entonces la aceleracion azimutal debida a la
presion del gas es:

(4l

ang = [(AS); (P\-P)/(Am). ] er . (13)

i
2
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con ey el vector unitario en la direccidn azimutal, v de los dos elementos adyacentes, el denotado
por el subindice 1 es el que tiene el azimut mas pequefio. Usando la ecuacidén (10) tendremos que:

ang = [(AS). q(P1-P2)/{(Po)e (Ag)c}langol. ey (14)
¢
ang2 = [(A)e q(P1-P2)/{(Po)e (o)e} Jlaggole e (13)

Con ayuda de la ecuacidn politrépica (9) tendremos finalmente:
Aag = (A)e (Ao (Lo)e™ 1a{ (£1A1)-(220) Hapgl. €y (16)
5.2.3 Las aceleraciones viscosas

Las aceleraciones radial y azimutal debidas a las fuerzas viscosas se obtienen con la contribucidn
de cizalladura del tensor de esfuerzos

= q[V'v +(Vv)-(2/30V v")1] (14)
con N = vp la viscosidad dindmica y v la viscosidad cinemdtica; v’ es la velocidad en el sistema no

o
inercial, V' es el operador espacial correspondiente, 1 es el tensor unitario v el superindice t indica
la matriz transpuesta.

Considerando las dos caras laterales en la direccién azimutal, la fuerza viscosa radial sobre
el elemento central estd dada por Frp = -PpjedS;-Pr2edSs, dS; v dS; los vectores normales a la
superficie azimutal lateral del elemento central; Py, Prp son los valores del tensor de esfuerzos en
las caras laterales. Escribiendo la ec. anterior en coordenadas cilindricas(r’, ¢’), la contribucién
principal a ¥y, es
Frp = N(AS)I(1/57)(0vp/007); - (1/17){(ave/d0"), Jer (15)

Con los dos elementos adyacentes en la direccion azimutal, hacemos [a aproximacion burda
[ (Dve/do)] = [(vide = (Ve Ve {16)
(/)09 /0072 = [(ve)2 — (Vedel/ e (7

La aceleracidn viscosa radial es @pez = Fre/Am. Con Am=pZ(AS), y {AS). = vp(AS),
tenemos

2y ng3 = (pr )[(Vr 2+t (Vr) - Z(Vr’}c}er’ (18)

Andlogamente, la fuerza viscosa en la superficie infericr del elemento es Frur = -PrueA,
con A = -Ae,. La principal contribucién a ¥y es:

Lo
(V7]
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Foo = -NA(GVe/0r Vo/t Vinee = -NA(L 0& /01 i (19)

con @ = vu/r’ la velocidad angular en el sistemna de referencia no imercial. Tomando la distancia
caracteristica para el cambio de ® en la superficie baja del mismo orden gque la profundidad
(pecuefia) del elemento, tenemos (I' dW/or ) = I'(W- @p)/A, con @, Wi las velocidades
angulares de! elemento y de la region interna (rigida) de la estrella, respectivamente. Con respecto a
un sistema de referencia inercial la velocidad angular de 12 regidn interna de Ia estrella se escribe
como My = BQq, con P constante, y £y la velocidad angular orbital inicial; entonces @' = BQq -Q.
Entonces con Am = pAA la aceleracidn viscosa azimutal a5 = Fny/Am es:

Ange = VI (@ + Q -BoQoes/A (20)

Finalmente, con las ecuaciones ((12), (13), (18} ¥(20), la aceleracién no gravitacional es
A= X a,5:. No se consideraron las viscosidades de los elementos al norte y al sur por dos razones:
a) por ser simétricas las fuerzas, comsideramos que los movimientos de estos elementos son
coherentes con el de en medio, por tanto la viscosidad es pequefia comparada con las otras
componentes; b) por ser arbitraria la eleccién del coeficiente de viscosidad, poner un coeficiente de
viscosidad mayor a lo real en los vecinos sobre el ecuador equivaldria a tener viscosidad también
en ¢l meridiano considerado.

5.3 Método numérico y condiciones iniciales

Se dividié el cmturdn ecuatorial en 500 elementos de superficie. EI movimiento de esos elementos
se obtiene resolviendo las ecnaciones de movimiento (3) y {6) para cada elemento
simultdneamente, de acuerdo a lo que se dijo al final de la seccién 5.1. Se aplica un algoritmo de
séptimo orden de Runge Kutta desarrollado por Fehlberg (1968). Cabe aclarar que para verificar ia
precision también se hicieron pruebas con algoritmos de segundo y cuarto orden, obteniéndose
resuitados similares. Adernds, segtin veremos en el capitulo 7, nos reproduce el equilibrio cuando
damos los parimetros adecuados (érbita circular, corrotacion, coplanaridad). Inicialmente hay una
separacion 4y entre los puntos medios de los elementos a través de la cascara; en tiempos

posteriores la separacidn local da la longitud azimutal / del elemento.

Para generar condiciones iniciales en el movimiento de los elementos, se consideré un
segundo sistemna no inercial con centro en M, y girando con una velocidad angular fQg respecto al
mercial, con {J la velocidad angular orbital en el punto de la érbita en el cual se inicia. Entonces,
con notacién doble prima en este segundo sisterna no inercial y tomando en t = 0 la condicién de
equilibrio v¢” =0, a,” = 0 en cada elemento, ayy es:

ane0 = {GMIPAIEF + GMR[(r — m)/ie — 1P + (02 =1 )0y — 1Pl + B Qex (Qo X 1)} (21)

La velocidad inicial de los elementos es puramente azimutal, y depende del pardmetro 3,
definido como la razén enrre ia velocidad angular estelar (o sea, la velocidad angular de los
elementos de superficie), o, {con respecto al sistemna de referencia inercial) v la velocidad angular
orbitai, £2. En Orbitas excéntricas, esta razdn cambia conforme la estrella va del periastro al
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apoastro. Entonces, a un tiempo arbitrario durante el ciclo orbital, definimos B = w/Q. El sisterna
corrota si B=1.

La capa superficial considerada se tomé como A = 0.01R; de grosor. La eleccidn de tal

grosor es un poco arbitraria, pues segin Nikolov y Tsvetko (1972}, podria tenerse grosores de hasta
0.05 veces o mds del radio estelar en una estrella que oscila.

5.4 Entradas y salidas del programa

Al comenzar a correr el programa, los pardmetros que nos pide son los siguientes:

M, Es la masa de la estrella principal (en Myy), a la cual se le estudian las oscilaciones.
M, Masa de la compafiera (en Mgy).

R, Radio de Ia estrella principal {en Rg).

Y Coeficiente de viscosidad cinemitica (en dias™).

8 Cociente entre la velocidad de rotacién vy la orbital (sin dimensiones).

e Excentricidad orbital (sin dimensiones).

Tom Periodo orbital (en dias).

Como salidas, el programa nos genera (entre otras cosas):

-Forma del cinturén en el periastro y en el apoastro, asi como en otros tiempos seleccionados si lo
requerimos.

-Velocidades radiales de cada uno de los elementos, también en tiempos seleccionados.

-Valor mdximo de la deformacién Ry en cada paso de integracidn, y posicién angular del
elemento que lleva dicha deformacion, ¢{(Rug)-

-Valor méxime de la velocidad radial vmax en cada pase de integracidn. y posicién angular del
elemento que lleva dicha velocidad radial, ¢( Vo).

Para extraer la informacién de tales datos, generamos graficas de los siguientes parss de
pardmetros: R vs ¢ para algunos periastros y apoastros; Rugx vS 1, O(Ruad VS L, Vingx v8 L, O(Vina) VS
t, para toda la corrida. Ejemplos de tales grdficas se muestran en las siguientes secciones.

Algo gue es importante menciopar es que al comenzar a integrarse las ecuaciones de
movimiento, el sistema primero tiene un transitorio en el cual las variaciones son inestables, v s6io
hasta que pasan varios ciclos el sistema llega a un estado de comportamiento periddico. El analisis
que se efectud y que se describird en la parte II, se hize hasta que se alcanzé dicho comportamiento
estable.

También es muy importante decir que el programa localiza en cada instante a los 300
elementos v mide la fraccién de contacto entre elementos vecinos. asi como su azimut. Cuande dos
elementos pierden el contacto. el programa deja de calcujar. Esto se podria mterpretar como



Capitulo 5 Modelo para las interacciones de marea

pérdida de masa. También deja de calcular cuando dos elementos tienen el mismo azimut, pues ya
no puede identificar a cada uno de ellos. Esto se podria interpretar como turbulencia.

Una descripcion mds detallada de la forma de correr el programa y de los archivos de datos
gue genera se ve en el apéndice.

5.4 Calculos efectuados

Con el modelo descrito se hicieron cédleulos de las oscilaciones de estrellas en sistemnas binarios de
diferentes configuraciones. Las masas se mantuvieron constantes en todos los casos: M| = M, = 40
:\/Isol-

Primero se supusieron sistemas con drbitas circulares con una separacion orbital de 100 Ry
Con ello se tiene Py, = 12.9563 dias. También se tendria un Iébulo de Roche a 50 Ry,. Inicialmente
se fij6 el valor de R; y se varié 8. Luego se fijé el valor de B v se varié R,. El valor de la viscosidad
se fj0 en v = 0.2/d{a.

Después se supusieron sisternas con érbitas muy excéntricas. La excentricidad se fijé en 0.8,
con un semieje mayor de a = 500 Ry, Con esto se tiene que la distancia del periastro estd a oy, =

100 Rsq, y el periodo orbital es de Py, = 144.8557 dfas. También en estos casos se varié B para R;
fijo y se varié R, para B fija.

Los resultados obtenidos de estos cdiculos se dan en la parte I1.

L
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Capitulo 6

Modos de oscilacion

En este capftulo se hard ver la relacién entre lo obtenudo en el modelo descrito en &f capitulo 3 y lo
que predicen las teorfas cldsicas. Para cllo ajustaremos los datos obtemdos de las formas vy
velocidades de un caso particular en términos de arménicos esféricos y con ello poder identificar
las componentes de marea en equilibrio y marea dindmica. De acuerdo con la revision dada en los
capitulos 2 v 3 sobre los modos de oscilacién que predicen las teorfas cldsicas, en una estrella
oscilante deberfamos observar modos de oscilacién propercionales a los armoénicos esféricos. En
este capitulo mostrarenos que pot 1o menos para un caso, esto se cumpie.

Puesto que el modelo que se usé para este trabajo sélo considera el ecuador, tendriamos que
fijar el dngulo polar 8 en /2, es decir, tendrfamos que trabajar dnicamente con los arménicos
esféricos de la forma Y,m(/2,0). Debido a que el ¢je de rotacién de la estrella principal es
perpendicular al plano orbital, esperamos que las fuerzas {y por tanto las deformaciones) sean
simétricas en las regiones fuera del ecuador estelar, con el plano orbital siendo el plano de simetria.
Por tal razdén, sélo tomaremos los arménicos esféricos cuyos valores de / y m sean iguales (Y,,), s
decir sélo los que nos describan modos sectorales, segin la terminologia anterior. Pero por la forma
en que se definieron los armoénicos estéricos en el capitule 2 nos damos cuenta de que este caso de
los armdnicos esféricos nos da sélo funciones senoidales. Por tante, de acuerdo a la teorfa del
andlisis de Fourler, en principio podriamos ajustar cualquier curva en términos de estos
“armonicos”.

Figura 6.1. Forma de la estrefla en el periastro. El dngulo ¢ = O indica la direcc:én hacia la compafera. El dngulo
(R.5) se midid con respecto a dicho origen.

Cuando se describieron las salidas del programa en el cap. 5. se mencioné que se puede
obtener la forma en algin instante, asi como las velocidades de los elementos en el mismo instante.
En las figuras 6.1 y 6.2 mostramos grificas de la forma instantdnea del ecuador de la estrella en ¢l
periastzo v en el apoastro para el case en que las estrellas tienen 40 Mgy, Ry = 20 Ry, B=035v=
0.2, e= 0.8 y a = 500 Ry Cabe aclarar que se ha exagerado enormemente el grado de la

Cad
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deformaci6n (multiplicindola por 100 o por 1000) para hacerla mas evidente, por tai razén no se
incluye escala alguna. Como podemos observar, en el periastro la mayor deformacién ocurre cerca
de & = 0, pero no en O exactamente. Sin embargo, si cortamos la figura pasando por la mayor
deformacién v el centro, vemos que hay simetrfa aproximadamente. Esto se verd mejor més
adelante. En el apoastro, el comportamiento es extrafio en este caso particular. Generalmente en los
apoastros la forma de la estrella estd relajada y no muestra las deformaciones que muestra en el
periastro; pero agui vemos que la mayor deformacién estd jhacia adentro!. Uno podria pensar que
esto va en contra de lo esperado fisicamente. Pero no hay que alarmarse; primero veremos que las
amplitudes son sumarmente pequefias en estas fases; segundo, veremos que en el apoastro la estrella
puede tener deformaciones de cualquier tipo.

- .

;~"-’ ™~

=]
=

i
[aw]

Figura 6.2. Forma de la estrella en ¢ apoastro. Al iguai que et la figura 1, ef dngulo ¢ = 0 indica la direccidn hacia la
compafiera.
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Figura 6.3. Campo de velocidades en el periastro. Idem.

En las figuras 6.3 y 6.4 vemos gréficas de las velocidades radiales de los elementos en cada

= instarte. superpuestas en forma de vector sobre cada elemento. Aclarersos que aquf caca elemento -
tiene sus coordenadas reales. Fsto quiere decir que la forma mostrada por el contorno que parece
circular es la forma real de la estrella en la escala adecuada. Por owra parte. las escalas de las
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velocidades son diferentes en ambas figuras y las establece la flecha en la parte superior izquierda
de cada gréfica. En la primera, la magnitud de la flecha representa 0.1 km/s, mientras que en la
segunda representa sélo 0.001 km/s, mostrando que las amplitudes en el apoastro son reaimente
despreciables para el caso mostrado. Notemos algo mieresante: la distribucion muesira cuatro
nodos. Vemos cuatro nodos porque esto es un modelo bidimensional, ya que en realidad estos
cuatro nodos son sélo dos en el caso tridimensional. Esto nos dice que el modo predominanie es el
cuadrupolo. Méas adelante reafirmaremos esto cuantitativamente. Ademds de lo anterior. notamos
que no hay la simetriz que se halld en el caso de la deformacién. También aqui se aprecia algo
similar a la grdfica de las deformaciones: un corrimiento en ® con respecto a la dweccién a la
compatiera, aunque de diferente valor.

—t it BT s
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Figura 6.4. Campo de velocidades en el apoastro. Idem.

i

La razén de tales desplazamentos en ¢ para la mayor deformacién es que la viscosidad
retarda el desplazamiento de los elementos y no permite gue el elemento con mayor deformacion
siga el movimiento de la comparfiera. Por otra parte, el elemento con la mayor velocidad se atrasa
con respecto al de mayor deformacién debido a que el elemento con la mayor deformacién ya ha
alcanzado su mdximo y en ese momenio estd en reposo instantdneo, esperandose gue su proxirno
movimiento sea de regreso a la posicién original. Entretanto, los elementos que vienen atrds de €i
aun no legan al maximo y se espera que sigan moviéndose a gran velocidad hasta llegar a €l
Fisicamente esto es razonable, pues en un oscilador arménico vernos gue en el nstante de mayor
clongacién la velocidad es cero; mientras que en el instante de mayor velocidad la elongacién es
cero. El ligero desfasamiento es explicable si ienemos en cuenta la viscosidad.

Ya que tenemos una idea de lo gue sucede con las deformaciones ¥ el campe de
velocidades, hacemos grificas de R vs & y V vs ¢ para hacer un andlisis mds objetivo. Las figuras
6.5 v 6.6 muestran grificas de R vs ¢ en el periastro y en el apoastro. respectivamente. Debemos
decir que aqui desplazamos el origen de © hacia ®(Rna), haciendo ¢ = ¢ - ¢(Rqe) para eviar
desfasamientos. A continuacién efectuamos un ajuste en series de Fourier. pero usamos la notacidn
adoptada antes, Y,n(%/2,0"). El resultado obtenido para el periastro es:

[
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R(9") = 106372 Ypo(1/2,07) + 0.00254462 Y, ,(n/2,07) + 0.0617828 Yu(m/2,07) + 0.0227717
Y3(02,07) + 0.0172206 Yau(w/2,07) + 0.00961961 Yss(m/2,07) + 0.00641621 Yes(m/2,0°) +
0.0041877 Y77(m/2,07) + 0.00265781 Yes(w/2,07). (1

Notemos que numéricamente el modo predominante es el cuadrupolo (pues el coeficiente de
Y22(/2.0°) es ¢l més grande), segiin se veia grificamente va desde antes (ya que el coeficiente del
primer armonico est€rice Yoo(7t/2,97) en reakidad solo nos da la forma de la estrella no perturbada).
Es el cuadrupolo y los arméricos de €l lo que identificamos con las mareas dindmicas, mientras que
al dipolo lo identificamos con la marea en equilibrio.
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Figura 6.5. Ajuste de armdnicos esféricos a la forma en el periastro. La linea gruesa son los datos calculados, mientras
que la linea delgada es ¢l ajuste realizado.
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Figura 6.6. Ajuste de armdnicos esféricos a la forma en el apoastro. Idem.

En la figura 6.5 vemos la grifica de {a forma en el periastro, con nuestro mejor ajuste er
términos de arménicos esféricos. Un comportamiento similar se espera para los instantes cercanos.
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Sin embargo, conforme nos alejemos del periastro la situacion va cambiando. En la figura 6.6 estd
la gréfica del apoastro, que como podemos ver no muestra una configuracién tan compleja como el
periastro. De cualquier manera se hizo el ajuste para el apoastro en términos de arménicos

esféricos, obteniéndose:
R{§7) = 106.347 Yoo{m/2,0") - 0.00401142 Y (r/2,0") - 0.000403789 Y,s(m/2,07).

Notemos que aqui la contribucidn del dipole es mucho més pequefia comparada con e}

periastro, pero que el medo dipolar persiste (aungue ahora haya cambiado de signo). Esto nos
indica que lejos del periastro la marea dindmica se amortigua mis fuerternente que la marea en

equilibrio.
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Figura 6.7. Ajuste de arménicos esféricos a tas velecidades radiales en i periastro.
00006 =

0 D004

"
.
Wl

0002

v (knv's)

00000 4 1 -
% = o i

- 002

10 (004 s -

" yrad)
Figura 6.8. Velccidades radiales en el apoastro.

En la figura 6.7 estd la grafica de las velocidades radiales vs ¢ (definida como 9" = 0 -
O vy, Yemos que esta grifica tiene gran asimetria, segin va habiamos notado. Tratamos de hacer
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un ajuste en términos de arménicos esféricos, pero la asimetria no nos permite hacer un ajuste tan
bueno como los anteriores, como se ve en la figura misma. Aun asi, se ve el dipclo. En la figura 6.8
vemos la gréifica para el apoastro. Aqui vernos gue los puntos estan muy dispersos, mostrando un
comportamiento totalmente errdtico, aunque de muy baja amplitud.

Como hemos visto, el comportamiento de las deformaciones inmstantdneas calculadas
mediante la solucidn de las ecuaciones de movimiento con el modelo de Moreno y Koenigsberger
(1999) se puede describir en términos de los arménicos esféricos. consistente con los modeios
cldsicos. Sin embargo, lo que nos da una mayor idea de lo que sucede es la magnitud alcanzada por
el elemento con la mayor deformacidn, mientras gue los otros elementos se apartan muy poco de la
forma esférica. Lo mismo pasa con las velocidades. Por esta razén en las préximas secciones se
analizard el comportamiento de los elementos que llevan la mayor deformacién v velocidad,
haciendo caso omiso de los elementos que nos dan poca informacién. Obviamente que estos
elementos no son siempre los misimos, por lo que para distinguirios tomaremos en cuenta el azimut
del elemento en cuestion.
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Capitulo 7

Oscilaciones en sistemas binarios circulares

En este capitulo se dardn los resuitados obtenidos al aplicar el modelo descrito en el
capitulo 5 a sistemas binarios con &rbitas circulares. Los pardmetros son los que se dieron
en el capitulo 5. Primero exploramos el comportamiento en § v luego en R;. Notemos que
por ser circular la érbita, la velocidad angular orbital {2 también es constante, por lo cual el
valor de P es el mismo para toda la rbita y se puede expresar como €l cociente entre los

periodos de rotacién y orbital: B = PuoPon.

7.1 Variacién en 3

En la figura 7.1 vemos la grifica de Ras vs t. Este es el caso en que R; vale 20 Ry, v 3 vale’
0.5. Come podemos ver, las oscilaciones muestran un patréon de doble onda, que se
conserva una vez que el sistema ha alcanzado la fase periddica, o sea, después de haber
salido del transitorio que se observa en el intervalo de tiempo de O a 8 dias, durante el cual
las oscilaciones de amplittd mayer decrecen poco a poco, hasta alcanzar un patrdn

periddico.
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Figura 7.1. Variaciones del radio Ry, vs. tpara B = 0.5 vy Ry = 20 R,
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Para los diferentes casos calculados se obtuvieron resultados similares, pero no
damos las graficas porque ello nos llevarfa demasiado espacio. En las grificas de Ry, vs t
se midié la amplitud de la deformacién para cada caso. Dicha amplitud tiene dos
componentes: una que no cambia en el tiempo y otra que es oscilatoria. Estas componentes
estdn identificadas con AR y OR, respectivamente, en la figura 7.1. Ambas se midieron para
cada caso cuando ya se habia alcanzado el comportamiento periddico. También se midié el
valor del periodo de oscilacidon P de la onda doble que se obtiene en la fase periédica. La
presencia de una componente de marea en equikibrio (AR) se explica porque en estos ¢asos
se cumplen dos de las condiciones de equilibrio: coplanaridad y érbita circular.

El elemento que presenta la mayor deformacién no cambia mucho de ubicacidén
durante un periodo orbital. Es por ello que al hacer una gréfica del dngulo de Ry, (Hlamado
aqui ®(Ruyg)) contra el tiempo, vemos que oscila entre limites bien definidos, segtin se ve
en la figura 7.2. El promedic en ®(Rps) es €l reportado en la tabla siguiente v es sobre el
que se hace el andlisis. Nétese que el grosor del trazo en esta figura se debe a la presencia
de oscilaciones de muy corto periodo y ampliud, debidas a los efectos de la discretizacion

24 —

¢( Rmﬂx) (G)

t (dias)

Figura 7.2. Azimut de &R0 vs §, para los mismos pardmetros que en la figura 7.1.

En la figura 7.3 vemos la grafica de la velocidad del elemento gue leva la mayor
velocidad radial en funcién del tiempo. Esta grafica muestra un comportamiento sumilar al
de Ry en funcidn del tempo. En efecte, observamos un patrdn de deble onda una vez que
se ha alcanzado el equilibrio, cuyo periodo es igual al de Ry en funcidn de t. Aqui se
selecciond la velocidad méxima gue se alcanza en la fase periddica para ¢l analisis. -
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La figura 7.4 muestra la grdfica del dngulo que tiene el elemento con la mayor
velocidad radial en funcidn del tiempo. Aqui vemos también. similarmente a la grafica de
O(Rmax), que la variacién es pequefia y podemos tomar el valor promedio para reportario.

Como se dijo antes, también se obtuvieron grdficas para los demds casos que se
calcularon. Después de medir les pardmetros que se describieron en los parrafos anteriores.
se obtienen los resultados que se resumen en la tabla 1, para el caso en que R; = 20 Ry
Las tablas 2 y 3 dan los resultados para los casos calculados con Ry = 25 y 30 Ry,
respectivamente. Recordemos que hay dos pardmetros que caracterizan la deformacidon: a
AR lo identificamos como una compenente de marea en equilibrio v a 8R lo identificamos
como la marea dindmica.
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Figura 7.3, Velocidad maxima v, vs £ Mismo caso que en la figura 7.1.
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Frgura 7.4, Azimut oV vs L
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Todo lo anterior se hizo para un rango de valores de B, v para tres diferentes valores
de R;. Para R; = 20 Ry se calcularon valores de 3 hasta 4.0, con pasos AR = 0.1. Para los
otros se calcularon sélo hasta B = 2.0 con pasos A = 0.2.

Tabla 7.1. Casos calculados variando § para R; = 20 Ry

8
0

D =) Lh W —

o llte NI N

RN R S % TS R O T O R S T T N0 T PO T T 3 o

Posc (dias)

12.977
14.5038
16,4122
19.083%
22.48
26.7175
33.3878
458015
73.28
164.1221
165.38
73.85
46.67
33.85
26.92
22.31
18.973
16.34
14.3615
13.23
12

10.11
872
7.96
6.86
6.36
5.934
5.05
46154
43936

SR (Rsol)

0.00182
0.00186
0.0019
0.00192
0.00183
0.00197
0.00186
0.00183
0.00194
0.0022
0
0.0022
0.001%
0.00198
0.00196
0.00194
0.00214
0.00187
0.00192
0.00196
0.00191
£.00192
0.00188
0.00193
(0.00194
0.00157
0.00196
0.00195
0.0019
0.00182
0.00177
0.00175

AR (Rsol)

0.00463
0.00496
0.00358
0.00779
0.00947
0.0118
0.01528
0.02017
0.0268
0.034595
0.03970
0.03495
0.02636
0.01935
0.01472
0.01137
0.00988
0.00729
0.0065%4
0.00193
0.00417
0.00353
(.00256
0.00184
0.60131
0.00088
0.00071
0.00043
0.00026
0.06048
0.00016
0.00017

O(Rmax) (°)

36
34
-33
31
-29
27
23
-19
-13
-7
0

8

3

U L) L L) L) LY L) L) W L

) !
oo LG 30 G B G

[ U]

(1
Ln

Vm;ix(kID/S)

0.05

0.032
0.054
0.038
0.063
0.067
0.071
0.069
0.058
0.033

0.032
0.057
0.067
0.063
0.059
0.033
0.05

0.047
0.045
0.044
0.04

0.038
0.035
0.032
0.031
0.028
0.025
0.025
0.028

O(Vmax) (%)

-34
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Como vemos, en el caso de B = 1, que es ¢l caso de equilibrio. no hay oscilaciones.
O sea que la dnica componente de la deformacidn es la mares en equilibrio. Esto nos
reproduce ¢l comportamiento conocido de las téorfas cldsicas, ya que se cumplen las tres
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condiciones de equilibrio: drbita circular, coplanaridad v corrotacién. En las siguientes
tablas hay menos datos, pero cubren un rango suficiente para ver el comportarmiento global.

Tabla 7.2. Casos caiculados variando B3 para R; =25 Ry

B Posc (dias) oR (RsoI) AR (Rsol) Q(Rmaﬁ (0) szix(knl/s) q)(vméx} {O)
0 13.33 0.00379 0.01034 -38 0.1 -12
0.2 16.92 0.00531 0.01814 -33 0.14 -20
04 2308 0.005 0.03118 -23 0.52 -8
0.6 38.46 0.00559 0.04948 -15 0.046 9
0.8 895.77 0.00733 0.082 -7 0.2 27
0.9 261.54 0.00862 0.09717 -2 0.09 38
1.1 261.54 0.00853 0.09612 3 0.09 -38
1.2 96.92 0.00715 0.07934 7 0.19 -26
1.4 37.03 0.00553 0.04383 16 0.38 -9
1.6 23.08 0.00309 0.02732 25 0.37 9
1.8 16.7 0.00557 0.01497 33 0.11 16
2 13.19 0.00603 (.00794 37 0.85 11
Tabla 7.3. Casos calculados variando B para Ry = 30 R

B Posc (dias) OR (Ryo1) AR (Reop) ORuad) ) Vadkvs)  @(Vagd) ()
0 13.54 0.01329 0.02196 -43 0.2 =22
0.2 18.72 (0.01553 0.07815 -15 14 -15
0.4 28972 0.01978 0.11753 2.5 12 3
0.6 5384 0.02222 0.16111 -6 5 16
0.8 167.31 0.02822 0.19988 -3 0.9 28
1.2 16731 0.02945 0.19504 3 0.6 -28
1.4 35231 0.02288 0.16083 6 43 -14
1.6  27.69 0.02062 0.11102 0 10 0
1.8 17.85 0.01846 ¢.01077 22 8 21
2 13.59 0.01585 0.00197 40 0.12 22

Graficando los datos de las tabla 1, 2 y 3 vemos lo siguiente:

La figura 7.5 nos muestra como varfa el periodo de oscilacidn Py con 3. Como podemos
ver, los periodos de oscilacién varfan fuertemente con B, haciéndose mds grandes a medida
que crece el vaior de  desde cero hacia 1. En 1 el valor se hace wmfinitc {(no hay
oscilaciones) v al aumentar ¢! valor de 3 vuelve a decrecer el valor de Py en forma
practicamente simétrica. También podemos ver que al hacerse mds grande el valor de R;,
ios valores de P, se hacen mds grandes. La forma de estas curvas sugiere ajustar
ecuaciones de la forma y = a/11-x°, 1o cual se hizo, dando los siguientes resultados:

Para R = 20 Rsog

.
oo
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Poec = 12.076/(1—{3)1'13 B<l (1)
Pose = 12.479/(B-1)!12 B>1 (2)
Para R = 25 Ray

Pose = 10.344/(1-B)° B<1 (3)
Poe = 13.241/(B-D' B>1 (4)

Para R; =30 Rsol

osc = 12.632/(1-F)1 B<1 (3)
Poe = 11.945/(B-1)1%* B>1 (6)

280 - J
260 -
240 -
220
200
180 -
160 |
140 }
, 120 1 H

100

-

I

sol

50l

A A X
I

G D 1D

S b S

AN A A

<

50

P (dias)

Figura 7.5. P, vs B. Estdn representados {os tres casos R, = 20, 25 v 30 Ry, con los diferentes simbolos
segln se detalla.

También notamos una fuerte tendencia del periodo de oscilacidn al valor del
periodo orbital cuando B = 0 (no hay rotacién). Esto es de esperarse fisicarnente, ya que al
no haber rotacién, la tnica frecuencia presente es la orbital, que es la que provee la fuerza
perturbadora. Los casos intermedios son los batimientos entre dos frecuencias: la orbiral y
la de rotacién. Al observar que el comportamiente de los periodos de oscilacion en B=0y
B = 1, apoyamos la validez del modelo.
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Figura 7.7. AR vs 3. Idem.

La figura 7.6 nos da una gréfica de 8R vs §§ para los tres valores de R; que, como
vernos, muestra una tendencia a aumentar la ampiitud conforme nos acercamos a
corrotacién (3 = 1). Al alejarnos de ¢fla (B > 1), vuelve a disminuir en forma casi simétrica.
Por owa-parte. en la figura 7.7 vemos la  grifica de AR. que asimismo muesira un
comportamiento similar, aunque a una escala mucho mayor. En este caso vemos también
unz ligera asimetrfa al ir hacia § >-1. La razdn fisica de ral asimetria es que, mientras que

30
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con respecto al sistema no inercial parece haber simetria entre la situacién B <1 y B> 1
(pues desde dicho sistema de referencia verfamos que la estrella gira hacia uno u otro lado
de la linea que une a ambas estrellas), desde el sisiema de referencia inercial las situaciones
no son equivalentes, puesto que las aceleraciones debidas a fuerzas de inercia aumentan al
aumentar ¢l valor de j.

La figura 7.8 da una grafica de ®(Rua) vs B. Esto nos indica que al ir aumentando el
valor de B, la perturbacién también se mueve sobre la superficie de ia estrella, que hace que
la protuberancia se retrase respecto a la compafiera para los casos en que 3 es menor que 1,
y que la rebasa en los casos en que J es mayor que 1. Esto también es de esperarse
fisicamente, si tomamos en cuenta que hay viscosidad. Es este retraso (o adelantamiento) el
que provocard la torca que a la larga frenard a la estrelia. Como vemos, para los casos
alejados de ia corrotacién la torca es grande, mientras que cerca de corrotacidn la torca es
cada vez menor. Esto nos podria indicar que ia evolucién dindmica del sistema hacia el
equilibrio es mds lenta conforme mds cerca estd de €L

30 ~
40 - v
J e T v T .. e -
.ﬂ'
30"' L4 * &
20 - T
10 .
~ I
‘?_/ ) v -7
—~, 0+ - v
= g v
= T oaw
&£ .10+
= ] " "
20 L + R=20R,
30 o . ¢ R=22JR
oo » R=30R
10 —
J hd
-50 , — — ; , :
0 [ 2 3 4

Figura 7.8. Azimut &Rz vs B.

La figura 7.9 nos da la gréfica de la v vs 3 para el caso R = 20 Ry La velocidad
vmax Crece al crecer la velocidad de rotacién, pero gue hay un valer de B ., conforme se
acerca a B = 1, en que disminuye rdpidamente hasta egar a cero en § = 1. Posteriormente
vuelve a crecer en forma casi siméurica hasta el médximo, para después disminuir otra vez.
En los casos R; = 25 Ry v Ry = 30 Ry (figura 7.10) se observa un comportamiento
cualitativamente similar, en particular. la rdpida disminucién de Vs cuando B tende a 1.
- No parece cobvia una explicacidn fisica para este comportamiento, pero podria deberse a
que entre los casos de batimientos de frecuencias las perturbaciones experimentan mayor
aceleracién, que provocan el aumento de velocidades en los puntos intermedios.
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La figura 7.11 nos da la grifica de &(vns) vs 8. Aunque aqui tampoco es muy claro qué
clase de funcién analftica pueda describir lo que se observa, cualitativamente vernos lo
siguiente: Para velocidades de rotacién donde B toma valores cercanocs a cero, el dngulo que
ubica al elemento con la mayor velocidad radial tiene valores negativos crecientes con .
Después de seguir llega a valores positivos y sigue creciendo. Cuando B toma valores
mayores que 1, el dngulo vuelve a tomar valores negativos, de tal modo que el elemento
que leva la velocidad radial médxima ahora estd en direccién perpendicular pero en el
sentido opuesto (o sea, donde los dngulos son negatives). Agqui vemos que hay cierta
“antisimetria” con respecto a la corrotacién. Fisicamente, esto tiene gue ver con la asimetria
de las aceleraciones debidas ai sistema inercial. Para rotacidn lenta (f < 1) la componente
debida a la aceleracidén centrifiga es més pequefia y los eclementos estdn més ligades a la
estrella. siendo los que levan mayor velocidad los que estdn mds cercanos a la
deformacién. Como al rotar mds rdpido la estrella (B > 1) aumenta el valor de la aceleracién
centrifuga, esto podria provocar que las velocidades radiales sean mayores para los
elementos que se acercan rdpidamente hacia la compafiera.

0= A * R=20R_
' - R=25R_
4 . - 50
i * R=30R,
sol
20 - . T
v
- L4 o~
EN A
e - L] - ana
S - - * .
— 0 - ™ sy '0.
é > e * .
Z o
= AY - »
=20 = » .,
v
] v
.
A0 - h
T ¥ T t ] 1
0 i 2 3 4

Figura 7.11. Azimut de Ve $(Vid vs 3.
7.2 Variacién en R,
Como va indicamos en ¢l capitulo 3. en estos casos se hicieron cdlculos variando el valor

de Ry v se mudid la variacién de los pardmetros que elegimos para caracterizar las
oscilaciones. segln se describid antes. Para gsto se nrabaJo con graficas similares a las

- mostradas en las figuras 7.1 - 7.4 - —

L
[V
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En la tabla 4 se dan los valores obtenidos para los pardmetros antes descritos
variando R;, y manteniendo fija a §§ en 0.5. La tabla 5 nos da los mismos pardmetros pero
paraelcasoenque B=1.5.

Tabla 4. Casos calculades variando Ry para B =0.5.

RI Pasc {delS) oR (Rsol) AR (Rsol) <D(Rmax) Vindx Q{Vméx>
20 26,7175 0.00197 0.00154 =27 0.067 b

21 26.92 £.00236 0.0025 -26 0.087 -1

22 27.23 0.00294 0.00302 -25 0.116 -1

23 27.69 0.00336 0.00364 -24 0.163 -1

24 28.46 0.00423 0.00443 =22 0.27 0

26 29.69 0.00617 0.00643 -17 1.3 1

27 30.77 0.00923 0.00833 -15 2.7 3

28 32.77 0.01024 (1.01053 -12 4.5 3

29 35.08 0.014 0.01416 -10 7 8

Tabla 5. Casos calculados vartando R; para B = 1.5.

RI Posc: (dias) aR {Rsoi) AR (Rsoi) q}(Rméx) Vmix q)(vma.x)
20 26.92 0.0118 0.01137 26 0.063 0
21 26.9231 0.01584 0.01411 25 0.082 1
22 27 0.01882 0.6176 25 0.1 2
23 27.3 0.024 0.02228 24 0.15 2
24 27.69 0.03102 0.02817 22 0.22 0
25 28.15 0.03997 0.036 20 0.45 0
26 28.92 0.05268 0.04628 18 1.03 -1
27 30.05 0.0723 0.06055 16 2.2 -2
28 31.79 0.08976 0.07719 13 4 -4
29 33.69 0.125 0.09735 11 6 -6
30 36.28 0.132 0.12097 9 g -3

Cuando se varid B. la razén para dejar de calcular casos fue gue ya se tenia un rango
suficiente para hacer el andlisis deseado. Para estos casos la razén fue que ya no podiamos
calcular para radios mayores debido al desprendimiento de elementos. Esto sugiere que
para radios mayores que 30 Ry, siempre tendremos fendmenos de transferencia de masa,
esto es mucho antes de alcanzar las dimensiones del 16bulo de Roche.

Similarmente a como hicimos con los casos en que se varid B, agui hicimos gréficas
de cada pardmetro vs. Ry.

La figura 7.12 nos da la grdfica de Py vs R;. Notamos que el periodo de oscilacién

aumenta fuertemente al aumentar el radic. En este caso lo que podria estar pasando es que.
como al ser mds grande la estrella los elementos estdn menos ligados gravitatoriamente, la

34
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fuerza restauradora es menor. Esto se entiende mejor si se compara nuevamente cOn un
oscilador armoénico: cuando la constante del resorte es mas pequefia la fuerza restauradora
s menor, lo mismo que eif periodo de oscilacién. En nuestro caso la gravedad superficial
cordar que el periodo orbital del
variaciones NO se repiten con la

actia como constante de restitucién. Es importante re
sistema es de 12.96 dias en todos los casos asi que las
misma escala de tiempo que el periodo orbiral.
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Figura 7.12. Grdfica de Py vs Ry paraloscasos $ =03y B3 =1.5
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La figara 7.13 muestra la gréfica de 3R vs R;. En este caso también notamos un
fuerte aumento en la ampiitud de oscilacién (marea dindmica) con el aumento en el radio.
Esto es de esperarse si tomamos en cuenta que conforme aumenta el radio de la estrella,
hay la fuerza que ejerce la compafiera es mayor. Por lo tanto también serd mayor la
amplitud de la marea dindmica. Lo mismo se puede decir de la marea en equilibrio. La
figura 7.14 muestra la griafica de AR vs R;. Vemos que al igual que 8R, A R crece
fuertemente al crecer el radio. Esto también es natural esperarlo: es completamente
razonable que en una estrella mds grande la deformacién de la marea en equilibrio sea mds
grande.

AR(R,,)

b

Figura 7.14. AR vs R,.

La figura 7.15 muestra la grafica de ¢(Rua) vs Ry, que nos muestra que para velocidades de
rotacion mas bajas que corrotacidn, la deformacidn se adelanta conforme aumenta el radio.
Para velocidades mds altas que corrotacion, la deformacioén se atrasa al crecer el radio. En
ambos casos la tendencia es a alinearse con la estrella vecina. Esto es consistente con el
resultade cldsico del capitulo ! de que cuando aumenta la razdn entre el radio estelar y su
semieje mayor, el tiempo de sincronizacidn se hace mds breve. Es idgico que si hay un
menor angule entre la compaflera y la deformacidn, se alineard mds rdpidamente con la
vecina.

La figura 7.16 nos da la grafica de vy, vs Ry, En este caso vemos curvas que tienen
comportamento mas “explosive” gue las anteriormente halladas, por 1o que en este caso si
se ajustaron ecnaciones, especificamentz de funciones exponenciales.
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20 22 24 6 3 30

Rl (Rsal)

Figura 7.15. &(Raa vs Ry-

Al ajustar curvas exponenciales a vy vs Ry nos da:
Vmax = 0.0594 exp[0.4899( R;-20)+0.3968] - 0.153 paraf3=0.3 {7)
Vmax = 0.175 exp{0.3924( R;-20)-0.013] - 0.382 paraf=1.5 (8)

Lo notable aqui es que el crecimiento es tal que cuando R, es menor que 25 Ryy las
velocidades son menores de | kn/s. mientras que para radios mavores la velocidad crece
muy rdpidamente hasta alcanzar mds de 8 kmy/s. Esto también lo justificamos diciendo que
por un lado tenemos una constante de restitucidén mds pequeiia, v por otro lado tenemos una
aceleracién mds grande; correspondiendo a la disminucién de la gravedad superficial y al
aumento del valor de la fuerza de marea, respectivamente. El efecto neto es que las
aceleraciones aumentan fuertemente, provocando el aumento exponencial en las
velocidades radiales de los elemento, lo cual llevard firalinente a la pérdida de masa.

La figura 7.17 muestra la grafica del azimut de vy, vs R;. Como vemoes agui también se
obtienen un par de curvas casi simétricas, que nos indican que para los diferentes radios hay
una doble tendencia: para radios menores que 23 Rgy. la tendencia es que sean los
elementos cercanos a la linea que une a las estrellas, los que experimenten mayor
aceleracion v presenten las velocidades radiales mds grandes. En el caso de radios mayores
que 25 Ry, la tendencia es a2 alejarse de la direccidn hacia la estrella perturbadora. Esta
rendencia resuita un poco extrafia. perc tal resulta razonable si notamos lo siguiente:

()]
-l
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Figura 7.17.

aunque el elemento que leva la velocidad mdxima primero se acerca v luego se va alejando
de la direccién del eje x* lentamente. el elemento que leva la mdxima deformacién se
acerca a €l cada vez mas. No sucede que lo alcance, porque para radios mayores el codigo
falla, como se habia mencionado antes, debido al desprendimient

a
o de los elementos. ksto €3
pues una tendencia a la fase de wansferencia de masa.
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7.3 Resumen de resultados

Al aplicar el cddigo a sistemas binarios circulares, logramos reproducir la situacién de
equilibrio. También hallamos que en ausencia de rotacién el periodo de oscilacién es
similar al periodo orbital. Esto sugiere que el modelo de simulacién numérica empleado
tiene algo de consistencia.

Como vimos, los dos pardmetros cuya variacién se estudié pueden tener efecto en
las amplitudes de oscilacién de la estrella v con ello levar a la pérdida de material. Sin
embargo, el aumento en el radio mfluye mucho méds fuertemente que el aumento en la
velocidad de rotacidén (que segln vimos, es proporcional a §). Tanto asi que, aunque
aumentamos mucho el valor de 8, nunca se legd al desprendimiento de los elementos,
mientras que al aumentar ¢l radio esto se alcanz$ pronto, aun para radios bastante menores
a las dimensiones del lébulo de Roche.

Los efectos de batimientos de frecuencias diferentes (la de rotacién y la orbital)
provocan diferentes periodos de osciiacidn. El aumento de la velocidad de rotacién puede
provocar que dichos periodos aumenten o disminuyan, dependiendo de lo cerca o lejos que
se esté de la corrotacién. Por otra parte, el aumento en radio hace crecer los periodos
fuertemente.

Las amplitudes cde oscilacién y de la marea en equilibrio también aumentan o
disminuyen dependiendo de lo cerca o lejos que se esté de la corrotacién. Pero al aumentar
el radio sélo vemos aumento en éstas.

Las deformaciones se atrasan o adelantan dependiendo de si se estd cerca o lejos de
la corrotacién. y dicho desfasamiento se vuelve menor para radios mayores.

También encontramos que las ampiitudes de las velocidades varfan muy
rdpidamente con § y con R;. Las velocidades son muy pequefias para R = 20 Ry; , pero
para Ry > 20 Ryy las amplitudes son muy grandes v ya no se iiene un comportamiento
regular, sino que se entra a una fase cadiica. que finalmente hard perder material a la
estreiia.

Todo ello nos mdica que durante la evolucién dindmica de un sistema binario. la
presencia de una componente de marea en equilibrio se encarga de la sincronizacién,
mientras que la componente de marea dindmica puede provocar pérdida de masa.
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Capitulo 8

Oscilaciones en sistemas binarios excéniricos

En este capitulo expondremos los resultades hallados para los sistemas elipticos, segtn los
cdiculos efectuados con los pardmetros mencionados en el capitulo 5. A diferencia de los
casos circulares, aquf la velocidad angular de rotacion es variable, por lo que no podemos
expresar a 3 en términos de los periodos de rotacién y orbital, como se hizo en los
circulares. En este caso [ es una cantidad variable a lo largo de la Orbita. El valor que
nosotros utilizaremos a manera de referencia es el valor de  en el periastro.
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Figura 8.1. Grifica de Ry, vs T que nos sirvi$ para hallar 3R, para el caso en que R; vale 20 R ¥ f = 0.5,
Los trigngulos marcan los momentos del periastro

De la misma forma que para los casos circulares, generamos graficas de cada caso
para el andlisis. En la figura 8.1 estd la grafica de Rau, vs t para el caso en que Ry vale 20
Rwi v B = 0.5, Lo primero que notamos es que sélo ienemos una componente de marea
dindmica. La razén de que no tengamos componente de marea en equilibrio s gue como en
este caso las Orbitas son elipticas, sélo se cumple una de las condiciones de egutiibrio, la de
coplanaridad. Pero esto la dnica consecuencia que trae es que las aceleraciones sean
simétricas. También vemos que para estos casos las oscilaciones estdn perfectamente
sincronizadas con el periodo orbital, puesto que vemos que el periodo de los madximos
coincide a la perfeccién con el periodo de los periastros. marcados en la grafica con
ridnguios. Obsérvese gque la deformacidon maxima no coincide exaciamentz con el
periastro. La razén de este comportamiento nuevamente es la viscosidad, pues aunque en ¢l
pase por el periastro la aceleracién es méxima. la viscosidad no permite gque ol gas
reaccione de inmediato, sino con un retardo netorio, Ignal que antes, no daremos las
grificas de todos los casos calculados para no saturar ¢! espacio.
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R aET

La figura 8.2 nos muestra la gréfica de ¢(Rps) vs t, paraelcaso R; =20R y P =
0.5. También aqui los dngulos correspondientes al paso por el periastro estdn marcados con
un tridngulo. Podemos notar que las fluctuaciones son mucho mayores que en los casos
circuiares, pero que en el periastro se obtiene préacticamente el mismo dngulo siempre. En
este caso se reporta el promedio en los periastros.
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Figura 8.2. Azimui de Rz, vs t. Mismos pardmetros que en fig. 1.

La figura 8.3 muestra la grifica de vpa vs t para el caso en cuestidn. El
comporiamiento aqui es parecido al de AR vs t, pero aqui el descenso es mucho més rdpido.
Por otro lado, la méxima velocidad coincide perfectamente con el periastro, lo cual era de
esperarse y se observa en general en todos los casos calculados. Recordemos {Capitulo 6)
que el elemento que lleva la velocidad mdxima no es el mismo que tiene el desplazamiento
méaximo. Este dltimo se ubica en ¢ = -20° y tiene una velocidad casi nula, mientras que la

velocidad maxima se daen ¢ = 0.
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Figura 8.3. v, vs L. Idem.
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La figura 8.4 muestra la grafica de (Vi) VS t para el mismo caso. Aqui también se
ve que Jas desviaciones entre cada periastro son muy pequeflas, por lo que también los
promedios son cast iguales a los valores mismos que se hallaron.

¢(v| m} {-0)

I
k] 200 250 300
t (21;‘%5)

<o -
in
<

Figura 8.4, ¢(vpeo vs t. Idem.

8.1 Variacion en 3

La tabla 1 da un resumen de los resultados obtenidos para los pardmetros que se
detallan ah{ mismo. El méximo valor de  es 1.4. Valores mayores llevan a la falla del
codigo debido al desprendimiento de segmentos, que interpretamos como pérdidas de
material.

Tabia 8.1. Casos elipticos con Ry = 20 Ry

B SR (Reot) O(Rmax) (73 VmadR/s)  O(Vima) (°)

0 .0055 -34.8 0.046 -4.2
0.1 G.007 -32.21 0.048 -4.39
6.2 0.0087 -27.95 0.05 -3.47
0.3  0.0105 -22.83 0.05 -1.4
04 0012 -18.45 0.03 0.12
0.5 0013 -13.62 0.048 1.06
0.6 0014 -9.55 0.046 1.35
0.7 0015 -5.47 0.044 1.188
0.8 0015 -1.91 0.043 -0.09
0.9 0015 1.65 0.044 -1.4
l 0.014 43 0.045 -2
1.1 00133 7.68 0.043 -1.72
1.2 00125 10.33 0.047 -1.32
1.3 60117 13.33 0.048 -0.77
1.4 0.0106 15.54 0.043 -0.05
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Tabla 8.2. Casos elipticos con R; = 23 Ry

B OR (Ryo1) ORma) () Viadkm/s)  O(vmax) (%)
0 0.01175 -37 0.09 -10
0.2  0.02077 -29 0.115 -10
0.4  0.02978 -19 0.14 -5
0.6 0.03326 -10 0.127 -2
0.8 0.03713 -3 0.117 -1
1 0.03522 4 0.12 -2
1.2 0.03068 10 0.123 1
1.4 0.02481 15 0.115 4
Tabla 8.3. Casos elipticos con R} = 30 Ry
B 3R (Rsor) ORmax) (7)) Vamkrvs)  O(vasd (%)
0 0.02207 -39 0.15 -17
0.2 0.04716 - -29 0.57 -17
0.4  0.07033 -20 2.6 -10
0.6 0.08183 -11 1.55 -3
0.8 0.08375 -4 0.357 -3
1 0.08 3 0.42 -1
1.2 0.05642 15 0.8 3
14 0.07 10 i1 4
Tabla 8.4. Casos elipticos con R; =35 Ry
13 OR (Rer) O(Renae) (O Venax(KTTV/S) O(Via) ()
0 0.04 -41 0.22 -27
02 024 -30 14 =23
04 0.33 -20 19.5 -14
0.6 0.28 -12 16.5 -7
0.8 0.185 -5 8.5 -6
1 0.175 3 3 -1
1.2 0.205 9 13 6
4 0.195 i3 12.7 12

Al hacer las grificas de los datos antes reportados vemos los siguientes comportamientos:

La figura 8.5 da la grédfica de 6R vs. B para los diferentes valores de R; usados. Notamos
que las curvas que dibujan los dates no tienen una tendencia definida, creciente ©
decreciente. sino que son diferentes para cada caso, a veces crecientes y a veces
decracientes, con mdximos v alguros también con minimos locales. Esto nos parece indicar
__que aunque en ¢l caso de Orbitas elipticas la velocidad de rotacion tiene influencia pera las
mareas dindmicas (lo sabemos porgue no¢ pudimos nacer célculos para f3 > 1.4}, no se puede
hacer una asociacida directa entre 3R y 3. Es mmporiante notar que B = 1 en el periastro
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implica 3 > 1 en otras fases orbitales Por otra parte, ya desde aqui se nota que el aumentc
en el radio influye fuerternente, como describiremos en detalle en fa seccién 8.2.
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R=30R,,
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20 -

Figura 8.6 ®(Rmax; vs B en ¢l periasiro.
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La figura 8.6 muestra la grifica de o(Rysx) vs B para los diferentes radios usados. Como
podemos ver, el comportarmiento es mds regular con  que el de 8R. La forma de las curvas
es casi recta hasta antes de llegar a B = 1, v es después de dicho valor cuando la curvatura
se acenta. En este caso lo que mterpretamos es que al aumentar la velocidad de rotacién, la
protuberancia alcanza y rebasa a la estrella perturbadora. Notemos sin embargo, que la
protuberancia apunta hacia la compafiera cuando = 0.9 vy no cuando 3 = 1. Esto también
tiene su explicacién en la viscosidad. En el instante del periastro la estrella compafiera se
mueve igual de rdpido que la estrella en rotacion, per¢ en instantes cercanes no, aungue si
accidn perturbadora es ya muy intensa. Entonces lo que en realidad sucede es que la
deformacién que ya se habfa formado rebasa a Iz estrella perturbadora.

La figura 8.7 nos muestra la gréfica de vpmg vs B. Como podemos ver, el comportamiento
de tales curvas es como el de OR vs . Tiene mdximos y minimos, pero no muesira una

tendencia sisiemadtica con B, sélo con R;. Esto es tan notable. que para poder apreciar la
variacion en las curvas de R = 20, 25 Ry, se tuvo que graficar logaritmicamente.

La figura 8.8 nos muestra fa grifica de 0(vms,) vs B. Aqui se ve que las curvas tienen un
comportamiento suave, aunque con cambios de concavidad. De cualquier manera, es
posible afirmar que hay cierta tendencia del elemento con la velocidad méxima a alinearse
con la estrella perturbadora.

* R=20R,
+ R=25R,
+ R=30R,

R=35R,

10

ol Aeie t b a1 sal

fog v . (kin/s)

i

Q.1

[ T W |

Figura 8.7, vy, vs B en el panasiro. Idem. La escaia aqui es legaritmica.
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Figura 8.8, ¢(vpe) vs 3. Idem. Escala lineal.

8.2 Variacién en R,

De la misma manera que para los casos circulares, también se hicieron cdiculos variandoe el
valor de R; y se midié la variacidén de los pardmetros que elegimos para caracterizar las
oscilaciones, seglin se describié antes. Para esto se trabajd con grdficas similares a las
mostradas en las figuras 8.1-8.4.

En la tabla 8.5 se dan los valores cobtenidos para los pardmetros antes descritos
variando R,, v manteniendo {ja a § en 0.3. La tabla 8.6 nos da los mismos parametros pero
para ¢l casc en gue 3 = 1.4. Para estos casos ¢l codigo soporto radios hasta de 35 Ry, En
este caso se alcanzarcn radios mds grandes gue en el circular porque al ser eliptica la érbita,
la fuerza perturbadora actiia allf sélo per un intervalo de tiempoe muy corto, manteniéndose
lejos la mayor parte del ciclo orbual. Esto permite a la estrella relajarse vy soportar bien la
siguiente perturbacién, ya que uvo tiempo suiiciente para reacomodarse. Sin embargo, para
radios mayores que 35 Ry €S0 ya no fue posible, v hallamos desprendimiento de
segmentos.

En este caso también hallamos transferencia antes de liegar a las dimensiones del
i6bulo de Roche. Esto es lo gue se halla cominmente en las variables cataclismicas del tipo
de las Wolf Ravet por ejemplo, gue son sisternas binarios en los que alguna de las estrellas
estd oscilando y expulsando gas.
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Tabla 8.5. B = 0.5.

R; OR {(Ryop)
20 0.0133
21 0.016
22 0.0195
23 0.0235
24 0.028
25 0.034
26 0.04
27 0.047
28 0.056
29 0.066
30 0.078
31 0.094
33 0.18
34 0.25
35 0.32

Tabla8.6. 5 =1.4.
Ry 3R (Ra)

0.014
0.0125
0.015
0.018
0.021
0.025
0.0295
0.035
0.041
0.048
0.057
0.067
0.079
0.106
0.145
D193
0.255

B e O

(ORI AT (S N I N T N T T B (W 1)
L) ) — O ND 0o =) Oy L

L) W) L&J L ) W W)

N La

O(Ringe) (%)

-13.62
-13.6
-14.08
-14.16
-14.36
-14.243
-14.64
-14.958
-15
-15.2
-15.3
-15.36
-15.65
-15.9
-16.05

P{Rewax) (°)

Pt — s
.LJI.LJIUIUI

ot L L
Oy \D OO ~1 W

| W —
L e
Ly S

15.06
14.98
i5.04
14.808
14.65
14.613
14.3
13.91
13.7
133
12.6

Vmax{KIT/s)

0.048
0.059
0.072
0.09
0.11
0.135
3173
0.25
0.45

24

12

15.5
19

O(Vmax) (%)

1.06
0.15
-0.65
-1.38
-2.21
-2.998
-3.77
-4.479
-5.42
-6.27
-6.98
-7.62
-8.92
-9.795
-10.35

‘D(szix) (o)

-.03
0.8
1.67
2.5
3.02
3.92
47
34
591
7.01
7.58
8.24
§.12
9.89
10.98
11.637
12.6

Al igual que en los otros casos. se hicieron las correspondientes grificas a fin de explorar el
comportamiento de los pardmetros gue nos describen las oscilaciones al variar los radios.

67




Capitulo 8 Oscilaciones en sistemas excéntricos

En la figura 8.9 se ve la grdfica de 0R vs. Ry, tanto para el caso en que B = 0.5 como para el
caso en que f = 1.4. Observamos un comportamiento creciente. De las posibles funciones
gue pedrian describir el comportamiento de los datos con que se trabajd, la que “mejor” se
ajusta es la exponencial. Enseguida se dan las ecuaciones obtenidas al hacer tal ajuste.

SR =3.916 x 107 exp(0.2569 R;) B=03 (D
S8R =3.69 x 107 exp(0.2446 R;) B=14 (2)
035+

8.05+

0.00

I8 20 22 24 26 23 30 32 34 36 38

Fgura 8.9. 8R vs, R,.

La figura 8.10 muestra la grafica de ¢(Rna) vs Ry. Observemos que el comportamiento es
casi perfectamente lineal. Por otra parte, a diferencia de los casos circulares, no hay
simetria entre las grdficas, sino que ambas lineas son decrecientes conforme [ se hace
mayor Esto nos indica que el crecimiento del radio obliga a la protuberancia a retrasarse
con respecto a la estrefla compaiiera. Esto parece 16gico en el caso de § > 1, pero no para B
< 1. Enseguida se dan las ecuaciones que se obtienen de ajusiar por minimos cuadrados los
dates.

O(Rma) = -0.159 R - 10.51 3
O(Ruma) =-0.161 Ry + 19.228 4
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r

E o(R ,)=-0.161 R +19.228 T
10 - g=14

$(R ) ()

o(R y=-0.139R -10.51

Figura 8.10. ¢(Rps} vs. B

La figura 8.11 muestra la grifica de vy vs. Ry. También en este caso vemos un
comportamiento més o menos expenencial, por lo cual hacemos el ajuste de curvas de tal
tipo.

Vaax = 6.249 x 107 exp(0.3628 R)) &)

Vaix = 5.18 x 107 exp(0.3525 R)) (6)

La figura 8.12 muestra la grdfica de ¢(vqao) vs R;. Como vemos. aqui también tenemos un
par de rectas casi perfectas. También se ve que aqui s hay simetrfa. Mientras que para
valores de 3 menores que | el elemento con la mayor velocidad se atrasa conforme crece B.
para [§ mayor que 1 el elemento se adelanta al aumentar 5. Al ajustar los datos por minimos
cuadrados obtenemos:

O(Vmax) = -0.764 R, + 16.158 )

N Vma) = 07711 Ry - 1541 (8)
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Figura 8.12. ¢ v vs Ry

Notemos que en estos casos fambién se cumple que el elemente con la mayor
velocidad se acerca zl slemento con la mayor deformacién (figuras 8.10 y 8.12).
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8.3 Resumen de resultados

En los casos elipticos se vieron resultados muy diferentes 2 los obtenidos de los cédlculos
con Orbitas circulares.

Lo primero que encontramos s que no existe componente de marea en equilibrio.
También hallamos que los periodos de pulsacién y orbital son exactamente iguales, por lo
que AR = 0. La rotacién no tiene influencia alguna en ellos, generando periodos adicionales
con amplitudes grandes.

Por otra parte, también a diferencia de los casos circulares. en los casos elipticos la
velocidad de rotacién juega un papel mucho mds importante en el desprendimiento de
segmentos, tanto que nunca se pudo calcular un caso con § > 1.4. Aungue el aumento en el
radio tiene un efecto importante, agui se soportaron radios mayores que en los casos
circulares. Esto se debe aparentemente a que el efecto de interaccién mds intenso (alredecor
del periastro) tiene una guracién corta, mientras gue en los casos circulares la interacciéa
persiste a 1o largo de todo el ciclo orbital. Similarmente a como sucede en los casos
circulares, también aquf vemos que el elemento que Heva la velocidad méxima se acerca al
que lleva la médxima deformacidn, con ¢l consiguiente desprendimiento de material.

Por desgracia estos casos no se pueden comparar con lo ya conocido de las teorias
cldsicas, pues las teorfas cldsicas no tratan este caso; por tal razén la tnica forma de
verificar nuestros resultados es mediante observaciones.
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Capitulo 9

Aplicacién del modelo a sistemas conocidos

Es dificil en este momento hacer una comparacién en detalle entre la varabilidad que se
predice con el modelo y la variabiidad observada en sistemas binarios reales por las
siguientes razones. La variabifidad que se observa es aquella que ocurre en el hemisferio de
la estrella que se encuentra visible para el observador. Dada la rotacién estelar, los
elementos de superficie que cumplen con esta condicién van cambiando con el tiempo, de
tal forma que el patrén de variabilidad observable puede ser muy diferente al patrén de
variabilidad que se predice para las oscilaciones sobre la superficie estelar. Por ejemplo,
cuando los elementos de superficie que tienen las amplitudes mas grandes estdn ubicados
en el hemisferio de la esirella que no es accesible al observador, entonces no se detectaria
ninguna variabilidad.  Por otro lado, es importante también notar que al observar un
sistema binario, la inclinacion orbital puede diferir en la mayoria de los casos de 90 grados;
dado que las méximas amplitudes se esperan en el plano orbital, las amplitudes observadas
serdn menores, va que solo se puede observar la proyeccién en la direccidn del observador,
de dichas amplitudes. Para resolver estos problemas es necesario, por un lado, hacer un
cambio de sistemas de referencia de tal forma que se puedan “traducir” las variaciones
predichas en el marco de referencia de la estrella pulsante a variaciones que se observarfan
en un marco de referencia externo en reposo con respecto al centro de masa del sisterna
binario. Por otro lado, es necesario hacer la correccidn de las amplitudes por la inclinacion
de la orbita, respecto al plano del cielo. Finalmente, es necesario convertir las variaciones
en los pardmetros geométricos y cinemdricos de la estrella (R = R(9), v = v(0)) en
cantidades observables. Es decir, el modelo predice R(9.t). v(,1). donde “t” es el tiempo.
Sin embargo, es imposible observar estas cantidades directamente, asi que tenemos que
depender de pardmetros observables, como la cantidad de luz que nos lega por unidad de
tiempo (flujo en alguna banda espectral) yfo los perfiles de las lineas en absorcidn
producidas en la fotosfera. En este momento no contamos con los modelos de transferencia
radiativa que permitan traducir las variaciones en los valores de R{$,t), v(¢,t) producidos
por nuestro modelo en variaciones de los pardmetros observables. Este es trabajo a futuro
que deberd efectuarse. Mientras tanto, sin embargo. quisiéramos presentar algunas
evidencias observacionales que apuntan hacia una posible explicacién en términos de los
efectos de interaccidn gravitacional que hemos descrito en esta tesis. De hechbo, el
desarrollo del modelo se ha hecho en parte para entender algunos de los fendmenos gue se
presentan en los sistermas que a continuacion mencionamos.

1V 444 Cyg

YV 444 Cyg es un sistema binaric eclipsante de muay baja excentricidad. Consta de una
estrella O6 III-V v una Wolf Rayet WN 3. Este sistema es suficientemente brillante V =
8.27 mag, Van der Huchr et al. 1981) y de corto periodo (P = 4.212 dias) como para que se
hava podido acumular una gran cantidad de informacion sobre el sistema, en parucular, sus

-1
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pardmetros orbitales (Marchenko et al. 1997). Los pardmetros del sisterna se dan en la tabla
9.1

Tabla 9.1. Pardmetros del sistema V 444 Cyg.

Ml =279 Msol
Mg = 93 Msol
R1 =10.0 Rsoi
Ry =3.0 Ry
a=38 Rsol
e=0.036
B=1.7789

De las dos estreilas del sistema, la que tiene el mayor radio es la que estard sometida
a las fuerzas de marea mas grandes; esta es la estrella tipo O6, y es a la que se aplicars el
modelo. Por otro lado, es importante notar que no se pueden detectar lineas en absorcién
fotosféricas provenientes de la otra estrella (la WR) dado que tiene un viento muy denso.
Por lo tanto, no se tiene informacién alguna respecto a la velocidad de rotacién de esta
estrella, y su modelaje implicarfa que B fuera una més de las variabies en el cdlculo. Al
aplicar ¢l modelo descrito en el capituio 5 encontramos los resultados que se describirdn en
esta seccion.

El valor de la viscosidad se tomé agui como v = 0.5 Ry/dfa. Esto fue porque
valores mds bajos provocaban desprendimiento de segmentos sin permitir corrida alguna.
Se dejé correr el programa para 500 dias, y el andlisis que se presenta a coatinuacién
corresponde Unicamente a los ditimos 50 dias.

La figura 9.1 muestra la variacién del radio contra el tierpo. Observameos aquf los
batimientos de que se hablé en el capitulo 7. Esto porque este sistema es de excentricidad
muy baja, casi circular. Por esa razdn el comportamiento es similar al de los casos
circulares. Sin embargo, no se ve la doble onda que se observa en los casos caiculados
debido a esa ligera excentricidad. De hecho. es posible encontrar una combinacién de
frecuencias que describa tales batimientos. Las oscilaciones tienen amplitudes del orden de
0.225 Ry, pero de esa fraccidn, sélo 0.025 se deben a la marea dindmica, mieniras que la
marea en equilibrio tiene dimensiones del orden de 0.2 Rsol Esto es, la marea dindmica es
10 veces menor que la marea en equilibrio. Tal predominio de Ia marea en equilibrio se
explica. como habfamos comentado antes, porque el sistema se halla cerca de el equilibrio
por su 6rbita cuasi circufar.

~1
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Figura 9.1. Grdfica de Ry vs t. Los tridngulos que apuntan hacia abajo marcan los momentos del periastro,
rmientras gue los que apuntan hacia arriba marcan los apoastros.
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Figura 9.2. Grifica de ¢(Rpuo) VS L.

Nétese que podemos definir al menos dos pericdos caracteristicos en esta curva: el
primer pertodo, definido como la distancia entre cada médximo (o minimo} Jocal, es del
orden de 4 dfas, igual al periodo orbital; el segundo periode, definido en términos de la
repeticién del mismo patrén de variabilidad (por ejemplo, enire un minimo absoluto v el
siguiente), es de aproximadamente (8 dias. Es bien sabido que ocurren variaciones
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pequefias en V444 Cyg entre diferentes ciclos orbitales. Seria importante ahora analizar las
escalas de tiempo tipicas para estos cambios que se observan a escalas de tiempo mas
largas que las escalas orbitales, con el {in de determinar si existe algiin "sdper - periodo”
comparable al que hemos predicho con el modelo. En la Figura 9.7 mostramos la curva de
luz de V444 Cyg tomada de Marchenko et al. (1998). Fase 0.0 corresponde a la fase en que
la estrella WR esta’ "enfrente”; es decir, es el eclipse de la estrella O6. La segunda
depresién en esta curva corresponde al eclipse de la WR. Los mismos datos fueron
graficados dos veces en esta figura {es decir, no son dos ciclos diferentes). Noétese que
existe una gran dispersion en los datos (que seguramente fueron obtenidos en diferentes
ciclos orbitales). Es particularmente interesante ver que la dispersién mas grande ocurre en
fase orbital alrededor de 0.6, poco después de que la estrella O6 sale de su eclipse. En esta
fase podemos ver parte del hemisferio de la estrella O6 que se encuentra en direccidn a Ia
compafiera, y es justamente esta parte de la estrella O6 que debe presentar las mayores
amplitudes de oscilacidn.

La figura 9.2 muestra la grifica de 0(Rmao) vs t. Notamos que la mayor parte del
tiempo la protuberancia mayor se encuentra alrededor de los 20°, acercdndose o alejdndose
unos 10° de la direccién a la compafiera. Sin embargo, debido a los batimientos en algunas
ocasiones apunta directamente hacia la vecina o se aleja hasta 80° . Tales acercamientos o
alejamientos no muestran relacién alguna con los momentos del periastro o apoastro, como
los casos elipticos mostrados en &l capitulo 8.

En la figura 9.3 vemos las velocidades maximas. Notamos que tienen amplitudes de
entre 0.14 y 0.22 km/s, con mayor periodicidad que la de el radio méximo. Las amplitudes
de estas variaciones son sumamente pequefias; de hecho, son mas pequefias que la
velocidad térmica del plasma de la atmésfera, por lo tanto, es dificil pensar gue las
oscilaciones puedan tener un impacto importante sobre ia dindmica global de la atmdsfera
de esta estrella. La figura 9.4 muestra la variacién del dngulo del elemento con la velocidad

médxima. También aquf se ve una periodicidad similar a la de la amplitud de la velocidad. El
clemento con velocidad méxima estd siempre entre —5° y —12° de la direccidén a la
compaiiera.
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La figura 9.5 muestra la forma de la estrella en el momento del periastro. como vemos,
también en estos casos la mayor contribucidn es ia bipolar.
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Figura 9.5. Gréfica de R vs ¢, que nos da la forma de la estrella, para el momento del periastro.
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La figura 9.6 da la distribucidn de las velocidades en el perz&stro que COMmO VEemos,
~tambiénnesdaun dipolo. - - - - - =~ - oo o o -
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Figura 9.7. Curva de luz en la magnitd V para V 444 Cyg. Tomada de Marchenko (1998)

En la figura 9.8 mostramos la curva de velocidad radial tomada de Acker et al
(1989} correspondiente al movimiento orbital de la estrella O6. Los diferentes simbolos
corresponden a diferentes temporadas de observacidn. Hay que notar que existe una
dispersion relativamente grande en estas mediciones (es mds grande que la incertidumbre
en las observaciones),lo cual podria reflejar una variabilidad en ios perfiles de las lineas en
absorcién gue fueron medidas. Estas variaciones, a su vez, podrian estar asociadas a las
oscilaciones no-radiales de esta estrella.?
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Figura 8.8, Curva de velocidad radial para V 444 Cyg. Tomada de Acker et al. (1989).

Para poder verificar las predicciones en la forma, necesitarfamos observaciones
espectroscopicas del tipo descrito en el capitulo 4, llevadas a cabo por Gies et al.(1988,
1996) para otros sistemas (por ejemnplo € Per). Esto nos darfa ei nimero de nodos y el modo
de oscilacién. Por desgracia no se tienen hasta la fecha observaciones de este tipo para V
444 Cyg.

2 HD 5980

Este sistema tiene una excentricidad mayor que la de V 444 Cyg, e = 0.27, por lo que
esperamos gue los resultades para este caso se parezcan a jos de los casos elipticos
4mpfrh

calculados en el capfiule 8. aunque el periodo es de sélo 19.3 dias. Los pardmetros
cenocidos de este sistema se dan en la tabla 9.2,
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Tabla 6.2. Pardmetros del sisterna HD 3980.

M; =40 My
Mg =128 Msol
R] =40.0 RSO[
R:=23.0 R
a=130 Rsol
e=027
B=14

En este caso la viscosidad fue de v = 0.2 Rsoﬁ/dia. También en este caso se corrid el
programa por 500 dfas, y el andlisis siguiente se hard para los tltimos 50 dfas.

41.3 +

,f 2 f\
._ | \
;} 40'9'- \\J/ k

40.8 ~

.7 , . , , . , : r —
450 480 470 480 450 300

t (dias)

Figura 9.9. R, vs t. Los tridngulos que apuntan hacia abajo muestran los tiempos del periastro, mientras que
los que apuntan hacia arriba muestran los apoastros.

La figura 9.9 muestra la variacién de Ry en el tiempo. En este caso las variaciones
son similares a las encontradas en los cdlculos para los casos elipticos del capftulo 8. Sin
embargo, no podemos dejar de notar que las oscilaciones de la marea dindmica sélo tienen
una ampiitud maxima de 0.3 Ry, mientras que la marea en equilibrio mide mas de 0.8 Ry,
o sea, s mis del doble de grande. Esto podria explicarse al ver que aunque aqui la
excentricidad es considerable, sigue siendo pequefia comparada con el 0.8 que se usd en el
capitulo 8.

ESTA TESIS NO SALE
DE LA BIBLIOTECA _
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Figura 9.10. ¢(Rpa) vs L.

La figura 9.10 muestra el dngulo que forma la protuberancia con la direccion de la
otra estrella. En general siempre va atrasada. hasta unos 30°, aunque en ocasiones puede
alcanzarla y rebasarla por unos pocos mstantes. Esto ocurre después del apoastro. En el
periastro y después de €l la protuberancia siempre va atrasada.

La figura 9.11 muestra la velocidad médxima. Observamos algo similar a lo que pasa
con los radios, sdlo que aqui vemos un adelanto al tiermnpo de periasire. Los miumos siguen
estando en el apoastro. La mdxima velocidad alcanzada es menor a 2 km/s.

La figura 9.12 muestra el azimut de la velocidad médxima. Vemos que el azimut
cambia desde —20° hasta 30°, es decir, en un rango de 50°. Esto quiere decir que el
elemento que lleva la mixima velocidad es muy inestable.

En la figura 9.13 estd la grifica de la forma de la estrella. También en este caso

observamos que domina el modo dipolar. Lo musmo en el caso de la velocidac radial, dado
en la figura 9.14.

g0
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Para comparar lo obtenido con lo observado, veremos también algunas mediciones de
curvas de luz y velocidades radiales.
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Figura 9.15. Variaciones fotometricas observadas en ED 3980 con periodo de 0.36 dia (Sterken & Breysacher
1997).

3 Otros sistemas

El sistermra HD 193793, con masas de 38 My, 13 M, periodo de 2900 dias v excentricidad
de 0.87 (o sea, mayor a las que se tomaron para el capitulo 8). muestra una curva de
velocidad radial muy parecida a las curvas dadas en el capiiulo 8 {v€ase figura 9.16). Esto
nos permite especular sobre la validez del modelo, por lo menos cualitativamente.
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Figura 9.16. Curva de velocidad radial para HD 193793, Tomada de Setia Gunawar et al. (2001).

Existen varios sistemas binarios muy peculiares que valdria la pena analizar en el
contexto del modelo que hemos presentado. Algunos de estos sistemas, taies como 0 And,
eta Cen v 16 Lac muestran variaciones fotométricas en sus curvas de luz con forma de una
doble onda (Sareyan. 1998), que se asemejan a las variaciones en Rpy que el modelo
predice para sistemas circulares fuera de equikibrio. En caso de poder demostrar una
conexién clara entre las variaciones de Rpax, Vmaxw ©1C. predichas por nuestro modelo y
variabilidad fotométrica, el modelo podria utilizarse para identificar sistemas binarios a
través de su comportamiento fotométrico. Por otro lado, algunos de los sistemas binarios
conocidos mds peculiares tienen orbitas excéntricas. Por gjemplo. el sistema HD 193795
(también conocido como WR 140), cuyas masas con de 38 y 13 y que tiene una
excentricidad de 0.87 (véase la Figura 9.17) presenta episodios de mucha actividad y
erupciones cada 7.9 afios, cuando el sistema pasa por el periastro. Hasta el momento, se ha
interpretado esta variabilidad en términos de la colisidén de los vientos dentro del sistema.
Sin embargo, existe la posibilidad de que al pasar por el periastro, el enorme gradiente en
las fuerzas de marea que se presenta podria provocar una fase de mayer perdida de masa e
inestabilidad en la fotosfera que producirian los efectos observados. WR 140 no es el
vinico objeto de este tipo (Williams et al. 1998, TAU Symp. 193), v un preyecto interesante
a futuro serfa levar a cabo un andlisis del conjunto de sisternas binarios excéntricos con
estas caracterfsticas peculiares, y determinar si cabe una explicacion en térmimos de las
fuerzas de marea.

En algunas estrellas menos masivas (por ejemplo, 0 And, 1 Cen y 16 Lac) también
se encuentran curvas de luz con la forma de una doble cnda (Sareyan et al., 1998; Stefl et
al., 1993; Sareyan et al., 1997). En el caso de 16 Lac y o And, se sabe que se trata de
sistemnas dobles. En 2i otro caso, no se sabe i 1o €s 0o, pero existe la hipdtesis al respecto.
Los restuliados obtenidos en este trabajo nos permiten manifestarnos a favor de esta
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hipétesis, ya que aunque las masas son menores de las usadas, pensamos que el
comportamiento cualitativo podria ser similar.




Conclusiones

Conclusiones

En este trabajo hemos revisado las teorfas cldsicas de las oscilaciones no radiales y las
mteracciones de marea. Vimos que los tiempos caracteristicos en los cuales se lega al
equilibrio son muy largos, por lo cual se justifican cdlculos efectuados sin tomar en cuenta
la evolucién del sistema..

Aplicando el modelo de Moreno & Koenigsberger hallamos que en algunos casos
los sistemas binarios masives oscilan en modos no radiales que pueden representarse en
términos de armonicos esféricos, segln las teorfas clasicas, lo cual sustenta da cierto grado
de confianza en el modelo.

Encontramos el comportamiento de los periodos de oscilacién en sistemas binarics
circulares donde hay rotacién y vimos que para la suposicion de equilibrio, se cumple bien.
También se observa cierta simetria con respecto a la corrotacién, y se halla una tendencia
hacia el periodo orbital cuando no hay rotacién, que se interpreté como que la Unica
frecuencia forzadora es la que provoca dicha frecuencia. Hallamos que la rotacién hace
aumeniar las amplitudes en buena medida, pero que el papel del aumento en radio es mucho
més decisivo para el aumento de las amplitudes, lo cual puede provocar pérdidas de
material. Esto nos permite proponer la hipdtesis de que en sistemas binarios circulares no
sincronizados en los que una de las componentes tenga mas de 30 R, encontraremos
fenémenos notables de pérdida de masa.

En el caso eliptico hallamos que las oscilaciones estdn perfectamente sincronizadas
con el pericdo orbital, aunque la deformacién mdxima no coincide con ¢l periastro debido a
ia viscosidad. Hallamos que las amplitudes crecen con R; y con . Los cambios en estos
pardmetros pueden significar pérdidas de material después de sobrepasar ciertos limites
(para B el lmite es 1.4, mientras que para R; el limite es 33 Ryy). Esto nos permite
proponer las hipétesis de que: en sistemnas binarios excéntricos (e = 0.8) en los que a)
una de las componentes rote con § > 1.4 o b) tenga un tamafic de mds de 35 Ry,
encontraremos fenémenocs notables de pérdida de masa.

Claro, estas son s6lo hipdiesis que resultan de un modelo numérico. Se sugiere
entonces la observacién sistemdtica de sistemas binarios para ver si estas hipltesis se
confirman. E! provecto SEFONOG avanzard poco a poco ¥ nos dird si nuestros resultados
son validos 0 no. ‘
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Para correr el programa, seguimos los siguientes pasos (esto es o gue saldria en la pantalla
de una computadora):

faustclcometa%. /corre.def
M1, M2 ? (MASAS SOLARES)
40, 40
PERIODO (DIAS) Y EXCENTRICIDAD ORBITAL 7
144 .85%57, 0.8
PUNTO ORIITAI INICIAL : DAR TIEMPO ANTES
O DESPUES DEL PERZI
50
EMPEZAMOS ANTES (1), O DESPUES (2) DEL PERI 7
1
BETA EN EL PERI ?
0.5
R1 7
20
NUMERD MAXIMC DE CAPAS
g9
NUMERO DE CAPAS 7

PRODUCTO ESCALAR MINIMO
0.99954966949350
VISCOSIDAD CONSTANTE NU ?
0.2
TIEMPQ DE INTEGRACION?
100

Y el programa empieza a correr. En la pantalia va imprimiendo para cada paso de
mtegracion. los siguientes datos:

1.8582(032907759 2.19890516140866D0~-02

0.9985043285421¢6

0.21303318963%03

0.25112617950152 1 131 0.1265930860008C 1 75
20.004075884483 467

En donde el primer rengldn nos da los valores del tiempo y del incremente en ¢l
paso de 1ntegracidn.

8%



Apéndice

El segundo renglén nos da la fraccién de contacto minima que haya entre dos
elementos. Esto no debe hacerse cero, ya que eso indicaria que hubo un desprendimiento de
elementos.

El tercer rengldn nos da la velocidad radial méxima, vy

El cuarto renglén nes da la longitud azimutal minima v la minima profundidad en el
tiempo t. Estos pardmetros no deben hacerse cero, ya que eso indicarfa un traslape de
elernentos.

El quinto renglén nos da el valor de Ry en el instante en cuestidén, asi como el
elemento que presenta dicha deformacion.

Sien algin momento los elementos se desprenden (la fraccién de contacto se vuelve
cero), el c6digo ya no puede continuar calculando, y envia un mensaje como el siguiente:

NO HAY CONTACTO EN LA CAPA Y ELEMENTCS
1 225 2258
PAUSE: To resume exscution, type: go
Any other input will terminate cthe program.

Sien algin instante dos elementos se traslapan, el programa envia el siguiente mensaje:
AZIMUT INCCRRECTC EN LA CAPA Y ELEMINTOS

1 z72 273
PAUSE: To resume executilon, type: go

Any cther input will terminate the program.

Cualquiera de estos dos mensajes es predmbulo a la interrupcién de los cdlculos, ya que
aunque se le de go, como pide el programa, el cddigo ya no puede continuar calculando.

Cuando el programa se encuentra con un periastro, manda el siguiente mensaje:

PERI ; CHECAMOS FORMA ? (1,2)={N,S)}

2
ESCRIBIR FORMA ¥V VELOCIDAD RADIAL SUPERFICIAL
EN TIEMPOS SIGUIENTES CERCANOS 7 (1,2)=(N,S)

2
DELTA T PARA ESCRIBIR ZFORMA ¥V VZILCCLDAD RADIAL 7
SEGUIMOS ESCRIBIENDC FORMa Y VELOCIDAD RADIAT: 7
(1,2)=(N,5)

2
DT A PARTIR DEL ULTIMO Z=RI O APQ 7

2

Los archivos que genera son, (enire 0{ros que No Se Usaron para este trabajo):

39




Apéndice

angrmax
angvrmax
apo
apovrmax
peri
perivrmax
formas
fperiapo

Cada uno de ellos nos da la siguiente informacion:

formas
t{dias) b {°) by X Y Vrad O (Vraa)
505.41¢890 4.52706 £43.8689¢%9 40 ,74148 3.22579 0.1355%8 4.52706
505.,2190 7.32992 40.8672¢ 40.53332 5.21355 0.12554 7.32892
505.4180 10.15065 40.86333 40.22373 7.20163 0D.331221 10.13065
505.4190 13.00042 40.857C5S 39.80982 §.19113 0.09715 13.00042
305.419¢C 15.88080 40 .84848 39.28747 11.18452 0.080%¢6 15.89080
305.4190 18.83375 40.837&% 38.63121 13.18336 0.0842% 182.83375
505.4190 21.8415¢9 40 .8248¢0 37.8%9423 15.188533 0.04775% 2L.8415¢9
505.4180 24 .92€678 40.81002 37.00845 17.15578 0.031396 24.22678
505.4190 28.10182 40.79382 35.98454 19.21542 C.01752 28.10182
505.4190 31.37875 40.77595 34.81223 1.23178 0.00300 31.37873

Este archivo nos da los principales pardmetros de cada uno de los quinientos
elementos en un instante de tiempo seleccionado. El archive fperiapo nos da la misma
informacién, sélo que para los momentos del periastro y el apoastro. t es el tiempo, X, y son
las coordenadas cartesianas de cada elemento.

angrmax
£ Rmax d) (Rmdx) V { R ) ¢ (v (Rrdx) }
C.COox0 20.0000000 90.738 -85.262 0.00C0 0.0000
C.G028 20.05000000 17.57L  -42.423 0.C00C 0.0000
0.C15¢ 20.000G000 19.951 -40.049 0.0000 0.000G
0.0289 20.0000000 22.363 -37.837 0.G000 0.00CQ0
0.0425 20.000000% 24770 -35.2320 C.000J 0.200C
0.0972 20.0000022 42 .2206 ~17.680 ¢.0000 3.0000

Este archivo nos da los pardmetros del elemento con la mayor deformacidn en cada
instante de tiempo durante el intervalo de integracidn. Los archivos peri, apo nos dan
la mima informacién, s6lo que para los momentos del periastro y el apoastro.
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angvrmax
t Vax GJ (Vmax)
0.0010 0.0000 16.818 -43.182
0.0028 0.0000 7.57L -42.429
0.015C 0.0000  19.951 -40.04%
0.0289 0.0000  23.803 -36.197
0.0425 0.6000  29.810 -30.190
0.0582 0.0000 40.137 -19.8863
¢.0698 ¢.0000 56.2235  -3.775
0.0835 0.0000 3.672 3.672
Este archivo nos da los pardmetros del elemento con velocidad radial méxima en

cada mstante de tiempo. Los archivos perivrmax, apovrmax nos dan la mima
informacidn, sélo que para los momentos del periastro y el apoastro.

Estos archivos son los que se usaron para construir las graficas de cada caso. Las
colurmnas gue no se rotularon es porgue no se utilizaron.
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