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Resumen

Se modela la propagacién de contaminantes, primarios y secundarios, emi-
tidos en la atmdsfera por varias fuentes industriales, usando la ecuacién de
transporte bidimensional. Se deriva el modelo diferencial adjunto y un princi-
pio de dualidad, los cuales permiten formular restricciones suficientes para las
tasas de emisién de cada fuente industrial, con el objetivo de mantener la con-
centracién promedio del contaminante, en una zona de importancia ecoldgica,
por debajo de un valor mé&ximo admisible (norma sanitaria). Se sugieren tres
estrategias de control de corto plazo, que se aplican después de que el modelo
de dispersién, usando las tasas originales de emisién, ha realizado un pronds-
tico desfavorable para la concentracién promedio del contaminante (primario
o secundario). La primera estrategia de control se basa en la minimizacién de
la norma en Lo de las tasas de emisién de las fuentes contaminantes, sujeta a
una ecuacién de enlace determinada por el principio de dualidad. La segunda
estrategia se deriva de una acotacién adecuada del principio de dualidad con
base en los valores temporales de la funcién adjunta. La tercera estrategia
aproxima lo m4s posible, cualitativa y cuantitativamente, las tasas originales
de emisién (control 6ptimo), y usa el principio de dualidad como restriccién
en el proceso de minimizacién. Se sugiere también una técnica para generar
diversos controles a través de estas estrategias (control convexo). En todos
los casos, las estrategias de control se definen en términos de la solucién del
problema adjunto, y son matematicamente correctas, es decir, los controles
permiten satisfacer la norma sanitaria dentro de la regién de importancia
ecolégica.

Los problemas diferenciales de dispersién y adjuncién presentan buenas
caracteristicas matemaéticas, como son existencia, unicidad y estabilidad de
las soluciones. Para ambos problemas de evolucién las soluciones se calcu-
lan aplicando el metodo de separacién de operadores componente por com-
ponente, luego de haber discretizado espacialmente sobre una malla doble,
tipo-C, de Arakawa. Se muestra para este esquema de solucién numérica de
orden dos, la estabilidad y la convergencia.

Tanto para los modelos diferenciales como para los modelos discretos, se
muestra, en forma analitica y por simulacién numeérica, que se satisface una
ecuacién de balance de masa que coincide con el fendmeno modelado.
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Capitulo 1

Introduccion

El fenémeno de la contaminacién atmosférica, como un caso particular de
la contaminacién en cualquier medio natural, es el resultado de una enorme
poblacién mundial, con un estilo de vida moderno, que reclama y consume
una gran cantidad de bienes y servicios. Debido a esta demanda, la cual ha
presentado un constante incremento en las 1iltimas décadas, los diferentes
agentes de produccién de bienes, y generadores o prestadores de servicios,
transforman enormes volimenes de materias primas y combustibles fésiles,
liberando diversos residuos contaminantes a la atmésfera®. El medio am-
biente tiene mecanismos para diluir y asimilar estos residuos y reintegrarios a
1a naturaleza®!; sin embargo, durante el ltimo siglo las diversas actividades
antropogénicas emiten a la atmdsfera, en intervalos de tiempo cortos , grandes
volimenes de sustancias en zonas reducidas (ciudades, parques industriales,
etc.), de tal forma que los mecanismos de asimilacién no se dan abasto para
reciclar el exceso de sustancias y limpiar la atmdsfera. El resultado es la acu-
mulacién y permanencia de diferentes contaminantes primarios, propiciando
la generacién de otras especies secundarias® 4%, las cuales al juntarse for-
man una mezcla que produce diversos dafios en los seres humanos y en log
ecosistemas!4. ‘ '

Cada contaminante atmosférico, en funcién de la coneentracién con Ia cual
se presente y su toxicidad, implica diversos problemas de salud puiblical',
que van desde molestias en vias respiratorias y mucosas, en la poblacién
en general, hasta un incremento en los decesos entre la poblacién més vul-
nerable (enfermos cardiacos, nifios y ancianos, etc.). En cualquier caso, la
contaminacién es un factor que disminuye la calidad de vida de los seres
humanos. Desafortunadamente, el impacto en los ecosistemas que tiene la
mezcla de contaminantes no sélo es local, como en el caso del eamog foto-



quimico citadino®; también puede ser regional, como los eventos de deposi-
ciones 4cidas232 o global, como el fenémeno de destruccién de la capa de
ozono y el cambio climatico mundial®®!.

La sociedad actual no puede regresar a un momento preindustrial para
resolver los problemas que ocasiona la contaminacién atmosférica, por lo
tanto, es fundamental realizar estudios que determinen programas de control
de emisiones; estos programas deben implementar medidas para disminuir la
concentracién de cada sustancia nociva en la atmdsfera hasta que se ubique
por debajo de las normas sanitarias m4ximas admisibles o normas de la
calidad del aire.

Una forma de abordar el estudio de la concentracién de los contami-
nantes en la atmdésfera, y posteriormente su control, consiste en la aplicacién
de modelos matematicos de dispersién de contaminantes!%:2%3, La ven-
taja que proporciona esta herramienta consiste en simular por computadora
la concentracién de los diversos contaminantes primarios y secundarios en
una regién, y con esto identificar los lugares donde las emisiones tienen un
mayor impacto, es decir, permite identificar las fuentes que provocan que una
determinada zona con especial sensibilidad (zonas habitacionales, bosques,
etc), rebase las concentraciones mAximas admisibles. Con esta informacién
es posible planificar la instalacién de nuevas zonas industriales!'® 2% montar
dispositivos de seguridad en regiones de alto riesgo para evitar accidentes o
descargas clandestinas y disefiar estrategias de control de emisiones para las
industrias ya asentadasl'27: 28 48],

El presente trabajo aporta un modelo matemstico, basado en un mode-
lo de dispersién y su adjunto, que permite generar algunas estrategias de
control de emisiones puntuales. Estas estrategias consisten en el rediseno
o acotacién de las tasas de emisién de las fuentes industriales, con el fin
de que se cumplan las normas de la calidad del aire. Ya que las normas
sanitarias representan promedios temporales, las estrategias de control que
se sugieren buscan reducir la concentacién promedio de los contaminantes,
en una determinada regién y sobre un intervalo de tiempo, hasta niveles
aceptables.

Estas estrategias de control, que permiten el cilculo explicito de la tasa
de emisién para cada fuente puntual a través de la funcién adjunta, consti-
tuyen la aportacién original en esta tesis, y se presentan en el Capftulo 4.
En el mismo capftulo se consideran algunos ejemplos de aplicacién de estos
controles cuando el prondstico del modelo de dispersién implica la violacién
de las normas sanitarias. El Capftulo 3 presenta el concepto fundamental

2



de adjuncién, el cual es la base en la construccién de todos los controles
sugeridos. En el Capitulo 5 se presenta un esquema de solucién numérica
para los modelos de dispersién y su adjunto, y finalmente, en el Capitulo 6
ge presentan algunas generalizaciones.

Al estudiar un problema inverso, como es el del control de emisiones in-
dustriales, es muy importante el an4lisis y solucién del problema directol?
(dispersién de contaminantes); por lo tanto, este primer capftulo estd dedi-
cado a presentar los conceptos bésicos necesarios para establecer, en el Capi-
tulo 2, un modelo confiable de dispersién.

1.1. Contaminacién atmosférica

En forma general, un contaminante atmosférico es una sustancia que por
fuentes naturales o antropogénicas se emite a la atmdsfera, en cantidades
tales que a corto, mediano, o largo plazo, ocasiona efectos negativos en los
seres vivos, en los ecosistemas, y en los materiales.

Los eventos naturales, como erupciones volcénicas, incendios forestales y
procesos de fermentacién anaerdbica, pueden producir grandes cantidades de
contaminantes!® (biéxido de azufre {SO;), biéxido de carbono (CO:}, 6xi-
dos de nitrégeno {NO,), metano (CH,), 4cido clorhidrico (#/Cl), amoniaco
(N Hs), 4cido sulfhidrico (H,S), particulado sélido, etc.); sin embargo, dichos
eventos son esporddicos. Son las actividades antropogénicas, como la agricul-
tura y ganaderfa, generacién de electricidad, transporte, minerfa, metalurgia,
industria quimica y electrénica, y tratamiento de residuos, las principales
generadoras de contaminantes!s! (SO, monéxido de carbono (CO), CO,,
NO,, CH,, HCI, NH,, ozono (O3), écido sulfiirico (H;50,), 4cido nitrico
{HNO,), metales pesados (Pb,Cd, Zn), hidrocarburcs, etc.), tanto por la
diversidad de sustancias como por las cantidades emitidas y su frecuencia de
emisién. ‘ .

Si se considera el fenémeno de la contaminacién atmosférica en forma
regional y a mediano plazo, entonces del volumen fotal de contaminantes
emitidos se concluye que son cinco de ellos los més importantes, por aportar
el 95 % de la contaminacién!®34. Fstos contaminantes son: el monéxido de
carbono (CO), el biéxido de azufre (S0;), los 6xidos de nitrégeno (NO;), los
hidrocarburos y el material particulado. De éstas, las tres primeras son sus-
tancias quimicas que poseen una composicién definida; los hidrocarburos son
una familia de sustancias; y finalmente, bajo €l nombre de material particu-



lado figuran los aerosoles liquidos o sélidos que se encuentran en suSpension
en el aire y que se presentan con dimensiones que van de 0.001 a 10000 micras.

El monéxido de carbono, los éxidos de mitrégeno y los hidrocarburos,
tienen su origen principalmente por la combustién de gasolinas en automo-
tores, mientras que él biéxido de azufre y el material particulado se emiten
por fuentes industriales, como termoeléctricas, incineradores y cementeras.

La concentracién de estos cinco contaminantes, junto con la del ozono
(cuya formacién y acumulacién®® '€l depende de la presencia de los 6xidos
de nitrégeno, hidrocarburos, y radiacién solar con una longitud de onda de
430 nm), es lo que se utiliza como indice de la calidad del aire'). Con el
fin de comparar estas concentraciones y poder definir el grado de la conta-
minacién atmosférica en un determinado momento, se establece para cada
sustancia una concentracién maxima admisible o norma sanitaria, la cual es
un promedio que est4 en funcién de la toxicidad particular de la sustancia y
del tiempo de exposicién a ésta. El valor numérico de cada norma ganitaria
cambia segin el intervalo de tiempo considerado, y juntas determinan los
niveles de polucién méxima a los cuales pueden estar sometidas las personas,
y de ninguna forma es posible considerarlas como indicadores de una atmés-
fera limpia. La siguiente tabla muestra algunas de las normas sanitarias!® %!
para los seis contaminantes principales.

Tabla 1.1
Compuesto | Norma (ﬁ%) Intervalo de tiempo
co 16000 media de 8 horas
40000 media de 1 hora
NO, 100 media en 1 afio
200 media de 1 hora
Hidrocarburos | = 160 monedia de 3 horas
S0, 80 media en 1 ano
365 media diaria
particulado & media en un afio
260 media diaria
ozono 240 media de 1 hora

Los efectos nocivos que produce cada contaminante en el medio ambiente
y en particular en los seres humanos, depende de diversos factores, como son:
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toxicidad de la sustancia, cantidad y frecuencia de la materia introducida al
medio, diversidad de compuestos, condiciones del medio (estabilidad atmos-
férica, humedad, grado de acidez, capacidad de oxidacién) y reactividad. Este
tltimo factor es de gran importancia, ya que algunas sustancias introduci-
das a la atmésfera tienden, por diversas reacciones quimicas, a generar otras
sustancias (contaminantes secundarios) de mayor toxicidad'"), o a consumir
sustancias Importantes para un ecosistema. Ejemplos tipicos de contami-
nantes secundarios son €l ozono y los dcidos sulfiirico y nitrico; €l primero
se formal®l cuando la radiacién solar descompone el diéxido de nitrégeno
en presencia de hidrocarburos reactivos, como los radicales peréxido; las dos
viltimas se forman!!® cuando el biéxido de azufre y el biéxido de nitrégeno
reaccionan con los radicales OH y el agua. Estas sustancias 4cidas pueden
tener un impacto lejos de la fuente de origen!®¥, ya que las reacciones que
las forman son lentas. De esta forma, emisiones que tienen lugar en Alema-
nia se perciben como lluvia 4cida en Suecia; es decir, el impacto es regional.
En el caso del ozono las reacciones involucradas son rdpidas y su impacto
es local; esto lo convierte en un elemento del esmog fotoqufmico de ciudades
como Los Angeles (EU) y Ia Ciudad de México®.

La reactividad es un factor que hace que los eventos de contaminacién
sean fenémenos muy complejos de estudiar y controlar con modelos mateméti-
cos, ya que las reacciones involucadras generan ecuaciones que por lo general
son no lineales!*5-2%, Como una aproximacién inicial al problema de control,
en este trabajo se considera reactividad de primer orden o lineal.

Por otra parte, es importante destacar que el impacto que tienen los
diversos contaminantes en la salud de los seres humanos es atin un tema par-
cialmente conocido, ya que se entienden los efectos de sustancias en grandes
cantidades algunas horas, pero en general se desconoce el impacto que con-
centraciones medias o bajas producen a lo largo de anos y décadas. Por
ejemplo, los experimentos que se han realizado con animales demuestran que
concentraciones de 2 ppm de ozono durante 3 horas son letales; por otra
parte, las concentraciones que se tienen durante los episodios de esmog fo-
toquimico en las ciudades son de alrededor de 0.1 ppm durante periodos de
4 a 8 horas en un dia, lo cual provoca irritaciones en los ojos y ataques
de asma, sin embargo, se ignoran las consecuencias de vivir expuesto a este
contaminante por ahos. Otro ejemplo de este tipo lo constutuyen los hidro-
carburos polinucleares, como el benzopireno; estas sustancias provienen de la
combustién del carbén, el combustéleo y las gasolinas, y se identifican como
potentes cancerigenos en altas concentraciones; sin embargo, no se conoce
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su impacto sobre las personas cuando estén presentes en concentraciones de
algunos nanogramos por metro ctibico, que es la concentracién tipica en las
grandes ciudades.

Un factor que tiende a complicar el impacto de los contaminantes en los
seres vivos, es el hecho de que en el medio ambiente coexisten cientos de
sustancias nocivas a la vez, las cuales pueden provocar un mayor dano en su
accién conjunta, que la suma de los impactos de cada sustancia por separado
(fenémeno conocido como sinergia). Por ejemplo, el episodio de contami-
nacién atmosférica en diciembre de 1952 en Londres, al cual se le atribuyen
4000 muertes!®®, fue el resultado de la accién sinérgica del biéxido de azufre
con el particulado sélido, ambas sustancias formadas por la combustién del
carbén en hogares y factorias.

1.2. Dispersién de los contaminantes en la atmésfera

Todo episodio de contaminacién atmosférica estd constituido por: la fuente
de produccion del contaminante (caracterizada por su tasa de emisién), el
medio de transporte y de transformacidn fisica y quimica (atméefera) y el
medio receptor. Es en el medio de transporte y de transformacién donde la
mezcla de los contaminantes primarios y secundarios se dispersan generando
impactos locales (esmog fotoquimico), regionales (lluvia 4cida) o incluso pla-
netarios (destruccién de la capa de ozono).
La dispersién en la atmésfera de los efluentes que proceden de respiraderos
y chimeneas (fuentes puntuales) es un fenémeno complejo, ya que depende
~ de varios factores correlacionados, como son: la naturaleza fisica y quimica
de las sustancias emitidas, las caracterfsticas meteorolégicas de la regién, la
ubicacién de las chimeneas con respecto a la direccién del viento, la tasa de
emisién de cada fuente puntual y el tipo de terreno en la direccién del viento.
_ Por regla general, los vertidos a la atmésfera tienen lugar en la capa de
mezcla; ésta corresponde a la capa de la atmésfera directamente en contacto
con la superficie terrestre y es donde, con mucha frecuencia, tienen lugar
turbulencias a causa de la interaccién del viento con la rugosidad superficial.
Estas turbulencias tienden a dispersar a los contaminantes y de esta forma los
gases y las partfculas pequefias, de tamaiio inferior a 1 ym (acrosoles}, pueden
alcanzar mayores altitudes e introducirse en la troposfera libre. Diverses
modelos mateméticos usan la difusién turbulenta como €l principal elemento
de la dispersién de contaminantes; sin embargo, conforme se incrementa la



altura el transporte advectivo se hace més importante. Por lo tanto, al consi-
derar un contaminante en la troposfera, se debe tomar en cuenta que éste se
dispersa fundamentalmente por: transporte por adveccidn (desplazamiento
horizontal de la masa contaminante incorporada al movimiento dominante
de la masa de aire), transporte por conveccidn (desplazamiento vertical de
la masa contaminante incorporada al movimiento dominante de la masa de
aire), difusién molecular (desplazamiento aleatorio de las moléculas por su
agitacién térmica) y difusion turbulenta (desplazamiento aleatorio de la masa
contaminante debido a movimientos al azar de la masa de aire).

Dos factores que limitan la dispersién de los contaminantes en la atmés-
fera son la lluvia y, en el caso de particulas sélidas o liquidas, su tamafio. Por
lo general, si el particulado es de origen natural entonces tarda en depositarse
en la superficie terrestre un dfa, sin embargo, si es de origen antropogénico
entonces es de menor tamafio (décimas de pm), y tarda en depositarse més
de diez dias.

Para construir modelos de dispersién, es importante notar que la con-
centracién en espacio y tiempo de cada especie contaminante emitida a la
atmoésfera es una variable aleatoria, ya que la dispersién de estas sustancias
depende de las fluctuaciones aleatorias de variables meteorolégicas y de las
fuentes de emisién.

Existen dos aproximaciones matemdticas basicas para describir la disper-
sién de contaminantes; éstas son la aproximacién Euleriana y la aproxdmacién
Lagrangiana. Ambas apraximaciones definen modelos probabilisticos, ya que
describen las concentraciones como funcién de variables aleatorias. De estos
modelos probabilfsticos es posible obtener modelos determinfsticos al hacer
simplificaciones; es decir, tomar promedios en las variables aleatorias, con-
siderar que las variables aleatorias cumplen ciertas funciones de densidad de
probabilidad, aproximar términos estocdsticos en funcién de valores prome-
dio, idealizar condiciones atmosféricas, de las fuentes de emisién y de la
reactividad de las sustancias. Es importante destacar que los modelos deter-
ministas derivados de las aproximaciones Euleriana y Lagrangiana simulan
concentraciones puntuales promedio de cada especie contaminante.
Aproximacién Euleriana
Si se considera un diferencial de volumen fijo y se hace un balance de masa
para cada especie contaminante en éste, en funcién de los flujos de masa
transportados por el viento, los flujos por difusién molecular, las emisiones
y la transformacién por reactividad (generacién o destruccién), se obtienen



las siguientes ecuaciones®! para @ =1..N,

ac,
at

Donde C, es la concentracién de la especie @, U es la velocidad del viento,
D es el coeficiente de difusién molecular, R,, es la rapidez de transformacién
qufmica (la cual depende de la temperatura T) y S, es la fuente de emisién
de la especie o.

La velocidad U es la suma de una componente determinfstica Uy una
componente estocdstica U' (responsable de la difusién turbulenta); por lo
tanto la solucién C, de {1.1) es una variable aleatoria. Ya que no es posible
medir U/, entonces en la préctica no es posible resolver (1.1) para encontrar
C,.. Por esta razén, el signiente paso en € modelo Euleriano es simplificar
para alcanzar un modelo que involucre s6lo promedios (modelo determinista).

Si se considera la ecuacién de continuidad V-U = 0, se promedia en la
ecuacién (1.1), se desprecia la difusién molecular contra la turbulenta y se
cierra el problema de la turbulencia de acuerdo con la K-Teorfal®4:

+ V(UG } = V-(DVCa) + RalCy -y Oy T) + Salr,t). (L)

(U'G,) =KV (Ca),
entonces se llega al siguiente modelo determinista, para a = 1...N

3 {Ca)
at

Donde K es el tensor de difusividad turbulenta y (C,) la concentracién
promedio de la especie a.

+U-V(Ca) = V-KV{Ca)+Ra({C1),.,{Cn},T)+ Sa(r,t). (1.2)

Algunas de las ventajas que presenta el modelo (1.2) son:

(i) es posible aplicarlo con variabilidad de condiciones atmosféricas,

(ii) las fuentes de emisién pueden ser de 4rea o puntuales, y no-estacionarias,
(iii) incluye reactividad de las especies contaminantes, y

(iv) permite conocer la distribucién de contaminantes en toda la regién donde
se aplica, y por lo tanto, realizar control sobre las tasas de emisién.

Las desventajas en este modelo consisten en lo siguiente:

(i) se requiere fijar condiciones de frontera consistentes con el fenémeno, lo
cual es un factor que influye en los prondsticos de largo plazo.
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(ii) la solucién numeérica requiere grandes recursos de cémputo y tiempo de
ejecucién, y
(iii) es dificil dar una correcta aproximacién numérica al término advectivo

U-V{Ca),
el cual est4 presente en cada una de las ecuaciones del sistema (1.2}.

Aproximacién Lagrangiana

Si se considera un diferencial de volumen que se mueve con el fluido y se hace
en éste un balance de masa, entonces se obtiene el siguiente modelo para la
concentracién media de una especie contaminante34:

e =[" [ [ Q.tlmm0) (o to)dro+

LI [ seow o

Donde @ es la densidad de probabilidad de transicién de masa. La primera
integral representa las partfculas presentes al tiempo ¢ en el diferencial de
volumen, y la segunda cuenta las partfculas adicionadas por la fuente S en
el trayecto de iy a £.

Este modelo probabilfstico puede ser facilmente resuelto (s6lo hay que
integrar), sin embargo, en la préctica @ no se conoce (salvo para casos de
trayectorias simples). Otra desventaja de esta formulacién es que no incluye
reactividad.

Para alcanzar un modelo determinista basado en promedios®! se con-
gidera que la velocidad es independiente de la posicién y s6lo depende del
tiempo; ademés, su densidad de probabilidad se supone normal o Gaussiana:

1 (u—7)?
p(u) = o P { 507 } ,

con correlacién

{(u(t) — @) (u(r) — W) = of exp(~bjt — 7).

Si la fuente es puntual con intensidad constante g, entonces la concentracién
promedio de estado estacionario que se obtiene integrando (1.3) con las condi-
ciones descritas es



q P 22
— -2 _ ) 14
(C("E‘l y, Z)) 27Tﬁ0'y0',; exp { 20_3 20_3} ( )
Esto significa que la distribucién de masa contaminante en un corte transver-
sal a la direccién del viento 7, satisface una distribucién normal o Gaus-
siana. Esta conclusién ha sido parcialmente verificada por experimentacién
de campo para condiciones meteorolégicas de turbulencia homogénea en
tiempos mayores de una hora.

La ecuacién (1.4) recibe el nombre de pluma de Slender y forma parte de
la familia de los modelos de dispersién Gaussiana.

Las ventajas de los modelos de dispersién Gaussiana son:

(i) son modelos simples que hacen predicciones en tiempos de cémputo
cortos, y

(ii) se aplica para N fuentes con superposicién.

Las desventajas de estos modelos consisten en lo siguiente:

(i) es dificil incorporar la variabilidad de los pardmetros meteorolégicos, por
lo cual, se aplican como modelos que aproximan €l estado estacionario con
condiciones de turbulencia homogénea,

(ii) no se aplican en vientos débiles o mal definidos, y
(iii) no se aplican a sustancias reactivas o contaminantes secundarios.

Los primeros esfuerzos para modelar la dispersién de contaminantes atmos-
féricos fueron aplicados a sustancias poco reactivas en tiempos cortos, como
el diéxido de azufre y el particulado (hollfn, metales pesados). Sustancias que
ya habian provado su peligrosidad en varias ciudades. Por esta razén, fueron
los modelos de dispersién Gaussiana los primeros en aplicarse en la decada
de los afios setenta, resultando 1itiles para algunas aplicaciones préacticas.

Es importante destacar que se puede llegar a los modelos de dispersién
Gaussiana a través de la formulacién Euleriana. Para esto, basta reducir {1.2)
a su estado estacionario para una velocidad constante que domina la difusién
en esa direccién, sin considerar reactividad y tomando sélo una fuente puntual
(ecuacion de Fick!®l), la solucién que se obtiene entonces es (1.4).

Aun cuando los modelos de dispersién Gaussiana tienen ventajas, hoy en
dia se usan poco debido a que se requiere incorporar reactividad y variabilidad
atmosférica. Por lo anterior, y debido al avance en los sistemas de cémputo, se
usan generalmente para modelar la dispersién de contaminantes los modelos
Eulerianos tridimensionales.
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1.3. Control de emisiones

Los programas para el control de la contaminacién atmosférica tienen por
objetivo central establecer un conjunto de acciones cuya ejecucién permita
que se cumplan una serie de normas de la calidad del aire; es decir, se busca
que la concentracién de cada contaminante primario y secundario en la at-
mdsfera no exceda la norma sanitaria respectiva, o al menos, que los eventos
donde se violan las normas de calidad del aire se presenten en un nimero
reducido de horas o dias al abo.

Si se considera el tiempo de aplicacién estos programas se pueden clasi-
ficar en dos categorias™®: control a largo plazo y control a corto plazo. Estos
programas de control son complementarios y difieren por sus objetivos es-
pecificos y por las estrategias que aplican para alcanzar sus metas.

Fl control a largo plazo se implementa en periodos de varios meses o afios
y consiste en la aplicacién de estrategias que reducen, en estos periodos, Ia
masa total de contaminantes emitidos. Algunas de las acciones tipicas que
se implementan son:

a) sustitucién parcial o definitiva de algunos combustibles,

b) introduccién de nuevas tecnologfas de produccién y de limpieza (filtros o
catalizadores),

¢) cierre o reubicacién de plantas industriales en una regién,

d) programas para la disminucién del uso de automotores, etc.

Es importante destacar que estas estrategias tienen la meta comiin de
reducir el nimero de dfas al afio que se violan las normas de la calidad del
aire, es decir, su aplicacién no necesariamente evita que en un dia particular
se alcancen concentraciones peligrosas de un contaminante. Esta flexabilidad
estd implicita en la forma en que se disefia el conjunto de acciones por im-
plantar a largo plazo, ya que para éstas se considera no sélo las normas de
calidad del aire sino también se usa el criterio de costo-beneficio; es decir, el
conjunto de politicas a largo plazo se disefian al minimizar

C=0C,+C,,

donde C, es el costo de implementar las acciones de control y C; es el costo
por los daiios en la salud de la poblacién y al ecosistema. Ademds, este
proceso de minimizacién est4 sujeto a que el mimero de dias al afic en que
se violan las normas de calidad del aire esté acotado, es decir,

N{Cq > %) < Nunax-
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La variable C, es creciente al disminuir los niveles de contaminacién mientras
que la variable C, es decreciente; por lo tanto, la suma C' presenta un minimo
el cual se toma como el conjunto éptimo de acciones por aplicar.

Una condicién implicita en las politicas que conforman la tltima desigual-
dad (espacio de factibilidad) es que incorporan el conocimiento cuantitativo
de la reduccién necesaria, en las tasas de emisién, para que la concentracién
de los diferentes contaminantes.esté por.debajo dé las normas sanitarias
(salvo N,y dias al afio).. Este.conocimiento cuantitativo se representa.conel .
redisefio o acotacién de las tasas de emisién (Capftulo 4), las cuales se deben
reconstruir de acuerdo al prondstico que realiza un modelo de dispersién.

Por otra parte, el control a corto plazo se aplica en periodos de varias
horas o dias durante eventos de estabilidad atmosférica que favorecen la
acumulacién de los contaminantes. Las acciones que caracterizan a este tipo
de control son las que producen una disminucién inmediata de las emisiones
contaminantes e incluyen el paro total de algunas actividades industriales.
La meta especffica en el control a corto plazo es mantener, durante el periodo
de estabilidad atmosférica, la concentracién de los diferentes contaminantes
por debajo de las normas sanitarias. '

Un ejemplo de estrategia de control a corto plazo es la sustitucién de
combustibles en plantas termoeléctricas; éste procedimiento implica la susti-
tucién, por algunas. horas de operaci6n,.del carbén mineral o combustéleo -
por algtin combustible (gas natural) que, aun cuando sea mas caro, libere
menos contaminantes (SOs).

Otra estrategia tipica en el control a corto plazo consiste en el diseno
de las tasas de emisién con las que dében trabajar las diferentes fuentes-
industriales durante los periodos donde hay un prondstico de estabilidad
atmosférica, o al menos, definir. limites que no.deben exceder.las tasas.de. ..
emisién en cada planta industrial (Capitulo 4). Estas estrategias pueden ser
muy restrictivas para algunas fuentes industriales, sin embargo, éstas sélo se
deben aplicar hasta que las condiciones atmosféricas favorezcan la dispersién
de los contaminantes.

Queda establecido entonces que, tanto en las politicas de control a largo
plazo como en las de control de corto plazo, es de gran importancia tener un
conocimiento cuantitativo de la reduccién necesaria en las tasas de emisién
para evitar alcanzar niveles donde los contaminantes dafien a la poblacién.
Actualmente este conocimiento preventivo no se ha incorporado en forma
adecuada a los programas para abatir la contaminacién atmosférica, ya que
algunos de éstos (Programa de Contingencias Ambientales de la Cd. de
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Meéxico?! y [33]) sélo toman acciones hasta que la concentracién de los dife-
rentes contaminantes han alcanzado niveles peligrosos.

1.3.1. Un modelo simple de control de emisiones

Si se considera una regién tridimensional R de frontera abierta, con volumen
V, que contenga todas las fuentes de emisién de un contaminante primario
A, entonces, aplicando un balance de masa es posible escribir el siguiente
sistema de ecuaciones:

-8+ §)e &
a(0) = ao, (1.6)
9 -am (1 §)0 an
B(0) = fo. (1.8)

a y f3 representan respectivamente la concentracién de las especies contami-
nantes primaria (A) y secundaria (B), para las cuales se supone un mecanis-
mo de transformacién de primer orden con tasas o, y o,

AL B3C

Q representa la tasa total de emisién del contaminante primario, y ya que
todas las fuentes contaminantes estdn contenidas en R, entonces no hay una
contribucién externa para la concentracién de las especies primaria y se-
cundaria. Sin embargo, el viento U transporta la mezcla de las especies
contaminantes fuera de R a una tasa

r=[g+U-ndS.

Donde St representa la parte de la frontera de R donde el viento sale de la
regién, la cual est4 caracterizada por la ecuacién: U-n > 0 (n es el vector
normal exterior a la frontera de R); siendo S~ su complemento o la parte de
la frontera donde el viento ingresa a la regién.

Finalmente, ay y (o representan las concentraciones iniciales de las es-
pecies contaminantes en R.

13



En este modelo se ha supuesto que los contaminantes se dispersan en la
regién rdpidamente y de forma homogénea, lo cual es una primera aproxi-
macién de un fenémeno mas complejo; sin embargo, con el fin de comenzar
a obtener informacién esta hipétesis se aplica en algunos modelos de cajas
de la US-EPAPS4T (UAM, EKMA), donde cada caja tiene dimensiones de
algunas decenas de kilémetros.

Si se considera que U y @ son invariantes en el tiempo, entonces, para
1a ecuacién (1.5) se tiene una solucién de equilibrio asintética y globalmente
estable

Qg = Q .
T+0’1V

Lo cual se concluye de la solucién del problema de valores iniciales (1.5)-(1.6)

a=ae+(ag—ae)-exp(— (oﬁ-%)t).

Para la ecuacién (1.7) también se tiene un estado de equilibrio asintético que
es globalmente estable

0'1V

ﬁe:r+02V-

e.
Esto se concluye de la solucién del problema de valores iniciales (1.7)-(1.8),

5=ﬂe+(ﬁo—ﬁe)-exp(~(02+%)t)+

el (- (o1 5)9) (- (4 §)7)]

B=p+ (G- ew (- (it 7))+

+a, - (ap — @) -t -exp (— (01 + %) t) (o1 = 02).

De aquf se concluye que la concentracién de los contaminantes primario y
secundario se estabiliza a largo plazo; y por lo tanto, para lograr que a largo
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plazo se cumplan las normas sanitarias s6lo se necesita acotar Q de tal forma
que se camplan las desigualdades

ae <Ny y fe<Ns.

Donde Ny y N son las normas sanitarias para los contaminantes primario
v secundario respectivamente.
El control a largo plazo se logra al considerar

(r+o1V) (r + a2V)
’ 0'1V )

Q< min{NA (r+anV), Np

Es importante notar que Ny - (r +a1V) y Np- M%—(;fﬂl son cotas
suficientes para lograr el control de los contaminantes primario y secundario
respectivamente, y ya que son valores diferentes, entonces se puede concluir
que el control a largo plazo de un contaminante primario no implica el de
un contarminante secundario necesariamente y viceversa, por esto es necesario
tomar el minimo de las cotas. Esta misma conclusién se obtiene més adelante
para el control de corto plazo.

Otro aspecto por considerar es que lograr el control a largo plazo no
implica el control a corto plazo; esto es facil de concluir si se toma g > Ny >
@, y se observa que la solucién de (1.5)-(1.6), aun cuando es decreciente, no
satisface 1a norma de calidad del aire en un intervalo de tiempo finito (0,7),
donde T est4 definido por

- v . ( Qg — O )
=. i .
r+oV Ny - a,
Para establecer cotas en la tasa de emisién ¢}, y obtener el control a corto

plazo de un contaminante primario, se considera la concentracién promedio
de este contaminante en un intervalo finito,

1T 6 6
a—-T‘/o adt—ae(l T)+00‘T—’

donde 8; {i =1, 2) se define por:
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Si se observa que

v >0 0<ﬂ<1 ¥ 0<1-—ﬁ<1
b T T )

se concluye que el control a corto plazo no siempre serd posible y quedard

determinado por la distribucién inicial del contaminante; es decir,

i) si & .oy > Ny, entonces para cualquier @ > 0 se tiene la violacién de

la norma sanitaria, es decir, aun cuando la actividad industrial se detenga

(@ = 0) se tendrd que & > Ny,

ii) si & - &g = N, entonces la tnica posibilidad para el control es parar la

actividad industrial (Q = 0) en el intervalo de tiempo [0, 77,

iii) finalmente, si & - oy < Ny, entonces, para el control a corto plazo del

T
contaminante primario se debe acotar la tasa de emisién de la siguiente forma:

i

Nj— .
Q<—Al———ﬂ-(r+01V).

|

Este andlisis nos permite concluir que la distribucién inicial de los contam-
inantes definen un valor limite o umbral que es [undamental en el control a
corto plazo, ya que éste nos dice si es posible que siga trabajando la industria,
a que ritmo, o si debe parar en un intervalo de tiempo finito [0, 7. Sin em-
bargo, en el control a largo plazo la distribucidn inicial de los contaminantes
no es decisiva, siendo més importante el comportamiento asintético.

Al considerar el control a corto plazo del contaminante secundario se
obtiene la misma conclusién, ya que para 0, # ¢ se tiene que

- 147 &Y oV o,(6,—60)| 6 oy (0 — 62)
——{ pdt=a.{[1-2 - 2ol LT
B T.[o pdi=a [( T)r+a2V T(os — 01) +Tﬂ0+T(02—al)au

Si se observa que

(8, — 02)

—_— >0, VI >0,
T'(Uz—al)

entonces los criterios de control son:

i) si %’5 - o+ ;.—l_g;l_;f% - ag > Np, entonces para cualquier @) > 0 se tiene la
violacién de la norma santiaria, es decir, aun cuando la actividad industrial

se detenga (@ = 0) se tendrd que 8 > N,
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ii) s1 -2 Bo+ ‘T’,—'(%‘—-% ap = Npg, entonces la tinica posibilidad para el control

es para.r la actividad industrial (Q = 0) en el intervalo de tiempo [0, 71,

iii) finalmente, si —2 Bo + %éf;—:f)l @y < Npg, entonces, para el control a

corto plazo del contarrunante secundario se debe acotar la tasa de emisién de
1a siguiente forma:
Np—%.8, - alhi-6) .
B T /60 T-(o‘g—ﬂ'l) . (T + JLV) ]

Q< (1 _ Qz) oV _ o1-(61—82)
T } r+agaV T-(ga—01)

En el caso o1 = o, se determina que

- 1 T 0'1V 91 V
= —q - — 12 .9, .
ﬁ T/(.) ﬁdt’ Q!c T+0”1V [1 T ] [30-'_ +0_1V 1 aOa
donde el nuevo pardametro 9, satisface que
é T
o, z_q%_exp(_ (al+?):r) >0, VT>0.

De aqui se obtienen los siguientes criterios de control:
i) si ‘,} Go+ #0—17 O, - ag > Npg, entonces para cualquier § > 0 se tiene la
violacién de la norma sanitaria, es decir, aun cuando la actividad industrial
se detenga (Q = 0) se tendrd que § > Np,
ii) si &G+ 255 r+01V -9, -ag = Npg, entonces la tinica posibilidad para el control
para.r la actlwdad industrial (Q = 0) en el intervalo de tiempo [0, T},

iii) finalmente, g &G+ :‘;%:;,- O; - ap < Np, entonces, para el control a

corto plazo del contammante secundario se debe acotar la tasa de emisién de
la siguiente forma:

Neg=-4.5 a9V g .4
Q< B T r4a1V 1 0-(1‘+01V)2-

le-(l—%.';—el)

Por dltimo, se observa que hay continuidad entre las cotas sobre @ a corto
y largo plazo deducidas para este modelo; es decir, si aplicamos en las cotas
de corto plazo que

g

t s . .
Tl—l.nimf—o (=12 vy Tl—l»n-looel_o’

entonces se obtienen las cotas de largo plazo. Esto nos sugiere definir estrate-
gias de largo plazo con el paso al limite cuando T" — 4-c0 sobre las estrategias
a corlo plazo.
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Capitulo 2

Modelo de dispersion

Para establecer estrategias efectivas en el control de la concentracién de los
contaminantes atmosféricos es necesario contar con un adecuado modelo de
dispersién. Tal modelo debe estar bien formulado en el sentido matematico,
es decir, la solucién debe ser tnica y tiene que depender continuamente de las
condiciones iniciales, de las condiciones de frontera y del forzamiento. Aun
para modelos simplificados en una regién limitada no es trivial lograr que
éstos estén bien formulados, ya que en general, el flujo de los contaminantes
a través de la frontera abierta no es un pardmetro bien conocido, y por
lo tanto, esto puede generar una perturbacién que se propague dentro del
dominio por adveccién y difusién que finalmente destruya la solucién del
modelo. Por lo tanto, es de gran importancia colocar condiciones de frontera
que determinen un modelo bien formulado en el sentido matematico y que
sean consistentes con €l fenémeno fisico.

En este capitulo se define un modelo Euleriano de dispersién de conta-
minantes y se muestra que, con las condiciones de frontera impuestas, la
solucién débil es tinica y estable respecto de perturbaciones en las condi-
ciones iniciales (distribucién inicial de los contaminantes) y del forzamiento
(tasas de emisién).

2.1. Definicién del modelo de dispersién de contami-
nantes atmosféricos

Una sustancia contaminante en la atmdsfera se encuentra sujeta a diver-
sos procesos fisicos y quimicos que influyen en su propagacién; tres de éstos
son: transporte por adveccién, difusién turbulenta y transformacién por reac-
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clones quimnicas. En lo que sigue se formula un modelo lineal que toma en
cuenta estos tres fenémenos y se supone que el viento responsable del pro-
ceso advectivo no conticne componente vertical, por lo cual el fenémeno de
propagacién se considera bidimensional.

Sea D) un dominio acotado bidimensional (conexo y simplemente conexo)
con frontera abierta S, y sean r; = (i, %) € D, 1 = 1..N, los puntos donde
se ubican las fuentes industriales que emiten una especie contaminante con
tasas respectivas (;(t), 7 = 1... N. Se denota con ¢(r,t) a la concentracién,
dentro de la regién I, de la sustancia contaminante en el punto r al tiempo
t.

Es importante destacar que se supone que la regién de estudio [ contiene
a todas las fuentes puntuales de emisién del contaminante, y por lo tanto,
no habré contribuciones externas a la polucién dentro de D. Tomando en
cuenta esto en el balance de masa la propagacién del contaminante se puede
deséribir a través del siguiente sistema de ecuaciones:

O UV s-V (V)= fnt) e DxOT), @Y
#(r,0) = ¢%(r) en D, (2.2)
“g_i —Usp=0 en S, (2.3)
,uj?—ai =0 en S*, (2.4)
V. U=0 en D. (2.5)

Donde U = U(r,t) denota la velocidad del viento en D y se supone que
cumple la ecuacién de continuidad (2.5). ¢ = o(r,t) > 0y p = p(rt) >0
son los coeficientes de iransformacién gufimica de la especie contaminante y
difusién turbulenta, respectivamente, y f(r,t) es el forzamiento formado por
las fuentes puntuales de emisién del contaminante

N

f(I', t) = ZQ.(t)é(I‘ - I',').

i=1
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La ecuacion (2.2) define a ¢° como la distribucién espacial de la especie con-
taminante al tiempo t = 0 sobre D, es decir, ¢° es el residuo del contaminante
en la atmésfera que dejé la actividad industrial en un intervalo de tiempo
pasado (por ejemplo el dia anterior).

La frontera S se ha dividido en dos partes dependiendo de si el flujo
entra a D o sale, es decir, St se define como los puntos de S tal que U, =
U-n > 0, donde n es el vector normal exterior, y S~ se define como el
complemento (U, = U-n < 0). La condicién de frontera (2.3) establece
que cuando el viento ingresa a la regién D el flujo total del contaminante,
tomando en cuenta difusién y adveccién, es igual a cero, por lo cual, en .S~
no hay salida o entrada de la especie contaminante. La condicién de frontera
(2.4) establece que cuando el viento sale de la regién D se desprecia el flujo
difusivo turbulento en comparacién con el flujo advectivo del contaminante, y
por lo tanto, la salida de la especie contaminante sélo es por adveccién. Estas
condiciones de frontera fueron definidas por Marchuk!®! y generalizadas al
caso de tres dimensiones por Skibal*!l.

En general, la dispersién de contaminantes emitidos a la atmdésfera por
fuentes fijas o moéviles es un fenémeno tridimensional no-estacionario. Sin
embargo, un modelo de dispersién bidimensional como (2.1)-(2.5) se justifica
al considerar los contaminantes en una capa de la atmésfera de altura h e
integrar en la vertical el modelo tridimensional. Esto tltimo tiene especial
aplicacién a eventos extremos de contaminacién a corto plazo. Para aclarar
este punto consideremos la ecuacién Euleriana tridimensional de dispersién
para una especie contaminante y N fuentes puntuales:

0C w2 % Lo O (k,2C) -2 (k,%¢
7 "%z Uy oz \" "oz ) "\ ay )T

(O ac
+w6—z ~ % (Kza) = F(r,1),

donde
N
Fr,t) =" Qi(t)6(z — z:)8(y — 1:)8(z — ).
i=1
En condiciones de estabilidad atmosférica, es decir, cuando existe un débil
movimiento de masa de aire en la vertical, se tiene un aumento de la concen-

tracién del contaminante cerca del suelo y donde se emite. Cuando el evento
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es de gran estabilidad atmosférica (inversién térmica) se tiene que w = 0
y K, = 0, por lo tanto, el contaminante se¢ acumula en una delgada capa
de altura h. Con estas condiciones, si se integra la ecuacién de dispersién
respecto la variable z en el intervalo [0, k], v se divide entre h, se obtiene que

a1l rh a (1 a (1 rk 1
—| = — | = — | = ~ | Cd
Bt(h.[) Cdz)+ua$(hfo Cdz)—l-vay(’LL Odz)+a(hL z)+

8( &1 o ( 81 s
-5 (%3 ctz) - il 0 ) =1te)
donde

f(ra t) = ZQ! )6(z — x‘)é(y Yi)-

l—l

Si se define ¢ = ¢ [ Cdz (concentracién promedio del contaminante en una
columna de altura h) finalmente se obtiene la ecuacién (2.1)

op 8¢ O ¢ a o
5{%‘ B +w '5?;+ op— (K 3:1:) ay( ) f(r,t).

En este cdlculo se supone que la velocidad horizontal (u, v), el coeficiente
o de destruccién de la especie contaminante, y los coeficientes de difusién
turbulenta K, y K, no dependen de la altura z. Ademsds, el intercambio
de integracién y derivacién parcial es posible por la continiidad de C y sus
primeras derivadas parciales.

Si se consideran las integraciones respectivas sobre St y 57, entonces,
con &l mismo cambio de variable (d) = % e dz) se obtienen las condiciones
de frontera e iniciales (2.2), (2.3) y (2.4) del modelo bidimensional, mientras
que la condicién (2.5) es vélida desde el modelo tridimensional.

Con esto se concluye que €l modelo bidimensional (2.1) - (2.5} es una
aproximacién al fenémeno de dispersién tridimensional en el caso de un
evento extremo de contaminacién. Ya que los eventos de gran estabilidad
atmosférica duran unas cnantas horas, entonces se concluye que €l modelo es
vdlido a corto plazo. Sin embargo, no es de poca importancia, ya que estos
eventos de intensa contaminacién local a corto plazo pueden tener un gran
impacto en la salud hurana.
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Para concluir la definicién del modelo {2.1)-(2.5) es necesario aclarar el
uso de la ecuacién de continuidad {2.5) que cierra el modelo de dispersién,
la cual es una condicién de incompresibilidad.

Un fluido es llamado incompresible si su densidad no cambia con la pre-
sién. Ya que en el desplazamiento de un paquete de fluido sobre una linea de
corriente el paquete estd sometido a las diferencias de presién se tiene que,
un fluido es incompresible si la densidad de un paquete que se mueve sobre
cualquier linea de corriente del flujo se mantiene constante, es decir,

Dp 0p
D Bt +U-Vp=0.
Por otra parte, si se considera la ecuacién de continuidad (ecuacién de con-
servacién de masa)

Ap Dp

se obtiene que, un fluido es incompresible si y sélo si
vV -U=0.

Los liquidos tienen un cambio relativo de densidad sumamente bajo respecto
de la presién, por lo cual se consideran incompresibles, sin embargo, los gases
si presentan compresibilidad.

Ya que el aire es una mezcla de gases es necesario establecer un rango de
comportamiento en el que éste se pueda considerar como un fluido incom-
presible.

Si se considera la ecuacion de Bernoulli

1
Ap = -pU?
P =5PY%
se aproxima Ap como { 22) Ap y se define a? = 2 (velocidad local del sonido),
dp dp
entonces se obtiene que

Bp _1UP
p 2a?’

De aqui se observa que el cambio relativo de la densidad es proporcional al
nimero de Mach

22



M=
a
Por otra parte, si se considera la atmésfera hasta los 600 m {capa en donde
tiene lugar la emisién y dispersién de contaminantes) se tiene que la rapidez
promedio del viento U es menor a 12 m/s. Por lo tanto, el cambio relativo
de la densidad del aire es aproximadamente

82 _ 0,008,
P

es decir, hay un cambio relativo de la densidad menor al 1% (cambio despre-
ciable), por lo cual, el aire se considera un fluido incompresible y es posible
usar la ecuacién de continuidad V - U = 0.

Un criterio generalmente aceptado para considerar a un gas como incom-
presible es que M < 0.3, esto significa que U < 100m/s (aproximadamente).

2.2. Unicidad y estabilidad de la solucién en el sentido
cldsico

Las condiciones de frontera (2.3) y (2.4) no sélo tienen un adecuado sen-
tido fisico, sino también poseen buenas caracteristicas matemdticas, ya que
hacen del modelo de dispersién (2.1)-(2.5) un problema bien formulado en
el sentido de Hadamard™¥; es decir, la solucién del problema (2.1)-(2.5) es
\inica y estable respecto de pequefias perturbaciones en las condiciones ini-
ciales, més atin, es posible mostrar que hay estabilidad respecto de pequenas
perturbaciones en el forzamiento.

Con la finalidad de establecer estas caracteristicas supongamos que el
problema de evolucién

¢
L Ap=1,. 26)
¢(0) = ¢O’ (27)

tiene al menos una solucién suficientemente suave, yque 4 : ¢ C H—H
es un operador diferencial lineal positivo semidefinido con dominio en un
subespacio ® de un espacio de Hilbert H. Con estas hipétesis se afirma
que la solucién es vnica y estable respecto de perturbaciones en ¢° y en el
forzamiento f. La demosiracién es la siguiente.
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Multiplicando la ecuacién (2.6) por ¢ y agrupando términos se tiene

ag,
(‘i’a_‘%) - (¢1f) - (qb,AQS) )

donde los paréntesis denotan el producto interior definido en H.
Considerando que A es positivo semidefinido, y usando la desigualdad de
Schwarz!®! | es posible escribir

(6, 22) < W7ol , donde 19l = /(8,9).

Si sc observa que

9, 10, 0o _ysl
(8. 50) = 5 241 = 16l 41

entonces se obtiene la siguiente desigualdad:

a
ALELE

Integrando la iiltima relacién respecto del tiempo en ambos lados, y usando
la condicién inicial, se tiene

¢ 0
ol < [ ifldr -+ 16°1

suponiendo que la norma de f es acotada en el intervalo de tiempo (0,T),
finalmente, se puede escribir

lll < T- max 17,01l + (1€ -

0<t<T

Dado que A es un operador lineal, la tltima desigualdad afirma que pe-
quefas variaciones en f y ¢° inducen pequefias variaciones en la solucién
¢ del problema de evolucién, esto es estabilidad. El mismo razonamiento
garantiza unicidad; es decir, si se consideran dos soluciones del problema
(2.6)-(2.7), entonces, al restar las ecuaciones se tiene un problema de evolu-
cién con ¢° = 0y f = 0, de esto se sigue segin la desigualdad anterior que
la norma de la diferencia de dichas funciones es cero.

. Con este resultado general lo tinico que falta probar para que el modelo
(2.1)-(2.5) esté bien formulado es que el operador diferencial lineal

Ap=UV¢+odp -V -uVe,
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definido en

9¢

— a —
®={€ D) | 1o —Unp=0en 5™ y u5t =0en 5T Lo(D),

es positivo semidefinido. Para esto se considera el producto interior en Lo (D)
de A¢ con ¢,

(Ag, d) = fD $U - Vdr + jD o¢’dr — L ¢V - uVdr. (2.8)

Ya que V - U = 0 se tiene que V - (¢?U) = 2¢U - V. Si se integra este
resultado, y se usa el teorema de la divergencia, entonces se puede escribir

[ 9U-Vode =3 [ 0 nds =3 [[ #Uads+ [ #0as]. (@29)

Por otra parte, se tiene la relacién V - (¢puV¢) = ¢V - (uVe) + 1 | V¢ |2. Si
se integra ésta, y se usa el teorema de la divergencia, entonces se obtiene

— [ 49 u¢ydr = [ w| Vo dr— [ 646 nds,

si la 1ltima integral se separa en St y 5™, y se aplican las condiciones de
frontera (2.3)-(2.4), finalmente se tiene que

_ ) _ 2 g 2
fDqW’ (uVe)dr = L,u | V¢ | dr /S_ ¢*U,dS . (2.10)

Si se sustituye en (2.8) las férmulas integrales (2.9) y (2.10), y se recuerda
que U, < 0 en S, entonces se concluye que

(Ad, &) = /D (06> + 1| Vo ] dr US+ ¢>2U,.dSl—f57 ¢2U,,d,S] >0, ¢ € 0.

Con esto queda demostrado que el operador diferencial A es positivo semi-
defimdo.

Otra ventaja de que el operador diferencial lineal en el modelo (2.1)-(2.5)
sea positivo semidefinido es que algunos de los esquemas de discretizacién
numérica, basados en diferencias finitas, preservan esta propiedad, y por lo
tanto, es fAcil establecer la existencia, unicidad y estabilidad de la solucién
en ¢l problema de dispersién discreto. Ademds, es posible usar métodos
de separacién de operadores por componentes, y por lo tanto, trasladar el
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problema de dos (tres) dimensiones a dos (tres) problemas simples en una
dimensién, lo cual siempre representa una ventaja computacional ya que
ahorra memoria y ticmpo de edmputo.

Ecuacién de Balance

Las condiciones de frontera (2.3)-(2.4) son fundamentales para establecer
que el modelo de dispersién est4 bien formulado, de hecho, es posible aplicar
éstas para mostrar que el modelo satisface una ecuacién de balance de masa
consistente con el fenémeno en estudio. Para llegar a esta ecuacién se integra
(2.1) sobre el dominio D,

/, %"dm [ opar+ [ U-Vgdr— [ V- (u9glar= [ g;Q;(t)cS(r—r,-)dr,

(2.11)
Si consideramos que V - U = 0 se tiene la igualdad V - (¢U) = U-V¢, si se
aplica ésta viltima a la tercera integral junto con el teorema de la divergencia
se tiene que

Lu.vmr:]yw,,dmfsquunds.

Si se aplica el tecrema de la divergencia a la cuarta integral y se usa la
condicién de frontera (2.4) se escribe

va (uVe)dr = /s— p%dS :

Al sustituir las dos 1iltimas integrales en la ecuacién (2.11), junto con la
condicién de frontera (2.3), finalmente se obtiene que

% L $dr = é Qilt) - j;) opdr — fs+ ¢UndS , (2.12)

donde a la integral del lado derecho en la ecuacién (2.11) se le aplicé la
propiedad integral de la funcién delta de Dirac:

[ 70386 = xoydr = f(xo) .
La ecuacién (2.12) es la ecuacidn de balance de masa. Esta ecuacién indica

que la variacion de la masa total de la especie contaminante en el dominio
D) es igual a la suma de las tasas con que se suministra, menos la tasa de
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destruccién total por reactividad quimica, menos la pérdida de masa conta-
minante que escapa por la frontera debido a la adveccién (notar que U, >0
en S*), lo cual es consistente con el fenémeno de dispersién y transformacién.

Con una sucesién similar de célculos es también posible establecer la
siguiente ecuacién:

5 ¢ =23 Qi) =2 [ (09" + w1Vl

— /S _Ung?dS + [q _ Ung?dS.

Esta ecuacién y (2.12) determinan que cuando Q;(f) = 0 V%, entonces fp, ¢dr
y [p ¢%dr decrecen con el tiempo {notar que U, < 0 en 57). Ademds, si
iw=0,0 =0,y U, = 0 sobre la frontera 5, entonces ambas integrales se
conservan en el tiempo, es decir,

%/;qudr:[], %/;qﬁzdr:[).

Estas relaciones son 1tiles para probar el buen funcionamiento de los algo-
ritmos numéricos que se presentan en el Capitulo 5.

2.3. Existencia, unicidad, y estabilidad de una solucién

débil

Con el fin de mostrar la existencia de una solucién débil para el modelo de
dispersién se introducen los siguientes espacios de funciones y normas.

Sea Q@ = D% [0,T), y L2(Q) el espacio de Hilbert de funciones de valores
reales definidas en §) con el producto interior

{f,9) =/Qf(r,t)g(r,t)drdt,

v la norma

[t

llgh = {g.9)

Sea M el conjunto de funciones d’_(ﬂ’ t) con segundas derivadas parciales con-
tinuas en el dominio cerrado ) = D x [0, T'] que satisfacen la condicién inicial

o(r,0) =0.
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Para estas funciones se considera la norma finita

181 = (lgell® + el + lidull® + 1913) (2.13)
donde ¢y, ¢, ¥ ¢, denotan las primeras derivadas parciales de la funcién

escalar ¢, y
1
T 2
i = { [ [, Iot st}

es la norma en Lo(S™) de la restriccién de la funcién ¢(r,t) sobre la seccién
de frontera S*.

De esta forma el correspondiente producto interior sobre M estd definido
por

(B,0)y = (P, 01) + {2, 02) + (D 00y) +{B,0) 5,

doncie

Gods= [ [, owdst

Se denota por H({Q) el espacio de Hilbert obtenido por la cerradura del
conjunto M en la norma (2.13).

Lema 2.1. En cl espacio #(Q) la norma ||g||,; es equivalente a la norma

(Il +1igll2)

Demostracion.  Es suficiente mostrar que

(il + gl%)* < Cligls - (2.14)

Ya que g(r,0) = 0, entonces

t dg(r, 7
g(l‘,t):/; —%d'f’,

por lo cual
2 t 8g(r,T) z 2 5 21 12
= _— <
gl fQ ([0 5y a4t ) drdt <T*lgll” < T glly
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de aqui se sigue que la desigualdad (2.14) se satisface con ¢ = V141712 O
Se define al conjunto V como todas las funciones de la forma

o(c,) = [ (r,mdr,

donde 9(r, 7) es una funcién de H(Q). El conjunto V' es denso en H(Q), ya
que M es denso en H(Q) y la cerradura V del conjunto V' en la norma (2.13)
contiene a M.

Definicién.  Una funcién ¢(r,t) del espacio H((Q) es una solucién débil
para el modelo de dispersién (2.1)-(2.5) si satisface la identidad:

<¢'t’g£6_&> + <ﬂ¢z’gt"e‘&> + <ﬂ’¢yagtye“&> + <0'€b: gt6_6t> +

fo ) [S _ Unggre™"dSdt + (s, gie™®) + vy, 9™y = (f,me™) . (2.15)

para cualquier funcién g(r,t) del conjunto V y para algin 6 > 0.

Ya que ¢(r,t) pertenece a H(Q), y que g(r,t) pertenece a V, entonces
todos los términos de (2.15) estdn bien definidos. Formalmente, es posi-
ble derivar (2.15) multiplicando (2.1) por la funcién g.c™% e integrando por
partes, posteriormente se aplican las condiciones de frontera (2.3) y (2.4). La
solucién definida de esta forma es una generalizacién de la solucién clésica
del modelo (2.1)-(2.5), y hay que notar que si g.c™® = 1, entonces (2.15)
coincide con la ecuacién de balance (2.12) integrada en (0,7). Es impor-
tante observar que la funcién g,e™% es una estructura estandar que permite
realizar algunas estimaciones importantes en el proceso de la contruccién de
una solucién débil.

Teorema 2.1. Sean U(r) la velocidad del viento, u(r) el coeficiente de
difusién, Q:(t) € L2(0,T) (i = 1..N) las tasas puntuales de emisién, y

maax {n,0,l0:],|U|} = B < oo, min {p, 0} =a > 0.

Q
Entonces el problema (2.1)-(2.5), con la condicién inicial ¢(r,0) = 0, tiene
una solucién débil ¢(r,t) en el espacio H(Q), la cual cs tinica y depende

continuamente del forzamiento y la condicién inicial.
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Demostracién. I) Ezistencia de una solucidn débil.

Sean a;(¢, g) (i = 1..7) los términos del lado izquierdo en (2.15) v as(é, 9)
el término en el lado derecho. Dado g(r, ) en V, cada a;(¢, g) es una funcional
lineal acotada en ¢ definida en H{Q)). Sc sigue entonces que

lax (¢ 9)| = [($0, 9ee™®)| < Jaee™||lell < Ca(@) 18l

laz(6,9)] = |(tse, giae™™Y| < Bllgwae™| el = Blfthee™| izl <
Bl el < BN, gl < Calo) Hollyr »

]a5(¢=g)| =

T
. Un¢9te‘“d5dt| < Blls lells <

Bllwlly 6l < Cs(@) bl »

donde ¥ = g € H(Q). Las cotas para las formas a; i — 3,4,6, y 7 se
obtienen de forma similar.
Aplicando el Teorema de RieszP% a cada una de las funcionales a; es

posible escribir

ai(é!g) = (¢1gi)HJ i= 171

para algin elemento g; € H(Q) determinado de forma inica. La corres-
pondencia g — g¢; define un operador lineal A; : V — H(Q), esto es, g; =
Ya que Q;(t) € L2(0,T) (i = 1..N), entonces el forzamiento f también
pertencce a La(@Q). Ademds, para tasas de emisién fijas Q; (i = 1..N) el
término as(f,g) es también una funcional lineal acotada respecto de g en
H(Q),
las(f, 9)] = [ £, 97| < 1 hgell < Cs(f) gl »

y por ¢l Teorema de Riesz puede ser representado en forma tnica como
as(f,9) = (R, g}, para algin i € H(Q).
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El operador
7

A= ZA:"

i=1

actua de V en H(Q) y sc puedc usar para reescribir (2.15) como

(¢, A9y = (R, 9)ps - - (2.16)

El siguiente resultado sobre el operador A permite continuar con la demos-
tracién de existencia y unicidad.

Lema 2.2. Sean V y G = AV C H(Q) el dominio y la imagen del opcrador
A respectivamente. Entonces, el operador inverso A~ con G como dominio
existe y es acotado.

Demostracion. Ver [3§]. O

Ya que el operador A~! definido en G existe y es acotado, entonces por
continuidad, A~' se define sobre G, donde G es la cerradura de G' en la norma
(2.13).

Sea L el complemento ortogenal de G en H(Q). Ahora se extiende Al
de G a H(Q) al definir A~'w = 0 Vw € L. De esta forma se obtiene un
operador A~! definido en todo el espacio H(()), ademds, ”A‘lnH < 267,
(ver [38]). El operador adjunto (ﬁ“l)* est4 definido de forma tinica y tiene

Ja misma norma que A~
Sea Ag = w, donde w € G. De (2.16) se tiene que

(pwhy = (0. Ag)y = (R.g)y = (R,A_l'w')H = <R,Au—1’w>H .

En lugar de buscar una solucién ¢ para la ecuacién anterior cuando w € G,
se impone una condicién mas restrictiva, es decir,

(hyw)y = (RAw) = ((ﬁ-l)‘ R, @)H, Yw € H(Q).

Fsto es posible si y s6lo si ¢ = (ﬁ_l) " R. Con esta definicién de ¢ la ecuacién
(2.16), y por lo tanto (2.15), se satisfacen. Esto prueba la existencia de una
solucién débil en €l modelo de dispersién.

II} Unicidad y dependencia continua en el forzamiento y la condicién iniciak
Sea ¢(r,1) € H(Q) una solucién débil del modelo de dispersién (2.1)-(2.5).
Entonces
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r,t)= fotcﬁ(r,fr)e&df

pertenece a V. Sustituyendo esta ecuacién en (2.15) sc obtiene

1
S 1900 Doy +a (Il + 18,1°) < 5 1965, 0l + (790,

donde 3 ||(r, t)[[";a( o =Ip ¢*(r,t)dr. De esta desigualdad y de la condicién
inicial ¢(r, 0) = ¢°(r) se sigue que

S0 T oy + e (el + 10°) <
85 190, oy (VT IS+ 5 [0, ) <

Ao (VIS +5 [0,

donde [¢lg = maxagrer 907, Tl ooy + I1¢sll + 19,l, es llamada la norma
energética. Con esta definicién y las anteriores desigualdades es posible es-
tablecer la siguiente estimacién:

Ilo < (% + Ji) (\/:F Ay -+ —;- ﬂ«f)"(r)nm)) .

Esta desigualdad muestra que la solucién débil depende continuamente
del forzamiento y de la condicién inicial. Ya que el modelo de dlspersuin
(2.1)-(2.5) es lineal es posible escribir

64l < (—j—a- + ﬁ) (VT +35 660, )

lo cual muestra la unicidad de la solucién. O

La demostracién del teorema anterior usa en la parte de existencia la
condicién inicial ¢(r,0) = 0. Con el fin de generalizar el resultado al caso
#(r,0) = ¢°(r} # 0 sélo hay que notar que el cambio de variable
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o(r,t) = ¢(r,t) - °(r),

permite establecer un modelo en la variable ¢ del tipo (2.1)-(2.5), el cual
tiene condicion inicial ¢(r,0} = 0 y forzamiento

F(r,t) = f(r,t) = U-V4§* —a¢® + V- (uV¢").

De esta forma, si ¢°(r) es suficientemente suave entonces F € Ly(Q), y
por lo tanto, el modelo en la variable ¢ tiene una solucién débil (Teorema
2.1). Finalmente, la solucién débil del modelo no homogéneo es ¢(r,t) =
(r,t) + ¢°(r). La unicidad y la continuidad respecto del forzamiento y la
condicién inicial se siguen exactamente como en el Teorema 2.1.

2.4. Definicién del problema de control de emisiones

El modelo de dispersién para una especie contaminante (2.1)-(2.5) es una
herramienta que permite predecir la concentracién ¢ de dicha sustancia, en
cada punto de la regién de estudio D y para cada tiempo ¢ > 0, a través de la
simulacién numérica {Capftulo 5). Esto significa que es posible conocer que
tan grave ser4 la contaminacién en toda la regién D), debido a la suma del
contaminante que se emite por las fuentes puntuales con tasas @Q;(t) i = 1..N,
y por la distribucién inicial ¢°(r) de la sustancia. Cuando el pronéstico de la
concentracién promedio del contaminante es menor que la norma sanitaria
respectiva (Tabla 1.1), entonces las fuentes de emisién pueden trabajar al
mismo ritmo, es decir, con la tasas de emisién Q;(t) 7 = 1..N. Sin embargo,
si en el prondstico la concentracidén promedio excede la norma de calidad
del aire, entonces se deben tomar acciones para evitar este evento. En este
caso las acciones consistirdn en restringir (acotar) o redefinir las tasas de
emisién de cada fuente puntual de tal forma que si se cumpla la norma de
calidad del aire. Una accién de este tipo (control de emisiones) debe tener
la caracteristica de ser inmediata, es decir, debe ser posible construir las
nuevas tasas de emisién en un tiempo breve posterior a un mal prondstico de
contaminacién, ya que el objetivo es aplicarlas y evitar el evento.

Es posible que dentro de la regién de estudio [} exista una zona de especial
sensibilidad que represente el objeto de proteccién; por lo tanto, sin pérdida
de generalidad se considera una zona {2 de importancia ecolégica contenida
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en D, para la cual se quiere que la concentracién promedio del contaminante
se mantenga en niveles aceptables. Con el fin de formular esto dltimo se
define la funcional J como sigue:

I =Ja.(¢) = TS%? jT q: j &(r, t)dr dt, (2.17)
N

donde | 2 | es el 4rea de la regién de importancia ecolégica. J representa la
concentracién promedio, en la region §2 y en el intervalo de tiempo [T — 7, 7]
de longitud 7 > 0, de la especie contaminante en estudio.

Ademés, se debe notar que, en funcién del tipo de sustancia contaimnante,
de la regién que sea {1 y del tiempo por considerar en el control (7 > 0), se
define una concentracién maxima admisible Jy que puede ser tolerada por la
acumulacién de las emisiones industriales.

Considerando los factores anteriores el problema del control de las emi-
siones industriales se puede ahora enunciar como sigue.

Acotar o redefinir en forma adecuada las tasas de emision Qi(t) ¢ = 1. N, de
tal forma que se cumpla:

Jar(é) < o, (2.18)
en el caso de que el modelo de dispersidn (2.1)-(2.5) tenga el prondstico:
Ja () > Jo.

Por la experiencia obtenida en la seccién 1.3.1 se puede esperar que el
problema de control de emisiones antes descrito ( Problema inverso) no siem-
pre tenga una solucién. Este caso se puede presentar cuando el viento U es
muy débil para dispersar el contaminante y la distribucién inicial ¢° de la
sustancia es significativa, y por lo tanto, aun cuando se redefinan las tasas
de emisién como @ = 0, i = 1..N, se obtendria que Jq.(¢) > Jy. Iste
resultado se prueba en el Capitulo 4.

Por otra parte, siempre existe una solucién trivial al problema de control
en el caso ¢° = 0, la cual consiste en tomar ); =0, ¢ = 1..N, ya que en este
caso se tiene Jo - (¢) = 0, y por lo tanto (2.18) se satisface para cualquier Jo.

Finalmente, se debe tener en cuenta que si hay una solucién no trivial al
problema de control, entonces, por linealidad del modelo (2.1)-(2.5) y de la
funcional (2.17) se tienen una infinidad de soluciones, las cuales consisten en
tomar fracciones de las tasas redefinidas (se prueba en el Capitulo 4). Fsto
representa una ventaja ya que se pueden buscar en este universo de soluciones
aquellas tasas que sean més adecuadas a cada factorfa.
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Capitulo 3
Modelo adjunto de dispersién

En este capitulo se deriva la estimacién adjunta para la concentracién prome-
dio del contaminante en una zona §) de importancia ecolégica. Ista esti-
macién dual usa la solucién de un modelo diferencial adjunto, y tiene la
ventaja de exhibir en forma explicita la influencia que la distribucién inicial
del contaminante y las tasas de emisién tienen sobre la concentracién prome-
dio de dicha sustancia sobre (). Esta reformulacién proporciona una técnica
efectiva y econdmica en el estudio de la sensibilidad del problema de disper-
sién. En particular, prove¢ una técnica eficiente para el andlisis y solucién
del problema de control de emistones industriales.

En general, las estimaciones directa y adjunta son elementos complemen-
tarios que permiten comprender los diferentes aspectos del modelo ambiental
y dar solucién a los problemas de reubicacién!*® y control de industrias!?6:7.

Durante las tltimas dos décadas se han desarrollado varias aplicaciones de
las ecuaciones adjuntas en oceanologia? y meteorologfa dindmica. Marchuk
([23,24]) sugiri6 el uso de las soluciones de las ecuaciones adjuntas para
estimar el promedio en espacio y tiempo de Ia anomalia de campos meteo-
rolégicos, y para estudiar la respuesta lineal de los modelos a las variaciones
en las condiciones iniciales y el forzamiento. Una de las primeras aplicaciones
de estas ideas fue el estudio del modelo lineal global tridimensional de la in-
teraccién térmica de la troposfera con los océanos y continentes, donde las
soluciones adjuntas fueron construidas por Marchuk y Skiba {21}, y Skiba
[42].

Se puede decir, en general, que esta idea de introducir ecuaciones ad-
juntas ya ha demostrado ser fructifera cuando se aplica en campos de la
fisica matematica y computacién matematical®!!l tales como: fisica de la
atmdsfera y decl océano, procesamiento y asimilacién de datos, mecédnica
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de los medios continuos, mecanica cuéntica, sistemas integrables, ecologia,
modelos matemdticos en inmunologia y control éptimo; tanto en problemas
lineales"%27 como en modelos no-lineales!*?.

3.1. Operador adjunto

La definicién de operador adjunto para un operador definido en un espacio
de Hilbert (generalmente un espacio de funciones con ciertas caracteristicas
de integrabilidad y/o diferenciabilidad), tiene como objetivo generalizar la
propiedad que poseen las matrices traspuestas respecto del producto interior
cn el espacio cuclidiano real, es decir,

(Az,y) = (z, A'y),

donde A es una matriz real n X n, y 7,y € R".
Con esta analogfa, la definicién general para operador adjunto es la siguiente.

Definicién. Sea H un espacio de Hilbert con producto interior denotado
por (,+), ¥y L : H — H un operador lineal con dominio ® C H (¢ subespacio
lineal de H). El operador adjunto de L es un operador lineal L* : H —~ H, con
dominio ¢* C H ($* subespacio lineal de H), que satisface la identidad de
Lagrange:

(Lg,g) = (¢, L'g) Voed y Vged (3.1)

Existencia del operador adjunio.
Bajo las caracteristicas de la definicién anterior para el operador L el adjunto
existe, es decir, siempre es posible construir un operador L* que cumpla la
igualdad (3.1). Para esto, se define al conjunto ®* como el subconjunto més
grande de H tal que, g € 9* si y sélo si la funcional lineal ¢ +— (L¢,g) es
acotada.

&* es un conjunto ne vacio ya que 0 € ¢*. Ademds, ¢* es un subespacio
lineal de H, ya que para ¢1,92 € ©* y a,b € R se tiene

(L. ag1 +bg2)l _ ol [(£¢, g1)| + [b] (L, g2)
ll#l - ll#l

Por otra parte, st ¢ € " entonces, por el Teorema de R.iesz[aol, existe un
vnico v € H tal que

< la| CL+18| Cy, ¢ € —{0}.
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(Le,g) = (¢v).

Se define entonces el operador L* :®* — H como: L*g = v. Este operador
est4 bien definido por la unicidad de v, y de acuerdo con la 1iltima igualdad
satisface '

(Lp,g) = (¢, L'g),VoEL y Vged’,

es decir, L* es el operador adjunto.

Unicidad del operador adjunto.

En general, el operador adjunto no es tnico segin la definicién dada ante-
riormente, ya que de acuerdo a la construccién anterior, si el operador L* se
restringe a cualquier subespacio propio de ¢*, entonces también la restriccién
satisface (3.1).

Con el fin de establecer unicidad se supone que P es un subespacio denso
en H y se considera a L* con dominio maximal; es decir, ®* es el mayor sub-
espacio donde se cumple (3.1). Bajo estas condiciones, si F'* es un adjunto,
entonces Domp. C ®* (de lo contrario L* se puede expander al subespacio
Domp. +®* y ®* no serfa maximal), y por lo tanto, para g € Domp- se
tiene que

(Lp,g) = (9, Fg) = (¢, L7g), VS € D,
es decir,
(¢, F*g -~ L'g) =0,V p € .

Por otra parte, si (¢,h) = 0V ¢ € &, entonces h = 0. Esta afirmacién es
cierta por la densidad de €, ya que existe una sucesién en fste conjunto tal
que ¢, — h, y por lo tanto, si h # 0 entonces

llg = RII* = llgall” + IR > fA]* > 0,
que contradice la convergencia. Por lo cual & = 0.

Con este 1iltimo resultado se concluye que F*g — L*g = 0, es decir, F* es
s6lo una restriccién de L*; en este sentido L* es inico.
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Fs importante destacar que, en general, €l operador lineal L y su ad-
junto son diferentes. Sélo en algunos casos particulares, como el operador
de Laplace con condiciones Dirichlet o Neumann homogéneas, se tiene que
L =L* (® = ®*), en tales casos el operador L se denomina autoadjunto. El
caso L # L' pero ® = ®* es importante, ya que se transmiten propiedades
cuando alguno de los dos operadores satisface una caracteristica, por ¢jemplo,
8l L es definido positivo, entonces

(L*g,9) = (g,L"'9) = (Lg,9) >0, Vg€

Por dltimo, se consideran algunos ejemplos sencillos de operador adjunto
donde se destaca la importancia de la identidad de Lagrange (3.1).

1. Si A € M, x(R), entonces el operador adjunto es la matriz traspuesta
A’ y en este caso, autoadjunto significa que A es simétrica (A = A").
2. Si L¢ = k¢ con ® = Ly(0, 1), entonces L*¢g = kg con ¢* = ¢, ya que

(Lp,g) = (ko g) = (d,kg) = (¢, L79),

y por lo tanto I es autoadjunto.
3. SiLp=u% con®={¢pecC0,1]]40)=p(1)} C L20,1), entonces
L*g = —ug-i con ¢* = P, ya que

1 4 1d 1 d
(Lg0)= [ wilgdz—u [gcﬁ 6- [ d—iqbdm] = ¢(—uﬁ) dz=(, L'g),

y por lo tanto L y L* son operadores antisimétricos, es decir, (Lé, ¢) =
(L7g,9) = 0.
4. Si Lo = p%t con & = {$€ C0,1]| ¢, (0) = ¢_(1) :0} C L(0,1),

entonces L*'g = yg—i% con ©* = ¢, ya que

. 1 d2 , , ]d2
o) = [ wads =i o6 - (g0 - [ hotc),

1 dzg .
-/ ¢(u@) dz = (9, L°9),

y por lo tanto L es autoadjunto.
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3.2. Derivacién del modelo adjunto de dispersién

En esta seccién se establece el modelo diferencial adjunto asociado al modelo
de dispersién (2.1)-(2.5) para una sustancia contaminante en la atmésfera.
Este modelo resulta ser la herramienta ideal para hacer el andlisis de la
sensibilidad lineal del valor promedio de la concentracién de dicha sustancia
en una regién de importancia ecolégica €2 contenida en D,

El valor promedio de la concentracién del contaminante en 2, durante el
intervalo de tiempo [T — 7,7, se estima de acuerdo a la funcional (2.17):

T
J=Jq,(¢) = l—alﬁjrrq/gb(r,t)drdt,
0

donde |Q)| representa el drea de la regién de importancia ecoldgica.

Se debe notar que es posible hacer un andlisis de sensibilidad de J apli-
cando sélo el modelo de dispersién (2.1)-(2.5). Para esto, es necesario con-
siderar la solucién de (2.1)~(2.5) en un estado bésico de los pardmetros de
modelo, y posteriormente calcular la solucién con las correspondientes per-
turbaciénes de éstos. De esta forma, la anomalfa éJ es la diferencia de la
concentracién promedio para cada solucién. Fste enfoque representa una al-
ternativa al estudio del problema de control de emisiones, ya que al perturbar
las tasas de emisién, por prueba y error, se podria determinar que tanto hay
que reducir dichas tasas para que la concentracién promedio cumpla la norma
sanitaria. Sin embargo, esto representa un gran trabajo computacional, ya
que cada que se perturba un pardmetro en el modelo {2.1)-(2.5), éste se tiene
que resolver para calcular ¢ y estimar J. Un enfoque de este tipo no es
seguro en el sentido de que siempre se hallard una solucién al problema de
control, adermn4s, se consume una gran cantidad de tiempo de cémputo, lo
cual no sirve en el control de corto plazo. El modelo adjunto, ¥y el principio
de dualidad que origina, representan una gran ventaja sobre este tipo de
" enfoque.

Modelo adjunto

Para.derivar el modelo adjunto se consideran las siguientes definiciones aso-
ciadas al modelo de dispersién para una especie contaminante en la atmésfera:

H=LoDx 0.T), Lp=S0 +UVé+04-V-(uV9), y

¢ ={¢e C*D=[0,T])| ¢(r.0) = 0, (2.3) y (24)},
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donde {2.3) y (2.4) significa que ¢ cumple las condiciones de frontera respec-
tivas del modelo (2.1)-(2.5). Una forma mds general para el dominio ¢ es
considerarlo como H{(Q) (seccién 2.3), en ambos casos, los argumentos que
se dan a continuacién para definir el operador adjunto no cambian.

Fl operador adjunto L* se construye a través de la identidad de Lagrange:

(Lo,g) =(p,L°g),Vped y Vged’,

donde el producto intertor de H estd definido por: (ip,%) = 1T [ pipdrdt.

Se tiene entonces que

(L¢,g):/(]Tj;g%drdt-i—[:j;gU-V¢drdt+./onDga¢drdt

T
= [ [ 99 (uVg)drat,
0 Jp
donde g es una funcién de prueba cuyas caracterfsticas se determinarédn en

lo que sigue.
Al integrar por partes y definir g{r,T) = 0 en D se tiene

T 0 Tr 9y
Srdrdi=— [ [ g=arat
b Jogptsr= | [, ot
Si se considera (2.5), y el teorema de la divergencia, se deduce que
T T T T
f / gU-Vdrdt — f f g¢Undet+f / gdUdSdi— / / $U-Vgdrat.
o Jp o Js+ o Js- 0o Jp

Por otra parte, al usar (2.5), (2.3), (2.4) y el teorema de la divergencia, se
puede escribir

f [ 99 (uV@)drdt = [ A ug—det— f f p,qﬁ——det

_ /D g /S ) M%d&tw /D ! /D ¢V - (uVg)drdt.

Al definir p,gﬁ =0en S™y ugﬁ + U,g = 0 en S* se obtiene, sumando las
tres ultimas ecuaciones, gue
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T o
(Lo.9)= [ [, 6=, ~UVg +09 =V (uTg)irdt = (6,L'9),
es decir,

a
Ltg= -l —UVg o9~ V- (uVg),

y su dominio " estd dado por las funciones g € C*(D x [0,7]) tales que

a a
g(r,T):*—OenD,ugg:OenS‘yﬂﬁ-{-Ung:OenS*'.

El modelo adjunto se establece igualando L* con un forzamiento p(r,t)
por definir, es decir,

O UVgtog- V- (uVe)=plrs) DX (0,7) (32)
g(r,79=0 D, (3.3)
dg _
R +Ug=0 St (3.5)
Fon ng ’ )

El modelo diferencial (3.2)-(3.5) es un problema de valores finales. Este
problema estd bien formulado en el sentido de Hadamard si se resuelve de
t =T at=0. Mas aiin, ya que al reformular las ecuaciones con el cambio
de variable: t' = T —t y U’ = —U, se obtiene que el modelo (3.2)-(3.5)
tiene la misma estructura que el modelo de valor inicial (2.1)-(2.5), entonces,
es posible probar la existencia, la unicidad y la estabilidad de la solucién
del modelo adjunto exactamente como en la seccidn 2.3. Este resultado se
establece en el siguiente teorema.

Teorema 3.1. Sea p(r,t) € La(D x [0,7)). Si se considera que todos los
coeficientes en el problema adjunto {3.2)-(3.5) satisfacen las condiciones del
Teorema 2.1, entonces, en el espacio H(Q), el problema adjunto tiene una
solucién débil que es inica, y que depende continnamente del forzamiento y
la condicién inicial.
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3.3. Principio de dualidad y andlisis de sensibilidad

Con el fin de reformular la concentracién promedio Jq , en funcién de la
solucién g del modelo adjunto (3.2)-(3.5) se considera el siguiente producto
respecto La(D x [0,T]), donde ¢ es la solucién del modelo de dispersién

(2.1)-(25),

(Lo, 9) z/ [ @uwste — rglr, drar = z/ Qi(t)g(xi, t) dt. (3.6)

i=1

Por otra parte, también se tiene que

(Lé,g) / / ( +UVo+od-V- (uv¢)) g(r, t) dr dt.
Si se aplican las condiciones de frontera e iniciales que satisfacen las soluciones

¢ y g respectivamente, entonces, realizando los célculos en forma similar a
los de 1a seccién 3.2 sc obtiene

(Lo, g) / f (—— —UVg+og—V- (qu)) d(r,t)drdt

- [ #°a(r,0)dr

es decir,

(L, g) f f plr, O)$(r, t) drdt. — j ¢o(r)g(r,0)dr.  (3.7)
Igualando (3.6) y (3.7) se tiene

/ jp(r t)p(r,t) drdt = Z/ Qi(t)g(ri, t dt-i—/ ¢°(r)g(r,0)dr.

Con esta tltima ecuacién, y la siguiente definicién para el forzamiento p,

— nl.-ra (l‘,f,)EQX(T—*';r’T)
P(r,t)—{ 0' , (r,z)géﬂx(T-.T,T)}

s¢ obtiene el principio de dualided para la concentracién promedio del con-
taminante en una zona de importancia ecolégica (1,

£



=300 =3 [ Qs 0t [ #@un0dr (8

Esta ecuacién muestra la dependencia explicita que tiene la concentracién
promedio del contaminante en £ respecto de las tasas de emisién y la dis-
tribucién inicial del contaminante en D, y es importante notar que la solucién
¢ del problema adjunto (3.2)-(3.5) no depende de estos pardmetros. Por lo
tanto, g sélo es una funcién de peso que pondera a ¢° y a las tasas de emisién
Qi(t), i = 1..N. Este resultado es fundamental para resolver el problema de
control de emisiones industriales (Capftulo 4).

Aun cuando las funciones solucién ¢ y g permiten estimar la misma con-
centracién promedio Jo . a través de (2.17) y (3.8) respectivamente (esti-
maciones directa y adjunta), se debe entender que, en general, estas son
funciones complementarias, ya que g en (3.8) sélo permite conocer la con-
centracién promedio en (2, mientras que ¢ nos permite conocer ademds la
concentracién del contaminante en todo la regién de estudio ). De esta
forma, dependiendo de las preguntas por contestar asociadas al problema
ecolégico se puede usar ¢ o g, 0 ambas.

Andlisis de sensibilidad

La ecuacién (3.8) permite hacer un analisis de sensibilidad de J respecto de
los pardmetros Q;, r: (i = 1..N) y ¢°, manteniendo U, p, o, Q y 7 fijos,
sin necesidad de resolver en forma repetida el problema (2.1)-(2.5); es decir,
para estimar el cambio 6J, cuando hay perturbaciones §Q; , ér; (i = 1.N) y
5¢° respecto de un estado bésico en los pardmetros que definen al problema
de emisiones industriales, se debe resolver sélo una vez el problema diferen-
cial (3.2)-(3.5), almacenar la solucién adjunta g, y posteriormente calcular
la concentracién promedio evaluando las integrales en (3.8) para el estado
b4sico. Para todas las posibles perturbaciones se puede evaluar nuevamente
(3.8) con la misma funcién solucién g, de esta forma, 6J es la diferencia de
estas nuevas estimaciones con la del estado bdsico. Este procedimiento repre-
senta un trabajo computacional m4s simple, ya que es m4s econdmico evaluar
integrales que resolver cada vez un problema diferencial como el (2.1)-(2.5).

En particular, este procedimiento resulta de gran utilidad cuando se busca
la ubicacién, de minimo impacto sobre ), de una nueva industria dentro de la
regién de estudio D. En este caso, hay que hacer un andlisis de sensibilidad
respecto de la nueva ubicacién ry para determinar el sitio més adecuado.
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En una forma mas general, es posible hacer un analisis de sensibilidad de
J respecto de todos los pardmetros en el modelo de dispersién (2.1)-(2.5).
Para esto, se consideran a U, o, p, ¢°, Q; y r; (i = 1..N), como estados
basicos de los pardmetros de los modelos directo y adjunto. Se denotan
con 6U, b0, &u, 6¢°, 6Q; y ér; (i = 1..N), a las pequenas perturbaciones
correspondientes a estos estados. Con estas perturbaciones ¢ sufre un cambio
8¢, y por lo tanto, J cambia en §J. El objetivo ahora es estimar 6J hasta
primer orden. Para lograr esto se considera a ¢ + 6¢ como la solucién del
siguiente problema de dispersién:
N + 5¢)

R (UHSU) V(4 +86) +{0 +50)(6 +66) =V - (u-+ 8)V(p+59))

N
= Y(Qu0) + Q)6 ~ (5, +8r)) DX (0,T),

($+64)(0)=¢" +84° D,

¢+ &¢) _ +
e 0
WO g rsp =0 s,
on
donde 6U y 6u se consideran nulos en la frontera S.

Si multiplicamos la primera ecuacién por la solucién g del modelo adjunto
(3.2)-(3.5) e integramos en D x (0,T), entonces, al eliminar términos de
segundo orden, se obtiene la estimacién de primer orden para la anomalia 6J
de la concentracién promedio del contaminante en la regién de importancia
ecolégica (2, '

N 7 N T
6J :/Dg(r,O)égﬁOerr;/O Qi(t)(Vg(ri,t)-ar,-)dH;fo 5Qe(t)-g(r,-,t)dt

B ]: /D g(r, ){(6U-V¢ + b0 - ¢ — V- (b - V¢)) dr dt.

Esta 1iltima ecuacidén nos permite hacer el anilisis de sensibilidad resolviendo
s6lo dos problemas diferenciales, el directo (2.1}-(2.5) y el adjunto (3.2)-
(3.5), lo cual sigue representando una ventaja computacional, ya que sélo
hay que evaluar las integrales de la tltima ecuacién en las perturbaciones
correspondientes,
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3.4. Ejemplos numéricos de dispersién y adjuncién

Para mostrar el comportamiento de las soluciones de los modelos directo
y adjunto se consideran dos ejemplos de dispersién de particulas de plomo
desde una fuente puntual ubicada en una regién de frontera abierta. Las
soluciones de los modelos {2.1)-(2.5) y (3.2)-(3.5) se calculan segiin el esquema
de aproximacién numérica que se describe més adelante en el Capitulo 5.

Ejemplo 3.1. Se considera que en el dominio de frontera abierta D =
(0,2 km) x (0,2 km) se ubica una fuente puntual contaminante que emite
particulas de plomo con una tasa estacionaria ¢ = 3. 8_.9 Las coordenadas
del sitio de emisién son r; = (1.8,0.2), y se conmdera que al inicio de los
trabajos de esta fuente la atmdsfera est4 libre de este contaminante, es decir,
¢°(r) =0en D. Los pardmetros de deposicién y difusién son, respectiva-
mente, o = 0.001% y ¢ = 004'“"

Se generd el campo de veloc:dad U = (u,v) con la funcién corriente
3 = zy, cuyas lineas de corriente son hipérbolas con direccién de sureste a
noroeste, es decir,

%
YT TE TR YTy Y

y por lo tanto V - U = 0.

De esta forma, las particulas de plomo alcanzan la regién @ = [0,0.5] x
[0.5,1.0], lo cual se observé durante las cuatro horas inmediatas al inicio de
actividades de la fuente (T = 4 hrs). Se calculd, segin (2.17), la concen-
traci6én promedio del contaminante en 2 durante el mismo periodo de tiempo
(r =T), y se estimé Jq, = 2. 11“— lo cual representa una violacién a la

norma sanitaria rcspect1val34| que es de 1. 51‘-"-

La figura 3.1.1 muestra las isolineas de ’la funcién concentracién ¢ en
cada hora, y se observa un claro incremento de la especie contaminante en 2
debido al viento que va de sureste a noroeste.

La figura 3.1.2 muestra las isolineas de la funcién solucién g del modelo
adjunto, y se observa tambi¢n, durante cuatro horas (t = 4 a t = 0), el
arrastre de la funcién escalén p(r,t) en la direccién —U, es decir, de noroeste
a sureste, como debe ser. También en este caso se estimo mediante (3.8) la
concentracién promedio, resultando de nuevo Jg, == 2. 113-9;

Finalmente, la figura 3.1.3 contiene las superficies correspondientes a la
solucién adjunia ¢ en cada hora.
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Ejemplo 3.2. Como en el ejemplo anterior, se considera que en el dominio
de frontera abierta D = (0,2 km) x (0,2 km) se ubica una fuente puntual
contaminante que emite particulas de plomo con una tasa estacionaria (; =
4. 0—3 Las coordenadas del sitio de emisién son ry = (1.8, 1.8), y se considera
que al inicio de los trabajos de esta fuente la atmdsfera estd libre de este
contaminante, es decir, ¢°(r) = 0 en D. Los pardmetros de deposicién y
difusién son, respectivamente, o = 0.0015k y p = 0.0352-
Se generé el campo de velocidad U = (u,v) con la funcién cornente ¢ =
-1z - 1)*, cuyas lineas de corriente son pardbolas ciibicas con direccién
de noreste a suroeste, es decir,

ig &y 3

u:—gy-=-—1, v=— =—=(z—1)%,
y por lo tanto V- U =0,

De esta forma, las particulas de plomo alcanzan la regién 2 = [0,0.5} x
[0.5,1.0], lo cual se observé durante las cuatro horas inmediatas al inicio de
actividades de la fuente (T' = 4 Ars). Se calculs, segin (2.17), la concen-
tracién promedio del contaminante en {2 durante el mismo periodo de tiempo
(r =T), y se estimé Jq, = 0.90£Z, lo cual no representa una violacién a
la norma sanitaria respectiva (1.55£). Sin embargo, el promedio durante las
ltimas dos horas es ligeramente superior a la norma (Jgor = 1.60£2) | esto
se debe a que la atmésfera esid limpia y el contaminante tarda més de una
hora en llegar a  (Fig. 3.2.1), y por lo tanto, la acumulacién de plomo se
hace importante al final del periodo. Esto indica que es importante el in-
tervalo de tiempo donde se hace el pronéstico de la concentracién promedie,
de hecho, se debe estimar el promedio hasta que el contaminante arriba a la
zona que se desea proteger.

La figura 3.2.1 muestra las isolineas de la funcién concentracién ¢ en
cada hora, y se observa un claro incremento de la especie contaminante en }
debido al viento que va de noreste a suroeste.

La figura 3.2.2 muestra las isolineas de la funcién solucién g del modelo
adjunto, y se observa también, durante cuatro horas (t = 4 a t = 0), el
arrastre de la funcién escalén p(r,t) en la direccién —U, es decir, de suroeste
a noreste, como debe ser. También en este caso se estimo mediante (3.8)
la concentracién promedio, resultando Jg , = 0.90% en lag cuatro horas, y
Jo, = 16242 en las iiltimas dos horas.

l"malmenbe la figura 3.2.3 contiene las superficies correspondientes a la
solucién adjunta g en cada hora, para el caso 7 = 4.
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Fig. 3.1.2. Isolineas de la funcién adjunta.
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Fig. 3.1.3. Superficies de la funcién adjunta.
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Fig. 3.2.1. [Isolineas de la funcidén concentracién.
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Fig. 3.2.3. Superficies de la funcién adjunta.
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Capitulo 4

Control a corto plazo de
emisiones industriales

Debido a la complejidad del fenémeno de la contaminacién atmosférica, al-
gunos de los programas de control de emisiones que sc han desarrollado en
las dltimas decadas!®®3¥ inician acciones cuando uno o varios de los conta-
minantes en la regién alcanzan niveles desfavorables para la poblacién. Con
el fin de generar algunas alternativas, en este capitulo se muestran algunos
criterios de control de emisiones industriales a corto plazo correctivos, es
decir, estas estrategias de control se construyen cuando el modelo de disper-
si6n (2.1)-(2.5) genera un pronéstico desfavorable, y por lo tanto, se tiene la
necesidad inmediata de restringir las tasas de emisién a fin de evitar concen-
traciones peligrosas de una especie contaminante.

En forma ma4s especifica, se resuelve el problema de control definido en
1a seccién 2.4:

Acotar o redefinir en forma adecuada las tasas de emisidn Q;(f) i = 1..N, de
tal forma que se cumpla:

Jaq-(9) < o, - 4)
en el caso de qué el modelo de dispersion (2.1)-(2.5) tenga el prondstico:

J 7 (Qb) > Jy.

Donde Jy denota la norma de calidad del aire para la especie contaminante
en estudio (Tabla 1.1).

En todas las estrategias que se muestran, destaca la importancia de la
solucién g del modelo adjunto (3.2)-(3.5), v ¢l principio de dualidad (3.8)
para la concentracién promedio del contaminante.
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4.1. Primera estrategia de control: control en la masa
emitida

Por el momento se considera que sélo hay una fuente contaminante ubicada
en el sitio ry, con una tasa de emisién denotada por Q(t) (mds adelante se
hace la generalizacién a N fuentes puntuales). Con esta simplificacién, la
ecuacién (3.8) toma la forma

I=Jor(#) = [ olrot)Qe) dit [ o(r,0)%(r) dr,

¥ se supone que Jg . > Jy.

La segunda integral, {5, g{r,0)¢’(r)dr, representa la concentracién de la
especie contaminante en ) durante el intervalo de tiempo [T — 7, T} , debido
sélo a la distribucién ¢° del contaminante que habia en D al tiempo ¢ = 0, es
decir, al residuo del contaminante en la atmésfera por la actividad industrial
anterior al intervalo de andlisis, por ejemplo del dia anterior.

El impacto que tiene ¢° en los niveles de contaminacién en {2 es imposible
de evitar, por lo tanto, para satisfacer (4.1) se debe restringir la tasa Q) de tal
forma que el impacto de ésta en © no supere el valor Jy — fp, g{r, 0)¢°(r) dr,
lo cual sélo tiene sentido cuando dicha cantidad es positiva. Con el fin de
caracterizar los diferentes casos involucrados en el proceso de control se define
el parametro & como:

&=dJp— /D g(r,0)4°(r) dr . (4.2)

Si & = 0, entonces la tinica estrategia de restriccién de contaminantes para
lograr que

‘]ﬂ,'r (¢) S JD}

es tomar @ = 0 en [0, T, lo cual significa el paro de la actividad industrial.
Si & < 0, entonces atin tomando @ = 0 en [0, 7], se tiene que se sobrepasa
la concentracién méaxima admisible Jo en la regidn O (no hay solucién al
problema de control}, sin embargo, es importante notar que parar la actividad
industrial reduce el riesgo de alcanzar niveles téxicos del contaminante. Fl
caso mis interesante ocurre cuando @ > (0, que corresponde al caso en que el
residuo ¢° del contaminante del dia anterior es pequefio.

Con la suposicién de @ > 0, y usando el producto interior de L,(0,T), se
puede afirmar que el objetivo es hallar @ € Ly(0,T') tal que
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[;rg(ro,t)Q(t) dt = (g(ro),Q) < &.

Existe una infinidad de soluciones a este problema, y cada tasa de emisién ()
que satisface la desigualdad define una estrategia de restriccién de emisiones
contaminantes.

Una tasa de emisién @ tal que (g{rp), Q) < &, podria restringir signi-
ficativamente la produccién de una empresa, por lo cual, es mejor para la
industria buscar Q tal que (g(rq), ) = &. Este dltimo problema también
tiene una infinidad de soluciones, y algunas de ellas aun cuando mantienen
niveles de contaminacién aceptables en 1, pueden tener fuertes emisiones en
ro y dafar con esto una vecindad de este punto. Para evitar esto, se deben
hallar aquellas tasas de emisién @ que liberen la menor masa contaminante
entre aquellas que cumplan (g(ro), @) = &@. Como mds adelante se muestra,
este problema tiene solucién tinica y se denota como Qpyy.

Se define la funcional F : L,(0,7} — R como:

F@) =1QII*,

donde |Q|| = v/ i Q2(t)dt, es la norma inducida en Ly(0, T). F mide la masa
total del contaminanie que es emitida por la fuente puntual ubicada en ry

con una tasa Q(t), en el intervalo de tiempo [0, T].
De esta forma, la primera estrategia de control se define a través del
siguiente problema de optimizacién:

min F(Q) = |Q||*,
sujeto a:  {g(re), Q) = &.

Este problema de optimizacién tiene una interpretacién geomeétrica sencilla.
La ecnacién {g(ry), @) = & define un hiperplano en Ly(0,T) con normal
g(rot), y F representa la distancia de cada punto en este hiperplano al origen.
Por lo tanto, el problema de optimizacién consiste en hallar el punto del
hiperplano de minima distancia al origen.

En lo que sigue se muestran varios resultados sobre convexidad, los cuales
son necesarios para cstablecer que este problema tiene solucién tnica, y
ademaés, la Lo-norma de dicha solucién define una cota adecuada para las
tasas de emisién de las fuentes contaminantes.
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Lema 4.1.  El conjunto

C= {Q € L2(01 T) | (g(r0)1 Q) = a},

es convexo, y F' |¢ es una funcional estrictamente convexa.
Demostracién.  Sean Q) y Q. elementos distintos en C y A € (0,1), M@ +
(1-A)Q2 € Ly(0,T) ¥

(9(ro), MQ1+(1=2)Q2) = Mg(ro), Q1) +{1-N)(g(ro), Q2) = Aa+(1-Na@ =&,

por lo tanto C es convexo.
Por otra parte,

(AQ + (1= NQ)? = (Q + MQu— Q2)* < 2@+ (1 - N)Q2 W,
ya que A? < \. Integrando en (0,T) se tiene la convexidad estricta de F. O

Lema 4.2.  Para toda funcional F' estrictamente convexa, definida sobre
un conjunto convexo C contenido en un espacio normado, se tiene que

(i) si existe un minimo local de F' sobre C, entonces éste debe ser un minimo
global sobre C| y

(ii) si existe un minimo global de F' sobre C, entonces éste debe ser inico.

Demostracién.  Para verificar la primera parte del lema, supongamos que
@* € C es un minimo local de F. Esto significa que existe ¢ > 0 tal que
FQ) < F(Q), YQeC talque [Q— Q' <e.

Sea g € C tal que |l — Q]| > €, y supongamos que F{q) < F(Q*). Se
define el escalar Ay como:

_ £
2llg -l

Claramente Ay < 1, v ya que ||g — Q*]] > £ entonces QH—EQ—H <4<,
q-— *

A =1

por lo tanto Ay > 0.
Usando la convexidad estricta de F se tiene

F(AQ" + (1 — X0)q) < 2F(Q7) + (1 — A0)Flg) < F(Q°).

Por otra parte,
[20Q" 4 (1 = X)g — Q" = (1 — X} llg - Q"I = g <e.
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Ya que AQ* + (1 — Xo)g € C (por convexidad), entonces las dltimas dos
desigualdades contradicen que @* es minimo local. Por lo tanto, F{Q*) <
F(g).

Para verificar la segunda parte del lema, supongamos que Q7 y &5
son minimos globales diferentes. Se tiene que F(Q}) = F(Q3). Ademds, si
0 < A <1 entonces

FOQL+ (1 - 2Q3) < F(Q))-

Lo cual contradice que @} es minimo global. Por lo tanto Q7 = .
(Se pueden consultar [1], [5] y [46] para ver resultados sobre convexidad
més generales). O

Por los Lemas 4.1 y 4.2, se tiene que si el problema de optimizacién antes
formulado tiene un mfnimo en C, entonces este es global y debe ser tinico.
Ahora se muestra la exastencia de dicho minimo.

Teorema 4.1. Sea

- —~ g(r01t)
i “Hateo)I”’

entonces i, es el minimo de F' sobre C.

Demostracién. Ya que para la tasa de emisién original se tiene Jor > Jp,
entonces

0<a<f Ya(ro,t) dt < 1QlHlg(xolll,

por lo cual ||g(rq)|| > 0, ¥y Q@min estd bien definida.
Por otra parte, Quin € L2(0,T) ¥y

N ot -
(g(l‘o), Qmin) = (g(rﬂ,t%a—gg_(}u) =
por lo cual Qi € C.
Sea () € C arbitrario (Q # Qmin), definamos §Q = Q ~ Qmin. Tenemos
queVAER

(anjn + /\6Q7 g(ro)) =a Y (anilljaQ) =0.

Definamos :
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)
B = F(Quia +26Q) = [ (Quin + A6Q)dt.

T T
W) =2 / (Quuin + AQYSQdE  y  H(0) = f QuinbQdt = 0,
0 0
por lo tanto, A = 0 es un punto critico de i(}).
T
" - 2
R () ,24 1601 dt > 0,

por lo cual A = 0 es un minimo local de k. Ya que h es la restriccién de F'
sobre una linea en €, entonces A es estrictamente convexa, y por el Lema 4.2
tenemos que A = 0 es un minimo global tnico; por lo tanto,

RO)<h(l) ¢  F(Qma) < F(Q).D

Teorema 4.2. Sea & > 0, y sea Q(t) > 0 cualquier tasa de emisién en el
gitio ro tal que

Py

o

llg(ro)l’

entonces se cumple que la concentracién promedio del contaminante, en una
zona de importancia ecolégica (2, no rebasa la concentracién méxima adri-
sible JU-

Demostracién.  Aplicando la desigualdad de SchwarzP se tiene que

"Q” S l[Qmin" =

o

ey lotro)ll = &,

(@ g(ro)) < {1Ql lg(rodll <

usando (4.2) concluimos que
T
Jar(®) = [ @@L+ [ glr,0¢°()ir <Jo. O

Es importante notar que la idltima proposicién define la cota que debe
curnplir la norma de la tasa de emisién ¢}, y por lo tanto, no se restringe la
forma de @ en el intervalo (0,7 .
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Generalizacién
Para extender estas ideas al caso de varias fuentes puntuales, primero hay que
observar que se deben eliminar del problema de control aquellas fuentes tales
que f g(ry, t)Qe(t)dt = 0, ya que en este caso dichas fuentes no contribuyen
ala contaminacién en €, y por lo tanto no hay porque restringir su operacién.
Sean r;, para t = 1..N , los sitios de las fuentes puntuales de emisién del
contaminante que si impactan la regién 2, y supongamos que Jo - > Jo. En
este caso se deben elegir las tasas Q;(t) 4 = 1..]V, de tal forma que se cumpla

Ja- () = i [)Tg(ri,t)Qi(t)dt + Lg(r,{))(ﬁo(r)dr <J.

Como antes, se supone que el pardmetro & definido en (4.2) es positivo.
Sean 71,72, ...7x, constantes positivas (pesos), definidas por:

L
E_{;’V:l my
donde m; = F(Q;), es una medida de la masa total que emite la fuente

j—ésima antes de restringirla.
Estos pesos satisfacen que

Y= y 1= ]N, (4-3)

Nttt +w =1 (4.4)

y cada constante y; representa la fraccién, que corresponde a la industria
i—ésima, de la masa total del contaminante que puede ser emitido cuando
las empresas trabajan sin restringir su capacidad. Dicha constante estd en
funcién del tamaiio de la empresa. Por ejemplo, si sélo hay dos empresasen la
regién de estudio, y la ubicada en ry, trabajando sin restriccién, puede emitir
dos veces m4s contaminantes que la ubicada en r;, que trabaja también sin
limites, entonces se determinan los pesos como: 71 =3 ¥ 2 = %
Con estos pesos definidos, se consideran las nuevas tasas de emisién en la
forma:
* & g I‘,,f,) .
Q= ” oG i=1.N. (4.5)

En este caso se obtiene

N N
S (Qr,9(r) Z & = &,
i=1 i=1



y aplicando (4.2) se concluye que J g,.(qb) < Jy- Es importante observar que
en todos los casos ||g(r;)|| > 0, ya que fi g(r: 1)Qi(t)dt > 0, es dexir, las @}
est4n bien definidas.

Para geperalizar la restriccién basada en la acotacién de la norma (Teo-
rema 4.2), se observa que para cualquier tasa de emisién @ que satisface

[Qill < 1Q: 1, se tiene

(@i, 9(r:)) < Q7N lg(xa)ll < ||9( Dl =&,

|| ( ,)II

y sumando sobre esta desigualdad se obtiene

N N
S (Quglr) <Y m-a&=4,

i=1 i=1

es decir, Jg - (¢) < Jo.

4.2. Segunda estrategia de control: control en la estruc-
tura temporal

La estrategia de control formulada a través de las ecnaciones (4.5) es correc-
ta, sin embargo, puede tener la desventaja de forzar el paro de las fuentes
industriales en algin periodo de tiempo, ya que de acuerdo a (4.5), las tasas
de emisién se definen proporcionalmente a la funcién adjunta g, y ésta puede
ser cero en algin intervalo. Un ejemplo inmediato de este comportamiento
es la solucién adjunta del Ejemplo 3.2 (Fig. 3.2.2), la cual es cero en 1y, al
menos, durante el intervalo de ¢ = 4 at = 3, y por lo tanto ()] se anula en el
mismo periodo.

En esta seccién se formula una estrategia de control de emisiones con-
taminantes, que a diferencia de la planteada en la seccién anterior, lo que -
restringe es la estructura de las tasas Q; en el intervalo (0,7}, y ademds, no
forza al paro de la actividad industrial cuando la adjunta se anula.

Se supone, como en la seccién anterior, que sélo hay una fuente puntual
que emite una especie contaminante en el sitio ry, y que el pardmetro &
definido por (4.2) es positivo. El objetivo como antes es hallar Q € L;(0,7T)
tal que

[ om0t < &
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La idea para lograr que se cumpla la desigualdad anterior es permitir que
Q(t) tome valores grandes cuando g(rgt) tiene valores pequefios, y que Q(t)
tome valores pequenos cuando g(ry t) tiene valores grandes. La ventaja en
este criterio es que en un determinado intervalo de tiempo se permitiria la
operacién al maximo de la fuente ubicada en rq ( por ejemplo si g(rot) =0 ).
Por tal motivo, se define el pardmetro § > 0 como la tasa méxima de emisién
con la que puede operar la industria ubicada en ro.
Se considera la funcién auxiliar &' como:

e si tel
GiE)y = { [ftglrt)? st
(t) {5 , s te0, -1
donde €l subconjunto I se define por:

I={te|0,T]| g{ro,t) >0},

y |I| denota su longitud. Se debe notar que, si g(ro,t) es una funcién continua,
entonces I se puede expresar como la unién (numerable) de intervalos abiertos
disjuntos contenidos en [0, T], ya que I = g5 (0, +00) es un conjunto abierto.

Con estas definiciones se puede enunciar el siguiente teorema de restric-
cién suficiente.

Teorema 4.3. Sea & > 0, y sea {t) > 0 cualquier tasa de emisién en el
sitio g tal que

Q(t) < min {6,G(t)} Vte[0,T],

entonces se cumple que la concentracién promedio del contarinante, en una
zona de importancia ecolégica (1, no rebasa la concentracién méxima admi-
sible Jp.

~Demostracidn.

[ stran@as = [ oteo QL [ oleo st < T [ar <2,

si se considera (4.2) se concluye que
T
Jor(#) = [ 9(r0, QL+ [ o(r,004°(w)dr <o D

Es importante notar que la eleccién: @*{t) = min{§, G(t)} es la menos
restrictiva, en este caso, para la actividad industnal.
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Generalizacién

Para extender esta estrategia al caso de varias fuentes contaminantes, nue-
vamente s¢ deben eliminar del problema de control aquellas fuentes tales que
1T g(rx, )Qe(t)dt = 0, ya que en este caso dichas industrias no contribuyen a
la contaminacién en €2, y por lo tanto no hay porque restringir su operacién.
Sean 1;, para i = 1..N, los sitios de las fuentes puntuales de emisién del
contaminante que si impactan la regién 2, y supongamos que Jo, > Jo.
Hay que notar que, seleccionadas las fuentes de esta forma, ninguna de las
funciones g(r;,t) es identicamente cero en el intervalo [0,T]. Se concluye
entonces que los respectivos subconjuntos [; tienen longitud mayor que cero.
Como antes, se definen para i = 1..N las funciones auxiliares G; como :

L i tE I
Git) =4 Tt % i ,
®) {6.- . s r,e[o,T]-I,-}

donde §; es la tasa de emisién méxima correspondiente a la industria i —ésima.
El Teorema 4.3 se generaliza acotando las nuevas tasas de emisién en la
forma:

QI(t) €y -min{&,G;(t)} ViyVi, (4.6)
donde los pesos 7; se definen por (4.3); y la igualdad define las tasas menos

restrictivas.
Con esto se tiene que

[ ot nQiea<a .

Sumando sobre ¢ y aplicando (4.4) se establece

N N
> [ o nQi0d< S a % =4,
i=1 i=1
deCiri JQ,T(¢) < JO‘
La ecuacién (4.4) ha sido necesaria para establecer las generalizaciénes
en las dos estrategias de control, sin embargo, es importante notar que (4.3)
no es la dnica forma de definir los pescs < con esta propiedad. Una posible

alternativa es definir v; = fﬁi—; , de esta forma también se cumple {4.4).
j=1%

En este caso 7y; representa el poder de la luenie i—ésima con respecto a las
otras fuentes contaminantes.
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4.3. Tercera estrategia de control: control éptimo

Las tasas de emisién definidas por (4.5) y (4.6) son suficientes para satisfacer
1a relacién Jo r < Jo, sin embargo, la estructura temporal de éstas no nece-
sariamente coincide con Ja estructura de las tasas de emisién originales. Esto
puede representar una dificultad para las industrias que no puedan acoplar
su ritmo de trabajo a las nuevas tasas que definan las estrategias de control.

Esta dificultad se puede resolver al buscar las tasas de emisién més ade-
cuadas en la forma:

Q:{t) = BiQi(t), i=1.N,

donde las 3; son constantes positivas de amortigunamiento, y las ¢); represen-
tan las tasas de emisién con que trabajan las fuentes industriales antes del
control (en general Q;(t) < &, i = 1..N). De esta forma, cada (7 tiene
una estructura temporal similar a la tasa original, y por lo tanto, la fuente
industrial puede adaptarse mas facilmente a este control.

Las constantes de amortiguamiento 3; se buscan de tal forma que cada Q)
esté lo més cerca posible a Q; (control éptimo), es decir, se quiere minimizar
los términos fy (Q7(t) — Q‘-(t))2 dt; y esto a su vez de tal manera que se
cumpla la norma de la calidad del aire respectiva. Por lo tanto, se establece
el siguiente problema de control éptimo:

Hém H= Z 1||Q!”L2(0T) (B: — ) ¥

3 . ’ E::]aiﬁi_a! ?
sujeto a - { Bi>0, 20, , By 20

donde a; = fJ g(r;,t)Q:i(t)dt > 0 para i = 1..N; y como antes, se supone que
con las tasas originales Q; se tiene un pronéstico desfavorable Jq, > Jp, 0
en forma equivalente 3% a; > @, con @ > 0. a; > 0 significa que sélo se
consideran para el control aquellas fuentes que impactan a la regién (1.

El problema anterior se puede escribir en forma equivalente como:

min  H(x) = L, (@ - )

. i z,{v:lbiil:{:a, H
Su]etoa(z) {1120: I22033,$N20'

m

donde z; = IIQilng(O,T) B, ? ||Qt||L2(0T) >0,yb =

ademds: YN bl > a .

@
>0
” Qi”m(o,'r) ’
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Caracterizacién de la solucién del problema (1)
Con el fin de establecer la existencia y la unicidad de la solucién del problema
(1) se destacan las siguientes propiedades.
P.1. El conjunto C de factibilidad definido por las condiciones (2), es un
conjunto convexo y compacto.
La convexidad se prueba como en el Lema 4.1; y para la compacidad sélo
hay que verificar que es cerrado y acotado, ya que es un subconjunto de RN
C es acotado porque al tomar b,, = min {by, b2, ...,bn} > 0, se tiene

&
0<z; <yt - +an< 7, J=1N
™

Por lo tanto,

C es cerrado porque para cualquier sucesién en este conjunto que sea con-
vergente, se obtiene

0= tm(x*-b-a)=y -b—a.

k—ro0

Ademas: z5 —y; j=1.N,porloquey; >0 j=1..N. Esto significa

que el limite y € C.
P.2. La funcién objetivo H en (1) es estrictamente convexa en el conjunto
C.

La demostracién es similar a la del Lema 4.2.
P.3. H & C®(RY), en particular es continua en C.

Esto es claro ya que las derivadas parciales de cualquier orden son con-
tinuas. Lin particular, las de orden tres o mayor son cero.

Teorema 4.4. El problema (1) tiene una solucién, y ésta es unica.

Demostracién.  Por P.1 y .3 se sabe que H es continua en un conjunto
compacto C, y por lo tanto, H debe tener un minimo global x* en este
conjunto {Teorema de Weierstrass!*®l). Por otra parte, P.2 indica que H es
estrictamente convexa en ¢, y usando el Lema 4.2 se concluye que x" es
inico. O



Los siguientes teoremas nos indican que la solucién del problema (1) tiene
un caracter mas general que el indicado por las restricciones (2).

Teorema 4.5. Se considera €l problema de control éptimo:

min  H(x) = T — m?)z )

x5
(1a) : Shibz L@,
sujeto a : (2.a) £, >0,2,>0,, 28 > 0.

La solucién x* del problema (1.a) satisface: 3% | bz} = &.
Demostracién.  Ya que H y el conjunto de factibilidad definido por (2.a)
también satisfacen las propiedades P.1, P.2 y P.3, entonces la solucién x* de
(2.a) existe y es tinica.

Sv=x"-b= Zi‘\;l b;x} < &, entonces se define:

donde v = x° - b = 8, bz > &. Claramente 0 < A < 1, por lo cual
Ax® + (1 —A)x* estd en el espacio de factibilidad definido por {2.a). Ademds,

HOR® + (1= A)x*) = (1 — AH(x") < H(x"),

lo cual contradice que X* es el minimo. Por lo tanto S, bz} =&. O

Por la convexidad estricta de H, se tiene que el minimo calculado en el
problema (1) es exactamente el minimo calculado en el problema (1.a). La
ventaja de este resultado radica en que es mds facil minimizar en el conjunto
de factibilidad (2) que en (2.a), y el resultado sigue siendo general.

Teorema 4.6.  Para el mfnimo x* calculado en €l problema (1) se satisface
que z; <z Yi=1...N. Por lo tanto, las constantes de amortiguamiento
éptimas satisfacen que 87 <1 Vi=1... N.

Demostracién.  Sea X' ¢l minimo en (1), sin perdida de generalidad, supong-

amos que z; > 7. Se define entonces x** en la forma: z{* = 2% > 0, y

zi* =z; 20 paraj=2.N.
x"-b<x*-b=3,
por lo cual x** est4 en el espacio factible definido por (2.a). Por otra parte,
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N

H(x*") = Z (3:,’ - ;c?)2 < H{x"),

i=2
lo cual contradice que X* es mfnimo del problema (1.a}. Por Io tanto, =} <
¥ Vi=1.N. O

De este iltimo resultado se concluye que las tasas de emisién éptimas
definidas por Q] — 8¢ parai = 1..N, satisfacen V i que @} (t) < Qi(t) V
t. Esto significa que todas las fuentes industriales deben disminuir su ritmo
de trabajo a fin de cumplir la norma de calidad del aire.

Solucién del problema (1)
El siguiente teorema es necesario para establecer un algoritmo que calcule el
minimo x* det problema (1).

Teorema 4.7. Seax* & C. Siparatodax € C' (x # X'}, se satisface que

-VH(x") - (x—x") <0, (4.7)
entonces x* es el minimo de H en el conjunto de factibilidad C.
Demostracion.  Por el Teorema de Taylor!'®) es posible escribir

H(x) = H(x") + VH(x") - (x = x") + lx = x'[l; Vx€C,

ya que todas las derivadas parciales de orden tres o mayor se anulan. De
hecho, la igualdad es verdadera en todo el espacio RN,
Si x # x* entonces

—VH(x") (x—x") > H(x") — H(x).

Por lo tanto, si se satisface (4.7) entonces H(x') < H(x) para todax € C
(x#x). O

L.a demostracién del Teorema 4.7 es vdlida en €l caso especifico del pro-
blema (1}, sin embargo, el resultado es verdadero para cualquier funcién H
convexall®),

Para determinar en forma explicita el minimo del problema (1), se debe
considerar la proyeccién ortogonal, derivada de las condiciones necesarias en
el proceso de minimizacién con multiplicadores de Lagrangel!®:
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z; = 3:2- — %bj, Jj=1.N, (4.8)

donde
N 0 5
2o Zimbgi (4.9)
2 YL, b

Con esta eleccién se satisface que }:f':l bjz; = a.

Algoritmo de proyecciones ortogonales sucesivas

Paso I. Siz; > 0paraj=1.N, entonces x* € Cy

N N
—VH(XY) (x—x") =23 bz — AY_ bz = da—ra=0,
=1 =1

=

para toda x € C (x # x*). Aplicando el Teorema 4.7 se concluye que x* es
¢l minimo.

Paso II. Sialguna componente de x* es negativa, entonces se debe redefinir
la proyeccién. Sin perdida de generalidad, supongamos que z; < 0 para
j =1+1... N (no todas las componentes pueden ser negativas o cero ya que
@& > 0). Se definen z3* = 0 para j =!+1... N, y las restantes variables se
toman de la nueva proyeccién con H y C restringidos, es decir,

g—;}' = g_:? — gbj j = 1..1, (410)
y
) 0 =
Ui im bi%y — @ (
i Ty 4.11)
2 Tim b

de esta forma se satisface que Zf;l bizyt =&
Sizj* > 0paraj = 1.1, entoncesx™ € C'y

N
_VHE") - (x-x") =2 % (z?—gb,.), X €C, x£x".

Después de observar que ¥i_, bz} > @, se deduce usando (4.8) la signiente
relacion:
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7 2
2 <77

Con esta desigualdad y (4.8) se concluye que

1:,'.'13: S 01
1

™M=

—VH(x*) (x—x") <2

i=l

+

para toda x € C (x # x*). Aplicando el Teorema 4.7 se concluye que x** es
el minimo.

Este algoritmo que calcula proyecciones ortogonales en forma sucesiva
es finito, es decir, a lo m4s se deben realizar N proyecciones para calcular
exactamente el minimo buscado (la 1iltima proyeccién siempre da una variable
positiva ya que & > 0). El siguiente teorema estima el numero de operaciones
de este proceso, y como se muestra, es computacionalmente econémico.

Teorema 4.8. El mimero de operaciones involucradas en el proceso de
proyecciones ortogonales sucesivas, que determinan el minimo en el problema
(1), es a lo més 3(N? + N).

Demostracién.  Si se cuentan las operaciones en (4.10) y (4.11), entonces se
obtiene que se realizan 3/ —1 sumas/restas y 3/+ 1 multiplicaciones/divisiones
en cada proyeccién. Sumando para l =1... N, se obtienen %N(N +1)-N
sumas /restas y N (N + 1) + N multiplicaciones/divisiones, durante todo el
proceso de biisqueda. Sumando estas estimaciones se concluye que hay un
total de 3(N? + N) operaciones. 0O

Este resultado determina que el algoritmo de busqueda es un proceso
polinomial respecto del mimere de fuentes puntuales, lo cual indica que el
problema (1) es facilmente resoluble con la tecnologia actual. Por ejemplo,
si N = 100 fabricas, entonces, usando una sencilla PC que realiza 10,000
operaciones por scgundo, se tiene un tiempo de cémputo no mayor a 3.03 seg
para determinar las tasas éptimas; y en el caso NV = 1000 un tiempo no mayor
a b main.

Establecer una conclusién como el Teorema 4.8 era indispensable en el
control de corto plazo, ya que en esta situacién resulta vital proponer con-

troles a la brevedad.

Finalmente, ¢s importante notar que con esta estrategia de control se
garantiza que todas las tasas de emisién 6ptimas son constantes cuando las
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tasas originales también lo son, por lo cual, esta estrategia generaliza los
resultados contenidos en [27].

4.4. Control por combinaciones lineales convexas

El pardmetro & dado por (4.2) es un indicador de la existencia de la solucién
del problema de control definido en la seccién 2.4, es decir, caracteriza el
conjunto solucién de dicho problema en la siguiente forma:

a) Si & < 0 entonces no hay solucién al problema de control.

b) Si @ = 0 entonces hay sélo una solucién al problema de control.

c) Si@ > 0 entonces existe una infinidad de soluciones al problema de
control.

El iiltimo caso es claro cuando se consideran todas las posibles tasas de
emisién que cumplen las condiciones del Teorema 4.2 o su generalizacién,
sin embargo, ésta no es la tnica forma de generar una infinidad de solu-
ciones, ya que es posible mezclar diferentes estrategias de control por medio
de combinaciones lineales convexas. Para esto, se deben elegir constantes no
negativas &,&,, ... £y tales que

H+&+...+Eu=1,

donde M es el nimero de estrategias de control previamente definidas. Con
las ideas desarrolladas en este capitulo M = 3, sin embargo, pueden existir
otros criterios para redefinir las tasas de emisién.

Sea Q} . la tasa de emisién correspondiente a la i—é&sima fuente contami-
nante que es definida por la k—ésima estrategia de control; se consideran las
nuevas tasa de emisién como

M
gty =D &Qi(t), i=1...M.
k=1

Fstas tasas también satisfacen la norma de calidad del aire, ya que

NogT N M T
;L Q:"(t)g(riyf;)df,=§£€k£ Q,-',kg(r,-,t)dtz

-3 & (i [ @t o),

k=1
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¥ ¥a que cada término en ¢l paréntesis es menor que & se tiene

N 1 M
S [ aendaY e <a
i=1 70 P

Finalmente, al considerar (4.2) se obtienc que Jg, < Jo.

La estrategia de control definida por ¢} (i = 1... N) no sélo es matemati-
camente correcta, sino que representa una opcién para hacer més adecuadas
las M—estrategias a las necesidades de las empresas contaminantes, ya que
exibe una gran variedad de posibilidades que dependen de como se elijan las
constantes & (k= 1... M). Sin embargo, no se debe olvidar que la estrate-
gia de control éptimo puede seguir teniendo varias ventajas sobre todos estos
controles.

4.5. Ejemplos numéricos de control

En esta seccién se construyen numéricamente las tasas de emisién que definen
las diferentes estrategias de control expuestas. Se analizan tres ejemplos, en
los cuales, los modelos de dispersién y su adjunto se resuelven por el esquema
de aproximacién numérica que se expone en ¢l Capitulo 5. En todos los
ejemplos se considera que el modelo (2.1)-(2.5) tiene un prondstico de corto
plazo desfavorable, y por lo tanto, es necesario el control de las emisiones.

Ejemplo 4.1.  Se considera una fuente puntual que emite particulas de
plomo exactamente como en el Ejemplo 3.1. En este caso se tiene un pronds-
tico en la concentracién promedio de 2.11 £4 para la regién {2, en cuatro
horas de operacién de la fuente. Esto es insatisfactorio ya que la norma sani-
taria respectiva es de 1.5 £4, por lo tanto, se aplicaron las tres estrategias de
control, y se construyeron dos més por combinaciones lineales convexas. Los
resultados de operacién con estas tasas se muestran en la siguiente tabla.

Tabla 4.1

Tasa de emisién Jar (ﬁ%)
Q 2.11

: 1.50

: 1.18

a 1.50
Q;=03-0Q74+07-Q3| 1.50
Qy=05-Q34+05-Q5| 1.34
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Q = 3.8 % ¢s la tasa de emisién original de la fuente puntual, para la
cual se consideré una tasa maxima § = @ ; @ (¢ = 1,2,3) denota la tasa
redefinida con la i—ésima estrategia de control, y las tasas definidas por
combinaciones convexas son @ v ¢Js-

Los cinco controles definidos satisfacen la norma sanitaria y cada uno
representa una alternativa para la fuente industrial, sin embargo, las tasas
Q4 (control éptimo) y, Q; vy Qi (control convexo), son las que presentan
las mejores alternativas de operacién (para este ejemplo), ya que significan
cambios menos drdsticos para la fuente. La tasa de emisién Q3 implica iniciar
las actividades 60 % abajo de la tasa @, pero permite que la fuente puntual
trabaje un 47 % del tiempo con la tasa original, lo cual también podria
ser atractivo. Finalmente, la tasa @} es la m4ds drdstica de todas, ya que
implica un paro de actividades durante 25 % del tiempo. En la figura 4.1.1
se presentan todas las tasas descritas.

Es importante notar que la tasa de emisién éptima ()5 es estacionaria
como la tasa @, y representa un 71 % de la tasa de operacién original. Esto
hace de Q% una alternativa simple para la fuente industrial.

Ejemplo 4.2. En el Ejemplo 3.2 se considera, durante cuatro horas,
la operacién de una fuente puntual que emite particulas de plomo. En este
tiempo la concentracién promedio en (2 es de 0.90 £%, lo cual es satisfactorio,
sin embargo, el promedio durante las tltimas dos horas (1.60 £%) indica que
¢l contaminante se acurmnula rdpidamente. Si la fuente opera seis horas con
la misma tasa @ = 4.0 2, entonces el promedio en las \ltimas cuatro es de
1.62 24, lo cual implica la necesidad del control en este intervalo de tiempo
(T = 4). Se aplicaron las tres estrategias para construir @}, @3 ¥ @3, y con
éstas, dos controles convexos @} y Q. Los resultados de operacién con estas
tasas estdn contemidos en la siguiente tabla.

Tabla 4.2
Tasa de emisién Jar (ﬁ%)
Q 1.62
aH 1.50
Q5 1.31
Qs 1.50
Q:=03-Q1+07-Q3] 1.50
Q;=05-Q;1+05-Q3| 1.42
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Aun cuando las cinco tasas satisfacen el problema de control, es claro que
Q3 ¥ Q; son las més adecuadas para la fuente puntual , ya que estdn mas
préximas a la tasa original @ (fig. 4.2.1). También la tasa de emisién Q5
puede ser atractiva, porque permite trabajar a la fuente con la tasa maxima
6 =45 ,5”% durante dos horas. Las otras dos tasas implican variaciones mds
drésticas e incluso el paro de actividades, por lo que son poco viables. En la
figura 4.2.1 se muestran las tasas antes descritas. ‘

Se observa que la tasa de emisién éptima @ es estacionaria como la tasa
Q, y representa un 92 % de la tasa de operacién original. Esto hace de Q3
una alternativa simple para la fuente industrial.

Ejemplo 4.3. En este ejemplo se considera que en el dominio de frontera
abierta D = (0,3 km) x (0, 3 km), se ubican dos fuentes puntuales que emiten

biéxido de azufre (SO,) con tasas no-estacionarias @ y (2 (i—%)

10000 - ¢ 0<t<0.5,
Q1 (t) = ¢ 5000 05<t<1, 3,
5000 — 5000 (¢t —~7) T<t<8&
5000- ¢t 0<t <05,
2500 0.6<t<,
Q2(t) =< 2500+ 2000 (¢ -1} 1<t<1.5, ,
3500 1.5 <t <175,

3500 — 7000 - (t—7.5) 75 <t<8

Las coordenadas de los sitios de emisién son r; = (1.5,0.2) y r; = (0.6, 2.0),
y se considera que al inicio de la operacién de las fuentes hay un residuo ¢°
en la atmdsfera de este contaminante,

¢0(r) = 175. (=" 1.5)2—(y—-0.2)? +1925 - e—(:—O.ﬁ)z—(y—Z.O)Q,

es decir, sobre cada fuente hay un residuo de SO, que se distribuye en forma
gaussiana. Los pardmetros de transformacidén quimica y difusién son, res-
pectivamente, 0 = 0.36;- y i = 1.85;—:‘,3 (estos datos y la intensidad de las
fuentes se tomaron de [36]).

Se genecré el campo de velocidad U = (u,v) con la funcién corriente
i = 23?—5y, cuyas lineas de corriente son pardbolas con direccién de suroeste

3
a noreste, es decir,

o ey 10
By_S’ R M



y por lo tanto V- U = 0. Este campo cumple que las componentes (horizon-
tales y verticales) est4n entre 5 y 10 2, en forma similar como en [36].

De esta forma, el SO, alcanza la regién Q2 = [1,2]x (1,2}, lo cual se observé
durante las ocho horas de operacién de las fuentes (I" = 8 Ars). Se calculs,
segin (2.17), la concentracién promedio del contaminante en § durante el
mismo periodo de tiempo (7 = T'), ¥ se estimé Jq, = 242.43&%, lo cual
representa una violacién a la norma sanitaria respectiva que es de 21054,
Se consideré este dato como norma sanitaria porgue a esta concentracién
{0.08 ppm) se presentan sintomas de broncoconstriccién en la poblacién mds
vulnerablet3,

La figura 4.3.1 muestra las isolineas de la concentracién del SO; y Ia
funcién adjunta en diferentes tiempos, y se observa un incremento de la
especie contaminante en {2 debido al viento que va de suroeste a noreste;
dicha concentracién disminuye al final de la jornada de operacién de las
fuentes contaminantes. Las isolineas de la funcién adjunta indican el arrastre
de la funcién escalon p(r,t) en la direccién —U. La figura 4.3.2 muestra las
respectivas superficies para la concentracién del SO; y la funcién adjunta,
ésta 1iltima también se usé cn (3.8) para estimar la concentracién promedio,
resultando de mievo Jq , = 242.43£2,

Las figuras 4.3.3 y 4.3.4 contienen las tasas de emisién que se obtienen
al aplicar las estrategias de control en ambas fuentes contaminantes. Los
resultados de operacién con estas tasas se muestran en la siguiente tabla.

Tabla 4.3
Tasas de emisién Jos (ﬁ%)
Q1 y Q2 242.43
QL y 210.00
@5, ¥ Q% 142.27
@3 ¥ Q% 210.00

Q5 =08-Q7 +02-Q3,

. . . 196.45
Qi =08 -Q1,+0.2.Q%
Q5 =0.3-Q5, +0.7- Q3

. » . 210.00
Q5 =03-Q%, +0.7- Q3

Como era esperado, todas las estrategias de control satisfacen la norma
sanitaria, sin embargo, sélo las estrategias de control éptimo (@3, ¥ @3). ¥
control convexo (%, v @Q%,), genecran tasas de emisién con un perfil adecuado
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a las tasas originales de operacién, de hecho, las tasas éptimas son ia mejor
cleccién en este ejemplo, ya que inician y concluyen la jornada de trabajo en
cero emisiones, ademds, representan respectivamente el 88 % y el 84 % de
las tasas originales @) y @2, lo cual implica que son controles sencillos de
implementar.

Las tasas de emisién que se obtienen con la segunda estrategia de control
(@3 v Q%) son en este caso estacionarias, pero estén muy por debajo del
méximo con que pueden operar las fuentes (6, = 5000 %E y & = 4000 T’:ﬁ), y
esto claramente las descarta.

Finalmente, las tasas definidas por la primera estrategia de control (@7, ¥
Q%,), podrian representar una alternativa de operacién sélo en el caso de que
ambas fuentes industriales contaran con la capacidad de iniciar actividades
cerca de su méximo acostumbrado.

Para todos los ejemplos que se han expuesto se obtuvo que el problema
de control respectivo presenta una infinidad de soluciones. Esto es resultado
de que en todos los casos el pardmetro & es positivo. Para los Ejemplos 4.1 y
4.2 se tiene & = Jp = 1.5, ya que [, #°(r)g(r,0)dr = 0; y en el Ejemplo 4.3
& = 207.02, ya que [, ¢°(r)g(r,0) dr = 2.98. En este dltimo caso, el impacto
de 1a distribucién inicial del contaminante sobre Q es bajo aun cuando ¢° no
tiene valores pequefios, esto se debe a la dispersién provocada por el viento
de entre 5 y 10 ’;‘—T en las ocho horas de operacién de la fuentes industriales,
de esto se concluye que la operacién diaria de estas fuentes es la responsable
de la violacién de la norma sanitaria en zonas cercanas a las factorias.
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Fig. 4.2.1. Tasas de emisién.
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Fig. 4.3.2. Superficies de concentracién de SO, y la funcién
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Fig. 4.3.3. Tasas de emisién para la fuente 1.
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Fig. 4.3.4. Tasas de emisién para la fuente 2.
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Capitulo 5
Esquema de solucién numérica

En este capitulo se describe la técnica numérica que se aplica para obtener
las soluciones de los modelos diferenciales (2.1)-(2.5) y (3.2)-(3.5), los cuales,
aun cuando proporcionan diferente informacién para el problema de con-
trol, tiecnen una estructura similar, es decir, ambos representan modelos de
transporte. De particular importancia resulta la solucién numérica del mo-
delo adjunto (3.2)-(3.5), ya que ésta es fundamental para construir todas las
estrategias de control desarrolladas en el Capitulo 4.

La técnica que se aplica en ambos problemas diferenciales se basa en
la separacidn de operadores componente por componente, de la cual existen
diferentes realizaciones, sin embargo, en este trabajo se aplica el esquema
de orden dos simétricol’®?%, el cual tiene su origen en el esquema de Crank-
Nicolson!™.

5.1. Esquema de Crank-Nicolson

Para derivar este esquerna de aproximacién numeérica, se considera el siguien-
te problema de evolucién general que contiene como casos particulares a los
modelos de dispersién y su adjunto:

8¢ _
A=, (5.1)
$(0) = ¢°, (5.2)

y se supone que ¢,¢° y f son funciones suficientemente suaves. Ademds,
se supone que el operador diferencial denotado por A ya se ha discretizado
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en espacio, de tal forma que se tiene una matriz positiva-semidefinida (enla
seccién 2.2 se verificé que A tiene esta propiedad).

Se considera una malla en el eje del tiempo con tamafio de paso 7 > 0y
nodos t = kr, para k = 0,1... M, (I' = M - 7). Desarrollando a ¢ en un
polinomio de Taylor de orden dos centrado en £, ;1 se tiene que

Q(f)"(tk ) 3 am
olte) = dleay) + T + (5) 322+ (5) G52

7)2 ¢”(tk+%) _ (12’)3 & (n)

qﬁ(tk) - ¢(tk+%) - gt}ﬁ'(tk_,_%) + (E o1 T

Combinando estas expresiones se obtienen las siguientes férmulas de diferen-
cias finitas de orden dos:

P(trr1) — tx)

T

= ¢'r(tk+%) + 0(7'2)’

a2 _ 1) + o).

Al aplicar estas férmulas a la ecuacién (5.1) y despreciar los términos o{7?) ,
se obtiene el modelo discreto de segundo orden llamado esquema de Crank-
Nicolson:

¢k+l _ ¢k + Ak ¢k+1 + ¢k _ fk+%’
T 2
donde ¢* denota la aproximacién de, por lo menos, segundo orden para ¢(1s),

f**% es la correspondiente aproximacién de flter)y AF = A(tH_%).
Agrupando términos en la idltima ecuacién se tiene que

(I+3ANg = (1 - gARH 47 [H5, k=0 M1,

¢ = $(0), (53)

por lo cual se concluye que el esquema es implicito. Es importante notar que
para caleular la aproximacién de ¢ en cada nivel de tiempo, es necesario re-
solver un sistema lineal de ecuaciones algebraicas donde la matnz del sistema
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(I 4 £ A*) es definida positiva (no singular), y por lo tanto, la solucién existe
de forma vnica. Esta caracteristica es esencial, y se repite en los métodos de
separacién de operadores que se exponen més adelante.

El esquema definido por (5.3) es estable respecto de pequehas perturba-
ciones en la condicién inicial y el forzamiento. Para mostrar esto se establece
el siguiente resultado.

Lema 5.1. Sea A una matriz N X N positiva-semidefinida y o > 0,
entonces se tiene que

(i) (I —eA)I +0A) |, < 1, (Lema de Kellogg), ¥

@) (7 +o4)7 M, < 1.

Demostracion.  Para la primera parte, sea L = (I — 0 A)(I + 0A)™,

2 -1 -1
L7 auo MEBIE _ (= o AN + 046, (1~ o )T +04)9)
12z = sup = 2p = sup .9

sea i) = (I + cA)~'¢, entonces

”L”gzsup ((I — O'A)’l,b, (I — UA)"!)) =sup ("!’: 11’) —QJ(A'QD, d)) +02(A1/),A1/J)
T uro (T + AW, (I +0A))  wro (,9) +20(AY, ) +0*(Av, Ap)’

y ya que (A, 1) 2 0 se tiene que “L”g <1
Para la segunda parte del teorema, se debe observar lo siguiente:

-1 2* (1;051/)) — 1
I S (ETZ TR (R ey RTZ)TARZZ O
B5#0 (Ib,d’)

desarrollando términos sc obiiene

1
(0. 49) (A, A9)
o) 7 )

||(1+aA)“||Z - <1,

il (1420
70

)

ya que (Ay,¥) > 0. O
El esquema de aproximacién numérica definido por (5.3) se puede escribir
como

¢k'|‘l —_ ?‘kqbk “*'Tsfk fk'i"%., (5.4)
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donde T* = (1 + ZAX) /(I =A%) y SF = (I + TAR)-L
Tomando norma en (5.4) se tiene

o+l < el el + 7 s
aplicando el Lema 5.1, definiendo | f]| = max; || f?]|, , y observando que

|2 2’

T

T AT —
(I+ 547 -5

By o1 T 4k T Akt
Ay =(I 2A)(I+2A) ,
se obtiene que

[+ 2], < lg*],, + A1
Finalmente, es posible escribir

l*[, <[], + A1l com ki<T.

Ya que {5.4) s un proceso lineal, entonces, de la 1iltima acotacién, se concluye
la estabilidad incondicional del esquema (5.3) respecto de perturbaciones en
el forzamiento y la condicién inicial.

Segtin el Teorema de Convergencia de Lax[?? | para un esquema de apro-
ximacién numérica que presenta estabilidad, y orden de aproximacién mayor
o igual que uno (consistencia), se concluye también que dicho esquema es
convergente, es decir, cuando Az, Ay, y T — 0 se tiene que

| F; — $lrijnte) = 0.

Por lo tanto, el esquema de Crank-Nicolson es convergente.

Las caracteristicas de este esquema de solucién numérica, asociadas al
modelo general de evolucién (5.1)-(5-2), indican que este método representa
una buena técnica para resolver los modelos de dispersién y su adjunto, sin
embargo, s¢ requiere de un gran esfuerzo computacional para realizar (5.3),
ya que la dimensién de la matriz A es igual al mimero de nodos considerados
en la discretizacién del dominio D, que en general es un mimero grande,
y por lo tanto, se complica la solucién del sistema algebraico. Cuando se
aplican diferencias finitas centradas de segundo orden en la discretizacién del
operador diferencial sobre DD, se obtiene que la matriz A es tridiagonal por
bloques, y cada bloque es a su vez una matriz tridiagonal, esta estructura y la
dimensién de A es lo que implica un alto tiempo de cémputo para obtener la
solucién de los sistemas algebraicos en {5.3). La alternativa a esta dificultad
compuiacional es un esquema de separacién de operadores.
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5.2, Separacién de operadores componente por compo-
nente.

Algunos problemas de la fisica-matematica pueden ser reducidos a una cadena
de problemas més simples los cuales son resueltos en forma eficiente por
computadora. Este tipo de reduccién es posible en los casos donde el operador
positivo-semidefinido, que caracteriza al modelo, es descompuesto en la suma
de operadores positivos-semidefinidos con estructura simple. Tales métodos
son conocidos cémo métodos de separacion de operadores. Estos métodos
fueron introducidos!®?*? por Douglas, Peaceman y Rachford, y desarrollados
por Godunov, Yanenko, Samarskii y Marchuk, entre otros.

Los métodos de separacién de operadores fueron originalmente formula-
dos y tedricamente justificados para operadores positivos-semidefinidos que
conmutan. Estos métodos introducidos por diferentes autores son equiva-
lentes y sdlo difieren en su implementacién.

En lo que sigue se describe uno de los métodos mds importantes de sepa-
racién de operadores, conocido como método de separacidn componente por
componente, y como se muestra, este método no sélo se aplica para operado-
res que conmutan.

Se considera la ecuacién de evolucién general (5.1) en forma homogénea, y
se supone que el operador diferencial A fue aproximado por diferencias finitas
en espacio, de tal forma que se tiene una matriz positiva-semidefinida. Se
supone que A se puede descomponer en dos matrices positivas-semidefinidas
A; ¥y A, de tal forma que

A=A + As.

En general, A; y A dependen del tiempo, por lo tanto, se aproximan de la
siguiente manera

o

A% =Aa(tk+%)a en it <t <ipy, a=1,2

donde se estd considerando una malla en el tiempo similar a la de la seccién
anterior.

Se considera el siguiente esquema de solucidén numérica, el cual es una
aplicacién sucesiva del esquema de Crank-Nicolson para los operadores A; y
A2:

¢k+§ _¢k ¢k+1§ Tk
+ A} ¢ _

- 2 0, (5.5)
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¢t — ¢k+§ . IR ¢k+%

+ Ag 5

Combinando (5.5) ¥ (5.6) para eliminar #**% se obtiene

=0. (5.6)

¢k+1 — Tk¢k
donde
T f kv T T\ pne T
T = (14 A7~ SAS( + S M) (1 - Y.
Ya que | T* , S (Lema 5.1), se tiene que el esquema (5.5)-(5.6) es absoluta-

mente estable, (se debe observar que (7 +ZAE)~H(1 - ZAL) = (T = JAE)(T +
TAE)=!, @ = 1,2). Para demostrar que el esquema también es consistente es
necesario el sigmenie lema.
Lema 5.2. Sea T una matriz real N x N tal que || T]| < 1, entonces
(i) I—T es no singular,
Q) (I-T)y'=T+T+T*+ - FT™ -, y
1

i) |(7 - D) < —-
G ¢ i
Demostracidn. Para la parte (i), se supone que existe x # 0 tal que
(1 —T)x =0, entonces

llxell = [1Tx]| < [T il = 1 < [T

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, (I —T)x = 0 sdlo tiene la solucién
trivial x = 0, de aqui se deduce que / — T es de rango méximo, por lo cual
I — T es no singular.

Para la parte (ii), se observa que

(I =T)8m=1—T™,

donde S, = (I + T+ T2+ -- +T™).

Por otra parte,

[sm =@ =D =7 =TT < 0 -y o,

cuando m — oo, por lo que se cumple la igualdad en (ii).
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Para la parte (iii), se tiene que para cualquier £ > 0 existe m tal que
=T < | =T = S| +1Snll < e+ 1HITN+HITI 4+ TN

usando la serie geométrica para {[T'}| se obtiene:

_ 1
”(I—T) 1” < e+ IT”—T—”

Como ¢ es arbitrario se tiene el resultado. 0O

Para 7 suficientemente pequefio se cumple que § ”A'f ”2 <1y} Aé‘”2 <1

entonces por el Lema 5.2 es posible escribir
2
r
T = 1~ A* + AR+ 2A5AS + (AR -
si ademds AfA% = ASA%, entonces se obtiene que
2
T*:I—TA"+3(A’°)2—.--.

La tltima ecuacién muestra que el esquema (5.5)-(5.6) coincide con el es-
quema (5.3) hasta orden dos, y por lo tanto, se concluye que (5.5)-(5.6) es
consistente. Nuevamente, el Teorema de Lax implica la convergencia del
esquema.

La ventaja obtenida con esta separacién de operadores es que la real-
izacién computacional del esquema (5.5)-(5.6) es m4s sencilla que la de (5.3),
siempre y cuando A; y A; represenien la descomposicién del operador A
en las direcciones x y ¥ respectivamente. Esto se debe a que las {érmu-
las (5.5)-(5.6) implican la solucién sucesiva de problemas unidimensionales
con una estructura simple, es decir, sistemas algebraicos donde la matriz es
tridiagonal de bajo orden, y por lo tanto de fécil solucién.

La desventaja del esquema (5.5)-(5.6) es que se necesita que los operadores
A% y A5 conmuten, lo cual no se tiene en general. Cuando los operadores
no conmutan la apreximacién sélo es de primer orden. Por este motivo se
propone un esquema més general.

Se aproximan A, y A; en el tiempo como

A‘kx = Aa(tk), €n i'k—l S 1A S ’:k-]-l;
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y se considera el nuevo esquema simétrico:

A S S A 7
ﬁ_—_jﬁi + Ag?fif__%. —0, (58
‘ﬁ"*l_f—‘f"f + Agw o, (5.9)

P - gt T (5.10)

T 2
Al combinar estas ecuaciones para eliminar ¢~ %, ¢* y ¢**2 | se puede escribir
¢k+1 — qubk_l ,
donde

T _ T T _ T

T ke T T T
x(I+ §A§) HI - §A'2°)(f + §A'f) YT - §A’f)-
Desarrollando en serie de potencias a la matriz 7* (Lema 5.2}, se tiene

2
T+ =1—2rA* + —(2;:) (AF)P =

donde A* = A(t;). Esta iltima ecuacién implica que el esquema {5.7)-(5.10)
coincide hasta orden dos con el esquema de Crank-Nicolson aplicado a (5.1)
en el intervalo t;_) <& < gy,

¢k+1 _ ¢k—l N Ak¢k+1 + ;’.bk—l _

27 2 0.

Se concluye que el esquema (5.7)-(5.10) es absolutamente estable (por el
Tk
de que las matrices A¥ y A% conmuten o no. El Teorema de Lax garantiza la
convergencia.

T.ema 5.1

|2 < 1), y de orden dos de aproximacién, independientemente
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Para el caso no-homogéneo del problema general (5.1)-(5.2), el esquema
de solucién numérica anterior se generaliza con las siguientes ecuaciones:

(T +5ANG 2 = (1 - AN,

(T +IA5)(¢* — 7/*) = (I — SAR)¢*3, 6.11)
(I + TA5)@E = (I - TAE) (@ +71%), |7 '

(T + A+ = (T — ZAK)gh i

donde f* = f(tg).

En forma similar a la demostracién anterior, es posible probar?%37] que
el esquema simétrico (5.11) es un método de aproximacién de orden dos
(absolutamente estable) para la ecuacién (5.1). Por lo tanto, (5.11) es un
esquema. de solucién numérica convergente.

5.3. Separacién de operadores en la ecuacién de trans-
porte '

Para lograr la adecuada aplicacién del esquema (5.11) a los modelos de dis-
persién y su adjunto (modelos de transporte), se definen los operadores de
separacién A; y A; como sigue:

1 1@ 1 3¢ a
1¢—§ ¢+§a(u¢)+§ S (

1 1 86 &, 8¢
Agp = U¢'+ (¢)+—b;—a—y( B_y)

Si se considera que V - U = 0, enlonces claramente se satisface que
A= Al + A?:

donde A representa tanto al operador diferencial de (2.1) como de (3.2), es
decir,

Ap=U-Vé+ap—V-uV.

Los operadores A; y A, separan el fenémeno de transporte en las direcciones
z y y respectivamente.
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Para mostrar que cada uno de estos operadores es positivo-semidefinido,
se considera, sin pérdida de generalidad, que el dominio [ es el rectdngulo
[0,X] x [0,Y). Se tiene entonces que

X 1, b 3¢.2 )
/‘OcﬁAld)da:-mE/O U¢dz+[0 ,u,(%) d:ch[qSu ,u.qb L.

Aplicando los cuatro casos de las condiciones de frontera (2.3)-(24) enz =0
y = X , es posible escribir e} 1iltimo término como

¢
Jx

[Eqﬁ"’u ph——

2 ] é [#2(X) - [u(X)] + ¢*(0) - [u(0}]] = 0.

Ya. que los pardmetros ¢ y u son no negativos, entonces se concluye que

Y X
($MBry = [ [ sArpdady>0,

para toda funcién ¢ que satisface las condiciones (2.3)-(2.4). Un argumento
similar prueba que A, también es un operador positivo-semidefinido.

Es importante notar que €l argumento anterior sigue siendo vélido para
cualquier regién D (conexa y simplemente conexa) que es, o se aproxima por,
un mimero finito de rectdngulos.

El esquema de solucién numérica (5.11) requiere que la discretizacién de
las variables espaciales de cada operador diferencial preserve la propiedad an-
terior, es decir, las matrices Ay y A; deben ser también positivas-semidefinidas.
Para lograr ésto, se discretiza en espacio usando diferencias finitas centradas
de orden dos sobre una malla doble (tipo ¢) de Arakawa. Las férmulas de
aproximacién para cada término del operador A, son:

(= a¢) o.,qb,,, (5.12)

l 84) s Uiy 3Pt § — Uiny jPe1

g dp.. L i1 i 20 i+ i
(g Nu=n Ao : (5.14)

donde Az > 0 es el tamano de paso para la discretizacién en la direccién z.
Para discretizar el operador A; se usan férmulas similares en la direccién y.
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Las ecuaciones (5.12) y (5.14) son aproximaciones bien conocidas de orden
dos, sin embargo, la férmula (5.13) necesita una explicacién; para ésto, se
debe observar que

16¢ c')r,b 1au

Al aproximar cada factor del lado derecho con una diferencia finita centrada
de orden dos, o un promedio centrado de orden dos, se obtiene que

10 1 8¢, Ul iYWl i j— o
( (u¢) Quam)ij - 2 AT

+

g1 it Py Yird i T Uid
2 2Ax
Simplificando la dltima expresién se obtiene (5.13).
Para mostrar que los correspondientes operadores discretos son positivos-
semidefinidos, se debe observar que

S (b b = 52 2008 + S (= s+ g (B 6)
it 1% 1] 2 %] Ax? i i3 i+1lj Ax2 15 Nj

i=1

1 1z
+2—5&“; (U‘N-{-%j ®N i ENr15 = UL Poj ¢’lj) T AL (njdNs1j+ dojPrs) -
Aplicando los cuatro casos discretos de las condiciones de frontera (2.3)-(2.4)
enz =0y =X, es posible reescribir los dltimos términos para obtener
N

N 0ij 9 p = 2
Z(A1¢ij) ¢i; = E 9 di; + AnE Z (@ij — dis1)” +
i=1

f=1 i=l

q-ﬁv:f +luy 5| 6) -

+ﬁ (.

Ya que cada término en la vltima ecuacién es no negativo, sumando sobre 7,
se concluye que

M N
(A1, 0) = DY (Aidis) di; > 0,

J=1li=1
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donde ¢ € RVN+M y satisface las condiciones de frontera discretas (2.3)-(2.4).

En forma similar se prueba que la matriz A; es positiva-semidefinida, y
por lo tanto, la matriz A cumple también con esta propiedad {A = A, + Ap).

Dadas las caracteristicas de los operadores A; y Az antes descritas, es
posible aplicar el esquema de solucién numérica (5.11) a los modelos de dis-
persién y su adjunto. La realizacién de este esquema implica, con la dis-
cretizacién antes formulada, la solucién sucesiva de sistemas lineales tridia-
gonales; ésto se debe a que hay que resolver problemas unidimensionales en
las direcciones = y v (desacoplados), los cuales se discretizaron con férmulas
de diferencias finitas centradas con tres puntos.

Existen varios métodos para resolver estos sistemas tridiagonales!!'¥, entre
los posibles métodos directos, uno, de los m4s usados, es el de factorizacién,
el cual es computacionalmente econémico, ya que es rdpido y requiere poca
memoria. En lo que sigue se describe dicho algoriimo.

Se considera el siguiente sistema tridiagonal de ! + 1 ecuaciones con I +1
incégnitas:

aipi-1 — b +appg = fi, i= 1= 1,
wo = agpr + o,
wi=api + B,

donde la matriz del sistema se supone definida positiva, y por lo tanto, el
sistema tiene solucidn vinica. La solucién se puede obtener con el siguiente
esquema.

Algoritmo de factorizacién

1) Sustitucidén hacia edelante.
Caleular para k=1...1—1

Ci 0k Br-1— fx
G =T—" ¥V h=T— .
by — apoy_y br —arag_)
2) Tomar
o+ G
| I Oy ’

3) Sustitucion hacia alrds.
Caleular para k=1—-1...0

Pk = gy + Pr
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Este algoritmo se aplicé dentro del método (5.11) para determinar las
soluciones numéricas de los modelos diferenciales (2.1)-(2.5) y (3.2)-(3.5). Los
programas desarrollados en MATLAB, para ambos modelos, est4n incluidos
en el apéndice al final de esta tesis.

Para verificar el correcto desempefio de los programas desarrollados, se
compararon las predicciones de los modelos numéricos de dispersién y su
adjunto, con el valor esperado para la concentracién promedio que se debe
obtener segiin la ecuacién de balance:

3t/¢dr_ZQ' t) - f0¢dr-[s+¢vnds.

i=1
Para usar esta ecuacién como un estimador, se considera ¢ = 0, y que ¢ =0
en S para 0 <t < T, de esta forma, al integrar se obtiene

Ior®) = 577 |, [, 40 0dr

157 J,# )

Esta ecuacién permite comparar las estimaciones numeéricas, directa y ad-
junta, de la concentracién promedio del contaminante, con las integrales
exactas de las tasas de emisién y la distribucién inicial del contaminante.

Si ¢° = 0, y las tasas de emisién son constantes, entonces la ecuacién
anterior se reduce, y toma la forma

t) dt d¢+

JDT((b 2. lDlZQn

y en el caso @; = a;t (Ejemplo 4.3), se obticne

2019 = 57 o

Sc consideraron tres ejemplos donde se aplican las dos ultimas ecuaciones
en la siguiente forma, los lados izquierdes se evaluaron con los programas
desarrollados, y los lados derechos (E) se caleularon en forma exacta. Los
pardmetros para dichos ejemplos estdn contenidos en la Tabla 5.1, y los
pardmetros de discretizacién, con el tiempo de cémputo (7.), en la Tabla

n.2.
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Tabla 5.1

Ej. | u v 7 Q1 | Q2 r rp X|Y
1 | —0.75z | 0.75y | 0.04 | 3.8 | 0.0 (15,05) | (0.0,00) [ 2 |2
2 | -05z |05y [0.04]38 |15 (1.5,0.5) | (0.8,0.8) |2 |2
3 |15 0.847 (0.8 |10% | 5. 10% | (1.5,1.6) | (1.0,16) |4 |4
Tabla 5.2

Ej.| N: | M, | At N T | T [Df 1 Jpr E

1 50 150 [ 002 |50 !1.0(1017| 4.0 |0.4749 | 0.4750

2 150 |50 [002 |50 |1.0[102" |40 |0.6624 | 0.6625

3 (30130 [0.004]|100]0.4|79 | 16.0 | 24.9998 | 25.0000

Al comparar las iltimas dos columnas de la Tabla 5.2, se comprueba
que los modelos discretos, y los programas correspondientes, satisfacen la
ecuacién de balance dc masa (hasta segundo orden). Este resultado es de
caracter general, y se prueba como sigue.

Se debe observar que

1 N

207 £

1=

1
("i+§ §Pit1 5 — Uy i J‘) ~ Az (UN+§ PPNl 5T U Py J') +

1& Uppl j— Ui 5
2;1;6”( Az '

Con esta ecuacién, y las condiciones de frontera (2.3) y (2.4) en su forma
discreta, es posible probar que

M N 1

SN Ay Z %@'j + As

j=1i=1 i,j

M
> (°N+§j |“w+%j
i=1

by5) +

brgs + 8 luys

donde
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1, s uN+_J>0 y6i = 0, si u.,:?_jz(],
0, si “NnJ<0' ; 3d , st %j<0.

En forma andloga se tiene

N
523" uthy = C Gty a3 (Bners fone | ey +
|=1

j=li=1
1 Vi 4l — V-1
Sz (i)
i

Si se considera que

Uy 1 , , . — Y i
0=(V-U)y= e

entonces, es posible escribir

M
ZZA¢13 Zgi:iﬁbii + ﬁ X; (5N+§j |'“N+§j| ¢N+%J +‘51 |U13| ¢1 )
1.7 i=

_11,_
il):
2

donde los ltimos dos términos determinan el flujo de masa a través de la
frontera 5, y s¢ denotan por V.

Por otra parte, el esquema munérico (5.11) representa, hasta orden dos,
la realizacién del método de Crank-Nicolson en el intervalo £,_; <t < 4y,
es decir, '

1 X
+Z\—§ L (51'M+% IU;'M+%| ¢iM+% + 51%

U
tg

k41 k 1 k+1 k—1
i Lkl

27 2 v
Sumando sobre j e, se tiene la ecuacién de balance de masa discreta

ke+1 1) 1 £ k ok ek
> (%ﬁf’ %:?5‘, )H_A—szzl:Q‘ ’ZJO’.'ijij e,

la cual indica que la variacién de la masa en un intervalo de longitud 27, es
igual a la masa que ingresa a D por las fuentes puntuales, menos la pérdida
de masa por los siguientes fenémenos: transformacién quimica y flujo a través
de la frontera. Esto significa que la ecuacién discreta coincide (hasta orden
dos) con la ecuacién de balance de masa continua (2.12).
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Capitulo 6

Control de contaminantes
secundarios

Una parte importante de los contaminantes emitidos a la atmésfera por
fuentes puntuales sufre diversas reacciones quimicas!'®*4, esto significa que
una fraccién de un contaminante primario se transforma en otras sustancias
(contaminantes secundarios) que pueden ser més téxicas que la sustancia
original. El origen de este fenémeno de transformacién estd en la atmés-
fera, la cual es un medio sumamente oxidante, pues contiene un 21 % en
volumen dc oxdgeno. A partir de este elemento, se generan otras especies
més oxidantes: los radicales hidroxilo (OH) y nitrato (NOjs), principales res-
ponsables de los procesos atmosféricos oxidantes durante el dia y la noche,
respectivamente. También, otra especie originada por el oxigeno atmosférico
muy oxidante es el ozono {O3),que protagoniza, casi en exclusiva los procesos
quimicos en la estratésfera.

Ademas de los procesos de oxidacién, también son relevantes en la at-
mésfera los procesos fotoquimicos, los cuales son un componente fundamental
para la formacién de ozono en la tropésfera a partir de los 6xidos de nitrégeno
(NO,).

Las sustancias dcidas como el 1,50, (4cido sulfiirico) y el HNO; (4cido
nitrico), son ejemplos de contaminates secundarios agresivos®3. El caso
particular del Ho50, tiene su origen en las instalaciones fijas como las fabri-
cas Y, sobre todo, en las centrales termoeléctricas que queman carbén mineral
o combusiéleo con alto contenido de azufre. Las emisiones de estas instala-
ciones tienen un alto contenido de SO, (diéxido de azufre), y esta sustancia
sc (ranslorma cn el 4cido al reaccionar con los radicales hidroxilo presentes
en la atmdsiera en forma natural, es decir,
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SOs +0H — HS0,,
HS0;+0H — H,S50;4.

O también,

SOQ + f‘]Og —* 503 + OH,
SOa -+ HQO o H2SO4.

Este 4cido no sélo es un fuerte irritante de vias respiratorias en los humanos,
sino también un elemento que deteriora materiales (formados de carbonato
de calcio), pinturas, y transforma el PH de lagos, reduciendo las posibilidades
de sobrevivencia de algunas especies.

La formacién de esta sustancia, y de aerosoles de sulfato &cidos, se fa-
vorece con una mala dispersién del contaminante primario y elevada inso-
lacién ([45]), por lo tanto, se tiene la necesidad de realizar control sobre las
fuentes puntuales ante estas condiciones atmosféricas adversas.

En lo que sigue se presenta un modelo matemdtico de dispersién, den-
tro del contexto de control a corto plazo, que considera fuentes puntuales
de emisién de un contaminante primario, el cual origina mediante reacciones
sucesivas de primer ordenl*¥, 1a acumulacién de una especie contaminante se-
cundaria. Con este modelo (y su adjunto) se pretende extender las estrategias
de control desarrolladas en ¢l Capitulo 4 para ser aplicadas al contaminante
secundario.

Para este modelo se considera el signiente mecanismo de transformacién
simplificado

AL BEC,
donde A denota el contaminante primario ¥ B es la especie secundaria. En
este caso la ley de velocidades de la reaccién tiene la siguiente forma:
alB
Wl _ o141~ el), (6.1)
donde los corchetes denotan concentracién. Los mecanismos de reaccién de

este tipo sélo represenian una primera aproximacién al complejo fenémenoc
de la reactividad en la atmdsfera.
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6.1. Modelo de dispersién y su adjunto

La dispersién de contaminantes emitidos a la atmdsfera por fuentes fijas o
méviles, es un fenémeno tridimensional no-estacionario. Sin embargo, en
cventos extremos de contaminacién a corto plazo, es decir, cuando existe
un débil movimiento de masa de aire en la vertical durante algunas horas
(T > 0), se tiene un aumento de la concentracién de los contaminantes cerca
del suelo y donde se emiten. Cuando el evento es de gran estabilidad atmos-
férica (inversién térmica), se tiene que los contaminantes se acumulan en una
delgada capa de altura h. En estas condiciones (al despreciar movimientos en
Ia vertical), si se integra la ecuacién Euleriana de dispersién®, respecto la
variable z en el intervalo {0, h], y se divide entre h, se obtiene un modelo bidi-
mensional. La variable en este modelo representa la concentracién promedio
del contaminante en una columna de aire de altura h.

Considerando la aproximacién anterior, un modelo bidimensional de dis-
persién (a corto plazo), para un contaminante primario y uno secundario es
el siguwente:

% +UVe+o0¢~ V- (uVe) = f(r,t) en D x(0,T), (6.2)
#(r,0) = ¢%(r) en D, (6.3)

3]
[1,—6% —Upp=0 en 5, (6.4)

a3

pa—i =0 en ST, (6.5)
"gg +U-Ve+pe—V-{(pVe)=a¢ en D x(0,T), (6.6)
e(r,0) = r) en D, (6.7)

a
pa—:l —U,c=0 en 57, (6.8)
“8_3; =0 en S%, (6.9)



V- U=0 en D. (6.10)

Donde ¢ y ¢ representan las concentraciones de los contaminantes primario
y secundario, respectivamente. U = U(r,t) denota la velocidad del viento en
D (regién de estudio), y se supone que cumple la ecuacién de continuidad
(6.10). o > 0 y o > 0 son los coeficientes de transformacién quimica de las
especies contaminantes primaria y secundaria, respectivamente, y g > 0 es
el coeficiente de difusién turbulenta.

En la ecnacién (6.2), f(r,t) es el forzamiento formado por las fuentes
puntuales de emisién del contaminante primario, las cuales se ubican en los
puntos r; € D, i = 1..N, es decir,

N
J(6,8) = 3 Qu0s(r — 1),
i=1
y Qi(t), ( = 1..N), son las tasas de emisién de cada planta industrial. Es
importante notar que en la ecuacién (6.6), el forzamiento estd dado por la
concentracién del contaminante primario segin la ley de velocidades (6.1}, y
por lo tanto, las ecuaciones estdn semi-acopladas.

En las ecuaciones {6.3) y (6.7), ¢° y ¢° son las distribuciones espaciales
de las especies contaminantes, primaria y secundaria, al tiempo ¢ = 0 sobre
D, es decir, son los residuos de contaminacién en la atmdsfera que dejé la
actividad industrial en el pasado inmediato.

Al considerar el modelo de dispersién de contaminantes (6.2)-(6.10), se
supone que se ha tomado una regién de frontera abierta D, suficientemente
grande para contener todas las fuentes puntuales que emiten la especie conta-
minante primaria en la zona, de esta forma, y considerando que la adveccién
domina sobre la difusién, las condiciones de frontera reflejan el supuesto de
gue no ingresa masa contarminante desde afuera sumandose a la emitida por
las {4bricas y, por lo tanto, que la contaminacién sélo fluye de D hacia afuera
siguiendo el campo U.

Para modelar esta situacién, la frontera S de D se divide en dos partes
dependiendo de si el viento sale de D o entra, es decir, S* se define como los
puntos de S tal que U, = U-n > 0, donde n es el vecior normal exterior,
v S~ se define como el complemento (U, = U - n < 0). Las condiciones de
frontera (6.4) y (6.8) dicen que cuando el viento ingresa a D, el flujo total
de los contaminantes (primario y secundario) a través de S~, tomando en
cuenta difusién turbulenta y adveccién, es igual a cero, por lo cual en S~ no
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hay entrada ni salida de contaminantes. Las condiciones de frontera (6.5)
¥ (6.9) dicen que cuando el viento sale de D se desprecia el flujo difusivo
turbulento en comparacién con el flujo advectivo, por lo tanto, por S* salen
los contaminantes sdlo debido a la adveccidn.

Estas condiciones de frontera, ademds del adecuado sentido fisico, tienen
buenas caracteristicas mateméticas, ya que hacen del modelo (6.2)-(6.10}) un
problema bien formulado en el sentido de Hadamard , es decir, la solucién
del modelo es tnica y estable respecto de pequeiias perturbaciones en las
condiciones iniciales, m4s atn, es posible mostrar que la solucién es estable
respecto de pequenas perturbaciones en el forzamiento. Estas conclusiones
se siguen de las siguientes desigualdades:

Il < T max 1,0+ ],y

lell < T2 M - mase 1 00|+ 7 - M -] + |

0<t<T

b

donde M = max {o(r,t), r € D, 0 <t < T}, ylanormase define por Cli® =
Jp¢*dr. En forma similar a los resultados del Capitulo 2, aqui se usé
que los operadores diferenciales espactales de (6.1) y (6.5) son positivos-
semidefinidos.

Por otra parte, si se considera la concentracién de la mezcla contaminante
(C = ¢ + ¢), e integramos sobre D las ecuaciones (6.2) y (6.6), es posible
establecer la signiente ecuacién de balance de masa:

%j;cdmigi(t)—/y UncciS—[Dgatr.

Esta ecuacién afirma que la razén de cambio de ]a masa de la mezela conia-
minante en I, depende de la razén a la cual ingresa masa del contaminante
primario, menos la razén a la cual sale de D la masa de la mezcla, menos
la razén de la destruccidn de la masa del contaminante secundario. Lo cual
estd de acuerdo con el fendmeno que se estudia.

Modelo adjunto

Como se menciond en la introduccidn, el objetivo es controlar las tasas de
emisién para mantener la concentracién promedio del contaminante secun-
dario por debajo de su norma sanitaria (J3). Es posible que esta meta sélo
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se requiera cumplir en alguna zona } de especial sensibilidad dentro de [,
por ejemplo, en una zona densamente poblada. Por lo tanto, en el caso mas
general, el objetivo es satisfacer la siguiente desigualdad

1 T
S = dtdr < J3, 6.11
Jﬂ.,'r |Q]'T];I,[i"—fc(r’ ) L ( )

donde | Q | denota el drea de la zona 2, y 7 > 0 es el tiempo durante el
cual se requiere el control. Como se apunté en el Capftulo 4, el control sobre
las tasas de emisién sélo es necesario en el caso de que el modelo de disper-
sién (6.2)-(6.10) tenga un prondstico desfavorable sobre la concentracién del
contaminante secundario, es decir, J3 ;. > J§.

Para satisfacer la condicién (6.11), es necesario escribir J5} , de tal forma
que las tasas de emisién se tengan en forma explicita. Para lograr esto se
considera el modelo adjunto asociado al modelo de dispersién (6.2)-(6.10),

J
—b—g —U-Vg+og—V-(uVg)=p(r,t) en Dx(0,T), (6.12)
g(r,TY=0 en D, (6.13)
L@-FU_Q:O en St (6.14)
! an n ] -
u% =0 en S, (6.15)
I
5 = UVp top—V-(uVp)=Plr,t) en Dx(0,7), (6.16)
p(r,7)=0 en D, (6.17)
dp B +
poe Uwp=0 en St (6.18)
dp -
Hoo = 0 en 5. (6.19)

Donde los forzamicntos en la ecuaciones (6.12) y (6.16) se definen por:
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_ 1_1_ (r,t) eQx(T'—1,T)
p(r”’)‘{ 0 (r,0) ¢ 2 x (T - 1,T) }

Pr,ty=0-g(r,i), reD 0t LT

En forma similar al modelo de dispersién (6.2)-(6.10), este modelo adjunto
tiene solucién iinica, la cual es estable respecto de pequenas perturbaciones
en las condiciones finales y el forzamiento p(r,t). La demostracién de estas
propiedades sélo requiere escribir el modelo de valores finales como un modelo
de valores iniciales, lo cual se logra con el cambio de variable t' =T —¢.

Finalmente, al combinar el modelo de dispersién y su adjunto, es posible
obtener una formulacién alternativa (principio de dualidad), para la concen-
tracién promedio del contaminante secundario,

3, =3 chp(ri,t)Qf(t)dH [ o0 @drt [ o(r,00(x)dr. (6.20)
’ im1 40 D D

Es importante notar que las funciones adjuntas ¢ y ¢ son independientes de
las tasas de emisién (ver 6.12-6.19), y por lo tanto, en (6.20) sélo actuan
como funciones de peso que ponderan las condiciones iniciales y la tasa de
emisién de cada planta industrial.

Las dos 1ltimas integrales en la igualdad (6.20), determinan el impacto
que la distribucién inicial de los contaminantes (primario y secundario), ten-
dr4 sobre la concentracién promedio del contaminante secundario en {}. Si
estas integrales tienen un valor elevado, es posible, que aun cuando las plan-
tas paren totalmentie sus actividades, se viole la norma de calidad del aire
respectiva (J3 ;. > J§). Por lo tanto, las dos iiltimas integrales en la ecuacién
{6.20) son un indicador de cuando es posible satisfacer (6.11).

6.2. Control éptimo
Las estrategias de control desarrolladas en el Capitulo 4 para un contam-

inante primario sc¢ pueden extender en forma inmediata para €l control de
un contaminante secundario, sin embargo, por las ventajas obtenidas con la
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tercera estrategia de control (control éptimo), esta estrategia es la que se
generaliza,
Se define el pardmetro dg como sigue,

fs=Jy -—fD go(r,O)gbo(r)dr—Lg(r,ﬂ)co(r)dr. (6.21)

Este pardmetro caracteriza el conjunto solucién del problema de control en
la siguiente forma.

Si dg = 0, entonces, la vinica opcién para definir las tasas de emisién con
el fin de satisfacer la desigualdad (6.11), es tomar

Q:(t)=0,Vvi y 0<t<T,

es decir, se requiere el paro total de las actividades industriales durante el
tiempo que duren las condiciones atmosféricas adversas.

Si Gg < 0, entonces, aun tomando @; = 0 Vi, ¢l prondstico es que se vio-
lars la concentracién méxima admisible J§ en la regién 2 (no hay solucién al
problema de control), sin embargo, es importante notar que parar la activi-
dad industrial reduce el riesgo de alcanzar niveles téxicos del contaminante
secundario.

El caso mis interesante ocurre cuando &g > §, que corresponde al caso en
que los residuos de los contaminantes primario y secundario, en la atmésfera,
son pequenos para t = 0.

Cuando @s > 0, y se tiene, de acuerdo al modelo de dispersién (6.2)-
(6.10), un prondstico desfavorable, es decir, TN, [ o(r: t)Qi(t)dt > &s,
entonces sc deben de disenar tasas de emisién (@7 = Q;(t)), de tal forma que
permitan que {6.11) se curnpla. Donde @, en la iltima desigualdad, denota
la tasa de emisién con la que usualmente trabaja la industria i-ésima (en
general (;(2) < 6, i=1..N).

Como se apunté en el Capitulo 4, resulta natural disenar las nuevas tasas
Q; de tal forma que aproximen (lo m4s posible), cualitativa y cuantitativa-
mente a las tasas ¢J;, por lo tanto, se buscan en la forma

Qi(t) = Bii(t), i=1L1.N,
donde las 5; son constantes positivas de amortiguamiento. De esta forma,

cada 7 ticne una estructura temporal similar a la tasa original, y por lo
tanto, la fuente industrial puede adaptarse mds fdcilmente a este control.
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Las constantes de amortiguamiento /3; se buscan de tal forma que cada Qf
esté lo més cerca posible a (; (control 6ptimo), es decir, se quiere minimizar
los términos foT () - Qi(t)Y dt; y esto, a su vez, de tal manera que se
cumpla la norma de la calidad del aire respectiva. Por lo tanto, se establece
el siguiente problema de control éptimo,

. 2
man H=3% Qi ig(O,T) (B-1)7,

Eﬁlaiﬁi:asﬁ :
ﬁ120, ﬁ220a 2 :ﬁNZO-

donde a; = f] ¢(r:,1)Q:i(t)dt > 0 parai = 1..N; y como antes, se supone que
con las tasas originales Q; se tiene un pronéstico desfavorable I3, > J§, o
en forma equivalente 3% | a; > &g, con &5 > 0. a; > 0 significa que s6lo se
consideran para el control aquellas fuentes que impactan a la regién () con el
conlaminante secundario.

E] problema anterior se puede escribir en forma equivalente como

sujeto a : {

"}}_n H = Z?; (z: "37?)2 )

. . Efil bir; = @s , :
sjelo a: (2) { 7, >0, 2220, , a5 20,

1

a;
donde z; = HQi”L,(o,T) i, 2l = ”Qi”LQ(o,T) >0,yb=rer>0;
1Qill Log0.7)
ademas, SN, b;z? > @s, y el conjunto C de factibilidad queda definido por
(2)-
De acuerdo al Teorema 4.4, la solucién a este problema de optimizacién
existe y es tnica, ademds, por el Teorema 4.6, las constantes 6ptimas 3]

satisfacen que

Por lo tanto,
Qi) <Quft), i=1..N, 0t <T.

Esto significa que todas las fuentes industriales deben disminuir su actividad
para controlar la concentracién promedio del contaminante secundario.

Para determinar en forma explicila el minimo del problema (1), se debe
considerar la proyeccién ortogonal, derivada de las condiciones necesarias en
el proceso de minimizacién con multiplicadores de Lagranget'®:
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A
I; = .'L"g — —Q'bj, j = 1N, (622)
donde

A _ Limbii —8s (6.23)
2 Ei=l bl2
Con esta cleccién se satisface que Y, b;z} = @s.
En forma similar al problema de control de un contaminante primario, se
debe considerar el siguiente algoritmo de busqueda.

Algaritmo de proyecciones ortogonales sucesivas
Paso I. Siz} > 0para j=1.N, entonces x* € C'y

N N
—VH(X') . (x—x‘) = AZbJIJ —_— AZbJ.'E; = )\ag - Aas = 0,
j=1

i=1

para toda x € C {x # x*). Aplicando el Teorema 4.7 se concluye que x* es
el minimo.

Paso II. Si alguna componente de X* es negativa, entonces se debe redefinir
la proyeccién. Sin perdida de generalidad, supongamos que z; < 0 para
j=1I04+1...N (no todas las componentes pueden ser negativas o cero ya que
as > 0). Se definen z}* = 0 para j =1+ 1... N, y las restantes variables se
toman de la nueva proyeccién con H y C restringidos, es decir,

& 7] -
2} =)~ 55,-, 4 =1.1, (6.24)
¥
! 0_ =~
N i1 bty — as
T _ Zi=1 % — Qs (6.25)
2 Z:£=1 b12

de csta forma se satisface que Z;.v:l bz}’ = @s.
Siz}* > 0 para j = 1.1, entonces x** € C y

N
—VHEX™) - (x—-x")=2 ) = (:r:?— Hb,-), x€eC, x #£x".

i=l+1



Después de observar que Y/, bz} > &g, se deduce usando (6.22) la siguiente
relacién:
] A

—— < -z,
2 2

Con esta desigualdad y (6.22) se concluye que
N
~VH(x") - (x—x"") <2 ) =2 <0,
=141

para toda x € C (x # x*). Aplicando el Teorema 4.7 se concluye que x"* es
el minimo.,

Este algoritmo que calcula proyecciones ortogonales en forma sucesiva
es finito, es decir, a lo mas se deben realizar N proyecciones para calcular
exactamente el minimo buscado (la iltima proyeccién siempre da una variable
positiva ya que &g > 0).

Esta estrategia de control éptimo requiere las soluciones de los modelos
diferenciales (6.2)-(6.10) y (6.12)-(6.19), lo cual es equivalente a resolver cua-
tro problemas diferenciales del tipo (2.1)-(2.5); y de acuerdo a lo desarrollado
en el Capitulo 5, es posible realizar esto en forma eficiente con el esquema de
solucién numeérica de separacién de operadores componente por componente.
Ademss, por el Teorerna 4.8, el algoritmo de proyecciones ortogonales sucesi-
vas, que define las tasas éptimas, resulta ser computacionalmente econémico.
Estas caracteristicas determinan que el control es pesible, en un tiempo breve,
luego de un pronéstico desfavorable.

6.3. Control para sustancias primarias y secundarias

En algunos casos, tanto €l contaminante primario como la especie secundaria
resultan ser sustancias téxicas que se deben controlar, estc s el caso del SO,
y el HySOy4, los cuales forman una mezcla sumamente irritante.

In una situacién de este tipo, se deben considerar los diferentes casos
del prondstico que se obtiene para la concentracién promedio de los conta-
minantes primario y secundarno. Ambos pronésticos se pueden calcular al
resolver el modelo diferencial (6.1)-(6.9), y estimar Jo, y J3, por (2.17) y
(6.20), respectivamente.

Se observan los siguicntes casos considerando que & > 0y @z > 0.
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1.8iJo, <JoyJdi, < J§, entonces no hay necesidad de realizar control, y
las fuentes industriales pueden trabajar con las tasas acostumbradas.
2.81Jg,>Joyd ;‘*;‘,, < J3, entonces sélo se aplica control para el contami-
nante primario, es decir, se reducen las tasas de emisién por control éptimo
para satisfacer la norma de calidad del aire primaria. Es importante notar
que, ya que todas las fuentes industriales reducen su actividad, entonces se
satisface también la norma de calidad del aire secundaria.
3.8iJa, < Joy I3, > J§, entonces sélo se aplica control éptimo para el
contaminante secundario con el fin de lograr que J§ . < J3§; y nuevamente,
se satisface también la norma primaria.
4.8iJo, > Joy I3, > Jg5, entonces se debe aplicar control éptimo para
ambos contaminantes.

Sean

Q) = ArQu(t), i=1...N,
las tasas éptimas definidas para el control primario, y

Qf(t)Zﬁ!SQ‘(t), T':lNa

las tasas dptimas definidas para el control secundario.
Se definan los nuevos pardmetros de amortiguarmento como

B =min{f, 65}, i=1...N.
De esta forma, las tasas de emisién dadas por
Q1) = BQt), i=1.N,0<t<T,

satisfacen ambas normas de calidad del aire, es decir, Jp, < Joy J 3; < JOS .

Si por el contrario, se tiene que & < 0 6 s < 0, entonces todas las
fuentes contaminantes deben parar actividades, es decir, se toman las tasas
de emisién como

Qt)=0,i=1...N,0<t<T,
y aun de esta forma, es posible que se pucda violar alguna de las normas
sanitarias (& < 0 6 as < 0).
Esta eleccién parece muy restrictiva, sin embargo, se debe recordar que

s6lo se aplica durante el tiempo con condiciones atmosféricas adversas {que
impiden una adecuada dispersién).
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Conclusiones

En este trabajo se han formulado modelos matematicos de dispersién de
sustancias contaminantes en la atmdsfera, y los correspondientes modelos
adjuntos, los cuales, junto con su versién numérica, no sélo presentan bue-
nas caracteristicas mateméticas como son existencia, unicidad y estabilidad
de las soluciones, sino también un adecuado comportamiento fisico, ya que
satisfacen la ecuacién de balance de masa.

Estos modelos permiten realizar estimaciones duales (directas y adjuntas)
de la concentracién promedio de un contaminante (primario o secundario) en
una regién de importancia ecolégica. Con esta informacién, y con la solu-
cién de los modelos adjuntos, se han formutado estrategias de control, a
corto plazo, para las tasas de emisién de las fuentes industriales. Una vez
que el modelo de dispersién ha realizado un prondstico desfavorable con las
tasas de emisién usuales de las fuentes puntuales, estas estrategias de con-
trol construyen nuevas tasas de emisién {controles} que permiten mantener
la concentracién promedio de las sustancias, primarias o secundarias, por
debajo de las normas sanitarias correspondientes.

En el desarrollo de estas estrategias de control se establecieron pardmetros
(& y @) que indican si es 0 no posible el control adecuado de las sustancias
contaminantes, y que a su vez, caracterizan el espacio de soluciones para el
problema de control. Destaca en estos pardmetros su dependencia con la
norma sanitaria de la sustancia por conirolar, y con la distribucién inicial
de las especies contaminantes. Fsta relacién indica la necesidad de conocer
correctamente el estado inicial de los contaminates atmosféricos para poder
definir la solucién del problema de control, y por lo tanto, se demuestra la
importancia de una adecuada red de monitoreo atmosférico que proporcione
dichos datos iniciales, con el fin de atender correctamente el problema de
control a corto plazo.

Se concluye también que, el control de un contaminante primario no im-
plica el control de una sustancia secundaria (y viceversa), ya que las normas
sanitarias respectivas, los coeficientes de reactividad y la distribucién inicial
de dichas especies, en general, son diferentes. Por lo tanto, como se demostré
en la seccién 6.3, es necesario realizar control para cada sustancia y hacer
compatibles las tasas definidas.

s importante destacar que, ¢l control a largo plazo de sustancias con-
taminanles no implica necesariamente cl control de corto plazo. Esto indica
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que las estrategias de control, como las desarrolladas en este trabajo, deben
ser parte de una politica general de control de emisiones que complemente
los aspectos de corto y largo plazo.

En este trabajo se presentan tres estrategias de control, y con éstas, una
técnica para generar una gran cantidad de controles (control convexo), todos
ellos matematicamente correctos. Esta diversidad representa una ventaja
para las industrias, ya que les permite elegir su forma de operacién entre los
posibles controles.

Entre las estrategias que se presentan destaca el conirol dptimo, ya que
ofrece tasas de emisién gue est4n lo més cerca posible, tanto cualitativa como
cuantitativamente, a las tasas originales. Esto también representa una ven-
taja para las industrias, ya que la restriccién se caracteriza por la disminucién
en un porcentaje del ritmo de trabajo (1 — ;) y no por la modificacién total
de la forma de operar.

Otra caracteristica relevante en el control éptimo es su gran velocidad
para determinar las tasas de emisién con que deben operar las industrias
(Teorema 4.8), lo cual es un requisito indispensable en el control de corto
plazo.

Todas las estrategias de control que se han presentado tienen como base
un modelo bidimensional de dispersién. Dicho modelo se justifica para even-
tos de gran estabilidad atmosférica, que es cuando comiinmente se debe rea-
lizar el control de las emisiones industriales. Sin embargo, es importante
observar que la dimensién del modelo de dispersién no debe considerarse
como una limitante de las ideas expuestas sobre control, ya que la extensién
de todas las estrategias es inmediata para un modelo lineal tridimensional,
que satisface condiciones de frontera generalizadas con respecto a las usadas
en este trabajo. Un modelo de este tipo ya estd desarrollado, y se presenta,
junto con el principio de dualidad correspondiente, en [39] y [41].

Finalmente, se debe observar que, establecer politicas de control de emi-
siones para los diferentes contaminantes atmosféricos, a corto o largo plazo,
resulta ser un problema sumamente complejo debido al gran mimero de va-
riables que estdn involucradas (meteorolégicas, de reactividad, del inventario
de emisiones, dcl monitoreo atmosiérico, de cooperacién de las industrias, de
metas econémicas y ecoldgicas, etc.). Por esta razén, los modelos matemati-
cos que integran esta informacién, en forma parcial o total, aun cuando
generan politicas 6ptimas, no son totalmente acertados(®%, y s6lo deben ser
considerados como una guia o un indicador para establecer las politicas reales
de control. Esta conclusién es vélida aun para grandes modelos integrados
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de estimacién, como el IIASA RAINS, el cual ha sido destinado, en afios
recientes, para desarrollar politicas de control de SO, y NO, en Europa. Sin
embargo, no se debe olvidar que, aun con las limitaciones que pueden tener
los modelos de control, éstos nos permiten hacer proyecciones y disponer de
alternativas para la toma de decisiones, lo cual resulta ser de un gran valor
si se considera que la ausencia de un pronéstico temprano y la falta de una
adecuada limitacién de las emisiones ya han provocado eventos de gran im-
pacto en la poblacién, como los que se presentaron en Londres en diciembre
de 1952, enero de 1956, y diciembre de 19574 los cuales fueron eventos de
corto plazo (cinco dias), caracterizados por bajas temperaturas e inversiones
térmicas, que provocaron un gran incremento en los decesos por la presencia

de SO, y particulas.
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Apéndice

Se desarrollaron programas de cémputo para aplicar el esquema de solu-
cién numérica (5.11), simétrico y de orden dos, a los modelos diferenciales
(2.1)-(2.5) y (3.2)-(3.5) descritos respectivamente en los Capitulos 2 y 3. El
lenguaje que se usé fue el de MATLAB, que es un lenguaje de cuarto nivel.

MATLAB es un ambiente de computacién técnica que combina célculos
numéricos, graficacién avanzada y visualizacién, y un lenguaje de progra-
macién de alto nivel. El nombre MATLAB significa matriz laboraiory y fue
originalmente creado para dar un f4cil acceso al software de algebra lineal
numérica desarrollado por los proyectos LINPACK y EISPACK, los cuales
representan el estado del arte del software en este campo.

Las caracteristicas m4s importantes de MATLADB por las que se eligi6
para aplicarlo al problema de control de emisiones industriales son:

(1) Continuidad entre el tipo de datos. Esto significa que no hay conflicto
entre la combinacién de datos enteros, reales y complejos. De forma interna
todos los datos se manejan como reales en doble precisién, lo cual hace més
exactos todos los cdlculos.

{2) Mayor amplitud del intervalo de mimeros de punto flotante. Esto significa
gue el intervalo de mimeros positivos [Lmin; Tmax] que pueden usarse en los
cdlculos es mayor. En una PC- Pentium II (HP) el intervalo es [4.5¢ —
324,9.9¢ + 307).

(3) Amplia biblioteca matemética. MATLAB contiene m4s de 500 funciones
mateméticas cuyos argumentos pueden ser arreglos.

(4) Herramientas integradas de graficacién y visualizacién de datos .

(5) Transportabilidad de los programas y vinculacién con los lenguajes C
y FORTRAN. Esto significa que los programas desarrollados son indepen-
dientes de la plataforma de hardware, ademds de que es posible establecer
comunicacién entre MATLAB y rutinas de C o FORTRAN.

Los siguientes listados son los programas en MATLAB para resolver los
modelos de dispersién y su adjunto con el esquema numérico (5.11) descrito
en el Capitulo 5. Eslos programas permiten hacer las estimaciones, directa
y adjunta, del valor promedio del contaminante en zonas de importancia
ccolégica, y al mismo tiempo, construyen las tasas de emisién adecuadas
(estrategias de control) a fin de lograr

I5(8) < J§.

115



FEEEELRBAERSRLLALVRALIIDALLBELTLLALLLRLLLLLIIRBAIALLIABLLLILRLLRORIRAGREY

PROGRAMA PRINCIPAL ADJ2D

Reguelve el modelo adjunto por separacién de operadores,
y construye las tasas de emisién con las estrategias de
control

Parametros de discretizacién:

m=divisiones en Y

tap=paso en tiempo

nt=numero par de niveles de tiempo por simular
AL AERRAPTLALT AR LR REAL R ARLRURARRALARRARSEARARLELRALRARLLRRLLRNY
%Pardmetros del modelo

8ig=0.36;

miu=1.8;

norsan=210;

deltal=5200;

deltaZ=3500;

gaml=deltal/(deltal+deltaZ};

gam2=delta2/(deltal+deltal);

o Of OF OPF P oOF OF of oP

%
%
%
%
%
n=divisiones en X :
%
%
%

%Regidn de estudioc D=[0,Xmax)x{0, Ymax]
¥Xmax=3.0;
Ymax=3.0;

$Coordenadas del sitic de emisién
pxl=1.5;
pyl=0.2;
px2=0.6;
py2=2.0;

$Regibn de importancia ecolégica
$0megan[Cmuxmin, Omxmax] x [Omymin, Omymax]
Omxmin=1.0;

Omxmax=2,.0;

Oomymin=1.0;

Cmymax=2.0;

area= (Omxmax-Omxmin) * (Omymax-Omymin) ;

$Intervalo de tiempoc ([0,etal donde actua el
tforzamiento, y contador final

T=tao*nt;

eta=T;

kfin=roundieta/tao};

tTiempo de cémputo
t0=cputime;

%Definiciébn de la malla en la regién D
dx=Xmax/n;

dy=Ymax/m;

x=linspace (dx/2,X¥max-(dx/2),n};
y=linspace (dy/2,Ymax- (dy/2),m};

iCoordenadas enteras del sitic de emisién
lxl=round({pxl/dx + 0.5);
lyl=round{pyl/dy + 0.5);
1x2=round(px2/dx + 0.3);
ly2=round{py2/dy + 0.5);

$Coordenadas enteras de la regién Omega
ijini=round{Omxmin/dx + 1);
ifin=round(Omxmax/dx};
jini=round(Omymin/dy + 1);

jfin=round (Omymax/dy} :

$Concentracién inicial del contaminante, y memoria

QP



$Estimacién de la ceoncentracién promedio del
fcontaminante en Omega al tiempo cero

k=0;

ro=zeros(l,nt+l);

if xinf==
ro({l)=integra(C,iini,ifin,jini, jfin, dx,dy}:

end

AEBAALEIREL LA REDERILIRERRRRTLLLRLESRRLRRRARRRRLLRLSROLLBRLLLLLLRLLLLRLS
%Selucién por separacién de operadores
%
bgt=round{nt/2);
for kk=1:bgt
%

for j=l:m

sepx;
end

k=2*kk~1;

for i=i:n
sepy;
end

if k>=kinf
ro{k+1l)=integra(C,1ini,ifin, jini,jfin, dx,dy};
end

k=2*kk;

for i=l:n
sepy;
end

for j=1l:m
sepx;
end

if k»=kinf
ro({k+l)=integra{(C,iini,ifin,jini,jfin,dx,dy);
end

end

FEHEAEARTAARALARRLRRRLILRLRRRLLVTLRILRSLL LI RARARLATLLEIRALTIRIERS

$Calcule de la concentracidn promedio del contaminante

$en la regién de importancia ecolégica Cmega

ro=2*ro;

ro{kinf+l)=ro(kinf+1)/2;

ro{nt+l)=ro{nt+l)/2;

conpro=sum(ro};

conpro=conpro*tac/ (2*eta*area);

%Resultados numéricos de tiempo de cémputo y concentracién promedio

disp('Tiempeo de cémputo en segundos:'),disp(cputime-t0)

disp('Concentracién promedio del contaminante en Omega:')

disp (conpro)

$Procesamiento de imagenes

cs=contour{x,y,C"',100};xlabel{'x (km)');ylabel('y (km)'};...
title('Concentracitn de didxido de azufre (T= (hr)'),disp{T):

clabel (cs, 'manual’}

pause;

surf(x,y,C'},xlabel{'x (km)'),ylabel('y (km)'},...
zlabel ('Concentracién de diéxido de azufre (miugr/m3)"')

pause;

pcolor(x,y,C’},xlabel('x (km)'),ylabel{'y (km}'},...
title('Distribucién de didéxido de azufre')

$FIN de TCONT
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PEERALER T RRLRRREERRR LSRR LILOEI LU RLRBLIRLILRRNAILILRRRRELILYLY

PROGRAMA PRINCIPAL TCONT %

Resuelve el modelo de dispersién por separaciédn de operadores, %

y estima la concentracién promedio del contaminante en Cmega %

Parimetros de discretizacidn: %
n=divisiones en X L]
m=divisiones en Y %
tao=pasc en tiempo %
ng=nimero par de niveles de tiempo por simular ]

LEALLLRLRABLALRLLLBALRERADRLLLREALERRARIBRATILRLLISLIRLDIBLBALLDLLLAGY

tPardmetros del modelo

sig=0.0;

miu=0.8;

Ea R

%Regidn de estudio DP=[0,Xmax]x[0, Ymax]
Xmax=4.0;
Ymax=4.0;

$Coordenadas del sitio de emisién
px1=1.5;
pyl=1.6;
px2=1.0;
py2=1.6;

$Regién de importancia ecolégica
$0mega=[Omxmin, Omxmax) x [Omymin, Omymax]
Omxmin=0.0;

Omxmax=4,0;

" Omymin=0.0;

Oomymax=4.0;

area= (Omxmax~Omxmin) * (Omymax-Omymin) ;

t$Intervalo de tiempo [T-eta,T] para calcular la concentracién
$promedio del contaminante en Omega, y contador inicial
T=tao*nt;

eta=T;

kinf=round{{T-eta)/tac);

$Tiempo de computo
t0=cputime;

$Definicidén de la malia en la regidn D
dx=Xmax/n;

dy=Ymax/m;

x=linspace {dx/2,Xmax- (dx/2),n);
y=linspace(dy/2, Ymax— (dy/2),m);

%Coordeﬁadas enteras del sitic de emisién
lxl=round(pxl/dx + 0.5);

lyl=round(pyl/dy + 0.5);
1lx2=round(px2/dx + 0.5);
ly2=round(py2/dy + 0.5};

%Coordenadas enteras de la regién Omega
iini=round{Omxmin/dx + 1);
ifin=round{Cmxmax/dx) ;
jini=round{Omymin/dy + 1);

jfin=round {Cmymax/dy) ;

%Concentracién inicial del contaminante
for i=1l:n
for j=l:m
Cli,j)=conind(x(i),¥y(3});
end
end

CIIr)



tpara la solucidén adiunta en el sitioc de emisién
C=zeros(n,m);
gl=zeros(l,nt);
g2=zeros{l,nt);
PREEERLEEAARLIALARLLLDRAALIRLLIHLEILLRLLRASLERLRSLRARRRBRLRLILLENY
¥S5o0lucién por separacién de cperadores
%
bgt=round{nt/2);
for kk=l:pbgt

%

k=2*kk-1;

for j=1:m
9epX;
end

for i=1l:n
sepy;
end

glint=(k=1)}=C{1lxl,1lyl};
g2{nt-(k-1)}=C{lx2,1ly2}:
%

k=2*kk;

for i=l:n

sepy:
end

for j=1l:m
sepx;
end

gl (nt-{k-1})=C{lxl,1lyl};
g2 (nt=-(k-1})=C{1lx2,1y2);

end
FEATSSEELLIRLRRTUASEALABLUANEBIAVIRLLLABLLLARAULINBINVLEAIHASIRILEBLTLLS
$Impacte de la distribucién inicial, y parémetro Alfa
3=0;
for i=1:n

for j=l:m

sestconini{x (i), y(j)}*C{i,j};

end
end
a=dx*dy*s;
cdi=s;
disp('impacto de la condicién inicial:'},disp(ecdi}
tAlfa
norsansnorsan-cdi;

LHLELLIRRLELLHLRLRLALABVBATLRLAVVRVARAILBLALE0BLLLLRBLBLBLLLALBLLE000548
$Primera estrategia de control

s=0;
for k=2:nt

g=3 + 2*({gl{k})"2};
end

s=(tao/2}*{(gl{1)}"~2 + 8};

Qll=gaml* (norsan/s)*gl;

0ll({nt+1)}=0.0;

Ql1l=min(Qll,deltal);

vdt=linspace (0, T,nt+l};

plot (vdt,Qil),xlabel ('T (hr)'},ylabel ("TASA DE EMISION (kg/hr)'},...
title({"PRIMERA ESTRATEGIA DE CONTROL Q11'),grid

pause;

8=0;

CIv)



for k=2:nt
5=s + 2*({g2(k)}"2);

end

s=(tao/2)* ((g2(1))*2 + 8);

Ql2=gam2* (norsan/s} *g2:

Q12 (nt+1)=0.0;

Ql2=min{Ql2,delta2};

vdt=linspace {0, T,nt+l);

plot{vdt,012),xlabel {'T (hr}'),ylabel('TASA DE EMISION (kg/hr)'),...
title{'PRIMERA ESTRATEGIA DE CONTROL Ql2'),grid

pause;

tConcentraciédn promedio con Q11 , Q12, y cdi
conpro=0; :
s=0;
for k=2:nt
s=s5 + 2*gl(k)*Ql1l(k);
end
s=s + gl{i})*Qi1l(1);
conpro=tac*s/2;
s=0;
for k=2:nt
s=3 + 2*g2{k)*Q12(k);
end
s=s + g2{1)*Q12(1);
conpro=conpro+ (tac*s/2)+cdi;
disp('Concentracidn promedic en Omega usando Qll y Ql2:')
disp (conpro)

E R A A A A A L L A A AR Rt ]
$Segunda estrategia de control
I=0;
for k=2:nt
if gl(k)>=0.001
I=al+l;
end
end
I=I*tao + tao/2;
for k=1:nt
if gl(k)>=0.001
Q21 (k)=min (norsan/(I*gl(k)},deltal};
else
021 {k)=deltal;
end
end
021 {nt+l)=deltal;
Q21l=gaml*Q21;
piot (wvdt,Q21),xlabel{'T {hr)"'}),ylabel{'TASA DE EMISION {(kg/hr)'},...
title('SEGUNDA ESTRATEGIA DE CONTROL Q21'),grid
pause; :
I=0;
for k=2:nt
if g2(k})>=0.001
I=I+1;
end
end
I=I*tao + tac/2;
%
for k=l:nt
if g2(k)>=0.001
Q22 (k)=min{norsan/(I*g2(k)),delta2);
else
Q22 (k)=delta2;
end
end
Q22 (nt+1}=deltaZ;
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Q22=gam2*Q22;

plot{vdt,022},xlabel('T (hr)'},ylabel('TASA DE EMISION (kg/hr}'}),...
title{'SEGUNDA ESTRATEGIA DE CONTROL Q22'),grid

pause;

$Concentracidn promedio con 021, Q22, y cdi
conpro=0;
s8=0;
for k=2:nt
s=3 + 2*gl (k}*021(k);
end
s=3 + gl{1)*Q21(1);
conpro=tao*s/2;
5=0:
for k=2:nt
s=3 + 2*g2(k}*022(k);
end
s=s + g2(1}*Q22(1);
conpro=conpro+{tac*s/2)+ cdi;
disp('Concentracién promedio en Omega usando Q21 y Q22:')
disp (conpro)

FEEEEITANLRSRILLIGRALLIRLSRILALRTLLLRRTLRRIRURLRARALRIILARBRLRBLRLRLY
%Tercera estrategia de control
8=0;
for k=2:nt
s=8 + 2*gl{k)*tasal{{k-1}*taa);
end
s=s + gl{l)*tasal(®);
al=tao*s/2;
8=0;
for k=2:nt
swg + 2+g2(k)*tasa2((k-1}*tao);
end
s=s5 + g2{l)*tasaz2(0);
a2=tao*s/2;
s=0;
for k=1l:nt-1l
s=8 + 2*((tasal(k*tao))"2};
end
n3l=(tao/2)*(s+ (tasal(0))"2+(tasal(T))"2);
9=0;
for k=l:nt-1
s=8 + 2*{(tasaz({k*tao))"2);
end
n32=(tao/2}* (s+ (tasa2{0))"2+(tasa2(T))"2};
lamda=({al+a2-norsan) / ({al~2/n3l) +(a2“2/n32),
betal=1.0-lamda*{ al / n3l);
beta2=1.0-lamda*( a2 / n32);
for k=l:nt+l
gt {k)=tasal((k-1)*tao):
end
for k=l:nt+l
g2{k)=tasa2((k-1) *tao);
end
Q3l=betal*ql;
Q32=beta2*q2;
plot{vdt, qi, vdt,031),xlabel('T (hr}'},...
ylabel ('TASA DE EMISION (kg/hr}'),...
title('TERCERA ESTRATEGIA DE CONTROL Q31'},grid
pause;
plot{vdt,q2, vdt,Q32), xlabel ('T (hr}'),...
ylabel ('TASA DE EMISION (kg/hr}*),...
title{'TERCERA ESTRATEGIA DE CONTROL Q32'),grid
pause;

vio



$Concentracidén promedio con @31, Q32, y cdi
s=0;
for k=2:nt

g=g + 2*gl{k)*Q31{k);
end
s=s + gl{l)*Q31(1);
conpro=tao*s/2;
5=0;
for k=2:nt

s=g + 2*g2(k)*032(k};
end
s=s + g2(1)*Q32(1);
conpro—conpro+{tao*s/2)+cd1,
disp('Concentracién promedic en Omega usande Q31 y Q32:')
disp (conpro)

FRELRLRLALLRALRALLBLLERAVLLULLBLLLALBLUSALLALLIVBLLLILILLLLLLLIBLLRLBEREY
$Tiempo de c¢cémputo y ccncentracién promedio con las tasas originales
conpro=0;
a=0;
for k=2:nt
s=8 + 2*gl(k)*tasal({k-1)*tao);
end
s=s + gl(l)*tasal(0):
conpro=tac*s/2;
%
s=0;
for k=2:nt
g=g + 2*g2i{k)*tasa2((k-1)*tao);
end
s=5 + g2(1}*tasa2(0);

conpro=conprot (tao*s/2) +cdi;

disp('Tiempo de cdmputo en segundos:'),disp({cputime-t0)
disp('Concentracién promedic del contaminante en Omega:')
disp(conpro)

$Procesamiento de imagenes

cs=contour{x,y,C*,50) ;xlabel ("X (km)');ylabel('Y (km)'"};...
title({'Contornos de nivel para la adjunta en t=0');

clabel {cs, 'manual')

pause;

surf(x,y,C'),xlabel ('x (km}'},ylabel('y (km)"),...
zlabel ('Solucidén adjunta en t=0')

pause;

peolor (x,y,C'),xlabe2 ('x (km}'),ylabel{'y (km)'),...
title('Vista aerea de la adjunta en t=0')

$FIN de ADJZD

FEIAAEREBIRRRLRRLRLRULRLRLLNRLLRLLLLARRATLARIARLSRLRILTIRARSUTRRORRLLRERS

% . SUBRUTINAR SEPX %
% Resuelve el problema unldlmenSLOnal en X %
% Usa los datos de discretizacién globales %

FEPBRLRITARILLLLRINRILEHILILRALALRRONLRRE AR LRESRRAPRRRRRERRLRIRARRRALRRES
%Calculc de las condiciones de frontera
u=velx(0,y(3));
if u<=0Q

alf=l;
else

alf={miu/dx - u/2)/{miu/dx + u/2);
end
u=velx (Xmax, y{j)};
if u>=0

bet=1;
else

bet=(miu/dx + u/2)/(miuv/dx - u/2);

CARD]



end

%Calculo de los coeficientes de la matriz
%en el problema semidiscreto
for i=i:n
ax{i}=-miu/{dx"2) - velx(x(i}-{dx/2),¥(j)}/(2*dx);
bx (i}=sig/2 + 2*miu/(dx"2};
cx{il}=-miu/{dx*2) + velx(x(i)+(ax/2),¥(j)}/(2*dx);
end
bx(l)=bx(1)+alf*ax(i};
bx (n)=bx [n)+bet*cx{n);

tConstruccidén de la matriz tridiagonal
%para el problema semidiscreto

ax=ax';

bx=bx';

cx=cx';

Ax=spdiags([cx bx ax],[-1,0,1),n,m)";

$Solucién del problema semidiscreto
%$con el esquema de Crank-Nicolson
Ax=(tao/2) *Ax;

bx=C{:,3);

bx=bx-Ax*bx;

for i=l:n
Ax(i,i)=1+Ax(i,1i);

end

ax=Ax\bx;

%Almacenar la sclucién de la nueva concentracién
Cl:,j)=ax;

tLimpieza de memoria
clear ax;

clear bx:

clear cx;

clear Ax;

LFIN de SEPX

FREELRREATRRALAULARBRAUTELLIRBBAATLILLRULITLRRIALDLRTTROBIRLERLRRERRRRER%Y

% SUBRUTINA SEPY %
% Resuelve el preblema unidimensional en Y %
% Usa los datos de discretizacién globales %

FEEEEARARBRLBRVLRLADRLLLRLAULDLAIRAVLALDILVILRDADVLLLIALTOBLT0B2002009880%

$Calculec de las condiciones de frontera
v=vely(x(i},0);
if v<=0

alf=1;
else

alf=(miufdy -.v/2)}/{miu/dy + v/2);
end
v=vely(x (1), ¥max);
if w>=0

bet=1;
else

bet=(miu/dy + v/2)/{miu/dy - v/2);
end

%Calculoc de los coeficientes de la matriz
%en el problema semidiscreto
for j=1:m
ay(j)=-miu/{dy*2) - velyix[i),y(F)-{dy/2}}/(2*dy);
by(j)=8ig/2 + 2*miu/{dy*2);
cy(j)=-miu/(dy*2} + vely(x{i),y(j)+{dy/2))/(2*dy);
end

(WIT1)



by(li=by(l)+alf*ay(1);
by (m) =by (m) +bet*cy (m) ;

$Construccién de la matriz tridiagenal
fpara el problema semidiscreto

ay=ay';

by=by':

cy=cy';
Ay=spdiags{([cy,by,ay].[-1,0,1],m,m)";

$Solucién del problema semidiscreto
tcon el esquema de Crank-Nicolson
Ay=(tao/2)*Ay:

by=C(i,:):

by=by';

by=by-Ay*by;

$

if i==1x1
by(lyl)=by{lyl) + tac*tasal(k*tao-{tao/2))/{dx*dy);
end
if i==1x2
by(ly2)=by(ly2) + tao*tasa2{k*tao-(tao/2})/(dx*dy);
end
%
for j=1:m
Ay (3, 3)=1+Ay (3, ]3);
end
ay=Ay\by;

%Almacenar la solucidén de la nueva concentracidn
C{i,:)=ay"';

tLimpieza de memoria
clear ay;

clear by;

clear cy:

clear Ay:

RFIN de SEPY

SEELLRRLARILLRLARRLALLALALLBARLALVLLUILLRIYIALIUILLLIBLBIL99 P40 0088848%
% FUNCIONES AUXILIARES %
FEEERTERALRILRLLRLARURALUALRINRALAIHITOLLVALALRIIDUDIGILILLAEITRREREA90%9%

function S=integra{C,iini,ifin,jini,jfin,dx,dy)
%Aproximacién de la integral doble sobre
$la regién de importancia ecolégica Omega
5=0;
for l=iini:ifin

for ll=jini:jfin

§=S+C(1,11);

end
end
S=dx*dy*S5;
FIRBERRLERARALERARRALRLRLRRANRERRRBERLRIEIEUBADLORB VIR RILLRAIARRALERLY

function ci=conini{xi,yj)

$Funcién escalar que determina la concentracidn

$inicial del contaminante en la regidén D
$ci=0.0000036*exp (~ [xi~0.5) 2= {yj=0.5)"2};

$ci=175%exp{- (®1i=1.5)"2« (yj=-0.2)"2)+125*%exp (- (xi-0.6)"2-(yj-2.0}*2);
ci=0.0;
FEETELAEEERRLRLLRLLULRLDLAALVVLLELBELLALBILLIRERIHAALALELRBLRLLLRARRGLES

function gl=tasal({tk}

%Tasa de emisidn del contaminante
$ql=10/{1+(tk)"2};

CIxXD)



$q1=0.0000036;

2q1=0.0;

$gq1=3.8;

8ql=4.0;

if {tk>=0.0 & tk<0.5)
g1=10000.0*tk;

end

if (tk>=0.5 & tk<=7.0)
ql=5000.0;

end

if (tk>7.0 & tk<=8.0)

ql=5000.0-5000.0*{tk-7.0};
end
BERRREORALBEEURLLARARBRLALLRLLLIRLLRLRRBLLIGLRSRLLRLLLLL98508000Y

function g2=tasal(tk)
%Tasa de emisién del contaminante
¥g92=10/{1+{tk)"2};
$q2=0.0000036;
2q2=1.5;
%g2=3.8;
$q2=4.0;
if (tk>=0 & tk<0.5)
q2=5000,0*tk;

end

if {£k>=0.5 & tk<=1.0)
q2=2500.0;

end

if (tk>»1.0 & tk<1.5)
q2=2500.0+(tk-1.0}*2000.0;

end

if (tk>=1.5 & tk<=7.5)
q2=3500.0;

end

if (tk>»7.5 & tk<=8.0) v

q2=3500.0+7000.0*{7.5-tk}:
end
PRRELRLDRALRARRLRLNERLALRAALLLABLLLNAZARRLARLALLELULPA9L04590833888%00%%

function uevelx(xi,yj}
%Componente de la velocidad en X
fu=-0.5;
$u=-pi*sin{pi*xi)*cos(pi*yj)/2;
fu=-2*{xi-0.5);
$u=-1_2*xi*cos{xi*yj};

tu=0.00;

%u=-0.5*xi;

tu=-1.0;

u=1l.5;

FRAERRRRRRR T AR R R PR RN AR R AR E R R AR R R R RN RS RERTLTRRBRRLRERS

function vevely(xi,v3i)
$Componente de la velocidad en Y
#v=0.5;
$v=pi*cos{pi*xi)*sin(pi*yj) /2;
fv=2+(yj-0.5}:

Sv=1l.2*yj*cos (xi*yj);

$v=0.00;

Sv=0.5%*yj;
$uy=—1_5*{xi-1)*(xi-1};

v={10/12) *xi;
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