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Introduccion

La tematica de esta tesis pertenece a la Teoria de los Conti-
nuos. Para cada nimero s en {0,2] existe una tnica funcién de
[0,1] en [0,1] que en los puntos 0 y 1 toma el valor 0, en 3 el
de § y es lineal en [0,3] v en [3,1]. Asi, a partir de los pun-
tos en el intervalo [0,2], se construye una familia de funciones,
conocida como la familia de las tiendas. Los resultados que se
presentan en este trabajo, constituyen una recopilacién de cier-
tas aportaciones que se han hecho para resolver el problema de la
clasificacién de los continuos que son limite inverso de intervalos

con funciones de ligadura en la familia de las Tiendas.

Ya que, como probaremos en el primer capitulo, el limite in-
verso correspondiente a un punto en [0,1) es a su vez un punto,
dicho problema de clasificacidn, se reduce a la consideracién de
los pardmetros en [1,2]. Uno podria pensar que dos pardmetros
lo suficientemente cercanos en este intervalo deberfan dar lugar
a dos limites inversos homeomorfos, al menos localmente. Sin
embargo, se ha demostrado una hipétesis opuesta: En cualquier
abierto de [1,2] podemos encontrar dos pardmetros tales que
cada uno de los dos limites inversos relacionados con dichos
pardmetros, contiene un subcontinuo indescomponible; y si to-
mamos cualquier par de vecindades cerradas en estos dos conti-
nuos indescomponibles, resultan ser topoldgicamente diferentes.

En 1991, Stu Baldwin le pregunté a Tom Ingram si existen
dos pardmetros distintos en el [1,2] que produzcan dos limites
inversos homeomorfos. Sobre esta pregunta se han obtenido
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varios resultados parciales. Algunos de éstos -entre los cuales
se encuentra un primer desarrollo de las ideas descritas en el
pérrafo anterior- se exponen en este texto.

Este proyecto esté dirigido a los estudiantes de licenciatura
en Matemdticas que han tomado al menos un curso de Topologia
General pero que no necesariamente estdn familiarizados con la
Teoria de Continuos o de Limites Inversos.

En el primer capitulo se introducen las definiciones y algunos
ejemplos de continuos y de limites inversos, y se prueban algunos
resultados que constituyen herramientas ttiles para los capitulos
subsecuentes. A partir de cada pardmetro s € [0,2] se define
una funcién Tienda, con la cual se construye el lfmite inverso
con dicha funcién como ligedura. Se demmestra que cualquier
Ifmite inverso generado por un parimetro s € [0,1) es un punto,
¥ que el limite inverso que produce el niimero s = 1 es um arco.
Por dltimo, se introduce la nocién de indescomponibilidad y se
demuestra que con el pardmetro s = 2 se construye un continuo
indescomponible, conocido como el continuc de Knaster.

En el segundo capitulo se da una descripcién topoldgica muy
general de los limites inversos creados con los pardmetros en
(1,2). Se demuestra que los espacios correspondientes a parame-
tros en (v/2,2), son siempre un rayo topoldgico cuyo Hmite es
un subcontinuo indescomponible. El ntimero s = /2 genera
un rayo topoldgico que converge a la unién de dos continuos de
Knaster que tienen al punto extremo en comin. Los elementos
de (\*/Q, \/5) producen un rayo topolégico gue tiende a la unién
de otros dos rayos, los cuales parten de un mismo punto y cada
uno de eilos se aproxima a un subcontinuo indescomponible. Y
en general, cada limite inverso que corresponde a un ndmero
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LT 1 .. -
real en ( V2, 2\/5), es la unién de 2" subcontinuos homeo-

morfos al indescomponible generado por s*°, més 2! — 1 rayos
topoldgicos. Si el punto es exactamente s = *V/2, en lugar
de cada uno de estos subcontinuos indescomponibles tenemos la
unién de dos continuos de Knaster con el mismo extremo. Es-
tos hechos se prueban en (I2], pero nosotros hemos elegido un
camino diferente para hacerlo.

Los resultados del Capitulo 2 nos permiten concluir que, en
caso de que existan 2 pardmetros distintos en [1,2] cuyos limites
inversos correspondientes son homeomorfos, entonces por fuerza
lo mismo ha de ocurrir para dos diferentes pardmetros en (v/2, 2.
Por esta razén, los siguientes capitulos -y los péarrafos en esta
introduccién que los refieren-, se restringen a este intervalo.

El Capitulo 3 se ocupa del comportamiento de las érbitas del
punto xz = % bajo algunos elementos de la familia de las tien-
das. Se identifican tres conjuntos de pardmetros en (v/2,2]: los
pardinetros para los cuales la 6rbita de z = % bajo la correspon-
diente funcién tienda contiene a %, aquellos para Ios que dicha
drbita contiene a un punto fijo, y por tltimo los pardmetros para,
los que el punto 5 genera una érbita densa en [72 (1), T, ()]
Los pardmetros del primer tipo se denominan periédicos, los del
segundo prefijos y los del tercero densos. Se prucba que tanto el
conjunto de pardmetros periédicos como el de prefijos son den-
sos en (/2 2], y que los pardmetros densos forman un conjunto
Gs en el mismo intervalo. El contenido de este capitulo ests
basado en [BR-D-O-T1.

En el Capitulo 4 -cuya investigacion est4 centrada en [B-MAJ-
se ve que las propiedades dindmicas de las funciones tienda con-
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llevan informacién acerca de las caracteristicas topoldgicas de
los limites inversos que generan. Especificamente, se utiliza el
hecho de que la cantidad de puntos extremos de un espacio es
un invariante topol6gico para poder diferenciar entre algunos
de estos limites inversos: cada pardmetro periédico genera un
limite inverso con tantos puntos extremos como el periodo de
la érbita de z = % -10 cual es una cantidad finita y mMayor que
cero-; los continuos construidos a partir de un pardmetro prefijo
no tienen puntos extremos; y el conjunto de puntos extremos
de un espacio producido por un pardmetro denso, constituye un
conjunto denso en tal limite inverso. También se hace notar que
para cada abierto contenido en (v/2, 2] existe una infinidad de
enteros positivos que son el periodo de -;— bajo alguna funcién

tienda construida a partir de algiin pardmetro en dicho abierto.

Estos hechos, y los resultados presentados en el Capfitulo 3
nos permiten concluir que los pardmetros de cualquier intervalo
0o degenerado contenido en [1, 2] generan una familia de Kmites
inversos, dentro de la cual podemos encontrar al menos una can-
tidad numerable de continuos topolégicamente diferentes. Asi,
se puede establecer una clasificacién parcial de los continuos que
son limite inverso de intervalos con funciones de ligadura en la
familia de las tiendas, con lo cual concluye este trabajo.

Tatiana Marfa Mendoza von der Borch
Facultad de Ciencias, UNAM
Octubre de 2001
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Capitulo 1

Preliminares y presentacién de
las Tiendas

En este capitulo se introducen algunos conceptos y resultados
basicos. Ademds se define la familia de funciones conocidas
como las tiendaes, a partir de la cual se define una familia de
espacios -los limites inversos generados por estas funciones- y se
estudian las caracteristicas topolégicas de los més sencillos.

1.1 Preliminares

1.1 Definicién. Un continuo es un espacio compacto, conexo,
métrico y no vacfo. Los subcontinuos de un espacio X son aque-
llos subconjuntos de X que son continuos.

Veamos algunos de los mis conocidos ejemplos de continuos:

1.2 Ejemplo. Es ficil ver que el intervalo [0,1] C R es un con-
tinuo. Un subcontinuo de [0, 1] debe ser conexo y por lo tanto un
intervalo. Para que sea compacto ha de ser un intervalo cerrado.
Es decir que los subcontinuos de {0, 1] son los subintervalos ce-
rrados.



1.3 Ejemplo. La curva del topélogo se define como la cerradura
en R? del conjunto W = {(z,sen(1/z)) eR®: 0< 2 < 1} . No
es dificil mostrar que W también es un continuo.

U

Figura 1

1.4 Observacién. Se sabe que la imagen de un conexo bajo
una funcién continua es también conexa. Lo mismo sucede con
los conjuntos compactos. Esto implica que una funcién continua
entre espacios métricos envia contimios en continuos.

Uno de los teoremas mds importantes, debido a Tychonov,
afirma que el producto de espacios compactos es compacto, [K2,
Teo. 4, p. 17]. Por otra parte, también se conoce que el producto
de espacios conexos es conexo, [K2, Teo. 11, p. 137). En general,
el producto de espacios métricos no es un espacio metrizable,
[M, Ejemplo 2, p. 131]. Sin embargo, el producto numerable de
espacios meétricos si es metrizable, [K1, p. 212]. Considerando
esto se establece el siguiente teorema:
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1.5 Teorema. El producto cartesiano de una cantidad finita o
numerable de continuos, con la topologia producto, es un con-
tinuo.

1.6 Ejemplo. De acuerdo con el teorema anterior, podemos
tomar el producto de S con si mismo y obtener otro continuo,
conocido como ¢l toro. No es dificil ver que el toro es homeo-
morfo a la superficie de una dona como subespacio de R3, vea

[A, p.76].

Figura 2

1.7 Teorema. Sea {X;} -, una sucesién de continuos tal que
X, 2 Xi+1 para todo nimero ¢ € N, y sea X = N2, X;. Entonces
X es un continuo.

Demostracion:

Primero observe que X es un conjunto cerrado contenido en
X1, y por lo tanto es compacto. Como {X;};2, tiene la propiedad
de la interseccién finita, X es distinto del vacio. Supongamos
que existen dos conjuntos, K y L, ajenos y cerrados en X cuya
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unidn es todo el conjunto X. Entonces K y L son compactos en
X1, el cual es normal y, en consecuencia, existen dos abiertos en
X1, UyV,ajenosytalesque K CUy LCV.

Demostraremos que existe algiin X,, que estd contenido en
U U V. En caso de que suceda lo contrario, la coleccién

{Xe\(UUV):keN}

es una familia de cerrados con la propiedad de la interseccién
finita, lo cual implica, por ser X; compacto, que

[N eNX:\ (UUV))#£0.
k

Ahora, si x es un punto en esta tltima interseccién entonces
z € X\ (U UV}, lo cual es una contradicién.

Por lo tanto debe haber un X, contenido en U UV, pero por
ser conexo debe estar contenidoen U cen V. Asf que X C U
6 X CV,yentonces K =0 6 L = 0. Esto prucba que X es
conexo. Claramente también es métrico, y por lo tanto es un
continuo. [J

El Teorema 1.7 constituye una herramienta que nos permite
obtener varios continuos. El siguiente ejemplo fue construido
por Waclaw Sierpinski en 1916:

1.8 Ejemplo. Sea X; el continuo [0,1] x 0,1]. Si dividimos
X1 en 9 cuadrados iguales y removemos el interior del cuadrado
central obtenemos el continuo

12 12
X2=X1\(§=§) x (5’5)

Ahora, a cada uno de los 8 cuadrados restantes lo podemos
dividir nuevamente en 9 cuadrados de lado -}5 y quitar el interior
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del cuadrado del centro de cada uno de ellos. Asi obtenemos Xs.
Al aplicar este proceso una infinidad de veces, construimos una
sucesion anidada de continuos Xy, Xy, .... La curve universal
de Sierpinski es la interseccién de todos ellos. Observe que,
como subconjunto del plano, este continuo tiene interior vacio.
Se le llama universal porque cualquier continuo en el plano con
interior vacio es homeomorfo a un subcontinuo de éste. Una
demostracidén completa de esta afirmacién se puede consultar en
[P, Cap. 2].

O
O
a[]a a[]n a[a

Donoooooooao
o
[»]

Figura 3

1.9 Definiciéon. Una sucesion inverse es una doble sucesién
{Xi, fi}ic, de espacios X; y funciones continuas fi: Xj.1 — Xi.
Si {Xi, fi}s~; es una sucesién inversa, entonces el limite inverso
de {X;, fi}ie;, denotado por lim {Xi, fi}21, es el subespacio del
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producto cartesiano [, X; definido por

i=1

ﬁE{Xﬁfi}ZI = {(Ii):ix € HX,- : filZin1) =;, paracada ic N}

i=1

1.10 Nota. A los espacios X; se les llama espacios de coorde-
nadas, y a las funciones f; funciones de ligadura. Algunas veces
el limite inverso, lim {X;, £:}24, es denotado por X... Por otra
parte, si todas las funciones de ligadura son iguales entre si, es
decir, si existen una funcién f y un espacio X tales que f; = f
y X; = X para cada ¢ € N, entonces el limite inverso de la
sucesién {X;, f;};-;, es denotado por hj}{X .}

1.11 Nota. Supongamos que cada espacio X; tiene una métrica
di, y que existe un niimero real M > 0 tal que, para cualquier i €
N, y para todo par de puntos z,y € X;, sucede que d; (z,y) < M.
Entonces la distancia entre dos puntos z = (z;);2; ¥ z = ()5,
en hE {Xi, fi};2, esté definida por
o
d{z,z) = Z M

3
i=] 2

Aqui no demostraremos que d es una métrica, pero una prueba
se puede encontrar en {K1, p. 212}.

1.12 Definicién. Para cada 7 € N, la proyeccién en la i-ésima
coordenada, '

T s E(E{Xi:ﬁ'}?il — X

es la funcidn que a cada elemento del limite inverso, (z;)3;, le
asigna el punto z; € Xj.



1.13 Observacién. Las proyecciones son funciones continuas,
ya que son restricciones a lim { X;, f;};2, de las mismas funciones
—

definidas en ]2, X;, las cuales, por la definicién de 1a topologia
producto, son continuas. Ademss, las funciones proyeccién pue-
den usarse para verificar la continuidad de una funcién que tiene
rango en un espacio producto, una prueba de este hecho puede
consultarse, por ejemplo, en [K1, p. 147]. En particular, se
obtiene lo que establecemos en €l lema que sigue.

1.14 Lema. Sean X un espacio topolégico, {X;, f;}i>; una suce-
sién inversa y h : X — lim {Xj, f;};2, una funcién. Entonces h
es continua si y sélo si 7; o h es continua para toda j € N.

1.15 Teorema. Sea{Xj, f;};-, una sucesién inversa, donde cada

X es un continuo, entonces lim {Xj, f;};2; es un continuo. En
po

particular, si X; = I = [0, 1] entonces lim {I, f;};-, es un con-
tinuo.

Demostracién:
Para cada n € N, definimos

o0
on = {(ﬂfi)fil € H D fil@ip) = wisii < n} .
i=1

Vamos a demostrar que la funcién

o0
hn i pp — H X,
j=n+l
dada por h,((z:)2;) = (2;)%20.1, define un homeomorfismo.
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La inversa de h,, est4 determinada por h Y (z; 5ot = (Wi,
dondey; = 8ii > n+1, 9, = f, (Yn41) ¥ recursivamente, y; =
Ji (4:41) para cada ¢ < n. Es claro entonces que £, es biyectiva.
Para ver que k., y 2! son continuas sélo tenemos que notar que
el lema anterior también funciona si sustituimos lim {Xi, i},
por H;”:n +1-%; O POT n; y ademis que las composiciones de b,
y h;' con cualquier proyeccién son continuas,

Por lo tanto ¢, es un continuo para cadsa entero positivo n.
Ademds, ¢,41 C ¢, paratodan ¢ N,y

ﬁf {Xz':- fi};—il = ﬂ:il(pn

Por el Teorema 1.7, tenemos que Iim {X;, £;};2, es también
un continue. [J

. Los siguientes resultados nos seran titiles para los préximos
capitulos.

1.16 Proposicién. Sea {X;, f;}2, una sucesién inversa tal que
Ji es un homeomorfismo para todo i € N. Entonces la proyeccién
m 2 im { X, fi}32, — X3 es un homeomorfismo.

Demostracidn:
La inversa de m; esta dada por

21— (21, [ (@), filo ft (a) o)

Ya que cada f; es un homeomorfismo, 7;% est4 bien definida; y
por tanto m; es biyectiva y continua. Del lema anterior se deriva
que 77! es también continua, y asi 7 s un homeomorfismo. [
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De aqui en adelante, para cualquier funcién f, el simbolo
f* denotara la n-ésima iteracién de la funcién f. Es decir que
f'= f y para todo entero positivo n > 2, f* = fo f*1,

1.17 Proposicién. Sea f: I — I una funcién continua, y sea
k € N. Entonces lim {7, f} y lim {J, f*} son homeomorfos.

Demostracion:
Denotamos Xo = lim {I, f} y Y5 = lim {7, f*} y definimos
h: Y, — X como sigue:

h (tla t2a reey tn: --') = (tlv fk_l (tZ) ] fk_2 (tZ) 3 ey f (tz) 1t2,...)

Para cada j € N, 7; o h es continua, lo cual implica que % es
continua. La funcién h~! : X, — Y, cuya regla de correspon-
dencia es

At (20, 215 cey 2y o) = (20, 22, 228, ..-)

es la inversa de h. Sip, : Yoo — I es la proyeccién n-ésima,
entonces p, o h~! es continua para cada n € N. Por lo tanto A~
también es continua, y asi & es un homeomorfismo. O

1.18 Proposicidn. Sean {X;, f;} v {V:, g:} dos sucesiones in-
versas. Supongamos gne para cada i € N se tiene que X; y
Y; son continuos, y que existe un homeomorfismo ¢, : X; — Y;
tal que @; o f; = g; o @;41, es decir, que el siguiente diagrama
conmuta:

X; i Xt

-
w; | b oo
Y; — Yin
ai



Entonces X = lim {X;, £;}2, es homeomorfo a Y, = lim {Yi, 9:}

Demostracién:

Sea ¢ : Xoo — Yoo definida por ¢ (@:)2) = (i (%:))2,. Va-
mos a ver que ¢ estd bien definida. S (z:)i2; € X0, cutonces
cada @; (z:) € Y, asi que y = (p; ()2, € I, Y. Ahora, si
Y = (¥:);~; tenemos que

9: Wir1) = i (i1 (Zi11)) = @i 0 fi (1) = s () =y,

¥ por lo tanto y € Y.

Luego, ;00 = ; para toda i, asi que cada 7;0¢ es continua
Yy entonces ¢ es continua. Como =1 = (go;-‘l) ::1 es la inversa, de
¢, &sta es biyectiva y ¢! es continua por un argumento analogo
al de que  es continua. Asi ¢ es un homeomorfismo. [

1.2 La familia de las tiendas

Nuestro objeto de estudio a lo largo de esta tesis es Ia familia
de funciones Tienda, definida de la siguiente manera:

Para cada pardmetro s € [0,2], sea T, : [0,1] — [0,1] la
funcién cuya regla de correspondencia es:

_f sz, sise0,3],
Ti(z) = { s(1—z), sise[i1].

10




rafe
"l

0 ! 1

Figura 4

Para cada pardmetro s € [0, 2] queremos averiguar cémo es el
lim {I,Ts}. Ademas nos gustaria entender cémo van cambiando

estos espacios al variar el parametro.

1.19 Proposicién. Si s € [0,1), entonces im{7,7.} es un
punto.

Demostracién:
Si (2;)2; € lim {7, T}, entonces para toda iy todan € N, se

tiene que x; = T (%i4n), y en consecuencia, z; € T7 (I). Ahorsa,
T:[0,1] = [0,5] y como § < 3, es facil ver que T7 (1) = [0, %]
y por lo tanto que

11



ze) [0, Z-”J o

neN

Esto implica que (z:)2; = (0,0,0,0,...). Como (0,0,0,.....)
bertenece a lim {7, T,}, la proposicién ests demostrada. [

1.20 Proposicion. Si s = 1, entonces lim {I, T} es un arco.

Demostracién:
Si(z;)2; € lim {I, 77}, entonces todas sus coordenadas estan

en T3 (I) = {0,3]. Como Ti restringida a [0,1] es la funcién
identidad, tenemos que

i {04 -1 .1

Asf que im {I,T1} = {(t,t,¢,..) : t € [0,2]}, v por lo tanto
la funcién , la proyeccién en la primera coordenada, define un
homeomorfismo entre lim {I, 7} y [0,}]. O

1.3 Continuos y sucesiones indescomponibles.

1.21 Definicién. Un continuo X es indescomponible si no se
puede expresar como la unién de dos subcontinuos propios.

No es facil imaginar este tipo de continuos. Los cuatro ejem-
plos que hemos visto no lo son. El siguiente ejemplo es conocido
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como el continuo de Knaster:

Figura 5

1.22 Ejemplo. Sea K el subconjunto de R? que est4 formado
por:

i) Todos los semicirculos contenidos en el semiplano superior
(y = 0) con centro en (3,0} y extremos en el conjunto de
Cantor, (C C [0, 1}).

i4) Todos los semicirculos contenidos en el semiplano inferior
(y < 0) descritos para cada n € N por su centro en (53=) y
por sus extremos en los puntos del conjunto de Cantor en
el intervalo [Z, zi+].
En {K2, p. 205 y Remark en p. 213] se muestra que este
conjunto es un continuo indescomponible.
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A continuacién veremos algunas herramientas que nos ayu-
daran en este capitulo y en el siguiente a descubrir més continuos
de este tipo.

1.23 Definicién. Una sucesién inversa {X;, f;};o, donde cada
Xi es un continuo, es una sucesidn inversa indescomponible si
para cada 7 € N, siempre que A;;; y B;;1 sean subcontinuos de

X1 tales que Xiy1 = Agyq U By, entonces f; (4;) = X; 6
fi (Bz'+1 ) =X;

1.24 Teorema. Si{Xj, f;}:2; es una sucesién indescomponible,
entonces el espacio lim {X;, f;}:°; es un continuo indescomponi-
ble.

Para la demostracién necesitamos el siguiente lema.

1.25 Lema. Sea {X;, f;}i0; una sucesién inversa de espacios
métricos con limite inverso X = Hm{X;, f;}22;. Sea A un
subespacio compacto de Xo. Entonces {m; (A}, fi|r,u0a b iy
es una sucesion inversa con funciones de ligadura suprayectivas,

Yy

b (4, 0} = 4= | T

i=1

Demostracién:

Notemos que para cualquier (z) = (2;)2; € X y para toda
t € N, se tiene que f; o w1 (2) = fi{zips) = o = m(z).
Es decir, que para toda ¢ € N, f; 0 myy = m;. Por lo tanto,
{m:(A), filsuay ooy ©s una sucesién inversa con funciones de
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ligadura suprayectivas. Ahora, es facil ver que

limn {7; (A) , fi [ () }oon = [H M (A)] N Xoo
i=1
y ademés que, A C [[IZ, m (4)] N X Asi que basta con
demostrar la contencién [[]:2; m (A)] N X C A. Sea (y) =
(wideo, € {12, m: (A)) N X Para cada j = 1,2,3,... sea

Ki=Anm'(y)={(z) € A:z; =y si i <j}.

Ya que y; € 7; (A), K; # @ . Como 1r3'-"1 (y;) escerradoy Aes
compacto, K; es también compacto. Es claro que Kj; C Kj,
y por lo tanto tenemos que N, K # 0. Ahora, sea p € NZ, K.
Entonces p € A y m;(p) = y: para toda i € N. Esto implica
que p = (y) y por lo tanto que (y) € A. Esto completa la
demostracién. [0

Demostracion del Teorema 1.24:

De la definicién de sucesién inverss indescomponible se deriva
que cada f; es suprayectiva, y en consecuencia, que cada proyec-
cibén m; : Xoo — X; también lo es. Sean A y B dos subcontinnos
de X tales que AU B = X,,. Como cada 7; es sobre, se tiene
que

Xip1 = miz1 (Xoo) = misa (A) Ui (B)

Entonces f; [11’@.,.1 (A)] =X; 6 f; [71'2'.;_1 (B)] = X, y ya que f;o
i1 = i, tenemos que m; (A) = X; 6 m; (B) = X; para cada
i € N. Sin perder generalidad, podemos suponer que existe un
subconjunto infinito M de N tal que m(A4A) = X; si i € M.
Como cada f; es sobre, y {por la definicién de limite inverso)
fio.ofpomep = m;sil < j <k, tenemos que si m; (4) = X;
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entonces 7; (A) = X; para cada j < 7. Por lo tanto m; (4) = X;
para todo ¢ € N. Asi,

A= hﬂl {ﬂ-i (4), f: lﬂ‘='+1(A) }:1 = HE{XiJ fitit1 = X O

1.26 Proposicién. Sis=2, lim {7,7,} es indescomponible.

Demostracién:

Sea I = AU B, donde A y B son subcontinuos propios de I.
Como A y B son intervalos, alguno de los dos contiene al inter-
valo [0,3] o al intervalo [4,1]. Como T3{0,1] = 7= T [1,1],
Ia sucesién inversa {I,T5} es indescomponible y por lo tanto
113_1{1 , T3} es indescomponible. O

Es conocido que lim {7,735} es homeomorfo al continuo de

Knaster definido anteriormente. Este hecho se puede demostrar,
por ejemplo, usando 2.10 y 2.22 de [N].

Con esto concluimos el primer capftulo.
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Capitulo 2

Descripciones del Limite
Inverso de {I,Ts}

En este capftulo haremos una primera descripcién de lim {I, T},

para cada pardmetro s € (1,2); y veremos que cualquiera de
estos continmos contiene al menos un subcontinuo indescom-
ponible.

2.1 Puntos importantes en nuestra familia

Para cada s € (1,2) sean 7(s) = §, B(s) = T:(}), a(s) =
T2(3), 9(s) = T3(3)- Es decir, que 8(s) = § y a(s) =
T: (8(s)) = s {1— £), vea la Figura 6.

2.1 Nota. Hemos definido cuatro funciones en s, a saber 7, £,
@y g. A veces fijaremos un pardmetro s y escribiremos 7, 3,
a,gy T envezder(s), B(s), a(s), g(s) v T; respectivamente,
a menos que sea necesario especificar. Es decir, que 7 denotara
tanto a la funcin constante 7 (s) como al nimero real i, y
lo andlogo suceders para las otras cuatro funciones. Estamos
seguros de que esto no causard confusiones al lector.
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T -
0 ™ L 1) 1
Figura 6

2.2 Lema. Sea s € (1,2). Considerando las hipdtesis y nota-
ciones sefialadas anteriormente, sucede lo siguiente:
i)a<pf
i) a<r<f
i) I, = [o, (] es invariante bajo T.
Demostracion:
da<fes-S<iel-f<iolxs
1) a<7@s—§<%®32—23+1>0

e(-1°>0es541.
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T<fei;<ielcs
De aqui se deriva que como o < %, entonces T () = sa =
s? (1 — 4}, y por lo tanto que g = s (1 — £).

it2) Como T es creciente en [0, 7], tenemos que

Tla,7]= [T (o) 1T(T)] = [g:ﬁ]

y como 1 < s, entonces & < as, es decir, & < g. Esto prueba
que T [a, 7] C {o, B} . Luego, como T es decreciente en [, 1],
TmBl=[T(B),T (7)) = L. Por lo tanto T (I} = I,. O

La gréfica de T restringida a I; es la de la Figura 7-a.

Ahora observemos que:
a) Existe un punto fijo {(denotado por e) en el intervalo (7, 3).
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Para demostrar esto basta con ver que T (1) —7 = —7 > 0,
mientras que T(8) — 8 = a — 8 < 0, asi que debe existir
un punto e en (7,3) tal que T (e} —e =0

Para calcular e, sélo hay que observar que como e > 7, en-
tonces T'(e) = s (1 — €) = e. Esto implicaque s = (s+ 1)e
s

y por lo tanto que e = ;35.

b) Existe un punto ¢ € (e,[) tal que T (¢) = 7.

Esto pasa porque T'(€) = e > 7,y T (8) = o < 7. Otra vez
podemos calcular ¢, viendo que, como ¢ > e > 7, entonces
T(¢) =s(1—¢) =7y por lo tanto

1
sS—T &§—3 1
L= = 2 11— =

s s 2s

En relacién con esto dltimo vea la Figura 7-b.

Asi que tenemos las funciones a, 3,7, g, e,¢ que van del inter-
valo [1,2] al intervalo [0,1]. Las gréficas de las primeras cinco
funciones aparecen en la Figura 8.

Fn estas gréficas se ve que tenemos varios casos:
Dg<r

2g=1T

I r<yg<e

4) g=e

5)g>e

20



Figura 8

El lim {,, T} (el cual es un subcontinuo de lim {7, T'}) puede

variar mucho, segin los distintos casos. Como demostraremos
en lo que sigue, en los primeros tres casos resulta ser indescom-
ponible, en el cuarto es la unién de dos contimios indescom-
ponibles que se intersecan en un punto y en el dltimo caso,
el limite inverso contiene dos o méas subcontinuos indescom-
ponibles.

2.2 Continuos indescomponibles cuando el
pardmetro varia en (v/2,2)

Vamos a estudiar primero los casos 1, 2 y 3, es decir, los casos
en los que g < e, vea las figuras al final de esta seccién:

21



2.3 Teorema. Sea s € (1,2). Si g{s) < e(s), entonces el
lim {I,,7,} es un continuo indescomponible.

Demostracion:
Observemos que

g<e < L(1-3%) <
& s(1-D<k o L+s-F-$-1<0
o £-2-2+2>0 & (s—1)(s-2)>0.

Como s > 1, tenemos que s — 1 > 0 ypor lo tanto que g < e &
$2—2> 0 [s| > /2 pero como s > 0, tenemos que

g<e¢>\/§<s<2.

Ahora vamos a ver que existe n € N tal que, si I, = AU B,
donde A y B son subcontinuos de I, entonces T"(A) = I; o
T™(B) = I,. Lo que implicard que lim{/;,7"} es indescom-
ponible y por lo tanto (por la Proposicién 1.17) que lim {Z,, T}

también lo es.

Si I, = AUB, donde A y B son dos subcontinuos de [,
entonces A y B son intervalos y por lo tanto alguno de los dos
contiene a [a, 7] 6 a [r, 5] Entonces basta demostrar que existe
algiin natural n tal que T"(ja,7]) = L y T*([. 8]) = L.

Ya habfamos visto que T [, 8] = I, asi que sélo falta ver que
hay un entero positivo n tal que T ([a, 7}) = L.

Consideremos para esto dos casos:

a)g<T

b)r<g<e

En el caso a), el hecho de que T |o, 7] = {g, 8] implica que
Tla,7] 2 [,8]. De aqui que T2 [, 7] 2 T'[1, 8] = I, asi que
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tomando n = 2 resolvemos el problema (vea las Figuras 9-a, 9-b
y 9-c).

Veamos ahora el caso b) (vea la Figura 9-d). Como T2 [r,¢} D
[T2(7),72(2)] = [, B] basta demostrar que, para algin m €
N, T™{a,1] 2 [r,¢). Sabemos que T'[g,8] = [T'(8),T (g)] =
[, T {g)], ya que T es decreciente en {r, 5]. Por lo tanto

T*(f, 7)) = T'lg, B] = [ T (9)],

y como g < e, tenemos que T (g) > T (e) = e > r. Es decir,
que T2 ([et, 7}) 2 [, 7], lo que implica que para cualquier & € N,
T% ([ee, 7]) 2 [, 7}

Entonces es suficiente ver que existe [ € N tal que T ([a, 7])
tiene algln elemento mayor o igual que ¢. Vamos a demostrar
que, para algin kg € N, T2(+D () > 4.

Observemos primero que en el intervalo (e, ] la grafica de
la funcién T2 queda por arriba de la identidad, es decir, que
T?(z) > z, si z € (e,¢]. Para ver esto, notemos que, si z €
(e, ], entonces T (z) ests en el intervalo [7,e) y por lo tanto
T(z)=s—sxyT2(x) =5~ s(s~ sx) = s — 8% + s°z. As{ que

T’ (z) >z e s(l—8)+(>—1)z>0
s(s—=1) s
(s+1)(s—1) s+1

lo cual si se cumple. Ahora si, notemos que
T2(ko+1) (le) — T2kot1 (T (a)) — T2ke+1 (Q‘)

y supongamos que T2¥+1 (g) < ¢ para cualquier k € N, en parti-
cular si k = 0 tenemos que 7 (g) < ¢. Ahora, como T (g) € (e, 1},
tenemos que la sucesion

{T(9),T°(9),T°(9),---}
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es creciente y contenida en (e, ¢}, y por lo tanto debe ser conver-
gente a un nimero 7 € (e,:]. Si aplicamos la funcién 77 a los
elementos de la sucesion y a r, obtenemos que la sucesién

{T%(g),T%(9),T"(9) .-}

converge a T2 (r) y por lo tanto que r es fijo bajo T2. Pero como
r € (e, ], resulta que T2 (r) > r, lo cual es una contradiccién.

Asi, debe existir una ky € N tal que 72%+1} (o) > ¢ y en-
tonces

T2keth) ([, ]} 2 [ 4],

lo que gqueriamos demostrar. [

T®
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2.3 Subcontinuos indescomponibles cuando el
pardmetro varia en (1, \/ﬂ

Vamos a continuar ahora con el caso cuafro:

2.4 Proposicién. Sea s € (1,2) tal que g (s) = e(s) . Entonces
him {I;, 7'} es la unién de dos subcontinuos propios, cada uno de

los cuales es indescomponible.

Demostracién:
Observemos primero que g (s) = e(s) si y sélosi $*(1 —§ =

—_ 1o cual ocurre exactamente cuando s = v/2 (vea el inicio de
s+17
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la demostracién del teorema anterior). Las graficas de T y T2
son las siguientes:

Ahora, T%{a, 7] = T'le, 8] = [, €], mientras que T?[r,e] =
T [e, B] = [, €] . Es decir, [a, €] es invariante bajo T2 y la sucesién
{[c, €], T2} es indescomponible. Por lo tanto lim {[a, ¢] , 7%} =
A es un subcontinuo indescomponible de lim {{a, 8], T%}.

Andlogamente, T?[e,¢] = fe,8] v T?[1, 8] = [e, 8], asi que
lim {[e, 8],72} = B es indescomponible.

Por lo tanto, lim {{, 8], T} = lim {[a, 8] ,7?} = AUB es la
unién de dos subcontinuos indescomponibles que se intersectan
en el punto (e, e,e,...). O

En la demostracién de la siguiente proposicién se vera clara-
mente que cada uno de estos subcontinucs es homeomorfo al
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continuo de Knaster, el limite inverso que resulta cuando s = 2.

Figura 11

Nos queda por dltimo €l caso en el que g > e, es decir, cuando
l1<s< \/é

2.5 Proposicién. Sis € (1,2) es tal que g (s) > e(s), entonces
sucede lo siguiente:

i) [, €] v fe, 8] son invariantes bajo T2, y por lo tanto

lim {I,, T} ~ lim {£,, 7?} =lim {[e, ¢], 7} Ulim {fe, 8] , 7"}
4) lim {[a, €], 7%} es homeomorfo a lim {fe, 8] , 7%}

i) lim {le.8], T2} = lim {ie(s),B(s)], T2} es homeomorfo a
113:1{[0,5 (s9)] T} = lim {7, T2}
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Demostracion:

i) T o, 7] = [9.8] C le, 8] y T'|7, €] = [e, B} - Esto implica que
T{o,e] = [e,B] y por lo tanto que T?[a,e] = Tle,f] =

o, €].
Anslogamente, T fe, 8] = [a, €] y poreso T2 [e, ] = T e, €] =
[e, 4]-

Esta afirmacién prueba que lim {[a, 5}, T} no es un conti-
nuo indescomponible, pues es la unién de dos subcontinuos
propios. Sin embargo, ya veremos que cada uno de éstos
contiene al menos un subcontinuo indescomponible.
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#) La funcién ¢ = T|.4 : [e,8] — [o,€] es monétona y
suprayectiva, asi que es un homeomorfismo. Ademds ¢ o
T?=T%=T%0¢, con lo cual se tiene la conclusién gracias
a la Proposicién 1.18.

iii) Para tener mayor comodidad en la lectura, denotaremos,
como hasta ahora, e(s), 8(s), :(s) y g(s) pore, B, 1 y
g, Tespectivamente, y ademds « (s%) y 8 (s?) por oy 4,
también respectivamente.

Vamos a demostrar que existe un homeomorfismo 9 : [e, 4] —
[0, 8] tal que ¢ o TZ = T2 09, es decir que el siguiente diagrama
conmuta:

2
€8 T les
P i I v
0.8] « [A]
Te2

En realidad, e! homeomorfismo ¢ que funciona es la trans-
formacién lineal que manda el intervalo [e, ] en [0,/4]. Sea
¥ [e, 6] — [0,5] dada por ¢ (z) = =Litez

Como ¥ es lineal, basta demostrar que ¢ (e} =0y ¢ (8) = &
para probar que estd bien definida y es un homeomorfismo,
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-5+ 5(1+ ) (1)

Ple) = —7 =0.
=2 (s () F+s
o = A0 _Frf
_ sf(s—1)
RIS

Falta ver que % o 72 = T2 0 ?. Empezaremos por considerar
sblo el intervalo [e, ¢].

Observemos primero que ¥ (t) = 7:

—+s(l+s)(1—-21) /2
v = s—1 (5) -
—2s% + (s +1){2s — 1) s—1
= = —_ T,
2(s—1) 2(s—1)
Ahora, sea z € [e,s]. Entonces T, (z) = s—sz, y como T [e, ¢] =
[7,€] tenemos que T2(z) = s — (s —sz) = —§% + s + s°z.

Asique poT?(z) = L (-2 +s(1+s8) (- +s+s%x)) =
L (14 (1+5) (—s+1+sm2)) =L (-2 +s(1+3)2).

Por otro lado, % (z) = :s—isi_g_?—sﬁ, y como ¥ le,t] = [0,7]
resulta que Tz o ¢ (z) = 35721 (=52 +s5(1+9)z).

Ya probamos la igualdad en [e, ¢]. En. [, 8] los cdlculos y los
razonamientos son similares, asi que los omitiremos.

Hemos probado ya que lim {[e, 8], 72} es homeomorfo a

lim {7, T,z}. O

2.6 Observacién. Las afirmaciones ¢}, 2), y #2) de la proposicién
anterior se cumplen también para s = /2. Por eso, lim {I N3 T\/Q}
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es la unién de dos subcontinuos, cada uno de los cuales es homeo-
morfo a lim {I, 75}, el continuo de Knaster; hecho que habjamos

anunciado sin demostracién previamente a la proposicién ante-
rior.

2.7 Teorema. Si s € (1,2], entonces im{I,T,} contiene al
menos un subcontinuo indescomponible.

Demostracidn:
Por comodidad, denotaremos a lim {I,, 7} por A (s).

Tratemos de resumir lo que hemos descubierto en este capitulo
y en el anterior sobre el lim {I, T} :

En el Capitulo 1 vimos que si s = 2, entonces lim {I,7,} es
homeomeorfo al continuo de Knaster, el cual es inde;c_omponible.
En la seccién anterior descubrimos que si s € (\/2-, 2), entonces
A (s) es un subcontinuo indescomponible de fim {I,T,}. Vea la
Figura 13-a. -

Si s = /2, tenemos que A(s) es la unién de dos subcon-
tinuos homeomorfos al Knaster. Luego, acabamos de probar
en la proposicién anterior que en el caso de que s € (1,v2),
A(s) es la unién de dos subcontinuos propios que se tocan en
el punto (e, e,¢,....}, cada uno de los cuales es homeomorfo a
]'EI}{I T2} . Es decir, que ].1(21{[ ,Ts} contiene dos copias de
A (52). Si ademsds ¥/2 < s < /2 resulta que /2 < s2 < 2 y por
Io tanto A (s?) es indescomponible, con lo cual el lim {I,T,} con-
tiene dos subcontinuos indescomponibles v homeomorfos, vea, la
Figura 13-b.
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Construyamos un argumente inductivo para probar que cuan-
do el pardmetro s sigue recorriendo el intervalo (1,2}, en forma
decreciente en direccién al 1, va ocurriendo un proceso similar:

Sea K = {2,2%,...,2"...} = {2" : n € N}, y supongamos que
sijeKyl<s<2i, entonoes A () contiene 7 copias de A (7).
Ahora, cuando l<s< 2% podemos aplicar la hipGtesis pues
2% < 23 ¥ por eso sabemos que A (s) contiene j subcontinuos
homeomorfos & A (s7). Pero ademés 1 < s/ < /2, asi que A (s%)
contiene dos subeontinuos homeomorfos a A (s%) . Esto implica
que A(s) contlene 27 copias de A (s¥). Si también sucede que
2% < 5 < 22; entonces v2 < s¥ < 2y por eso cada una de %tas
copias es un continuo indescomponible. Si s es exactamente 2%
cada copia es el continuo de Knaster.

Esto completa el argumento y asf hemos probado quesin € N
es tal que TV2 < s < %/2, entonces A (s) contiene 2" subcon-
tinuos indescomponibles, y que si s = %/2 entonces cada uno de
éstos es homeomorfo al continuo de Knaster, ver Figura 13-c.

Ya que Hmy, 00 2% = 1, tenemos que, para cualquier s en
(1,2], im {1, 7} contiene al menos un subcontinuo indescom-

ponible. Mas precisamente, la cantidad de subcontinuos indes-
componibles contenidos en lim {7, 7T} tiende a oo cuando s tien-

de a 1 por la derecha. O3
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2.4 Compactaciones del rayo.

Para los objetivos de esta seccién y de los siguientes capitulos,
nos resultard 4til definir la funcién “corrimiento” de la siguiente
manera:

T : lim {I,Ts} — lim{,T;} ests dada para cualquier ele-

mento & = (1, ..., Zy, ...) € lim {I, T3} por

T (z) = {T(21) , 15wy Ty ore) -
Es claro que 7 (z) € lim {7,7;}, lo cual implica que T est4 bien
definida. Ademss, si y = (y1,%2, .--¥n,...) € lim {I, T} entonces

T (y) = (42, e Yny .-.), de aqui que T es biyectiva. También es
continua puesto que su composicién con cualquier proyeccién lo
es, igualmente T-1. Asi, T es un homeomorfismo.

La intencidn de esta seccién es estudiar un poco lo que ocurre
con el complemento de A (s) = lim {I;, T} en lim {1, 75} cuando

el pardmetro s varfa en el intervalo (1,2). Por comodidad va-
mos a denotar A(s) por A, lim{I,7,} por L, y T, por T, en ¢l

entendido de que s es un parfmetro fijo en {1, 2]. Recordemos
que I; = [a(s), B(s)].

Los puntos de L \ A son aquellos que tienen al menos una
coordenada en [0, @); es decir, que si para cualquier entero po-
sitivo n, L, denota el conjunto de puntos en L cuya n-ésima
coordenada pertenece a [0, @), o bien, L, = w1 {0, @), entonces
LN A=U2,L,.

Como (o, 3] es invariante bajo T, entonces cualquier punto
en L que fenga la n-ésima coordenada en [0, @), tiene también
todas las coordenadas “a la derecha” de ésta en [0, ). En otras
palabras, L, C L, para cualquier entero positivo n.
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2.8 Proposicién. Para cualquier n € N se tiene que L, es
homeomorfo a un intervalo de la forma [a, b).

Demostracion:

Un punto z estd en Ly si y s6lo si 7y (z) estd en [0, ), y esto
ocurre exactamente cuando, para cualquier entero positivo j, se
tiene que 71; () estd en la preimagen de {0, &) bajo T9~1. Es decir
quesif; = [0,0) y I; = T-U-1[0,a) = [0, ) paracada j > 1,
entonces L1 = I}.t_ll {Ij,T [ Iin } y ya que la funcién T restringida
a cada [0, ;,9‘_—1) C [0,c) es monétona, tenemos que L; es un
limite inverso cuyas funciones de ligadura son homeomorfismos,
y por lo tanto la proposicién 1.16 prueba que la proyeccioén m |z,
de L; en [0, ) es un homeomorfismo.

Ahora, veamos que para cualquier n > 1, f(Ln) = Lpyy:
para cualquier punto z en L, el corrimiento recorre todas las
coordenadas de z un lugar a la derecha. Formalmente, m,4; 0
T (z) = mn (z), lo cual significa que si 2 € L,, entonces T(z) €
Ln11. De manera similar, si # € Ly41, entonces T-1 (z) € Lp; y
como z =T o T~ (z), se tiene que z € T (Ly).

Es decir que T""1(L;) = L, y por tanto L, es homeomorfo
a L,. En conclusién, L \_ A es homeomorfo a una unién de
intervalos encajados. Ol

Recordemos que un espacio X es un rayo topoldgico si es
homeomorfo a [0, co)

2.9 Teorema. El conjunto B = L\ A es un rayo topoldgico.

Demostracion:
Dividiremos esta demostracién en tres pasos:
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Paso 1. Antes de establecer un homeomorfismo g entre R y
R*U{0}, empezaremos por definir, para cada niimero natural 7,
la funcién g, : L, — [O, s"_la) que a cada elemento x le asigna
el ntimero =, (x) s* .

Si z = (1,...,Zn—1,Zn,...) €5 un elemento de L,, podemos
obtener la coordenada z,, “quitando las primeras n — 1 coorde-
nadas y luego proyectando la que sigue”, es decir que =, |7, =
mo T, Ahora T-V|; : L, — L, es un homeomor-
fismo, y en L, m; también lo es; por tanto, lo mismo le sucede a
la composicién de ambas, , |1, : L, — [0, ). Multiplicar por
s™~1 sélo es componer con una funcién monétona, asi que g, es
otro homeomorfismo.

Paso 2. Afirmamos que gpy1lz, = gn- Siz € L, en-
tonces m, (z) estd en {0,a), y como 7, = T o 7,44, tenemos
que 711 (z) € T71[0,a) = [0,2) C [0,7). O sea que mnyy (z)
es menor que %, lo cual implica que T © My (2) = 8Mpyy (&)
y por lo tanto m, (z) = smn.1(z). Es decir, que g4 (z) =

"y (z) = s m, (z) = g (z).

Ya podemos definir nuestra funcién g : R — R* U {0} por
g{z} = gn(z) si z € L,, para cualquier z € R. La afirmacién
anterior y el hecho de que R = U2 L, prueban que g est4 bien
definida. Falta ver que es un homeomorfismo.

Paso 3. La imagen de R bajo g es la unién de las imigenes
de los L,, bajo g,, donde n recorre todos los naturales. En otras
palabras, g (R) = U329, (L) = U2, [0,5™'e). Como s > 1,
s""1 tiende a co cuando n — oo, ¥ por lo tanto g es suprayectiva.
Supongamos ahora que g coincide en dos elementos de R, z y
y. Existen dos mimeros naturales, m y n talesque z € L, y
Y € L. Podemos suponer que n < m y en consecuencia que z
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y y pertencen ambos a Ly,. Asi, gm (z) =¢(z) =g ) = gm (¥)
y por Ser g, inyectiva, z = y. Esto prueba que g es biyectiva.

Ahora tomemos un abierto U en R. Enfonces
g(U) =g (U (UNLy)) =Up1gn (UNLy) .

Cada g» es un homeomorfismo, y por lo tanto g, (U N Ly) es
abierto en [0,5"'a), el cual es abierto en Rt U {0}. Es decir,
que todos los g, (U N L,,) son abiertos en R*U{0}, y por lo tanto
g (U) también lo es. Esto implica que la funcién g es abierta, o
en otras palabras, que su inversa es continua.

Para ver que g es continua, observemos antes que cualquier L,
es abierto en R, ya que L, = m; {0, «), es decir que es la imagen
inversa de un abierto bajo una funcién continua. Ademds, el
hecho de que g |1,, = g, implica que g7! |jg sn-10) ¥ g;* Son ambas
inversas de g,, asi que coinciden.

Tomemos ahora un abierto V en Rt U {0}. Entonces
V) = U™ (V0 [0,67700)) = Uitgs? (V 1 [0,57a)

Cada conjunto en la dltima unién es abierto en L,, y en conse-
cuencia es abierto en R. Acabamos de probar que g es continua,
con lo cual se demuestra que R es un rayo topoldgico. [J

Por dltimo, vamos a averiguar que tan “cerca” se encuentra
este rayo del continuo A (s) = lim {f;, Ts}.

2.10 Teorema. La cerrradura de R en L = lim {7, T;} es todo
el conjunto L.
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Demostraciéon:

Es claro que R C L = L, asf que debemos probar que L ¢ E.
Como L = RU A, sélo tenemos que demostrar que A C R.

Seazen A.Sean € N. Sialgin y € L fuera tal que z, = y,,
tendrfamos que d (z,y) = Y00 . E'fz-}yi‘i < 2. Tomemos y; = x;
para cada ¢ < n. En vista de que T'[0, 7-] = [0, 8], podemos
encontrar una sucesion {Yn.i}re; en [0,7] tal que T (ynys) =
Yn+k—1 paratodo k£ € N. En [0, 7} la funcién 7 sélo multiplica por
s, asi que para cualquier k natural, ¥psx-1 = T (Ynsk) = SUYnss,
es decir que Ynyx = ¥ y por induccién yoz = %. Sea

(?!z)z._l

Es claro que y € L, pero ademss como limg_,, 4% = O hay
algtin ¥, en [0,¢). Esto significa que y € R, y ya habfamos
visto que d (z,y) < =

Todo esto quiere decir que, para cualquier ¢ € A y cualquier
€ > 0, existe alguna y € R tal que d(z,y) < . Dicho de otra
manera, todo r € A es punto limite de R, y por lo tanto estd en
su cerradura. Es decir, R = L, asf que L es una compactacién
del rayo. [

Con esto ya podriamos completar las ltimas dos figuras de la
seccién anterior, dibujando en cada zona blanca un rayo que se
“entrometa” por todo A, asi que ya tenemos una idea més clara
de cémo es el continuo DE{I ,Ts}, para cualquier pardametro s

en (1,2]. Vea las siguientes figuras:
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Capitulo 3

Tres conjuntos densos en [\/Z 2]

En este capitulo veremos tres teoremas relacionados con la din-
mica generada por las tiendas, los cuales serdn muy importantes
para la conclusién del siguiente capitulo. Definiremos tres con-
juntos ajenos y densos en [\/5, 2] . Que un pardmetro pertenezca
a uno de estos tres conjuntos nos dard informaciéon sobre las
iteraciones de 3, {77 (3)} ,, ¥ nos permitiré, en el préximo
capitulo, distinguir entre los posibles limites inversos generados
por la familia.

Recordemos que en el capitulo anterior, una vez fijado un
pardmetro s € (1, 2], los simbolos o, 8 y 7 se utilizaban tanto
para denotar funciones como los miimeros reales a (s) = 72 (1),
B(s) =T. (3) y 7{s) = &, respectivamente. El mismo abuso de
notacién sucederad en este capitulo, a no ser que consideremos
necesario hacer una especificacién.

3.1 Dos herramientas titiles.

Vamos a definir dos sucesiones de funciones, {¢,} v {G,.}, que
nos serviran a lo largo del capftulo.

40



Para cuslquier natural n, sea @, : [v2,2] — {0, 1] la funcién
que al pardmetro s le asigna el nimero

on () =17 (%)

Observemos que para cada s se tiene que ¢ (s) = 8(s) y que
p2(s) =a(s).

Antes de definir la siguiente funcién, recordemos que si s €
[v2,2] , entonces I, denota al intervalo {a, 8].

Ahora, sea M = {(s,z):s€ [v2,2] ,z € I,}. Para cada
n € N, definimos la funcién G, : M — [0,1], como G, (s,z) =
T3 (x) .

Notemos que si s € [V2,2], entonces @, (s) = Gy, (s,7), es
decir, , es la restriccidn de Gy, a una horizontal de M. Ademas,
si fijamos un pardmetro s, entonces Ty = Gy |sxz, ; 0 bien, T7
restringe la funcién G, a una vertical de M.

3.1 Proposicion. Cada ¢, es una funcién continua.

Demostracién:

Procederemos por induccion. Es claro que i es continua.
Supongamos que ¢y también lo es. Sean f y g las siguientes dos
funciones:

f:[v2,2] — [v2,2] x [0,1] cuya regla de correspondencia
es f(s)=(s,06(s)) v g: [v2,2] x[0,1] — [0,1] dada por

[ sy siy<z | _

Es facil ver que f y g son continuas. Notemos ahora que si
5 € [v/3,2], tenemos que grat () = Ty o T (v) = T(s (5)) =
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g (s,9x (s)) = go f(s)- Es decir que @1 = go f y por lo tanto
©Yr+1 es continua. Esto completa la induccién. O

3.2 Proposicion. Cada G, es continua.

Demeostracion:

Por definicién, Gi (s,z) = T, (x) = g (s,z), funcién que es
continua. Supongamos ahora que G también lo es , y observe-
mos que Gy (s,z) = T;(Gr(s,z)) = g(s,Gr(s,z)), lo que
prueba que G4 es continua. Esto prueba que cualquier G,
satisface la proposicién. I

3.3 Proposicién. Sean s; € [ﬁ, 2] , Tp € Iy, y n € N tales
que xy 7% 7 y Gk (so, zo) # 7 para toda k € {1,...,n} . Entonces
existe una vecindad de (s, 7o) en M donde G, tiene derivadas
parciales continuas, y ademés %Gzﬁ (s0, o) #0.

Demostracion:

Sea k € {1,...,n}. Como Gy {sg, Zo) # T, podemos encontrar
una vecindad V; de (sp, 7o) en M tal que G (s, z) # 7, st (s,2)
esté en Vi. Ademds, como zp # 7, también hay una vecindad
conexa Vp de (sg, zg) tal que = # 7 para toda (s, z) en V.

Sea V un abierto y conexo en M que contenga a (s, zg) y tal
que V € N4V A partir de aqui procederemos por induccién.

Como V es conexo y estd contenido en V4, tenemos que z <
T para toda (s,z) € V 8 £ > 7 para toda (s,z) € V. Si
sucede lo primero, entonces Gi(s,z) = sr para cada pareja
(s,z); y si ocurre lo segundo, G; (s, z) = s(1 — z). De cualquier
modo, (1 tiene derivadas parciales continuas en V, vy ademaés
|%1 (s0,%0)] = so # 0. Supongamos que k < n, que Gy tiene
derivada continua en V' y que % (s0,0) #0. Como V es
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conexo, y Gy (V) no contiene a 7, tenemos que Gy (V) esté con-
tenido en [0,7) 6 en {(7,1]. En el primer caso, para cualquier
pareja (s, z) ocurre que Gr+1 (s,2) = sGi(s,z) y por lo tanto
que a—%"—zﬂ (s,2) = sé—% (s,z). En el segundo,
G (5,2) = s (1 — G (s, 7)),

asi que ?%’;i‘— (s,z) = _s% (s,z). En ambos casos, G4 tiene
derivadas parciales continuas y Q%’j—;fl es distinta de cero en (so, Zo) -
Acabamos de probar que ambas coses suceden para cualquier
ke{l,.,n}. 0

En las siguientes secciones vamos a enfatizar ciertas carac-
teristicas de algunos pardmetros en (v/2,2) , que en el préximo
capitulo nos servirdn para identificar algunas diferencias entre
los limites inversos correspondientes.

3.2 Parametros periédicos.

3.4 Definicién. Un parametro s € (v/2,2) es periddico si existe
algin m € N tal que T (3) = L, es dedir que ¢m (s) =7. Sim
es 6] minimo natural que satisface esta condicién, entonces m s
el periodo de s.

3.5 Observacién. Recordemos que en el capitulo anterior cal-
culamos que para cada s en (1,2), se tiene que

T3 (%) ~T ()= (1-3)

Ademés, en el intervalo (1,2) tenemos que & < l<p Porlo
tanto, s es un parametro periddico y de perfodo 3 si y solamente
si 52 (1—$) = }, lo cual sucede tnicamente cusndo s = 155,
Este ntimero es conocido como la “razén dorada”.
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3.6 Definicién. Decimos que s € (v/2, 2) es un pardmetro prepe-
riddico si no es periddico y hay dos naturales m y n que cumplen
que T (3) = T (8), 0 bien que g (5) = 90 (5).

3.7 Lema. Hay una constante positiva A tal que para cadan €
N y toda s € [v2,2] para la cual ¢, (s) existe, se tiene que
As™ < {on (8)] -

La demostracién de este lema se puede encontrar en [BR-M].
No la presentaremos para no desviarnos de los objetivos de esta
seccién.

3.8 Teorema. El conjunto de pardmetros periddicos es denso

en [v2,2].

Demostracidn:

Supongamos que existe un intervalo abierto U = (a,b) que
no contiene pardmetros periédicos. Esto quiere decir que para
cualquier s € U yn € N, ¢, (s) # . Por lo tanto ¢, (U} C [0,7)
6 ¢n (U) C (7,1}, ya que U es conexo y ¢, es continua. Ahora,
1 (s) = 5 para toda s. Supongamos que @ |y es un polinomio.
Si o (U) € [0,7) entonces @iy1(s) = syr(s) para toda s y
st @i (U) C (7,1], tenemos que wis1(s) = s(T — r(s)). De
cualquier manera ¢ |y es también un polinomio y asi hemos
probado, por induccién, que cualguier ¢, |7 lo es. Por lo tanto
cada. ¢, es derivable en U. Por el lema anterior, paratodam € N
y toda s € U tenemos que As™ < |, (s)] y como U C [v2,2],
resulta que AW2" < As™ < |i,, (s)]. Ahora, por el teorema

del valor medio, para cada m existe s, € U que satisface que
en(®)=onle) — ' (5 3y entonces

b—a

Pm (b) — om (a)
b—a

> M2
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Pero ya que ¢ (b) ¥ ¢ () estén en [0, 1], results que
lom (B) — om ()] < 1,

y en consecuencia ﬁ > A(v2)™, lo cual es una contradiccién
pues v/2 > 1 y por lo tanto (v/2)™ — oo cuando m — oo. [

Vamos ahora a estudiar un segundo tipo de parametros.

3.3 Parametros prefijos.

3.9 Definicién. Un pardmetro s € (v2,2) es prefijo si T (3) =
e (8) = e, 0 equivalentemente, si ¢, (s) = e,, para algunan € N.

El objetivo de esta seccidn es probar que los pardmetros pre-
fijos son densos en (\/5, 2) . Para esto necesitaremos probar tres
lemas.

Antes de enunciar el primer lema, recordemos que un niimero
t en R es algebraico si es raiz de un polinomio con coeficientes
racionales. Es conocido el hecho de que el conjunto de mimeros
algebraicos es numerable.

3.10 Lema. Cualquier abierto en (v/2,2) contiene un pardmetro
que no es periddico ni preperiédico.

Demostracién:

Afirmamos que si s € (v/2,2) y n es un natural, entonces
1y, (8) es un polinomio en s de grado n con coeficientes racionales.
Para ver esto sélo notemos que @1 (s) = 8,/ 2 y si o (s) satis-
face la afirmacion entonces

B _ sT*(r) &
rr (s) = T¥H (1) = { S(1L2THR) } |
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la cual es un polinomio en s que aumenta un grado a ¢ (s).
Ademss los coeficientes de x11 (s) siguen siendo racionales.
Ahora, si s es un pardmetro periédico y m su periodo, en-
tonces @, ($) = 7 y por lo tanto s es un nimero algebraico. Lo
mismo sucede si s es preperiédico, ya que @, (3) = @ (s) para
un par de naturales m y m’. Como el conjunto de niimeros alge-
braicos es numerable, cualquier abierto debe tener un elemento
que no lo sea, y asi tampoco serd periédico ni preperiédico. O

3.11 Observacién. Esta demostracién deja entrever que para
todo n € N existen 2"~ polinomios de grado n tales que cualquier
parametro periddico de periodo n es solucién de alguno de ellos.
Ya que cada uno de estos polinomios tiene a lo mis n raices
reales, existen cuando mucho n2"~! pardmetros periédicos de
periodo n; la cual es una cantidad finita.

3.12 Observacién. Después de leer la demostracién del lema
anterior, no debe ser dificil advertir que si s es un parametro tal
que @, (5) = @ny (s) para algtin par {m,m'} C N, entonces s es
solucién de un polinomio con coeficientes enteros y coeficiente
inicial igual a 1. Un resultado de dlgebra prueba que esto implica
que si s es un niimero racional, entonces es un entero. Ya que no
hay enteros en (1,2}, los pardmetros para los cuales el conjunto
{T7 (3) : n € N} es finito, son nimeros irracionales.

No utilizaremos esta ltima observacion en ningiin lugar de Ia
tesis, pero la incluimos porque nos parecié un dato interesante.

3.13 Lema. Sean s € (\/5,2] y & un namero real positivo.
Entonces existe un entero positivo n tal que si J C [0,1] es un
intervalo de longitud mayor o igual a §, se tiene que I, C T2 (J).
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Demostracion:

Observemos primero que si K C [0,1] es un intervalo y si
7 & K, entonces T; es monétona en X y asi [T} (K)| = s|K]|
(donde |K| denota la longitud de K). Si 7 € K, entonces 7
divide al intervalo en dos subintervalos K y K». Si K es el
intervalo mas largo, al menos tiene longitud igual a J_qu, ¥y por
lo tanto |T; (K)| > |T; (K1)l = s|Ky| > £|K]|. En ambos casos,
T2 (K)] 2 K],

Ahora, para encontrar un entero positivo m tal que I, C
I{" (K), bastarfa con que {a, 8} C T™(K), y para esto serfa
suficiente con que 7 € T7"2(K) y que 7 € T 1 (K).

Supongamos que no se cumple la conclusién del lema. En-
tonces para cualquier entero par n > 2 existe un intervalo J, tal
que |J| > 6 y ademiés I, € T (J). Como T, (L) = I, también
tenemos que I; € T#(J) si k < n. El pérrafo anterior argu-
menta que entonces para cualquier entero k € {2,3,...,n} se
tiene que 7 ¢ TF2(J) 6 7 ¢ T51(J). En el primer caso, como
ya observamos, sucede que [T~ (J)| = s |T¥2(J)] y entonces

TE()] 2 3|81 ()] = $1TF2()].
En el segundo caso,
TE ()] = s|TE ()] 2 $1TE2 ().

Esto significa que, de cualquier forma

2
T (J)] > i) T52(J)
Tz (Z5) 1)
para cada 2 < Fcn < n, o bien por un argumento inductivo que
77 (D)) > (ﬁ) ()] > (ﬁ) 8. Como T™(J) est4 contenido
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n
en [0,1], se tiene que 1> (\i&) 6 para todo par n € N, lo
cual es una contradiccién puesto que s > V2 y § > 0 y asf

S

2
(E) ¢ — o0, si [ — oco. Esto concluye la demostracién. O

3.14 Observacién. Del lema se deduce que para cualquier in-
tervalo no degenerado J existe N € N, N (J) tal que si n > N,
entonces I, C 77 (J).

Notemos que esta observacién deja muy claro que hay algtin
entero positivo n para el que la sucesién {I;,T7} es indescom-
ponible (vea la Definicién 1.21). Por lo tanto es también otra
demostracion del Teorema 2.3, quizd méas sencilla que la que
ofrecimos en el Capitulo 2. Sin embargo elegimos la primera
demostracion, pues nos parecié que nos familiarizaba con las
funciones 7.

3.15 Lema. Sean u en (v/2,2) y e. € I, tales que e, es una
preimagen de e, bajo Ty, y © no es prefijo. Entonces existen
una vecindad W de u, W C (\/ﬁ, 2) y una funcién continua
g: W — I tales que:

i) g(u) =e,

i1) Para toda s € W, se tiene que g (s) es una preimagen de e,
bajo T..

Demostracidon:

Sabemos que existe un entero positivo n tal que 77 (e,) = e,.
Como u no es un parametro prefijo y e, es una preimagen de e,
bajo T, entonces por fuerza se tiene que e, # 7, y ademds que
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para toda k € {1,..n}, Ti(e.) # 7, o bien, que Gy (u,e.) # 7.
Esto implica, por la Proposicién 3.3, que hay una vecindad
V de (u,e,) en M donde G, tiene derivadas parciales contin-
uas, y ig;(u,e*) # 0. Ahora, sea F : V — [0,1] definida
por F(s,z) = I7 (x) — es. Entonces F(s,z) = G, (s,x) — e,
y por eso F' es continua y tiene derivadas parciales continuas
en V, y ademds é€ = %=, la cual no es cero en (u,e.). Es
claro que F (u,e,) = 0 y en consecuencia que la curva de nivel
C = {(s,z) € V : F (s,z) = 0} contiene a este punto. Por lo que
acabamos de argumentar, el teorema de la funcién implicita nos
dice que existen una vecindad W C (v/2,2) de u y una funcién
g : W — [0,1] tales que:

i) g(u) =e.

i) Para toda s en W tenemos que (s,g (s)) est4 en C, lo cual
implica que T7' (g (s)) = es, s decir que g (s) es una pre-
imagen de e, bajo 7. UJ

Vamos ahora hacia la parte més importante de esta seccién.

En el siguiente teorema, para cualquier par de nimeros a, b
en [0, 1], el intervalo abierto cuyos extremos son a v b se denotars

por {a,b) .

3.16 Teorema. El conjunto de pardmetros prefijos es denso en

(v2,2].

Demostracién:
Ya que la prueba es bastante larga, la dividiremos en varios
pasos.

Paso 1. Sea U un intervalo abierto en {\/5, 2]. Queremos
encontrar algin s € U y un entero positivo n que cumplan que
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©n (5) = es. Supongamos lo contrario. Esto significa que para
cualquier n € N,
wn(s) > e;paratodaseclU
o
on(s) < esparatodaselU
Sabemos que existe un pardmetro periddico ¢ en U. Sea m el
periodo de t. Entoncessig € Ny r € {0,1,...,m — 1}, tenemos
QU Ggmir () = T () = T7(r) = @ (2). De aqui que, si
©r (t) > e, sucede que Ygnyr (t) > e; para toda ¢ € N, y por
tanto Yym4r (5) > es paratodosgeNyse U

Con un razonamiento andlogo, para cuando ¢, (t) < e;, pode-
mos conchuir gue, para cada r, tenemos uno de los dos siguientes
Casos:

i) Qemir () > es paratodogeNyseU
1) Pgmir () <esparatodogeNyscU.

Vea la Figura 15.
Esto implica que si s € U, cualquier intervalo de la forma
{(Pgmir (8) s Ppmir (8)) = Wpgr
donde py ¢ son enteros positivos, estd contenido en [p2 (s}, e5) =
Q45 0 en {e;, 01 (s)] = ;. Abora, si 7 ¢ Wy, entonces T es
monétona en este intervalo y por lo tanto
Ts Wagr) = (Pomtrs1 (8) s Cpmirst (s)

Dicho de otra forma, Ts(Wper) = Wpgrt1, €l cual de nuevo
estd dentro de §3;, o de ;. El problema esta cuando 7 € Wy g,
ya que en este caso

T (Wpgr) = (min{pemirs1 (8) , Comirs1(8)} 01 (5)]
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Nos gustaria que T; (W) fuera otra vez algin Wy y ., y
asi probariamos que T (Wy,,) C Qs 0 (2, para todo n € N;
lo cual contradiria el Lema 3.13, si W), fuera no vacio (para
esto sélo necesitamos encontrar algin s que no sea periddico ni
preperiédico).

Si 7 = 0 tendriamos que

(m'in {‘qu-[-l (3) y Pom+1 (3)} ' 21 (5)] = Wl,O,l?

donde [ € p,q. Sin embargo, esto no necesariamente ocurre. No
obstante, hay una manera de remediar esta tragedia y continuar
con este tipo de razonamientos.

Paso 2. Ya que ¢ (f) < 7 < (1 (f), podemos encontrar j;
y jz en {1,2,...,m — 1} tales que ©;, (t) y @), (£) sean “los més
cercanos posibles” a 7, es decir que j, (£) < T < y;, (£) ¥ que
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ningiin otro oy (t) sea elemento de (g;, (¢),7) U (1,94 (t)). Del
Lema 3.13 se¢ deriva que el conjunto de preimigenes del punto
e: bajo T; es denso en [0,1]. Esto quiere decir que podemos
encontrar dos puntos, el y €2, ambos en dicho conjunto, tales
que ei € (‘PJ—I (t) 97-) ¥y ef = (T? Lis (t))°

Aplicando ¢l Lema 3.15 podemos construir un par de fun-
ciones continuas g; y go, definidas en una vecindad conexa W
C U de t, tales que:

Da)=eygpl) =2

ii) Para cada s € W, se tiene que g;(s), 7 = 1,2, es una
preimagen de e, bajo 7.

Esta vez, los razonamientos anteriores si dardn resultado.

Para cada s € W, sean
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Ay = [‘P2 (3) 3 (5))3
Ags = (g1(s),92(5)), ¥

Ass = (g2(8) ;01 (8))-

Si para algin s € W y una j € {1,2} sucede que g;(s) = 7
o0 g;(s) = T3 (7), donde n € N; entonces 7 es una preimagen
de e, bajo T, lo que significa que s es un pardmetro prefijo.
Como supusimos que no hay pardmetros prefijos en U, esto no
puede ocurrir. Esto quiere decir que ni la grifica de ¢y ni la
de g» pueden cruzarse con alguna grafica de ¢, ni con la de la
funcidn constante 7. De agui que g {t) < 7 < go(¢) implica que
T € Ay, para toda s € W. Ademas, paratodar = 1,...,m y toda
i =1,2,3 sucede quesi @, (t) € Ay tenemos que @pmr () € Ajy
para todo p € N y en consecuencia @pmr () € Ajs para todos
seWypel.

De lo anterior podemos derivar que, debido a que @, (t) =7
estd en Ag, sucede que Ypm (s) € Ag; para cada s € W y cada
p € N. Cuando 7 # 0, ocurre, por como elegimos €l y €2, que
or (t) < el o @, (t) > €2, por lo que tenemos dos opciones:

Cpmir (8) € Ay paratodosscWypeN
0
Opmir (s) € AgsparatodosseWypeN

De manera informal, podemos decir que las funciones g; v go
Separan a Ym ¥y T 48 01, P2, .- sPm—1-

Paso 3. Tomemos un pardmetro ¢; en W que no sea periédico
ni preperiédico (para facilitar la lectura escribiremos A; en vez
de Ay, 7 =1,2,3). Por lo que acabamos de ver, cualquier in-
tervalo Wy o = (@pmair (t1) ) Pgmr (f1)) estéd contenido en A; o
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Ag si r es distinto de cero, y si r =0, entonces esta contenido en
Na.

En el primer caso, el hecho de que 7 € Ay implica que 7 ¢
Wher ¥ por lo tanto T3, (Wper) = Wpgria. Sir =0, entonces

Wp,q,l, siT ¢ Wp .03

T;i(Wp’q,u) B { (min {(Ppm+1 (tl) ’(qu-(-l (tl)} 91 (tl)] T siTé€ Wp,q,ﬂ-

De cualquier manera, para toda terna p,q,7 se tiene que
Ty, (Wpq) €s de nuevo algin Wy, ,+; y en consecuencia pode-
mos tomar G = {2 (t1) , Pms2 (£1)), €l cual tiene dos extremos
distintos y por tanto es no vacio; y ademds, para todo n € N,
se tiene T (G) C A;, para algin j = 1,2,3. Como ademds
ni gy (£1) ni g2 (f1) coinciden con ¢ (t1) © @2 (f1), tenemos que
cada A; es distinta de J,;. Con esto hemos llegado a una con-
tradiccién al Lema 3.13, y por tanto debe existir un pardmetro
prefijoen U. [}

En la siguiente seccién estudiaremos un tercer tipo de parame-
tros.
3.4 Parametros densos

3.17 Definicién. Sea s un pardmetro en [\/Q, 2] . La drbita de
7 bajo el mapeo Tk, es el conjunto O (r,Ts) = {17 (1) : n € N} =
{pn(s) : n e N}.
3.18 Definicién. A los elementos del conjunto

D= {s € [\/5, 2] : O (r,T;) es densa en IS}
los lamaremos pardmetros densos.
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3.19 Lema. Para cualquier intervalo abierto V en (\/ﬁ, 2), hay
un enterc positivo n tal que

I\/2' C v (V) U @ny1 (V)

Demostracidn:

Primero notemos que el hecho de que 3 es creciente Y a es
decreciente, implica que si s < ¢, entonces I, C Is. Asi que
es suficiente con encontrar algin pardmetro s, € (v/2,2) y un
entero positivo n tal que Iy, € ¢, (V)Ugne1 (V). Ahora, vamos
a encontrar algin s, un elemento z € I y un natural n que
satisfagan que (02 (s0),2] C @ns1 (V) ¥ [7, 01 (50)] C 0 (V).

Sea sp cualquier pardmetro periddico en V, y £ un pardmetro
prefijo. Sik es el periodo de sg y m es tal que ¢, (t) = e,
podemos tomar un entero positivo n que cumpla que n — 1 es
multiplo de & y que n > m.

Asi, 7 = T~ (1) v entonces Ty, (7) = T2 (r), con lo cual
o1(s0) = T (1) = T (T) = n(s0); es decir que ¢ (sp) €
©n (V). Andlogamente, v (sp) € a1 (V). Ademds,

& = Ym () = @n (t) = pna1 (£),
o en otras palabras e; € ¢, (V) Npnys (V).

Lo anterior implica que

{v2 (s0) €t} C @pu V) v {ew:n (s0)} C n (V).

Ya que V' es conexo, cada ¢; (V) también y por tanto

[e2 (s0) 5 et] Conu (V) ¥y [et7 ©1(s0)] Cen(V),

con lo que Is, = [p2(s0), 1 {50)] € @n (V) Un1(V), lo que
queriamos demostrar. {1
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Capitulo 4

Diferentes continuos en nuestra
familia

Una de las principales motivaciones para este trabajo ha sido el
problema. -hasta ahora sin resolver por completo- de clasificar los
continuos que son generados por elementos de la familia de las
tiendas. Todavia no se sabe con certeza cudndo dos parametros
en [1,2] gencran lfmites inversos homeomorfos y cudndo no lo
hacen; ni tampoco cuéntos espacios distintos podemos encontrar
en esta familia. Sin embargo, en este capitulo trabajaremos con
una herramienta que permite distinguir entre algunos de estos
continuos.

Observemos antes que, de acuerdo a lo que desarroliamos en
el capitulo 2, si un pardmetro s estd en el intervalo ( V2, %]
entonces lim {I,,T,} estd formado por 2* subcontinuos homeo-
morfos a h:;l {Ion, T} y un niimero finito de rayos.

Esto significa que la tarea de clasificacién que mencionamos
en el primer pérrafo se reduce a clasificar los continuos generados

por los pardmetros en el intervalo (v/2, 2] . Es por esta razén que
en este capitulo trabajaremos sélo con dicho intervalo.
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4.1 Puntos extremos de un continuo.

4.1 Definicién. Sea X un espacio topolgico. Un punto z € X
es un punto extremo de X si para cualquier par de subcontinuos
Ay Bde X talesque z € AN B, sucede que A C Bo B C A.

4.2 Observacién. De la definicién anterior se deriva que cual-
quier homeomorfismo hace corresponder puntos extremos con
puntos extremos. Es decir que el mimero de puntos extremos
de un espacio es un invariante topolégico. Este invariante serd
una herramienta que nos permitirg distinguir ciertas diferencias
entre algunos limites inversos en la familia de las tiendas.

4.3 Ejemplo. Es ficil ver que el intervalo [0,1] contiene sdlo
dos puntos extremos, el 0 y el 1.

4.4 Ejemplo. El continuo dibujado en la Figura 17, el Triodo
stmple, no contiene puntos extremos. En el dibujo se ilustran
un punto z y dos subcontinuos del Triodoe que no satisfacen la
condicién de la Definicién 4.1.

4.5 Ejemplo. E! continuo de Knaster -K-, s6lo contiene un
punto extremo, el (0,0). Cualquier otro punto z estd enmedio
de un arco contenido en K y por lo tanto no es punto extremo.
Vea la Figura 18.

4.6 Ejemplo. La curva del topélogo, definida en el Ejemplo 1.3
tiene 3 puntos extremos: (1,sen (1)), (0,—1) y (0,1).
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(0,0)

Figura 18

4.7 Ejemplo. Sean f y g las funciones cuyas graficas se dibujan
en las Figuras 19-a y 19-b.

Ya que lim f es homeomorfo a K, tiene sélo un punto extremo;
ademds no es dificil ver que limg tiene dos puntos extremos: el
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(0,0,0,...) yel (1,1,1,...) . Esto implica que limf y limg son dos
espacios topoldégicamente distintos.

[=]
wie] «
—

Figura 19-a Figura 19-b

A través de la cantidad de puntos extremos, trataremos en
la siguiente seccién de diferenciar entre algunos limites inversos
generados por parametros periddicos o prefijos.

4.2 Puntos extremos para los parametros
periddicos y prefijos.

En lo que sigue diremos que una funcién es monétona si es es-
trictamente creciente o estrictamente decreciente.

4.8 Definicién. Sea f : [a,b] — [a,d] una funcién continua.
Decimos que f tiene un mimero finito de puntos de retorno si
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existe una particibn ¢ = fy < t; < ... < i, = b tal que f es
mondétona en cada [;,%;11] ¥ es creciente en [t;,4;41] si y sélo si
es decreciente en [t;-1,%;]. El conjunto T = {&g,%y,...,£.} es el
conjunto de puntos de retorno de f.

Notemos que si ¢ es un punto de retorno y ¢ ¢ {a, b} , entonces
existe un intervalo abierto U que contiene a ¢ y tal que f (U) es
un intervalo de la forma {f (¢),¢) 6 (d, f (£)].

Recordemos que para cada pardmetro s, las letras 7, 8 y
« denotan a %, T (%) y T? (%) , Tespectivamente, y ademis [
denota al intervalo [, ] . Observemos entonces que la funcién
T, |1, tiene tres puntos de retorno; éstos son a, 8 y 7, ver Figura
T-a.

4.9 Lema. Sean f : [a,b] — [a,b] lineal por pedazos, y z un
punto de retforno de f. Entonces para todo n € N se tiene que
z es punto de retorno de f*.

Demostracion:

Sabemos que z es punto de retorno de f. Supongamos que
también es punto de retormo de f*. Ya que f es lineal por
pedazos, f**1 también lo es y por tanto f5! tiene un ndmero
finito de puntos de retorno. Por la misma razdén, existe un
intervalo (f*(z) —e, f*(z) +¢) tal que f restringida a U; =
(f*(x) — e, f*(z)] y f restringida a U = [f*(z), f*(z) +¢)
son mondtonas.

Por la hipétesis de induccién hay un nimero § > 0 tal que
¥ (z — 8,z + §) es un intervalo semiabierto cuyo punto extremo
es f* (z). Podemos entonces suponer que § es lo suficientemente
pequefia como para que f* (z — 6,z + §) esté contenido en U o
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en Up. Esto implica que el conjunto f** (z — 6,z + 6) es de la
forma [f**1(z),c) 6 (d, f**! (z)]. Entonces z también es punto
de retorno de f*+! y esto completa el argumento inductivo. O

4.10 Lema. Supongamos que ¢ es un punto de retorno de la
funcién f : [a,b] — [2,b] y que t ¢ {a,b}. Entonces existe un
ndmerc positivo § tal que si J es un intervalo, ¢t € J y f(J)
contiene a f (t) en su interior, se tiene que |J| > 6.

Demostracién:

Como ¢ es un punto de retorno de f, existe un intervalo
abierto (z,w) tal que t € (z,w) y f (£) es un punto extremo de
f(z,w). Tomemos 6 = min {t — z,w — t} . Probaremos que tal
6 funciona. Para esto, consideremos un intervalo J = (z;,w1),
tal que t € J y f(¢) pertenece al interior de f(J). Notemos
que si J C (z,w), entonces f(J) C f(z,w) y asi f (t) es punto
extremo de f(J), lo cual es imposible. Por tanto, se tiene que
J no estd contenido en (z,w). Asi, z1 < z 0w < wy; y en
consecuencia |J| > 6. O

4.11 Lema. Sea s un parametro periédico en (v/2,2), y sea n
el periodo de s. Sea T el punto en lim {/;, 7} que cumple que

Tn; (T) = 7 para cada 7 € N. Sea H un subcontinuo propio
v no degenerado de lim {I;,T,} que contenga a 7. Para cada

i € N, sea H; = m; (H). Entonces existen A € N y una sucesién
{cj},5 C R tales que

i) Hp; = [1,¢5] para toda j > ),
0
ity Hn; = [¢j,7] para toda j > A
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Demostracion:
Ya que H es un continuo, H; es un intervalo cerrado que estd
contenido en el intervalo I;. Ademis r € H,; para todo j € N.

Como H = lim {H:,T: g, } y H es un subcontimio propio,
debe existir algin £ € N que cumpla que H; # I,. Dado que
T: (L) = I, y que H; = T,(H;,;) para cada ¢, de lo anterior se
deriva que si 7 > k sc tiene que H; # I,. En consecuencia existe
algiin r € N tal que H,; # I,,si j > r.

Sabemos que 7 es punto de retorno de la funcién Ty, y en-
tonces -por el Lema 4.9- es también punto de retorno de T7.
Ademds para cada j € N se tiene que T7 (Hyjyn) = Hej ¥
T € Hy(j41). Asi, el Lema 4.10 implica que hay un ndmero § > 0
tal que si T € int (Hp;), entonces |Hy(ji1y| > 6.

Supongamos que para una infinidad de fndices j se tiene que
T € int (H,;) . Esto implica que para una infinidad de ntimeros
Js

|Hugian) > 6. (41)

El Lema 3.13 garantiza que podemos encontrar un entero posi-
tivo N para el cual, siempre que m > N y que K es un intervalo
tal que |K| > §, se tiene que T™(K) D I,. Sean ! y j € N tales
queni > N, j > ry|H,;yl > 6. Del argumento anterior se de-
duce que Hy; = TP (H4pn) = I, lo cual es una contradiccién
que derivé de suponer 4.1. Asf, existe una A € N tal que 7 es
un punto extremo de H,; para cada j > A.

Por otro lado, el hecho de que 7 es punto de retorno de 77
implica que existe un intervalo abierto (z,w) que contiene a 7 y
tal que

1) T? (z,w) C[r, 8] o
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2) T (z,w) C [a, 7).

Para todo j € N se tiene que 7 € Hy(jy1y y por eso Hyig) N
(z,w) # 8. Si Hypej11) es un intervalo no degenerado, lo mismo
le ocurre a su interseccién con (z,w). Como H # {7}, a partir
de algfin X’ € N las proyecciones H; deberan ser no degeneradas.
Por simplicidad podemos asumir que X' = A.

Asumamos que sucede (1). Entonces para cada j > X ten-
emos que Hy(;11)N (e, d) es un intervalo distinto a un solo punto.
Por eso, y porque ademés hay dos conjuntos de la forma (7 — €, 7],
y 7,7+ ¢) en cada uno de los cuales T es mondtona, pode-
mos deducir que T7 (Hug41) N (7,8] # @. Esto implica que
Hn; 0 (7,08] # 0 y ya que 7 es un punto extremo de Hy;, éste
debe ser de la forma [r, ¢;], para algin ¢; en (7, 8]. Si estamos en
el caso (2), argumentos similares nos llevan a que Hy; = [c;,7]
para toda j > A. [

4.12 Teorema. Sea s un pardmetro periédico en (v/2,2), y sea
n el perfodo de s. Entonces el punto 7. € lim {I, T} descrito en

el lema anterior es un punto extremo de lim {7, 7%} .

Demostracion:

Tomemos dos subcontinuos propios A y B de lim {I, 7} que
contengan propiamente a 7. Para cada i € N, sean 4; = m; (A)
y B; = m;(B). Notemos que entonces A; = T (A1) y B; =
Ts (Bi+1)- De aqui que, si algin A; estd contenido en B;, en-
tonces A; C B; paracada j=1,2,...,1.

En la demostracién del lema anterior se ve que el hecho de que
suceda el caso i) 6 ii) no depende de cdmo es el continuo H. Es
decir, que todos los subcontinuos de lim {f;, T;} que contienen
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a T se encuentran en el mismo caso. Sin perder generalidad,
podemos suponer que sucede ).

Asi que deben existir un entero positivo A y dos sucesiones
{@;};52 ¥ {5}, tales que para cada j > A, se tiene que A,; =
[rya;] ¥ Bnj = [r,b;], con lo cual Ay; € By; 6 Bpj € Agjy. Sin
pérdida de generalidad, asumiremos gue hay un subconjunto
infinito de N, denotado por L tal que si j € L, entonces A,; C
By;. Estoimplica que A; C B; paratodai € Ny por lo tanto que
A= HE{&,T3|&+1} - HE{Bi,Ts {B.1 } = B. Esto prueba
que T es punto exiremo de Ii(_x_z":{Is,Ts}. O

4.13 Observacidén. Ya que el corrimiento 7., definido en el Ca-
pitulo 2 es un homeomorfismo, el teorema anterior nos permite

concluir que el copjunto M = {1,ﬁ (1) ,...,’_ﬁ,n—l (1)} esta for-
mado finicamente por puntos extremos de im {I;, T }. Notemos
que 7, (M) = {r,T3(7),..., T3 () }. Ya que todos los puntos
de 7, (M) son distintos, lo mismo sucede con los puntos de M. .

Esto significa que hemos encontrado al menos n puntos extremos
distintos en lim {I;,75}. En el corolario del siguiente teorema.

probaremos que son los Unicos.

Notemos que los puntos en M son aquellos para los cuales 7
aparece en una infinidad de coordenadas. Por lo tanto un punto
(P1y s Prns ---) €5td en m {[;, T, } \ M si y sélamente si existe

k € N para el cual p; # T siempre que j > k.

Para el siguiente teorema recordemos que si s € (v/2,2),
entonces O (7,T;) denota al conjunto {I7*(7): m € N}.
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4.14 Teorema. Sis € (vV2,2) yp= (p1, ..., Prs-..) € im{L,, T}

son tales que O (1,T;) es finita y algtin p; ¢ O (7, T,), entonces
p no es punto extremo de lim {J, T} .

Demostracion:

Por las condiciones que asumimos, podemos encontrar un in-
tervalo J; C I, tal que p; € int (J;), y ademas J;NO (7, T) = .
Ya que O (7,T;) es finita, existen dos enteros positivos m y k
que satisfacen:

1) [T™ (), T (7)] es no degenerado y contiene a p;41.

2) ET;“ (r), T (1)) NO (r, Ty = 0

Sea [a,8 = [T (r),TF(r)]. De 2) se deduce que T: es
monétona en [a,b], yde 1), que p; € T; [a,b] . Ademés T}, {a,b} C
O (1, Ts) y por lo tanto ni T, (a) ni T (b) pertenecen a Ji.

Es decir, T [a,b] es un intervalo que si interseca a J; pero
cuyos extremos no pertenecen a J;. Esto implica que Ty [a,b] D
Ji. Asi, existe un subintervalo Ji.1 de [a,b] parael cual T (Jiy1) =
Ji. Por lo que ya hemos argumentado, a¢ y b no estdn en Jj4.
De nuevo tenemos un intervalo J;1; que cumple que piv1 € Jig
Jira N O (1,Ts) = 0. Entonces de manera inductiva podemos
encontrar, para cada m > 0 un intervalo Ji,, tal que:

*) Piym € Jitm

*) T NO (1, Ts) =0

*) Ts (Jz+m) = Ji+m—1

De aqui que cada T; ] Jium + Jitm — Jiym-1 €s un homeo-
morfismo y por tanto { Jiim, Ts | sy Jrung € UNA sucesién in-
versa de homeomorfismos de arcos. Entonces, por la Proposicién

1.16, el Um {Jiim, Ts | 2iprny }: _, €8 homeomorfo a J;. Notemos

que como p; € int (J;), tenemos que (p;, Pit1,-..) €5té no es un
punto extremo de este Qltimo limite inverso {que es un arco).
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Ahora, paracada k < i,sea Jy = T () . Ellim {J;, 75 Vet Foos
y el im {J;, T; | 1., },, se relacionan a través de un homeomor-
fismo -la funcién corrimiento aplicada i — 1 veces- que hace cor-
responder a (p;, Pi1, --.) con el punto p. Esto demuestra que p se
encuentra en un arco contenido en lim {I,, 75} y no es ninguno
de sus puntos extremos. -

Entonces, p divide a dicho arco en dos arcos diferentes, los
cuales son subcontinuos de lim {/;, T, } ; esto significa que p no

es un punto extremo de lim {7,,7:}. O

4.15 Corolario. Si s es un pardmetro periédico de periodo n,
entonces lim {I;, 7} tiene exactamente n puntos extremos.

Demostracidn:

Volvamos a la notacién utilizada en la Observacién 4.13. Ya
vimos que M = O (:r,,ﬁ tiene n elementos, los cuales son
puntos extremos. Si p = (p1,...,Pn,...) DO estd en M, entonces
-como hicimos notar en la Observacién 4.13- hay algin k € N
tal que p; # 7 si j 2 k. Supongamos que Pi, estd en O (7, T5).
Entonces algiin elemento de {Piin, Pktn—1s-y Pk} €S 7, l0 cual
es una contradiccién. Asi que prin no pertenece a O (1, T5).
Como esta érbita es finita, el teorema anterior prueba que p no
es punto extremo de HE{IS,TS}. O

En la 1ltima seccidn del segundo capitulo probamos gue para
cualquier nimero s en (1,2], el continuo lim {{0,1], 7%} es una

compactacién de un rayo; y que el complemento de dicho rayo
es el lim {I;, T;} . Partiendo de aqui, no es dificil probar que los

puntos extremos de lim {{0,1],7,} son precisamente los puntos
extremos de lim {/;, 7%}, méis el punto extremo del rayo.
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Asi, el corolario anterior prueba que para que dos pardmetros
periédicos s y ¢ generen limites inversos homeomorfos, deben
tener el mismo periodo.

En el Capitulo 3 vimos que el conjunto de pardmetros periédi-
cos es denso en {v/2,2) . También vimos que para cada n € N
hay un nimero finito de pardmetros de periodo n. Por esta
razén cualquier abierto en (\/5, 2) tiene una cantidad infinita de
parametros periédicos, todos ellos de disitinto periodo. Esto im-
plica que los Maites inversos correspondientes son todos topols-
gicamente diferentes.

De hecho, Kailhoffer y Raines, por caminos separados, han
probado que si P es el conjunto de pardmetros periédicos en
(v/2,2), entonces siempre que s y t € P, s 5 t, se tiene que

lm{l, T} # Em{LT}. En (W], [D] y [B-D] se desarro-
llan técnicas que en ocasiones sirven para identificar diferencias
topoldgicas entre espacios con el mismo nimero de puntos ex-
tremos.

Por lo pronto, en este trabajo hemos encontrado entonces
una cantidad numerable de espacios distintos en la familia de los
continuos generados por las funciones tienda. Hasta ahora no se
sabe si esta cantidad podria o no aumentar a una no numerable.

Uno podria preguntarse si existen otro tipo de parametros
que generen un limite inverso que tenga una cantidad finita y
mayor a cero de puntos extremos. Dedicaremos lo que sigue a
responder esta pregunta.

De aqui en adelante, una vez fijado un parimetro s, R de-
notard al conjunto {a, 3,7}, de puntos de retorno de T en I,.
Ademds, para cualquier punto z en {0,1], la distancia entre z y
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R, denotada por d(z, R), es la minima distancia posible entre z
y algin punto de R.

4.16 Teorema. Sean s € (\/5,2) yp=(m,..) € im{I,,T}.
Supongamos que existen i € N y § > @ tales qu:e_si n >4,
se tiene que d(p,, R) > §. Entonces p no es punto extremo de
lim {7, T.}.

Demostracidn:

Primero notemos que para cada n > 4, el intervalo cerrado
[Pr — 6,pn + 6] no toca a R, y por ello estd contenido en I,
ademas de que no contiene a 7. Esto implica que T, es monétona
en [P, — 6,0, + 6]

Abhora, sea J; = [p; — 6,p; + 6]. El intervalo [Dir1, Piv1 + 8]
es de longitud § y 7 no le pertenece, con lo cual -como vimos
en la prueba del Lema 3.13- tenemos que Ty [pit1,pivy + 6] es
un intervalo de longitud sé que tiene por uno de sus extremos
ap. Yaques>1,s6>68y asi T, [pir1, D41 + 8] contiene a
[pi — 6,pi] 0 a [ps, p: + 6. Lo mismo sucede con [piy1 — 8, pip1]-
Como T es monétona en [p;11 — &, piq1 + 8], la imagen de los
dos subintervalos [p;11 — &,pi11] ¥ [Pis1, Pist + 8] s6lo coincide
en p;. De todo esto se deriva que T [piy1 — 6, pi41 + 6] 2 .
Por lo tanto hay un subintervalo Ji; de [p;11 — 6, piay + 6], tal
que T (Jir1) = J;. Es claro que p;y; debe estar en Ji.g.

De la misma forma en que encontramos J;;;, podemos lo-
calizar, para cada m > 1, un intervalo Jiym C [Pigm — 8, Pism + 8],
que cumple que T} IJ‘. em : dirm — Jitm—1 €8 un homeomorfismo
y ademas pii., estd en Jip,.

. A partir de ahora, los argumentos son exactamente los mis-
mos que ofrecimos en la prueba del teorema anterior, desde que
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encontramos la sucesién {Jiim tomg- O

4.17 Corolario. Sean s € (\/ﬁ, 2) y n un entero positivo. Ep-
tonces s es un pardmetro peridédico y de periodo n si y solamente
si lim {Z,,Ts} tiene exactamente n puntos extremos.

Demostracidn:
La parte “solamente si” ya la probamos en el corolario ante-
rior. Nos resta argumentar la otra parte.

Supongamos entonces que lim {/;,7;} tiene exactamente n
puntos extremos. Sea z = (21,..., %, ..-) uno de ellos. Ya que

~—1
T, es un homeomorfismo, envia puntos extremos en puntos
extremos, y de aquf que para cada m € N, el punto (2, Zm+1, ---)

es también extremo en lim {I;, T}

Por esto, el punto z tiene a lo mis n coordenadas distintas.
En consecuencia, hay un punto de I; que aparece en una in-
finidad de coordenadas, de lo cual se deduce que z es de la forma
(m,Tsk (), Ts(z) ,.’s,...), paraalgin xr € [, y 0 <k < n.

Supongamos que s no es periddico. Entonces 7 no es cle-
mento del conjunto {z,T;(z),...,T¢ ()}, y tampoco lo son o
ni 3, pues 7,1 {8} = {r} y T, {a} = {r}. En otras palabras,
{#,T,(z),...,T¥ (z)} no interseca al conjunto R; y por tanto
existe algiin mimero § > 0 tal que d (T¢ (z), R) > 6 para cada
1€ {0,1,...,k}.

Asi, d {zn, R) > § para cada m € N; y por el teorema anterior
z no es punto extremo de lim {/;, T%}.

Esto es una contradiccién que prueba que s es un parametro
periédico. Si el periodo de s es k& # n, entonces el lim {7,, T}
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tiene k puntos extremos, lo cual de nuevo contradice nuestras
hipétesis. De aqui que el periodo de s debe ser n, con lo cual
hemos concluido la demostracién. O

4.18 Teorema. Si s es un parametro prefijo o preperiédico,
entonces lim {I;,7;} no tiene puntos extremos.

Demostracion:

Sea & = (z1,22,...) en im {I,,7,}. Por la hipdtesis del teo-
rema, O (7,T;) es finita. Si algin z; ¢ O (7, T;), el Teorema 4.14
prueba que z no es punto extremo de lim {7/, T;}.

Supongamos que cada z; estd en O (1, T,) . Notemos que en-
tonces {z;};-; es un conjunto finito. Si alguna coordenada zy
es igual a 7, entonces 7 = zp = Ty (Tpy1). Pero zry estd en
O(r,T,) y asi zzgy1 = T7*(7), para alguna m > 0. Entonces
7=T"1(7r) y como m+ 1 > 1, se tiene que 7 es peri6dico, lo
cual no es verdad.

Entonces cada z; es distinta de 7. Como T, (8) = {7} ¥
T.2(a) = {7}, también tenemos que toda z; es distinta de S
y de a. Es decir que d(z;, R) > 0 para cada i € N. Como la
sucesion {z;}._; es finita, podemos encontrar un ndmero § > 0
tal que d(z;, R) > § para toda i € N, y por lo tanto, z cumple
las hipétesis del Teorema 4.16, con lo cual no es punto extremo
de lim {I,, T.}. O

En 1a seccidén que viene, expondremos un resultado que habla
de la cantidad de puntos extremos de los limites inversos gene-
rados por los pardmetros densos. Este teorema no es suficiente
para poder distinguir ~en términos de los limites inversos corres-
pondientes- entre este tipo de parimetros, pero si nos permite
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distinguirlos de los parametros para los que la drbita de 7 es
finita.

4.3 Puntos extremos para los parametros
densos.

Para el siguiente lema, recordemos que si t € [0,1} y § > 0,
entonces Bs (£) = {u €[0,1]: Ju —t] < 6}.

4.19 Lema. Seas € (v2,2). Seaz = (z1,2,...) en l(iEl{Is, T.}.
Supongamos que existen una sucesion creciente de enteros posi-
tivos { Nk }re; ¥ una sucesién de nimeros reales positivos {e;} .o,
tales que:

1) Sié > k, setieneque TV [a,a + &4] C B, (TN ()
2) zn, € [0, + &) para toda i € N.

Entonces z es un punto extremo de lim {1, T;}.

Demostracion:
Supongamos que z no es punto extremo de lim{/,,7,}. En-

tonces existen dos subcontinuos A y B de lim {I,, 7.} tales que
z€ ANB,B\A#dy A\B+#0.

Para cada n € N, sean A, = 7, (4) y B, = 7, (B). Entonces
A, v B, son subcontinuos de I; y en consecuencia son interva-

los cerrados. Como ademis z, € A, N B, la unién de estos
subintervalos es de nuevo un intervalo. Llamémosle [yy, z,)-
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En la prueba det Teorema 4.12 vimos que si existe una sucesién
creciente {m;} para la cual A, C Bn,;, 7 =1,2,... se tiene que
A C B, lo cual no es cierto. Lo mismo sucede si cambiamos A,
por By, en este argumento. Es decir, existe un entero positivo
N tal que sin > N, entonces B, \ A, 20y A, \ B, # 0. Sea
k € N tal que N > N.

Debe entonces existir un mimero ¢ > 0 que cumpla lo gue
sigue:

a} Alguno de los conjuntos By, \ Ay, o Ay, \ By, contiene
a [ym,, ¥, + €] ¥ el otro conjunto contiene a [zy, — €, z,] - Sin
perder generalidad podemos suponer que

[ymis Y + €] € By \An, v lew —&2n] C An, \ By,
Ademas,

b) zn, € intlyn, +¢, 25, — €]

SeazeNtalquez>kyB1 (zw,) € (yn, + ¢, 2w, — ). Por
las hipdtesis del lema, sabemos. que

TN [a,a+ 6] C B, A (TN ().

Ahora, como zy, € [a,a+&]y TSN =N (25} = zp,, tenemos
que d (TN (@) ,zp,) < .

Siz€B i (TN (a)) , sucede que
d d(z, T (@) +d (TN (o) ,zn,) < o 2 -1

(z,zn,) < d(z, (a ( @), em) < 557 =5

Esto quiere decir que B_y (TN—Ne(a)) C B1 1 (T

Entonces TN [or, o +eg] C By (zn) © (yNk + &, 25, — &),
lo cual significa que

TN-—Ne la,a+e] Ny, yn, +€] =0 (4.2)
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y también TN [a, @ + &) N [2n, — €, 25, = 0

Notemos que 7NN (An) = Ay, y TV (By,) = Bn,.
Entonces

TstiuNk [yNz" zN:] = [yNk! sz] (4'3)

Sin pérdida de generalidad, zy, € Ay,. Como zn, € AN, N By;
tenemos que {zy,, zn,] € An,. Entonces TNNe [zy 2n] C An,.

De aqui que, como (yn,,yn. +¢] € Bn, \ An,, sucede que
T.;Ni_Nk [mNu zNi] N [ern YN, + ’5] = §. Como TN; € [a’ o+ Ei] ) 8€
tiene por 4.2 y el argumento anterior que

Tj\r{_Nk [0{, ZNi] N [yNk: Y + E] = w:

jo cual contradice 4.3.

Esto prueba que z es un punto extremo de lim {f,, T%}. O

4.20 Teorema. Sis € (v/2,2) es un pardmetro denso, entonces
lim {I,,7,} tiene una infinidad de puntos extremos.

Demostracion:

Vamos a dividir esta prucba en dos partes. Primero cons-
truiremos un punto extremo, y después veremos que hay una
infinidad.

Para la primera parte, encontraremos dos sucesiones { Ny }5 4
y {€r}ze ¥ un punto z en lim {I, T} que satisfagan las condi-
ciones del lema anterior. En realidad, construiremos dos suce-
siones {ns}r, ¥ {€x}ret @ partir de las cuales definiremos lo
siguiente:

75



x) N.=n3;+..+npparatodak € N

¥) o, = limy oo TP () = limy .o T (o) para
kE=1,2,..

Para poder hacer esto, y aplicar el lema anterior, necesitamos
pedirles a {ni}re; ¥ {€x}iey que satisfagan tres condiciones:

*) Que para toda k € N, la sucesién {’1”3“"+’+"' 4 (a)} _, sea
i>
convergente. Asi podremos definir xn;,.

*) Que cada Ty, sea elemento de [o, & + .
*) Que para cada k € N, y cada ¢ > k, se tenga que
Trert-4mfo a + &) C B_y_ (Toet- (a)) .

L
Primero que nada, observemos que la érbita de a bajo 7 es
también densa en I, pues O (e, T) = O (7, T} \ {7, B}

Ahora, sean n; = 1l y &1 = % Podemos tomar ne € N

que cumpla que T72 (o} esté lo suficientemente cerca de o como
para que {T™ (@) — T™ (T™2(a))| < % (recordemos que T7* es
continua), y ademds T7%(a} € [a, o +&3).

Luego, como 772 y T7**™ son funciones continuas, existe
g9 > 0 tal que

T o,a+e) CBi(T7*a) v

1
g

T;4% o, o+ &3] € By (T74"%(e)) -

Supongamos que ya estdn definidas ny,ng,...,%% ¥ €1,€2,-.., €k
que satisfacen lo siguiente para cualquier par {{,r} C {1,...,k},
l<r:
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I) lﬂm+...+ﬂr—1(a) _ T;‘”‘"“’“”*(a)[ < "21F
IT) T9H ¥ (0 € [, e + &)
IIn) Tot+™ (o, + €, C By (TF=+r(a)).
Usando la hipétesis (I7), (tomando r = k y I = 1,..., k),
podemos encontrar un nimero ¢ > 0 tal que
T oo +e) Cla,a+erag) )
T+ fa, o + ) C [o, 0+ g—2)

) (4.4)

TE 4 g a+e) Cla,a+e) |
Sea ny1 tal que T () € [, ¢ + ) N, + €) .

Asi, puesto que T3*"(a) € [a,0+¢€), de (4.4) deducimos
quesils#1

T:u+...+nk (T:H! (a)) c [0: + 81—1)

Ademss, como T3*(a) € [o, &+ &), si para cada nimero
le{l,..,k — 1} tomamos r = k tenemos por (I7I) que

Tpt--4m(T01(a)) € By (TP (a)

Con esto, los conjuntos {ny,n2, ...,k i1} y {€1,€9, ..., €8}
cumplen con (I) y (I1).

Alora, ya que Tos+, Toetmest | pmit-42e1 oon continuas,
podemos tomar un nimero real €441 > Otalquesil € {1,...,k + 1}

Tttt oy, o + £541) C B, (Toe-tmen(a))

¥
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Hemos construido de manera inductiva dos sucesiones {ns}z-,
¥ {€x}z=; para las cuales cada pareja {I,7} C N (I < r) satisface
las condiciones (), (II} y (IIT).

Ahora, para cada k € N, sea Ny = n; + ... + n;.. Vamos a
probar que la sucesién {1“3“"*1+"'+"" (o:)} e de Cauchy:
P>

Sean i,j € {k+ 1,k +2,...}, i > j. Entonces,

[j"‘:k-{-l‘f‘---‘i"nj (0:) - T;”Lk+1+---+ni (a)l <
< [Tpesrtestns (@) - Tomsctotnin (o) 4 .

e lfl;n"+1+"'+n‘“1 (O:) - f[;flk+1+---+ﬂ~£ (a)l <

la dltima linea se obtiene por (7).

Esto prueba lo que queriamos, y por lo tanto podemos definir

: gy1t.. 0
zx, como lm; o, Ts* " 7).

Notemos que N = N3 + ni vy ademds

T2 (o) = I TP447% (@) = o

Esto significa que hay un tnico punto z en lim {7, 7%} tal que
N, () = zn, paratoda k= 1,2,...

Luego, por (IT) sabemos que 73" (a) € o, a+ez)
para cada j > k&, y en consecuencia zy, € [o, a + & para toda
kEelN
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Ya que N;—Np = ng41+...+n; para toda § > k, la propiedad
(I1I) es exactamente la condicién (1) del lema anterior.

Por lo tanto z es un punto extremo de lim {/,, T }.

Pasemos a la segunda parte de la demostracién; es decir, a
probar que hay una infinidad de puntos extremos.

Ya que s no es un pardmetro periédico, el Corolario 4.17
implica que li‘ia {I;,T,} no puede tener una cantidad finita y
mayor a cero de puntos extremos. Como al menos tiene uno,
debe tener una infinidad. [J

Notemos que para cualquier pardmetro s como 73|z, €s supra-
yectiva, existe un punto & en lim {I;, 73} tal que m (&) = o

4.21 Lema. Si s es un pardmetro denso, entonces O (@, T,) es
densa en lim {I,, 7%} .

Demostracion:
Sean z = (z1,%,...) en im{/;,T} y e > 0. Sean € N

tal que 2= < 5. Sea § > 0 tal que si |a—b| < 6, entonces

IT! (@) ~ T (8)] < § para L = {1,...,n}.
Existe k € N para la cual |T¥ (&) — zn41| < 8. Entonces
d(1"@),2) <

T @)~z T (@) =z 1
< 5 + .ok o St

1 1\ 1/1 e 1
Z — —t=F.. )< ~+ == .
(2+...+2n)+2n(2+ )_2+2n<5 O

<&
-2
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4.22 Teorema. Si s es un pardmetro denso, €l conjunto de pun-
tos extremos es denso en lim {I;, 7.} .

Demostracion:

Sean z = (z1,29,...) en H‘E{IS,TS} y& >0 Sean € N tal
que 5 < §. Por el lema anterior, existe m > n que cumple que
d(ﬁm (@) ,g_) < 5. Sea & > 0 tal que si |a — b} < §, entonces
|Ti (@) —TE(B)] < &, il ={1,..,m}.

Sea z el punto extremo encontrado en ¢l teorems anterior.
Como cada zy, estd en [o,a+6) C [oz,oz-l— %) tenemos que
limy .o Zn, = o De aqui que existe k tal que |zy, — a] < 6.

~ " a1
Como T, y T; ~ son homeomorfismos, envian puntos extremos
a puntos extremos. Podemos aplicar una iteracién de alguna
de estas funciones al punto z y obtener un punto extremo w de
lim {I;,T,} para el cual @11 (w) = Zx,. Entonces

d (i:;sm (6.7) ,10_) <

STE@-Tenl, | LE-Tenl, 1

e /1 1\ 1 /1 e 1 e
<t )r—(z+_ )<8p. L L2
—4(2+ +2m)+2m(2+ )—4+2m<2

Por tanto d (z,w) <e. O

Notemos ahora que los pardmetros para los que el punto %
produce una érbita finita son los pardmetros periédicos, prefi-
jos y preperiédicos. Ya vimos en la seccién anterior que estos
pardmetros dan lugar a un limite inverso con un niimero fnito
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de puntos extremos. De aqui que este ltimo teorema prueba
que si tomamos uno de estos pardametros y un parémetro denso,
y nos fijamos en cualquier par de subcontinuos de los dos limites
inversos correspondientes, no resultan ser homeomorfos.

Después de probar el Corolario 4.15 hicimos notar que en
cualquier intervalo abierto en (1,2) podemos encontrar, en el
espacio de los limites inversos correspondientes, una infinidad
de continuos topoldgicamente distintos. Sin embargo, todos ellos
tienen un nimero finito y no cero de puntos extremos.

Estos iltimos Teoremas (4.18 y 4.20) prueban algo més: ya
que cualquier abierto U en (1,2) contiene una infinidad de paré-
metros periédicos, una infinidad de pardmetros prefijos y una
infinidad de parimetros densos, el espacio de limites inversos
correspondiente a U contiene una infinidad de continuos con un
nimero finito y no cero de puntos extremos, una infinidad de
continuos que no tienen puntos extremos, y una infinidad de
continuos con una infinidad de puntos extremos.

Esto significa que dichos continuos se pueden distinguir no
sélo por un nimero finito de puntos extremos -como los genera-
dos por los pardmetros periddicos-, sino por una infinidad. Ve-
mos asi que la topologia de ].'El {Is,Ts} es muy sensible respecto
a 8. Hasta ahora no se sabe si existen o no dos parimetros
sy t en {1,2] para los cuales el lim {,,T.} y lim {£;, T;} son
homeomorfos. -

Sin embargo, en [B-BR-D] se demuestra que los pardmetros
periddicos, prefijos o preperiddicos generan limites inversos que
localmente se ven iguales en casi todas partes. M3s especifica-
mente, si £ es uno de estos pardametros y tomamos un punto Z
en lim {L;, T;} que no sea punto extremo, existe una vecindad de
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T contenida en lim {1, 73}, la cual es homeomorfa al producto
cartesiano del conjunto de Cantor y el intervalo [0, 1] .

En cambio, en el mismo articulo se prueba que existe un con-
junto K C (v/2,2) formado por pardmetros densos, el cual a su
vez es G5 y tiene medida de Lebesgue 2-/2, tal que si tomamos
un pardmetro s en K, entonces cualquier vecindad de cualquier
punto en el JJEI{IS, Ts} contiene una copia de cualquier fmite
inverso generado por una funcién de la familia de las tiendas.

Nuestra investigacién obviamente no abarca estos trabajos,
pero quisimos mencionarlos brevemente dado que muestran qué
tanto pueden cambiar estos continuos sin importar qué tan pe-
quena sea la diferencia entre los pardmetros.

Esto podria no sorprender demasiado. Hasta ahora no hemos
hablado de ninguna “continuidad” de lim {I,, 7} con respecto
a . Sin embargo hay una manera de hacerlo.

Sea L ={Y :Y es subcontiuo de [[:2, [0,1]}. En £ podemos

P
definir una distancia con la cual se vuelve espacio topoldgico,
pero para eso necesitamos un concepto. Si Y estd en £, entonces
NAY) =U{B:(y):y€ Y}. Ahora si, la distancia entre dos

elementos A y B de L, estd dada por

H{A,B)y=inf{e >0:N.(A) 2 By N.(B) 2 A}.
Asi, podemos definir la funcidén F : [1,2] — £ mediante la
regla F (s) = lim {1, T;}. No lo probaremos, pero esta funcién
resulta ser continua. Ahora si, con lo que trabajamos a lo largo
del capitulo podemos ver que siempre es posible encontrar dos
elementos de F [1,2] tan cercanos como queramos, pero con ca-

racteristicas topologicas muy distintas. Con esto finalizamos
nuestro trabajo.
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