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0.1 Introduccidn.

A finales de 1960 no existia mas que un pufado de documentos que mencionaban
por su nombre a las funciones spline. En la actualidad hay sin exagerar miles de
docuentos sobre este tema. Kl rdpido desarrollo de las funciones y curvas spline
se debe principalmente a su gran utilidad en las aplicaciones. Ya que ademids de
que poseén excelentes propiedades matemdticas, son faciles de guardar, evaluar y
manipular en una computadora.

Se han encontrado michas aplicaciones de las funciones spline en la solucién nu-
mérica de una varicdad de problemas en matematicas aplicadas, como por ejemplo la
aproximacién de funciones, cuadratura numérica, solucién de ecuaciones diferencia-
bles ordinarias y parciales, ecuaciones integrales, etc.

En el caso de las curvas B-spline sus principales aplicaciones son en los distintos
sistemas grificos de diseno de curvas y superficies llamados CAD(” Computer Aided
Design”) o CAGD(” Computer Aided Geometric Design”) los cuales son usados como
herramientas en el diseno de barcos, carros, aviones etc.

El objetivo de esta tesis es presentar algunos aspectos tedricos y précticos de
las funciones y curvas spline. Adgmés estd acompanado de la implementacién de
dos applets! los cuales permiten disefiar curvas en forma libre colocando y moviendo

puntos interactivamente, éstos se presentan en una pigina web cuya direccién es:
hitp : / Jwww.geocities.com/tesisbsplines/Applet Spline. html

En el capitulol, hablaremos de la familia de funciones polinomiales por pedazos,

1 Programa realizado en el lenguaje de programacién JAVA, que permite incluirse en una pdgina
web.
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probaremos que forman un espacio vectorial y discutiremos un subespacio de éste.
Ademds trataremos la construccién del spline ciibico de interpolacién y el spline
paramétrico.

En el capitulo 2, el enfoque de espacio vectorial nos permitird plantear el problema
de la bisqueda de bases adecuadas para la representacién de los elementos del espacio
de funciones polinomiales por pedazos, aqui estudiaremos la base de funciones de
potencia truncada y la base de funciones B-spline.

En el capitulo 3, trataremos la familia de curvas de Bézier por medio de su re-
presentacién con el algoritmo de Casteljau y los polinomios de Bernstein, derivando
distintas propiedades de estas curvas. También hablaremos de las funciones de Bézier
y descibiremos el proceso de subdivisién.

En el capftulo 4, explicaremos como una curva spline se representa en la forma de
Bézier y estudiaremos las condiciones para la continuidad en sus derivadas. Descri-
biremos la construccién del B-spline cuadritico y cibico.

En el capftulo 5, generalizaremos la teoria de las curvas B-spline por medio del
algoritmo de Boor, con el cual podremos hablar de diferenciabilidad de la curva B-

spline, la insercién repetida de nodos y el blossom B-spline.




Capitulo 1

Funciones Polinomiales por
Pedazos.

En este capitulo iniciaremos el estudio del conjunto de funciones polinomiales por
pedazos, demostraremos que forma un espacio vectorial y estudiaremos los subes-
pacios que se generan al imponer ciertas condiciones de continuidad, en particular
hablaremos del espacio de funciones spline.

Concluiremos con la construccién del spline cibico de interpolacién y el spline

paramétrico.

1.1 Funciones Polinomiales por Pedazos.

Una funcién polinomial por pedazos (fpp) es una funcién formada por secciones de
polinomios definidos cada uno en ‘un intervalo; por ejemplo, en la figura (1.1) se
observa. una fpp formada por tres polinomios definidos en los intervalos [~1,0],(0,2),
[2,3]. En este caso la funcién es continua por la izquierda en 0 y por la derecha en 2.

Otra fpp se muestraen la figura (1.25 aquf los polinomios est4n definidos en {—1,0],

[0,2], {2,3] y el limite por la izquierda y derecha en los puntos 0 y 2 coinciden, asf la

funcién es continua en [—1,3].




5 - —e——=u
5
4 -
3 - o

(x-2)

0 - | } ] }
-1 a 2

S B G \?

Figura™1.1: Funcién polinomial por pedazos formado por 3 polinomios de grado 0, 2
y 3 definida sobre el intervalo [-1,3].

Para la definicién formal de una [pp supondremos que al menos existe continnicad
por la izquierda en los puntos de nnidén de los polinomios que la forman.

Definicién 1.1. Seaun conjunto de L+ 1 mimeros reales estrictamente crecientes

&= (&) = (€0, €4, ..., £1.) Hanados nodos (o punlos de ruplura) y k un entero mayor
que cero. Si py,...,pr_1, €s una sucesion de polinomios cada uno ellos de orden k
(de grado < k) una funcién polinomial por pedezos [ de orden k en les,€1] (0 sobre

£) se deline como:

pi(x) si e, <ax <y para §= 0,1,...,. L —2
Pr-1(z) 51 -1 <2 <gp.
De esta delinicién las funciones de las figuras (1.1) y (1.2) son respectivamente
[unciones polinomiales por pedazos de orden cuatro y tres con puntos de ruptura

€= (E)?:O =(~1,0, 2,3).



9

il » » 1
) o=y
-x"+1 “(x-2T 41
Ce t ! .
-1 0 2 3

Figura™1.2: Fpp formada por tres polinomios de grado 2 continua [~1,3].

Al conjunto de lodas las funciones polinomiales por pedazos de orden k sobre la
sucesion de nodos € = (s,-){,‘ las denotaremos como Pi ., y llamaremos a los elemenlos

que forman la subsucesion de nodos (&; f‘*l nodos o puntos de ruptura inferiores.
Proposicién 1.1. Sean £ = (£;)§ una sucesién de nodos estrictamente crecientes

y k un entero mayor que cero entonces Py, forma un espacio vectorial de dimensién

kL.

Demostraciéon:

i) Por demostrar que F; . es un espacio vectorial.

Denotemos S al conjunto de todas las funciones de los reales a los reales y P
el conjunto de todos los polinomios de grado menor o igual que k — 1 es decir ;
S={f:R-R}yF={p:R— R pes un polinomio de grado <k —1}.

Sabemos que & con operacion(;,s de suma y multiplicacién por escalar definidas

por:

(f+9)) = [(=)+9(z) (1.1)
(af)(=) = off(=)

para f,g € S, forma un espacio vectorial, as{ para mostrar que Py, es un espacio




10

vectorial probaremos-que es nn-subespacio-de—Sk-
Como Py es un subconjunto de § lo tinico que hay que mostrar es que Pre cs
cerrado bajo la snma y mnltiplicacion 1)61‘ escalar definidos en (1.1).
Sean f,9 € Py, y a € N asi:
pi(®) si g <wm <y,

Pr- 1 51 g1 S x<g,

§ & K< gy

Py st EL1 Sx<egg

para p;(z), p ( r)y € Py, 1=0,.
Entonces

H i r) = pia i IJA: S?: (< Ei-}.]
Urop=]  TRO=pEIR@ R ve<n<

(Pt +p-)@) =prai(@) +p)_ (1) € P siep <a<e,
de donde f+ g € P ..

Ademis

(ap)(z) = a(p(x)) € P, sie; <2< €iqq +=0,..,L—2

(af)(z) =

(app_1) (=) = afp_i(z)) € Py siep, <x< El

de donde af € P .

i) Por demostrar By que tiene dimension k7.
Como cada [ € Py, estd formada por secciones de polinomios de grado k — 1 en

un mtervalo, [ se puede escribir como:

pi(w )—ag)+cv] T+ - -I-af:')]'b st EiS T <Eyq parai=0,.. L —2
f(o) =
(L~ (L—1)

L—-1 , .
proi(@) =of" D +altVp 4 +o bt s e << £y,
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Asi en cada polinomio que forma la funcién hay sin especificar & variables (o
grados de libertad) ag-i) para j =0,1,...,k —1 de un total de L polinomios de donde

el niimero total grados de libertad es kL y por lo tanto dim(FPy¢) = kL. |

1.2 El Espacio Vectorial P,

Una caracteristica deseable en una fpp es que los polinomios que la definen se unan
en forma ”suave”, esto en términos matemdticos quiere decir que la fpp tenga ciertos
grados de diferenciabilidad continua en los nodos interiores. A continuacién discutire-
mos como representar esta caracteristica en una fpp y sus implicaciones en el espacio

Pks.

Condicién de continuidad de las funciones polinomiales por pedazos.

Supongamos que se desea construir una fpp f € P sobre la sucesidén de nodos
e = ()3 = (0,1,2,3) formada por los siguientes tres polinomios:

po(z) =2* + 0<z <l
flx) = p(z) =zt + 1<x<2 ' (1.2)
oz} = ya? 2<x <3

(en donde «, B, 7 se determinarén en el proceso de construccién) de tal forma que f
sea continua en 1 y 2 y su derivada lo sea en 1.

Esto se logra si los lfmites por la izquierda y la derecha de f en 1y 2 coinciden y

los de f’ lo hacen en 1. Asi si definimos

fef) = lim f(z)

E—Ey

&) = lim f(x)

E—’Ei




12

/
.
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2x2/
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2

x(x? + D

0 1 2 3

Fignra™1.3: Fpp [ de orden 4 formada por tres polinomios sobre la sucesién de nodos
£ = (&) en donde f y f' son continuas en 1 Y [ es continua en 2.

las continnidades requeridas se tienen siempre que

o) = ) ="y = rah (1.3)
) = PPy =pPa) = 1t

IO = W@ =) = O

donde fUN) representa la J—ésima derivada de f en 2.
Entonces resolviendo tenemos quea=208=0yy=1de donde [ esta dada
por (figura 1.3):
¥4 si 0<z <1
f(x) =4 9,2 81 l1<z<?2

x? st 2<5<3




] s _ L Q4 =
Asf en general para f € Py, y una sucesién de nodos &£ = (:)§- St v = ()
es una sucesién de enteros positivos, f tiene v; — 1 derivadas continuas (es de clase

CU~! ) eneg; si

JODery = fU0(e;)

o equivalentemente

FUN(eH)y = fU0() =0 (1.4)

para j=1,...,, 1=1,..., L -1

IEsta condicién es llamada condicién de continuidad.

En particular si v; = 0 quiere decir que no se imponen condiciones de continuidad
en g;.

il conjunto de todas las funciones € Py, que satisfacen (1.4) para v = (v;)¥?
se denota por Py ...

Proposicién 1.2. Dada una sucesién de nodos ¢ = (g;)§ estrictamente crecientes,

un entero positivo k y una sucesién de enteros mayores o iguales que cero v = (v )b,

. . . . -1
el conjunto F ., forma un subespacio de Py, con dimensién kL — f’=] ;.

Demostracién:

Claramente Py, es un subconjunto de Py . asi para probar que éste es un su-
bespacio de Py . debemos mostrar ¢ne es cerrado bajo las operaciones de suma y
multiplicacién por escalar definidas en (1.1).

Sean f, g € Py.y ¥y @ € 1 entonces por hipétesis
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f“‘”(ai‘) — f(i—l)(gj) =0

=

gu D er) — g (e = 0
o) + 9] = (19 el = g = 0
SO+ M(Eer) = (S9N 4 g0 ) ) = 0=

f"*'g € IDA:,s,v
para g =1,... 1 yi=1,.,L—1 De igual forma

F97e) = 190 = 0
a(f(j‘”(gi‘)—f(j")(g;")) = (0=
afVE) — o) = 0

af € fpk,s,u

paray=1.. 1 yi=1,..L—1
Una vez que se hemos demostrado que Py ., es un subespacio de Py ¢, el cileulo de
su dimensién consiste simplemente en restar a k[ (ya que dim(Fy ) = kL) el nimero

de condiciones de continuidad que se imponen en cada nodo interior, asi tenemos

kL — Z:.:' vy = dim{Fy. ¢ o).

1.2.1 Funciones Spline.

Uno de los subconjuntos més populares del espacio de funciones P, , es el espacio

spline, ésto se debe principalmente a que una funcién de grado k — 1 en este espacio



tiene k — 2 derivadas continuas {es de clase C*~2) en el intervalo [eg, 1] lo cual
proporciona una "suavidad méxima” en la unién de cada par de polinomios distintos.

‘. L iy
Definicién 1.4. Sean k entero mayor que cero, € = {€i)q sucesién de nodos

estrictamente crecientes y v = (v;)¥7! una sucesién de enteros no negativos. Una
funcion Spline de orden k (o grado k-1) con nodos ¢, es una funcién s € Py, para

lacval v, =k —1,coni=1,...,L—1

A la familia de funciones spline de orden k se le denotard por Sy.. Ademds
si 8§ € Spe, 8 represeniard el i — ésimo polinomio de s sobre g;_1 < x < g; para

i=0,...,L—2y 8. el L—1polinomio de s sobree;,_; <z <ep.
Ejemplol.1.

i) Dado un conjunto de nodos £ = (g;)§ estrictamente crecientes el espacio de
funciones spline de orden uno Sp. estd formado por los polinomios de grado cero
(constantes) por pedazos sin condicidn de continuidad en cada nodo inlerior asi para

s € Sy se puede escribir :

so(x) =co st €< T <E

sl(:c) =c; 8 £ <z <&

sp—i{z)=cr1 81 e 1<z <SE

Por ejemplo en la figura (1.4) se presenta un spline de orden 1 con nodos & = (:)8.

i1) Ll espacio de funciones spline de orden dos Sy ¢ estd formado por conjunto de




i6

Cq
. o—* o
o
¢ &
o— o

| | | | | I
| I I I | ! |
5 & & £y &4 Es - &s

5
& o—¢9
—' o
c
< o

Fignra™1.4: Spline de orden | con nodos €1, €9, €3, €4, &5, £6.

funciones lineales por pedazos continuas asf cualquier s € Sy, se puede escribir -

(

0 0 )
so(x) = a:((] ) 4 ag Vo i g0 < 1< e

! :
si{z) = ol + oy s g1 < x < gy

L1 L1 .
sp—1{z) = a((] ) 4 cv.(l Y si Ep1 S <egg

:n donde
s{e) =s(ef) parai=1,. [ -1, (1.5}

Por ejemplo en la figura (1.5) se presenta un spline de orden 2 con nodos ¢ == ()8

Dimensién del Espacio Vectorial Spline S ..
La dimensién de Sy, es un caso particular de la dimensién de Py e o- Por cjemplo para
el espacio ), en donde no se exigen condiciones de continuidad el cual por delinicion

es igual al espacio Py ., con v = (1)Lt = (0,...,0), la proposicién 1.2 nos indica que:

L-1
dim(Sie) =kL - =1 L-0=L=dim(P,,)
i=l|
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Figura™1.5: Spline de orden 2 con nOdos €9, €1,£2,€3,64, 65,66

En el caso de Sy, en donde se reguiere continuidad en cada nodo interior, el cual
es igual al espacio Py, con v = (v;)7' = (1,.., 1) la proposicién 1.2 nos dice que su

dimensién esta dada por:

L1
dim(Sye) =kL—Y vi=2L—(L—1)=L+1

i=1
En general la dimensién de Sk se cdlcula como:

L-1 L-1
dim(Spe) =kL— Y v =kL—Y (k—1)=kL—(k—1)-(L-1)=k+L-1

i=1 =1

[in la siguiente proposicién se presenta otra forma de deducir cste resultado.
Proposicién 1.3.Dada una sucesién de nodos estrictamente crecientes € = (g;)§
y un entero mayor que cero k, dim(S,) = dim(P; ) —(k—1)-(L—-1) =k -L— (k-

- (L-1)=k+L—1

Demostracion:

Sea s € S entonces por definicién, s, s, ..., s~ tienen respectivamente la si-

guiente forma en cada intervalo [g;, €444):

si{z) = a((,i) + a(li)a: + agi)mz 4 aﬂlm""
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s(.l)(:n) = oW o0 4 (k— 'l)nfﬂlp-“”2 )

S{k_'z)(:r:) = (k- 2)'0:?)2 + (k- 1)! ,{) \
los ¢nales ademds curuplen:

)—!-af.gi)ei—I—tt“az-F +rv£ﬂie -t = (.r((fﬂ)—f—agi'”)a + ot el ¢ f‘*” k-1

1 1

agz) + 2(\!:?)65 NI (,{I _ 1) a;:.) IE -2 _ agi'l'l) + 2C\f-gi"-])6i 4ot (k . 1) Of](:FIl)Ek 2

(=2t a2, (k=110 e = (k-2 ol 1 (k1)1 -t Ve,

parat =0,..., L — 2

Ahora igualando a cero tenemos que:

I M B (X S ) WS S I RN D S

(vg 9 agi'H) + 25i(agi) - aéi"'l)) + 35?(&;(:) - cr,(:"'])) (k= 1)5,’-“2(0,(2 af:' ')) =
i i+l i+1

(k= 2o, — o)+ (k — 10| — olD)e, = o

para 7z =0,...[ — 2,

IZste es un sisterna lineal homogéneo de (L—1)(k—1) ecuaciones el cnal se pueden

escribir en notacién matricial Az = 0, haciendo 2t — EAETREE |21 con:
£ (0) () (0) (0)
x [cro oy e o

‘r' —_— .y
Iy = 2 Gt

[af,’) ROBINC (1) ]



£ _ (L-2)  (L-2) _(L-2) (L-2)
Ty o = [ao - 0y Gty g
¢ _ (L-1)  (L-1) _(L=1) (L—1)
Ty = [a{, 42} L2 Q1
Y
t
70,0
t
To,1
¢
To,k-2
t
0
t
Ao 11
"
L)
@t
Ti-10
it
11
t
TrL-1k-2
coln
k ko kL-2)
t L [ot | ot
ro; = leos =€l 0 ]
k k -
k k(L-3)
£ ¢ t
Tl,) - [0,51_1| ‘Elgl 0 ]
L-2
o
kok ok k
t _ ¢ ot
Ti—2; = 0]o]o] -]0lel_1;1—€t_q,l

19




20

} i;u:a.ﬂ-_—uoﬁk Z7y

gio = [1 & & ... e ']

5;,1 [0 E; 253 (k__l)gk—j]

pz = (00 oo (k=2 (k- lef~"]
parat=1 .. [ ~1.
s claro que existe una correspondencia biunfvoea entre s y N(A) (el micleo de
A) y por lo tanto dim(N(A)) = dim (S . ).
Y ya que A es una malriz escalonada con renglones linealmente indepzndientes
de (L —1)(k — 1) x kL su rango es r(A) = (L—1)(k-1) y por lo tanto dim(Sy) =

Am(N(A)) =kL—r(A)=kL—(L-1)(k—1)=k+L—-1. m
1.3 El Spline Cubico de Interpolacién.

Uno de los principales problemas que involucra a los splines, es la construccion de cste
tipo de funciones cumpliendo ciertas caracteristicas de otra funcién arbitraria g, lo
cual Ledricamente es posible ya que como se mostrd en la scecién anterior este espacio
tiene clerta dimension (o grados de libertad) lo que nos permite imponer condiciones

adicionales,

Discutiremos una solucién al problema por medio del signiente planteamiecto:
Dada la tabla de valores:
T Ty T - Tpoq Ly

(L.6)
9 9 91 - Gr.-1 Gr
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para una funcién arbitraria g (donde g; representa el valor de g en ;) construir una

funcién s € Sy, tal que
s(z;) = g (1.7)
donde t = 0,1, ..., L.
La funcién s es llamada Spline Ciibico de Interpolacion.

1.3.1 Construccién.

Sea s € Py, con € = (g)§ esirictamente crecientes. Para lograr que s € Sy, y cumpla
(1.7) fijaremos &; = x; para ¢ = 0, .., L y construiremos los polinomios ciibicos s; que

forman a s de tal manera que en cada nodo interior obedezca:

si—1(&:) = gi = si(e:) (1.8)

!

i1 (&) = ms = sile:) (1.9)

en donde m; que representa el valor (desconocido) de la derivada de g en ;, con lo
que se logrard que s cumpla (1.7) y la continuidad de s y ¢ en el intervalo [gp,e.]. Y

entonces calculareinos los valores de m; exigiendo que:

si_1 (&) = 8} (&:) ' (1.10)

con lo que tendremos la continuidad de s” en [gp,6.] y s € Sy.
as{ inicialmente supondremos que se conocen los valores mg, my, ..., my y los poli-
nomios s; se oblendran resolviendo el siguiente problema particular a partir del cual

la construccién de s serd inmediata: construir un polinomio cibico P(y) definido en
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el intervalo [0,1) tal que:

£(0) =po, P(1) = py, P'(0) = py y P'(1) = p, (L.11)

P(y) se puede eseribir como una combinacién lineal de polinotmios ciibicos qg, g1, g4

¥ g3 (una base) es decir

Py) = pogo(y) + Prar(y) + pota() + prasy)

Ahora si tomamos pg = 1y py = Py = P, = 0 entonces I (¥) = qo(y) de donde gy es

un polinomio c¢iibico con raiz doble en 1, asf se puede escribir como:
112
go(y) = (ay + b)(y — 1)
Y ya que

g(0) = 1=>b=1

@w(l) = Oyb=1=a=2
lenemos
Do(y) = (2y + 1)(y ~ 1)°
Procediendo de la misma forma, para qr, g2 y g3 obtenemos que:
aly) = ¥ (3-2y)
@) = (y—1)%

»(y) = yy-1)

y asi :

Ply) = po(2y + Dy = 1) + pi* (3~ 29) + poly — 1)y + proly — 1)
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Este polinomio es conocido como El polinomio ctibico de Hermile.
Asi una vez resuelto el problema observemos que 3; se puede escribir en términos

de éste polinomio *transladandolo” al intervalo [0, 1] por medio del siguiente cambio

de variable:

T - T —I;
= = : : 1.12
y(:!:) Tig1 — T4 Az; ( )

con Azm; =z — ;.

Es decir:
si(z) = P(y(=))
tomando:
9i = si(:) = Ply(z:) = P0) =po
ginr = si(@in1) = Ply(zin)} = P(1) = py
y como:

Mig1 = 8/ (zis1) = P(y(zen)) = P(1) - £
po = Fi(0) =mAz;

n = F(l)=minAz;
De modo que s; se puede escribir como:

s:(#) = gi- () + giq (¥(2)) + midzigy(y(2)) + mi Azigs(y(2)(1.13)
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(2 — 200)? [2(z — ) 4+ Awi]
i +

Az.'l}i
% — )% [2(x00 — x) + A iy — x) 2w — 2
,{]i-{-l(.h %)% [2(2i0 — 2) + Ay L, (Ti1 — )% (w — a)
Ay, Ay,
(w0 —z) (i — )

Ay,

—Miy

¥y entonces § :

si(2) st r<r<a
s(x) = (1.14)
s () 81 epa<zLeg,
para 1 =0,..., L — 2.

Asf el wiltimo paso para lograr que s € Si,e serd encontrar valorves m) de tal forma

que (1.14) cumpla (1.10); asf derivando (1.13) tenemos que:

si(z) = 60’—{2\%&(1; + a; — 2x) (1.15)
2@ +x; — B 2w + oy — 3
—2’1’1'!-,'—'T - 27’P‘i+1T
De donde
"e _ pf — 4 T, L )
si(m) = 6= 4R T n (1.16)
i — gi—1 iy M
T z) = —6 2 4
SI—I(I ) A?_] + Ai_l + Ai_]

ignalando estds dos expresiones tenemos que:

( 1 1 ) 1
My + 2 + = )my+—my =

1
Ai—l Ai——l Ai Al

- gi — gi Git1 = i1
-3 Ai—"'—"— + A,‘_] "———-—J
[ A?,_] A?—l

lo que es equivalente a:

Ai'm,—_l + 2(A,;_..1 + Ai)?n.i -} A,-_I'In,;.,.l =
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gi — fi-1 gi+1 — Gi
L Lk} A 1.17
s[algi v a2t .7
y dividiendo entre A;_; + A; obtenemos:

a;m;_q + d;m,; + (1 - a,-)miﬂ = b,;. 1= 1, T L—-1. (118)

con

a; = A.’L‘,‘/(A"B,‘_] -+ A:’I‘,)

b,‘=3

Ar; gi — Gi-1 AZi_y  giy1 — G
AIL‘,',..] Am,-_l -+ A:L"' Aﬂ)‘,ﬁ Axi—l + AIE,‘

Si por el momento se supone que se han escogido de alguna [orma las valores g
y my, entonces {1.18) es un sisterna de L — 1 ecunaciones tridiagonal dominante por

I‘el’lglOIlCS Ya ques

d,-=2>ai+(1—a;)=1

por lo que (1.18) tiene solucién dnica.

1.3.2 Condiciones de Frontera.

Ahora estudiaremos distintas formas de seleccionar los valores mgy y m llamados
condiciones de frontera, las cuales definen distintos tipos de splines de mterpolacidn

ctibicos.




Spline Ciibico_Cowmpleto.

51 se conocen los valores de g'(my) v o (2 .} (L.18) se puede escribir:
R
) d[ 1- ady - 0 m b]
0 .o : = (1.19)

ap—  dyy l-apy my,_y bi—y

A AT

en donde by = ¢'(xy); b, = g'(2,).

Iiste spline es conocido como spline cibico completo.
Spline Ciibico Natural.
Otra posibilidad es suponer que
" . ) \ -
§'(mn) = ¢"(2) =
Asf de (1.15) ésta suposicién implica :

g1 — 4

: neel 1.20

g -+ 12 s ( )
o, = e
Tp—-

y (1.18) se escribe como:

(2 1 0 e 0 \(mn \ /bu \

ar dy l-ay --. 0 7 b

ay_.y dr, 1— @y mr— by

\0 o 0 1 2 ) \m,, / KbL }
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Figura™1.6: Spline natural cibico de interoplacién sobre 10 puntos.

En donde b = ¥ by = 39_2;114—!1.

Este spline es llamado, spline cibico natural

En las figuras (1.6) y (1.7} se presentan dos spline cibicos naturales de interpola-

cién.

\J3

IMigura™1.7: Spline natural cibico de interpolacién sobre 6 puntos.
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Spline Ciibico por Eliminacién de_Nodos.

St 1o se conoce nada acerca de las derivadas de g en los puntos extremos, entonces
podemos escoger a g y my, de manera que sy coincida con S1Y Sp—2 con s5,_,. lis
decir se escoge 1y y 1y, de tal forma que los puntos Y Zp—1 no sean puntos de

ruptura (eliminando los nodos} del spline s, lo gque se escribe como:
55,3)(:1:1) = ss“’)(.’::l); .3522(3:,,*,) = 3221(3:1,4) J=012 (1.21)

Y ¥ya que s es un polinonio cibico (L.21) es equivalente a:

sg (1) = sy (my) (1.22)

Spoa(Tr_y ) = Spo{m0- 1)

Entonces derivando (1.15) tenemos:

e i1 — G; My — 1y
s; (z) = —120—— 2L 4, ¢ ;
i (@) Ax} An?
Ast sy'(21) = 87 ()) se expresa como:
: 91— o mg - 1y 92 — 4 My — 1y e
TI2TE 6 = g T g e (1.23)
A Az Az Ax}

pero de (1.18) para i =1 :

by - — dymr
My = 1 (L::-?nua 17 (124)
— ay

Sustituyendo (1.24) en ( 1.23) y simplificando tenemos que:

Azymg + (3 ~ 29)m, (1.25)
(Axy + 2(xqg ~ 2p))An (ﬁf—i%gﬂo) + Ax? (f«i{%)

Ty — Iy
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De la misma forma para s, _,(Z;-1) = 8, _;(21-1) se obtienen la ecuacién

(L —xp-2) M1+ A 2-my

2 gL-2-8L-1 _ . gL—89L-1
Azy_y (mb—z—wl,-l) +{Azpg 0k 2@L — xp)) - ATLy (mb—wL—l)
Ty —Ip-2

Asf las pendientes mg, my, ..., my de este spline se cdlculan como la solucién del

sistema de ecuaciones lineales siguiente:

(d(] ag 0 0 \(mo \ (bo \

ay d] 1—(1.1 0 my b]

ar-2 dp2 l—ap2 my_s br-2

\ ar—1 dr—1 ) \"m»L—l) \qu)

donde
do =A%, g =Tg — Ty, G 1 =Tp1— T3, A1 = Ap_3;
by = {(Azg + 2(x9 — 10)) * Ay (ﬂ{ﬁ%) + Az (ﬁ)
Ty — Iy
Lot (sezaa ) 4 (Amys + 201 — 21Dy (22222

T~ Tr-2

En la figuras {1.8) y (1.9) se presentan los splines ciibicos por elimimacién de nodos
sobre los mismos puntos de las figuras (1.6) y (1.7} aquf se observa como la condicién
(1.22) hace que la unién de la primer y segunda seccién polinomial del spline sca

suave (de clase C (), lo mismo se sucede para la peniltima y 1iltima seccién.
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[igura™1.8: Spline aibico de interpolacion por eliminacisn de nodos,

Figura™1.9: Spline ciibico de interpolacién por eliminacién de nodos.



1.4 El Spline Cibico Paramétrico.

Uno de los problema comunes que s¢ presenta en la préctica, es la aproximacién de
un conjunto de puntos en el plano haciendo pasar nua curva suave por ellos. Iin esta
seccidn se propondrd una solucién a este problema por medio de la construccién de
una curva spline ciibica que interpole los puntos.

La idea principal es suponer que el conjunto de ordenadas y abscisas digamos
{(z:,%:)]i = 0,.., L} son la imagen de dos funciones arbitrarias g(t) y h(L) sobre cl

conjunto de nodos € = (g;)§ es decir:
gle) = =
es) = ws

para ¢+ = 0,..., L, y entonces aplicar dos splines ciibicos de interpolacién s, y s,

respectivamente a las siguientes tablas:

L o € ' Ep-1 EL

g(t) e w0 wmpoy oy
¥

14 o &1 EL-1 EL

htY wo w1 - Y1 Yo

utilizando alguna de las condiciones de [rontera discutidas en la seccién 1.3.2.
Una curva formada por los splines s, y 5, es llamada spline cdbico paramélrico.
Como es de suponer la eleccidn de la parametrizacidn € es una de las parles
mds importantes en la construccién de este spline ya que una eleccidn adecuada

evita rugosidades, los expertos sugieren que las paramétrizaciones més adecuadas son
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aquellas que aproximan la longitud del arco formado por dos puntos.cualesguiera-{a

n
gy

Y:) ¥ (@igr, Y1) asf podemos tomar commo pardmetros € ;
g = 0
Eipy1 = & +d;
parat=0,1,... L —1
En donde d; puede ser alguna de las siguientes:
i‘) d, = \/ Az.’L‘i + Agy,'
i) di o= Al Ay,
i) di = |A’z| 4 |A%y)
W) di = max{|Aw], |A}
La seleccién de 1) representa la longitud de la cuerda que pasa por los pnntos

(Te, %) ¥ (i1, i) v en la prictica se ha podido comprobar que esta seleccion os
muy couveniente.

Una vez que se escogic los puntos g;; ¢ = 0,..., I entonces de (1.18) se obliene
lnnediatamente las pendientes del spline s, que interpola las abcisas, caleuladas

como solucién del sistemas
@iy + dong + (1 — a)mgy, = b,
parat=1,. L — 1 donde
d; = 2 (1.27)

; = AE,’/(AEII'_I + AE;‘)

AE,- A.’L‘,‘_l AE,;] A.’L‘i

bi =3 Ag;  Ag;_y + Ag; Ag; Ag;_ + Ag;
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Ifigura™1.10: Spline paramétrico ciibico sobre 15 puntos.
De forma similar, las pendientes my, ..., m,, del spline s, que interpola las ordena-
das se obtienen como solucién del sistema:
agmy_y + ding + (1 - a)m; = b;

paraz=1,..., L — 1 donde

d; = 2 (1.28)

a; = AE,‘/(AE,:]‘FAE;’)

3 Ae; Ayi—-l Ag;_y Ay.—
AE,;_| AE,'_[ -+ AE;‘ AE,' AE,;_] + AE;

=
'

Fn la figura (1.10) se muestra un spline paramétrico sobre 15 puntos y en la fignra

(1.11) otro sobre 10 puntos.
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Figura™1.11: Spline paramétrico sobre 10 puntos.

1.4.1 Spline Parameétrico Cerrado.

Supongamos ahora que los puntos {(zi,y)li = 0,..,L} provienen de un problema
cuyas caracterfsticas hacen suponer que la curva de interpolacién debe ser corrada,
Entonces ninguna de las condiciones de frontera, estudiadas en la seceidn 1.3.92 es
il Para lograr que el spline paramétrico sea una curva cerrada y que i ¢l punto
de cierre el empate sca suave, basta con exigir que las funciones s, y sy del spline

aramélrico, sean periédicas es decir que:
¥

s(e0) = D) (1.29)
Ss(/j)(eﬂ) = S:(:j)(ab)
para j = 0,1, 2,

La condicién (1.29) para 7 = 0, o sea el cierre de la curva, se logra simplemente
exigiendo que el primer y el tiltimo punto de interpolacién coincidan es decir (o, 90) =
(IL‘L,?/L)-

La condicién (1.29) para s, y j = 1 est4d garantizada si en (1.18) sc elimina la
medgnita my, porque 1,y = myg. De manera similar se debe proceder en el sislema

correspondiente para el cdleulo de las pendientes del spline s,,.



Por tltimo, teniendo en cuenta que mqy = my, de (1.15) obtenemos que:

SH(EU) - 6-’1?1 —To 4 Mo 9 m,
T AE{E} AE(} AEU
Ty — T my—i My
3::(51,) =—0 3 + 2
' AEL—I AEL_l AELH]

Luego, la condicién (1.29) para 8, y j = 2 se expresa mediante la ecuacion:

2 ! + ! me + ! my + ! m
Acog  Aepy | 0 Agg | Aep_y Lot
Ag AV
= 3| =0y —1
Ael  Ast_,
o equivalentemente por:
9 n AEL_ 1 n AE(] )
m, m Hy_
0 Agg + Aep : Acgg+ Acgy e
= 3 AE;_ﬁ] ALUO AE() AH:L N
- AE() AEQ + AE}_,-; AEL_l AE() + AEL._l

Asi las pendientes my, ..., mp_g, mp_1, {1y, = my) de spline periddico s; que interpola

las abcisas, se obtienen como solucidn del sistema de ecuaciones:

[

\

(e )

( bo

o o 0 0 1—aqg
ay di 1—a 0 my by
0 :
= (1.30)
0 :
0 ap—z dr_ga l—ap.s mp—2 b1,—2
\ l—ap, 0 .- 0 ap 1 drp ) \ ML } \ bi—1 }
donde
dy = 2 ag = AEL,I/(A&) + AE]‘_|) (1")1)
be = 3 AEL__] A.’I)U AE[) A.’L‘L,_|
’ Aeg Aeg+Depy  Aep Deg+ Aeyy
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o
; ¢
@ M= B I W1 E'j

> ,,.-«—-B—"_'_"“‘“‘“"--H-E E]g/

e S

FFigura™1.12: Spline aibico cerrado con ol que se dibuja el simbolo de nota mnsicnl,

y el resto de los elementos de la matriz y ¢l lado derecho estdn dados por (1.27).

De forma andloga las pendientes my, ..., 1m0, _y del spline aiibico Sy que interpola

las ordenadas se calculan como solucién de un sistema lineal (1.30) con lado derecho
dado por (1.28) y

b — Agy_ Ay Agg Ay
0 Agg Aeg+ Agy,_, Aej_y Agp + Agy,_y

I2n las fignras (1.12) se muestra nn spline cerrado el con ol enal se dibuja el simbolo

mas comin de las notas musicales en la figura (1.13) se muestra una "h” acostada.

11
— 12 ./
13 B A
M 2 3

Figura™1.13: Spline cerrado que dibujua una h acostada.



Capitulo 2

Representacién de Funciones
Polinomiales por Pedazos.

En el primer capilulo se probé que el conjunto de todas las [unciones polinomiales
por pedazos P . y en particular Py ey y Sk forman espacios vectoriales, asi cualquicr
elemento en estos conjuntos tiene una representacién tinica en términos de alguna de
sus bases. Iin este capitulo estudiaremos la construccién de la base de funciones de
potencia truncada y la base de [unciones B-spline. Ademas mostraremos porgue cn
algunos casos la representacion de potencia truncada acarrea errores de perdida preci-
sién y como se climinan por medio de las lunciones B-splines. Por 1iltimo hablarcmos

de la relacién de los B-splines y las diferencias divididas.

2.1 La Base de Funciones de Potencia Truncada.

La Funcién de Potencia Truncada.

Una funcién de potencia truncada ([pt) es nna funcién de potencia la cnal en una
»gran” parte de su domino es ignal a cero, estd truncada.

Definicién 2.1. Sea © € R y k entero mayor que cero si (%), = max {x,0}
entonces la funcién de potencia iruncada de grado k se deline como:
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k A ko . k
()} = 2§ = (%4)" = (max {,0})". (2.1)
Por e¢jemplo en la figura (2.1) se muestran cuatro funciones de potencia truncada

de grados 0,1,2 y 3

4-._
. 3l
2__
0
o=t
0 1 2

Iigura™2.1: [Funciones de potencia truncada AN

aqui podemos observar que estas funciones toman el valor de 2* stz 2 0y cero

si <0 para k =0,1,2,3 asi una definicién equivalente de una pt es:

0 si <0

) (x—-0F si x>t N
flz) = (x— 1',)4_ = (2.2)
0 88 =<0

es una funcién de potencia truncada de grado k transladada ¢ veces hacia la derecha

del origen si £ > 0, ¢ veces hacia la izquierdasi { < 0 e iguala (2.1) sit = 0, en la fignra
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(2.2) se presenta el caso cuando { > 0. Lsta funcion es una [uncién polinomial por
pedazos con £ como tinico punto de ruptura, ya que estd formada por dos polinomios
(el polinomio identicamente cero y el polinomio (z — t)*) definidos en los intervalos
(—00,t) y [t,00) y cuyo limite por la izquierda y la derecha en i coinciden, es decir

s continua en (—o00, 00).

Figura™2.2: Funciones de potencia truncada (@ — )9, (. — )4, (z — 1) V{05,
(2~ t): con t > 0.

Por otro lado como:

i) = (-0 = o max {0, (v - )

= k-(max {0, (x -0} "=k - (z-0)i".
la r — ésima derivada para r < k es i1gual a:

;;’"(”’“t)ﬁ-z’“'(‘"'—1)--~((kﬂ(r-, 1)) - (z—)h




A k! S x>
e

sir==k.
lis decir (2.2) tiene £ — 1 derivadas continuas Yy un brinco de tamano k! en la

k — ésima derivada en ¢ (es discontinua) y asf:

f(a’—l)(tm) - f(jﬁl)(ﬂ-{-) =0 (2.3)

para 7 =1,... k.

De donde f € Py vy [ € Skrizcone={t} yu= (k).

Construccién de la base de Funciones de Potencia Truncada.

Cormo Py, forma un espacio vectorial es posible hablar de su espacio dual, es decir
el conjunto de todas las funcionales lineales ) - Py, — %

Iin esta seccién definiremos una familia de funciones de potencia truncada ¥y una
familia funcionales lincales de e con los que probaremos que esta la familia de
funciones forma una hase de Fye y oblendremos representaciones 1inicas de cualquier
funcion de Py, Prewy Ske en términos de esta base.

Definicién 2.2 : Dada una sucesién de nodos estrictamente creciente & = (e:)s vy
un entero mayor (ue ccro k, si 1 € [eo,e1]y [ € Py ¢, definimos la familia de finciones
de potencia truncada ¢, (2} y la familia de funcionales lineales Miz(f) del espacio dual

de P . respectivamente como:

bofa)={ ) (2.4



para s =0,... .k — 1.
Y
fO(go) si 1=0

Ag(f) = (25)
f(j)(e;*')—f(j’(e;) si i=1,..,L-1

para § = 0,...,k — 1.
Para probar que las funciones ¢,, forman nuna base de [, primero mostrarcios
que este conjunto es lincalmente independiente, para ésto necesitamos el signiente

lemna.

Lema 2.1. La familia de funciones y funcionales ¢, y Ay cumplen:

1 sii=r,j=3s
Ai.‘i((prs) = 6if5j3 =

0 c.o.c. {enalquicr olro caso)
para i, r=0,...,L—1,785s=0,...,k—1
Demostracion:

De (2.5)

y sustituyendo (2.4):

(/)(J)( )




. .. P . .
CGomo_la_funcién_ g, (z)_ = g%E"L toma ¢l valor de cero si x = g, ticne s — 1

derivadas coutinuas en g9 y toma el valor de uno al derivarla s veces, tenemos gques

(2 — £)* () I 81 r=i=0yj=s
( s! ) fomeo =
0 coc
sy () . g\ (9
x— T—¢ o
((_I:-g—'gn)_) ':n:s? - ((,L—S-ii)—) ':11:5; = 0 para r '_}'é ty V}: 5.
De forma similar la fimcion ¢, (%) = (i::,'i (para » =1, — 1) tiene s — 1

derivadas continuas en g,, toma cl valor de cero si < & y uno al derivarla s veces,

entonces:

(x— &)\ ¥ . :
( ! limeq = 0 i i #ryVs,;

((-’13 - Er)tq{-) @ l .- ((3; - 51-)1) ) I - 1 el =1 Y ] =S8
&=g), m=g]

0 81 r#EiLy Vs

Proposicion 2.1: La sucesién de funciones $rs S0n linealmente independientes.
Demostracién:

Por demostrar que:
L1 k-1

Z Zars(f)r.g =0= Oy =10

r=0 3=0

Observemos que si a la igualdad Do D e,y = 0 aplicamos de ambos lados el

ncional lineal Ai; temos que:

)\t‘j Z Z arsql)rs = Z Z ars)\ij((/)rs) =0
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y del lema 2.1.

E E rs0irbis =0 = ;=0
r 8
parai=0,1,...,.L—-1,7=01,. k-1
[
Por dltimo como las funciones ¢, parar = 0,...,L—1, s =0,...,k — 1 suma nn

total &L, igual a la dimensién de P (proposicién L.1) concluimos que el conjunto

{d)a’j }i:(],,,.,]_,— (,=0,....k—1

forma una base de Py ..

La signiente proposicién muestra como podemos representar una [uncién [ € F .
en términos de las funciones ¢, y las funcionales lineales A;;.

Proposicion 2.2. Dada una sucesion € = (g;)f estrictamente crecientec y un
entero mayor (ne cero k si [ € Py entonces [ se pnede representar de maneraiinica

f = Z Z(’\ijf)@bij (2-(5)

fo:0 f=0

Demostracion:

Ya que _ o _ forma una base de F, ., existen valores imcos ¢, €
rsfr=0,., ,L-1,8=0,.,k—1 kies rs

N,r=0,...L~-1,5=0,..,k =1, tal que

L-1k-1
f= E E CpsPrg (2.7)
r=0 g=0
Por otro lado observemos que:
L-1 k-1 E-1k-1 L1 k-1

ZZ(Aijf)d)ij = ZZ Aij Zzar.&‘/’m ‘/’ij

i=0 F=0 i=0 j=0 r=} s=0
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Lol k=l /L1t \ i_z k=1 /L—1k—1
ZZ‘T(‘?L%MW Jr=rY (‘E amawajs)v

i=0 j=0 r={ s=0

i=0 j= r=0 3=0
Ll R—

S ijdy; = f. M
i=0 j=0

(2.4) y (2.5) en (2.7) [ se puede escribir como:

wa DICEED) +SZ UDe) = 1)) (o — e, (2.9)

1
= i=1 j=0 J:

Observemos que en esta expresion el "salto” en las derivadas de f en los puntos
de ruptura interiores aparece explicitamente, Bsto hace que las condiciones de conti-
nuidad (1.4) sean muy sencillas de abordar pues simplemente eliminamos del segundo

sumando de (2.8) los cocficientes tales que:
I 1) =0

asisi f € Py, conv= {(v;)17! sucesién de enteros positivos se puede escribir en
términos de las funciones de potencia truncada de forma vinica como:

k—1

2) = S V)@ —20) | SRR U - T - )

y en particular si ()7~ = (k—1,.... k— 1) cnalquier s € Sy ¢ se puede escribir comor

k—1 ; ; f.—1 L _ . o — Lo
s(z) = 3(“')(511)(-7:"5!))”’ n (st D(et) — st (e D — &) (2.9)
R g 4! pr (k~1)! h
_ el =) | R 6 ) - o e - o
< —
par 4! — (k—1)

en donde s; representa el 7 ~ ésimo polinomio de s.
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Figura™2.3: Funcién como una "recta rota”.

2.1.1 La Representacién de las Funciones de Potencia Trun-
cada Puede Ser Mala.

Como se menciond al inicio del capilulo la representaciéon de una [uncién [pp en
términos de la base de funciones de pontencia truncada puede acarrear errores de
precisién, en esta sececion estudiaremos este problema por medio de un gjemplo.
., . v - <

Cloustrnyamos una [uncién spline s de orden 2 (s € Sy.) con € = (&), represon-
tada por medio de la base de funciones de potencia truncada como una "recta rota”,
es decir deseamos que s aproxime a una funcién como la que se muestra en la lignra
(2.3).

asf si tomamos &; = i para i € {0,1,2,3,6,7,8,9} las seccciones polinomiales de s

definidas en estos nodos seran igual a 10, es decir

s;{x) =10 para 1€ {0,1,2,3,6,7,8}
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y-para-i-=-3,4.5 cada_s;_serd_ignal a:
si(w) = (2 — g;)m; + s;(e;)
con

S,‘(Ei.}.]) -_ 5,‘(65) . 3,;(5,'.,.]) — Si(E,;)
Eif1 —E; Ag;

de donde () = m;, las cuales ademas deben cumplir que

sieq) = 16 = s4(e4)

sa(es) = 5= s5(es)

asf de (2.9) esle spline se puede escribir como:

1 S‘(j) ()-"?—uj : ' '
s(z) = Z So_( )EI o) + Z(S,-(Ei) = s(e)) (e ~ e,

seo) + ) _(siled) ~ sh (=) (= - ).,

i::‘

= sol€o) + (my — 0) (2 — €3)a + (g — my)(z — £4),,

(s — ma)(w — £5), + (0 — ms ) — gg)..
—10 5

= 10+ 5(.’1) - 3)[.. + (Z'é‘:: — —AE_3)(:E — 84)_|.
5 10
+(&; + Zs—,,)(m - 5_5)+ +5(x — 6),.

(2.10)

Ahora supongamos que Agy > 0, es decir g4 se aproxima a 5 (o viceversa) lo (ne

implica:
(x =~ ea)y = (z = e5)s

y ademas

_ -10 5 N 5 n 10 > 1
AE4 AE::, o AE5 AE4



]
1 spline representado con fpt

- —

1
- 7 funcién aproximada
/ 1(x)=10

G----
b

Figura™2.4: El spline representado por [pts el cnal aproxima una “recta rola” se
"deforma” ya que la pendiente de 84 tiende a ser vertical.

esto 1ltimo es cierto ya que los cocientes ;—li’ y Blf; tienden a infinito y menos infinito

15
Aey

respeciivamente y asi y —0—:'-'5; no son significativos. En términos geométricos dey
~ () quiere decir que la pendiente de 54, (124 = ﬂ%g—ﬁl) tiende a ser vertical, lo cual
" deforma” al spline. Esto causa una perdida de precision en la evialuacion de certos
puntos en s.

Por ejemplo tomemos €4 = 4.4 y g5 = 4.6 entonces Agy = 0.2, usando aritmética

de dos digitos decimales y redondeando al mimero decimal par mas corcano (2.10) os

igual a :
s(z) = 10+ 5(z — 3); — 53.58(x — 4.4), + 53.58(x — 4.6), — 5(x — 6),

para 0 <z < 9.
Si 2 = 8.5, evaluando en esta expresién tenemos que 3(8.5) = 14.28, sin cmbargo
$(8.5) en realidad deberia tener un valor de 10, figura (2.4)

La razén de ésto, se debe a que la evaluacién de s en £ = 8.5 involucra todas las
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funciones de potericia tTunca‘(i}TTp_re‘la‘forman,—ya—q1.le—:i:->—G‘y—pal:afestc;_(;&s‘u-la_(-li.[o-______
rencia de las pendientes (rny —my) v (ms —1n4) son bastante grandes en comparacicn
a las demas diferencias de pendientes, alterado asf el resultado final.

[5n la siguiente seccién volveremos a este ejemplo una vez que hayamos construido

la base de funciones B-Spline y veremos que este error se elimina.

2.2 La Base de Funciones B-spline.

La base de funciones 13-spline (una simplificacién de Base spline) es una de las repre-
sentaciones mas adecnadas para cl espacio de [unciones spline, ya que sus [unciones
estén construidas de tal forma que evitan Ia perdida de precisién ademds de gue existe

una formula recusiva sirple para caleularlas.
2.2.1 Construccién de la Funcién B-spline.

L principal problema de la representacion de las funciones de potencia truneada os
que estas [unciones son distintas de cero en una gran” parte de su dominio, ya que
AL 0 Va asi al eval Mncid apresentada por é ' ¢
(x—1t) 53> >ty asf al evaluar una funcién representada por éstas en un cierto
valor " todas funciones de potencia truncada tales que 2* > { estdn involucradas (no

50N Cero).
Iintonces dada una sucesion de nodos estrictamenle creciente £ = (e:)iy dos
enteros positivosp y q tales que 0 < p < g < L para lograr que la [uncién:
q
my = N k— 1 [y
d(z) = E di( — ;)% (2.11)
i=p

con d; € 8, sea una "buena” funcién base debe cumplir que:
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si € [en,ep) U lEq €L (2.12)

e
B
Hi
o

¢lz) # 0 51 z € (Ep,€q)
pero de la defincién de funcién de potencia truncada sabemos que:
Hr)=0 s x€(—00,5)
Asf lo unico que falta para lograr es que:
H2)=0 s xE gy eL]

esto se puede tener tomando valores d; tales que:

q
Zd,;(:r: —-e)i = Zd,;(:r: -} T =0 si w€ gzl (2.13)
i=p i

lo cual implica que:
q
Zd,—ei- =0 para =0,1,..,k—1
i=p

[Bsta dltima suma representa un sistema de ecnaciones el cual tiene solucidn dis-
tinta de cero si ¢ > p+ k ya que asf el mimero de coclicientes d; es mayor o igual al
nimero de ecuaciones.

Si tomamos ¢ = p + k, la identidad deducida de la férmula de interpolacion de

Lagrange [[7], pag. 35]:
k-1

!
Z;
E - = b-u
E—1
=0 Hj=0(3"i — ;)
J#i

paral =0,...,k— 1.
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Muestra queios cogticientes-d;se-pueden-escoger-como: -
; 1
di = —f——
ieplE5 — &)
it
ya que asf:
p1-k !
D e =0
ek T
i=p L lj=p (E;f — &)
J#
pues simpre [ # p + k.
De donde la funcién spline ¢(z) que cumple (2.12) esta dada por:
pti [ ptk 1
x) = BF () = | (z— ;)% —00 < <00 2.14
¢’( ) p( ) Z .1:‘[(53"'_51') ( J)}» ( )
S

esta funcién es llamada funcién B-spline .
La notacién B;f (z) esiltil ya que indica que el B-spline es de orden & y distinto e
Ccero s 2 € (€, &p44) y por definicién de la funcién de potencia truncada, el exponente

k también nos indica que:
Bi(®)>0  si we(epep) (2.15)

Il siguiente teorema da una condicion titil sobre ¢l mimero de ceros para las [unciones
spline y en particular para el B-spline.

Teorema 2.1. Sea una sucesion de nodos estrictamente creciente € = (g)g y un
entero positivo k, si s € Sk,e es un spline identicamente cero en los mtervalos €0, £,)
Y [eq,€L] ¥ tiene r ceros en (€p.&,) para p y g enteros positivos con 0 < p < ¢ < [,
entonces:

r<q—(p+k)

Demostracion:



Supongamos que 5 es un spline lineal, es decir s € S|, asi por hipdtesis s{e,)) =
s{e,) = 0 de donde s no puede tener ceros en los intervalos [ep, €p41] Y [€0-1,80] ¥
tiene a lo més uno en cada intervalo [g;, £441] parai = p+2,...,g— 1. Asi en este caso
s tiene a lo més ¢ — p — 2 ceros en (&,,&,).

Ahora supongamos que k > 2 y de bnuevo por hipdtesis sabemos que s tienc r
ceros en (g,,2,) y entonces s'(z) tiene al menos (r + 1) ceros en (g,,8,) y asi s"(w)
tiene al menos (r + 2) ceros en (g,,&,), etc. Asi deducimos que %2 tienc a lo mds
r+k—2ceros. Y ya que ¢l mimero méximo de cambios de signo para un spline lincal

es de a lo méds (g — p — 2) entonces:

(r+k=-2)< (g-p-2)er<g—(pt+k). ©

Este teorema nos indica que ¢ no puede ser menor que (p + k) ya que en caso
contrario 7 < 0. Lo gue muestra ademds que si s es ¢l B-splinc (2.14) 7 os igual a

cero (pues q =p+ k) y asf la j — ésima derivada de (2.14):

{ (B (m))(j) si ® € [&p, &‘p.{.k_H]}

para j = 0,1, ...,k — 2 tiene exactamente j ceros.
2.2.2 Construccién de la Base de Funciones B-spline.

Una vez que se ha obtenido la funcién la funcién B-spline B:; la ¢ual tiene un soporte
pequento (cumple (2.12)) estudiaremos la construccién de la base de Sg e compuesta

cstas funciones.
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Dada una sucesion de nodos estrictamente crecionte £ = IE_,-)}i,',_!um prifficr propues——— - ———

ta para una base formada por los B-spline es el conjunto formado por estas funciones

definidas en el intervalo [gg,€.] es decir:

{ BE(z) St %€ (g Ep])

para p=10,1,.. L—k.

Sin embargo la dimensién del espacio generado por este conjunto es de L—~k 41 la
cual es distinta a la dimensién de Sk,e (ignal a L+k~1 proposicién 1.3) asf necesitamos
2k —2 lunciones adicionales las cuales se pueden obtener agregando nodos extra alnera,

del intervalo [g0,£.]; st por ejeruplo tomamos un conjunto de reales tales que

Evktt < Epyp < <ey < &0 (21())

£, < Eppy <eEppa <o < Epppt

las funciones :
{B}(2) st z € leo,er]}

para p =~k +1,..., L — 1, generan un espacio con dimensién I, + k-1,

k3l siguiente teorema mmestra que éste conjunto forma una base de Ske-

Teorema 2.2. Sca un entero positivo k y un conjunto de nodos £ = (EJ)’_H{’
que cumple con (2.16) entonces el conjunto de funciones B-spline:
{ B:;' (.‘L‘) 37 IS [50, EL]} (217)

parap=—k+1,-k+2,.... L — 1 forma una base de] espacio Sy ..

Demostracion:



Ya que las funciones (2.17) son clementos de Si. y su espacio generado es de
dimension L -+ k — 1 = dim(S ) lo tinico que debemos probar es que este conjunto

es linealmente independiente, es decir:

L-1

s(z) = Z apBiz)=0=> a, =0 (2.18)

]
p=—k-1

parap=—k+1,..., L1
Bsto lo haremos por contradiccién probando yue si cualquier mimero ; p =
—k +1,..,L — 1 es distinto de cero entonces s(z) # 0 . As{ supongamos que aq cs <l

menor entero distinto de cero entonces de (2.15)

L-1

s(z) = Z opBBE() = g Bi () # 0 si 2 € (&g, 8q41)-

p=—k--1

2.2.3 Relacién de Recurrencia de los B-splines.

En términos practicosde la evaluacién de la [uncién B-spline (2.14) en algin punto
es "bastante” complicada, ya que implica muchas operaciones, asi a continnacién se
deducirid la formula recusiva de los B-spline la cual nos permitird evaluar cn lorma
mucho mas simple esta funcién.

Teorema 2.3. Sean un entero positivo £ > 2 y una sucesion de nodos en estric-
tamente creciente € = (6)5'*"“. Entonces la [uncién (2.14} satisface la ecuacién:

- k17 PRSI P
(.’L Ep)]}p (:I’) + (EP'{'k :L) Bi”‘“ (:L) (21())

Bz =
» () P

para todo z real.

Demostracion:
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T EI'lado derecho( 2719 -cs-igual-a:

k-2 p-+k vtk

1 pi-kfl pHi—1 (:’L‘ _ E%)_l (3; _ El),\i’_z
— {2z —¢,) Z H ———— | + (gpar — T) Z H ——r
81"'"‘3 - EP i=p j=p (EJ - Ei) i=p-i-1 i= (EJ - E’:)
it i
(2.20)
Ahora si x € [, £,4.1] ésta ccuacion es
. ptk—1 —
[ e
p ==
Ept+k — Ep imp (g5 — &p)
J
ik X
(2 —gp)F!
H e _pE ) = Bi(z)
| j=p J P
| J#

asf (2.19) es cierto para este caso.

Ahora supongamos que x € [€p+1,Epik] ¥ para i = p+1,.,p+k—1 entonces

(2.20):
1 plhk—1 (3 — E_)k-? Ptk (z — E‘)k‘z
(™ - &) () [ ] = 2.21
Spik T Ep ? g (& — ) ? =t (ej — &) 22
It FES!
(2 — g;)*2 A
: (] Ep )&, i)+ (e —ENE, — & =
Epik — Ep [( :)( Pk ) ( Ptk )( P )]g(si"gi)
iy
B -k -k
(v —&)? Y 1 1 k-
2 gile & = &g
prprl ([ CHR p)]g(gj_ai) E(E —oy e
I i

y por lo tanto (2.21):



[sta recursién nos proporciona un método conveniente para calcular B::'(:L') dado

un valor fijo € [gp, £,44] por medio del célculo de las siguientes columnas:

B,
132
B2, B,
Bl By
B2, : B (2.22)
By
Bﬁ-w_:} Byixoa
B ia
LA
en donde:
.
CrPEr F— s% % € [€:,Ei41)
Bi(z) = ﬁ (EiH_:S’é;szm) si X E [gi1, Eigal (2.23)
0 €.0.0

\

[Este procedimiento es altamente adecuado para cdlculos numéricos ya que exceplo
por las diferencias de los valores de. las variables, no hay cancelacidn.

Ejemplo 2.1:

Recordemos que en en la seccidn (2.1.1) se construyé una [uncién spline en tér-
minos de la base de potencia truncada y se describié porque en algunos casos esta
representacion puede acarrear errores de precisidn, a continuacién abordaremos el

mismo ejemplo pero esta vez representando el spline en términos de B-splines.




Asf tomemoslasucesisn-denodos-es e=-(z7) g-z-((},—h2,—3,—4?4,—4—.6,—6,—778,—9')-y' de———

la demostracién del teorema 2.2 sabemos que para construir una base de B-splines

sobre € debemos agregar 2k — 2 = 2 nodos mds, asi sean £_

donde el conjunto

{B}z) paraze [eo,e0] y i = —1,0, ..

= -] Y £ = 10 de

., 8}

forma una base para. el espacio D2, ¥ cualquier s € Sy, se puede escribir como

Intonces de (2.23) tenemos:

8
§ = Z o BE(x).

i=—|

's '8
‘*""TH -1<z<0 b 0<z<1
B2, () = ¢ L g<z<l Bie)=( %2 1<gpco
0 C.0.c 0 c.0.¢
\ \
( (
=l 1<a<? 22 2<x<3
B ={ % a<w<s B =! ate go,oay
0 C.0.c 0 c.o.c
\ \
( r
-3 - x—4.4 .
mong S<a<d4 ﬂ%@ 44 <z <486
2 n) = 4.6—.73 . 32 = G6—xz .
BS(‘L) J Wj 0<z2z<1 Bd(l’) J 1.6)(1.4) 4.6 <z <B
0 C.0.0 0 C.0.¢
% \
( '8
r—4.6 R r—G .
(175“(2.—4) 46_<_’LSG N 6SS,<7
Bi(a) = == 6<w<7 Bilr)={ &= g, g
0 c.o0.c 0 c.o.c
\




Bi(z) =

=
!

8
o0

A
=3

A
o
=y
e )
—
=
—
Il

0 C.0.C
0 C.0.¢

\

parai = —1,...,8. Las cuales se muestran en lu figura (2.5)

07 -

8455 g & & &

Figura™2.5: Sucesion de B-splines 5%, B2, Bf, BZ, BE, B%, B2, B¢, 3%, 13§ definidos
sobre la sucesion de nodos e, = (0,1,2,3,4.4,4.6,6,7,8,9)

Asf para lograr que s sea la "recta rota” de la figura (figura (77)) escribimos:

8 5
s(x) =20- Z Bi(x) +24. Z B(x) + 8- Bi(x)
25 bt

para g9 < x < go ligura (2.6).
Ahora si x = 8.5

0. .
5(8.5) = 20- BX(2) +20- B}(8.5) = 20(%2) +20(>) = 10
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]
1
1
]
1
\
]
10— — -
]
1
r
:
5-p 8

In ura” 2.6: 5 dline liIlG?_Ll como ula ”I‘CCL‘{L rota” representaco vor medio de la bhase
3
de fllllCiOIl(')S B—splines.

Ast la propiedad de soporte local de los B-spline hace que al evaluar z = 8.5 en s
s6lo los B-splines B y B2 estén involucrados elimando asi ol error de precision que

se representd en la potencia truncada,

2.2.4 Los B-splines y las Diferencias Divididas.

Otra forma de abordar las funciones B-spline es por medio de la diferencia dividida
de la funcién de potencia truncada (2 — )51, este enfoque como veremos tienc cierlas
venlajas en comparacion a la construccidn del B-spline de la seccidn (2.2) sin embargo

no es tan intuitiva.

Definicién 2.3: Dado un entero posil;;vo k y una sucesién de reales no decrecicn-
les €;, ..., i, la k —ésima diferencia dividida de una funcién g: M- NRNeney, ... g,
denotada por [g;, ..., £:4x19 €s el cocliciente de z* del polinomio grado & que coincide
CON g €N &;, ..., E4pk-

De esta definicién se puede probar que la k — ésima diferencia dividida. de la

funcién g en g, ..., £544 esta dada por:
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(k) (e, . f b
120 g g==ek y g€ CW
[Ei: "':Ei+k]g = (224)
1864 1,42,y sEip k1O 18,844 10 it ke 110
Eij-k—Eq
con [ei]g = gle:). Y ast dado nn conjunto de valores g(e:), 9(€ir1), - g{€ivn) la b —
ésima diferencia dividida se calcula por medio de la siguiente Labla:
ale:)
[£:, €019
ggir) i, €611, E042]9
. (3 S F
[€is1, Eiraly : e e Bl (2.25)
G (Eirh—2,Eith—1,Erny

[Ei-{-k—] ; Eu-k].‘l
ale:)
La siguienle proposicién atribuida a Leibnitz, serd necesaria para probar nn im-
porlantc rasultado de los B-splines, su demostracién en [[5], pag ).

Proposicién 2.4 (La formula de Leibnitz.)

Sean f(z),g(z), Mz) : X — N, tal que f(x) = g(z) - h(z) Y2 € N entonces:
ik

iy il (f) = D _([E6r o &10) ([Er, oonr E010] ). (2.26)

r=i

Ahora estamos listos para la definicién del B-spline normalizado.

Definicién 2.4. Dada una sucesion de nodos € = {g;)§ no decreciente y un entero

mayor que cero k el ¢ — ésimo B-spline normalizado de orden & sobre la sucesion de

nodos £ se deline por:

NE(3) = (eapn — &) s, o £aaa] (- = 2)57 (2.27)




60

para_todo x e ¢,

., ke . T .y
La notacién "placcholder™ ( « — )% se usa para indicar que en la k — ésimna
1 i
. . T . . . Y| LT . . _
diferencia dividida en la funcién bivariada (e—a)", se fija 2 y se considera solamente

funcién de e. Por ¢jemplo [g;_4, ei]g(-, ) denota la diferencia dividida on Ei-1 vy &; de

la funcion bivariada g con respecto a ¢;. Y&t

gleim1,x) — gles, x)
Ei| — &

Notemos también que la sucesion de nodos £ en la definicién 2.4 es creciente
(y no estrictamente creciente) asi entoces el B-spline normalizado sc puede definir
sobre una sucesion de nodos en la enal haya nodos repetidos, esto se debe a que la
diferencia dividida (2.24) estd definida puara este caso. Mds adelante estudiaremos las
implicaciones que tiene la repeticién (o multiplicidad) de nodos sobre ¢l B-spline.

Ejemplo 2.2 :

i) Supongamos que g; < Eir1 < Eip. lontonces de (2.27) y (2.24) el I3-spline N?

es 1gnal a (figura 2.7):

Niz("»') = (ein— 5i)[£ia£i—l—l:£i~|-2]( F— )y
= lme—m)y = (e —2)y (g —w)y — (& — 2),
it2 — Eip . iyl — &4

- lwaz @)y ( : I ) (ie1— =)y + (ei= =),

€i42 — € €42 —Eip1 Eip — & i — &

i) Ahora supongamos que & = €;4.1 < €449 de nuevo por (2.27) N? es ignal a

NAw) = (enr — el e, Eipa)( -~ 2),4
[Ei:Ei-!Q]( 0 [E,-,&,-}( S =)y,
Bz —e) (€ir2 — &)

[Ei;5i+2]( C—E)y - [5,-,6,-]( T Z)y
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42

'
I

|

1

|

|

}

& 1y
&

H

igura™2.7: B-spline de orden 2 (grado 1) sobre los nodos £; < =54y < g9

para el segundo operando de estailtima expresidn usamos la delinicidn de la diferencia

dividida (2.24) para el caso de nodos repetidos y asi tencmos:

) Eiqa — Tl — (& — 2y
Ni(z) = (e i ) T (&: — =)'
Eivz — &y
Aqui si por gjemplosiz =¢;
. Eiyn — Ei
2 i-}-2 i
Ni (E;) = 0 = 1
€iye — &
0 8l & = £;49 enlonces:
2 0 - 0
Ni (Ei+2) = ~0=90
: Eipy — &

figura (2.8).
A conlinnacién deduciremos una formula de recurrencia similar a (2.19) para el
B-spline normalizado.

Teorema 2.4. 31 B-spline normalizado (2.27) satisface la relacién:

z—g;
NL T) = —_ N};_l )+ ———
(@) Eipk—1 —Ei (=) Eitk — Eit

Eipk — &

NiM =) st x € g, e004) {2.28)
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N (x)

Figura™2.8: B-spline de orden 2 definido sobre la sucesién de nodos g; = €, < g441.

con
1 T e [Ei,ai—{-l)

Nl(z) = (2.29)

0 c.o.c

Demostracion:

(2.29) se signe de (2.27) ya que

Nl (x) = (eu — e)lei, €] - — 1) = (g4, — @)~ (e — z)
1 81 T e [E,;,E,'.H)

0 c.o.c

Para probar (2.28) utilizamos el hecho de que (z — i = (3 — a)(z - o) va e B
lo cual implica que [e;, ..., e4]( - ~ )kt = i ] - — )y - (-~ )=ty la
férmula de Leibnitz (2.26) de donde escribimos:

i--k

[Ei,---=5i+k]( T -"J')i_l = Z([Eir”;sr]( T m))([era---:5i+k]( T 'L)ﬁ—z)

r=i

= (&i ~m)les, s ) ( —x)§7% + (Ieigt, i) - )
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esta iltima ignaldad es cierta ya que la diferencias dividida de orden k > 2 de un

polinomios lineal es cero. Ademas de (2.24)

E;— T - "
— [[Ei—l-ln Y 'L)}; 2 — ey s ] —-’L')ﬁ. 2] -+
Eigk — &
(eian — €)lEart, el - —w v
Eigk — Eq
1 _ .
= — [(3: — e)ess oy e 1) (- —H:)ﬁ, 2 (gign — 2Err, - Eian] _-'"')’-;- 2]
Eipk — &

y de (2.27)

Eipk — &

N iA-:l—-_ll ()

]. 1 — ‘Si
- k—1
= N; (f“) +
Eivk — &i | Eith—1 — &4 Eipk — Eit

Asi el B-spline normalizado NFf(x) para algin x € {g;, 4] se puede caleular por

medio de las siguientes tabla:

Nil
N?

N Ny
NZ, N~

N, : NE (2.30)

NE

N i1+k—2 N gwc-:;
Ny

N i]-!-k—- 1

Tres propiedades importantes del B-spline normalizado se muestran a contbinmna-

clén.
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Proposicién 2.5

Dada una sucesién de nodos no decreciente £ = ())& v entero

mayor que cero k el B-spline norinalizado (2.27) cumple:

7) Ni(@z) > 0 st T € (i, Eipk]

i1) NE(@@) = 0 st z & [e:, €04

parat=0,.. L—k.

Si tomamos la sucesion de nodos no decreciente £ = (E_,)”_l_ a1 €ntonces:

i) Z Ni(@)y=1 para =€ (€iy€041)

J=i-k--1
para1=0,..., L — 1.

Demostracion:

Los incisos ) y #) se sigen inmediatamente de (2.28) ¥ (2.29) (estas propiedades
tammbién son ciertas para el B-spline (2.14)).

5l inciso 747) se sigue de:

2 N = 3 o Y

— €
J=iekeb iy k=1

k1
. NJ I-1 ( )
gmimkopn SiHE T Ejt

y como N5 (7)) = NEZH®) = 0 (ya que » € (€i,€00.1)) esta iltima igualdad se

puede ecserbir como:

i— 1
S NE (o) + N €
ikl IR T €50

jeic kb SIHh=1 T &
i N i
_ Z r—e NE )+ Z Ejrh—1 —

w—-—N’"' (z) = N’”"(J,
Eimho | — _ E:
i kg CIHR—L T & kg Sith1 T Ej Jemi kg2

y repitiendo ¢l argnmento tenemos que:

1

Z Ni(z) = Y Nf‘l(w):---=ZN;(s:):1

J=idk41 J=itkA2



[5] inciso 4i) es la propiedad que le da al B-spline la caracteristica de ser norma-
lizado a uno.
Ahora demostraremos la equivalencia, del B-spline normalizado y €l no normaliza-

do.

itk

T

Proposicion 2.6. Dada una sucesién de nodos € = (g;);"" estrictamente crecien-

les y entero mayor que cero k > 2, el B-spline normalizado (2.27) y el B-spline (2.14)

cumnplen:
k 1 K
Bi(x) = Ni(x)
Eivl — &
Demostracién (por induccién sobre k):
Probemos para k = 2
1 1 r— &y Eitz — T
2 - +2 als
N — N (z} = — N/ () + ——— Nil-!vl(m)
42 = &5 Eipg — & [ Eig1 — &4 Eiya — Eiy
4
w—e;

Geira-e)eira—en Ot % € [g5,8i41)

= Eipa—
{(gi12 ~€i)Eirz—e)

sv T € [Eip1,Eipa)

0 si coc

\

Supongamos que es cierto para k — 1 es decir que:

' 1
B Yz)= ———NM1(a
) = o N
por demostrar para k :
i N.’“'(;r:) _ 1 T — & N.’“'_l(rx;) " Eipk — & Nf“'“('r;)
Eirk —E&i Eirk — Ei (Eitk — & Eipt — Eigg TV
1 NF-Ug k=1,
(:i: . Ei) i ( ) 4+ (Ei-i-k _ ’L) it ( )

itk — & Eivk—1 — & Eivk — Eipl
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[z~ Ei)Bf_I(-'E) + (€ign — ) Bf;-_il )

Eijph — &

Repeticion de nodos.

A continuacién estudiaremos las implicaciones que tienc la repeticidn de nodos en
nna sucesion € sobre los B-spline normalizados definidos en esia sucesion.

Ejemplo 2.3.

Dada la sucesion de nodos e = (0,1,2) calculemos el B-spline normalizado e
orden dos defindio por ¢.

Intonces de (2.28) y (2.29) este B-spline esté dado por (figura 2.9 a) ):

o b)
. P -

Figura™2.9: B-splines de orden dos definidos respelivamente en las sucesiones € =
(0,1,2) ye = (0,1,1).

f
wo s xe(0,1)
No(w)={ 24 st xe(l,?2 (2.31)
0 €.0.C.
\

esta [uncién es una funcién polinomial por pedazos (capitulo 1) formada por dos

secciones de polinomios de grado uno, continua en el nodo 1. -
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Ahora supongamos que repetimos (o reinsertamos) el nodo 1 en e (asi 1 estd

repetido dos veces en € mimero igual al orden del B-spline). Entonces el B-spline

definido por esta nneva sucesion segin (2.28) y (2.29) estd dado por (figura 2.9 b) ):

x  si zel0,1)

esta funcién estd formada por un solo segmento de recta discontinuo en 1. I doar
la repeticion del nodo 1 en £ implica que la segunda seccion lineal del B-spline (2.31)
sea igual a cero, ya que el intervalo [1,2) ”es remplazado por el valor 17,

Veremos que en ¢l caso del B-spline de orden 3 la insercion de nodos cs comple-
tamente equivalente. Calculemos N§ (1) delinido por € = (0,1,2,3) y de nucvo por

(2.28) v {2.29) tenemos que (figura 2.32 a)):

I 4 1
. / 1
4
o/ k)
1
0
0 1 3
1

Flieura™2.10: B-splines de orden 3 definidos respectivamente por la sucesion de nodos
g 1

e=(0,1,2,3),e =(0,1,1,3) y e = (0,1,1,1).
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. #{2—x) + !3_"";!’“—” P xeE [l, 2)
N}(z) = { (2.32)
“ R st x € [2,3)

\

para este caso la funcién estd formada por lres segmentos enadraticos y esde Cen
ly?2

Entonces al reinsertar 1 en € tenemos que (ligura b)):

(
' si o xEe,1)

Ny(e) = ¢ @=2)’ sio xe[1,3)

0 C.0.C.

\

la cual es una funcién formada por dos segmentos cuadraticos (ya que la segunda
seccién polinomial de (2.32) es igual a cero) continna en 1 pero su derivada no.
Por iltimo reinsertemos ina vez mas nodo 1 teniendo asf tres nodos ignales (ntime-

ro igual al orden) y entonces (figura ¢)):

x? si r € [0,1)
0 £.0.0.
Esta funcién estd formada por una seccién cudratica discontinua en 1.
Asi en general dada una sucesion de nodos & = (e:)g el B-spline NE(z) es de
C""ene; jef{l,..,L— 1} (nodo interior) en donde r represenia lu cantidad
(maltiplicidad) de veces que se repite 5 en €. Iin particula si todos los nodos inleriores

son distintos entonces NF(x) es de C* para m € [gg, /)



Capitulo 3

Curvas de Bézier.

En este capitulo cstudiaremos la familia de curvas llamadas de Bézier. Hablarcmos
de su construccién en por medio del algoritmo de Casteljau y de sus propicdades cn
términos de éste. También discutiremos su representacion por medio de los polinomios
de Berstein con la que podremos probar algunas de estas propiedades, calcularemos

sus derivadas, discribiremos el proceso de snbdivision y las funciones de Bézicr.

3.1 Definiciones y Conceptos Basicos.

Denotaremos a E* el espacio euclidiano de tres dimensiones y a,b, ¢, .. sus elementos
llamados puntos. Esla notacién también se usard para wvectores, elemenlos cn cf
espacio lincal tri-dimensional ', Asi aunque los puntos y vectores se denoten ignal
hay una clara distincién, para cuales quicra dos puntos e y b existe un tnico vector

v de a a b dado por la resta componente a. componente:
—- , a3 33
v=>b—a, abel, vei

pero para cualquier vector » hay una infinidad de pares de puntos a, b lales que
v = b—a Ya quesi w es cualquier vector entonces a -+ w, b 4 w cumplen que

69




70

b +w

Figara™3.1: Puntos a,b,a + w Yy b+ w y vectores v y w.

b+w)~(a-+w)y=b-—g=uv (fignra 3.1). Bl punto a + w para cualquier o € 7% oy
llamado una fraslacion de a.

I5s importante notar que los elementos el espacio /5° solamente puede ser restados
¥ no sumados ya que esta operacién no estd bien definida pues la suma en diferentes
sistemas coordenados pueden producir diferentes resultados.

Definicién 3.1: Sean a; € [° ya, € R, i =0,1,... k. Una combinacién
baricéntrica b de los puntos a; es la suma:

k
b= E Qi COn Oy gy, = 1 (3.1)
i=0

[sta suma puede interpretarse como una suma de puntos de F* sin embargo al
reescribirla como:

k k k k
b= § Qi = ag + E iy — dy E @y =ag + E a;(a; — o)
i=0 i=l1 i=1 t=|
se observa que es la suma de un punto y un vector.

Definicién 3.2 : Un mapeo @ : £® — E® es llamado un mapeco afin si deja
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Figura™3.2: Interpolacién lineal: dos puntos a y b definen una linea recta a traves
de ellos. [l punto I divide el segmento de linea recta entrea o y b en nna razén de

11t

combinaciones bharicéntricas invariantes. ISs decir si:

k k
b= o para o€ B*Vi= db=> oo

=0 i=0

Definicién 3.3: Sean a,b dos puntos distintos de 5% y £ € %t

conjunto de puntos { de £* de la forma:

P=1(t) = (1 - t)a+1b

Iintonces el

(3.2)

es llamado lnea recta a través de a a b o interpolacion lineal de a y b, ya ¢que {(0) = a

y 1) =0b. Si0 <t <1, es llamado segmento dc linea recta entre a y by tres (o

més) puntos en ! son llamados colineales (figura 3.2).

De la defincidén 3.1 es claro que | con ¢ € N es una combinacién baricéntrica

con puntos a y b y coelicienies (1 —t) y ¢t. Ahora observemos que la combinacidn

baricéntrica de 5'(la recta real):

t=(1—-1t)-0+¢-1

(3.3)
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con puntos 0 y 1 también tiene como coeficientes (I =1 y Iy ast de ladelimicionils
mapeo afin se deduce que I es un mapeo afin de la recta real a una linea en 193

Por otro lado si @ : F? — % es un mapeo afin entonces:

(1) = O((1— t)a+th) = (1 — 1)da + LBb

es decir los coeficientes de ! son invariante bajo mapeos afines, esta propicdad os
llamada invarianza afin de 1.

I3} segmento de linea recta entre a ¥ b se prede definir sobre cualquier intervalo
[@,3] con a,f€ R ya que este intervalo puede ser obtenido de [0, 1] y viceversa con ol
cambio de variable:

L= (2 — a)/(f—o) (3.4
para t € [0,1] y z € o, A
2l pardmetro ¢ es llamado pardmetro local de x, ¥y % es llamado pardmelro global
Asf el segmento de recla entre a y b sobre {q, B esta dado por:

NP T— .
l{x) = ﬁ—cv.a-i_ﬁ—mcb (3.5)

Ahora observemos que si (3.4) se piensa como un mapeo de [, 8] a [0,1] (o vice-

versa) y escribimos:

P(x) = %%Z— YV € [a, ] (3.6)

entonces dado ¢; € [« ] tenemos que:

Pla(l—t1) +68) =ty = (1 - £,)D(e) + 1, D(A)

lo que muestra que (3.6) es un mapeo afin con proporcion igual que (3.2), de don-

de podemos concluir que ¢l segmento de linea recla entre a ¥ b es invariante bajo
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Figura™3.3: Coordenadas baricéntricas vy 3 de b con respecto aa y .

transformaciones afines de una linca recta a st misma (llamada transformacion de

dominio afin).

Definicién 3.4. Sean a,b, ¢ puntos colineales en £* y A, pp € N tales ques
b=da+pc; A+p=1 (3.7)

entonces A y g son Mamados coordenadas baricénlricas de b con respeclto a a y

y los cuales estén dados por:

voli(a, b)
A= 2T
voly(a, )

voly{b, c)

b= voly(a, )

en donde vol, denota el volimen uno-dimensional, gue en este caso cs la distancia
dirigida entre dos puntos (figura 3.3).
Definicién 3.5: La razén o proporcién de tres puntos colineales a,b, ¢ € 17 s

define como:

_ woly(a,b)

ratio(a, b,c) = voli (b, c)

(3.8)




Asi si Ay g son coordenadas baricéniricas de b con respecto a a y ¢ se sigue que:

A
ratio{a,b,c) = . (3.9)

Ahora obrservernos que si @ : B3 = /2% o5 un mapeo alin se tiene que:
(b)) = ®(Aa + pb) = Ada + udb

cnlonces

A
ratio(®a, Ob, dc) = p (3.10)

lo cual nos indica que los mapeos afines prescrvan proporciones.
De donde cualquier mapeo que mande ltneas rectus en lineas reclas y preserve

proporeidn es un mapeo affn.
3.2 El Algoritmo de Casteljau.

EI algoritmo de Casteljan es un proceso recursivo con ¢l gue se puede generar puntos
sobre la curva de Bézier. Ademsds se puede representa facilmente en forma grafica y
asf visulizar la curva, iniciaremos el estudio de este algoritmo con un ejemplo.

Ejemplo 3.1. Scan by, by, by, by € F° ytelol],sit= 3 el algoritmo de
Casteljau para este caso consiste de los trfas pasos siguientes:

Paso 1: Caleular los puntos:

i b,‘_
bit) = (1=t} - by 4 £ by :b_'z.i

(el punto medio entre bi y biyy) para i =0, 1,2.

Paso 2: Calcular los puntos

bi(t) = (1 — &) bl(t) +1 b} (1) = w



Figura™3.4: Algoritmo de Casteljau en los puntos by, by, by y by € I3,
(el punto medio entre b (1) y bl () ) parai=0,1.
Paso 3: Calcular el punto

R0 = (1= )-8 + 0 i = DOEA0

(el punto medio entre b3(L) y b3(t)).

LLos tres pasos se muestran en la figura (3.4).

5 €8 un punto sobre la curva

Se dice entonces que el punto b3 () con pardmetro ¢ =
de Bézier de grado tres b* formada por bg, by, by, bs.

Definicién 3.6. Dado un conjunto de puntos by, by,...,b, € E* y L € [0,1] ¢l

algoritmo de Casteljau se define por la siguiente formula recursiva :
(1) = (1 - DY) + W5 () (3.11)

parar = 1,k ,i=0,.,k—ry () = b Se dice entonces que ¢l punto b(1)

con pardmetro ¢ generado en el k — ésimo nivel algoritmo es un punto de la curva de
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Bézier ¥* de grado & formada por by, by, ..., by

Asi una curva de Bézier de grado k est4 formada por el conjunto de puntos bf(1)
para todo ¢t € [0,1].

Por gjemplo en la figura (3.4) se puede observar la curva de Bézier formada por
los puntos bg, b1, by y b3 al variar ¢t € [0, 1]

I5l polfgono [ormado por by, ..., b es Namado poligono de Bézier o poligono de
control de la curva &% y los puntos b; son lamados puntos de control o punlos de
Bézier.

Ya que el algoritmo de Casteljan estd delinido por medio de una relacién de
recurrencia, los puntos b(1) se pueden calcular por medio de una tabla triangular,

por ejemplo en el caso ciibico tenemos que:

bo (3.12)
br by(t)
by by(t) vh(1)
by by(t) Bt By()
3.2.1 Propiedades de la curvas de Bézier.

4

El algoritmo de Casteljan nos perminte inferir varias propiedades importantes de las
curvas de Bézier. Todas estas provienen de hechos geométricos de la interpolacion
lineal.

Invarianza afin.

La invarianza afin es una de las propiedades mds importantes en cualquier siste-

ma de disefio ya que en éstos, los objetos deben ser reposicionados, escalados, etc.



Las curvas de Bézier tienen esta propiedad ya que cl algoritmo de Casteljan estd
compuesto de una secuencia de interpolaciones lineales (mapeos alines) los cuales son
alinamente invariantes. Asi los siguientes procedimientos tienen el mismo resultado:
(1) Calcular el punto b*(t) y aplicar el mapeo afin.
(2) Aplicar el mapeo alin y después b*(t) se calcula con en el poligono de Bézier

mapeado.

Invarianza bajo transformacion de parametros afines.

Una curva de Bézier pucde ser definida sobre cualquicr intervalo (e, 8] con o, 3
€ N ya que las interpolaciones lineales son invariantes bajo transfornaciones de pa-
rametros alines, asi de (3.5) el algoritmo de Casteljan definido sobre [, 8] se escribe
comao:

bi(x) = ;b’{_' (x) + ;-E-%b:_‘"_l' (z) (3.13)
para Vo € [o, Bly 7 = 1,..,k, i =0,...,k — 7 con {(t) = b;.

Se dice entonces que las curvas de Bézier son invariantes bajo translormaciones
de parainetros afines.

Envoltura convexa.

La propiedad de envoltura convexa de una curva de Bézier signilica que ésta siem-
pre estd contenida en la envoltura convexa de sn poligono de control. Isto es cierto
ya que cualquier D} (¢) intermedio se obtienen como combinacién lineal baricéntrica
de b;7'(t) y BI 1 (1) y asi no existe un paso en el algoritmo de Casteljau que produzea
puntos afuera de la envoltura convexa de los b;.

Interpolacién en los puntos frontera.
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Iin la figura (3.4) se observa que la curva de Bézier b° interpola los puntos by y
b los cuales son llamados puntos de frontera, ésto es cierto para cualquier curva de
Bézier, ya que 0*(0) = by, 0*(1) = by . Por cjemplo si en (3.12) caleculamos la tabla

con los parametros £ = 0 y { = | tenemos respectivammente:

bo

bl bl)

b‘z b| bu

b{i b? bl b(]
A

bl}

by b

bg b2 bg

bi b! b3 b'l

asi b°(0) = by y b*(1) = by,

3.3 La Funcién Blossom.

Una forma practica de calcular los valores del algoritmo de Casicljau es por medio
de la funcién lamada blossom. En esta scecion describiremos su construccion.

Ejemplo 3.2. Sean by, by, by y b3 puntos en 53 y supongamos que al calcular el



7Y

primer paso del algoritmo de Casteljau en vez de usar { usamos un nnevo valor 4y, ésto

lo repetimos para el segundo paso usaudo 1y y el tercero con by, entonces Lenemos:

bo (3.14)
by byt
by byltd] UGl o)

ba bylta] BIftn,la] Bpltr,te, ts]

de donde resulta la funcién tri-variada b3[tq, tz, t3] que se denota por blty, by, Ls].

Ahora observemos que si [lp, 11,25] = [0,0, 1], tenemos que 0{0,0,1] s igual a

by
by bo (3. 15)
by b1 by

by by by by

es decir 0[0,0,1] = by y de la misa forma b[0, 1,1} = by y 8{1,1,1] = ba.

Ademds si [1), {2, t3] = {0,0,1] tenemos que:

bo
b bo
bg bl bo

I)_'g bg bl b(])(t)

de donde 0[0,0,t} = b3(2) y de la misma forma b[0,1,1] = bj(t), etc.

ESTA TESIS NO SALE
DE LA BIBLIOTECA
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Asi (3.14) en términos de la funcién blossom se puede escribir como:

by = b[0,0,0]
by =5[0,0,1] b{0,0,1]
by = 0{0,1,1} b[0,¢,1] bf0,¢, ]
by = b[1,1,1] b[t,1,1] bt t,1] bt ¢, 1]
Defiuicidn 3.9. Dado un conjunto de puntos bo,...,bx € P para wn entero
positivo & la funcién resultante al evalnar el valor tr en el —ésimo nivel del algoritmo
de Casteljan (para 7 = 1,... k) es la funcién bilty, ..., k] denotada por by, ..., b

llamada funcion blossom la cual por construccién cumple:
by = b[O<k=t> <ix) (3.16)

b:([,) — b[0<k"r_i>,t.<r>, 1<:‘>]
t—veces i—veces t—veees
IZn donde 0<*> =0, 0, ...,6, L2 =t,t,.. 0y i< =1,1,... 1.

Asi ol algorilmo de Casteljan en términos de la Mncién blossom se puede escribir

CcOomo:
b[{)(k—r—n‘)’ f,<r>: 1<i>]

— (1 _ L) , b[0<k_r_i+1>,i,<r"]>, 1<£>] + i b[0<kAr—i>, t<r_l>, 1<:’+1>]

para r=1..kyi=0,.. . k—r
Y de la propiedad de invarianza bajo transformaciones de pardmectros afines y

(3.16) los puntos de Bézier de una curva definida sobre el intervalo [, B estd dados

por:

by = blo<k—> g<i] (3.17)
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y ¢l algoritmo de Cateljau en este caso es:

b[a(_k-r—i) ’ $<r> ’ ﬂ<i>]

B —

S _ ; r—qQ S _
.b[a<.& r—i4+1> ,L,<r 1>’ﬁ<t>]+ _b[a(‘k r t>1:1;<r 1>,ﬁ<”l>]

e ﬁ—ﬂf

pata r=1,... kyi=0,..,k -7 para z € [o, f].
3.4 La Curva de Bézier en la Forma de Bernstein.

Una forma analitica de abordar la curva de Bézier es por medio del conjunto de
funciones llamadas de Berstein, en esta seccién lo estudiaremos y la forma de como
H
ésle representa la curva de Bézier.
Definicion 3.7. Dado un enlero positivo k y ¢ € [0, 1] el 7 — ésimo polinomio de
]

Berstein de grado k se define como:

BE () = (’”) e (3.18)

I3

con
(k) T(gzg_;i si 0<i<k
' 0 coc
parai =0,...ky
BFt)=0 s i {0,.. k}. (3.19)

Tres propiedades iitiles de las funciones de Bernstein se demuestran a continuacion.
Proposicién 3.1: [l i — ésimo polinomio de Berstein cumple:

i) BHY) = (L— OB(1) + LBE(0)

i) Yise BE(Y)

Wi} Bo(t) =1

] (3.20)
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Demostracion:

i)

Bi(t) = (1 — )" =
\
k—1 k—1 . _
+ (L — )+t
i i—1
( k-1 _ k-1 i
= Cl—t)y* 4 AR ) L
i i-1

= (L-9B () +Bl (1)

i)
k k k
IHOEDY P~ * = (41— 1)k =1
i=0 i=0 i
i)
0
By(t) = 1 —1)° =1
0

[l inciso 42) nos indica que los polinomios de Berstein forman nna particion de la
unidad.

La siguiente proposicién muestra que los puntos intermedios del algoritmo de
Casteljan 0 (1) se pueden expresar en términos de los polinomios de Bernstein.

Proposicion 3.2: Sca k& un entero positivo y by, by, ..., b € £* puntos de control
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de una curva de Bézier entonces:
L
=) bu;B(t) (3.21)
=0

en donde b7 (1) es el i — ésimo punto del » — ésimo nivel del algoritimo de Casteljan,
parar=0,....kyi=0,. k-1
Demostracion {Por induceién sobre r).

i) Sir=0.

i1) Supogamos que se cumple para r — 1.

i#i) Por demostrar para r es decir:

t) = ibj.,.,;B (t)

=0

como

bi(t)=(1— ”)b:'_l( ) + iy 1( )

entonces por hipdtesis de induccion:

r—1 r—1
by = (1-1) Z bewi B 7H(L) + LZ bija B (1)
7=t =0
t4r—1 b
= (1=0) D uBI O+t Y 6Bl
J=i F=t+41

y de (3.19) B7(t) = Br (1) = 0, asi podemos escribir:

i-}r trlr

brty = (1 =0y b Bz +L}:b Bl

J'_'t
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y por (3.20 inciso 7)) tenemos finalmente que:

t-f-r T r
() = Z b (L= OB O+ B 0] = Do 0B =Y b 17(0)
J=t =0
parai = 0, 7 —k

Corolariol. Dado un entero positivo k y un conjunto de puntos de control

bo,....,bx € E* de una curva de Bézier b* enfonces :

V(1) = k() = Zk: b BE(L). (3.22)

i=0

Corolario2. Dado un entero positivo k y un conjunto de puntos de control
bo, ..., br € E* de nna curva de Bézier si realizamos k — r niveles del algorimto de

Casteljau y oblenemos los puntos b7 para i = 0,...,7, entonces:

r

(1) = o) BI(L). (3.23)

=0

Una relacion cntre la curva de Bézier y Ia funcién blossom (3.16) se deduce de este
liltimo corolario en ¢l signiente caso particular: es equivalente calcular & —  niveles
del algoritmo de Casteljan con respecto a 0 y tomar los puntos resultantes b877(0)
como puntos de control de una curva de Bézier de grado 7 evaluada en 1, que caleular

la [uncién blossomn b0<*="> 1<">] que es i ual a by, ésto en formulas se escribe como:
’ - k)

be—r(o)ba:'(l) — b[0<k—r>, 1<r>] = bk-

i=0

3.4.1 Propiedades de las curvas de Bézier.

Las propiedades que aparccen aqui (salvo la tltima) se derivaron en la subseccion

3.2.1 con argumentos geométricos de la interpolacién lineal, ahora aprovecharemos la



representacién de Berstein para volver a deducirlas usando argnmentos algebraicos.
Invarianza afin.
St @ : [® — [£% es un mapeo afin. Entonces de la definicién de combinacidn
baricéntrica y el inciso#4) de la proposicién 3.1, la curva de Bézier b¥(t) = S5 b, B¥(1)
es una combinacién baricéntrica y entonces :

k

@(Z bBE()) = Y ®(b:) BE(1)

i=0

Invarianza bajo transformaciones de pardametros afines.
Sit € [0,1] es el pardametro local de @ € [a, ], entonces esta propiedad se escribe:

k K v — o

BE() = P

Zb,&. (t) = Zb, BE( - )

i={) i=0
Interpolacién en los puntos frontera.
Sea un entero positivo k, ¢ € [0,1] y un conjunto de puntos de control by, .., by

€ L entonces la curva de Bézier b*(t) = Zf:u b B¥(t) cumple:

k
B0) = biBE0) = by

=0

ok
bF(1) = b:BF(1) = by (3.24)
=0
Demostracion:

Observemos que
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A "
BE(1) = (?) I'1-1) =6, =

de donde se ticne (3.24).

Envoltura convexa.
Iista propicdad se tiene ya que para L € [0,1] los polinomios de Bernstein
positivos y su suma es ignal a uno como se muestra en i) de la proposicién 3.1.

Simetria de las curvas de Bézier.

5011

s claro que no tiene importancia el hecho de que los puntos de control de una

cwrva de Bézier scan b, by, ..., by 0 by, be_y, ... bo, las curvas formadas por éstos puntos

son iguales solamente difieren en el orden en que fucron construidas. lisio en formulas

cs!

k k
L HOE D b BE(Q 1)

=0 =0

lo que se sigue de:

BE(t) = (1 — 1) = (L=t = BE_ (1)
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3.5 Derivada de la Curva de Bézier.

A continnacién calcularemos las derivada de las curva de Bézier lo cual serd de gran
utilidad en los siguientes capitulos.
Lema 3.1: La derivada del i — ésimo polinomio de Berstein (3.18) esta dada por:

d k=1 k-1
S8 = k (B0 - B ()

Demostracion:
et =z|(5ra-n-]
- (’:) [ (1 — 1)+ — ik — i)(1 — 1)1

i—1 -1 k! i k-i-1
S R ) T T S A 1 ey yTIA SR

k—1 . . kE—1 , .
=k 1 -0t -k 11 — )i !
Q_J (-1 k(i)( )

=k [BE () — BF'(1)]

k!

[
Proposiciéon 3.5. Sean un cntero positivo £ y un conjunto de puntos by, ..., by,

la derivada de la curva de Bégter b (1) = S5 b BE(L) es:

—~b’“ =k Z Ab;BEY( (3.25)

=0

donde Ab;, = b, — b;.
Demostracion:

Del lema 3.1 tenemos que

k

1) Zj B 0=k 3 (B0 - B 0]
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y de (3.19) podemos escribir:

k k-1
kz [BE () — BE ()] bi=kY bBEN) =Y 6B (1) =
i=1

i=l)

k k=1
kY b Bt kZbB" ! —kZbH,B* M) =k bBE (1) =
i=1

i=0 =0

kz (ber — by) BEY( kZAbb”“ !

i=() i=()
|

Asi la derivada de una curva de Bézier es de nuevo una curva de Bézier solo que

en vez de estar sobre £? est4 definida en 1% ya que Ab; € 72 es un vector.

Una forma de visvalizar la derivada de la curva, es constriir un poligono en f53

con puntos a + Aby, a + Aby ..., a4+ Aby_, en donde a es un punto arbitrario de

.J

que por lo general se escoge como a = 0 (ligura 3.5).

Figura™3.5: Curva de Bézier y su respectiva derivada.,
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3.5.1 Derivadas de Orden Mayor.

Para las derivadas de orden mayor necesitaremos delinir ¢l operador ATh;.
. - - . R
Definicién 3.8. Sea un entero positivo k y un conjunto de punos by, ..., b € I

entonces A™h; se deline como:
Arbi = Ar_lbﬂ.l - Ar_lbi

con A%i =b; parai=0,..k — 1.
Asf por gjemplo:

Albi = bi-l-l - bi
A2b; = by — 2040 + b;
Asbi = bi.|.3 — 3[),;.}.2 - 3!)54 1 — bi.

Observemos que los coelicientes de los b; del lado derecho de la igualdad coinciden

con los del triangulo de Pascal, asi podemos escrbir:

ATh; = Z C) (—=1) by, ;.

=0
0
T ?- .
ATb = (= 1) biyry. (3.26)
j.—_U j

también de la definicién 3.8 tenemos que:

! 1
AT = A byy — AT = Z (=LY A7 big_;

=0 P
I J
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L L} 2 2 kg
ATh; = AT, = 20720 4+ AT, = Z (=1 A™ %,y
=0\
3 3
ATh; = AT — B0 by + 3AT b, — AT, = > (1Y A s,
J= j
de donde podemos se puede probar por induccisn que:
=1 r—1 )
Arbi = Z (“1)‘7Albi.|,r_]_j (327)
J=0 J

Proposicién 3.6. Sea k& un entero positivo y un conjunto de puntos de control

bo, ..., bx € I entonces la v — ésima derivada de las curvas de Bézier estd dada por:
d" k! —
b)) = —— S T ATB BT 3.28
dir ( ) (k _ ?')! ; i ( ) ( )

Demostracion (Por induccién sobre 7):

i) Sir=1de (3.25 ):

d' o, d k( - E-1( Bl
G = 20 wkZAbB _I'ZAI;,B
i=0
i) Supongamos que es cierto para  — 1, es decir
o k! & 1 ket
v — - -r- b 3
) = e Z AT BEr () (3.29)

ii1) Por demostrar que se tienc para 7.
Al derivar (3.29) tenemos que:

k1 k—r-1

G X AT [BE () - B (W)

k! k—r-11

k—r
- m Y AT BET() - > ATy BET ()
: 1==1 i=0
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k! = 1 k—r o~ =1y k-t
= Go S AT b BETT() — ZOA b; B (1)
i=0 =

k! k—r .
= _ ATy — AT N) BETT(L)
o [ et - oy

k! — r k—r
T ZOA b BET(1)

3.6 Subdivision.

Dado un entero positivo k, sca una curva de Bézier con puntos de conlrol ag, ..., g en

Eﬁ

k
k Z k
@ (f,) = a; Bi (I’)
i=()
con 1 € [0,1].
Entonces para un real o € (0, 1) podemos definir una nueva subcurva de Bézier de
grado k con dominio {0, ] calenlando sus puntos de control por medio de la funcidn

blossomn (3.17), asf si denotamos esta subeurva como af{f) y a sus puntos de control

como by, ..., by, éstos estdn dados por:

bs = bJ0<H> <) (3.30)
para i =0,..,k.
Por ejemplo en la fignra (3.6) se muestra af(¢) para el caso k = 3.
Aqui se puede observar que los puntos by, ...,bs coinciden con los puntos ap ()
(para i = 0,..,3) los cuales se generan en cada nivel del algoritmo de Casteljau sobre

los puntos ag, .., a3 al evaluarlo en a.
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aq

al(a)
ajl{a}=b, =60 a a]

apla) =5, =blz a a)

alfa)=5, =500 ]

ap =bp =3[0000]

Figura™3.6: Subcurva de Bézier a® con untos de control by, by, by, by sobre el intervalo
£ 0 0, U1, Ug,
[0, ).

Iisto en general es cierto ya que la funcién blossom por definicién se obliene sl
evaluar en cada nivel del algoritmo de Casteljan un valor distinto. Asi este algoritmo
no solo calenla el valor a*(a) sino que también los puntos de control de la subcurva

ag(t) de donde (3.30) también se puede escribir como:
b = ap{a) (3.31)

Por otro lado la propiedad de simetria de las curvas de Bézier nos indica (e las
curvas formadas por los puntos de control‘ g, ..., Qg Y Q, ..., ag sobre [0, 1] son iguales
(solo que estén construidad en orden inverso), asi podemos aplicar argumento anterior
y deducir que los puntos de control que forma a la subeurva (que denotaremos por

af(t)) definida en el intervalo [, 1] estdn dados por:
byi = a,:."'"'(a) (3.32)

para ¢ =0,... k. Iin la figura (3.7) se observan esta curva, para el caso k = 3.
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a

2 af(a) = by

Figura™3.7: Subcurva de BéZiGI’ CL3 con punbos de control b'; b b‘r, b[; sobre «l
1 3, Y4, d
inler valo [Clﬁ, ].]

3.7 Funciones de Bézier.

Hasta ahora solamente hemos considerado curvas paramétricas de tres dimensiones

b(t); 0 < t < 1 sin embargo serd 1itil considerar curvas funcionales polinomiales de
K : o

la forma y = f{z} = Y _obiB¥(x) en donde b; € N. Lsta curva (planar) se pucede

escribir en forma paramétrica haciendo:
b(t) = = . (3.33)

Asi nuestro objetivo es encontrar el poligono de control de b(t) . Para ésto utilizaremos

la identidad:

“BE() =t

k.
> 3B
1=1)

Fol|
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la cual se deduce de la delinicién de los polinomios de Berstein y de:

* 2 k femi ; k—1)! i k—i
3 g(i—(l)'(k)ﬂ)!‘“ ‘)
= !,i et A e (V) B L
=) -1

Iintonces (3.33) se puede escribir como:

¢ S o LB 1) ;
b(t) = = v =Y BE (1)
Zf:u b B () Zf:u by BE(t) i=0

==

=
w

De donde el poligono de control de f (1) = Zf:(, biBE(l) estd dado por los puntos
(5.0:);4i=0,... k.

Para distingir entre ¢l caso paramétrico y el no paramétrico St} se lama funcidn
de Bézier y los puntos b; (reales) ordenadas de Bézier.

Como las curvas de Bézier son invariantes bajo transformaciones alines es [Heil
considerar la funcién de Bézier sobre cualguier enalquier intervalo [c,8] Lomando los
valores de las abscisas:

i(f—a)

a4~

ye=10,1,... k.
para € {a,f] y asf la funcién de Bézier estd dada por:

) =3 B

r—

f—a

).



Capitulo 4

Curvas Spline en la Forma de
Bézier.

0 el capitulol comenzamos a hablar de la curva spline eibica con la construecion
del spline paramétrico, en este capitulo continuaremos el estudio de cstas curvas
de manera mds general por medio de su representacion en la forma de Bézier. Ast
discutiremos las condiciones necesarias para lograr ciertos ordenes de diferenciabilidad
continua, en especial la contimiidad de la primer y segunda derivada (C' y C?) y

concluiremos con la descripeién de las curvas spline cuadriticas y cibicas.
4.1 Curvas Spline.

Una curva spline de grado k es nna curva formada por secciones de ¢curvas polinomiales
de a lo mds grado k las cuales en s.u unién tienen k — 1 derivadas continuas (son de
ch-h.

Por ejeruplo en la figura (4.1} s¢ muestra una curva spline cibica formada por 5
sccciones de curvas polinomiales de o lo mds grado 3, sy, sy, 52, 83 ¥ S4, las enales se
unen con continidad de C?.

Definicién 4.1. Dada una sucesion de nodos estrictamente creciente € = (g}

95
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I
/

A

5
4
LN 52

>

o
o

Figura™4.1: Curva spline ciibica formada por 5 secciones de curvas solinomiales ¢ne
{

se unen con continuidad de 2,

y entero positivo k, una curva spline s de grado k es un mapeo de (£0,61] a I3 ¢l
cual a cada intervalo le:,€i41) mapea a un segmento de curva polinomial de grado k
(denotado por s; para i = 0.1,..., L = 1) los cuales se unen con continnidad (%=1

Los scqgmentos individuales de una curva spline sc puede representar por medio de
curvas de Bézier definidas cada una por un congunio de puntos de control by, ..., b,
sobre los intervalos feq,e,,) parai=0,... [, — 1.

Por ejemplo para la curva de la figura (4.1) se pueden escoger puitlos de control
bo, ..bs de tal forma que esta curva se pueda representar por medio de 5 enrvas de

Bézier como se muestra en la Ggura (4.2).

Una curva formada por secciones de curvas do Bézier es llamada curva de Bézier
por piczas y la coleccién de todos los poligonos de cada una de las curvas es llamado

poligono de Bézier por piczas.



97

Figura™4.2: Curva spline representada por medio de b curvas de Bézier.

Asf una curva spline de grado k representada en la forma de Bézier es una curva

Rézier por piezas en la cual cada par de curvas se unen con una continuidad de C% 1,

4.2 Condiciones de Continuidad de las Curvas de
Bézier por Pedazos.

Ahora estudiaremos las condiciones necesarias para lograr que la umon de las curvas
que forman una curva de Bézier por pedazos tenga ciertos grados de diferenciabilidad
continua.

Ejemplo 4.1. Supongamos gue tenemos una curva de Bézier s de grado 3 con

2 4 6 4

puntos de control ag = , @ = , Gy = y ay = definida sobre
4 8 6 2

el intervalo [gg,25] = [0,1].
Asi si tomamos ) = :‘:— entonces del proceso de subdivisidén descrito en la seccion

3.6 podemos formar dos subcurvas de Bézier de grado 3, s y s, sobre los intervalos
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[0.€1] ¥ [er, 4] calculando sus puntos de control por medio de (3.31) y (3.32), asi
tenemnos:

Puntos de control de s, en [eo,&1]  Puntos de control sy en [eq, &)

" —
9 130
" 27
bo = ap(e)) = by = aple) =
4 ]—:72
10 a4
3 9
b] = (1[1,(61) = b4 = a?(El) =
20 0
3 9
42 11
. 9 3
b2 = a,é(gl) = bﬁ = af(El) =
60 10
L 9 i i 3 ]
. Fa 0 4
by = ap(e;) = b = az(e;) =
110 9
| 27 |

Estas curvas y sus respectivos puntos de control se presentan en la fignra (4.3),
aguf también se pucde observar que estos puntos son el resultado del cileulo del punto
ag(e1) = by sobre la curva de Bézier s por medio del algoritmo de Casteljau.

In general para un entero mayor que cero £, dado un conjuto de puntos de Bézior
ay, ..., & los cuales determinan wna curva de Bégjer af(z) = Z:‘:“ a; BE (), para z €
[20,£4), sier € [eo, &)] los puntos de control (.le las subcurvas de Bézier sy y sy, delinidas

en los intervalos [gg, &) y [£1, 2] estdn dados por
by = ap(es) (4.1)
b = ai(e)

para 1 =0, ... k.

En la fignra (4.4) se muestra la mismas curvas So ¥ $1, sin embargo ahora sc
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Figura™4.3: Curva de Bézier s en [gg, £5] formada por dos subeurvas 8y y 8; definidas
en leg, 1] v [e1, €2

bcl, (£4)
.

al(e) = bl (ey)

Ag A
AU bﬂz (52)
by Lo N
. bz(EZ)_b4 Al /AU
P Do Ay bs = b (£5)
EO El Ez Al

26 = b3 (5;)

Figura™4.4: Curva de Bézier s en donde las distancias entre los puntos de control de
los poligonos de Bézier se muestran explicitamente, en donde A; = g,y — ;.
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pesentan explicitamente las distancias entre los puntos que forman el poligono de
control, en donde A; = g, — &;. Aqui podemos observar que los puntos by. b4, by son
colineales y que la distancia de by a by y ba a by estdn en propocidn de Ay : Ay asf la
linea recta que pasa entre by y by segin la definicién de la interpolacién lineal (3.5)

estd dada por:

J(Eg) = bd = bg (81; 82) -} bg (82AL_ Eﬂ) = b;(&z)
L] 0

Lo mismo sucede con los puntos bi,by y aj{er) de donde la limea recta gue pasa

por by, by cumple que si z = &

le2) = {e1) =y (EIA_‘UEZ) + b2 (52; EO) = bi(Ez)
0

y para los puntos bi(g,), by(e3) v bs:

e = b= o}(e) (M52 ) b (250 = e

0

repitiendo el argumento para las tercias by, b, bolea), by (e2), bi(2), ay y b2(ey), bi(ey), by

deducimos que:

oy
—
m
(]
p —
i
S
——
m
&S
g
i
o
[=]
N
™
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p —
[i
Fra
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(L]
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de donde concluimos que:

by = bi(ea)
b5 = b%(&'g)

b{; = b?) (52)

En la signicnte proposicion generaliza este resultado.

Proposicién 4.1: Sea un entero mayor que cero k y dos conjuntos de puntos de
control by, ..., b v by, ..., bay, de I de dos eurvas de Bézier sp y s; de grado &k definidos
respectivamente en [g9,£1] ¥ [€1,&2] las cuales forman una curva de Bézier por piezas
de grado k definida en [gg, £2] con puntos de control ay, ..., ax. Si el conjunto de puntos
bo, .., by, ..., bag, estdn generados por (4.1) cntonces:

£ — &o

biyi = U;_,(x) parai=0,... .k con. r=— (4.2)
A

Demostracién (Por induccién sobre 7):

Para 7 = 0, (1.2) sc cumple claramente.

Sii=1por (4.1) beyy = ay~'(e1) y asf debemos mostrar que b}, (z) = a¥~'(e,),
ahora como:

by (2) = (EIA;OEQ) b1 + (QK_U“@') by,

entonces de nuevo por (4.1) ésto es ignal a:
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Ahora supongamos que (4.2) es cierto para i — 1, es decir:
e +](5 1) = bppiog = b;;:i—.,..(ﬂa')
por demostrar para i, por (4.1):
D = ﬂf“i(El)
entonces debemos probar que:
) = i)

como

- £2 — &0\ ;-
— bt t—1
= (M52t (252 )i
y de nevo por (4.1) ésto es igual a:
E1 — &9 i Eg — & i
= (_An_) ") + (‘Z[TO) a7 (e1)

= (g ks €2 — &y g9 — €| Ay Kei
( Ay )ul_l(slﬂ-( Aq )[(82—50) '*1(51)4-(52—50)0"' (Er)}

= 0-aiZi(e) +af T (e)) = ol (ey)

|
Una 1iltima observacién en la figura (4.4) es que las curvas s, y $1 coinciden en
£y es decir so(ey) = b3 = 5 1{€1). Esto ¢s cierto también para la primera, segunda y
lercera derivada, como veremos a continuacién:

Ejemplo 4.2 De (3.22) sy y 51 se pueden escribir como:

so(x Zb 133 Z b; 33 5%)

i=0 i=0

para x € [0 3]

'3
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-JhD

S](.’L) Zbk“B ( Zbkh 3:[:—2)

wins

para x € [%,1] .

Y asf de (3.28) tenemos que la r — ésima derivada de sy y 51 estdn dadas por:

r 3-r
(1") ()ZArbBSr

1=0
J-r
(")( Z AT ”_1]33 r(dﬂ? )
=0
parar =1,2 3.
Y asi evaluando g, = % tenemos que :

r 3—r r
sﬂ ( ) ZA b:B3T(1) = (g) ATby_,

J-r
—) = (3)’" ZArbi—i-.’iBi’,_r(O) = (3)TArb3
=0

Entonces se tienen las signientes igualdades:

. . 2
(f> Alp, = (-‘i) (by ~ by) = I 3(by — bs) = 34,
2 2 20
. I -5 |
8
9\ ., 9 —3 )
- Ab|= - (()3—‘2()2+b])x =9(b5—2b4+b3):9A I)g
4 4 10
e _T -
27 27 —4 ‘
('g) A3b0 = (E‘) (b3—'3b2+3b1—b0) = - 27(b5—3b5+3b4'_b!) = 27'&“()3
4

La siguiente proposicién generaliza este resultado.
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Proposicién 4.2: Dado un entero positivo & y sean dos curvas de Bézier 54 y 3,
de grado k cuyos puntos de control son bo, D1y, 0k ¥ bi, biyy, ..., box definidas sobre
los intervalos [gg,€,] y [£1, 2] respectivamente, las cnales forma una curva de Bégier

de dos piczas s de grado k, entonces s ¢s 1 — veces es OF en €1 si:

biyi = }cul(%——(f—u) para i=0,..,r, (1.3)

Demostracion:
Para [acilitar la notacién de la demostracidn escribimos; €5 — ey = Ag + A, Asf
por (3.21) sy y s se piueden escribir como:
so(w) = L1 b BY(2550)
si() = i, buy BE(ZRE)
para & € [80,62]

Y por (3.28), (3.24) tenemos que:

dr 1N\
= [ — "B
a’.ErS](EI) (A()) A i3

dr 1\ .
a}‘;’ﬁg(&l) = (—A—l) A (J,r\;

Asf la demostracién de la proposicién se reduce a probar que:

Ay + A

b1 = bi—i( Ag

)= ATATY = ATATY,;  i=0,..

Por induccién sobre 7

511 = 0 se cumple trivialmente.
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517 = 1 por demostrar:
AAb_y = NgA' by

pero por hipdtesis:

Ag+ A
AnAIbk = Aﬂ(bk-i-l - bk) = Ao(b:;_l( OA l‘) - bk)
0

Ay Ay + A, FAVTRN I
g —————bp— —b) = A A
An An k A[) k) | k-1

il
>
=]
—
|
==
T

Ahora supongamos que se cumple para r — 1 es decir:
ATTVAT W = AFTTATT
y demostremos para r, como
AGAThy, = AB(A""bk.H — Ar"bk) = A(,(A('T‘A“]bk_l.; — AS”’AT”'bk)
y por hipdtesis de induccidn ésto es igual a:
Ag(ATTTA T Wy o — ATTAT 1) = ATTHAWAT by gy — DoATT 1)

usando (3.27) esta expresion se puede reescribir coma:

/ re2 . P92 r—2 . r—92
AT MY (-1 Abej— Do (—1) A'b_j. |
\ j= g =0 j
(r—ﬂl ' r—2 r—2 . r—2
= A7 Y (-1 NoA'by_j — Y (—1) Aol by
\/= i i=0 J

por el caso cuando » = 1 tenemos que:

r—2 - p—92 r—2 . r—92
A7 (=1y AAby g~ Z:(—l)J AAD_;
J=0 J 3=0 J
— | r—2 r-? | r—2
= Al (—1)! Alby iy =Y (-1) A'by

=0 J =0 ,?




106

y denuevo por (3727) tenemos que:

A’i(Ar-lbkﬁH.] -— Ar_]bk_,-) = A;Arbk_r

4.2.1 Continuidad de C! y 2,

Continuidad de C!.  Para la construceidn de las curvas spline cuadraticas y ciibicas
s necesario que tener claro las implicaciones que tienen condiciones de continuidsad
de C''y C?, a continuacion las estudiaremos mas a fondo.

Sea s una curva de Bézier de dos piezas de grado k (para un entero positivo k)
definida sobre el intervalo [€o, &) la cnal estd formada por dos subcurvas de Bézier S0
y sy de grado k con puntos de control bo, - bk ¥ by, ... by, delinidas en los intervalos
leo,€1] ¥ [e1, €2] respectivamente.

Asf segiin (4.4) la condicién que garantiza la continnidad s y su primer de derivada
en gy es:

A|A1bk_1 = AuAl{Jk (45)
la cnal nos indica que los puntos be_y, by, b,y deben ser colineales ¥y que la distancia
de los by a by, v la de bri1 a by estd en proporcidn de Ag : Ay, de donds la Jinea

recta que pasa por by y by cumple que (figura 4.5);

A] AO
= — - b, 4.6
by (Ao-{-A])bkl-f—(Au-f-L\I ot 1 (1.6)

Is importante mencionar que la simple colinealidad de tres puntos de Bézier

De—1,b5, by 1o es suficiente para garantizar la continudad ¢! en €1 ya que csta
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b,

Figura~4.5: Condicién de continnidad de C'.
continuidad esta basada en una relacién entre el dominio y el rango y la colincalidad
de los tres puntos es puramente un fenomeno del rango. Sin informacién adicional
del dominio de la curva no se puede hacer ninguna alirmacion a cerca de la diferen-

ciabilidad. Sin embargo la colinealidad garantiza nna tangente variable continua.

Continuidad de C%. Ahora supongamos que s es de C! en gy y deseamos lograr
la continuidad de C2.

Asi segiin (4.4) para 7 = 2, continuidad de C? se tienen siempre que:
AIAD_y = AN, (4.7)

lo cual es cierto siempre que:

Dp + Ay
bt = b _y(——
ka1 = by Ao )
lo cual indica que las curvas con puntos de control bg,..,be—1, by ¥ bg, beya, ... by

definiclos sobre [eg, €1] ¥ [€1, £2] describen la misma curva curva global sobre el intervalo
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Figura™4.6: Curvas de Bézier cuadraticas so y $ definidas respectivamente en los
ntervalos [e,€1] ¥ [£1, 4] que se unen con continuidad de C? en ¢,

= £2) ¥ por lo tanto debe oxistir un poligono by, .., b5, d, bisa, .., bog que describe la
curva global en [gg, ,].

Asf la condicién de (2 para una curva s de C' en € se tienen si existe un punto

d tal que (figura 4.6):

A _
bt = (A0+A )b* (A(,+A)d (4.8)

by = (Ao—}-A )d+(A0+A>b};+2

16
. 3
En ejemplo 4.1, d = al(g,) = by = ap(e)) y by = ay(c)) con g, = %
20
3
entonces:
42 10 16
9 1 2 3 2 3
bg = =§bg+§d=‘- +T
6o 20 3 20
9 3

b=
o
co
.

=

=
1
1
»|3
A
Il
{
[~
+
| bo
o
Iy
|
| bt
I
+
PO I N
T
el

of
w)z
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Las condiciones (4.8) nos proporciona una forma, fécil para probar si una curva es
C? en un punto de ruptura &;, simplemente construimos dos puntos auxiliares d_, d,y

del lado derecho e izquierdo y checamos su igualdad, es decir comprobando que:

Ag + A Ay
d_ = ———bry; — —byy,
A] k+1 A] k+2

Do+ A A
d.p = %Au-—l-bk_] —_ A—;bk_g

sean ignales.
Por supuesto la otra forma de comprobar la continuidad de C? dado por (4.7)
sin embargo (4.8) es mds prictica ya que ésta compara puntos (d_ y d,.) micntras la

segunda compara veclores (A%by y Ahy).
4.3 Curvas Spline Cuadréaticas y Cubicas.

Una vez caraclerizadas las condiciones necesarias para la continuidad de C''y C? o
continuacién estudiaremos la construccion de las curvas spline cuadraticas y cibicas.

Curvas Spline Cuadrsticas.

Dada una sucesién de nodos € = (g;){ estrictamente crecientes, por definicion
{definicién 4.1) una curva spline cuadritica estd formada por secciones de curvas
polinomiales de grado 2 las cuales se unen con una continuidad de C!.

Asi para representar este spline en la forma de Bézier se necesitan tres puntos
de control por cada segmento de curva, en donde cada par se deben wnr con una
continuidad de C'.

Clomo cada punto de unién de las curvas tiene un subindice par {ya que la numera-

cién comienza. desde cero) éstos se denotardn por by; y segin (4.6) deberdn calcularse
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por: o
AV A
by = | ————— | bos_ ————— | by B!
# AVERTE WiV et A+ A ) (4.9)

parai=1,.., L — 2. Los puntos by, son llamados inferiores.

Asf en general una curva spline s cuadratica est4 completamente determinada por
una sneesion de nodos estrictamente crecientes £ — (£:)§ y un conjunto de puntos
bo, by, b3, o bgiyy, o, byr-1,by1 ya que los restantes se calculan por (4.9).

Bl poligono lormado por los puntos by, by, by, ..., bgr4, ..., by L~1,0y1, es llamado po-
ligono B-spline o poligono “de Boor” de 8, los cuales también sc denotan pord_, =
bo,do = by, oo dimy = bypy, df = by

Una curva spline descrita en términos del poligono B-spline es llamada curva
[3-spline.

En la figura (4.7) se presenta una curva B-spline cuadrédlica con ocho puntos de
control formada por seis curva las cuales se unen con una continidad de C!. 13n la

ligura (4.8) se presenta otra curva B-spline cuadrética con la cual se dibujo la letra

Una importante propiedad que las curvas de Bézier no comparten con las curvas
B-spline, es el control local. En una curva (.le Bézier el cambio de un vértice de control
alecta a la curva completa (este es un cambio global) . Sin embargo el cambio de
un vértice de control en curva cuadratica B-spline alecta a lo mds tres segmentos de
curva.

La propiedad control local es una de las principales razones que ha hecho que las

curvas B-spline sean tan populares, por ejemplo en el caso de disciio de fnentes es muy
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3
E§
\E” L Y

Figura™4.8: Curva B-spline cuadratica formada por el poligono de Boor d_i, ..., dyy.
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Iigura™4.9: Curva de B3-spline la cual contiene un segiento de linea recta formada
por los puntos dy, ds v ds.

importante que los cambios en la fuente sean locales y no alecten disefio completo.

Otra consecuencia del control local es la de poder inclnir segmentos de Iinea recta
en una curva cuadrdtica B-spline, ya que si tres vértices de control son colincales
el segmento cnadrédtico determinado por ellos es lineal. i constrate una cnrva de
Bézier simple no puede contener segmentos lineales a menos de que ella misma sea
lineal.

Por ¢jemplo en la figura (4.9) se presenta una curva B-spline cuadratica la cnal
dibuja la letra "m” en donde existe nn segmento de recta formada por los puntos de
control dy, dy y ds.

Curvas B-spline Cuadrdticas Cerradas.

Dada una sucesién de nodos estrictamente crecientes & = (€:)§ v nn poligono de
Boor formado por los puntos d_;, dg, d 1y a1, dag. Una curva B-spline cuadritica

carada § es una curva cuadritica 3-spline s :

S(E()) = d-*l = d?.L = 3(5[‘)
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Figura™4.10: Curva B-spline enadratica cerrada.

Por ¢jemplo en la figura (4.10) sc muestra una curva B-spline cuadritica cerrada,
delinida por la sucesién de nodos £ = (5,;)3 y los puntos d_, = by, dyp = by, dy = by,
dz = b5, dg = b-,r.

Para lograr que la curva B-spline cerrada sea de C! en by segiin (4.5) los puntos
by, bo, br_1 deben de ser colineales y estar en proporcién de Ag : Ay,_y y asf por (4.6)

tenemos que:

o Bit Do
Do+ Ay 27T Ag+ AL

by
por ejemplo en la figura (4.11) se presenta la misma curva de la lignra (4.10) sin
embargo aqui la unién en los extremos es de C'.

Curvas Spline Ciibicas.

Dada una sucesién de nodos extrictamente creciente € = (g;)§, una curva spli-
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Figura™.11: Curva B-spline cuadrética de cerrada en la, cual la umodn en los extremos
es de C'.

ne cibica por delinicion es una curva formada por secciones de curvas polinomiales
ciibicas las cuales se unen con una continuidad de Q2.

Asf para representar nna curva spline ¢itbica en la lorma de Bégier necesitanos,
cuatro puntos de control por cada seccidn de curva en donde cada par de curvas se
deben unir con una continuidad de C2.

Como cada cuarto punto de unién Liene un subindice impar (pues comicnza la
numeracidn desde cero) estos puntos se pueden denotar como bs; y asi para lograr la

continuidad de C! de (4.6) bs; se deben calcular como:

Az Ai—-l
b3, AT Aib.'h'—l + mb:m-l (4.10)

parat=1,.., [ ~ 1.

Para la continuidad de C? segiin (4.8) deben de existir puntos auxiliares d; de tal
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FFigura™4.12: Condicién de continuidad de C? en una curva de B-spline.

forma que la distancia de los puntos by, a bg; y d; a bsiyq y la distancia de los punlos
Dai—1 a d; ¥ baipq a byzpq estén en proprocidn de Ay @ A; (figura 4.12).

De donde estos puntos se calculan por :

A+ 4, Ay
b' 43— = ’it— —_— ;i .
Ho2 (Ai—2+Ai~l+Ai>( H (Ai»:-l*Ai)d (4.11)
A; TAVEPE AV
b i— = di— i,‘
H-l (Ai—2+Ai—l+Ai) 1+(Ai—2+Ai—l+Ai)r

parai=2,..L — 2.
Para el caso de la primer curva que forma al B-spline ciibico, los puntos by y b,
son cualesquiera pero para lograr que la distancia entre by y by y dy y by esté en una

proporcién de Ag 1 Ay, by se debe calcular como:

Ay JAY)
b= —-— 10 ——— }d 4.1
: (Ao-l-Ai) ]+(A0+A1)(1 ( 12)

Lo mismo pasa para la iltima curva, aquf los puntos by, y b3y, son arbitrarios y




116

bs1,—2 se debe calcular por:

AL'—| AL—2 )
_—d —_— d 1.13
Apa+A, " " (1.13)

baj_g = _
31,2 1+ Arat A

Asi en general una curva spline cibica cstd completamente determinada por nn
una sucesion de nodos estriclamente creciente & — (£:)§ ¥ un conjunto de puntos d_,,

do, ..., dp,dr 41 los cuales forma el poligono ”de Boor” donde :

d_) =
doy = b
d, = by,
drar = by

calculando los puntos de control restantes de las curvas (pie forman al B-spline ciibico
por medio de {(4.10), (1.11) (4.12) y {(1.13).

Iin la fligura (1.13) se presenta el B-spline ciibico formado por los mismos puntos
de control del B-spline cuadritico de la figura (4.7) aqui podemos observar que esta
curva es mds acentuada que la cnadriticn ya que las uniones son més suaves, éslo
mismo se observa en al comparar las dos »'s” que se presentan en las figuras (4.8) y
(4.14).

El control local en el caso de las curvas B-splines ciibicas no es tan local como
para las cuadrdticas. Ya que al mover wn vértice de control d; se ven alectados cualro

segmentos de la curva.



.
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IFigura™4.14: Curva B-spline ctibica formada por el poligono de Boor dg, ..., dy7.




Capitulo 5

Curvas B-splines.

Fn ol capitnlo anterior se hablé de las curvas B-spline cuadriticas y aibicas como
aquellas curvas spline en la forma de Bézier formadas por el poligono de Boor o B-
spline, en este capitulo podremos generalizar este concepto por medio del algortino
de Boor a partir de cual también profundizaremos la teoria de estas curvas. Asi
discutiremos la diferenciabilidad continua de nna curva B-spline, las implicaciones de

la insercidn repetida de nodos y el blossom B-spline.

5.1 El Algoritmo de Boor.

[l algoritmo de Boor publicado por Carl de Boor en 1972 [6] definc completamente
las curvas I3-spline andlogamente a como el algoritmo de Casteljan deline Ias curvas
de Bézicr, este algoritmo estd basa-do en el efecto gque tiene la insercidén repetida de
un node sobre el poligono de control B-spline.

Por simplicidad la descripcién de este algoritmo se hard en términos de curvas
funcionales discutidas en la seccidén 2.2, sin embargo la generalizacion paramdétrica
también serd discutida.

Continuaremos usando la variable k& para denotar el grado de las curvas y L

119



120

denotard la cantidad de segmentos de curva que forman ol spline. La sucesién de
nodos £ = (£:)g*"* estard formada por una sucesion de nodos o decrecientes en
constraste con los capftulos anteriores en donde la sucesién e estaba forinada por
mimeros estrictamente creciente! | asf puede suceder que g, = Eigl = " = Eipanei,
en este caso se dice que g; tiene multiplicidad m y en particular si m = 1 también se
dice que g; es de multiplicidad simple.

Ll intervalo [ex_y,£14x-1] serd llamado intervalo dominio o de definicién y los

nodos contenidos en éste son llamados nodos dominio,

Definicién 5.1. Sean k y I dos entero postivos y una sucesién de nodos no

decreciente € = (;)0"** "2 Las k + L abscisas de Greville se definen como:
1 . :
T,‘tl.—n(Ei+"'+Ei+k_1); 1=0,...,L+k—1. (51)

Asi dado € = (&;)§"*~? y un conjunto de ordenadas de Boor d; sobre las abscisas
de Greville podemos delinir un poligono B-spline # formado por los puntos (7;,d;)
para =0, L+ k — 1 (donde los 7; se calenlan 5.1) , el cual es una funcion
lineal por pedazos con puntos de ruptura en las abscisas de Greville, por ejemplo

observemos la fignra (5.1).

5.1.1 Insercién de Nodos.

Iniciaremos la discusion del efecto que tiene la insercién de nodos sobre el poligono
B-spline por medio del siguiente ejemplo,

Ejemplo 5.1.

l Excepto en la seccidn en donde discutimos las funciones B-spline y diferencias divididas, ya que
estas dltimas por definicién permiten nodos repelidos.

2 Sin embargo los subindices de cste polfgono son dintintos a los poligonos B-spline deflinidos en el
capitnlo 4 en este caso empienzan en 0 yterminanen L4+ k — 1.,
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] d1
O 4
Ty T, L I3
V \ A% Vv v v
A A A A A A A
}_-','0 € £ 0 £y
dy dy
To LE!
vV ¥V \Y v v
A A A A A A A
£ 8¢

Figura™5.1: Abscisas de Greville para varias sucesiones de nodos y grados con sn
correspondiente poligono P, para la figura superior izquierda k£ = 1, L = 1, la superior
derecha k = 2, L = 2 y la inferior k=3, L. = 2.

S(‘]illl E=2 L =23 ua SllCCSié]l de ]l(:)(lOS no decreciente € = (g; s un conjunbo
) ) ilo Y 2
de Ol‘denadns de I30OI' di i aside (h.1 calenlamos las abscisas de ("‘II'UViHG comno
i=0,...,1?

€i-tEig1

T; = 5

para i = 0,...,4, dc donde el poligono B-spline F esti formado por los
puntos {{7:,di}},g 4-

Ahora supongase que deseamos insertar el punto z € le1,€3) € [er,&4] como un
nuevo nodo de la sncesién g, entonces para eslbe caso se generan dos nuevas abscigas

de Greville (que denotaremos por 7§ y 73) dadas por:

. g1+ x .
s T+e
Ty == 2

de donde sus correspondientes ordenadas de Boor se calculan por la interpolaciones
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Figura™5.2: Poligono B-spline al insertar el punto z en la sicesiéy de nodos £ == (g}
£ 1 i

0

lineales (denotadas por d7 y d) (figura 5.2):

" Ty — T TV = To
d] = ———dy + ——d,
T1— To T —To

- TQ—T'E; T':i:—Tl
i dl +

=
)
{

dy
Ty — T To—~ T

y de {5.1) y (5.2) estas ecnaciones sc pueden escribir respectivamente como:

”;:]r = - d(] +

By
]
Il

De donde la nueva sucesién de nodos que incluye a @ dada por £ = (0, €1,69 = 2,

€3 = €9, &4 = &3, &5 = £4,& = £5) [orma un nuevo poligono B-spline (denotado por

P7) definido por los puntos {(7, d¥) o

r COlLL

J

x T _
To = To, dy =dy

Eit+x . Tey

X
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T, = Tio1, df = dig

i

para ¢ = 3,4,5.

ISste proceso se puede describir en forma algoritmica como sigue.

Algoritino de insercién de nodos.

Dada una sucesién de nodos no decrecientes £ = (g;}g"%*~? (para k y I enteros
positivos) y un conjunto de ordenadas de Boor {di}z':o,..., Lk_1 las cuales forman un
poligono B-spline I? con los puntos {(7:,d:)},_ 1,4, SI insertarmos un nuevo nodo
x € [er,e141) C [Ek=1, .-\ ELak—1] €0 € se genera un nuevo poligono " formado por los
puntos {{7,d¥)},_y ;4 los cuales se calculan por medio del siguiente algoritmo:

1. Obtener el mayor I tal que g; < x < g4

812 = er y g; es de multiplicidad & entonces parar.
Si no:

2. Parai=0,.., I —k+1
Tf = Ti, df = di
3. Parani=f—k+2,..,1+1

© 1( 44 )+1
T8 = —(g; 4+ b ket —m.
; kE Citk~2 Ic?

A i
T — T; T, Tim1
d:j = * di_; + : di
Ti i—1 Ti — Tixa
Eitk~1 — L T &y
= ——————di_ -+ —————d;
Eith—1 — Ei-1 Eitk—1— Ei—1

4 Parai1=14+2,..,L+k

% __ T __
Ty =Ticq, df = diy
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Figura™5.3: Poligono de B-spline al insertar los puntos x, iy en € = (g;)7 .

5. Renumerar la sucesién de nodos incluyendo ¢ como g4,
6. Remplazar L por I 4 1.

IZs importante comprobar que este el algoritmo es consistente, es decir que el
proceso no depende del orden en que se inserten los nodos, por cjemplo supongamos
quek =2, L =3y asf tomemos € = ()% y un conjunto de puntos de Boor {d;},_, ,
sobre las absisas de Greville {7} 0,

St z, ¥ € [£,&,] entonces observernos que al insertar en e los puntos % y YYyy
x (en ese orden) segiin el algoritmo de insercién tenemos los poligonos que presentan
en las figuras (5.3) y (5.4) respectivamente, aqui se puede apreciar que dy¥ = db”,

Proposicién 5.1. Scan & y L dos enteros positivos, £ = {g;)"2 una sucesion
de nodos creciente y un conjunto de ordenadas de Boor {di}i=n,..., Lik—1» los cuales

foman un poligono B-spline P con los puntos {(7i.d:)} i Lik-1> €0 donde los valores

7; se caleulan con (5.1).

Supongamos que se insertan los puntos x y y € [ek_l,eL,,_;_._]] en la sucesién de



¥
£ &) X Yy £ £3 £4 E5

Figura™5.4: Poligono de B-spline al insertar los puntos y, © en & = (&) .
nodos £ con el algoritmo de insercién. Si P*¥ y [P® denota los poligonos [ormados al

insertar x y ¥ y ¥ y « respectivamente entonces P™ = ¥

Demostracion:

Sea x € [g7,€141], por el paso 5 del algorilmo de insercién de nodo:

T; — 17 T — T 4
i = ——di +- —d; (5.1)
Ts i1 Ti — Ti-1
Eipk-1 L T — &5
- dioy -+ - d;
Eipr-1 — & Eipk-1— &i-1
pwai=1f—-k+2, .. 141
De igual forma si y € [e), €441 .
i Ti Ti-’, ’n"l Ti-1
di = d:—l da (55)
Ti i—1 Ti — Tio
Eiph—1— Y W —Ei—1 \
———i— iy A ———————d; (5.6)
Eivk—1 — Ei-1 Cibk—1 — Eim

parat=J—-k+2,.,J+ 1
En caso de que [e7-k42, £141] N [Es—k2, Es+1] = @ 10 hay nada que probar ya que

cada proceso de insercién no tiene inferencia sobre el otro y asf P™ = PY* en caso
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coltrario:

T Ty £y .z
d i1 =~ Tig & 1 Tigr — 75 a5 —
-1 - €T T 1) T T Vi1 —
Tivr — T3 Tir — T
Eiph—1 — — & .
e Y
Eitk—1 — &4 Eith-1 " &
. 1 Ly,
donde 73| = L (gig1 + -+ + 4q0r) + +yy
v yx ey
ve o Tiet T Ty T T T _
diy = 7 —d; + iy =
Tl =t 74—t
-1 i -1 i
Eifh-1— L T —g;
e i,

2
Eipk—1 — &; Eifh—1 — E;

donde 7{T, = { (g + - + Eirh—r) 1 (y+m), logrando la igualdad de estas dos 1l

timas expresiones al sustituir df, d?, |, d?, diy i por (5.4) y (5

Regresemos ahora al ejemplo 5.1 y observemos que si

5).
m

reinsertamos una vey mas

¢l nodo  en € la nueva abscisa de Greville gne se genera concide con 2 ya ques

. Ey 4+ x4 x® )
To = = =m

2 2

y la correspondiente ordenada de Boor es:

T T Tz x
d% — Ty — 7 ® 4 T2 — Ty ds
2 1 2 1

a partir de este momento cualquier reinsercidn de 2 no
Greville ni ordenada de Boor (figura 5.5) se dice entonces
curva B-spline.

in general para grado k la insercién repetida de un

genera nueva abscisas de

que d3* cs un punto en la

nodo = después que éste

tiene multiplicidad & no ejerce ninglin cambio sobre el poligono asociado B-spline y

la correspondiente ordenada de Boor es un punto sobre la

Al

curva B-spline. Este hecho
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es la clave del algoritmo de Boor, para presentarlo necesitaremos antes la signiente

definicién.

Figura™5.5: Al reinsertar 3 veces o mds el nodo z el poligono B-spline queda sin

cambio.
Definicién 5.2: La abscisa de Greville que se genera al insertar » — veces un
mimero x csta dada por

1 1 r—vueces

T =—(ei+ -+ Eiphar1) + E(-’E'i'"""-’“)

o

cont=1—-k+r+1,. .  I+lyes+ +eprra=0s12 <i+k—r—1

Algoritmo de Boor.

Si denotamos una curva B-spline de grado & con poligono de control £ por Byl
y su valor en el pardmetro z € lg,€141) C [Ex—1,EL4x-1] Por [BxP](x) entonces cl

algoritmo de Boor se define como:
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AR R 1 T — T'.":I] ~
di(x) = —-~———T:1] — T:_;,' d; -/ (z) + T—__F—fil — ;E:ll di ! (x) (5.7)
Eith—r — & . T =& -1
= ———d. " (z)+ —— 2 g g 5.8
Either — iy (=) Eigk—r — &4y (@) (55)

parar=1 .. k—myi=I—k+r4+1,.. 1+1 y entonces
[BuP) (x) = diy7(z) (5.9)

es decir df;’,”’ es el valor de la curva B-spline en z. [ donde m denota la multiplicidad
de z y d?(z) = d;.
Un importante caso especial del algoritmo de Boor se tiene si la sucesién de nodos

tiene la signiente forma:
0=¢g =g T T CEp =Ly ==y =1

asi g9 y € tienen multiplicidad k y las abscisas de Greville para este caso estivn dadag

por:
1i+k—l ;
=2 3 &=1i =0,k (5.10)

j=t

Entonces para 0 <t <1yl =k 1 el algoritmo de Boor queda:

Eipk—r — L b —eiq 1
difty = —HET " -l 4 T8 ety
) Eith—r — Ei_y a0+ Eitkor = Eiml ©)

parar =1,.. kyi=r,. kendonde gy, =1,6_, = 0, asf esta ultima expresidn

se puede escribir como:

aE(0) = (1=} (0) + L1 (1) (5.11)
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i151 enal es la formula (3.£1) del algoritmo de Casteljua ¥ esto mmestra que ¢l
algoritmo de Casteljan es nn caso particular de! de Boor.

Ea restriceidon al intervalo [0, 1] no es esencial ya que todas las construcciones son
invariantes bajo transfornnaciones de paramelros alines. Asf si dos nodos adyncentes
de cualquier sneesion de nodos tienen mulliplicidad & ta correspondicnle curva 13-
spline entre éstos nodos es nua curva de Bézier, enyo el poligono de conlrol s
poligono de Bézier sobre abscisas de Greville igualmente espacindas.

Asf, st en nna enrva Bespline de grado k& sobre un conjnnto arbitrario de nodos
sc reinserta cada nodo de tal forma que todos lengan multiplicidad & El poligono
B-spline correspondiente a esta nueva sucesion de nodos es un poligono por piezas de
Bézier de la misina enrva, esto muestra que las enevas B-spline son polinomios por

piezas sobre [gxo 1, e 0-1]

5.2 Diferenciabilidad Continua de las Curvas B-
spline.

Considercinos la sucesian Jde nodos:

0 = co=¢gy= =g,
X ER = Ep = =€

< Epr T ER el = 0 = Eapgpg = 1
Asi g, tiene multiplicidad  y por (5.11) el algorilino de Boor estéd dado por:

di(ex) = (1 = ep)dIZ] (ex) + exd?™ (&)

3 Con ¢] subindice ¢ corriendo de » a k.
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parar = 1, ky+ =7 ..k, los cuales como se menciono anteriornente son
k —r niveles del algoritmo de Casteljau y asi de (4.3) los dos segmentos de curva que
se unen en £ son al menos k — r veces diferenciables.

De nuevo como se dijo antes toda la construccidn del B-spline es invariante ha-
Jo transformaciones de pardmetros afines y este argumento también es vilido para
cualquier intervalo fe;, £444).

Si queremos investigar que tan suave es una curva B-spline en un nodo, podemos
forzar a que sus dos vecinos tengan multiplicidad & jsiu cambiar la curva) Y aplicamos

cl argumento anterior.
Asi un curva B-spline definida por el algoritmo de Boor cs (al menos) de C¥=r
en los nodos con mutiplicidad 7. Y de C*! si todos los nodos son simples (mmismo

resultado que obtuvimos al final del capitnlo 2 con las funciones B-spline).

5.3 El Caso Paramétrico.

Por supuesto la curva B-spline también puede ser parametrica, todo lo ¢ue tenemos
que hacer es usar la curvas funcionales B-spline (todas sobre la misma sncesion de
nodos) para cada componente de la curva.

Asi dados dos enteros positvos 7, ¥y k una sucesién de nodos no decreciente & =

d;
()5 %y conjunto de puntos d; = & | € B parai=0,.. L-+k— 1, s1
d;

. J
L€ [er,e11] C [exo1,6Lmk-1] €l algoritmo de Boor para la curva paramétrica esta

dado por:
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Figura™5.6: La sucesion de nodos s *dibujada” en el poligono de conirol de la curva
paramétrica B-spline con & = 3, L = §. El inlervalo [e4,25] s¢ pinta con linen s
negra.

- Eivkioy =L = L~ —
dip = ——— iy () 4+ ———— (1)
Eifk—r — Ei Eiyh-r —Ei-

parar =1,... k—m yir= {=k4r+1, ..., 41, Aquim represonta la multiplicidad

’
d;‘r;r(i) -En df
de ty E,-,,.(!.) = di'},r("‘) , di{ﬂ = d
| df,r("’) 11 df,u i i df |

Asf en el primer nivel del algoritimo de Boor (para » = 1) s¢ toman todas las
subsucesiones de & + 1 nodos que contienen el intervalo [t1, %p00] , mapeando el valor

de ¢ sobre el poligono formado por los puntos d; obleniendo los nuevos prntos d} (1) =
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v (1) (parai=1— k49, vy d +1), éste procedimiento se repite en el signiente
(4

fi0)

L i
nivel para todas las subsecciones de & nodos que contienen [u, up.,,] con el poligono

hi)

formado por los d}(t) obteniendo asf los nuevo puntos d?(1) = d?,(t) |, cle. el
b

df,l (L) _]

iltimo nivel se mapea los [uy, ura] hacta df~'(1), d;;((t) para obtener el punto df |

en la curva B3-spline.

Geométricamente el algoritmo de Boor * dibuja” la sucesién de nodos en las reclas
que forma el poligono de control en cada nivel hasta evaluar el punto £, asf la subsu-
cestén de k 4+ 1 nodos g, ..., g, es mapeada a la recta (ue pasa por los puntos dy, d,

(que se denota dyd, ), los siguientes & + 1 nodos €1, -, Exq1 son mapeados a d,dy cle.

Por ¢jemplo en la figura (5.6) sc muestran cstos mapeos para un B-spline con
k=2y L=5 aquila multiplicidad del primer y tiltimo nodo es de 3, asf en la recla
formada por los puntos do v d; solamente .est‘.a "dibujado” el intervalo [€2,€3) ya que
la multiplicidad de g9 hace que se interpole ¢l punto dy, lo mismo sucede con €7, dg y

la recta formada por dgd-.

En las figuras (5.7), (5.8) ¥(5.9) se muestran tres B-splines de grados 2, 3 y 4

respectivamente.
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Figura™5.7: B-spline cnadréitico formado por 13 sceciones de curva sobre la sucesion

de nodos: € =(0,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,10).

Figura™5.8: B-spline cibico formado por 7 secciones de curvas con sobre la sucesién

de nodos € = (0,0,0,1,2,3,4,5,6,6,6).
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Figura™5.9: B-spline de grado 4 formado por 12 secciones de curvas sobre la sucesion

de nodos € = (0,0,0,0,1, 2, 3, 4, 5,6,7,8,9,10,11,11, 11,11)

5.4 Insercién de Nodos Repetida.

Je puede insertar mds y mds nodos dentro de una stcesion de nodos a continuacion
estudiaremos electo de este proceso.

Sea una curva B-spline de grado k delinida sobre la sucesion de nodos g =
()&% con poligono de: control £, Si P denota el poligono F formado depués de
realizar 7 inserciones de nodos distintos en [Ek_l,e;,.1.k_|] , entonces a medida de que
se inserte méds y mds nodos (volviendose mas denso el intervalo domio [ex_ 1, €1, 44— 1))
la sucesion de poligonos formada por cstas reinserciones converge a la curva, B-spline

definida por el poligono I°.

Es decir si:

lim P" = [B,P]

r—r0oo
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en donde [ByP] denota a la curva B-sline de grado k& con poligono de control &.

De la definicién de la abscisa de Greville y del algoritmo de Boor sabemos que la
curva B-spline sobre un cierlo intervalo [g;,£:4.1] depende solamente de k 4 1 puntos
de control, d;, ..., d; 1 . Asf para x € [g;,£441)

min(d;, ..., diyx) < [BiP](z) < max(d;, ..., ditx)
por la propiedad de envoltura convexa de la curva de Bézier.

Asf debemos probar que para cualguier € > 0 podemos encontrar una r Lal que:
[P () — [BpP ()]} < e

Ya que 17 es continua ([uncién lineal por pedazos continua) para cualquier £ > 0

podemos encontrar r y 4 > 0 tal que si:
T r
T T £6
(en donde T; representa la j — ésima abscisa de Greville) entonces:

|27 (7500) = PP < e,
Asi
max [P7(77), ..., P7(1],,)] — min [P7(17), ..., P (7,0)] < ke
para aquellas j las cuales 7; tengan como sumandos los valores de £; y £44..

Por otro lado notemos que:

min(d}(t)) < [Brl] (L) < max(dj(t))

[BeP](t) = F{| < ke; LE[,.... i+ K],
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lo-cual-linalmentedmplica-que

[BP1 (1) = Pr()] < ke

Esto mmestra que la insercién repetida de nodos lleva a la obtencin de la curva
B-spline. Asi, si se inserta una cantidad suficiente de nodos a la sucesién el poligono
de control resultante puede ser arbitrariamente cercano a la curva, Y enlonces en vey
de graficar la curva directamente se puede graficar el poligono refinado insertando

méds nodos donde la curva sea mds pronunciada y pocos en donde es lineal.
5.5 El Blossom B-spline.

Recordemos que en la seccion 3.3 de capitulo 3 se discutio la construccidn de la fancion
blossom como una forma conveniente para evaluar una curva de Bézier, éste mismo
principio se puede aplicar a curvas B-spline.

Ejemplo 5.3. Sea k = I = 3 entonces tomemos una sucesion de nodos no
decrecientes € = (g;)f. Ahora supongamos que en el ¢ — ésimo nivel del algoritmo de
Boor evaluamos en un punio diferente 1; € [ea,&5) (parai = 1,2, 3), ya que los inicos
puntos de Boor invohicrados en éste proc;(:-:so son dy, ..., ds resulta la siguientc tabla

(figura 5.10):

dy
d;; d:l[t]]
‘ (5.12)
dy difts] diftr, 1]
ds dplt,] d2(t,t,] daltr, b2, b4
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d df[tl-’fz]

g 3 3 T3 Ty s
I 1 [l (| l | 1 1 1| I ] I
[ I ! { [ I
“o £ £2 53 fa 4Lty 1355 Eg &9
Figura™5.10: uncién blossom B-spline para & = L = 3 y una sucesién de nodos

g = (Ei){-";.

Aqui si todos los t; coinciden oblencmos el algoritmo de Boor.

Se usard la notacién dy[ty, Ly, &) para denotar el punto di[t, s, ] con el cual

ademds se puede indicar que se maneja el intervalo (g4, £5].

Definicién 5.3. Delinimos blossom B-spline denotado por d; [ty ..., ] como la
funcién obtenida al aplicar el algoritmo de Boor sobre intervalo [g;,£;.,4] con puntos
de control dy_gyy,...,dpqusando diferentes argumentos {; en cada i — ésimno nivel

(para i =1,..,k ) del algoritmo.

Ahora observermos que si en el ejemplo 5.3 [ty, L, ls] = [e2, €3, €4] (5.12) tiene la

siguiente [orma:
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dz
dy dy
d,; ] d2

ds o e dy=d, [52,83,64]
Los simbolos e indican que estos puntos no son calculados ya que sus valores no
contribuyen al resnltado [inal.

De forma similar si ahora [t1, Lo, 3] = dy €3, &4, &) (5.12) es ignal a:

dy
dg )
dy dy e

ds o dy dy = dy [5:;, 54;55]
y es decir de nuevo recuperamos un punto de control. Contimando de esta manera
podemos deducir que dy = d, [e4,€5,86] v ds = d4 €5, €6, £7] (ligura 5.11) este proceso
de recuperacidn de puntos de control es sinilar 2 Ja funcién blossom para una cnrva
de Bézier.
En general si un segmento de curva de una curva B-spline definida sobre le;,e 141
con k 4 1 tiene como puntos de control ki1, -, drpr. Entonces estos estin dados

Por: di ity = diles iy, €04 1 =0, . K.



139

d
=9 a[£26354]

Figura™5.11: Recuperacion de los puntos de Boor para un B-spline cibico por medio
de de la funcién blossom B-spline.
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