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IRTRODUCCIOR.

El objetivo principal de esta tesis es desarrollar las bases para la realizacién de
simulaciones ouméricas mediante ¢l método de Monte Carlo aplicedo a Mecdnica Estadfstica y
Materia Condensada, objetivo que se ha cubierto a través de la sinmlacién de sistemas
magnéticos de espines en malla. Si bien los sistemas simmlados han sido extensivamente
estudiados mediante distintas técnicas, inchiida la simulacién Monte Carlo (MC), Ia realizacién
de simulaciones muméricas en sistemas modelo interesantes ¢ innovadores presupone el
conocimiento de la técnica y, puesto que tal conocimiento séio se¢ adquicre mediante su
aplicacidn en situaciones reales, este trabajo cumple ese prerrequisito. La realizacién de una
simulacién MC presenta con frecuencia una serie de posibles errores que sélo se pueden
percibir en el trabajo “de campo®, tales como la eleccién de a precisidn en las variables, la
correlacién entre configuraciones sucesivas, y aim la deteccién de “errores™ que no existen.

Los sistemas elegidos forman parte de una serie de simulaciones cuya finalidad es
verificar la plausibilidad de un modelo magnético pare la superconductividad de alta
temperatura de transicién, modelo en el cual los conceptos asociados a la teoria de
percolacién, modelo XY y modelo de Ising tienen un rol preponderante. Esta raz6n ha trazedo
¢n gran medida el contenido de esta tesis, la cual sirvié también como una introduccion a estos
modelos.

En el capftulo 1 se da una breve exposicién de la teorfa clésica de Landau asociada a las
transiciones de fase y fendmenos eriticos, con ¢énfasis en los conceptos de universalidad y
exponentes criticos. Los capftulos 2 al 5 constituyen una introduccién tedrica general a los
modelos simulados, en tanto que el capftulo 6 presents los fundamentos del método Monte
Carlo, su justificacidn y algunos de los resultados relacionados con los modelos en estudio.
También se incluyen en el capftulo distintas técnicas relativamente modernas en simulacién MC
que pueden resultar ttiles en un trabajo posterior. Finalmente, en el capftulo 7 se presentan los
resultados de una serie de simulaciones MC del modelo de Ising diluido y del modelo XY, con
la aplicacidn de algunas de la técnicas mencionadas en el capitulo 6, tales como el método de
actualizacién de climmulos y ¢l andlisis de datos mediante Ia técnica de pesos estadisticos con
histograma.

El capitulo 2 presenta la teoria de percolacin como un ejemplo del sistema més
sencillo en el que s¢ presenta una transicién de fase no trivial: una transicidn asociada a la
conectividad de una malla, razén por la cual se refiere a ésta como una transicidn geométrica.
En el capitulo 3 se estudia al modelo de Ising en 1 y 2 dimensiones, modelos para los cuales
existe una sohicién analftica y que ilustran las compiejidades de un célculo exacto ain para
sistemas modelo relativamente simples, en los que las variables asociadas sék tienen dos
valores posibles, Es esta una de las principales razones que hacen necesarias técnicas
aproximadas en ! estudio de sistemas modelo que pretendan explicar ¢l comportamiento de
los materiales reales: sélo existen soluciones exactas para un nfimero reducido de modelos. El
capitulo 4 presenta un ejemplo de un sistema para el cual no existe tal sotucién: el modelo XY.
En este capftulo se presenta la teorfa de la transicién KT que exhibe este modelo, en ¢l cual Ia
transicién estd asociada al apareamiento de vértices de espines por debajo de una temperatura
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Txr, por encima de ia cual existen aislados. La exposicién sigue a la original de Kosterlitz y
Thouless. El capitulo 5 es una introduccién a sistemas magnéticos dituidos, asi como un
compendio de distintos resultados relacionados con los sistemas modelados.

La informacién principal obtenida en las simulaciones consistié en el céleulo de
propiedades termodindmicas: pardmetro de orden, susceptibilidad magnética, energia y calor
especifico. Para el caso del modelo de Ising diluido, el célculo del cumlante de 4° orden fue
de particular importancia en la determinacién del diagrema 7. vs. p. Los méximos que
presertan la susceptibilidad y el calor especifico permiten una estimacién de T para la
concentracidn p en cuestidn, estimacidn que ha sido corroborada con el cdlculo del cumulante,
¢l cual permite una determinacién mds precisa de la temperatura critica, estando ésta
determinada por el cruce de las curvas de razén de cummlantes comtra temperatura. El
diagrama T vs. p constituye uno de los logros principales en este trabajo, y fue calculado tanto
para dindmica (estocdstica) de Metropolis como para diniémica de cimulos, resultando
' consistentes ambos célculos, y coincidiendo con la teoria de magnetismo diluido presentada en
el capitulo 5. El cdlculo del diagrama con dinimica de cimulos, ademés de demostrar la
consistencia entre los dos métodos, también prepara el terreno para su implementacidn en
modelos més complicados tales como el XY, donde no existen resultados exactos y donde la
ineficacia estadfstica debida al “critical slowing down” hace necesario introducir algoritmos de
sctualizacién no locales.




CAFPITULO 1.- ELEMENTOS DE LA TEORIA DE TRANSICIONES DE FASE.
L1.- Introduccita

Cuando s¢ aplica e} formalismo de la mecnica estadistica 2 un sistema macroscopico, ocutre en
momqmmcmmand:scmﬁnmdadmanﬂ(uusomgﬂmdadmmdgmﬁmoms
termodingmicas * que corresponden a varios tipos de transiciones de fase. Ejemplos de transiciones de fase
son la condensacitn de los gases, ia fusién de sélidos, la transicién orden - desorden en aleaciones, la
transicion superfluida del He I liquido al He I liquido, etc. La caracteristica distintiva de las interecciones
entre las particulas en estos fendmenos es tal que, bajo circunstancias favorables, una gran cantidad de
constituyentes microscipicos del sistema exhibe una tendencia a interactuar entre si en una forma
cooperative. Este comportamiento coopevativo adguiere un significado macroscépico a una temperaturs
perticular T, conocida como temperafiura critica del sistema_ [1.1]

Las transiciones de fase que requicren un suministro de cnergia (calor latente) para realizarse, con
una discontinuidad de salto en las primeras derivadas de Ia energia libre de Gibbs con respecto a la
temperatura y al desplazamiento se denominan transiciones de primer orden.

Por otra lado, existen transiciones en las que se observa una discontinuidad en las segundas
derivadas de l1a energia libre, cuyo paradigma es el calor especifico, y donde las primera derivadas son
contimms en todo ¢l espacio de pardmetros. Talcs transiciones se depominan continuas ¢ de segundo
orden, en estas, no s requicre proveer energia para llevar a efecto la transicién.

La presencia de transiciones de fase al reducir la temperatura de un sistema se explica al considerar
la competencia entre €l orden y el desorden, (es decir, entre energia y entropia). Para ejemplificar esta
competencia, consideremos un dominio en unz picza de hierro, en el cual los espines tenderén a alinearse
eatre etlos debido a las fuerzas de intercambio entre momentos magnéticos; por otro lado, si la muestra
wmmmlibnommﬂmdedomammmemwmbmndoenagiamnnmy
alcatoriamente, cuya cantidad es proporcional a &7, 1o cual tenderd a desalinear a los espines. En términos
mds precisos, ¢} sistema tenderd a minimizar a la energfa libre:

F=E-TS.

A temperaturas suficientemente altes ¢l segundo término es ¢l dominante, de modo que el sistema
elegird un estado de modo que su entropia sea un miximo. Tal estado comresponde a una situacién en la
que los espines estin desordenades, Fig. 1.1. Si, por otro lado, la temperatura se reduce la importancia del
2°uﬁmmnﬁcbumcndohammamwmmuh;u,dmdeguamemdomelqmm
energia sea un minimo; para el ejemplo del magneto, tal estado corresponde a los espines orientados
paralelos unos con respecto a otros. Existe una temperatura bien definida (denominada temperatura de
Curie} que distingue a las regiones de baja y alta temperatura, correspondiente a la temperatura & la gue se
lleva a efecto esta transicién entre fascs, y que define al punto critico del sistema. Fig.1.2,

! La presencia de tales singntaridades sélo ac obocsva en of limite termodinkmico: ¥ —» o, N —» o, n a N/¥ = finito.
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Fig. 1.1. Se muestran ias fases de desorden y orden magnético en un dominio, conrespondientes a temperaturas ahas
y bajas, respectivamente.
El punto critico del sistema corresponde a aquel punto del diagrama de fases en ¢l que finaliza la
curva de coexistencia, y en ¢l que cesa de existir una diferenciacién entre fases, de modo tal que a
temperaturas mayores a la critica existe una inica fase que "se scpara” en dos al disminuir [a ternperatura,
A

A
Fase : Fase

Ferromegnétita . Peremagnética
M>0 :

T

M<0

Fig. 1.1. Por debsjo de Tt, y a lo largo de Ia linea de campo cero (curva de coexistencia), coexisten dos fases
magnéticas que se distinguen por la direccion del momento magnético. Conforme se varia al campo nagnético b &
temperatuta constante y menor que T, se lleva a efecto la transicion entre fases femomagnéticas. Mis alth ded punto
critico (. =0, T+~ T,), cosa de existir una diferencia entre las fises y se tiene una sols fase paramagnética.

1.2.- Los exponentes criticos.

A un nivel configuracional, 1a aproximacion al punto critico estd caracterizada por un crecimiento
en la extensién espacial de regiones que tienen el cardcter de una de las fases ordenadas. Una medida
cuantitativa de la extensién de esta estructura espacial la proporciona la longitud de correlacion £ que es
Ia distancia sobre la cual se extienden las correlaciones entre variables microscopicas (espines, cimulos,
ete.).

La descripcin del fendémeno critico se realiza en términos de una serie de parémetros,
denominados exponentes criticos, que caracterizan al comportamiento de algunas cantidades
termodindmicas del sistema en [a vecindad del punto critico (la denominada regidn critica), dichas
propiedades son aquellas asociadas a segundas derivadas de s energia libre y el parimetro de orden, asi
como algunas propiedades estructurales (la funcién de comelacién entre pares, principalmente). La
definicién de los exponentes criticos surge a! realizar una expansitn en serie alrededor del punto critico
para dichas propiedades, con parémetro de expansion la desviacién con respecto a la temperatura critica:
[r2]

£ <<l




Elexponemzé'descnbelavmacnéndelamagnehmcxénconelcampomagnéﬁcoalolargndclalsom
critica:

MR (h<<l, 1=0)

Et exponente fdescribe cémo se aproxima ¢} parimetro de orden a su valor en el punto critice cuando no
hay un campo magnético externo:

M, r-u|t|’.
El comportamiento de! calor especifico estd descrito, en la regién critica, por los exponentes ay a’, cuya
definicion es:
) T,
Culh=0)= (1), r<«r,
(¢, T>T.
En cuanto a la susceptibilidad magnética en la vecindad del pimto critico, tenemos:
(-r)' T<T, h=0,
(+:)" T>T, h=0.

La motivacién para la introduccién de estos exponentes criticos es la de explicar los resultados
encontrados experimentalmente, segin los cuales se observa una divergencia tanto del calor especifico
como de la susceptibitidad, asi como la anulacién del parimetro de orden conforme el sistema se aproxima
al punto critico,

La longitud de correlacién e¢s la distancia que caracteriza al decaimiento de la funcion de
comelacién entre pares g(r, r'):

glr.r)= ({orl)- m{r ) ) = (m{e )l ) - (e Y omle ),
g(r)=g(r.0).
donde m{r) es la densidad volumétrica del pardmetro de orden:
M= I mfr)d’r.

La funcién de correlacién tiene un comportamiento exponencial cuando la distancia entre espines es
grande comparada con la distancia a primeros vecinos:

glr)s=—, (r>>a,t#0),
donde a es ¢l espaciamiento en la malla y £(f) es la longitud de comrelacién (la distancia sobre la cual
prevalece ¢l orden de corto alcance; si ésta es finita, significa que a distancias mayores a £ de un espin
dado otro espin no stente la influencia del primero).

En T = T, se observa una dependencia de ley de potencia para g(r), lo cual define al exponente 7.



glr)= ple9) (r>>a =0}

donde d es la dimensién de la malia. Este comportamiente es el que se espera de la funcidn de correlacién
cuando ¢ % 0 en el Hmite £ — «, de ahi que la longitud de correlacién diverge en el punto eritico. Para
describir esta divergencia se introduce el exponente v:
o1l

En un sistema ferromagnético tenemos que, justo por encima de T, todos los espines que se hallan a
distancias menores que £ estarin en cierto grado alineados unos con otros, pese a lo cual ocurrirdn
fluctuaciones espontineas entre regiones cuya distancia es meyor que &'y en las cuales !a magnetizacion
apunta en direcciones independientes, dando como promedio sobre toda la muestra la anulacién del
parimetro de orden.

1.3.- Teoria fenomenolégica de Landau.

En 1937 Landau desarrollé yna teoria general para describir 2 las transiciones de fase de segundo
orden, Probablemente, la contribucién més importante de ese desarrollo fue la introduccién del concepto
de parémetro de orden My, que permite diferenciar cusntitativamente a las fases de baja y alta temperatura,
anuléndose cuando el sistema estd en la fase de temperatura alta. El pardmetro de crden también permite

_ distinguir entre las fases que coexisten por debajo de la temperatura critica, siendo el comportamiento del
sisterna a lo largo de la curva de coexistencia, cualitativamente, el mostrado en 1a Fig. 1.3. Landau sugiri6
que las caracteristicas bisicas del comportamiento critico de un sistema dado pueden determinarse
mediante el desarrolio de Ia encrgia libre en serie de potencias de A cuando ¢ es pequefio. También
argumentd que la simetria arriba-abajo’ cuando el campo ordenantc es cero implicaria que sélo los

términos con potencias pares aparecerian en la serie. Asi, la energia libre a campo cero /iy (= AolNkT)

puede escribirse como:
T, 1]
T, |’1<<

Folt.M,)=gle)+ rlM + (M2 +---, [=
al tiempo que los coeficientes g(£), 7(#), s(¢),..., pueden escribirse como

ad)=Jqu’, rl)=Zont’, sl)=2 ",

El valor en equilibrio de M, esti determinado por la condicién de que Fj alcanza un minimo. Si se retienen
sdlo los tétminos mostrados en la expresion anterior para Fo, se obtiene:

oM, +2s(0M

de donde el valor en equilibrio de My es 0 6 ﬂ-r(r)lZs{t). Esta iltima posibilidad es 1a que conduce a la
presencia de una magnetizacion espontinea en el sistema.

2 Egta simetria consiste en que, al intercambiar Las direcciones de todos los espines en un estado, sc obticne otro en o que o
valor de In energia s e} mismo que e del estado origal, de donde se sigue que F, debe ser una fisncion de la magnitud de
M, condicién que se satisface & requerimos que Fy sea una funcidn par de M.
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Fig.1.3.-El parimetro de orden s¢ smula cusndo 7 — Lthlaryndehmdemﬁs&cmia.mdmddode
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La dependencia de r(f) con la temperatura s clige de modo tal que para temperafuras por encima y
a la temperatura critica la energia libre alcance su minimo para M, = 0, micntras que por debajo dela
temperatura critica alcance un minimo para A, # 0. La condicién de estabilidad

¥
[6ﬁ;] >0
aM T

implica que s(¢) > 0, esto asegura que conforme incrementamos M, hacia valores muy grandes, Iz energia
libre continuaré aumentando. El punto critico ocurre cuando r(f) = 0. Si elegimos 7(r) > 0 para T>T. y n(2)
<0 para T< 7., entonces lacncrgialibretend:ﬁsuva]orminimoen%=0ctmm T>T,ycuando T'< T,
lo tendra en un valor M # 0. Debido a que Fp es contitua 5 través del punto de la transicién, sc tiene que
(0} =0, y una expresién sencilla para r(¢) que satisface todos estos requisitos €5

r{t)=rey,

donde 7({f) es una funcion que varia lentamente con f, resultando entonces que el minimo de F; cuando T <
T. se alcanza en

rt
M=% -+,
So

donde se han hecho las aproximaciones ri{f)=r1 ¥ (1) = so.




1.4.- Bipétesis de escalamiento para las funciones termodindmicas.
Segiin la teoria de Landau, la forma asintética de la ecuacién de estado para un magneto simple es:
oF
e, M)= [%l = 2rtM + 8s,M°,

donde A es el campo magnético en ¢l material. Si consideramos que os valores de la magnetizacién
espontinea son

;P
={ 0|4t
=)
la expresion para la ecuacion de estado ¢s:
P Y, Y !
M)a L1 { 2spn(r] 2 AL
h(t )g SVZH sgu({rm i‘lm + ,,1.0‘2 lel
L] 1 1
de donde se sigue que:
'Jﬂ Sm h
Mle)= " £ ] (.1

o nW

y, dentro del contexto de la teoria de Landau, la funcién f que aparece aqui es comiin a todos los sistemas
a los cuales se pueda aplicar la teoria. La parte singular de 1a energia libre puede escribirse como:

Fop (6, M; h) = ~hM +1tM* + s,M*

r? sV N s To(sw !
SU I o L Y0 [ gt R P
%o A I oM

1 l

fz S"Q h
(e By L0
Falch)= /[n’” M’”’J

La caracteristica mas notable de la ecuacion de estado, como se expresa en (1.1), es que, en vez de ser la
relacion usual entre tres variables M, & y ¢, es ahora una relacion entre solo dos varisbles, M/ |f'? y b/ |*2.
Asl, mediante el escalamiento de M con [ y de & con [§*%, hemos reducido el néimero total de variables
en uno. De manera similar, la ecuacion (1.2) expresa a la parte singular de la energia libre, escalada con £,
como una funcién de la variable & escalada por [4*2, Esta reduccién del nimero total de variables efectivas
es uno de los primeros logros de la teoria de escalamiento.

Si se sustituye (1.1) en (1.2) se obtiene:

Una generalizacién de la ec. (1,2) permite escribir;



Fao(t.h)~ Fyp*™ 9-:5] (1.3),

I
donde « y A son nlimeros universales comunes a todos los sistemas en Ia clase de universalidad dada, f{x)
es una fimcién universal de la cual se espera tenga dos ramas, £, para t> 0y £ para ¢ <0, en tanto que £y y
G (como ry y s5) son parimetros no universales caracteristicos del sistema particular en consideracion.
Esperamos que a y A determinen a todos los exponentes eriticos del problema, en tanto que las amplitudes
que aparecen en las distintas leyes de potencias estarén determinadas por Fp, G y los valores limite de la
funcién fx) y de sus derivadas, conforme x tiende a cero. La ec. (1.3) constituye la denominada hipétesis
de escalamiento.

A partir de Ia ec. (1.3) se tiene que:

aF 2-a-A
Mt k)= { a;' J = FGlt| ﬁ{‘.] (1.4)
y
_ 32F" 2-a-2A Gh
xle.h)= {F]. = ~F G2 f‘(w} (1.5)

Si k — 0, obtenemos la magnetizacion esponténea:
M(r,h=0)= B’

donde
B=-FGf.(0) B=2-g-A (1.6)

y la susceptibilidad a campo pequefio dada por

26.0)= Itl_,{c, paat>0,

C. parat<0
donde
C, =-F,G*f,"(0) y=a+24-2 n
Combinando (1.6} y (1.7), s¢ obtiene
A=ft+y=2-a-f
de modo que

a+2f+y=2

Para recuperar al exponente & escribimos a 1a funcién f{x) de la ecuacién (1.4) como X7 g(x), de
modo que




M(t, k)= ~F,G" P8 o1 g[;—f] (1.8)

Invirtiendo (1.8), podemos escribir
L+8/4 2 BiA
M_} (19)

= —G""‘h‘”l‘{ —
Se sigue que, a lo largo de la isoterma critica (¢ = 0), ¢l argumento de la funcién que aparece en (1.9)
tendr4 un valor universal (que hace que la funcién se anule), con e! resultado:
M, = F,G"PApPl, {t=0)
de donde

5= (1.10)

A

7

Combinando (1.10) con las relaciones anteriores, se tiene
a+pE+1)=2,

_ r=8E-1)
y de estas dos se sigue que
y< (2-aX§—l)‘
d+1
El calor especifico a 7 = 0 esta dado por:

2

- s (2 ~a)l-a)F,| {f_(ol para 1<0.

Vemos entonces que la hipdtesis de escalamiento conduce a varias relaciones entre los exponentes criticos
del sistema, relaciones en las que sélo dos de ellos son realmente independientes.

co(.0)=-

L5.-El concepto de universalidad.

Resta por discutir el porqué existen clases de universalidad. En otras palabras, jcuil es la razén por
la que una gran vanedad de sistemas que difieren ampliamente en su naturaleza pertenecen a una sola clase
de universalidad y tienen, por tanto, exponentes y funciones criticas comunes?. La respuesta esth en que las
correlaciones entre los componentes microscépicos del sistema crecen lo suficiente, conforme T -» T, que
prevalecen sobre distancias macroscdpicas en el sisterna y hacen por ello irrelevantes a los detalies del
sistemna a un nivel local.

La idea original pam explicar ¢l comportamiento “universal™ de ciertos sistemas fue desarrollada
por KadanofY al inicio de la década de los 70 [1.4] . La idea de Kadanoff consiste en que, en la vecindad
del punto critico, en donde la longitud de correlacién es mucho mayor que cuzlquier otra escala impuesta
en ¢f sistema, los detalles de Io que ocurre en estas escalas de longitud menor son irrelevantes. Los
sistemas fisicos cuyos exponentes criticos son iguales definen a ung clase de universalidad. La clase de




universalidad a la que pertenece un sistema fisico dado depende de un conjunto reducido de parimetros,
entre los cunles destacan la oaturaleza del pardmetro de orden y la dimensién espacial del sistema.
Ejemplos de clases de universalidad son las definidas por 1a clase del modelo de Ising en dos dimensiones,
en la cual el parimetro de orden estd descrito por un escalar AL Elementos de esta clase son todos los
sistemas en los que las imteracciones de los espines no sélo son con los primeros vecinos, sino con un
nimero finito de vecinos, y en los que el pardmetro de orden esté descrito por un escalar, si la intemccién
entre espines decae con una potencia que sea suficientemente alta; para una potencia pequefla, tal que las
interacciones decaen mas bien lentamente, €l comportamiento se altera y el sistema no permanece en la
clase de universalidad, de forma tal que tenemos aqui otra veriable que detenmina a distintas clases de
"universatidad y que podemos cuantificar con un exponente x que mide precisamente ¢l decaimiento de las
interacciones segin la ley de potencias J ~r™.

De esta forma, la clase particular de} modelo de Ising bidimensional la podemos caracterizar por la
dimensién D del pardmetro dc orden, la dimensién espacial 4 de los sistemas pertenecientes a la clase, y cl
decaitmiento de las interacciones entre los espines: D = 1, d = 2. De manera andloga, ¢l modelo de
Heisenberg tridimensiona! define a otra clase de universalidad tal que D =3, d =3, en tanto que la clase de
universalidad del modelo XY queda definida en términos de los valores D =d'=2.

El comportamiento universa! se revela en que los valores de los exponentes criticos son
notablemente insensibles a los detalles especificos del sistema. Asf, los experimentos han establecido que
una gran variedad de fluidos y magnetos, asi como algunas aleaciones metalicas y otros sistemas, presentan
un comportamiento que puede ser descrito por un par de valores de exponentes, §=0.33, v=0.63 '. Enun
desarrollo pesterior se tendré ocasién de profundizar mas acerca del importante concepto de universalidad,
en especial en el contexto de 1a teoria de percolacién y la de sistemas magnéticos diluidos.

'Lmdaﬁsmmuuiﬁwsnobﬁmdelurdammhswdmimmhmdén 1.4. Estos
valores son relevantes para la clase de universatidad del modelo de Ising end'=3.



CAPITULO 2. - TEORIA DE PERCOLACION.
2.1. - Introduccion.

De entre los distintos problemas estadisticos que se revisarin en esta tesis, el problema de
percolacion presenta una caracteristica que lo hace, en cierto sentido, ¢l mas sencillo: es un problema
puramente geométrico. El estudio de este sistema en lo que respecta a la transicion de fase que presenta,
asi como sus propiedades de escalamiento, puede ser usado como uma introduccion a transiciones de fase y
fendmenos criticos mas complicados.

El problema de percolacion esta definido en términos de una malla en d dimensiones, que puede
presentar distintas simetrias (cuadmda, triangular; clbica, hexagonal, etc.), y que para efectos de
ilustracién se considerard cuadrada y bidimensional, los sitios de la cual pueden estar en cualquiera de dos
estados, que llamaremos "ocupado” y "vacio”, de manera aleatoria. Todo el problema queda definido por
un solo parémetro p, la probabilidad de que un sitio esté ocupado.

La estructura de una configuracién dada puede describirse en términos de agrupaciones de sitios
ocupados unidos a distancias a primeros vecinos denominados ciimulos, siendo usuat denominar s-cimulos
a aquellos camulos que consisten de s sitios ocupados conexos. En una malla grande habrd mis cimulos
que en una pequefia, de modo que resulta conveniente dividir ¢l niimero de cimulos entre el nimero total
de sitios en la malla. Esta raz6n se denomina mimero de s-ctimulos y 1o depotaremos por 7, una vez que se
ha realizado un promedio sobre distintas configuraciones de sitios ocupados entre los sitios de la malla.

Si el valor de p es muy pequefio, ocurre que la mayoria de los sitios ocupados se encontrarén
aislados, con pocos pares o tripletes. Por otro lado, cuando la concentracién p es cercana & la unidad
entonces casi todos los sitios estardn ocupados y conectados unos a otros de modo que forman un cimuto
grande que se extiende de un lado a otro del enrcjado. De acuerdo a los resultados de Shante y Kirkpatrick
[2.2], en una malla suficientemente grande, o existe uno de estos cimulos, 0 no existe, pero nunca se
presentan dos o més de tales cimulos "infinitos". Esta caracteristica permite definir la transicién de fase
del modelo de percolacion, siendo tal que para una red infinita, existe un umbral de percolacion p,
claramente definido, en donde se presenta por vez primera un cimulo que percola a través de toda la malla.
Cerca de p., la imica escala de longitud relevante para describir las propiedades del sistema es 1a longitud
de correlacién, la cual diverge en el punto critico, de modo tal que justo en p, no hay una unidad de
longitud con la cual escalar la dependencia de distintas propicdades con la longitud. Como resultado, el
sistema se ve cualitativamente idéntico cuando se mira con distintas magnificaciones. Este fendmeno,
denominado auto-semejanza, es el causante de varias propiedades anémalas de los sistemas dituidos cerca
de su umbral de percolacion.

2.2.- Exponentes criticos y teoria de escalamiento.
(a).- Teoria de escalamiento para los nimeros de cumutos.
Para hacer la discusién més cuantitativa, definamos a la probabilidad de percolacién P, como la

fraccion de sitios ocupados pertenccientes al cimulo infinito que percola. Entonces P, se anula para p <
P., siendo distinto de cero para valores mayores a p,; cerca de p, podemos definir un exponente critico

postulando que:



P =(p-p.),

relacién que se satisface para p ligeramente superior a p,. Este exponente critico es el que tradicionalmente
se asocia al comportamiento critico del parimetro de orden en otros sistemas, usualmente magnéticos o
fluidos,

El comportamiento de un sistema cerca del punto critico en una transicidn de fase se describe

mediante exponentes criticos. Para e} problema de percolacién, es conveniente hacer las siguientes
definiciones [2.1]:

a0 <lp-p

Ten)| «G-p¥.  wmpss,

~r
r

ot '""”’L «lp-»,

Teonto]

§p)=lp-p.|”.

Sc espera que las relaciones se satisfagan pam p cerca de p, y el subindice sing denota a la parte no
analitica principal de la cantidad correspondiente. El niumero real # es una variable muda adecuada para
calcular una suma y se aproxima & cero, en cuyo caso, la suma vale p,.. La altima cantidad corresponde a la
longitud de coherencia (correlacién o conectividad), y corresponde al radio promedio de un cimule tipico.

La analogia con el caso magnético, con la variable p - p. reemplazada por 7- T ¢s la siguiente: La
primera suma se asocia con la energia libre, y la ley de potencia asociada es tal que la segunda derivada
diverge con el exponente o, asociado al calor especifico. La susceptibilidad se encuentra asociada 2 Ia
tercera suma y diverge con el exponente y. Finalmente, las correlaciones de! sistema magnético se miden a
través de una longitud de correlacidn definida en términos de la influencia en el valor de una variable
microscopica sobre el valor de otra cuando se encuentran alejadas por una cierta distancia.

De entre los estudios existentes para tratar a este problema, se discutirin dos, a saber: el tratamiento
basado en una teoria de escalamiento de los nimeros de cimulos, que se utilizarh para calcular e! valor de
algunos de los exponentes criticos y para deducir algunas relaciones generales entre los mismos, y por otro
lado, se discutirén los resultados de simulaciones de Monte Carlo (MC) que permiten localizar al umbral
de percolacién y estimar los exponentes criticos.

Para las propiedades de los ciimulos, se encuentra que los resultados MC reportados por Hoshen et.
al. [2.3] para los nimero de citmulos en la malla trizngular y en p = p, permiten deducir la relacion

np)es
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La teoria de escalamiento permite relacionar este pardmetro libre 7 con los distintos exponcntes criticos
[2.1].

El comportamiento critico esta caracterizado por ¢l hecho de que el tamafio tipico de los cimulos
se vuelve muy grande cerca de la transicién de fase y diverge en p.; pues de otra forma el radio tipico de
i0s cimulos £ no divergiria. Uno puede definir €] "tamafio tipico de citmulo® s; como aquel tamafio que da
1a contribucién principal a cualquiera de los momentos de la distribucién », que definen & los exponentes
criticos, en la expectativa de que tal tamafio es el mismo para todos los momentos. La divergencia de este
tamafio tipico esth caracterizeda por un exponente (denominado 'exponente de brecha', denotado por 1/0)
tal que, en la regidn critica, ¢l comportamiento del sistema estd dominado por ciimulos de tamafio

S ‘le-P, rw,
Debido a esta suposicién, resulta que todas las propiedades individuales de los cimulos deben depender de
la razén s/s;. La suposicién de que el nimero de cimulos es una funcion de esta razon seria tan restrictiva,
que no permitiria explicar el comportamiento observado en p.. Una eleccién un poco més elaborada es

suponer la relacién:
L F(i]
n, )

Como procedimiento final, se hace la sustitucién de la razdn m/ns, por n/nfp.), de modo que se supone
que 1a razén v,(p) = npVn,(p.) es funcién inicamente de la razén s/s;. Empleando la relacién funcional de
!eydepoteucinscalculadapmacuandop—)p,,(n,(pc)acs"),asicomolaexprwiénquedeﬁneal
exponente de brecha en términos del tamefio tipico de camulo, tenemos la expresién final para el
escalamiente de los nameros de camulos:

m(p)es1(2)

sa(omp) y SO)=1

Las caracteristicas de la funcién de escalamiento f{z) se siguen del comportamiento de los nimeros
de cimules. Para s finito, estos son polinomios en p, sin singularidad en p,, de modo que esperamos que la
funcién Az) permanczca regular en p = p, i. ¢. en z = 0, ademds de que, para z grande, la funcién de
escalamiento debe decser lo suficientemente ripido para hacer converger las series que definen a los
exponentes criticos.

{b).- Retaciones entre los exponentes criticos.

En esta seccitn se presenta ¢l procedimiento mediante ¢l cual se pueden relacionar los exponentes
7y ocon los demas exponentes criticos. Para realizar la evaluacién de la parte critica de un momento de la
distribucion de cliimulos de una mancra cualitativa, podemos reemplazar en la suma a cada factor s por ¢l
tamafio tipico de ctimulo s; y a los niimeros de cimulos n; por el ndmero tipicos de chmulos s, ec 57" La
suma sobre todos los tamafios da un factor adicional s de modo que:
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[Z s‘n,L x5t ap ""P=|(bi—”8

Tomando & = 0, se obtiene el exponente asociado a los nimeros de cimnulos, si & = 1, se obtiene el
asociado al pardmetro de orden y para k = 2, el de la susceptibilidad:

2_a='_'!. ﬁ=ﬂ’ _r=ﬁ
c o o

Justo en ¢l umbral de percolecion, la suma que define al exponente & ticne una contribucién
principal debida a cimulos de tamafios cercanes a 1/k, de modo tal que Ia parte no analitica de la suma 3,
snp)e™ varia como * 5'4'h* = ™2, de donde se tiene la relacién:

l=I’--~2

o
Resolviendo estas ecuaciones para expresar a los exponentes criticos como funcién de los "exponentes
libres" y eliminando a estos Gltimos, s¢ obtienen 1as relaciones;

2~a=y+28=p5+1)

Estas son las famosas Ieyes de escalamiento, conocidas desde hace varios afios para otras transiciones de
fase [2.4-6).

2.3.- Geometria fractal y escalamicnto a tamaiio finito.

La estructura auto-semcjante del sistema en p, se puede revelar cuantitativamente de distintas
maneras. Primero, podemos elegir un punto perteneciente al cimulo "infinito”, y contar los sitios, dentro
de una caja de lado L y centro en cl punto, que pertenecen también al ciimulo que percola. Para L grande,
¢l promedio de este nimero s¢ aproxima asintéticamente & una ley de potencia [2.7):

M(L)~ AL” .1

Este comportamiento debe compararse con ¢l de un sistema homogéneo, en el cual ML) = o, donde 4 es
la dimensién euclidea y p es la densidad uniforme, El exponente D, el cual es cercano a 1.9 end = 2, 2.5
end=3 e igual a 4 para d > 6, es [lamado la dimensicn fractal del cimulo [2.8). Leyes de potencias como
la anterior se esperan cuando no existe otra longitud mediante 1a cual £ s pueda escalar.

Uns medicidn alternativa de [ se obtiene mediante una comparacion del nimero de sitios dentro de
los cimulos més grandes de Ia figura 2.1. En la figura 2.1a, se muestra una simulacién por computadora en
la malla triangular a p = p. y con dilucién de sitio, enfatizando la disposicién del cimulo més grande. La
figura 2.1b muestra un proceso de escalamiento ( ‘coarse - graining °) de la disposicién mostrada en 2.1a:
los sitios de la malla foeron agrupados en celdas de 3 sitios. Luego, cada una de estas celdas se reemplazd

* pe - L, mApJe™ = T, mip. X1 - e'“)quﬁ"'(l e )rlv=qo‘l"’,&" (- )dy= Mlm&-i- VB (| _ 7 by
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por un solo sitio ocupado nueve si la mayoria de sus sitios estaban ocupados. Cualitativamente, la Fig. 2.1b
no puede distinguirse de una picza de la Fig. 2.1a. Es imposible decir, a partir de la imagen, a qué nivel de
escalamiento, o magnificacién, fueron tomadas las dos imégenes. Esta es una manifestacion cualitativa de
la 2uto-semejanza. Dado que Ia unidad de longitud fue cambiada por un factor b = V3, Ia longitud L en la
Fig. 2.1a se vuelve L/b en la Fig. 2.1b. 8i no existe otro parametro de! cual dependa M{ZL), entonces M(L)
debe ser una fimcién homogénea, de la forma

M(L)~ b°M(L/b)

siendo Ia ley de potencia M(L) ~ L® la tnica funcién independiente de b que satisface a esta Gltima
ecuacion.

Puesto que la relacién 2.1 se aplica sblo para el promedio del nimero de puntos vecinos a un punto
central arbitrario en ¢l cimulo infinito, mediciones alrededor de distintos puntos centrales pueden resultar
en fluctuaciones alrededor del promedio, asi como en variaciones en la amplitud . La desviacién cuadrética
media se comporta como [2.9]:

(M- (M) =CL*

donde C es una medida de la distribucién del tamafio de los “lagos” de sitios vacios dentro del ciimulo mas
grande [2.8].

Es interesante establecer el vinculo que existe entre los exponentes r y D, para lo cual sc
considerard el radio de giro de un cimulo de tamafio s, €l cual se define como la rafz de la distancia
cuadrada media entre pares de sitios dentro del ciimulo:

by (": - "1')a
2 [
Bt
Sobre escalas L que son pequefias comparadas con R, la "masa” promedio del ciimulo se escala como L°.
Pero esta masa se debe aproximar a la masa total del cimulo, s, para L > R,. Dimensionalmente, esto debe
implicar que s ~ R,”. Dado que R, es la iinica longitud relevante, esperamos que M{L) dependa de £ sélo
via la razén L/R,, de shi que;

M,(L)= RPm(L/R,)
donde la funcién de escala m(x) debe aproximarse a un valor constante para x >> 1 y m(x) ~ x° parax << 1.
En cuanto a la distribucién con respecto al tamafio de los cimules finitos, 1a probabilidad de
pertenecer a un cumulo de tamaflo 5 es s-n,. La auto-semejanza implica que s5-n,. debe tener la misma

dependencia en s en la dos partes de la figura 1. Puesto que los camulos se han escalado por un factor 57, y
puesto que el niimero total de sitios decrecié por un factor %, tenemos que:
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®)
Fig. 2.1.-Percolacién de sitic en la malla trianguler y en ef punto critico p. = % . (8} Simulacion original. (b)
Configuracién renommalizada ( “coarse-graining” ), con agrupacion de tres sitios y ocupacitn mediante una

regla de mayoria [2.7]
sa = b"(fﬁ-}n,/,p

st

" 1o cual implice que:
n

*

donde
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d+D
r=
D

de ahi que la dimensién fractal determine al exponente libre 7y, a través de este, a todos los demads
exponentes.

2.4.-Universalidad en el problema de percolacién.

Pare la percolacién, el postulado de universalidad asegura que los exponentes y la forma de la
funcién de escalamiento f{z) no cambia si modificamos detalles "menores”, como la estructura de la
reticula. La forma generalizada de la hipétesis de escalamicnto, donde se inchuyen a todes las mallas de 1a
misma dimension, se reatiza introduciendo factores de escala dependientes de la malla g y r, ademas de los
exponentes ¢y 7, independientes de la malls, ast como una funcién de escala universal:

=g flp-p})  L0)=1

La hipétesis de universalidad s ha sometido a distintas pruebas, los resultados de las cuales han
permitido confirmarla, dentro de los errores estadisticos incurridos. En la Tabla 2.1 sc resumen las
estimaciones de los exponentes criticos como funcién de la dimensién,

TABLA 2.1.- Exponentes criticos para el problema de percolacién [2.1].

dlalply(s|lvieslx
1111011 o] 112

2 |06 [0aa|za3| 18 | 13 [039] 20
3 04|17} 5 |o88] 04| 22
4 05| 15 3 0.7 225
5 07 12| 2 | 06 243
6 1010 2 | % 37!
7 1o{to] 2 | % 52
w | -1 10110 2 % % | R

En la tabla 2.2 se muestran los valores de la concentracién critica para distintas mallas en dos y
tres dimensiones [6.11].

La conclusién que se sigue de la informacién presentada aqui es que las leyes de escalamiento
para los exponentes criticos estin confirmadas a través de las distintas determinaciones de los exponentes y
que estas leyes de escalamiento pueden ser explicadas mediante una suposicion simple acerca de los
nuameros de cimulos.



TABLA 2.2.- Concentraciones de percolacion para distintas mallas. [6.11]

MALLA DILUCION DE DILUCION DE
SITIO ENLACE
HC 0.6962 0565271
5 Q.592 746 0.50000
TRIANGULAR 0.500000 0LM728
DIAMANTE 0.43 0388
SC 03116 02438
BCC 0.246 0.1803
FCC 0.198 4119
D =4(5C) 0197 0.1601
D=5(5C) 0.141 0.1182
D= 6(5C) 9.107 00042
D=7(SC) 0.089 o.0787

17
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CAPITULO 3.- MECANICA ESTAD{STICA DEL MODELO DE ISING.

3.1.- Introduccién

En este capitulo se desarrollan las distintas aproximaciones al problema ptanteado por el modelo de
Ising, iniciando con dos ejemplos de la aplicacién de la teoria de campo medio: Ia tcoria molecular de
Weiss, propuesta en 1907 y que resulta equivalente a la de Bragg-Williams (1934-35), pars posteriormerite
dar una descripcién del tratamiento realizado por Bethe, asf como las soluciones exactas para el modelo de
Ising en uns y dos dimensiones.

El sistema de Ising queda definido en términos del Hamittoniano:

H=JY 58 - st*

< >

Este Hamiltoniano constituye un modelo para ciertos materiales magnéticos, y describe la interaccion de ¥
&tomos magnéticos localizados en una reticula regular que interactian umsoonou'osamvésdc!aﬁlcrza
de intercambio, la cual introduce términos en el Hamiltoniano de la forma *

JS, -8, = JS'S],

cn donde los vectores de momento angular de espin S; apuntan en la direccion z del campo A, el segundo
término representa, precisamente la interaccién (Zeeman) del campo con los momentos magnéticas, la
cual es del tipo b™-m, = —guh'S;’, donde u es el magnetén de Bohr y g es el factor de Landé. Se considera,
ademas, que las interacciones son exclusivamente entre sitios en la reticula. El caso més sencillo es aquel
en el que inicamente existe interaccidn entre espines primeros vecinos, de ahi la notacién </, /> para la
suma. Finalmente, el modelo de Ising queda completamente definido al indicar que éste se refiere a Ia
situacién donde S = #/2,de modo que sélo son posibles dos orientaciones de los espines. Fig. 3.1,

IRBER
bttt
tlitt
tttrtrl

Fig. 3.1.- Modelo de Ising bidimensional. Las variables (acoplamientos de intercambio) se hallan en los enlaces,
mientras que los espines estén en los vértices.

En términos de un conjunto de variables binarias o; € { -1, +1 }, el Hamiltoniano toma la forma:

H=-J Za’,oj -hia,.

<, j> 1=l

5 La interaccién de intercambio €3 una consecuencis del Principio de Exclusion: dos electrones con espines paralelos no

pueden ocupar la misma regidn del espacio, y tenderin a apartarse. Como resultado, 1a energia de repulsion de Cowdomb
cntre pares de electrones con cspines paralelos (estados de triplete) es menor que 1a de pares de electrones con espines

am:pmldos {estedos de singulete), resuttando favorecido un ordenamiento ferromagnético de los espines. [3.2]
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donde se han redefinido las constantes que aparecen en el Hamiltoniano para tomar en consideracién los
factores que involucran al magnetén de Bohr, Si, a una temperatura dada, ¢l valor de expectacién de la
magnetizacion es M, esto es

M =N{a,),

para toda i, entonces las interacciones que involucran a un espin particutar o son:

H(o'o)=[—.!;a'j +h}7., =-ao(glm—h)—1ao);(a, -m)

donde Iz suma en j es sobre los ¢ primeros vecinos de oy y m = MIN. El segundo término puede estimarse
como una medida de las desviaciones locales de la magnetizacion en la posicién de o).

3.2.- El modelo de Ising en Ia aproximacitn de Bragg - Williarns,

Entre 1934 y 1935, Bragg y Williams desarrollaron una teoria de campo medio que, haciendo uso .
del contepto de orden de largo alcance, permitié explicar las caracteristicas relevantes en la transicidn de
orden-desorden en el modelo de Ising [3.1]. La suposicién bsica de estos investigadores fue que la energia
de un dtomo individual estd determinada per el orden promedio que prevalece en el sistema, més que por
los 4tomos vecinos fluctuantes.

La definicién det pardmetro de orden de largo alcance es:

’ 1
L= ﬁ 20,

y a través de la relacion
M= NuL

s¢ tiene que el parimetro de orden es una medida de la magnetizacidn del sistema. El término de
interaccion en ¢l Hamiltoniano se aproxima por la expresion -(Jgor2)E,0; , es decir, para cada espin, se
sustituye el valor del espin de cada uno de sus z vecinos por el valor promedio. Haciendo uso de (o} = (L),
tenemos que la energia configuracional del sistema es:
1

E =~ {qJ (LYINL - phNL.
El valor promedio de ia energia es entonces:.

U= —%a;r.ﬂ\.f(l,)2 —~ pghN{L).
La energia requerida para un cambio de espin estd, en promedio, dada por:

Ag =—gqJ{oYAT - iAo = 2;{£ (o) +h}
H

de donde se sigue que €l campo molecular interno es:
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e y= 3
e o=

El niimero fraccionario de espines con direccién hacia arriba 6 hacia abajo se relacionan con L de
modo que

N,=£(I+L) y N_=£(I—L),
2 2
respectivamente. En equilibrio, 1as poblaciones relativas estin dadas por

N . .
%N—'; = oxp {As/hT }= expf-2u(h'+h)}
de estas dos Gltimas expresiones, se encuentra que:

1-(L) _ -
w0 exp §- 2(q (L) + uh)/kT }

ecuacién que puede rescribirse como
{L)= tanh{gs(L)+ n)fi7] 3.0
La posibilidad de que €] modelo muesire una magnetizacion espontanea csta restringida a que la ecuacién
resultante en el limite 2 — 0 tenga una solucidn:
{Ly) = tanhlgJ(L, )/kT) G.2).

Para intersecciones de la curva y = tanh({q./L.o/kT) con y = L distintas de y = 0, la pendiente de la primera
varia a partir del valor inicial gJ/kT hasta el final de 0, en tanto que la pendiente de la segunda es la unidad,
(Fig. 3.2) de modo que existe una interseccioén distinta de la trivial sélo si gJ/kT > 1, valor que corresponde
a la temperatura critica del sistema en esta aproximacién:

T, =ql/k
tanh(gst, AT), L,
1

T<T
Tk
-2 ] q 1 2

Fig. 3.2.- Solucién grifica de Ia ecuacion (3.1).

Para obtener una dependencia aproximada de {L,) con T cerca del punto critico, escribimos {L,) =
tanh({Zo)7../ T) y usando la aproximacién tanh(x) = x - x’ / 3, obtenemos

o i7"

La energia a campo cero es



2%

U(r)= -5 9N(Lo)’

y ¢l calor especifico
S O,
I~ T,

donde la ultima expresién se obtiene con la ayuda de 1a ec. (3.2). Asi, para 7> T, tanto {); como C, son
idénticamente cero. El calor especifico muestra una discontinuidad en T = T, cuyo valor s¢ obtiene del

limite:

donde x = ( 1.7,/ T). El comporiamiento del calor especifico se muestra en la Fig. 3.3

N

G, (TyNKk
20

15
10
113

0 : B
1] 1 2
Tl

Fig. 3.3.- Calor especifico a campo cero para un ferromagneto de Weiss,

La susceptibilidad magnética se encuentra a partir de [1.2]

S[HMD) _ g fHD) N ‘
1’("’")'[ oh ),*” ah ) kT cosh?[(qJ(L) + ph)/kT}-qI AT

donde se ha usado la ecuacion (3.1) para la evaluacion de la derivada. Sin campo magnético aplicado,
iencmos

)= Ny 1 N T
2=k cost? (@I LoykTT- I 6T @0 cosb® KL /T}-T./T

y para (Lg) << |, obtenemos 1a ley de Curie-Weiss




Nu? 1
Ty - — T>T.,h0
2 M (r>1,. h->0)
El comportamiento que se obtiene para valores de T menor que, pero cercanos a 7o, s tal que:
Nu® 1
T)og e~ T <T.,h=0
Zo()“ 2 T.-T (<= - 0)

Expetimentalmente s encuentra que ia ley de Curie-Weiss se satisface con considerable precision, excepto
que el valor empirico de T, obtenido del ajuste €5 un poco mayor que la verdadera temperatura de
transicién del material.

Finalmente, !a relacién entre (L) y hen T= T, se encuentra al emplear la aproximacién tanh'x =
x+x*/ 3 enlaec. (3.1), para obtener

7]
(L)s[i‘;"J (T =T, h>0)

3.3.- El modclo de Ising en 1a aproximacién de Bethe.

En esta aproximacion, s¢ tratan de una manera més precisa a las interacciones entre un espin y sus

espines primeros vecinos.

Un espin & se estima como el espin central en un grupo, el cual consiste de ese espin y sus ¢
primeros vecinos, y al escribir e} Hamiltoniano de este grupo, sc consideran explicitamente a las
interacciones entre el espin central y los ¢ vecinos, mientras que las interacciones de los vecinos con los
demis espines es tomada en cuenta a través de un campo medio /. Asi

H,, = ~pho,~ pn+ K)y.0,- IS 03,

e =

donde & es un campo extemo aplicado al sistema. El campo interno se determina a través del requisito de
auto-consistencia: el valor medio del espin central, {cp), debe ser igual al de cualquiera de sus g vecinos.

La funcién de particion pars €l grupe es.

zZ= T e %{mdo+p(h+h')§aj+.lia‘°a}}]

Do pgy #=1
= Y expaa,+(e +a')tcr, +yto-oaj]
e i = =i
donde
a= E. a’= F_JL y y= i

T kT T

Si se escribe el lado derecho como una suma de dos términos, uno para o = 1 y ¢l otro para oy = -1,
tenemos que
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Z=Z,+Z.
donde
Z,= Y ex ia+(a+a'ir)ia,}=e*"{2msh(a+a'ir)}".

o, =1l el

El valor promedic del espin central esta dado por:

z,-Z.
z »

(U.) =

en tanto que el de uno de sus primeros vecinos es:

1{1 32

i
=y Geor=i(3se)

= % {z. tanh{er + a'+y)+ Z_tanh(a +a—y)}

Igualando estas dos 1iltimas expresiones, tenemos que
z,4-tnbla+a'+y)}= 2§+ anh{a-+a’)}

y, al sustituir las expresiones para Z, y Z_, (enemas:

o o cosh{a +a'+y ; -
coshl@ +a'-y)|
Esta ecuacitn determina al valor de o, lo cual determina al comportamiento magnético de la malla.

La magnetizacién espontinea se encuentra al hacer & = 0, de lo cual se obtiene

Desarrollando en serie de MacLaureen el lado derecho de la ecuacién, tenemos:

3
a’=(g-1)tanh )’{a'—sech ’yaT + }

Una solucién distinta de cero requiere que:
{g-1)tanhy >1,
ecuacion que permite determinar el valor de la temperatura critica:
2J

q
¢ q-2]

T=
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Para temperaturas menores que T, el compertamiento en la region critica del campo molecular es:
o'z Boosh? 7, [lg - Dtash y ~1§” = g - Ny -7, "

o)

El pardmetro de orden se obtiene de:

(z./2.)-1_ senh(2a + 2a')

Y=, Jz)71 ™ coshloa + 2a')+ expl- 7).

que, en la regién critica, se reduce a:

R d

cosh(Za) +expl-27) - 1+(g-2)/q

= e

q
g-1

Con el auxilio de expresiones anteriores, se puede escribir como

-l L)1)

El estudio de las correlaciones entre espines en la malla se facilita al calcular los valores medios
{Nis), (V__), (N..) en términos de los parametros a, @’ y . Si llevamos a cabo todas las sumas del grupo
en la funcion de particién, excepto que dejamos sin sumar a los espines &, y o, obtendremos:

Z= Zexp{aao + (a +a')a, + Yo %, }{2‘:05]‘(“ +a.+m0)}ﬂ

ary oy mil

la cual se puede escribir como
Z=2,+Z +Z
correspondiendo cada término a los casos en que 6, = 6; = +1, 6, = 6, = -1, y 6p = —oy = %I,
respectivamente. Usando el hecho de que
N, N_:N_=Z,:Z :Z,_
obtenemos:
(N,.) < e 0 coshla + a+r)},
(N_) e =B coshla +a'-y
= el N sosh(a + a'+y
(N,yox e acoshla + a+y)f + e {2coshia + &'~y )f!
=2¢ " P coshia +a'+y)f*.
Normalizando con la ayuda de la relacion
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W
2

(NOHN_ YN )=

obtenemos los resultados:

qN (ehowfr,e-b—la'fr‘ze-—rl
2 2§’ cosh(2a+2a')+e7§

(N..,N_,N_)=

Esta ecuacién nos dice que, si J > 0, existe una comrelacién positiva entre espines iguales, y negativa en el
caso comtrario, ademés de que estas comrelaciones son consecuencia directa de las interacciones a primeros
vecinos,

Para la evaluacién de la encrgia intema U y ¢l calor especifico C; en ausencia de campo hacemos
uso de la expresién

N
U,= —J(q— ~2g(N)+ 4<~,,>) .
2 a=l)
donde la expresion para (V,) se obtiene de la correspondiente a (L):
&8 vV

N N
<N+>¢-O =~£(l+(lﬂ))=~2"qc08h 20 JpRT )

Haciendo estas sustituciones, se obtiene que la energia interna es:
¢JN cosh(2a')-e™
UD = e "“—"‘—'_"-':z_‘-

2 cosh(2a')+e™

ParaT> T, o =0, de modo que

En esta forma, se observa que ain para temperateras mayores a la critica, el sistema presenta un cierto
orden de corto alcance. El calor especifico s, en este régimen

2
C,/Nk = g:'zr—sechy..

Aqui se observa que, a diferencia de la teoria de Bragg-Williams, el calor especifico no se anula para 7>
T, , caracteristica que asemeja més el modelo a los sistemas fisicos reales. En la figura 3.4 se comparan los
resultados de la aproximacion de Bethe y la de Bragg-Williams para el calor especifico. El valor limite de
C,, conforme T = T, por arriba, se obtiene de la expresi6n anterior para C; en el limite y—y:

E! resultado para el limite inferior se obtiene de la expresién general para la energia y es:



C: Mk % ¢'(g- 2X3q 2){ "[(q 2)]}

de modo que la discontinuidad en ¢l calor especifico es:

Ac, [ = :q(fql)f){‘“[(quﬂ}z'

h

C, (MiNk
20

1.8 2
1.0
05

G —t L‘—‘;
0 2 268 4
KT4d

Fig. 3.4.- Calor especifico a campo cero para el modelo de Ising cont ¢ = 4. La curva ! se obtiens de la
sproximacidn de Bethe, en tanto que Ia 2, de Bragg-Williams.

3.4.- Soluci6n cxacta para la cadena de Ising.

E! problema de la cadena de espines tratada originalmente por Ising en 1923, encuentra una de sus
varias justificaciones en que sirve pars introducir y desarrollar el formalismo de la matriz de transferencia
(3.5], que permitié a Onsager en 1944 el tratamiento exitoso del modelo ea dos dimensiones sin campo
magnético externo, {3.1-3] Para explicar el método, apliquemos condiciones de frontera periddicas, de
modo tal que la topologia es 1a de un anilio y €1 N-ésimo espin se convierte en vecino del primero, Fig 3.5.
Con la ayuda de este artilugio, el Hamiltoniano

Hg}=-JY 00, -1 Zo,,

d,f>

exhibe una propiedad notable: es invariante ante translaciones, lo que puede escribirse como:

1 .,
H{G,}:-JZO‘,O’,*I _'i'”h Z(a:"'au;l
) i
donde £’ es un campo magnético aplicado y ¢ es ¢l magneton de Bohr ©.

P nem.ymkhmmmdmd&pdnmgnﬁmmdemmym
momento angular de espin S m, = -g,u8 7}, donde g, es ol factor de Landé y /t ex Ia constante de Planck.
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N-1 N 1

Fig. 3.5.- Cadena de Ising con condicicnes a la frontera periddicas.

La funcién de particién para este Hamiltoniano se expresa como

c'-zt; exp{z‘:(l{cr,am + %h(a', +o,, )J}

el e,

- 3 e Z[Ko-,a,,,,-l-%h(aﬁﬂm)]}

Z(hK)s b};h?xp{ﬂf (configh}=

! !
= Z H(o',lPEO‘,+,>= Z HPM...
! !

donde

1
Pﬂﬂ... = (Gflpiaiol) = CXP{KO'JC’M +5h(°'i +0., )}

La anterior ¢s la definicién de los elementos de la matriz P, denominada matriz de transferencia, cuya
forma explicita es:
Po P(+,+) P(+.-) fe*r e
\P(-+) P(A)) (et eft)

En vista de que {| + ), | — }} constituye una base del espacio vectorial de espinores , tenemos que

Ylofat=1

a,=t

Con este resultado, ta funcién de particion se puede evaluar:



2(.h)= z<al|(ﬁ1'21a.xc.| o)

o=t =2 o=t

- o] o o o} Syotonl e

a=t oyt

- Za([Tejre

gyt in2

= Y(o[Pjo)=trp¥)= 2 + 2

5at

dondz A,y Az son los eigenvalores de la matriz P, que s¢ hallan de las raices del polinomio caracteristico

Aa)=|p-11
esto es P()= 2 tr(P)1 + det(P)
con det(P)= &%~ = 25enh(2K)
ir(p)= £t + :")= 2¢" coshih),
cuyas raices som:

4, =€ cosh{#)2 fe** cosh?(k)- 2senh(2K )}
= * cosh(k)t 2 +&* senh? ()}~

Puesto que A, > Ay, tenemos que {A; / A;)¥ —» 0 cuando N— o, de donde se sigue que sélo el
eigenvalor mas prande, Ay, es €l que determina a las propiedades fisicas principales del sistema en el limite

termodindmico:
nZ(K,h)= m{z,”[u(%) ]} ~Nlni,

La energia libre de Helmholtz es [3.6]
F(K h)=~kTtn Z(K K} = —NJ - KT Infbosh(B)+ [e~*% + sea? ()} |

A partir de esta expresién, se encuentran las demds propiedades termodinimicas del sistema, como la
enecrgia intema:

v=-r12
T

( F ) Nydt sinh(h) . 2NJe ¥
ar

B e™*F 4 sinh? (k) (cosh(h)+ Je ¥ +sinh2(h))\]e"‘ +sinh* (k)
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¥ la magnetizacidn

M _(a_F) ___Npusioh(n
ok Jy  Je*¥ +sinh’(h)

asi como €] calor especifico a campo cero Co ¥ Ia susceptibilidad ,:
C,(T) = NkK*sech*(K),

N 2
2or)= 20

De la expresion para la magnetizacion se sigue que el modelo de Ising en una dimensién no exhibe una
transicion de fase a temperaturas finitss puesto que cuando #” ~» 0 el parimetro de orden también va a
cero. En el caso de que T — Oy A" — 0, se tiene que A puede tomar un valor finito, resultando entonces
que sélo en 7 = 0 tenemos una transicion de fase. La divergencia de 1a susceptibilidad cuando 7 —» O es de
tipo exponencial, y no una ley de potencias como es tipico en otras transiciones de fase. El calor especifico
a campo cero Cp alcanza un miximo como funcién de la temperatura, y se anula cuando 77— 0.

3.5.- El modelo de Ising en dos dimensiones.

En esta seccidn se mencionan los resultados principales del cdlculo originalmente debido a
Omnsager, {3.4] siguiendo 1a exposicitn de la misma presentada por Plischke y Bergersen [3.3), asi como la
de Pathria [3.1],

La expresion que Onsager obtuvo para la energia libre del modelo de Ising en dimensiénd =2y
campo magnético cero ¢s

ﬂS(T; =0) = &(1.0)= _%m(zsinhzlc)-ﬁ;s(q)

= -%ln(Zsinh 2K)- f;_{dqs{q)

donde
cosho{g)=cosh 2K cos2K *+cosqsinh 2K sinh2K*, K =J/kT y tanhK*=exp(-2K)
la expresi6n anterior se puede reducir a

1+ /1-g?sen’ 0

17
7.0)=-In{2cosh2K)-— [ d@1
A(1.0)=(zcosh26)- [ domn -2

donde, ahora

_ 2senh2X
(K)= cosh? 2K

A partir de estas expresiones, s¢ halla que la energia interna por espin es
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«(T)= é%“i:) = -J coth ZK[I + %(2 tanh? 2K ~ lk;(q):l,

donde

2 de
K {q)=
Ll ey
¢s [a integral eliptica completa del primer tipo.

La energia libre se vuelve no analitica Gnicamente en el valor tal que g(K) = 1, es dexir, ia
temperatura critica estd determinada por la ecuacidn
2sinh 2K, _
cosh * 2K,

esto es, K, = 2/(In{1+V2)) = 1/2.26918 o 1/T..

1,

El resultado para el calor especifico es el siguiente:

)= 2 (ko2 {,0)- (o)1~ a2 £+ ran 2 - )]

2
E(g)= [d6\1- ¢* senh’ &
[1]
y su comportamiento critico es, entonces:

Eg_) = —%(2K)l:;$l-%+const.

A diferencia de la discontinuidad de salto predicha por la teoria de campo medio, el
comportamiento del calor especifico es tal que se presenta una divergencia del mismo en el punto critico.
El exponents critico asociado a! calor especifico resulta ser entonces a = 0, correspondiente a una
divergencia logaritmica.

La magnetizacion es [3.4):

16 tanh* K
0 T<T

PR

"
MO(T)=-|imw)= [“ L-tanh’ K ] T<T,

-0 gh

©On comportariento critico:
M,(T)=(r-1.}"
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resultando que €] exponente S = I/8, en contraste a la prediccién de campo medio § = 1/2. La
susceptibilidad a campo cero es [3.5]:

Z{T’O):_—E%%B(%ﬂ ~|T- 1;]—1;4‘

La prediceitn que hace Landau para el exponente de le susceptibilidad es y= 1.
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CAPTTULO 4. - MECANICA ESTADISTICA DEL MODELO XY,
4.1. - introduccién.
En ¢l modelo XY, el mimero de grados de libertad de las variables de espin es D =2, de forma ta!
que estos pueden orientarse hacia cualquier direccién sobre un plano. E1 Hamilteniano para este modelo,

en ausencia de un campo magnético externo y tomando en cuenta imicamente interacciones & primeros
vecinos toma la forma

H=-JYS,8,=-JY §'S] +578].
<. j» <.y
Existe un teorema debido a Mermin y Wagner [4.1] que, bajo condiciones bastante generales,
restringe los casos en los que se puede presemtar um orden de largo alcance cn sistemas de espines.
Haciendo uso de la desigualdad de Bogolyubov, estos autores demostraron que se satisface la relacién
Myscl 1

H“{“'l‘?m}

M=p3 S5,
i

donde M denota a 1a magnetizacion

h gl campo magnético aplicado, o = I, S(S+1)k’RU(R)| y C s una constante. De este resultado se sigue
que la magnetizacién debe anularse en el limite /- 0.

En tres dimensiones, el modelo XY da lugar a una tramsicion de fase que separa a una fase de
temperatura baja y ordenada, de otra fase desordenada a temperatura alta, de manema semejante a como
ocurre en los modelos tridimensionales de Ising y Heisenberg, En este caso, y debido a 1a forma del
Hamiltoniano, el pardmetro de orden cs la componente de la magmetizacién perpendicutar al plano XY. El
modelo XY en su versidn cudntica difieré de otros modelos en que ¢l pardmetro de orden no conmuta con
el Hamiltoniano de sistema, lo cual ocasiona que el estedo de equilibrio no consiste de todos los espines
alineados en el plano XY [4.2]

En el estudio de sistemas magnéticos pertenecientes a la clasc de universalidad del modelo XY,
Stanley y Kaplan [4.3] encontraron que expansiones en series de potencias para temperaturas altas
indicaban la presencia de una transicién de fase, en la cual la susceptibilidad se vuelve infinita conforme se
disminuye 7. Expansiones a temperaturas bajas obtenidas por Wegner [4.4] y Berezinskit [4.5} dan una
magnetizacién proporcional a una potencia del campo enire cero y uno, e indicaban Ia posibilidad una
transicién abrupta entre tal comportamiento y el régimen de temperaturas altas, donde 1a magnetizacién es
proporcional a} campo aplicado. {4.2]

4.2, + Transiciones de fase co sistemas bidimensionales.
M. Kosterlitz y D. J. Thouless propusicron en 1973 una definicién muy diferente de orden en

sistemas magnéticos del tipo XY, basado en las propiedades globales del sistema mas que en el
comportamiento de una funcién de correlacion de dos espines. La aparicién de tal orden es bastante
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general, por ejemplo en un sblido la tramsicién de orden-desorden topoldgico estd asociada con una
transicién de una respuesta elistica a una fluida cuando se aplica un esfuerzo de corte, en tanto que para
un superfluido se asocia a Ia inestabilidad de las corrientes persistentes.

Ei modelo plano bidimensional, con frecuencia citado como el modelo XY clésico, esth descrito

por ¢l Hamiltoniano:
H=-JY§,S,=-J Y coslth—¢,)
o, > o, f>

en donde se hace la suposicién de que los espines son vectores unitarios clsicos que forman un cierto
dngulo ¢ con una direccidn fija en el plano. Las configuraciones tales que los espines adyacentes son casi
paralelos dan una contribucién significativa a la funcién de particidn, permitiendo de esta forma gre se
desamrollen excitaciones de temperatura baja denrominadas ondas de espin. La ausencia de un orden de
largo alcance en este sistema se debe a la inestabilidad del estado base a las ondas de espin,
particularmente a aquellas que presentan una longitud de onda grande, pues para &stas fas configuraciones
con los espines vecinos casi paralelos tienen una gran probabilidad de ocurrir, dando come resultado una
disminucién de la energia que favorece tales estados.

La naturaleza de la fase ordenada es tal que s¢ presenta un orden de corto alcance que se revela en
la presencia de estados meta-estables correspondientes a vértices que se hallan estrechamente ligados en
pares por debajo de alguna temperatura critica, en tanto que por encima de ésta permanecen libres,
caractenizindose la transicién por un cambio repentino en la respuesta a un campo magnético aplicado.

i S VAN
7 A AN N

VA A S S VAN
P 772775 NAA YD
Trr/72/7-5NVb vy
LY W W N N S A
LU N W N N S
NNNS—ey s/
N NN S

Fig. 4.1. - Configuracidn de espines en el modelo XY donde se muestra
un vortice de vorticidad positiva.
Puesto que sélo las configuraciones con los espines a primeros vecinos orientados en la misma
direccién dan una contribucién significativa a fa funcién de particién, es posible realizar un desarrollo
perturbativo del Hamiltoniano a segundo orden en los dngulos alrededor de un minimo local
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H-E, =5 Tlo-4,F IS g’

<>

donde A es et operador primera diferencia, ¢(r) es una funcién definida sobre los sitios del enrejado y la
segunda suma es sobre todos los sitios en el enrejado. En la Fig. 4.1 se muestra una configuracion que
presenta un vértice para el cual la energia es, segin la ecuacién anterior

H-E, =w:lln—R,
a
donde R es el radio del sistema.

Una descripcion aproximada del sisteme consiste en escribir al Hamiltoniano hasta términes
cuadriticos en Ag(r) y dividirlo en términos correspondientes a vértices y a ondas de espin. Si
consideramos 1a configuracién con un vértice, conforme vamos alrededor de una trayectoria cerrada que
contiene al centro de éste, ¢(r) cambiard en 2% cada revolucion, de modo tal que

§A¢(r)=2nq, geZ, 4.1)

donde g define a la intensidad total de la distribucidon de vértices contenidos en el contorno. Como
ejemplo, en la Fig. 4.1 se mucstra un vértice con ¢ = 1. Sea &r) = y(r) + ¢fr), donde @(r) definc a la
distribucién angular de los espines en la configuracién del minimo local, y #(r) es la desviacién con
respecto a esta. La energia del sistema es

H-E =L (0vle)f +I 2 (el
donde
fap(r)=0 y faelr)=2m “4.2)

La configuracién de minima energia absoluta corresponde a g = 0, para cualquier contorno posible, pues
entonces ¢(r) es el mismo para todos los sitios def enrejado. De la ecuacidn (4.1), se observa que, si se
elige al contomo de modo que pase sélo a través de 4 sitios, como en la Fig. 4.1, obtendremos la intensidad
de un vértice, el cual podemos pensar locatizado en la malla dual, cuyos sitios r’ estdn en los centro de los
cuadrados de la malia original. Este procedimiento permite escribir una funcion de distribucion de vortices
dada por

p(r’)= ;qur',r," (43)

donde g, es la intensidad del k-ésimo vértice centrado en r’, y la suma es sobre todos los vértices del
sistema.

Al pasar al limite continuo, la ecuacion (4.2) se rescribe (usando (4.3)), como
Vio(r)=22p(r),

y la energia esti dada en este caso por
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H-E,m Jz':(Aw)z +an?J {[ d*rd’r pofr)gle - £ )ple) + 227 [ d*rd?r ple)o(r )in %.

donde R es el radio del sistema, ro es una Jongitud de corte (del orden de a) y g(r) es fa funcién de Green
de Ia malla cuadrada, definida de modo que g{(0) = 0. El Gltimo término toma en cuenta ef requisito de que
la

/ : \

L

\l\ /;- /\
™~ A

Fig.. 4.2. - Localizacion de los vortices en 1a malla dual. La linea continua representa un comtorne alrededor del
centro de un vortice.

vorticidad total se anula, y corresponde a fa condicidn de neutralidad cléctrica en el gas de Coulomb
equivalente a este modelo de espines XY. El primer término produce las excitaciones de ondas de espiny
es ¢l responsable de la destruccién del orden de largo alcance, y el segundo término es la energia de
interaccion de los vértices, ¢l cual ocasiona la transicidn de fase.

La contribucidn de los vértices & la energia de 1a configuracién E, es:

r,-r,’
E,w—qu,q, lnl L
r

ivf ()

, para |r,-r,]>>q,

donde g, ¢s la intensidad dei i~ésimo vértice cuyo centro se localiza en r,. Spitzer demostré [4.6] que esta
expresién asintética es una estimacion muy buena ain si | r | ~ 2, de modo que se usard para todo > a.
La expresion final para la energia E, debida a los vértices es

L= -Z’FIZ‘NI; In|
vy

T, —r,

— 0¥ 2, |r-r,l>a
r, ] a
El potencial quimico u de un solo vértice de intensidad unitaria es {4.6]

p=-2n/in" < 2&/()* +31n2)
a 2

donde yes la constante de Euler. La suma es sobre 2» vértices {n pares) a campo cero.
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4.3. - Propicdades criticas del modelo XY.

El estudio en I regién critica def modelo lo desarrollé Kosterlitz en 1974 usando La téenica del
grupo de renormalizacién. A contineacion se exponen las lineas generales de su desarrollo.

{a).- Ecuaciones de escatamiento.

Mediante un escalamiento del tamafio de la malla ¢ — a + da, Kosterlitz mostrd la funcién de
particion se recupera en cuanto a forma funcional, con los parimetros de intereccién Bg’, Ka® escalados.
Aqui =1/ kT, q es la vorticidad, Ka* = ¢ y u es ¢l potencial quimico de los vértices. Las ecuaciones
deducidas para el escalamiento son {4.7]

& - (a?) = m={1—4z’ﬂ;’(1(a’)’f:i}
¥
mientras que la energla libre por unidad de &rea es
dF = 2aKada.

Existe una solucién correspondiente a un punto fijo en Ka* =0y 7 - 2 = 0 que seiiala la existencia de una
transicién de fase. Las ecuaciones que resultan de linealizar al sistema alrededor del punto fijo son

&__y

&
£

|

w
=

-

By &

g

x=fg* -2=2z/ -1), y =42k a,
Las soluciones de este sistema fueron estudiadas por Anderson et. al. [4.8] y son:
P-yi=x) (4.9)

Las trayectorias asociadas a la ecuacién anterior s¢ muestran en la figura 4.3, donde se tomo en cuenta que
X =-Ct,conC=2.1parael modelo XY y1=(7T-T.Y 7.{47]
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M_ s »
10 17 10
Fig. 4.3.-Trayectorias de La ecuacion (4.4) para distintos valores de . [4.7]
La temperatura critica se encuentra al hacer x;> = 0, de modo que
nftf —\ = 2aKa® = 2me e

Las soluciones para x, y [4.9] son tales que, por debajo de T, tanto x como y son positivos para todo a, de
modo que, usando las ecuaciones (4.4) y (4.5) tenemos, para a grande

RV C3 LY
1‘() -‘ol_{a/a'}-z:,’

en tanto que, cuando x; = 0 fenemnos

1
Ha)s — .
ln(a/ al)
Se obtiene un comportamiento similar para y(a). En la figura 4.4 se muestra la dependencia de x, y cona.
X y
N N

N/
o
A4

Fig. 4.4.- Factores renormalizados como funcién del tamaito de la matfa .

La interpretacién de estas ecuaciones, dada originalmente por Kosterlitz y Thouless, es la
siguiente: cuando g —» < los vértices del sistema se ¢liminan de la descripeion, pues Ia energia requerida
para su formacidn (el potencial quimico) ticnde a infinito, de modo que no existen vértices presentes. Dado
que esto ocurre imicamente en el limite en que a —» o, resulta que si la longitud de correlacidn £ sc
identifica con ¢l valor méximo de & para €l cual se hacen significativas las desviaciones con respecto al
punto fijo, tendremos que:

£=mw, pam +<0.

La correlacion entre espines estd determinada por las ondas de espin y los vértices. Por debajo de
T., los vortices se encuentran preferentemente apareados y con vorticidades que se cancelan. El efecto de
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un par en un espin distante es muy pequefio, puesto que se cancelan uno al otro. Ain si 7 = 7., los
componentes del par perinanecen cercanos uno al otro, de modo que su efecto sobre la correlacion entre
espines distantes es el mismo que el de pares de vértices, el cual es muy pequefio, de modo que la
correlacién queda determinada por las ondas de espin, de lo cual sc sigue una longitud de correlacion
infinita.

Para ¢ > 0, haciendo xp = iyy, 3y real y yo° = C, se tiene que la solucién de las ecuaciones de

escalamiento es:
.. i(m" 2 _ o .4.".9.)}
a, yo X X,

Si a>> 1, la sotucion toma la forma

el (22)

donde | x| >> yo s el valor de x a partir del cual se hacen importantes las desviaciones con respecto al
comportamiento en el punto fijo. La estimacién para la longitud de correlacion en este tratamiento es [4.7]:

£y m{i] w explpr?)
Yo
con el resultedo de que el exponente v definido por &=/ no existe.
(b).- La funcién da comelacion de dos puntos.

La cvaluacidn de la funcién de correlacién se ve facilitada por el hecho de que el Hamiltoniano se
puede escribir como la suma de dos términos, uno de los cuales contiene a las variables de espin y el otro

las de los vértices.
&(r - r')=(coslg(r)- #(r'))) = (cos(e(r)~- #lr Ncoslplr) - v (')
=g,(r-rlg,(r-r)

Dado que H es cuadrético en y, el promedio sobre y da [4.5]

T
g.(f), TH ¥,
$ T a

en tanto que la evaluacién de la parte asociada a los vdrtices da como resultade [4.7]

2= oxpl- L[ 271087},

de modo que, a primer orden en x;, la funcidn de correlacién total a ¢ = 0 es
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olr)~r%

La contribucién de los ondas de espin al exponente de la funcién de correlacién es n = AT, / 4n/. En el
<aso en que no interactian los vortices, se tiene el resultado = kT, / 41/, en tanto que cuando se toman en
cuenta las interacciones entre los vértices, por un lado se tiene que se reduce la temperatura critica y por
otro, el valor de 17 se ve modificado de forma tal que se reproduce el resultado 5= 1/4. El resuliado pera la
susceptibilidad magnética que se concluye de fo anterior es, a partir del teorema de la disipacién-
fluctuacion:

z-»ja"rg(r):m, t<0.



CAPITULO &. - DILUCION MAGNETICA

5.1. - Caracteristicas cualitativas de la dilucién magnética: recocido (“annealed™) y templado
(“quenched™).

Un magneto diluido consiste en ym sistema magnético dilvuide con constituyentes no magnéticos.
El caso mis sencillo de imaginar consiste en la dilucién substitucional con férmula A_B, C donde dtomos
no magnéticos del tipo B reemplazan parcialmente a itomos magnéticos del tipo A hasta uma
concentrecion p. Otro ¢jemplo lo constituye ¢! magneto mezclado, donde tanto A como B son dtomos
magnéticos. [5.1}

El Hamiltoniano para un sistema de espines localizados con dilucién de sitio se escribe en la
forma
H, =—ZS,°J-S]],I]I,

donde §; es el vector de espin en el sitio 7, y #; son variables de desorden de sitio no comrelacionadas que
toman los valores 0, 1 y tales que

(m)=p,
donde p es la concentracidn magnética. La constante de intercambio J especifica el tipo de sistema, siendo
comin trabajar con fos denominados "modelos de espin de n-componentes” (n = 1 corresponde al modelo
de Ising, n=2 al XY y n=3 ai de Heisenberg).

Se dice que el desorden geométrico es de templado {en inglés “quenched™) cuando los promedios
configuracionales son independientes de los promedios témmicos (y determinados por una distribucion
distinta P(17)). En el caso canéaico

Pln)=1- pP(n.)+ ps(n,-1)
El desorden de sitio de tipo recocido (er inglés “annealed™) se presenta cuando los promedios de en las
variables de desorden { r;}, asi como en las de espin {S;} sc efectian con el factor de Gibbs

pxexpl-ple, - 3, )}

donde S=1/kT, y el potencial quimico u es t1al que ef promedio de cada 7 es igual a la concentracion p. En
este caso, las variables de desorden en sitios diferentes no son independientes.

Una distincion més consiste en la dilucién de sitio ¢ de enlace. En los sistemas con dilucién de
enlace la forma tipica del Hamiltoniano es

H, ="‘ZS| 58,7,

donde las variables de desorden 7, se asocian con los enlaces (acoplamientos de intercambio). En la figura
5.1 se muestra esquemdticamente la configurecién de sistemas diluidos con una variable de desorden 7
igual & cero para los casos de dilucién de enlace y de sitio.
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(2} ®)
Fig. 5.1.- Sistemas diluidos (s) enlace. (b) sitio con un defecto estructural.

5.2.- Desarden geométrico y percolacidn.

Los magnetos diluidos templados y los diluidos con remocién de enlace recocido exhiben
fendmenos percolatives fo que los distingue de los magnéticos dituidos recocidos con remocitn de sitio,
caracterizados por efectos de agregacion.

La transicién de percolacién es una transicién puramente geométrica que se origina de los
aspectos configuracionales causados por la dilucién, y ocurre en cualquier sistema dihuido templado con
interacciones de corto alcance. Ef caso de un magneto con dilucién de enlace de tipo templado puede
ilustrarse en la Fig 5.2 si estimamos cada enlace mostredo como una interaccién de intercambio que
acopla a los espines. Asi, en la situacién (b) donde p < p., sélo existen ciimulos finitos de espines; mientras
gue un cimulo infinito pusde propoicionar orden magnético de large alcance a temperaturas
suficientemente bajas. Una idea intuitiva para entender a estos sistemas diluidos

LI} O
Tl

Fig.5.2.- Malla cudrada con dilucion de enlace: (a) cimrilos finitos ¢ infinito (p > p.) (b) solo cimulos Bnitos (p <
Po).

consiste en pensar que la temperatura de transicién T{p) caerd con la disminucién de la concentracién
magnética a partir del valor puro 7(1) hasta cero en la concentracién critica p = p,, COmMO 5¢ muestra
esqueméticamente en el diagrama de fase de la Fig. 5.3. Los experimentos confirma tal imagen. En
ferromagnetos de Ising con dilucidn de sitio la magnetizacién y susceptibilidad a temperatura cero son
directamente proporcionales a {as cantidades percolativas P, y S, respectivamente.

La temperatura de transicién para sistemas diluidos de Heisenberg y XY tridimensionales
templados es cero per debajo de la concentracion de percolacién, mientras que por amiba de ésta el
cimulo percolativo tiene a caracteristica importante de que se vuelve cada vez mis amificado conforme p
- p. 15.2] y esto afects la forma en la cual T4p) - 0 conforme p — p. No obstante, la principal
diferencia entre los comportamientos de los modelos de Heisenberg, XY e Ising se¢ debe a la naturaleza
distinta de Jas excitaciones subyacentes en estos modelos. En los sistemas bidimensionales de Heisenberg y
XY no existe un orden de largo alcance a ninguna temperatura finita, afin cuando ocurre la transicién KT
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para ¢l modelo XY haciaun estado con longitud de correlacién infinita en el estado puro (sin dilucién),
mientras que en el

FParamagneto
LVE0

Feromagneto

U P 1

Fig. 5.3.- Diagrama esquemitico pars un ferromagneto de Ising con diluciéa de sitio “templados™. Tp)/T(1)es 1a
temperatura de transicién rcducida.pahoonmwibnmagnédmyp,u]aconmnmdbndcpﬁwhcién

caso diluido la temperatura de esta transicién cae a cero a la misma concentracién p, que causa la
anulacién de la temperatura de transicién en el sistema de Ising en la misma malla.

La concentracion de percolacion p, juega un rol imporiante ¢n los magnetos diluidos. El valor de
pe depende de como se diluya la malla, del rango de las interacciones de intercambio (nn, nnn, etc)ydesi
1a dilucién es de sitio o de enlace. Las mallas més coordinadas tienen valores menores de p. puesto que se
requiere Temover un nimero mayor de enlaces para que desaparezca el cumulo infinito. La tabla 5.1 da
referencia de las concentraciones de percolacion de sitio y de enlace para varias mallas [5.3-4}.

Los magnetos con dilucién de sitio recocido no muestran efectos percolativos, debido a que el
desorden configuracional, dado por una distribucién de Gibbs, favorece energéticamente que los
distintes de cero se agreguen: en el ejemplo del ferromagneto con interacciones a primeros vecinos el
estado de minima encrgia para una concentracién especifica p se obtiene al tener tantos enlaces distintos
de cero como sea posible, y todos los espines que aquellos ligan paralelos. El nimero de enlaces distintos
de cero se maximiza si cada lugar ocupado tiene como vecings primeros a tantos otros lugares ocupados
como sea posible. Esto se ilustra en Ia figura 5.4, donde se muestra una configuracién éptima (a), y dos
configuraciones menos favorables, (b) y (c) las cuales son menos compactas y una de ellas {c) disconexa.
La agregacion de sitios ocupados produce un cimulo infinito en el Umite de sistemas grandes (infinito)
para cualquier p distinta de cero, mostrando esencialments todas las propiedades del sistema puro a
temperaturas muy bajas. A temperaturas altas la probabilidad de configuraciones energéticamente
desfavorables se incrementa y permiie que éstas jueguen un rol, originando as{ efectos de cumulo finito.

Para el caso recocido

(8) ®) ©
Fig. 5.4.- Agregecion de enlaces en el magneto con ditucion de sitio recocido para temperaturas bajas.
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TABLA §.1.- concentraciones criticas para percotacidn de enlace p.’ y
de sitio p.’. z es el nimero da coordinacion.

Malls [Interacciones] =z P P
4 vecinos
Lineal 1 2 1 1
Hexagonal 1 3 0.6527 0.70
Cuadrada 1 4 0,5000 o.59
Trizngular 1 6 03473 0.s
Cuadrada 1,2 8 a.41
Trianguisr 1,2 12 0.298
Hexagonal 1,23 12 0300
Cuadrada 1,23 12 0.292
Triangular 1,23 13 0.225
Dizmante 1 4 0.383 0.43
5. C. ] 6 0247 o
b.c.c 1 8 0.178 0.243
fce i 12 0.119 0,195
s.cC 1,2 18 0.137
b.c.c 1,2 14 0.175
fce 1,2 18 0.136
8. C. 123, 26 0.0%7
b.cc 1,23 6 0.095
fcc 1,23 42 0.061

5.3.- Efcctos térmicos, percolativos y cruzamiento en magnetos diluidos templados.

El diagrama de fase correspondiente al caso del modelo de Heisenberg tridimensional con
dilucion de sitio s¢ muestra esquemdticamente en la Fig. 5.5. Se espera una frontera de fases para el
correspondiente modelo XY diluido. En todos los casos, se espera que ocurra la misma concentracion
limite y que las curvas sean lineales para p cerca de 1. La diferencia mas significativa es la aproximacién
de 7(p) a cero:

7.(p)<(p-p. )", Heisenberg,d =3,

T.(p)x(p-p )", XY,d=3,

expl-2J/kT.(p)lec (p - p. }*, Ising,d=2,3.
Estas ecuaciones definen a los exponentes de cruzamiento ¢y, dxy, @.

La dependencia de la temperatura de transicién con la concentracién estd refacionada con la
dependencia de 1a longitud de correlacién con la temperatura y concentracién. Esta longitud de correlacion
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Fig. 5.5.- Diagrama de fases esquemitico para el magneto dituido de Heisenberg,

s muy importantes para entender a los magnetos diluides (particularmente sus propiedades criticas) y sus
caracteristicas principales son las siguientes.

Debide a que la transicién de fase en sistemas magnéticos diluidos es de segundo orden, la
longitud de correlacién diverge en cada punto de Ia frontera de fases mostrada en las figuras 5.3 y 5.5. Enp
= 1, esta divergencia esti asociada a1 comportamiento critico del magneto puro. A T = 0, la divergencia se
realiza al pasar p por el valor p,, d¢ modo que la cantidad que diverge ¢s Ia longitud de correlacion del
problema percolativo, asociada a la aparicién de un ciimulo infinito de espines conexos: a 7= 0 todos los
espines conexos, i e. pertenccientes al mismo cimulo, son paralelos (caso ferro) y la funcién de
correlacion se reduce a la que describe selo a las variables configuracionajes del problema de percolacion.

Una seric dc experimentos {5.5-6] encabezados por Birgenean y Cowley muestran que el
comportamicnto de la longitud de correlacién se incrementa al disminuir fa temperatura si p < p. (i). En p =
P (linea (ii) en la figura 5.6 } la longitud de correlacion se incrementa y diverge juste a 7= 0. Si p > p. (iif)
la longitud de correlacién diverge a 7.{p). Estas observaciones se muestran esquematicamente en la grifica
de longitud de correlacién inversa vs. temperatura de 1a figura 5.7,

Te [0}

--a
semmmetce e T
DN~

0 P P 1

Fig. 5.6.- Disgrama esquemhtico para ¢l modelo de Heisenberg dituido, donde se muestran donde se mmestran
treyectorias tipicas 2 lo largo de las cuales se pueden realizar mediciones experimentales,
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flp <p

U& @p = P,

®p>p,

T

Fig. 5.7.- Dependencia de ta longitud de correlacidn inversa con la temperatura para un magneto
diluido de Heisenberg (i) por debajo (i) en y (Gi) por enciroa def umbral de percolacidn.
Las intersecciones al eje en 7= 0 corresponden 1 la contribucion a 1/4, debida a la percolacion, la
cual para p = p, €5

V=V, «lp-pJ*.  T=0. 6.1

El comportamiento esquemético mostrado en la Fig. 5.7 se aplica también el caso de sistemas diluidos XY,
con un comportamiento en £ = p, que, caracierizado por distintos exponentes, sigue una ley
VT, P=Pr.

resultado que no se aplica para el caso de sistemas de Ising 6 eje facil, donde ocurre la tradicional

dependencia
VE < (expl-27/6T,  p=p.

Asi, para un sistema de Ising, la dependencia de la longitud de comrelacidn con la temperatura se muestra
esqueméiticamente en la Fig. 5.8, donde la diferencia esencial con respecto a otros sistemas es el
comportamiento cerca del origen: la aproximacidn de la longitud de correlacion inversa a su valoren 7=0
es mucho mas rdpida y se relaciona con una pendiente infinita de la curva T{p) vs. p en p = p,, para ¢l caso
de Ising.

Un argumento de cruzamiento permite establecer una relacion entre ¢ y v para los distintos
sistemns considerados aqui: las modificaciones al Hamiltoniano introducidas por el campo aleatorio g
asociado a las variables de desorden geométrico son tales que se modifica ¢l comportamiento de la
longitud de correlacion inicial (sisterna puro)

Ext™

gt flgr*) (52)

donde ¢, es el exponente de cruzamiento para el campo g. Asf, el campo g influye sobre £ s6lo cuando es
del orden de #*, definiendo un rango caracteristico de temperatura.

de modo que
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Fig. 5.8.- Longitud de correlacién inversa para el modelo de Ising diluido para varizs
concentraciones cercanas al umbral de percolacion.
(3
1, ~g". (5.3)
En el caso de sistemas diluidos, el campo g esti asociado a la aleatoriedad geométrica,

g={p-p.)

Asi, partiende del comportamiento de la longitud de comelacion, se deduce el de la temperatura critica
como funcién de p, obteniéndose el resultado de que la relacién entre los exponentes de cruzamiento y los
de la longitud de correlacién es:

¢H’ = V:’/V’,
¢.ﬂ' = V;W/Vp!

¢l = Vf’ / Vp )
(lo que sc requicre si (5.2) se reduce a (5.1) cuando gf™* — ).
§.4.- Comportamiento critico de sistemas magnéticos desordenados.

En principio, los exponentes v, v, v/, que caracterizan al comportamiento térmico de los
magnetos diluidos en el umbral de percolacién no son iguales a los exponentes asociades a Iz longitud de
correlacion v7, v, v! en los magnetos puros correspondientes.

Hauris {5.7] presentd un argumento heuristico que indica que, para concentraciones pequefias de
defectos, si el exponente del calor especifico o es negativo entonces La transicién en el sistema diluido es
tal que el exponente v(p) es igual al del sistema puro v. Hamis considerd la modificacién al
comportamiento critico “puro” causade por la adicién de un campo aleatorio pequefic g. Si el sistema puro
se divide en partes cuya dimension lineal es la longitud de correlacién £, cada parte tendrd una temperatura
de transicién y el conjunto presentard una varianza As, en temperatura de transicion dada por

ar, = ()"
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5.5.- Resultados exactos para los modelos templados.
(a) Generalidades.

Griffiths y Lebowitz [5.9] establecicron teoremas de existencia y analiticidad para ¢l caso de dilucién de
sitio; mostraron en particular que para interacciones de rango finito existe una energia libre por sitio y que
esta es una funcién continua de }a concentracién p con las propiedades usuales de convexidad, siendo
analitica en p y H (H es el campo magnético externo) para el caso de Ising con interacciones
ferromagnéticas para H # 0y 0 € p < 1. También indicaren, sin demostrar, que (a) existen las funciones de
correlacién y son analiticas para H # 0 y 0 < p < 1; (b) o magnetizacién espontinea es una funcién
mondétona de /7, p y H, de donde T{p) es una funcién monétona creciente de p; (c) para interacciones nn,
la concentracién a la que ocurre la magnetizacién espontinea a 7 = 0 es mayor que o igual a la
concentracién critica p, para percolacién de sitio; (d) T, (¢) < pTo, donde T, ¢s la temperatura ¢ritica que
resulta de la teoria de campo medio para ¢l sistema puro.

Otro resultado desamrollado por Griffiths [5.10] es que, para interacciones mmy 0 < ps 1, la
magnetizacion espontinea no es una funcién analitica de / en H = 0 para ninguna temperatura per debajo
de la temperatura critica del sistema puro. Estas singularidades en ¢l caso de la malla de Bethe, fueron
estudiadas por Hamis [5.11] y Young [5.12]. Schwartz mostrd que, para p menor que algin valor finito p°,
la energia libre es diferenciable a todos ios érdenes en H, de modo que la magnetizacién es no analitica
pero diferenciable a todos los ordenes en H para p < p° y Ia singularidad es esencial (serte de Taylor con
radio de convergencia cero).

(b) Modelo de Ising diluido.

El tratamiento perturbative del sistema desarrollado por Osawa y Sawada [5.13], Harris [5.7] y
otros muestra que se puede estimar, & primer orden en 1 — p, el cambio fraccional en la temperatura de

transicién
s=1 _dL.(p)

La suposicion basica consiste en que el calor especifico puede escribirse como
clp)= APIT-T.LoT™

donde A(p), T{p) y a(p) son funciones razonablemente bicn comportadas parap << L.

El resultado para la pendiente limite en el caso del modelo de Ising de espin % con interacciones a
primeros vecinos donde la impureza ¢s un enlace de intensidad A/ es

S= kl[(o',,o'i)c +eoth K {4 -1)}";

donde <&07>, es la funcién de correlacion a primeros vecinos para la malla pura en su punto criticoy X, =
JIkT. Los valores de estas pendientes se presentan en la tabla 5.3,
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Tabla 5.3.- Pendientes limite para el modelo de Ising diluido templado.

Malla | Dilucién de eutrce [Dilncida de sitio
Coadrada 1.329 1,565
{Hexagonal 1578 1.754

Otros estudios [5.14-15] sc centraron en el problema de la pendiente limite para el enrejado
cuadrado diluido de Ising mediante ¢l modelo de vacancias en una supermalla de tamafio variable,
encontrando que el calor especifico diverge logaritmicamente y que tiene, para concentraciones pequeiias
de defectos, la forma

C = Alx)inlfr - 7, (xJ}/7. (0},
Alx)= 4,-C2xlnx— 4,(nfm)x + O(x*In* x)

en una malla de dimensién n x m, y x = 1 — p. Este resultado implica que, pama p << 1, la singularidad del
calor especifico es la misma que la del magneto puro en el caso del modelo de Ising bidimensicnal.

Bergstresser et. al. [5.16] dio cotas méximas y minimas para 7{p) para ¢l caso de dilucién de
enlace en el modelo de Ising, al considerar ¢l cambio en las propiedades termodinimicas * o en las
funciones de correlacién causado por la remocién de un enlace en ¢l sistema, y mediante el uso de las
desigualdades de Griffiths [5.17], las cuales también pueden usarse para obtener cotas en Tdp),
encontréndose que el comportamiento asintético en ¢l régimen percolativo, p 2 p. es

fip) , 1
27 nly(p-p)]

de donde se sigue que ¢ = 1, valor que es apoyado por otros estudios que se basan en la teoria del grupo de
renormalizacién, asi como por los resultados de Domany y Nishimori, [5.18-19] quienes haciendo uso de
un método que combina réplica con dualidad obtuvieron una generalizacién del resultado anterior

ol it (5o

5.6.- Resultados de Monte Carlo.

La simulacién de los sistemas diluidos con desorden localizado se logra con la ocupacion aleatoria
de sitios (enlaces) a una probabilidad p, mediente la comparacién de nimeros aleatorios con la
concentracion de espines p.

La técnica Monte Carlo es particularmente itil para ¢l cémputo de diagramas de fase y propicdades
termodinimicas como la magnetizacion, calor especifico, susceptibilidad, etc. Puede usarse pama la
determinacién de exponentes criticos al combinarse con métodos de escalamiento a tamafio finite [5.20]
para extract ¢l comportamiento critica adecuado a partir de las singularidades redondeadas debidas al
tamafio finito de tos sistemas simulados. A continuacién se presentan resultados de simulaciones MC

‘Enestecomexto, “termodinitmicas” se refiere a que los efectos de frontera o superficiales no influyen en lns
propicdades en cucstion, en inglés se emplea la palabra Sult para tal efecto.
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para la frontera de fases y propiedades termodindmicas de sistemas desordenados con dilucitn de tipo
templado. '

Uno de los primeros trabajos en este sentido fue el realizado por Wildpaner {5.21] en un modelo
de Heisenberg clésico cabico con un sole defecto, a partir del cual obtuve 1a pendiente Hmite de la curva
critica: .

-l—ﬂi =13402
T. &),

En cuanto a las propiedades estiticas autores como Ching y Huber [522], Stoll y Schneider [5.23]
realizaron estudios en ¢l modelo de Ising bidimensional con dilucidén de sitio, donde se calculd la
magnetizacién, el calor especifico, la energia interna, y la susceptibilidad Estas simulaciones mostraron
que ¢l pico del calor especifico es significativamente reducido por la dilucién, determinaron la temperatura
de transicién y el exponente de la longitud de comrelacién a partir de la posicion del pico mediante el uso
de escalamiento a tamafio finito, segim el cual [5.20,24] Iz dependenciz de T, con ¢! tamafio de la muestra
L debe ser de la forma

T(w)-7,(L) e LV,

Usando esta expresién, Ching y Huber [5.22] encontraren T{p) para el modelo de Ising en la malla
triangular con dilucién de sitio para varias concentraciones mayores a 0.7. La pendiente limite que
calcularon fue

14, =1.4710.02,

13 pal
Landau [5.25] estudid el caso tridimensional para malla cibica simple con dilucidn de sitio. En la regién
estudiada, (7 2 0.7) 1a pendiente limite que encontrd fue
14T,
L. dp

3 =1

=1.09+0.03.

En estas investigaciones, no se encontrd ninguna variacién de los exponentes criticos con respecto a los
valores de! sistema puro, lo cua! concuerda con lo esperado a partir los resultados de Fisher y Au-Yang;
para el caso tridimensional, el comportamiento critico nuevo esperado no se revela debido a que el ancho
de la regidn critica esta mis alla de la precisién lograda con simulaciones Monte Carlo.

Stauffer [5.26] aplico la técnica MC para obtener el frenado critico (en inglés “critical slowing down™) en
¢l umbral de percolacién pars el ferromagneto de Ising diluido, usando un modelo de gota.
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5.7.- Investigaciones con expansiones cn series,

Domb [5.27], sefial6é que el méiododea:pansnom en series para sistemas magnéticos puros
proporciona resultados precisos para varias cantidades termodinimicas y, en particular, para el
comportamiento critico cerca de una transicién de fase de segundo orden.

Debido a que ¢n el caso de sistemas diluidos hay, al menos, dos variables (concentracién y
temperatura), se pueden desarrollar expansiones en la concentracion a temperatura fij2, o expansiones a
temperatura alta y concentracién fija

27T.p)= z.;a.(T)p" = gb.(f o

donde w = 1/T 6 tanh(J/kT).

Elliot [5.28], al eplicar ¢l método de expansiones en la concentracién, llegé a la conclusion de que
la concentracion critica p, a la cual se observa orden de largo alcance en magmetos con dilucién de sitio es
la misma en los modelos de Heisenberg e Ising, independiente de la magnitud del espin. Los primeros
trabajos realizados en ¢l modelo de Ising diluido templado fueron fos realizados por Morgan y Rushbrooke
{5.29], Elliot y Heap [5.30-31] con expansiones de la susceptibilidad en potencias de la concentracitn
{dilucién de sitio), asi como los desarrollos en potencias de 1/T y el caso mixto [5.32], atendiendo
principalmenie al comportamiento de la curva 7{p). Estos resultados fueron consistentes con la anulacién
de 7. a una concentracion critica p,, y sugerian que la aproximacién a cero de T{p) tiene Gna tangente
vertical. Para p = 1 sc obtuve una dependencia lineal de T, con p.

Rapaport {5.33] us6 expansiones en series para temperatura alta y concentracidn en los sistemas
de ising templado con dilucién de sitio y los casos templado y recocido de le dilucién de enlace para la
malla f. <. c., encontrando que las fronteras de fase eran muy similares para los dos casos de dilucién de
enlace. Junto con Rushbrooke et. al. {5.34] encontré una dependencia anémala del exponente de la
susceptibilidad y con la concentracion: en el sistema templado de sitio, para p cerca de 1, parecia aumentar
ripidamente a partir de su valor puro y divergir a una concentracién muy por encima de p.,.

El método de series se ha empleado también para el estudio del diagrama de fase del modelo de
Ising bidimensional con mezcla de enlaces ferro y antiferromagnéticos, para los problemas templados y
recocidos.[5.35] En este problema, las concentraciones limite p. parecen depender de la razén de los
acoplamientos ferro y antiferro.

El estudio del modelo XY de espin % con dilucién de sitio {templado y recocido) se realizé
originalmente por Reeve et. al. Para el modelo templado en tres dimensiones [5.36], se desarrollé en
potencias de p para obtener ia frontera de fases, Ia cual se muestra en la figura 5.9 , para mallas f. ¢ ¢, b.
c. ¢. y 5. ¢. En la misma figura se muestran, por comparecion, los resuitados de series para los modelos de
Ising y Heisenberg cn la malla f. c. ¢, asi como el resultado de campo medio. Para e caso bidimensional,
tratade por Reeve [5.37), los resultades proporcionan evidencia de una transicién pam un rango de
concentraciones que incluyen a! ¢caso puro.
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CAPITULO 6.- METODO MONTE CARLO EN MECARICA ESTADISTICA.
6.1.- Descripcién de Iz técnica Monte Carlo para sistemas de espines.

Considere un sistema de N particulas clasicas, donde cada particula esti descrita por una variable
dindmica «; y donde las interacciones entre estas particulas estin descritas por un Hamiltoniano Hya).
Denotemos a un punto del espacio fase o configuracion del sistema por x(@), @ = {a;} . Entonces el valor
de expectacién de un operador <4> calculado en el ensamble canénico es [6.1]:

Jdud(x)exp(- H,; (x)/&T}
[dxexp(- H, ()T}

Lz idea basica del método de Monte Carlo es evaluar las integrales sobre el espacio de fase numéricamente,
mediante la aproximacion de éstas por sumas con uni nimero finito de témminos. En principio, la eleccién de
los puntos de! espacio de fase para tales evaluaciones puede ser aleatoria (lo cual constituye el denominado
muestro simple) [6.2], pero debido a que el integrando exp{-Hw(x)/kT} varia sobre vasios ordenes de
magnitud para sistemas de muchos cuerpos, tal muestreo simple es ineficiente para propésitos practicos. El
método Mante Carlo introducido por Metrapolis et. al. [6.3], se basa en un muestreo inducido (“importance
sampling”), en donde ia eleccién de los puntos en el espacio fase no es aleatoria del todo, si no que se eligen
en aquellas regiones que dan una contribucién principal a las integrales que se desean evaluar. Asi, los
estados x se eligen de acuerdo a una densidad de probabilidad

[drexp(-H, @)/kT} '

de modo que la estimacién Monte Carlo de un promedio (4) se reduce a un promedio aritmético:

(4)= -;;é Ax,), (63)

donde M es el nimero total de estados generados en el proceso Monte Carlo.

(A=

6.1)

Originalmente se desconoce a F*%(x,), pero es posible realizar una cadena de Markov generando las
M configuraciones x, de acuerdo a una probabilidad de transicién dada W(x. —» x,). Este proceso se
construye de modo que, en el limite M —» oo, la probabifidad asociada a la configuracion x. en la cadena de
Markov esté dada por (6.2).

Las condiciones sobre #{(x, — X,) que son suficientes para que se tenga esta propiedad asintédtica
son [6.4]:
1.-Condicién de normalizacion:
Y #(x, »x,)=1 paratodav. 6.4)

2.- Condicién de ergodicidad: Si P(x,) >0y P*(x,) > 0, se requiere que:
W(x, —x7)>0



53

3.-Condicién de estado homogéneo:

P W(x, »x,)=P9(x,) paatodav.
Estas condiciones no especifican a W de manera dnica; una eleccién simple que satisface a la
condicién 2 es la denominada condicién de balarce detallado:

PR(x, W (3, > x,)= P7(x, W (x, > 1,)
Siendo esta una condicidn adicional, aim no especifica a . La eleccién de Metropolis [6.3] consistio
en:

CHyx)-Hux)]
W, >x,)=1 p[ kT ] SiH () > Hytx,)
1 otro caso. (6.5)

Un argumento que permite mostrar que esta probabilidad de transicién tiene las
caracteristicas asintticas descadas es el siguiente; considere un nimero muy grande de cadenas de
Markov. En el paso v-ésimo de cada cadena tenemos a N, sistemas en el estado x, con energia H(x,)
y N, sistemas en el estado x, con energia H(x,), con H{x,} < H(x,). La probabilidad a priori para el
movimiento x, — x, (esto cs, sin la condicién (6.5)} es ¥, = W,, . A partir de estas probabilidades
obtenemos razones de transicién que satisfacen (6.4) mediante

W(x, —»x,)=W, exp - Hyle,)-Hile.)
kT
y
W(x.! —’ ‘r)= W.IT = WJ’S’
resultando entonces que el niimero total de transiciones del estado x, al x, es

tafe)- ()]

N._.. = N,,W(x, - x,)= N, cxpl:—
kT

y para ¢l proceso inverso
NW(x, —x,)=NW,,

de modo que €l némero neto de transiciones N,,, €5

Ve, = N,W,,{"""[‘”ff(‘s)/“’ Lﬂ}.

expl- Hu(x,}/kT| N,

Si NN, es menor que la razén de exponenciales, tenemos que Ni,; > 0 y Ni/N, aumenta. Por otro
lado, si NJ/N, es mayor que el valor candmico, N, < 0 y N/N, decrece de forma tal que,
asintéticamente, el estado estzcionario satisface el que Ny/N, es igual al valor canénico. En vez de
considerar muchas cadenas de Markov, podemos considerar segmentos de una sola cadena muy
larga, con lo que se justifica la convergencia asintética hacia la distribucién de Boltzmann.
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6.2.- Aspectos pricticos del Método.

En la discusién precedente, el ensamble sobre el cual se han realizado los promedios de las
cantidades termodindmicas fue €l NVT para sistemas de liquidos o NHT para un magneto. El tamafio
finito de los sistemas estudiados debe tomarse en cuenta, asi como una eleccidn juiciosa de las
condiciones de frontera para facilitar la extrapolacién de los resultados al limite termodindmico.
Mediante el uso de nameros pseudo-aleatorios se genera un cambio de estado x,— x,.. Usualmente
este cambio de estado corresponde al cambio en una sola particula, aunque métodos recientes de
actualizacion de cimulos han demostrado ser mds eficientes, reduciendo considerablemente el
tiempo de correlacion entre configuraciones sucesivas,

El célculo del cambio en energia se realiza a partir del Hamiltoniano
OF = HN(an“',af':"',ay)_H}\'(ai:"'-GJ:"':aﬂ)-

Si & < 0, el intento es aceptado como una configuracion nueva, mientras que si 8% > 0, se elige un
numero pseudo-aleatorio £ entre 0 y 1 y se compara con exp{-8E/kT}. Si £ < exp{-5E/kT)se admite
la configuracion de prueba, en caso contrario se rechaza. La evaluacion de promedios consiste en
medias aritméticas, como se sefialé anteriormente. La precision del procedimiento depende de las
siguientes consideraciones:

(a).- Correluciones entre niimeros pseudo-aleatorios. Esta fuente de error puede eliminarse si
se emplean varias secuencias de nimeros pseudo-aleatorios mezcladas de una manera adecuada
[6.5]

(b).- Influencia de lu configuracion inicial. Dada una configuracidn inicial a una cierta
temperatura, en general tendremos que esta configuracién no se habr elegido con una probabilidad
proporcional a la densidad canénica, asi como un cierto namero de configuraciones subsecuentes, de
modo que estas constituyen una especie de configuraciones transitorias antes de llegar al equilibrio
Py, las cuales habrd que desechar al momento de realizar los promedios. En la préctica puede ser
dificil determinar cudntas de tales configuraciones deben desecharse. Una manera de saber que se ha
desechado el numero adecuado de configuraciones consiste en realizar corridas a una temperatura
fija con diferentes configuraciones iniciales [6.6)]. Si los resultados de estas corridas coinciden dentro
de los erores estadisticas determinados, se puede concluir que se ha eliminado ta influencia de 1a
configuracion inicial. En este tipo de mediciones se encuentra que cuando 7" se aproxima a la
temperalura critica, la relajacion al equilibrio se vuelve cada vez mis lenta, fendmeno denominado
“critical slowing down™.

(c).- Imprecision estadistica. Después de eliminar M configuraciones iniciales, tendremos
M configuraciones para realizar el andlisis estadistico. Si a estas M configuraciones las
subdividimos en »° piezas, con n* >> 1 y de modo que piezas subsecuentes no estén correlacionadas,
se puede estimar el error estadistico a través de la expresion

3 ()~ (A

- n'{n'-1)

AL =

2

donde (4, ¢s el promedio de 4 tomado en la v-¢sima pieza de la division.
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6.3.- Interpretacién dindmica del proceso Monte Carlo.

Para introducir una dindmica en €l proceso, asociamos una escala temporal / a la escala v de
configuraciones subsecuentes. Si suponemos que N1, transiciones de una particula se realizan en la
unidad de tiempo, podemos escribir a la densidad de probabilidad como P(x,) = P{x, t). Mdller-
Krumbhaar y Binder [6.7] dan una demosimcnén de que la evolucion dindmica de P(x.f) esta
gobemada por la ecuacién maestra

ﬂ‘;’—‘) = —Idxﬁl’ (x - x)P(x,1)-W(x' > x)P(x', 1)}
de modo que si los cambios de estado involucran uinicamente el cambio en una particula, entonces

aae [ N
dp(ah oy ,aNs‘)z_Z ZW(a‘ ""al')P(al,'“,a','“,aN,‘)

dt i a,ea’

+Z ZW(a, —)a,)P(a,, . ,a, TS a,,,r),

i=l o ea’

donde la suma sobre o representa al conjunto de estados accesibles a 1a particula. Para el modelo de
Ising, esta expresion se reduce a

dl’(}l TR o TR ’”N”) ZW(}J‘ -—ﬂ‘)ﬂﬂl,"',ﬂn"'ipﬂl‘)

dt =

N
+ 3 W=, = P =y, iy 8)

=]

que define al denominado modelo de Ising cinétice [6.8]. A partir de la ecuacién maestra, se pueden
derivar ecuaciones para ¢l movimiento de cualquier operador A{a, ...,a;, ..., ¥, 1)

d{Aley @ ant)) Z >, > a, j LI CARRNRRN M) B RIS AREN 3 X
dt =] a,we,

y donde

(A(a“...,a"...‘a”’f))a._-EA(QD.-.,““...’Q’NJ)P(al’...,a“...’a”’f)

La ventaja de esta aproximacion radica en que ahora la convergencia estocastica del sistema ticne un
significado preciso, donde el tiempo estd definido hasta un factor constante 1, (1, = 1 cormresponde a
un paso de Monte Carlo por espin en una unidad de tiempo).

Para el estudio de la dindmica en procesos estocdsticos, s¢ introducen las denominadas
funciones de relajacion o de correlacién temporal. En equilibrio térmico, la relajacion de un operador
A(r) esta caracterizada por la funcién de relajacion @gz4(r) [6.9]

(Ao ~{AGYACY
(474’

$aul)=



{ 4(0)A(e)) - {A()1 A1)
a7

¢.sm(‘) =

y el tiempo Je relajacion asociado Tas

Taeas = L baslt)dl,
que es una medida de la independencia estadistica entre configuraciones sucesivas para el operador 4.

6.4.- Precisién y convergencia en la interpretacién dindmica.

Kawasaki [6.10] proporcioné argumentos de plausibilidad para estimar al pardmetro de orden como
la cantidad que tiene el tiempo de relajacion mayor, de modo que el namero de configuraciones iniciales que
deben desecharse & esta determinado por la condicion

&>e 1ty
¥

donde 7.V es ¢! tiempo de relajacion para el parametro de orden a partir de una configuracion en equilibrio

con parametro / hasta una con parimetro I’ tal que Al = P- 1. Cerca de T. ocurre un frenado critico (en
inglés “critical sfowing down”) que consiste en fa divergencia de 72 segin [6.11]
= [1-T/T, i_a‘:

con A,Y el exponente critico asociado al tiempo de relajacion hacia €l equilibrio ol

Para estimar la desviacién A4 = A - {4 entre ef resultado Monte Carlo A y el resultado
“verdadero” (4), que se obticne solo en el limite M — oo, consideremos 1a variancia de las variables
correlacionadas A,

v=l v=i

23 3 ((4,4,)-147)

v =lva=ip+l

()= Ea-1) )-go{a )

En equilibrio térmico existe invariancia translacional 2 lo targo de la cadena, de modo que
2\ _ 1 2 2 2 ¥ v 2
(587) = o))+ 21 feand-14) 9
$i medimos el tiempo en “pasos de Monte Carlo por espin” (¥ = r,v/N), en el limite N — oo obtenemos
n_t, 1 Lt 1 Y A0)4l) - (4!
=-1_ 1+2{ " - — |
(o4°) z. Nx‘“{ +2f -r,[ T J Ay |

donde 7, denota al tiempo asociado a n pasos de Monte Carlo por espin y xu = (AD - M) es la
desviacién estindar que resuftaria si los estados consecutivos no estuviesen correlacionados.
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Para que la aproximacion (6.5) sea vilida s¢ requiere que %, >> Zg454(0 72 >> 75154/5). En este caso,
la expresién para el error se reduce a

(88)=— zull+ 2ranfe}

Dado que en el limite asintético la distribucién de probabilidad es Gaussiana, se encuentra que ¢l error
esperado para la variable 4 es
AT = (A1),

Cerca del punto critico 244 Y 7s4ss divergen siguiendo una ley de potencias

T-T, =Tt
T,

&

Zu=2u

T-T, |
T.

L4

_ 8
Tasm = Tas

de modo que el comportamiento critico del ervor estadistico es

T- ?:. {FactSan 2

T,

Pare. hacer uso de estas estimaciones, se requiere evaluar rxs4. Si A es el parametro de orden y, la teoria
convencional del “critical stowing down” [6.12] predice que
Tauta = s Xy X0

donde 7 es la susceptibilidad del sistema con espines que no interactian, de donde se sigue que el error se
incrementa proporcionalmente a la susceptibilidad en la regi6n critica, y no a su raiz

2 i )
s,}—- ’1 1 }— ~
e Py A P2

Puesto que la teoria convencional del frenado critico resulta ser incormrecta en la mayoria de los casos,
pueden abtenerse mejores estimaciones de 75454 8 través de expansiones en series, asi como de las propias
simulaciones de Monte Carlo.

Ad o

6.5.- Condiciones de frontera y sus implicaciones en el limite termodindmico.
(a).- Condiciones de frontera: {ibres y peribdicas.

Debido a que los sistemas simulados son finitos, 1a cuestidn de las condiciones de frontera es muy
importante si estamos interesados en las propiedades del sistema uniforme infinito. La eleccién mds
natura} para un sistema finito es la de superficies libres al simufar, por ejemplo, a una pequefia particula
magnética. El método MC ro esté restringido en cuanto al tipo de frontera que sc simula, pudiendo ser ésta
aproximadamente esférica o bien irregular. En experimentos con particulas de distintas formas [6.14], se
observa que la singularided critica cambia de posicién en ¢l valor de la temperatura y se redondean las
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singularidades, y que la magnitud de estos efectos depende tanto del tamafio como de la forma de las
muestras. Para temperaturas bajas, se ha observado que las variaciones con respecto a las propiedades
termodindmicas son més bien pequefias, afin en sistemas relativarnente pequefios.

Otra aproximacidn 2 un sistema infinito lo constituyen las condiciones de fronteras periédicas, de
modo que se eliminan los efectos de superficie, pero se retienen los efectos de tamafio finito. En este caso,
las interacciones de espines en una superficie (plana) se producen con espines correspondientes en la
superficie opuestn del sistenia. En una malla cibica con N = ny x n; x ny sitios estas condiciones de
periodicidad se escriben como

s(hxn,, k,0) = s(p.k Dy s{hk £ 1y, 0} = 5(h, k0% 5(h, k0 £ 1) = s(h. kD),
donde 4, &, I son las coordenadas del sitio R; de lamalla.

El método MC permite estudiar también subsistemas de sistemas mayores, en cuyo caso las
condiciones de frontera estin consideradas en términos de una interaccidn de los espines en el subsistema

con el resto del sistema, como pueden ser los cimulos de espines de un mismo signo para el modelo de
Ising {6.16].

(b).- El método Monte Carlo auto-consistente.

Una transicién de fase sélo puede ocurrir en el limite termodinamico N —» . De manera anloga,
¢l pardmetro de orden estd definido sélo en el limite termodindmico, dado que

1x
lim lim <?§S:>=(m)>0, pral <7,

gt N

mientras que

=]

N
%(%ZS,‘):O, para toda T, N < w.

En el caso dgl modelo de Ising, no se observa el resultado anterior si N es grande y 7 no estd muy
cerca de la temperatura critica, y ¢l resultado que se obtiene de la estimacién del pardmetro de orden en
este estado meta-estable es una buena aproximacion & los resultados en el sistema infinito. En el caso de
Heisenberg, cuando la magnetizacién puede adoptar cualquier direccidn en dngulo sélido, no s¢ presenta
esta meta estabilidad y se tiene que recurrir a estimaciones de la magnetizacion del tipo

lim (o) = (m),

1a convergencia hacia este limite es mas bicnt lenta en la regidn critica.

pese a que
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6.6.- Teoria de escalamicnto para efectos de tamaifio finito.

E! comportamiento critico de un sistema se modifica notablemente si el sistema es finito en alguna
de sus dimensiones [6.17]. Por ¢jemplo, para una pelicula delgada de Ising de grosor L y con las otras dos
dimensiones infinitas, se¢ espera que la temperatura de transicion se vea modificada con respecto a la del
sistema infinito tridimensional, Miés afin, e! carécter de la transicién serd bidimensional (i. ¢., los valores
de los exponentes criticos son los del sistema bidimensional), pero para temperaturas no muy cercanas a la
critica, el comportamiento critico aparente seré el tridimensional si el grosor L es suficientemente grande
al comparario con la longitud de comrelacién. Al aproximarse al valor 7{L), ocurre un cruzamiento de un
régimen tridimensional a uno bidimensional Algo similar ocurre en sistemas finitos en todas sus
direcciones; para temperaturas no muy Cercanas a su temperatura critica se observa un compostamiento
critico efectivo, en tanto que al aproximarse a aquellas, las anomalias criticas se redondean, puesto que un
sistema finito se comporta de manera regular para todas las temperaturas.

Consideremos una pelicula delgada de dimensién lineal L. La parte singular de la energia libre es
[6.18]

F(T,H,L)= 1" fleit’,L*H)  cuand L > o, (6.6)

donde y, & ¢ son tres exponentes, y & es la diferencia de temperatura con respecto 2 la temperatura critica
TLL).
a T-T

F=e+—g=—n=t+
‘L T

(3

a'
rLA'

cuando L — o,

A es el exponente de commimiento y &' es una constante. Para /. suficientemente grande se requiere que
F(T,H,L)=F.(T,H)+% FAT,H)4,

donde se ha supuesto que existe una energia libre superficial F, distinta de cero. Con ¢l fin de tener el
escalamiento ordinario (A = £5),

K =|‘lhfsqe|_dﬂl
se requiere que los exponentes y, & ¢ satisfagan las relaciones
y=-(2-alp, p=-86
y si A > 1 tenemos un escalemiento para la energia libre superficial
F, =l 74 #)
donde
a, =a-1/8.

De estas ecuaciones se sigue que el comportamiento critico en el limite termodindmico serd el
dominante siemprethldLa» I, en tanto que estard encubierto para |4L° ~ 1. Para obtener una
estimacion del valor de 6, usamos el hecho de que el encubrimiento se establece cuando la dimension
lineal es igual a Ia longitud de comrelacion termodindmica £= &7 ot | £[ ™, lo cual ocasionz que



a=1\fv.

Esta teoria es consistente con los resultados exactos para mallas de Ising cuadradas finitas con condiciones
de frontera periédicas [6.19], en cuyo caso 8= Iiv=1,4=1/v=1,yen campo cero la dependencia con L
de la energia libre se deduce de! resultado (nétese que aqui & = 0)

s% =24p/L°), Lom

También resulta interesante describir el comportamiento de la magnetizacion. A partir de la
ecuacién (6.6) s¢ encueatra, al diferenciar con respecto al campo y usando N = L7 y ¢l escalamiento
estitico [6.20]

m(l' =T,)= cL#" = N,
donde ¢ es una constante del orden de a unidad.
6.7.- Métodos modemos de actualizacién de espines.

Los resultados MC para el estudio del fenémeno critico encuentran una dificultad considerable en
<l frenado critico: el tiempo de auto-correlacion 7 de fos métodos tradicionales {que corresponde al tiempo
que debe transcurrir para que una medicién sca estadisticamente independiente a la que la precede) crece
ripidamente al aproximarse &l punto critico. La razém del “critical slowing down™ (CSD) est4 en ! hecho
de que los algoritmos convencionales (tipo Metropolis) son locales; de modo que los cambios en Ias
configuraciones se propagan difusivamente {6.21]. Para obtener una dindmica més rapida sc requiere una
actualizacidn no focal. Entre los intentos realizados para reducir ¢l CSD estin: aceleracién de Fourier,
Monte Carlo MultiGrid, algoritmos basados en el grupo de renormalizacion, algoritmos sobre-relajados y
algoritmos de actualizacién por cimulos (también denominados de variables subsidiarias).

(a).- Algoritmos de cimuios.

1.- Algoritmo de Swendsen-Wang.

Swendsen y Wang [6.22] propusieron un algoritmo de actualizacién para modelos de espines de
Potts que reduce extraordinariamente el CSD. El éxito de tal algoritmo suscit una serie de investigaciones
encaminadas a generalizar tal algoritmo hacia otros modelos, especialmente modelos de espines continuos
tales como modelos ¢ no lineales. El algoritmo hace uso del resultado encontrade por Fortuin y Kasteleyn
[6-23] de que existe una relacidn entre el modelo de Potts y ¢l problema de percolacién, lo cual hizo
posible descrilsir transiciones de fase termodinimicas mediante transiciones geométricas.

La exposicién que se presenta aqui sigue a la de Swendsen y Wang, asi como a la de Edwards y
Sokal [6.21 y 6.24-25]. Consideremos un modelo de Potts definido per la distribucién

P =~;-=’¢{K(§(5.,, _—1)] )
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Un movimiento SW consiste en dos pasos: el primero transforma a una configuracién de Potts en una
configuracién de enlaces; la segunda transforma a la configuracién de enlaces en una configuracién nueva
de Patts.

1.- Genere un enlace 77, entre los sitios vecinos /, j estochsticamente con una probabilidadp=1 -
exp(-K), si &= @, y p = 0 en caso contrario.

2.- Identifique camulos con sitios conexos por enlaces, o sitios aislados. Dos sitios pertenecen al
mismo ciimulo si existe una trayectoria conexa de enlaces que los una. A cada climulo se le asigna una
nueva variable de Potts elegido con probabilidad igual entre 1 y ¢. Las variables de Potts o toman el valor
del camule al cual pertenecen

La ergodicidad se garantiza debido a que cualquier configuracién puede alcanzarse a partir de
cualquier otra en un solo movimiento con una probabilidad distinta de cero. Ademds, los pasos 1y 2 dejan
la distribucién de probabilidad invariante. [6.21]. Una eficiente implementacién del algoritmo descanso en
Ia posibilidad de realizar el paso 2 en un nimero de operaciones del orden de 17 Tal algoritmo de
etiquetamiento de ctimulos {6.26] ha sido desarrollado para problemas de percolacion.

2.- Algoritmo de yn solo cimulo de Wolff.

Wolff {6.27] generalizé el algorittno SW en dos formas: (1) Introdujo el método de un solo cimulo
y (2) generaliz el algoritmo para aplicarlo a moedelos O(x).

En el método de un solo cimulo se elige aleatoriamente un sitio de 1a malla. Los vecinos de éste se
agregan al ctmulo en crecimiento con la misma probabilidzd que en SW

Plo,,a,)=1-expl- KJ,,J)

El proceso continiia hasta que no se generan nuevos vecinos pertenecientes al cimulo en la periferia, es
decir, cuando todos los enlaces de la periferia han sido probados y rechazados. Para g = 2, los espines del
camulo se voltean, en tanto que si g > 2, se elige un estado nuevo al azar entre los g — 1 estados. Algunas
investigaciones indican que el algoritmo de Wolff de un solo ciimulo es mis cficiente que SW para
dimensiones superiores. [6.28]

3-R ion de variancia,

Una de los ventajas de los algoritmos de cimulos es que los camulos generados en el proceso
contienen informacién il [6.29]. Por ejemplo, la susceptibilidad magnética estd dada por el segundo
momento de la distribucién de los nimeros de cimulos, y el calor especifico estd relacionada con la
fluctuacidn del niimero de enlaces. Estas relaciones se derivan de la distribucion conjunta que describe al
algoritmo, donde se tiene un problema correlacionado de enlaces y sitios

Polon)= Plal o)Plo)

Dado que una configuracién de cimulos esti asociada a muchas configuraciones de espines, la variancia es
menor ¥ los resultados mas precisos si se calculan las propiedades a partir de la primera [6.30].
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4.- Mé de Wofl modelos O(n).

Un concepto importante en este método es la generalizacion del operador de reflexién de espin (en
inglés “spin-flip” } &, — —o, en ¢l modelo de Ising. Para n 2 2 y r € S, s¢ define éste come la reffexidn
con respecio al hiperplano orfogonal a r

Hrbl = al - z(a.l ) r}
El hecho de que este sea un operador idempotente implica que la accién del modelo
z=T] { do,expy 8 Zo‘,-ay},
IRA Saat <x,y>
es invariante bajo transformaciones globales R

el LR, =0, -,

Un paso de actualizacidn elemental consiste en las siguientes operaciones:

(a) Se elige una reflexion aleatoria r € S, y un sitio en 1a malla x € A como el primero en el
cimuloc € A

(b) Modifica a o, — R(r)o,y marca a x.

(¢) Visita a todos los enlaces que conectan a x € ¢ con sus vecinos y, activindolos con probabilidad

P(a', .a, ) =1- exp{minlO,Z Alo. - rXo ) r)J}

En caso de activarlo, se “voltea” a o, y s¢ marca a y como nuevo elemento del cimulo c.
(d) continie iterativamente para todos los enlaces que aln no se hallan probado.

Para el modelo de Ising (n = 1) las probabilidades de activacion coinciden con las del algoritmo de
SW (1 -exp(-28)). Si se descompone a 1a malla siguiendo el método SW y se elige un sitio x al azar, de
modo que ¢l cimulo asociado a x sea ¢l que se voltee, ignorando a los demas, tenemos que el cimulo a
voltear se alcanza de cualquiera de sus sitios, y en consecuencia la probabilidad de elegir un cimulo SW
esta dada por la fraccién je,| / |A] de sitios que ocupa. El tamafio medio de cimulos es

PRI -
qd>-<lM§_;| ol )

el cual (para n = 1) es un estimador mejorado para la susceptibilidad [6.31}. Con esta variante, se invierte
una fraccion de tiempo de cémputo mayor en cémulos grandes, lo cual ocasiona una mejor decorrelacion,

{b).- Algoritmo MultiGrid de Monte Carlo (MGMC).

E! método MGMC es una generalizacién estocastica del método MultiGrid (MG) para resolver un
sistema de ecuaciones lineales o no lineales con dispersién grande [6.32-33].

La idea basica de método consiste en considerar, ademsas del problema original (“malla fina”) a una
serie de problemas auxiliares de malla burda {“coarse-grid”) que aproximen al comportamiento del
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problema original para excitacienes de escalas de longitud sucesivamente més grandes. Las actualizaciones
locales de los alporitmos tradicionales son suplementados con actualizaciones de malla burda cuyo
propdsito es acelerar la equilibracion de los modos de longitud de onda larga. El procedimiento se repite
recursivamente para todas las escalas de longitud.

Pama el modelo XY, ¢l algoritmo MGMC se define como sigue: se introducen, ademss de la malla
original €2, una sucesién de “mallas burdas™ Q= ©Q, Qyr1, s, .., o de tamafio lineal L L/2,L/4,...,
L 12" respectivamente. Estas juegan un papel en etapas intermedias del algoritmo MG. Cada sitioy € Q.
se considera asociado con un blogue B, de 27 espines en la malla més fina proxima ©,, Fig 6.4, definimos
un operador de interpolacién P, ; que mapea una configuracion de campo en la malla €0,,; hacia una en fa
malla 02, usando una interpolacién constante por framos:

(Prif), =8, parax € B,
X‘ 'X.
SV

- -

Fig. 6.1.- Escalonamiento hacia mallas burdas para el algeritmo MGMC.

En cada malla €, se consideran Hamiltonianos #,, con interacciones a primeros vecinos y coeficientes que
dependen de la posicién

H (#)=- z N cos(@, -8, )+ B sen(8, -0, )}
% £3

Para cada Hamiltoniano H,, se supone que existe un método de actualizacion local G,(8.H,) que actualiza a
las variables de campo & Finalmente, yes un nimero positivo entero, denominado pardmetro de control de
ciclo, que controlard el nimero de veces que se visiten a las mallas burdas.

Bajo estas circunstancias, una definicion recursiva del algotitmo MGMC es la siguiente [6.32}:

Procedure MGMC(n,0,/,)

Forj = 1:m, do 8 « Gu(8,H,)

Ifn>0then
Calcule H, (%) = HA8 + pya1*)
b0
Forj = 1.y do © - MGMC(n-1,4,H,.1)
8¢ 0 +pn,n—l¢

End if

Forj=1:m, do § « G0.,H,)
End



Los barridos realizados con la actualizacién local G(8,H,) sirven para actualizar los modos cortos
del modelo, y ¢l factor que importa para tal efecto es la suma m; + m; , pudiéndose anular ya sca el pre-
barrido o el post-barrido.

El célculo del Hamiltoniano H,., estd determinado por el cilculo de los coeficientes:
Hn-l(¢)= - Z h‘y,y‘ Cos(ﬁy —{d’,)*‘ ﬂ.y_y' sen(éy -¢,-)}+ CO!!SL,
<y.y>

donde
&, = E {'u' 005(8.: = 9!)“' B.. sen(ﬂ, -8, )}
xeB, 2eB,.
Fy= Z{ﬂ,_,. cos(d, -6, )-a, . sen(d, -6, }
B, 768,

Una iteracién del algoritmo involucra una visita a la malla M, y visitasa la malla M-1, y’ visitas a la malla
M=2, y asi sucesivamente.

(c).- Algoritmo sobre-felajado.

La idea basica del algoritmo scbre-relajado es la eleccion de una configuracién de prucba para una
varisble de campo de forma que la configuracién de prucba se halle lo més lejos posible de la
configuracién original en el espacio de fase y de modo que la.diferencia entre las energias sea
relativamente pequefia [6.34]. Esto se logra mediante la localizacién aproximada de los puntos de energia
minima para la variable en consideracion, y realizando la eleccion del elemento de prueba en el lado
“opuesto” de este valor.

Si se piensa en las variables de campo como en elementos de un grupo G y suponemos conocido un
método para localizar un elemento del grupo g, que minimice aproximadamentc a la energia H{g),
considerando a g como la tinica variable y manteniendo & las demas fijas, de modo tal que el cdlculo se ha
realizado sin el uso directo de la variable g, entonces el elemento de prueba para el algoritmo sobre-
relajado es

g'=88"8

El algoritmo no funciona si se parte de una configuracién completarnente ordenada, pues en tal caso g’ =g
y no sc realizan pruebas de configuraciones distintas, de suerte tal que para temperaturas bajas, e} tamafio
de los cambios energéticos entre configuracioncs consecutivas disminuye.

{d) Algoritmos basados en grupo de renormalizacién.

Al igual que en el algoritmo sobre-relajado, en este método se busca generar configuraciones
sucesivas que den origen a una razén de intentos aceptados no demasiado pequefia, ain cuando las
configuraciones estén relativamente separadas en el espacio de fase. Un procedimiento desamrollado por
Schmidt {6.35] consiste en generar a partir de una configurecion de espines en una malla pequefia,
configuraciones de espines que s¢ van duplicando conforme a un conjunto de reglas adecuado, hasta
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alcanzar el nimero N de espines de la malla, y esta configuraciones es 1 que se propone como subsecuente
a la actuaf.

6.8.- Anilisis de resultados mediante Ia técnica de peso estadistico de histogramas.

En 1988, A. M. Femenberg y R. H. Swendsen presentaron una técnica de anlisis de los resultedos
de simulaciones de Monte Carlo que permite extrapolar los resultados de la simulacién hacia puntos en el
espacio de parimetros distintos a aquel en el que se realizd el experimento.

E{ objetivo de su investigacién era el desamollar un método que permitiese una optimizacién de la
eficiencia de las simulaciones, y el resultado de 1a misma se tradujo en una técnica que hace uso de una
mayor cantidad de informacién a partir de una simulacién para extrapolar los resultados, de medo que es
posible generar fimciones termodindmicas continuas en toda una region del espacio de parimetros.[6.36]

Consideremos una simulacién MC de algin sistema fisico. Cada configuracién se genera con su
peso térmico apropiade, de modo tal que los promedios temporales dan los promedios en equilibrio de
cualquier cantidad de interés. No obstante, debido a que se conoce la forma de la distribucién de
probabilidad, es posible extraer mis informacién de la simulacion.

Para ejemplificar, considérese al modelo de Ising en un campo magnético, con Hamiltoniano
—ﬂH=KEO',O'j+hZO',=KS+W.

<, f> Il
La distribucion de probabilidad de $ y A7 para un punto en el espacio de pardmetros (X, k) estd dado por

P(:.t)(S’M)= E'(';::',‘;;jN(S’ M )exp(KS + hM),

donde M(S, M) es el nimero de configuraciones en el punto (S, Af) del espacio de fase, y Z(K, h) es la
funcidn de particién canénica dada por
Z(K, k)= Y N(S, M)exp(KS + hM)
SM

Fl histograma de valores de (S, M) generado por la simulacién MC es proporcional a PyufS, M), ¥
mediante ¢l cémputo de este histograma es posible generar Ia distribucién de probabilidad normalizada. Si
descamos calcular la distribucién normalizada para otro purtto (K, k"), podemos calcularia a partir de

Py (S, Mexpf(k~K)S +{-h}M]
SZM P (S, M)expl(k =K )5 +{n~R)M]’

Pepy(S,M)}=

el denominador en la anterior ecuacion sirve como una estimacion de la funcién de particién. Dado que las
variables K y &' son continuas, cualquier cantidad puede calcularse como funcién continua de los

parimetros.
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CAPITULO 7.- SIMULACION MONTE CARLO DE LOS MODELOS DE ISING Y
XY CON DILUCION MAGNETICA DE SITIO.

7.1. - Implementacién de los algoritmos usados.

Las simulaciones Monte Carto (MC) que se han realizado tanto para ¢l modelo de Ising con
interacciones antiferromagnéticas y dilucién de sitio, como para el modelo XY con interacciones
ferromagnéticas, también diluido, han consistido en dos distintas aproximaciones al problema: (a) la
primera de ellas consiste en la simulacién del modelo haciendo uso de un método de actualizacién de
espines propuesta por Metropolis et. al. [6.3] (b) la segunda consiste en la aplicacitn de las técnicas de
actualizacién por ciimulos o de variables auxiliares desarrollades por Swendsen, Wang, Wolff, et. al.
[6.21,22,27-31}, asi como un analisis de los resultados mediante el empleo de histogramas, propuesto por
Ferrenberg y Swendsen. [6.36]

Se ha puesto énfasis en estas simulaciones en las propiedades tenmodindmicas de los sistemas,
especialmente en la dependencia con Ia temperatura y ¢l nimero de particulas { 6 longitud de la malla ) del
calor especifico, el pardmetro de orden, la susceptibilidad y el camulante de cuarto orden, todos a campo
magnético cero. El programa se ha implementado siguiendo las lineas generales de la simulacién MC
presentado por K. Binder. [7.2], y en su forma final constituye una versién adaptada al problema con
dilucién de algoritmos propuestos en otra parte: [7.2] para el caso de dindmica de Metropolis, tanto modelo
de Ising como XY, y [6.21] para el caso del algoritmo con dindmica de cimulos,

7.2. - Modelo de Ising con dilucién de sitio (interacciones antiferromagnéticas).
(a) Resultados para dindmica tradicional.

1.- Cédigo en FORTRAN para el algoritmo con dindmica tradicional.

C Programa MC para el modelo de Ising 2d de espin % con c
dilucién de sitio e interacciones antiferromagnéticas.

PARMMETER{VEC = 4)

INTEGER LATTICE (150,150}

REAL FACBOLTZ (0:8)

DOBLE PRECISION M E, PO, SUSC, CALESP, SCUM, CUM
DOBLE PRECISION MAG, ENE, POT, P

INTEGER EMPTY, CONC, NOEQ

INTEGER X, Y, XP, YP, XM, YM, MCSMAX

C Ingresoc de los parametros de la simulacién

WRITE{*,*) ‘TAMARO DE LA MALLA L ='

READ(*,*) L

WRITE(*,*) ‘NUMERC DE PASOS M. C.’

READ(*, *)MCSMAX

WRITE(*,*) ‘PROBABILIDAD DE OCUPACION’
READ(*, *}P

WRITE(*,*} ‘PASOS PARA EIL EQUILIBRIO TERMICO’



READ{*, *} NOEQ

NORM = MCSMAX =~ NOEQ

OPEN{UNIT = 20, FILE = ‘IAFD', STATUS = ‘NEW"}
WRITE(20,*)}*1L0S PARAMETROS DE LA SIMULACION SON:‘
WRITE(20,*}'L = L

WRITE (20, *}NUMERQ DE PASOS M. C. EFECTIVOS’,NORM

WRITE (20, *}’ CONFIGURACIONES DESECHADAS' , NOEQ

WRITE (20, *)’ PROBABILIDAD DE OCUPACION =',P

WRITE (20, *}' TEMPERATURA MAGNETIZACION P. O. ENERGIA
3UsC. SUSC. STAGG. CAL. ESP. cuM”

WRITE(20, *}

LZ = L**2
CONC = L2 - INT(P*L2 + 0.3}

! LLENADO DE LA MALLA EN ESTADO BASE CCON INTERACIONES
ANTIFERROMAGNETICAS.

DO 102 J = 1,L
DO 102 I = 1,L
IF({ (MOD(I,2).NE.O).AND. (MOD{J,2) .NE.O)} .OR.
{ (MOD{I,2).NE.1}.AND. (MOD(J,2).NE.1)}) THEN

LATTICE({I, J) = -1
ELSE

LATTICE{I, J} = +1
END IF

102 CONTINUE

! DILUCION DE LA MALLA A PROBABILIDAD P:

EMPTY = 0
DO WHILE{EMPTY. LT .CONC}
I = INT(RAN(4)*L}
J = INT(RAN(4)*L})
IF (LATTICE(I, J}.NE.0Q) THEN
LATTICE(I, J) = 0
EMPTY = EMPTY + 1
END IF
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900 FACBOLTZ({N) = EXP(2*(N - 4.0)/T)

Cc CICLO EN PASQS M. C.

DO 200 MCS = 1, MCSMAX

DO 800 ¥ = 1, L
YP=Y + 1
M=Y-1

IF(Y. EC .1}YM = L
IF(Y. EQ .L}YP = 1

DO 800 X =1, L
XP=X+1
M=X-1

IF(X. EQ .1)XM
IF{X. EQ .L)XP

L
1

K = VEC + LATTICE (X, Y}*{ LATTICE(XP, Y} +
LATTICE(XM, Y} + LATTICE({X, YP) + LATTICE(X, YM})}

IF(K. GT .4)TEEN
LATTICE(X, Y) = - LATTICE(X, Y)

ELSE IF{FACBOLTZ(K). GT .RAN{7))THEN
LATTICE (X, Y} = - LATTICE(X, Y)

END IF

800 CONTINUE ! CIERRA CICLO EN X & Y.

! ANATLISIS DE LA CONFIGURACION GENERADA.
IF{MCS. GT .NOEQ)THEN
ENE

MAG
PQT

0
0
0

DO 208 Y
DO 208 X

o

1, L
1, L

MAG = MAG + LATTICE(X, Y}
IF({(MOD(X,2).EQ.0Q) .AND. [MOD{Y,2).EQ.0)).CR.
+ { (MOD(X,2).EQ.1).AND. (MOD({Y,2}.EQ.1))) THEN
POT = POT + LATTICE{X, Y}
ELSE
POT
END IF

fl

POT =~ LATTICE{(X, Y}

IF({X. NE .1).AND,(Y, NE .1)THEN
ENE = ENE + LATTICE(X, Y)*(LATTICE(X-1,Y)
LATTICE (X, Y-1))
ELSE IF{(X. EQ .1).AND.{Y., NE .1}THEN



ENE = ENE + LATTICE(X, Y}*{(LATTICE(L, Y) +
LATTICE{X, Y-1})
ELSE IF{(X. NE .1).AND.(Y. EQ .1)THEN
ENE = ENE + LATTICE(X, Y)*{LATTICE(X-1,¥} +
LATTICE (X, L))
ELSE
ENE = ENE + LATTICE(X, Y)*(LATTICE(L, Y) +
LATTICE(¥, L))

END IF
208 . CONTINUE
E=E + ENE / L2
M = M + ABS (MAG)

PO = PO + ABS({POT / L2}

SUSC = SUSC + MAG**2

SCUM = SCUM + (POT / L2)**2
CALESP = CALESP + (ENE / L2)**2
CUM = CUM + (POT / L2}**4

END IF
200 CONTINUE
! IMPRESION DE RESULTADOS
WRITE(20,103) T, M/(NORM*L2), PO/NORM, -E/NORM, SUSC/ (NORM*L2) ~
{M/ (NORM*L2) ) **2*L2, (SCUM/NORM - (PO/NORM)**2)*L2, (CALESP/NORM -
(E/NORM)**2)*L2, 1 - CUM*NORM/ {3*SCUM**2}

103 FORMAT(1X,¥F13.4,F13.8,F13.8,F13.8,F13.8,F16.8,F16.8,F13.6}
CLOSE (20}
END

2.- Relajacién al equilibrio.

El estudio de la relajacién hacia el equilibrio para el modelo de Ising simulado con dinémica
tradicional indica ¢! ndmero de configuraciones MC generadas que se requiere desechar antes de iniciar ef
promedio sobre configuraciones en equilibrio a Ia temperatura ( y campo magnético) de la simulacion, La
tabla 7.1 indica €l comportamicnte de varias cantidades termodindmicas para una concentracién y
temperatura fijas. Un comportamiento similar se obtiene pama otras concentraciones. En la figura 7.1 se
muestran los mismos resultados de una manera gréfica,
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Tabla 7.1 Relajacion al equilibrio de varias cantidades termodindmicas para el modelo de Ising con
dindmica tradicional. La concentracion de espines es p = 0,95, y la temperatura kT /J =2.0.

Parametro de orden

MCS 8 £
06853125 06983359 07208047  0.7274697
06822344 06978125 Q7191680  0.7394941
0.6826250 06984922 07i75215  0.73I5I0

e

{ ]

30088

0000 06785625 06852520 07143106  0.7416019
SO0  067S46EE 05910766 O.TI0I4T?  0,7403465
B0 06772396 G69603T3 OTI30130  0.741406)
B 065798 GEITEITZ OTINGIST 0412927
B 0676734 06569004 OTIZRIAT 07414088
SO0 06745174 06945043  OMOTIE0  0.7395621
06758781 05960883  O71I007%  0.7396045
06752216 06954546  OTIIIE?T 0739930
B8 06737188 06956003 07121579  (.7405582
06743630 069654 07130551  0.7405637
HMOME 0674267  0695TRS7  O7II4B24 07398533
06734917 06544858 07103307  0.73983(3
G67I9375 06046450 07107285  0.7401102 -
06736930 06950901  O.TIIN8T6  0.739953}
Q672355 06939753  OTI10612 07398470

Suw eptibindad estatonada

MCS L=2 1%

28348188 76885006  7.3246333 8.1440740
29067567  7.353087F  9.5200750 8.4158044
290207 T5B%1400 102484936 81138404
30660190 . 7928819  11.1130650 81929439
PB4 3B 120803112 86774618
J066HMIS  TBTAISAS 14, 260026 83024111
30616098  T.7599275 10.9475115 8.4488663
3.0699018 ~  7.5095928 1L0736T28 8.3041885
318032 79962113 121174641 103491668
30921369 7864599 11.6209786 102103540
3.1020787 73466596 11.5895254 10.07615%
31300012 7.3594177 113863575 9.8766144
311838184 ;. 7.739U9 111976664 9.8944710
31287853 -» TTIT061 11.5844588 100377380
11411077 73621605 11.8840042 9.9534180
31331574 7.3571942 117429768 9. 7853849
JI266THE  7T7E54634: 115346353 9.8154212
31457421 TR3335% 116231983 9.8574266
31229838  T7.7964767 11.4914002 98520769
31003472 7.7310029 11.2T19850 9.6647821

fiitaiaigtiadigiag
B HT



Tabla 7.1.- (Continuacién,)

Calor especdico

2acs =8
"N 32939028
MM 3220008
MW 33215416
NN  334518%
M  340usm
L R e
e 3371990
M 33664907
MmN 3
W0 3757210
TS 33780855
70N 34096985
o 341420
I 34150632
BN ruansn
BN 34120566
NS 34002424
BN 34007939
W 33971845

Cumulante

008 oss7I10
WHN 0587300
M 053770
N 05863560
NN 05857390
NS 05863010
150008 0568506530
N 05863110
M 05862710
WHM 05854680
N 05861150
100088 O 5253010

40717201
40865234
40757218
40582438
40m28Y
40549447
40676027
40557991

40672898
403607

06165420
06147310
06173540
0.6182240
0.6) 794020
0.6164950
0617370
0.6169600
05169340
06175240
06172080
06165180
06164110
06168510
06161890
06165880
06170200

4.0681745
41437363
42826474
42499540
4.1944561
42457192
42972958
432851350
4314351
43291401
43264715
43298213
43475898
4.3384008
4.3503209
43517440
4.3684533

0.6511100
0.6490810
06484610
Q6469080
06451240
0.6463840
0.6456160
Q.6462390
0.6495400

0.6455740

0.6456080
0.6458470
0.6461310

. 0.6455360

06450960
0.6452160
0.6455150
06453140
0.6454550
06457440

4.0421665
4321349
4173460
42150043
42169532
4.2340678
42113118
41937689
42290536
42359157
42279629
42086955
42104794
42263069
42186781
41959363
42055144
42182442
42316340

0.6620890
06620170
(6622180
06621760
0.6619300
06621270
0.6620440
Q6621060
06613110
0.6613610
06614090
0:661 5020
Q6514820
06613830
Q6614120
0.6614390
0.6614600
06614270
06614240
0.6615210

N
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3.- Cantidades termodindmicas.

Las cantidades termodinimicas calculadas en las simulaciones fueron el parémetro de orden, la
energia por espin, la susceptibilidad magnética alternada®, el calor especifico y el cumulante de orden 4,
este ultimo Util en la determinacion de la temperatura crinca para las distintas concentraciones de dilucién:
la temperatura critica esté determinada por la interseccién de las razones entre cumulantes calculados pars
distintos tamafios de la malla {7.2). Los célculos se han realizado para diversos tamafios de la malla, lo que
hace posible un andlisis de escalamiento a tamafio finito para cada una de las concentraciones de dilucién.

En las tablas 7.2 a 7.6 se muestran algunos resultados representativos de las simulaciones
numéricas realizadas para la estimacién de las distintas cantidades termodindmicas. Se realizaron 20,000
pasos MC pam la relajacién hacia el equilibrie y se tomaron 260,000 pasos MC por espin para el célculo
de los promedios para cada ung de las cantidades termodinimicas. Asimismo, se tomaron promedios sobre
10 realizaciones distintas de desorden geométrico en la malla, para cada temperatura y concentracién. Un
primer barrido con estadistica pequefia permiti6, para cada caso, una estimacién somera de la posicion de
Tdp). Con esta informacién se procedié a realizar un estudio més exhaustivo en la vecindad de csos
valores estimados.

'Mdoaquelammmbnumuhpantodademnmfumnmgmw el pardmetro de orden no es la
magnetizecién, sino mis bien la denominada magnetizacién alternada, la cual se calculs en base a dos  mallas
interpenctradas cn las que los espines tienen uns de las dos direcciones posibles en el estado base, definiéndose 1a
magpetizaciin slternada A/, como la diferencia entre la magnetizacidn en s malla con espines hacia arriba Af, yla
magnetizacién en I malla con espines hacia sbajo M, M, =M, - M_.
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# Parfmetra de orden

Tabla 7.2.- Parimetro de orden como funcion de la temperatura £7)J y el tamafo de la malla L para
distintas concentraciones de dilucion de la malla. p es la fraccién de sitios ocupados.

§= G350
&y L-8 L=16 L =32 L=64 L-128
UISD  0.54475350¢ 0563429024 O.STSIRBIOB4 0599226645  (.606800806
TS 0516096719  0SIA60977 0521958887  (.53254T763  0.541690252
L0 0482887815 0472414843 (455655606 0425883973  0.408248373
1S 01126004 0413374600 0368724092 0315388345  0.292406418
U 08BIR8I}  0IB0921133 0324651466 O.2477IST32 0200069507
UB 0404388439 0353455546 0286924502 0197466426 0146264984
W 0391734375 0333567345 0258160184  0J71I76588 0117177871

LY pl
oy L=3 L=i6 L=32 L=6¢ L=128
1 0638450938 0642150664 066410602 0636936860  O.RM922N8
UM 0612447188 060ME0937 0627733143 068255803 0.665280049
1190 0SBG667345  05T615546 0580627286 (600575028 0609946318
UN 052219532 0305761836 050028165 0.S20859102  (.51849386)
U8 042860781  0AGIS46874  0AIGD04T0  O4ESSO4TS6 0389443955
LIS 0471237501 0424235859 0363807507 0.301166986 02877207
1890 0450146876 0392653711  (GIIBS25069  (.240034497  (.18534553
WIS 043210797 0368598438 0286088136 0195934029 0140794016
1000 041660063 0347129648 025451998  O.164814449 010996978
15 0401157336 032447313 022907387 Q142669974  Q.0BB56536

FERTR VS
7 L=38 L=16 L=32 L=64 L=128
18 0550132103 0678188246 0605872337 0719579097 (726270224
UK QS34196733 0641566052 0655861896  O.6RI678IRS  0.689056271
1000 0603505412 0596249681  0.598857485  O625357T67T  0.635544443
TS 0553780965 0528463495 0508488448 051601809 O S52612872
1800 0530966 045749897 0406333034  03WS4083 0351044164
s
19
un

v
|

0484686777  OAXZIRSO02  0I4RSG2554 027308146 024545304

0462161505 0390733346 0303495827 0214821074 Q157629753

0444217189 0364661505 OZN0ITI0E3  OI7TIRIIES 0118183994
20 04006676 0339427911 0240808993  0.15280088)  0.097990353
2115 0413007983 0318845052 021929782 0133040985  (.081293605

p=0Esd

iy L-8 L=16 L=32 L =64 Lai28
200 06SBBIBI2S  O.96TIOR2EG 0718072 0.736237266 0.735580453
NS 0653296407  06STS6TAG 066872254 0.606MB485 0.689671658
IBS8 0SNG 0596850640 0603260602 0631453485  0.620143983
47
m
1155
1154

0553670462  0.533192082 0498260674 O.S02111613 (47743589
Q520166407 0479016875 0411146456 Q369866205 031417176
0.486362% 0448189764 0347352755 0266760777 02055313806
0465846719 0413257342 029863038 020831322 0.13606518
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> Energia

Tabls 7.3.- Energia por espin como funcién de la temperatura kT/ y el tamafio de 1a malta I para distintas
concentraciones de dilucion de la malfa. p es Ia fraccién de sitios ocupados,

I 7 L=16 L=37 L=¢&4 L=128
1050 102622297  LI2TIZAN03 1161922704  LISG2RS241 3205120057
UITS 1001065939 1103875156 1139456392  LIGAIZ9201  LI8317HM4
UM 0969775467 107064609 1114698232 1138902944 1158109537
NS 0916186874 1043852069  1.0888163 1113918641 1133445121
USRS 0934717031 LO2BA3MTT  LO6TSION1  LOSIAOSIZR 1.11OIRSS4
TN 0900583906 1010010273 10472450 1069797444 1088002022
LIS 0885812814 0991708867 1027659276 104933626  1.06717048

AL~ L=16 L=32 L=6d L=118

WP 1165649376 12I73I8TES] 125508922 1IMERISZB 12934312
W2E 1138293594 1153134883 1233587617 1255590008 127290963
W56 L1267343 1168328243 120482754 1.212408027 1250318956
WS 109952125 LI30ES6913 LITT6IZ11 120563932  1.224400608
B89 1026288907  L104182774 1152804112  LI7762384 1196037258
I2F 1004589374  1.080MISSSE 1129804494 1149081000 1167642451
1058 0983162969 1057933633 1102013644  1.IZ3BT3085  1.142026648
WIS 0965435625  1.037721405 1079991904 1100343231 1117925868
1B 045246719 L.OIBSIT264  1OSBS30352  1.O7ROISIS6  1.0S4BSSESE
25 09205033 0999299654  LOSTIMTEES 106642160  1.OT3022462

M4 L-8  L=I6 L=32 L=064 L=12%

T 1314915 1324909525 LISGMIZT 13BOTE2363  1.3936316KS
NS 1202134943 129519194 1320068182  1ISOT 1367627578
19 1169940625 1262880575  1.29B092568 1324249841 1338459388
1w Lnwine L222193039  1.26070466 128870413 1304171519
IR00 1065584233  LISO2TT43 L2IOM9849 1249765035 1265541841
IS 1044928400  LIS3687563  LIG196I2TS 1216207790  1.230700906
21890 1L2195RDT 1127208628 1.16332805 LIBSO2MT6 1199774891
615 1002767697 1104097621 1137653575 LISKDSAII 1171570484
10 098328973 1.0BMOS2Z  L1IZBS4315  LI327S4DS 1.145450699
NS 0963560368  1.050034161  1.0SOGEIOPS  1IOBI3TI  1.12062051

N7 L=8 L=16 L=32 L=64 L =128

2500 1299971405  13VORAZIIS  L40GI2(B 14300362  1.4I90TER96
INI0 1251504687  133FSI6IT2 1373565898 LACOSS34TS 1391752888
2058 1202078508 1.9XG5025 13393616 1LISTESI 13791582
T 14978547 1252734688 191645060 LIJSSI4 1333317077
10 1115738594 1216416992 T 1252667136 LIBI2ZZIB1 1291278741
INT 10N0ETE LIDI346I3Z 1219006005 1244456122 1254448553
2I90 1046966565 1162103124 11SB0IOB4S 1211699415 1221277541
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*

# Sasceptibilidad alternada.

Tabla 7.4 - Susceptibilidad alternada como funcién de la temperatura 7/ y el 1amafio de la malla £ para
distintas concentraciones de dilucion de la malla. p es la fraccidn de sitios ocupados.

e L=8 L=t6 L=32 L-64 L~ 128
11BN 234706238 8.90851838 2119067353 3661324525 5771639129
U 301363902 10.12453005 2753424877 7216011411 1141087168
U9 3131060872 11319381927  3M2968%44 1104530259 340531609
12§ 3085742383  11.3425835 37.03906662 1164037438 339 108693
IS8 3105975283 11.08799475 1347696621 S46060U311 2488220535
N 30390616 1052851446 2093938617 7121965306 1680162023
A0 2960047748 9.995353644 2654876691  S6.A(362108 112219532

nrL-3 L=16 L =32 I~64 L 28
LM 2556488443 6246001834 |1 40877589  11.56228158 1286054589
U2E 2858350106 7645166361 165237989 2161970141 2265441822
1758 3103832831  D066U36645 339748129  SOBAUZ624 106356451
UM 3487206368 1057862913 330628319  B1.09520967 2817898879
1000 3566721464 1102624216 3660117196 1199814584 4153832587
1825 3605632485 1102531162 3660071363 1158256444 3534570612
LBED 3542034009 1073605879 3330985094 90927789515 DT BT
TS 3499399955 1026023478 3010212806  70.01062139 15687097
1088 3.432251077  O.TIISNE54Z  26.ISAZV6  SITSTISSI  ICRIENTHL
LN 331045426 9185044819 291028673 4247655533  TL13327T103

pE0y2s
mar o Les L=16 L~32 L~64 L=128
1908 2655046288 7098232383 1243950977 1SES990917  14.53020968
1825 2948289651 BRADIEIL 1871212737 ZBOI2M967 1387811489
158 324951507 1073401196  2B60MBE204  S4 3600588  63.99740884
1 3SKO0T068 1263386114 406567133 1192018955 2687918252
2800 3758225451 1324854815 4408060067 (461307739 445.00886)
1S 3 1285255685 3965187577  L1T.19764  317.1952318
1858 3673527233 1223960183 3456740794 8445153905  189.6097105
TS 36287448 1151720342 3030363666 6382607193 121.0522557
2308 3536328002 107643212 2611996006 4R TIIMG6I4  B4.85603078
AT 344971522 Q027176 2257594202 3BO0N0S2004 5918834697

p= 0850

V773 L=-8 L=1I6 L<32 L =64 L=128

2800 2940013104 7313614023 1278236714  1257S9TEDB 1644981833

1818 330293104 9380735038 19335983179 2490879673 30.17841357

A58 3807468685  11.65046874 1166723 6137509599  ITA.1IBRZEL

21815 4005292195 ELI9TOM6BT 4473650229 1294832021 3723662009

218 40735793 1356004095  4S.6374774) 1432184297  431.6584348

IS 2046157637 1309552663 41.14196497  113.0432031 2849963013

LI 39024671 1262062283 3509925419 BO3SSIS626 1553703564
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> Calor especifico.

Tabla 7.5.- Calor especifico como funcién de Ia temperatura 77/ y ef tamafio de la malla /. para distintas
concentraciones de dilucion de fa malla. p es Ia fraccién de sitios ocupados.

7 L=s L=16 IL=32 L=64 L =128

1858 L700166506 1981432747 2066118617 213513128  228072NDS
1815 1743761873 2054464872  2224B63337 2403116615 2608724577
TS 756395342 2009395783  2.338051165 256607845 2983709538
WIS 12820898 206082025 2319712146 255M36729 2883143417
U L72136515 2087917085 2331662064 2549514771 2 7R6819660
UN 175402978 21307435 2357564597 2514621454 2707600556
18 L. 7201131 2136402273 23TISTBI32 152043127 1687123548

o L-a L=16 L=32 L=64 L=128
W 2065534346 2217785482 2258545200 2222885004 2276544942
IS 2143252129 235839735 2489630817 25063632 2575515612
U0 2212598325 24BB494383 2602213322 2835683406  3.01195434
Ul 2194259338 2519131001 289165601 3106565019  3.487903X3
0 2170147119 251793508 2894531313 32335 3R39345186
1B23 2158088572 2500185044 2864884655 1193528231  J.62424TM6
B3R 2151887047 2529363785 287529 3150006675 342429037
LIS 2167604333  25410%059 287503433 3095428861 3200900885
LOBE 2171433503 2549720168 2855104496 3060819242 3 25ZR6AM53
B39 2185456275 2547080433 2847921703 3006002896 3183213642

" L- L=t6 L =32 L84 L~128
IBOE 2734722843  330ZBSE3T2 3469831506 1534003475  3.633177166
1825 2903823517 3539571777 3814454673 3941991544 4 140600636
W 2979786267 IT2TI26068  4.1TTB96A32  A4E2ITSHR 461561799
1075 295460018 3749050085 4403471636  4.9999925)  S5.60K0M887
I8 23499665 3629538276  432S24IR9  SODOEDIIE  5.92683241
1I1S 2846324757 160246 40MISITS6 4749234878 5.1BBI2S8BT
2858 1802048242 1603745073 4139438277 4538596265  4.942502266
TATS 2854466751 1560008467 4049981751  A3SATRITE 4680484527
I8 28401025126 3513903105 3935379042  425I046T98  4.526002185
LIS 2819576287 3470013802  IBBAO04S28 4112443621 4343818341

L-8 L=-16 L=32 L=64d L=128
1300 3425632462  4050TP6146 436219808 4138126895  4.571049884
2825 3532518805 4363762051 4833536307 4 HOG165888  5.060648236
3552301609 4545111349  SATISITE  S.SOM216047 6415080022
3421457377 4481695816 3426210679 6308808768  7.368417952
3355888223 4411258001 5330499481  6,Z258TEISI  7.184658972
AT 3250525277  4AIDESIZY 504946881 S.TIEITT 6305530542
3230807267 4257187421 4845580618 S5.3SEOIRS14  SRLEA218

§
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# Cumalante de orden 4,

Tabis 7.6.- Cumulante de orden 4 como funcién de la temperaturn 77/ y e} tamafio de la malla L para
distintas concentraciones de dilucién de la malla. p es la fraccion de sitios ocupados.

o1 L-3 L=16 =32 1 =64 =128

s  ossozm 03825766 06165148 0.6443410 06557935
U 05285884 0.5545258 05867715 0.6160346 0.640859%
M o921 0.5154678 0, 5407800 05437959 0.5581521
5 04381411 0.4617887 04504551 04273185 0.4562862
U5 04545891 0.4248506 0.4042641 03263726 03077482
R 04215755 0.396620) 03534319 0.2405560 01906634
188 04063716 03656045 03094796 01954199 0,1480905

§

L=g L-16 L=32 L-o64 L=-128

05877412 06138806 Q6437156 06597261 06546314
05713929 06033323 GaIM414 06538160 06627653
15549041 05828318 0.6112635 0.6381847 06531655
0506752 05371147 (5637203 06002145 06145559
04759596 0.5002924 G 5179683 0.5289960 05310531
04661395 Q4378629 03979745 03786885
04375670 C43ISTHD 03853137 03107625 02747399
04191015 4] 14147 03455399 oxnT 01735612
0.40925(2 03883438 03009933 0193 0.1146992
03892629 0.3625284 0,259%6366 01331941 0.0462130

fsisisasss
5

L=8 L=16 L 32 L=64 L=128
1008 03544528 05191154 06445223 0.6589737 0.6645454
1928 058043 0.6024044 063171128 06528864 06616034
S8 03625388 Q.5TTTS90 0.6065696 0.6371350 06555891
W ossun 0.5325209 0.5496608 0.5805732 06167463
1808 o4s0142 04725315 04601725 04562910 04863876

I8 04576B 0.8399126 03981578 03275265 03185492
S8 04492766 04077623 03419343 D.2361654 02064235
I\ 04316528 03798929 02961752 1Rk 7.v.123 01110024
I 04173885 0.34893% 0.2511495 0.1346330 0.0788005
28 04015685 03235634 02195255 01037203 00536592

=3
1"
b
>
[
=i

a7 L-8 L-16 L=32 f=td L= 118
158 o336 0522119 06446238 0.660265 06643404
U o520 0.6019631 0.6306195 0654371 06522646
285 0539 0.5692918 0.6013385 0.6349681 0.6438406
20718 05099067 0,5270762 0.5342181 0.5694320 0.5840610
2008 osr2450 04803006 . 0.4582266 04593108 04453704
M5 04591328 0.4616962 03886590 03177099 0.281773
21 0439606 04294847 03258563 0.2260320 0.138975)
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7> Razanes de cumulantes.

Tebla. 7.7.- Razones de cumulantes como funcion de la temperatura £7// para distintas concentraciones de
dilucién de la malla. p es ta fraccidn de sitios ocupados.

&1 c8ic32 cl6/c6d cl28/c32 c64/clé c3/cl6 c64/c128

B30 0892641993 0904143303 10637106879 1106019363 1058255344 (982536423
WS 0900722683 090015366  1.092196707 111092144  1.0SB150045  0.961247517
L8 0923130108  0.94T06191  1.032124154 1054056714 1049105509 0974279084
1S 0972563202 1.080666295 1012944908 Q925355008 0975457173 0936514188
150 (124485454  LIOI734888 07612855328 0768205576 0951544143 1060518307
UTE 119280546 1648764103 Q539462906  0GOSSI4B99 (891109402 1. 261678959

1888 131308048 853308282 Q478514577 0539540437 0837126385 1346608324
M7 c8/ic32 cl2/cod cli8/cod co4/c8 ci28/c32 cédicls
18 0913044829 0975731595 1007435358 1122477206  L.032492299  1.0659589%

1NN 0905045828  0.965623497 1.013687796  1.14424943 1049773220 1.0836738%6

8 o07TRE519 0957815974 L.O20340i93  L150081068  1.065Z77904  1.094972M
UM 0898928262 0939213065  1.0I693791 118443393  10S0IGI3S® 111747919
1800 09278306 0.96969705 1003884892 1111434668  1.0352552 1LOSTITIONG
IS0 1043614794 LIO0Z28S532 0951339600 OSM0917205 (864856328 0853766952
UM 113512350 189697671 . 0.8B4METS1 Q7020553 D.71IMENE 0713952916
UM 1212888873 1468650795  O.737688453 Q561384533 Q502289895  0.571873343
908 1342053815  |.674612257 063814273 Q444623404 0381068947  D.462RI4993
1905 1499260505 149310067 0346050813  OM2L7003S  GI77991084 0367403216
| o ]
M7 B3z ¢32/c128 c64/cl6 c128/c64 c32/064 cl4/c8
I8 09236197 096986949  1.064379542  1.00845502  OS7BO697S6  1.108481377

1925 091889992 095482105 1083800854  1.01335148] Q967565325 1124794365
0927409519 0925228386 1102765494  |.(28964177 0952026365  1.132607015
0955166578  OB91565693  1.090235467 1062305825 047115429  1.105396208
EOSI1810418 0546102286  0.96563077 1065955303  1.008506533  0.942722377
179775448 1.248342497 (1744526134 097381197 1213650866  0.697255233
133926892  1.656470063  0.5791839% 0874048401  1.447835009  0.525665803
1457424 2606266472  QAS491B874 0642761668 1713773885  0.40006011

1661900099 3187154011  0.385834442  0.5B5298%9 1 BES438232 032256775

1.829225437 40911004 0320556294 0517345167 2116514436  0.25R297344

REREEENE

c8/c32? cl8/c64 cb4/c32 cl28/c64 ci2/icl28 clé/e8
0.92028497¢ 0939992618  1.02420435 1006231043  0.57032154 1.04546964
0914818207 0919908077  1.037667088 (Q.99GTTTRIZ  0.966815461  1.043440465
08983560563 0896567601  1.05592464 1013973215 0933986488  1.05358216
0954491621 0925617457 1L.065916711  LO25690313  0.914661482  1.0036Ti846
1062878641 1054407168  1.002366078 0969649309  1.02886631 1.003821273
LIBI325532 1453200846  O.817451545  0B91307762 1372493487  1.005583144
1350001826  1.892870021 06963931 0612408563 2344997773 0.976189004

BEEREEES
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4.- amients tamadlo finito.,

»Pardmetro de orden

La relacion de escalamiento para tamaflo finite de la malla para el parimetro de orden se lee como

M, =P X))

en tanto que la correspondiente al escalamiento de la susceptibilidad es

27 = Py

con X y Y° funciones de escala que tienen un comportamiento asintdtico determinado por Iz forma de la
hipétesis de escalamiento termodingmica ( L — « ), de ahi que e} comportamiento asintético de le funcién

de escala X° ests dado por

X°(x)~ Bx*,

relacion que se satisface six>> 1y T= 7.

En la tabla 7.8 s¢ muestra ¢l escalamiento del pardmetro de orden que results de la dinfmica
tradicional para el modelo de Ising, realizando el ajuste para p = 0.950 y tres distintos valores de £,
incluyendo el correspondiente al sistema sin diluir. Los mismos resultados se muestran grificamente en la

figura 7.8.

Tabla. 7.8.- Funcidn de escala X° para ¢l parimetro de crden en e modelo de Tiing bidimensional.

El valor de v sc supuso, en todos los casos, igual o del sistema sin dituir; v = 1,0,

034 0777839541
0.14 0.718021764
=N 1= 0935382469
108 0930082241
068 08440832025
028 0754047403
=2 19 1100862042
116 1.061311t4
136 0930353031
056 0.743423005
=86 592 1278198556
432 1172047385
mn 1 061973843
112 0844447711
I=0F 1134 134906089
264 1264863398
5.4 1137349079
224 0875621223

02193217128
0736313861
1.056095238
0996826568
05904661586
0308159163
1 208659
1134650881
101455764
0837069219
1 373866594
1 300467202
1178323247
C.936972907
1523019328
1.47965168
1.234008116
098853101

09718159353
0917277086
0832467212
0.743665854
1031949486
1.0§3593453
0914371746
733221676
1.2127133
1.147925482
1040117351
0827668207
131672579
1 34346751
1.110088736
0834634113
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Funeion de esoala para el parimetro de orden
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Fig. 7.8~ Funcién de escals pam ol parimetro de orden del modelo de Ising 2d y dinimica de
Glauber. Resuliados para una concentracion p = 0.950 () Se muestra of ajuste para 3 valores de £
incluyendo f = 1/8.  (b) Para el ajuste S = /8, se muestra 1a funcidn de escala: los daios para
distintos tamafios [ caen sobre una misma curva.

# Susceptibilidad.

El andlisis dei escalamiento para la susceptibilidad sigue las mismas lineas que el del parimetro de
orden, y s¢ mucstra en la tabla 7.9. En la figura 7.9 sc muestra la funcién de escala pam la susceptibilidad
magnética a una concentracion p = 0.950 y con los valores de los exponentes iguales a los del sistema sin
diluir: y=7/4, v=1.




Tabla. 7.9.- Funciba de escals ¥° para la susceptibilidad en «f modelo de Ising 24, El valor de v s
Kpuso, en todos los casos, igusal af def sistema sin dituir v = 1.0,

0.107045405
.18 0.103697178
BAS 0.102563566
2 0.10393782
052 0.103090052
192 DOS859EE11
.24 0.10604726
4 0095559214
184 0081514699
(7" ] 009880719
183 0078060171
. 0.055487965
(1]} 0082613171
415 0058508982
138 0031897167
013 1-, :
042 foo. oy Lo pEOgR
LETEE S -
o . a <
o 4 % ® A
LT R o
0.08 - : 7y oL=§
»~ . . . o -
I ' oL=ls
o
e ‘ al =&
B 008 § v L . =
v ‘ og ol =64
ol =18
005
004 . )
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e

Fig. 7.9.- Funcién de escala para 1 susceptibilidad en & modefo de Ising 24 y dindmica de Glauber,
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5.- Diagrama de fases T vs. p.

A partir de las intersecciones de las razones de cumulantes, es posible estimar 1a localizacion de la
temperatura critica para una concentracion dada de espines. El diagrama T vs. p que asi se obtiene se
Mmuestra en la tabla y figura 7.10.

Tabla 7.10.- Diagrama de fase 7. vs. p para el modelo de Ising diluido con dindmica convencional,

0.800 1.510
0.830 1.715
0.875 1.810
0.900 1.908
0.925 2.003
0.950 2.093
1.000 2.269
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Fig. 7.10.- Dizgrama 7. vi. p para ¢l modelo de Tsing 24. Resultados de dindmica convencional para
o) modelo de Iang.

(b}.- Resultados para dindmica de cimulos.
- i O N 1 algoritmo i ica de cimul

PARAMETER {L=40, L2=L*L,Q=2,EINI=-2.1,EFIN=-0. 40,
MAGI=0.00,MaAGF=1,00, NT=200, NPROB=100)

DIMENSION LIST(0:L2),IS{L2)

REAL CORR(L},CR(L},DCR(L}

DATA TO, IBM,MCSTEP, NOEQ, PROB, MAX, NCCRR
f/1.72,1,101000,1000,0.85,2147483647,10000/

REAL MG,MAV, SUSC, CUMULANTE, TEM{NT}



REAL PMAG(NT}, PE(NT), PCE(NT), PSUSC(NT), PCUM{NT}
DOUBLE PRECISION MAGk, Ek, CEk, SUSCk, CUMk, Ec, MAGc,

ZT (NT}

SW.F!

L,

16

INTEGER H(Q,Q),PH(Q,Q),R

IMP=50000

CONC=LZ2~-INT {PROB*L2+0.5)

OPEN (UNIT = 20, FILE = 'sw', STATUS = ‘old')
WRITE{20,*) ('SALIDA DEL PROGRAMA SWN.F ')

WRITE{20,*}) ('LONGITUD LINEAL DE LA MALLA'}),L
WRITE(20,*) 'SE HAN REALIZADC CONFIGURACIONES HACIA EL
EQUILIBRIO',NOEQ

WRITE {20, *} (' PASOSMC TEMP MAGNETIZACION
SusC. CUMULANTE ENERGIA CE")
WRITE(20,*})'P = ',1-CONC/L2

WRITE (20, *)

WRITE (21, *) 'MCS =',MCSTEP~NOEQ

WRITE(21,*)'EQ = ',NOEQ

WRITE(21,*)'P = ',1-CONC/L2
WRITE (21, *) '"NPROB = ', NPROB
WRITE(21,*)'L =',L

WRITE(21,*) (' TEMP P. DE O. ENERGIA SUSC
+ CAL ESP CUMULANTE" }

WRITE{21,*) (' KT/J "}

WRITE (21, *)

OPEN{UNIT = 22, FILE = 'corr', STATUS = 'old'}

WRITE (22, *) (' SALIDA DEL PROGRARMA SWN.F ')
WRITE(2Z,*)'P = ',1-CONC/L2

WRITE({22,*} "MCS(EFF) =',MCSTEP-NOEQ

WRITE(22,*)'EQ = ',NOEQ

WRITE (22, *) '"NPROB ', NPROB

WRITE(2Z, *) "NCORR ' NCORR

WRITE(22,*)'L =",L

WRITE(2Z,*)'T =",TO

WRITE(22,*)" R CORR{R) DELTA CORR'
WRITE (22, *) ‘

WRITE(12,*) 'HISTOGRAMAS DE F. S. PARA EL MODELO DE ISING

WRITE(12,*)'T0, MCS, P, L, NOEQ, NOPROB',TO, MCSTEP, PROB,

NOEQ, NPROB

WRITE(12,*)' ENERGIA MAGNETIZACION H(E,M)"
WRITE(12,*)
LIST(0)=0

RAND = 37

DO 16 K = 1,NT
PE (K} =0

PCE (K) =0
PSUSC (K} =0
PCUM (K} =0

PMAG (K)=0.

DO 14 X = 1,L
CR(K)=0

FBk,

PROG
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29

28
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DCR{K)=0
CORR{K)}=0
do 29 K
do 29 I
PH(K, I
continue
IPR=(1.0-2.0*EXP(-2.0/T0))*2147483647.0 1§=2EXP(31)

!

1,Q
1,0
} =

0

‘D0 15 R = 1,NPROB

001 I =1,L2

IS(I)=1

EMPTY = 0

DO WHILE (EMPTY,LT.CONC)
I = INT(RAN(RAND)*L2)
IF(IS(I}).NE.O.AND.I.NE.Q}THEN
IS(I) = 0
EMPTY=EMPTY+1
END IF

END DO

MG = 0.

Q.
o
S
®
=
o
=

H{K, I}
continue
DO 2 MC = 1,MCSTEP
LIST(1)=1
DO 31 =2,L2
IF{IS(I-1).NE.IS{I}))GOTO 4
IBM = (1-2*RAN{RAND}))*MAX
IF{IBM.GT,IPR)GOTO 4
LIST(I) = LIST{I-1)

GOTO 5

LIST(I) =1
IF(I.LE.L})GOTO 3
MB = I-L

IF(IS(MB).NE.IS{I))GOTO 3
IBM = (1-2*RAN(RAND))*MAX
IF({IBM.GE.IPR)GOTO 3

MB = LIST(MB)

IF (MB.NE.LIST (MB) }GOTO 6
MA = LIST(I}
ISMALL=MINO (MA, MB}

LIST (MAXO(MA,MB)) = ISMALL
LIST(I) = ISMALL

CONTINUE

INC = 0

D071 =1,L2
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12
13

IF{IS(I)

.NE.0) THEN

IF{I.EQ.LIST(I))THEN

INC =

INC + 1

IS{I) = INC

ELSE
MA
MA

L
L

IST(I)
IST (MA)

IF(MA.NE.LIST (MA})GOTO 8
IS{I) = IS(MA)}

END IF
END IF
CONTINUE
DO I-=

1,INC

IBM = REAL{{1-2*RAN(RAND)))*MAX
LIST(I) = ISIGN(1,IBM)

MAG = 0
ENE = 0

DO10 I = 2,L2

IS(I) = LIST(IS(I)}

MAG = MAG + IS({I}

ENE = ENE + IS(I)*IS(I-1)
IF{I.GT.L)ENE = ENE + IS(I)*IS(I-L)

IF (MC.GT
IF(MC.ge

+NOEQ) THEN
MCSTEP~-NCORR) THEN

DO 13 P = 1,L
DO 12 I = 1,L2-P
CORR (P} = CORR(P) + IS(I+P)*IS(I)

CONTINUE
END IF

= ABS (REAL (MAG) /L2)
EG = -REAL{ENE) /L2

MAV = MAV + MG

SUSC =

SUSC + MG*MG

CUMULANTE = CUMULANTE + MG**4

ENAV =

ENAV + EG

CE = CE + EG*EG
IF{(EINI .LE. EG) .AND. (EG .LE. EFIN}) THEN

M=
N =
H{M
ELSE

INT(Q* (EG ~ EINI}/(EFIN - EINI}))
INT(Q* (MG - MAGI)/(MAGF - MAGI})
(N) = HIM,N} + 1

WRITE (8, *)EG,MG

END IF
IF(MCD

(MC, IMP) .EQ.0} THEN

N_ACT = MC-NOEQ

WRITE (20, 50)N_ACT,TO,MAV/N_ACT, (SUSC/N_ACT- (MAV/
N_ACT) **2) *L2, 1-REAL { CUMULANTE*N_ACT) / (3* (SUSC**2) ),

ENAV/N_ACT, (CE/N_ACT~ (ENAV/N_ACT)**2) *L2

END IF
END IF
CONTINUE

ICICLO MCS



34 CORR(P)=0
50 FORMAT(1X,I,F,F,F,F,F,F)
C CALCULO DE PRCMEDICS DE VARIABLES TERMODINAMICAS PARA OTRAS
TEMPERATURAS.
DO 22 K= 1,NT
TEM (K} = Temperatura(K,TQ,NT)
IT{K)}) = 0
MAGk = 0.
Ek = 0.
CEk = 0.
SUSCk = 0.
CUMk = Q.
DO 47 E = 1,0
DO 47 MAG = 1,Q
IF(H{E,MAG) .ne. 0) THEN
Ec = (EINI + ((EFIN - EINI}*float{E})/Q)*L2
MAGc = (MAGI + ({MAGF - MAGI)*float {MAG))/Q}*L2Z
FBk = exp(Ec* (1/T0 - 1/TEM{K)})
ZT{K) = ZT(K) + H(E,MAG)*FBk
Ek = Ek + H{E,MAG)*Ec*FBk/L2
CEk = CEk + H{E,MAG)*Ec**2+*FBk/L2**2
MAGk = MAGk + H{E,MAG)*MAGc*FBk/L2
SUSCk = SUSCk + H(E,MAG)*MAGC**2*FBk/L2%*2
CUMk = CUMk + H({E,MAG)* (MAGC/L2)**4*FBk
IF(k.eq.l)then
PH(E,MAG) = PH{E,MAG}+H(E,MAG)
if(r.eq.NPROB)write (12, 33)ec,magc, real (PH{E, MAG) } /NPROB
ENDIF
ENDIF
47 CONTINUE
33 FORMAT (1X¥,F10.1,F12.1,F12.3)
BMAG (K) = PMAG (K)+MAGK/ZT (K}
PE{K) = PE(K)+Ek/ZT (K)
FCE{K) = PCE(K)+(CEkK/ZT(K) - (EK/ZT(K))**2)*L2
PSUSC(K} = PSUSC(K)+(SUSCk/ZT(K)} - {MAGK/ZT(K) ) **2)*L2
PCUM(K) = PCUM(K)+1-{CUMk/SUSCk)* (ZT (K)/{3*SUSCk}}
107 FORMAT(1X,F6.3,F13.6,F13.6,F13.6,F12.6,F12.6)
22 CONTINUE
15 CONTINUE !CICLO PROB
DO 35 P=1,L
35 WRITE (22, *)P,CR{P}/NPROB, sqrt {DCR{P) /NPROB~

DO 34 P = 1,1

CT = CORR{P}/(NCORR* (L2-P})
CR{P} = CR(P} + CT

DCR(P) = DCR(P) + CT*CT

(CR{P) /NPROB} **2)



b0 23 K = 1,NT
23 WRITE{21,107) TEM(K),PMAG(K)/NPROB,PE(K)/NPROB, PSUSC(K}/
NPROB, PCE(K)/NPROB PCUM (K]} /RPROB

END
2.- Estimaciém de los emores estadisticos introducidos por las variables de desorden
configuracional,

En la simulacién de sistemas diluidos, existen al menos dos fuentes de errores estadisticos: uno de
cllos relacionado con el nimero de configuraciones estadisticamente independientes que s¢ muestrean en
el espacio de configuraciones del sistema para estimar a las cantidades de interés, y el otro estd asociado a
Ias distintas realizaciones de desorden geométrico con las cuales s¢ lleva a efecto la simulacién. Cada uno
de estos emores estd asociado a fos dos promedios que se efectian en este caso: promedio sobre las
variables de espin y sobre las variables de desorden, respectivamente. La primera fuente de error se
cuantifica directamente con el tiempo de comelacion, y lleva consigo toda la teoria de la dindmica del
sistema en la vecindad del punto critico, en tanto que la segunda, mds asociado al problema de
percolacion, es Iz que se considera en este apartado.

La realizacién de distintas configuraciones geométricas de dilucién en una simulacién puede
llevarse a efecto de varias formas, las consideradas en este trabajo consistieron en dos: en una de ellas, a
partir de una msalla cuadrada de dimensién fija, se han realizado mediciones de las cautldades
termodinAmicas para submallas de una dimensién menor en distintas partes de la malla original *; en tanto
que la otra consistié en la simulacién de sisternas con un tamafio definido inicialmente en los cuales s¢
miden las cantidades de interés a lo largo de toda la malla, algunas veces con condiciones de frontera de
tornillo, y en otras periddicas.

Para cada realizacion de desorden geométrico se determina un valor de la cantided de interés, y de
varias realizaciones de desorden se puede estimar el error asociado conm un cierto nimero de
configuraciones de desorden dado. En la tabla 7.11 se muestra un ejemplo representative de los valores asi
obtenidos para uma concentracién y temperatura dadas.

3.- Cantidades termodindmicas.

Con los resultados obtenidos con la simulacién anterior, se procedié a realizar un estudio mis
exhaustivo en Iz regidn critica, esta vez mediante una técnica de actualizacién por cimulos, En las tablas y
figuras siguientes se muestran algunos dc los resultados cbtenidos para esta simulacién. Al igual que en el
caso anterior, se recurre al cdlculo del cumulante de Binder para encontrar la temperatura critica para una
concentraciéon dada. Adicionalmente, en este caso se ha realizado un andlisis de los resuitados de la
simulacién en términos de histogramas, de ahi el gran nimero de temperaturas mostradas.

+Esteﬁmdecﬂuﬂmnhmﬁn@uduﬁvmmﬁemhdmﬂaﬁﬂnddmdﬂodelﬁngmﬁmmm
aque puesto que en este caso las condiciones en la frontera son lbres, los resultados son inferiores a los que se logran con
condiciones tipo tornillo 6 periadices. Las condiciones no son hbres en e sentido usual de que los espines vecinos a fos de ta
frontera se anulan, mis bien se trata de un sistema muy grande en el cugl sc reaflizan promedios sobre subsistemas de
dimensiones menores.
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Tabla 7.11.- Estimacion de error debido a las variables de desorden geométrico. Los resultados mostrados
comesponden a una concentracidn de sitios ocupados de p = 0.875 y una temperatura de 72/ = 1,7, Se muestra ¢l
comportamiento de varias centidades termodinimicas pars ¢f modelo de Ising con dinAmica de cinmlos y 10
realizaciones de desorden. Eg. es ¢l mimero de configuraciones MC desechadas para termalizacion,

iJ=7 p=0E7S mes = 200600 Eq = 20 00
Meg. pdoo ~Fmergin Smc. Susc. rig. Cal. eap. Cam,
000215883  0.69934264 1.29187372 0.0441 2934 V383427297 26204732 0.664557
00082 0.69832936 1.29650977 0.0407805 1563276156 226454157 Q.661288
003594 00175788 1.296]1 2023 0.04542442 1 14202594 22563352 0.664855
000257103 0. 7010155 1.2951879%6 Q.0549958 10314434 212840773 0.665009
000300654 070254371 1. 20208792 0.06743822 10, 2654504 231114851 0.665034
0002444658 0. 70086142 | 29598151 0.05247466 1096499934 220722609 0.664938
Q002635 065197 1.28825027 0.03%93331 1050272129 232117643 0.664955
000226306  0.688B4175 1.29005513 0.04505897 15.96542105 228827129 0654102
00203235  O.68RISES 1.29126116 0.0390574 1980048615 237090335 0.663496
000201165 02027939 1.29649455 003819174 991097243 22244021 0.66508
Promedio
0002285058 OM2ZNB  1.293423232 0046738406 1286954889 2276544942 06546314
Desviaciin estindar

Q000297961  0.005105193 0002922008  OQQUSTSBE09 3148956705 0044204639  0.000494721
Emor (%)

1308929279 0731484016 0.225912732 1874006768  24.4682764 1941742444 0074435329




»Pargmetro de orden

Tabla _7.1_2.— Parimetro de orden como funcién de ia temperatura A7/ y el tamafio de la malla /.
parg distintas conct_mtmciorm de dilucién de la malla. p es la fraccion de sitios ocupados.
Resultados para la dindmica de cimulos en el modelo de Ising 2d.

BEBRBEEEEEEEEESSS eSS EEEESEE5EEEEEEs

i3

0.521567
0.520404
0319239
0.518073
0.516905
0.515736
0.514565
0.513392
0.512218
0.511042
0.509865
0.508687
0.507507
0.506326
0.505144
0.503960
0.50277
0.5015%0
0500403
0499215
0.498026
0.496836
G.493643
0404453
0.493260
0.497066
0.450872
0.489677
0.488480
0487284
0.486086
0484888
0.483690
042491
0481291
0.480091
0478891
0477690
0476489

0518336
0.517005
0515671
0514335
0.312996
0.511655
o516t
0.50%964
0.507616
0.506265
0.504912
0.503557
0.502200
0.500840
049947
Q.498116
0.496751
0.495384
0.454015
0492645
0491273
0.489899
0.488524
0437148
048570
0.4843%
0.483010
0481628
0.480246
0.478852
C4TI4T8
0.476092
0474705
0473318
0471930
0.47054]
0459152
0467762
0466372

0.5)25%6
0.511082
0.509564
0.508042
0506517
0.504983
0 500436
0.501920
0500381
0.498818
0497293
0495744
0.4%4193
0.492638
0.491081
0.48952)
0.457959
0.4363%4
0.484827
0.483257
0.481685
0480112
0.478536
0.476958
0475379
0473798
0472215
0470631
0469045
0467458
0.465870
464281
0.462691
0.461100
0459509
0457916
045633
G.454730
0453136

0315097
0512204
0510608
0509000
0.507389
0.505773
0.504151
0.502524
0.500852
0499254
0497512
0.493966
0454314
0.492659
0.49509%9
0489335
0. 487667
0485995
0484320
0482641
0480958
047272
0.477584
0475892
0474198
0.472501
0.470801
0465099
0467395
0465688
(463950
Q46270
0.460558
Q458845
0.457130
0455414
0453657
0451978
0.450260

0.519521
Q55795
0516052
0514294
0512519
0.510730
0508925
0.507105
0.5052%
0.56342
0.501561
0.499687
0.497800
0.495900
0493589
0492066
0490133
0.438190
0.486236
043272
0.482299
048118
0478328
0476330
Q474325
0478312
0470293
0.468267
0466235
0464197
0462155
0460107
0458055
(. 455998
0453938
0451874
0.449807
0.447737
0.445664

0494817
0.493600
0.492358
0.491080
0.489775
0.488440
0.487075
0483678
0484251
0482753
0481303
0479781
0478227
0476642
0475024
047375
0471693
0.469981
0468236
0.456461
0.4654654
0462817
0.460950
0459033
0457128
455173
0453191
0451182
0.449147
0.447086
0.445001
(442692
0.440761
0.438609
0.436435
0.434244
0.432033
0.429806
0427563

0.481200
0.480204
04aMe
0478134
0471059
0475957
0474827
0473667
0472478
0471259
0.470009
0468727
0.467414
0.466067
0.464687
0463273
Q461524
(460040
0458820
04571263
0.455668
0454036
Q452367
0450658
0448910
oMTIR
Q.445294
04483426
0441517
0.439568
0437578
0435546
043344
043136]
0429208
0427014
0.424780
0422506
0420195
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Tabla 7.13.- Energfa como funcién de la temperatura £7// y el tamaito de 1a malla £ para distintas
concentraciones de dilucién de la malla. p es la fraccion de sitios ocupados. Resultados parz la
dinimica de ciimulos en ¢l modelo de Ising 2d.

EESEEEERCEEEREEREESESS NS EEEREEEEREEEREE

-1.053797
-1.053130
-§.052461
-1.051791
-1.051120
-1 050449
-1.04977%6
-1.049102
~1.048427
-1.04775)
-1.047074
=1.0463%7
-1.045718
-1,045038
-1.044357
-1.043675
-1.042993
-1.042309
-1.041625
-1.040939
«1.040253
-1.039566
-1.038877
-1.038189
~1.037499
-1.036808
-1.036116
-1.035424
-1.034731
-1.034037
-1.033342
-1.032647
-1.031950
-1.031254
-1.030856
~1.029857
-1.029157
-1.028457
-1.02775%6
-LRT7054

-1.066043
-1.065362
-1.064680
-1,063996
-1.063312
-1.0G2626
-1.061939
-1.061250
-1.060361
-1.055870
-1.059179
-1.058486
-1.057792
-1.087097
-1.0564H
-1.055704
-1,055003
-1.054306
-1.053606
~1.052904
-1.052202
-1.051498
-1.050794
-1.050068
-1.049382
-1.048675
-LO47966
-L047257
-1.046547
-1.043836
-1.045124
-1.044411
~1.043657
-1.042983
-1.042268
«LO41551
~1.040834
-1.040117
-1.039398
-1038679
~1L.037959

-1.063083
-1.067384
-1066584
-1.065982
-1.065279
-L0645 T4
-1.063868
-1.063160
-1.062431
-L.061741
-1.061029
-1.O6MB1S
-1.059601
-1.058885
-1.058168
-1.057449
-1.086730
~1.056009
-1.855287
-1.054564
-1.053839
-LOS3I14
-1.0523%7
~1.081659
-1.050931
-1,050200
-1.049470
-1, 048737
-1.046004
-LO47270
-1.046535
-1.045799
-1.045062
-1.044324
-1.043585
-1.042845
-1.042105
-1041363
-1.040622
-1.039878
-1.039135

-1.076411

.07
-1.075031
~1.074338
-1.073644
~1.072947
-).OTZ250
-1.071550
-1.070848
~1.07014%
-1.065440
-1.068734
-1.068026
-1.067316
~1.066605
-1.065892
-1.065178
-1.064463
~1.063746
-1.063028
~1.062308
-1.061587
-1.060865
-1.060141
~LO594I6
-1.058690
-LO5T962
~LOST234
~1.056504
~1.055773
-1.055041
-1.054308
-1.05835713
-1.052838
-1.0852102
-1.051364
-L.050626
-1.049336
-1.049146
-1.048405
-1.047662

-1.083603
-1.082946
-1.082285
-1.081618
-1.080546
-1.080270
-1.079589
-1.078903
-1L078213
-1.0771519
-1.076821
-1.076119
~£,075413
-1.074704
-1.0739%0
~1.073275
~L.OT255%
-1.071832
-1.071106
-1.070378
~1.069646
-1.068912
-1.068176
-1.067437
-1.066696
-1.065952
-1.06S207
-1.064459
-1.063710
-1.06295%
-1.06220%
-1.061430
~1.060693
~1.059933
~LOS9ITS
-1.058414
-1.057651
-1.056887
-1.0%6122

1087008

-1.086585
-1.086153
-1.085712
-1.085261
-1.084799
-L.0R432%
-1.083846
-1.083353
-1.082853
-1.082341
1081818
-L.081 288
-1.080742
-1.080128
-1.079624
~1.079050
-1.078465
-1LOTTRTO
-1.077265
-1.076650
-1.076025
-1.075390
«1.074746
~1L.074093
-1.073430
-L0T2759
-1.072079
+1.071391
-1.07T0694
-1.0695990
-1.06927%
-1.068559
~LOGTEM
-1.067102
-1.066363
-1.065619
~1.064870
-1.064115
-1.063356
-1.062592

-1.082706

-1.082468
-1.082222
-1,08(968
-1.081708
-1.08143%
-1.081163
-1.080B78
-1.080586
~1.080284
~1.079974
-1. 079655
-1.079327
-1.078989
~1.078642
-1.078785
-LOT9IE
-L.O07TI84Y
-1.077t53
-1.076754
-LOT6345
-L.0715MS
-LO78493
~1.075050
-1.074595
~1,074129
-1.073681
-1.073161
-1.072659
-L.072{44
-1L.071617
-1.071078
-1.070526
-1.0699%62
-1.069385
~1.O6BT96
-1.068194
+1.067580
-1.065954
-1.066316
-1.065665
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»Suseceptibilidad alternada

108

Tabia 7-{4'7 Susceptibilidad alternada como funcién de la temperatura k77 y el tamafio de 1a malla
L. para distintas concentraciones de dilucién de la malla. p es la fraccion de sitios ocupados,
Resultados para la dindmica de camulos en el modelo de Ising.

BENEBREEESEEGREESSSSESSSEEEEFEEEEEEEEEE

1.23118
11259399
11.295387
11331073
11.366446
11.40t514
11.436262
11470707
11.304821
11538617
11.572078
11.605213
11.638015
11670481
11702598
1.73479
11.765808
11.796883
11.82760%
1157975
11.88087
11.917627
11946904
11975819
12004351
12432516
12.060268
12877
12114729
12141369
1216%620
12193473
12218946
12.244026
12.268699
12 292980
12316859
12340336
12363409

v

15.500653
15.563193
15.625175
15.686587
15.747431
1380703
15867388
15.926474
15.984946
16042814
16100042
16.156682
16.212627
16267942
16322611
16376625
16,4291
16.482607
16.334578
16.585855
16.636433
16.685314
16.735476
16.783901
16831823
16.878609
16.924850
16.970354
17.015104
17.059092
17.102331
17.144789
17186487
17.227396
17.267530
17.306885
17.345444
17.383204

Eial

15.437572

20646633
20739057
082205
20908354
20993408
21077343
21160120
21.241750
2132233
21.401495
21.479586
21.556456
21.632103
21706499
21,779648
21381528
2192113
21.991440
22059448
12126137
2191517
12255545
22318232
231951
22 439539
22498133
22555336
2611156
22.66558]
218609
nTaeo

25257334
25385063
25511257
25.635897
25758911
25890318
26.000059
26118095
26234454
26.349060
26.461905
26.572935
26682156
26789549
26.895037
26.998625
27100418
27.200203
27.298054
27.393927
27487804
27519670
27.669518
21757326
77843084
21926725
28006299
28067763
28.165158

32.183651

33493378
33.801456
34.10%51
40T
347113654
35.013130
35310135
35.604321
35.895645
36.183910
36468967
36750687
I1.028961
37.303558
375714471
37841496
38.104485
33.363476
3861837
133 868698
39.114T3
39.356361
39.593414
39825760
40.053490
40.276405
40.494480
40.707653
40.915855
41.119041
4131207
41.510239
41.698158
41. 880848
22058372
42.230644
4297640
42559322

44, 550987
44988125
45.429543
45.874989
4632474
4a777100
47.233349
47.692841
4R 155G75
48619862
49.086826
49.535580
50025795
50497032
50968769
$1.440670
51912128
52382565
52851669
53318668
53.7TR3081
54244190
54701504
55154312
55.601917
56043907
56479404
36907875
5738N2
57.741180
58144814
$8.538979
SES23(92
53296738
59.659313
60.010536
60.349865
G0.6THSS
60991676

56.823345

57430439
58.044640
58665783
9293732
59926345
60569565
61217388
61871300
6253132
63.197193
£3.868649
654.545540
65. 227600
65.914383
66605020
67.301407
68.0007:7
68. 203651
69409615
0018210
T0.82891]
.541306
T2254522
T2968T50
T3.682884
74396156
75.108017
TSB1TISS
76.524506
.23
TI925529
73617428
79.303352
TH080721
80 649139
8130730
81.953148
82585930
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#Calor especifico

Tabia 7.15.- Calor especifico como funcién de la temperatura £77 y el tamafio de la malla /. para
distintas concentraciones de dilucién de ia malla. p es la fraccién de sitios ocupados. Resultados
para la dindmica de cimulos en el modelo de Ising.

SEGEEREEEEEEEEREREEEEEEREERERERREREEY

1201862
1,205734
1.209599
1.213456
1217307
1.221150
1.224985
1.228814
1.232633
1.236445
1.240248
1.244043
1.247828
1.251605
1.255)T2
1.259130
1.262872
1266617
1.270346
1.274064
12772
1.281469
1.285156
1.288831
1292495
1.296149
1.299790
1.303420
1.307038
1310643
1314237
1.357818
13210387
1.324943
1.328485
1.332014
1335531
1339034
1.342524
1346000

1.227578
1.23181¢
1.236031
1.240239
1.244434
1,248615
1.252784
1.256540
1261002
1.265210
1.269323
1.273424
1.277508
1.2815%
1.2856)4
1.289675
1.293700
1.297708
130172
1305679
1309640
1313385
L7513
1.21483
1.325317
1329154
1333053
1.336893
1.340717
1344523
1348310
135208
1355828
13159559
1.363270
1.366964
1370637
1.374291

1379928
1381539

1.259492
1.26415
1.269111
1.273879
1.278618
1,283328
1.288011
1.292669
1.29729
1.301897
1.30647%
1.311017
1.315%36
1.320028
1.324492
1.328930
1333340
13372
1342017
1346406
1.350706
135499
135924
1.363442
1.367631
13717
1.375928
1.380034
1.384113
1.388i62
1392184
1.396177
1.400142
1.404078
1. 407985
1411864
1415714
1.419535
1.423327
1.427089

1.252230
1.257611
1.2629%9
1.268216
1273442
12622
1.283753
1.288839
1.293880
1.298877
1.303833
1.308747
1313620
1318454
LIB29
1.328006
1332726
1.33740%
1342057
1346668
1351244
L3IS5T86
1.360293
1.364767
536927
LITIG14
1.377988
1.38232%
1385638
1390913
1.395158
1399365
1.403548
1407656
1411811
1415896
1.419987
1.423967

1171574
1183330
1. 194860
1.206157
1217219
t.228042
1.238628
1.248969
1.259068
1.268924
1.278538
1.28013
1.297050
1.305950
1314620
1.323065
1.33128%
1,339289
1347081
1.354666
1.362050
1365241
1.376244
1.28306%
1.389713
1.396191
1400508
1.408670
1.414683
1.420552
1.426286
1.431889
1.437366
1442702
1.447966
1.453100
1.458129
1.463057
1,45T89G

0.753455

0771843
G.790523
0.809481
0.828703
0848175
0857881
0387809
0907929
0928225
0548672
0969244
0989916
1.010652
1031438
1.052227
1.072987
1.093681
1114282
1134743
1.155035
1175109
1194932
1.214465
1.233665
1.252506
1.2720940
1288938
1306465
1.323501
1340007
1.355966
1371356
1.385161
1.400366
1413971
1.426964
1439349
1.451127
1.462307

0.424831
0438133
0451818
0.465950
0:480476
0.495424
0.51079%9
0.526613
0.542862
0559555
0.57669%
0.554284
0.61325
0.630821
0.649767
0.669167
0.689016
0709307
0.730044
0.751213
0.772808
0794818
0817232
Q.840036
0863210
0.886748
0910613
0.934799
0.95%271
0983999
1.008953
1.034100
1.059404
1.084822
1110301
1135810
1.161284
1186674
1211915
1.236952
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»Cumulante de orden 4.

114

Tabla 7.16,-Cumulante como funcién de la temperatura k770 y ¢l tamafio de la malla L para
distinias concentraciones de dilucion de la malla, p es la fraccion de sitios ocupados. Resultados
para la dindmica de ¢imulos en ¢l modeto de Ising.

3

un

ESEEEFEESEESEBERBESSES

0582710
0582040
0.581366
0,580687
(380005
0.579119
0.578629
0.577935
.57
0.576535
0575829
0.575119
0574405
Q573688
0572966
0572241
0571512
0.570778
0.570041
0.569300
0.568353
0567806
0567053
0.566297
0.565536
0564771
0.564003
0.563231
0.562454
0.561674
0.560891
0560103
0559311
0.558316
Q3517
0556914
0.556107
0,555296
0.554482
0.553664
Q552841

058

7031
0.586275
0.535513
0.584745
(0.583972
0583194
0.582410
0.531620
0,580826
0.580025
0.579219
0.578408
0.577591
0.576768
0575941
0.575107
0.574268
0.573424
0572574
0571718
0.570857
0.569591
0.569119
0.568241
0.567358
0.566470
1.563576
0.564677
0.563172
0.562862
0.561946
0.561025
0.560099
0559167
0558230
0.557287
0.556339
0.555385
0.554427
0,553443
0.55249%4

b

0.588157
0,587332
0.586459
0.585579
0.584693
0.58379%
0.582897
0.581988
0581072
0.580148
0.579217
0578278
0.5T1332
0.576379
0575418
0.574450
0.573474
0.572491
0.57150
0.570503
0.56%498
0.568435
0.567465
0.566437
0.565402
0.564360
0.563310
0.562253
0.361188
0.560116
0.559037
0557951
0.556857
0.555756
0.554648
0.553532
0.352409
0.551279
0.550142
0548998
0.547846

0.594

0.59%4088
0.593200
0.592303
0.591397
0.590482
0.58955%
0.588626
0587684
0586734
0.585775
0.584807
0.583830
0.562844
0581850
0.580846
0.579433
0578812
05777182
0.576743
05715695
0574633
0573572
0.572497
057414
057032
0.569221
0568111
0,.566992
0.565865
0.564729
0.563584
0.362431
0.561268
0.560098
0.558918
0357730
0.556334
0.555329
0554115
0.552893

TN

0.593677
0.592535
0.591378
0.590206
0.589%021
0.587821
0.586607
0.585319
0534137
0.582880
0.581610
0.580326
0.579028
051776
0.57631
0.575052
0573699
0.572333
0.570953
0.569560
0.568154
0.566734
0.565301
0563855
0562396
0.560923
0.559438
0.557939
0.556428

CaEEE

0.604863

0.604105
0.603323
0602518
0.60168%
0.600836
0.599958
0.599054
0.598124
0.597162
0.596186
0.595177
0.554140
0.593075
0.591982
0.590861
0.589711
0.588532
0.587324
0.586087
0.584820
0.583524
0.582198
0.580843
0.579459
0578045
0.576602
0.575131
0.573630
0.572101
0.570544
0.568959
0.567348
0.565708
0.564044
0.562353
0.560638
0358897
0.557133
(.555345
0.553535

0.607706
0.606931
0606136
0605321
0.604485
0.603628
0.602748
0.601843
0.600918
0.599968
0.598992
0.597991
0.596962
0.595907
0.594824
059312
0.592570
0.591398
0.590195
0.588960
0.587691
0586389
0.585053
0.56368]
0.582273
0.580829
0.579346
0.577825
0576268
0.574665
0.573025
0.571343
0.565620
0.567855
0566046
0.564195
0.562300
0.560362
0.558380
0536354
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»Razones de cumulantes

7

Tabla 7.1?.- Razones de cumulantes como funcidn de la temperatura £7/f para distintas
concentracionies de dilucién de la malla. p es la fraccién de sitios ocupados. Resultados para la
dindmica de camulos en el modelo de Ising.

SE85¢

EEEREREE

L)
use
un
us

£5E

AN

SSSEEEEEEEEEREEREEEN

09581776
0.9583679
0.9585854
0.9588335
0.9591124
0.9594237
0.9597662
0.9601447
09605579
05610126
09615024
0.9620341
0.9626081
0.9632246
09634873
0.9645964
0.9653542
0.9661642
09670353
0.9679414
09689128
0.95699%419
09710311
09721842
09733985
0.9746801
09760313
0.9774495
0,9789408
0.9805063
0.9821469
0.98338670
0.9356645
09875440
0.9895068
09915541
0.9936857

10365057
1.0365545
10365799
1.0365818
1.0365583
1.0365076
1.0364314
10363261
0361881
. 0360209
10358224
1.0355873
1.G353191
1.0350123
1.0346667
10342841
1.0338388
10333889
LO328761
10323184
10317120
10310531
10303451
1.0295860
140287702
10278973
L.026969%0
1.0259777
10249267
10238122
1.0226338
10213894
1.0200750
10186939
1.0172420
LS
1.0141209
£.01 24450
10107047
1.0088841
1.0069865

1.0320172
10379008
1.0377679
1.0375951
LO37I859
10371419
10368613
1.0365422
1.0361844
1.0357897
10353525
1.0348763
1.0343573
16337936
10331887
1.0325387
10318436
10311049
1.6303189
1.0294871
1.0286076
10276820
1.0267083
10286862
10246191
10235033
10223385
1.0211281
EO198761
1.0185641
1.0172101
10158114
10143655
LO1287RE
1.0113443
10097663
1.0081477
1.0064348
1.0047810
1.0030361
1.0012553

1.0291132
10289671
1.0287860
1.0283682
1.0283134
1.0280197
1.0276867
LO273162
1.0269044
10264545
1.0259623
10254327
1.6245620
£.0242487
1.0235962
1.0229043
1.0224708
L213974
1.0205836
10197293
1.0188397
LOYT9089
10165405
10159358
1.0148%66
1.0138138
1.127076
10515611
1.0}03843

1.0226T8S
1.02309225%
1.0231473
1.0233546
10235443
LO37145
1.0238636
1.0239915
10240963
10241745
1.0242294
1.0242559
10242553
10242226
1.0241591
1.0240649
10239362
10237694
1.0235660
10233241
10230417
10227152
1.02234%9
1.0219320
LO2]14678
1.0209548
1.0203928
10197761
1.01%1061
10183789
LOI75943
10167517
10158455
10148806
1.013849%4
10127532
1.0115916
1.0103606
1.0090631
1.0076970
L.0062598

0.9664739
0.96626596
0.9660852
09659222
09657791

09656560
09655577
69654843
0.9654362
0.9654132
0.9654186
0.9654577
0.9655204
0.9636171

09657479
09659128
0.9661154
0.9663560
0.9666348
09669551
0.9673196
09T
0.5681807
0.9686832
0.9652351
0.9698379
0.9704560
0.9712075
0.9719764
05728030
09736940
09746487
Q9756610
09767423
09778923
0979110
0.980400%
09817618
0.9831978
09847076
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4.- Escalamiento g tamailo finito.
¥ Parametro de orden.

El anilisis de escalamiento a tamafio finito para el modelo de Ising 2d y dindmica de ciimulos para
el parémetro de orden s¢ muestra en la figura 7.17.

10
-,
L |
¥ M
»ame
0'1\.1 1 10
ML (£<0)
e L=0n eL=24 ¢ L=
s L= o L =40 o L=

it

log{M P

log(itll)

(b}
Fig. 7.17.- (x).- Funcitm de escalamiento para el parimetro de orden en el modelo de Ising 2d con dindmica de ciimulos, Los
valgres de los exponentes criticos ajustados son: v =1, §= 1/8. (b}~ Ajuste de recta para valores grandes del argumento. El

valor de la concentracion de espines es p = 0.900,
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>Susceptibilidad altemada,

En cuanto al escalamiento de la susceptibilidad, los resultados se muestran en {a figura 7.18.

Funcion dec escala
®

B . .
’l‘. $ POk {\_*.’.m L] "M

eletd

Li®m
L1 T
oLn®y

kTXL

S R

00 . —
ai 10 0o

L
(2)

4 %55 0.60 CES 0.70 Q.75 0.80

-1.3%
-1.404
-1.45
-1.50%
-1.85
-1.60
-1.85¢
-1.70

log (kT'x L)

ATEE e LB L Ve e e e T i e D e e

log () L)

()
Fig. 7.18.- (2).- Funcién de escala para 1a susceptibilidad en &l modelo de Ising 24 con dindmica de qimulos. Los valores de
los exponentes criticos ajustados son: v = [, y= /4. (b).- Ajuste de recta para valores grandes del argumento. El valor de la
concentracion de expines s p = 0.900.



5.- Diagrama de fase 'vs_p.

De manera semejante al caso de la simulacion con el algoritmo de Metropolis, la interseccion de las
razones de cumulantes permite una estimacion de la temperatura critica para cada valor de la
concentracién de espines p [7.2]. Los resuliedos de tales estimaciones se muestran en la tabla 7.18 para la

simulacién MC con dindmica de cimulos.

Tabia 7.18.- Diagrama de fase T, vs. p para o modelo de Ising
diluido con dinkmica de cimulos. Se incluye um estimacién
del error estadistico asociado a Ia determinacion del dingrama,

asi como una comparacidn con resultados

publicados en ta

literatura: = {7.7] * {7.8] * [7.5] ~[7.10] # [7.11]

0.593 aprox 0
04.600 o412"
0.650 0.807 "
0.666 0.929 ~
0.666 0.909 *
0.700 1.049 "
0.700 1.05-1.08"
0.700 1.101 #
0.750 1.2966 *
0.750 1300~
0.800 1.505
0.800 1.506 *
0.800 .57t~
0.800 1498 #
0.850 1.708 "
0.875 1.805
0.889 1.893 ~
0.889 1.861*
0.900 1.899
0.900 1.901"
0.900 1.902 "
0.900 1.903 #
0.925 1.995
0.950 2.085
0.950 2,143 0

0.005

0.005

0.009

0.008
0,008

La consistencia entre estos valores y los que se obtienen mediante la simulacién MC con el
algoritme de Metropolis es notable, la diferencia entre estas dos mediciones permite una estimacién del
error estadistico asociado a los valores de 7.{p) asi obtenidos, los cuales se inciuyen en {a Tabla 7.18. Los
mismos resultados sc muestran de manera grifica en la figura 7.19. En la tabla se incluyen también, a
modo de comparacion, los valores de T, reportados en la literatura para otros valores de p y calculados

mediante técnicas varias.
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Fig. 1.19.- Disgrama T, vs. p para el modelo de Ising 2/ dihido.
Resultados para la simulacion con dinimica de camulos.

*Trd
9.5
20t
15
+ Ben mabao
101 ©De Saura, Morcira [7.7]
X Balesteree, o, 2l {7 8]
A Fuhn {7.9)
OMneo, Fuln [7.14]
051
0 P
050 045 0.60 0.65 0.70 015 0.80 cgs 090 095 1.00

Fig. 7.20.- Diagrama de fases; comparacién con otros estudios.

Los métodes empleados en las investigaciones reportadas en la fig. 7.20 son varios: en la ref, [7.7)
se emplea un método de grupo de renormalizacion - montecarlo (MCRG), en {7.8] s¢ hace uso de una
técnica MC de cumulantes (variante de un solo cumulo de Wolff), en tanto que en {7.9] se investiga una
técnica que combina la aproximacién de gran ensamble con renormalizacidn fenomenoldgica. Finalmente,
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en {7.10] se aplica un mapeo del modele hacia un sistema en equilibrio termodindmico y se investiga
mediante técnicas de matriz de transferencia, invariancia conforme y renormalizacién fenomenolégica.
Esta serie de investigaciones permiten la construccién completa del diagrama de fase para ¢l modelo en
estudio, y muestran la precisién lograda en su determinacién, asi como la cobsistencia entre las distintas
técnicas empleadas.

7.3. - Modelo XY (interacciones ferromagnéticas).
{a) Resultados para dindmica tradicional.
1.- i 8) ¢l algoritmo con dindmica icional.

PROGRAM XY_FOR

PARAMETER (To = 1.32,L = 128,Noeg = 10000,deltaT = 0.02}

PARAMETER (N_TEMP = 26,PASOSMC = 110000, IMP = 10000}

DOUBLE PRECISION MagTx,MagTy,MagT,ET, suscx,suscy,suscT,ce

DOUBLE PRECISION phil, phir, phiu, phid

DOUBLE PRECISION deltaE, razon, T

DOUBLE PRECISION XY(L,L},DOSPI

DOUBLE PRECISION Mo, Mx, My, E

DOUBLE PRECISION deltaphi, deltaphimax

INTEGER n_acept,n_ajuste,SEED,N

INTEGER %, ¥

INTEGER xp, ¥yp

INTEGER  xm, ym

OPEN{UNIT = 10, FILE = "XY", STATUS = "NEW')

WRITE(10,*) ' SALIDA DEL PROGRAMA XY.F °'

WRITE(10,*) 'longitud lineal de la malla: ', L

WRITE(10,*) 'Numero de pasos MC por spin', PASOSMC-Noeg

WRITE(10,*}) 'Se han realizado configuraciones hacia el
+ equilibrio = ',Noeqg

WRITE(10,*} 'mecs kT/J M{X) M{Y) M ENERGIA SUSC{X) SUSC(Y)
+ CAL. ESP.'

DOSPI = 6.2831853071

SEED = 3543

deltaphimax = 0.5

Mo = L*L

n_ajuste = 5

n_acept = 0

NORM = PASOSMC - Noeq

DO 30 k = 1,N_TEMP

seed = int (10000*ran({seed} + 1)
T = To - deltaT*k
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DO 45 j = 1,L
DO 45 i = 1,L
XY{i,jy = 0.0
45 CONTINUE

DO 60 n = 1,PARSOSMC
DO 75y =1,L

Yyp =y +1

ym=y -1

IF(y .EQ. 1} ym =1L
IF{y .EQ. L} yp =1
DO 90 x = 1,1

xp=x +1

xm=x -1

IF(x .EQ, 1) xm = L
IF({x .EQ. L) xp =1

deltaphi = (1 - 2*ran(seed))*deltaphimax
phil = XY (x,y) =~ X¥(xm,y)
phir XY ({x,y) - XY(xp,Y}
phiu = XY(x,y¥) - XY(x,ym}
phid XY (x,y) - XY(x,yp}
deltak =
cos {DMOD (phil, DOSPI) ) ~cos (DMOD (phil+deltaphi, DOSPI} )+
cos [DMOD (phir, DOSPI) ) -cos (DMOD (phir+deltaphi, DOSPL} )+
cos (DMOD (phiu, DOSPI) ) -cos (DMOD{phiu+deltaphi, DOSPI} )+
cos {DMOD (phid, DOSPI) } —cos (DMOD (phid+deltaphi, DOSPI}) )
IF {deltaE .LE. 0) THEN IACEPTA EL MOVIMIENTO.

XY(X,y} = XY(x,y}) + deltaphi

n_acept = n_acept + 1
ELSE IF{exp{-deltak/T) .GT. ran{seed)) THEN
! ACEPTA EL MOVIMIENTO CCN PROBABILIDAD EXP{—AE/T)

XYi{x,y) = XY{x,y} + deltaphi

n_acept = n_acept + 1
END IF

90 CONTINUE Iciclo en x
75 CONTINUE 'ciclo en y
!**!*i******** CONTROL DE LA RAZON DE ACEPTADOS EXER S RS RS X RSN
IF(mod(n,n_ajuste} .EQ. 0} THEN
razon = real({n acept)/real(n_ajuste*Mo}

hn w

+ + + +

IF(razon .GT. 0.5) THEN
deltaphimax = deltaphimax*1.05
ELSE
deltaphimax = deltaphimax*0.95
END IF
n_acept = 0
END IF
IF{n .GT. Noeq) THEN
= 0.0

Mx = 0.0
My 0.0
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DO 105 § = 1,L
Do 105 i = 1,L
Mx = Mx + sin(DMOD(XY(i,j),DOSPI})
My = My + cos(DMOD(XY{i,3),DOSPI}}

IF({i .NE. 1) .AND. (j .NE. 1)} THEN
E = E + cos(DMOD(XY(i,j} - XY(i-1,j),DOSPI}) +
+ cos (DMOD {XY (i,i) - X¥{i,j-1),DOSPI))
ELSE IF((i .EQ. 1) .AND. (3 .NE. 1)) THEN
E = E + cos{DMOD(XY(i,j} - XY(L,j},DOSPI}} +
+ cos (DMOD (XY (i,3) - ®Y(i,3-1),DOSPI)}
ELSE IF((i .NE. 1)} .AND. (j .EQ. 1))THEN
E = E + cos{DMOD{XY{i,j} - XY(i-1,3),DOSPI}) +

+ cos (DMOD (XY (i,3) - XY(i,L},DOSPI})
ELSE
E =E + cos(DMOD({XY(i,]j) - X¥(L,]j),DOSPI}} +
+ cos (DMOD (XY (i,3) - XY (i,L),DOSPI))
END IF
105 CONTINUE
E = E/Mo
Mx = Mx/Mo
My = My/Mo

MagTx = MagTx + abs(Mx)

MagTy = MagTy + abs{My)

ET = ET + E

SuUSCX = sSuscx + Mx*Mx

suscy = suscy + My*My

ce = ce + E*E

IF({MOD(N, IMP) .EQ.0) THEN

NORM = N-noeg
WRITE{10,100)NORM, T, MagTx/NORM , MagTy/NORM ,

+ sqrt(MagTx/NORM*MagTx/NORM + MagTy/NORM*MagTy/NORM),
+ BET/NORM, (suscx/NORM)}*Mo, (suscy/NORM)*Mo,
+ sqrt({suscx*Mo/NORM}*+*2 + (suscy*Mo/NORM}**2),
+ (ce/NORM - ET/NORM*ET/NORM)*Mo
ENDIF
100
FORMAT (1X,15,F10.4,F%,4,F9.4,7F9.4,F12.4,F9.3,F12.3,F13.3,F13.3,F13.3)
END IF '
60 CONTINUE fcicle en PASOSMC.
30 CONTINUE icicloen T
END

2.- Relajacién al equilibrio.

En las tablas 7.19 & 7.21 se muestra el comportamiento de distintas cantidades termodinimicas de
interés como funcién del tiempo * para ¢l modelo XY usando el algoritmo de Metropolis.

* En este contexto, ¢l tiempo es aquel imtroducido por fa dindmica estocéstica asociada a a simifacion MC.



Tabla 7.19.- Relajacidn hacia ef equilibrio de la magnetizacion {rms) en ¢l modelo XY
para dos temperzturas. Resultados de la simmilacion MC con ¢ algoritmo de Metropolis.

k=64

i tempo L=15
20000 04221
30000 0.4180
40000 04134
50000 0.4068
60000 0.3962
70000 0.3973
80000 0.3%40
90000 0.3959
100000 0.3964

MAG.
L=3

"0
0.3036
03110
0.3176
03254
03359
03337
0.3309
0.3366
63220

Xriegsd "7
© - tiempo S L=128
T00000 7T 0420 T 05ae
20000 0.4817
30000 04752
20000 0.4852
50000 0.4868
60000 0.4841
70000 0.4881
80000 04914
90000 0.4861
100000 04772

L=60

02546

0.2469
0.2800
0.2769
0.2730
0.2866
0.2777
0.2799
0.740
0.2810

0.5726
0.5675
0.5740
0.5707
0.5689
0.5650
0.5687
0.5672
0.5674

L=128
Tonan
0.1352
0.1439
0.1554
0.1525
0.1417
0.1362
0.1319
01272
0.1250

L=15.

i S

06285

MAQONBTIZACION

043 o
LXK S
0.3
LE ¥
oxs 47 &
e
[RER - e
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Fig. 7.21.- Relajacion al equilibrio de ta magnetizacién rms ens of modelo XY.

127



Tabla 7.20.- Relajacion hacia ¢l equifibrio de la energia en el modelo XY
para dos temperaturas. Resultados de la simulacion MC con < algoritmo de Metropolis.

=104 7

-

128

1 R s .
| tiempo- L=15 L =30 L=60 . L=128
CTwe00 T T T T T1ag7 Trze0n 2602 7
20000 1.2888 1.2681 12593 12602
30000 1.2870 1.2654 12625 1.2606
40000 1.2872 1.2666 1.2625 1.2609
50000 1.2866 1.2680 12619 1.2611
60000 1.2861 1.2683 1.2633 1.2610
70000 1.2860 1.2651 1.2633 1.2611
80000 1.2858 L2691 1.2633 1.2609
90000 1.2864 1.2697 1.2628 1.2607
100000 1.2863 1.269%4 1.2632 1.2608
-] tengo LB Lwp0 | Lm3p
T TTieaee T TTTHEeSS T imws T Timn T
20000 13961 1.3972 13989
30000 1.3958 13970 13990
40000 1.3961 1.3969 1.3996
50000 1.3961 1.3965 13996 1.4067
60000 1.3959 1.3970 1.3996 1.4071
70000 1.3961 1.3970 13994 1.4068
80000 1.3962 1.3970 1399 1.4067
90000 1.3962 13972 1.3992 1.4068
100000 13959 1.3972 13993 14072
hT/Ewl.04d LT/Ew o4
180 3 Qs o = e e+ e A .
1399, , 3 :
£ a]hE g !
2 X 2 1w}
E e 4" ] :
- ard E 15 M ‘_‘m ]
| gl e § S B o o b ke - IR
OB+ #E400  4[+04  of+04  SE4O4 1I40S OE+0 20404 4E+04 oE+0d BE4OL VL4038

Tiempo

Tisnpo

Fig. 7.22.- Relajacion hacia el equilibric de la energia por espin para & modelo XY,



Tabla 7.21.- Relajacion hacia ¢f equilibrio de la susceptibilidad magnétics en ¢l modelo XY
para dos temperaturas. Resultados de ia simulacidén MC con el slgoritmo de Metropolis,

129

KTA=104 Susoept.  magnftica B
titmpo Lt - L=30 L=60 L=128
0000 635 T 7 14060 23541 24504
20000 61.63 149.05 22193 316.89
30000 60.97 1419 278.65 4742
40000 6098 146,18 m.m 395.76
30000 60.55 150.19 268,57 388.82
60000 60.19 152.29 293.69 M5.16
70000 60.13 153.69 28276 IR
80000 60,03 153.01 28844 309.97
90000 60.17 154,65 275,75 290.92
100000 60.19 151,62 286.02 281,27
Kt -0.94" ' Sasoept. | Magnética” o '*1
. timpo. L=128 . L =60 - L=30 - L=1¥ !
BT T X N T Y. asse0 T gm0
20000 3339.51 1000.69 26429 8289
30000 M10.48 909.77 257.79 80.02
40000 3651.97 93538 265.64 79.92
50000 3719.62 94595 259.95 78.88
60000 3663.48 9(3.88 25785 782
70000 373947 861.67 25640 78.16
80000 3697.13 83235 256.44 78.20
90000 3556.07 847.26 255.04 78.26
Y Ev 104 hY/Ew e84
w - A - @0y - N ¢
2 %0 2 5 2300
88w 8 § oo
o g:aﬂ 3 2 Enm
Bam 2 oo
E L2 t % 1300
o 3“" 8 ;‘“" :
§3ni § 3 m
"3 Q - + o ] ]
o0f400 2E404 €408 ofe0d 404 LEHDY Of+on BE+0i  4Be0d  oE40L 240t 1L+
Tamps Tlampo
i Thih SiiE ki

Fig. 7.23.- Relajaciém hacia of equilibrio de la susceptibilidad magnética para ef modelo XY,



3.» Cantidades termodindmicas,
»Magnpetizaciba (r. m. 3.)

Tabla 7.22.- Magnetizacion (rms} como funcién de la temperatura 477/ y el
tamaflo de la malla L para el modelo XY con dindmica difusiva.

O S ot A ol A L R
T30 T T o028 G063 T o0i22” T 02566
1.28 0.0303 0.0646 0.1337 0.2684
1.26 0.0328 0.0680 0.1399 0.2764
1.24 0.0340 0.0773 0.1514 0.3009
1.2 0.0378 ¢.0792 0.1606 0.3141
1.20 0.0408 0.0871 0.1774 0.3455
1.18 0.0432 0.0955 0.1969 0.3705
116 0.0516 0.1033 02123 0.3967
L14 0.0539 01129 0.2341 0.4235
L12 0.0605 0.1406 0.2603 0.4496
L10 0.0774 0.1587 03154 0.4766
108 0.0873 0.1832 0.3530 0.4982
1.06 0.1016 0.2165 0.3901 0.5189
104 01272 0.2810 0.4206 0.5446
1.02 0.1805 0.3292 0.4614 0.5610
1.00 0.2350 0.4026 0.4875 0.5871
0.98 0.3720 0.4688 0.5326 0.5986
0.56 0.4376 05128 0.5552 0,6095
0.94 0.4861 0.5130 0.5674 0.6267
0.92 0.5012 0.5386 0.5901 0.6409
0.90 0.5384 0.550% 0.6022 0.6548
0.88 0.5203 0.5605 0.6003 0.6616
0.86 0.5616 0.5889 0.6205 0.6685
0.84 0.5317 0.5980 0.6393 0.6771
0.82 0.3584 0.6210 0.6413 0.6820

0.80 0.6178 0.6150 0.6522 0.6915
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Fig. 7.24.- Magnetizacion (rms) como funcién de la temperztura y
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Fig. 7.25.- Energia por espin como funcion de la temperatura y
la longitud de la malla para &l modelo XY con dinkmica de Glauber.




> Energia.

Tabla 7.23.- Energia por espin como funcion de la temperatura 477/ y el tamafio de
la malla L para el modelo XY con dindmica difusiva.

I KBS RN AC) ) B & 77 L=3" 77 L.l 7
1307 Toes99 T T 09399 09405 09458
1.28 0.959 0.9597 0.9603 0.9677
1.26 0.9803 0.9802 0.9807 0.9849
1.24 1.0016 1.0019 1.0025 1.0094
122 1.0236 1.0235 1.0244 1.0324
120 1.0467 1.0465 1.0474 1.0625
118 1.0703 1.0705 1.0730 1.0880
1.16 1.0958 1.0953 1.0574 11179
114 1.1212 11216 1.1225 1.1453
L12 1.1480 1.1471 L1510 1.1748
110 1.1752 1.1759 1.1816 1.2053
1.08 1.2037 1.2033 12108 1.2324
1.06 12314 1.2323 1.2415 1.2588
1.04 1.2607 1.2632 1.26%4 1.2863
1.02 1.2901 1.2924 1.2995 13115
1.00 13180 13220 1.3258 1.3386
0.98 1.3474 13502 1.3534 1.3611
0.96 13725 13749 1.3776 1.3839
0.94 1.3962 13972 1.3993 1.4072
092 1.4184 1.4193 1.4203 1.4248
0.90 1.4385 1.4388 1.4409 1.4448
0.88 1.4575 1.4581 1.4598 14628
0.86 1.4762 14764 14771 1.4807
0.84 1.4937 1.4938 1.4941 14972
082 1.5104 1.5107 1.5115 1.5153

0.80 1.5268 1.5272 1.5277 1.5282



» Susceptibilidad magnética.

Tabla 7.24.- Susceptibilidad magnética como funcion de la temperatura 477/ y ¢l

tamafio de |2 malla /, para el modelo XY con dinAmica difusiva.

e
T130

1.28
1.26
1.24
L2
1.20
LI8
1.16
1.14
1.12
110
1.08
1.06
1.04
1.02
1.00
098
0.96
0.94
0.92
0.90
0.88
0.86
0.84
0.82
0.80

-

Le128
14.94
16.84
19.69
2101
25.81
29.83
34.12
4144
52.11
66.69
11124
132.95
195.71

290.92
583.46
958.94

2069.97

262846

3556.07

3454.94

456838

3742.16

4441.60

4460.93

4592.19

571170

LG
1617

16.83
18.49
23.42
24.60
30.24
36.15
42.48
50.71
76.86
98.03
129.73
175.78
286.02
376.83
536.28
710.79
783.94
857.57
904.81
965.96
1027.34
1101.06
1106.50
1218.39
1215.23

T L=30

1521
17.51
19.17
22.64
25.29
3031
36.97
4278
51.97
63.33
86.95
105.79
130.58
151.62
176.13
194,23
221.05
240.71
255.30
273.11
286.19
294.57
306.40
315.58
32624
335.78

TLefs T

1550

16.88
17.94
20.84
22,56
26.76
30.15
M.16
38.15
4263
4741
51.40
55.38
60.19
63.68
68.70
7152
74.83
78.41
81.07
83.85
85.88
87.98
90.67
92.77
94.15

33



» Calor especifico.

Tabla 7.25.- Calor especifico como funcién de la temperatura k7%/ y el tamafio de
la malla /. para el modelo XY con dindmica difusiva.

S L T R T
T T T
1.28 1.647 1.655 1.654 1.177
1.26 1.635 1.663 1.632 1.789
1.24 1.658 1.635 1.643 1.845
122 1670 1.694 1.680 1855
120 1.666 1.702 L.700 1871
118 1.702 1.691 1.736 1.883
L16 L9 17067 1.729 1.891
1.14 1672 1.706 L7 1,880
112 1.674 1.733 1.788 1817
L10 1679 1.689 1.766 1.7173
1.08 1616 L1 1.760 1.679
1.06 1.589 1651 1.722 1.551
1.04 1.535 1.659 1.653 1.452
1.02 1.525 1.552 1.475 1.321
1.00 1,442 1.404 1329 1.188
0.98 1.262 1.207 1.199 1100
0.96 1.129 Lll6 1.072 1.027
0.94 0.994 0.96% 0953 0.891
092 0.888 0.859 0.870 0.839
0.90 0.799 0.786 0.779 0.743
0.88 0.743 0.718 0.705 0.699
0.86 0.664 0657 0.653 0.645
084 0.604 0.605 0.599 0.600
0.82 0.569 0.559 0.555 0.535

0.80 0.514 0.512 0519 0.496



SUSCEPTIBILIDAD

0.7¢ 03¢ 0.86 0.0 0.9 0.9 108 100 110 1.4 113 138 124 1.0
KT/

Fig. 7.26.~ Susceptibilidad magnética como funcion de Is temperatura y
1a longitud de 1a maila pars ¢ modelo XY con dingmica de Glauber.

9

CALOR ESPECIFICO
Ike

0.4 + + + * t + + * +

G.7¢ 088 080 000 G4 008 102 1046 110 LU 11K 132 136 130
KT/J

Fig. 7.27.- Calor especifico como funcion de la temperatura y
1a longitud de la malia pars ¢ modelo XY con dinkmica de Glauber.
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4.- A} de datos a la forma KT

En la tabla 7.26 sc myestran las distintas cantidades termodinamicas medidas con una estimacion
de su desviacion estndar. Estos datos son importanics en la estimacion de algunos de los exponentes
criticos, particularmente el asociado a la divergencia de la susceptibilidad.

Fabla 7.26.- Cantidades termodindmicas en cl modele XY con estimacion de la
desviacion estindar. El tamsfio de la mallaes . = 128,
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‘Tablz 7,26.- Continuacioén.

L3 1 3 1n 3 15
128 12 4 12 4 17
1.8 - 34 4 14 4 %0 -
124 15 5 17 5 23
122 18 5 18 5 24
120 a8 T 23 T 82
118 26 8 21 7 =1
L6 32 9 30 9 “"

r LM -43 © 18 4 -z .80

DL 80 14 8 12 68

L i} 2 ¢o 15 9

L1 us B 103 23 183 -
1.08 is7 a1 44 81 213

S T m- LT 209 ] £70

Nt DR ) & 808... 0. . 836

§ 'lq“ - m - “‘ . ‘“ 5?' m

a8 1066 - a7 - 825 80 185

L 088 . T4 87 2839 138 -3

ioesé- T e " 88 2034 105 a%er

T o2 1558 1] 3193 123 348

. 0s0 4738 H8 - 8324 M8 M

S ) SR 143 - U0 120 gy
ase 181 102 4208 145 “ss
084 . -ABSS . . 134 4268 184 451

i 00 1308 103 5297 183 5458

Los resultados anteriores permiten una estimacion del exponente asociado a fa divergencia de la
susceptibilidad magnética mediante un ajuste de minimos cuadrados a la forma KT, a saber
z=ae,
los resultados para este ajuste se muestran en ia tabla 7.27 y de manera grifica en }a figura 7.28. En el
ajuste se supuso conocido el valor de 7, = 0.894, valor estimado en otras simulaciones. [7.3-6, 6.27-28]

Tabia 7.27.- Valores de los parimetros sjustadas & Ia forma K7,

a 0.5993
b 1.4625
v 07724




Fig. 7.28.- Ajuste de los valores de la susceptibilidad a 1a forma KT.
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CONCLUSIONES.

El método Monte Carlo ha ido superando sisteméticamente lss limitaciones que anteriormente lo
hacian de limitado interés en el estudio de sistemas modelo complejos: el desarrello de la tecnologia del
cémputo a niveles hardware y software, asi como de algoritmos cada vez mis eficientes, hacen del método
MC un método competitivo en el estudio de fenémenos complejos en la naturaleza. El estudio del modelo
de Ising diluido presentado en esta tesis arroja resultados que son consistentes con los resultados de la
solucién cxacta del sisterna sin diluir en el limite de dilucién ligera. La construccién del diagrama de fases
para este modelo se ha realizado mediante el cilculo del cumulante de orden cuatro, itil en la
determinacién de la temperatura critica, en tanto que el tiempo efectivo de computo se ha reducido gracias
a la técnica de pesos estadisticos con histogramas. En lo que respecta a la simulacién del modelo XY,
modelo que no se ha resuelto de manera cerrada, los resultados muestran que ain una simulacién usando el
método de Metropolis permite visualizar ¢l comportamiento eritico del sistema; en particular, los
resultados muestran una clara tendencia divergente de las fluctuaciones de Ia magnetizacion, asi como una
tendencia de la magnetizacién misma a reducir su valor absoluto conforme se aumenta el tamafio de la
malla. Mediante el ajuste de los datos a la forma propuesta por Kosterlitz y Thouless, es posible una
estimacion del exponente critico asociado a la divergencia de la susceptibilidad magnética, las diferencias
con respecto a los valores estimados con otras aproximaciones tales como grupo de renormalizacion y
otros se pueden reducis mediante el aumento en ¢l tamaiio del sistema. En cuanto al andlisis de resultados
mediante 1a técnica de histogramas, su empleo en la simulacién del modelo de Ising diluido ha permitide
extraer una mayor cantided de informacion de la simulacion, haciendo posible aurnentar ¢l muestreo de
configuraciones de dilucién en el doble promedio requerido para los sisterna diluidos.

Las simulaciones realizadas sientan las bases para la investigacion de un modelo tedrico * que
pudiese ser relevante en la superconductividad de alta temperatura de transicion, modelo en el que existe
una dilucién mutua entre los dos modelos estudiados en este trabajo, y donde el pardmetro asociado a la
dilucién es ia concentracidén x de &tomos de impureza, e. g St en el compuesto La,  Sr,.CuQ,, siendo esta
dilucién tal que existe un cambio de anisotropia de tipo Ising antiferromagnético a tipo XY
ferromagnético. Uno de los objetivos del estudio MC de este modelo es la construccion del diagrama de
fase T, vs. x, en tanto que un paso intermedio lo constituye 1a simulacién del modelo XY diluido, en
particular e estudio de su diagrama de fase, simulacién actualmente en curso y para Iz cual se aplican las
técnicas de dindmica de tiempos cortos, * que tienen la ventaja de no padecer el frenado critico (en inglés
“critical slowing down™).

? Robledo, A., Varea, C. Physica C166, pp 334 (1990) ; Robledo, A. Physica €220, pp 271 (1993).

* B.Zheng, M. Schulz, S. Trimper. Phys. Rev. ES9, R1351 (1999); B. Zheng, Int. J. Mod. Phys. B12, 1419 (1998), B.
Zheng, Com, Phys. Comm. 121-122, 338 {1999).
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