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INTRODUCCION



Introduccion

Presentamos un grupo de problemas de: razén de cambio, mdximos y minimos,
trabajo, poblacién, ley de Newton de enfriamiento, costos, etc.

Estos problemas estan resueltos en forma detallada para que puedas seguir-
los paso a paso. Debes tener en cuenta que podemos dividir las matematicas en
2 formas: La primera es la parte mecdnica que es donde te ejercitas con proble-
mas, donde no es necesario pensar mucho sino simplemente aplicar una. férmula
o aplicar una técnica; en esta parte se te puede ensefiar una o varias técnicas y
lo dnice que debes hacer es seguir el método . La otra parte consiste en resolver
problemas para los que si requieres pensar, obviamente ningin profesor te va a
ensefiar & pensar.

Es como jugar futbol. El entrenador te ensefard la técnica (dominar el
balén, golpear el balén de cierta forma). Pero en un partido td debes saber
en que momento aplicar lo aprendido; es igual en matematicas la técnica seria:
factorizar, derivar, integrar, etc y el partido (“aplicaciones de las matem4ticas™)
seria la resolucién de los problemas.

Te mostraremos cdmo se resuelven esos problemas, esto no quiere decir que
sea la Unica, forma de resolverlos, tal vez haya una persona que lo haga en una
forma muy diferente, pero existen ciertos principios basicos que son los mismos;
estos principlos esperamos los encuentres por ti mismo. Lo que buscamos es
prepararte para resolver problemas de cualquier tipo.



Parte 11

PROBLEMAS



Capitulo 1

Razon de Cambio
INTRODUCCION

Una de las preguntas mads frecuentes que hacen los alumnos es: jpara que
sirven las mateméticas? esta pregunta la hacen principalmente por que (segiin
creo) la mayor parte del tiempo solamente resuelven problemas de tipo al-
gebraico, esto es; pueden estar resolviendo ejercicios de geometria analitica,
calculo 6 estadistica pero todo en el contexto del dlgebra, dedicandole muy po-
co tiempo a la solucién de problemas donde se puede apreciar la belleza y poder
de las mateméticas, en muy pocas escuelas se resuelven problemas de “aplica-
cién”. A lo largo del trabajo iremos respondiendo parcialmente la pregunta.

Nuestra primera serie de problemas son los concernientes a la razén de cam-
bic ¢ razones afines también se le conoce como razones relacionadas. Un pro-
blema de este tipo implica el uso de dos 0 més cantidades que varien con el
tiempo (esta condicién es importante), a la derivada de estas cantidades se le
llama razén de cambio; por ejemplo si y mide una distancia, la cual varia con
el tiempo ¢, entonces % se le llama razén de cambio, en este caso a esta razén
se le llama rapidez (la magnitud del vector velocidad).

Es importante hacer notar que los valores de estas cantidades estdn dados
en clerto instante, recuerde que el concepto de derivada es de tipo local, es decic
en un punto y en una vecindad entorno a él.

El problema consiste por lo general en determinar la razén de cambio que no
es conocida en un instante dado. La técnica es aplicar derivacidn implicita a una
relacién que conecte una variable ¥ con otra variable z vy conocer de antemano

dz

el valor de .

11



12 CAPITULO 1. RAZON DE CAMBIO

Los problemas estdn expuestos en grado de dificultad desde el mas simple
hasta el mis complejo.

1.1 Ondas circulares en un estanque

Una. piedra se deja caer sobre un estanque en reposo y produce ondas circulares
concéntricas. El radio r de la onda exterior en un momento dado tiene una
rapidez de 30 centimetros por segundo. Cuando su radio es de 120cm , ja qué
ritmo esté creciendo el drea fotal A de la zona perturbada?

SOLUCION

El 4rea del circulo esta dada por la férmuta: A = mr?

El ritmo de crecimiento del 4rea estd dada por la expresidn:

dA
dt

Aplicando la derivada con respecto al tiempo a la férmula del drea para el
circulo; obtenemos:

dA drr?
dt ~ dt
da__a?
dt = dt
Aplicamos la regla de la cadena ;
da_ ddr
at " dr dt

Resolviendo la derivada correspondiente:
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de los datos del problema

% = 30cm/s y 7= 120cm

por lo que si sustituimos:

dA

— = 2n(120cm)(30cm/s)

dA
= =72 2
e 7200wem” [s

Fl irea en ese momento, v solamente en ese momento, crece a un ritmo de
7200mem?.

1.2 Expansion de una burbuja de jabén

Suponiendc que una burbuja de jabén mantenga su forma esférica cuando se
expande, jqué tan rdpido aumenta su radio cuando mide dos pulgadas, si se
sopla aire al interior a razén de cuatro pulgadas cibicas por segundo?

SOLUCION

El volumen de la esfera es: V = 37r® donde r es su radio, si derivamos la
ecuacion anterior con respecto a i

W _s a0
dt 3 dt
aplicamos la regla de la cadena
dv 4 dridr

@ 3 dr dt
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dv 4 o5, AT
E = —71’(37‘ )a"{
dv o dr
E 457 E

Ahora :
La derivada % es la razén de cambio del volumen y es igual a 4in®/s.
La derivada ﬁ—;‘ es la razén (rapidez) del radio; esta es la incognita.

r es el radio = 2in

: d
Despejamos 57
dr 14
i 4‘“ ;  €n esta ecuacién vemos que ‘;—: depende de % yr
T

sustituyendo los valores de cada variable

dr _ 4in’ls _ 1in3/s
dt  4m(2in)?  w(4in?)

dt A
dr .
gl 0.08in/s

Cuando el radio: tiene 2 pulgadas y entra aire a razén de 4 puigadas cibicas
por segundo, el radio crece a razén de 0.08in/s si se cambian las condiciones
anteriores es obvio que % cambiara.

1.3 Rapidez de un Aeroplano

Un aeroplano vuela en direccién horizontal a una altitud de una milla y pasa
directamente arriba de un observador. Sila velocidad constante del aeroplanc
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es de 240 millas por hora, ;Con qué rapidez se aleja del observador 30 segundos
mas tarde?

SOLUCION

[ ]

Avion
= h=]l milla

<

Observador

Sea z la distancia que recorre el avién y y la distancia del avién al observa-
dor por los dadtos del problema la rapidez es; -‘f—ﬁ = 240mi/h y se nos pide que

encontremos 5¥ cuando ¢ = 30seg

De los cursos de fisica elemental v = § despejando la variablez: 2 = vt
para poder sustituir debemos tener todas las variables en las mismas unidades
por lo que los 30 segundos los convertimos a horas, utilizando una regla de tres:

1 hora ~ 3600s

t horas ~ 30s
_ .30 _ 1
t= 36033 = t= mh

Ahora sustituimos = = (240mi/h)(1E} por lo que z = 2mi de la figwa an-
terior vemos que tenemos un triangulo rectdngulo donde se cumple la relacién
y? = 2® + h? sustituyendo:

y? = (9mi)? + (Imi)?
y? = 5mi?
¥ = V5mi
Si derivamos 42 = z? + h? obtenemos:
&’ _dot ¥
dt dt dt
Ahora aplicamos la regla de la cadena en ambos lados de ia ecuacidn:
dy*dy dz*dz
dy &t dz di

2 -
donde aplicamos que ‘% = 0, por que h = 1 es decir; es una costante. Reali-
zando cada derivada se obtiene:
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despejando %f:
d
dy _ 22
dt 2y
cancelando el factor 2 y sustituyendo los valores correspondientes

dy _ (2mi)(240mi/h)

% _ 96v5mi/h
dt

dy }
i 214.7mi/h

Por lo que el avién se aleja del observador a una rapidez aproximada de 215
millas por hora.

1.4 Agua en un vaso de papel

Un estudiante usa un popote para beber agua de un vaso de papel cénico, cuyo
eje es vertical. Si la altura del vaso es de 10cm y el didmetro de la base es de
fcm, ;Con qué rapidez baja el nivel del liquido cuando la profundidad es de
5cm y la rapidez de succidn es de 3 centimetros eiibicos por segundo?

SOLUCION

Con los datos del problema podemos hacer un esquema como el siguiente:

=3 cmt A E

H=1( em

h=5 cm

Definimos las siguientes variables:

H altura del cono = 10cm
R radio del cono = 3em
h profundidad del agua
r radio del cono de agua que se forma

Si en la figura hacemos un corte observamos que se forman dos tridngulos se-
mejantes (rectdngulos), AACE ~ ABCD donde el segmento: AC = H, AE =
R,BC = h, BD =r por lo que podemos establecer las signientes ecuaciones:

R

. H
por semejanza de tridngulos: 7=
r
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despcjando la variable 1 7 = %

puesto que R = 3cm v H = 10cm r:?;_'g

La férmula del volumen de un conoes: ¥V = %rrrzh

2
Sustituyendo el valor de r en la férmula anterior: V = %'n (%) h

Desarrollando: V= 3w (%) h

Finalmente la férmula del volumen es; V' = 3-nh®

Esta férmula es la que utilizaremos para aplicar la regla de la cadena.
4V _ S di
dt 100 4t

dt

dV _ (3n\ dhddh
100/ di dt

v _ (3aY ., ,dh
i (m) G

vV (9xh?\ dh
@~ \ 100 ) &

Fl problema pide que encontremos con que rapidez baja el liguido, esto signi-
fica que debemos encontrar %‘}, para hacerlo solamente despejamos esta, derivada

de la dltima ecuacién:
dh _ 10047
dt-  9mh?

depende de h v de %
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Del problema obtenemos los siguientes datos:

%?=3cm3/s h = 5cm

stituyendo: dh _ ——————100(3%3/3) = ic*m/.s
SUSPRUYERED: % = “on(2Bem?) 3

@- 4cm/s
dt 3¢

El agua est4 bajando a una razén de 8.42cm/s, este resultado solo es vilido
bajo las condiciones anteriores.

1.5 Rapidez con que se separan dos aviones

Un aeroplano vuela hacia el oeste a 400 millas por hora y pasa sobre cierto
pueblo a 1as 11:30 am; un segundo aeroplano vuela a la misma altura hacia el
sur a 500 millas por hora y pasa por el mismo pueblo al mediodia. ;Qué tan
rapido se separan a la 1:00 pm?

SOLUCION
A las 11:30 a.m. A las 12:00 p_f&_Norte

Oeste Pueblo
- &

Avién 1

I -
Avién 2
Sur

Sabemos que el tiempo entre el primer aeroplano y el segundo es de 30 mi-
nutos ¢ media hora, con este dato y Ia ecuacidn de la distancia d = vt podemos
calcular la distancia que recorre €l primer aeroplano.

d=ut d = (400mi/h)(3h) d = 200mi
esto significa que cuando el segundo aeroplano se encuentra sobre el pueblo el
primero avanzd 200 millas hacia el oeste
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Vamos a definir las siguientes variables:

x; la distancia que recorre el primer aercplano
y; la distancia que recorre el segundo aeroplano
s; la distancia entre los dos aeroplanos

v = dt : 1a rapidez del primer aeroplano
Uy = %ii; la rapidez del segundo aeroplano

dt’ la rapidez con que se separan

A partir de las doce tanto el primer como el segundo avién se han desplazado
cierta distancia, usando la ecuacién adecuada encontramos estas distancias:
r=uvt z = (400mi/h)(1h) x = 400mi
y = vat y = (500mi/h)(1h) y = 500mz

Avion 1 _ 200 millas _Pueblo
T

Avidén 2
Vemos de la figura que se forma un tridngulo rectdngulo cuyos lados son

z + 200, ¥ y s y su ecuacién es: s = y® + (z + 200)? sustituyendo los valores
de cada variable tenemos:

= (500)? + (400 + 200)*
52 = 250000 -+ 360000
s = 610000

8~ 781m1

Aplicamos la regla de la cadena

ds? _ d(z +200°  dy?

dt dt dt

ds*ds _ d(z +200)>dz  dy*dy
ds di dz dt dy di

dy

ds
§— = 200) — + 2y—
2s o 2z + ) + Yo
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simplificando el factor 2 sz—i = {z +200) 3—? + yz—gtl
ds (z+200)2 + y%tl

.
d jand — = dt
espejando S

] ds (4004 200)400 + 500(500)
sustituyendo i

781
E 240000 + 250000
dr 781
ds .
Frie 627.4mifh

Esto significa que se estan separando a una rapidez de 627.4mi/h a la 1:00pm
es importante hacer notar que esta rapidez es instantdnea, es decir, si queremos
determinar la rapidez a la que se separan ala 1:05pm debemos hacer los caleulos
correspondientes.

1.6 Rapidez con que se acerca un bote al muelle

En un muelle un hombre tira de una cuerda atada a la proa de un pequefio bote.
Si las manos del hombre estdn a 12 ples arriba del punto en que la cuerda est3,
atada al bote y si estd recobrando la cuerda a razdn de tres pies por segundo,
icon qué rapidez se aproxima el bote al muelle cuando faltan por recogerse 20
pies de cuerda?

SOLUCION

12 ft : ¥ .
.\ /

Primero definamos las variables que vamos a usar:

x; representa la distancia del hote a las manos del hombre
¥; representa la distancia del bote al muelle

Vemos de la figura que se forma un fridngulo rectdngulo, que se expresa
COmo:

v+ (12" =2
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sustituyendo el valor de z = 20 y despejando la variable y

v +(12)7 = (20)%  yf = (20)° - (12)%;
y* = 400 — 144; y° = 256; y=16f

Derivemos la expresion y° + {12)? = z? con respecto al tiempo;

dy* . d(12)*  dz?
dt dt T ar

aplicando la regla de la cadena:

dy2 dy dx" dz

dy dt  dr dt
dy dr
Vi T
. dy |
despejamos 3 :
dy 2%
dt ~ 2

cancelando el factor 2 ¥ sustituyendo valores

dy _ (20f1}(3ft/s)
dt 16 f¢

dy
=37
= = 315ft/s

Esto significa que el bote se acerca al muelle a una velomdad aproximada, de
3.75 pies por segundo.
1.7 Rapidez con que resbala una escalera

Una escalera de 20 pies est4 recargada contra un muro. Sila base de la escalera
resbala a lo largo del pavimento jcon qué rapidez baja por el muro el épice de
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la escalera? cuando en ese momento su base esta a 4 pies del muro v la rapidez
con que resbala es de 2 pies por segundo.

SOLUCION
apice
|
Muro 204 h 20 ft
base r

Definamos las variables que vamos a utilizar:

h: representa la distancia del 4pice al suelo; es una incognita

r: representa la distancia de la base de la escalera al muro = 4§t

%: representa la rapidez con que baja el dpice; esta es la pregunta del

problema
%: es la rapidez con que se desplaza la base de la escalera = 2ft/s

De la figura se observa que se forma un trisgngulo rectdngulo con lados h,r v
20 (el valor de la hipotenusa). Aplicando el teorema de Pitigoras:

B +r? = (20)% (1.1)
vamnos a sustituir r y despejar h
12+ (4)2 = (20)?
B = (20)% — (4)?
k% =400 —16
h? =384
h~196

Ahora vamos a derivar la ecuacién (1.1):

di? | dr® . d(20)?
T @




1.8. DESPLAZAMIENTO DE UNA MANCHA DE PETROLEO

dh* dh  dr® dr

B 1 1 d P —— —_ =
aplicando la regla de la cadena: —-— + ———

dh dr
2h—§ + 2’1"% = 0
. dh -Q'r%
despejamos Py
dh %
cancelamos el factor 2: .

sustituimos en esta ecuacidn los valores de las variables

dh _ _4ft(2ftfs)
dt 196t

dh
Eﬁ_ o~ '—04ft/3

El signo negativo es por que la escalera se estd moviendo hacia abajo con

una rapidez de 0.4ft/s

1.8 Desplazamiento de una mancha de Petroéleo

Se derrama petrdleo de un tangue roto formando una mancha circular. Si el
radio del circulo crece en promedio con upa rapidez de 1.5 pies por segundo,

jcon qué rapidez aumenta el drea cubierta al término de 20 segundos?

SOLUCION

La férmula de la distancia es d = vt, tomamos a r en lugar de d y sustituimos

r = (1.5ft/s)(20s), es decir r = 30f1

Sabemos de geometria que el drea de un circulo es: 4 = 7r? y por los datos

del problema: ¢ = 20s y % = 1.5ft/s. Derivando la formula del 4rea :

dA dr?

s
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sustituyendo los valores correspondientes:

% = 2n(30FE)(1.5f1/5)

B[ &

=90 ft*]s

Esto es: la mancha crece a un ritmo de 2827 ft2/s pero solamente en ese
momento.



Capitulo 2
Optimizacién

INTRODUCCION

Me parece que una de las ramas mas importantes del cdlculo es la referente
a los problemas de optimizacién, es aqui donde se puede apreciar en todo su
esplendor la aplicacion de las matematicas.

Si tomarnos en cuenta que a menudo se desea maximizar: dreas, volumenes,
voltajes, ganancias, etc y minimizar: costos, tiempos, material, etc. La téenica
de optimizacién es una herramients poderosa.

En general primero se determina la cantidad a optimizar, esta cantidad serd
la variable dependiente que a su vez se expresa en funcién de una y solamente una
variable independiente (se podria expresar en funcién de dos o mds pero esto ya
saldria del contexto de este trabajo) si el dominio de la variable independiente es
un intervalo cerrado, entonces procedemos con el método de mdximo y minimo
en un intervalo cerrado.

2.1 Viga de maxima resistencia
i Cudles deben ser las dimensiones de la viga de mdaxima resistencia que puede

obtenerse de un tronco de diametro D7
SOLUCION

El problema lo podemos plantear como sigue: se tiene un tronco y se desea
cortar de tal forma que se tenga una viga de maxima resistencia. Ahora hien,

25
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la resistencia de una viga rectangular es directamente proporcional a su ancho
v al cuadrado de su profundidad

T T T
o

s

Tronco

Denotemos por:

D el didmetro del tronco
p la profundidad de la viga
a el ancho de la viga,

r la resistencia de la viga

de estas variables solamente conocemos el didmetro D y tenemos que encontrar:
pya

La frase “la resistencia es directamente proporcional a el ancho y al cudrado
de la profundidad” se reescribe en forma algebraica como:

r = kap® (2.1)

donde k es una constante de proporcionalidad.

" Esta tltima ecuacién es la que debemos de maximizar. Aquf surge un pro-
blema y es que tenemos dos variables y nosotros solo sabemos hacer célculo en
una variable; para solucionarlo tenemos que hacer la expresién r = kap® sea
funcién solo de una variable r(a) 6 r(p)-

Para lograrlo regresemos a nuestro dibujo:
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o
-1

observa que en este dibujo tenemos
un tridgngulo rectingulo, usando el
teorema de Pitagoras D? = a? + p?;
de esta relacion podemos despejar a
6 p, pero observando la férmula para
la resistencia, (r = kap?), resulta
natural (y més facil) despejar p?, es
decir: p? = D? - o*.

vy el resultado lo sustituimos en la ecuacién (2.1), es decir obtenemos:
r = ka(D? - a®)

observa que esta dltima ecuacidén es funcién solamente de a puesto que D es
conocido y k es una constante

r = kD% — ka®

por 1o que el problema se reduce a maximizar esta dltima funcién:

dr

— = kD? ~ 3ka?
% k a
si fﬂ:o = kD*—-3kd®* =0
da
kD2 D2
jando a: a? = — =34/ =
despejando a: a 3% = @ 3
por lo que las posibles soluciones son: a = — a= D
] V3 V3

observa que en ambos casos no depende de, k, la constante de proporcionalidad
ademas parece razonable que la solucidén negativa no tiene sentido, es decir el

ancho debe ser a = %

Hemos resuelto parcialmente el problema, puesto que solamente hemos ha-
llado el ancho. Nos falta hallar la profundidad, para esto nos auxiliamos de la
ecuacion p? = D? — a? sustituyendo el valor de a.

D D?
2=D?-(—=)}=D% - —
p (\/g) 3

2D? 2D? \/5
3 __ _ Y ek
e

En resumen la viga de resistencia maxima debe tener:

D
ancho igual a: ﬁ profundidad igual a: @D
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2.2  Volumen maximo de un Cilindro

Dada una superficie § ;Cual es e] cilindro de volumen méximo que se puede
construir?

SOLUCION

La superficie del cilindro estd
compuesta por las dos tapas y
el area del “cuerpo”

O QT

Tapa su'penor Tapa inferior Cuerpo
=T e 2wrh

Fl 4rea total es igual a el drea de la tapa superior #r?, més el drea del cuerpo
27rh, mas el drea de la tapa inferior 772, por lo que la superficie es

S =2xr®> + 2zrh v ademss el volumen es:  V = nr2h

por como se plantea el problema se supone que conocemos S; con este dato
despejamos F de la férmula de la superficie:

S — 2mr?
h="g (2.2)

sustituyendo esta ecuacién en la férmula del volumen:

— 92 '
V =ar’ (S—%?L) cancelando términos:

Ve S — 2xr2 St —2mr®
=T 2 =T 2

Derivarnos esta tltima ecuacién con respecto a r:

v _ d(&:zﬂa) _ 8§ —6nr?

dr dr - 2

. 2
qav_g. SO _
dr

despejamos r:

6rr? = S = r=yf—
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es obvio que la solucion es la ralz positiva. Hasta ahora solamente hemos en-

contrado el valor del radio: v = 1/% pero falta encontrar el valor de la altura;
para lograrlo sustituimos la 7 en la ecuacién (2.2):

S—2r (& g8
h= ———(f—"l reduciendo un factor 2y m; h= 3
/ S
28 258
realizamos el quebrado del numerador 3 = S k =
S T
2r 2% 8x

realizando esta divisién de fracciones y simplificando:

o 28VEr _2V/8VSVEer _2VS _, [S
" 6nVS  JervBrvS  Jer TV én

pero recordemos que r = \/6% lo que se traduce en h = 2r, es decir la altura
debe de ser el doble del radio.

2.3 Cono inscrito en una Esfera

Hallar la altura del cono de volumen méximo que puede inscribirse en una esfera
de radio r. ,
SOLUCION

comentarios:

e 1 representa el radio de la
bage del cono y y represen-
ta la altura del cono

» buscamos el valor de la va-
riable y por lo que la fun-
cién que trataremos debe
ser una funcién de dicha y
variable

¢ por los datos del problema
debemos maximizar el vo-
lumen

s ¢l radio de la esfera ya estd
dado, esto es, ya es fijo y
su valor es r
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Ahora la funcién a maximizar es la del volumen del cono V = irz’y esta
funcion estd expresada en términos de dos variables, pero ya dijimos que debe
ser funcién sdlo de la variable y, asi que buscaremos una relacin entre z y y.
Regresemos a la figura:

s podemos  formar un

tridngulo rectidngulo con

lados h, r y z donde r

es el radic de la esfera

¥y (hipotenusa), h =y —r es
L el cateto opuesto.

o r2 =h% 2%

e despejamos z°:
22 =2 — |2

e sustituimos h:

g =r% - (y —1)?
e desarrollamos el cuadra-
do:

o 22 =12 ~ (32 - 2yr + 17)

e 22 =17 —y2 4 2yr 17
simplificando:

o g2 = 2yr —y?

Sustituimos el valor de z° = 2yr - 4 en la férmula del volumen V = irz?y
por lo que obtenemos la siguiente expresidn:

V = im(2yr - y%)y, realizando la multiplicacién, encontramos la funcién a
maximizar: 1
V= 3n2ry’ - y°)

1
calculamos la primera derivada:  V'= §1r(4ry -3

anulamos la primera derivada para establecer los valores criticos:
t 1 2

puesto que el término %w es diferente de cero lo podemos transponer dividiendo,
y obtener:
(4ry -3y =0
factorizando y: yld4r—3y) =0
4r

igualando a cero ambos factores: y=0; 4r—-3y=0 = y= T
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Es obvio que la solucién y = 0 significa una altura cero, es decir, no hay
cono; asi que la altura que maximiza el volumen es:

4r

3

2.4 Cilindro inscrito en un Cono

Hallar la altura del cilindro de volumen méaximo que puede inscribirse en un
cona circular recto dado.

SOLUCION

R =

T

Sea AC =ry BC = h (ver figura), lo que buscamos es la altura del cilindro;
observa que en la figura dicha altura es ¥ y la del cono es k por lo tanto nuestro
objetivo es encontrar ¥ haciendo que el volumen del cilindro sea el méximo
posible.

Recordemos que la férmula para el volumen del cilindro es V = nz?y, como
en el problema anterior esta funcién depende de dos variables y la debemos
hacer dependiente de una sola variable, obviamente de y que es lo que andamos
buscando. Para esto debemos encontrar una relacién entre z y y tomemos un
corte transversal de la figura.

e observa los tridngulos:
e NABC
e ABDG

1 Y. G b
A [
r

—_—

La longitud BC = BG + GC (observa la figura), despejemos BG; BG =

C — GC: también observa que BC = h y GC =y, por lo tanto:

BG=h-y {(2.3)
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Ahora AABC ~ ABDG la razdn es por que tienenr un angulo comtn £B y am-
bos tienen un dngulo recto, es decir tienen dos angulos iguales y por (geometria
elemental} el postulado dngulo-Angulo se sigue que son semejantes.

Esto significa que sus lados son proporcionales;

ig

_Dd & _ T
*B6TBG T~ Fwh
B ¢ despejando z:
h Ir = .‘f’:.;lr = _lr(hh—y
* TG
B e clevando ambos lados al
cuadrado:

a2
o 12— rzgf; )
* desarrollando el cuadrado:
Zz 2 2
a " Ce PR, R h—}?hy-!—y

Por lo gue sustituyendo esta expresion en la férmula del volumen
V = wx*y obtenemos:

#r2(h? — 2hy + y?)
h2 v

V=
multiplicando y reordenando:
2
V= %(ffg —2hy® + %)

@, T, h son constantes la finica variable es y, bien ahora encontremos y haciendo
V médximo, derivando la férmula del volumen que acabamos de encontrar:

2
V'(y) = 5 (B* — dhy + 37)

anulamos la primera derivada (V'{y) = 0) para determinar los valores criticos:

ar? o 2 2 2 2 2

—hT(h —dhy+3y) =0 = R -4dhyt3y*=0 = By —dyh+h°=0

utilizamos la férmula general para solucionar esta ecuacién

_ —(—4h) £ /(-4h)2 —4(3)(h?)  4h+/T16R% —12R7
¥= 2(3) - 6

4h £ V4h?  4h :2h
Y= =
6 6
_4h+2h_ 6h

—— =h:
6 6 1 Y2

obtenemos dos soluciones:

Analicemos las dos soluciones:
y1 = h significa que la altura del cilindro debe ser igual a la altura del cono; lo
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cual no puede ser por que entonces el cilindro no puede estar dentro del cono.
y2 = = significa que el cilindro est4 dentro del cono

La solucion buscada es que la aliura del cilindro debe ser un tercio la altura del
cono.

2.5 Sistema vascular Sanguineo

El sistema vascular sanguineo consiste de vasos sanguineos (arterias, arteriolas,
capilares y venas) que conllevan sangre del corazén a los organcs y de regreso al
corazén. Este debe trabajar de tal forma que minimiza la energia que gasta el
corazén en bombear la sangre. En particular, esta energia es reducida cuando
la resistencia de la sangre es la menor posible. Una ley de la resistencia R de la
sangre estd dada por la ley de Poiseville:

r=ck

rd

donde L es la longitud del vaso sanguineo, r ¢s su radio v € es una constante
positiva determinada por la viscosidad de la sangre (Poiseville establecio esta
ley experimentalmente). La figura muestra el vaso sanguineo principal con radio
71 Y una pequefia rama con radio rp formando un dngulo 6

a) Calcule la resistencia total de la sangre a lo largo de la trayectoria ABC
b) Encuentre una relacién entre los radios para que la resistencia sea minima

¢} Sir; es dos tercios de ry halle ¢l dngulo éptimo de la rama

SOLUCION

T3

Sean:

z la distancia AB
y la distancia BD
z la distancia BC
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de la figura observamos que la suma de las distancias £ v ¥ da como resultado
la longitud de la vena principal, es decir:

z+y=a despejandox: z=a—y (2.4)

Por otro lado vemos que en Ia figura se forma un tridngulo rectdngulo BCD con
hipotenusa z. De trigonometria elemental obtenemos las sigulentes relaciones:

sinB:EJ— =  z= —b— =  z=bcsch (2.5)
z sinf
tanf = b = =0 = = beot @ (2.6)
Y Y= tand v= '

estas ecnaciones estdn definidas siempre que 8 # 0 y @ # %, esto tiene sentido
por que si @ = 0 la rama coincidiria con la vena principal, ¥ s1 8 = 3 se formaria
un trombo, es decir al quedarse la sangre estancada se formaria. un codgulo &
por lo menos no podria fluir correctamente la sangre.

El problema nos dice que la sangre debe recorrer Ia trayectoria ABC; AB =z
y BC = z es obvio que esta trayectoriaes lasumade z 4+ z., y la expresmn de
Poiseville para cada region es:

Rz=c(i”z) Rz=c(§) R=R,+R, estoes:
L T2

R=C (% +2 ) sustituyendo z de la ecuacién; (2.4) obtenemos:
1

4
2
R= c(“ At AN 4)
7'1 T2

sustituimos los valores de y ¥ z de las ecuaciones (2.5) v (2.6), obteniendo:

R=C (a-—bcoté) N bcsce) @7)

ré 3
es decir la resistencia total de la sangre a través de la trayectoria ABC estd
dada por la ecuacién (2.7). Supongamos que a,b,r1 y 72 son valores fijos v
solamente varia #; derivemos la ecuacién (2.7) con respecto a # para encontrar
1a resistencia minima.

dE d ] &
E_@[C(T 4C0t9+ 2CSC9):[

drR b dcoté b dcscé']
5 =

a8
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dR b s b

- C {—;E(——Lsc g} + g(— cothscf?)]
dR b, b
) =C [Ecsc ) %cotﬁcscﬁl

si anulamos la primera derivada %1} = () llegamos ala ecuacién:

C [%csc'z 6 — —l—:-cotecsce] =0
™ T2

es obvio que b y ¢ son diferentes de cero, por lo tanto podemos dividir toda la
ecuacion entre be

csc? 8 _cotfescd

A ! =
L Ta

csc’@  cotfeschd

i = r
™ T2

0

multiplicando ambos lados por sin® ¢

sin”fcsc®d  sin® 6 cotfescd

1
L

1
T3

l4 = (sin GC—?—SE sin 9——1—) 1 simplificando sin & se obtiene:
5 8 sin @

ind T3
1 cosd r3
- =1 = cosf = "y
Ty T3 L]

lo que significa que el angulo que minimiza la resistencia depende de la razén de
los radios. Puesto que ro < r1 (condicidn que es clara por que el radio rs es el

4

pertencciente a larama) 2 <1 = % < 1, es decir cos & estd bien definida,
3

en el caso particalar que

: byt
To = §T1 = cosfl = Tf
o\ 4
& = arccos (5) = 8 =1.372rad

Por lo que la solucién a cada inciso es :

a) La resistencia total de la sangre a lo largo de la trayectoria ABC es:

R=C (a— beotd N bcsc&)

1 1
™ Ta
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b) La relacién entre los radios para que la resistencia sea minima es :

c) Si ry es dos tercios de rp el dngulo optimo de la rama es: 8 = 1.372rad

2.6 Aplicaciones a la Economia.

Dentro de la Economia se puede aplicar el concepto de derivada; para esto de-
bemos de comprender algunos términos:

Costo Marginal.- Is el costo promedio por articulo extra cuando se efectua un
cambio muy pequefio en la cantidad producida.

dC

C inaf = —
oste Marginal i

Costo promedio por articulo= C(I“) donde z representa las unidades producidas.

St R(z) denota el ingreso por la venta de z articulos, definimos el ingreso
marginal como la derivada R'(2). La funcién de ingresc puede escribirse en la
forma R(z) = zp, en donde p es el precio por articulo y = el mimero de articulos
vendidos, en muchos casos existe una relacidn entre z y p carecterizada por la
ecuacidn de demanda. Mientras mas articulos pueda vender Ia empresa, més
bajo puede fijar el precio, entre mas alto se ﬁje el precio, en general, menor serd
el volumen de ventas.

La utilidad gue una empresa obtiene estd dada por la diferencia entre sus
ingresos y sus costos. Si la funcién de ingreso es R(x} y si la funcién de costo
es C(z) al producirse esos mismos articulos, entonces la utilidad P(z) obtenida
por producir y vender z articulos estd dada por P{z) = R(x) — C(z) la derivada
P'(z) se denomina la utilidad marginal. Representa la utilidad adicional por
articulo st la produccidn sufre un pequetio incremento.

2.6.1 Precio de una Revista

El editor de una revista descubre que si fija un precio de $1.00 a su revista,
vende 20,000 ejemplares al mes; sin embargo, si el precio fijado es de $1.50, sus
ventas solo serdn 15,000 ejemplares. El costo de produccién de cada ejemplar
es de $0.80, y tiene costos fijos de $10,000 al mes. Suponiendo una ecuacién de
demanda lineal, Calcule su funcidn de utilidad marginal y determine el precio de
la revista que haga la utilidad marginal igual a cero. Evalde la utilidad misma
cuando el precio es a) $1.80 b) $1.90 c) $2.00

SOLUCION
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Empezaremos por establecer la ecuacidn de demanda; puesto que el proble-
ma supone una relacion lineal utilizaremos la ecuacion de una recta dados dos
puntos, esto es: y —y, = g’;—:—iil(x - 1) pero en lugar de la variable y utilizare-
mos la variable p, sea:

z ¢l nimero de ejemplares vendidos al mes
p el precio de cada ejemplar

un punto en el plano, z, p tiene la forma (z, p) esto significa que segin los datos
del problema se tienen los puntos: (20000,1) y (15000,1.5).,usando la ecuacién
anterior:

P—m= m(iﬂ"‘fﬁ':)

L2—x1

sustituyendo los valores obtenemos:
P =1 = 15500230050 (< ~ 20000)
p—1= :—g-'.%b-(a: — 2000)
p— 1 =-0.0001{z — 20000)
p—1=-0.0001x+ 2

p = —0.0001x + 3 ecuacién de demanda

Ahora establezcamos la ecuacidén del costo: C(z) La oracién : “por cada
gjemplar se gasta 0.80” significa 0.8z ademss se tiene un costo fijo de 10,000
por 1o que C{z) = 0.8z + 10,000
Nuestro siguiente paso es enconirar la ecuacion de ingreso R(z) = zp

R(z) = z(—0.0001z + 3) = ~0.0001z? -+ 3z

Asi que la funcién de utilidad es:

P(z) = R(z) — Clz)
P(z) = —0.00012* + 3z — 0.8z — 10000
P(z) = —0.0001z2 + 2.2z — 10000
La utilidad Marginal es P'{z) = —-0.0002z + 2.2
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Si P'(z) =0 => —0.0002z +2.2=10
—0.0002z = ~2.2

=22
T = “pooos

x = 11,000

Esto significa que si se venden 11000 ejemplares al mes. La utilidad marginal
€S cero, y el precio es de:

p = —0.0001{11000) + 3
p=-114+3
p=$1.90

Despejando x de Ia ecuacién de demanda

p=-0.000lz +3
00001z =3-p
= = 10000(3 — p)

Con esta dltima ecuacidén podemos calcular el valor de z, si conocemos de
anternano el valor de p

St el precio(8p) es de:  El numero de ejemplares vendidos(x) es de:

1.80 12,000
1.90 11,000
2.00 10,000

Ahora sustituimos z para enconfrar la utilidad. Recordemos que la ex-
presién para la utilidad es P(z) = —0.00012? + 2.2z — 10,000

p = 1.80; z = 12000; P(z) = —0.0001{12000)° + 2.2(12000) — 10000 = 2, 000
p = 1.90;z = 11000; P{z) = —0.0001(11000) + 2.2(11000) — 10000 = 4, 200
p = 2.00;2 = 10000; P(z) = —0.0001(10000)2 + 2.2(10000) — 10000 = 2, 000
p = 1.00; £ = 20000; P(z) = —0.0001(20000)? + 2.2(20000) — 10000 = —6, 000
p = 1.50;z = 15000; P(z) = —0.0001{15000) + 2.2(15000) — 10000 = 500

Podemos resumir:
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z nimero de ejemplares vendidos al mes:  p precio por ejemplar($):  P(x)utilidad

20,000 1.00 -6,000
15,000 1.50 500

12,000 1.80 2,000
11,000 1.90 4,200
10,000 2.00 2,000

Por lo que la utilidad méxima es cuando se producen 11,000 ejemplares vendidos
a $1.90 cada ejemplar.

2.6.2 Costo de un Oleoducto

Una corupafiia petrolera requiere un oleoducto de una torre de perforacion situa-
da mar adentro a una refineria que se costruye en la costa cercana. La distancia
de la torre de perforacién al punto més cercano P sobre la costa es de 20 km v
la distancia a lo largo de la costa de P a la refineria es de 50 km. A partir de la
refineria el oleoducto recorrers una distancia z a lo largo de la costa, después
seguira una linea recta hasta la torre de perforacién. El costo por kilémetro de
oleoducto bajo €l agua es tres veces el correspondiente a la seccién sobre tierra.
Encuentra el valor de z que minimiza el costo total del oleoducto.
SOLUCION

Primero haremos un esquema de la situacién

Torre

Mar
o s e G S 0 R D

P . h:Reﬁnerla

S0 km Costa

Para encontrar la distancia d, que representa el nimero de kildmetros que
debe recorrer el oleoducto bajo el agua, observamos gue se forma un tridngulo
rectangulo; con catetos 20km y (50 — z) km e hipotenusa igual a d. Usando el
teorema de Pitdgoras d = (50 — z)? + 20%; desarrollando:

d = v/2500 — 100z + 400 + z?

d = /22 — 100z + 2900

Sea g el costo por kildmetro de oleoducto en tierra y 3q el costo por kilbmetro
bajo el agua {esto se entiende por que el material usado debe ser mds resistente,
ademés el mantenimiento debe ser mayor y més costoso).
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El costo total es C{z) = costo por kilémetro en tierra + costo de kilémetro
bajo el agua, es decir:

C(z) = =g + vz — 100z + 2900(3¢)

calculemos el costo marginal

dC _ dzg dvzZ — 100z + 2900,
dz  dz dz 4

dc_ . 2-100
dz 17 9/ — 100z 1. 2900 ¢
c 3z — 150

+ q
dz 17 /22 — 100z + 2900

@_“0:} _ 150 — 3z
dz 9T /% — 100z + 29007

Vx2 — 100z + 2900g = (150 — 32)q
elimirando ¢ y elevando al cuadrado

7% — 100z + 2900 = (150 — 3z)°
z2 — 100z + 2900 = 22500 — 900z + 922

22 — 922 — 100z + 900z + 2900 — 22500 = 0

—8z2 + 800z — 19600 = 0 dividiendo toda la ecuacién entre -8
z2 — 100z + 2450 = 0 observe que no depende de ¢
si usamos la férmula general para resolver la ecuacidn

100 = /1002 — 4(1)(2450)
T =
2

o 100 + /200
- 2

7, =57.0Tkm y 72 = 42.9 km el primer resultado no tiene sentido por que
excede la distancia de 50 km por lo que la solucién es 42.9 k. por tierra.
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Para conocer los kilémetros por debajo del agua debemos sustituir el valor de
z = 42.9 en la férmula donde expresamos esta cantidad

d = /2% - 100z + 2900

esto es:

d=/42.9% - 100(42.9)+2900 = d=21.2km

por lo tanto la solucidn final es:

42.9 kilémetros por tierra y 21.2 kildmetros por debajo de la superficie del
agua

2.6.3 Costo de una Linea Telefonica

Se desea construir una linea telefénica entre dos puntos A y B situados en ori-
llas opuestas de un rio. El ancho del rio es de 1 kilémetro, y B esta situado 2
kilémetros rio abajo de A. Se tiene un costo $¢ por kildmetro tender una linea
sobre tierra y $2c por kildmetro abajo del agua. La linea telefénica seguird la
orilla del rio a partir de A, una distancia = en kilémetros y luego cruzara dia-
gonalmente el rio en lirea recta directamente hasta B. Determina el valor de z
que minimiza el costo total.

SOLUCION

Con los datos del problema podemos dibujar el siguiente esquemas:

A -
I e e e
zkm : . .
Esta distancia se
calcula usando el
teorema de
1 kb Pitagoras
T +12 =
2-z)k
2km

El costo total C(x) = zc + V22 — 4z + 5(2c) donde zc representa el costo
de tender la linea sobre tierra y V22 — 4z + 5(2¢) representa el costo de tender
la linea bajo el agua. Ahora calculemos el costo marginal:

ac @-;- dv/z? —4:1:+5(2 )
iz da &z ¢
2¢ — 4
%g = et ;J?z—’x_—m(zc) cancelamos el factor 2
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ac 0= 2z —4 (©)
. dx VzZ—4r+5
I2r —d=—+/z2 -4z +5 elevando al cuadrado ambos lados:

(27 — 4)? = (/22 — 4z + 5)?

4z® — 162+ 16 =2 — 4z +5 transponiendo términos:

= —c ahora cancelamos ¢

4r® —z® ~ 16z +42x +16-5=0 reduciendo:
3z2 — 12z 4+ 11 =0 observe que no depende de “c”
Esta ecuacién la resolvemos usando la férmula general:

124 /(122 - 4(3)(11)  12++12
= 2(3) “ 7 6

r = 2.56 Xa = 1.42

Recordemos que 7 no puede ser mayor de 2 kilémetros por lo que la solucién
se da con el valor de z = 1.42 km, que ¢s la distancia que se debe tender la linea
por tierra. Pero también debemos encontrar la distancia bajo el agua; esto lo
logramos sustituyendo z = 1.42 en la ecuacién z2 — 4z + 5

d=+/(142)? ~ 4(142) +5=1.33

La solucién es 1.42 km por tierra y 1.33 km por debajo del agua

2.6.4 Renta de Departamentos

El duefio de un motel de lujo de 80 departamentos puede rentarlos todos si co-
bra $20.00 dolares por noche cada depariamento. Sin embargo, por cada dolar
que 6l eleva sobre este precio por departamento quedardn vacantes 2 unidades.
;Cudntos departamentos debe rentar por noche y a qué precio para maximizar
sus ingresos diarios?

SOLUCION

Denotemos con :
d el nimero de departamentos del motel
a el precio del alquiler de cada departamento
z el dolar adicional de renta
I el ingreso obtenido por el alquiler

Es claro que el ingreso se obtiene multiplicando el mimero de departamentos
por el precio de cada uno de ellos; I = ad con esta expresidén podemos construir
una tabla donde se expresen las 3 cantidades; tomando en cuenta que por cada
dolar se desocupan 2 departamentos
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dolar adicional{z) alquiler(e) departamentos(d) Ingreso{!)
0 820 80 $1600
1 521 78 $1638
2 $22 76 $1672
3 823 74 81702
z $(20+x) {80-2z) (20 + z){80 — 2x)

Esto significa que la funcidn de ingreso ( es la que nos interesa maximizar ) esta
dada por la expresién I = (20 4+ z)(80 —~ 2z), si derivamos esta expresién con
respecto a z; usando la regla del producto se obtiene:

g—i— = (80 — 2z) — 2(20 + %)

si se anula la derivada g =0=80-2x—-40-2z=0

simplificando: —4rx+40=0 despejando x;

—4
—4x = —40 = T = —Tf

este resultado nos dice que lo maximo que debemos aumentar es $10 dolares

Si se aumentan $10 dolares se debe de cobrar $30 dolares por cada depar-
tamento y se alquilardn 60 departamentos, obteniendose un ingreso de $1800
dolares.

x =10

2.6.5 Manufactura y venta de Tostadores

Una compania planea manufacturar y vender un nuevo tostador eléctrico de dos
ranuras. Después de un extenso estudio de mercado el departamento de inves-
tigacidn estimd: que en una semana hubo una demanda de 200 tostadores a un
precio de $16.00 por tostador y en la siguiente semana se tiene una demanda de
300 tostadores a un precio de $14.00 por tostador. El departamento de finanzas
estimé que los costos fijos por semana seran de $1400.00 y los costos variables
(costo por unidad) serdn de $4.00

a) Suponga que la ecuacién de demanda es lineal use la estimacién del depar-
tamento de investigacidn para hallar 1a ecuacién de demanda.

b) Halle la ecuacién de ingreso en términos de la variable

c) Suponga que la ecuacién de costo es lineal use los resultados del departa-
mento de finanzas para encontrar la ecuacién de costo

d) Halle la ecuacién de la utilidad en términos de la variable z
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e) Evalue la utilidad marginal en = = 250 y © = 475, e interprete los resultados

SOLUCION

Designemos las signientes variables, sea;
z: el ndmero de tostadores producidos en una semana
p: €l precio del tostador

Puesto que se nos pide que supongamos una ecuacién de demanda de tipo
lineal usamos la ecuacidén de la recta dados dos puntos;

P2—D P,

—x
9 — Iy 1)

P—h=

donde los puntos que utilizaremos son (200,16) y (300,14)

14— 16
16 e 0 (290
6= 350 —om0 = ~ 200)
-2
_16= 2
p—16= —(z—200)
-1
_ _9
p—16 = 50(:1: 00)

=—416
P 50++

99_ Z
p=20-5

El ingreso estd dado por la ecuacién: E{z) = zp por lo que para este caso
la expresién del ingreso es:

R(z) = z(20 - g%)

322
R(ﬂ?) =20z — %

Para encontrar la ecuacidn de costos el problema nos indica que la compafifa
tiene gastos fijos de $1,400.00 ademas de $4.00 por unidad producida, por lo
que la expresién para el costo es:

Clz) =4z + 1400

Por wltimo la utilidad est4 dada por la expresién P (z) = R(z) — C(z) sus-
tituyendo ambas expresiones en esta férmula obtenemos:

P(z) = (202~ =) - (4z — 1400)
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2

22
=L — 14
P(z) = ~ =5 + 16z — 1400

Para calcular la utilidad marginal simplemente derivamos la ecuacion ante-
rior 9%
1
P(z) = 50 + 16
Plz) = —— +16
25
Anulemos la derivada, P'(z) = 0, y despejemos el valor de =

T
"--2'5-'1-16—0

x
Tp5 = 10

z = —16(—25) z = 400

El problema nos pide evaluar x = 250 y z = 475 en la utilidad marginal, la
cual estd dada por la expresién P'(z) = — 5 + 16, e interpretar los resultados

250
Pl(g) = - =2 =
(x) 55 + 16=16
Esto significa que si la produccion es de 250 tostadores el margen de utilidad
serd. de una ganancia, de $6.00

475
Plzy= —— =-3
(z) 55 + 16
Esto significa que si la produccién se incrementa en 475 unidades se tendra
una perdida de $3.00



Capitulo 3

Aplicaciones del Calculo
Integral

De igual manera que el cdlculo diferencial, el integral tiene una gran variedad de
aplicaciones; aqui las veremos a: trabajo, mezclas, poblaciones y enfriamiento.

El concepto inicial de la integral fue el cilculo de dreas por el método lla-
mado de exhaucién, el cual desarrollé Arguimedes., mds adelante Kepler re-
tomé este método pero lo denomina profundo. Kepler, tiene la idea de que
“,..cualquier figura o cuerpo se representa en la forma de una suma de un
conjunto de partes infinitamente pequefios. El método de “sumacién” dec los
actualmente infinitésimos, Kepler lo extiende también a otras figuras y cuerpos
geométricos no complejos {conos y cilindros) ¥ sus partes, también consideradas
por Arquimedes. En algunos casos se aparta atin més del rigor de la exposicién,
introduciendo consideraciones intuitivas....” !

El concepto esencial en ambos métodos es dividir 1a figura en pequenas partes
calcular el 4rea o volumen de cada una de estas partes y sumar todas ellas. Esta
misma idea la expondremos al solucionar los problemas de trabajo realizado por
una fuerza variable.

3.1 Recursos Renovables

Aprovechamiento de un recurso renovable. Supéngase que la poblacién N(t) de
clerta especie de peces (por ejemplo atin) en una regidn dada del océano se
describe por la ecuacién logistica :

dN N
ik 3N
dt T(l k)

K. Ribnikov; Historia de las Matemdticas, Ed Mir Moscd, 1987.

47
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Aunqgue es deseable utilizar esta fuente de alitnento, de manera intuitiva es evi-
dente que si se pescan demasiados peces, entonces su poblacién puede reducirse
a menos de un nivel ditil y posiblemente, incluso se lleve a la extincidn.

A cierto nivel de esfuerzo, resulta razonable suponer que la rapidez a la que
se capturen los peces depende de la poblacién N: Mientras mds peces haya,
mais ficil es atraparlos. Por tanto se supone gue la razon a la que se capturen
los peces, es decir el rendimiento Y de la pesca, queda definida por ¥ = EN,
donde F es una constante positiva, cuyas unidades son % {donde £ es el tiempo},
v que mide el esfuerzo total realizado para aprovechar la especie dada de peces.
Al fin de incluir este efecto, la ecuacidn logistica se sustituye por:
ﬂ:r(l—g)N—EN

k

Esta ecuacion se conoce como modelo de Schaefer, en honor al Bidlogo M.B

Schaefer, quien lo aplic a las poblaciones de peces

a) Demuestre que si E < r, entonces existen dos puntos de equilibrio N; =0y
M=k{1-£}>0

T

b) Demuestre que N = NV; es inestable y N = N es estable.

SOLUCION

Primero tomemos en cuenta lo siguiente: SN = 06 N =k, entonces % =0
y N(t) no cambia. Las soluciones constantes N = ¢;(t) = 0y N = ¢a(t) = &
son soluciones de equilibrio; a las cuales corresponden los puntos N =0y N =%
del eje N que se denominan puntos de equilibrio ¢ puntos criticos.

Para cada N > 0 la solucién tiende asintéticamente a la solucion de equiibrio
N = ¢o(t) = k cuando ¢ — 0. De donde se dice que la soluci6én constante ¢o(t)
es una solucidn asintéticamente estable, o que el punto N = k es un punto de
equilibrio asintdticamente estable o punto de critico. Esto significa que después
de un tiempo largo la poblacién estd préxima al nivel de saturacién &, sin
importar el tamafio inicial de la poblacitn, en tanto sea positivo.

Por otra parte, la situacién para la solucién de equilibrio N = ¢;(¢) == 0 es
bastante diferente. Incluso las soluciones que parten muy cerca de cero crecen
cuando { aumenta y, como se ha visto, tiende a k cuando t — co. Se dice que
¢1(t) = 0 es una solucién de equilibrio inestable,

Empecemos desarrollando la multiplicacién de la ecuacion diferencial
gji:?‘(l—%)N—EN

dN

T riN — %N 2 _EN reagrupando:
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d
N ={r- E)N - -—N2 si renombramos: a=r— Eyb=1%

observamos que a > 0 si r > E. La ecuacién toma la forma :

dN , dN
— =oN-bN?' = == =(a-bN)N

Ahora, bien, sabemos que la derivada puede ser:

1. % > 0 positiva

- % < 0 negativa

3. %‘% = 0 cero

49

empecemos con este ultimo caso. Sila derivada es cero, entonces (a—bNIN = 0;

lo que significa que: ¢ =N =06 N =0
sia-bN=0 = N=2

recordemos que: a =7 — E, b= £ y r > E por lo que:

= 1— =
b 5 r T

a_r—E _(r—E)k _ ( E)k

resumiendo, si 25 = 0 los puntos de equilibrio son:

Ny =0y Ng:k(l——?))‘-o sir>F

1¢7 caso si 2N > () esto significa que:

6—BN>0 = a>bN = %’>N es decir (1—§)k>N

. . 4 - E
lo que significa que la funcién es creciente para {1 — ;) k>N

~N
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2do caso si 4% < 0 entonces $ < N, esto es {1 — —) k< N.

la funcién es mondtona, decrec1ente si (1 - ;) kE<N.

~

Resumiendo los dos casos anteriores tenemos la siguiente figura:

N
i
[

|

dN <0
Pu to de E
lilibrio 2k < N la funcién

(l—-—)k‘ .. decrece .

a Lo ////
& >0
1——)k>Nlaﬁ1nci6n

E o N.= =g t
inﬁnidad de puntos de equilibrio

Si se deriva la ecuacién diferencial &Y = aN — bN? con respecto al tiempo
obtenemos:

N =(a—2bN)N

podemos hacer un anlisis semejante al anterior: .
1°7 caso N = 0 implica e —26N =0 = N = £ 6 N = 0 pero como ya vimos
esto significa: N = ¢ 6 N = 0 esto es:
- a a
N = N = =, N = -~ N =
0 = 2% X 0
recordemos que N = 0 nos indica en dénde la curva cambia su concavidad

2% caso N > 0 (en dénde Ia curva es concava hacia arriba) aqui se pueden
dar los siguientes subcasos:
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i) a-26N>0y N >0
if) a—20N <0y N <0

veamos el primer inciso i) a — 20N >0y N > O
primeramente a — 20N >0 = 4> 20N = £ > N esto se traduce en:

a EY k
%—(1‘?)5”

graficamente esto se ve de la siguiente forma:

~N

E

(L o o e o

Eyk .

L=)e egién donde N > 0
Regién donde (1 - £} > Ny N >0
esto significa que la curva
es-céneavahaeiaarviba *

ahora veamos el segundo inciso: ¢ — 26N < 0y N < 0 como en el caso
anterior:
a—-2bN<0 = a<2N = Z<N = (1-EicnN

N

3¢" caso N < 0 (en donde la curva es céncava hacia abajo) aqui se pueden
dar los siguientes subcasos:

i) a—26N <0y N>0

i) a-20N >0y N <0
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. e ; EY k
para el primer inciso podemos decir que (1 — ;) <N

~N

Las regiones no se intersectan Io que
significa que no es posible que ¥V < 0
y{1— %)% >N

(1-E)E>nN

t

En resumen:

o N > 0 si N < 0
., N
aBE alen
123 L 1 e
( T )2 unto de inflexién ¢! -5} 5
N>0 N=¢0

Ahora daremos la forma como se resuelve la ecuacién diferencial, en el con-
texto cuantitativo, es decir, como ejemplo de la técnica de fracciones parciales.
dN
= —f{a—bN
o {a —bN)N
dividiendo ambos lados de la ecuacién por la expresién del lado derecho:
1 dN
(a —BN)N dt ~
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integramos ambos lados con respecto al tiempo:

1 dN
[(aﬂ—bN)NEdt"[dt

esta integral la podemos expresar de la forma :

/m—ﬂ%m%dt:/w—:‘%ﬁjdt+/%dt=/dt (3.1)

para resolver esta integral utilizamos, como ya lo dijimos, el método de fracciones
parciales; esto es:

1 __A B
(@—-bN)N a—-bN N

donde debemos determinar los valores de Ay B

multiplicando ambos lados por (a — bN)N teniendo en cuenta que N # £ y
N #£ 0 obtenemos la expresion:

N(a—bN)A N(a--bN)B

1=
a—bN T N

simplificando:

1= AN+(e—bN)B = 1=AN+aB—bNB = 1=aB+(A-bB)N

igualando términos: aB=1 = B=

A-bB=0 = A=5bB = A=

si sustituimos estos resultados en la integral (3.1) se obtiene:

[o s 2
ba—bN a N

b 1
realizando cada una de las integrales: " (_3 In(a — bN )) + ElnN =t+ko
a

In(fe —6N) InN
a +

simplificando: —

=t+ko

usando las leyes de los logaritmos: In

N = at + ki
a—bN 0

aplicando la funcidén exponencial en ambos lados:

N
N = Kiexpat; donde K; =expky

Ahora vamos a despejar la variable N:

N

— at — - at
TN Kie = N={a-bN)Ke

N = aKe® —bK e N = N +bKqe¥N =aK e



54 CAPITULO 3. APLICACIONES DEL CALCULO INTEGRAL

al
N(1+bK1e¥) = aKre® = N(M) -

Kl eat

1
N (Ee_“t + b) =a., seac= K% =  N{ce™® . b=a

_ a

T et 4+ b
esto significa que cuando el tiempo tiende a infinito, IV, la poblacién tiende a
un valor fijo, en particular, no tiende a infinito; recordemos que § = (1 — %) k
de esta forma la poblacién tiende a establecerse en el valor N = (1 - %) k

. a
sit— o0 entonees ce™® 50 = N= 7

3.2 Personas que veran un Anuncio

La cantidad N(t} de personas en una comunidad bajo la influencia de deter-
minado anuncio se apega a la ecuacién logistica. Al principio, N(0} = 500 y
se observa que N(1) = 1,000. Se pronostica que habrd un lmite de 50,000
individuos que veran el anuncio. Determine N (£)

Solucion

La ecuacién diferencial la podemos plantear como la razén de cambio de la
poblacién es proporcional a la poblacién que ha visto el anuncio N por la parte
que no lo ha visto 50,000 — ; es decir:

% = kN(50,000 — N)

como lo menciona el problema N{0) = 500 y N(1) = 1,000, para hacer mis
sencillos los calculos sea g = 50, 000

dN dN
— =EN(g—N ———=kdt i :
at (a ) = Nla— ) t integrando

/ﬁfm#kdﬁ

hagamos unos cambios de variables sean; y = N y = = ¢, donde los limites de
integracién son: 0 < x < £y 500 <y £ N por lo que las integrales toman la

fOrma..
fﬁ[ 30 y q '.U f
)

la integral del lado izquierdo la resolveremos usando fracciones parciales

1 A B
=—+—— = 1=Ag-y)+By = Ag+(B-Ajy=1

vig—-y) v q¢—vy
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<
<

igualando términos, tenemos que: Ag=1y B—A =10, estoes; A= % y B=A,
por lo tanto:

N N d t N ¢
[ [h e fa = A8 [ o)
s009 ¥ so0949 =Y o so0 ¥ 5009 — ¥ 0

transponemos el coeficiente g¢:

N N

d dy

f Y, f = qk/ dz = [lny—Ing—y)li = gz [}
500 ¥ 5009 —

antes de evaluar primero aplicamos las propiedades de los los logaritmos:

N
= gk(t - 0)

300
500

~1
q—Nl “\q—soo

¥
a-y

In

In

\ = gkt (3.2)

en esta parte usamos el hecho que cuando { =1 N = 1,000

In g—1000|

1000 ‘

500 |
Plg—500|

en este punto nos conviene hacer un poco de aritmética, utilizando que:
g = 50,000 pero solamente en el lado izquierdo de la ecuacidn anterior

In 1,000 la 500 ok > gb=In 1,000 | 0 500
50,000 — 1,000| {50,000 —500]  ° 9% =149, 000 19, 500
simplificando los quebrados, y utilizando propiedades de logaritmos:
1 P 99
=lIn 49l In % =l 919 =In 49'
por lo tanto gk = In | | Ahora; si regresamos a la ecuacidn (3.2)
N 99 500 99
In|——| =
- —x| = 49\”1“ o500 nq—Ni \49|t+1n199t

aplicando exponenciales se tiene:

N In($8)t lnld] 1 in( 32 )t
p =e e '“gge

Empecemos a despejar NV

N

=@ 5 gav = (g- M) (B)
g— N

99
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99N = c_;(e!“(‘%%)t — Nel($8) agrupando y factorizamos los términos de N:

99N + Nen()t = ge™(B = N9+ e'“(%)t) = qe'n(%)t

Q’el“(%)‘ o .
N = ng)t multiplicamos y dividimos por: e n($)
9 +e"\w
qeln(%g-)te—ln(%—g)t 3 g

99e— ()t 4 gn($8)to—m(F)t T 1199 (B)e
si sustituimos ¢ = 50 000 la expresién para N(f) es:
50,000
1+ 99e~ ()
como vimos en ¢l ejemplo anterior; si £ — co N — 50,000, es decir, a final {con

t = 23 horas, dizs, etc, es suficiente) todos los miembros de la comunidad verdn
el anuncio.

N =

3.3 Poblacidon de la Tierra

Suponga que la poblacién de la tierra cambia con una rapidez proporcional a la
poblacién actual. Ademds se estima que en el instante ¢ = 0 (1650), la poblacién
de la tierra era de 600 millones (6 x 10%); en el instante £ = 300 (1950), la
poblacién era de 2.8 mil millones (2.8 x 10%}. Encuentre una expresién que dé
la poblacién de la tierra en cualquier instante. Si se supone que la poblacién
maxima que la tierra puede sostener es de 25 mil millones (2.5 x 10'%), ; Cudndo
alcanzari este limite?

SOLUCION

Sea:

t: el tiempo medido en anos
P(%): la poblacién ¢ mimero de habitantes
En 1650, t = 0, la poblacién (inicial) era: P(0) = 6 x 10® habitantes
en 1950, ¢ = 300, la poblacién era: P(300) = 2.8 x 10° habitantes

La frase: “...la poblacidén de la tierra cambia con una rapidez proporcional

a la poblacién actual ..." se expresa como:

dP

-— =kP

dt
donde & es una constante de proporcionalidad que se debe de determinar. La
solucién de Ia ecuacién diferencial anterior, es muy sencilla y es de la siguiente
forma:

= =kP —pdt=

dP dP 1 dP 1
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InP=Fkt+c
donde c es la constante de integracién. Aplicando exponenciales & ambos lados:
P(t) = explkt + c] = expktexpc = Cexpkt =  P(t) = Ce*
solamente nos falta determinar los valores de k y ¢ para esto utilizamos las
condiciones vistas arriba; P(0) = 6 x 10% y P(300) = 2.8 x 10°
PO)=Ce*® =6x10° = C=6x10°
ahora P(300) = Ce*3%) =28 % 10° =  6x 10%30% = 2.8 x 10°

= aplicando logaritmos en ambos lados:

T TBx108 3
14 14 Inlt
300k — - k= In - k= 3
Ine In 3 = 300 n 3 = 300
sustituyendo los valores de C ¥ k obtenemos:
In
P(t) = 6  10% o (3.3)

Esta ultima expresién dé la poblacién de la tierra en cualquier instante.
Para encontrar en que momento la poblacién alcanza 2.5 x 101° habitantes
igualamos la ecuacién (3.3) al nimero de habitantes;

i In 9. 1010 9
P(t)$6><1086$t=2.5x10’° = e—ftl?_tm 25x 107 125

6x108 3
in I 14
aplicando logaritmos: In eTolgét =In 1_§5 = ;10{3) t=1In 1—35

o128
despejando t: ¢ = ln—li300 =~ 726.3
3
726 afios contados a partir de 1650, es decir, aproximadamente en el afio 2376
Este problema, pertenece al libro de Boyce DiPrima (pag 69, ejercico 13) ver
[10], tal vez el autor querfa solamente ilustrar el tema de poblaciones sin tomar
en cuenta los datos de 1a poblacién de la tierra después de 1950.

afio SXVI | SXIX | 191827 | 60} 74 § 87 | 90 | 2000* | 10 | 22
hab.x10” 0.5 1 2 3 |4 |5 [52] 62 718

estos datos se tomardn del libro Mathematical Biology., Second, Corrected Edi-
tion., Biemathematics;vol 19., J. D Murray., Springer a partir del afo 2000 los
datos fuéron extrapolados por el autor.

St quisieramos calcular la poblacién de la tierra con la ecuacién (3.3) tendriamos
que usar £ = 227.5 para ¢l periodo 1918-1927; ¢ = 310 para 1960 etcétera, y se
obtiene:

atio 101827 60 ] 74 | &7 | 90
(hab.x10° | 19 |29 |3.1]3.38 | 3.43

Podemos observar que los datos calculados no se ajustan a los datos reales,
y concluir que el-modelo no sirve para extrapolar hasta el afio 2376.
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3.4 Trabajo

Una aplicacién de la integral definida, que no se refiere a longitudes, areas o vo-
lumenes, es la referente al trabajo. El concepto de trabajo es importante para
determinar la energia necesaria para realizar diferentes tareas fisicas por ejem-
plo: la cantidad de trabajo cuando una gria eleva una viga de acero, cuando se
comprime un muelle, cuando se lanza un cobete o cuando un camién transporta
una carga por una carretera. En general, decimos que se ha realizado un trabajo
cuando una fuerza mueve un objeto, la fuerza puede ser constante 6 variable.

El caso que nos ocupa es el de la fuerza variable, si ésta es aplicada a un
objeto, usamos el método de exhaustién para determinar el trabajo realizado
(obviamente solo seguiremos los lineamientos generales). Supongamos que el
objeto cambia de posicién, digamos que se estd moviendo a lo largo del eje z de
la posicién a a la posicién b sujeto a la fuerza variable de magnitud F(z) en el
punto %, donde F es una funcién continua.

La técnica es la siguiente: primero dividimos el intervalo [e, b] en subinter-
valos, después calculamos el trabajo en uno de los subintervalos.

e suponemos que sobre una pieza obra una fuerza constante de « a Ax cuyo
valor es F(z)

o debemos calcular el drea de la figura involucrada
» calcular la distancia que debe de recorrer el objeto
e con los datos anteriores construimos Aw

por tltimo integramos todos los trocitos de trabajo (Aw), es decir:

W~ Z AW, = ZF(Q)AW,-; donde ¢; es un punto del subintervalo z, £ + Az

4221 i=1

Usamos la siguiente definicién:
Sea F una funcién continma en [a,b]. Si F(z) es la magnitud en = de una fuerza
que actda a lo largo del eje de las =, el trabajo realizado por la fuerza al mover
el objeto de a a b es:

W = /jF(z) dz

En cada uno de los siguientes problemas (3.4.1 al 3.4.4) se muestra el extremo
vertical de un dep6sito. Suponga que el depdsito tiene 10ft de largo y que esté
leno de agua, la cudl va a ser bombeada a una altura de 5f% arriba del borde
del depésito. Encuentre el trabajo necesario para vaciar el depésito®.

3.4.1 Cilculo del Trabajo para vaciar un depdsito
en forma de triangulo Isésceles

Esquema:

2En este grupo de problemas lo dnica que se modifica es la forma det depdsito
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Como mencionamos anteriormente el primer paso es dividir el intervalo [a, b]
en subintervalos, en este caso [a,b] es la altura del depdsito, es decir, a =0 y
b = 5, no importa que se realice en el gje y.

e

: érgo del
A rectangulo 10ft

la figura la colocamos en un sistema cartesiano. Con los datos del problema
obtenemos las coordenadas de los puntos A(0,5), B(2,0), C(0,0) el lado AR

tiene ecuacién:
y2 — y]_ 0 —_ 5

— = 5=
22—2:1(3: 171) y=> 2-0

. 5
y—in = {z) despejandoy: y= —§$+5

___________________ A(D,5)
10 — 1 S—y .
o yan L Z——g(y—f')
y P
| o4 B(0,2)

de la figura observamos que €l anche del rectangulo (uno de los subinterva-
los), denotada con la variable 2z es z = — g(y — 5) esto se obtuvo despejando z
de la ecuacidn anterior. Ahora bien la “rebanada” tiene ancho 2z, altura Ay y
largo 10t por o que el volumen de esta “rebanada”™ es:

4
V= —g('y -510Ay = V = -8(y — 5)Ay
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por otro lado el peso (que en este caso juega €l papel de la fuerza F} del liquido
es: P=pV endonde p = 62.4}—';, si sustituimos ambos valores:
P =62.4(8)(5 - y)Ay

signiendo el método descrito arriba AW; = P - d donde d es la distancia que
debe de recorrer ¢l liquido d = 10 — y {ver figura 1}, esto es;

AW; = 62.4(8)(5 — y)(10 —y)Ay tomando el limite

5
W= f 62.4(8)(5 — ¥)(10 — ) dy
(1]

desarrollando el producto e integrando:

5 15 2*1°
W = 499-2[ (50 — 15y + yz) dy = 499.2 [5 - —2'“31'2 + ‘3—]
0 0

sustituyendo los limites de integracidn y simplificando;

b 2
W = 499.2 [50(5) - %(52) + %] —499.2 [250 - 5;_5 + l;]

es decir el trabajo es: W = 520001b- fi

3.4.2 Cilculo del Trabajo para vaciar un depdésito
en forma de tridngulo Rectangulo

Esquema.

31t
i

Primero bagamos una proyeccién del depdsito y coloquemos el valor de sus
ladaos
ancho del rectangulo

e Area del recténgulo
—zfr —— ~ Areadelre
0<z<4 23B-yv)

La explicacidn del valor de cada lado es la siguiente:
Pongamos en un sistema de coordenadas, un corte transversal del depdsito
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~-3ft arriba del borde
8-y
A(0,3) — 3243
z=303-y)
v (0,0) 14,0}

La ecuacion del lado AC es:

_ 2. . ____§ : ] _4
y_zzﬂzrl(m 1)+mn; y= 4a:+3 despejando x: :c_3(3—y)

aqui z representa el ancho del rectdngulo, el largo es 10 pies y el espesor es Ay
por lo que; el volumen de la rebanada es: V' = 532(3 — y)Ay ahora; la fuerza
6 peso es igual al volumen por la densidad P = V - p, sustituyendo valores:
F = 2(3—y)(62.4)Ay = 832(3 — y) Ay siguiendo nuestra linea de razonamiento
la distancia d que debe recorrer la “rebanada de agua” para ser bombeada es;

(8 — y), de esta forma la integral que representa al trabajo, W = f:’F (y) dy:

3 ‘ 3
W=f 83283 -y)B8-y)dy = W=832[(24—11y+y2)dy
0 0
integrando y sustituyendo los limites de integracién

1, ##]° 11
W=832 20y~ 5yt + | =832124(3) -9 +9| > W =852315]
0

es decir el trabajo es: W = 26208 Ib - ft

3.4.3 Calculo del Trabajo para vaciar un depésito
en forma de Trapecio

Esquemas,

¥ ; —

i

Cologquemos esta figura en un sistema rectangular
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\

para simplificar los cdlculos usemos solamente la mitad de la figura

5f6l_3f8

|
S‘lr ft / rﬁ

&
U Ji
T

y 3,4
o 3,9
0<y<4

y L]

2

la pendiente de la recta BC es; y —y1 = B4 (z — z1) sustituyendo valores:
—4

4 8
g_3(:1:—3) = y—4=§(:r—3) = y—4=—(z-3)
2 2

y—4)=8z—3) = y-12=8r—-24 = 8z—3y—12=0

despejando = obtenemos: £ = i% con estos datos formamos la figura:

y dela figura obtenemos el volumen de la rebanada de agua; V =ancho-largo-alto

V= (3"’”—;“13) (10)Ay

ahora el peso es P = p -V, es decir:

3 12}5 5

P =624 (-g-) (3y +12)Ay = 156(3y + 12)Ay

v la distancia que debe recorrer el agua es: d = (9 — ¢) por lo que el trabajo se
expresa COMmO:

4
W= [ 156(3y + 12)(9 — y) dy
a
desarrollando la integral paso a paso, obtenemos:

4 15 4
W =156 f (—3y* + 15y + 108) dy = 156 [—y?’ + ?yQ + IOSy]

0 0

W =176,1281b - ft

W = 156(—64 + 120 + 432] el trabajo es:




3.4.4 Calculo del Trabajo para vaciar un depésito
Semicircular

Esquema

6 fi

Como en el gjernplo anterior empecemos por hacer un corte transversal de
la figura

|

I

0y <
y——--—--‘fv

P+ y-3°=8 z=,/9-(y-3)?

es obvio que en este caso no aplicaremos la ecuacién de la recta para en-
contrar el valor de z, como colocamos a la figura tenemos un medio circulo con
centro en (0,3) cuya ecuacion es:

4 (y—3F=9
de donde despejamos z; y solamente utilizamos el lado derecho del semicirculo
z=9-(y—3)?

con la figura anterior podemos construir la siguiente:

como lo hemos visto en los casos anteriores el volumen es: base por largo
por altura, para este caso:

V =2/9—(y—3)2-10- Ay = 20,/9 — (y — 3)2Ay

1a expresién para el peso es:

P =62.4(20)(v/9 — (y — 3)2)Ay y para la distancia: d=(8—y)
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a su vez el trabajo estd dado por:

W = /31248\/9_ (y—3P2B-y)dy= 1248[3\/9 —(y-3)*8—-y)dy
0 0

denotemos por I a, j;}3\f9 — (¥ — 3)*)(8 — y) dy por lo tanto;
W = 12487 (3.4)

calculemos por separado I = fg V9 — (y — 3)*(8 — y) dy. Manipulando el inte-
grando, en particular (8 — y) = (5+ (3 — y)) se obtiene:

3 3 3
= / VTG 3G+ Bg))dy = 5 [0 JI— 3P dy+ [o VI— @ 3P 3-y) dy

sea I la primera integral e I» la segunda integral, calculamos por separado
cada una de estas integrales, dntes de contlnuar observemos que J = I; + I,
empecemos calculando Tp:

3
L =5 / v9—(3—y)?dy usamos uncambio de variable:
3

_ u(0) =3 _
u=3—y = {u(3}=0 = du=—dy

por lo que la integral toma la forma:

0
I =5 / V9 —u? {—du) intercambiando los limites de integracion:
3
3
L =5 / V9 —u? (du) hacemos un segundo carabio de variable:
0 .

siu=0 =8=0

. =  du=3cosfdf
siu=3 =0=3%

% = 3sinf = {

L =5/2\/9—(3sin9)2(3c089d9) :15/2\/9—95in2ecosed9
¢ 0
I =15[23\/1—sin29c039d9=45[2c039 cos @ df
4] 0

=
Iy =45 / cos*#df usando la identidad trigonométrica:
o

_ 1+4cos26
B 2

3 26 6 sin26
11:45[2(1+C°S )deinuegrando.- 11=45[—+sm ]
, 27 2 3774

cos? §

r
2

4]
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T

B 2 :ﬂn’(-_; _ 0 sin0 e (T sinmY) _ L e
11_45(2 . =45+ 25T _45(4) os decir;

4 2 4 4
s

h==

Ahora calculemos [y = f03 9—(3-1y)2{3 —y)dy, ¢l cambio de variable
propuesto para ésta integral es:

u:g—(.‘i—y)2 = {:Eg%zg = du=2(3-y)dy = dy:%

la integral toma la forma:

9
du
I, = V(3 —y) ——— observe que se cancela {3 —
2 fo { y)2(3_y) q B3-w)

-3 [[vea] -3 [ 30, -3 - - fen -

recordemos que I = I + I, sustituyendo el valor de estas integrales

457 457 + 36
=" +9= 2
4 +9 4

sustitutendo este resultado en la ecnacién (3.4)
4
W = 1248 (35:—36) — 312(457 + 36)

el trabajo es W ~ 553401b- ft

3.4.5 Bombeo de aceite de un Cilindro

Encuentre el trabajo realizado al bombear todo el aceite (densidad p = 50 2 )
sobre el borde de un recipiente cilindrico apoyado sobre su base. Suponga que
el radio de la base es de 3ft, su altura es de 10ft y esté Heno de aceite.

SOLUCION

== T y

10 ft Oj<y <10
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observamos de la figura que 1a base es un circulo de radio x = 5 por lo que
el area debe ser:

A=ng® =75 =257

ahora el incremento del volumen de la “rebanada de aceite” es:
AV = 257 Ay
de las misma forma el incremento del peso es:
AP = pAV = 50(257)Ay = 1250x Ay
por 1ltimo el incremento de trabajo es:
AW =AP-d

donde d es la distancia que debe de recorrer la rebanada de aceite; d = 10 — g,
esto es:

AW = 12507 (10 — y)Ay
ahora debemos semar todos estos incrementos de trabajo:

10 10
W= / 12507(10 —y) dy = 1250x | (10 —y)dy
0 0

2110
W = 12507 [IOy - %J = 12507100 — 50] = 12507(50)
Q

por lo que €l trabajo que se debe de realizar al bombear todo el aceite es:

W =62500wlb- ft ~ 1963501b- fi

3.4.6 Bombeo de aceite de un tanque Esférico

Un tanque esférico de 8t de radio esta lleno por su mitad de un aceite con peso
especifico 50 }% Calcular el trabajo requerido para bombear el aceite a través
de un orificio en la parte superior del tanque

SOLUCION

Pongamos un sistema de coordenadas
de tal forina que el centro del circulo
quede sobre el eje de las ordenadas.
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o La distancia que debe de recorrer
el lquido es: 16 — y

e La “rebanada” de aceite tiene ra-
dio z y ancho Ay

s Puesto que la esfera esta llena has- hd
ta la mitad la y varia de 0 a 8, es o8
decir0<y<8 x

e La ecuacién del circulo es: / ¥

o 22+ (y— 8 =64

&y

e 22 +y? — 16y + 64 =64

o z2 =16y — y?

El incremento de volumen de la “rebanada” es:

AV = zz’ Ay
sustituyendo % por 16y — y? se obtiene:
AV = x(16y — y*) Ay
a su vez el incremento del peso estd dado por la férmula :
AF = pAV = 50x(16y — y*)Ay

El incremento del trabajo es igual a el incremento del peso por la distancia
que debe recorrer el Hquido, es decir:

AW = AF -d
en donde d es la distancia y como ya vimos es igual a (16 — y):
AW = 50m(16y — y°)}(16 — y) Ay
Sumando todos estos incrementos:
8
W= [ 50m(256y — 32° + v°) dy
0

8

_ 256 , 32 , y*
W = 50n [ 5 ¥ 3 Y + 1,
2 3 418
W = 500 1536y° — 128y° + 3y
12 0
2 _ 128(8)° 4
W = 50r [1536(8) 12<;Si(8) + 3(8) }

el trabajo que se debe de realizar es de :

W ~ 5897831b- ft
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3.4.7 Llenado de un tanque Esférico

Un depdsito semiestérico de 6ft de radio se coloca de tal forma que la base es
el circulo. jCudnto trabajo se requiere para llenar el depésito con agua a través
de un agujero en la base, si la fuente acuifera estd en la base?

" Tadio=g Ay

f \

—_ |

de recorrer el liquido

Fl 4rea de la rebanada es: A=az®=7(36 —y%)
El incremento del volumen es: AV = (36 — y*)Ay
El incremento del peso es: AF = prr{(36 — y2)Ay

El incremento del trabajo es: AW = pr(36 ~ y*)yAy

Sumando todos los incrementos del trabajo:

6
W= /0 pr(36y —y°) dy

oyt 6 64
W =pm [183;2 - —] = pr (18(36) — —) = 324pw
41, 4
sip =624, por ser agua; W ~2021816- fi
La diferencia de este problema con los anteriores es gque la distancia que debe
de recorrer el liquido es simplemente y y no & — y.
3.4.8 Vaciado de un tanque Cénico

Calcular el trabajo para vaciar el tanque conico, cuyas dimensiones se indican,
lleno hasta % partes de agua, cuya densidad es p = 1000 g—n%

6 mls

SOLUCION
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El tanque estd lleno § partes de su capacidad es decir, %(Gm) = 4m

distancia que
debe recorrer
la “rebanada”

Y

Tomamos una “rebanada” a una distancia y. Si colocamos una seccién
transversal del cono en un sistema de coordenadas obtenemos:

(3,6)

—Recta

0}
|

la pendiente de esta recta es:

6-0 .
y—3_0($—0) es decinc  y =2z

despejando x se obtiene; =z =

bl

de la figura vemos que se forma un circulo de radio x.

se forma un circulo
de radio =

El 4rea de este circulo es: A = nz? sustituyendo el valor de z:
—a(d)Y =
A=n (2 T4

el volumen del disco (“rebanada”) es: AV = %ysz, ahora el incremento de 1a
fuerza esta dado por la expresién:

AF = pAV  donde p = 1000 %

Nota: debemos de convertir em® a m? para manejar las mismas unidades;

1 1 \°
1 =1 1 = — ]_ 3: —_
m=100cm = em = geam = {lem) (100m)
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lem® = 3 =1x%107%m3

1
1,000,000
por lo tanto; p=1,0005qademr = p=1x10°2%, por lo que:

k
— 9 (T 2
AF=1x10 - (4y)Ay

A su vez el incremento de trabajo es AW = AF -d donde Ia distancia d es lo que
debe recorrer la “rebanada” desde donde se toma hasta el borde del depésito,
es decir, (6 — y) estoes :

1x10°
4

sumando todos los incrementos de trabajo desde cero hasta 4 metros se obtiene:

AW =

7y*(6 — y) Ay

4 )
1x10°n
W=[o — (6~ ") dy

1x 10°r w1 1x10% 4
=2 Tyt =2 3_ 2
T O

por lo que el trabajo realizado es W =~ 5.03 x 10107

3.5 Mezclas

Problemas en Biologia e Ingenieria Quimica surgen al mezclar dos soluciones
de distintas concentraciones; una solucién que contiene una concentracién fija
de una sustancia s fluye con cierto gasto, (la razén del volumen con respecto
al tiempo G = %) a un recipiente, el cuil contiene otra solucién que contiene
una sustancia s* y tal vez otras sustancias; se mezcla haciendo una solucién
homogenea saliendo con un flujo y un gasto, que puede ser diferentes.

Este tipo de problemas dan origen a una ecuacién diferencial de 1°" orden,
por ejemplo tomemos dos soluciones salinas; vy queremos determinar la cantidad
de sal A(f), que hay en ¢l recipiente er el instante ¢. La rapidez con que cambia,
A(t) es la tasa neta:

L—ié = (tasa de entrada) - (tasa. de salida ) =R; - Rs

dt de la sustancia de la sustancia

Los siguientes problemas dan una idea de este tipo de ecuaciones

3.5.1 Cantidad de sal en un tanque de 200{

Un tanque que contiene 200 litros de agua en gue se han disuelto 30 gramos
de sal y le entran 4L de solucién cor un gramo de sal por litro; estd bien
mezclado, v de él sale liquido con el mismo flujo (4-%-). Calcule la cantidad de

min
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sal que hay en el tanque en cualquier momento ¢

SOLUCION

Sea A(0) la cantidad inicial de sal; A(0) = 30g, como ya vimos la ecuacién

diferencial es de la forma: i
& =R — Ry

donde Ry = (4=%) (14) =44y Ry = (42%) (;‘ﬁ-‘}) = & L esto significa
que:

gﬁ_4_£_200-—»/1 - dA _d_t
d 50 50 200— A 50
integrando esta ecuacién:
dA dt
/m— '56 = —-II’IIZOO Al —+C

debemos determinar el valor de C, para lograrlo usamos las condiciones iniciales:

si t = 0, entonces A = 30g; —In|200 ~ 30} = —9— +C

de aqui resulta claro que C = - 1In 170, ahora debemos despejar A
t
—In|200— 4| = — —111170 = Inj200-A4|= ~%5 +1n170

aplicando exponenciales a ambos lados de la ecuacién:
20— A=e w00 o 900 A =170

por lo que el modelo que nos indica la cantidad de sal que hay en el tanque en
cualquier momento es:

A(f) =200 ~ 170 ™%

3.5.2 Salmuera en un tanque de 500gal

Un tangue tiene 500 galones de agua pura y le entra salmuera con 2 libras de
sal por galén a un flujo de 5 galones por minuto. El tanque estd bien mezclado,
y sale de él el mismo flujo de solucién. Calcule la cantidad A(t) de libras de sal
que hay en el tangue en cualquier momento t.

SOLUCION

Establecemos la ecuacién diferencial:

dA_ [, (sgal) _(, gal) (A lb)
dt ~ \ gal min min ) \ 500 gal
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simplificamos y por el momento no escribiremos las unidades:

@_10__‘4__1000—,4 N dA _dt
dt 100 ~ 100 1000— A~ 100
integrando ambos lados:

dA 1 1
— = [dt = —In|1000- A] = —-t
[IOOO—A 100/ 11000 — Al = 755t +C
aplicando exponenciales:
1000 — A = CeTot

despejando A: A = 1000 — Ce~ 15t cuando se empieza la mezcla {t =10) no
hay sal (A = 0) esto se deduce de la frase “...Un tanque tiene 500 galones de
agua pura...” con estas condiciones podemos encontrar

0=1000—Ce ® = 0=1000—C = C=1000

es decir: A = 1000—1000e~1% por lo tanto la expresién que nos da la cantidad
de sal es: .
A=1000 (1-e7T)

3.6 Determinacion de fechas por radio carbono

Un instrumento importante en la investigacidn arqueoldgica s la determinacion
de fechas por radiccarbono, que es un medio para determinar la antigiledad de
restos de madera y plantas y, por tanto, de huesos humanos o de animales o
artefactos encontrados a la misma profundidad. El procedimiento fue desarro-
Hado por el quimico estadounidense Wiltard Libby (1908-1980) a principios de
la década de 1950, por lo que fue galardonado con el Premio Nobel de Quimica
en 1960. La determinacién de fechas por radicarbono se basa en el hecho de que
algnnos restos de madera o plantas, siguen conteniendo cantidades residualeg
de carbono 14, un isétopo radiactivo. Este isGtopo se acumula durante la vida
de la planta y comienza a decaer a la muerte de ésta. Como la vida media del
carbono 14 es larga (aproximadamente de 5 568 afios?), después de muchos mi-
les de afios permanecen cantidades mensurables de carbono 14. Libby demostré
que si incluso estd presente una diminuta fraccién de la cantidad original de
carbono 14, entonces por medio de mediciones adecuadas de laboratorio puede
determinarse con exactitud la proporcidn de la cantidad original de carbono 14
que resta. En otras palabras si Q(¢) es la cantidad de carbono 14 en el instante ¢
¥ Qo es la cantidad original, entonces puede determinarse la razén Q(#)/Qo, por
lo menos st esta cantidad no es demasiado pequefia. Las técnicas de medicién
actuales permiten la aplicacién de este méiodo para periodos de hasta alrededor

2La vida media internacionalmente aceptada del carbono 14 es 5568230 afios, segin se in-
dica en la MeGraw-Hill Encyclopedia of Science and technology (5a ed.} (New York:McGraw-
Hill,1982), Vol.11,pp 328-335 -




3.6. DETERMINACION DE FECHAS POR RADIO CARBONO 73

de 100000 afos, después de los cuales la cantidad de carbono 14 restante es de
s6lo un poco mas o menos 4 x 10~% de la cantidad original!
Veremos un ejemplo de este tema.

3.6.1 Datacién de Murales Prehistéricos

En un trozo de madera quemada o carbdn vegetal se determiné que el 85.5%
de su € — 14 se habia desintegrado (El periodo medio de €' — 14 radiactivo es,
aproximadamente 5600 afios). Determine la edad aproximada de la madera.
Estos datos sirvieron a los arquedlogos para fechar los murales prehistdricos de
una caverna en Lascaux, Francia

SOLUCION

Sea: M la cantidad de C — 14 en la madera
y My la cantidad inicial de C — 14 en la madera

La ecuacién diferencial para este caso es de la forma:

dM
— = kM
di

donde k es una costante de proporcionalidad. La solucién de esta ecuacidn es:

daM daM
—— —:k
% kt = fM fdt

miM|=kt+C = M=Ce*
primero vamos adeterminar el valor de la constante C:
MO)=Ce*O =My = C=My = M=M:"

ahora vamos a determinar el valor de &, para esto utilizamos el hecho de que la
vida media del C — 14 es 5600 aflos, es decir:

MO Mo Mg 1
M - 5600k ..., = 5600k -
(5600) 3 =  Mge 3 e 5 3
aplicamos logaritmos a esta ltima ecuacién:
1 ~In2
In 5600k 1 = = —In?2 =
ne n 5 = 5600k n = k 5600

esto significa que la ecuacién es de la forma:

~ln2,
M = MgyeSo00

! Bcuaciones diferenciales y problemas con valores en la fronters. Boyce.DiPrima (4a
ed.)(Limisa Noriega Editores,1998),pp 67-68
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para poder determinar la edad de la madera aplicamos el hecho de que se desin-
tegrd el 85.5%. Si inicialmente (en el momento en que muere la madera) habia
un 100% entonces queda; 100%-85.5%=14.5% de C — 14 en la madera.

e%t _ 0.145 M,

M) =0.145M, =  M(f) = Mpess0t = 0.145M, = >
0

simplificando My

—a —1
e¥stat = 0.145 aplicamos logaritmos: : 63§t =In0.145
In0.145
t = 5600 "o
resolviendo esta iltima operacién:
t = 15600 afos

3.7 Ley de Newton del Enfriamiento

Segiin la ley empirica de Newton acerca del enfriamiento, la rapidez con que
se enfrfa un objeto es proporcional a la diferencia entre su temperatura y la
del medio que lo rodea, que es la temperatura ambiente. S1 T(t) representa la
temperatura del objeto en el momento £, T}, es la temperatura constante del
medio que lo rodea ¥ % es la rapidez con que se enfria el objeto, la ley de
Newton del enfriamiento se traduce en el enunciado matemadtico

daTr daT

EO(T—Tm osear  — =k(T —Tpn)

en donde k es la constante de proporcionalidad. Como supusimos que el objeto
se enfrfa, se debe cumplir que T > T»; en consecuencia, lo Iégico es que & < 0!

3.7.1 Enfriamiento de un Termdmetro

Un termémetro se sacz de un recinto donde la temperatura del aire es T0°F v se
lleva al exterior donde la temperatura es 10°F. Pasando % minuto el termémetro
indica 50°F - jcudl es la lectura cuando ¢t = 1 minuto? ;Cudnto tiempo se nece-
sita para que el termémetro llegue a 15°F7

SOLUCION

Del problema obtenemos los siguientes datos:
La temperatura inicial del termémetro, cuando ¢t = 0, es T'(0) = 70°F, esto es
por gue la temperatura del termémetro y la del recinto es la misma. Ahora

1 Ecueciones Diferenciales con aplicaciones de modelado. Dennis G. Zill {6a ed.) Interna-
tional Thomson Editores.
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la temperatura del exterior es T,, = 10°F, como dato adicional tenemos que
la lectura del termometro después de ¢ = 30seg = %min, es 80°F, lo cuil se
expresa como: T(5) = 50°F. Debemos de resolver dos preguntas:

a) T(1), la lectura del termémetro después de un minuto.

b} Para que valor del tiempo, ¢, la lectura debe ser 15°F
Como ya vimos la ecuacién que rige este fendmeno es:

ar

= = KT - Tn)

lo cudl se traduce en:

d
ag- = k(T — 10) por el momento no usaremos las unidades

despejando k se obtiene:
1_dr
T —10dt

1 4T

resolviendo cada integral obtenemos:

=k integramos ambos lados:

In|7 10| = kt +¢ (3.5)

antes de despejar T encontremos los valores de las constantes k y ¢, recordemos
que %k debe ser menor que cero.

Primero si t = 0 entonces T = 70, sustituyendo en la ecuacién (3.5):
nl70-10|=k(0)+c = c=Ini60|
ahora si ¢t = { entonces T' = 50, sustituyendo en (3.5):

1
In |50 — 10} :k(i) +h60 = In40= %“ +1n60

k
1n40—ln60=§ esto es: k= 2[in40 - In60]

aplicando la propiedad Ina — Inb =1n £, se obtiene: £ =2In8 = k= 2In

ahora a.phcamos la propiedad nlna = lua es decir, k =In (£ ) =In} observe
que ln < 0 yesto cumple con k < (. Antes de sustituir estos valores regresemos
ala ecuacmn (3.5) y despejemos T

In|T — 10| = kt + ¢ aplicamos exponenciales en ambos Jados:

eln]T—10§ = ettt — ektet
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sustituyendo los valores de £k y
T - 10 = e = T 10 = 603"
por o que la expresién que gobierna la lectura del termémetro es:
T(f) = 60™3) 110 (3.6)

con esta expresidn calculemos la temperatura cuando £ = 1 minuto:
a 4
T(1) = 6031 4 10 = 603} + 10=160 (é«) +10 = T(1) ~ 36.67°F

por dltimo despejemos el tiempo, ¢, cunando hay una lectura de 15°F sustitu-
yendo en la ecuacién (3.6):
15 = 60€!(3) + 10 reordenando la ecuacién;

603 1 10=15 = 608 =15-10

1 5

60 =5 = B 5
simplificando: ™G = 15 aplicamos logaritmos en ambos lados:
In(%)t = In(3;), despejando ¢ obtenemos:

13
ln(%)

(5)

= =  §~3.06minutos

E

wl

por lo que la respuesta es:

a} T(1); la lectura del termémetro después de un minuto, es: 36.67°F

b) El valor del tiempo, £, para que la lectura sea 15°F es: 3.06 minutos

3.7.2 Calentamiento de una barra pequena

Si una barra metdlica pequefia, cuya temperatura inicial es 20°C, se deja caer
en un recipiente con agua hirviente, jcuénto tiempo tardard en alcanzar 90°C,
st se sabe que su temperatura aumenté 2°C, en un segundo? jcudnto tiempo
tardara en llegar a 98°C'7

SOLUCION

Como lo marca el problema la temperatura inicial es 20°C; es decir 7'(0) =
20°C, pero en este caso la barra se estd calentando en vez de enfriarse. Toma-
remos el tiempo, ¢, en segundos,como en el caso anterior a la temperatura del
objeto le restamos la temnperatura del medio ambiente; para este caso a la barra
le debemos restar la temperatura del agua hirviendo, que suponemos debe ser
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100°C (esta condicién en realidad es muy arbitraria por que el agua hierve a
100°C a nivel del mar y el problema no lo menciona}, es decir como se estd
calentando la barra la ecuacion diferencial debe ser:

daT
— = (T -T,,
sustituyendo Ty, = 100 se obtiene; & = k(T - 100) = 54 =k

integrando ambos lados:

dT’
—_— t
/ T -100 ,/kd

realizemos un cambio de variables, sea £ = T y y = ¢ por lo que la integral

anterior queda de la forma:
/ z—100 =k f dy

los limites de integracién para la primera integral son 20 < ¢ < T y para la
segunda 0 < y < ¢ por lo tanto nuestra integral toma la formas:

T t
de
—k{ d
20 7 — 100 fo Y

integrando ambos lados:
Inle —100{ 15, =kyls = In|T—100—In|— 80| = k(t — 0)

1n|T — 100} — In | — 80} = kt (3.7)

si despejamos k de la ecuacién anterior se obtiene; k = w para
determinar el valor de k& usamos el hecho que; si t = 1seg entonces T = 22°C o
simplemente T = 22, es decir;

=1n|22 ~ 100 — In| - 80{ = In| — 78| —=In | — 80| = ln (:—gg)

simplificando el quebrado k = In (3—) sustituyendo este valor en la ecuacién
3

a0
(3.7); In |T — 100} ~In] —80] = In (25)  pero nos conviene dejarla de la siguiente
nanera: 39

1n|T - 100| = In 40) t+1n| — 80| (3.8)

ahora bien debemos despejar T' de esta dltima ecuacién, usando exponenciales:

AlT-1000 _ n()ttin|-s0i .  nT-100] __ in(F)¢t In|-s0|
3
T — 100 = —ggen(8) por lo tanto:

T =100 — 80e(38 )t (3.9)
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esta dltima ecuacidn es la que rige el comportamiento de la temperatura . Para
contestar las preguntas retomemos le ecuacion {3.8) y despejemos ¢:

39 39
= — 80 = — In{=}i= — —lInl—
In (40) t+in|—8) = n|T 100 = n (40) t=In|T - 100|—In| - 80|
(39, |T-w0f e | =]
— = In = e—
"\ 10 ~80 n (2
. lleO*lﬂO
siT =90°C; t = m@é") =  t~82.133seg
n 98— 100
de la misma manerasi T =98°C; t = L-Il—(},%- = t=~145.7036seg
i35
es decir:

§1t~ 82.1seqg entonces T = 90°C' y
si t ~ 145.7 seg entonces T = 98°C




Capitulo 4

Sin proceso de limite

Hay una gran variedad de problemas que se resuelven sin la necesidad de aplicar
derivadas o integrales (proceso de limite), sino que es posible solucionarlos uti-
lizando, ya sea solamente Algebra elemental, Trigonometria, Geometria o quizd
€N un caso extremo una pequeita derivada.

Aunque el objetivo principal del trabajo es presentar las aplicaciones del
Célculo tanto Diferencial como Integral me parece interesante e importante
presentar este tipo de problemas, para crear la idea en el lector que no hay una
sola forma de resolver los problemas, ademas de hacerle ver que puede hacerse
de una manera m4és sencilla aplicande una u otra técnica.

4.1 Area mixima de un Tridngulo Rectangulo

Encontrar las dimensiones del tridngulo rectdngulo dado su perimetro y que
tenga 4rea méxima.

Solucidon

b

Sean: a y b los catetos del tridngulo y ¢ su hipotenusa. Sabemos que el
perimetro estd dado por la expresidn; P=a+ b+ ¢y el drea por A = %ab, del
perfmetro despejemos ¢+ b; a+b = P — ¢, si elevamos al cuadrado ambos lados:

(a+b)? = (P—c)? = a®+2ab+H® = P2-2Pc+c® = a?+b%+2ab= P?—2Pc+c?

o ESTA TESIS NO SALR
DE LA BIBLIQTROS
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en esta 1iltima ecuacién usamos la identidad a? + 52 = &2
¢ +2ab=P2—2Pc+ = 2ab=P®-2Pc
dividiendo entre 4 ambos lados y simplificando se tiene:

20b  P?—2Pc N ab _ P?—2P¢
4 4 2 4
pero como ya dijimnos; el lado izquierdo de esta expresién representa el drea del
tridngulo
P2 _2pPc
4

Aqui la Gnica variable es ¢ puesto que P es el perimetro y este valor va es co-
nocido.

A=

Observacion: si quisieramos resolver este problema usando derivadas tendriamos
graves problemas:
dA 2P P
de~ 4 2
tendriamos que igualar a cero la primera derivada y encontrar los valores criticos

dA P

donde los problemas serian:
i} no tenemos valores criticos; por que no hay variable e que despejar

i) P = 0 significa que el perimetro es cero; lo cuél no es posible por que no
habrfa triangulo
es decir no es posible usar cdlculo (en una variable) para resolver este problema.
Antes de retomar el problema, resolvamos el siguiente:
Encontrar 2 ntimeros positivos cuya suma esté dada y cuyo producto sea el
maximo posible; £ +y = 5§ y 2y = M, despejemos y de la primera ecuacidn:
y = 8 — z y 1a sustituimos en la segunda, es decir;

M=(S-z)z (4.1)

es claro que S — = debe ser mayor que cero; S — z > 0, por otro lado vemos
de la ecuacion (4.1) que un factor puede ser mayor o igual a el otro digamos:
(S —z) > z Yo que significa que S > £+ Yo que se traduce en: S > 2z tomemos
el primer caso S = 2z sustituyendo en y = 5 — z se tiene ¥ = x, es decir los dos
mimercs deben ser ignales

ahora tomemos el segundo caso S > 2z sustituyendoeny +z=§

y+tz>22x = y>2x-~x = y>z

es decir uno de log nimeros es mayor que el otro, digamos que % es mayor que
y;y=xz—rdonder >0
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st los dos nimeros son iguales, y = z, el producto. M, = yx = zx = z~,
serfa un cuadrado perfecto

Si los dos numeros son diferentes, y = z — 7, el producto seria
My=(z~r)z=2%~rz

es cbvio que My > M,

Podemos concluir que los nimeros deben ser iguales para tener un pro-
ducto méximo

como ejemplo podemos plantearlo como: Encontrar 2 nimeros cuya suma sea
14 ¥ cuyo producto sea méximo.
todos los mimeros cuya suma es 14 son:

y = S=z4+y M=uzy
0 14 14 0
1 13 14 13
2 12 14 24
3 11 14 33
4 10 14 40
5 9 14 45
6 8 14 48
7 7 14 49

por comodidad usamos niimeros enteros; pero lo mismo sucede con los fraccio-
narios y los radicales.

Ahora si retomemos el problema inicial:
Completemos el rectdngulo es decir tomemos dos tridngulos rectangulos

y replanteamoslo como bus-

car dos ndmeros cuya suma

(perimetro) estd dada y cuyo

producto (4rea) sea maximo.

Como acabamos de ver estos * 2
numeros deben ser ignalesa = b b

Por lo que las dimensiones del tridngulo deben ser, dos lados iguales a y la
hipotenusa ¢ = a2 +a®> = ¢ =+/2a pero como

P=ag+b+c = P=a+e+vV2a = P=02+V2

despejando ¢ se tiene
P
T 2442

en resumen ¢l tridngulo debe tener las dimensiones:

P b P V2P
T 242 2442 2+/2

a

a
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4.2 Caja rectangular de volumen maximo

Calcular las dimensiones de una caja sin tapa; que tenga el maximo volimen
que se obiiene de una hoja rectangular, cortando cuadrados idénticos en las 4
esquiinas.

Solucién

Representamos con:
a el ancho del rectiangulo;
b el largo del recténgulo;
: z la cantidad a cortar y también
b_k b representa la altura de la caja;
‘ a -- 2r ancho de la base de la
: caja;
Eeeeenenssnee Lx b—2z largo de la base de la caja

El volumen de la caja esté expresado
por: L=

V = (ancho)({largo)(alto) esto significa >
V= (a — 22)(b — 22)(x) & —

¥ lo que deseamos es encontrar z
Es obvio que si queremos un volumen maximo :

i) z > 0; por que: no hay cortes negativos (z < 0), y si z = 0 significa que la
altura es cero lo cual no puede suceder, por que no habria caja

ii) el producto (@ — 22)(b — 2z) debe ser positivo; para que, el volumen tenga
sentido, V > 0., es decir (@ — 2z)(b — 2z) > 0, ambos factores deben ser
positivos o ambos deben ser negativos

— 51 ambos son positivos:

c«a—2z>0 = -2z> —a = m<:—; = :'c<%
—b b
b—2zx>0= 22> -6 = :::<—2 = :r:<§

puesto que a < b entonces § < -2’3 con lo que podemos aségurar que si

T < 3 automdticamente z < %; es decir es suficiente pedir que:

<8
a: —
2



1.2, CAJA RECTANGULAR DE VOLUMEN MAXIMO 83

— Si ambos son negativos:

a—2r<0 = -2r< —a = I>%

b
b—2x <0 = -2z < -b =» :c>§
con ¢l mismo argumento si b > ¢ = % > 4, entonces si x > g— au-
tomaticamente z > §

En resumenz < § 6z > % puesto que x representa el corte gue se debe hacer
a la hoja de material, entre menos material desperdiciemos es mejor y esto nos
lo garantiza la desigualdad z < %, la que significa que debemos cortar menos de
ia mitad del ancho; en el otro caso x > —g- nos diria que debemos de cortar mas
de la mitad del largo.

Hasta este momento solamente sabemos que debemos hacer un corte de
menos de la mitad del ancho; pero ;qué tanto menos?, hay una infinidad de
nimeros que cumplen esta condicién por ejemplo: 2, ¥, 3%, Tooatos» ©t¢, es decir;
solamente sabemos quez > 0yz < § = 0<x < 3

Para encontrar el valer de  tomemos los casos extremos:
primero z = (0 muy cercano a cerc y segundo z = % casi la mitad de a algo asi

= 2
como z = 0.49a. Observemos nuestra figura:

el drea de la base es:

PR (a — 22)(b — 2a)

g el drea de las caras 1 y 2 es

3

(e —22)z

: el drea de las caras 3 y 4 es
(b—2x)x

2

El primer aso T & 0 significa

que el drea de la base es muy

grande y las dreas laterales {de

las caras) muy pequeilas por lo

que el volumen es pequefio. ﬂ
Caja vesuitante

Para el segundo caso, z = §, la
altura es mayor pero la base es
pequeiia y el voumen también se
ve afectado en ser menor de lo
esperado, aunque parezca que s
mayor gue el caso anterior.

En el primer caso el drea de la base es mayor gue la suma de las dreas de las
caras 1,2 y las caras 3,4; Ag > Ay o+ Az 4. En el segundo caso el drea dela base
es menor que la suma de las caras laterales; Ap < Ay 2 + Az 4, en ambos casos
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el volumen parece ser pequefio o no parece cumplir con ser el méximo volumen
que se espera.

Ahora veamos la posibilidad cuando 4rea de la base es igual a la suma de
las 4reas laterales

Ap=A1 2+ Azq
sustituyendo los valores de estas expresiones se tiene:
(a — 2z)(b — 2z) = 2z(e — 2z) + 2z(b — 2x)
ab — 2ax — 2bz + 4% = 2az — 42% + 2bz — 427
ab — 2az — 2bz + 42% — 20z + 4x” — 2bz + 42° = 0

simpiificando; agrupando términos semejantes

122* —4gz —4bz+ab=0

1222 —4z(a+b) +ab=0

resolvemos esta ecuacidn usando la férmula general

g Mt b+ V-4 + )2 — 4(12)(ab)

2(12)
_4a+Db) £ +/16{a+b)? —48ab  4(a+b) = 1/16[(a+ b)* — 3ab]
= 24 = 24
4(a +b) £ 4va? + 2ab+ b — 3ab
= 24

(e +b) = Va2 —ab+ b2
= 6 {(4.2)

Observacitn; sl a = b se tiene un cuadradoe en vez de un rectdngulo

x_2a:l:\/02—az+a2 __2a:l:\/a2 _2axa

6 6 6
T = i g 81 cortamos con esta medida no tendriamos caja
Ty = % este resultado cumple con la condicién z < §

Es decir para el caso de tener un cuadrado en vez de un rectdngulo la sclucién
es:

. anchoa—2z=a—2(%)=a_§:%“

e largob—~2z =22 porquea=b

Oa.ltomz-‘ﬁi
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o5
(4

Retomemos nuestro problema; de la ecuacion (4.2) obtenemos dos valores:

_(a+b)+vaer—ab+d? (et b)=Va® -ab+b®

1= 6 2= 6

la solucién debe de cumplir con la condicién x < §
supongamos que la solucién es x;, esta solucién debe cumplir: z; < 3 esto
significa que:

_(a+b) ++vVae2—ab+b? <@
6

T, —

=  (a+b)+va®—ab+b < 3a

3]

Vel—ab+bi<3a-{a+h = Vat-ab+bP <2e-b

elevando al cuadrado; a? — ab + b < 4a® — 4ab + b?
transponiendo términos; —ab + 4ab < 4a® — a? + b* — 6? y simplificando;

3ab  3a°
b < 3a® g —
3a 3a = 32 < 33

reduciendo los quebrados se obtiene: & < a lo cual 1o es posible, entonces
nuestra suposicién no es correcta
Ahora supongamos que 2 €s la solucidn; si x; < §, entonces:

— a2 — 2
(e tb) g ab+b<a§ = f{a+b—+va?—-ab+?b <3a

(e+b)—3a</al—ab+bt® = b—-2e<val—-ab+h?

elevando al cuadrado; b% — 4ab + 4a® < o® — ab + b
transponiendo; 4a® — a? < 4ab — ab+ b* — B? y simplificando;

2
302 <3ap = oo 3
3a 3a

reduciendo los quebrados se tiene: o < b esta desigualdad es cierta, lo que se
traduce en que z» es la solucidén correcta.

Es decir en las esquinas se debe de hacer un corte de = (etbi=ve?—abtd® S ahih
y por ende las dimensiones son:

o ancho de la caja; a — 2z = @ — @)= 3 —abtb? _ 2ecbovar—abth

e largode lacaja; b—2x =0~ {°+b)f"§‘ —abtd® _ 2”—&—\/@%5

o altura de la caja; o = detblai—abid
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4.3 Reloj de Agua

La clepsidra o reloj de agua. Un reloj de agua de 12 horas se va a disenar
con las dimensiones que se muestran en la figura, con la forma de la superficie
obtenida al girar la curva y = f(z) en torno al eje y. ;Qué ecuacién debe tener
esta curva y qué radio debe tener el agujero circular del fondo, de modo que el
nivel del agua descienda a razén constante de 4in/h

Solucion

area — a

Tomemos un tangue el cual tiene un agujero, de area @, en el fondo del re-
cipiente por donde sale el agua. Designemos por h(#) la profundidad en ft del
agua en el tanque en el tiempo ¢, y por V(¢t) el volumen de agua en fi3

Antes de continuar consideremos la ecuacion de Bernoulli bajo las siguientes
condiciones; que el flujo del fuido sea:

1. Estacionario; esto es que la velocidad en cualquier punto no varie

2. Irrotacional; el elemento del fluido en un punto dado no tiene velocidad
angular neta alrededor de dicho punto

3. Incompresible; que la densidad sea constante

4. No viscoso; 1a viscosidad introduce fuerzas tangenciales entre las capas del
fluido en movimiento relativo y se traduce en una disipacién de la energia
mecanica.

con estas condiciones podemos asegurar que la ecuacién para dos puntos del
fluido es:

1 1
P+ wa +pgy1 = P + 5@% + pgye (4.3)

donde: P es la presidn
p es la densidad
g= 32;% es la gravedad
#1,¥2 la altura a la que se encuentra el fluido
de esta ecuacién observamos que: la presion es la misma en cualquier punto

del fluido; P, = P, ¥ ademds p es constante y diferente de cero, por lo que la
ecuacién (4.3) se simplifica y obtenemos:

1, 1,
5”1 ‘gt = §U2 + gy=




4.3, RELOJ DE AGUA ’7

si tomamos un depésito con un liguido, y ésta tiene un orificio, donde se descar-
ga, a una distancia h por debajo del nivel del agua; v2 = 0, la ecuacién anterior
se transforma en:

1
51 = 992 — 9%
vl = 2g(y2 — 1)

m = 2gh

Esto es; la velocidad del flujo del agua que sale por el agujero es v; = +/2gh, que
es la velocidad adquirida por una gota de agua en caida libre desde la superficie
del agua hasta el agujero., este enunciado es conocido como la ley de Torricelli.
Cambiemos la variable h por la , por lo que: 1 = /29y

Regresemos a nuestro problema

E! volumen de agua que sale en

un instante At estd dado por el

cilindro de agua; cuya area de

la base es a y altura de la ba-

se es vAt por lo que el cambio

resultante, AV, en el volumen
Q Ly at ;I)zre:gua en el tanque estd dado
a AV = —avAt = ~a/IgyAt

Pero si A(y) denota el drea de la seccidn transversal del tanque a una altura y
v sobre el agujero, se tiene:

AV = A(y)Ay
A Igualando las dos ecuaciones
anteriores:

Aly)Ay = —a/2gyAt
A(y)%% =—a\/2gy (4.4)

.%%%;

Observemos que:

o A{y) es igual a wz?; por que es el circulo que se obtiene al girar y = f(z)
" al rededor del eje y

. _—’g—% es la razdén a la que desciende el nivel del agua, es decir;

Ay i (1 1N 1 gt
R (ﬁﬁ) (36003) =~ " 10800 s

esta conversién es necesaria para que todas las cantidades esten en las
mismas unidades

e g=3214
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Sustituyendo estos valores en la ecuacidn (4.4), se obtiene:

1 ft Jt wz? ft It
e L TEY g fa(glt aylt
e ( 10800 s) a (3 32)3, > oswos - VR

2

2

nr
= —————— = t
msooft Savyft = hosogy tT VYIS

elevando al cuadrado ambos fados :

1 T 24 2
= {goqm0) = e =ust

1 T 2,
= (86 400) s Jt (45)
para encontrar el valor de ¢ tomemos en cuenta que la curva debe pasar por
los puntos {0,0) v (1 ft,4 ft)

1 ™ 2 1 T 2 T
4ft=— thft = a¥ = t* = a= £
ft= 2 (86 400) et ==y (86400) f = 1728001

a representa el drea del agujero; sea r el radio de ese circulo
i
2 2 _ 2 _ 2
N T 800 st T T = Tmsw !t

1
2 —
V172800f * T oAl

para determinar la ecuacién de la curva empleamos la ecuacién (4.5), sustitu-
yendo el valor de a*:

1 86400

2
y = ! ( il ") simplificando y = 4z*
1 (m)

asi que la solucién es:

i) La curva debe tener la forma y = 4z*

ii) El radio del agujero debe ser r = -2 = ft

Si se observa en ningiin momento utilizamos el hecho que el reloj debe durar
12 horas. Esto se utiliza al resolver ks ecuacién diferencial: % = -4

in
y=-4—+48in (4.6)
usamos la conversién 4 ft = 484n. Por iltimo si sustituimos £ = 12k en la
ecuacién {4.6); y = 0 que es cuando se vacia totalmente el tanque.
i Con la ecuacién (4.6) podemos constrir una tabla que nos de informacién de
el tiempo transcurrido y la altura del agua en el recipiente.

thrs1 0| 1|23 14567 |8]9110]11]12
hin |48 |44 (40 (36 (3228 |24:20116[12| 8 4]0
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4.4 Area maxima de un cuadrilatero

Considere un cuadrilatero con 3 lados iguales de longitud a y uno diferente de
longitud & ; Cudnto deben medir los dngulos exteriores @ y @, ver figura, para
que el drea del cuadrilatero sca mdxima?

Solucién

El 4rea total del hexdgono estd compuesta por las dreas de los tridngulos y
del paralelogramo. Fijemos nuestra atencién al drea del paralelogramo

para calcular esta drea dividamos en dos
tridngulos el paralelogramo. Sea Ar el
drea del tridngulo y Ap el drea del
paralelogramo Ap = 247 donde

Ar = Lapsin X por lo tanto:

Ap =2(%apsin)) = apsin A

recordemos que: —1 < sin A < 1, el méximo valor de la funcién seno se alcanza,

cuando sin A = 1, esto es si A= 7., por lo que el hexdgono toma la forma:

Lo que significa que el paralelogramo es en si un rectangulo de drea Ap = ap.
Ahora calculemos el drea del tridngulo del lado izquierdo,(en realidad no importa
el lado), de geometria elemental sabemos que:

1
At = 502 sirmﬁ
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por otro lado usando la ley de los cosenos;
2® = ®+a®—2(a)(a)cosy = pF =2a°—2a%cosyy =  pF =2a*(1-cose))

p=+0a22(1 —cosyy) = p=ay/2(1—cosy)

por lo que el drea del hexdgono es la suma de los dos tridngulos mis el 4rea del
rectangulo; Ae = 24; + Ap, s sustituimos sus respectivos valores:

Ac=dsinptap = A =d’sing+alay/20—cosy)
A, = a®siny) + a®/2(1 — cos )

tomemos la primera derivada de esta expresién para encontrar los valores criticos:

% = a? cos+a? -—-M— simplificando el factor 2 e igualando a cero
ay 2/2(1 — cos )
d4. sin 1 sin

fcwza.2 [cos¢+m]=0 = cos¢=—m
V2(T —costy) costh = —siny  elevando al cuadrado:
2(1 — cos 1) cos® 2 = sin® % usamos la identidad: sin® ¢ = 1 — cos? ;
2(1 — cosy)cos?yp = 1 —cos’ 4 factorizando la diferencia de cuadrados:
2(1 — costp} cos® b = (1 — cosep)(1 + cosep) cancelando el término {1 — costh)

esta cancelacin es valida por que si (1 — cosy) fuera igual a cero entonces;
% = 0 lo que significa que tendriamos un tridngulo de area cero y esto no es
posible. Regresando a la ecuacion:

2cos” 9 =14+costp = 2cos’yh—cosyp—1=0
para resolver esta ecuacion de segundo grado aplicamos la férmula general:

1+/T-4@)(-1) _1+vi+8 _1+3

0oy = %2) 4 )

cosq[):lT-[—?’ = cosr=1 = =0
1-3 -1 g
cos1p—T = cos¢——2—— = 1,{:...?

ya explicamos por que la solucidén ¢ = ( no es posible, por lo que la tnica
solucién posible es:

2n
=3

Io que nos indica que el hexdgone debe ser regular
Por lo tanto la solucién del problema es: a =8 =%
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4.5 Volumen entre dos cilindros

Como ltimo ejemple calculemos el volumen que se obtiene al intersectar dos
cilindros del mismo radio.

Apliquemos el método de exhaustidn para resolver este problema, es decir;
calculemos el volumen de una parte de la regién y después sumemos todos estos
“pequefios volumenes”.

Primero hagamos un corte paralelo al eje de uno de los cilindros; que divida
en dos partes a la figura.

Observamos que se forma un
cuadrado en la parte en donde
se intersectan los cilindros, aho-
ra bien este cuadrado cambia su
tamafio, dependiendo donde se
haga el corte.

Por ejemplo si el corte se hace
por el didmetro del circulo del corevise desde

cilindro el cuadrado formado es ' -
el de mayor tamafio.

Pero si el corte se hace cerca de una orilla el tamafio del cuadrado es menor que
el anterior

corte visto desde
am
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Es claro que el lado dei cuadra-
do depende de donde se tome el
corte, representemos por:

| ¥
s 1, el nimero de cuadrados Tr "
s [ el lado del cuadrado
e 7 ¢l radio del circulo del
k5

RN
- : L
T -

En las figuras anteriores vemos la forma de variar de L v ¢ en la figura 1;
L=0yt=r,yenlafigura6; L =2r y t =0, esto nos sugiere que: ¢t = kr la
forma de variar & es de tipo fraccionario, es decir; k = % donde i representa el
{-ésimo cuadrado desde ¢ = 1 hasta 2 = n, por lo que:

e t es una parte del radio

R

N
-

o

1
t=—r
7

En el i-ésimo cuadrado, se forma un tridnguio rectdngulo cuya ecuacion es:

L:\* e
(7*) pe =

si despejamos L?, obtenemos:

L? = 4(¥® ~ £2) sustituyendo ¢ por ir

2 2 ir)? 2 . ©r? 2 2 G
Liﬁ‘l T - ; = L‘E:4 T ‘—? = Li:47' 1——2
T

Si L; representa el lado del i-ésimo cuadrado; Liz representa el drea de dicho
cuadrado, y si ademds a éste cuadrado le damos una altura ~ el volumen de
esta caja es:

;2 3 -2
V; = &rea (altura) = 4r? (1—“—2)1-_:4L<1_E_)
) i n
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Sumando todos los V; desde 1 = 1 hasta ¢ = n, se obticne ¢l volumen de la mitad
de la figura:

n

4r3 12
o=y (1- )

t=1

desarrollando esta ecuacidn:
4 .| 1S
Vin = -1 [Z 1-— Ziz} (4.7)
i=] i=1

La primera suma es muy sencilla; es sumar n veces 1 que es igual a n; y la
segunda suma es la de los primeros naturales al cuadrado:

il:n, zn:izz n(n+1)6(2n+1)

=1 i=1

sustituyendo en la ecuacién (4.7), obtenemos:

3
v, = 4r® [n _a(n+1)(2n+ 1)}
n 6n?

la variable n del denominador de la primera fraccién la introducimos dentro del
corchete, para cbtener:

V. =43 |- nin+1)(2n+1)
me n 6nt

el segundo sumando lo podemos expresar cormo:

=t |- = s () () (5]

realizando la divisién de cada término, tenemos:

e 002) )

como 7 representa el nimero de cuadrados., entre mas cuadrados tomemos la
expresitn fraccionaria cada vez es mds pequeita, es decir; st n es muy grande %
es muy pequefio, tanto que no influye a la operacién, y la fraccidn la podemos
aproximar a cero, obteniendo:

Vip = dr® [1 - %(1)(2)] = 4p3 {1 - ,31.] = 473 E] = %3

por lo que el volumen reguerido es: V = 2V,

_15

v
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Capitulo 5

Conclusiones

Habiamos mencionado que una de las preguntas mdis frecuentes de los alumnos
de Bachillerato es ;Para qué sirven las Matemadticas?. Me parece que esta
pregunta encierra: Frustracién, Ignorancia y Desinterés.

Frustracidn porque no hay ¢ hay muy pocos logras académicos, sobre todo
una calificacién que es lo que mas le interesa al alumno.

Ignorancia por que creen que las Matemdticas han sido “inventadas” por
una sola. persona que no tenia nada que hacer y pués para matar el tiempo las
“Inventé”. No conciben a la Matematica como un “instrumento” 1til para la
solucidn de problemas practicos. No se dan cuenta que todo lo que les rodea:
radios, casas, automdviles, televisién, ropa, etc., ha tenido que ser disefiado y en
este disefio se utilizé una gran cantidad de: algebra, trigonometria, geometria,
etc. Mucho menos se dan cuenta que la Matematica encierra una belleza tanto
en su estructura légica como en su naturaleza intrinseca de simetria (igualdad).
De hecho hay una “teorfa” basada en la razdn dorada para “medir” la belleza
fisica. (desde el punto de vista occidental).

El Desinterés se manifiesta en tomar una actitud de hacer lo minimo nece-
sario para aprobar el curso en turno sin molestarse por pensar: cémo puedo
aplicar lo aprendido en mi propia experiencia; o diseftar por muy simple que sea
un problema, que se pueda resolver con los temas vistos en clase.

Todas estas carecieristicas se deben a como va lo mencioné a que por diferen-
tes razones (sobre todo en el Bachillerato) todo el curso se basa en €l contexto
de problemas algebraicos.

Espero que este trabajo:

i) Conteste a la pregunta, que se tenga una idea de que la Matemdtica es
aplicada en todo aquello gue necesite medirse, y es puesta en practica en
muchas ramas del conocimiento.

ii) Cambie la actitud de los estudiantes hacia la Matemética.

iii) Sea utilizado, si no como texto, si como un libro de consulta y no termine
solamente almacenado en la biblioteca de la Facultad de Ciencias.

Gracias
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