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Capitulo 1

Introduccion

Al automatizar los sistemas de transporte superficial, el principal objetivo es incrementar
su capacidad sin comprometer la seguridad de los viajeros y sin la necesidad de construir
nuevos caminos. La seguridad en estos sistemas est4 ligada principalmente al sistema
de frenado de los vehiculos, en especial, en condiciones extremas o de emergencia. La
seguridad durante el frenado de emergencia cambia con el desempefio del sistema de
frenos y la topologia de la autopista. Desde la perspectiva de frenado de emergencia
existen dos factores que determinan la capacidad de frenado: la friccién entre las llantas
y el camino y el par disponible de frenado. Las fuerzas de friccién tienen muchos efectos
importantes, tanto deseables como indeseables, en las aplicaciones de ingenieria. Por
ejemplo: el funcionamiento adecuado de un automévil depende de las fuerzas de friccion
entre sus neumaticos y el suelo y entre las bandas y las poleas de su motor, pero la friccién
entre sus pistones y cilindros ocasiona un desgaste que se debe minimizar por medio de

un lubricante.

El problema de disefiar un control de traccién y frenado para vehiculos es de gran impor-
tancia en la industria automotriz desde el punto de vista de seguridad del viajero. Cuando
un automdvil es sometido a acciones de aceleracién o frenado, la potencia del motor se

transmite a través de las llantas por un fenédmeno llamado deslizamiento, que implica que




la velocidad tangencial de la llanta sea distinta de la velocidad del centro de gravedad del
vehiculo. En la mayorfa de los textos de dindmica, el estudio del coeficiente de friccién
seca se realiza omitiendo el fenémeno de deslizamiento. Sin embargo, en condiciones de
aceleracién y frenado, éste debe ser considerado para observar su influencia sobre el co-
eficiente de friccién y en consecuencia poder conocer el comportamiento dindmico del
vehiculo con mayor precisién. Toda esta informacién influye directamente en la seguri-
dad del pasajero ya que, si son conocidas las variables dindmicas del vehiculo, se puede
predecir el comportamiento bajo frenado de emergencia que indique la distancia que seria
recorrida durante el frenado. Esta distancia puede ser comparada con la informacién
obtenida por un sensor colocado en la parte frontal del automdévil, y si ésta medicién
resulta menor a la que seria recorrida en condiciones de emergencia, se envia una senal

de alerta al conductor y con ello se reduce el riesgo de tener un accidente.

En este trabajo se disena, por medio de técnicas de Lyapunov, un control de tracciéon y
frenado que actia sobre el par aplicado a las llantas del automdvil para que la velocidad
de su centro de gravedad siga una sefial de referencia simulando un andar comiin en
autopista, en el cual se presentan periodos de aceleracién y frenado donde se hace participe
el fenémeno de deslizamiento longitudinal. La finalidad de disenar este control es poder
conocer las variables dindmicas del vehiculo, como su velocidad longitudinal, velocidad
angular de las llantas, aceleracién del automévil y coeficiente de friccién entre las llantas
y el camino. Ademas se tiene la posibilidad de simular el fenémeno en una computadora,
y asi recopilar una gran cantidad de informacién del estado del automévil que puede ser
utilizada para predecir la distancia que seria recorrida en el frenado de emergencia. Para
disenar el control se requieren conocer algunas funciones matematicas, llamadas modelos
matematicos de friceién, que relacionan el deslizamiento y la velocidad del vehiculo con
el coeficiente de friccién entre las llantas y el camino y pardmetros adimensionales que
ajusten dicha funcién a la topologia del camino como puede ser asfalto seco, asfalto

mojado, hielo, etc.

Para disenar el control de traccién y frenado, en primera instancia se recurrié a (2], un




trabajo previamente realizado en el cual se disena un control que determina la presién apli-
cada a los frenos del automévil para que éste frene lo més rapido posible bajo condiciones
de emergencia. La utilidad de incluir dicho disefio es obtener los parametros adimen-
sionales mencionados anteriormente para asfalto seco. Ademas, se extrajé el modelado
dindmico del vehiculo llamado “modelo de un cuarto de vehiculo” empleado para el disefio
del primer control de traccién y frenado que serd mostrado en el capitulo cuatro. Este
modelo considera que la carga normal aplicada a las cuatro llantas es igual. Posterior-
mente se trabajé sobre un modelado de vehiculo més complejo llamado “modelo bicicleta”
que distingue las cargas normales sobre las llantas delanteras y traseras e incorpora una

fuerza de resistencia para la rodadura de llantas.

Durante el desarrollo del trabajo, en el capitulo dos, se hace una revisién de los sistemas
de frenado més comunes y vehiculos en los que se utilizan y se documentan los modelos
matematicos més empleados en friccién de llantas. En el tercer capftulo se expone el
simulador para frenado de emergencia asi como los resultados que éste proporciona. En
el cuarto capitulo se trabaja con el modelo de “un cuarto de vehiculo” con un anélisis de
los resultados obtenidos. El quinto capitulo presenta el modelado de “bicicleta” asi como
sus resultados y un anélisis de los mismos. Finalmente en el capitulo seis se presentan las

conclusiones del trabajo.




Capitulo 2

Desarrollo de Sistemas de Frenado

en Automoviles

En los primeros vehiculos de traccién animal, el frenado se realizaba con un patin de
madera recubierto de cuero que se aplicaba contra la rueda metdlica en su parte externa

y que era suficiente para frenar al circular a velocidades inferiores a 25 km/h.

Al aparecer las bandas neumaticas de rodadura en las ruedas a finales del siglo X1X, las
velocidades de los vehiculos alcanzaron los 100 km/h, la transmisién se efectuaba por
cadena y la frenada se realizaba mediante frenos acollarados de tambor que rozaban sobre
las coronas de transmisién, su mando era por una palanca exterior y de varillaje. Al
desaparecer la transmisién por cadena en 1907, un pedal manda a los tambores solidarios
a las ruedas traseras y una pieza roza sobre el tambor colocado a la salida de la caja de
velocidades. Las zapatas eran de fundicién, con un punto de articulacién y mandadas por

una leva.

En 1909 nace la banda inventada por Herbert Frood compuesta por una capa de amianto
con hilo de lat6n entrecruzado impregnado de resina, es lo que se conoce hoy como Ferodo.

Teniendo ya el material Ferodo, el sistema es atin deficiente hasta 1922, en que Malcon




Loughead aplicé la fuerza hidrdulica al sistema de frenos empleando cilindros y tubos
para transmitir la presién de un liquido contra las zapatas de los frenos por primera vez
en 1924. Es hasta 1945 en que casi la totalidad de los vehfculos son equipados con este

sistema.

Siendo cada vez mayores las velocidades de los vehiculos surge un nuevo problema, que es
el aumento de calor. Se di6 como solucién en 1953 la incorporacién de frenos de disco en
un vehiculo Jaguar, durante las pruebas de las 24 horas de le Mans. Diez afios después
surge el primer vehiculo equipado con cuatro frenos de disco: el Renault 8. En 1955 el

primer vehiculo en aplicar frenos de disco en Francia fue Citroen en el tren delantero.

A finales del siglo XX, los automéviles se enfrentan a dos desafios fundamentales: por
un lado, aumentar la seguridad de los ocupantes para reducir asi el nimero de victimas
de los accidentes de trdnsito, ya que en los paises industrializados constituyen una de las
primeras causas de mortalidad en la poblacién no anciana; por otro lado, aumentar su
eficiencia para reducir el consumo de recursos y la contaminacién atmosférica, de la que

son uno de los principales causantes.

2.1 Sistemas de Frenado mis Comunes y Vehiculos

en los que se Utilizan

En general, se puede hablar de cuatro tipos de frenos en vehiculos dependiendo de la

forma para transmitir la fuerza de frenado, los cuales se describen a continuacién:

1. Hidraulico: Es aquel en el cual la fuerza de frenado se transmite desde €l pedal
que presiona el conductor hasta las ruedas con base en el principio de multiplicacién
de la fuerza hidraulica (ver fig. 2.1). Este sistema es el mas comin en vehiculos

livianos y semipesados (hasta 5 toneladas).
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Figura 2.1: Sistema simple de frenado hidraulico.
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9. Neumdtico: El pistén que presiona las zapatas contra el disco que se encuentra
dentro de la rueda es accionado por aire comprimido y es aplicado a vehiculos

pesados a partir de 6 toneladas.

3. Mecanico: Este sistema se vale de varillas para detener o mantener en reposo
el automotor. Este tipo de freno es el mas utilizado como freno de parqueo o

estacionamiento en vehiculos pequerios y medianos.

4. De Motor: Es usado en vehiculos pesados para controlar la velocidad en los descen-
sos, evitando que en la carrera de compresion de los pistones del motor se aproveche

toda la potencia.

Freno Hidraulico.

El sistema de frenos es basicamente un amplificador de la fuerza que el conductor aplica

sobre el pedal, transmitiéndola a los frenos para detener las ruedas.
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Figura 2.2: Servofreno o “booster”

El primer amplificador que se encuentra es el pedal que dependiendo de su mayor o
menor longitud amplifica la fuerza. El segundo elemento amplificador es el servofreno o
“booster” (ver fig. 2.2), el cual, ayudado por el motor crea una diferencia de presiones,
vacio en un lado v presién atmosférica al otro; al accionar el freno colabora con el esfuerzo
del conductor. Entre mayor sea el didmetro del servofreno mayor ser4 la amplificacidn.
Como tercera ayuda est4 el sistema hidrdulico comprendido entre el cilindro maestro (fig.
2.3) y los cilindros receptores, a mayor diferencia entre las dreas de los pistones del cilindro
maestro y de los pistones del cilindro de rueda, mayor amplificacién se obtendrad. Entre
més grande sea el didmetro de los cilindros en las ruedas y mas pequerio el de la bomba, la
amplificacién de la fuerza de frenado es mayor. Al llegar, al final del sistema encontramos
que las zapatas son otro amplificador que actian como una palanca mecénica y su efecto
es directamente proporcional a la longitud, entre el punto de apoyo (anclaje) y el punto
en que se aplica la fuerza (del pistén). El elemento que se encuentra en movimiento es la
campana en conjunto con la rueda y sobre aquella actuaran las zapatas para detener el
movimiento {ver fig. 2.4). A mayor didmetro de campana mayor potencia.

En el freno de disco, el elemento que gira es el rotor (ver fig. 2.5) y contra él se apoyaran

las pastillas para inmovilizarlo.
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Figura 2.3: Cilindro maestro
Freno Neumatico.

El sistema neumatico se instala en vehiculos pesados, a partir de seis toneladas, y la

transmisién del esfuerzo del conductor hasta las ruedas se hace al liberar aire comprimido.

Los componentes basicos del sistema neumatico son:

1. Compresor: Es el encargado de tomar aire de la atmdsfera y almacenatrlo en los

tanques instalados para tal fin.

2. Gobernador: Cuando se llega a la presién méxima establecida {generalmente 120
PSI) el gobernador suspende el paso de aire hacia el tanque impidiendo asi una
sobrepresién. Cuando la presién disminuye entre 10 y 15 PSI del nivel maximo,

permite mievamente el flujo de aire hacia el tanque.

3. Tanque o Depésito de Reserva: Mantienen una presién méxima de 120 PSI, el
tamafo y cantidad varia de acuerdo a la longitud, mimero de lineas y tamano de

las cémaras.

Un depésito normalmente tiene en su parte inferior una valvula para drenar el agua

y el lubricante acumulado.



4. Vélvula de Seguridad: Permite la salida de aire cuando se sobrepasa la méxima
presién establecida por falla del gobernador (150 PSI).

5. Valvula Reguladora de Pedal: Es la compuerta del aire comprimido. Cuando
el conductor acciona el pedal abre el paso de aire comprimido hacia las cdmaras en
cada rueda. Al mantener una fuerza constante sobre el pedal se cierra el paso de
aire controlando de esta forma la frenada a voluntad, ya que al ejercer una mayor
fuerza se abre nuevamente la vilvula. Al liberar el pedal se cierra nuevamente el
paso de aire hacia las cAmaras y conectan las lineas de conduccién con la atmdsfera

a través de la valvula reguladora permitiendo la descompresion de la tuberia.

6. Camara de Aire: Convierte la energia del aire comprimido en energia mecanica
transmitiéndola a la leva de ajuste (candado) la cual aplica las bandas contra la
campana para detener su movimiento. En ciertos vehiculos el aire liberado por la
vélvula del pedal no es suficiente para actuar los frenos traseros. En este caso es
necesario acondicionar una linea adicional desde el tanque hasta una vélvula cercana
a las ruedas traseras que entre a colaborar con la linea principal en el suministro de

aire a las cdmaras traseras. Esta véalvula es conocida como relevadora o “relay”.

Freno Mecanico.

El freno de mano 6 de parqueoc estd disenado para mantener en reposo el vehiculo sobre

una pendiente del 18% y en caso de emergencia producir una desaceleracién de 2.75 m/s?.

La transmisién de la fuerza del conductor es en forma mecénica por varillas y palancas.
Actia generalmente sobre las ruedas traseras aprovechando el freno de servicio, aunque

en algunos casos se encuentra en las ruedas delanteras o sobre el eje de la transmisién.

En los automdviles se presentan generalmente dos frenos: el freno de mano, o de emer-
gencia, y el freno de pie o pedal. El freno de emergencia suele actuar sélo sobre las ruedas
traseras o sobre el 4rbol de la transmisién. El freno de pie de los automdviles modernos

siempre actia sobre las cuatro ruedas.




En los automéviles existen principalmente dos sistemas de frenado:

1. Los frenos de tambor.

2. Los frenos de disco.

Los frenos de tambor o balatas (fig. 2.4), que es el sistema antiguo y ahora se usa en
algunos autos y sdlo en las ruedas traseras. El freno de tambor se usa principalmente
en los autos sin sistema de frenado antibloqueo que sera explicado posteriormente. El
sistema funciona con un tambor (un cilindro anche} que gira con la rueda. Al presionar
el pedal se mueve un sistema de resortes que hacen que unos metales toquen al tambor y

esto prodilce un gran roce que frena al auto.

Cilindro de
frarads

Fistones

Tambur

{able l\
'\3

Mecarndomo de

e i
Mecanismo ajustador frena de emergencia

Zapatas

Figura 2.4: Freno de tambor.

Los frenos de disco (fig. 2.5) funcionan con un disco acoplado con la rueda (de ahi su
nombre). Envuelto, en una pequena parte, por pastillas (normalmente dos) que rozan al
disco frenandolo junto con la rueda. Las pastillas son movidas por una serie de pistones

que se mueven con la presién del liquido de frenos. Este sistema es mds eficiente que el
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anterior, ademés algunos discos son autoventilados (se enfrian mientras giran). También

es el sistema que mayormente permite la existencia del sistema antibloqueo.

_~ Calibrador

Pustes s Retor

Figura 2.5: Freno de disco.

2.2 Sistema de Frenos Antibloqueo (ABS)

Un sistema de frenado antibloqueo (ABS) controla autométicamente la presién del liquido
de frenos, evitando que las ruedas se bloqueen cuando se ejerce excesiva presién so-
bre el pedal, generalmente en situaciones de alto riesgo, optimizando de tal manera el
funcionamiento del sistema y permitiendo al conductor, al misme tiempo, mantener la

estabilidad y control del vehiculo.

Las siglas que lo identifican provienen de su denominacién en idioma inglés : Antilock
Braking System. Sin embargo, autores espanoles han castellanizado la acepcién, de-
nominéndolos SFA (Sistema de Frenos Antibloqueo). Se le suele calificar como sistema

reactivo pues funciona reaccionando frente a una o mas ruedas bloqueadas.
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2.2.1 ;Cémo trabaja un sistema ABS?

Los conductores estdn acosturnbrados a oir un ruido chirriante cuando alguien, conducien-
do a alta velocidad, frena repentinamente. Esto sucede cuando una rueda se bloquea y

resbala sobre la superficie del camino.

A partir del uso del ABS, al evitarse el bloqueo de ruedas no hay mas chirridos. La
ausencia de ese sonido indica que el sistema est4 trabajando. Todo conductor sabe por
experiencia que es mejor “bombear” el freno cuando debe bajar bruscamente la velocidad

porque si aprieta a fondo las ruedas se bloquean y el coche se desliza sin control.

El sistema ABS a través de sus sensores efectiia el mismo bombeo pero a una frecuencia

mucho mayor que la que se logra actuando sobre el pedal.

Los sensores de velocidad de las ruedas detectan el bloqueo y envian sefiales para modificar
_a presién de frenado que varia rdpidamente adaptdndose al requerimiento a que se le
somete. Los sistemas ABS comiinmente usados en los vehiculos modernos realizan la

operacion de disminuir y aumentar la presién de frenado unas 15 veces por segundo.

Cuando se presiona el pedal en un automdévil equipado con frenos antibloqueo algunos
conductores notan una sensacion pulsante. Esto es debido a que los frenos est4n haciendo
su propio “bombeo”. Por ello se recomienda no bombear el pedal cuando el automévil esta

equipado con ABS, debido a que disminuira significativamente la eficacia de los frenos.
2.2.2 ; Cudles son y cémo funcionan los componentes de un
sistema ABS?

Un tipico sistema antibloqueo se compone y opera como a continuacién se indica :

1. Unidad hidriulica, la cual estd4 compuesta por: Cilindro Maestro, en algunos casos
servofreno hidrdulico y un bloque de electrovalvulas encargadas de 1a regulacién de

12




presién hacia los cilindros de frenos cuando entra a actuar el ABS.

2. Una computadora electrénica (panel), encargada de recibir las senales de las ruedas
y avisar al bloque de electrovdlvulas cuando se debe actuar a la vez que monitorea
el sistema cada vez que se abre el interruptor de encendido, para constatar que
est4 funcionando en forma correcta o alertar si se detecta alguna falla mediante una
senal luminosa en el tablero. La computadora electrdnica estd generalmente ubicada

detras del asiento trasero.

3. Sensores o captadores de velocidad, son cables que van desde las ruedas y/o del
diferencial de la transmisién hasta la computadora electronica encargados de llevar
la informacién hasta la computadora sobre la velocidad de las ruedas mediante

senales de corriente variable.

Los sensores de velocidad, vinculados a las ruedas, miden su velocidad y transmiten
la informacién a una unidad electrénica de control. Con esta informacién la unidad
electrénica de control determina cuando una rueda est4 a punto de bloquearse o bloqueada
y activa el modulador de presién del freno, también detecta cualquier desperfecto presente

en el sistema.

El mencionado modulador reduce, retiene, y restaura presién a una o mas vias con inde-

pendencia del esfuerzo del conductor sobre el pedal.

Algunos sistemas controlan unicamente las dos ruedas delanteras y otros las cuatro ruedas
del vehiculo. En general los sistemas de control sobre las cuatro ruedas proveen de mayor

estabilidad y control durante el frenado a expensas de un mayor precio.

En los sistemas mas evolucionados, en caso de un desperfecto en el sistema antibloqueo,
una ldmpara de advertencia situada en el panel de instrumentos indica al conductor que

el ABS necesita reparacién. Los frenos normales del vehiculo continiian funcionando.

13




2.2.3 ;Por qué el sistema ABS es benéfico?

La primer ventaja a destacar es que los sisternas antibloqueo permiten que el automo-
tor se detenga en distancias mas cortas. Esto se explica porque al mejorar el contacto
neuma4tico/suelo, se mantiene un mayor coeficiente de friccién y como consecuencia se
logra una mayor eficiencia de frenado. Sobre pavimento hiimedo, el sistema permite que

el agua drene por las estrias y no se forme la cufia de agua que caracteriza al hidroplaneo.

La segunda mejora, no menos importante, se pone de manifiesto cuando en situaciones

extremas los conductores ejercen la maxima presién posible sobre el pedal de freno.

En vehiculos provistos de sistemas estandar de frenado es comiin que durante una frenada
de pdnico sobre pavimento seco las ruedas delanteras se bloqueen. Cuando la calzada estd
mojada o resbaladiza, ese riesgo aumenta significativamente especialmente a velocidades
inadecuadas o cuando las estrias de los neumaticos se encuentran desgastadas. Cuando
esto ocurre el conductor pierde el control del vehiculo que no responde a los mandos
del volante y se desliza en la direccion y sentido que llevaba al iniciarse el bloqueo.
Al evitar ese bloqueo, el sistema ABS permite que el conductor mantenga bajo control
el direccionamiento del vehiculo, al mismo tiempo que lo decelera, optimizando de esa

manera la conduccién en situaciones de riesgo.

El ABS también permite que funcione el sitema antiderrape, ya que cuando otros sen-
sores especializados detectan que el auto estd derrapando aplica los frenos en las ruedas

necesarias.
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2.3 Caracteristicas de la Interaccién en la Interfase

llanta/camino

La friccidén es la resistencia del movimiento relativo entre dos cuerpos en contacto. Si no
hubiese friccidn, jamads seria posible parar un cuerpo en movimiento. La fuerza de friccién
entre la llanta y el camino juega un papel muy importante en el desempefio dindmico
de cualquier vehiculo. El par de traccién no podria acelerar al vehiculo si no existiera
suficiente friccidén entre la llanta y el camino, asimismo el par de frenado generado por
el conductor mediante el pedal no actuaria correctamente sin la existencia de suficiente

friccién.

En el campo automotor, se denomina accidén de frenado, cuando se aplica una fuerza para

retardar o parar un cuerpo en movimiento.

Cuatro factores gobiernan el aumento de friccién desarrollado en la “accién de frenado”:

1. La presion.
2. La superficie de contacto.
3. La temperatura, resultado de la friccién.

4. El coeficiente de friccién.

Presion.

Cuando se aplica presién a dos superficies en friccion, una de estas superficies tenderd a

asegurarse fuertemente a la otra y resistird cualquier movimiento entre ellas.
Superficie de Contacto.

El tamano de las superficies en contacto es un factor que influye basicamente en el desgaste
del material de friccién, en efecto, 50 centimetros cuadrados de superficie de friccién se

desgastan dos veces mds rapido que 100 centimetros cuadrados.
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Figura 2.6: Enlace molecular entre una superficie de oro y una de platino.
Temperatura.

La temperatura es el resultado de la friccidn; los frenos utilizados en un vehiculo, trans-
forman energia cinética en calor cuando €l vehiculo estd siendo frenado. Asi, los frenos
deben ser dimensionados para absorber o disipar el calor generado durante la accién de

frenado.
Coeficiente de Friccidn.

Un cuarto factor es la calidad del material usado en las superficies de friccién. Algunos
materiales requieren mds fuerza para moverlos sobre una superficie que otros, aunque
la presién aplicada sobre ellos sea idéntica, lo que significa que los diferentes materiales
tienen diferentes caracteristicas de friccidén. Esto es conocido como coeficiente de friccion

y puede definirse asf:

"La fuerza requerida para mover un objeto sobre una superficie, dividida por el peso del

objeto que actia en la superficie.”

De esa manera determinamos, que tratdndose de frenos, si el coeficiente de friccién fuese
alto, el frenado seria violento y causaria el bloqueo prematuro de las ruedas. Por otro
lado, el coeficiente de friccién fuese muy bajo, se necesitaria excesiva presién en los frenos
para parar el vehiculo. Las fuerzas de friccién surgen en parte debido a las rugosidades
o asperezas de las superficies en contacto. A escala aiin menor, las superficies tienden a

formar enlaces atémicos que las adhieren entre si como lo muestra la figura 2.6.
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2.4 Modelos Matematicos de Friccion

Generalmente el comportamiento del coeficiente de friccién se expresa en funcién del
deslizamiento longitudinal, y otros pardmetros como la fuerza normal sobre las llantas
y la velocidad del vehiculo. El deslizamiento longitudinal se define como el cociente de
la velocidad relativa del centro de gravedad del vehiculo respecto a la velocidad lineal
del neumatico entre la velocidad del centro de gravedad del vehfculo. La figuras 2.7
y 2.8 representan el comportamiento tipico del coeficiente de friccién en funcién del

deslizamiento para varios tipos de camino y velocidades, respectivamente.

Ralacidn smre coeficiente de friccidn y destzamiems

Grava - - -

o1k - ) © o Misle . p

D R e - i 1 1 1 1 . — -
] 0.1 Q.2 Q.3 a4 a5 [N} 0.7 08 09 1
Deshizamianta longtudinal

Figura 2.7: Comportamiento del coeficiente de friccién en funcién del deslizamiento.

Como podemos observar en la grafica 2.8, para deslizamientos pequefios el coeficiente de
friccién o crece junto con el deslizamiento (A) hasta alcanzar su méximo valor, el cual
se denomina g, y posteriormente disminuye conforme aumenta el deslizamiento. Este
valor maximo es de suma importancia ya que en esta condicién se obtiene el maxamo
frenado, si el deslizamiento sobrepasa el valor de deslizamiento que corresponde a pp y
la presién en los frengs se mantiene, se produce como resultado el bloqueo de la llanta.
Existen varios modelos matematicos que representan el comportamiento del coeficiente de

friccién ante el deslizamiento longitudinal, uno muy empleado es el modelo propuesto por
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Figura 2.8: Comportamiento del coeficiente de friccién en funcién del deslizamiento.
Buckhardt {4]:
p=Cy(1—e~M — 42, )e~Cw
Donde C;, Cy, C3y Cy son constantes a determinar, A, representa el deslizamiento y v la
velocidad del centro de gravedad del vehiculo.
Otro modelo empleado es:
b = po sen(C arctan(Bs))

Donde pg es el valor méximo del coeficiente de friccién, s el deslizamiento y B y C son

constantes a determinar.

Uno de los modelos més conocidos es el modelo de Pacejka [1], también conocido como
la “férmula mdgica”. Este modelo ha mostrado adaptarse satisfactoriamente a datos
experimentales bajo condiciones particulares de velocidad lineal y angular constantes. El

modelo de Pacejka tiene la forma :
(X} = c1 sen(cs arctan(cgh — c4{c3 A — arctan{cz\))}))

Donde ¢; son los pardmetros que caracterizan el modelo y A el deslizamiento. Estos

parametros pueden ser identificados mediante la equiparacion de datos experimentales.
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Figura 2.9: Diferentes vistas de la grafica 2.8.

Los coeficientes ¢; dependen de las caracteristicas de la llanta, como por ejemplo composi-
cién, marcas, textura, profundidad de la marca, presién, temperatura, tipo de camino y

de las condiciones de operacién del vehiculo, como la carga y la velocidad.

La fuerza de friccidn es expresada como el cociente entre la fuerza longitudinal que actia
sobre la llanta y la fuerza normal. En realidad resulta dificil medir directamente la fuerza
normal sobre la llanta, por lo que tiene que recurrirse a algin método alterno como la
ley de Euler que relaciona la fuerza de friccidn y los pares de aceleracién o frenado con la
aceleracién angular de la llanta, con la facilidad de que ésta puede ser medida. Asimismo
ambos pares resultan dificiles de medir directamente, pero con la gran ventaja de que

pueden ser estimados.
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2.5 Sistemas Dinamicos, Sensibilidad a las Condi-

ciones Iniciales y Estabilidad

Muchos sistemas dindmicos, cualquiera que sea su naturaleza (fisicos, quimicos, electro-
mecéanicos), son extremadamente sensibles a los valores de sus condiciones iniciales, tales
como la posicidn, velocidad, etcétera, es decir, con un pequefio cambio existe gran variacién
a la respuesta del sistema. Esto pone un limite a la posibilidad de predecir el estado fu-
turo del sistema, ya que dicha prediccién est4 basada en la suposicién de que las causas
pequeiias producen efectos también pequefios y que, por lo tanto, un pequefio cambio en
los valores iniciales de las ecuaciones diferenciales que describen el comportamiento del sis-
tema, produciri un cambio proporcionalmente pequerio en la solucién de estas ecuaciones

que nos da a conocer el estado futuro.

Corresponde aqui distinguir entre ecuaciones diferenciales lineales y no lineales. La solu-
cién de una ecuacién diferencial se denomina integracién; la clase més importante entre
las ecuaciones integrables es la de las ecuaciones lineales. La familia de las ecuaciones
diferenciales lineales tiene la propiedad de que la suma de dos soluciones, dan como re-
sultado también una solucién. En general, las ecuaciones lineales son mucho mas faciles
de resolver que las no lineales, y por ello han sido las mds estudiadas; ademés, cuan-
do un fenémeno fisico requeria ser expresado mediante una ecuacién no lineal de dificil
solucién, el procedimiento usual era linealizarla eliminando aquellos términos que influfan
menos, es decir, se hacia una aproximacidn lineal. Pero en la naturaleza, la mayoria de
los fendmenos son expresables mediante ecuaciones no lineales. Recientemente fue posi-
ble encarar la resolucién numérica de cualquier ecuacién no lineal con la aparicién de
las computadoras, ya que éstas permiten el andlisis numérico de todo tipo de ecuacién
por complicada que sea. Hoy se puede entonces, gracias a las computadoras, estudiar los
sistemas dindmicos cuyo comportamiento corresponde a ecuaciones no lineales, y que son

precisamente los que presentan sensibilidad a las condiciones iniciales.
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2.5.1 Puntos de Equilibrio de Sistemas

Un sistema fisico puede encontrarse en equilibrio estable o en equilibrio inestable. Lo
que caracteriza a estas situaciones es el comportamiento del sistema cuando es apartado

aunque sea muy poco del estado de equilibrio inicial.

Figura 2.10: Equlibrio inestable.

En la figura 2.10, podemos ver el caso de un sistema en equilibrio inestable (con frecuencia
se dice “equilibrio dindmicamente inestable”), la bola en el punto (A) no experimenta
ninguna fuerza y puede permanecer en su posicién indefinidamente. Sin embargo si la
apartamos de esta posicién aparecerd de inmediato una fuerza (en este caso el peso) que
la impulsara rapidamente lejos del equilibrio inicial (B), porque esta fuerza tiene la misma

direccién y sentido del apartamiento original.

Figura 2.11: Equilibrio estable.
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Figura 2.12: Equilibrio indiferente.

La figura 2.11 ilustra la situacién de un sistema en equilibrio dindmicamente estable.
Nuevamente la bola que se encuentra en el fondo del pozo (A) no sufre ninguna fuerza,
pero un apartamiento de esa posicion hace aparecer fuerzas (peso en este caso) las cuales
al apuntar en direccidn contraria al apartamiento tienden a devolver a la bola a su posicién

de equilibrio inicial.

Existe un tercer caso y es el de equilibrio cinematicamente inestable o “equilibrio
indiferente” de la figura 2.12. Otra vez la bola que representa nuestro sistema no
experimenta ninguna fuerza, pero en esta oportunidad, un pequeno apartamiento no hace
aparecer nuevas fuerzas que la aparten o acerquen a su posicién inicial, la bola quedara en
el punto donde la situemos o, de aplicarse alguna fuerza externa, continuard moviéndose

por inercia en la direccién de esa fuerza.

El modo en que se determina en que estado de equilibrio se halla un sistema mecénico,
por ejemplo, es muy simple, lo apartamos de la posicién original y observamos en que
direccién apuntan las fuerzas que aparecen (si es que aparecen), sin embargo para sistemas
complejos este sencillo método puede encerrar serias complicaciones matematicas. Para
resolver este tipo de problemas se recurre a la teoria de estabilidad de Lyapunov la cual

centra su estudio en los siguientes lineamientos:

1. Permite que puntos de equilibrio de sistemas no lineales sean clasificados en estables

o inestables.

2. Permite estudiar la estabilidad de puntos de equilibrio en sistemas dindmicos sin la
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necesidad de que sean solucionados.
3. Centra su estudio en consideraciones energéticas.

Para comprender las consideraciones de estabilidad con base en el criterio de Lyapunov,

se requieren las siguientes definiciones:
Funcién Positiva Definida.- Funcién positiva en el espacio de estados excepto en el origen.
En el origen la funcién es igual a cero.

Funciéon Negativa Definida.- Funcién negativa en el espacio de estados excepto en el

origen. En el origen la funcién es igual a cero.

Funcién Positiva Semidefinida.- Funcidén positiva en el espacio de estados excepto en el

origen. La funcidn es igual a cero en el origen y en otros puntos.

Algunas de las consideractones en las cuales se basa esta teor{a se enumeran a continuacién:

1. Intuitivamente, un sistema fisico sélo puede almacenar una cantidad finita de ener-

»

gia.

2. Si podemos mostrar que esa energia siempre se disipa excepto en el origen, entonces

el sistema debe alcanzar su equilibrio en el origen.

3. La energia debe ser una funcién positiva definida del estado del sistema.

4. La tasa de variacién de la energia respecto al tiempo debe ser una funcién negativa
definida del estado del sistema.

El criterio de estabilidad de Lyapunov se resume en los siguientes puntos:

1. El origen es un punto de equilibrio estable si existe una funcién positiva definida
V(X) tal que V(X) < 0, donde X representa el estado del sistema. Si se cumplen

ambas condiciones V(X) es una funcién de Lyapunov.

23



9. La existencia de una funcién de Lyapunov para el sistema de interés es suficiente

para probar la estabilidad del mismo.

3. Si V(X) es una funcién negativa definida, el punto de equilibrio del sistema es
asintéticamente estable. Lo cual significa que conforme pase el tiempo el sistemna

tiende al origen, su punto de equilibrio.
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Capitulo 3

Desarrollo y Diseno Conceptual de
un Control para Frenado de
Emergencia Empleado en Sistemas

de Frenado Antibloqueo

Como se mencioné en la introduccién, este trabajo pretende dar continuidad al disefio de
un control que actia sobre la presién de frenado y que fue implementado para funcionar
en automdéviles que cuentan con sistema de frenado antibloqueo, cuya finalidad es incre-
mentar la seguridad y el mejoramiento de dicho sisterma para reaccionar en situaciones
de frenado repentino, lograndole de una manera répida y eficiente. Esto se logra propor-
cionando la presién requerida para mantener el deslizamiento de las llantas en el punto
en el cual se obtiene el maximo coeficiente de friccién entre la llanta y el camino. Dicha
continuidad se centra en proporcionar informacién al control de frenado de emergencia
acerca del estado del automévil (velocidad longitudinal y relativa del automévil) en un

tiempo especifico de su andar en autopista.

En este capitulo, con el fin de mostrar el modelo del automévil llamado “cuarto de
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Figura 3.1: Diagrama de cuerpo libre del vehiculo.

vehiculo”, un método de estimacién del coeficiente de friccién y el esquema del disefio

del control para frenado de emergencia. Se transcribira e] trabajo citado en la referencia

(2].

3.1 Modelado Dinamico del Vehiculo

El presente modelado llamado “Un cuarto de vehiculo” considera que la fuerza normal
ejercida por el camino es igual para las cuatro llantas y s6lo analiza fuerzas que actidan
longitudinalmente sobre el vehiculo, es decir, supone que se mueve en linea recta. El

diagrama de cuerpo libre del vehiculo se muestra en la figura 3.1.

Empleando la segunda ley de Newton obtenemos
4F,; — Fop = mo (3.1)

Donde F, es la fuerza de friccién sobre la superficie de la llanta que se encuentra en
contacto con el camino, F,; representa la fuerza de arrastre sobre el vehiculo, m la masa

del mismo y v su velocidad.

La dinamica rotacional de la llanta puede ser modelada con la ley de Euler, partiendo del

diagrama de cuerpo libre como se muestra en la figura 3.2
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Figura 3.2: Diagrama de cuerpo libre de la llanta.
Td— Tp — FER =Jlw (32)

donde w es la velocidad angular de la llanta, I el momento de inercia de la misma, 74 el
par de traccion y 7 el par de frenado.
La velocidad tangencial de la llanta y la velocidad lineal del vehiculo pueden relacionarse
mediante su velocidad relativa s

s=v—-wh (3.3)
Definamos al deslizamiento como el cociente de la velocidad relativa entre la velocidad
del centro de gravedad del vehiculo : A = s/v

Derivando respecto al tiempo la ecuacién (3.3) obtenemos
§=v—wR (3.4)

Sustituyendo las ecuaciones (3.1) y (3.2) en la ecuacidn (3.4) se obtiene

) R R R? 4 Fop
S-—-—TTd+'I_Tb+TFm+aFm_E (35)

La fuerza de arrastre se expresa como
1
For = Y4 Cy Av® = Chpt® (3.6)

Donde: Cj representa el coeficiente de arrastre, p la densidad del aire y A el 4rea proyec-

tada de la parte frontal automévil.

Durante el frenado la fuerza de friccién tiene un sentido opuesto al movimiento

Fo=—pF, =— %ﬁ (3.7)
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Donde 4 es el coeficiente de friccién, y F,, la fuerza normal sobre cada llanta.

Sustituyendo las ecuaciones (3.6) y (3.7) en las ecuaciones (3.1) y (3.5) obtenemos que la
aceleracion y la derivada respecto al tiempo de la velocidad relativa pueden ser expresadas

mediante las siguientes ecuaciones, que modelan el estado del automdévil
§=—(a+c)p—-b—dv+en (3.8)
v = —cp — dv? (3.9)
donde: a = f—;mg, b= -I}'rd, c=g,d-—-%‘f, e="7©t
Despejando el coeficiente de friccion de la ecuacién (3.9) obtenemos

Expresién que permite obtener el coeficiente de friccién partiendo del conocimiento de
la velocidad del vehiculo y su aceleracion, las cuales pueden ser medidas o estimadas, y

mediante el coeficiente aerodindmico Cy; €l cual se supone conocido.

El modelo de Buckhardt, que comunmente es empleado para obtener el comportamiento
del coeficiente de friccién en funcién del deslizamiento y la velocidad, es de la siguiente
forma

p=Ci(l—e €2 CgAu)e'C‘” (3.11)

donde A, = |A| y se emplea con el supuesto de que la carga normal sobre las llantas

permanece constante.

En la ecuacién (3.11), debido al término de la velocidad, la estimacién de pardmetros no es
completamente lineal, es decir no podemos manipularla algebraicamente para presentarla
como el producto de dos vectores: un vector en el cual se incluyan mediciones de variables
y un vector que incluya los pardmetros a estimar. Por ello este trabajo propuso la siguiente

aproximacién hacia la ecuacién anterior

b= ple"”“")\u(f’”‘“ﬂ‘)ep"" (3_12)
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donde py,p2,p3,p4 ¥ ps Son pardmetros a determinar. Aplicando la funcién logaritmo

natural a ambos miembros de la ecuacién, ésta se puede expresar como
y = inp = p| — P22y + Paduind, + paindy — psv (3.13)

donde py/ = Inp,

Ordenando la ecuacién anterior en forma vectorial obtenemos
y=U6 (3.14)

donde U = [1, =Xy, Aulnhy, Ind,, —v]y OT =[p}, p2, P3, pa, Ds)
Donde las variables U; son lamadas variables de regresién, el vector U es lamado regresor
y O se llama vector de parametros. Al ser desconocidos sus elementos, estos pueden ser

estimados a partir un algoritmo estdndar de gradiente [3]
6 =TUTy (3.15)

dondefj=y—§= U(e—é)=Ué.
i representa al error de estimacién de la variable y, y I' = I'T > 0 es una matriz diagonal

de ganancias. El error de estimacidn en el coeficiente de friccién se define como
B=p—p

donde i se obtiene mediante

3.2 Valor Pico del Coeficiente de Friccion

Si la velocidad permanece constante, el valor pico p,., puede ser calculado encontrando

el méaximo absoluto de la ecuacién (3.12)

Himaz|vaue = p1e”P22m A, P3Am+Pe) gPsvo (3.16)
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La solucién a la ecuacién anterior estd dada por

P3IAm(InAn + 1) = padm — P4 (3.17)

3.3 Par de Frenado

En el procedimiento para obtener el coeficiente de friccién méximo, el cual por ende
genera la fuerza méxima de friccién, requerimos un par de frenado que proporcione las

condiciones adecuadas de deslizamiento.

Cuando se disefia un control para frenado de emergencia, la estimacién de la ganancia del
sistema es de suma importancia. Esta varia de acuerdo a la temperatura, velocidad del
vehiculo y otros pardmetros. Para este propdsito se considera la siguiente relacién entre

la presién F, y el par de frenado 7
n=KyP, (3.18)

Donde K, representa la ganancia del sistema de frenado.

3.4 Diseno del Control.

Esta seccién explica el control para frenado de emergencia que utiliza el conocimiento del
coeficiente de friccién. Se asume que el vehiculo cuenta con sistema de frenado antibloqueo
y que la velocidad angular de las ruedas y longitudinal del vehiculo pueden ser medidas.

El primer paso es sustituir la ecuacién (3.18) en la ecuacién (3.8) obteniendo
s§=—(a+c)u—b—dv®+eK,P, (3.19)

Definamos

§=8§— Sm (3.20)



donde s,, = Av es la velocidad pico relativa que corresponde al valor de deslizamiento
pico estimado a la velocidad v. s, puede ser obtenido utilizando las ecuaciones (3.16) y
(3.17) y la estimaci6n de ©. El error de la velocidad puede ser definido como ¥ = v — vy,
donde vy representa la velocidad deseada; para el frenado de emergencia la velocidad
deseada es igual a cero por lo que la definicién de error de velocidad no es 1til. La presién
de frenado, es decir el control, se toma como

1
Py=—((a+c)p+b+dv*-(3) (3.21)
eKb

donde K es el valor estimado de K}, y ¢ > 0 es la ganancia del control proporcional, éste
representado por el término (3 de la ecuacién (3.21).
K se escoge como

&, = —%((a + )+ b+ dv? - (3) (3.22)
b

donde £ representa la ganancia de adaptacién. Con esta seleccién se garantiza que los

errores 5,7 y v tienden a cero. Para mayor detalle consultar {2].

3.5 Resultado de Simulaciones

A continuacién se reproducen los resultados tomados de [2] de las simulaciones realizadas

por computadora del comportamiento del vehiculo y la estimacién de pardmetros.

Podemos observar en la figura 3.3 que ambos errores (5 y ji) se estabilizan a partir de
un segundo, lo cual indica que el sistema alcanza la velocidad relativa deseada a partir
de dicho tiempo manteniendo e! deslizamiento adecuade para chtener el valor méximo
de coeficiente de friccion, ademés de obtener una adecuada estimacién en el mismo. En
las gréficas de la figura 3.4 observamos la evolucién del par de frenado, siendo éste cre-
ciente conforme transcurre del tiempo, lo cual influye directamente en la desceleracién
del vehiculo como lo muestra la grifica en la misma figura. La figura 3.5 muestra el
estado del vehiculo e indica que éste tiende al reposo en un tiempo de cuatro segundos

aproximadamente.
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Figura 3.6: Pardmetros adaptados.
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Figura 3.7: Pardmetros adaptados.
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Figura 3.8: La aproximacion a la ecuacién de Buckhardt se muestra con la curva truncada.
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Con las figuras 3.6 y 3.7 observamos que los pardmetros del modelo (3.12) convergen hacia

los siguientes valores:

o, | ;| ps | pa| ps
316 | 3.3 2.64 [ 1.05 | 0.01

Al construir una curva de friccién mediante la ecuacién (3.12) con los parametros ante-
riores se observa una adecuada aproximacién hacia la ecuacién (3.11), dicha aproxiracién
puede ser observada en la figura 3.8. De ahora en adelante estos pardmetros serdn llamados

pardmetros nominales y su vector se denotara por 8y.
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Capitulo 4

Analisis del Modelo de un Cuarto de
Vehiculo

En este capitulo se examina el comportamiento de los pardmetros estimados involucrados
en el modelo de friccién mediante un programa elaborado por computadora. Con esta
herramienta se observa dicho comportamiento mediante la simulacién del vehiculo ya no
en condiciones de frenado de emergencia, sino en un andar comin en autopista y con ello
recopliar informacién del estado del vehiculo para que ésta pueda ser utilizada en el si-
mulador de frenado de emergencia. En este trabajo proponemos una velocidad lineal de
referencia del vehiculo de forma senoidal debido a que representa en forma adecuada pe-
riodos de aceleracién y frenado. A partir de esta sefial se obtenemos las demds variables
que caracterizan el comportamiento del vehiculo, como lo es la aceleracién lineal, coefi-
ciente de friccién, deslizamiento longitudinal y velocidad relativa. El objetivo es disefiar
un control que lleve al vehiculo a comportarse en dichas condiciones de referencia mediante
un control que utilice ésta informacién y actiie sobre el par de aceleracién o frenado. La
sefial senoidal serd manipulada para diversas situaciones, es decir, sus parametros como
frecuencia y amplitud serdn modificados y con ello se observa el comportamiento de la es-

timacién de los pardmetros que conforman el modelo de friccién (3.12) a través del tiempo.
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4.1 Modelado Matematico

Como se menciond en el capitulo anterior, la dindmica del vehiculo estd regida por la
segunda ley de Newton y la dindmica rotacional de la llanta por la ley de Euler
4F, - F,, = mv
r—FR = Iw

La velocidad relativa se obtiene mediante

s=v—-—whk (4.1)
Y su derivada temporal por

§=v— Rw (4.2)

Sustituyendo la ley de Newton y Euler en la ecuacién anterior se obtiene

_4F, Fu Rr RF

m m I I

(4.3)

Donde F y Fg; representan la fuerza de friccién y aerodindmica respectivamente. Estas

fuerzas son modeladas mediante las ecuaciones (3.6) y (3.7).

Realizando la suma de fuerzas en el eje “y” la fuerza normal ejercida sobre el camino
hacia la llanta queda equilibrada con un cuarto del peso del vehiculo por lo que ésta
queda expresada como
w  mg
Fo=—==—"> 4.
Se consider6 que la fuerza normal es igual para todos los neuméticos.

Sustituyendo las ecuaciones (3.7), (3.6) y (4.4) en la ecuacién
AF, — F, =mv
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obtenemos que

D = cp — dv® (4.5)

dondec=gyd= Qf:'-, asi mismo sustituyendo las ecuaciones (3.7), (3.6) y (4.4) en la
ecuacién (4.3) obtenemos

§=(a+cu—br—dv’ (4.6)

dondea:f—;mg yb=2E&

Despejando el coeficiente de friccién de la ecuacién (4.5) y dados v4, vg hallamos pg que

satisface
ja + dug?
pa= 20 . = (4.7)
Usando la curva de g = f(X,8,v) se halla A4 tal que
pe=fOs,0,v) — Aa=f"(1a,0,v4) (4.8)

Como la curva de comportamiento del coeficiente de friccién contra el deslizamiento lon-
gitudinal es una funcién no lineal, para un coeficiente de friccién se pueden obtener uno
o m4s valores de deslizamiento, por lo que se escogerd el deslizamiento que se encuentra
comprendido entre el intervalo de [0,Aq] por las razones explicadas en la seccién 2.4. Al
no conocer los pardmetros nominales o reales, éstos se requieren estimar en el tiempo y
cada estimacién serd utilizada en la ecuacién (4.8) para conocer el deslizamiento deseado.

La estimacion paramétrica se realiza con el método esténdar de gradiente

-~

8 =TTy
donde § es
y=y-49
cony=Inpyy=Inj
[t se obtiene a partir de
§=U6 = p=é (4.9)
Como ya se menciond: U = {1, —A,, Adn),, Inh,, —v] y U4 se obtiene derivando la

funcién senoidal propuesta.
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La convergencia de § hacia cero se puede demostrar mediante el siguiente analisis

Sea la siguiente funcién de Lyapunov
1= N
Wo = 5(:.)Tr“@ (4.10)

Derivando respecto al tiempo la ecuacién anterior obtenemos

. ~ < 2T -
Wy = %(eTr-le)-p%(e r-'e) (4.11)
LT - ~ z
ycomo O I''6 = (6777'9)7 (4.12)
Wo = %(éTr—‘é)+—;-(éTr*1é)T (4.13)

Sea A = BTT'-18. Las dimensiones de las matrices que conforman A son la siguientes

T 1xn
I' nxn
é nx1

Por lo tanto las dimensiones de A son 1 x 1, lo cual representa a un escalar, por lo tanto

la ecuacion (4.13) queda expresada como
Wo=A=06TT"'0 (4.14)

La derivada temporal del error de estimacién paramétrica estd dado por

6=6,-0 = 0-TU"}

Sustituyendo en, W, obtenemos

Wo = —GTUT;&
ycomo § = U(©—©)

W, = —-0TUTUé
We = —(U8)TUS
W, = -9*<0

La cual es una funcién negativa definida. Con base en el andlisis anterior se demuestra

que: §—0=4u—0
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4.2 Diseno del Control

Definamos al error de seguimiento de velocidad relativa en la siguiente forma

§ = 88— 584

i
i

y su derivada temporal es §— 84

= §-— /\d'i’d - Ad’Ud
donde S84 — /\d'Ud

El error de seguimiento en velocidad lo definimos como

v=v-— Vg (415)

Se propone la siguiente candidata a funcién de Lyapunov en términos de 7 y § (puntos de
equilibrio con: § =7 = 0)
1 1,

— -2
W = 5% + 30 (4.16)

Si podemos demostrar que W es una funcion negativa definida demostraremos que § — 0
y © — 0lo cual significa que los errores de seguimiento tienden a cero conforme transcurra
el tiempo.

Derivando respecto al tiempo obtenemos
W = 35 + o5 = 8[(a + c)pu — br — dv? — Mgy — Aag] + U (4.17)
Escogiendo el siguiente par como control
1 2 . - -
T= 'b'[(a + o) — dv’ — Agla — Aava + 18] (4.18)

Obtenemos
V= -8 + b (4.19)

La derivada respecto al tiempo del error de seguimiento de velocidad longitudinal estd
dada por
b=0—10g=cp—dv’— (cpq ~dv]) (4.20)
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Se elige el coeficiente de friccién deseado de la siguiente forma

ﬁd+d1}2 "
b = —-c———d' + Gt

Donde ¢z > 0 y sustituyendo en la ecuacién {(4.20) obtenemos

7 = cp—dv® — (Va+dvi+Gi)+dvd

-

b = cp—dv?—ig— (b

Por lo tanto la funcién (4.19) se puede escribir como

W = —G5 - Gi? + (cp— dv? — 04D

= —(F — (Pt + (0 — 0)P

(4.21)

(4.22)
(4.23)

(4.24)
(4.25)

Como el coeficiente de friccién, la velocidad longitidunal y la aceleracién son funciones

acotadas entonces (¥ — ©4) es también una funcién acotada que cumple con la siguiente

condicién

|1:?—13d|$k1

Si escogemos a la ganancia como el valor minimo entre {; y (s es decir

¢ = min(Gi, &)

La ecuacién (4.25) queda definida por

w

IN

—(52 — (D 4 ey | T
< @+ + k|

< —(W+k ||

(4.26)

(4.27)
(4.28)
(4.29)

Como W es una funcién positiva definida y ¢ > 0 el primer término de la ecuaci6n (4.29)

es siempre menor o igual que cero. Al desear que la derivada temporal de la funcién

candidata a Lyapunov sea negativa definida o semidefinida se introdujo el valor absoluto

del error de seguimiento en velocidad, debido a que se estd analizando el caso extremo

en el que el segundo término de la ecuacién es positivo. Esto implica que no se puede
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garantizar que W sea negativa semidefinida. Para analizar entonces estabilidad considere
que si W es una funcién positiva definida entonces, el término positivo de su raiz cuadrada,

W2, también es una funcién positiva definida. Examinemos las siguientes relaciones

1 1

De W = §§2 + 5132
. 1., 1.,
se sigue que Ev = W — 53 < W
y por tanto é—'ﬁg < W = |7]<V2W

La derivada temporal de W3 es

d__ 1 . 1. 1.
sz = §W : W
1 1
< WTH=CW + ki V2W)
1., ks
< ——(Wz 4 — 4.30
< -3¢ +\/§ (4.30)

Con lo cual hacemos a (4.30) independiente de la funcién f = #{% ~ 14) cambidndola por

la constante k;/v/2.

Para que la funcién (4.30) sea negativa semidefinida requerimos que el primer término de

la ecuacién domine al segundo, el limite se alcanza cuando ambos miembros son iguales,

es decir :
Wi = 2k
(V2
Como | ¥ |< V/2W? entonces
o)< 2
¢

Esta expresién indica que el error de seguimiento en velocidad longitudinal estd acotado

por k1 y ¢. Lo mismo sucede con el error de seguimiento en velocidad relativa

s< 2

¢

Con la seleccién de ¢; y (2 se puede garantizar que | ¥ |[< ey | § |[< ¢, donde € = 2k; /C ¥y

por tanto la estabilidad de 4 =0y 5 =0.

El esqema de operacién del control se muestra en la figura 4.1.
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Modelo 5
del vehiculo
Vg
T Control Vg !
b— 3 :

Figura 4.1: Esquema de operaci6n del control.

4.3 Resultado de Simulaciones

A continuacién se muestran los resultados obtenidos acerca del comportamiento paramétrico
y la dindmica del vehiculo. Para iniciar la estimacién de pardmetros se propuso el siguiente

vector

6 = [2.8,2.95,2.8,1.21,0.0115)7

El cual presenta un error porcentual hacia 6

%e = [11.3924, 10.6061, 6.0606, 19.8020, 15.00)T

cuyo médulo es 29.9353

Las ganancias utilizadas fueron

20

G
¢ = 0.08
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Figura 4.2: Variables de referencia o “deseadas”.

Se realizaron varios experimentos variando la amplitud de la velocidad de referencia asi
como su periodo y se observé el desempefio en la adaptacién de parametros. Al estabi-
lizarse los pardmetros se obtiene su error porcentual respecto a los pardmetros nominales
obtenidos en el capitulo anterior, posteriormente se obtiene el médulo del vector de errores

porcentuales consiguiendo asi el error cuadratico que se muestra en las graficas 4.7y 4.8.

e Ieée"
0

error cuadrdtico = || %e || (4.32)

| x100 (4.31)

Donde la divisién de la ecuacién (4.31) consiste en dividir cada componente del vector del

numerador entre cada componente del vector del denominador. En las figuras B.1y B.2
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Par (N-m)

a{mis))
S (mis)

Figura 4.3: Par y comportamiento del vehiculo.

que se encuentran en el apéndice B se muestran los resultados obtenidos para diversas

amplitudes y periodos de excitacion.

4.4 Analisis de Resultados

En la figura 4.2 mostramos el comportamiento deseado o de referencia del vehiculo. Para
este caso la senal de velocidad tiene un periodo de 10 segundos, una velocidad media de
23 (m/s) y una amplitud de 5.5 (m/s). A partir de ésta serial se obtiene la aceleracién del
centro de gravedad, velocidad relativa y el coeficiente de friccién deseado. Posteriormente
en la figura 4.3 observamos el par de control que propicia un comportamiento similar,
dicho comportamiento lo observamos en la grifica de velocidad del centro de gravedad en

la misma figura asi como su aceleracién y velocidad relativa del vehiculo.

45



28
28
@24
> 22
20
18

18

S (ms)

t (s) t{s)

Figura 4.4: Comportamiento del vehiculo y seguimiento de sefiales, la referencia dibujada

con linea discontinua.

4.4.1 Del Control

Los resultados del control que observamos presentam un buen desempeiio, pues el com-
portamiento dindmico, se aproxima a las referencias propuestas como lo observamos en
las graficas de la figura 4.4, donde se encuentran empalmadas las sefiales de referencia y

el comportamiento real del vehiculo.

Al examinar la figura de error en estimacién de! coeficiente de friccién (y tilde vs. tiempo
fig. 4.5), observamos que se presenta una discontinuidad a los 5 segundos. Esta discon-
tinuidad surge cuando el deslizamiento se encuentra en valores cercanos a cero, pues al
estar presente en los elementos tercero y cuarto del regresor dichos elementos del vector

se hacen relativamente grandes.

En la grdfica de error en velocidad lineal {vtilde vs. tiempo fig. 4.5) se presenta un

seguimiento adecuado hacia la referencia propuesta para todas las simulaciones, obte-

46




0.2 T T T T 0.4
oal ... P S T S
g0z g : : : :
5-0.4 g o2t - ....... ........ .........
= = :
> 0.6 D oot
0
-1.2 : : - : -0.1
0 2 4 ] 8 10 0 2 4 6 8 10
4 0.4 —
2l os\.. . .- L L i e
..................... - 5 : : : ;
: : : z E : ;' : 5 s
@ : : : P 02 .- AAAAAAA .. ,.: rrrrrr :..,.,,,.:,_
=0 : —— — = : : : : :
= a : ; : C oAy e
P SUUG SOOI ST N URURUNS L :
s : : a of - :
-4 0.1 .
¢} 2 4 ] 8 10 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Figura 4.5: Graficas de sefiales de error. La grafica inferior de stilde corresponde a una

ampliacién de la gréfica superior.

niendo la igualacién de ambas velocidades en un tiempo de 3 segundos aproximadamente.
El error en seguimiento de velocidad relativa(stilde vs. tiempo) tiende a cero en tiempos

muy pequenos para todos los casos probados.

4.4.2 Convergencia Paramétrica

Al sistema se le afiadié un componente de excitacidén de ruido blanco en en el coeficiente
de friccién deseado, con el objetivo de lograr una mejor adaptacién en los pardmetros. En
el apéndice se muestran dos tablas de resultados (figs. B.1 y B.2) las cuales muestran el
comportamiento de los pardmetros con varias amplitudes de excitacién y periodo. En la
figura 4.7 se observa que el control obtiene resultados con mayor precision si la velocidad
oscila entre 3 y 8 (m/s), obteniendo el minimo de error a los 5.5 (m/s) lo cual representa,
que si el automévil se encuentra en un rango de velocidades entre 10.8 y 28.8 (km/h)

alrededor de su velocidad media el sistema obtendr4 una buena adptabilidad. En la
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figura 4.8 la curva presenta un minimo absoluto con un periodo de 40 segundos lo cual no
es determinante para evaluar la adaptabilidad del sistema ya que la variacién del error a
lo largo de la curva es muy pequefia obteniendo asi una diferencia de 0.2% entre el valor
minimo y el mdximo. La estabilizacién del error porcentual en los pardmetros se logra

en tiempos pequenos. Esto podemos observarlo en la figura 4.6, donde los errores de los

2

Figura 4.6: Evolucién del error porcentual.

4 6

t{s)

10

parametros se estabilizan en los siguientes valores:

D/ P2

P4

Ps

2.825 {293 | 2.7

0.9

0.00975

4.4.3 Rango

Para todas las simulaciones se obtuvo el rango de la matriz ®(t) la cual estd conformada

en sus renglones por el vector regresor

Q(t) = (U(l): U(2), U(3)$ RN U(t))T
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Figura 4.7: Amplitud de excitacion vs. error cuadratico del vector de errores.
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Figura 4.8: Periodo de excitacidon vs. error cuadrdtico del vector de errores.
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Fi resultado obtenido fue de cinco para todos los casos, valor equivalente al nimero de

pardmetros estimados lo cual nos permite excitacion persistente (3]-
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Capitulo 5

Propuesta de Modelado
Bidimensional de un Automodvil en

Condiciones de Traccion y Frenado

“Modelo Bicicleta”.

Este capitulo tiene por objetivo desarrollar un modelo matematico que permita relacionar
la aceleracién, velocidad, fuerzas normales de un vehiculo y el coeficiente de friccidn entre
la llanta y el camino. El modelado se realizara en dos secciones, en la primera se tratara el
caso tractivo y en la segunda se analizarg el caso de frenado. Con el modelo desarrollado
se observard el efecto causado por las fuerzas normales que actan sobre los neuméticos
en el comportamiento de pardmetros adaptados y se compararéd con el modelo propuesto

en el capitulo anterior.
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Figura 5.1: Diagrama de cuerpo libre para el caso tractivo.

1, -Fuerza aerodinamica

W, W, -Fuerzas normales sobre las llantas frontales y traseras respectivamente

F -Fuerza de traccion sobre las llantas delanteras

R.; R,, -Fuerza de resistencia de rodadura en las llantas delanteras y traseras
hg -Altura de aplicacién de la fuerza aerodinamica

h -Altura del centro de gravedad

L -Distancia entre los ejes delantero y trasero

5.1 Caso Tractivo

El diagrama de cuerpo libre de un automévil con traccién delantera se muestra en la

figura 5.1. Y una vista tridimensional del mismo se muestra en la figura 5.2.

La segunda ley de Newton establece que
Z F=ma (5.1)
Si al sistema de fuerzas que actian sobre el auto le adicionamos un vector —ma tal que m
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Figura 5.2: Diagrama de cuerpo libre del automdvil.

sea la masa del auto en tanto que @ es la aceleracién del mismo se obtiene como resultado
en cualquier instante un conjunto de vectores en equilibrio. Si en ambos miembros de la

ecuacidon de Newton adicionamos el vector —mnd obtenemos
E F+ (—md) = md —mad = 0 (5.2)

Desarrollando esta ecuacién con base al diagrama de cuerpo libre (fig. 5.1) y haciendo

a = U obtenemos
Ffl -+ ng - Ra - erl — R,-f2 - R,-,-] - R,-,-g - WSCH(Q) —mi =10 (53)

Donde @ = v

El principio de D’Alembert establece que
S M+ [Fx (-mad)]+ (—1d) =0 (5.4)

Como la suma de momentos debidos a fuerzas y pares externos sobre cualquier linea de
un objeto que se encuentre en equilibrio es igual a cero entonces la suma de momentos

respecto al eje trasero se calcula mediante
—WnL— WL — Rohg + W cos(9) ly — W sen(0) h — mih =0 (5.5)

Despejando la suma de fuerzas normales obtenemos

Wcos(0)ly — W sen(8) h — Roha — mih

Wi + Wiy = i

(5.6)
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Definamos las siguientes ecuaciones

FfZFf1+Ff2 (57)
R. =Ry + Rrp2+ Ryt + Rer2 (5.8)
We=Wpn+Wp (5.9)
W, =W + W (510)

Despejando la aceleracién de la ecuacién (5.3) y sustituyéndola en la ecuacién (5.6)

obtenemos

wf=%wcos(e)-%(Ff—R,)—@f—EQ

Para encontrar las fuerzas normales que actian en las llantas traseras, realizamos del

R, (5.11)

mismo modo una suma de momentos respecto al eje frontal obteniendo asi
~Roh, — Wsen(6)h -~ Weos(0); + Wy L+ W L —mih =0 (5.12)

Despejando las fuerzas normales obtenemos

Rgoh, + W sen(8) h + W cos(8)ly + mih

W+ W= I

(5.13)

Despejando la aceleracién de la ecuacién (5.3) y sustituyéndola en la ecuacién (5.13)
podemos escribirla

(ha - h)
L

W, = 2 W eos(6) + 7 (Fy ~ R,) -

=4 R, (5.14)

La fuerza total de resistencia a la rodadura (Re1 + Rrr2 + Rop1 + Rrg2) se modela como

R, = Weos(8) f, (5.15)

Donde f, representa el coeficiente de resistencia a la rodadura y varia en funcién de la

velocidad. De acuerdo con (5] el coeficiente de resistencia a la rodadura se modela como
fr=0.0136 + 0.4 x 1077 +* (5.16)

La fuerza de arrastre se modela como lo indica la ecuacién (3.6) y su linea de accién

coincide con el centroide de volumen del automévil.
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Recordando que la fuerza de friccién se expresa como

Donde p representa el coeficiente de friccién y N la fuerza normal, bajo esta definicién la

fuerza de friccién podemos escribirla como

 #{(ta + hf,)Weos(0) — (ha — h)R.]
- 1+ 2p

Py (5.18)

Si sustituimos la expresién anterior en la ecuacién (5.3) y despejando el coeficiente de

friccién obtenemos
L('b +fat geos(0)f + 9 sen(B))

" 1,9 cos(f) — haDa — k(v + g sen(9))

Esta ecuacién nos permite conocer el coeficiente de friccién a partir de la

i (5.19)

aceleracién y velocidad del automévil.
La velocidad relativa del centro de gravedad del automdvil respecto de la velocidad tan-

gencial de la llanta es

s=v— Rw (5.20)
Derivando la ecuacidn anterior respecto al tiempo obtenemos
5=17— Rw (5.21)

El diagrama de cuerpo libre de la llanta delantera para el caso tractivo se muestra en la

figura (5.3). La dindmica de rotacién de la llanta delantera se modela mediante la ley de

Figura 5.3: Diagrama de cuerpo libre de la llanta delantera.
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Euler
Z:'Fo = I& (5.22)

Desarrollando la ecuacién con base en el diagrama de cuerpo libre obtenemos

R
14— FyR+ R'T =l (5.23)

La aceleracién se puede calcular a partir de la ecuacién (5.3) mediante, la sustitucién de

los valores de cada fuerza

Bl(ly + hf.)gcos(0) — (ha — h)Ea
7= L[( * f)glj_(%)“ ( )m]—%-gcos(B)f,—gsen(G) (5.24)

Sustituyendo la aceleracién lineal y angular en la ecuaci6én (5.21) obtenemos

£l + hf, 6) — (ho — h)Ea
§= "[(2+ f)gClOi(ﬁ)u ( )m] "%—QCOS(G)fr—QSen(B)-'};’(Td—FfR+R2R)
L
(5.25)

Las ecuaciones (5.24) y (5.25) modelan la dindmica del autémovil y su relacién con el
movimiento de la llanta para el caso tractivo. Para conocer la velocidad lineal y angular
requerimos integrar ambas ecuaciones en el tiempo, si podemos medir la velocidad lineal
y angular todos los elementos de las ecuaciones excepto el par serdn conocidos. El par es
una variable que queremos controlar, su método de su obtencién se explica en la siguiente

seccion.

Las ecuaciones (5.25) y (5.24) serdn resueltas como ecuaciones en diferencias, conociendo
el valor en tiempo ¢ podemos conocer el valor en ¢ + At mediante incrementos de tiempo

pequeiios para aproximar las derivadas:

_ daf
f(t+ At) = f{t) + EAt
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Figura 5.4: diagrama de cuerpo libre para el caso de frenado.

5.2 Caso de Frenado

El diagrama de cuerpo libre del automévil se muestra en la figura 5.4 Donde @ = —1.

Desarrollando la ecuacién (5.2) de acuerdo al diagrama de cuerpo libre obtenemos

—.be] - bez - Ftrrl - Fbrg — R,- - Wsen(9) - Ra -+ mu = 0 (526)

Realizando un balance de momentos respecto al eje trasero y despejando la suma de

fuerzas normales obtenemos

Rohe — W sen(8)h 4+ Weos(8)ly + mih
L

W+ Wpg = — (5.27)

Si en la ecuacién anterior sustituimos la aceleracién despejada de la ecuacién (5.26) y

definiendo del mismo modo
Wf = Wf} + Wf2
Fyr = Fipri+ Fipo
Fyy = Fyn+ Fip

se obtiene
{(he — h)

l h
Wy = -EWCOS(G) + £ (Por + Fop + Ry) = 27

5 R, (5.28)
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Anélogamente realizando el balance de momentos respecto al eje delantero y despejando

la suma de fuerzas normales (W,) obtenemos

[ h -
W, = —1st(9) - E(Fb,- + be + R,-) + (ha—Lh—)

T R, (5.29)

Recordando que F = uN, de este modo
Fyy = psWy (5.30)

Sustituyendo la ecuacién (5.28) en (5.30) obtenemos

l ~
be = ,uf(chos(B) + %(Fbr + be + R,-) - (h'aL h) Ra) (532)

Recordar que R, = W cos(8) f,

Asf mismo sustituyendo la ecuacién (5.29) en (5.31) tenemos que

l h
Fbr = p,r(EIWCOS(Q) — “E(Fb,- + Fb_f + R,.) +

(h'a _ h)
L

R,) (5.33)

Despejando Fys de la ecuacién (5.32) obtenemos

_ url8Weos(6) + uy b (Fir + Weos(9)£) — s 2P Ry

Fy 5.34
1—prt (5:34)
Y despejando F, de la ecuacién (5.33) obtenemos
h -y bk {(ha—h)
Fbr — Hr LWCOS(Q) )U”'L(be + WCOS(B)fT) + Hr L Ra (535)

1+ p2

Con ello conseguimos un sistema de ecuaciones con dos incdgnitas cuya solucién es la

siguiente
Fyy = pf (hLRa—he LRy + fr R LW cos(f) + Liy W cos(8) + hly pr W cos(8) + Rlz r W cos(8))
d L(L—hus+hp)
(5.36)
Fy = ttr (RLRa —ho LRg+ frh LW cos(8) — LI; W cos(8) + hly s W cos(8) + hila ug W cos(9))

L{(~L+hps—~hp)
(5.37)
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Figura 5.5: Diagramas de cuerpo libre de las llantas para el caso de frenado.

Sumando ambas fuerzas se obtiene la fuerza total de frenado

Fiot = (prli Wcos(8) — u, hW cos(8) fr + ptr Ro ha — ptr R b+ pp la W cos(0) +
pp hW cos(8) fr = iy Ra b+ pog Bah) /(L + pir b — g )

Si sustituimos esta expresién en la ecuacién (5.26) y despejamos el coeficiente de friccién

delantero obtenemos

g = (—omL—vmu.h+ p-li Weos{@) + it Raha + LW cos(8) f, + W sen(8) L +
W sen(8) pr h 4 L Ra)/(—0vmh — [, W cos(0) + Rg ha + W sen(8) h)

Suponiendo una relacién directamente proporcional entre los coeficientes de friccién de-
lantero y trasero (5], es decir, g, = kps' la ecuacion anterior se expresa como

_ —L(—vm + W cos(8) fr + W sen(8) + Ry)
B = Smn + 1l Weos(0) — Ryhg ~Wsen(0)h —imkh+ kl} Wcos(8) + k Ro hy + W sen(0) k h
(5.38)

Expresién similar a la ecuacién (5.19) en la cual requerimos conocer la velocidad y la

aceleracién del automévil para obtener el coeficiente de friccidn instanténeo.

El diagrama de cuerpo libre de las llantas delantera y trasera se muestran en la figura

5.5. Desarrollando la ley de Euler con base en el diagrama de cuerpo libre obtenemos

R. R

—be+beR+ ""—2 = -wa (539)
R
et BB+ 2 = Lo, (5.40)

1Para frenado k < 1, lo cual indica que el coeficiente de friccién delantero es mayor que el trasero

debido a la inercia del automdévil, provocando que éste tienda a girar alrededor del eje frontal.

59




Donde el momento de inercia es el doble del momento de inercia de una llanta. Despejando
las aceleraciones angulares de las ecuaciones anteriores y sustituyendo la aceleracién del
automévil en la ecuacién (5.21) se obtienen las ecuaciones de movimiento para el caso de

frenado.

Médulo de la desaceleracién:

|#]] = (LRs—hapsRa+ haptr Ra+ frgLmecos(8)+glampycos(8) +gh m iy cos{0) ~
gLmsen(8) — ghmpg sen(8) + ghm p, sen(8))/(m (L — hpy + hps))

Como: ¥ = —v1i

= —(LRg—hopsRa+ ho pir Ro + fr g Lcos(6) + glam pys cos(8) + gly m - cos(B) +

gLmsen(6) — ghmpg sen(9) + ghmu, sen(8))/(m (L — hpus + h u)) (5.41)
4 = —(LRa—hapsRa+hopir Ry + fr gLmcos(8) + glam pgcos(f) + glym p.- cos(f) +
ngsen(H)—ghmp,sen(ﬂ)+ghmu,sen(9))/(m (L—hps+hup)) —
R
—(—be + FysR+ “—R'Q (5.42)
8, = —(LRs—hapsRs+ hapte Ra+ frgLmcos(8) + glam pigcos(8) + gl m iy cos(6) +
ngsen(B) — ghmuyy sen(8) + ghmp, sen(0))/(m (L — hps+ hp,)) -
R
—( fbr+Fer+§’i2-—) (5.43)

5.3 Diseno del Control

Como se menciond, en esta seccién se diseria el control sobre el par, con ello se conseguira
que el vehiculo siga la sefiales de velocidad de centro de gravedad y relativa propuestas.

Se analizard el control para el caso de aceleracién y frenado.
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5.3.1 Caso Tractivo

Nuestro problema consiste en obtener un control que dirija el movimiento del automévil
hacia a un comportamiento propuesto de velocidad, aceleracién {del centro de gravedad y
relativa) y en consecuencia de coeficiente de friccién. Por ello, dicho control actia sobre
el par en condiciones tractivas y de frenado para lograr el seguimiento de la senal de
referencia propuesta y asi observar el comportamiento de parametros en el tiempo. Al
igual que en el modelo de un cuarto de vehiculo, los errores de seguimiento se definen

como
§ = s—sq (5.44)
1 = v—1ug (5.45)
donde s4 = vaAq.

El deslizamiento deseado se obtiene mediante el mapeo inverso de la funcién paramétrica

que relaciona el coeficiente de friccién con el deslizamiento.

A = g, 8, v4) (5.46)

Donde el coeficiente de friccién deseado (p;) debe cumplir andlogamente con la ecuacién

(5.19)
L(i}d + & 4 geos(0)f, + gsen(e))

Ha = l2 g cos(8) — hoBa — h(v4 + g sen()) (547)
Sea la siguiente candidata a funcién de Lyapunov
1
W= %5‘*‘ + 5«52 (5.48)
Derivando respecto al tiempo, obtenemos
W = 55+ 9 (5.49)

Desarrollando la ecuacién (5.49), tenemos

Ei(ly+ hf, 8) ~ (hy ~ h)oa
§[L[(2+ f)gioi(%)# (h h)m] _%_gcos(g)fr_gsen(g)

RrR ) :
; ) — Ag¥a— )\d‘vd]

W =

R
-_ T(Td—FfR-f—
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Escogiendo al par de la siguiente forma

4 (6 + b1, )gcos(8) = (ha — 1)

Ty = %(—%—9008(9)fr*93€"(9)+L[ : 1+ 2 ])
R R Mita Aava .

- =5 —R/I_R/I+Css

-+ FfR

obtenemos
. R, _, ..
W = _TCSS + U
Si (3 > 0 el primer miembro de la ecuacién es una funcién negativa definida, lo cual indica
que el error en seguimiento de velocidad relativa tiende a cero conforme pase el tiempo.

El que § — 0, implica que el error en seguimiento de aceleracién también tiende a cero,

lo cual se demuestra en las siguientes relaciones

Si § = 0 entonces 8 = 34, por lo tanto sus derivadas también son iguales: § = 8;. Esta

ecuacion la podemos expresar como

U— Rw = 04— Ruwy

V- —Rw-—wy) = 0

La ecuacién anterior presenta dos posibles soluciones

l.9=7g y w=1y

2. v —9g = R(w — wg)
De acuerdo con la segunda solucién, un cambio en aceleracién lineal implica un cambio
en la aceleracion angular proporcional al radio de Ia llanta

Al = RAw

El algoritmo que plantea este trabajo para obtener la velocidad angular, es el siguiente

Vg — Ug — lig — Ay — Sq — Wy
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Con base en esta relacién podemos plantear una funcién entre la aceleracién angular y la

aceleracién y velocidad lineal de la siguiente forma
@ = f(v,4,p,A)

Al observar las grificas que relacionan el coeficiente de friccién con el deslizamiento se
muestra un comportamiento no lineal, por lo que un cambio en aceleracidn lineal implica

un cambio en aceleracién angular de tipo no lineal.
w= f(v,9,p,A) # R

Por ello para satisfacer § = 84 s6lo es posible que se presente la solucién nimero uno. El
lograr igualdad en velocidades relativas implica obtener igualdad en aceleraciones lineales,
més no implica igualar velocidades lineales por lo cual es necesario agregar un término
correctivo en el coeficiente de friccién, que dependa del error de velocidad y con ello lograr

la siguiente relacién

b= - 5+ 0)

5 = (b-Ch) -

La cual indica que, aunque se logre que ¥ — 1y, si existe error en la velocidad, el control
proporcionaré aceleracién al vehiculo. El término correctivo puede ser introducido en el
coeficiente de friccién que influird directamente en el par de control a través del desliza-
miento y la aceleracién deseada.

Analizando la fuerza de friccién por orden de magnitudes podemos obtener las siguientes

apro)dmaCiones
£(a + hfr)Weos(8) — (o — h)Ral

f= 1+ 4u -

frh+la = Il Debidoaque: fr=0
h
L(l + E#)

Q

L Debidoaque: h<<L y pel01]
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Si al coeficiente de friccién deseado le agregamos el término ¢sv (término correctivo de

velocidad lineal) la ecuacién (5.49) puede escribirse de la siguiente forma
(ha — h)Bad 4 I,gcos(6) _ Rug
L m

W = —?Cﬁ? + ?7[’5’ — ((pa + Csﬁ)_
—gcos(8) fra — gsen(8))]

—~(h. — h)fad
= (& 40— (e + G (ha — h) mL + lggcos(ﬁ)ﬁ)]
= _C4§2 + '!.J('U _ 'Ud) _ Cs—(ha - h)%‘; + 129003(0){)2

= (8 + B0 — va) — (6
(5.50)

Expresién identica a la ecuacién (4.25) del capitulo anterior, a partir de la cual se de-

muestra la acotacion de los errores de seguimiento.

5.3.2 Caso Frenado

Para este caso es necesario definir dos errores de seguimiento debido al comportamiento

distinto que tienen las llantas delanteras como las traseras, es decir
§y = 85— 8y (5.51)
& = 8 —Sar (5.52)

Probando la misma candidata a funcidén de Lyapunov del caso tractivo

1, 1., 1, 1,
W1 = §f+§v W2=§3,+§v
Wi = &8+ Wa = 5,5, + U9
Wi = 5pdp+9(0~14) Wy =375 + 90— 1g)

Sustituyendo las derivadas respecto al tiempo de las funciones de error en velocidad rela-

tiva se obtienen las siguientes ecuaciones

W, = §;[—(LR0— hapif Ra + ha tir Ra + fr g Lmcos{8) + glam pg cos(6) + gly m - cos(6) +
gLmsen(8) ~ghmpgsen(8) + ghm i sen(0))/(m (L — hus + h )} ~
_‘?(-—be + FpsR + —&-2—@) — Adf Vg — Ud).\cﬂ'] + vv
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W, = 5,[—(LRa—haufRa+h.,p...Ra+f.-ngcos(9)+glgmu;cos(9)+gllmprcos(9)+
gLmsen(8) —ghmpyssen(8) + ghm p, sen(8)}/(m (L — hug + hpr)) —

R'R)—Adrﬁd—udidr] + o

R

Eligiendo al par delantero de la siguiente forma

I
Ty = —I_{-[ — (L Ro = hatif Rg + ho tir Ra+ fr gLmcos(0) + glampycos(8) + gli m u, cos(8) +
gLmsen(0) — ghm puys sen(6) + ghm pr sen(8))/(m (L — hpuy + hpr)) +
R R . ; .
7 (FosR+ %——) + Agr Ug + vgAgr — (13 ;] (5.53)
obtenemos
Wi = —G82 + 9b (5.54)

La ecuacién (5.41) puede ser escrita de la siguiente forma

(L= haps + hapie) B 4 (f, L + lapy + lipr ) gcos(8) + (L — hug + hpy)gsen(9)
L — hys + hyy

b=
(5.55)
Por lo tanto, la aceleracién deseada debe cumplir con la siguiente ecuacion

(L = hatiga + hatira) "5t + (fraL + laptya + hitra)geos(6) + (L — hpsga + hisrg)g sen(6)
L —hpsa+ hitd

Vg =

(5.56)
Analizando la ecuacién anterior por orden de magnitudes podemos hacer las siguientes
aproximaciones

Reg —~ Rad
(L ha.‘-"fd‘f'ha#rd)—’n'“‘ ~ L—

(fraL + bopga + lipra)gcos(8) = (laprga + liptra)gcos(8) Debido a:  frga =0
(L — hpga + hprg)g sen{f) =~ Lsen(f)

Debido a: g4 = pirg

2

L—h,u;+h;.t, L

Eligiendo a los coeficientes de friccién deseados de la siguiente manera
Mfd = frpa+ G
trd = kpga
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Sustituyendo ambas expresiones en la ecuacién (5.56) y utilizando las aproximaciones se

obtiene
. L%‘f + [la(efa + Ga) + Lik(pga + Cs¥)]g cos(8) + Lg sen(f)
Vg & — 7 (5.57)
Como @ = —1'12 Yy g = -*1'),12
V-9 = —&—(-6Gd)
= —a+dy

la ecuacién (5.54) se expresa como

LBas 4 {Iy(pga + Ca0) + Lik(uga + (s7)]gcos(6) + Lgsen(d)

Wl = —C—,rs? + B[ — I ]
LB 4] ]
_ "C7S§ + o0 — + lageos()pgq + lngcos(B)kpfd + Lgsen(O)] G
= —(r8} + U0 — iy — (50°
= —(rsd + (0 — va) — G (5.58)

Expresién idénticea a la obtenida en el modelo de un cuarto de vehiculo (ec. 4.25), a partir
de ésta se demuestra la acotacion de los errores de seguimiento como se hizo en el capitulo

anterior.
Por lo tanto el par del eje trasero es

I
T = E[_(LR,—h,,,u,fR‘,-&-fr.c.,u,.R,,+f,-gLvm:os(l’:")-+-gI2m;,:fcos(t9)«I—gll177,,u.,.cos(t9)+
gLmsen(8) — ghm ps sen(8) + g hm pr sen(8))/(m (L~ hpg + h ) +

—?(Fb,-R + R R

=) + Aar 9 + vahar = Gor (5.59)

Con ello se logra
. R ., _.
W, = —TCQSE + 0 (5.60)
Y se realiza un procedimiento similar para el eje trasero.

Fy; y F se obtienen a partir de las ecuaciones (5.36) y (5.37) respectivamente.
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5.4 Resultado de Simulaciones

A continuacién se muestran los resultados obtenidos acerca del comportamiento paramétrico
y la dindmica del vehiculo. Igualmente se realizaron experimentos variando la amplitud de
la velocidad de referencia asi como su periodo y se observé el desempefio en la adaptacién
de parémetros. En el apéndice B (figuras B.3y B.4) se presentan las tablas de resultados

para diversas amplitudes y periodos de excitacién. Las ganancias utilizadas fueron

Caso tractivo:

C3 =30 C5 =0.1
Caso frenado:
¢ =20 Ca=0.1 Co = 20 Cio = 0.07

5.5 Analisis de Resultados

En las figuras 5.6 y 5.7 mostramos el comportamiento deseado del vehiculo. La seiial
de velocidad de referencia es idéntica a la propuesta para el modelo de un cuarto de
vehiculo con un periodo de diez segundos, una velocidad media de 23 (m/s) y una amplitud
de 5.5 (m/s). A partir de ésta senial se obtiene la aceleracién del centro de gravedad,

velocidades relativas y los coeficientes de friccién deseados para el caso de aceleracién

67




Sdr {(m/s)

~0.1

Figura 5.6: Variables de referencia o “deseadas”.

y frenado. Posteriormente en la figura 5.8 observamos el par de control que propicia
un comportamiento similar a las referencias, dicho comportamiento lo observamos en la
gréfica de velocidad del centro de gravedad en la misma figura. La aceleracién, velocidades

relativas y coeficientes de friccién reales se muestran en las figuras 5.9 y 5.10.

5.5.1 Del Control

Para este modelo en los resultados del control observamos que también presenta un buen
desempeiio aproximando el comportamiento dindmico hacia las sefiales propuestas. Las
figuras 5.11 y 5.12 muestran empalmadas las sefiales de referencia y el comportamiento

del vehiculo.

La figura 5.14 de error en estimacién del coeficiente de friccion también presenta una
discontinuidad a los 5 segundos la cual surge por las mismas razones citadas en el analisis

del modelo cuarto de vehiculo.
En la figura de error de velocidad del centro de gravedad (fig. 5.13) se present6 un buen
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Figura 5.8: Par y comportamiento del vehiculo.
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Figura 5.9: Par y comportamiento del vehiculo.
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Figura 5.16: Amplitud de excitacién vs. error cuadrético del vector de errores.
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Figura 5.17: Periodo de excitacién vs. error cuadrético del vector de errores.

seguimiento hacia la referencia para todas las simulaciones. El error en seguimiento para
ambas velocidades relativas se mantienen alrededor del punto de equilibrio logrando su

estabilizacién a partir de los 5 segundos.

5.5.2 Convergencia Paramétrica

Al sistema se le afadié un componente de excitacién de ruido blanco con el objetivo de
lograr una mejor adaptabilidad en los pardmetros. En el apéndice B se proporcionan
dos tablas de resultados (fig. B.3 y fig. B.4) las cuales muestran el comportamiento de
los pardmetros con varias amplitudes de excitacién y de periodo. En la grifica 5.16 se
observa que el control obtiene resultados con mayor precisién si la velocidad oscila entre
3 y 7 (m/s), obteniendo el minimo de error a los 5.5 (m/s) lo cual representa que si el
automévil se encuentra en un rango de velocidades entre 10.8 y 25.2 (km/h) alrededor
de su velocidad media el sistema obtendra una buena adptabilidad. En la grafica 5.17

observamos que la tendencia del error cuadratico es ascendente conforme se incrementa
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el periodo de la senal de excitacidn, pero en términos generales éste permanece invariante
en el tiempo ya que la diferencia méxima en errores es de 0.1 % por lo cual concluimos
que la adaptabilidad no depende del periodo de la sefial. El error porcentual para todos

los casos se estabiliza a los 5 segundos como lo muestra la figura 5.15

5.5.3 Rango

Para todas las simulaciones se calculé el rango de la matriz ®(t) obteniendo un resultado
igual a cinco lo cual al igual que el modelo del capitulo anterior permite condicién de

excitacién persistente [3].
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo hemos desarrollado un control de traccién y frenado vehicular que explota
el conocimiento del coeficiente de friccién entre la llanta/camino, obteniendo con ello una
mejor precisién en el conocimiento de las variables dindmicas del sistema, informacién que
puede ser utilizada para predecir la distancia que seria recorrida en una accién de frenado

de emergencia, lo cual influye directamente en la seguridad del pasajero en autopistas.

Se estudié el desempeno del control para dos modelos de vehiculo: el primero llama-
do “cuarto de vehiculo” y el segundo llamado “modelo bicicleta”. Los resultados para
cada caso muestran coincidir con la teoria planteada y prueban la estabilidad del control
alrededor del punto de equilibrio § = 0 y ¥ = 0. Ambos disefios logran buenos resultados
en su desempefio aunque no logren convergencia paramétrica para todas las sefiales de
excitacién. Observamos una buena aproximacién en el modelo de un cuarto de vehiculo
al modelo bicicleta. Podeﬁm observar en las grafica 4.3 el par aplicado a cada llanta, e!
cual, multiplicado por las cuatro llantas proporciona el par total requerido para mover el
automévil hacia las sefiales de referencia propuestas. Para el periodo de aceleracidn en el
modelo de un cuarto de vehiculo se obtiene un par médximo de 500 (N-m) por llanta el
cual, multiplicado por el total de llantas proporciona un par total de 2000 (N-m), cantidad

equivalente al par obtenido para el modelo bicicleta, sélo que en este modelo el par se
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encuentra distribuido en 2 llantas (traccién delantera). Para el periodo de frenado, las
graficas obtenidas son idénticas para ambos modelos de automdviles coincidiendo con las
hipétesis planteadas de que las cuatro llantas contribuyen al frenado en ambos modelos.
Es claro que, para el caso tractivo, el comportamiento del coeficiente de friccion sea distin-
to para ambos modelos debido a la distribucién de fuerzas de friccién. Para el modelo de
un cuarto de vehiculo existen cuatro fuerzas de friccién en cada llanta mientras que en el
modelo bicicleta la fuerza tractiva se obtiene a partir de dos llantas lo cual conlleva a que
este sea mayor para dicho modelo por lo tanto las variables que dependen directamente
del coeficiente de friccién como lo son el deslizamiento y la velocidad relativa también son
mayores para ¢l modelo bicicleta. Observamos que el modelo de un cuarto de vehiculo
proporciona una adecuada aproximacién al modelo bicicleta de algunas variables como el
par, velocidad del centro de gravedad del vehiculo, aceleracién y coeficiente de friccién;
con la ventaja de ser un modelo simétrico, lo cual ayuda a evitar discontinuidades en la
transicién de comportamiento tractivo hacia comportamiento de frenado. Las variables
en las cuales no se obtiene una adecuada aproximacién son aquellas que son obtenidas
con base en el coeficiente de friccién (deslizamiento y velocidad relativa) debido a que
no existe una re'acién ‘inea’ entre estas por ‘0 que para este caso es necesario utilizar e’

modelo bicicleta.

Ambos modelos muestran la mejor convergencia paramétrica hacia los valores nominales
cuando la sefial de excitacién posee una amplitud de 5.5 (m/s), mientras que la conver-
gencia paramétrica es independiente de la variacién del periodo de excitacién para ambos
modelos de vehiculo, aunque la tendencia del error cuadrdtico es ascendente la variacién

€s muy pequena.

La aplicacién directa del seguimiento de sefiales para contribuir a mejorar la seguridad de

los pasajeros se muestra en el siguiente diagrama:
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La investigacién queda abierta para tratar los siguientes puntos:

1. Probar el desempeiio del control para diferentes pendientes y coeficientes de arrastre.

2. Disminuir la informacidn sensada del sisterna mediante la estimacion de velocidad

y aceleracién del centro de gravedad del vehiculo.

3. Probar la adaptacién de parametros para diversos tipos de camino como asfalto

mojado, hielo, terraceria, etc.

4. Probar el desempefio del control y adaptacién de pardmetros simulando el transito

de un camino a otro.
5. Disefar un simulador de frenado de emergencia que trabaje con el modelo bicicleta.

6. Tomar este trabajo como base para disefiar un sistema que proporcione senales de

alerta al conductor en autopistas.
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Apéndice A

Caracteristicas del Automovil.

En las simulaciones llevadas acabo en este trabajo se consideré un automévil con las

siguientes caracterfsticas :

m=1701 (Kg)
R=0.323 (m)
1=2.603 (Kg — m?)
g=9.8 (m/s?)
11=1.2 (m)
12=1.8 (m)
L=3 (m)
ha=0.80 (m)
h=0.65 (m)
6=0°

k=0.7

ESTA Twars
STATIESIS NO SALR
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Vehiculo Cd | CdxA(m?)
VW Golf 0.37 0.636
Ford Escort 0.36 0.662
BMW 520i 0.31 0.649
Mercedes 300 SE | 0.36 0.785

Tabla A.1: Coeficientes de arrastre para diversos vehiculos.

El coeficiente C,, utilizado en la expresién (3.6) se obtuvo de la siguiente forma:

Empleando la ecuacién de gas ideal :

PV = mRT (A1)
P = pRT (A.2)
- _P_ (A3)

P = RT '

La presién y temperatura atmosférica promedio en la ciudad de México es de 78 (KPa) y
20 °C respectivamente. Por lo que la densidad del aire queda dada por:

78(K Pa)
p= ®J
0.287 (;E%) x (20 + 273.15) K

= 0.9270 (K 9 (A4)

m3

En la tabla A.1 se muestran diversos coeficientes de arrastre para distintos automdviles,
en este trabajo se emple6 un promedio del producto del coeficiente de arrastre por el drea

proyectada siendo igual a: Cy x A = 0.683, por lo que C,; = $pCy A = 0.3165 (Kg/m)
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Apéndice B

Tablas de Resultados.

Las siguientes tablas muestran los resultados obtenidos en las simulaciones

correspondientes al error de convergencia en los parametros.

Asf mismo la gréfica B.5 muestra diversas curvas de coeficiente de friccién vs. desliza-
miento a una velocidad de 15 (m/s) para diversos tipos de camino. Los vectores de

pardmetros aproximados son los siguientes:
Asfalto mojado: © ~ [2.8,2.0,1.3,0.5,0.095]
Hielo: 6 =~ [1.3,2.2,1.4,0.7,0.06]

Grava: O ~ (3.16,3.9,2.64,1.05,0.01]
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Amplitud {m/s) Error Porcentual de Convergencia Error Cuadratico
pl’ p2 p3 p4 p5
10.000 10.592 11.148 2.644 6.440 4.034 17.355
9.500 10.595 11.132 2.717 6.444 3.584 17.260
9.000 10.595 11.132 2.701 6.388 3.086 17.140
8.500 10.597 11.120 2.750 £.363 2630 17.056
8.000 10.595 11.123 2.721 6.372 2.100 16.382
7.500 10.595 11.123 2711 6.340 1.605 16.915
7.000 10.595 11.118 2730 6.378 1.1 16,889
6.500 10.596 1117 2.734 6.310 0.638 16.839
6.000 10.596 11.114 2.743 6.323 0.145 16.832
5.500 10.596 11.117 2727 B.274 0.343 16.816
5.000 10.596 11.117 2.724 6.277 0.841 16.834
4.500 10.597 11.116 2728 6.233 1.310 16.848
4.000 10.597 11117 2.718 6.212 1.802 16.885
3.500 10.600 11.104 2.791 6.211 2.220 16.940
3.000 10.803 11.101 2.809 6.149 2.656 16.982
2.500 10.603 11.100 2.815 6.148 3.140 17.085
2.000 10.604 11.103 2.803 6.093 3.608 17.138
1.500 10.603 11.108 2774 6.086 4131 17.262
1.000 10.602 11.114 2.743 6.060 4655 17.374

Figura B.1: Error en convergencia para el modelo cuarto de vehiculo variando amplitud.

Penodo (s} Ermror Porcentual de convergencia Eror Cuadritico
pl’ p2 p3 _p4 p5
10.000 10.596 11.118 27213 6.270 0.345 16.614
20.000 10.600 11.098 2.82 B.254 0.357 16.815
30.000 10.605 11.082 2913 6.224 0.261 16.810
40.000 10.606 11.083 2.808 6.192 0.286 16.793
50.000 10.605 11.086 2.891 6.206 0.374 16.805
60.000 10.6504 11.088 2.880 6.247 0.431 16.819
70.000 10.602 11.093 2.853 6.255 0.460 16.821
50.000 10.603 11.030 2.868 6.247 0.442 16.819
90.000 10603 . 11.082 2.861 6.232 0.441 16.813

Figura B.2: Error en convergencia para el modelo cuarto de vehiculo variando periodo.
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Amplitud (m/s) Error Porcentual de Convergencia
pl’ p2 p3 p4 p5
10.000 10.331 11.853 2329 10.665 0.698 19.154
9.500 10.351 11,732 1.777 10.313 0.674 18.835
9.000 10.373 11.604 1.229 9912 0.726 16.509
8.500 10.397 11.502 0.734 9.452 0.815 18.192
8.000 10.421 11.47 0.3 8.937 0.922 17.888
7.500 10.446 11.378 0.0%0 8.375 1.050 17 602
7.000 10.471 11.352 0.393 7.767 1.138 17.328
65.500 10.494 11.357 0.608 7.122 1.153 17.074
6.000 10.502 11.530 0.668 6.884 0.553 17.069
5.500 10.505 11.502 0.767 6.928 0.334 17.028
5.000 10.508 11.486 0.813 6.771 1.188 17.037
4.500 10.510 11.475 0.857 6.722 2.002 17.090
4.000 10.512 11.469 0.678 6.675 2.784 17.179
3.500 10514 11.466 0.896 6.831 3522 17.297
3.000 10.515 11.465 0.899 6.590 4.231 17.440
2.500 10.516 11.468 0.888 6.551 4911 17.604
2.000 10.516 11.471 0.875 5.512 5.556 17.782
1.500 10.517 11.475 0.859 6.479 6.173 17.975
1.000 10.517 11.479 0.833 6.450 6.762 18.177
Figura B.3: Error en convergencia para el modelo bicicleta variando amplitud.

Periado (s) Error Porcentual de Convergencia Error Cuadratico
pl’ p2 p3 p4 p5
10.000 10.505 11.503 0.753 6.6825 0.335 17.027
20.000 10513 11.459 0.928 6.705 1.4E66 17.023
30.000 10.514 11.456 0.944 b.675 1.808 17.044
40.000 10.515 11.456 0.941 5.661 1.973 17.057
50.000 10.515 11.455 0.947 5.641 2.049 17.059
60.000 10.515 11.456 0.846 65.634 2.101 17.063
70.000 10.515 11.456 0.847 6.633 2.135 17.069
80.000 10.512 11.460 0.922 6.726 2.227 17.114
90.000 10.512 11.458 0.932 6.728 2.2 17.113

Figura B.4: Error en convergencia para el modelo bicicleta variando periodo.
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Figura B.5: Diversas curvas del coeficiente de friccién para diversos caminos
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