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INTRODUCCION 

Las matemáticas actuariales surgidas al fmal del siglo XVll, se basaron en un enfoque 
completamente dcrcrminístico. Ejemplo de ello fue la construcción de las primeras tablas de 
mortalidad, las cuales representaban la probabilidad de muerte o supervivencia basadas en la 
experiencia observada. Asimismo, las primas que se cobraban con el fin de cubrir posibles 
ad\'ersidadcs, en un principio se calculaban con base en el criterio del suscriptor. 

Sin embargo, la incertidumbre es una característica fundamental que se presenta en todo tipo 
de negocio, tal como en una compañía de seguros, en donde el número y monto de las 
reclamaciooes(1) a menudo vaóan de manera aleatoria, o como en un banco en donde el 
comportamiento en las inversiones es también variable. 

La necesidad de cambiar las técnicas dcrcnninísticas por las probabilísticas que analizaran la 
variabilidad de este tipo de situaciones, se reconoció hace casi un siglo dando surgimiento a la 
Teoria del Riesgo. 

El siglo XX ha sido testigo del desarrollo de diversas herramientas que facilitan el buen 
funcionatnÍenro de una empresa y constituyen una fonna de medir las posibles eventualidades 
que pueden surgir en un negocio. Ejemplo de éstas son: la probabilidad, la estadística, las 
técnicas de simulación, los procesos estocásticos, sofisticados paquetes de computación, así 
como la T eoria del Riesgo. 

Este trabajo expone los conceptos fundamentales de dicha teoña enfocados principalmente al 
sector asegurador. El obj etivo principal del desarrollo de esta tesina es lograr que sirva como 
un libro de apoyo para los estudiantes de la Licenciatura de Actuaria, en donde se dan los 
elementos matemáticos y teóricos necesarios para la comprensión y punto de partida hacia 
futuras investigaciones. 

En el primer capítulo se tratan con las generalidades de la Teoría del Riesgo, entre las cuales se 
encuentran: su definición, la manera en la que surge, las principales metodologías que se 
utilizan en el análisis de una cartera de seguros, el objetivo que se persigue y algunas 
aplicaciones que se desprenden de la misma. 

El segundo capítulo abarca los conceptos matemáticos de probabilidad y cálculo diferencial e 
irHegral que son necesarios para la comprensión de los modelos que se desarrollarán a través de 
este trabajo. 

El tercer y cuarto capírulo tratan con los modelos fundamentales en el estudio de las 
reclamaciones que se desprenden de una cartera de seguros, los cuales reciben el nombre de 
Modelo de Riesgo Individual y Modelo de Riesgo Colectivo. Se profundiza en cada uno de sus 
elementos y se proporciona una idea general de como podrían ser usados en la práctica. 

(!) En el medio a¡eguradoral mímtrO tk redamaáonfi J-e le da el nombre defm'Uenáa,y al monlo de /a! rec/amaáones 
mibe el nombre de ¡everidad 



INTRODUCClON 

El quinto capítulo se enfoca al estudio de la teoría de la ruina, es decir la probabilidad de que la 
empresa no tenga los recursos suficientes para hacer frente a las obligaciones adquiridas, lo 
cual proporciona una herramienta para el estudio del comportamiento del negocio a largo 
plazo. 

En el último capítulo se desprenden algunos resultados basados en los conceptos de capítulos 
anteriores. Asimismo, se asignaron diferentes secciones de ejercicios, las cuales tienen como 
tarea reforzar los conceptos estudiados sobre un tema específico. 
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CAPITULO I 

GENERALIDADES DE LA TEORIA DEL RIESGO 

El éxito de las compañías de seguros a través del tiempo, está relacionado básicamente con dos 
hechos principales. El primero, se debe al juicio y habilidad de generaciones de suscriptores 
quienes fueron capaces de valuar distintas clases de riesgos sin tener en ese momento los datos 
necesarios que les permitiera establecer bases estadísticas para encontrar primas que fueran 
suficientes para enfrentar el riesgo. El segundo, esta relacionado con el desarrollo de la 
profesión actuaria! cuyas herramientas matemáticas se utilizan para resolver problemas que se 
presentan en esta y otras clases de negocios, los cuales se encuentran sujetos a variación 
aleatoria. 

En los últimos años, los actuarios de muchas partes del mundo, se han dedicado a estudiar los 
procesos de riesgo involucrados en la actividad aseguradora, para lo cual han tenido que 
desarrollar técnicas matemáticas que les permitan valuar este tipo de procesos. Para ello, la 
T cona del Riesgo resulta ser una herramienta muy útil y acertada. 

De esta manera y con el fm de introducirse a dicha teoría, se introducen los siguientes 
conceptos: 

1.1. Definición. 

Desde los inicios de la Teoría del Riesgo, se han dado diversas definiciones de la misma. La 
mayoría de ellas se han basado en el problema de estudio que era de interés para el investigador 
en ese momento. Ejemplo de ello, es la definición que da Hans Bühlmann(l). la cual trata 
directamente con la temática del seguro de vida y dice: "La Teoría del Riesgo estudia las 
desviaciones que se esperan sean producidas por fluctuaciones en las reclamaciones de pólizas 
individuales" . 

Por otro lado, algunas definiciones hacen mención a la T caria del Riesgo basándose no solo en 
el problema que era de interés en ese momento, sino viéndola como una forma para 
administrar una empresa de seguros. Esto se puede observar en la definición que da Gerber(ZJ, 
la cual dice: "la Teoría del Riesgo es un conjunto de ideas entrelazadas que sirven para diseñar, 
organizar y regular una empresa por medio de ciertos modelos matemáticos". 

Teivo Pentikainen y Martti Pesonen(3) la describen como sigue: "La Teoría del Riesgo, es la 
rama de las matemáticas actuariales que se encarga del análisis de rasgos aleatorios de cualquier 
tipo de negocio" (~). 

(I) Halfl Biiblmann, AfothtqtAArtúMrIhodÚII RjJk ThcqO' 
(l) Gtrwr HanJ, Aa 'ntrn(Ú«/iqn tI Mrtfhytrqtkql M ThrPr;t 
(J) Btarrl R E, ti. al ~ 
IJ) Allllqll' la 1'roria Ikl Riugo tUlIW" tltOJ nJl!j1J tll rualqmtT t~ '" IIt!;Odll, las illJ'tJli!.(1('lllntl J la mqpria dt 1m PlIb!Ü"fÍllntJ Jt han tnjOC<1M 

prindpalmtnlt ti lal rompoñll1J dt J~lIruJ. 



/. GENERALIDADES DE LA TEORIA DEL RIESGO 

Esta defmición surge, cuando Pcmikiiincn y Pcsoncn encontraron que los fundamcmos de la 
Teoría del Riesgo sin-en para detectar variaciones o irregularidades dentro del negocio, antes 
de que estas se presenten, lo cual permite [Ornar las medidas que son necesarias para evitar 
posibles desviaciones en los resultados esperados. 

Por lo anterior se puede decir que la Teoría del Riesgo es una rama de las maternácicas 
actuariales '1ue se encarga del estudio de rasgos aleatorios que se presentan en una empresa de 
seguros y que proporciona las herramientas necesarias para evaluar posibles desviaciones en 
resultados esperados. 

1.2. ProJ>ósito de la Teoría del Riesgo. 

Las operaciones financieras de un asegurador, pueden ser vistas en ténninos de una serie de 
ingresos y egresos de dinero. 

Dentro de los ingresos de dinero se pueden nombrar los siguientes: las primas, el interés 
generado por inversiones realizadas, los rescates por reaseguro, nuevo capital invertido por los 
accionistas, etc. 

Por su parte dentro de los egresos se encuentran: las reclamaciones, los gastos de 
administración, los gastos de operación, las primas pagadas por la compra de reaseguro, los 
dividendos pagados a los accionistas, cte. 

Cada una de estas operaciones, presentan un comportamiento variable, el cual depende de 
diversos factores. Algunas de las razones de esta variación, son: 

1. Las reclamaciones son a menudo sujetas al cambio en la propensión al riesgo, lo cual 
significa que no son las mismas de un tiempo a otro. Esto se debe a diferentes razones, por 
ejemplo cuando el asegurador suscribe nuevas pólizas o cuando las condiciones de la póliza 
cambian con la finalidad de proveer protección contra nuevos riesgos anteriormente 
excluidos. 

2. Las fluctuaciones en las primas, pueden ser causadas por estrategias competitivas, en donde 
las primas que teóricamente son suficientes pueden ser ignoradas. 

3. Los cambios en la tasa de inflación, afectan directamente a las primas, a las reservas y a la 
distribución del monto de reclamaciones. 

4. Las variaciones en las tasas de interés y en el valor de los activos, pueden también tener un 
impacto directo en los márgenes de suscripción. Si la tasa de interés en las reservas 
técnicas es alta, la compañía podría disminuir sus primas. En el caso contrario, se tomarían 
medidas correctivas a través del aumento de primas. 

5. La capacidad ftnanciera de una compañía de seguros, puede tener impacto directo en el 
mercado, en donde la capacidad para suscribir nuevos negocios se detennina por el capital 
y las reservas. 
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l. GENERAL/VADES DE LA TEORIA DEL RIESGO 

6. Los resultados obten.idos por la compra de reaseguro, se pueden reflejar directamente en 
los precios del asegurador. Por ejemplo, si se tienen contratados altos niveles de reaseguro, 
se pueden vender pólizas del seguro directo a un menor precio, ya que gran parte de ese 
riesgo es cedido. 

Debido a lo anterior, se producen fluctuaciones en el mercado de seguros que afectan a la 
mayoría de los aseguradores, los cuales se ven obligados a tomar decisiones con el fin de 
mantenerse en el mercado a un nivel competitivo. 

El propósito de la Teoría del Riesgo, consiste en estudiar y corregir los diferentes tipos de 
variaciones que surgen en una compañía de seguros, las cuales afectan su situación financiera. 

1.3. Desarrollo de la Teoría del Ríesgo. 

En sus comienzos (1909), la Teoría del Riesgo se asoció principahnente con el seguro de vida, 
y se basó en considerar a cada persona como una unidad asegurada. De esta manera era posible 
tratar las reclamaciones de cada una de las personas de manera individual. 

El comportamiento de las reclamaciones del grupo de personas se deducía por medio de la 
swna de los resultados individuales. A este modelo se le dio el nombre de "Modelo de Riesgo 
Individual". 

Una nueva fase del desarrollo de la Teoría del Riesgo empieza con los estudios de Lundberg y 
de otros autores suizos a los que se les conocía como la colectividad de la Teoría del Riesgo, 
los cuales trataron a las reclamaciones en conjunto, sin hacer mención a pólizas individuales, 
dando surgimiento al llamado "Modelo de Riesgo Colectivo". 

Hasta los años cincuenta, la mayoría de las investigaciones se enfocaron a encontrar 
distribuciones de probabilidad para el monto y número de reclamaciones, así como a investigar 
posibles aproximaciones de la probabilidad de ruina(~) sobre un intenralo de tiempo infinitO(6). 
Sin embargo, desde aquel tiempo, la teoría ha sido desarrollada en numerosas direcciones, las 
cuales se mencionan a continuación: 

El desarrollo de la teoría de la verosimilirud, comenzando con un artículo realizado por 
Hans Bühnann en 1967. el cual trata del ajuste sistemático que debe de existir en las primas 
de seguros en la medida en la que se comprende el comportamiento en las reclamaciones. 
El cálculo de reservas para siniestros ocurridos y no reportados, por medio de los llamados 
"Run-Off Triangles" en 1968, donde se expone que el ajuste en las reclamaciones es 
siempre sujeto a un retraso y por ello es necesario paca el asegurador establecer provisiones 
para aquellas reclamaciones que ya ocurrieron durante el periodo de cobertura, pero las 
cuales no han sido todavía ajustadas. 

r» 1..., pnbabi/itlmi di MM tJllna IJ1tdido tU ritl§J in /o IIptradól/ dt PI/IJ <"fmpm;j¡J di StgUT"/11. fVjiiroJt al Gr¡>. 5, SmiOn 5.2. 
(1'" EnltndiillllMt (t1NIII inltrVaUJ dt lit. injinilll, IIn pttiOM dt rurilll (11;01. En la filtmllllO Sr IMran !,fntnJlmtnu",J.¡ tk 5 añoJo 

3 



l. GENERALIDADES DE LA TEORIA DEL RIESGO 

El cálculo del monto total de reclamaciones y probabilidades de ruina para un horizonte de 
tiempo finito, con la ayuda de métodos numéricos tales como la transformada de Fourier 
en 1978-'" 
El desarrollo de modelos usando simulación o programación dinámica en 1982. La idea 
principal es imitar separadamente cada uno de los elementos que afectan al problema de 
interés. De esta manera el problema se vuelve relativamente fácil de manejar. Un generador 
de números aleatorios es utilizado para obtener cada variable requerida y el proceso es 
repetido las veces que sean necesarias. 
El estudio extenso sobre principios para el cálculo de primas en 1984, los cuales se basan 
en la hipótesis de que la experiencia en las reclamaciones puede ser compensada por pagos 
fijos. La prima es entonces calculada bajo la base de diversos principios de equivalencia, 
como lo son: el valor esperado, la desviación estándar, la varianza y el principio de cero 
utilidad. (11) 

El campo de la Teoría del Riesgo ha crecido velozmente. En la actualidad se pueden encontrar 
artículos, libros de texto, publicaciones e incluso cursos por Internet, los cuales tratan con 
diferentes temas que se desprenden del estudio de esta teoría y que siguen un lineamiento 
teórico bastante rígido. 

A pesar de que la Teoría del Riesgo se ha desarrollado bastante en los últimos años, el 
crecimiento y los límites de la misma están aún lejos de ser alcanzados, corno se puede 
observar en las publicaciones hechas sobre el tema(9). 

Por otro lado, existe una necesidad enorme de desarrollar la teoria de manera que pueda ser 
útil para la práctica. Si se quiere que la teoría del riesgo sea una herramienta útil para 
administrar, entonces habrá que concentrarse más en aquellos problemas prácticos que son 
importantes para la industria del seguro. 

1.4. Teoría Colectiva e Individual del Riesgo. 

Existen dos enfoques diferentes desde los cuales se puede estudiar a la Teoría del Riesgo: el 
individual y el colectivo. Ambos enfrentan el problema de modelar la distribución del total de 
reclamaciones ó pérdidas, sobre un periodo de tiempo, asociada a una cartera heterogénea de 

riesgos asegurados. 

El primero de ellos, consiste en encontrar una expresión para la ganancia o pérdida que surge 
en cada una de las pólizas, en un periodo de tiempo determinado, para posteriormente sumar 
todas estas expresiones con el ftn de obtener información relativa a la cartera. El segundo, 
considera a la cartera de pólizas como un todo y las conclusiones del problema se obtienen con 
base a características específtcas de la colectividad. 

(71 &ImtOIl, H EUíhtr. F., ffltdiq in RúA; Thcm 1Vtfh III1f11W(Q/ jllllr¡rqfrgl/J ¡Pnccmtl/l diurilmtjM {IWtiW gnd ftvp '1111 Prrmiurrr 
(~I M. GIII/JINrfS ti. al. llWf((1nq Prrm;U/1II Tm qnd Ac¡ljreUom 

('JI GtNlwnts M., ÚCllffqnrr mrd Rirk Ihrw 
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l. GENERALIDADES DE LA TEORIA DEL RIESGO 

Con el fm de facilitar la compren~ión y entender las diferencias que existen entre estos dos 
enfoques, en la página siguiente se muestra una tabla comparativa de los principales rasgos de 
cada uno de ellos (véase la tabla No. 1). 

1.5. Otros comentarios adicionales. 

La Teoría del Riesgo considera diferentes hipótesis con el único propósito de que las 
matemáticas con las cuales se trabaja, sean más fáciles de utilizar. 

Algunos de estos supuestos se mencionan a continuación: 

El comportamiento del monto total de las reclamaciones dentro de una cartera de seguros, 
en general es estable, es decir, dado que se presenta un escenario en particular, el número y 
monto de las reclamaciones se pueden considerar como variables aleatorias independientes. 
Debido a lo antenor, el costo de reclamación o pérdida de un nesgo no tiene influencia 
sobre cualquier otro riesgo. La condición de independencia usualmente es aproximada en 
la práctica. Existen a menudo ciertos factores que pueden causar que las reclamaciones en 
diferentes penados de tiempo se encuentren correlacionadas, sin embargo, la presencia de 
este tipo de factores no evitan que el modelo sea aplicable. La influencia de es[Os factores a 
menudo puede cuantificarse introduciendo un modelo auxiliar que controle la propensión 
en el nesgo. 

Asimismo, la hipótesis de independencia entre el número de reclamaciones y el monto de 
reclamaciones puede ser contradictoria a la realidad. Por ejemplo, si el número de 
reclamaciones por la ocurrencia de un terremoto se incrementa dramáticamente, entonces 
el monto de las reclamaciones también awnenta.(Ill) 

Las reclamaciones son reportadas y ajustadas rápidamente dentro del año en el que 
ocurren. Esto no se cwnple para ciertas clases de seguros en donde las reclamaciones 
pueden tomar varios años para ser ajustadas. Por ejemplo, en un seguro de responsabilidad 
civil, en donde pueden haber reclamaciones que se encuentran en un proceso de litigio y 
por lo tanto todavía no se han pagado. Por lo antenor, los pagos por reclamación en un 
año, son la mezcla de pagos con respecto a reclamaciones que surgen en diferentes años. 
Este problema se puede resolver, definiendo el costo de reclamaciones como el valor 
presente, a una cierta fecha de reclamaciones que surgen en el penado. 

Estas y otras muchas de las hipótesis que son esenciales para el funcionamiento de los modelos 
aquí desarrollado~, se introducirán a través del desarrollo de este trabajo. 

Finalmente, es importante mencionar que tanto el Modelo de Riesgo Colectivo como el 
Modelo de Riesgo Individua~ son utilizados de manera complementaria, es decir, existen 
aplicaciones sobre las cuales es más sencillo utilizar alguno de los dos modelos(Il). 

(ro) St han rroÑ::;,otftJ /'Onu onóliJiI formol n tÚ lino poJibú '¡'pm'¡'naa mlrr,1 nVntro J ""n~'¡' mlamoa#/lrs. 
(J') A lrovtl'¡' 41 (api11l41 J J'¡ It t>.'/'O"'" (ado uno dt IUi propitdodu, (111114 fino/idod di qll( It I,nf.o" fa¡ htmmrimlaJ nlUJorioJ para podn 
'¡'ddir nt/JIUh 1I1i1i::;'/JT tuok¡uitra di mi tWI. 
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l. GENERALIDADES DE LA TEORIA DEL RIESGO 

Tabla 1. Comparativo entre el Modelo de Riesgo Individual y el Colectivo. 

Modelo Individual Modelo Colectivo 

Existe un número COnocido do variables aleatorias El mOnto total de reclamaciones es visto como una 
(número do pólizas). con su correspondiente suma de un número aleatorio de montos aleatorios, en 
probabilidad de reclamación. Se asume que éstas son donde se considera a la cartera como un todo. 
independientes(l1) y , menudo idénticamente 
distribuidas. 
El monto total de reclamaciones, que ocurren en una Basa su desarrollo en dos caracteristicas fundamentales 
cartera de riesgos independientes y heterogéneos, es de la Carten: 
modelado como la suma de las pérdidas sobre las que . Variable aleatoria dd monto do reclamaciones 

incide la unidad asegurada i, existiendo n unidades (Severidad). 

aseguradas. Expresando lo anterior on ténninos . Variable aleatoria dd número do reclamaciones 

matemáticos se tiene: (Frecuencia). 

s= i;X, 
b fónnula dd modelo do nesgo colectivo " 

¡, 
siguiente: 

N ,.1 
s= LX, 

En donde, ¡-1 

S, Monto total de reclamaciones. En donde: 

n, Número de unidades asegundas. N, Variable aleatoria que denota el número de 

X,_ Monto de pérdida sobre la unidad asegurada j. 
reclamaciones. 

X,: monto de pérdida correspondiente a la i -ésima 

reclamación. 
Se caracteriza por ser un grupo cernldo(llJ, es decir. el Grupo abierto(U) estacionario puesto que se basa en 
número de unidades en riesgo, es conocido y fijado al distribuciones teÓricas(I5). 
principio del periodo. Debido a esto. con el paso del 
tiempo, existe una disminución del tamaño de la cartera. 
Se asume que b. variable aleatoria pan el monto total de Presenta buen comportamiento ro ¡, cola do la 
reclamaciones, se distribuye como una v.a. nonnal(16). distribución de reclamaciones. 
Cada riesgo puede experimentar , lo más un, 
reclamación(I7). 
Fácil manejo en montos de reclamación iguales. Manejo satisfactorio con monlOS desiguales. 

La variable aleatoria de interés es el costo total de t?das La variable aleatoria de interés es el costo total de todas 

1" reclamaciones quo surgen dd riesgo bajo 1" reclamaciones quo surgen dd riesgo bajo 
consideración. consideración. 

111} El prinápil q/lt nI! /J/1f1»J 1J1II1t/in tJ tI W "ÍJllkptlsdtlUÚJ''y Jit.nifirtl q/lt /o probabilidad fk ()(IIfTt",ia tÚ /lna rrdomaaon y 11I1IDn/() tÚ tsltl, 
paro /In Jlh mitnlbro mI!..> 114 p/luU JU ufmada f'D, olro mitmbro tÚl misml. S, di" qlll II «ulo dt rtdamarilin o pirtlida dt 11/1 ril~, no 
titn, inj/lltnt:W SlIbrt (1IJ1Ú¡lIit, olro ritJ!,IJ lit la WT1fftt. 
/l J) Un!.nt/JO al'Tl1litJ ti t1Ijlltl In ti (:IJalla lIJJa di fffl'Íntitnlo mI gntJ>l tJ dtmdtnlt, tS d«ir. Ji alt.lÍn nmlllbro dil mism, JaIt m ¡slt po, rIIaÚ¡lIiff 
(OIlSa, nI 11 Pmi rtt~tÚI pD, la Inlroda dt O(nI nti,mbro. 
1") Un"nI/JO abitrfll, IJ at¡NtI lit tI (IIa!, la JaIda di alt.lin mtmbro dil". pa, (IIaú¡1IiIr COlIJa, Jt'" rttmplozada /'D' tI ingrtJo tÚ otro. 
(lf) En ti fkJilTT1lUo dt /o I~ria JI I"/JI.' qlll las fllndlllllS m dislribNdlin tÚ probabilidad 1f1n «moddas, sin Imbat¡,o tn la p,á(/Í(a fx[y qJlt 
tstimarlas. 
(M) Otbi'" a qUI (liando It motftla la J.Ottriab/t a/tt1loria para ,I mOlllo lotal tÚ (ldamariflnts, /o fondlin tÚ dislribNao" nImia! prrstllla 
in(()n/ltni,nllJ, su'!.t la Tuna Co/tai/IrJ, pudiindoJt 'nronlrar aproximari~nu mm mralllJJJ rtJllba&u mm Sa/iiftldllrilS. 
(IT) Ya SIa q/lt O,'NfTa o /lO O(llfTa IIna Silla ndamariill jNm1 cada riugo, ,,das los (()sltJs pa, ndamari';" qlll SN""" In parli(1i/or paro tlt rilS.go, 
ll1n amaft,amatÚIJ y lralaMs romllJifomlll /l1IlI liniea rtdmnariill.. 
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CAPITULO II 

ELEMENTOS BASICOS DE CALCULO Y PROBABILIDAD PARA EL 
DESARROLLO DE LA TEORIA DEL RIESGO 

Pata introducirse en el estudio de la Teoría del Riesgo, es esencial proporcionar los elementos 
de la teoría de probabilidad y estadística, los cuales proporcionan las bases suficientes para su 
desarrollo. El propósito de este capítulo es facilitar la referencia que se obtenga de estos 
conceptos en secciones posteriores y en particular, introducir la notación que se va a utilizar a 
través de este trabajo. 

Cabe mencionar que se trata en la medida de lo posible, evitar demostraciones matemáticas de 
los conceptos teóricos y por ende no profundizar en ellos, debido a que no es el objetivo 
fundamental de este trabajo. A continuación se exponen tales conceptos. 

2.1. Series de Madaurin. 

La serie de Maclaurin ó la serie de Tayla! alrededor del origen para una función 1(1) lo 
suficientemente diferenciable, es dada por: 

/(0) /(0) 2 /n)(O) n 
/(1)=/(0)+-' 1+. --, +...+---" +... (1) 

I! 2! n! 

Donde: ¡en) (O), se interpreta como la n ·ésima derivada del valuada en el origen. 

La expresión (1) puede verificarse haciendo t = O en ambos lados de dicha ecuación y 
diferenciando sucesivamente. 

A continuación se da una lista de aquellas series que sao de uso extremo, las cuales pueden 
verificarse por medio de ecuación (1). 

_1_= 1 +1+ t2 + ... + ,n+ ... 
1-, 

12 In 
el = 1 +/+-+ ... +-+ 

2! n! 
t2 ,1 (./)n 

In(l+t) = 1--+-+ ... ---+ ... 
2! 3! n! 

r(r_I)J2 r(r-I)···(r-n+l)tn 
(1+/)'= I+rt+ + ... + + ... 

2! n! 

Si r = n • un entero positivo, la última serie es finita y tenemos que: 

1 
n(n _1)/ 2 n(n -IXn - 2)/3 n 

(1+lt= +nl+ + + •.. +1 
21 31 

t(n),. = t n1 " 
A.O k A.O k!(n - k)! 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

1\ la serie (2) es conocida como la sene geométrica, la sene (3) como la serie exponencial, la 
serie (5) como la binomial y a la ecuación (6) se le conoce como el teorema del binomio. 



11. ELEMENTOS lJASICOS DE CALCULO y PROBABILIDAD 
PARA EL DESARROLLO DE lA nORIA DEL RIESGO 

2.2. Variable Aleatoria y función de distribución. 

X es una variable aleatoria (que en lo subsecuente se denotará como v.a.), si la probabilidad del 
evento X .s x, está definida para toda X e m, es decir, X es una v.a. SI: 

Pr(XSx)3\fxe!JI 

Una v.a.X, asume ciertos valores numéricos de acuerdo con uefInidas probabilidades. 
refiriéndonos así a la ley de probabilidad que gobierna a una v.a. dada. Esta leyes descrita por 
medio de la función de distribución acumulativa (que en lo subsecuente se denotará f.d.a.) 

Fx(x). La cual es defrnida para cualquier número real x por: 

Fx(x) = Pr(X <x) = Pr[xe(.oo,x)]'" (1) 

Donde: Fx(x) , representa la probabilidad de que X asuma un valor menOr o igual a x. 

Ejemplos de variables aleatorias. 

1. Sea X(/) la variable aleatoria que denota el costo total de reclamaciones pagadas en un 

intervalo de tiempo (O,t]. Entonces Pr[X(t)Sx] = FX(I)(x), represema la función de 

distribución acumulativa de X(t). la cual representa la probabilidad de que el monto total 

de reclamaciones en este intervalo de tiempo sea menor o igual a x. 
2. Sea N(t) la v.a. que denota el número de reclamaciones en un intervalo de tiempo (0,1]. 

Entonces Pr[N(t):s; x] = FN(t)(x), es la función de distribución acumulada de N(t) y 

representa la probabilidad de que el número de reclamaciones en ese intervalo de tiempo 
sea menor o igual a x . 

2.3. Funciones de frecuencia. 

Llamaremos funciones de frecuencia, a aquellas que nos dan la probabilidad de que la variable 
aleatoria, adquiera un valor especifico. 

I Ejemplo 2.3.1. 

g(n) = Pr(N = n), representa la función de frecuencia para la v.a. N y se lee como: 
la probabilidad de que la variable aleatoria N adquiera el valor de n. 

La función de frecuencia para una v.a. continua se denota generalmente como Ix (x) • mientras 

que en el caso de una v.a. discreta es denotada por p(x). 

(1) El simbolo- co, SI tRlitndt romo ti valor má! fNqJl~io qJlI pJlldl tomar IIna variablt altaforia. 
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11. ELEMENTOS /JAS/CQS Df CALCULO Y PROBABILIDAD 
PARA EL DESARROLLO DE LA TEORIA DEL RIESGO 

En el caso continuo a la función de frecuencia se le da el nombre de función de densidad}' se 
caracteriza por Pr(X=.:c)=O, es decir, la probabilidad de que una v.a. X tome un valor 
específico es cero, puesto que la integral ó el área bajo la curva en un solo punto es cero. 

Por su parte en el caso de una v.a. discreta, a la función de frecuencia se le conoce como 
función de masa de probabilidad. 

Diferentes distribuciones de probabilidad van a ser usadas. Algunas van a ser continuas, otras 
discretas y todavía otras de tipo mixto. 

2.3.1 Clasificación. 

Una v.a. X se dice que es continua si su función de distribución tiene derinda, es decir, si 
F'x (x)=fx(x). A la derivada se le conoce como función de densidad. Su función de 

distribución está dada por: 

Fx{x)= f.f(x)dx= Pr(X!>x) (8) 

Una función continua, a menudo es usada para representar el monto de reclamaciones 
individuales, donde todos los montos de cero a una cantidad muy grande pueden ocurrir. 

Una variable aleatoria X es discreta, si su función de distribución es una función a pasos(Z), con 
un número contable de discontinuidades o puntos de salto. Su función de distribución, puede 
ser escrita como: 

FAx) = LPr(X = y) (9) 
y"-' 

Un.ejemplo de una v.a. discreta es el caso de un seguro de vida con suma asegurada fija, en 
donde la v.a. que representa el monto de la reclamación toma el valor de la suma asegurada en 
el momento que esta ocurre. En adición a lo anterior se podría pensar que la cobertura de robo 
total en un seguro de automóviles o la doble indemnización por muerte accidental en el caso 
de un seguro de accidentes personales, son ejemplos de variables aleatorias discretas ya que la 
suma asegurada que se paga en la ocurrencia de cualesquiera de estos eventos es una cantidad 
previamente fijada de antemano. 

Una v.a. X es de tipo mixto, si es una combinación de ambos tipos de variables aleatorias. 
Este tipo de distribución puede surgir por ejemplo, en aplicaciones de reaseguro o cuando una 
póliza comprende diversos tipos de beneficios, por ejemplo, sumas aseguradas fijas en el caso 
de muerte, invalidez permanente ó indemnización por seguro de gastos médicos. Su función de 
distribución acwnulada es denotada por: 

FAx)= [f.(x)dx + LP(x.l'" (10) 
~;s.t 

(1) Unicanmtle PU(dt lomar un numtrofinilo d( valor'U XI' x 2 ,x) ... 

(J) En Jodas las intwakJ o JNmas, tllimill inftrior, si¡,nifica ti JIOlor mÓJ pequ(ño qU( putd( tomar /ti distribuoión. 
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PARA EL DESARROLLO DE LA nORIA DEL RIESGO 

2.4. Momentos o valores esperados de una variable aleatoria. 

La esperanza o valor esperado de una v.a. X • es definida por: 

E(X) = Jx dFx(x) = JxlAx)dx (11 ) 

Donde la integral es tomada sobre todos los valores posibles de X . 

En el caso de una v.a. discreta, esto se reduce a: 

E(X) = Ix plx) (12) 

Donde la suma es tomada sobre los pumas de saltos de la función de distribución F./~) . 

El valor esperado (también conocido como valor medio teórico). mide el centro de gravedad 
de la distribución. 

Los momentos alrededor del origen de la v.a. x, denotados por 11~. son obtenidos por medio 
de las siguientes fónnulas: 

p; = E(x')= p, = Jx' Ix (x)dx (caso continuo) 

p; = E(x')= p, = Ix' p(x) (caso discreto) 

Por lo que 11; = Ji = E(X). representa la esperanza de X , Ji~ = E(X 2 ), etc. 

De manera análoga, los momentos alrededor de la media(4) son denotados por: 

p, = 4x-4 1 
La varianza de una v.a. X es un caso especial de la fórmula anterior, cuando k = 2, 

Var(X) = E~x-p)'l =I','-¡l' (13) 

A la raíz cuadrada de la varianza se le conoce como desviación estándar y se denota por tI. Se 
puede decir que la varianza representa el momento de inercia alrededor del valor esperado. La 
varianza simplemente es una medida de dispersión o esparcimiento del valor esperado. 

Dos índices de la foona de una distribución. son: 
a) El sesgo el cual se denota por: 

(14) 

Representa la extensión a la cual la masa de b distribución de probabilidad se extiende a la 
izquierda o a la derecha del valor esperado. 

(JI Se (Onoa/J /ombii» romo mOJ'Jlenlos (en/roles. 
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Si la distribución se extiende hacia a la izquierda entonces su sesgo es negativo, si se 
extiende hacia la derecha entonces el sesgo es positivo. El sesgo es una medida de asimetría 
de la distribución(5). 

b) El otro índice es la curtosis, el cual es la medida del ancho de la cola de la distribución. Es 
el grado en el cual la distribución tiene picos. Este índice está denotado por: 

E[(x-.u)'] .u. .1'.'-4.1','.1','+6.1'," .1",-3.1",' 
r, = -- ;;-, - = (a')' = a' 

(15) 

Si r, es una cantidad positiva, entonces la distribución es más puntiaguda Qeptocúrtica). Si 

r 2 es neg,ltiva implica que es más aplastada (platicúrtica). 

2.4.1. Propiedades de los valores esperados. 

Basándose en la definición de valor esperado, podemos ver que las siguientes propiedades se 
cumplen: 

a) La esperanza de una constante es igual a la constante. 
E[c]= , 

b) La esperanza de la suma de una v.a. y una contante es igual a la esperanza de la v.a. más la 
constante. 
E[X+c]=E[X]+c 

c) La esperanza de una constante por una v.a. es igual a la constante por la esperanza de la 
v.a. 
E[cX] = cE[X] 

d) La varianza de una constante por una v.a. es igual a la constante al cuadrado por la varianza 
de la variable aleatoria 

. Var(kX) = k'Var(X) 

e) La varianza de una constante (a) por una v.a.X, mas una constante (b), es igual a la 
constante (a) al cuadrado por la varianza de la v.a. 
Var(aX +h) = a 2Var(X) 

Si en adición a lo anterior X y Y son variables aleatorias independientes, se tienen las siguientes 
propiedades: 

f) La media de la suma de un número de v.a.·s es igual a la suma de sus medias. 
E(X + Y)= E(X)+ E(Y) 

g) Si X S Y entonces, 
E(X),; E(Y). 

h) La varianza de la suma de dos v.a.'s independientes, es la suma de las varianzas de esas 
v.a.'s. 
Var(X + Y) '" Var(X) + Var(Y) 

fl) E/1Ub' u 1m indicador dt la duviación dt lil1iJjormiJ lofiJlmtnft rimtrn'"iJ. (MucJJOJ mOlido1 d( pirdid4 10ft UW"'OS) 
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11. ELEMENTOS BASICOS DE CALCULO y PROBABILIDAD 
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A continuación se dan una serie de ejemplos, con el propósito de utilizar los conceptos acl'.ú 
revisados. 

I Ejemplo 2.4.1 

Encontrar el valor esperado de la distribución geométrica, la cual se denota por: 
Pr(N =n)= q" p. n = 0,1,2 .. ··, donde p = l-q 

Soluci6n. 
Para calcular el valor esperado de la v.a. N se usa fórmula (12), debido a que se trata de una 
distribución discreta, obteniéndose lo siguiente: 

E[NJ= i:nPr(N=n)= 'tnq"p = pq'tnq"-I 
lISO ".0 ".1 

Derivando ambos lados de la ecuación (2) y reemplazando 1 por - t uno obtiene que: 

1 1 2 3 2 ,,-1 ---2 = + t+ t + ... +nt + ... 
(1- t) 

(16) 

lo cual es exactamente igual a la suma que aparece en este ejemplo (con t = q), así se tiene que: 

E[N J = ---.!!L 
(1- q)' 

Ya que p=l-q, entonces 

E[N)= 'I 
p 

I Ejemplo 2.4.2 

(17) 

Uná v.a. X, la cual asume únicamente valores no-negativos, tiene función de densidad de 
probabilidad Ix (x) y función de distribución acumulativa Fx (x). El valor esperado de X es 
definido como: 

E[XJ= rx!x(x)dx 
Demostrar que una expresión equivalente está dada por: 

E[XJ= f(I-FAx))dx (18) 

Soluci6n. 
La equivalencia de las dos fonnas puede ser vista resolviendo la última expresión por 

integración por partes (con u = 1 - Fx (x) y v· ::: 1, tal que v(x)::: X )(6). 

n-Fx(x)Xx}dx=(I-Fx(x))xl; - J:x[l-F,(x))'dx 

/6} Rtrordarqfl~ la inu.gradon por pantJ implica qll~: J uv· = uv - fu v. 
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Asumiendo, que X [1 -FX (X)] tiende a cero cuando x sc aproxima a oo. 

= O + r"'x/l' (x)dx = E(X) Jo . 
Un resultado a menudo muy útil, es el siguiente: r xn e -_T dx = n!, para n entero posici,·o. (19) 

Esta fónnula puede verificarse por medio de integración por partcs. 

I Ejenlplo2.4.3 

Si X es una v.a. exponencialmente distribuida, es decir, si Ix (x) = f3 e -fh, f3 > O , 

x ~ O. Encontrar el n - ésimo momento no central de X. J.in' (denotado también como pJ. 

Solución. 
Al n - ésimo momento de la función de densidad también se le conoce como mOmento 
alrededor del origen y es definido COmo: 

E(X")= Jx" IAx)dx. Así se nene que' 

P. = 1': = r x' P e-P,dx 

Usando la sustitución fJx -= u. 

fJdx = du 
u 

x=-
fJ 

dx= du 

fJ 

=> 1': = r(~ r e-"du = P-" r u" e-" du 

Usando el resultado (19) se obtiene que: 

Jln'=p-nn! 

Por ejemplo: 
1 1', '= E(X) = o-

fJ 
2 

" '= E(X') = ,., fJ' 
, 2 

u = 
fJ' fJ' fJ' 

(20) 

(21 ) 

J3 
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2.5. Variables aleatorias condicionales. 

Existen aplicaciones donde la función de distribución de una v.a. X, puede depender de 
algunos factores precedentes (se denotarn a este factor por Y). 
Por ejemplo, el desembolso de una reclamación por seguro de incendio (X), a menudo 
depende de las condiciones del clima (}'). Entonces se dice que X (1) es condicionado a un 
factor precedente (y) (11). Si X puede ser descrito por la v.a. Y y las dependencias pueden ser 

cuantificadas, es decir, la distribución conjunta de X y Y es conocida, entonces la función de 
distribución de X dado Y puede ser derivada. 

La función de distribución condicional de X sujeto a Y , teniendo el valor fijo y, es denotada 
por: 

F, (x, Y = y) = Pr(x «Ir = y) = FxlY (x,y) (22) 

La función de distribución condicional, es relacionada a la función de distribución acumulativa, 
por medio de la Ley de Probabilidad Total. 

2.5.1. ley de probabilidad lolal. 

Una versión simple de esta puede ser explicada intuitivamente como sigue. Supóngase que 
X y Y son v.a.'s y Pr(X = xl y = y) denota la probabilidad condicional de que X sea igual a 

x dado que Yes igual a y. Entonces la probabilidad de que X sea igual a x es la suma 
ponderada de todas las probabilidades condicionales confonne Y toma todos sus posibles 
valores. 

En otras palabras, 
Pr(X =x) = LPr(X =xl y = y)Pr(Y = y} (23) , 
En el caso continuo esta probabilidad toma la fonna de: 

ix(x)= [ixlr (x,y}rr (y)dy (24) 

En donde f xly (x,y), representa la probabilidad condicional de X dado Y = Y Y Ir (y) es la 

función de densidad de Y. Similannente si Fx (x) denota la correspondiente función de 
distribución acwnulativa, enwnces: 

Pr(X ,; x) = L, Pr(X'; xiY = y)Pr(Y = y) (25) 

Fx (x) = 1: Fx1r {x. y)ir (y}dy (26) 

{7J X .- ".<J. que dmola tI COSlo dt la rtclamadOn. 

(1') Y.- v.a. rk la ftmptralllTa promedio dllrante ti priodo de obstTlJaáon. 
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11. I.LE¡\,lENTOS lJASICOS DE CALCULO Y PHOBA81L1DAD 
PAI<A EL OESAHHQLLQ DE LA TEORIA DEL RIESGO 

I Ejemplo 2.5.1. 

Suponga que B es una v.a. con Pr{B=I) = 0.9 Y Pr{B=2) = 0.1. Para dada B=fJ, la 

distribución de X es Pr(X :::; x) = 1 - e -¡h : x > O. Encontrar la probabilidad de que X ~ I . 

Solución. 
Asuma que B es dado igual a fJ. Entonces Pr(X:5 1 B = p) = 1 - e-a. Ahora fJ = I con 

probabilidad 0.9 y P = 2 con probabilidad 0.1. Utilizando la fónnula (25) 

Pr(X" 1)= Pr(X" IIB = I)Pr(B = 1)+ Pr{x" I B = 2)Pr(B = 2)= 
(1- e-' XO.9) + (1- e-' XO.I) = 0.655 

I Ejemplo 2.5.2. 

En ejemplo 2.5.1 si B tiene una distribución uniforme sobre (1,2), encontrar Pr(X ~ 1). 

Solución. 
Dado que B=P. Pr(X Sil B = p)=l-e-P • usando fónnula (26): 

pr(X < 1) = [Pr(X" IIB = p)/o(¡J)dp = f,'(I-e-p)dP = I-e-' + e-' = 0.7674 

I Ejemplo 2.5.3. 

En el ejemplo 2.5.2. encontrar la función de distribución de X . 

Solución. 
Dado que B = P. F Xlo(x.P) = Pr(X "xlB = p)= 1- e-P' y IXI o (x.p)= P e-P' 

Usando fónnula (26). Fx (x) = ni -e-'o) dp = I _ e-O - e:'0 
x 

Uno puede obtener la función de densidad diferenciando la expresión anterior con respecto a 
x o directamente usando la expresión para fX'H (x,p) en ecuación (24) 

x 

15 



11. ELfMENTOS BASICOS DE CALCULO y PROBABIL/DAD 
PARA EL DESARROLLO DE LA TEOR/A DEL RIESGO 

I Ejemplo 2.5.4. 

Sea A una v.a. con función de densidad ftl (A)=2e-2A
• Dado A::: A. N es una v.a. con 

distribución Poisson, es decir, Pr(N = n)::: e-;·..1.," , n = 0.1.2, .... 
n. 

Encontrar la probabilidad de que N = 2 

Solución. 
La probabilidad de que N = 2 , 

Pr(N=2)= (Pr(N=2 A=A)f,(A)dA 

Dado que A = A., N es una v.a. Poisson • entonces: 
A? -,t 

Pr(N = 2'A = A)= e 
2! 

Sustituyendo este valor en la ecuación amenor 

= r e-' ~-2e-"dA 
= (e-"A'dA 

Haciendo A. = u 13 y usando ecuación (19) 
= 2/27 

I Ejemplo 2.5.5. 

Una caja contiene 300 monedas cargadas. DOsCientas de las monedas son de 1 peso y el resto 
de 2 pesos. Si una moneda es escogida de forma aleatoria y lanzada, la probabilidad P de que 

vaya a caer sol es un número aleatorio. Para las monedas de 1 peso P es una v.a. 
uniformemente distribuida sobre (0.495,0.51). Para las monedas de 2 pesos P es 
uniformemente distribuida sobre (0.49,0.505). Si una moneda es escogida de manera aleatoria y 
lanzada 2 veces, encontrar la probabilidad de que obtenga 2 soles. 

Solución. 
Empezando por asumir que P es dado igual a P. entonces la probabilidad de obtener dos 

soles es p2. Existen dos tercios (200/300) de probabilidad de sacar una moneda que sea de 1 

peso y un tercio (100/300) que sea de dos. Para cada caso, la distribución de P es dada. Si 
N es el número de caras en 2 lanzamientos, entonces por la ley de probabilidad total: 

Pr(N = 2) = (2I3XIIO.015) ¡"" p'dp + (lI3XIIO.015) ¡"'os p'dp 
J049S JO.49 

= (2I3XI/O.ül5XII3XO.5I' -0.495') + (1 I3XIIO.015XII3XO.505' -0.49')= 0.25086 

16 



JI. ELEMENTOS BASICOS DE CALCULO Y PROBABILIDAD 
PARA EL DESARROLLO DE LA TEORIA DEL RIESGO 

Una explicación de la solución un poco más formal es la siguiente: 

P'(N=2)~ [Pr(N ~2 p~ p)j;.(p';lp 

fp (P) = fp ",~ (p )Pr(l peso) + f. ', ... (p )Pr(2 pesos) 

= (2/3)u,(p) + (1I3)u,(p) 

Donde U¡ y U2 , son las distribuciones unifonncs dadas para las monedas de 1 y 2 pesos, 
respectivamente. 

Así. Pr(N ~ 2)~ [p' [(213)u,(p) + (1I3)u,(p)] dp 

Substituyendo U¡ y u2 , uno obtiene la primera ecuación en la solución anterior. 

2.5.2. Esperanza y varianza condicionales. 

Dadas dos v.a.' s X y Y. la esperanza y varianza condicionales de X dado Y = y, son 
obtenidas por medio de la función de densidad condicional de f asumiendo que Yes dado 
igual a y. En otras palabras, 

E[xlr]= [xfXIY(x.y)dx 

Vur[xlr}= E[x'id - [E(X Y)l' 
Notar que estas entidades condicionales son funciones de Y. 

(27) 

(28) 

Se puede calcular el valor esperado y la varianza de X haciendo que Y torne todos sus valores. 
Primero hay que notar que: 

E(X) = [xfx(x)dx 

Usa~do la ecuación (24) para Ix (x). 
- -

E(X) ~ Jx Jfxly(x.y)ry (y)dxdy --
Intercambiando el orden de integración y usando ecuación (27) se obtiene: 

. . 
E(X) ~ Jfy(y)Jxfxly(x,y)dxdy 

. 
~ Jfy (y)E(XIY ~ y)dy 
-

~ E(E(XIY)) 

Se puede usar este resultado para encontrar la varianza. 

17 



11. ELEMENTOS BASICOS DE CALCULO y PR08A81L/UAV 
PARA EL DESARROLLO DE LA TEORIA DEL RIESGO 

Var(X) = E(X') - E(X)' 
E[E(X' Y)] - E[E(X Yl]' 

E[E(X', y )- E' (X Y l+ E' (X Y l] - E[E(X y l]' 
E[var(X YJ] + E[E(X Y)'J-E[E(X yl]' 

= E[var(X Y)] + Var[E(X¡Y l] 

Ya que las fónnulas anteriores son muy importantes a través del desarrollo de este trabajo, se 
repiten aquí para hacer referencia de eUas en ocasiones posteriores: 

E(X) = E[E(XIY l] (29) 

Var(X) = E[var(X Y)] + Var[E(XIy l] (30) 

Cuando X no depende de Y, E[XIY] es igual a la esperanza de X. 

La fórmula E[X} = E[E(X[Y)] describe su iteranvidad, lo cual significa que la esperanza de la 

v.a. puede ser calculada primero tomando en cuenta su esperanza con respecto a la v.a. 
condicionada. 

En el caso de que la v.a. Y sea discreta, la fórmula puede reducirse a la forma elemental 
E[X}= ¿Pr(Y = y,)E(XIY = y,), donde y, corre a través de todos los valores posibles de Y. 

Y. 

A continuación se dan algunos ejemplos. Se comenzará con un ejemplo sencillo, cuyo 
propósito es introducir un método de solución que puede ser aplicado a situaciones más 
generales. 

I Ejemplo 2.5.6. 

Un juego se practica como sigue. Una moneda es lanzada. Si el resultado es cara, un monto 
de 2 pesos va a pagarse. Si el resultado es cruz, nada se pagará. Encontrar el valor esperado 
y la varianza del pago. 

Solución. 
El pago, el cual se denotará por X , es 2 si al lanzar la moneda se obtiene una cara y es O si se 
obtiene cruz. Se puede escribir este hecho en una manera más sencilla, Uamemos X = 2J , 
donde 1 = 1 si el resultado es cara y O si el resultado es cruz. Ya que la moneda no está cargada 
e J puede asumir únicamente los dos valores O y 1, 1 es una v.a. Bernoulli con 

Pr(J=I)=p=1I2 y Pr(J=0)=I-p=1I2. 
Recordando que para la v.a. Bernoulli, el valor esperado es p y la varianza es pq (')), donde 

p = I-q, se tiene que: 

"'E(i)=(I)p+(O)q=p.Vaquel'=I, E(/')=E(/)=p y Var(i) =p-p'=p(l-p)=pq 

18 



1/. ELEMENTOS BASICOS DE CALCULO Y PROBABILIDAD 
PARA EL DESARROLLO DE LA TEORIA DEL RIESGO 

E(/) = 1/2: Var(i) = 1/4 
Por lo que la varianza y esperanza dt: X están dadas por: 
Var(X)= Var(21) 
Por las propiedades de los valores esperados Var(aX + b) = a 2 Var(X) 

=4Var(I) = 4(1/4) =1 

E(X)= E(21) = 2E(/) =2(/) = 1 

I Ejemplo 2.5.7. 

En ejemplo 2.5.6., suponga que el monto pagado no es un monto fijo, sino una Y.a., la cual es 
unifonnemente distribuida sobre (0,4), tal que su media es 2. Encontrar el valor esperado y la 
varianza del pago. 

Solución. 
Sea X la v.a. que denota el pago. Entonces X es O si se obtiene una cruz como resultado. Si el 
resultado es cara, el monto pagado no es un número fijo sino una v.a. Denotemos esta v.a. por 
B. Así X = B , si el resultado es cara y X = O si es cruz. Como se hizo en el ejemplo antenor 
podemos escribir el pago como X = lB • donde / == I si se obtiene cara y O si es cruz. 
De nueva fonna 1 es una v.a. Bemoulli con p = 1/2. Utilizando las ecuaciones (29) y (30) se 
obtiene: 
E(X) = E(IB) = E[E(/BJ/)] 
Var(X) = Var(iB) = E[var(IBI¡)] + Var[E(¡BI/)] 

Si 1 es dado, entonces E(¡BJ/)= IE(B) Y Var(IBI!)= I'Var(B) = /Var(B)"~ 

Debido a que B es una v.a unifonne sobre (0,4) entonces: 

E(B) = 2 y Var(B)=4'/12=4/3'''' 
Por 10 tanto se obtiene: 
E(X) = E(iE(B)) = E(21) = 2E(i) = 1 

Var(X) = E[/Var(B)] + Var[/E(B)] = E(4/3/)+ Var(21) = (1 / 2X4 / 3)+ 4(II2XI / 2) = 5/3 

2.6. Suma de variables aleatorias independientes. 

Supóngase que X y Y son variables aleatorias independientes las cuales admiten únicamente 
valores enteros no negativos con función de densidad de probabilidad dada por: 
Pr(X = k) = Ix (k) Y Pr(Y = k) = Ir (k), respectivamente. 

("'1 /2 == / ya qJlt / IDma IÍnkallllnU /01 /Jalortl O Y 1 

('JI &romar qllr ti /Jalor ripmldD y varianza dr una v.a. IIndimJ1rmrlltr dútribuida JObrr (O, a) Ion a /2 y al /12, 
rriprctivammU. 
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11. ELEMENTOS BASICOS DE CALCULO Y PROBABILIDAD 
PARA EL DESARROLLO DE LA TEORIA DEL RIESGO 

Sea S = X + Y . Se desea encontrar la función de densidad de probabilidad de S. 
Si S es dado igual a s ó S = S, las únicas combinaciones posibles para X y r . son: X = O Y 
Y = s , X = 1 Y Y = s - 1, ... , X = k Y Y = s - k , ... , X = s y Y = O. 

Usando la propiedad de independencia entre X y Y , 

1, (s) = Pr(S = s) = I Pr(X =k) Pr(Y = s-k) = II, (kV, (s - k) 
k.O k.O 

(31 ) 

Se pudo haber hecho el análisis con X y Y intercambiados, el resultado es el mismo. De esta 

manera, 

Is (s) = Pr(S =s) = Ilx (k)/, (s-k)= II, (k)lx(s-k) 
•• 0 k~ 

(32) 

Para encontrar la función de distribución de S, es decir Pr(S S; s), notar el siguiente hecho: 

S es menor o igual a s si y solo si X = k Y Y S s - k ,con k variando desde O hasta s. 

Por lo que: 

Fs(s) =:tPr(X=k)Pr(Y$s-k) 
,-, 

= :t/Ak)F, (s-k) .. , 
Como se mencionó anteriormente, X y Y pueden invertirse en esta fórmula, resultando en lo 

siguiente: 

= :tI, (k)Fx(s-k) (33) 

'"' 
Debido a que S:s; s ,f'i (s) y Fs (s) pueden ser intercambiados en cada expresión. Unicamente 

si Xsk y Y=s-k. 

En otras palabras Fs (s) es también igual a: 

IFr (k)¡As-k) ,-, 
A la última expresión se le denota por F x "Fy (s) y es llamada: convolución de 2 

distribuciones de probabilidad. 
La convolución de dos funciones de densidad es denotada como Ix " Ir (s). 
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11. ELEMENTOS BASICOS DE CALCULO Y PROBABILIDAD 
PARA EL DESARROLLO DE LA TEORIA DEL RIESGO 

I Ejemplo 2.6.1. 

Se'l X Y Y v.a. 's independientes con función de masa dada por: 

fr (0)= ~,f,(l)= f.(2) = : y f,(i)= ~ para i = 1,2,3. 

Sea S = X + Y. Encontrar la función de distribución acwnulada de S. 

Solución. 
Vamos a utilizar ecuación (32) para unos cuantos valores de s. 

f,(O) = f.(O)f, (O) 

f, (1) = fAo)f, (1) + fx (l)¡, (O) 

f, (2) = f.(O)f, (2) + fx (l)¡, (1) + fA2)fr(0) 
y así sucesivamente. 

Este calculo es ilustrado en la Tabla No. 2. 

Tabla 2. Cálculo de la función de distribución acumulada Fs(s). 

F,(t) = i: f.,(k) 
, 

1 Ix (1) Iy(t) Is(t) Fx(t) ¿Fx(k)/,(s-k) 
(=0 '_0 

O '1, O O O y, O 
1 V. 1/3 1/6 1/6 'l. 1/6 
2 '/. 1/3 Y. 5/12 1 5/12 
3 O 1/3 1/3 9/12 1 9/12 
4 O O 1/6 11/12 1 11/12 
5 O O 1/12 12/12 1 12/12 

Por ejemplo, f, (3) = fAo)fy (3) + fx (l)f, (2) + f.(2)f, (1) + fA3)f, (O). De igual forma 

F..,,(t) se obtiene sumando las j..,,(s) desde s=O hasta t. También se puede calcular Fs(l) 
usando ecuación (33), es decir 

Fs (3) = Fx (O)f, (3) + Fx (l)fy (2) + Fx (2)fy (1) + Fx(3)fy (O), 
dos últimas columnas. 

En el caso continuo, ecuaciones (32) y (33) son iguales a: 

f,(s) = r:fx (t)fy (s-t)dt 

= (fy (t)fx (s - t)dt 

F,(s) = ¡;Fx(t)j~(s-t)dt 

= ¡~fx(t)F,(s-t)dt 

como se demuestra en las 

(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

De igual manera que en el caso de una \".a. discreta en cada de las ecuaciones se pueden 
intercambiar f y F. 
________________________________________________________ 21 



11. ELEMENTOS BASICOS DE CALCULO Y PROBABILIDAD 
PARA EL DESARROLLO DE LA TEORIA DEL RIESGO 

Si X Y Y son v.a.'s independientes e idénticamente distribuidas con función de distribución 

F x (x), entonces Fx * Fy es denotado por F 02 y la función de densidad por 1 02
• 

Inductivamente, lo anterior puede extcndcrse a n variables. La n - ésima convolución de F 

consigo misma es F
O

" y la correspondiente función de densidad es 1-" . 

La convolución es una operación conmutativa y asociativa, es decir: F * G = G * F Y 
F*(G*H)=(F*G)*H. 

Cuando la v.a. S representa el monto total de reclamaciones (como se verá en el Capítulo IV, 

S = L.I X, ), su distribución basada en la convolución no es fácilmente evaluada cuando el 

número de variables involucradas en la suma es grande, debido a que el tiempo de cálculo 
crece rápidamente cuando este último incrementa. 

2.7. Función Generadora de Momentos. 

Se puede describir una distribución de probabilidad usando una función generadora de 
momentos. 

La función generadora de momentos de una v.a. (que en 10 sucesivo se denotará como f.g.m.) 
es definida por: 

Por la expansión en sene de potencias de eU 

• ( • (IX)') • ( • ¡' x' )r . ¡' • 1 ~-~! fx(x}dx=.! ~ ~!- x(x}dx=~~¡.!x'fx(X}dx 

Debido a que p', = Ix' fx(x)dx 
• ¡' 

=I·,p', ,,_0 n. 

(38) 

(39) 

¡i" (a veces también denotado como p,,). representa el n - ésimo momento de la función de 

densidad de probabilidad. 
Si se observa la ecuación anterior el n wésimo momento es el coeficiente de In In! en la serie de 

Maclaurin para M x (1). 

Nota: ¡i" 6 Pn' a mtnutÚJ ti t."""<f»TsatÚJ romo la n - iJima derivada rk M x (1) valuada tn O. Esto ti tqujlJ(Jltntt 

a decir qUt ti ti roificlrnlt tk In /n1, un htcho qUt St vutlllt claro por mttJio de (fI/ación (39). F..xisttn siluacionts tn las 
'7Ialu las duivadas plltden IItgor a itr m'fl complicadas. Cuando ti tI caso, St rtcomitnda usar aft.una de las sen"ts 

c,:plltstas m la smión 2.1, donde ¡i" putde tI1fontmrst fomo ti ,"Oifiátnlt de 1" / n! . 
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11. ELEMENTOS BASICOS DE CALCULO Y PROBABILIDAD 
PARA EL DESARROLLO DE LA TEORIA DEL RIESGO 

2.7.1. Propiedades. 

A continuación se exponen algunas de las propiedades de las funciones generadoras de 
momentos. 

La función generadora de momentos valuada en cero es: 
Mx(O)= E(l) = 1 (40) 

Si X Y Y son v.a:s independientes y S = X + Y, entonces: 

Ms(t) = Mx(t)M,(t) 
Esto se puede confirmar por medio del siguiente razonamiento: 

E(e's) = E(e"x.Y)) 

Por independencia de v.a.'s 
E(e"x.Y)) = E(e'" )E(e") = M)/ )M, (t) (41) 

De manera más general, si X" i= 1,2, ... ,n, son v.a:s independientes y S = L~~lX, , 
entonces: 

M ,(t) = n:., M x. (t) (42) 

La ecuación anterior expresa que la función generadora de momentos de la swna de n 
v.a.'s es el producto de las funciones generadoras de momentos de cada v.a. En particular 
si todas las X,' s son distribuidas idénticamente con una función de densidad común f x (1) 

Y S = L_I X" entonces: 
(43) 

En el caso de una v .a. discreta X , donde X asume los valores x 1_ x 2" ••• 

Mx(t) = fe'" Pr(X=x.) (44) 
.·0 

Ix (XII) representa el coeficiente de eU. en la expresión anterior. 
Este resultado a menudo es útil, porque si la f.g.m. es conocida, entonces Pr(X = XII) 

puede ser obtenida de ésta como el coeficiente de eU •. 

M",,, (t) = e" M x (at) 
M,,(t)=M, (t)=M", (tln) 

¿X, ¿X, 

Si todas lasX,'s son independientes e idénticamente distribuidas entonces la ecuación 

anterior es igual a: 

[Mx(tln)]", 
Si una v.a. X tiene f.g.m. Mx(t) igual a la f.g.m. de otra v.a. Y, Mr(/), es decir 

M x (1) = M r (/), entonces X y Y tienen la misma distribución de probabilidad. 
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I Ejemplo 2.7.1. 

El ejemplo 2.6.1 puede ser resuelto por medio del uso de la función generadora de momentos. 
M,(t) = M x (t)M,(t) 

Soluci6n. 
Utilizando ecuación (44) 

M, (t) = L::'.,e·· Pr(X = xJ = e·I') Pr(X = 0)+ e'I" Pr(X = 1)+ e'I') Pr(X = 2) 
I I I I 21 =-+-e +-e 
2 4 4 

De la misma manera 
1 1 1 

M (t) = e' + - el' + - el' 
, 3 3 3 

Sustiruyendo M x (t) y M r (1) en la ecuación anterior 

=(i +¡<')("; +ei + ei) 
Multiplicando ambos términos y factorizando términos comunes. 

=e' HD+e'HG)+¡O)] +e'HG)+ H~)+H~)]+e"[HD+±(D] 
" 1 (1) +e - -

4 3 

= 1 e' +! el' + l el' + ! e4
' + ~ eSI 

6 4 3 6 12 
Tomando los coeficientes de ekl

, se encuentra que: 

¡,(O) = O ;¡,(I) = 1/6 ;¡,(2)= 1/4 ; ... , etc. 
Esta fonna de resolver el problema conduce al mismo resultado que en el ejemplo 2.6.1. 

I Ejemplo 2.7.2. 

Supóngase que X,. i = 1,2 •... ,6 son variables aleatorias independientes e idénticamente 

distribuidas con la misma función de densidad, ¡Al) = 1/4;fx(2) = 3/4. 

Si S;:::í:~~,X, ,encontrar Fot>(8). 

Soluci6n. 
Este problema se puede resolver mediante una tabla de convoluciones, sin embargo, 
abarcaremos el problema usando la f.g.m. 
Utilizando ecuación (44), 

Mx(t) = 1 e' + 3 e" =(I)e'<1+3e') 
4 4 4 
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Se tiene que calcular F06 (8). Primero se obtiene M s (1), 
M,(/)= M. (/) 

L,., x, 

Debido a la suposición de independencia 

= M x, (/)M x, (/} .. M x, (/) 

Ya que todas las X" se distribuyen iguaL 

= [Mx(/)] , 

Sustituyendo el valor de M x (1) 

= (U e"(1 + 3e')' 

Usando el teorema del binomio, ecuación (6), 

= (~r e" {I + 6(3e') + (6;~5) (ge") + ... + (72ge")} 

= (¡J [e" + 18e" + 135e" + ... + (72ge")] 

Tomando en cuenta los coeficientes de eb
: 

k<6 
k=6 
k=7 
k =8 

Notar que no se tiene que expandir la f.g.m. más allá de el' . Por lo que, F 06 (8) es la suma de 

estos número" nr +( H (18)+( U (135) = (¡ r (154) = 0.6015 

I Ejemplo 2.7.3. 

Sea J j , j = 1,2,3, ... , n variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con 

Pr(/, = 1) = q y Pr(/, = O) = 1- q = p. Si X = :¿:., 1" encontrar la función de densidad de 

probabilidad de X. 

Soluci6n. 
Por ecuación (44), MI, (1) = qe' + p. De ecuación (43), 

M Al) = (qe' + p)" 
Usando la expansión binomial, ecuación (6). 

= t(n)/ ," p'-' 
.lsO k 
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Pr(X = k)es el coeficiente de ekl
• 

pr(X=k)=(:}'P"-'. (45) 

A esta ecuación se le conoce como distribución binomial. 
Debido a que es la distribución de la suma de n variables independientes Bemoulli. 
E(X)= nq (46) 
Var(X) = npq (47) 

2.8. Otros Métodos para la determinación de la suma de variables aleatorias. 

Tanto la convolución como la función generadora de momentos son métodos exactos para 
calcular la suma de variables aleatorias. Existen también métodos aproximados para obtener la 
función de densidad de la v.a. S. A continuación se mencionan dos de ellos: 

a) Método de recursi6n. 

Para un cierto número n se puede calcular la distribución de S recursivamente en algunos 
casos mediante el siguiente procedimiento. 

Sea S. = X ¡ + X 2 + ... + Xl denota la suma de las primeras k variables aleatorias. 

Entonces, para k = 1,2, ... ,n, la función de probabilidad de la suma parcial Sk es 

1s
t 

(x):::; Pr[X¡ + X2 + ... + X. = x], para x:::; 0.1.2 •.... 

Si k:::; 1 • la ecuación anterior es ISI (x) = Pr[X¡ = x1 = Ix, (x) 

Si k> \, !" (x) = t,k. {x- y)!x. (y); x=O,I •... ,-
De esta manera se puede calcular I

SJ 
(x 1 después IS

1 
(x) y así sucesivamente hasta obtener 

1st (X)= Is(x), Este método es recomendado si existe una estructura especial inherente en la 

distribución de las Xl' S . Si las X.' s tienen una distribución continua, la suma Sj llega a ser 

menos conveniente de calcular. El uso de este procedimiento en cada etapa de cálculo puede 
llegar a complicarse. 

b) Teorema del Límite Central 

Este poderoso teorema, introducido por De Moivre a inicios del s. XVII, dice lo siguiente: "sea 
S la suma de n variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas('2), cada una 
teniendo media ji y desviación estándar (j . 

(I}¡ El TLC 1t t;>;/itnlÚ a stnltndas dt variabks alla/orias qllt no /itntn la misma wstriblldÓn. 
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Entonces la distribución de Z:::; S-,/! tiende a una distribución normal estándar (N(O,I») 
u"n 

cuando n tiende a co, cualquiera que sea la distribución de cada una de las n v.a:s 
independientes" . 

En otras. palabras, aún si no se conoce la distribución de una v.a. cualquiera X, se sabe que la 
distribución de la suma de un gran número de tales variables, se aproxima a una distribución 
nonnal estándar. 

Si un asegurador fuere a experimentar un número muy grande de reclamaciones con respecto a 
una clase particular de negocios, se espera que su pago total se distribuya como 
aproximadamente normal, siendo la suma de un gran número de reclamaciones individuales. 

Este teorema establece que la distribución de la suma S = L~~, X, es aproximadamente 

normal con media np y varianza na 2
• 

El TLC se aplica independientemente del tipo de v.a., es decir si es continua ó discreta. Esta 
aproximación es muy útil cuando la distribución exacta es dificil de obtener. 

2.9. Momentos Centrales, función generadora de momentos y función de 
distribución de algunas leyes de probabilidad. 

Una manera de obtener la media, varianza y tercer momento central (fMC) es desarrollar la 
serie de Maclaurin para In M x (l). La media, varianza y TMC, son obtenidos como los 

fi . d t' t' di ha .. cae ctentes e l. - Y -. en e expanslon. 
21 61 

Este hecho puede ser demostrado por medio del siguiente cálculo. Si se escribe ecuación (39) 
como: 
Mx(t)=I+R 

Donde: R:::; p¡/+ P2/2/2+ PJ/3/6+ ... , 

Tomando logaritmos en ambas partes de la ecuación y utilizando ecuación (4) se obtiene la 
siguiente expansión en serie de potencias: 
In M x (1) = In(1 + R) 

=R-R'/2+R'/3+ ... 

=[p,I+(p,/2)1' + (p,l6)1' + ... ]- ~[p,I+(P,/2)1' + ... j + ~[p,'+ ... l'+ .... 
Agrupando términos comúnes 

:::; Plt + (P2 - PI 2)/ 212 + (P3 - 3p¡P2 + 2p¡ 3)(3/ 6 + ... 
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El coeficiente de t en la serie de Maclaurin para InMxV) es PI Ó E(x), el coeficiente de 

[2/2 es P2 _ PI2 Ó Var(X) y el coeficiente de [3/6 representa el tercer momento central ó 

EKx -PI Y}(13) 

A continuación se obtienen los momentos centrales para algunas de las variables aleatorias más 
conocidas, por medio del desarrollo en serie de potencias para In Mx (/) 

1, Para la distribución Poisson, su función de densidad y su f.g.m. están dadas por: 

¡,(n) = (~; }-' (48) 

M,{t)=E(eN')= z::.,[(X)e-']e" = f(k't e-' =exp(k' -A) 
n! ".0 n! 

(49) 

Tomando logaritmos en ambas partes de la ecuación (49) y usando posteriormente la 
ecuación (3) se obtiene: 
InM,{t)=A(e' -1) 
=A.~+t2/2+/) /6+ ... ) 

Tomando en cuenta los coeficientes de 1, se tiene que: 

E(X) = A; Var(X) = A ; TMC(X) = A 

2. Para la distribución exponencial, Ix (x) = [Je-P J ,p > O , 

Mx{t) = r(pe-I»e"dt =fJle"e-"dt = fJ =(1- t)-'; 1</3 , fJ-t fJ 
Tomando logaritmos y usando la serie de la ecuación (4) 

InM,{t)=-+-~) 

=(~ )+(~)' /z+(~), f+··· 
Tomando en cuenta únicamente los coeficientes de 1, 

E(X) = p-'; Var(X) = p-'; TMC(X) = 2fJ-3 

(lJ) Ekx-PIY}=E~3 _3X 2 pI +3XP1 2 _PI)] 

=P3 -3P1PI +3P1
3 

- PI) 

=P3 -3P2PI +2PI
J 

se tiene que: 

(50) 

(51) 

(52) 
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Supóngase que las X,'s son variables aleatorias independientes e idénticamente 

distribuidas con función de densidad de probabilidad Ix, (x) = pe-ti< .Sea S = ¿~_lX" 
entonces: 

Cuando n es un número real positivo, es decir a, entonces S tiene una distribución 
Gamma. Su función generadora de momentos es: 
InM",,(t);alnMx(t) (53) 

La media, varianza y tercer momento central de X son dados por: 

E(X) = ap-'; Va,(X) = ap-' ; TMC(X) = 2ap-' (54) 

3. Suponga que uno hace un experimento repetidas veces (tal como el lanzamiento de una 
moneda). En cada prueba existen únicamente 2 resultados, es decir, éxito o fracaso. Sea q 
la probabilidad de éxito y 1- q , la probabilidad de fracaso. Entonces la probabilidad de que 
se presenten n éxitos consecutivos antes de que se presente un fracaso es: 
IG.(n)=q"(I-q), n=0,1,2, ... (55) 

A esta distribución se le conoce como geométrica. Su función generadora de momentos es 
dada por: 

M",(n) = Ie"'q"(I-q) 
"00 

Swna de series geométricas 

=(I-q)L.:'oohr 
Utilizando la ecuación (2) 

~:::q 
l-qe ' 

; JI. 
l-qe' 

Los tres momentos centrales se pueden obtener 

potencias de t . Estos son los siguientes: 
q q q(l+q) 

E(X) = -; Va,(X) = -,; TMC(X) = -
p p p' 

(56) 

expandiendo In M G< (t) en series de 

(57) 

Suponiendo que existen n variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas 
con una distribución geométrica, entonces la f.g.m. de su suma es: 

M.,(t) = ~/(I-qe' lt 
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Este resultado se puede generalizar reemplazando n por un número real positivo r. La 
distribución resultante es llamada distribución Binomial Negativa con f.g.m.: 

M",(I)=[{I -:e'i]' (58) 

Tomando logaritmos en ambas partes de la ecuación, 

InM",(I)=rln[(¡~e')] =rlnM,.(I) 
Por lo que para la v.a. binomial negativa, 

E(X)= rq ;Va,(X) = l'q ; TMC(X)= rqQ +q) (59) 
p pl pl 

4. La distribución nonnal, es por supuesto una de las distribuciones de probabilidad más 
conocida. Su función de densidad y f.g.m. están dadas por: 

fx(x) = i,,;exp{-(\~)'}, (60) 

Mx(t) = eX{fJI + a;'} (61) 

Tomando logaritmos se encuentra que: 
E(X) = ¡¡; Va,(X) =".'; TMC(X) = O 

5. La distribución Gaussiana inversa surge en el estudio del movimiento Browruano y en 
matemáticas financieras. La función de densidad de probabilidad es: 

f (X)=_a_x-'12exp[_tfo-a)'] (63) 
x M 2flx 

Donde: a y P son parámetros positivos. La función generadora de momentos es 

Mx(t) =exp[a(l- ~l- ~)] (64) 

De esto se obtiene lo siguieme: 
a a 3a 

E(X) = -; Var(X) = ; TMC(X) = -
fJ fJ' fJ' 

(65) 

Notar que la f.g.m. noesci defInida para t>P/2 Y M x (P/2) =eu . 

6. La distribución Gamma trasladada surge en el estudio de la aproximación a la distribución 
del total de reclamaciones(l4). Su función de distribución esta dada por: 

,-xo po 
F (x-x) = I .. -I"-'e-'dl (66) 

x o "r(a) 

/,JI lA OIPI pofltn'otmtnlt SI! wrá In /o Surúin .J.5.3. dd Capitulo.J. 
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Donde: a y fJ son parámetros positivos. 

Xo ' representa la cantidad por la cual una distribución Galruna con parámetros 

a y fJ se trasladada 

De lo anterior, se puede demosrrar que: 
a a 2a 

E(X) = + x.; Var(X) = ,; TMC(X) = (67) 
fl fl fl' 

I Ejemplo 2.9.1. 

Una v.a. A tiene función de distribución Gaussiana inversa con media 2 y \"arianza 4. Para 
A = A., la variable aleatorla N tiene una distribución Poisson con media A.. Encontrar 

Pr(N = O). 

Solución. 

Ya que para la distribución Gaussiana inversa, la media es igual a 2 ó 
a 

E(i\)=-=2 Y 
fl 

varianza es igual a 4 ó Var(A) = ~2· = 4, se tiene que a = 1 Y P = ~ . Dado A.. la 

probabilidad de que no sucedan reclamaciones es e -1. Por la ley de probabilidad total, 

Pr(N = O) = re" f,{,.}dl = M, (-1) = exp(l- .JI + 4)= 0.29 

31 



Ejercicios, Capítulo 11 

1. Una variable aleatoria X tiene la siguiente función de densidad de probabilidad 
Ix {x)::;;: e-lo + I.Se-J >. x<:!:O. Encontrar los primeros dos momentos no centrales de X. 

Resp. (5 .13) 
12' 36 

2. Una variable aleatoria X tiene función de densidad de probabilidad tal que Ix (x) = O 

para x < 0, Ix (x) = x2 para O Sx < 1 Y Ix{x)= O para x> l. Encontrar E(X). 

Resp. C~) 

3. Una variable aleatoria X tiene función de distribución Fx (x):: 1- e- Cf para O::;; x < 1 Y 

Fx (x)::;;: 1 para x ~ I . Encontrar el valor esperado de X. 
Resp. (l-e-') 

4. Una variable aleatoria B es unifonnemente distribuida sobre (I,a). Para dado B:=. P • la 

distribución del monto de reclamación es Ix (x) = jJe-/J .. ; x ~ O. Encontrar Pr(X::; 2). 

Resp. (, ,-:¡; ~ ~;a) 
5. Una variable aleatoria X tiene distribución Gaussiana inversa con media 2 y varianza 6. 

Para dada X = x otra variable aleatoria Y tiene una distribución exponencial con media 
l/x. Encontrar la probabilidad de que Y vaya a tomar un valor entre 3/32 y 1/2. 

Resp. (e-I/ 6 _e-2/J) 

6. La función de densidad de probabilidad para una cierta pérdida X es Ix{x}= ce-ex para 
toda x> O • donde e es una constante positiva. Una póliza de seguro no va a pagar nada 
si X:;;; d Y va a pagar X - d si X > d. d representa el deducible arriba del cual se van a 
pagar las pérdidas. Encontrar la varianza del pago. 

(
2e-" -e-'oI) 

Resp. 2 
e 

7. Una variable aleatoria A tiene la función de densidad de probabilidad Pr(A:: 0.8)::: 0.3 y 

Pr(A oc:: 1.2):: 0.7. Dada una cierla A otra variable aleatoria X es unifonnemcntc 

distribuida sobre (O, A). Encontrar Pr(X < 0.5). 

Método & rrsolución. 

Asumir que A es dada. Encontrar Pr(X '5 O.S· A) Y usar la función de densidad de 

probabilidad de A. 

Resp (~!) 
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8. Una variable aleatoria X, tiene la función de densidad de probabilidad Pr(X "" 1) = 0.25 Y 

Pr(X = 2) = 0.75. Otra variable aleatoria Q, es tal que: 
si X = I • Q es uniformemente distribuida sobre el intervalo de tiempo (0,1). 

si X = 2, Q = 0.2 con probabilidad 1. 
Una tercer variable aleatoria N es distribuida tal que dado Q = q , 

Pr(N = n\Q = q) = (1 - q}¡", n = 0,1.2..... es decir, N es geométrica con parámetro q. 
Encontrar Pr(N = 2). 

Mi/oda de solución. 
pan¡ dada Q = q encontrar Pr(N = 21Q = q). 

Obtener I
Q 

(q) de la siguiente manera: 

fo{q)= fUI x·, (q)Pr(X = 1) + fu x., (q )Pr(X = 2) 
Una de las funciones es uniforme y la otra degenerada. 
Resp. (0.045) 

9. Para cierta póliza, la probabilidad de que ocurra una muerte debida a cualquier causa es 
q. y la probabilidad de muerte debida a un accidente es Q2' En el evento de muerte no 
accidental, la póliza va a pagar $1 y en el evento de muerte accidental, la póliza pagará 
$10. Encontrar la varianza de la reclamación. 

Resp (99q, + q, - (9q, + q, J ) 

9. Para el problema 4, calcular E(X)y Var(X). 

R ( "a' ('"')'J esp. -;-- -
a-I a a-I 

10. Una variable aleatoria N tiene una distribución Poisson con E(N) = 5. Para dada 
N = n , otra variable aleatoria X tiene distribución binomial con parámetros n y 1/3, es 
decir. su función de frecuencia de probabilidad es: 

Encontrar E(X) y Var(X). 

Resp. (H) 
11. X Y Y son variable$ aleatorias independientes, con las siguientes funciones de 

frecuencia de probabilidad. 

fx(n) =r,-I; n =0,1,2, .. 

fr(O)=p y fr(I)=I-p 
Sea Z la v.a. que denota la suma de las variables aleatorias X y Y, es decir, Z = X + Y. 

. 5 
SI f, (3) = ... Encontrar p. 

48 

Resp (~) 
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12. X es una v.a. unifonne distribuida sobre (0,1). y es otra v.a. con la siguiente función de 

probabilidad: fy(y)=ny-II-',n ~1,si yc1 y fy(y)=O en otro caso. 

X y Y son v.a.'s independientes. Sea S = X + Y . Encontrar F'.,,(3). 

1
,- -'- (,-M' ,,-.") n > I 

Resp. F,(3)~ ·-('3) SI n~1 
1- In 

2 

13. X es una v.a. uniforme sobre (0,2) y 

{

Y-¡ si l<y~2 

fY(Y)~ 1/4 si 2<y~4 

O en cualquier otro caso 

X y Y son v.a:s independientes. Si Z = X + Y , encontrar Fz(3). 

Resp. (~-~ln2) 
16 , 

14. X"X 2 y X 3 son v.a.'s independientes que pueden asumir valores entre O y 3. Sus 

funciones de masa de probabilidad se muestran en el siguiente cuadro: 

x Ix,(xl Ix. (xl 

O 0.40 0.25 
1 0.40 0.25 
2 0.10 0.25 

3 0.10 0.25 

Sea s= XI +X2 +X3. Si fs(6) = 0.10, Encontrar p. 

Resp. (0.4) 

¡r,(x) 

p 

O 
1- p 

O 

15. Sean X j , para i = I hasta ; = 6; variables aleatorias independientes e idénticamente 

distribuidas con Pr(X = O) = 2 Y Pr(X = 1) = ! . Si S ~ ¿' X" encontrar Pr(S = 3) 
3 3 /.1 

Resp. (0.219) 

16. Para una distribución Gaussiana inversa encontrar la media, varianza y tercer momento 
central. 

Resp. (a. a .3a) 
P p' p3 



EJERCICIOS, CAPITULO 11 

17. Si A es una v.a Gaussiana inversa con parámetros a y fJ; y N es una v.a. Poisson 

Gaussiana Inversa. Encontrar E(N) y Yar(N). 

Milodo de resolución. 
Encontrar E(NIA) , Va,(NIAl Y usar las ecuaciones (29) y (30) del capítulo 2. 

(a a a) Resp. - -+­p'p p' 

18. Sea N una v.a. Poisson con media A, la cual es por si misma una v.a. Expresar la E.g.m. 
de N en términos de la f.g.m. de A. 
Resp. [U, (e' - 1) 

19. Un proceso de reclamaciones tiene distribución Poisson Gaussiana Inversa con media 4 
y varianza 12. Encontrar la probabilidad de que vayan a existir cero reclamaciones. 
Milodo de f'esolua"ón. 
Encontrar los parámetros de la correspondiente distribución Gaussiana.Inversa, usar la 
ley de probabilidad total (sección 2.5.1) y relacionar la f.g.m. de la distribución Gaussiana 
Inversa con la probabilidad de vayan a existir cero reclamaciones. 
Resp. (0.0844) 

20. Sean X" i = 1,2, ... ,100; v.a.'s mutuamente independientes e idénticamente distribuiqas 

cada una con media J.1 y varianza 0'2. Si S = XI + X 2 + ... + X 100' Calcular la esperanza y la 

varianza de S. 
Donde: S , es conocida como la v.a que denora el costo total de reclamaciones. 

Resp. [E(S) = 100"" Var(S) = 1000"] 

21. Sea N una v.a. Poisson con parámetro A I el cual es por si mismo una v.a Gamma con 
parámetros a y p . ¿Cuál es la distribución de N? 

Resp. Distribución binomial negativa con r = a y q'" Vi ~'i) 

23. Para el problema 11, encontrar la E.g.m. de X 

Resp (u,(t)=exp[m (e' -1)]) 
24. Para el problema 23, encontrar Pr(x:s; 2) 

Resp (U~)expH~)]) 
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CAPITULO III 

TEORIA DEL RIESGO INDIVIDUAL 

3.1. Introducción. 

El primer problema práctico el cual hubo de enfrentar la Teoría del Riesgo, fue el de encontrar 
una expresión para la ganancia o pérdida de cada póliza indiyidual y poder así determinar 
infonnación relativa a la cartera. 

El modelo de riesgo indi\'idual, merece una atención especial, debido al hecho de que es 
ampliamente usado en ciertas aplicaciones, especialmente en el seguro de \·ida y d~ accidentes y 
enfermedades. 

Este modelo de riesgo, se caracteriza por las siguientes hipótesis: 

Independencia. Se asume que los riesgos son estadísticamente independientes, tal que el 
costo de reclamación o pérdida de un riesgo no tiene influencia sobre el cosro de cualquier 
otro riesgo. Esta hipótesis puede parecer apropiada en algunos tipos de seguros (por 
ejemplo, un seguro de vida vendido sobre una base de riesgo individual) pero inapropiada 
en OUOS, cuma por ejemplo un seguro para una flotilla de amomóviles, donde la ocurrencia 
de una reclamación para cualqwera de la::; unidades aseguradas, afecta directameme el 
momo rotal de reclamación para la flotilla. 
Exclusión de múltiples reclamaciones. La posibilidad oe dos o más reclamaciones por una 
misma póliza es excluida (cada rie::;go en la cartera, puede experimentar a 10 más una 
reclamación). Ya sea que ocurra o no una reclamación para cada riesgo, las reclamaciones 
son amalgamadas y tratadas como una única reclamación. Lo primero es apropiado para 
un seguro de vida grupo en donde no más de una reclamación por riesgo puede ocurrir. 
Lo segundo es deseable en otros tipos de seguros, como el de gastos médicos con 
deducible. 

3.2. Conceptos básicos. 

Con el fm de introducir el modelo, se dará el siguieme ejemplo. 

Ejemplo 3.2.1. 

La probabilidad de quc un individuo muera durante el año c::; q. En el evento de muerte, un 

monto de B será pagado. B es una v.a. que representa el monto total de reclamaciones 

ocurridas durante el ailo con media Ji y varianza a 2 
. Encontrar el valor esperado y la varianza 

del pago. 
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Solución. 
Sea X la v.a. que denota el pago por reclamaciones durante el período de estudio. 
Entonces X = O si no OCurre la muerte, en caso contrario el monto a pagar es una v.a. B. Así 
Se tiene que X = B si la muerte ocurre y X = O si no ocurre. Se puede escribir este hecho de 
una manera más clara, (como se hizo en el ejemplo 2.5.7), como X = BI. donde [ puede 
tomar únicamente dos valores O }' 1. 

1 representa una v.a. Bemoulli(1) con Pr(J = 1) = q y Pr(J == O) = p (probabilidad de que no 
ocurra la muerte). 
p = 1- q dado que se considera que ocurre o no el pago y no existe otra posibilidad. 

Lo que se busca es encontrar E(X) y Var(X) , los cuales representan el "alor esperado r 
varianza del pago, respectivamente. 

Como se vió en las fónnulas (29) y (30) del capítulo anterior, existen algunas fónnulas que 
relacionan los momentos de v.a.'s a ciertas esperanzas condicionales, a las cuales se les conoce 
como esperanza y varianza condicionales. 

En diversos modelos actuariales, las distribuciones condicionales son usadas. 
Esto hace de las fónnulas (29) y (30) del capítulo anterior que sean directamente aplicables. 

Para el ejemplo que nos concierne: 
E(X) = E(lB) = E[E(lBI/)] 

Var(X) = Var(lB) = E[Var(lBII)) + Var[E(lB 11)) 

Si / es dado, entonces E(lB 11) = /E(B) Y Var(lB 11) = /'Var(B) 

Dado que [ toma únicamente los ,"alares O y 1, entonces se puede decir que [2 = [ , por lo 
tanto Var(/*)= IVar(B). 

Por otrO lado, E(B) = ¡J y Var(B) = a'. 

Por la propiedades de los valores esperados, se tiene que: 
E(X) = E[E(B/II)] = E[/E(B)] 

como E(B), es constante con respecto a la v.a. J. 

E(X) = E(B)E(/) 

Sustituyendo E(B) 

= ¡JE(/) 

Sustituyendo E( 1) 

=1"1 

De la misma manera evaluando la varianza de X, se encuentra que: 
Var(X) = Var(lB) = E[Var(lBII)) + Var[E(l81/») = E[lVar(B)] + Var[/E(8») 

(1) 

(2) 

(3) 

.', Tumbiin aJnodda fomo tI.a. inJifodor, ó-a qur dtlrrmú/(l la o<'Jmtn.7a o 110 & IIn tvtlllo dado) ti /I.Il_ Bmomial pam unll Jola 

pr1ltba. 
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Por las propiedades de las varianzas y esperanzas, se obtiene: 

= Va,(B)E(I) + E(B)' Varl) 

Sustituyendo cada uno de estos valores 

= a 2q + J12q(l_ q) (4) 

En el caso particular, donde el "monto de b~neficio" B no es una \ .. a. sino una cantidad fija 

B = b, entonces J.l :::: b y a 2 
:::: O. Por lo tanto fórmulas (2) y (4), respecti\'amente cambian a: 

E(X)= qb 
Va,(X)=q(l-q)b' 

En el modelo individual, n pólizas ctiguetadas de 1 a n son consideradas, donde la i - ésima 
póliza va a pagar un monto B, en el evento de una reclamación y O en otro caso. 

Como se hizo en el ejemplo anterior, se puede denotar este pago para la i - ésima reclamación 
individual por X, :::: 1,B" donde 1, = I si la reclamación ocurre y 1, = O en caso contrario. 

La pérdida total asociada con una cartera de n riesgos, es la suma de las pérdidas por cada 
riesgo. Así se puede escribir: 

S = I.X, (5) 
; .. ] 

Donde: 
X" representa el costo total de reclamaciones producidas por la j -ésima póliza sobre 

un periodo de tiempo. 
S, representa las pérdidas totales ó total de reclamaciones para la cartera. Se asume que 
las X,' s son mutuamente independientes(2l . 

n , es el número de unidades de riesgo aseguradas (o número de pólizas en vigor en el 
periodo de estudio). 

Existen tres expresiones de gran interés para el actuario, llamadas: E(S), Var(S) y función de 

frecuencia para la v.a.S. 

Si se conoce la función de distribución de la v.a. S Se pueden obtener su valor esperado y su 
varianza. En general. es dificil encontrar la función de frecuencia de S. Sin embargo, los 
modelos de riesgo individual y colectivo ofrecen diversas técnicas para dicho efecto, entre las 
cuales se encuentran: estimación, aproximación o simulación. 

En esta sección se desarrollarán las primeras do::; primeras expresiones. 
De ecuación (5) se tiene: 

s="" x, L..'.1 

(1) A mflludo H aJumt qllt /tI! vanabkJ akalor1aJ iOI/ ,drllll<"tJm(IJ/( d,.-lnbUldw. 
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Tomando el valor esperado en ambas panes JI.: la ecuación \. usando·la propll.:lbd de 
independencia entre variables aleatorias, se tiene gul.:: 

E(S) = E(tX,) = EIX, +X, + .. + X,,] = EIX'] + EIX,]+ ... + EIX,,] = tEIX,] (6) ,., ,., 

Haciendo lo mismo para la varianza de b. \'.a. S, resulra lo SiguIClltl.:: 

Var(S) =va1tx,) =Var(X, +X, + ... -x"l , l,.¡ 
Por la propiedad de independencia 
= Var(X,)+ Var(X,)+ ... + Var(X,,) 

= Ivar(X,) ,., (7) 

Si se puede encontrar E(X,) y Var(X,) , se suman estas cantidades para obtener E(S) }' Var(S). 

Tanto E(X,) como Var(X,) fueron calculadas en el ejemplo anterior, ver ecuaciones (2)}' (4). 

Si q, representa la probabilidad de que la i-ésima reclamación ocurra, E(B,) =)1, y 

Var(B,) =0,2, entonces: 

E(X,) = J.1,q, 

Var(X,) =q,a/ +q,p,J.1,2 

Aplicando fórmulas (6) y (7). se obtiene: 

E(S) = t",q, ,., 
" '" , Var(S) = ~q,a , +q,P,J1, ,., 

(8) 

(9) 

(10) 

(11 ) 

En particular, si los montos de reclamaciones son constantes, es decir, B, = b,. entonces 

)1, = b, Y o} = O. con lo cual las ecuaciones anteriores cambian a: 

" 
E(S) = Lb,q, (12) ,., 
Var(S) = Iq,P,b/ (13) ,., 
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Ejemplo 3.2.2. 

Suponga que existen 100 pólizas caJa una de las cuales paga un monto de $6 en el evento de 
una reclamación. Si la probabilidad de reclamacIón es 0.02, encontrar el \'alor esperado y la 
varianza del total de reclamaciones. 

Solución. 
El monto de reclamación es fijo, por lo que para resolver el problema se utilizarán ecuaciones 
(12) y (13). Todas las 100 pólizas son idéntICas. 

Para toda Í, q, = 0.02, b, = 6 Y E(X,) = b,q, = (6)(0.02) = 0.12. 

Con base en lo anterior: 
100 

E(S) = L 0.12 = 100(0.12) = 12 
,.1 

Similarmente, q,p,b,' = (0.02)(0.98)(6') = 0.7056 Y por lo tanto Var(S) = (100)(0.7056) = 70.56. 

I Ejemplo 3.2.3. 

Si el monto de reclamación en el problema anterior, en vez de ser fijo es una v.a. 
uniformemente distribuida sobre (O,12). Encontrar la media y la varianza del total de 

reclamaciones. 

Solución. 

Recordar que para una v.a. unifonnemente distribuida sobre (a,b) , la media es 
(a+b) la 

. Y 
2 

vananza es 
(b - a)' 

12 
Así p, = 6 Y u} = 12 para [Oda i. También se sabe que q, = 0.02. 

Usando la ecuación (8), E(X,) = (0.02)(6) = 0.12, para toda Í y E(S) = 12. De la misma forma 

usando la ecuación (9), Var(X,) = 0.02(12) +(0.02)(O.98)(36) = 0.9456 para toda i. 

Notar que la varianza en este ejemplo es más grande que la del ejemplo 3.2.2. debido al 

término adicional (q,u,). La varianza del [Otal de reclamaciones es 100(0.9456)= 94.56 

I Ejemplo 3.2.4. 

Considere la siguiente cartera de pólizas independientes. 

Número de póliza~ Probabilidad de reclamación Monto del beneficio 
(n) (q, ) (b, ) 

100 0.02 1 

200 0.01 2 
100 0.02 3 
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Enconnar el valor esperado y la varianza del total de reclamaciones. 

Solución. Observando que B, = b, es un monto fijo y que Var(B,) = a/ = O para toda i, 

entonces E(X,) = q,b, Y Var(X,) = b/q,p, . Notar que todas las pólizas en cualquier renglón son 

idénticas. 
Por lo que se tiene lo siguiente: 
E(S) = 100(0.02) + 200(0.01)(2) + 100(0.02)3 = 12 

Var(S) = 100(0.02XO.98)(I') + 200(0.01)(0.99)2' + 100(0.02)(0.98)(3') = 27.52 

I Ejemplo 3.2.5. 

Supóngase que en el ejemplo 3.2.4, los montos del beneficio son variables aleatorias 
uniformemente distribuidas sobre (O,a) con medias 1, 2 Y 3 respectivamente. Enconuar el 

valor esperado y la varianza del total de reclamaciones. 

Solución. 
El valor esperado de S va a ser el mismo que en el ejemplo 3.2.4. ya que las p,' s son las 

mismas que las b,' s, pero existirá un término adicional para la varianza de X, ,llamado q,a,2. 
De esta forma se obtiene lo siguiente: 

f.J, 
, , 

a, q,a, + q,p,p,2 = Var(X,) 

2' ~0.02)(21) + (0.02)(0.98)I J 0.0263 
1 12 

12 

4' (0.01)(4
1

) + (0.01 }(O.99)(21 ) 0.0529 
2 12 

12 

6' (0.02)(6
1

) + (0.02)(0.98)(31) 0.2364 
3 12 

12 

Por lo tanlo, Var(S) = 100(0.0263) + 200(0.0529) + (100)0.2364 = 36.85 

3.3. Aproximación Normal y factor de seguridad 

En muchas aplicaciones, no es posible reconocer la función generadora de momentos de una 
distribución en panicular ni tampoco obtener la convolución de variables aleatorias debido a 
que el procedimiento se vuelve complicado. 
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Sin embargo, si se tiene un número considerable de pólizas, el modelo individual puede ser 
aproximado por medio de una distribución normal con media igual a E(S) y varianza igual a 
Var(S), es decir, se puede aplicar el Teorema del Límite Central para aproximar la distribución 
del [Oral de reclam:!ciones S. 

En este caso, 

Z = S - E(S) 

. VareS) 
es un:! variable aleatoria estandarizada (o v.a. normal con media cero y varianza 1) 

En ténninos de probabilidad se tendría que: 

pr{ ~ S x} = <I>(x) = N(O,I) cuando 11 --> <O. 
VareS) 

(14) 

(15) 

En el caso especial donde la distribución es discreta, esta aproximación se puede mejorar 
usando un término de corrección, reflejando el hecho de que una distribución discreta esta 
siendo aproximada por una continua. En este caso, se ajusta el valor de S por 1/2 del 
intervalo, tal que: 

pr{S+~(S) sX}=<I>(X)(l) (16) 
VareS) 

Por otra parte, el asegurador tiene que cobrar una prima G (~). la cual es más grande que E(S). 

En otras palabras G = E(S)(1 + 8), 8> O. Al monto 8E(S), se le conoce como factor de 
seguridad y B es llamado factor de seguridad relativo. 

(J) NoM, Robtrt V. tI. al, lntrodlfrlioq f? Mg{lmaq{irql (lqIirrf(/. p. 249, qr. Pa1\fn, T(odq Modmtq dt PmhobiJidp4n l' [Jlj 

APlicaciootl 
(4) Con ti fin dt tm" IIna ¡tita gentral dd promo qlle It s;,gUt para obtmtr las pdmaJ qlle cobra IIn altgurador, It mrnciona /o 
g¡,1lienlt: 
La compani'a dt Itgurol tslabka objtl¡'1J01 financims, los alales it di"iden principalmentl tn IÚJI catt§Jria!: 
• ObjttilJOloptracionale!, lales como las ganancia! qlll SI dman ob/mtr, ti posicionamienlo en ti mtrralÚJ qUt II dtlta akanzar. 
- Objeli/JOJ tit Stgllridad, /01 fIIaltl JifWn para delerminar las niet'Pas nmsarial para (JIbrir HU riUgOI, las fObtrturas de rtaugllro 

para haar jnnle a poJiblu llItnlllalidadu calallrrijicaJ, las invmiontl a rtalizar y el nilltl di so/vtmia dmada. 
Exisle IIna ¡,,/trnla¡;ión ml9 fOmplitada enlrt dio!, /os CIIalu si !tjllnlan diflan /al tltraltgiaJ optracionales fOmo lo son: II diuño di 
póliZa!, /01 milodol dt dislriburion y IlIlmpcion di pólizal, la adminú/raa'ón dt rt.lamaciont! y la larificació". 
El dtlarro/lo dt la dtltrminacion de 101 objelilJOl operacionalts y los pncios rm-lllanlu ti fOnocido como tI promo dt larificadón. 
Exúlen dos asptclos importantu en tI ulablta'mitnto de ult profUO: 
• El utabkamitnlo de pnmas o lanj'lJ proputilal'y 
_ Lo delerminación dt /01 prtcios qlle (n la prrÍ<lica JI I/(1n a ¡,obrar. 
Lo! pn'mal proplltslas, SOll aqllllhs qUt !t nemitan para akanzar ti o,?jttivo pwnleado a 1afl,O plaZO. El/al Jt baian en dijtf?nlU 
principios y ó'Onsidrrun a la (arttra l/lIaila)' d ''ambio en fadom social u, t,'OnómifOs, legisla/ilJOi y l",nológú·~I. ElJaJ proPten un 
plln/o dr partida desde 1m fIIalel Jf plldln haftr juidos ,'Ommialts. L.oJ pmioJ ¡'Obradol, loman en alln/a la r;..isllnria dt UN 
ambiente ¡vmptlitilJO'y ti posiáonamiwto dtl asegurador tlt ti mm'lldo. EI/ol prniol Plllden ler mas dinamúvJ.Y J'II rrladón fOn 
rrsp«to a /01 prráol propUtJtOI puedt /IlJriar en ti titmpo ,VII la situadoll dtl mtrrado y (on hs t:\:/NfttJlivas rü IoJ mlminiJtradom y 
/os aaionisltJs. 
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.\ E(S) se le conoce como prima neta y G como la prima total C¡Ul! cobra el asegurador ;). O) 

es escogido de tal manera c¡ue la probabilidad de que la prima total vaya a poder cubnr el 
monto total de reclamaciones, sea grande. 

I Ejemplo 3.3.1. 

Para el ejemplo 3.2.4.) determinar el [acmr de seguridad relativo tal que la probabilidad dc que 
el total de reclamaciones no vaya a ser más grande que la prima total cs Igual a 0.95. Usar 
aproximación normal. 

Soluci6n. 
Por los resultados del problema 3.2.4, se sabe que: E(S) = 12, Var(S) = 27.52 
La prima total está dada por: 
G = (1 +e)E(S). 
Se está interesado en calcular: 
Pr(Total de primas;' Total de reclamaciones) = Pr[S ,; (1 + e)E(S)] 

Restando a ambas partes de la desigualdad E(S) y después dividiendo entre . Var (5) 

= pr{ Fv~~W,; }V~?r;)} 
Usando aproximación normal (fórmula (15» 

= <I>{e ES§~} = 0.95 
Var(S) 

Es decir, se necesita encontrar un valor de <l>(x) (v.a. normal estandarizada) para el cual su 
probabilidad sea 0.95. Consultando este valor en tablas de la normal, se obtiene 1.645. 

Por lo anterior, 

e ~(S) = 1.645 
~Var(S) 

,,'Var(S) 
Despejando e, e = 1.645 

E(S) 
Sustituyendo los valores para E(S) y Var(S) 

B =1.645 127.52 =0.72 =72% 
12 

Por lo tanto la prima total c¡ue el asegurador deberá cobrar es G = 12(1 + 0.72)= 20.64 

1;) A Ula prima Si It ¡,onoa romo prima & ritJ§J. CU<1l1do b prima ,ndlfJt !f'J/OJ o/XralflJ()J' y dt admllfIJlramjn, (IIlon'-(J J( ¡OliDa 

tTJmo prima dt larifa. 
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