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INTRODUCCION

Las matemiticas actuariales surgidas al final del siglo XVII, se basaron en un enfoque
completamente deterministico. Ejemplo de ello fue Ia construccién de las primeras wblas de
mortalidad, las cuales representaban la probabilidad de muerte o supervivencia basadas en ha
experiencia observada. Asimismo, las primas que se cobraban con el fin de cubrir posibles
adversidades, en un principio se calculaban con base en ¢l eriterio del suscriptor.

Sin embargo, la incertidumbre ¢s una caracteristica fundamental que se presenta en todo tpo
de negocio, tal como en una compaiiia de seguros, en donde el numero y monto de las
reclamaciones” a menudo varan de manera aleatoria, 0 como en un banco en donde el
comportamiento en las inversiones es también variable.

La necesidad de cambiar las técnicas deterministicas por las probabilisticas que analizaran la
vartabilidad de este tipo de situaciones, se reconocié hace casi un siglo dando surgimiento a la
Teoria del Riesgo.

El siglo XX ha sido testigo del desarrollo de diversas herramientas que facilitan el buen
funcionamiento de una empresa y constituyen una forma de medir las posibles eventualidades
que pueden surgir en un negocio. Ejemplo de éstas son: la probabilidad, la estadistica, las
técnicas de simulacion, los procesos estocisticos, sofisticados paquetes de computacion, asi
como la Teoria del Riesgo.

Este trabajo expone los conceptos fundamentales de dicha teoria enfocados principalmente al
sector asegurador. El objetivo principal del desarrolio de esta tesina es lograr que sirva como
un libro de apoyo para los estudiantes de la Licenciatura de Actuara, en donde se dan los
elementos matemdticos y tedricos necesarios para la comprensién y punto de partida hacia
futuras investigaciones.

En el primer capitulo se tratan con las generalidades de la Teoria del Riesgo, entre las cuales se
encuentran: su definicién, la manera en la que surge, las principales metodologias que se
utllizan en el anilisis de una cartera de seguros, el objetivo gue se persigue y alpunas
aplicaciones que se desprenden de la misma.

El segundo capitulo abarca los conceptos matematicos de probabilidad y cilculo diferencial e
integral que son necesarios para la comprension de los modelos que se desarrollarin a través de
este trabajo.

El tercer y cuarto capitulo tratan con los modelos fundamentales en el estadio de las
reclamaciones que se desprenden de una cartera de seguros, los cuales reciben el nombre de
Modelo de Riesgo Individual y Medelo de Riesgo Colecavo. Se profundiza en cada uno de sus
elementos y se proporciona una idea general de como podrian ser usados en la practica.

) En ef medio asegurader af mimero de reclamadones se le da of nombre de frecuencia, y al monto de las reclamadiones
recibe ef nombre de severidud,




INTRODUCCION

El quinto capitulo se enfoca al estudio de la teoria de la ruina, es decir la probabilidad de que 1
empresa no tenga los recursos suficientes para hacer frente a las obligaciones adquiridas, lo
cua] proporciona una herramienta para el estudio del comportamiente del negocio a largo
plazo.

En el dltimo capitulo se desprenden algunos resultados basados en los conceptos de capitulos
anteriores. Asimismo, se asignaron diferentes secciones de ejercicios, las cuales tienen como
tarea reforzar los conceptos estudiados sobre un tema especifico.
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CAPITULO1

GENERALIDADES DE LA TEORIA DEL RIESGO

El éxito de las companias de seguros a tavés del tiempo, estd relacionado basicamente con dos
hechos principales. El primero, se debe al juicio y habilidad de generaciones de suscriptores
quienes fueron capaces de valuar distintas clases de riesgos sin tener en ese momento los datos
necesarios que les permitiera establecer bases estadisticas para encontrar primas que fueran
suficientes para enfrentar el riesgo. El segundo, esta relacionado con el desarrollo de la
profesién actuanal cuyas herramientas matemaiticas se utlizan para resolver problemas que se
presentan en esta y otras clases de negocios, los cuales se encuentran sujetos a variacion
aleatoria.

En los ulumos afios, los actuarios de muchas partes del mundo, se han dedicado a estudiar los
procesos de riesgo involucrados en la actividad aseguradora, para lo cual han tenido que
desarrollar técnicas matemditicas que les permitan valuar este tipo de procesos. Para ello, la
Teoria del Riesgo resulta ser una herramienta muy ddl y acertada.

De esta manera y con el fin de introducirse a dicha teora, se introducen los siguientes
COﬂCCpIOS:

1.1. Definicién.

Desde los inicios de la Teoria del Riesgo, se han dado diversas definiciones de la misma. La
mayoria de ellas se han basado en el problema de estudio que era de interés para el invesdgador
en esc momento. Ejemplo de ello, es la definicion que da Hans Bihlmann™, la cual trama
directamente con la tematca del seguro de vida y dice: “La Teorda del Riesgo estudia las
desviaciones que se esperan sean producidas por fluctuaciones en las reclamaciones de pélizas
individuales”.

Por otro lado, algunas definiciones hacen mencién a la Teoria del Riesgo basindose no solo en
el problema que era de interés en ese momento, sino viéndola como una forma para
administrar una empresa de seguros. Esto se puede observar en la definicién que da Gerber”,
la cual dice: “la Teoria del Riesgo es un conjunto de ideas entrelazadas que sirven para disefar,
organizar y regular una empresa por medio de certos modelos matematicos”.

Teivo Pentikiinen y Martti Pesonen® la describen como sigue: “La Teoria del Riesgo, es la
rama de las matematicas actuariales que se encarga del anilisis de rasgos aleatorios de cualquier
tipo de negocio” .

) Hanr Biiblmann, MMMM&MI&W

2 Gerber Hans, ? ik T

4 Brard R. Z., er. ol Bisk Theory

#) Aungue bz Teoric del Riesgo estubia estos rusgos en cualpuier .r:pa de ntgom las investigaciones y la mayoria de las pubbcaciones se ban enfocade

. fr 1 Sl
prinap a los comp de segurvs.




I. GENERALIDADES DE LA TEORIA DEL RIESGO

Esta definicion surge, cuando Pentikiinen y Pesonen encontraron que los fundamentos de la
Teoria del Riesgo sirven para detectar variacienes o irregularidades dentro del negocio, antes
de que estas se presenten, lo cual permite tomar las medidas que son necesarias para evitar
posibles desviaciones en los resultados esperados.

Por lo antetior se puede decir que la Teoria del Riesgo es una rama de las matemddcas
actuariales que sc encarga del estudio de rasgos aleatorios que se presentan en una empresa de
Seguros y que proporciona las herramientas necesaras para evaluar posibles desviaciones en
resultados esperados.

1.2.  Propésito de la Teoria del Riesgo.

las operaciones financieras de un asegurador, pueden ser vistas en términos de una serie de
ingresos y egresos de dinero.

Dentro de los ingresos de dinero se pueden nombrar los siguientes: las primas, el interés
generado por inversiones realizadas, los rescates por reaseguro, nuevo capital invertido por los
2CcCionistas, etc.

Por su parte dentro de los egresos se encuentran: las reclamaciones, los gastos de
administracion, los gastos de operacién, las primas pagadas por la compta de reaseguro, los
dividendos pagados a los acclomstas, etc.

Cada una de estas operaciones, presentan un comportamiento varable, el cual depende de
diversos factores. Algunas de las razones de esta variacidn, son:

1. Las reclamaciones son 2 menudo sujetas al cambio en la propensién al mesgo, lo cual
significa que no son las mismas de un dempo a otro. Esto se debe a diferentes razones, por
ejemplo cuando el asegurador suscribe nuevas pohizas o cuando las condiciones de la péliza
cambian con la finalidad de proveer proteccion contra nuevos riesgos antedormente
excluidos.

2. Las fluctuaciones en las primas, pueden ser causadas por estrategias competitivas, en donde
las primas que teGricamente son suficientes pueden ser ignoradas.

3. Los cambios en la tasa de inflacidn, afectan directamente 2 las primas, a las reservas y a la
distribucién del monto de reclamaciones.

4. Las variaciones en las tasas de interés y en el valor de los activos, pueden también tener un
impacto directo en los mirgenes de suscripaion. S5i la tasa de interés en las reservas
técnicas es alta, Ia compadia podiia disminuir sus primas. En el caso contrario, se tomatian
medidas correctivas a través del aumento de primas,

5. La capacidad financiera de una compaiia de seguros, puede tener impacto directo en el
mercado, en donde la capacidad para suscribir nuevos negocios se determina por el capital
y las reservas.




1. GENERALIDADES DF LA TEORIA DEL RIESGQ

6. Los resultados obtenidos por la compra de reaseguro, se pueden reflejar directamente en
los precios del asegurador. Por ejemplo, si sc ticnen contratados altos niveles de reaseguro,
se pueden vender polizas del seguro directo a un menor precio, ya que gran parte de ese
riesgo es cedido.

Dehido a lo anterior, se producen fluctuaciones en el mercado de seguros que afectan a la
mayotia de los aseguradores, los cuales se ven obligados a tomar decisiones con el fin de
mantencrse cn ¢] mercado a un nivel competinvo.

El propésito de k Teoria del Riesgo, consiste en estudiar y corregir los diferentes dpos de
variaciones que surgen en una compaifiia de seguros, las cuales afectan su situacién financiera.

1.3.  Desarrollo de la Teoria del Riesgo.

En sus comienzos (1909), la Teoria del Riesgo se asocié principalmente con el seguro de vida,
y se basé en considerar a cada persona como una unidad asegurada. De esta manera era posible
tratar las reclamaciones de cada unz de las personas de manera individual.

El comportamiento de las reclamaciones del grupo de personas se deducia por medio de la
suma de los resultados individuales. A este modelo se le dio el nombre de “Modelo de Riesgo
Individual™.

Una nueva fase del desarrollo de la Teoria del Riesgo empieza con los estudios de Lundberg y
de otros autores suizos a los que se les conocia como la colectividad de la Teoria del Riesgo,
los cuales trataron a las reclamaciones en conjunto, sin hacer mencidén a polizas individuales,
dando surgimiento al amado “Modelo de Riesgo Colectivo™,

Hasta los afios cincuenta, la mayoria de las investigaciones se enfocaron a encontrar
distribuciones de probabilidad para el monto y nimero de reclamaciones, asi como a investigar
posibles aproximaciones de la probabilidad de ruina® sobre un intervalo de iempo infinito®.
Sin embargo, desde aquel tempo, 1a teoria ha sido desarrollada en numerosas direcciones, las

cuales se mencionan a continnacién:

»  El desarrollo de la teoria de la verosimilimud, comenzando con un articulo realizado por
Hans Biilmann en 1967, el cual trata del ajuste sistemitico que debe de existr en l2s primas
de seguros en la medida en la que se comprende el comportamiento en las reclamaciones.

+ El cilculo de reservas para siniestros ocurridos y no reportados, por medio de los llamados
“Run-Off Triangles” en 1968, donde se expone que el ajuste en las reclamaciones es
siempre sujeto a un retraso y por ello es necesario para el asegurador establecer provistones
para aquellas reclamaciones que ya ocurricron durante el periodo de cobertura, pero las
cuales no han sido todavia ajustadas.

1) }_a probabifidod de ruing ¢ una medida de riesge en la speraciin de ums compariia de seguras. Refiérase al Cap. 5, Secatn 5.2,
t Entendiendase como intervaly de tiempo infinife, wn pertodo de varies aios. En Iy Bteratura s¢ toman generalmente mds de 5 arios.




I. GENERALIDADES DE LA TEORIA DEL RIESGO

+ Elcileulo del monto total de reclamaciones y probabilidades de ruina para un horizonte de
tiempao finito, con la ayuda de métodos numéricos tales como la transformada de Fourier
en 19780

+  El desatrollo de modelos usando simulacién o programacion dindmica en 1982. La idea
principal es imitar separadamente cada uno de los elementos que afectan al problema de
interés. De esta manera el problema se vuelve relativamente ficil de manejar. Un generador
de nimeros aleatorios es utilizado para obtener cada varable requerida y el proceso es
repetido las veces que sean necesarias.

« Elestudio extenso sobre principios para el cilculo de primas en 1984, los cuales se basan
en la hipdtesis de que la experiencia en las reclamaciones puede ser compensada por pagos
fijos. La prima es entonces calculada bajo la base de diversos principios de equivalencia,
como lo son: el valor esperado, la desviacién estandar, la vanianza y el principio de cero
utlidad. ®

El campo de la Teoria del Riesgo ha crecido velozmente. En la actualidad se pueden encontrar
articulos, libros de texto, publicaciones e incluso cursos por Internet, los cuales tratan con
diferentes temas que se desprenden del estudio de esta teoria y que siguen un lineamiento
tedrico bastante rigido.

A pesar de que la Teoria del Riesgo se ha desarrollado bastante en los Uldmos afios, el
crecimiento y los limites de la misma estdn adn lejos de ser alcanzados, como se puede
observar en las publicaciones hechas sobre el tema®.

Por otro lado, existe una necesidad enorme de desarrollar 1a teoria de manera que pueda ser
utl para la prictica. S se quiere que la teoria del riesgo sea una herramienta Gul para
administrar, entonces habri que concentrarse mis en aquellos problemas prictcos que son
importantes para la industria del seguro.

1.4. Teoria Colectiva e Individuat del Riesgo.

Existen dos enfoques diferentes desde los cuales se puede estudiar a la Teoria del Riesgo: el
individual y el colectivo. Ambos enfrentan el problema de modelar la distribucion del total de
reclamaciones 6 pérdidas, sobre un periodo de tiempo, asociada a una cartera heterogénea de

tiesgos asegurados.

E! primero de ellos, consiste en encontrar una expresidn para la ganancia o pérdida que surge
en cada una de las polizas, en un periodo de Hempo determinado, para posteriormente sumar
todas estas expresiones con el fin de obtener informacion relativa a la cartera. El segundo,
considera a la cartera de pélizas como un todo y las conclusiones del problema se obtienen con
base a caracteristicas especificas de 1a colectvidad.

o c:;mmm M&gma.




1. GENERALIDADES DF LA TEORIA DEL RIESGO

Con ¢l fin de facilitar Ia comprensién y entender las diferencias que existen entre estos dos
enfoques, en la pagina siguiente st muestra una tabla comparativa de los prncipales rasgos de
cada uno de ellos (véase la abla No. 1),

1.5. Oftros comentarios adicionales.

La Teoria del Riesgo considera diferentes hipétesis con el unico propésito de que las
matemaiticas con las cuales se trabaja, sean mis ficiles de udlizar.

Algunos de estos supuestos se mencionan a continuacidn:

» El comportamiento dei monto total de las reclamaciones dentro de una cartera de seguros,
en general s estable, es decir, dado que se presenta un escenario en partcular, el oumero y
monto de las reclamaciones se pueden considerar como variables aleatonas independientes.
Debido a lo anterior, €l costo de reclamacién o pérdida de un nesgo no nene influencia
sobre cualquier otro riesgo. La condicién de independencia usualmente es aproximada en
la prictica. Existen a menudo ciertos factores que pueden causar que las reclamaciones en
diferentes periodos de tiempo se encuentren correlacionadas, sin embargo, la presencia de
este ipo de factores no evitan que ¢l modelo sea aplicable. La influencia de estos factores a
menudo puede cuantificarse introduciendo un modelo auxiliar que controle la propensién
en el riesgo.

Asimismo, la hipétesis de independencia entre el nimero de reclamaciones y ¢l monto de
reclamaciones puede ser contradictoria a la realidad. Por ejemplo, si el numero de
reclamaciones por la ocurrencia de un terremoto se incrementa dramaticamente, entonces
el monto de las reclamaciones también aumenta.™”

+ Las reclamaciones son reportadas y ajustadas ripidamente dentro del afio en el que
ocurren. Esto no se cumple para ciertas clases de seguros en donde las reclamaciones
pueden tomar varios afios para ser ajustadas. Por ejemplo, en un seguro de responsabilidad
avil, en donde pueden haber reclamaciones que sc encuentran en un proceso de lingio y
por lo tanto todavia ne se han pagado. Por lo anterior, los pagos por reclamacién en un
afio, son la mezcla de pagos con respecto a reclamaciones que surgen en diferentes afios.
Este problema se puede resolver, definiendo el costo de reclamaciones como el valor
presente, a una cierta fecha de reclamaciones que surgen en el periodo.

Estas y otras muchas de las hipotesis que son esenciales para el funcionamiento de los modelos
aqui desarrollados, se introducirdn a través del desarrollo dc este trabajo.

Finalmente, es importante mencionar que tanto ¢l Modelo de Riesgo Colectivo como el
Modelo de Riesgo Individual, son utlizados de manera complementaria, es decir, existen
aplicaciones sobre las cuales es mds sencillo utilizar alguno de los dos modelos®’.

1'% S han realizade pacos andlisis formales de una posible dependencia entre of nizero y cronts de reclasnacienes.
1) 4 pravés de los capitudos 3 y 4 se exponen cada wna de sus propiedades, con la finabidad de que re lengan las herranrientas necesarias para poder
dedidir cuande wlifizgar cualgwiera e los das.




Tabla 1. Cemparativo entre el Modelo de Riesgo Individual y el Colectivo.

Modelo Individual

Modelo Colectivo

Existe un nimero conocido de varables aleatorias
{namero de polizas), con su comespondiente
probabilidad de reclamacién, Se asume que éstas son
independientes!? y a  menudo  idéntcamente
distribuidas.

El monto total de reclamaciones es visto como una
suma de un nimero aleatoric de montos aleatorios, en
donde se considera a la cartera como un todo.

El monto total de reclamaciones, que ocurren en una
cartera de riesgos independientes y heterogéneos, es
modelado como la suma de las pérdidas sobre las que
incide la unidad asegurada [, existendo a1 unidades
aseguradas. Expresando lo anterior términos

matemdticos se tiene:
n
S=%x,

i=l

en

En donde,
§: Monto total de reclamaciones,
n: Numero de unidades aseguradas.

X

: Monto de pérdida sobre la unidad asegurada i .

Basa su desarrollo en dos caractedsticas fundamentales
de la cartera:
s Variable aleatonia del monto de reclamaciones

(Severidad).
»  Vardable aleatoria del nimero de reclamaciones
(Frecuencia).
La formula del modelo de riesgo colectivo es la
siguiente:
N
S=> X,
iml
En donde:
N : Vagable aleatoria que denota el nimero de
reclamaciones.

X .: monte de pérdida correspondiente a la i -ésima

reclamacion.

Se caracteriza por ser un grupo cerradoltd), es decir, el
ntimero de unidades en riesgo, es conocido y fijado al
principio del periodo. Debido a esto, con el paso del
tiempo, existe una disminucion del tamasio de la cartera.

Grupo abiertol* estacionario puesio que se basa en
distribuciones te6ricast!?.

Se asume que kL varable aleatora para el monte total de
reclamaciones, se distribuye como una v.a. normal®,
Cada resgo puede experimentar a lo mis una
reclamacién(’.

Presenta buen comportamiento en la cola de h
distribucion de reclamaciones.

Facil manejo en montos de reclamacion iguales.

Manejo satisfactorio con montos desiguales.

La variable aleatoria de interés es el costo total de todas
las  reclamaciones que surgen del rdesgo  bajo
consideracion.

La variable aleatora de interés es ¢l costo total de todas
las reclamaciones que surgen del nesgo  bajo
consideracidn.

12 B} principio que rige anrbos modelos e5 ¢l de “independencia” y significa que la probabilidad de ecurrenda de una reclamacién y of monte de esta,
para un solo miembro del grupo, po puede ser afectada por ofro raiembro del misme, Se dice que of cosio de reclamadin o pérdida de un riesge, mo

tieme infleencia 1obre ualguier ofre rieqge de la cartera.

)i Un gragpo cerraddo es aquel en ol cual la tasa de srecimiento del grupo o5 decreciente, e5 decir, 1i algrin mitnsbro del nrismo sole de éste por cvalgquier

fawta, no s¢ yerd reemplogods per lo entrada de otro zricmirs.

14} Uy grupo abierto, 5 aguel en of cual, la sakila de afgin nriensbro ded grupe por cuclguier causa, s ve reemplazaida per ol ingress de otro.
Y9 Ex of desarrollo de lz troria se supone gue las funciones de distribuadn de probabilidad sen coneddas, sin embarge en o prictica bay gue

t4timarial,

16) Delide @ que cuands st modela ks variable aleatoria para of monto total de reclamociones, Iz fundin de divicibucidn napmal presesta
incompenientes, surve la Teoria Colectiva, pudiéndose encontrar aproximaciones mds cercandas y reruliodes mds satisfactories.
007} Yz s que ocurra O mo s wna sola polanadr para cada reige, todas los cottes por reclunadgin gue surgen en particwlar paes ti¢ rieseo,

son amtafgamadss ¥ tratades come if feeran una sniea reclamociin..

I. GENERALIDADES DF LA TEORIA DEL RIESGO




CAPITULO II

ELEMENTOS BASICOS DE CALCULO Y PROBABILIDAD PARA EL
DESARROLLO DE LA TEORIA DEL RIESGO

Para introducirse en el estudio de la Teoria del Riesgo, es esencial propotcionar los elementos
de la teoria de probabilidad y estadistica, los cuales proporcionan las bases suficientes para su
desarrollo. El propdsito de este capitulo es facilitar la referencia que se obtenga de estos
conceptos en secciones posteriores y en particulat, introducir la notacién que se va a utilizar a
través de este trabajo.

Cabe mencionar que se trata en la medida de lo posible, evitar demostraciones matemniticas de
los conceptos tedricos y por ende no profundizar en ellos, debido a que no ¢s el objetivo
fundamental de este trabajo. A continuacién se exponen tales conceptos.

2.1.  Series de Maclaurin.

La serie de Maclaurin 6 la setie de Taylor altededor del origen para una funcion f(#) lo
suficientemente diferenciable, es dada por:
! " (n)
fo, rwa, 100,
1t 2! !

FIGENIOESS {n

m

Donde: f(n) (0), se interpreta como la n -ésima derivada de f valuada en el origen.

La expresion (1) puede verificarse haciendo =0 en ambos lados de dicha ecuacién y
diferenciando sucesivamente.

A continuacién se da una lista de aquellas series que son de uso extremo, las cuales pueden
verificarse por medio de ecuacién (1).

I—17=I+l+r2+...+r"+... {2)
2 ”
e'=l+t+%+...+'—'+... )
: n
P n
[ -1}
In(1+r)=r-a+?!-+...-(n! + e 4
- 2 — PR - a
Qe tans Y 'l)‘ P Gl (: ne ©)
H "
Si r = n, un entero positivo, la Gltima serie es finita y tenemos que:
2 TR
(+n" = ]+m'+n("_l)'r § B D=7
21 3
LI g R n n '
3 R Ty ©
g[k] oy ki(n-k)!

A la setie (2) es conocida como la serie geométrica, la serte (3) como la serte cxponencial, la
serie (5) como la binomial y a la ecuacién (6) se le conoce como el teorema del binomio.
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2.2.  Variable Aleatoria y funcién de distribucién.

X es una variable aleatoria (que en lo subsecuente se denotard como v.a.), si la probabilidad del
evento X £ x, estd definida para toda x € M, es decir, X es una v.a. si:
Pr(X < x)3 VxeR

Una v.a. X, asume ciertos valores numéricos de acuerde con definidas probabilidades,
refiriéndonos asi a la ley de probabilidad que gobierna a una v.a. dada. Esta ley es descrita por
medio de la funcién de distribucién acumulativa (que en lo subsecuente se denotari f.da.)

F¢(x).La cual es definida para cualquier nimero real x por:
Fy{x) = Pr(x <x) = Prlxefwx)]® )]
Donde: F,{x), representa la probabilidad de que X asuma un valor menor o iguala x.

Ejemplos de variables aleatorias.

1. Sea X(f} la variable aleatoria que denota el costo total de reclamaciones pagadas en un
intervalo de tiempo (0,/]. Entonces Prlx(r)sx]= Fy,,,(x), representa la funcién de
distribucién acumulativa de X (), la cual representa Ia probabilidad de que el monto total

de reclamaciones en este intervalo de tempo sea menor oiguala x.
2. Sea N(t) la v.a. que denota el mimero de reclamaciones en un intervalo de dempo (0,1]-

Entonces Pr[N{f)<x]= FN(,)(x), es la funcién de distribucién acumuiada de N{f) y
representa la probabilidad de que el mimero de reclamaciones en ese intervalo de tiempo
sea menor o iguala x.

2.3. Funciones de frecuencia.

Llamaremos funciones de frecuencia, a aquellas que nos dan la probabilidad de que la variable
aleatoria, adquiera un valor especifico.

Ejemplo 2.3.1.

g(n):Pr(N =n), representa la funcidn de frecuencia para la va. N y se lee como:
la probabilidad de que la variable aleatoria N adquiera el valorde »n .

La funcién de frecuencia para una v.a. continua se denota generalmente como fy (x), mientras
que en el caso de una v.a. discreta es denotada por p{x).

) El simbolo— OO , se entitnde como el valor mis pequesio que pueds tomar una variable aleatorta.
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En el caso continuo a Ia funcidn de frecuencia se le da el nombre de funcién de densidad y se
caracteriza por Pr{X =x)=0, es decir, la probabilidad de que una via. A tome un valor

especifico es cero, puesto que la integral 6 ¢l area bajo la curva en un solo punto es cero.

Por su parte en el caso de una v.a. discreta, a la funcién de frecuencia se le conoce como
funcién de masa de probabilidad.

Diferentes distribuciones de probabilidad van a ser usadas. Algunas van a ser continuas, otras
discretas y todavia otras de tipo mixto.

2.3.1  Clasificacion,

Una v.a. X se dice que es continua si su funcion de distnbucidn tene denvada, es decir, si
F'y(x)=f,(x). A la derivada se le conoce como funcién de densidad. Su funcién de
distribucién esti dada por:

Fo(x)= _{; flx)dx= Pr(X =x) &

Una funcién contnua, a menudo es usada para representar el monto de reclamaciones
individuales, donde todos los montos de cero a una cantidad muy grande pueden ocurrir.

Una variable aleatoria X es discreta, si su funcién de distribucién es una funcién a pasos®, con
un namero contable de discontinuidades o puntos de salto. Su funcién de distribucién, puede
Ser escrita como:

Fr(x)= Y PrlxX = y) ©

Un.ejemplo de una v.a. discreta es el caso de un seguro de vida con sumz asegurada fija, en
donde la v.a. que representa el monto de la reclamacion toma el valor de la suma asepurada en
el momento que esta ocurre. En adicion a lo anterior se podria pensar que la cobertura de robo
total en un seguro de automéviles o la doble indemnizacidn por muerte accidental en el caso
de un seguro de accidentes personales, son ejemplos de variables aleatorias discretas ya que la
suma asegurada que se paga en la ocurrencia de cualesquiera de estos eventos es una canddad
previamente fijada de antemano.

Unz v.a. X es de tipo mixto, st es una combinacion de ambos tipos de varables aleatorias.
Este tipo de distribucion puede surgir por ejemplo, en aplicaciones de reaseguo o cuande una
poliza comprende diversos tipos de beneficios, por ejemplo, sumas aseguradas fijas en el caso
de muerte, invalidez permanente & indemnizacion por seguro de gastos médicos. Su funcion de
distribucién acumulada es denotada por:

Fe@)= [ fele)ax + 3 p(x)® (10)

@ Unicamenie puede tomar un nimero finito de palores X, X9, X5
™ B todas las integrales o sumas, ef lintite inferior, significa ef valor mds pequeda que puede tomar la distribucion.
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2.4. Momentos o valores esperados de una variable aleatoria.

La esperanza o valor esperado de una va. X, es definida por:

E(x) = [xdF,(x)= [xf,(x)dx )

Donde la integral es tomada sobre todos los valores posibles de X .

En el caso de una v.a. discreta, esto se reduce a:

E(X) = > xpw) (12)
Donde la suma es tomada sobre los puntos de saltos de la funcién de distribucién F*7 .

El valor esperado (también conocido como valor medio tedrico), mide el centro de gravedad

de la distribucién.

Los momentos alrededor del origen de la v.a. X, denotados por g, son obtenidos por medio
de las siguientes férmulas:

= E(x})= P = }'x"fx {x)dx (caso continuc)

My = E(x* )= o= Zxk p(x)  (caso discreto)

Porloque g = y = E(X), representa la esperanza de X, gy = E(Xl ), etc.

De manera andloga, los momentos altededor de la media™ son denotados por:

By = Ek”' - uf

La vananza de una v.a. X es un caso especial de la férmula anterior, cuando k=2,

Var(X) = Efix - ] = ' (13

A la raiz cuadrada de la varianza se le conoce como desviacion estandat y se denota por 0. Se
puede decir que la varianza representa el momento de inercia alrededor del valor esperado. La
varianza simplemente ¢s una medida de dispersion o esparcimiento del valor esperado.

Dos indices de la forma de una distdbucién, son:
a) El sesgo el cual se denota por :

I O S I Y TR T ”
r= 3 =7 svn T 3 (14)
a (o' )3 a
Representa la extension a la cual la masa de la distribucion de probabilidad se extiende a la
izquierda o 2 la derecha del valor esperado.

Bt $¢ conocen lambien coma momentes cenlrales.
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Si la distribucién se extiende hacia a la izquierda entonces su sesgo es negativo, si se
extiende hacia la derecha entonces el sesgo es positivo. El sesgo es una medida de asimetria
de la distribucién™.

b) El otro indice es la curtosis, el cual es la medida del ancho de la cola de la disuibucién, Es
el grado en el cual la distribucidn tiene picos. Este indice estd denotado por:

. Elx- )] LMy _ AR ep 3

= (13)
2 o' (0'2 )2 o

Si y, es una cantidad positiva, entonces la distribucién es mas puntiaguda (leprocirtica). Si

¥, es negativa implica que es mas aplastada (platcurtica).

2.4.1. Propiedades de los valores esperados.

Basindose en la definicion de valor esperado, podemos ver que las siguientes propiedades se
cumplen:

a) La esperanza de una constante es igual a la constante.
E[c]= ¢
b) La esperanza de la suma de una v.a. y una contante es igual a la esperanza de la v.a. mis a
constante.
E[X+c)=E[X]+c
¢) La esperanza de una constante por una v.a. es igual a la constante por la esperanza de la
va.
Elex]= cE{X]
d) Lavananza de una constante por una v.a. es igual a la constante al cuadrado por la varianza
de la variable aleatona
Var(kX) = k*Var(X)
¢) La vanianza de una constante {a) por una v.2. X, mas una constante (6), es igual a la
constante {a) al cuadrado por lIa varianza de la v.a.
Var(aX +b) = a*Var(X)

Si en adicién a lo antertor X y ¥ son variables aleatorias independientes, se tenen las siguientes
propiedades:

f) La media de la suma de un ndmero de va’'s es igual a la suma de sus medias.
E(X +Y)=E(X)+E(Y)

g Si X <Y entonces,
E(X)< E(Y).

h) La varianza de la suma de dos v.a.’s independientes, es la suma de las varianzas de esas

v.2.'s.
Var(X +Y) = Var(X)} + Var(Y)

) Ef sesp0 es un indicador de lo desviacion de una forma tolalmente simétrica. (Muchos modelos de pérdida son sesgutlas)

11
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A continuacién se dan una serie de cjemplos, con el propdsito de utlizar los conceptos aqui
revisados.

Ejemplo 2.4.1

Encontrar el valor esperado de la distribucién geométrica, la cual se denota por:
Pr(N=n)= 4" p,n=012,- donde p=1-g¢

Solucién.
Para calcular el valor espetado de la via. N se usa formula (12), debido a que se trata de una
distribucion discreta, obteniéndose lo siguiente:

E[N]= D npe(N =n)= inq"p = pqimf""
n=0 =l n=l

Detivando ambos lados de la ecuacion (2) y reemplazando ¢ por - uno obtiene que:

T =l+204+30 wam™ s (16)
-t

lo cual es exactamente igual a la suma que aparece en este ejemplo (con ¢ =g), asi se tene que:

E[V]=

(- Q)z

Ya que p=1-gq, entonces

Ev)=1 an
P

Efemplo 2.4.2

Una va. X, la cual asume Gnicamente valores no-negatives, tene funcién de densidad de
probabilidad f, {x) y funcién de distribucién acumulativa F, (x). El valor esperado de X es
definido como:

E[X] = I:xfx (x)dx

Demostrar que una expresidn equivalente esta dada por:

Elx)= [{1- Fy () (18)

Solucion.
La equivalencia de las dos formas puede ser vista resolviendo la dldma expresidon por

integracion por partes (con u=1-F,(x) y v =1,1al que v(x) = x)®.

r[l—F ()Y e = (- Fo (<) =[x F (o] dx

#) Recordar que la integracion por partes implice que: Iuv- = uv - j‘u'v .
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Asumiendo, que x [l - F(x)] dende a cero cuando x se aproximaa ©.

= 0+ [f(xdx = EX)
Un resultado a menudo muy 1, es el siguiente:

fx" e™'dx = !, para nentero positivo. (19

Esta férmula puede verificarse por medio de integracidn por partes,

Ejemplo 2.4.3

81 X es una v.a. exponencialmente distribuida, es decir, st f, (x)=Be ™ pB>0,

x20. Encontrar ¢l n- ésimo momento no central de X, g4,' (dencrtado también come p,).

Solucidn.
Al n - ésimo momento de la funcién de densidad también se le conoce como momento
alrededor del origen y es definido como:

E(X")= Ix"fx (x)dx . Asi se dene que:

== | x"Be P

Usando la sustitucién B = o,
u
Bedx = du X = Zf

e =
B

SYTRE E[;} edu=fg" I:u" e du
Usando el resultado (19) se obtiene que:
u'=p" nt

Por ejemplo:

py'= ECX) =}]'3 (20)
Hy = E(Xz = '21

B
o= ;’2 - l;’ = ﬂl, @1)
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2.5. Variables aleatorias condicionales.

Existen aplicaciones donde la funcién de distribucién de una v.a. X, puede depender de
algunos factores precedentes (se denotard a este factor por ¥).

Por ejemplo, el desembolso de una reclamacion por seguro de incendio (X), a menudo
depende de las condiciones del clima (V). Entonces se dice que X @ es condicionado 2 un
factor precedente (¥)™. Si X puede ser descrito por la v.a. ¥y las dependencias pueden ser
cuantificadas, es decir, Ia distribucién conjunta de X y Y es conocida, entonces la funcién de
distribucién de X dado ¥ puede ser derivada.

la funcién de distribucion condicional de X sujeto a ¥, teniendo el valor fijo y, es denotada

por:
F (x,}" = y) = prlx $x|}’=y) = Fyy (x,») (22

La funcion de distribucién condicional, es relacionada a la funcién de distribucién acumulativa,
por medio de la Ley de Probabilidad Total.

2.5.1. Ley de probabilidad total.

Una version simple de esta puede ser exphicada innutvamente como sigue. Supdngase que
XyYsonva'sy Pr(X =x|¥ = y) denota la probabilidad condicional de que X sea igual a
xdado que Yes igual a y. Entonces la probabilidad de que Xsea igual 2 xes la suma
ponderada de todas las probabilidades condicionales conforme Y toma todos sus posibles
valores.

En otras palabras,

PrX'=x) = ZPr(X =x7 = y)Pe(r = y) 23)

En el caso condnuo esta probabilidad toma la forma de:

L= Ly )ty Oy @49

En donde fw(x.y), representa la probabilidad condicional de Xdado Y=y y f,(y¥) esla

funcion de densidad de Y. Similarmente si Fx(x) denota la correspondiente funcion de
distribucién acumulagva, entonces:

Pr{X <x)= Zy Pr(X < &Y = p)Pr(Y = y) (25)
Fe(x)= [ Fyy (e )5 )y (26)

PV X : v que denata ef costo de s reclamaciin.
® Y :va. de lo lemperatura promedio durante ¢l periodo de observacion,
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Ejemplo 2.5.1.

Supongs que B es uma va. con Pr{B=1)=09 v Pr(8=2)=0l. Para dada B=4, Ia
distribucién de X es Pr{X < x)=1-e7"* ; x > 0. Encontrar la probabilidad de que X <1.

Solucién.

Asuma que B es dado igual a S. Entonces Pr(X SlB:ﬁ):l—e'". Ahora f=lcon
probabilidad 0.9 y #=2 con probabilidad 0.1. Utilizando la formula (25)

Pr{X <1)= Pr(x <1iB=1)Pr(B=1)+ Pr(X <1B=2)Pr(B=2)=

(1-e")Y0.9)+{1- e )Y0.1)= 0.655

Ejemplo 2,5,2.

En ejemplo 2.5.1 si B tiene una distribucién uniforme sobre (1,2), encontrar Pr(X <1).

Solucion.
Dado que B=f, Pe(X <1| B = f)=1-¢7, usando férmula (26):

pr(xst)= [ Pr(x <8 =p)/,(p)dp = L’(l e )df =1—e™ + e =0.7674

Ejemplo 2.5.3.

En el ejemplo 2.5.2. encontrar la funcién de distnibucion de X'

Solucién.

Dado que B= 4, wa(x,ﬂ)= Pr(X sxB= ﬁ):l-e“” y fm(x,ﬂ)=ﬁe""
P

Usando formula (26), Fy(x)= [[(L-e*)dp=1-¢ ~ %~

Uno puede obtener la funcién de densidad diferenciando la expresién antenior con respecto a

x o directamente usando la expresién para ., (x, B) en ecuacion 24

e-J _28—21 e—: _e-n

fix)= _E,fxxr(x,}’)fr(}’)dy = fﬁe_ﬂxdﬂ = + 5

X X
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Ejemplo 2.5.4.

Sea Auna va. con funcion de densidad f, {(1)=2e*. Dado A=4, N es una va. con

distribucién Poisson, es decir, Pr(N = n): € :1 Ln=012.
n!

Encontrar la probabilidad de que N =2

Solucion.
La probabilidad de que ¥ =2,

Pr(NV =2)= ["Pr(N =2 A= 2) £, (A2

Dado que A=A, N es una va. Poisson , entonces:
/Ile—i

Pr(N=2A=12)=" o

Sustituyendo este valor en la ecuacion anterior

2
= _L et Yotz
2

= [[e¥aaa
Haciendo 2 =u/3 y usando ecuacidn (19)

=227

Efemplo 2.5.5.

Una caja contiene 300 monedas cargadas. Doscientas de las monedas son de 1 peso y el resto
de 2 pesos. Si una moneda es escogida de forma aleatoria y lanzada, la probabilidad P de que

vaya a caer sol es un mimeroc aleatorio. Para las monedas de 1 peso P es uma va.
uniformemente  distribuida sobre (0.495,0.51). Para las monedas de 2 pesos P es
uniformemente distribuida sobre (0.49,0.505). Si una moneda es escogida de manera aleatoria y
lanzada 2 veces, encontrar la probabilidad de que obtenga 2 soles.

Solucién.
Empezando por asumir que P es dado igual a p, entonces la probabilidad de obtener dos

soles es p’. Existen dos tercios (200/300) de probabilidad de sacar una moneda que sea de 1

peso y un tercio (100/300) que sea de dos. Para cada caso, la distribucion de P es dada. Si
N es el numero de caras en 2 lanzamientos, entonces por la ley de probabilidad total:

.51 505
Pe(N =2)=(2/3X1/0.015) [ pdp + (131/0015) [ pdp
= (2/3%1/0.015)173)0.51" —0.495° ) + (1/3)i/0.015)1/3)0.505° —0.49%) = 0.25086
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Una explicacién de la solucion un poco mas formal es la siguiente:
Plv=2)= [ Pr(N =2 P= p)y, (pldp

12 (p)= 1, . (P)Pe{lpeso) + f, . ()Pr(2 pesos)

= @B3)u(p) + 13)uy(p)

Donde u yu,, son las distribuciones uniformes dadas para las monedas de 1 y 2 pesos,
tespectivamente.

asi, eV =2)= [ p? [(23)u,(p) + (1B)uy(p)] dp

Substituyendo u, y #, , uno cbtene la primera ecuacién en la sclucién anterior.

2.5.2. Esperanza y varianza condicionales.

Dadas dos vaa.’s Xy Y, la esperanza y varianza condicionales de X dado ¥ =y, son
obtenidas por medic de la funcién de densidad condicional de f asumiendo que ¥ es dado
igual a y. En otras palabras,

E[X|Y]= _[:xfxnr (x,y)dx 27
valxirl= Elx?y] - [E(x v))? (28)

Notar que estas entidades condicionales son funciones de Y.

Se puede calcular el valor esperado y la varianza de X haciendo que ¥ tome todos sus valores.
Primero hay que notar que:

E(x) = Exfx(x)dx

Usando la ecuacién (24) para f, (x),

E(X) = ‘]x‘]fx[r (xay)fr (y)dxabi

Intercambiando el orden de integracion y usando ecuacion (27) se obtiene:

n

E() = £y ) [ Fip ) sty

jfy ERY = y)dy
= E(E(x|r))

Se puede usar este resultado para encontrar la vananza,
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Var(X)= E(x?) - E(x)
= Elgx v - EE(xy)
= E[E(xur)- 22 (x v)+ 22 (x v)) - E[E(x 1))?
= Elar(x v)+EEWX vy - ElE(x v
ElVar(x )]+ varlE(xy)]

1}

Ya que las formulas anteriores son muy importantes a través del desarrollo de este trabajo, se
repiten aqui para hacer referencia de ellas en ocasiones posteriores:

£(x) = E[E(x1Y)] (29)
Var(X) = Efar(x. 1)) +Var|E(x'Y)] (30)

Cuando X no depende de ¥, E[XIY] es igual a la esperanza de X .

La formula E{x] = E[E(X|r)] describe su iteratividad, lo cual significa que la esperanza de la
v.a. puede ser calculada primero tomando en cuenta su esperanza con respecto a la va.
condicionada.

En el caso de que la v.aa. ¥ sea discreta, la férmula puede reducirse a la forma elemental
Efx]= ZPr(Y =y, )E(X]r = y,), donde y, corre a través de todos los valores posibles de V.
%

A continuacién se dan algunos ejemplos. Se comenzari con un ejemplo sencillo, cuyo
proposito es introducir un método de solucién que puede ser aplicado a situaciones mis
generales.

Ejemplo 2.5.6.

Un juego se practica como sigue. Una moneda es lanzada. Si el resultado es cara, un monto
de 2 pesos va a pagarse. Si el resultado es cruz, nada se pagara. Encontrar el valor esperado
y la varianza del pago.

Solucién.

El pago, ¢l cual se denotard por X, es 2 si al lanzar la moneda se obtiene una cara y es 0 si se
obtiene cruz. Se puede escribir este hecho en una manerz mas sencilla, lamemos X =2/,
donde 7 =1 si el resultado es cara y 0 si el resultado es cruz. Ya que la moneda no esta cargada
e | puede asumir \nicamente los dos valores O y 1, / es una va. Bernoulli con
Pr{I=1)=p=1/2 yPr{i=0)=1-p=1/2.

Recordando que parz Ia v.a. Bemoulli, el valor esperado es p y la varianza es pg®, donde
p=1-gq,se tiene que:

o E(1) =()p+(©)g=p.vaquer’ =1 E(1?)= E(1)= p » Var(i) = p-p* = pli-p)= pq

18
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E() =12 Var(t) = /4

Por lo que la varianza y esperanza de X estin dadas por:

Var{X)= var(21)

Por las propiedades de los valores esperados ¥ar(aX +b) = al Var{X)
=d4var(l} = 4(1/4} =1

E(x)= E(21) = 2E(r) =2(1) =1

Ejemplo 2.5.7.

En ejemplo 2.5.6., suponga que ¢l monto pagado no es un monto fijo, sino una v.a., la cual es
uniformemente distribuida sobre (0,4), tal que su media es 2. Encontrar el valor esperado y la
varianza del pago.

Solucion,

Sea X la v.a. que denota el pago. Entonces X es 0 si se obtiene una cruz como resultado. Si el
resultado es cara, el monto pagado no es un namero fijo sino una v.a. Denotemos esta v.a. por
B. Asi X = B, si el resultado es cara y X =0 si es cruz. Como se hizo en el ejemplo anterior
podemos escribir el pago como X = [B, donde 7 =1 si se obtiene cara y 0 si es cruz.

De nueva forma [es una v.a. Betnoulli con p =1/2. Udlizando las ecuaciones (29) y (30) se
obtiene:

E{x) = E(18) = E{E(1817)]

Var(X') = Var(iB) = ElVar(18|1 )]+ var{E(s8|1)]

Si 1 es dado, entonces E(/B|f)= 1E(B) y varliB|1)= I1*Var(B) = tVar(B)®

Debido a que B es una v.a umforme sobre (0,4) entonces:

E(B)=2y Var(B)=47/12=4/3"

Por lo tanto se obtiene:

E(x) = E(/E{B)) = E(21) =2E&(1) =1

Var(X}= E[tVar(B))+ Var[1E(B)] = E@4/3 1)+ Var(21) = (1/2)a73)+ 4(1/2)172) =5/3

2.6. Suma de variables aleatorias independientes.

Supéngase que Xy Y son variables aleatorias independientes las cuales admiten inicamente
valores enteros no negativos con funcidn de densidad de probabilidad dada por:
Pr(X =k)=f, (k) y Pr(Y = k) = f, (k), respectivamente.

9 12 = | yague I toma dnicamente los valores O y 1
% Recordar gque el vabor esperade y varianga de wna v.a. wniformemente distribuida sobre (0,a) son al2 y a* /12,

respectivarente.
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Sea S=X+Y. Se desea encontrar la funcién de densidad de probabilidad de S§.
Si S es dado iguala s 6 S =5, las Gnicas combinaciones posibles para X y ¥, son: X=0y
Y=s, X=lyY=s=1,..,X=kyY=s5-k, X=5y¥V=0.

Usando la proptedad de independencia entre X' y Y,
Fe(8)=Pr(S =5) =Y Pr(X =) Pr(Y =s5-k) = ) f (k) (s~ &) &)
im0 k=D

Se pudo haber hecho el andlisiscon X' y ¥ intercambiados, €l resultado es el mismo. De esta
manera,

£o(5) =PS =)= 3 £ () (s — k) = zf (k) (s — k) (52)

k=0

Para encontrar la funcién de distribucién de §, es decit Pr(S € 5), notar el siguiente hecho:
S esmenotoiguala s siysolosi X =k y ¥ <s—k, con k variando desde O hasta 5.
Por lo que:

F.(s) = iPr(X: k)Pe(Y <s5~k)

=3 £ 0F, (s~ k)

k=0

Como se mencioné anteriormente, X y ¥ pueden invertirse en esta formula, resultando en lo
sigutente:

=3 1y ()F (=) 63

Debidoaque S<s, fi(s) v Fy (s) pueden ser intercambiados en cada expresion. Unicamente
st X<skyVY=s-k.

En otras palabras £ (5) es también igual a:

= zF (k) (s~ k)

A la dltima expresion se le denota por Fy *Fy(s) y es llamada: convolucién de 2
distribuciones de probabilidad.
La convolucién de dos funciones de densidad es denotada como Se* 1 (s).
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Ejemplo 2.6.1.

Sea Xy ¥ v.a’s independientes con funcion de masa dada por:
1 1 AL .
O] £ 0=£@=" 5 £0)=! piz123

Sea S =X +Y.Encontrar la funcién de distribucién acurmulada de S.

Solucion.
Vamos a utilizar ecuacion (32) para unos cuantos valores de s.

fs (0) = fx (O)fy (0)
S @)= £,0)4,0) + 7,001, 0)
£Q) = £, (011, @) + £, 05, 1) + £, 2)1,0)

y asi sucesivamente.
Este calculo es ilustrado en la Tabla No. 2.

Tabla 2. Célculo de la funcién de distribucién acumulada F{s).

RN AON ACH ACRINOED AN I A (NN WO
k=0 k=0

1] i 0 0 0 Ya 0

1 Y 1/3 1/6 1/6 Ya 1/6

2 '/ 1/3 Vi 5/12 1 5/12

3 4] 1/3 1/3 9/12 1 9/12

4 4] 0 1/6 11/12 1 11/12

5 0 Ju] 1/12 12/12 1 12/12

Por ejemplo, f3(3)= £ (0}f, 3) + £ (1)1, 2) + £, 2)/, (1) + £, (3)/, (0) - De igual forma
F,{¢) se obtienc sumando las f;(s} desde s=0 hasta ¢. También se puede calcular Fyl(r)
usando ecuacion (33), es decir

Fs(3) =F (0)f, 3+ Fe N f (20 + Fu(2) f, )+ Fy(3)f,(0), como se demuestra en las

dos tldmas columnas.

En el caso continuo, ecuaciones (32) y (33) son iguales a:

£:6) = [ e 0fy (s -0yt (34)
= I:fy (N (s =)t (33)
Fy(s) = [sF (0, (s = 0)ar (36)
=I;§.fx(’)Fr (s-0)dt 37

De igual manera que en el caso de una v.a. discreta en cada de las ecuaciones se pueden
intercambiar fy F.
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St X y ¥ son v.a’s independientes e idénticamente distribuidas con funcién de distribucion
Fy(x), entonces Fy * Fy es denotado por £°? y la funcién de densidad por £

Inductivamente, lo anterior puede extenderse a n variables. La # — ésima convolucion de F

consigo misma es F™" y la correspondiente funcién de densidad es /™

La convolucién es una operacion conmutativa y asociativa, es decir F*G=G+*F y
Fe(GeH)=(F+G)sH .

Cuando la va. S representa el monto total de reclamaciones (como se verd en el Capitulo IV,
N . . .. ' .
§=3",X,), su distribucién basada en la convolucién no es ficilmente evaluada cuando el

namero de variables involucradas en la suma es grande, debido a que el tiempo de cileulo
crece rapidamente cuando este ultimo incrementa.

2.7.  Funcién Generadora de Momentos,

Se puede descobir una distribucién de probabilidad usande una funcién generadora de
momentos.

La funcidn generadora de momentos de una v.a. {que en lo sucesivo sc denotard como f.g.m.)

es definida por:
M () =E@™)= [e* fr(x)dx (38)

Por la expansion en serde de poteucias de &~

(R (A AOTES vy A

Debido a que [.l'n = Ix"fx {x)dx

Z (39)

.n-O
M', (a veces también denotado como p,), representa el n - ésimo momento de la funcién de
densidad de probabilidad.
Si se observa la ecuacién anterior el n-ésimo momento es el coeficiente de "/ en la sede de
Maclaurin para M ().

Nota: u', & p,, , a menudo es expresado como Ja n— érima derivads de M (2} valuada en 0. Esto es equivalente

a dectr que es of coeficente de 1° [, un becho gue se vuehe claro por medio de ecwacion (39). Existen sitwaciones en las
cuales lai derivadas pueden legar a ser muy complicadas. Cuandd 5 ¢l caso, s¢ recomienda usar alguna de las series
expuestas en ks secwivn 2.1, donde 11, pueds encontrurse como el cogfieiense de 1" .
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2.7.1. Propiedades.

A continuacién se exponen algunas de las propiedades de las funciones generadoras de
momentos.

+ La funcién generadora de momentos valuada en cero es:
M, (0) = E() =1 (40)
« Si X y ¥sonva’sindependientes y S=X +¥ , entonces:
Ms(r)= M, (’)Mr (f)
Esto se puede confirmar por medio del siguiente razonarmiento:
E(erS) - E(er(.l’n'))
Por independencia de v.a.’s
@y = E(e™)E(e") = M, ()M, (1) (41)
De manera més general, si X, i=12..n7, son v.a.’s independientes y S= X,
entonces:

M) =[T.. M, (1) {42)

La ecuaci6n anterior expresa que la funcién generadora de momentos de la suma de »
v.a’s es el producto de las funciones generadoras de momentos de cada v.a. En particular
si todas las X,'s son distribuidas idénticamente con una funcién de densidad comtn f (t)

y S=3, X, entonces:

fs(‘)=fx..(f)y Ms(’)=[Mx(f):r (43)
» Enel caso de una v.a. discreta X, donde X asume los valores xy,X;, -
M(0)=Ee™ PX =x,) (44)

‘fr(x,) representa el coeficiente de e™ en la exptesion anterior.
Este resultado a menudo es itil, porque si la fgm. es conocida, entonces Pr(X =x,)
puede ser obtenida de ésta como el coeficiente de ™ .

v My ()=e"M, ()

M=M= Mg, )
Si todas ias:\’,- 's son independientes e idénticamente distribuidas entonces la ccuacién
anterior es igual a:

[, n)l,
. Siuna va. X denc fgm Mx(t) igual a la fg.m. de otra va. T, M,(!), es decir
M, ()=M, (), entonces X y ¥ tiencn la misma distribucién de probabilidad.
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Ejemplo 2.7.1.

El ejemplo 2.6.1 puede ser resuelto por medio del uso de la funcién generadora de momentos.

Ms(‘) = Mx('r)Mr(')

Solucién.
Utlizando ecuacidn (44)

M ()=32 ™ Pr(X =x,)=e™ Pr(X = 0)+e™ Pr(X =1)+e" Pr(X =2)

:_I_ ir _1_21
2+4e+ [:4
De la misma manera

1 1 1
Mt)=_e+-e"+2¢"
)= e+ e g

Susdruyendo M, (1) y M, (l) en la ecuacidn anterior

! el ez: er elJ e)l'
={-+=+ | +=+=
2 4 4 A3 3 3

Multiplicando ambos términos y factorizando términos comunes.

SR ORI RN RGN

; K
Tomando los coeficientes de e¥, se encuentra que:

£0)=0;£0)=1/6;1,2)=1/4;.., etc.

Esta forma de resolver el problema conduce al mismo resultado que en el ejemplo 2.6.1.

Ejemplo 2.7.2.

Supdngase que X,, i=12,.6 son varables aleatortas independientes e idénticamente
distribuidas con la misma funcién de densidad, f,(1)=1/4; f,(2)=3/4.
$i S=Y" X, ,encontrar F¥(8).

Solucién.

Este problema se puede resolver mediante una tbla de convoluciones, sin embargo,
abarcaremos el problema usando la fg.m.

Utilizando ecuacion (44),

M, ()= -‘l‘e' +2e" =[5Je'(l+3e‘)
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Se tiene que caleular £7(8). Primero se obtiene M (t),
Ms(’)‘: ME,‘u’r‘ (I)
Debido a la suposicion de independencia

=M, (M, (.M, ()
Ya que todas las X,, se distnbuyen igual,

=M, 0

Sustituyendo el valor de M (¢)

=(i) e"(1+3e')

Usando el teorema del binomio, ecuacién (6),

= (:] e"{l +6(3e") + %’ (9e")+---+(729e°')}

1]
= (%] e +18e™ +135¢* +...+(729¢*)]
Tomando en cuenta los coeficientes de & :
0 k<6
. Gy k=6
(k) =
i T
(4)*(139) k=8

Notar que no se tiene que expandir la f.g.m. mas alla de e¥ . Porlo que, F *(8)es la suma de

estos nimeros: G) +GJ {1 s)+(%) (135) = GJ (154) = 0.6015

Ejemplo 2.7.3.

Sea I, i=123,.,n varables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con
Pl =1)=q y Pr(I, =0)=1-g=p.51 X 22:;1]"’ encontrar la funcién de densidad de
probabilidad de X.

Solucién.
Por ecuacién (44), M, (t)= g¢’ + p. De ecuacion (43),
M, (‘) = (qe‘ + P)"

Usando la expansion binomial, ecuacién (6).

(M) ko nh
= e
Z[k]q 2

k=0
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Pr{X = k)es el coeficiente de .

Pr(X =k) =[ﬂq*p"'*. (45)

A esta ecuacién se le conoce como distribucion binomial.

Debido 2 que es la distribucién de la suma de n variables independientes Bemnoulli,

E(X)=ng (46)
var(X)=npg (@7

2.8. Otros Métodos para la determinacién de la suma de variables aleatorias.

Tanto la convolucién como la funcién generadora de momentos son métodos exactos para
calcular la suma de variables aleatorias, Existen también métodos aproximados para obtener la
funcion de densidad de la v.a. S. A contnuacién se mencionan dos de ellos:

a} Método de recursién.

Para un cierto nimero n se puede calcular la distribucién de S recursivamente en algunos
casos mediante el siguiente procedimiento.

Sea §, =X, +X,+..+X, denota la suma de las primeras k variables aleatorias.
Entonces, para k=12,.,n, la funcidn de probabilidad de la suma parcial S, es
fs {(x)=Prlx, + X, 4.+ X, =x], para x=012,...
Si k=1, la ecuacion anterior es f (x) =PilX, =x] = Sy, (x)
Sik>1, f,(x)= EufS._l (x = ¥)fe, O0); x=0L.

P
De esta manera se puede calcular f; (x), después 1, (x) y asi sucesivamente hasta obtener
£, (x)= f{x). Este método es recomendado si existe una estructura especial inherente en la
distribucién de las X,'s. Si las X,'s denen una distdbucion continua, la suma S, llega a ser

menos conveniente de calcular, El uso de este procedimiento en cada etapa de cilculo puede
llegar a complicarse.

b) Teorema del Limite Central

Este poderoso teorema, introducido por De Moivre a inicios del s. XVII, dice lo siguiente: “sea
S la suma de n varables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas®®, cada una
teniendo media g y desviacion estandar o.

(20 B TLC re extiende a secuencias de variables aleatorias que no lienen la misma distribucion.
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S—nu

ovn

cuando n tende a oo, cualquiera que sea la distribucidén de cada una de las # va’s
independientes”.

Entonces la distribucién de Z = tiende a una distribucién normal estindar {N{0,1))

En otras palabras, aiin si no se conoce la distribucién de una v.a. cualquiera X', se sabe que la
distribucién de la suma de un gran nimero de tales variables, se aproxima a una distribucion
normal estindar.

Si un asegurador fuere a experimentar un mimero muy grande de reclamaciones con respecto a
unz clase particular de negocios, se espera que su pago toul se distnbuya como
aproximadamente normal, siendo la suma de un gran namero de reclamaciones individuales.

Este teorema establece que la distribucion de la suma S=3. X, es aproximadamente

normal con media ny y varianza no’.

El TLC se aplica independientemente del tipo de v.a., es decir si es continua 6 discreta. Esta
aproximacion es muy 1til cuando la distribucién exacua es dificil de obtener.

2.9. Momentos Centrales, funcién generadora de momentos y funcién de
distribucién de algunas leyes de probabilidad.

Una manera de obtener la media, varianza y tercer momento central (IMC) es desarrollar la

serie de Maclaurin para InM (f). La media, varianza y TMC, son obtenidos como los
1 3

: t . ..
coeficientes de {, 5 ¥ 6 , en dicha expansion.

Este heche puede ser demostrado por medio del siguiente cilculo. St se escribe ecuacién (39)
como:
My{t)=1+R

Donde: R = pt+ pyt® 12+ p,t 16+,

Tomando logaritmos en ambas partes de la ecuacién y utilizando ecuacion (4) se obtiene la
siguiente expansion en serie de potencias:
InM (1) = In(l + R)

=R-R2+R*f3+..
=[p+(p, 126 +(p, 160 +..]- ; [p+(p, 1207 +..F + ;[p'! o]

Agrupando términos comunes
= pt+(py - PPN 2 +(p3 =3y #2070 164
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El coeficiente de ¢ en la serie de Maclaurin para InM, (r) es p, 6 E(x), el coehciente de

f2 es Py -6 Far{X) y el coeficiente de 1*/6 tcpresenta el tercer momento central 6

o

A continuacién se obtienen los momentos centrales para algunas de las variables aleatorias mas
conocidas, por medio del desarrollo en serie de potencias para In M, (r)

1.

Para la distribucién Poissen, su funcién de densidad y su f.g.m. estin dadas por:

£,(n)= (i, )e“ 48)

RIS (P

=0

Tomando logaritmos en ambas partes de la ecuacién (49) y usando posteriormente la
ecuacién (3) se obtiene:
InM, (1) =ale’ -1)

Al 2464
T 3

. i .
Tomando en cuenta los coeficientes de {, 2 y ¢ se tene que:

E(X) = A1 Var(X)= A3 TMC(X) = 4 (>0)
Para la distribucién exponencial, fy (x)=pe?*,p>0,

Mx(f) = r(ﬁ]e'ﬁ)ekdx = ﬂ:j‘g"e'ﬂrdx = ﬂ[i; =(1 - };]- ; 1<f {51)

‘Tomando logaritmos y usando la setie de la ecuacion (4)

nM, ()= —ln(l - )-;J

2 3
8} \B B
L . t t X
Tomando en cuenta tnicamente los coeficientes de /, y 6' se tiene que:

2!
E(X)= B Var(X)= 77 TMC(X) = 237 (52)

2 3

o EkX-pl)J]=E[X3 -3x%p +3XP|2 ‘PIJ]

3 3
=py=3pp t3p - ;
=py -3 p +2P13
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Supéngase que las X,'s son variables aleatorias indcpendientes e idénticamente

distribuidas con funcién de densidad de probabilidad f, (x) = ™. Sea §= le X,,

entonces:

M=, 0F -1- 1)

Cuando n es un nimero real positivo, ¢s decir @, entonces § tiene una distribucién
Gamma. Su funcién generadora de momentos es:

InM_()=alnM, () (53)

La medis, vartanza y tercer momento central de X son dados por:
E(XYy= affi™; Var(X)= aff ™ ; TMC(X) = 2a87} (54)

Suponga que uno hace un experimento repetidas veces {tal como el lanzamiento de una
moneda). En cada prueba existen Ginicamente 2 resultados, es decir, éxito o fracaso. Sea g

la probabilidad de éxito y 1- ¢, la probabilidad de fracaso. Entonces la probabilidad de que
se presenten n éxitos consecutivos antes de que se presente un fracaso es:

foln)=q"(t-q), n=0,2,.. 55)

A esta distribucién se le conoce como geométrica. Su funcion generadora de momentos es
dada por:

Mg (n)=3e"5"(1-q)
=l
Suma de series geométricas

=(-gy ')

Utlizando 1a ecuacion (2)

_l-q
l-ge'

= _p_'_ (56)
i-ge

Los tres momentos centrales se pueden obtener expandiendo In M, (f) en scries de
potencias de 1. Estos son los siguientes:

q g{l+q)

E(X)= —; Var(X)= ‘-’2 5 TMC(X) = (57)
P P

Suponiendo que existen » variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
con una distribucién geométrica, entonces la f.g.m. de su suma es:

M=o/l -ge
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Este tesultado se puede generalizar reemplazando n por un nimero real positivo r. La
distribucién resultante es llamada distribucién Binomial Negativa con f.g.m.:

alely ] *

Tomando logaritmos en ambas partes de la ecuacion,

inM,,(1)= rln[(l—:pqe,-)} =rin M, (1)

Por lo que para la v.a. binomial negativa,

exy="1 vaiy="4 5 mrcix relt+q) (59)
P P 2

3

4. La distribucién normal, es por supuesto una de las distribuciones de probabilidad mis
conocida. Su funcién de densidad y f.g.m. estan dadas por:

R N B €5
fx (I) = -\/571'0'. exp{ 20_: }’ (60)
Mx(r)zexp[;.u+ ";’2 ] 1)

Tomando logartmos se encuentra que:
E(X)y=u; Var(X)=a?; TMC(X)=0

5. La distribucién Gaussiana inversa surge en el estudio del movimiento Browniano y ¢n
matemiticas financieras. La funcion de densidad de probabilidad es:
a =312 (ﬂ" - 0)2
X)) =——x exp| - 63
1) = ,,[ - ] 3

Donde: @ y f son parimetros positivos. La funcién generadora de momentos ¢s

Mye)= exp[a[] - J 1- j; ]:l 64)

De esto se obtiene lo siguiente:
o

a 3
s TMC(X) ="~ 65

Notar que la f.g.m. no estd definida para 1> /2 y M, (8/2) =e”.

23
E(X)= —; Var(X) =
B

6. La distribucién Gamma trasladada surge en el estudio de la aproximacion a la distribucion
del total de reclamaciones™?. Su funcién de distribucién esta dada por:

Fo(x—x) = j rfz;j:“"e'”dz (66)

) §_a gual posteriormente 3¢ verd ta fa Seccion 4.5.3. def Capitulo 4.
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Donde: @ v § son parimetros positivos.
X,, representa la cantidad por la cual una distribucién Gamma con parimetros

a y B se trasladada

De lo anterior, se puede demostrar que :

E(X)= ; +x,; Var(X) = [‘; s TMC(X) = ;" (67)

3

Ejemplo 2.9.1.

Una va. A tene funcion de distribucién Gaussiana inversa con media 2 v vadanza 4. Para
A =2, la vanable aleatocria & gene una distribucion Poisson con media 4. Encontrar

Pr(N =0)
Solucién,
Ya que para la distribucién Gaussiana inversa, la media es igual a 2 & E(A)= % =2y
vafanza es igual a 4 & Var(A)= —;;-=4, se tiene que a=1yﬁ=; . Dado 4, Ia

probabilidad de que no sucedan reclamaciones es ™. Por la ley de probabilidad total,
Pr(N =0)= [e* £, (A)}dA = M, (-1) =expll - V1+4)=029

3




Ejercicios, Capitulo II

. Una variable aleatoria X tiene la siguiente funcién de densidad de probabilidad
fr(x)=e™ +1.5¢™, x20. Encontar los ptimeros dos momentos no centrales de X .

Resp. ( 5 ;-13]
12 36

2. Una variable aleatoria X tiene funcién de densidad de probabilidad tal que f, (x)= 0
para x<0, f,(x)=x? para 0<x<1y f,{x)=0 para x>1. Encontrar E(X).

11
Resp. | -
esp (12)

3. Una variable aleatoria X tiene funcién de distribucién £, (x) = 1-¢™* para 0<x<l y
Fy ():)= 1 para xz1. Encontrar el valor esperado de X .
Resp. (1—e¢™")

4. Una vanable aleatoria B es uniformemente distribuida sobre (l,a). Pama dado B=4,1a
distribucién del monto de reclamacion es f,(x) = fe™#*; x20. Encontrar Pr(X £2).

5. Una variable aleatoria X tiene distribucién (Gaussiana inversa con media 2 y vagianza 6.
Para dada X = x otra vafiable aleatoria ¥ tiene una distribucion exponencial con media
I{x . Encontrar la probabilidad de que ¥ vaya a tomar un valor entre 3/32y 1/2.

Resp. (e_i'ré - e'm)

6.  La funcién de densidad de probabilidad para una cierta pérdida X es fy(x)= ce™™ para

toda x>0, donde ¢ es una constante positiva. Una poliza de seguro no va a pagar nada
si X<d yvaapagar X-d sl X>d. 4 representa el deducible arriba del cual se van 2
pagar las pérdidas. Encontrar la varianza del pago.

—cd _=led
Resp. [Ez_e_]

¢
7. Una variable aleatoria A4 tene la funcién de densidad de probabilidad Pr(4=0.8)=03y
PdA=12)=07. Dada una clerta 4 otra vanable aleatoria X e¢s uniformemente
distribuida sobre {0, 4). Encontrar Pr(X <0.5).
Meétodo de resolucion.
Asumir que 4 es dada. Encontrar Pr{(X £0.5" 4) y usar la funcién de densidad de
probabilidad de 4.

. 23)
5.
P 48




EIERCICIQS, CAPITULO 1

10.

11.

Una vatiable aleatoria X , tiene la funcién de densidad de probabilidad Pr(X =1y=025 y
Pr(X =2)=0.75. Otra variable aleatoria @, ¢s tal que:

si X =1, 0 es uniformemente distribuida sobre ¢l intervalo de tiempo (0,1).

si X =2, =02 con probabilidad 1.

Una tercer variable aleatoria N es distribuida @l que dade Q=g¢,
Pr(N:nIQ:q): 1-¢4", n=0,12,., es decir, N o5 geométrica con parimetro g.
Locontrar Pr(¥ =2).

Meétodo de solucidn.

Para dada 0 = g encontrar PN =20 = q).

Obtener f, (g) de a siguiente manera:

£o(@)= fyra(@Pr(X =1) + £, ., (g)Pr(x =2)

Una de las funciones es uniforme y la otra degenerada.

Resp. (0.045)

Para cierta péliza, la probabilidad de que ocurra una muerte debida a cualquier causa es
g, v la probabilidad de muerte debida a un accidente es g,. En el evento de muerte no
accidental, Ia péliza va a pagar $1 y en el evento de muerte accidental, la poliza pagari
$10. Encontrar la varianza de 1a reclamacion.

Resp (99‘?2 +q; - (9g; "'QI)I)

Para el problema 4, caleular E(X)y Var(X).
Resp. (Ei:i—[ e )2J
a-1 a a-1

Una vatable aleatoria N tene una distribucion Poisson con E(N)=5. Para dada

N = n, otra variable aleatoria X tiene distribucion binomial con parametros 2 y 1 /3, es
decir, su funcién de frecuencia de probabilidad es:

o))

Encontrar E(X) y Var(X).

55
Resp. | —» =
esp (3 3]

X y Y son variables aleatodas independientes, con las siguientes funciones de
frecuencia de probabilidad.

[ ) =2""5n=012,
S@=py f()=1-p

Sea Z la v.a. que denota la suma de las variables aleatorias X y ¥, es decir, Z=X+Y.

Si f,(3)= 458 . Encontrar p.

1
Resp. (3]
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13.

14.

15.

16.

X es una va. uniforme distibuida sobre (0,1). ¥ es otra v.a. con la siguiente funcion de
probabilidad: £, Wy=mp™ nzl, s y2! y fy(»¥=0 en otro caso.
Xy Y sonva’sindependientes. Sea S =X +Y . Encontrar F,(3).

i —n+ —n+
|——vz"'+3"])

Resp. F,(3)= " -(l3) si
i-In

X esuna va. uniforme sobre (0,2) y
y st l<y<2
=14 si 2<y<4
0 encualquier otrocaso

X y Y son va.'s independientes. Si Z = X +V, encontrar F,(3).
131
Resp. | —-—In2
P (15 . )

XXy yX; son va’s independientes que pueden asumir valores entre 0 y 3. Sus
funciones de masa de probabilidad se muestran en el siguiente cuadro:

x S, (0 S, () S, 0x)
0 0.40 0.25 p
1 0.40 0.25 0
2 0.10 0.25 1.p
3 0.10 0.25 0

Sea S= X, +X,+4X;. 51 f,(6)=0.10, Encontrar p.

Resp. (0.4)

Sean X;, para i=| hasta i=6; vanables aleatorias independientes ¢ idénucamente

distribuidas con Pr{X = 0)= i y Pr{x =1)= % .5 8= Z:’_' X, , encontrar Pr(§ =3}
Resp. {0.215)

Para una distribucion Gaussiana inversa encontrar la media, varianza y tercer momento
central.

Resp. a @ e
B g2 g3
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17.

18.

19.

20.

21.

23,

24,

Si A es una v.a Gaussiana inversa con parimetros @ y 8; y ¥ es una v.a. Poisson
Gaussiana Inversa. Encontrar E(N) y Var(N}.

Meétodo de resolucion.

Encontrar E(¥[A), Far(N|A) y usar las ecuaciones (29) y (30) del capinulo 2.

Resp. [ 2.2 1]
esp [,3 /-'3+,£32

Sea N una v.a. Poisson con media A, la cual es por si misma una v.a. Expresar la fg.m.
de N en términos de la f.g.m. de A.

Resp. [M.\ (e' - 1)

Un proceso de reclamaciones tiene distribucion Poisson Gaussiana Inversa con media 4
¥ vatianza 12. Encontrar la probabilidad de que vayan 2 existir cero reclamaciones.
Método de resolucin.

Encontrar los parimetros de la correspondiente distribucién Gaussiana-Inversa, usar la
ley de probabilidad total (seccion 2.5.1) y relacionar la f.g.m. de la distribucién Gaussiana
Inversa con la probabilidad de vayan a existir cero reclamaciones.

Resp. (0.0844)

Sean X, /=12,.100; v.a’s mutuamente independientes e idénticamente distribuidas
cada una con media g y vardanza o2 8i §= X, + X, +..+ X g Calcular I esperanza y la
vatianza de S.

Donde: S, es conocida como 12 v.a que denota el costo total de reclamaciones.

Resp. [E(S) = 1004, Var(S) =1000"

Sea N una v.a. Poisson con parimetro A, €l cual es por si mistno una v.a Gamma con
parimetros @ y £ . ¢Cuil es la distribucién de ¥ 2.

Resp. Distribucion binomial negativa con r=a y ¢= @L'l')

Para el problema 11, encontrar la fg.m. de X

Resp. (M.r 0#@‘*’{[?} - ')U

Para el problema 23, encontrar prix <2)

v ({)f-C))

35




CAPITULO I

TEORIA DEL RIESGO INDIVIDUAL

3.1.  Introduccion.

Ll primer problema prictico ¢l cual hubo de enfrentar la Teorin del Riesgo, fue el de encontrar
una expresion para la ganancia o pérdida de cada poliza individual y poder asi determinar
informacion relativa a la cartera,

El modelo de riesgo individual, merece una atencién especial, debido al hecho de que es
ampliamente usado en ciertas aplicaciones, especialmente ¢n ¢l seguro de vida v de accidentes y
enfermedades.

Este modelo de riesgo, se caracteriza por las siguientes hipotesis;

+ Independencia. Se asume que los riesgos son estadisticamente independientes, tal que el
costo de reclimacion o pérdida de un riesgo no tiene influencia sobre el costo de cualquier
otro riesgo. Esta hipdtesis puede parecer apropiada en algunos tipos de seguros (por
ejemplo, un seguro de vida vendido sobre una base de riesgo individual) pero inapropiada
en ouros, como por ejemplo un seguro para una floulla de automoviles, donde lz ocutrencia
de una reclamacién para cualquiera de las unidades aseguradas, afecta directamente el
monto total de reclamacion para la fotilla.

»  Exclusién de maltiples reclamaciones. La posibilidad de dos o mis reclamaciones por una
misma pohiza es excluda (cada riesgo en la cartera, puede cxpermentar a lo mis una
reclamacion). Ya sea que ocurra 0 no una reclamacion para cada desgo, las reclamaciones
son amalgamadas y tratadas como una Unica reclamacion. Lo primero es apropiado para
un seguro de vida grupo en donde no mis de una reclamacion por riesgo puede ocurrir.
Lo segundo es deseable en otros tipos de seguros, como el de gastos médicos con
deducible.

3.2. Conceptos basicos.

Con el fin de introducir el modelo, se dard el siguiente cjemplo.

Ejemplo 3.2.1.

La probabilidad de que un individuo muera durante el afio es ¢ . En ¢l evento de muerte, un
monte de B serd pagado. B es una va. que representa el monto total de reclamaciones
. - . . 2 - .
ocurndas durante el afio con media 4 y varanza ¢ . Encontrar el valor esperado y la vananza

del pago.
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T

Solucién.

Sea X la v.a. que denota el pago por reclamaciones durante el periodo de estudio.

Entonces X =0 si no ocurre la muerte, en caso contratio el monto a pagar es una v.a. B. Asi
se tiene que X = B sila muerte ocutre y X =0 st no ocurre. Se puede escribir este hecho de
una manera mds clara, {como se hizo en el ejemplo 2.5.7), como X = B/, donde [ puede
tomar tnicamente dos valores 0 y 1.

I representa una v.a. Bernoulli” con P/ =1})=g y Pr{{ =0)= p (probabilidad de que no
ocurra la muerte).
p = 1—¢q dado que se considera que ocurre o no el pago y no existe otra posibilidad.

Lo que se busca es encontrar E(X) y Var(X), los cuales representan el valor esperado y
varianza del pago, respectivamente.

Como se vi6 en las formulas (29) v (30) del capitulo anterior, existen algunas formulas que
relacionan los momentos de v.a.'s a clertas esperanzas condicionales, a las cuales se les conoce
como esperanza y varanza condicionales.

En diversos modelos actuariales, las distdbuciones condicionales son usadas.
Esto hace de las férmulas (29) y (30) del capitulo anterior que sean directamente aplicables.

Para el ¢jemplo que nos concierne:
E(X)} = E(IB) = E[E(IB{])]
Var(X) =Var(iB) = E[Var(IB| )] + VarE(IB| 1)}

Si 1 es dado, entonces E(IB|f)=JE(B) y Var(IB| )= 1*Var(B)

Dado que [ toma dnicamente los valores 0 y 1, entonces se puede decir que /% =7, por lo
tanto Var(.’B|I)= ar(B).

Por otro lado, E(B) =y y Var(B)=0o’.

Por la propiedades de los valores esperados, se tiene que:

E(X) = ELE(BI | 1)] = E[IE(B)]

como E(B), es constante con respecto a la v, 1.

E(x) = E(B)E() (1)
Sustutuyendo £(B)

= pE(D)
Sustdtuyendo E()

g @

De la misma manera evaluando la vananza de X, se encuentra que:
Var(X) = Var(IBY = E[¥Var(JB| 1)) + YarlE(IB| D] = E[IVar(B)] + Var[1E(B)] (3

1 También conovida como v indicador, {ya gue determina ki ocurrenita o po de un evento dade) 6 v.u. Binomiof para una sola

prueba.
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Por las propiedades de las varianzas y esperanzas, se obtiene:
= Var(BYE(!) + E(B)Var(])

Sustituyendo cada uno de estos valores
= azq + ,uzq(l -q) G

En el caso pardcular, donde el “monto de beneficio”™ B no es una v.a. sino una cantdad fija
B=b,entonces g =b y o =0. Por lo tanto férmulas (2) v (4), respectivamente cambian a:
E(X)=gb

Var(X)}= g(1 - g}’

En el modelo individual, n polizas etiquetadas de 12 n son consideradas, donde la / - ésima
poliza va a pagar un monto B, en el evento de una reclamacion y 0 en otro caso.

Como se hizo en el ejemplo antedor, se puede denotar este pago para la [~ ésima reclamacion
individual por X, =/, B,, donde [, =1 sila reclamacion ocurre y {, =0 en caso conuaric.

La pérdida total asociada con una cartera de nriesgos, es b suma de las pérdidas por cada
riesgo. Asi s puede escribir:

S= ix, (5)

pac

Donde:
X,, representa el costo total de reclamaciones producidas por la 7 -ésima péliza sobre
un periodo de dempo.
5, representa las pérdidas totales 6 total de reclamaciones para la cartera, Se asume que
las X,'s son mutuamente independientes™.
n, es el nimero de unidades de riesgo aseguradas (o mimero de pélizas en vigor en el
periodo de estudio).

Existen tres expresiones de gran interés para el actuario, llamadas: £(S} ¥ar(S) y funcién de
frecuencia paralava. §S.

St se conoce la funcién de distribucion de Ia v.a. S se pueden obtener su valor esperado y su
vartanza. En general, es dificil encontrar la funcién de frecuencia de §. Sin embargo, los
medelos de riesgo individual y colectivo ofrecen diversas técnicas para dicho efecto, entre las
cuales se encuentran: estimacidn, aproximacién o simulacion.

En esta seccién se desarrollarin las primeras dos primeras exprestones.
De ecuacién (5) se tene:

5= z:l.l X

@ A menuda se asume gue las vartables aleutorias son wdénticamente disirburdus.
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Tomando el valor esperado en ambas paries de la ecuncién v usando Ta propredad de
independencia entre variables aleatoras, se tene que:

1=

ES) = E[ZX,J SE[X, +X, + .+ X, ] = ELX, ]+ E[X,}+ .+ E[X,] = ifl,\',] (6)

i=]

Haciendo lo mismo para la varianza de la v.a. §, resulta lo sigumente:

Var(S) =Va ZX] =Var(X, + X; +..- X,)

=)
Por Ia propiedad de independencia
=Var{.X, )+ Yar(X )+ ..+ Var(x,)

= i:fw(x,) 0

1=l

Si se puede encontrar £(X,) y Var(X,), se suman estas cantidades para obtener £(S) y Var(S).
Tanto £(X,) como Var(X,) fueron calculadas en el ejemplo anterior, ver ecuaciones (2) y (4).

S1 g, representa la probabilidad de que la 1ésima reclamacion ocurra, E(B,)=u, v
Var(8,) = o, , entonces:

E(X,)=p,q, ®
Var(X,) = q,c:r,2 +4q, p,,u,z &

Aplicando férmulas (6) y (7}, s¢ obtene:

E(S)=Y a4, (10)

1=l

n
2 2
Var(S) = 4,0% +q,p,4, an
=l
En particular, si los montos de reclamaciones son constantes, es decit, B, =b,, entonces
H,=by ol =0, con lo cual las ecuaciones anteriores cambian a:

E(S)= ) ba, (12)

r=|

Var(S) =3 4,0, (13)

rel
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Ejemplo 3.2.2,

Suponga que existen 100 pélizas cada una de las cuales paga un monto de $6 en ¢l evento de
una reclamacién. Si la probabilidad de reclamacion es 0.02, encontrar el valor esperado v la
vananza del total de reclamaciones.

Solucién.

El monto de reclamacién es fijo, por lo que para resolver el problema se unlizarin ecuaciones
(12) y (13). Todas las 100 polizas son idénucas.

Paca toda 7, g, =002, b, =6 y E(X,) = b, =(6)(0.02)=0.12.

Con base en lo anterior:

100
E(S) =Zo.12 =100(0.12) =12

tul

Similarmente, q,p,b" = (0.02)(0.98)(6%) =0.7056 y por lo tanto Var{S) = (100){0.7056) = 70.56.

Ejemplo 3.2.3.

Si el monto de reclamacion en el problema anterior, en vez de ser fijo es una va.
uniforimemente distribwida sobre (0,12). Encontrar la media y la vananza del total de

reclamaciones.

Solucién.
(a +_b) yla

Recordar que para una v.a. uniformemente distuibuida sobre (4,4), la media es

(b-a)

varianza es . Asi y, =6y ol =12 para toda i. También se sabe que g, =0.02.

Usando la ecuacién (8), E(X,)=(0.02)(6) = 0.12, para toda i y E(S)=12. De la misma forma
usando la ecuacidn (9), Var(X,) =0.02(12) +(0.02)(0.98)(36} = 0.9456 para toda i.

Notar que la varanza en cste ejemplo es mis grande que la del ejemplo 3.2.2. debido al
término adicional (g,0, ). La varanza del total de reclamaciones es 100(0.9456)= 94.56

Ejemplo 3.2.4.

Considere la siguiente cartera de polizas independientes.

Numero de pdlizas Probabilidad de reclamacidn Monto del beneficio
(n) {(a.) (b,)
100 0.02 1
200 0.01 2
100 0.02 3
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Enconrtrar el valor esperado y la varianza del total de reclamaciones.

Solucién. Observando que B, =b, es un monio fijo y que Var(B,) =g’ =0 para toda i,
entonces E(X,) =q,b, y Var(X,) =b,q,p, . Notar que todas las pélizas en cualquier rengién son
idénucas.

Porlo que se tiene lo siguiente:

E(S) =100(0.02) + 200(0.01)(2} + 100(0.02)3 =12

Var(Sy = 100(0.02)(0.98)(17 ) -+ 200(0.01)(0.99)2% + 100(0.02)(0.98)(37) =27.52

Ejemplo 3.2.5.

Supéngase que en el gemplo 3.2.4, los montos del beneficio son varables aleatorias
uniformemente distribuidas sobre (0,4} con medias 1, 2 y 3 respectivamente. Encontrar el

valor esperado y la varianza del total de reclamaciones.

Solucién.

El valor esperado de S va a ser el mismo que en el ejemplo 3.2.4. ya que las p,"s son las
masmas que las b,'s, pero existird un término adicional para la vananza de X, llamado g0
De esta forma se obtiene lo siguicnte:

pf 0-11 qlo'fl + q:prﬂlz = VGF(X,)
1 2? (0-02(2’)», (0.02)(0.98)1" 0.0263
12
47 {0.01%4") + (0.01%0.99%2") 0.0529
2] n 2
6 (0.02)(6") +(0.02)(0.98)3") 0.2364
3 12 12

Por lo tanto, Var(S) = 100(0.0263) + 200(0.0529) + {100)0.2364 = 36.85

3.3. Aproximacion Normal y factor de seguridad

En muchas aplicaciones, no es posible reconocer la funcién generadora de momentos de una
distribucién en pardcular ni tampoco obtener la convolucion de varables aleatorias debido a
que ¢l procedimiento se vuelve complicado.
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Sin embargo, si se tiene un nimero constderable de polizas, el modelo individual puede ser
aproximado por medio de una distribucién normal con media igual 2 E(S) y varianza igual a
Var(S), es decir, se puede aplicar el Teorerna del Limite Central para aproximar la distribucion
del total de reclamaciones S,

En este caso,

S-E
Z= (5) (14)
Var()
es una variable aleatoria estandarizada (o v.a. normal con media cero y varianza 1)
En términos de probabilidad se tendria que:
]S ES Lo ®fx) = N(0,}) cuando # — . (15)

,’Var(S)

En el caso especial donde la distribucién es discreta, esta aproximacion se puede mejorar
usando un término de correccién, reflejando el hecho de que una distribucion discreta esta
siendo aproximada por una conunua. En este caso, s¢ ajusta el valor de § por 1/2del
intetvalo, tal que:

ASH12-E(S)

1/Vm(S )

Por otra parte, el asegurador tiene que cobrar una prima G %, la cual es mis grande que £(S).
En otras palabras G = E(S)(1+6),8 >0. Al monto GE(S), se le conoce como factor de
seguridad y @ es lamado factor de seguridad relativo.

P xr= Dy (16)

 Hogg Robert V. et. al., nfrodusiion g Marbemrarica! Stavtsites, p. 249, Cfr. Pargen, Troria Moderzg de Probabilidiedes y sus

# Con el fin de tener una idea general del proceso que se sigue para obtener las primas gue cobra un astgurador, i¢ menciona lo

siguiente:

La compariia de seguros establece objetipos financiers, lo cuales se dividen principaimente en dos cajegorios:

- Qbjetivos operacionales, tales come las gananaas que se desean oblener, ¢l posicionamsiento en ef mervads que se desea alanzar,

- Objetives de segueidad, i cuales sirven para detesmiinar lis restroas necesarias para cubrir los riesgos, las coberturas de reaszguro
para bacer frente a posibles eventualidades catasirdfices, las inversiones o realizor y ef nivel dt solvendia deseada.

Exctste una interrelacidn muy complicada enire ¢llos, los cuales 0 se juntan dictan Jas estrategas operacionales como lo son: ¢f disedio de

pilizas, fos métodos de distribucidn y suseripein de pdlizas, lo administraciin de reclomaciones y la tarificaciin,

El desarrofle de la determinacion de los objetivor operacionales y Jos precios resuftantes 5 conocido como ¢f proceso de tartficavion,

Existen dos aspecios imporianies en ¢l establecimienta de este proceso:

- El establecimienio de primas o tarifas propuestas y

~ La determinaciin de fos precios que ¢n la practica s¢ van @ cobrar.

Las primas propuestas, son aguellas que se necesitan para aliangar ef objeiive planteuds a largo plago. Estas se basan en diferentes

principios y consideran a Ja cartera swscrita y el cambio en juctorts sociales, econdmicos, fegislatives y fecnolggicos. Liflas proveen un

punio de partida disde Loy cwaks se pueden bacer juicios comerciales., Lor precios cobrados, foman en cuenta la extstends dt un

ambienie competitive y ef posicdonamiente del asggurader en ef meriado. Eitos preor pueden ser mads dindmices y su relgidn con

respecta a log precos propuestas puede vartar en ¢of tiempo con o situacidn del mercado y con las expectativas de fos administradores y

los accionistus.
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A E(S) sele conoce como prima neta vy G como la prima toral que cobra ¢l asegurador ™. 8,

es escogido de tal manera que la probabilidad de que la prima toml vaya a poder cubrir e
monto total de reclamaciones, sea grande.

Ejemplo 3.3.1.

Para el ejemplo 3.2.4., determinar e} factor de seguridad relativo tal que la probabikidad de que
el total de reclamaciones no vaya a ser mis grande que la prima 1otal ¢s igual a 0.95. Usar
aproximacién normal.

Solucidn,

Por los resultados del problema 3.2.4, se sabe que: E(S) =12, Var(§)=127.52
La prima total estd dada por:

G = (1+6)E(S).

Se esta interesado en calcular:

Pr(Total de primas > Total de reclamaciones) = PrfS < (1+6)E(S)]

Restando a ambas partes de la desigualdad £ (s ) y después dividiendo entre - Var (s)
_pr 3o ES) o GES)

Jvar(sy = \Jvar(S)
Usando aproximacién normal (formula {(15))

- cp{g E@} =095
Var(S)

Es decit, se necesita encontrar un valor de (D(x) {v.a. normal estandarizada) para el cual su
probabilidad sea 0.95. Consultando este valor en tablas de la normal, se obtiene 1.645.

Por lo anterior,
S
h%r(?é) = 1.645
v
Var(S)
E(S)
Sustituyendo los valores para E(S) y Var(S)

8 =1.645 \[2172'52 =072=72%

Despejando8, #=1.645"

Por lo tanto la prima total que el asegurador debera cobrares G = 12(1 + 0.72) = 20.64

A esta pn'mu se le conoce vorno prima de ritsgo. Cuundy la prima .im‘ftgr gustos operatipos y de admmmistracion, entonces se conoie
core primc de farifa.
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3.4. Reaseguro y reclamaciones retenidas.

El riesgo asegurado puede ser reducido por el uso de reaseguro, en €l cual otro asegurador
conocido como reasegurador actita como asegurador de la compaiia que origmalmente cubre
el riesgo, conocida como la compaiia cedente o reasegurado. La funcion del seguro es
transferir variabilidad del asegurado al asegurador. En las manos del asegurador, la variabilidad
del total de reclamaciones es reducida transfiriendo el riesgo de reasegurado a reasegurador. Es
decir, ¢l asegurador se protege asimismo conira pérdidas que surgen de reclamaciones
numerosas, grandes o catastrdficas; reasegurando grandes montos de reclamacién, con una o
mds de una compaiiia aseguradora o reaseguradora.

La razén por la cual se desea asumir un riesgo a una cierta pnma y después comprar una
cobertura de reaseguro a una ptima mayor serd explicada posteriormente. Esto produce que el

asegurador incremente su nivel de segundad.

Para introducir algunos conceptos, se usara el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.4.1.

Supéngase que en el ejemplo 3.3.1, el asegurador compra reaseguro para cubrir reclamaciones
individuales que excedan a $2. El factor de seguridad relativo para el reasegurador es 100%.

) Encontrar la varianza de las reclamaciones retenidas (es decir, las reclamaciones asumidas
por el asegurador).

b) Encontrar el factor de seguridad relativo para la compafiia cedente después de contratar
reaseguro.

Solucién.
2) Un monto de 1 por cada péliza (como se puede observar en el dlimo renglén de la
sigutente tabla) es reasegurado y el resto es retenido. La cartera es dividida como se ve a

continuacion:
. Probabilidad d i ;
Nimero de polizas 1o ifi ad de Monto de Monto retenido Monto Cedido
reclamacion = por la pot la
(m) reciamacién
(9.} aseguradora aseguradora

100 0.02 1 1 0

200 0.01 2 2 0

100 0.02 3 2 1

Calculzmos Var(X,)=q,p,u," para cada una de las polizas retenidas.
La varianza de reclamaciones retenidas es:
Var(S..) = 100(0.02)(0.98)1 + 200{0.01)(099)2” + 100(0.02)(0.08)2° =17.72
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b} Antes de reaseguro, ¢l valor esperado del total de reclamaciones ¢s:
E(S)= (100%0.02)(1) + (20040.01)(2) + (100)(0.02K3} = 12
Ya que el factor de seguridad relativo es 0.72 (ejemplo 3.3.1), la prima total cobrada por ¢l
asegurador es G = 12(1+0.72) =20.64

Este monto representa ¢l ingreso del asegurador.

En este caso ¢l asegurador compra reaseguro que representa un o gasto. El monto
reascgurado es $1 para 100 polizas con probabilidad de reclamacion 0,02, El valor
esperado del riesgo reasegurado s 100(0.02)(1) = 2.

E! factor de seguridad relativo del reasegurador es 1. El costo de reaseguro es 20+1)=2.
El ingteso neto para el reasegurador es 20.64-4=16.64.

El valor esperado de reclamaciones que el asegurador tienc que pagar es 12-2=10 (valor
esperado del total de reclamaciones menos el valor esperado de reclamaciones por ¢l riesgo
reasegurado). Por lo que, para su valor esperado de reciamaciones, el asegurador obdene
$16.64 netos. Si ' es el factor de segundad relativo después de reaseguro,
10(1+8')=16.64 & 8 = 0.664.

De maneta general supongase que @ es el factor de seguridad relativo antes de reaseguro y
Re(S) es el monto reasegurade con un factor de seguridad relativo para el reasegurador de

(6)
6()'

Entonces se puede deducir lo siguicnte:

G  =E(SX1+8) a7)
on = E[Re(S)]0+¢) a8)

(osie de reaseguro

Ingreso neto para el reasegurado=G — G, (19
Pérdida esperada para el reasegurado = £ (s)-£ [Re(S ) 20)

Si @' es el factor de seguridad relativo después de reascguro, entonces:

(Pérdida esperada para el aseguradar) ( 1+ factor de seguridad relative después de reasegura) = Ingreso Neto para el
Asegurador

(E(S)- E[Re($)D (1 + 87) = ES)E+6) - E[Re(S))1 + &) (21)

! (Jswalment ¢l fictor de seguridad relativo para el rrsegurador va o ser vt grande que aquel pard el asegurador.
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Despejando ¢ se dene:

g < FES) -ZERe(S)]

22
E(S)- E[Re(8)] 2
Como ejemplo, para ¢l reaseguro proporcional es decir Re($) = &b, se uene que:
¢ b-
g = | éaZO;paraaéﬁfya#l (23)
-

Notar que a debe ser menor a 8¢, ya que si @ > & & significaria que el asegurador va a estar
catgando una prima que es menor a la pérdida esperada.

Nota: la funcién Re(S), puede tomar diferentes formas. Si los tratados de reaseguro son
arreglados sobre una base de reclamacion por reclamacion, entonces Re{S) puede ser un
reaseguro de exeeso de pérdida & cuota parte. Si Re(S) sc aplica directamente al monto toral

de reclamaciones, se puede hablar de un reaseguro Stop Loss.
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Ejercicios, Capitulo 111

1. Considéresc un grupo de 100 polizas, cada una de la cuales tene probabilidad de
reclamacién igual a 0.02 y ¢l monto de reclamacion es igual a 6. Supdngase que dos de las
100 polizas no son independientes. Debido a que estas dos pélizas son dependientes, si
sucede una reclamacion para una de cllas también ocurre pata la otra. Encontrar el valor
esperado y la varianza del total de reclamaciones.

Resp (12,71.97)

2. En un grupo de 100 personas, algunas son catalogadas como de “alto riesgo™ (4) y el
resto como de “riesgo normal o promedio” (). La probabilidad de que un individuo,
escogido de manera aleatona, pertenezca al grupo de alto riesgo es 0.25. El monto de
reclamacién para cualquicra de los individuos en los dos grupos es exponencialmente
distribuido, pero las medias son diferentes. Ta media de I distribucion del monto de
reclamacién para el grupo de alto riesgo es tres veces mayor a la del otro grupo.
Asumiendo que todos los resgos son independientes, encontrar la razén del valor
esperado a la desviacion estindar del costo total de reclamaciones.

Resp. (7.746)

3. Considérese la siguiente cartera de polizas independientes:
Nimero Probabi]jda.q de Monio de
Reclamacion Reclamacion
200 0.1 4
100 0.2 2
100 0.1 5

Encontrar 1a varianza del costo total de reclamaciones.

Resp. (577)

Si en el problema 3, la tltima columna es la media y la desviacién estindar del monto
total de reclamaciones, encontrar la varianza del costo total de reclamaciones.

Resp. (1 227}

Encontrar la vananza del costo total de reclamaciones para una compaiia de seguros
con las siguientes caracteristicas: La probabilidad de que una persona vaya a ser
hospitalizada es 0.1. Si la persona es hospitalizada, los honorarios médicos sc van a
distribuir uniformemente sobre (2000,4000} v los otros gastos {tales como los gastos del
cuarto, hospital, etc) van a ser distribuidos uniformemente sobre {400,600). La
covarianza entre los honorados médicos v los otros gastos es 100,000, La poliza de
seguro va a reembolsar 100% de los honorarios médicos y 80% de los otros gastos.

Resp. (1,089,946 )




EJERCICIOS, CAPITULO It

10.

11

Iin ol problema 2, usar la aproximacién normal para determinar el minimo factor de
seguridad relativo necesario para el asegurador tal que la probabilidad de que el totl de
reclamaciones no exceda la prima total es al menos 0.95.

Resp. (0.2124)

En ¢l problema 6, el asegurador conmsidera reasegurar una fracciéon a de cada
reclamacién individual. El factor de seguridad relativo para el reasegurador es 0.4
Determinar el miximo valor de a tal que el factor de seguridad relativo del asegurador
después de la compra de reaseguro vaya a ser al menos 0.15

Resp. (0.2496)

En el problema 3, encontrar el factor de seguridad relativo necesario para asegurar que la
probabilidad de que el total de reclamaciones no vaya a exceder el total de primas
cobradas ¢s 0.90. Usar aproximacion normal.

Resp. (0.1811)

En el problema 3, suponga que el asegurador reasegura los montos de reclimacion
individual en exceso de 3. Asumiendo que el factor de seguridad relativo para ¢l
reasegurador es 20%.
a) Encontrar la varianza y esperanza de las reclamaciones retenidas.
Resp. (307,130)
b} Encontrar el costo por conuratar reaseguro.
Resp. (48)
¢) Encontrar la probabilidad de que ¢l total de reclamaciones retenidas no vaya a
exceder el ingreso neto del asegurador (prima cobrada menos costo del reaseguro).

Resp. (D(l .3)

El asegurador compra reaseguro para cubrir una porcién a de cada reclamacion
individual. Los factores de seguridad relativo para el reasegurador y el asegurador son de
38% y 20%, tespectivamente. Después de reaseguro el factor de seguridad relativo para
el asegurador es 18%. Encontrar a .

Resp. (0.1)

Un asegurador tiene una reserva inicial de $5. El asegurador cubre la siguiente cartera de
riesgos independientes:

Nomero Probabilida‘d de Monto c?c
Reclamacién Reclamacién
500 0.02 2
1000 0.01 4
500 0.01 3
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EJERCICIOS, CAPITULO M

a) Usar una aproximacién normal para determinar el miumo factor de scguridad
relativo, necesario para asegurar que la probabilidad de que el asegurador no vaya a
caer en bancarrora sea 90%.

Resp. (0.1993)

b) El asegurador decide comprar reaseguro que va a cubrir el exceso de 3 sobre cada
reclamacion individual. El factor de seguridad relativo del reasegurador es 25%.
i) Encontrar la varianza de las reclamaciones rerenidas.

Resp. (l 72.85)

i} Encontrar el factor de seguridad relativo después de reaseguro.
Resp. (0.19]5)

iii) Encontrar la probabilidad de que el ascgurador no vaya a cacr en bancarrota.

Resp. ©(1.327)
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CAPITULO IV

MODELO DE RIESGO COLECTIVO

4.1. Introduccién

Histéricamente, la Teorfa de Riesgo Individual surge como primera fase en el desarrolle de la
Teoria del Riesgo. En la prictica, este modelo presenta inconvenientes cuando se tratan
grandes colectividades de ricsgo v usualmente es reemplazado por un enfoque colectivo. Es
cuestién de probar cuando, en la introduccion de los fundamentos de la Teoria del Riesgo, es
preferible empezar con las unidades de riesgo individual y los eventos que aleatomamente
surgen en ellas o moverse directamente 2 la descripcion colectiva del proceso de reclamacion.

El proceso de reclamaciones se puede describir de forma general en las siguientes etapas:

o La primeta, en la cual un evento aleatorio causa una pérdida inesperada, provocando un
problema tanto para los individuos afectados como para la sociedad.

+ La segunda, en la que ¢l asegurado da aviso a la compafiia de seguros de la pérdida sufnda,
con el fin que se le repare del dario.

+  Latercera, en donde la compaiiia aseguradora evalua la gravedad del dafio ocurnido.

+ Finalmente, la compaiia de seguros establece la cantidad que habré que pagar para reparar
el dafio.

Cada uno de estas reclamaciones es registrada en los archivos de la aseguradora, por lo que
cuando el actuario tene la necesidad de estudiar Ia distribucion de probabilidad de las pérdidas
indeterminadas, cuenta con dos fuentes principales de informacién:

«  Elnimero de reclamaciones.”

. Los montes de reclamacién, @

Este estudio llega 2 ser impottante por diferentes razones, entre las cuales se encuentran:

1. Ganar una mayot comprension de como se distribuyen las pérdidas y en partcular,
impacto que provocan las grandes reclamaciones.

2. Estimar el efecto de deducibles.

3, Calcular el costo de distintos contratos de reaseguro

4. Combinar las distribuciones del monto y némero de reclamaciones, para estimar el
costo total de reclamaciones.

5. Comprender el efecto de los sistemas para tarificar.

) [ prendiénidose somo nibmero de reclamaciones, ef riimerv dt aovdentes sobre los cuales la aseguradora tient gue pagar un PRI por
la reclamacion ocurrida,

R) E1 mronte def dario e5 lo que ke costaria al asegurada resarar ks pérdida por su propra cwenta. Ll monto de reclamaciones e o que
acordd ¢f asegurado con [a useguradora que s¢ ke babria que pagr of momenio de ks ocurreniaa de an evenlo asegurady,
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El propésito principal de este capitulo ¢s ¢f esrudio del costo total de reclamaciones, ¢l cual se
representa por la siguiente férmula:
S=¥LX,
Donde:
S, esla v.a. que representa ¢l costo total de reclamaciones.
X,,es la v.a. que representa el monto de reclamaciones.

N, es la v.a. que representa ¢l nimero de reclamaciones.

4.2. El nimero de reclamaciones.

El comportamiento de la variable del nimero de reclamaciones “ N ” se puede deseribir en
términos de su distribucion de probabilidad, la cual es determinada por las probabilidades:
Sn(n) =Pe(N =n)

Las tres distribuciones mis comunmente utilizadas para el nimero de reclamaciones son la
distribucién Poisson, la distribucién Binomial Negativa y la distribucién Binomial, ya que ellas
son las mis faciles de trabajar y tanto sus propiedades como sus caracteristcas son conocidas.
A continuacidn se da una breve explicacion de cada una de ellas.

4.2.1. Distribucién Poisson (Ley de probabilidad Poisson).

Las reclamaciones de seguros ocurren como una secuencia de eventos alcatorios de manera tal
que no es posible pronosticar el Hempo exacto de ocurrencia ni el ndmero exacto de las
mismas.

Si se puede asumir que las reclamaciones ocurten independientemente una de otra, entonces el
miimero de reclamaciones en un periodo de tiempo dado es distribuido como una v.a. Potsson.

Una variable aleatoria X (la cual toma valores no-neganvos) se dice que tiene una distribucién

Poisson con parimetro 4 st
i

PN =n) = l ,n=0l.2,..; 4i>0 )

. Parimetros. 4, el cual representa ¢l numero esperado de éxitos por unidad de tempo.

» Caracteristicas.

La media, varianza, sesgo, curtosis y funcion generadora de momentos son definidos por las
siguientes relaciones:

E(N) =u=p, =29 @
Var{N) =4 3

A, puede representar la tasa de sortalidad, la tusa de sniestrafidad, b tasa de ovsrrenca de s accidente 6 ef nimere de Numadas
telefinicas en sna hora pary derta compania.
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!

Y=, 4
1

o= T 6

M (1) = explafe’ -1)] ()

Si se requiere una distribucién en la cual I media sea igual a la varanza, entonces la v.a.
Potsson es la adecuada

«  Propiedades.

La distribucién Poisson tene dos propiedades importantes:
1. Existe un Gnico parimetro (4}, denominado “nimero medio de reclamaciones”, el cual s¢
tiene que estimar y caracteriza por completo a la distribucion.
La distdbucién del niimero de reclamaciones puede asi ser proyectada rpida y facilmente.
2. Aditividad. La suma de variables aleatorias Poissan se distribuye como una va. Poisson. Si

. .. . ™
ks kypnk, son vanables aleatorias independientes, entonces su suma k=z k, es

1= |
Poisson con parimetro igual a la suma de los pardmetros, es decir, si la distribucion para
cada riesgo en una cartera es Poisson, entonces el niimero de reclamaciones para la cartera
es también una v.a. Poisson.

Tres condiciones® son el fundamento para la hipétesis de que la v.a. del nimero de

reclamaciones es Poisson:

a. El nimero de reclamaciones que pueden ocutrir en dos intervalos de tiempo disjuntos, son
independientes (Independencia de inczementos).

b. No mis de una reclamacién puede surgir del mismo evento {exclusidn de multiples
reclamaciones).®

c. La probabilidad de una reclamacién en cualquier intervalo de dempo, es proporcional a la
longitud de ese intervalo.

Si se cumplen estas condiciones, entonces el niimero de reclamaciones que ocurren en un
intervalo de tiempo fijo es Poisson.

Existe un punto importante que hay que notar, si se relaja la tercera condicién y s¢ asume gue
el parimetro Poisson A, es una v.a. con um distribucion Gamma, entonces se pucde
demostrar que la distribucién resultante es una distrbucion Binomual Ncgativa(('), la cual a
continuacion se describe.

1 Con el fin de considerar estar vondiciones, €5 necesariy enfatizur Lz diferencia enire eventos y reclamaciones. Un evento priede generar
sn migero de reclamacianes; por ejesplo, vuande dos vebioulos chocan o tuando s Frcendio se extiende a edificior udyacentes.

9 g condicion (b), puede expresarse como: “la probabifidead de que und relinaain ecurra en wn puarto del tiempo fija, es igual a
cer. " (Exvlusidn de puntos en el liempo especiales)

G, JH. Pollard, Introductory statistics with aplicaqones tn penerof insurnce.
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4.2.2. Distribucién Binomial Negativa.

Cuando la varianza del nimero de reclamaciones excede su media, la distnbucion Poisson no
es apropiada. En esta situacién, el uso de la distribucion binomial negativa es sugenido.

Una vatiable aleatoria discreta N se dice que gene una distribucion binomial negativa con
parimetros r y p, si:

Pr{N =n}=Pr (n es ¢l nimero de pruchas antes de que - éxitos sean obtenidos)

ren=1) | "
-—{ " }p (1-p);n=012,. O

+ Parimetros. r>0
Ocp<l.
Donde p, representa la probabiidad de que ocurra un €xito.

7, es ¢l pardmetro que determina el nimero de éxitos obtenidos en 71 intentos.
» Caracterisiticas.

La media, la varianza v la funcién generadora de momentos son dadas por:

Evy="0-P1 " ®)
PP

Var(N) = r(lp—zp) = ri &

p
™MC(N) =" [1+2 "]
P P

=" (1+(6+3r);',]

p

M,(r)=[}_"’qe,} a0

» Propiedades.
La distibucién Binomial Negativa ticne también propiedades muy dtles. La suma de n

variables aleatorias independientes Binomial Negativas, cada una con paramewos p y r, es
por si misma una v.a. binomial negativa, con parimetros p y nr.

A menudo la aplicacién mids importante de esta distribucion, ¢n lo que conciemne a las
aplicaciones de seguros, se relaciona con Ia distribucién de Ia frecuencia de reclamaciones
donde los riesgos no son homogéneovs.
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4.2.3. La distribucién Binomial.

Otra distribucion que surge en muchas aplicaciones pricticas es la distribucion binomaal. Se
podria definir como el ntimero de éxitos en # pruebas, con probabilidad p de que ocurra un
€XI10.

Su funcién de probabilidad esta dada por:
n =X
Pr(N:n):[x}p'(l—p) an

- Parimeuos. La distribucién binomial tene 2 parametros n1 v pioa=012.. O<p<l.
»  Caracterisucas.

La media, varianza y f.g.m. de la distribucién binomial, son dadas por:

E(N)=mp (t2)
Var(N) =np(l - p) (13)
TMC(N) = rpglg - p)

p, =3n"p'q’ +npg(l-6pg)

M, (I) = (Pe' + Q)»
Ya que 0 < p <1, la binomial tiene varianza menor a Ia media.

+ Propiedades.

Si una secuencia de variables aleatonas independientes {X,;J': l,2,...,n} son tales que cada
X,,dene una distibucion binomial con parimetros m, y p, entonces la suma
X, 4+ X, +..+X, cs una variable binomial con pardmetros m +m; +..+m, ¥y P Esto

significa que para una » grande, la v.a. binomial es aproximadamente normal por medio del
Teorema del Limite Central.

En el caso especial de que n =1 (expresion (11)), la variable aleatoria resulaante se le conoce
como vanable aleatoria Bernoulli o variable Indicador.

La v.a. binomial puede surgir en algunas aplicaciones de seguros. Por cjemplo, suponga que
una cartera de n riesgos es tal que cada resgo tiene una probabilidad p de que suceda una
reclamacién y probabilidad 1- p de que no sucedan reclamaciones. Entonces ¢l namero de
reclamaciones es una variable aleatoria binomial con parimetros n y p.

Otra propiedad importante de la distibucion binomial es que para # grande y p muy pequena,
Ja media de la disuibucion binomial y la varianza legan a ser iguales por lo que la distribucion
pende hacia una v.a. Poisson.

A continuacion se estudian los modelos correspondientes al monto de reclamaciones.
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4.3. El monto de reclamaciones

Considérese la siruacién donde los montos de reclamacion pueden varar, Fl monto de
reclamacidn ¢s la suma de lo que el asegurador tiene que pagar en la ocurrencia de un incendio,
un accidente, la muerte de una persona o algin evento asegurado. (En el seguro de vida ¢l
monto de reclamaciones es usualmente fijo en vez de ser aleatorio).

Se puede decir que el monto de reclamacién varia conforme a ciertas leyes de probabilidad, las
cuales dificilmente siguen formas unicas. No existe una regla o principio que sugiera que el
monto de una pérdida debe de distribuirse de una forma en particular™. Se trata de una

cuestion de encontrar una distribucion que provee un ajuste satisfactorio®.

Diversas distribuciones han sido utilizadas bajo fundamentos empiricos, ninguna de las cuales
ha proporcionado un excelente ajuste posiblemente debido a las distorsiones producidas por el

agrupamiento de los datos y a las condiciones de la poliza. Sin embargo, 2 partir de ellas sc
pucden hacer deducciones que son de gran utilidad.

Los rasgos mis notables de las distribuctones del monto de reclamacién son los siguientes:
. Son unilaterales: no pueden surgir montos de reclamacion negativos”.
. Son altamente sesgadas: generalmente se extienden hacia la derecha®™.

Las tres distribuciones para el monto de reclamaciones mds cominmente encontradas en la
literatura son: la distribucién lognormal, la distribucidn Parcto y la distribucién Gamma, de las
cuales se habla a continuacién.

4.3.1 Distribucién Lognormal.

Una distribucién frecuentemente usada para el monto de reclamaciones es la distribucion
normal-logaritmica o brevemente lamada lognormal. Esta distribucion es posinvamente
sesgada, lo cual representa un rasgo importante de las distribuciones det tamafio de
reclamacion.

La distribucién lognormal es una transfortacion logatitmica de la distribucién normal.

Una v.a. X se dice que tienc una distribucion log-normal con paramettos g yo,s1 ¥ =InX
tene distribucion normal con media g y desviacion estandar .

) ] g determinacion de la distribucion del tamario de la reclamacion puede ser constderada vomo nna displing separada en iu propie
derecho, aplisands fos métedos de estadistica. Cfr. Robert 17, Hogg et al, Lo Distrbutiony.

# Pyedy eistir un grad juste afrededor de la forma de la curve, pero la forma de la cola de reclamaciones e5 nualmente vaga debida
o ln ausencia de un mimery suficiente de reclamacioner, Se cartie de informacion sobre reclantacionzs excesivamente grandes, Lar (nales
1¢ pueden observar como Jos puntos de probabilidad sobre la colu derecha de la distribucién

™ A pesar de que preden surgir en los archivos de lar computudoras a en eiertas lineas de seguto.

M Ef eqgo o5 of grado de aximeiria o Jalta de asimetria, de wna disinbucidn. St lt distribuiion es afméinica y ks sola dr la
distribucion s¢ extiende en b direccidn de Jos valores positive o Jo lurgo de lu recta de for nimero rrales, lo distribuctin tene un 2500
pasitivo. En ¢l cuse contrarto se dice que b distribucion tene un sesgo negative.
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La funcion de densidad de probabilidad luce algo imponente, afortunadamente rara vez se
tierie que usar:

2
= exp-—l[lnx_'u] x>0 (14)
ox27x 2 Ies

+ Parimetros. —@< g<w y o >0
» Caracteristicas.

La media y varianza de la distribucion log-normal som:

E(x) = exp(y + ":) (15)
Var(X) = exp{2 +20*)-exp2u + o) (16)
u' = cxp[ry+ ;rzo'zJ

Mx(t), no es utl debido a que se convierte en una expresion muy comphicada de manejar

matematicamente.

En la figura 4.1 se ilustra la distribucién log-normal con pardmetros 4 = 1.5, 0 =04 enun
rango de valores para x de 0 a 12. Las diferentes formas de la curva de la funcidn log-normal
son trazadas en la siguiente figura para diferentes valores del sesgo. Ver figura 4.2

Esta distribucion cubre muy bien el rango principal de montos de reclamacion, pero tiende
a dejar de funcionar rapidamente en los valores mds altos de la distribucion.

Algunos actuarios prefieren ajustar el monto de reclamaciones a la distdbucién Pareto, la cual
se explica a continuacién.

Fig. 4.1 Distribucién lognormal con parimetros ¢ =15, o =04
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Fig. 4.2 Formas de la grifica de la distribucién lognermal
con p =10, ¢ =50 para diferentes valores del sesgo.

4.3.2 Distribucién Pareto.

Otra de las distribuciones mis frecuentemente usadas para la distnbucién del monto de

reclamacion es la Pareto."”

La experiencia ha demosirado que la formula de Pareto es 2 menudo un modelo apropiado
para la distribucion del monto de reclamacion, particularmente donde grandes montos de
reclamaciones ocurren.

Un reasegurador no puede errar en ajustar la distabucién de los datos de la reclamacién y en
estimar la probabilidad de que ocurran montos de reclamacion grandes. El reasegurador
necesita una distribucién que no se acerque a cero ripidamente y para este propdsito la cola de
la distribucién Pareto es a menudo mas satsfactoria que la cola de la distribucion log-normal.
Ver figura 4.3.

La distribucién Pareto, la cual es posidvamente sesgada, dene una funcidn de densidad de
probabilidad dada por:

70= () sx o7

* Parimetros. a >0y >0

» (aracteristicas.
La media y varianza de la distribucion Pareto son dadas por:

ey =P das (18)
a-1
_ap [ ap |

Var(X)_(a—2)+|:(a—l):| ,510.'>2 (19)

U F i distribucion tanbién ba encontrade aplicacdn en modelar problemas que involucran la distribucidn de ingresos cuando for
ingresos exceden un vierto Lmite.
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Fig. 4.3 Funcidn de distribucion Pareto

{1) Distrbucion Pateto con parimetros & =3

{2) Distribucidn Pareto con pardmetros @ =

@) Distribucion Pareto con pardimetros a =3 y

p=2
p=2
(3 Distibucién Pareto con parimetros a@ =3 y f=3
p=4
g=4

(5) Distribucién Pareto con parimetros a=1y

L} a'
w=%
a-—-r

M (¢}, no existe.

, paratoda @ >r

Para que la media exista @>1 y para que la varanza exista a > 2. Estas restricciones
significan que en la prictica, la distribucién es mis dificil de usar que la distribucion log-
normal.

La distribucién Pareto se acerca a cero mucho mis lentamente que la distribucién log-normal y
asi es mucho mis segura de usar® para estimar primas de reaseguro con respecto a
reclamaciones muy grandes,

4.3.3. Distribucion Gamma.

Otra distribucién del monto de reclamaciones que es apropiada en ciertas circunstancias, es la
distribucién Gamma. Esta distribucion cuenta con una flexibilidad muy buena sobre el rango
principal de los montos de reclamaciones, pero al igual que la distribucién log-normal, tiende a
no estimar de forma correcta la cola derecha de las reclamaciones.

La distribucién Gamma es una distribucidn continua, la cual encuentra aplicaciéon en

numerosas areas det seguro. Su funcion de densidad de probabilidad estd dada por:

P Sin embargo, debe de notarse gue et distribucion wo da un gfuste salisfactor sobre ef rango total de los montos de reclamaciones.
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B e C0tx<om
flx)= r(05)(;&) exp(- f); 0<x< (20)

Donde los parimetros & y f deben de ser mis grandes que cero 'y I'(@)es un nimero que
depende de a, el cual cumple con la siguiente relacidn Ta)=al
. Parimewos. @ >0, #>0,endonde @ es un nimero entero positivo.

» Caracteristicas.

La media y la varianza son respectivamente:

E(x)="% @)
B

Var(X)= & @2)

ar ﬂ"

'= E(X')— F(a +7r)

- BT(a)

M ()= (ﬂﬁ-lJa para 1< (3

La versatilidad de la distribucién es evidente en la figura 4.4, 1a cual demuestra a la funcién de
densidad de probabilidad para combinaciones diferentes de parimetros a y £ .

Fig. 4.4 Funci6n de distribucién Gamma

(1) Distribucién Gamma con parametros @ =1y =03

(2) Distribucion Gamma con parametros @ =2 y f§ =0.6
(3} Distribucion Gamma con parimetros @ =4 y =056
(4) Distribucién Gamma con parimetros @ =2y =03

Cuando @ =1, la funcién de densidad toma su valor mas grande en x=0 y declina
posteriormente. Para otros valores de @, f(x) es cero en x =0, crece a su maximo y despuds
cae. La distribucidén no es simétrica y es posiivamente sesgada. En la medida que a
incrementa, el sesgo decrece y la distribucién se vuelve mds simétrica.

l.a suma de n variables aleatoras independientes ¢ idénticamente distribuidas como gamma
tiene parametros ne y B
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4.4. Distribucion del costo total de reclamacidn.

En términos estadisticos la distribucion del nimero de reclamaciones y la distribucion del
monto de reclamaciones se combinan para dar la distribucién del costo total de
reclamaciones.' A continuacidn sc estudiari e] modelo de Riesgo Colectiva, ¢l cual trata del
estudio de dicha distribucion.

4.4.1. Modelos Compuestos de Riesgo.

El modelo de Riesgo Colectivo es caracterizado en términos de una cartera como un todo en
lugar de en términos de pélizas individuales comprendidas en la cartera,

Bajo este enfoque el costo total de reclamaciones bajo ¢l periodo de estudio (§), es visto como

una suma aleatoria de la siguiente manera:

S=X +X, 4.+ Xy =20 X, (23

Donde:
X

"
severidad de reclamaciones)

N, representa el nimero de reclamaciones producidas por una cartera de polizas en un
periodo de tiempo dado (distribucién que refleja Ia frecuencia de reclamaciones).

representa el monto de la i-ésima reclamacién (distribucién que refleja la

Interpretando la férmula (23), el costo total de reclamaciones es la suma de un nimero
aleatorio de montos de reclamacién aleatorios.

E! objetivo de esta seccién  serd encontrar una expresion para la funcién de probabilidad del
costo total de reclamaciones S en términos de las probabilidades para el nimero de
reclamaciones y la distribucién del monto de reclamaciones, lo cual se hace a continuacién®™.

El evento [S £ 5] puede ocurrir cuando se presenta una de las siguientes posibilidades:
Si: # =0, entonces no existen montos de reclamacién.

n=1, X, <5

n=2,X,+X; 55

n=3, X +X;+X;5s

eic.

Asumiendo que los montos de reclamaciones individuales X, son independientes de la

variable para el nimero de reclamaciones Ny aplicando las reglas para la suma y
multiplicacién de probabilidades, Ia funcién de distribucién de § puede ser escrita como:

4 A este proceso se Je conoce come combinacién o composicion, La distrbucion compuerta resultante se ke wombra en términes de ks
distribucidn del neimero de reclamaciones.

09 May que distinguir claramente entre o monto de anu reclamaciin individual y el monte tolal de reclamacones. K1 monto de wna
reclamacrdn individual er fo que se puga por polizu en el evenio de unu recbamacian. 13/ total de reclamacione es o que e paga para ¢f

oo de polizas.
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F(s)=Pr($ < 5)= 51, Pr(N = k) Pr{E ¥, <5) (24)

Para que este resultado se sostenga, ¢s necesario que las variables del monto de la reclamacién
individual, sean independientes de la variable aleatoria para el nimero de reclamaciones. Las
hipotesis de independencia entre ¢ nimero y ¢l monto de reclamaciones asi como la
independencia mutua entre los montos de las reclamaciones puede ser contradictoria en la
reafidad"?.

Ademis dec la independencia entre ¢l nimero de reclamaciones (N) ¥ el tamafo de
reclamaciones (X}, se asume que las variables aleatorias para el monto de reclamaciones son
también mutuamente independientes e idénticamente distribuidas cada una teniendo la misma
funcién de distribucién: 9

F(x)=F,{x)

La independencia mutua de las varables del tamafio de reclamaciones X, v la varable del
ntimero de reclamaciones N significa que la probabilidad de una reclamacién individual siendo
de un monto particular, no es afectada por el nimero de reclamaciones que han ocurrido y
tampoco por los montos de otras reclamaciones. Como consecuencia, la funciéon de
distibucion £, de una vatiable aleatoria compuesta 5, es completamente determinada por la
distribuci6n del nimero de reclamaciones y la distribucion del tamario de la reclamacién.

Mis precisamente, para una v.a. § la férmula (24) se puede escribir como:
Fy(s) = T, Pr(N = O)F, ™ 5) (29)
Donde:
Pr(N =n), representa la probabilidad de que n reclamaciones surjan en un periodo
especifico de dempo fijo.

F*{(s) =Pr{ZLX‘ Ss} 0D &5 la k -ésima convolucién de F,(x) evaluada en el

punto s.

Supéngase que si una reclamacién ocurre, ¢l monto de reclamacién es positivo. Entonces S
puede ser cero unicamente si no existen reclamaciones. También se puede suponer que hay
reclamaciones de monto cero, en cuyo caso para propositos de facilitar los calculos no se

consideraran”. De esta forma se tiene que:

1'% Para mdyor referendia véase la nota af pie de pdgina 10 del Capitulo 1.

0% Una va. S que satisface estas bipétesis es lamad;

una v.a. ompuesia y i distribagen es Maroda distribuciin compuesta.

3 Dado gue Xy X 55eees Xy cutnitan con la méisma disiribucion, enlonces se liene gue:
Pr(z:;l X, < .s‘) =Pr{x, + X;+..+ X, s s)=FeF e s F(5) =F"(s), b owal rpresenta la N -dsimat

comwiucidn de F ¥ (x ) evaluada en ef punto S .
54| g reclamaiones de raonto cera twrgen en algunos coniextos de seguros. 5§ una compariia registra fodas lag reclamuciones que Je
son pmrm!ada: "y afgunas de ellas son rechagadus, ef costo nete de ka reclamacidn e cero. Qtra situacion similar surge euando d unu
reclimaion se le apfica an deducble, para ef ceal ef asegurader finteamentt paga b porddn de ko reclamacidn en exceso del deducible,
Cuande no se pagan las reclamacionss debido a b existentiu de un dedwiible, surge sna reclamacion de monto cero. Este tipo de
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Pr(5 =0) = Pr{N = 0) (26)

De Ia misma manera que se obtuvo Fy{x) se puede obtener la funcion de densidad de la
varable aleatoria S,

£.(x) = \;o 1. (x)PHN = n) @7

Donde:
L) = fefr fo(x)=Pr{X, + X, 4.+ X =x)
b
wpy 0 x=0
/. (x)-{l w20

Ejemplo 4.4.1.

En un seguro de gastos médicos el cual cubre 2 los empleados y a sus familias, la prima para
cada empleado es la misma independientemente del nimero de miembros en la familia. La
compaiifa de seguros ha compilado estadisticas demostrando que el costo anual de los gastos
meédicos para los beneficios proporcionados por el plan tiene la siguiente distdbucién (dado
en muldplos de $250):

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
fe(x) |0.150] 0200 | 0.250 | 0.125 | 0.075 0.050 | 0.050 [ 0.050 | 0.025 | 0.025

Ademis, la distribucién del nimero de personas por certificado de seguro (es decir, por
empleado) que reciben seguro de gastos médicos en cualquier afio tiene distribucion:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Pr(N = n) 005§ 010 015 ] 0.20 | 0.25] 015 | 0.06 | 0.03 | 0.01

Caleular Ia distribucién del costo total de reclamaciones por afio de los empleados en el grupo
asegurado.

Solucién.
Usando ecuacion (27), el costo por empleado es:

3
Ssxy =Y PN =n)f " (x)

n=0

La distribucién hasta montos de $5250 ¢s dada en la tabla 4.1. Para obtener fy(x}, cada
renglén de la matriz de convoluciones es multiplicado por las probabilidades del dlimo
rengldn de I tabla 4.1, y los productos son sumados.

62




IV, TEORIA DEL RIESGO COLECTIVO

Tabla 4.1. Marriz de convoluciones de (S) .
O SR PR VA TR ER G A EAS EA Q1 PAC)
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0.05000
1 0 0.150 0 0 0 0 0 0 0 0.01500
P 0 0.200 | 0.02250 G 0 Q 0 0 0 0.02338
3 0 .250 | 0.06000 | 000338 0 0 1] 0 0 0.03468
4 0 0.125 | 0.11500 | 0.01350 | 0.00051 0 1] 0 0 0.03258
5 0 0.075 | 0.13750 | 0.03488 | 0.00270 | 0.00008 0 0 0 0.03579
6 0 0.050 | 0.13500 | 0.06144 | 0.00878 | 0.00051 | 0.00001 ¢ 0 0.03981
7 o 170050 | 0.10750 | 0.08569 | 0.01999 | 0.00198 | 0.00009 J0.00000] 0 ]0-04356
8 ] 0.050 | 0.08813 | 0.09750 | 0.03580 | 0.00549 | 0.00042 ]0.00002] 0.00000 }0.04752
9 0 | 0025 | 0.07875 | 0.09841 | 0.05266 | 001194 | 0.00136 |0.00008] 0.00000 [0.04903
10 0 | 0025 | 007063 | 0.09338 | 0.06682 | 0.02138 | 0.00345 | 0.00031] 0.00002 |0.05190
11 0 1] 0.06250 | 0.08813 | 0.07597 | 0.03282 | 0.00726 |0.00091] 0.00007 ]0.05138
12 0 1] 0.04500 | 0.08370 | 0.08068 | 0.04450 | 0.01305 |0.00218} 0.00022 |0.05119
13 0 0 0.03125 | 0.07673 | 0.08266 | 0.05486 | 0.02060 |0.00448] 0.00060 [0.05030
14 0 0 0.01750 | 0.06689 | 0.08278 | 0.06314 | 0.02930 |0.00808] 0.00138 | 0.04818
15 0 0 0.01125 | 005377 | 0.08081 | 0.06934 | 0.03826 {0.01304] 0.00279 ]0.04576
16 1] 0 0.0075¢ | 0.04125 | 0.67584 | 0.07361 | 0.04677 [0.01919} 0.00505 |0.04281
17 [ 0 0.00500 | 0.03052 | 0.068t1 | 0.07578 | 0.05438 |0.02616] 0.00829 ]0.03938
18 0 1] 0.00313 | 0.02267 | 0.05854 | 0.07552 | 0.06080 |0.03352] 0.01254 |0.03575
19 0 0 0.00125 | 0.01673 | 0.04878 | 0.07263 | 0.06573 10.04084] 0.01768 |0.03197
20 0 0 0.00063 | 0.01186 | 0.03977 | 0.06747 | 0.06882 10.04775] 0.02351 ]0.02832
21 0 0 0 0.00800 | 0.03187 | 0.06079 | 0.06982 [0.05389] 0.02978 10.02479
pelv-n)| 005 | 010 | o015 | o020 | 025 | 015 | oos | 003 { 001
n 0 1 2 3 4 5 6 7 3

4.4.2. Propiedades de las distribuciones compuestas.
al Funcién generadora de momentos.

El propésito de este apartado es encontrar una expresion para la Egm. de la v.a. compuesta §
en términos de las funciones generadoras de momentos del nimero de reclamaciones y del
monto de Ia reclamacion, dado que todas las variables aleatorias para el monto de reclamacién
se distribuyen igual.

Si § es una v.a. compucsta con una variable del nimero de reclamaciones N, entonces bajo la
condicién de que N =n, la fgm. condicional de § es:

MS(SIN :n) = M.\'.-J\'p ox. (.S)
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Si todas las X, tienen la misma distribucidn.

=[nm, () 28
Donde:
M, (I), denota la funcion generadora de momentos de la disuibucion del monto dela
reclamacion.

La funcién generadora de momentos de § se puede expresar como sigue:
M, (1) =E[e* ] = E{E[* V) = E[E(ﬁ e*’-';N)] = E[M, ("] = E[e"™ ]
=l
=M,(inM, (1) 29)

Aqui M, () es la funcién generadora de momentos para la funcién de densidad de
probabilidad para los montos de reclamacién individual.

La varianza y la esperanza se pueden obtener de la ultima expresion. A continuacion se ve una
forma alterna para encontrar la esperanza y varianza de §.

b) Esperanza y Varianza.

El valor esperado de cualquier varable del total de reclamaciones S es simplemente el
producto del nimero esperado de reclamaciones £(N) y el monto medio de reclamaciones

E(X), lo cual se demuestra a continuacion.

Demostracion.

El primer punto a notar es que dada una N =n, entonces § es una suma de n vadables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas como X, es decir:

(S‘{N:n) =X +Xy+..+ X,

Esto tmplica que E(S|N =n} = E(X, + X3 +..+ X)) =nE(X) y por lo tanto se tiene que:

E(S) = E[E(SIN)] = 3PN =m)E(S [N =n) = T PN = m)|nE(X)]

= E(X)S nPr{N = n) = E(X)E(N) (30)

Asimismo, la varianza de la v.a. para el costo total de las reclamaciones es igual 2 la varanza en
el nimero de reclamaciones multiplicado por el valor esperado del monto de reclamaciones
elevado 2l cuadrado mas el producto del valor esperado en el nimero de reclamaciones por la
vatianza en el monto de las reclamaciones individuales.

Demostracion.
Usando el hecho de que las X,'s son idénticamente distribuidas ¢ independientes, sc tiene
qUCZ

Var[SIN:n]=Var(X, +X,+..+ X))
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Por la propiedad de independencia
=Var(X,) +Var(X,) +..+ Var(X,)

Dado que son variables aleatorias idénticamente distribuidas

=nVar( X)

De manera general se tiene:

Var(S|N = n) = nVar(X)

Aplicando la férmula para la varianza condicional de §':
Var(S) = Var[E(S | NY| + E[Var(S | N)] = Var[NE(X)] + E[NVar(X))]
= E(XY Var(N) +Var(X)E(N) (31)

La expresion (31) para la varianza del total de reclamaciones es la suma de dos componentes,
donde el primero se atribuye a la variabilidad en el nimero de reclamaciones v el segundo a la
variabilidad de los montos de reclamaciones individuales.

Ejemplo 4.4.2.

Suponiendo que la distribucién del monto de reclamacion es exponenctal con media 2 y el

nimero de reclamaciones es distribuido geométricamente con media 5; encontrar  E{S),

Var(S) y M(1)

Solucidn.
La distribucién del monto de reclamacion es exponencial con E{(X)= py =2 y Var(X}=4.

Para una distribucion geomérica (ver formula (57), capitulo 2), EW) = 7 y vary = 9.
P p

i
5

Yaque g+ p =1, entonces

1 s 1Y(36) 6
= = ¥ NYy= =
g=g P=g Y Vart) (6][25] 25

Se sabe que q_
p

De ecuaciones (30) y (31) de este capitulo

E(S) = E(X)E(N) = i s Var(S) = EX(X War(N)+ Var(X)E(N) = 4[2]4— (21)[265] = ;‘;

Para calcular M {t), primero utilizamos la ecuacion (51) del capitulo 2 para obtener M {1). Ya

1
que E(X)=2,elvalorde § es 5 , asi:

wo=() ()0
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IV. TEQRIA DEL RIESGO COLECTIVO

Utlizando la ecuacién (29) de este capitulo,
M ()= M, (in M (1))

Debido a que ¥, es una distribucion geométrica , por ecuacion (50) capitulo 2.
S

1 _qeluu‘u)
O

1-gM (1)

Sustituyendo el valor de M, (¢)

_ P =p(l-2r)
l_ﬁ_‘lz,) l—2f—q
=p(l—2:)_l—2r
p-2[ 1_2!
P
5
Yaque p=
que p 6
1-2¢
M ()=
5@ |l
5

Otra forma de obtener no solo la media y la varianza sino también el tercer momento central
del total de reclamaciones es por medio de la serie de Maclaurin para In M (1),

I, (1) = In{l-2) - l“[l _(nﬂ

5t

Usando 1a serie (4) del capitulo 2

_ %Y} -1y 5 1, 3,
NPV o) L o) B +(1 ]H[lz]r +(12J: .
2 3 5 5) 2 5} 3
Factorizando términos comunes
2} [44];’ [1456)."
= [+ + +
5 25)2 125 )6
2 ]
El coeficiente de ¢ es E(S), ¢l coeficienie de 12 es la vardanza y el cocficiente de ’6 es el

tercet momento central.
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IV. TEQORIA DEL RIESGO COLECTIVO

Ejemplo 4.4.3.

Si en el ejemplo anterior, la distribucién del monto de reclamacidn, en vez de ser exponencial,
. . o ] 1 o

es discreta con la siguiente distribucién [, (1}= 5 v £y (2)= 5" Encontrar Ia probabikdad de

que el total de reclamaciones sea menor o wgual a 2.

Solucidn.
Esta probabilidad se obtendrd por medio del uso de la f.g.m. de S.

La fgm. para ¥, es dada por formula (57) del capitulo 2
M, (t) = 7

| - ge
La fgm. de X se obtiene por medio de Ia formula {44) del capitulo 2.

()

Usando la férmula (29) de este capitulo.

i

Ms(’)= MN[lnMx(t)]
5

e -

5{ I S
= 1- e - e
61 12 12

Usando la serie geométrica, ecuacion (2}, capitulo 2
) NG R U N NS A |

= <1+ e+ e |+ e+ e + ..
6 12 12 12 12

Para calcular las probabilidades de que el costo totat de reclamaciones sea menor o igual a2, no

se necesitan aquellos términos mayores a e, por lo que:

M‘.(f):-s v Lo Levi by
’ 6 12 12 144

S l P ]3 1 )
=" |1+ e+ e’ +..
6 12 144

De esta forma se tienen los sigulentes resultados:

£00= g3 F)= [2)(112); 1) [2][11434]

. 5(169 845
5 d (i} desde i = 0 hasta 2, se obtiene el res ltado deseado: F {2)= =
urmando fy{i) desde § asta 2, se obuene cof resulia eseado &( ) 6(144) 264
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IV, TEORIA DEL RIESGO COLECTIVO

Mientras que el proceso de composicion ¢s relativamente facil de enunciar, todos hasta los
casos mds simples, involucran calculos muy laboriosos.

En Ia prictica, la convolucién y la composicién no pueden ser utilizados muy ficilmente y las
formas analiticas de convoluciones y distribuciones compuestas no se pueden tratar, para lo
cual se utlizan métodos recursivos o de aproximacién. Aun si las formas de las distribuciones
bisicas son asumidas, es usualmente necesario usar aproximaciones para obtener resultados
numéricos.

Los cilculos numéricos de la funcion de distribucién compuesta del costo total de
reclamaciones, pueden sobrepasar las capacidades de almacenamiento y de proceso de una
computadora. Sin embargo, existen otros métodos alternos para el cilculo de la funcion de
distribucién, los cuales se discuten conunuacion.

4.5. Métodos para obtener la funcion de densidad del costo total de
reclamaciones.

4.5.1. Método de recursion.

La técnica mas importante para calcular la funcién de densidad de probabilidad del costo total
£.(x} de reclamaciones adicional a la composicién y a la convolucién, es la de recursion.

El método de recursién mas cominmente usado ¢s la formula de recursion de Panjer, la cual
se estudiara a continuacion.

« Férmula de recursion de Panjer.

Panjer ha demostrado que las probabilidades de la funcién compuesta pueden ser calculadas
usando el siguiente algoritmo:

O I b TSR 2

Donde:
/5(0)=Pr(N =0)
p(k) es la probabilidad de que el monto de reclamacion sea k.
I (x) es la probabilidad de que ¢l costo total de reclamaciones sea x.
ayb, son constantes que dependen de la distribucién de frecuencia de la reclamacion.

. Hipotesis de Ia férmula de recursion.

1a familia mas importante para la distribucién del moénto total de reclamacién para la cual ¢l
método de recutsion es aplicable, puede ser especificada por las siguientes condiciones:

9 Pty firmuls puede verse como Lt convolucin de XYy f o+ 10 afpunos coefistentes adicionales.




IV, TEORIA DEL RIESGO COLECTIVO

a) Las probabilidades del nimero de reclamaciones obedecen la formula de recursion:
b
P, = [a + ]p"_. para n =123,
n

Donde ay b son constantes las cuales varian conforme a la distribucién del ndmero de
reclamaciones. o

Es importante aclarar que solo tres distribuciones del numero de reclamaciones satsfacen
esta hipitesis, las cuales son la distribucion binomial, la poisson y la binomial negativa.

Los valores de ay & son mostrados enla siguiente tabla, de cada una de las
distribuciones mas usadas para el namero de reclamaciones.

Tabla 4.2
Distnbucién a b
Poisson 0 A
Binomial Negativa 1-p (r-1X1-p)
Binomial - P [" *1 ]p
(-p) -7

b) La diswribucion del monto de la reclamacion es no-negativa, discreta y equidistante™
Explicitamente, equidistante significa que unicamente montos de reclamacion X, =iC
(i = 0,1,2,...,r), son posibles. Donde C, es una constante positiva,

Una condicion general es que S=0 corresponde a que no hayan reclamaciones, es decit
N=0.

Si N esuna v.a. Poisson:
f0)=Pr(N=0)=e"* (33)

Para x >0, se tiene la formula de recursion:

HEERT OYACE) 69

@ Cpande ba distribucidn de reclamadiones na es equidistante e puede disoretizar de tal formua que sea equidistante. [ixisten diversos

métodas para eflo, extre los cuales se encuientras:

- Métado de redandeo. Es of ms ficl de atifizar, pero wn de lax desventajar que presenta o5 que e media de la disirbucdn
aproximadt ne €5 la misma a la de la disiribucion original.

- Miétodo de preservacin de la media. Asegura que b diviribucion aproximoda lenga ef imiimo valor esperedo.

Culguier disiribucidn del monto de reclamaciones paede ser diseretisada,
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V. TEORIA DIL RIESGO COLECTIV()

Ejemplo 4.5.1,

NRACEY

. 1
SiA=2 y la distribucién del monto de reclamacion es: [ (])= 5 I+ (2)= 4 4

Encontrar F, (3) usando el método de recursion.

Solucion.
1
Ya que =2, f(0)=Pr{N=0)=e7, p(l)= ; , pl2)= p3)= 4 s la relacion de recursién

puede ser escrita como:

76)= 23 e 2o e}

Haciende x = 1,2 y 3 sucesivamente, se obtiene:

£0)=2] £,0)=e
£,0)= i{; £0)+ ;fq(O)} e

£0=2 2 161+ L2043 40} -2

Por lo tanto: F (3) = Z"'o 1. (:) - (26_5] e

En ¢l caso de una v.a. Poisson ¥, se puede observar que [ (x) es proporcionala e™* .

Para propositos de célculo es conveniente hacer:

filx)=e"glx) (35)

1al que la relacién de recursion llega a ser:

g{® =1, para x=0 (36)
Az

g(x) = i l}:Ilcp(x)g(x —k), para x21 37

A continuaciéon se dard una observacion util relacionada a la férmula de recursion para una v.a.
Poisson compuesta.

La ccuacién (34) puede ser escrita en la forma

xf (x)= ga. filx—k) (38)

T




V. TEORIA DEL RIESGO COLECTIVO

Teniendo en mente que f, (x) =0six<0

a, = Akp(k) (39)
Supdngase que todos los coeficientes a, son conocidos. Entonces:

ﬁak = igkp(k) = AE(X) = E(S) (40)
¥

3% = i3 plk) =2 _ @0

k=l

Sila formula de recursion es dada en la forma (38), uno puede sumar los cocficientes para
obtener el valor esperado del total de reclamaciones. Dividiendo a, por & v sumandolos, uno

obtiene ¢l nitmero esperado de reclamaciones. Notar que esto se cumple nicamente para una
v.a. Poisson Compuesta.

La férmula de recursion puede hacerse ligeramente mas general para incluir wales distnbuciones
como la binomial negativa y la binomial para N .

Para la v a. binomial negativa:
£0)=p “2)
ypam x21,
*lr—1
£:(x) =("P)§,{r; k+1}p(k)f;(x—k) 43)

Para Iz v.a. binomial con parimetros 7 y p:

£ 0)=(-p) (44)

¥ 1
ypamxal.fs(x){lf’p]g{”: k-l}p(k)f,s-(x—k) (45)

Bajo el método de recursién, podran surgir problemas en la computadora si el nimero
espetado de reclamaciones es grande. Esta situacidén puede ser superada calculando el
logatitmo de Pr(¥ =0}y cambiando la escala si es necesario.

El stguiente ejemplo lustra la evaluacién recursiva de la distabueidn f, {x)

Ejemplo 4.5.2.

Un asegurador espera 0.2 reclamaciones por afio de un riesgo que se distribuye como Poisson
compuesto. Para cualquier reclamacion, existe un 80% de probabilidad de que la pérdida del
asegurador sca 1 0,000 y 20% de probabilidad de que la pérdida sea $20,000. Las
probabilidades de posibles pérdidas totales del riesgo son calculadas usando h férmula de
recursion (34) (en unidades de $10,000).
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1v. TEQRIA DEL RIESGO COLECTIVO

Solucion.
Por los datos del problema,

p(1)=0380, p(2}=02, A=02

Utilizando formula (34) para diferentes valores de s, se encuentra lo siguiente:

£:{0) = =081873)
£.0)= a7, 1)/, (0} = (02)0.8Y0.818731) = 0.130997

L@ = 700400+ 2/, @£ 0)] - 0043229
£:0) = { U007, 2)+ 27,2, 0)] = 0005799
@)= 107,00+ 21, 2)£,0))=0.001097

Nétese que existen dnicamente dos términes y no se requierc de convoluciones para calcular
cada punco de la distribucidn de S. La funcién de frecuencia de probabilidad ¥ la funcién de
distribucion del total de reclamaciones hasta $60,000 (en unidades de $10,000) se muestran en
la tabla 4.3.

Tabla 4.3.

x fi(x) Fo(x)

0 0.818731 0.818731
1 0.130997 0.949728
2 0.043229 0.992957
3 (0.005799 0.998755
4 0.001097 0.999852
5 0.000128 0.999980
6 0.000018 0.999998

Ejemplo 4.5.3.

Para una distribucién Poisson compuesta, la funcion de probabilidad del total de reclamaciones
es dada por la férmula de recursion:

i
£, = 025£ -+ file -2+ oy (s -3)+ 15/, (- 6)]
Si el nimero esperado de reclamaciones es 1, encontrar ¢ y E(S).
Solucion.
1
2

1.5 :
De ecuacion (41), A=I=Za‘ =025+ +54 =14°
k 306 3
Despejando ¢, ¢ = 0.
Por otro lado £(S) es la suma de los coeficientes oy, por lo que

E(8)=025+1+15=275
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IV. TEORIA DEL RIESGO COLECTIVO

Ejemplo 4.5.4.

Encontrar Fg(2) en el ejemplo 4.4.3. usando el método de la férmula de recursion.
Solucidn,

1
Yaque M es geométrica con § = 6’ es decir, es binomial negativa con r =1, La ecuacidn (43)
llega a ser igual a:
11 1
Ax) = Ax—1)+ Ax-2
7= o) Al ) Sl 2}

. 5
Comenzando con f (0} =Pr(N=0)=p = 6’

s 5 15 15 65
I = = 2 = + =
S0=g67 07 /D 6{272 26} 864
Sumando f, (i} para i=0,]ly2 se obtienc que Fy(2)= 223 lo cual es lo mismo que el

resultado del ejemplo 4.4.3.

4.5.2. Aproximacién Normal

Una manera clisica de abarcar el problema de encontrar la distribucién del total de
reclamaciones, es aproximar la distribucién F , por medio de una distribucion normal®,

Por el teorema del limite central del cilculo de probabi].idades“, la funcién de distribucion F
es asintdticamente normal. Desafortunadamente, su area de aplicacion es bastante angosta, ya
que la funcién de distribucién del costo total de reclamaciones es usualmente sesgada, mientras
la funcién de distribucién normal no lo es.

Discusién sobre aplicabilidad.

La aproximacién normal simplifica los cilculos y 2 menudo hace posible analizar problemas
que involucran numerosas variables ¢ interrelaciones de una forma en la cual no seria posible
de otra manera o pudiera ser hecho Unicamente con considerable dificultad.

Valores numéricos se pueden encontrar en libros de texto basados en el cileulo de
probabilidades. De esta forma se tiene que la formula para aproximar una va. § a2 una
distribucién normal es:

Fol) = w[—’:‘s—)] (46)

Ty

8 Fiaga aproximacidn &5 muy satisfactoria pard aguellos valores oga distancia dt ln media no excede wna desvignion estdndar de la
pedia y para distribuciones con iego cemans o cerv.

3




1V, TEORIA DEL RIESGO COLECTIVO

Donde E(S) y oy, representan la media y la desviacion estindar de Fy(x), respectivamente y
estan dadas por: E(S) = E(M)E(X) y Var(5) = Var(V}E(N) + E(X* War(N)

La aproximacién se vuclve mas exacta cuando el nimero esperado de reclamaciones s grande,
¢s decir cuando E(N)—w, por ejemplo, en el caso de una va. Poisson compuesta

cuando A — o y en el de una v.a. binomial negativa, cuandor — ®

Desafortunadamente la distribucién normal no es suficientemente exacta y Unicamente ¢s
aceptable si ¢l sesgo de S es muy pequedio. Por ejemplo si se encuentra entre —0.5 v 0.5.

Debido a este sesgo buscamos una aproximacion mis general a la distribucién del monto total
de reclamaciones, lo cual se ve a continuacidn.

4.5.3. Métodos basados en momentos (Distribucién Gamma Trasladada).

Una familia de funciones de distribucion aproximada es obtenida pot medio de la aplicacién de
una transformacién al total de reclamaciones, con el fin de eliminar su sesgo y poder asi
aplicatle una aproximacién normal.

El método de momentos consiste en aproximar la funcién de distribucidn por otra, escogida
de una familia conocida de distribuciones, igualando sus caracteristicas menores, usualmente la
media, desviacidén estindar y el sesgo. Una condicion necesara es que la funcion de
distribucién aproximada debe de tender a la distribucién normal conforme el sesgo tiende a
cero.

La distribucién Gamma es usada por muchos autores, porque ofrece la posibilidad de tratar a
F analiticamente y sus propiedades son conocidas y estin disponibles en los libros de texto.

Dicha eleccién es motivada por el hecho de que la distribucion Gamma tene un tercer
momento central positivo, como lo tene la Poisson compuesta y la binomial negativa
compuesta con una distribucion del monto de reclamacién positivo.

Ya que existen 3 parimetros x,,a, f, se puede requerir que la media, vartanza y TMC de Ia
gamma trasladada y la distribucién compuesta sean iguales. El valor esperado, varianza y TMC
para la distribucién Gamma trasladada son respectivamente:

E(S) = (;] +x, @7)

Var(s) = ;, (48)

Elts- £(s) )= ;"‘f @9)
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IV, TEORIA DEL RIESGO COLECTIVO

Igualando estos valores a los de la distribucion compuesta se tiene que:

2Var(8)
- 50
7 b5 - £©)) eo

War(Sy
a= (51

le(s- BT
2Var(S)’

x, = E(8)- — 52
Ejemplo 4.5.5.

Supéngase que la distribucién compuesta <3 Poisson, la cual es aproximada por una
distribucidn Gamma Trasladada. Encontrar a.f8 y x,,.

Solucion.
Utilizando las formulas {47), (48) y {(49) se tiene que:

X, +E =4p,
B
o
ﬁ, =ip,
a
2'5', =AP, ?

Resolviendo este sistema de ecuaciones, se encuentran los valores de a, 5 y %o

4 3 2
08 peaPey o -20)
p'! p! pJ

Ejemplo 4.5.6.

Sea S una distribucién Poisson compuesia con E(N}=5 y distribucion del monto de

2

reclamacién F, (x) = is- ,0sx<2y F, (x) =1 para x 2 2. Encontrar los parimetros para la
disteibucion aproximada Gamma trasiadada.

Solucién.

Notar que la distribucion del monto de reclamacién tiene un punto de masa de probabilidad en
2.

fi)=7 pam0sx<2y fx(2)=;
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v, TEORIA DEL RIESGO COLECTIVO

Calculando los tres primeros momentos no centrates de ',
SSOK

p. = j:[";dqu» 22[;] =3

P, = I:[xz dx]+ 2’(;] = 258

Por lo tanto, utilizando estos resultados y el hecho de que E(N)=5

E(S) = 5[2] B 235 , Var(§)=15 y TMC(S}=28.

Usando las formulas (47) a (49), se dene que:

a 25
X+ =
g 3
/‘3’§=15
2a
— =28
B

Resolviendo las dos iltimas ecuaciones, se encuentran los parimetros 8 y a,
15 !
p= 4 =175, a= :Z’ =172193 y usando estas dos en la primera ecuacidn,

xu=25—]$ =—47.91
3 4

Finalmente, cabe aclarar que los métodos exactos ¥ aproximados se complementan muy bien.
Los métodos exactos pueden ser usados para colectividades pequeiias, las cuales a menudo son
sesgadas y donde las aproximaciones son de valor limitado. Los segundos son mejotes para
grandes colectividades las cuales tipicamente tenen un sesgo moderado.

Es un problema de juicio personal saber cuando usar las aproximaciones, la fgm. o la formula
de recursion.

4.6. Distribucién Poisson Compuesta.

Si la distribucidén del namero de reclamaciones N es Poisson, entonces la distribucion del
costo total de reclamaciones § es llamada distribucion Poisson compuesta. Como se vid
antedormente (seccidn 4.2.1) la funcidn de probabilidad y algunas de las propiedades de la
distribucion Potsson son las siguientes:
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V. TEORIA L RIESGO COLECTIVO

LA
PriN=n)= e ", A=0
m

PH(N =0) = *
E(N)=Var(N) =4

M, (1) = explafe’ - 1)]

Para la distribucién Poisson compuesta se tiene que su f.g.m. esta dada por:

M ()= M, (in M, () = explafe™ ¥ =1)] =exp[a(M, ()= 1)) (53)

Parz obtener la media, esperanza y TMC, se utitiza e} método desarrollado en la seccion 2.9:

lnMs(!)=’1[M.\‘(")_]]

InM (1) = A[l +pt+ p,(;]+ p,[;)-i- - l} (54

De los coeficientes de la serie anterior para In M (i), s¢ puede ver que:

E(S) = Ap, (55)
Var(S) = Ap, {56)
TMC(S) = Ap, (57)
Ejemplo 4.6.1.

. . 1
Si A=2 y ha distribucion del monto de reclamacion es: f (1) = 5 ;

f,(2)=r.03)= l,encont_mr E(S) y Var(S).

Solucidn.

o =E(x)=Zi..xf,-(X)=(;)+[;J2+[l] =Z

PRI (I (NG

7 7 15 15
Por lo unto £(S) = 2p, =2(4] =[2) y var(S) =4 :2[ 4 J "2
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IV. TEGRIA DEL RIESGO COLECTIVO

Ejemplo 4.6.2.

En el cjemplo 4.6.1, encontrar la probabilidad de que ¢l total de reclamaciones sea menor o
iguala 2.

Solucion.
Se va a utlizar la ecuacion (44) det capitulo 2, para ebtener la fg.m. de X:

1 1 i
M, ()=_¢e+ e'+ e
«(0) 2 4 4

Usando la ecuacion (53) para la funcién generadora de momentos de §

1

M, (1) = expla(M (r)—l)]=exp{2[;"' ¥ Le" s, 1]}

=exp{e’ + : e+ : e” —2}=e" expie’ + : e + : e
2 2 Y 2
‘-z A PSR B R P :

ze|l+de + €M+ e r+ie’+ e+ ey 24

2 2 2 2

=e"[l+e' +e” +]

Aqui se ha usado la seric de Maclaurin (ecuaci6n (3) de capitulo 2) para la funcién exponencial,

escribiendo solo los términos hasta ¢", debide a que se necesita encontrar F,(2). Entonces

f(k) es el coeficiente de e*  de tal manera que:
q

f®=e?, f()=e7, fi(D)= e’

Por lo tanto, F,(2)= Ziof\ (j)=3e"

4.7. Combinacion de riesgos de Poisson.

No es logico pensar que todos los riesgos en una cartera de seguros tienen exactamente la
misma distribucién del monteo de reclamaciones.

De hecho, por una variedad de propdsitos asociados con el calculo de Lz distribucion del costo
total de reclamaciones, es usual considerar su distribucién para varios subconjuntos de las
reclamacionces.

Los subconjuntos pueden ser basados ¢n ¢l monto (o tamafio) de reclamaciones individuales;
con base a combinacion de coberturas o ramos independientes; combinacion de un numero de
carteras de seguros independientes, una Ginica cartera para un periodo de varios afios, etc.
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IV, TEGRIA DEL RIESGO COLECTIVO

Esto resulta ser muy usual en todos los upos de aplicaciones de seguros y ¢ und de las razones
por las cuales ¢l modelo Posson compucsio €5 de gran interés para ct acruario. Esto nos
permite combinar varios riesgos de Poisson y wratar ¢l total como un Gnico riesgo del mismo
tipo.

Uno de los principales rasgos atracuvos de la distribucién Poisson compuesta es que la suma
de dos distribuciones poisson compuestas es también Poisson compuesta.
Esto es mis facilmente visro usando la f.g.m.

Sean 5, y &, va’s Poisson compuestas independientes con parimetros A4, ¥ A

respectivamente y funciones del monto de reclamacion individual fy (x)} ¥ e (5}
Sea § =5, +35;.

Entonces, M (£} = My ()M, )

=expl2, (M, (1) -1)] expld. (M, (1) 1))
= explA M, () + 4M, (- {4 + 4, )

p) i
= A+4 oMo M, ()
exp{(. ’)[i.dz W0+ 2 (0 }}
A,

Sisehace 4, + A, =4 y 1

A
Sr(x) + ; S x) =S x)

Resulta que M (¢) = exp[}{(M . (1y=1)], 1a cual es la f.g.m. para una v.a. Poisson compuesta
con E(N)=A4 y la disuibucién del monto de reclamacion f (x).

Los resultados anteriores son facilmente generalizados. Si §,,i=l..n son distribuciones

independientes Poisson compuestas con parametros A, y funciones del monto de reclamacion

- .. - n .
individual f (x) respectivamente, entonces 5= E /S, €s una v.a. poisson commpuesta con
=

parametro

A= iz, (58)
¥ dis‘t.rlibucién del monto de reclamacién individual:

fix=3 “ S (x) (59)

R Lt [ - .
K-‘.J \AILJ.CK e s e o

-
™Y )

Ty
e it o S
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iV, TEORIA DEL RIESGO COLECTIVO

Ejemplo 4.7.1.

Sean S, y §, va.s Poisson compuestas con 4 =1,4, =2 y distribucién del monto de

reclamacién como s¢ muestra en la siguiente tabla:

& SJx (x) S5, (%)
1 2/3 0
2 1/3 2
3 0 Vs

Sea § =S5, +5,. Encontrar el nimero esperado de reclamaciones y la distribucién del monto
de reclamacion para §.

Solucion.
Usar ecuaciones (58) y (59). Yaque 4 =1, 4, =2, S es Poisson compuesta con
A=A +dy=1+2=3.

La distribucion del monto de reclamacién es: f, (x) = :]5 £y {x)+ :zifxl (x)

Denotando por p(k) la probabilidad de que X' = k., la distribucién del monto de teclamacion

$s0-4(3) 503
(2)—fx(2)—;fx,()§ £, 2)=

1
3
o= o) 00+ 27,0 =30+ 3(5) -3

para S es dado por'
P = e} =3 A0k

A continuacién se da un ejemplo, donde la distribucion del monto de reclamacion no es
discreta.

Ejemplo 4.7.2.

Sea §, una v.a. Poisson compuesta con A =2 vy distribucion del monto de reclamacion
uniforme sobre (1,3), Sea S, otra distribucién poisson compuesta con 4, =3 y distribucién
del monto de reclamacién uniforme sobre (2,6). Sea §=§, + S, . Encontrar la probabilidad de
que la reclamacion individual pata S no sea mas grande que 4.

Solucién.
§ es una v.a. Poisson compuesta con A=4, +4; =5y distribucién del monto de reclamacion:

=2 )+ ()0




IV, TEORIA DEL RIESGO COLECTIVO

Por lo yue:

pule)=( 2) o o 2 01 b

LB HICEH b

Para poner lo anterior en forma de resumen, las 4,'s se suman para dar 4 {nimero esperado
de reclamaciones) y la distribucién del monto de reclamacién para S es una suma ponderada
de las distribuciones del monto de reclamacion pata las §,'s .

Un caso especial es cuando los montos de reclamacién son fijos, es decir, las distribuciones de
los montos de reclamaci6n son degeneradas.

Sean §,, i=L2,..m va’s Poisson compuestas independientes con un numero esperado de
reclamaciones 2, y diseribucion del monto de reclamacion, fy (x;) =1, con x,'s distintas, es
decir, los montos de reclamacion disuntos son fijos. Entonces, por lo visto antenormente,

S = Z:"_IS‘ es también una v.a. Poisson compuesta con A =z:"|l, y distribucién del monto
e - A
de reclamacién individual, fy(x) = Z,_,( i)fx {x).

Pero fy (x,)=1 si x = x, y 0 en otro caso. Asi fy(x) toma la forma de: Pr(x=x,}=

P

- N, .
Esto se puede expresar de otra forma. Por definicién, 3, =Zk‘ox, . Silas X,'s son todas

fijas e iguales a x,, entonces §, = x, N, . De esta manera ¥,, es una v.a. la cual es el nimero de

reclamaciones de monto Xx,.

S1§ =2:"'|Sl entonces § sc¢ puede escribir como:
=
S = Z'-‘X,N,

Suponga que § es una v.a. Poisson compuesta con E(N) =4 y distribucion del monto de

reclamacion, fx (x,}=n,,i= 1.2,...,m . Entonces se puede dividir a § como:

s =Z"’ s,
el
Donde:
8's, son v.a’s independientes Poisson compucstas con A, = A, y distribucién del

monto de reclamacion degenerada, Sy (x,) =1.
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Ejemplo 4.7.3.

Sea S una v.a. Poisson compuesta con numero esperado de reclamaciones 5 y distribucion del
monto de reclamacion £, (1)=0.5; £,(2)=02; 7, (4)=02y £, (7)=0.1.

Podemos escribir a § como una suma de vanables aleatorias Poisson compuestas, es decir,
5 =5, +8, + 5, + §,con las siguientes propiedades:

Poisson Compuesta A, f",‘
S 50.5)=2.5 1si X, =1, 0en oo caso
S, 5(0.2)= 1 1si X, =2, ¢ en otro caso
5, 5(0.5) =25 1si X, =4, 0 enotro caso
Sy 5(0.1)=0.5 1si X, =7, 0 en otro caso

Se puede interpretara las A4,'s como el nameso esperado de reclamaciones de tamaniox, . Tal

que S, se puede expresar como:
S=IN, +2N, +4N, + TN,

Ejemplo 4.7 4.

S, es una v.a. Polsson compuesta con funcion de densidad de probabilidad del monto de

. 1 - . .
reclamacion [, (x) = ¢ '™ x>0,y nimero esperado de reclamaciones A4 =20.5, esuna

100

v.a. Poisson compuesta con funcion de densidad de probabilidad para el monto de

1

200
Encontrar la distribucion de §. Explicar que significa la distribucion del numerc de
teclamaciones y la distribucién del monto de reclamaciones.

reclamaciones  f (x) = e ™ x>0, y nimero esperado de reclamaciones A =350

Solucién.
La teotia de suma de variables aleatorias Poisson compuestas implica que,
§ =5, +5,, es una v.a. Poisson compuesta .

a) La distribucion del nimero de reclamaciones para §. Se espera que sucedan 20
reclamaciones debidas a la v.a. S, y 50 reclamaciones debidas 2 la va. §,. Implica 70
reclamaciones esperadas en S, rab que N oes Poisson con numero esperado de
reclamaciones A = 70.

b) La distribucién del monto de reciamaciones para S. 20 de 70 reclamaciones esperadas son
debidas a la v.a. S, y 50 de 70 reclamaciones esperadas son debidas a la v.a. S,, esto implica

. 20 5
que la funcion de densidad de X esta dada por [\ (x) = 20 Sy (x)+ Tg S, (x)
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Ejercicios, Capitulo 1V

6.

Ny es la v.a. que denota ¢l nimero de reclamaciones de monto igual a 2. N denota la

v.a. de una distribucién compuesta binomial negativa con parametros r=3y p= 3" La

C [ 1.
distribucién del monto de reclamacion es f(1)= ; s S = 4 i f(3)= n Encontrar

Var(N;) .

45
Resp.
esp (64)

Un proceso de reclamaciones es definido por as siguientes distribuciones del nimero y
moato de reclamaciones:

n+2¥ 1Y,
Pr(N = n) = 5 n=012,..
n

felxy=e™
Determinar la media y la varianza del total de reclamaciones.

Resp. (3,9)

Para un cierto proceso de reclamaciones, los nimeros de reclamaciones pueden ser 0,1,2
con igual probabilidad y el monto de reclamacion X tiene distribucién exponencial con
media 0.5. Si S es el total de reclamaciones, calcular E(e";).

(3

Para un proceso compuesto binomial negativo, la distribuciéon del monto de reclamacion
¢s exponencial con media 2. I2] valor esperado ¥ la varianza del total de reclamaciones
son 8 y 64 respectivamente. Encontrar la probabilidad de que vayan a existir exactamente
2 reclamaciones.

Fl ntimerc de reclamaciones tiene una distribucién Poisson-Gaussiana inversa, con
patimetros =2y f=0.1.La distribucion del monto de reclamacion es lognormal con

parametros m=1y o? = 1. Encontrar la vadanza del costo total de reclamaciones.

Resp (5,109.69)

Iin ¢ problema anterior, el costo total de reclamaciones es aproximado por una
distribucién normal. Determinar el minimo factor de seguridad relativo necesario para
asegurar que la probabilidad de que ¢l total de primas vaya a cubrir las reclamaciones sea
al menos 0.95.

Resp. (1.31 18)




EJERCICIOS, CAPITULO IV

10.

S es una v.a. con distribucion Poisson compuesta con 4= 0.6 y montos de reclamacion
individual que son 1, 2 o 3 con probabilidades 0.2, 0.3 y 0.5, respectivamente.
Determinar Pe(S = 3).

Resp. (0.2826)

Para una distibucién binomial negativa con pardmetos r=45, p=03 y otra
distribucién de reclamaciones dada por: f{1)=0.7 vy f(2)=0.3. Calcular 1. (3).
Resp. (0.1082)

Para una distribucién Poisson con montos de reclamacion enteros posinvos, la funcion
de densidad de probabilidad del costo total de reclamaciones es dada por:

folx) = %[1.25,{? (= 1)+ Bfs(x-2)+ ofs (x -3}, x =123,

El valor esperado del total de reclamaciones es 3 y el nimero esperado de reclamaciones
es2. Encontrar b y .
Resp. (1;0.75)

Para una distribucién compuesta-geométrica, ¢l nimero esperado de reclamaciones es 2.

Los posibles montos de reclamacion son 1y 2. Si el costo total de reclamaciones ¢s
. . . . 12

menor o igual a 2, la probabilidad de que no existan reclamaciones es 23’ Encontrar la

distribucién del monto total de reclamaciones.

3/4 x=1
Resp. IX(X)z{l,{‘lv s1 -

Para un proceso compuesto €l namero esperado de reclamaciones es 2. La disuibucion

. . . . 1 1
del monto de reclamaciones individuales es dada como sigue: fin= . F(2)= p ¥

1
HOE 4 En cada uno de los siguientes casos encontrar la probabilidad de que ¢l total

de reclamaciones vaya a set menor que 3.
a) N es Poisson.

Resp. (0.406)

b) N es geométrica.
Resp. (0.537)

) Nes binomial negativa con r =2

Resp. (0.4844)

d) N es binomial con 1= 4

1
Res
‘P[zzJ

B4




EJERCICIOS, CAPITULO IV

12

13.

15.

6.

17.

18.

Una distribucidn Poisson compuesta presenta montos de reclamacién enteros positvos.
La distribucién satisface la siguiente férmula de recursion.

felx) = -l-[éf(x -2)+87(x ..4)], =123

x
Calcular el numero esperado de reclamaciones.
Resp. (5)

e : ) 28

Una distribucién Poisson compuesta tiene £(S) =4, Var(S)= 3 y TMC(S}=24. la
distribucién del monto de reclamacidn individual tiene unicamente los valores de 1, 2y
3. Encontrar Pr(S =3).
Resp. (0.157)

Una distibucién Poisson compuesta tiene patimetro 4 =2. La distribucién del monto
de reclamacion individual es f(6)=0.4 y f(12)=0.6. Encontrar la probabilidad de
que el costo total de reclamaciones no exceda de 20.

Resp. (0.591)

Para una cartera de polizas, el total de reclamaciones § tene una distribucién Poisson
con A=5. La distribucion del monto de reclamacién individual es uniforme sobre (0,10).

La prima es G =1.2E(S). Determinar Var[g)

Resp. (0.185)

Un maestro de muisica cobra $50 por una hora de clases y $25 por media hora. En
promedio, 2 adultos y un nifio toman lecciones por las tardes. Setenta y cinco por clento
de los adultos toman una hora de clase mientras que el resto solo media hora.
Asumiendo que el nimero de adultos y el nimero de nifios que toman clases tenen
distribuciones Poisson y que las variables aleatorias son independientes. Determinar la
probabilidad de que en una cierta tarde el maestro vaya a ganar al menos 75.

Resp. (0.745)

Sea F,{(x) la distribucién del monto de reclamacién de § = 5, +S8,. Si se tienen dos
variables aleatorias independientes Poisson compuestas S, y Sp, donde 1, =145 =1;

£,()=1; f,(1)= £,(2)=0.5. Calcutar F"(6).
Resp. (0.9492)

S, es una v.a. Poisson compuesta con 4, =2 y distribucién uniforme sobre (0.2). 8, es
otra v.a. Poisson compuesta con 4, =1 y distribucién del monto de reclamacion

L 1 s
Gaussiana inversa con a =1ty A= 2 Sea §=35,+5,. Encontrar Var(S).

R (32]
asp.
P13
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EJERCICIOS, CAPITULO 1V

20.

21.

22,

23.

5, es una va. Poisson compuesta con 4, = 2 y distribucion del monto de reclamacién
expongncial con media 2. §; es una v.a. Poisson compuesta con 4; =1y distribucién del
monto de reclamacidn uniforme sobre (1,5). S, y S; son independientes y 5= 58, +5;.
Sea X la v.a. que denota el monto de reclamacion individual para §. Encontrar
Pr{x 52).

Resp. (0.9261)

S, es una v.a. Poisson compuesta con 4, =2 y distribucion del monto de reclamacion

exponencial con media M S, es una v.a. Poisson Compuesta con 4, =3 y distribucion

) . . o1
del monto de reclamacién también exponencial pero con media '2M . M esunav.a. con

distribucion Gaussiana inversa con media 2 y vabanza 4. S, y §; son va’s
independientes y S=5,+5,. Sea X ¢l monto de reclamacion individual para S.
Encontrar Pr(X > 1).

Resp. {0.197)

En un cierto dia un doctor proporciona atencién médica para N, adultos y Ny nifios.
N, y N, tdenen disuibuciones Poisson compuestas con parimetros 3 y 2,
respectivamente. La disuibucién del tempo utilizado para la atencién médica es dada
por la siguiente tabla:

Puracion (hrs) Adultos Niflos
1 hota 0.4 0.9
2 horas 0.6 0.1

N,.Ny v los dempos de atencién médica para todos los individuos son independientes.
El médico cobra $200 por hora de atencién al paciente. Encontrar la probabilidad de
que el ingreso en un cierto dia, sea menor o igual a $800.

Resp. (0.238}

La variable aleatoria A tiene una distribucion Gaussiana Inversa con media 2 y varianza

25 . . . . .
igual a .Dado A =4, el nimeto de reclamaciones tiene una distribucién Porsson con
gu

E(N)= 4. Encontrar Pr(N =0).
Resp. {e7%)

En un proceso de réclamaciones, para toda A =1, el nimerc de reclamaciones tiene una
distrbucién Poisson compuesta con media igual a 4. La variable aleatoria A tiene una
distribucién Gamma con media 4 y varianza 16. Encontrar la probabilidad de que exista
exactamente 1 reclamacion.

4
Resp. 25
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24

El total de reclamaciones para una careera de polizas es sujeta a uma distribucion Poisson
compuesta con A = 10 y distribucion del monto de reclamacién f, (x}=e™". El total de
reclamaciones es aptoximado por medio de una diswibucion Gamma-trasladada.
Encontrar xq.

10
Resp. | —
esp( 3)
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CAPITULO V

TEORIA DE LA RUINA

A menudo cuando se examina la naturaleza del desgo asociado con una cartera de seguros, se
corre la dificultad de cuantficarlo, atn habiéndose modelado la disuibucién del total de
reclamaciones.

El modelo que se discutird en este capitulo, trata de medir el riesgo de una cartera de seguros
en el largo plazo. Es de interés para el asegurador, valuar como la cartera se comporta durante
este periodo. Un enfoque para resolver este y otras problemas trata con la teoria de la ruina. Se
entende por ruina, el hecho de que la reserva’” de riesgo de la aseguradora formada por capital
y excedentes, alcance una cuota inferior especifica.

Dicho limite es establecido por los reguladores de seguros en la mayoria de los paises (aqui se
asumnird como cero). Si llega a caer por debajo de tal limite, la ocurrencia de una posible
bancarrota estd muy proxima.

E! propésito de este capitulo es presentar modelos para las variaciones en el monto de la
reserva de riesgo del asegurador sobre un pericdo de Gempo de varios afos.

5.1. Descripcién del problema.

Un proceso desde el cual comienza el estudio de la Teoria de la Ruina, es el flujo que existe por
el ingreso en las primas y los egresos con respecto 3 las reclamaciones ocurridas. El balance de
la reserva de riesgo al Hempo t es denotado por U(), el cual representa el beneficio

acumnulzdo por suscapcidn.

Suponga que un asegurador comienza sus operaciones con fondos u (denominados reserva
inicial) y cobra primas a una tasa constante ¢ por unidad de tiempo. En el transcurso del
tiempo, las reclamaciones pueden ocurrir repentinamente y provocarin una reduccién de la
reserva acumnulada por lzs primas reunidas y los fondos iniciales.

Para cualquier tiempo @ N{r) denota ¢ nimero de reclamaciones teportadas hasta el nempo

¢y S(f) es el total de reclamaciones pagadas hasta el tempo ¢.

0 Ung reserva es un conjunto de fondos que se utihyan para ertos propsitor expecificos, especialmente paru:
« Pripras qut no s han cobrads.
« Reclamariones pendientes de pagar (inclyyends equellas todavia no reportadas).
« Flutuaciones en los resultados técnicos.
Estamos interesador sntcamente con la reserva para fluctwacian en los resultados técnicos,
Lo reserwa que permanece para nuesiro traldmicnto, s entiendr como bz porcidn de los recursos de wn asegurader que esidn
disponibles para absorber las fluiuaciones en las operacones técnrcay, en la préctica los modelos de ruina von la reserva de riesgos en
cHrs0.
) Coma primera etapa s¢ asumind un models ¢n of cuarl ie estucdic @ UN1Y sobre un infervalo de tempo (0, T]




V. TEORIA DE LA RUINA

La posicién financiera del asegurador en cualquier punto en cl ticmpo { es medida por la
reserva, U{t), definida como:

Uy = u + o - 8 M
— e e —
Re serva fondas disponibles Jfondos aecesarios
hasia el nempe ¢ hasta ef iempe ©

Es decir, la reserva es igual al balance que existe entre los fondos disponibles sobre los
necesarios.

La grifica de U{r) se veenla fig. 5.1

Fig. 5.1 Reserva de riesgo U(t) a través del tiempo

Se asume que ¢l ingreso por primas®” se recibe continuamente. Esto se acumula a una cantidad
inicial #, constituyendo asi la reserva de riesgo U(t), de esta forma la utilidad se representa por
una linea recta inclinada hacia la derecha con pendiente positiva, que intersecta al eje de las
ysen u.

Las reclamaciones, las cuales son consideradas como egresos, son pagadas de esta reserva y se
representan por lineas verdcales hacia abajo.

La diferencia 'U(r)—u =ct — §{1), nos da la utlidad o pérdida obtenida durante el intervalo de

tiempo (0, I)m.

La primera ocasién en que la reserva cae por debajo de cero, se dice que la ruina ha ocurrido.
Una medida de ricsgo es la probabilidad de un evento como este, reflejando claramente la
volatilidad inherente en el negocio.

" By fu Teoria del Rieggo, el ingrese de des prinas en ¢f periodo (0,i] es definido come:

ct= PU) =(1+ APt donde P = E [S(1)] 25 lo prima pura de riesgo por unidad de siempo, A s of factor de seguridad y
t representa fa anidad de tiempo,

) [_os efectos de intereses, gastos operatires y de administragon, dividendss obtenidar y farificaciin por experiencia propia de ka
compariia 1o 5 incleyen.
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V. TEORIA DE LA RUINA

La probabilidad de ruina es una medida del riesgo que sc presenta en. la operacion de una
compafia de seguros. Por ¢jemplo, en la fig, 5.1 la ruina ocurre en el instante en el tiempo T;.

El interés de este capitulo, es encontrar una expresion para la probabilidad de que la ruina
acurra en algin dempo.”

La probabilidad de ruina es denotada por:
w{u) = Pr(ruina ocurra) = Pr(/(Ty <0, para alguna 7 > 0) 2

Donde:
u representa la reserva inicial
= min{r.t 20,U()<0 } y definimos T = o0 si U(1) 20 para toda 1.
w(u) = Pr(T < »), denota la probabilidad de que fa ruina ocurra, la cual es considerada

como funcion de la reserva inicial .
U{T) es la reserva al tiempe de ruina.

De la misma forma la probabilidad que suceda la ruina antes de tempo ¢, se puede denotar
por la siguiente expresion: .
wiut) = Pr(T <1) ' 6)

Un enfoque adoptado frecuentemente en la Teoria del Riesgo es hacer que el horizonte de
tiempo 1 crezca a infinito y usar la probabilidad de ruina como medida de inestabilidad.
Es decir, vamos a tomar el limite cuando r —+ =

i (1) = () @

E!l cilculo de la probabilidad de ruina, denotada por w(x) es una de las tareas centrales de la
Teoria del Riesgo. A continuacion se dard una explicacion de como obtener la probabilidad de
ruina.

5.2. Célculo de la probabilidad de ruina.®
Para calcular la probabilidad de ruina se sugiere la siguiente idea. (Ver fig. 5.2)
Supéngase que se cuenta con una reserva inicial # 2 0.

Mientras la reserva de riesgo U(f) no caiga por debajo de su nivel inicial, no existe razén
alguna por la cual el asegurador se tuviere que preocupar. Si asi sucediera, entonces a la primera
ocasién que esto ocurriése, registramos el monto por el cual U(f) cae por debajo de u como
una pérdida, lo denotamos como L, y reinicializamos el nivel de la reserva al monto mis bajo

que ésta haya alcanzado hasta ese momento.

5 By intuitivamente obvio que ly probubilidad de ruina depende de la reserva imigal U . En la medida en la que se cuente con una
wmayor rererva infcial en esa medidi disminuird la probabilidad de ruina,

' Cfr. Newton 1. Bowers, et. ol Actwurial Mathematics with Applications, Cap. !3.
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V. TEORIA DE LA RUINA

Como se muestra en la fig. 5.2, la reserva cae por debajo del nivel inicial » por primera
ocasién en T,. El monto por el cual ésta cae por debajo es la pérdida L, .

En ese momento, la teserva alcanza un nuevo nivel, ol cual es igual a u - L, Si la reserva cae

por debajo de este nuevo nivel, registramos como pérdida al monto por fa cual ésta cae por
debajo de su nivel inicial y reinicializamos por segunda ocasion la reserva.

Fig. 5.2. Cilculo de la Probabilidad de Ruina

En la fig. 5.2, la primera ocasién en que la reserva cac por debajo de la “nueva” reserva inicial
es en Ty. El monto por el cual ésta cae por debajo es L,. Asien T reinicializamos la reserva a
u~— L, - L,. Hacemos esto cada vez que la reserva cae por debajo del nuevo nivel inicial {es

decir, por debajo de Ia reserva “reinicializada”). 5i durante el tiempo que nos mantengamos
haciendo este proceso, la reserva reinicializada no s negativa, entonces la ruina no ocurre.

La primera ocasién en que la reserva se vuelve negativa, se dice que la ruina ocurre.

En la fig. 5.2, la ruina ocurre en Ty . Esto significa que w—(L, + Ly + L3 +L,}<0 6 exptesindolo
deotraforma L+ L, + Ly + L, >u.

Lo anterior quiere decir que la suma de todas las pérdidas causadas debido a que la reserva cae
por debajo de su nivel reinicializado llega a set mis grande que la reserva indcial

Supdngase que el evento de que la rescrva cae por debajo de su nivel inicial ocurre N veces
hasta que se presenta la ruina. Entonces ¢l evento de que la ruina ocurra sc puede expresar
como:

L sZitL' > ©)
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V. TEORIA DE LA RUINA

El nimero L, es conocido como la mixima pérdida total™. La probabilidad de ruina es igual a
la probabilidad de que L >, es decir, y(u) =Pr{L>u).

Por las propicdades de los eventos complementarios de probabilidades la expresion anterior €s
idéntica a:

Pl Su) =1 -p(u) {©)
Lo cual quiere decir que si se conoce la funcion de distribucién de L, se puede encontrar
p(u).

L es expresado como la suma de las L,'s. Un punto importante a notar es que cada L, esla
pérdida debida a que la reserva cae por debajo de su nivel inicial. Es razonable asumir que
todas las L,'s son vanables aleatorias idénticamente distribuidas con funcién de densidad de

probabilidad f; = f, yquelas L'sy N son mutuamente independientes.

De la ecuacién (5), se puede ver que se tiene una expresion igual a 1a del modelo de riesgo
colectivo para L. Se puede escribir la fg.m. de L como fue hecho para S (ecuacién (29) del
capitulo (4))

MJ,(")=MN(1“M.'.,("’)) M

Donde M, representala fg.m. de la funcion de densidad de probabilidad comun de las L's.

Si se conocen las funciones de densidad de probabilidad deL; y N, se puede calcular la
funcion de L®,

A continuacién se asurnirin dos resultados y se obtendra de ellos lafg.m.para L.

« El primero concierne a f; , es decir, 2 la funcién de densidad de L,.

Suponga que la reserva cae por abajo del nivel inicial, u.

Cuando esto sucede por pritmera ocasioén, el monto por el cual ésta cae pot debajo de u es L;.
Esto es provocado por la ocurrencia de una reclamacién en ese momento. De aqui podemos
inferir que la probabilidad de que la variable de pérdida I, vaya a tomar un valor entre y y
y+dy es proporcional a la probabilidad de que una reclamacion individual vaya a ser mds
grande que y. En términos matematicos lo anterior se puede expresar como:

Pr(y<L, < y+dy)al-F, ()l

@ Newton 1. Bowers, et. al,_op.it., define la mixima pérdida fotal como:
L= m%x[S(r)—ct] )
[
Esto e, cama «f mdsime excedo del total de reclamaciones sobre primas cubradas, Yo que S()—ct =0 para t =0, je sigue

que Lz20.
™ Newton Bowers, et al, op. ar., Cap. 13.
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De aqui se puede inmediatamente ver que:
£, W)= k{L-Fo ()]
Como f, {y) reptesenta Ia funcién de densidad de L, entonces debe integrar a 1. Asi se

obtene el valor de la constante & .
1= £y
= [ k[l- F,(»))dy = #p,

Por lo tanto, k= L
14
Donde:

P, , tepresenta el primer momento no central de la distribucién del monto de
reclamacidn, es decit, E(X).

Susdruyendo & en la ecuacién para f, (y)

/. U)=L;“’l ®

Con esta funcién de densidad, se puede obtener la f.gm. de L, la cual se calcula como sigue:
- |
w0 =)= [T £, 00 = [erl- POy
)

Utlizando el método de integracién por pattes

L|e

=p' [I-Fx(y)] +:_[:e"fx()’)d}’]

{

Valuando los limites de la integral

; i
=0 —— +—M ()
- TL T X
Por lo que:
My()-1
ML.(‘)=_'X—()_ (9)
P!

Con esta exptesién se obtiene una parte de la ecuacion (7).

El siguiente paso es conocer como se distribuye N é la variable aleatoria que denota el nimero
de veces que la reserva cae por debajo del nivel reinicial™®. Como ejemplo véase la Fig. 5.2, en
la cual la reserva cae 4 veces por debajo del nivel reajustado.

Para obtener la funcién de N, nos hacemos la siguiente pregunta: ¢Cuil es la probabilidad de
que vayan a existir exactamente 1 de rales ocurrencias antes de que suceda la ruina?

A} nimmere N e fe conoce vomo el niimere de nuevas alturas de I grifica del mimero de reclamadones (mimero de nuevor picos)”,
at. pos. Newlon L. Bowers, ef. ul op. ait..
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La manera de plantear el problema nos Heva a decir que la v.a. ¥ tiene una distdbucion
geomnétrica, es decir:

PUN =r) = 4"(1- )

Su f.g.m. estd dada por (ecuacién (56) del Capitulo 2)

] -
My(r) = —2
I -ge
Sustituyendo este resultado en ecuacion (7) :

-_.1-q
Ml = o (10)

Lo que faltaria es encontrar g, la probabilidad de que la reserva caiga por debajo de su nivel

inicial. El evento de que la reserva caiga por debajo de su nivel inicial es el mismo de que sila
reserva inicial es cero, la reserva se vuelva negativa, esto es, dado que la reserva inicial es cero,
la ruina ocurra. Esta probabilidad se expresa como:

g=w(0)

s+  En este punto se necesita el segundo resultado.

Supéngase que la reserva inicial es cero. Si el factor de seguridad relativo (8) es también cero,
la probabilidad de ruina es cierta. Si las primas incrementan, la probabilidad de ruina
disminuye proporcionaimente. Esto nos conduce a una segunda hipétesis. Para un proceso
Poisson compuesto™”, la probabilidad de que la reserva caiga por abajo de su nivel inicial es:

g= w(ﬂ)=ﬁ“2’ (1)

9% Bty significa que 53 ¢f asegurador ouya reserva inicial e5 cero vends stguros y los cobra a primas netas, ex dedir, sin cobrar ningin
Jactor dr seguridad, s probabilidad de ruina es 1.

) Process Poissom Compsiesto. Considérese fa sitwacign donde la prima se cobra a una tasa C (constane) y las reclamaciones ocurren
aleatoriamente.

Sea N(1)}, ef niimero de reclamaciones hasta of tiempo t (N(0) =0 )y sea S(&) o total de reclamaciones hasta el tiempo 1.

I
Entonces S(!)=Zr:)X, donde las X,'8 se coumen gue son variables aleatorias idénti te distribuidas. Las X,.'S y

N(8) son variabies aleatorias mutsamente independs
Eista es similar a Jo que fue considerada en of iltino capitulo, pero N depende de 1 y esta dependencia tieme gue ser especificada.
Una manera de bacer esto e5 asumir gue ef niimere de reclamattones en un interval de tiempo (l,! + h) . ¢ dada por:

PdNu+h)-Nu)=n]=Qg[mmpam

Bao esta bipétesis, el proceso de & reserva es conacide coma un procese Poissen compuesto.
03 B¢ rymarcable que W{QY} depende sinicamente del fuctor de sepuridad relativo @ y no de la forma especifica de la distribusin del

rronto de reclamiacion.

o4




V., TEQRIA DE LA RUINA

Usando este resultado, sc obtiene lo siguiente:

I-q
i =9
f:(r) ¥,

Usando la ecuacion (11)
3 7 B
1+8 _ 1+8

!—[L—]—-—JM,.I ) 1+6-¥,0)

1+8 1+8
b
1+6-M, ()
Usando la ecuacion (9}
g ré p
M = = 12
) [Mx(r)—l) 0+ 07 - Me() (42
140|270
At

Lo cual nos dala fgm. de L

Con el fin de encontrar la funcién de distribucién de L se tiene que encontrar l2 inversa de
esta relacidn, es decir, se tiene que encontrar la funcidén de probabilidad de L cuya funcién
generadora de momentos este dada por ecuacion (12).

Notar un punto importante.
Pr(L =0) =1-(0)

Usando ecuacién (11)

al-t =9 50 13)
i+8 1+80
Por lo anterior se puede ver que la funcién de distribucién de L dene un punto de masa de

probabilidad en 0.

Esto significa que:
M) =B =t prie=0) + [re" £, (Dl (14)

De ecuacién {(6) observamos que para u >0,
fu(w) = Fr) =-y ()

Entonces usando ecuaciones (12) y (13) se obtiene:
= ' ~ [
I, [-Hy/ (w)]e™du = M, ) "7 (15)

6 _ M- (16)
148 1+(1+8)pr—My(r)
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Si la distribucion del monto de reclamacion y el factor de seguridad relativo son conocidos, la
parte derecha de la ecuacién puede ser calculada. Entonces el problema se reduce a encontrar

la funcién -y () la cual satisface la ecuacion anterior. Esto puede hacerse de forma exacta si
la distribucion del monto de reclamacion es cxponencial('”, lo cual se ve a contnuacion.

Distribucién del monto de reclamacién exponencial,

Como se vié del capitulo 2, se dice que la va. X se distribuye como exponencial si tiene la
siguiente funcion de densidad:

Fyle)=pe?*

La esperanza y fg.m. de X estan dadas por:
E(X)=p =

Con el fin de encontrar la funcién de densidad de w(x), se pueden sustituir estas caracteristicas

directamente en la ecuacién (15) y evaluar su lado derecho. Sin embargo, primero se calculara
M,y después se usari el hecho de que L es la suma de las L;'s. De esta manera se

encontrara una propiedad importante de f, .

Por la ecuacion (9), la f.g.m. de L, esigual a;

M, ) = o)
™
g
Lo
Y
B
= 17
i (17)
1a ecuacidn anterior es idéntica a ka f.g.m. de una distribucién exponencial, ecuacién (51)
capirudo 2.

Por lo que si la distribucidn del monto de reclamacion es exponencial, entonces f; = fr .

Sustituyendo la f.g.m. de la distribucién exponencial y p, =1/# en ecuacion (16), se cbtiene lo

siguiente:
" , ,,, g
[ v @lemds -m,0)- -2
B9
-1 119
IREY e (18)
1+6

Y Newson L. Bowers, ef. al,, ap. at.
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Si se hace Ia sustitucion:

8
Y {9)

entonces el lado derecho de la ecuacién (18) es 1/{) +8) veces la fgm. para la distnbucion

exponencial con funcién de densidad de probabilidad Re™, donde el lado izquierdo de la
ecuacién es la f.g.m. para — ' (u).

De esta manera, se tiene que:

oy Re™
v'(u)= 1+8

Integrando lz ecuacion anterior y usando el hecho de que w{g) =0 cuando v O que

w (0)= l+]_¢9 , S€ encuentra que:

_ ! o Ru
yf{u)-ng

Donde: R =-£2. 04 20)
1+8

Ejemplo 5.2.1.

En un proceso Poisson Compuesto, Ia probabilidad de que la reserva vaya a caer por debajo de

2

L 2 C - R
su nivel inicial es 3 La distribucion de los montos de reclamacion es fy (x)=2¢7, 2> 0.

Encontrar:

1. El coeficiente de ajuste,

2. La probabilidad de ruina

3. El valor esperado de la maxima pérdida total.

4, Fl valor esperado del nimero de la v.a. que denota el niimero de veces en que al reserva
cae por debajo de su nivel inicial hasta que ocurre la ruina.

Solucidn.
La probabilidad de que la reserva vaya a caer debajo de su nivel inicial es:
1 2
O= - -, =
vO=8) T3

Por lo cual, & = !
2

Debido 2 que la distribucién del monto de reclamacién es exponencial con =2, entonces
sus primeros dos momentos no centrales son dados por las siguientes expresiones:

9 A wimers R | s¢ le conoce como oeficientc de ajuste y determing sin  factor por el enal Iz probabilidad de ruina st puede acolar.
Refigrase al geemplo 5.2.2.

97




V. TEORIA DE LA RUINA

Utlizando estos datos se obtienen los siguientes resultados:

1. Por ecuacidn (19), R = ﬂB

146 3
. ., e 2 “
2. Haciendo uso de ecuacién (20), w(w) = - = e’
(1+8y \3
3. De la ecuacién (5} y (9) se pueden derivar los valores esperados de L, y L
Por ecuacién (9),

1
M =—{M (-1
40 mJ D=1

2
t

=L |+p|[+p1 +..—|
Pt 2

1420

2p,
Usando el hecho de que el coeficiente de ¢ es la esperanza, se encuentra que:

E[L1]=%

Yaque L= Z,N_‘ L
Efe] = Ele(ziv)]
= E[NE(L)]
= E(N}E(L)
P
( )2P1

. .. I
Debido a que N es una v.a. geomeétrica con g =

1+8

1
E(N) =3

Por lo que E(L) es ignal a:

E(L) = 2—‘:;’—9
1

Usando estos resultados con los valores dados en el problema sc obuene:
P
2p.0)

. i
4. Por el resultado anterior, E(N) = P =2

E(Ly =
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Ejemplo 5.2.2,

Para un proceso Poisson compuesto, se Hene que:
4 3-1.2r
M (r) = ——e———
1) 1+8 6-5r+r°
Encontrar:
1. La probabilidad de ruina.
2. El coeficiente de ajuste.

3. El factor de segunidad relativo.

Solucién.
1. De ecuacion {15) se sabe que:
o o Nmg,  3-12r
Jsbv lerdu = 22

Lo que se tiene que hacer, es reexpresar esta ecuacién de manera que pueda ser facil
invertitla. Primero se expresa el lado derecho en fracciones parciales,
3-12r - A N B
3-n2-n @-n 2-7n
Multiplicande por (3-r)2-7) ambos lados de la ecuacion,
3-12r = AQ2-r) +B(3-r)

Haciendo r =2y r =3 sucesivamente, s¢ puede ver que A= 0.6 y B=0.6, es decir:
of 0.6 06
—w (W)|e“du=- " + -
hvw] 3T,

- 1
Por otro lado, se sabe que: L e e"du = (8 -), sir<p.
-r

Entonces por simple inspeccién, - v (u) =0.6e7 +0.6e7".
Integrando con la condicion de que w(u}— 0 cuando u— @, se obtene el resultado
deseado:
06 3 06 _z
=—e M+ —e
wy == 2
2. El coeficiente de ajuste es €} nimero positivo mis pequefio para el cual el denominador de
la expresién para M (u) se desvanece, es decir se vuelve cero. Ese niimero es la mis
pequedia de las raices de la ecuacion 65+, lo cual es igual a 2.

3. De ecuacidn (11), se sabe que y (0) = ; o +19 . Por lo tanto, & =1

En este punto se va a considerar un importante hecho matematico. Sea R la raiz mas pequeiia
del denominador en el lado derecho de la ecuacién (16), es decir, R es el mimero positivo mas
pequedio tal que:

1+{0+NpR-M (R)=0 (21
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Existe una conexién importante entre esta cantidad denominada “¢l coeficiente de ajusie” v la

probabilidad de ruina.
Ru

Se puede probar que la probabilidad de ruina es aproximadamente e~

La expresion exacta (aqui no se prucba, Unicamente se menciona) se da en Bowers et al. y es
~Re

piu) = E(é',m::r) T <°O) (22)
Donde:

U(T) es la reserva al dempo de ruma.

Al nimero R se le conoce como el coeficiente de ajuste.
Ya que la reserva al iempo de la ruina tiene que ser negativa, se sigue de la ecuacion anterior
que:

plwy<e™ @3)

5.3. Modelo de Riesgo Colectivo sobre un periodo de tiempao discreto.

Desde el punto de vista del asegurador, la estabilidad a largo plazo del negocio es crucial. El
horizonte de tiempo tiene que exienderse de un periodo (generalmente de un afio) a una
secuencia de los mismos.

Si la posicién financiera (representada por U(f}) se asume que se revisa unicamente en los
puntos de tiempo (equidistantes) ¢ =1,2,3,....,T 0% una version discreta del modelo se obtiene.
El problema de la ruina es asi transformado a estimar la probabilidad de que la reserva v
{teserva al Gempo 1) vaya a caer por debajo de unia cierta barrera de ruina en cualquiera de los
puntos del nempo + =12,3,...,T .

En este modelo se divide el intervalo de dempo en periodos discretos. Si W, representz la
suma de las reclamaciones en el { -ésimo periodo, en vez de §(f), se tiene que:

S, =3, 24

Asumiendo que las W,'s son v.a’s independientes e idénticamente distribuidas, un analisis
analogo al del modelo de tiempo continuo se puede hacer.

La expresién para la probabilidad de riina es de la misma forma que la del modelo para un
intervalo de tempo continuo.

El coeficiente de ajuste para ¢l proceso Poisson compuesto!? es dado por:
b+ (1+ ) pyr— My(r}=0

% Fistos puntos de obiervacign pueden representar ef final de fos afios calendario en una compariia de seguros.
% [Iuicamente se extudia la expresion para el cocficiente de ajuste de un proceso Poisson compuesto y nos damoy cuent que e5 vilida
de forma ods general,
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St se multiplican ambos lados de la ecuacion anterior por A v se observa que
Ap,{(1+8) = E(SY1+8) =c, se obtene:

Ater =AM (r)

er=A(M, (r)-1)

Elevando la expresion anterior, se obtiene que:
AM - ir)-1)

e = e
El lado derecho de la ecuacidn es igual a la fgm. para el monto total de reclamaciones
(ecuacién (53 capitulo 4), la cual en el caso discreto es denotada por la va. W,.Ya que las

W,'s son idénticamente distribuidas con funcién de distribucién comin f,, (w), entonces:

e =M, (r) (25)

La raiz positiva R de esta ecuacién, es igual al coeficiente de ajuste. La probabilidad de ruina es

dada por una expresion similar a la del caso continue:
Ry

F)= (26)

e T <)

Por la desigualdad de Jensen, la ecuacidn (25) implica quee” = E[ew’ ]>exp[rE(W)], de tal forma
que ¢ > E(#), requerimiento que s asume en el 2nilisis.

Ejemplo 5.3.1.

Suponga que W, asume tnicamente valores 0 y 2, Pi( =0} = —i y P =23 = l ye=1.

Encontrar:

1. U(T), donde T representa el momento en que por ptimera ocasién la reserva se vuelve
negativa.

2. El coeficiente de ajuste R .

3. La probabilidad de ruina cuando la reserva inicial es 1.

Solucién.

1. Ya que las reclamaciones tienen que ser $0 6 $2, mientras que la prima al cobro es de $1,
la reserva, cuando se vuelve negativa por primera ocasion, tene que ser necesariamente de
—31, es decir, U(T)=-1.

2. Se necesita encontrar fa raiz positiva més pequefia de la ecuacion e” = My, (r).

Debido a que ¢ =1, entonces &” =My (r).
Por otro lado, si se coleula la funcién generadora de momentos de W,

My (r)= E(e"’)=e"(j}+ e"[;]
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Combinando las dos ¢cuaciones anteriores:
de" =3+e¥ G (- -1)=0

La miz positiva r mds pequefia que satisface esta ecuacidn es e’ =3 y por lo tanto

R=In3

3. Sustituyendo las respuestas de los puntos (1) y (2) anteriores en la ecuacion (26) se obtiene:

e-ku

YOS Eexpl- RUTY)]

=exp|- R(u +1)] = exp(-2m3) = ;

A continuacién se deriva una aproximacion para R . Se sabe que para una v.a. X,

d
logM_ (1) =E(W)=
408 W) =EW)=u

d:
oy 0B M (0, = Var¥) = o}

Usando la expansitn en sere de potencias de Maclaurin, se obtiene:

log M (r) =,ur+%02r2 + .. 27

Si utlizamos tnicamente los primeros dos términos de la ecuacion (27) se tdene la siguiente
aproximacion:
)] (28)

0,2

Ademis si W tiene una distnbucion compuesta y el factor de seguridad relativo @ es dado por
¢ = (I + My, entonces resulta que la ecuacidn (24), es igual a:
28 p, E(N)

E 2 2
(p; - o JE(N)+ p Var(N)

113

(29

Esta aproximacién es muy util cuando se requiere de un estimado para el coeficiente de ajuste.

5.4. Modelo autoregresivo para la reserva de riesgo.

En la Gltima seccidn se asumid que las reclamaciones ¥,'s eran independientes. En la practica
esto no siempre se cumple. Con el fin de tomar en cuenta su dependencia mutua, se
desarrollard un modelo autorregresivo. Se postula que las W,'s pueden ser escritas como una
suma de dos componentes o términos, una parte dependiente y una parte independiente, es
decir:
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W, =Y, +aW,, (30)

Donde:
a, es una constante, que mide la correlacion y |ef<1.

Ademds se asume que las ¥,"s son independientes y que W, = w s dado.

Se pucde reducir este problema a uno considerado en la ultima seccion haciendo la siguiente
modificacidn.

La rescrva en el afio n es la reserva inicial mas las ganancias sobre los n1 periodos. Esto es
dado por:
U,z u+{c-W)+{c-w)+. +lc-W,)

=u+nc—y W, (31)
=1

En la Gltima seccién se asumi6 que las W,'s son mutuamente independientes. Ahora se asume

que ellas estin relacionadas por medio de la ecuacion (30).

Sumando ambos lados de (ecuacién (30)) desde i = | hasta n se cbtiene:

iw, = i]’, + aiw,_,

i=] =i =l

Sepamando el primer término de la segunda suma

= i?’, +aW, + aEW,

=) =]

=i1’, +aw+ aiW, —al,

=] =l

Despejando el término z W,

(L —a)i}ﬂ =i}"I +aw—aW,
i=l

i=l

2 | 4 a a
= - 32
ZW‘ (l_a)ZY,+“_a)w (]ﬁa)w" ( )

i=] iml

Sustituyendo este resultado en la ecuacion (31) se tiene que:

n

] a a
- _ - W 33
U, =u+nc (]_H)ZY,+“_O)W T {(33)

i=t
Si se define:

0, =, -—

W,
1-a ey

a

=1 w

I—-a
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Entonces la ecuacién (33) se puede escrbir como:

.. 1€
U, =u+nc- Y, 34
me- L, 64

=l

. . s ¥
Esta ecuacion es de la misma forma que la ecuacion (31) con W, reemplazado por —I; y las
-a

v.a.'s ¥, son mumamente independientes, lo cual resulta nuevamente en un modelo como el

de la dluma seccidn.

1-

Todo lo que se tiene que hacer es reemplazar ¥, por y u por i en los resultados de la

secclén anterior.

Asi por el ejemplo, el coeficiente de ajuste R esta dado por:
et =M, (R = E[exp{TY— fe]] o 35
—-4a
l-a
Como antes, la desigualdad de Jensen implica que ¢> E(I—Y—-) lo cual es un hecho que se
-a

asume en el analisis.
La probabilidad de ruina que ahora depende de w, se puede expresar como wlu,w) y estd dada
por:

o
w W) = ————— (36)

El:e'm}(n IT < m]

Lo cual es andlogo a la ecuacidn (26"

5.5. Existencia del coeficiente de ajuste.

Existen siruaciones en las cuales e coeficiente de ajuste no existe.

Considérese un proceso Poisson compuesto, en el cual el coeficiente de ajuste es la raiz
positiva més pequeia de la ecuacién:

1+ (1 +0ypyr =My (r) (37

Denotemos ¢l lado izquicrdo de la ecuacion por g(r), es decir, g(r) =1+(1+8)p)r.

En este analisis se asume que el factor de seguridad relativo € es posiuvo. Notar que
g(0) =M (0) =1y que g'©) =(1+&)py > py = M (0)

01} g sual o5 andlogo @ fa formula de la eenacién (25)
89 Notar que ef models antarregresivo, generaliza of model previamente visto que corresponde of caso expecial @ = 0.
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De esta manera, cerca del origen, la grafica de M (r) crece mas lentamente que la de g(r).
Puede presentarse que M () este acotada en su dominio, en cuyo caso @ puede también ser
grande y como resultado la pendiente de la grafica g(r) y My{(r} no se intersectan para

cualquier 7 positiva. Ver fig. 5.3. Un ejemplo de esto se puede ver si la distribucién del monto
de reclamacion es Gaussiana Inversa.

Como se vid en la ecuacion (64} del capitulo 2, la f.g.m. de la distribucion Gaussiana inversa es
dada por:

sl

M)

El punto importante a notar es que la fg.m. no existe si r > g , debido a que la expresién bajo

la rafz cuadrada se vuelve negativa. Cuando r= g ,

3y

Como se puede observar en la fig. 5.3, si 6 es tal que g(—g)> e, entonces no existe el

coeficiente de ajuste. En otras palabras el mis grande valor de 8 para el cual el coeficiente de
ajuste existe es dado por:

1+(1 +B_)p,[§) = ¢°

Ya que para la distribucion Gaussiana Inversa su esperanza es igual p;=E(X)=aff, I
ecuacion anterior se teduce a:
2!e° - 1!

O = St -
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V. TEORIA DE LA RUINA
Notar dos importantes punios que se desprenden de la ecuacién anterior:
1. 8, nodepende de g

2. Sia esun niunero positvo se cumple que e” >1+a,por lo tanto
&, >1
m

Ejemplo 5.5.1.

Para un proceso Poisson Compuesto la distribucion del monto de reclamacion es Gaussiana
Inversa con media 2 y varianza 6. Encontrar el maximo valor del factor de seguridad relativo
para el cual el coeficiente de ajuste existe.

Solucion,
Por los datos del problema, se sabe que la media y la varianza de la distribucion Gaussiana
Iaversa, son dados por:

E(x)= ;=2 y Var(x)= &

g =6.
De lo anterior se obtiene que a = 3’ lo que implica que el miximo factor de seguridad relanvo

para el cual el coeficiente de ajuste existe es:

i
8 -3(9—‘)—1=1.s43

=T m

Ejemplo 5.5.2.

Dos compaiiias de seguros presentan procesos de reclamaciones Poisson Compuesto. Para la
compaiiia A, el mimero esperado de reclamaciones es 1y el monto de reclamacién individual
es Gaussiana inversa con media 1 y varianza 2. Para la compaiiia B el nimero esperado de
reclamaciones es 2 y el monto de reclamacién individual es Gaussiana inversa con media 2 y
varianza 9.

Las dos compaiias se fusionan. Después de la fusién, ¢cudl es el mas grande valor que puede
tomar el factor de seguridad relativo para el cual el coeficiente de ajuste existe?

Solucién.
Denotemos por f, y f las funciones de distribucion de los montos de reclamacion para la

compaiiia A y la compaitia B, respectivamente. Después de la fusion, el total de reclamaciones
es DPoisson con A=3 y distribucién del monto de rteclamacién  individual:

1 2
J(n =-5f:(x) +3fz(x)-

S a a 1 1

Para la compaiiia A, [3: =1y ﬁ;n =2.Porlo que 84 =5 yan=

Parala compania B, " =3y % _9. Porlo cual Jij =1 y a, =1
BB A
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V, TEORIA DE LA RUINA

Para la nueva compafia p, = L ;]] + (i)} = ( ;]

El coeficiente de ajuste es la solucion mds pequea a:

L+ (1+ 9_{2} =[;)cxp[0.5(l “154r )]+ [%)exp[@ By

Notar que el valor mas grande de r para el cual el lado derecho de la ecuacion es defimdo es

. Tal que ¢l valor mds grande de £ para el cual una solucién posiuva existe para esta

6

ecuacion es aquella para la cual ambos lados son iguales, esto es:

veef)-{)ofed - )

Despejando 4, , de esta ecuacion se obtiene:
8, =2.147

Para ver la aplicabilidad de este resultado, notar que M, (0)=1, M (Q=uy M, (0)>0.
Asilascurvas y=M (1) y y=1+ (14 @)t se pueden intersectar. Ver fig. 5.4

Fig. 5.4. Calculo del coeficiente de ajuste

En general, va a ser necesano calcular r numéticamente. Este es normalmente un problema
directo que puede resolverse udlizando el método de Newton-Raphson.

El lado izquierdo de la ecuacién (37) es una funcién lineal de r, el lado derecho es una funcién
creciente. Ademis la segunda derivada del lado derecho es positiva por lo que su grafica es
concava hacia arriba. La hipétesis de que ¢ > Ap;, (equivalente a 6 >0), significa que la
pendiente (1+8)p, del lado izquierdo de ecuacién (37) excede ia pendiente, (M (0} = p, ), del
lado derechoen r=0.
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V. TEORIA DE LA RUINA

La ecuacion (37) tiene dos posibles scluciones. Aparte de la solucién trvial r =0, existe una
solucién positiva # = R, 1a cual se define como el coeficiente de ajuste.””

Conforme & incrementa, la pendiente de la linea se incrementa, tal que el punto de
interseccion de la linea y la curva se mueve a la derecha y hacia arriba.

19 Fp generaf of coeficiente de gjuste es una funcin creciente def factor de seguridad relativo 8
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Ejercicios, Capitulo V

I

Un asegurador asume un riesgo cuya pérdida X  tene la siguiente funcién de
distribucién fy (100} = f,(120)=0.5. La probabilidad de que la pérdida no vaya a ocurrir
antes del tiempo ¢ es ¢, El asegurador tiene una reserva inicial de $80. Encontrar la
prima minima que vaya a asegurar que la probabilidad de ruina sea menor a 0.10.
Resp. (28.27)

Para un cierto riesgo se puede presentar dnicamente una reclamacién determinando asi

una pérdida. La probabilidad de que dicha reclamacién no ocurra antes de tiempo ¢ es
1

(+1° Si la reclamacion ocurre, la distrbucién del monto de reclamaciones es
+

S, (100)=0.6y f,(200) =0.4. La reserva inicial es $60 y la ptima cobrada por unidad

de tiempo es de $20. Encontrar la probabilidad de ruina.

3
Resp.
P (4)

Un asegurador acuerda pagar $100 en el evento de que ocurra una pérdida, el cual es un
evento cierto. La probabilidad de que Ia pérdida no vaya a ocurrir antes del tiempo ¢ es
¢’ . El asegurador tiene una reserva inicial de $20 y cobra una prima de $40 por unidad
de tiempo. Determinar la probabilidad de ruina.

Resp. (1-e?)

En un proceso de tiesgo Poisson, la probabilidad de que el fiempo de ocurrencia entre
reclamaciones (7) sea mas grande que 0.2 es e”'. La distribucién del monto de
reclamacién individual es exponencial con media 2. La prima al cobro pot unidad de
tiempo ¢s de $15. Encontrar la probabilidad de ruina en términos de la reserva inicial, s
la distribucién para la v.a. de los dempos de espera 7 es dada por:
Pr(T > h)=e*
Donde: h, es el dempo que transcurre entre dos reclamaciones.

2, denota el nimero esperado de reclamaciones por unidad de tiempo.

2y
Resp. e
€SP [3]

Para el problema 4, encontrar la varianza de L,

Resp. (4)

En el problema 5, encontrar 1a varianza de la mixima pérdida total.
Resp. (32)




10.

11.

12.

3.

14

EIERCICIOS, CAPITULO V

Para un proceso PC, la distribucion del monto de reclamacion es fy (1) = [y (2}=0.50. El

coeficiente de ajuste es 0.6. Encontrar el factor de seguridad relativo.
Resp. (0.746)

Un proceso de reclamaciones PC tene una distribucion del monto de reclamaciones
exponencial con media 0.50. Si la reserva inicial se incrementa en 1, la probabilidad de
ruina sc reduce a la mitad. Encontrar la probabilidad de que la reserva vaya a caer por
debajo del nivel inicial.

Resp. (0.65)

En problema 8, encontrar la varianza de la v.a. que denota el nimero de veces que la
reserva cae por debajo de su nivel inicial, en el proceso del total de reclamaciones.

Resp. (5.44)

En un proceso de reclamaciones PC la probabilidad de ruina es dada por la siguicate
ecuacion:

()= (0.1)e™ + (0.02)e™™ +(0.03)e™
a) Encontrar el factor de seguridad relativo.

17
Resp. | -
esp [3J

b) Encontrar el coeficiente de ajuste.

Resp. (l)

Un proceso de reclamaciones es PC con 4=19, f. =025y f,(2)=0.75
a) Encontrar E(L,)

Resp. (0.9286})
b) Encontrar Var(L,)

Resp. (0.328)

Para un proceso PC, i=2.1la distribucién del monto de reclamacién individual es una
v.a. exponencial con media 2 y la prima cobrada por unidad de tiempo es 7. ¢Cuil es el
valor mas pequerio de la reserva inicial que va a garantizar que la probabilidad de ruina
no vaya a ser mayor que 0.1?

Resp. (8.1338)

En un proceso PC el nimero esperado de reclamaciones es 2 y la distribucién del mento
de reclamacién es exponencial con media ¥2. La prima al cobro por unidad de tiempo es
1.5. Encontrar el valor esperado de la mixima pérdida total.

Resp. (1)

G, es la ganancia del asegurador enwre los tempos i-1 e i, para i=123,... las
variables aleatorias  G,'s son independientes ¢ idéndcamente distribuidas con
Pr(G, = -1)=0.1 y Pr(G, =1)=0.9. Determinar el cocficiente de ajuste.

Resp. (ln9)
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16.

17.

18.

19.

20.

Para un proceso de reclamaciones PC la ganancia del asegurador & sobre un periodo de
tiempo, tiene distribucién normal con media 10 y varianza 5. Encontrar el coeficiente de
ajuste.

Resp. (4)

Si W es una v.a. normalmente distribuida, encontrar una expresién para R.

Resp. 2(5_1 _E_)
o

Para un proceso de riesgo que se valia sobre intervalos de tempo discretos, la suma de
las reclamaciones sobte el i—ésime periodo W,, tiene una distribucién geométnca con
valot esperado del niimero de reclamaciones 2 y distnibucion del monto de reclamacion
individual, Pr(x =1)=0.1, Pr(X =0)=09. Las #,'s son mutuamente independientes ¢
idénticamente distribuidas y la prima al cobro por unidad de tempo es de 1. Encontrar el

coeficiente de ajuste.
Resp. (In5)

En un modelo autoregresivo, la prima que cobra el asegurador es 1, la constante que
mide la correlacién es 0.1 y ademds se asume que la v.a. ¥ dene la siguiente distribucién
de probabilidad:

Pr(y =0)=0.8y Pry =1.8)=0.2.

Encontrar el coeficiente de ajuste.

Resp. (}} = ln4)

En un modelo autoregresivo, 1a suma de las reclamaciones en el i—ésimo periodo (¥, )
es dada por la siguiente ecuacion:
W, =Y + 01W,,
Donde: 0.1, es la constante de correlacion.
Las va.’s F's son mutuamente independientes y tienen distribucion de

probabilidad comiin que es una v.a. normal con media 9y varianza 1.8.
La prima al cobro por unidad de tiempo es 18. Encontrar el coeficiente de ajuste.

Resp (7.2)

En un modelo autoregresivo, la suma de las reclamaciones en el i - ésimo periodo es
dada por:

W= Y, + 0.25W, .

Las¥'s son vatiables aleatorias muruamente independientes e idénticamente
distribuidas. Su distribucion comin es una v.a. geométrica compuesta con numero

esperado de reclamaciones 5 y distribucidn del monto de reclamacion:
PriX =1}=0.1, Pr(X =0)=09.
. . 4 . . .
La prima al cobro por unidad de dempo cs 3 Encontrar el coeficiente de ajuste.

Resp. (0.751n20)
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21.

22,

23.

24,

25,

FJERCICIOS, CAPITULO V

En un proceso de reclamaciones PC, la distribucién del monto de reclamacion
individual es GGaussiana inversa. El méximo valor del factor de seguridad relativo para el
cual ¢ coeficiente de ajuste existe es 2. ¢Cuil de los siguientes incisos es verdadero?

a) a>038

b) 0.75<a <0.8

c) a<0.75

Resp. (inciso b)

En un proceso PC la distribucion del monto de reclamacién individual tiene una
distribucién Gaussiana Inversa tal que la media es igual 2 1.2 veces la desviacién
estindar. ¢cuil es es el factor de seguridad relativo miximo de manera tal que el
coeficiente de ajuste existe?

Resp. (3.4731)

En un proceso PC la distribucién del monto de reclamacién tiene distribucidn Gaussiana
Inversa. El mas grande vator del factor de seguridad relativo para el cual el coeficiente de
ajuste existe es: ¢° -2. El valor del coeficiente de ajuste es 0.25. Encontrar la varianza
para la distribucién del monto de reclamacion.

Resp. (8)

Dos compaiiias de seguros 4 y B presentan procesos de reclamaciones PC. Ambas
tienen nimero esperado de reclamaciones igual a 1. La distribucién del monto de
reclamacién individual para la compaiiia 4 es Gaussiana inversa con media 2 y varianza
6. La distribucién del monto de reclamacién parz la compaiiia B es exponencial con
media 2. Las dos compaiiias se fusionan. Después de la fusion, ¢cual es el mas grande
valor del factor de seguridad relativo para el cual el coeficiente de ajuste existe?

Resp. (1 1 72)

En un proceso PC la distribucion del monto de reclamacién individual es Gaussiana
Inversa. La f.gm. My(r), no existe para r>025 y M, (025)=4. Encontrar el mas

grande valor del factor de seguridad relativo para el cual el coeficiente de ajuste existe.

Resp (3.33)
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CAPITULO VI

APLICACIONES

6.1. Aproximacién del modelo de Riesgo Individual por medio de un Modelo de
Riesgo Poisson Compuesto.

Todo proceso de reclamaciones puede ser expresado ya sea por medio del modelo de riesgo
individual o el modelo de riesgo colectivo. Dichos modelos son construcciones alternas,
disefiadas para capturar aspectos claves de los sistemas de seguros.

En el modelo de resgo individual, la funcién de distribucién para el costo total de
reclamaciones, generalmente es dificil de calcular. Debido a esto se tiene la necesidad de
encontrar la distdbucion del costo tota! de reclamaciones por medio de un modelo alterno que
sea facil de utilizar y que ademds aproxime a la distribuci6n de § de manera exacta.

Por otro lado en el capitulo 4 (ver seccién 4.6. y 4.7) se vi6 el modelo Poisson Compuesto, el
cual se caracteriza por tener las propiedades de aditividad y facilidad analitica. En este capitulo
se desarrollari un método para aproximar el modelo de tiesgo individual por medio de un
modelo Poisson Compuesto, con la condicién de que la probabilidad de teclamacion sea
pequeiia.

Para desarrollar el modelo se supondri lo siguiente.

Considérese una péliza X la cual paga un monto de B en ¢l caso de que ocurra una
reclamacién. El monto esperado de reclamacién es denotado por ¢ = E(B) y la varianza del
pago de la reclamacién es denotada por o2 =Var(B). Sea g la probabilidad de que suceda la
reclamacion., entonces:

X=1B

Donde:
X , representa la v.a. del costo total de reclamaciones.
1, es la variable aleatoria que indica la ocurrencia o no ocurrencia de la reclamacion.
B, representa el monto de reclamacién.

! toma el valor de 1, si la péliza produce una reclamacion y el valor de 0 en caso contrario. B
es el monto de la reclamacién, dado que ésta ocurre. Bajo la hipétesis de que [ y B, son
mutuamente independientes, se desarrolla este modelo.

Lafg.m.de X estard dada por:

(1) = Ele* ) = E[e]= E[ge™1)] = ZE(@’”’ 1)Pe{1 = i)
= Efe.r =0}pr(7 =0)+ Ele™ 1 =1]pe(s =)
= EQ)Pe(7 =0) + Efe” )Pe{i =1)
=1l-g +qE(e"‘) =l+q(E[e’”]_l)
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Dado que Efe® )= M,(1)
=1+g(M (0)-1) (m

Si g es un nimero muy pequefio, se puede hacer la siguiente aproximactén:

M )= 1+q(My(0) 1) ~ expla(M, (0 -1 @

Observando esta ecuacion, el lado derecho representa la funcién generadora de momentos de
una distribucién Poisson Compuesta con parimetro A=g Y distribucién del monto de

reclamacién f, (x).

Para el modelo de riesgo individual, cada v.a. para el costo total de reclamaciones X, puede
aproximarse por medio de una v.a. Poisson Compuesta con pardimetro 4, =¢, y funcion de
densidad de probabilidad f, =/, .

Por los resultados del capilo 4, ecuaciones (58) v (59), § es también un modelo Poisson
Compuesto con:

i=%aq ®)

fo(x)= Z“"— £, (%) o)

La interpretacién de la ecuacién (3) es que el nimero esperado de reclamaciones en el modelo
Poisson Compuesto (4) es el mismo que en el modelo de resgo individual donde dicho
nimero de reclamaciones es una v.a. Bernoulli.

Sumando las reclamaciones para cada péliza, se obtiene:

Asimismo, la interpretacion para f, (x)es la siguiente.
Si una reclamacién ocurre, la probabilidad de que esta provenga de la péliza i es
aproximadamente igual a:

q' .-
(g, +q,+.-+4,)
Al multiplicar y sumar cada una de estas probabilidades por f, (x), es decir Z% I, (x), se

obtene un promedio ponderado de la probabilidad de que si una reclamacion ocurre, esta

x x: ¥ . B
M Por lz serie de Me Lawin pars e*, € =1+ X+ _-+.., eronces € & aproximadamente ) wal
pa P £

2
l+x+ residuo(arden 2 ) . Este resuttads se aplica en la ecwacidn anterior con X = q[M " (!) - l]

1 1 s pardmetros @, pueden ser diferentes.
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La esperanza y la varianza de cada una de las variables S,, pueden determinarse de la misma
manera como se hizo en el capitulo 4 por ecuaciones (55) y (56), obteniendo asi:

ES)=Ap =4u =94

Var(S,)=Ap,= A E(B}) = ¢ E(B?)=q,(c? + i)

Por lo tanto, la esperanza y la varianza del método | para la v.a. S, son dadas por:

ES) =Y ES,) = S ©

Var(S) = 3 Var(S,) = .07 + 17) ©

Como se puede observar del capitulo 3 (ecuaciones (8) y (9)), la media y la varianza en el
modelo individual, para cada X, son:

E(X,)=q,u; y Var(X)=q.(¢} +p,u})

Comparando esta esperanza v varianza con las aqui obtenidas para cada v.a. S,, se concluye

que:

1) E(S,)=E(X,), la esperanza en la aproximacién Poisson compuesta es la misma que la
esperanza en el modelo individual.

2) Var(S,) 2Var(X)? , es decir la varanza en la aproximacién Poisson compuesta es
mayor que la del modelo de resgo individual

A esta aproximacion que iguala los valores esperados de ambos modelos se le conoce como
método 1 & primer método para aproximar el modelo de desgo individual por medio del
modelo de riesgo Poisson Compuesto. El hecho de que la varianza en este modelo sca mas
grande que en el modelo de resgo individual, representa un rasgo conservador de la
estimacion, es decir, sobre-estima la varianza con el fin de tenet la certeza de que los valores

obtenidos en el cilculo, son correctos. Si las probabilidades q}'s son pequeias, las dos

varianzas son aproximadamente iguales.

Ejemplo 6.1.1.

Para la cartera de pélizas dada por la tabla 6.1, aproximar la distribucién del total de
reclamaciones por medio del método | y encontrar E(S)y Var(S).

Tabla 6.1
Nimero de pohizas ])Iobnbll]d;f(;.' de Monto del beneficio
reclamacion
100 0.02 1
200 0.01 1
100 0.02 2

& Debido u que P, <1
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Soluciodn.
Se obtienen los valores de 4 v f, (x), utilizando las formulas (3} y {4), respectivamente.
A =100(0.02) +200(0.01)+ 100{0.02) = 6
7.0)= [100{0.02) + 200{0.01)] _ 2
A 3
1000002) _ 1

fx(2)= 2 3

Para la aproximacién Poisson Compuesta, E(X)= p, =: ,E(XD)=p, =2
Por lo tanto, E(S,)=Ap, =8 y Var(S,)=Ap, =12

Se puede verificar que la media y lz varianza en el modelo individual son 8 y 11.78%
respectivamente, confirmando lo anteriormente dicho: “la esperanza es la mismaz en los dos

modelos y la varianza es mas grande en el modelo Poisson Compuesto™.

Ejemplo 6.1.2.

En un modelo de riesgo individual, existen 100 pélizas cada una con probabilidad de que
ocurra una reclamacion igual a 0.02 y distribucion del monto de reclamacidn individual
uniforme, distribuida sobre {1,3) y 200 polizas con probabilidad de reclamacién 0.005 y monto
de reclamacién distribuido exponencialmente con media 2. Esta cartera es aproximada por
medio del método 1. Encontrar la probabilidad de que el monto de reclamacidn para la v.a. PC
vaya a encontrarse entre 2 y 4.

Solucién.
Para determinar la probabilidad de que el monto de reclamaciones vaya a estar entre 2y 4, se

tiene que encontrar la funcién de frecuencia f, (x) y después integrar sobre el intervalo

(2.4).
A =100(0.02) + 200{0.005)=2 +1=3

La funcién de frecuencia del monto de reclamacién es:
fo(x)= (i) ( distribucién uniforme (1,3)) +(;)[;Je’
2Y 1Y o
Pr2<x s4) = dx
reex s (3 )[ 2J }

L

Pr(2<X54)=(;J(l+e" —e?)

) Parg ¢l models de Riesge Lndividwal, E(X )= 100{0.02)(1)+200(0.01}1)+100[0.02)(2)=8
Var( X ) = 100{0.02)(0.98)(1)+ 200(0.01){0.99)(1)+ 1000.02)(0.98)(4)=11.78

116




vi. APLICACIONES

Para tener una mejor referencia de las diferencias entre el modelo de riesgo individual y la
aproximacién PC, se muestra la siguiente tabla, la cual resume los conceptos analizados en este
apartado.

Tabla 6.2.
Concepto Modelo de Riesgo Individual APIO%IE::IC:::;’:!SSOﬂ
q
E S '—"ip = j_ 4 ,‘I
Media | E9)= DEX,)=Zg .z, (8)=Ap = 225 4
4 i
=X4q,4,
7
Var(S) = ZVar(XJ) Var(S) = dp,
Vananza 1 _ - ,
=3lg.0-g)u +9.07) ;ﬂw, 4,50
4

A continuacién se discutird otro tipo de aproximacion del modelo PC al modelo de nesgo
individual.

Este enfoque se basa en comparar la probabilidad de que no ocurran reclarnaciones en ambos
modelos.

Para la aproximacién PC se tiene que la probabilidad de que no ocurran reclamaciones es igual:
Pr(N=0)=¢"" o

Si 1, es definido como se hizo en la ecuacién (3), es decir 4 = .4, ,entonces
Pr(N =0}=¢" = cxp{— Zlq, } =exp[— (g, +gq,+.-+q, )]

= exp(~ g, )exp(- g, ) exp(-g,) = [Te * ®

De la misma manera, la probabilidad de que no hayan reclamaciones en el modelo individual,
esta dada por:
Pr (No existan reclamaciones) = Pr{¥ = 0)=Pr (todas las I = 0) =

Pr(ll =0) PI‘(]? =0)"'Pr(1- =0) = (1 "‘LXI -qz)'"(l - qn)'_‘l—_!(l _q,) (9)
Donde (1 - q,), representa la probabilidad de que no ocurran reclamaciones para la péliza i.

Ya que e™* 2 1-g,%, la probabilidad de que no existan reclamaciones en el modelo PC es

mas grande que la det modelo de niesgo individual.

1 Vor reri¢ de Marlawin para €, ecwacon (3) del Capitulo 2.
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Se puede hacer que ambos modelos tengan la musma probabilidad de que no ocurran
reclamaciones. Compatando las ecuaciones (8) y (9) se ve que:

e":]:[(l*q,)()A.:g—ln(l—q,) (10)

Denotemos a »ln(] —g,) como ¢, de tal manera que:

g,==Inll-q,) (1)
A= Z g, (12}
i=1
La funcién de densidad de probabilidad se puede expresar como:
>4,
£e0=5% 1,0 03

A esta aproximacion que iguala las probabilidades de que no ocutran reclamaciones se le
conoce como método 11 6 segundo método para aproximar el modelo de riesgo individual por
medio del modelo de resgo Poisson Compuesto.

Lo tnico que se tiene que hacer en el método 11, es reemplazar las ¢,'s, como se acaban de
definir en (11), para finalmente utilizar el método 1.

La esperanza E(S,) y la varanza Var(S,} del método II, son dadas por las siguientes

ecuaciones:

E(S,)=Ap, (14)
Var(S,) =p, (15)
Ya que ¢, = -In{l —g,) > g, se concluye que:

E(S)= E(S,) <E(Sy) (16)

Es decir, la esperanza del total de reclamaciones bajo la suposicién del métedo 11, es mis
grande que la esperanza del total de reclamaciones bajo el modelo de riesgo individual y Ia
esperanza bajo el modelo PC del método L.

En el caso de la varianza se tene que:

Var(S) < Var(S,) < Var(S,) {an

Lo cual significa que la varanza del total de reclamaciones bajo el método II es mayor a la
varianza de) total de reclamaciones bajo la suposicién del modelo de riesgo individual.

Si todas las g,'s para el modelo de riesgo individual son pequefias (lo cual puede ser el caso

cuando se habla de probabilidades de muerte de una persona), los dos métodos producen
resultados similares.

— 1
q,=4, :_IOg(l"'qf):qJ'*'z‘qu toomg,

®) Ler ecuaciin (4) , Capituio 2
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Ejemplo 6.1.3.

Rehacer el problema 6.1.1, usando el método 11

Selucidn.
Cambiat todas las g,'s a —In(i—g,) como se muestra en la siguiente tabla:
Tabla 6.3.
9 In{l-q,)
0.02 n(0.98)
0.01 1n{0.59)
0.02 1n{0.98)

Utdlizar f6rmula (10) para obtener A y férmula (13) para obtener f, (x).

De esta forma

4 =100(~ 1n0.98) + 200(- In0.99}+ 100(~ In 0.98) = 6.0506
100{— In 6.98) + 200(~ In0.99

7()= 100 1n098)--200(- 1n0.95)
jou-oss)
100(—1n0.98

A2)=>"- S-42=03339
£:@) 6.05
Calculando p, y 7,

p, =1.3339; p, =2.0117

=0.6661

Aplicando formulas (14) y (15).
E(S)=6.0506(1.3339) =8.07
Var(8) = 6.0506(2.0117) =12.11

6.2. Reaseguro Stop Loss

Un asegurador puede decidir reasegurar una porcién de los riesgos sobre los cuales es
responsable. Existen diversas formas de reaseguro. Una de ellas es la llamada “Stop Loss™, la
cual consiste en que ¢l asegurador va a pagar el monto total de pérdidas hasta un cierto limite
denominado algunas veces “deducible”.

El reaseguro Stop Loss es definido por:

0 si S<d
]“':{S—d S>d (18
Donde:

d , representa el monto de deducible o limite.
S, representa ¢l monto total de reclamaciones
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En el caso especial de que d =0 sc uene que [, =5, es dedir, se reaseguta toda la cartera de
polizas por las que inicialmente el asegurador era responsable.

$i se tiene una v.a. contnua, el valor esperado de [, se encuentra dado por:

E(,) = 1,00 fs(xe (19
o

Usando la ecuacién (18)

= I [ 1= F (o)l (20)

31 uuhzamos el método de integracidn por partes
=~(c=d)[t~ A + [l - Fiolax
o
= fo-Fota)as® (@1
d

Las diversas formas de escribir a la E(Id) (prima pura o neta de reaseguro} se muestran en la

siguiente tabla.

Tabla 6.4.
X v.a. continua X v.a. discreta
@ E) =[x~ d)f (s ® EtL)= - d)fo(o)

yul

(c)E(],)=E(S)-d + dj(d—x)fs(x)dx (d) E(1,)= E(S)—-d + E(d-x)fs (x)

Integral con rango finito, éptimo para
meétodos numéricos

© B =E©-Tl-R@la |0 B = E6)- - F]

@ £, = [l F(o)ar B E()= 21 - )]

Integracion por partes

El objetivo de escribir las diversas formas del valor esperado de la va. [, es, contar con

diferentes formulas para obtener dicha esperanza, dependiendo de los elementos con los que
se cuente, es decir, se puede tener la forma analitica de la funcidn de distribucion, o contar con
la esperanza del monto total de reclamaciones, la integral sobre un cierto rango, etc.

) By caso de v.a. diseretas, en ves de (erer futegrales se lignen sumas.
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Por ejemplo, cuando se requicra realizar una integracidn numérica, si E(8) es conocida, las
ecuaciones (c) y (¢} de la tabla anterior, son preferibles a las dems. Estas formulas son mds
ficiles de utilizar, ya que el rango de integracion es finito.

Si se cuenta con la forma analitica de la distribucién de S la expresion (a) y (b) pueden ser las
mas adecuada.

La esperanza de [, tipicamente es una cuota inferior de la prima de Stop-Loss. La prima va a
contener un factor que refleja la variabilidad del pago del reasegurador. Una medida de esta
variabilidad es la varianza de 1, Var(l,) = EU})- E(1,)

6.2.1. Férmula recursiva para la esperanza del reaseguro Stop Loss.

En particular, suponiendo que la v.a. S puede tomar Gnicamente valores enteros no negativos,
si d es un nimero entero no negativo, de la ecuacién (h) de la tabla 6.4 para el caso de una va.
discreta, se obtene la siguiente férmula recursiva:

E(l,) = ill - Fs(x)] =1- Fs(d)+ .:%[1 - Fs(x)]

rad

=1_Fs(d)+E(I.m) (22)
En el caso de que d =0, se nene:

E(1,)=E(S)

Para d =1,2,..., la formula (22) es igual a:

E(1,.)=E(1,)~[1 - F(d)] para d =012,.. 23)

Observar que E(1,) es una funcién decreciente, es decir, entre mas grande sea el deducible

menor es la prima.
Para calcular E(/,) mediante la férmula (23) se debe conocer la funcién de distribucién pata

el total de reclamaciones F (x).

Ejemplo 6.2.7.

Para una v.a. Poisson Compuesta, 4=2; f )= r1, (2)= ; . Caleular E(/,).

Solucion.

Primero se calcula la distribucion del total de reclamaciones recursivamente, como se hizo en €l
capitulo 4 seccion 4.5.1.

Con ¢l fin de obtener E(/,,,), es neccsario calcular Gnicamente hasta Fg(d) (ver ecuacién

(23).
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Haciendo f,(x) = e g(x)™, entonces:
g®=17,

____2_ 1 B 2 N
£(x) x{zg(-r 1)+2g(x 2)}

Tal que g(1)=g(0)=1, £,{0)}=¢” y F,(1)=2¢""

Ya que p, =[l]l+(;]2:{;J , se obtiene lo stguiente:

E(1,)= E($y=Ap, =3,
E(J)=3-(1-F,(0)=2+e"
E(1)=E(1) -1 - F(1)}=1+3¢”

Ejemplo 6.2.2,

Un contrato paga 80% de cualquier monto de reclamacion en exceso de $10 pero no paga tis
de $40. Expresar los pagos en términos de contratos de reaseguro Stop Loss TAR

Solucién.
Un contrato que paga 80% de cualquier reclamacién en exceso de $10, es expresado como:

0.817,. Este contrato pagari 0.8(5 - 10) si $>10. Cuando §=60 se alcanza el monto de
$40.
Por lo cual d =10,d'= 60y el pago es 0.8(/4 —1y)

Este ejemplo muestra la siguiente propiedad para {,;
Suponiendo que d'>d . Entonces
o s S<d
I,—1,={S-dsid<Ssd
d-d si S>d

6.3. Dividendos

Un asegurador provee cobertura para el total de reclamaciones §, generada por un grupo de
empleados en una organizacion. El asegurador cobra una prima unica G, con un factor
sustancial, G — E(S), para tener la seguridad de que las primas van a ser suficientes para cubrir
el riesgo. Si la experiencia en las reclamaciones es favorable, una gran parte de este factor es
regresado como dividendo al asegurado.

) Lo ecnaadn (33) del capituls 4.
P Ver ecuanion (36) del capitul 4.
% Ver ecuacianm (37) del capitule 4.
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Un asegurador puede ofrecer un dividendo de la sigwente manera.
Si el total de las reclimaciones resulta ser menor a un k % de la prima total (denotada por
“G ™), entonces la diferencia es pagada como dividendo. Esto se expresa de la siguiente
marnera,

KG-5 si SE4G
D={ an 24)

0 §> kG

La primera de estas condiciones significa que la experiencia en las reclamaciones es favorable.
La segunda lo contrario.

Comparando esta definicion con la del reaseguro Stop Loss (ecuacion (18)) se ve que:

kG-8 kG =S8
S+ D =5 +{ § G
—

wtal recibido 0 kG <S8
por ¢l asegurads
_ kG kGz=S - & 0 KG2S
T8 #G<S S-kC kG <8
=__ kG + lig (25)
manofijo beneficio de STOP LOSS

La interpretacién de la formula anterior es 12 siguiente. Al grupo asegurado es pagado al menos
la cantidad de kG en cualquier caso. En el caso de que las reclamaciones excedan kG, se
recibe un beneficio adicional § 4G .

Por su parte, ¢l asegurador debe estimara G dela sigutenite manera:
pagos al asegurado hechos de kG y (1-4)G es la prima que el asegurador recibe para pagar el

beneficio de Stop Loss, 1,

Otra forma de poner lo anterior es tomando valores esperados y despejando para E(D), asi se
tene que:

E(D)=kG - E(S)+ E(I,,)) (26)

De la formula (26) se puede observar que E(D) puede obtencrse si calculamos E(I ,G), E(S)
y kG. kGy E(S) generalmente son dados, mientras que para E(I,), se tene un método

recursivo para su cilculo.

Ejemplo 6.3.1.

Un asegurador carga una prima total de $5 y va a pagar un dividendo igual a un medio del
exceso, si es que hay, del 80% de la prima sobre reclamaciones. Los montos totales de
reclamaciones pueden ser (nicamenie nimeros eateros pares. Se conoce que Pr(§=0)=0.1;

E(]‘ ) =1y E(ll )= 3.1. Encontrar el valor esperade del dividendo.

7t Donde & representa el porcenicije de la prima que debe exceder las reclamaciones.
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Solucidn.

D=05(-5)s1 $<4 y 0 en otro caso.

Ya que S puede tomar inicamente valores enteros pares, si se puede encontrar f5(0) y f5(2),
se puede obtener el resultado deseado.

Notar que D=0 cuando S =4. Conocemos Pr(S=0)= fs(0) =0.1. Se necesita encontrar f5(2).
Para esto se hace uso del resto de la informacién, teniendo en mente que S puede tomar
unicamente valotes enteros pares.
1=E(1,)
Usando la formula recursiva para {,; ecuacion (23)
= E(]])_ [l - F.\(3)]
Yaque f,(3)=0
=E(1,)-[1- F(2)]
= £(1,)-[1- £,2)] - (-7 )]
=E(1,)-201- F,(2)]
= E()-[1- Fm)-2[i - F2)
Yaque f,(1)=0
= E()) -h- R0 -2 - F(2)]
=31-(1-01) -2[1-F()

De lo anterior se sigue que £ (2)=04yque f,(2)=03
Por lo wanto, E(D) = Zx {0.5)4 - 5)fc(s)
=0.5(4 - 0)/;(0)+0.5(4 - 2)£(2)+ 0.5(4 - 4)£s{4) = 0.5()(0.1) + 5(4 - 2) (0.3) = 0.5

6.4. Efecto del reaseguro sobre el factor de seguridad relativo y el coeficiente de
ajuste.

El reaseguro es comprado por el asegurador con el fin de reducir el tiesgo. Como se vio en el
capitulo 5, una medida de riesgo en un proceso de reclamaciones es la probabilidad de ruina.
Con cualquier plan de reaseguro y siempre y cuando el factor de seguridad relativo del
asegurador sea igual al del reasegurador, 6=¢, la ganancia esperada del asegurador es
disminuida, A pesar de este hecho, puede estar en el interés del asegurador comprar reaseguro.
La razén es que el reaseguro tende a incrementar el coeficiente de ajuste {R) y por lo t2nto

disminuir la probabilidad de ruina.
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Sin embargo, si el factor de seguridad del reasegurador es mayor que aquel del asegurador,
entonces existe un punto en ¢l cual entre mis grande ucnde a ser ¢l grado de reaseguro, se
tiende a disminwr el ndvel de seguridad.

A continuacién se considera un cjemplo que ilustra el hecho de como el factor de seguridad
relativo del asegurador es afectado por la compra de reaseguro y la forma en que €l
coeficiente de ajuste se incrementa.

Considérese un asegurador que es responsable de una pérdida § y cobra una prima con un
factor de seguridad relativa “8”. El ingreso para el asegurador por la prima es de

E(S)(1+8)=c b2

Suponga que el asegurador reasegura una porcién A(S) del riesgo y que el factor de seguridad
relativo del reasegurador es & ", El costo por el reaseguro sera de E[h(S)Kl +&)=¢, M.

Este osto tepresenta cuanto tiene que pagar el asegurador para que el reasegurador corra el
riesgo. El ingreso neto para el asegurador después de la compra de reaseguro cs ¢ - ¢,.

El monto esperado de reclamaciones por el cual el asegurador es responsable ¢s:

ElS - n(Sy].

El factor de seguridad relativo para el asegurador después de la compra de reaseguro (&) se
obtene de la siguiente ecuacion:

ElS-n($)J1+8)=c~c,

Despejando @ se tiene que:

g = E®)]-(c, - EInS))

ES)- E[HS)}

Sustituyendo los valores de ¢ ¥ ¢, en la ecuacién anterior finalmente se encuentra:
BES) - ¢E[MS)]
G = - o2 LTI @n
E(S) - E[H(S)]

Existen 3 tipos de reaseguro que bajo este contexto cobran importancia. El primero es el
reaseguro Stop Loss, ¢l cual va a pagar un monto de /,(s) sobre el total de reclamaciones. El

segundo es llamado exceso de pérdida que va a pagar [, (x) sobre cada uno de los montos de

reclamacion individual"®. El tercero es el reaseguro proporcional en el cual se va a pagar una
fraccion @ de cada reclamacion individual

M2 @ o incluye factor afgune pard gastos..

% Dyehidds af factor de sequridad relativo contenido en la prima de reasegurn, se reduce lo gananiia esperada del asegurader. Por otro
ladg, ut adecuads contrate de reaseguro tiende a incrementar of nivel de seguridad.

) Fy este trabajo, s¢ supondri gue la prima db reaseguro, come es determinada por ¢l revsegurador, yo contiene un margen para
gastos, segwridad y wiilidad,

4% Notar gue §,(S) st aplica sobre of monta total de reclumuciones mivairas gue 1 (X)) se bace sobre una base de reclimaciones

Individuales.
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En el caso especial de que el reascguro sea proporcional, es decir h(x)=ox, I ecuacién (27) se
reduce a:

GE(S) - -
o _ OE(S)~£ak(S) _0-¢a -
E(S)-ak(S) l-a

De esta ecuacién se pueden notar dos restricciones.

2) @ no puede ser mas grande que 4 R
b) &debe ser mas prande que 6 de otra forma el asegurador tendria la intencion de
reasegurar todos sus ricsgos obteniendo de ello 2 cosas:

+  Una utlidad o ganancia en cada uno de sus riesgos, debido a que § es menor que ay
por lo tanto para el asegurador es mis barato colocar pélizas en reaseguro que vender
sus pfOplOS Seg|JIOS.

«  El reasegurador correria con todos los tiesgos del asegurador, debido a que éste ultimo
los cedera todos.

Teniendo en cuenta estas restricciones, se concluye de la ecuacion (28) que 8's8, confirmando
asi lo que se mencioné anteriormente “la compra del reaseguro disminuye el factor de
seguridad relativo”.

A primera vista pareciera que el nivel de seguridad ha disminuido, sin embargo no cs asi.

Una mejor medida para valuar el nivel de seguridad involucrada en una cartera de riesgos, es
calcular ¢l mimero de desviaciones estindar & por la cual la prima excede el total de
reclamaciones esperadas, Matematicamente se ene lo siguiente:

E{Camancia )

k= ...._—G_E(S) = "'.:’i"""_;"’.‘"""’ = g - )
oy oz s C V {reclamaciones)

) o
Donde: CF.(Y), representa el coeficiente de variacién de lava. ¥, definido como —-

Hy
Para una cartera de riesgos sin reaseguro se sabe que:
g
= —_——- = )f
5
E(S)

Es decir, el factor de seguridad es y veces una desviacion estandar del total de reclamaciones.
De la misma forma para una cartera reasegurada, se tene que:

E(S.)
9 - . . .
ve ;g > el factor de segueridad relativo seria negative.
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En la cartera de riesgos sin reaseguro, la prima esta & desviaciones estindar arrba de las
teclamaciones esperadas, para la cartera reasegurada, la prima retenida es k., desviaciones
arriba de las reclimaciones esperadas retenidas, siempre se cumple que £, > k. Por lo que el
reaseguro incrementa el nivel de seguridad.

Ejemplo 6.4.1.

Para un proceso Poisson Compuesto con nimero esperado de reclamaciones igual a 1y
distribucién del monto de reclamacién individual exponencial con media 1, el factor de
seguridad relativo del ascgurador es &. El asegurador compra un reaseguro de exceso de
pérdida con deducible ¢ . El factor de seguridad relanvo del reasegurador es & . Encontrar el

factor de seguridad relativo del asegurador después de la compra de reaseguro.

Solucidn.
La prima total antes de reaseguro es

c={1+0)p,

Yaque i=1y p, =1

={1+8X1X1)

La esperanza para la porcion de riesgo #(S), es dada por:
Ep(s)) = EU1,) = j(x-d)e"dx =e?

d
De ecuacion (27) se obtiene:

_ ﬂ—g’e"‘

& 30
o (30)

Coeficiente de ajuste después de reaseguro.

Si se supone un proceso PC, la ecuacién del coeficiente de ajuste antes de reaseguro es:

1+(+8)p,R = M, (R) = E(e™) G1)

Multiplicando ambas partes de esta ecuacién por 4 y notando que (1 +@)p, = c, se obtiene lo

siguiente:

A+cR = 2E(™). (32)

Si el asegurador compra reaseguro sobre una base de reclamaciones individuales 0<A(x) £ x, es
decir si se paga cierto monto sobre cada reclamacion, entonces el ingreso neto para el
asegurador €5 € = €,y Asimismo, el monto por el cual el asegurador es responsable es dado

por x—h(x).
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S1 R denota el cocficiente de ajuste después de reaseguro, entonces se puede ver que:
A+le—e )R = /IE[E(R'I'_M X J] (33)

Ejemplo 6.4.2.

Para un proceso Poisson Compuesto, 4=1 y la distribucién del monto de reclamacion

individual es exponencial con media 1. El factor de seguridad telativo del asegurador es 0.50.

U'n reaseguro proporcional (h(x)=ax) es comptado v el facror de seguridad relativo para el

reasegurador es 0.8.

1) Encontrar ¢l factor de seguridad relativo del asegurador después de la compra de
reaseguro, cuando @ = 3

b) Enconcrar el coeficiente de ajuste antes de reaseguro.

. . 1. i
©) Encontar el coeficiente de zjuste después de reaseguro cuando (i} &= 5 i a= 5

{t1) a=06
Solucién.
A=1, py=1,6=05.Porloque c=24,p(1+8)=1.5. 8¢ sabe que £ =08
! 05~ 0.8
) De ccuacién (28), con a = _, se obtiene &'= 3 -o3s
3 -
3
b) Ya que el monto de distribucién es exponencial con f=1, el coeficiente de ajuste antes de
pé 1
reaseguro ¢ R = =
(t+6) 3
¢} Debidoaque § =08, ¢, =1.8(1)(Nea y Sx)=¢e"
My — glort-ai] 2 ¥ Klyal -5y _ ¥ I-wt-adl g I
ElexpR [X h(X)] E[e l Je e Ty a[e _—__I—R'(I—-cz)

Norar que con el fin de que la integrat exista, R'{l - &) debe de ser menor a 1. Asumiendo este
casoysisehace c=15, ¢, =1.8a y 1=l en la ecuacion (33), se obtiene:
1

1+§1.5-18a)R = —

+ ) 1-R(l-a)

Despejando R', s¢ encuentra que:

R - 0.5-0.8a (34)

(1l5-18a)l-a)
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. 1 7
(i) Cuando a= 3 R'= g lo cual es mas grande que el cocficiente de ajuste antes de
reaseguro
() Cuando a= !

R'2 _ qgueesigualal cocficienie de ajuste antes de reasegurc.
3

} . ‘
(i) Cuando =06, R'= g4’ que es mucho menor que el cocficiente de ajuste antes de

reaseguro.

El ejemplo anterior muestra que comprando reaseguro, el ascgurador puede incrementar el
cocficiente de ajuste y por lo tanto disminuir la probabilidad de ruina. Entonces surge una
pregunta, Para cierto nesgo reasegurado y para cierra prima de reaseguro, ¢qué opo de
reascguro maximiza el coeficiente de ajuste? 6 la pregunta equivalente, ¢qué tipo de reaseguro
minimiza la probabibdad de runa?

Un plan de reaseguro va a ajustar a R lo suficiente con el fin de que la probabilidad de ruina
decrezca. Los ejemplos muestran que cuando d=7, es decir el asegurador y el reasegurador
tienen el mismo factor de segusdad relatvo, entre mds grande sea el reaseguro, se producen
valores més grandes de R y por lo tanto valores mas pequefios de la probabilidad de ruina,

Sin embargo cuando & > @, a mayor grado de reaseguro, se tiende a incrementar R, hasta un
cierto punto después del cual R empieza a decrecer. Escoger el grado de reaseguro es cuestion
de l2 experiencia que tenga el asegurador. Se demuestra en el libro de “Actuarial Mathematics”
de Newton Bowers, et. al, que el reaseguro de exceso de pérdida es el plan 6pumo es decir,
aquel que produce el mis grande incremento en el coeficiente de ajuste bajo ciertas clases
comparables de esquemas de reaseguro (aquellas con las mismas reclamaciones esperadas de
reaseguro y con ¢l mismo factor de segundad reladivo).
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1. A la cartera de resgos del ejemplo 324 capitulo 3, un grupo de 100 pélizas con
probabilidad de reclamacion 0.03 y monto de reclamacion 2 es afadido. Encontrar la
distribucién del monto de reclamacion por medio de la aproximacion PC bajo el método

I1.
Resp. (f, (1) = £, (3)=0222, /,(2) =0.556)

2. Un modelo de riesgo individual nene las siguientes caracteristicas:
Nimero de Probabilidad de Funcién de distribucion del
Asegurados Reclamacion monto de reclamaciones
(n) g.) Fo(x)
3 ]
2 sigsx<l
100 e </ .
1 s xzl
200 xt si0sx<l
1-e?! | sioorzl
100 |02 —e™ six20

Lsta cartera de riesgos es aproximada por un modelo PC que iguala la probabilidad de
que no existan reclamaciones. Encontrar el valor esperado y la vananza de l1a distribucién
del monto de reclamacion individual para el modelo PC aproximado.

5 7
Resp. | .
P [6 t8)

3. Una cartera de vida estd constiruida por a polizas independientes, cada una con
probabilidad de reclamacion g<1. La distribucion del total de reclamaciones es
aproximada por una distribucién PC.

4 es el parimetro de la distribucion Poisson en la aproximacion por medio del
método L.

1, es el parametro de la distribucion Poisson en método IL

Determinar 4, - 4,.

Resp. (nzmzq—;)
i=ip

4. La cartera de seguros de automévil para una compaiiia de seguros consiste en 2 clases de
riesgos. Para cada clase, la distribucién del monto de reclamacion es definida por la
funcion de distribucion:




0

Futsy = /o)
1

L'na distribucién

x <0
Oan, <l 021

Xzl

PC es escogida para aproximar la distribucidn

EJERCICIOS, CAPITULO VI

del total de

reclamaciones tal que el nimero esperado de reclamaciones sea igual en el modelo
ndividual y en la aproximacién Poisson Compuesta. Determinar la probabilidad de que
¢l monto de reclamicion individual vaya a ser menor que 18, para la distribucién
aproximada. Los datos de cada una de las dos clases, se muestran en la siguniente tabla.

Clase | Numero de riesgos Probabilidad de ¢ L
(i) ¢n la clase Reclamacion
{n) (9)
1 1,000 0.60 30 20
2 2,000 0.40 24 15

Resp. (0.7257)

5 Una distribucién del total de reclamaciones toma tinicamente valores enteros no negativos.
El valor esperado del reaseguro Stop Loss es igual a:

o
E(l,) = [%}[%) cpara d =012,

Determinar f(2).

12
Resn.
P (I25J

6. Una cierta poliza cubre los gastos médicos v dentales de un grupo de personas. Los
gastos médicos y dentales se asumen ser independicntes con distribucion PC como se

muestra a contnuacion:

Tipo de Gastos Disurtbucion de:l monto de i
reclamaciones

Médicos Uniforme sobre (0,1000) 2

Deentales Uniforme sobre (0,200) 3

X representa la v.a. de una cierta reclamacion

Determinar £(/g0) -

Resp.’(l??)

7. Los primeros dos valores de la distribucion del total de reclamaciones son los siguientes:
f0y=0.1, y(y=02. St E(S)=3 v Far(S) = 9.64. Encontrar la varianza de 1.

Resp- (3.08)




LJERCICIOS, CAPITULO VI

9.

11.

Para un proceso compuesto-geométrico, el mimero esperado de reclamaciones por
. . S . 1
umidad de tempo es 2. ba distribucion del monto de reclamacion  es p(l)=4,

| 1
p2)= 5 v p(3)= v Enconuar £{7,,).
Resp. (2.624)
U'n asegurador cobra una prima de $12. De esta prima cl asegurador espera que $3

alcancen para cubrir gastos y utilidad. El asegurador desea pagar un dividendo del
exceso, si es que existe, de una fraccion & de la prima total sobre reclamaciones. Dado

que:
(@), =16
(b}y1y =12

(¢) no existen reclamaciones entre 7y 8

Encontrar el maximo valor para & .

23
Resp.
P [36J

La distribucion det total de reclamaciones es Poisson compuesta con 4=2, p(1) =04 y
p(2) = 0.6. Un asegurador cobra una prima de 4.5 y regresa un dividendo del exceso, s
es que existe, de 2.7 sobre reclamaciones. Determinar el exceso de la prima sobre
reclamaciones esperadas y dividendos. Es decir, obtener E(G-S5-D).

Resp. (0.607)

La distribucion del total de reclamaciones es aproximada por una distribucién normal
con media 2 y varianza 1. El factor de seguridad relativo para el asegurador es 1. Un
dividendo del exceso, si existe, del 80% de la prima sobre el total de reclamaciones es
pagado (es decir, 0.8G - § si esta canudad es positiva}. Encontrar el valor esperado del
dividendo.

Resp. (1.199)

Un asegurador cobra una primna total de 5y paga un dividendo de la mitad del exceso, 51
existe, del 80% de la prima rotal sobre reclamaciones. S$i la distribucién del total de
reclamaciones es tal que:

fi®=01

folx}=05¢"" para 0<x<5

Sylxy= f{x) para v>5.

Determinar el valor esperado del dividendo.

Resp. (0.95 +0.25¢™ )
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15.

16.

17.

18.

EJERCICIOS, CAPITULO VI

Los valores que puede tomar la distribucién del wotal de reclamaciones §, son nimeros
enteros positivos. Algunos valores de la distribucion son dados a continuacion:
JO)y=08, f(1)=0.12, f(2)=0.05, f(3)=0.005

Un dividendo del 80% del exceso de 2.5 sobre reclamaciones es pagado.

Encontrar la varianza del dividendo.

Resp. (0.26)

Un asegurador presenta un proceso del total de reclamaciones que es 'C con pardmetro
4=1 y disuibucién del monto de reclamacién exponencial con media igual a 1. Sin la
compra de reaseguro, ¢l factor de seguridad relativo para el asegurador ¢s 0.5. El
asegurador compra un  reaseguro ptoporcional A(x}=ax, a un costo de dos veces el
valor esperado de h(x). Determinar el valor de a para ¢l cual el coeficiente de ajuste

después del reaseguro sca maximo.

Resp. (0. 146)

Un proceso de reclamaciones PC, tiene pardimetro 2=2 ¥ distribucién del monto de
reclamaciones exponencial con media igual a 1. El factor de segundad relativo para el
asegurador es 0.5. El asegurador compra reaseguro proporcional h(x)=axy el factor de
seguridad relativo para el reasegurador es 0.8. Determinar el numero “a” que vaya a
maximizar el valor esperado de la mixima pérdida total para el asegurador.

1
Resp.
P [4)

Un aseguradot tiene un proceso de reclamaciones PC con A=1y la distribucion del
monto de reclamacién individual es exponencial con media 1. El factor de seguridad
relativo para el asegurador es 0.5. El asegurador compra un reaseguro de exceso de
pérdida el cual cuesta 1.8 veces la prima neta. El ascgurador quiere incrementar el
coeficiente de ajuste en 50% ;Cuil es el deducible que debe de tomar cl asegurador, con
el fin de aumentar ¢l coeficiente de ajuste?

Resp. (1.9362)

Un asegurador tiene un proceso PC en el cual la distribucion del monto de reclamacion
individual es exponencial con media 1/8. El asegurador compra un reaseguro de exceso
de pérdida. El factor de seguridad relativo del reasegurador es 50% mayor que el factor
de seguridad relativo det ascgurador antes de reaseguro. Encontrar el monto de
deducible abajo del cual el factor de seguridad relativo al asegurador se vuelve negativo.

Resp. (%}In 1.5

En un proceso PC, 1=1 y la distribucién del monto de reclamacion individual es
exponencial con media 1. El factor de seguridad relativo para el ascgurador es 1. El
asegurador compra reaseguro proporcional para cubrr % dc todas las reclamaciones
individuales. | factor de seguridad relativo para el reascgurador es 1.4,
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19.

() Encontrar el factor de seguridad relauvo para ¢l asegurador despuds de reaseguro.
Resp. (0.8667)

(b) Encontrar ¢l coeficiente de ajuste del asegurador antes de reaseguro
Resp. (0.5)

{c) Encontrar el coeficiente de ajuste del asegurador después de reaseguro.

Resp. (0.619)

Para un grupo de polizas idénticamente distribuidas ¢ independientes, ta distribucion del
costo total de reclamaciones es exponencial con media 1. Antes de reaseguro ¢l factor de
seguridad relativo es 0.5. El asegurador compra reaseguro de exceso de pérdida con un
deducible que cubre $1 por cada reclamacién. Eb factor de segunidad relativo para el
teasegurador es 1. Calcular el factor de seguridad relativo para el asegurador después de
reaseguro.

Resp. (0.21)
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Soluciones a Ejercicios, Capitulo 1l

1. Se sabe que ¢l n-éstimo momento no central de una va. continua X e¢s dado por
By = [, xtf, ()
Donde: 1, , representa b va. indicador 6 v.s. que denota ¢l rango de valores que puede
tomar a va. X
$i se sustituye la funcién de densidad fy (x) en esta ecuacion, se nene:
Ex*) = [ xm(e 157 )dx
=["xmedx+1.5] x"e 7 dx

Udlizando el método de integracion por sustitucion, haciendo la sustitucion x=u/2 en
la primera integral y x = u/3 en la segunda,

_ ! r[ ) o g 13 r(ﬂ) B

2782 370\ 3

Lo LS e 1 1
L e 22 feas] Lo L peea

Dado que r uedu=T{(n)=n! (ccuacién (19}, capiruio 2)

R (X T Y

Si n=1, se obticne la esperanza de X' E(X)= >
12
. . 13
Si n=2, se obtiene ¢l segundo momento de X . E(X )= 36
3

2. Primer método para la resolucidn del problema.
Existe un punto de masa de probabilidad en 1, lo cual puede verificarse integrando la
funcion de densidad sobre sus posibles valores y observando que la integral da 1/3, por
lo que para set funcién de densidad de probabihdad le faltarfan 2/3 de probabilidad, tal

£(x) = [ (<) + ()Pe(x =1)
= leldx + 2 = h
S 3012

Segundo métado.

3
x
Fylx) = 3 para 0<x<ly Fy(x)=1 para x21.

Si aplicamos la ecuacion (18) del capitulo 2, se obtiene el mismo resultado.

e _
E(X) = f[l—l-r‘.(_\)}h_ j:(l x 3)dx 1

Nota: El hecho de que £y () s discondnua en | no provoca diferencia en la integral.




SOLUCIONES A EJERCICIOS,

CAPITULO It

Y2 que existe un punto de masa de probabilidad en 1, ¢l valor esperado de Y se puede
obtener de la misma manera que el ejeracio antenor. Utilizando el segundo método se
obtene:

£(x)= [1-( - e Jax]

1 1
=[edi=-e"
9 o

=f-¢"!

Primero se encuentra la funcidn de distribueion para ¥, la cual es dada por:

FJ' (x): Lxﬁe-y'dll =_p 8 ;
Usando la ley de probabilidad total, se obnene:
Folx=2B=p)=1-¢7

Fey = [, F(28=p)1,(8)p
- [ree=pf," |

- L LG-e)s

a—

o
=..-.-.I— ﬁ+ le-zﬂ =t ! a+_l.e'2n_l_lg_2
a-1 2 , a-l 2 2

| N
= l—m(e - € )

=l-e

Ya que la media de la disuibucion Gaussiana Inversa es 2 y la varianza cs 6, por ecuacion
{65) del capitulo 2 se obtienen: @ =2/3 ¥ f=1/3.

Notase que para dada X = x, ¥ es exponencial y pe(y < X = x)=1-e*

La probabilidad de que ¥ vaya a tomar un valor eatre 3/32 y 1/2 es:

B 3 1 . -3/321 -142x
Pr(3/32s¥ <1/2) = | Pr|:32 <y< 2X=x]j).(x)dr = f(e 332 _ o120 £ (x)dx
- Ce (o - e, (o

Obsérvese que cada uno de los términos en esta expresion, son iguales a la fgm dech
v.a. X valuados en diferentes valores de r, por lo cual se tene:

=M, (-3/32)-M (-1/2)

Debido a que X sc distribuye como una v.a. Gaussiana inversa, su f£g.m. es dada por

ceuacién (64) del capitulo 2, por lo tanto la ecuacion anterior es igual a:
RV T
=" -e

Si P es la v.a. que denota ¢l pago, entonces P puede escribirse como:
0 si0sx<d
x—dsi x>d

Para determinar la vamanza de P se caleulan £(P), E(I’I] y después se utilizan para

P =

determinar Var[P).

130




SOLUCIONES A EJFRCICIOS,

CAPITULO 1T

£py= [y -d)f, (x)ix
= cL x—de “dx
Uulizando ntegracion por partes, con u=(x- dyv dv=ede

=-~¢ ("_d)d*L" dy = .

Ery=cl( (x—d)e s
LCdlizando mugracum pot partes con u = (x -dYy vdveede
Ce-dfe T+l -d)ean]

Usando el resultado anterior para e} segundo término de esta ecuacion:
'Je -od

1

c?
var(P)= E{p?)- EX(P)
Por lo tanto:

(28-.,.' _e-!m')

Var(P) = s

los valores que la v.a. A4 puede tomar son: 0.8 o 1.2, por lo que 4>05. Asl
Pr(x < 0.54) = % v
Pr(X $0.5) = Pr{X $0.54=038)Pr(4 =08)+ Pr(x 5054 = 1.2)Pr(4=12)
2
= (0.5/0.8)0.3) + (0.5/1.2%0.7) = 3 )
48
PN =20 =g) = (I-qk’
Jolg) = 0-25U(q) + 0.75D(g)
Donde: Ulg) es la distribucidon umforme sobre (01) vy Dig) es la distribucion
degenerada con Pr(Q=0.2)=1.
Por lo tanto:

PriN =2) = j Pr(v = 2|0 = ¢}/, (g) =025 [, g (1-¢)q?U(q)dg +0.75(0.8)Y0.2)’
= 0.25[(1 - g)g’dg + 0.75(0.8Y02) ~ 0.045

Si X esla v.a. que denota €l pago, se tiene lo siguiente:
- Para ¢l evento de muerte accidenial:
pr(x =10) =
- Para ¢l evento de muerte por cualqmcr otra causa:
Pr(X = l) o — 4
Se sabe que la varianza de cualquier va. v es dada por:
var(x) = E(¥?)-£200)
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SOLUCIONES A EJERCICIONS,

16.

11.

CAPITULO NI

”

Calculando E(X) v £ X') $e encuenua que:
E(x?) = 3 2 pr{x = x)= (1 Prlx = 1)+ (10 Prix =10) = (1F () 42 )+ (10 (42) = 9942 + 1gy
E(x) = Z_\- Pr(x = x) = ()Pr(x = 1)+ (10)Pr(x = 10) (g, - 72)+ (10)g2) =99, +14y

Por lo tanto, Var(X)=99q, +q, - (%49, +q )

Se sabe que la vaa. A dada clerta va. 8, se distnbuye como va. exponencial, por lo que:
Elx B)= 87y varlx B)= B
Por lo tanto E(X} y Var(X) son dados por:

g1 . (na)
i =a—l(lnﬁ)‘_(a—l)

~Parala E(Y), £(x)= E|£(x 8)] = £(B")= al—l I
-Parala Var(x),

il | )
et o)« vrlo ) - e}l

Por lo tanto:
var(X) = Elyar(x B)|+ varlE(x 8)]

= E(a‘z J+ el ]— [E(B-I )]2
-26(82)-[ele

AH]
Var(X) = (i) - [ (;n_al)] z

Ya que N es Poisson, Var(N) es igual a E(N), es decir Var(N)=5. Para dada N=n, X
se distribuye como una v.a. binomial con parimetros n y 1/3, donde la media y vadanza
estan dadas por:

Efxv]=n(13) = nf3

Varlx ¥} =n(y3)2 3) = 2/9)n

Por lo tanto la £{x) y Var{X) se pueden calcular por medio de formulas (29) y (30),
capitulo 2.

- £(X) = E[E(XW) = Elvg3]= (113)E) =§

- Ver(Xy = Eppar(X|V))+ varlE(xIV)] = EQr9 W)+ var(n 13)
= (2/9)E(N) + {119War(N)

GRERGS
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SOLUCIONES A EJERCICIOS,

12

3.

14.

CAPITULO 1

Se hace una tabla de convoluciones para obtener el valor de p

x Pr{X =x) Pr{Y = x)

0 12 P

1 1:4 1-p

2 1/8 0

3 /16 0
Etc. 0 0

Por la formula (31) se sabe que:

£2(3) =(178)1- p) + (1716)p} = (1/8)-(1/16)p

Por los datos del problema [ (3) es igual a 5748, entonces (/8)-(/16)p = 548
Despejando p se encuentra ef resultado deseado.

p=1/3

Notar que [ (x) es uniforme sobre (0.1} y por lo tanto es cero para x> 1.
0 siy<l

F, = )

r(y) {J’:nr-n-tdrzl_y-n siy>l

Aplicando férmula {37), capitulo 2:

F,(3) = L1 (OF,(3-n)dt = [AERY

Haciendo el cambio de variable u=3-¢, para resolver esta integral, la ecuacion anterlor

es igual a:
= [F (du= [ -u" Jdu=1- ! 1( o3 ) s>l y 1- In%,si =1
n—

Ya que X es una v.a. uniforme sobre (0.2), su funcién de distribucién es dada por:

0

5i x50
Fo(x)=4x/2 si0<xs2
1 si x>2

De la misma forma la funcién de densidad de probabilidad para ¥ es:
-2

Y si l<ys<2

£, ()=3114  si 2<ys4

Q0 encualquier otrocaso
Se tiene que encontrar £y (3), la cual es dada por la ecuacion (36) del capitulo 2.
3
F,03)= [F.(nf, 3-nd
Notar que fy(3-1)=0si3-1<1 6722.

Por lo que la expresion anterior se puede expresar como:

F,(3)= j:f‘_‘.(:)f;(y:)m = ;j::f,. (3 - et
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CAPITULO 1t

Haciendo 3-1=»

= i f(B—u)f,,(u)du

Sustiruyendo el valor de fy () en esta ccuacion
i - -
_ r3 2udu . 1 JJ(3 u)du
27 u 270 4
Resolviendo Ia integral

=l —3-—In2 +L=£—lln2
2(2 16 16 2

15, Completando la tabla de convoluciones, s¢ obtiene lo siguiente:

x f,r, (x} f_r)(x) f_\',(x) f_\', (X)“f,\-z {x) felx)
0| 04 0.25 P {0.4%0.25)
1| o4 0.25 0 2(0.4)0.25)
2| 01 0.25 1-p | 2004)0.25)+ (0.10.25)
30 01 0.25 0 2(0.4)0.25)+2(0.1%0.25)
4 (0.4%0.25) + 2(0.1)0.25)
5 2{0.25)0.1)
p(0.1)0.25)+
6 ©0.1%0.25) {1 - pY{0.4)X0.25)+ 2{0.1%0.25)]

De tal forma que p{(0.1X0.25)+ (1 - p)(0.40.25)+2(0.1)(0.25)] = 0.1. Resolviendo
para p, se obtiene ¢l valor de p =04

16. La forma més simple de hacer esto, es observando que la suma de n variables aleatorias
Bemnoulli independientes e idénticamente distibuidas, ¢s una v.a. binomial. Por lo tanto,

Pr(§=3)= [2] (1739(2/3) =0.219

Alternativamente, ptimero se calcula la fgm. de X v después sc utiliza el teorema del
binomio, (Ecuacién (6), Capitulo 2), para expandir la fgm. de §

6
M) = [M (0] = [3%4]
3 3

G035

(2) f,{, w6 e s (6)(5)( l )e X (6)(5)(4)(1] o +”_+(e'] }
3 2 2 \2 3 2 2

6 3
Pr(S =3) es el cochiciente de ¢, el cual es igual a: (%} {6)(5)(4)(%) =0.219

5
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SOLUCKONES A EJERCICIOS,

18.

19.

CAPITULO I

Usat la serie binomial, (Ecuacion (3), Capitulo 2}, para expandir n A {r}, donde M, ()

es la f.g.m. de una distribucion Gaussiana inversa.

2 g
lnM_,.m”ll-[Pﬁ] ]

n
I~
i
=
|
oo—
—_—
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p
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3
De aqui se puede observar de los cocficientes de ¢, %—y r3_| que la media es igual a %, la

1
2

[}

|

N o—
o
—
o=
Ve
o —
1
e
[ 3% I
1
[

|
Ld.._
PN
w W
[
1
e

a
£

varianza es igual a Eai- vque el TMC =3

Usar el hecho de que la media y la varianza de la distribucién Poisson, son iguales a 4.
E(NA)= A
var{vja) = A
E(N) = E[EWA) = E(r)
Debido a que A es una v.a. Gaussiana Inversa
o

Ep)=—

w)=7

Var(N) = E[Var(NlA)] + F’ar[E(N|A)]
= E(A) + Var(N)
=a/f +af B’

Usar la f.g.m. de una v.a. Poisson. Sea f, (1) la funcién de densidad de probabilidad del
pardmetro {A).
Entonces:
mut) = £l ]
Usando la formula (29) del capitulo 2
= elel )
[Dado que ¥ se distribuve como Poisson, entonces E[e”" IA = 2]: exp[,l(e’ - I)]

= E[exp e - l)]
Usando la definicton de fgm., My (u)= Elexplx)], con w=¢'-1 y x=4, se ve que I
ecuacton anterior ¢s igual a:

= M (e -1
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SOLUCIONES A EJERCICIOS,

21.

22.

CAPITULO 1!

De cjercicio 18, ka media v la varianza de N con distribucion Poisson mnversa Gaussian
a o a
——, respectivamente, Porloque — =4y —=8.

7 B B

a a
50N — y —+

e las ecvaciones antertores se encuentraque a=2y = _.

2

Prin = 0|A), representa la probabilidad de que ocurran cero reclamaciones dada una
cierta
va. A=4,1a cual se distribuye como una v.a. Gaussiana Inversa.

0
pr{v =qga) = expl- Ak ) (’; )
= exp(-A)
Por lo tanto, PN =0) = J: Pr(N = OA)/:\ (A)dA = j: exp(~ A)f, (A)dd = M, (-1)
Donde: M, (-1}, representa la f.g.m. de una v.a. Gaussiana Inversa valuada en ~1.

Mo(-N = exp[Z(l - J1+_4) =0.0844

El valor esperado y la varianza de variables aleatorias independientes ¢ idéntcamente
distribuidas, son dados por:

E(S) = E[Z"_’?X] =E(X, +..+ Xp0)
Por independencia

= E(X M E(X )4+ E(X\g0)

Debido a que todas las v.a’s tienen media u
= 100u

Parz el caso de la vananza, se tene que:
Var(S)= Var[zlr.‘(,] = Var(X, +..+ Xm)
Por independencia

= var(X, )+ Var(X,)+ ..+ Var(X g0)

Ya que todas las v.a’s tenen varianza o2,
= 1000

Por el resultado del ejercicio 19,
Myl = M,\(e’ - I)
Ya que A tene una distribucién Gamma con f.gm.

]

s T
= My{) [ﬁ—e‘+l]

Dividiendo ¢l numerador y ¢l denominador por §+1 y posteriormente haciendo
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SOLUCIONES A EJERCICIOS,

24.

CAPITULO W

B 1 . r |
=p, =4 v d : =1, btiene M {1} = Lla 1
(ﬂ+l) Iz (ﬂ+l) ¢ v norando que p+g se obtene My (r) I oe cua

s la fg.m. para una distribucidn binomual negatva. Observando esta ecuacién N tiene

L . . . . 1
distribucién binomial negativacon r=a v ¢ =
& \
(7+1)

Para dada N =» se puede pensar en la distribucién binomial como la suma de » pruebas

de v.a.’s ndependientes de Bernoulli. ¥ = ZTI,

Entonces:

M) = E[er.r] - E[E(e-"' ‘N)] = E[E(e ""i;V = n)] = E[E(e("”*" th )')]

Dado que J, se distribuye de la misma manera, se puede poner a cada /, como !, porlo
ue:

= elele )] = £]ar, 9% = Elexp(winar, )]

= My [in M, (1)

Ya que M es una v.a. Poisson, su f.g.m. es dada por: (ver ecuacién (49))

My(t) = exp[;l(e’ - I)]

Usando este resultado en la ecuacién anterior se obtene lo siguiente:

My () = My[in st (0] = expla(at, ())-1)]

Debido a que / se distribuye como una v.a. Bernoulli, su f.g.m. es dada por:

M, ()= l+-q'(ef —I)

Por lo cual M , (f) es igual a:

M (0 = explali-grqe' —1]] = expligle’ - 1)

Se sabe por el enunciado del problema que:

]
A=5 g =
vdq 3

Por lo wnto, M, ()= exp[i( . l)]

Observar que en la solucién al problema 23, M, () resulta ser la funcién generadora de
momentos de una distribucion Poisson con parametro Ag. Tal que si N es una va.
Poisson y para cierta ¥ =n, X es Binomial con parimetros n y g¢; entonces X es una

v.a. Poisson con media ig. Sise expande M, (¢) en series de potencias de ¢’

M (1) = expl- Jq)exp[jqe’ ]= e'i“'[l +Age’ + Pq—jl + ]

PrX = k) es ¢} cochciente de ¢ . Susttuyendo los valores de A=35 y ¢=1/3, en la
¥ ¥

ecuacion anterior, s¢ uene:

s 2
-3 5 1{5
= 3 et sl e
M= [l+3e +2{31) +]

- 5
Por lo tanto, Pr{X <2} = ¢ S”lu It

143




Soluciones a Ejercicios, Capitulo 111

1. Se puede interpretar la cartera de 100 polizas como otra equivalente que consiste em:
- 98 polizas individuales con probabilidad de reclamacion 0.02 y moato de beneificio 6
- 1 pdliza individual con probabilidad de reclamacion (L02 y monto de reclamacion 12
Teniendo en cuenta lo antenor,
E(S) = (98)0.02)6) + 1(0.02)12) = 12

Var(s) = 98(0.02)0.98)6 }+ 1{0.02)0.98)127 ) = 71.97

2. Sea A la v.a. que denota el nimero de individuos en el grupo de alto riesgo (4) ¥
100- A el iimetro en el grupo de resgo moderado o promedio (M ).
La esperanza y la vananza de la v.a. N, son:
E(N) = 100(0.25)=25
Var(Ny=100(0.25} (0.75) = 75/4
Sea u la media de la distribucién del monto de reclamacion para un individuo en el
grupo M, tal que la media de la distribucion para un individuo del grupo A4 es 3u. Ya
que las distribuciones son exponenciales, la varianza de la reclamacion para un individuo
del grupo M es 4 v para uno del grupo 4 es 9u’.
Entonces la esperanza y la varianza del costo total de reclamaciones § es 1gual a:
E(S]N = n) = M3} + (00 -N)y = 2(100 +2N)
E(s) = E[etsiv )} = Elu{100+2n5)]
= u(100+2E(N))
= {100+ 50) = u(t50)
Var(S|¥y = o)+ (100- N )u? = 12 (100 +8N)
Var(S) = Efpar(s|V)] + varE(s|V)]
= 5[;43(|00+s~)] + Far[u(100+ 2N)]
= 12 [100+ BE(N)]+ 17 (aWar(N)
= 3754°

Por lo ranto, la razén del valor esperado a la desviacion estandar es:

£(8)/ JFar(s) = 150u] 37507 = 7.746

3. Utllizande formula (13) de este capitulo, sc ticne:
Var(S) = ll q,p,b,3
= 200{0.1X0.9X16) + 100(0.2)0.8Xa) + 100(0.1Y0.9X25) = 577

4. Por ecuacion (11) de este capitulo, se puede ver que al resultado anterior habria que
cumarle el término relacionado a la varianza del monto de reclamaciones, es decir,

"

Z g,a! . Por lo 1anro,
r=]

var(S)= 200{0.1X16) + 100{0.2)4) + 100{0.1}25} + 577 =1227




SOLUCIONES A EIERCICIOS,

CAPITULO T

Sea X lav.a. que denota al costo total de reclamaciones,

Eotonces X =/B, donde 7 es una va. Bemoulli que denotr si ocurre o no la

hospitalizacién; con probnbﬂidad de que ocurma la reclamacidn igual a 0.1.

Sea ¥ la va. que denota el gasto por concepto de honorarios médicos y sea Z aquella

gue denota los otros gastos, los cuales se distribuven como v.a.’s uniformes.

Entonces &, la va. que denota del monto del pago de reclamaciones ¢s tgual a:
8=Y-082

6000 N 8 .’ 1000
2 10y 2

Var(B) = Var(¥ +0.82) = Var(Y) + 0.64¥ar(Z) + 1.6Cov(¥,Z)

_ {2000¥ (200) 4000.000 (40000
1

E(B)Y = E(¥ +08Z) = E(¥) + 08E(Z) = ]=3ooo+400 =3400 = (3.4)10°

+0.64 +1.6(100,000) = +0.64
12 12 12

]+ 1.6(100,000) = 495466.66
= (0.493466)10°

Por formula (30} Capitulo 2, se sabe que:

Var(X) = Ear(X) 1)+ varlE(x} 1)) = Elvarli8|)]+ var[E(El1))

Si 7 es dado, entonces E[!B|I]= IE(B) vy i"ar[lBi!l: 1*Var(8)

Sustituvendo estos resultados en la ccuacion anterior se tiene:

var(X)= E[t¥ar(B)|+ Var[IE(B)] = Var(BYE(1)+ £ (B)Var(l)

Debido a que £ es una va Bernoulli, su esperanza y la varianza son dadas por:
E(1)=q, Var(l}=gp

Por lo tanto, Var(X) = 0.1(0.495466)10° + 0.1(0.9)[(3.4)103]2 = 1,089,946.6

Jar($)
ESY
Sustituyendo los resultados obtenidos en cl problema 2, se obticne:

- 2
g = LN 5 691236

150

{Ver ejemplo 3.3.1) 0=1.645

De ecuacion (23), el factor de seguridad relative después de la compra de reaseguro, ¢s
igual a:
o= 8-Za

l-a
Ya que & debe ser al menos 0.15

—F

o= 2005

l-a
Sustituvendo los valores de 9y & en la ecuacion anterior:

0.2124-04
0= “

l-a

2015

Despejando el valor de o, s¢ obtiene que:
a < 0.2496
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SOLUCIONES A EJERCICIOS,

CAPITULO I

Fn problema 3 se caleulé la vananza de S, la cual es igual a 577. Lo unico que falta por
calcular es E(S).
Por los datos dados en el problema 3,
E(S) = 200{0.1 8 + 1000.2]2 + 106(0.1)5 = 170,
Siguiendo el mismo procedimiento que en el ejemplo 3.3.1,
oiom ) 05T Lo
£(S) 170
¥ » 3. 1k .
Numero de : mbablhd.a,d de Monto Retenido | Monto Cedido
reclamaciones reclamacion
200 0.1 3 1
100 0.2 2 -
100 0.1 3 2
a. Var(S,,) = 300(0.1§0.9% + 100(0.2)0.8% =307;
E(S. ) =300(0.1(3) +100(0.2)2 =130
b. ¢, = EfWS)i+&}= [2000.000)+ 1000.1)2)} (1 +0.2) = 48
c. Elingreso neto del asegurador es igual a lo que se va a cobrar menos lo que se va a
gastar, es decir:
c—¢, = 170{1.1811) —48 = 152.787
Pr(total de reclamaciones retenidas no exceda el ingreso neto del asegurador) =
Pr(s,, <c~¢,)
S, —~ES -c, - -c, - ES
=Pl' rei ( rir)<c Ch E(Sm) =Pl' Z<c ch (_ m)
\ Var(S.,) - Var(s,, ) . Var(S.,)
2.787 -1
IYPRE S I IOV
V307 307
10.  Utilizando el hecho de que &'= (‘:__i")

Entonces, 0,18 = 050280
Por lo ranto despejando @, se tiene a =0.1

1.
a. E(S) = 500{0.02)(2)+ t000(0.01){4)+ 500{0.018 =75,
Var(S) = 500{0.02)(0.98)4}+1000(0.01)0.99)16)+ 500{0.01}0.99)9) = 242.15
La probabilidad de que el asegurador no vaya a caer en bancarrota es:

Pr(S < 75(1+0)+ 5) = Pr[Z < ﬂ‘_ﬁ‘%&’) = Pr(Z < 7’%&-]: 09.

(750 +3)
242,15

Tal que =1.282 y 0=0.1993
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SOLUCIONES A EJERCICIOS,

CAPITULO Hi

i) Sea G la prima cobrada por un asegurador y G, ef costo de reaseguro. Se sabe
que G=ESY1+6) v G, = ES)1 + &), entonces G=75(1 .1993)=89.9475
v G, =10(1.23) = 125,
T'al que el ingreso neto para ¢ asegurador ¢s:
G -G, =89.948 12,5 = 77.449.
Sea S_, la v.a. que denota las reclamaciones retenidas
E(S.,) =500(0.02)2)+ 1000(0.01Y3) + 500(0.01X3) = 65
Var(S., ) = 500(0.02)0.98)4) + 1000{0.01)0.99)9) + 500{0.01Y0.99)9) = 172.85

i) (G-G,)=E(S, N1+6)
Entonces 77.449 =65(1+ ) y 6 =0.1915

- _ Srp B8} o (-G b S=EIS Y ] _ 82439-63 )
111) Pr(SM SG - CIN + 5) = Pr( (S ) < TS )— PT(Z < JTS—S—) = li)(l .327)
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Soluciones a Ejercicios, Capitulo 1V

1. Seasume que el namero de reclamaciones & es dado y que el monto de reclamacién es
2. La probabilidad de que el monto de reclamacion sea 2 ¢s iguala V.
Para dzdo N, ¥, es una v.a. binomial con parimetros ¥ y Ve,

Asi, EQV [N} = N 13 v Var(No|N) = (V) () (3) = 38716

Yaque N esuna v.a. binomial negativa con parimemros =5y p=2/3
E(N) = rgfp = 52 v Var(N) = rg/ p? =15/4

Aplicando la formula {30} del capitulo 2
Var(N,) E[Var (v, ¥ }+ Var[E N2|N ]
= EQ(INJ16) + Var(N[a)
= LE(N)+ L Var(N)
-G (k) 2

2. Observar que Ia distribucién de N es una v.a. binomial negativacon r =3y p=¢=1/2.
De tal manera que:
E(N)=3 y Var(N}=46
Para la distribucion de plx), la esperanza v la vanianza son:
E(X)=Var(X)=1
Aplicando las férmulas (30) y (31} de este capitulo, se obtienen la media y varianza del
total de reclamaciones.
£(8) = E[E(s|¥)]
= E[NE(X)] = E(V) E(X) =

Var(S) = Elvar(siv )} + varlE(sin) ]

= Efnvar(X)]+ var[NE(X)]

= E(NWar(X)+ EX (X War(N)

= E(N) + Var(N) =9

3 E(e¥) = My(l)
Por ecuacion (29) de este capitulo:
M0)= My n M ().
Ya que X tene distribucion exponencial con media 05, Yp=05talque g=217y la

fgmes jguala M (1) = B 2 =
' g-r 2-1
Lafgm. paralava ¥ es dada por ecuacidn (44} del capitulo 2:
Moty = (1;3(1 +e' 4 ez')
Valuando para t=Inaf {1}=1n2, se tiene:

My(n2) = (1/3)(1 o™y e”"’)

= (I3(1+2+4)=




SOLUCIONES A EJERCICIUS,

CAPITULO IV

Por las formulas (30) v (31) del capitulo 4, se tiene lo siguiente:

E(S) = E(ME) = (rg p)(2) =8

Var(S) = E(NWar(X) + Var(N)EX(X) = (rg p}{d)+ (rq,p’)(4) = 64.
Resolviendo estas dos ecuaciones, se encuentran los valores de p y r, tal que:
p=U13, gu2i3yr=2.

Asi la funcida de probabilidad para la v.a. N, es:

wwren- (7)) ()

Por lo tanto,

Pr(v = 2) = 3(/3P (2/3Y =4/27.

La esperanza y la varianza del mimero de reclamaciones son:

E(N) = aff =20, Var(N) = {a/p)+a/5?) = 20 + 200 =220

La esperanza y varianza para la distribucién del monto de reclamaciones es igual a:
E(X) = & =4.482  Var{X) = (- 1)’ =34.513

Aplicando férmula (31} del capitulo 4,

Var(S) = E(NWar(X)+Var(N)EX(X)

= (20) (34.513) + (220) (3.482) =5109.69

Usando la férmula (30) para la E(S):

E(S) = E(N)E(X) =20 (4.482) = 89.64.

El minimo factor de seguridad relativo necesario es calculado como sigue (ver ejemplo
33.1)

g = 164582 ) 6455110/89.64 = 13118

E(8)

Usar las formulas de recursién, ecuaciones (33)-(37).
Sea fo{x)=e"%glx).
Entonces g(0)=1 y para xz1,

g(x) = %[0.23(1 — D)+ 2(0.3)glx - 2) + 3(0.5)g(x - 3)]

Tal que g(1)=0.12, g(2)=03[02(0.12)+0.6] = 0.1872.
Entonces, Pr(S <2} = e *[g(0) + g(1) + 2(2)}=0.7174 .
Por lo tanto, Pr(S23)= 1-Pr(S$2) = 1-0.7174 = 0.2826

Se resolveri este problema de dos maneras diferentes. Primero mediante la férmula de
recursion (ecuacion (43) de este capitulo) y posteriormente mediante el uso de la fgm.
de 5.
45
2) f5(0)=p" =(03)
Ya que para un proceso Poisson Compuesto la relacién de recursion es Lineal, se

pucdc hacer fi(x) = (0.5)4'5g(x). Lutonces g(0)y=1y para x 21,
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SOLUCHONES A EJERCICIOS,

10.

CAPITULO IV

g(x)=0.3 (3—'5 + 11(0.7)3(.\’ 1)+ [1 + 1}(0.3)3(): - 2)]
inx x
Haciendo x =1.2v 3 sucesivamente en la ecuacién antetior, se obticnen los valores de
£(1).2(2) v g0).
Asi g(1)=1.575, g(2)=2.191y g(3)=2449
Por lo tanto, f(3) = 2.449(0.5)"° =0.1082

b) Como se menciond anteriormente, se puede resolver ¢l problema por medio de la
fg.m. Para una v.a. Binomial Negativa N, su fgm. cs dada por ecuacion (58) del
Capitulo 2.

Myl = {I—Ze'}

Por otro lado se sabe que {ecuacion (44), Capitulo 2):
M (1) = 0.7¢ +0.3e™
Dc esta forma, por ecuacion (44) del Capitulo 4

M(0) = MN(InM_‘r(r))-——{I q; (r)] - 05— (0.35¢' +015e™ |
- X

Usando ecuacion (5) de capitulo 2, se encuentra lo siguiente:
—(05Y3 1+ asl035e" +0.05¢% )+ B U(g 350 0567 f 4+ RN o350 v015e
( }4 5{ ( f 1:] (4 5’}‘5.5)( ' Zr)' (4 5X53|5X6 5)( ' u )3}

Agrupando los coeficientes de e, se obriene el resultado deseado
fs(3) = 0.5“-’{(15—2(15'—5)(2)(0.35)(0.t5)+ M%‘f—x(’i)(o.ss)“ } =0.1082

De ecuaciones (40) v (41),
Sa =125 b+ c=ES)=3 ¥ Doa=1.25 + (b2} + (ef3) = E(W) =2

Resolviendo estas ecuaciones para & y ¢, se obtiene el resultado. (b=1y ¢=0.75)

Ya que ¢l nimero de reclamaciones es 2, para una v.a. geométrica g=2/3y p= 1/3. La
v.a. binomial negativa es una distribucién geométrica cuando tiene patametro r=1. La
formula de recursion para el total de reclamaciones es (ver ecuacion (43)):

f0y=1/3 v para x>0,

2

£ = Sl -1+ p2) 1< -2)]
Sea p()= p. Entonces p(2)=1-p. Haciendo x =1 y 2 sucesivamente en la férmula de
recursién anterior, se obtiene: /(1) =2/9p , f(2)={4/27)}p" 29 p+2/9

De esta manera:

Fy=Y ()=t 27)p? = (5/9)

1.a probabilidad de que no existan reclamaciones dado que el tomal de reclamaciones s

menor o igual a 2, ¢s tgual a:
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SOLUCIONES A EJERCICIOS,
CAPITULO 1V

Pis=0} _ 1 9
Pr(S <2} 3F(2)  api+15

Por los datos del problema se sabe que esia prol)abih'dad es igual 12/23.
Despejando p se obtene el resultado.

p=075

Pris=ojs <2)=

11. Usando las formulas de recursién para cada uno de estos casos y encontrando la
probabilidad de que el total de reclamaciones vaya a ser menor a 3, se tene lo siguiente:
a) Si N esuna v.a. Poisson, entonces:
1=2,
fo = e y para x 21,

S1=2 [0 27 (= 1)+ 020/ (x -2+ 6 4 - 3)]

Jfay=e?
f@=e?
F(2) =3¢ ~ 0.406
b) Si N esuna v.a. geométrica con g/ p =2
Porlo tanto p=1/3,
SO =1/3 yparz x 21,
7= 21027 =1+ 0 )1 = 2)+ ()2 3)]
iy =1/9
J()=5/54
F(2) =29/54 ~ 0.537
¢} Para ¥ binomial negativa con r=2,
rgip=2,q=p=1/2,
f10) = (/2 =174,y para x 21,

f(x)=(l/2)[":1[;)fs(x—l)+xzz[l]fs(x—2)+’IB’[;]fs(x—s)]

fy=1/8
f@=1/64
F(2) = 31/64 ~ 04844
d) Finalmente en el caso de que N es una v.a. binomial con parametros =4 y
p=g=1/2.
710y = /2y =t/16, v para x 21,
S =X 2/ (o= 1)+ (o X )7 = 2) (X1 4)f - 3)]

sy =1/8
f(2)=5/32
F(2) =11/32

12, Usando ecuacion (1), 4 = Z(”T‘) = (6/2)+(8/4) =5
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SOLUCIONES A EJERCICIOS,

13.

14.

CAPITULO IV

Si p(x)=Pr{X = x} representa la distnibuctdn del monto de reclamacion, entonces
E(S)= E(N}E(X) = AE(X}= A[p(1)+2p(2) +3p(3)} = 4
Var(S)= Apy = AE(X?) = A[p(h)+ 4p(2) + 9p(3)]=28/3,
TMC(S) = Apy = AE(X ") = A[p()+8p(2) + 27 p(3)} =24

Resolviendo estas ecuaciones, se observa que: Ap(1) = Ap(2) = 4p(3) =2/3
Sumando v observando que p(i}+ p(2)+ p(3) =1, s¢ obuene que:
A=2y p()=p2)=p3)=1/3.

Finalmente usando las formulas de recursidn, ecuaciones (33) y (34) se encuentra
Pr(S=3)

Sy =
1) = 22t = 1) 27 (e =20+ 3/ 3)

F0) = (2 3)e”
f2y=(89)e™
73 = (94/81) e ~ 0.157

Para resolver este problema, conmmos en multplos de 6 de tal forma que
p(6)= [ (=04 vy p12) = f(2}=06.

Se necesita encontrar:

Pr(S<3.3) = Pr(Ss3).

Utilizando las formulas de recursién (33) y (34), f(0) = ¢ y para x>0,
f(x)= %[0.4 Flx=)+t2f(x-2)

Por lo que se obdenen los bigu.icntes valotes:
(1) =082, £(2)=1527, f(3)=1.0453¢2
Por lo tanto F(3) = 0.5907

Vars/Gy = (/G Jvar(s).

Para la distribucién det monto de reclamaciones p, =5, p, =100/3
Por lo que:

Var(S{G) = K Var(S) =

Var( )

b sz)l’
Aplicando ecuacion (56)

- T e e ) = (02Xl (5Xge) =0.1851

Denotar las dos distribuciones PC’s por S, (adultos) v S, (nifios).
Kl ingreso por clases se va a contar en multiplos de 25 ¢s decir, el tempo dJe clase en
multiplos de media hora.




SOLUCIONES A EJERCICIOS,

17

CAPITULO IV

Para un adulto, 1, =2 con distribucidn del monto de reclamacion:
pa)=0.25, p,(2)=0.75
Para los nifios se tiene 4, =1 v distribucién del monto de reclamaciones igual a:
prD=1, pp{2)=0.
Con el propésito de obtener la suma §=5, +S, se utlzan las ecuaciones (58) y {59),
las cuales se muestran a continuacton:
A=A, +4y =3
£w)=2. ()7, ()
Usando las dos ecuaciones anteriores se encuentran los siguientes resultados:
p(y= (213025 + (1/3) =1/2; p(2y={2/3%0.75)=1/2
Se tene que encontrar Pr(S 2 3)= |- Fo(2).
Usando las férmulas de recursién ecuaciones (35) a (37):
fs(x) =eg(x), con g(0) =1y para x21, glx)= %[O.Sg(x ~1)+g(x-2)]
Haciendo x =1 y x=2 sucesivamente en la ecuacion de recursién anteror:
g =12 =15; g(2)=1.50.75+1) = 2.625
Sumando g(i} de i =0 hasta 2, se obtiene Fy(2):

Fo(2)=(1+1.5+2.625)¢™* = 0.255158
Dot lo tanto, Pr(S 23) = 1~ Fg(2)}=0.74438

S es una v.a. Poisson con parimetro 4=2 y distribucién del monto de reclamacion:
p()=(X1r2)+ (172172} = 374, p(2)=1/4.

Para encontrar P**(6) se puede udlizar el mérodo de convoluciones o alternativamente,
usar la funcién generadora de momentos. Si se opta por la segunda opcidn:

M40 = Bra¥ + (o) = (/ax 1+ )

P™(k) es el coeficiente de €' en [My(n]'.

Debido a que se quiere obtener P™(6), se necesita calcular dnicamente hasta e

en la
expansion en serie de potencias de la f.g.m. de X.
M@} = (374) e (| +e' /3]‘
(usando el teorema del binomio, ecuacién (6} dei capitulo 2)
= (3r4) e'"[l + 4(e' B+ G(e' /3}z + ]
= (3/4)' [e“ +{a13% + (273) +]
P™(6) es la suma de rodos los coeficientes hasta % .
Pot lo tanto, se tene ques
Ple) = (314) i+ (373} +(2/3)] = 0.9492
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SOLUCIONES A EJERCICIOS,

18.

19.

20.

21.

CAPITULO 1V

El segundo momento no central de la distribucién uniforme es p(;) = E(Xz ) =473

Por su parte, para la distribucién Gaussiana inversa esto es igual a:
P = E(x?)= af * +(al ) =
Port lo tanto, Var(S) = zllpzm + izpzm =2(4/3)+8 =32/3.

Para § =8, +8;, 4 =3 yladistribucion del monto de reclamacion es:

L (%) = 213)A 0+ (113)f2(x)

Por lo tanto:

Pr(X <2) = i(j:e';dx};( zidx)
2 a i1
=3'[2('-e )+34

= 2-e)s | ~09261

Para §, A=35.La probabilidad de que X > 1 dada una cierta M =m es:
Prix > 1M =m) = (2757 +(3/572 .
Aplicando Lz ley de probabilidad total, se tiene lo siguiente:

pe(x > 1)= [TPr(X >1M) £, (mldm = [} [(2/5)e ™ + (3/5) | £, (m)dm
=@ 3)[ e £ mddm + (3/5)[} €7 1, (m)dm

= (2/5IM 4 (=1)+(3/5)M , (-2)

Debido 2 que M es una v.a. Gaussiana inversa, entonces Ay, (1) es dada por ecuacion
(64) del Capitulo 2, con a=1 y f=12
= (2/5):xp[| - J§]+ 3/5exp(-2) ~0.197

Es conveniente en este tipo de problema que se escojan las unidades con las cuales se va
a trabajar. En este caso se utilizarin “horas”.

Existen dos v.a’s. PC’s, cuyas caracteristicas se describen a conunuacién.

Para §,: 4=3, p(1)=04 v p(2)=06

Para Sy:4d=2, p()=09 ¥ p(2)=0.1.

S$i §=5,+58y, por ecuaciones (58) y (59} se tiene lo sipuiente:

A=5, p(ty={3/5Y0.4)+(2/5)09) =3/5 y p2) =(3 5N0.6)+(25)0.1) =04 =2/5
Utilizando las formulas de recursion (33} v (34),

f((])=»a"5 ypara x 21,

)= (300078 (v 1)+ (a7 5)7 (x - 2)]

Se necesita obtener F(4).

Haciendo x=1,2,3y 4 sucesivamente en la ecuacidn anterior, se encuentra o sigulente:
=3, f@y =032k, S =207, S =(158)e”

Por lo tanto, F(4)=10.23835




SOLUCIONES A LIERCICIOS,

22,

23.

24.

CAPITULO IV

La Probabilidad de que ¢l nimero de reclamaciones sea cero, es dada por:

Pr(¥ = 0)= E’r(N =0 = ) (A

Debido a que si A =1, ¢l ndmero total de reclamaciones es una v.a. Polsson, entonces:
Pr{N =0A= 1) = et

De esta manera:

PN =0)= [Te "/ (A)dA = M,(-1)

Ya que f,(4) es una distribucion Gaussiana inversa, su f.g.m. valuada en -1, es dada
por: (ecuacion {64} capinilo 2)

Mat=1) = explali - y+275)

Por otro lado, se sabe que la media y la varianza de la disuibucion Gaussiana inversa
estan dadas por:

E(A)=a/B =5/2 y Var(A) =a/ B’ =25/16

Resolviendo el sistema de ecuaciones que surge de las dos ecuactones anteriores, se
obtienen los valores de & y 8, los cuales dan a =4 v f=8/5.

Susttuyendo estos valores en la ecuacion para la fg.m. de A:
M, (— !)= e

Por el enunciado del problema, se sabe que E(A)= a/f =4, Var{A) = a/f?=16.
Resolviendo estas ecuaciones, encontramos los valoresde a v £,

Yaque a=1y f=1/4,ladistribucion A es exponencial con parimetro Va.

Pe(V = IJA = 4)=ae7.

Por la ley de probabilidad total:

p(v=1)= [[Pr{v =17 =2) £, (AMA = [ 2e (1 a)e*dA = [[(1/4)e ¥ dA

Para resolver esta integral, hacer el cambio de varable u= (54)% con du=(54)1 e
integrar por partes.

Por lo tanto, Pr(V =1) = (14)]) a0 Wy %

p =1, p=2, py =6, E(5)=10, Var(§) =20, TMC(S) = 60. Tal que

xp+aff=10

afp? =20

2a/p’ =60

Usar la segunda y tercera ecuacion para obrener f v a, después usar la primera para

obtener x,,.
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Seoluciones a Ejercicios, Capitulo V

Sea T ¢l tempo de ocurrencia de la pérdida y sea ¢, la pnma que se cobra por unidad de
[:lempo.
La reserva al dempo T es dada por la siguiente ecuacion:
Ult)=u+ct-X = 80+cT - V.
La ruina ocurte si 80+cT < X .
Esto quiere decir que se presente alguna de siguiences posibiidades:
- B0+ ¢T <100, para cualquier monto de reclamacion
- 100 €80+ ¢T <120 y ¢l monto de reclamacion es iguala X =120,
Por otro lado, se sabe que Pr{T 2¢)=e"
Calculando las probabilidades para cada uno de los casos anteriores, se obtienen las
siguientes ecuaciones:
-Pr{80+ T <100) = Pr(T <20/c) =1-Pr(T 220/c)=1-¢"" 100je) _ o g7y
-Pr[(100 £80+¢T <120)y ¥ =120] = Pr(20/c < T < 40/c) Pr(x = 120)
= Pr{x = 120)Pr{T < 40¢)- Pr{T < 20/c)]
—0sft-ete —fi-en
= (I’ifzxe-z”(. - e_df‘.)
De esta forma, la probabilidad de ruina es dada por la suma de las ecuaciones anteriores:

Pe( ruina) = 1- e + %(e'”" —e ) = 1-0.5e 057

@

Por el enunciado del problema se tiene que encontrar una prima “¢” de tal forma que la
probabilidad de rina sea menor que 0.1, es decir, de tal manera que la ecuacién anterior
cumpla con esta restriccién,

Haciendo ¢ = a, en la ecuacion anterior, se tiene:

t-(af2)-la?/2)< 0.1

Resolviendo esta ecuacion para «.
ax (— 1+ Jﬁ )/2

Sustituyendo el valor de a:

e > 09317

-2:c>-0.0707

Por lo tanto ¢ > 28.2727

Siguiendo un razonamiento similar al ejemplo antetior, se tienen las siguientes
conclusiones.

La reserva al iempo 7 es:

Y) =60+20T - X

La ruina ocurre sit

- 60+ 20T <100, si cualquier monto de reclamacién ocurre

- 100<60+ 207 <200,s1 X =200




SOLUCIONES A EJERCICIOS,

CAPTULO V

Caleulando las probabilidades de cada uno de los casos angerlores
- Pr(60+207 <100)= Pr(T <2) =1-Pr(T22)=1-1/3=2/3
- Pr{100 <60+ 207 <200 y X = 200) = Pr(x =200) Pr(2 < T <7)
= {0.4YPr(T < 7)- Pe{T < 2)] = 0.4f1 - PAT 2 7)- (1 - Pr(T 2 2])}
11 5 ]
=(0.4)pr(r 22)-Pr{T 2 7)) = 0.4[3 8] = 0,4[ 24] =15
Por lo tanto, la probabihdad de ruina es dada por la suma de las probabilidades

anteriores, es decir:
Pr(Ruina) = Pr(60+207 <100} + Pri{100+60+207 <200} y X = 120]

=(2/3) + {1712) =3/4

Sea T el iempo cuando la ruina ocurre. La reserva al uempo 7 es dada por la siguiente
ecuacion:

U{ 1) = 20+ 401 - 100

La ruina ocurre en el tempo T si la reserva es negativa, es decir, si 20+407 -100<0 o
T<2.

La probabilidad de que la pérdida no vaya a ocurrir antes del tiempo ! es:

Pr{T >1)=¢

Por lo que la probabilidad de ruina es tgual a:

Pr(T <2)=1-¢"

La distribucién para la v.a. T es dada por:

Pl > )=~ ¥

La probabilidad de que el iempo que transcurre entre 2 reclamaciones sea mis grande
que 0.2, es igual a:

Pr{T > 0.2)= A0

Por los datos del problema, esta probabilidad es igual a e”!, de tal forma que:

JERTUE Y

Despejando 4 de la ecuacion anteriot se obtiene que 4 =5.

El coeficiente de ajuste para una v.a. exponencial es dado por la ecuacién (19).
£ es dado por los resultados del problema, g hay que caleularlo.

Se sabe que la prima al cobro “¢” para un proceso de reclamaciones Poisson es dada
por:

c=Ap,(1+6)

De tal forma que sucede lo sigulente:

15=35(2)1+6)

Despejando &,

g=1/2
Por lo cual el cocficiente de ajuste &, es igual a:
go (1202 1

(t+8) 1412 6
Por lo tanto, la probabilidad de ruina es igual a {Ecuacion (20)):
pn = " f1+0) = @3k
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SOLUCIONES A EJERCICIOS,

CAFITULO V

Ya que la discribucion del monro de reclamacién es exponencial con media 2, L tiene la
misma distribucion de v, por lo que Var(L)= VarlX)=f7 =4

Una expresién general para Var(L,) de la distnbucién PC puede ser derivada como siguc:
My, () = (M ()= 1))

! r’ r o1k
= —|l4rp+—prt—py—tl = b+r——tr —
f‘m[ P 2 P 3 P } 2p 6p,

+...

De los coeficientes de r v r2/2, se vene £(L) = paf2p1, E(L7)= pr /3D
Por lo tanto,

2
7.
vy - P _{ p. }
(Gp) L2p)
Se dene que encontrar L, la cual es dada por la siguiente ecuacion (ecvacion (5)):
Y

L= Z..l L
N esuna va. cuya funcién de distribucién es geométrica con parimetro g = y{(1+8).

Aptlicando la ecuacion (31}, Capitulo 4:
Var(Ly = E[NVar(L)] + Ver[NE(L))]

= E(NWar(L, )+ var(N)E (L)
Sustituyendo el valor de E(N) y Var(N)
= Var(L)g/p) + [ECL0) (z—p,i,')
Reemplazando el valor de ¢

= Var(£,)(1/0) + [Eu,)}’[lg,ﬁ)

Por los resultados del ejercicio anterior, se sustituye la Yar{l,} y E(L)
2 2
_| P _{P:} IJ PzJ(“gJ
3r) L2p g \1p 6’

2
=P | P
ip6 \2p8
Notar que aunque la expresion para Var(Ly) y Var(L}, parecen ser similares excepto por

6 (ver ejemplo anterior), los signos son diferentes.
Sustituyendo los valores de las p,'s, debido a que X es una va del monto de

reclamaciones, se oboene:

by (o Y. 687 (8 287 B7
Var(L}=3+[1]= b= =R
) \2pm0; 3p7'0) \B70) 0 0

Otra manera alternativa de resolver el problema es la siguiente.
Ya que la distribucion el monto de reclamacion es exponencial, por ¢l problema 5 se ve
que:

2 .
plu)=1-F(u) = Ee

o

Para v >0, la funcion de densidad de luva. L oes igual a:

1 Su'e
[ =y = ge
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SOLUCIONES A EJERCICIOS,

CAPITULO V

Calculando les primeros momentos no centrales de L,

1 ¢«
E(L)= e du=4d
(L) gj'uu

: s we —
E(L):g_[ouze du=48

Por lo tanto,
Var(Ly = E(12)- E2(L)= 48— 16 = 32

Con el fin de encontrar ¢l factor de seguridad relativo, se resuelve la ecuacién (21):

L+ p{1+0)R = My (R)

Primero se calcula p, v 4 {R), de la siguiente manera:

po= EQ) =Y of (e} = 0y (4 2)f (2)= (005)+ 2(0.5)= 1.5

M (R)= 0.5¢" +0.5¢2%

Sustituyendo estos resultados en la ecuacién anterior y usando el hecho de que R=06,
s¢ tiene:

1+1.50+8)0.6 =0.5¢°¢ +0.5¢7°°

Despejando @, se encuenira el resultado deseado:

g =0.7456

Se sabe que la probabilidad de ruina para una v.a. exponencial es:
_ 1 —Ru
vlu)= 1+8 ¢
El hecho de que la reserva se incremente en 1y por ello se reduzea la probabilidad de
ruina a la mitad, se puede expresar como:
wlu+1)= 0.5 (u)
o Rlust) L g g
Por lo anterior se ve que ¢ =056 R=In2.
Debido a que X es una v.a. exponencial, su coeficiente de ajuste es dado por la ecuacién

(19)

_ P8

- {1+9)
Sustituyendo el valor de R y el valor de § en la ecuacion anterior:
n2= g _In2

8
{1+8) ®+0)” 2
Por lo tanto, la probabilidad de que la reserva caiga por debajo de su nivel inicial es dada
por la ecuacion (11}

g
v(@= "

=1- =1-0.5In2 = 0.6534
I+0 (1+0)

La v.a que denota el nimero de veces que la reserva cae por debajo de su ruve! inicial es
N

I.a distribucion de A es geométrica con ¢ = {1+6) y p=0/(1+0)

[De esta manera por ecuacidn (57} del capitulo 2,

var(N)y = af p = 1+ 6)/8°
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SOLUCIONES A EJERCICIOS,

10.

11.

i2.

CAPITULO V

Por ¢l problema anterior se sabe que:

¢ 2 & lo gue es ipuala @ = n2
(1+0)" 2 4 8 2-In2
Por lo tanto:
Var(N) =5.44

a) Para encontrar ci factor de seguridad relativo “#8 7, se hace lo sigutente.
Primero se calcula w{0):

w(0)= (0.1)+ (0.02)+(0.03)=0.15
Por otra parte se sabe (de la ecuacién (11} ) que wl(0)= L5
Igualando ambas ecuaciones,
w(0)=0.15=},
Despejando @, se obtene el resultado 6 =17/3
b) R es el mis pequeiio de los exponentes en la ecuacién para la probabilidad de ruina,
lo cual es igual a 1.

El dato de 4 en este problema es irrelevante.

E(L) = py/@py) y Var(L)) = (22f3p))- (P2 24}

Dado que la distribucién del monto de reclamacion es dada por: f()=025
v /. (2)=0.75, entonces:

p =175, py =325y p;=625.

Por lo tanto:
E(L,' )=092857 y Var(L))= 0.32823

Por los datos del enunciado: ¢=7, 4=2y p =2.

Se sabe que c = Ap, (1 +0), entonces:

ip(1+8)=7

(22N +8}=7.

Despejando el valor de 8:

0=075

El coeficiente de ajuste para una v.a. exponencial es (ecuacion (19)):
il

(1+8)

Sustituyendo los valores de 8y €, se obtiene:
R=3/14

La probabilidad de ruina para la v.a. del monto de reclamacion exponencial es {ecuacion

(20)):

b ke -3uf14
ylu)= e = {a/7)

Sc ticne que encontrar la u, tal que win)s0.1.

R=

Resolviendo esta desigualdad se encuentra que
u=8.1338
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SOLUCIONES A EJERCICIOS,

13.

14,

15.

CAPITULO V

El valor esperado de la mdxima pérdida total es igual a:

E( L )= P2
2p0

Por lo que se necesita encontrar p; y &. De los datos del problema

Py =112, E(N)=2yc=15

Por otra parte ¢= E(NJE(X}1+0)

=2(;J(1+0)

L5=1+8
Porloque 6 =05
P31, representa el segundo momento no central de la v.a. del monto de reclamaciones, el

cual es igual a V2.

Por lo tanto, E(L)=, **

epo) "’

La ganancia del asegurador es igual al exceso de las primas sobre reclamaciones, es decis:
G, =c-W,

El coeficiente de ajuste R es la raiz positiva de la siguiente ecuacidn:

e =My (r) = E(ew")

Multiplicando ambos lados de la ecuacion por ™" :
e e = e'"E(ew")

-r

Debido a que ™ es constante con respecto a la Ek""’ ], entonces:

1= Eferriew)]

Sustituyendo del valor de G,

'=E["-M'] 6 1=M;(-r)

Usando la distribucién de probabilidad para la v.a. que denowa la ganancia (G,), se
obtiene:

1=0.1e" +09e™"

Multiplicando ambas partes de la ecuacién por e’

0.1e¥ ~¢’ +0.9=0

Factorizando la 0ltima expresidn:

(" —1Jo.tem-09)=0

1a raiz positiva que satisface esta ecuacion ¢s dada por ¢ =9 & R=In9, lo cual
determina el coeficiente de ajuste.

Fl coeficicnte de ajuste es ¢l nimero R que satisface la ecuacién (25):
= My (") L,ur]
La ganancia del asegurador sobre un periodo de tiempo es G =¢ - w
Si multiplicamos ambas partes de la ecuacion por ™, se obtiene lo siguiente:
( —gr)u’ - E[e"'I -.,)
R N B T e
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SOLUCHONES A E)ERCICIOS,

16.

17

18.

CAPITULO V

Debido a que G se distribuye como una v.a. normal con media 10 y vananza 5, su fg.m.
es:

Mi(-r)= exp[— 10F + 2.5¢7 ]

Reemplazando la f.g.m. ¢n la ecuacion anterion:

1 =exp|- 10r + 2.5¢7 f

Despejando el valor de R para encontrar ¢l coeficiente de qyuste, se encuentra gue:

R=4

Unhzzndo la ecuacion (25) y el hecho de que la f.g.m. de una v.a. normal es:
Mylr)= exp(ur+ a’r’ ,’23

Se encuentra que:

e = M) = exp(;zr+a-3r2/2). Tal que ¢l valorde R, esiguala: R= 2(c—,u)/01

Y'a que el nimero esperado de rechimaciones es 2, g=2/3 v p=1/3.

El coeficiente de ajuste R es dado por:

Vi 1 o

T1-203My(R) 3-20p.1e" +09)  12-02e"

Esto produce la ecuacidn cuadriuca:

0.2¢* —12¢" +1=0

La raiz positiva de la ecuacién anterior corresponde at coeficiente de ajuste, por lo tanto
R=1In3

S o MRy = M (InM (R))

El coeficiente de ajuste es la raiz positiva R de la siguiente ecuacion:

e E[exp(% RH

Susotuyendo los valores de @ y ¢

o zg[ex,,[l - R]]
k]

El lado derecho de la ecuacién equivale a la f.gm. de la va. ¥ valuada en R/0.9, de tal

manera que:
P ' 3{1] i
My [HBJ =*08)+e °°02) = 08+0.2e

Sustituyendo este resultado y despejando R, se encuentra que la raiz positiva de esta
ccuacién es igual a:

e? =4 v porlotanto R=n4

En este probletma o =0.1 y ¢} coeficiente de ajuste ¢s dado por: (Ecuacidn (35) capitulo

5)
o8 E[exp(% .é]]
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SOLUCIONES A EJERCICIOS,

20,

21.

CAPITULO V

Debido 2 que | es una v.a. normal,

- - - \2
Yo R R o’f R
Elexpt — Ri|l= M| — |=ex | — |+ —f —
[ p{o.«; )] '[0.9J b ‘[0.9} 2 {0.9]
Resolviendo para R, se uene la siguiente ecuacion:
2

18R = 10R + R
0.9

Por lo tanto, R=17.2

El coeficiente de ajuste es dado por la siguiente ecuacidn:
ec‘ﬁ' - ; (R)

4. .
Zk i
ed = flet

Por el enunciado del problema E(N)=12, porloque p=2/3 ¥y g=1/3
La f.gm. de una v.a. peométrica compuesta es:

40
2 2
Mr(’)* 3 = 3

]—%M,((f) 1-%(0.16 +09)

Sustiuyendo este resultado en la ecuacion para el coeficiente de ajuste:

L 2

el =
3—{0.1&7(;{% i?)+ 0.9]

Despejando y simplificando, se obtiene la sigutente ecuacién cuadritica:
MR 21 2020

El valor positivo de R que satisface esta ecuacion es dado por:

Para una distribucién Gaussiana lnversa, el miximo factor de segundad relativo para €l
cual el coeficiente de ajuste existe es: (Ver ecuacion (39))

El lado derecho de esta ecuacion se puede denotar como g{a)
Donde: gla) ¢s una funcidn creciente de a.
Sustiuyendo los valores de a=0.75 y a =08 cn ¢ lado derecho de la ecuacidn, se

obuene:
2(0.75)~1.9786 y £(0.8)~2.0638

Por lo ranto el valor de @ =2 se encuenira entre @ =075y a =08
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SOLUCIONES A EJERCICIOS,

22,

23,

24,

CAPITULO V

El hecho de que la media para una distribucion Gaussiana Inversa sea igual a 1.2 veces la
desviacion estandar se puede expresar como sigue:

E(x)=12Var(x)

aff=12alp

Porlo que a =144

Utilizando 1a ecuacién para el maximo factor de seguridad relatvo (ecuacién (3%}):
2!9‘ 44 1 ’

g, = -1 = 3.4731
1.44

El mis grande valor de r para el cual la fg.m. de la Gaussiana Inversa existe es §/2.
Por los datos del problema se sabe que R es igual a 0.25, tal que f=0.5.
Por otro lado el miximo factor de seguridad relativo para el cual el coeficiente de ajuste
existe es:
6, = LG I

a
El lado izquierdo de la expresién anterior tiene tnicamente una raiz que es positiva,
a =2, un hecho que puede verificarse sustituyendo el valor de @ en la ecuacién. Por lo
tanto la varanza de la distibucién del monto de reclamacion ¢s igual a:

Var(X) = afg* =8

Por los datos de la seccion 4.7, férmulas (58) y (59), el parimeuo y la funcion de
probabilidad de la suma de dos variables aleatorias, es decir la funcién de probabilidad
para la fusién, son:

=2, £ = (12140 + 1/2)f(x)

La media p, para dicha disuibucién de probabilidad es igual a:

po=2)z+2) =2

Ya que lz media v la varanza de la distribucion Gaussiana Inversa son 2 y 6,
respectivamente:

a=2/3y B=1/3.

Fl coeficiente de ajuste es la raiz posiiva mis pequefia que sausface la siguiente
ecuaciémn:

1+ pr(1 46, )= Mlr)

1+ {t+8, 20} = (1/2) exptl/?»(l —M)]+ (I/Z{%)Q}—r}

El valor mds grande de R para el cual el lado derecho de la ecuacién existe es 1/6.
Susttuyendo el valor de R =176,

N 1 E o 2
t 0 [ PR I
+(H€'"X{6] 2" +z(uz-w5)

Resolviendo para ¢, , se obtiene el resultado:
g, =1.1716

t64
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SOLUCIONES A EIERCICIOS,

CAMTULO V

El mas grande valor de r para el cual la fgm. de X es definida es r= /2 y en ese

punto, el valor de A {r} esiguala .
Se sabe que este valor es 4.
Por lo quea = In4.

De ecuacién (39}, 6,, = gie—_l)—l = ]—% -1=3.3280
o n
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Soluciones a Ejercicios, Capitulo VI

1. Cuando se utiliza el método 1, se cambian todas las ¢'s a n{l-4).
Agrupando las pélizas que tengan el mismo monto de reclamacion individual, se obtene:
7, = -1001n0.98 = 2.02; %, = ~2001n0.99 -1001n0.97 = 5.056; 4; = ~1001n0.98 = 2.02
Utlizando la férmuia (10):
T=2+1,+7,=909
Finalmente, 1a distobucién del monto de reclamaciones s igual a:
Fyy=1, T =2029.09 =0.222;
fy(@ =X, T =5069006 =0556;
Sy(3) =4, 1 =2020.09 =0222

2. Para ol método 11 reemplazamos todas las probabilidades g, por —In(1-g,), de manera
tal que para Ia segunda columna de la bla se obtienen los valores:
T,=02, 1, =01 v 1, =02
Para la distribucidn PC aproximada,
Z=3" 7, = 100(02) + 200{0.1) + 100(0.2) = 20+20+20 = 60
Si se denotan las funciones de disutbucidn de la dltima columna de la tabla por ¥, /i y
Fy, respectivamente, entonces la funcién de la distribucién del monto de reclamacion es
igual a:
Fo(x) = (20060)F,(x) + (20,60)F,(x) + (20/60)F;(x)
Existen dos maneras de encontrar £(X) y Var(X):

1) La primera consiste en determinar la funcién de densidad de probabilidad y después
simplemente aplicar las definiciones de la esperanza y varianza de X .
Siguiendo esta forma de resolver el problema, se ve que existe un punto de masa de
probabilidad para £, en el valor de 1, con probabilidad 1/2.

Asi se tene que fy (1)=1/2.
La parte continua es dada por la siguiente funcién de densidad:

ke + 1 3%2x)+ (13} 5P O<x <l
S} = { {13)e si x>
Entonces:

E(x) =(2/6)f, ()}+ Jx £, (x)dx
= (6} + E e+ 1 3)]: xe 'dv =5/6

Ex) = (y6) + [ e+ (13)] xPedx =132
Por lo tanto la Var( V) ={1312)-(5/6F = 7/18




SOLUCIONES A EJERCICIOS,

CAPITULO VI

2) La segunda manera, consiste en unlizar la téenica del ejemplo 2.4.2.
EXy = [1-F (x)d

=3[0 -x 2+ (03[ -x e + (13)[ e dx =5/6

Para encontrar E(_ ), [OLAr Yue:

Elx?)= [Fx flodde = [ == Flx)] ax

Resolviendo csta integral por medio del mérodo de integracidn por partes:
=2[ x[1 - F(x)]ax

Aplicando este resultado con los datos del problema, se obtiene:

Elx?)= @) x (- x? 2 + (23)[x (1= x7Jx + R3)|] xe " de =13/12

Por lo anto, Var(X)=7/18

Notese que esta manera de encontrar E(Y) y Var(X), evita el problema de conocer la
existencia de un punto de masa de probabilidad y permite trabajar directamente con
las funciones de distribucion de las varables aleatonas a evaluar.

Para el mérodo 1, 4, = ng.
Para el método 11, 4, = -nin{l - g)
Usando la serie logaritmica (ecuacion 4, capitulo 2),

A= = —ntn(l-g)-ng= —afin(l - 4)+q]= —n[(—q—‘%—?—%—...)-v—q] = niq’,’i!

Utdlizando el método [ de aproximacién y las ecuaciones (3) v (4) de este capitulo, se
tiene:

A =1000{0.6} + 2000(0.4}=1,400

F(x) = (/TR 0+ W/7)F5(x)

Donde:
0 3 x<0 0 2 x<0
Fy fx)= (;‘0] 0<x<20  y  Fylx)= (:4] 0<x<is
N xz20 _ A xz15

Por lo tanto la probabilidad de que el monto de reclamaadn individual vaya a ser menor
a 18 es igual a:

F18y = (3f7X18/30) +{4/7)1) = 0.7257

De la formula de recursion (ccuacion (23)):

Ellun) = E() =[1= Fi)).

Despejando |- £ (d),

1-F(dy=E(/)- EU ;)

Lo que sc quiere encontrar es:

f(2y=F2)- F(h
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Reexpresando csta ccuacion,

F2y-F() = (1= F(Y)- - F()

Uthizando la formula de recursion:

b-Fi}-0- A=

ey - EU]-EU) - Bl =

E(1))-2E(,)+ E(f3) =

@rfars)-20s) + (rs)] = 127125

D¢ manera mas general se puede probar que f(k), es igual a:
EU V-2E(L )+ EU Y

Las dos distribuciones PC pueden ser combinadas como una sola distribucion también
PC (Seccion 4.7 del Capitulo 4) con i=2+3=5 y distribucién del monto de
reclamacion:
Sxix) = (2/5)f.w (x} + (3f3)fn(x)
Donde:  f,, , es la funcidn de densidad de una v.a. uniforme sobre {0,1000)

fp. esla funcion de densidad de una v.a. uniforme sobre (0.200)

Por lo tanto la esperanza de /g, s igual a:
Ethe) = (2/5{171000)[" (x—100)dx + (3/5)1/200) [} (x —100}dx
= (2/5)1/1000)1/2)1000-100) + (3/5X1/200%1/2}200 - 100 = 177

Port la férmula de recursion:

E(1y) = EU)=(1- FDY = £(1g)-(1- F(0)-(1- F(1))

Por los datos del problema se sabe gque:

E(1,)=E(S)=3, F(0)=0.t y F(I) = 0.1+02=03

Sustimyendo estos valores en la ecuacion anterior:

E(f,y=3-(1-0.)-(t-03)= 1.4

Esto mmbién puede ser calculado directamente como se hace para la varianza a
contnuacion. Notar que:

> 5-2F sis<2
(s-2y -1 = [( 0 ! 5iS>2
Sacando la esperanza de ambos lados de la ccuacion
Eks-2)3] - ETT;]= 20 1 =04+02=06
Por las propiedades de los valores esperados de una v.a., se encuentra que:
E[(S-z)’] = E($7) -4E(S) +4
= Var($)+ E2(8)-4E(8)+4
=9.64 + 3 —(a)3)++ = 10,64
Tal que E(f;)" = 10.64-0.6 = 10.04
Por lo tanto, Var{l,) = 5(:2’)- ENi,)=1004 -1.47 =8.08
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Debido a que el procese es compuesto geométrico con E[¥]=2, entonces g=2/3 y
p=il3,
El valor esperado de la distribucién del monto de reclamaciones es igual a;

3

I 2
p=EX)= Z i) = 1 p{1)+ 2p(2)+ 3p(3) 4+2+4=2

Aplicando las formulas de recursién, ecuaciones (42} y (43} capitulo 4, se tene:
£l0) =113
S0 =230 7a) e - )+ 12 x - 2)], para x =21
Sustituvendo los valores de x =1y x =2, sucesivamente obtenemos lo siguiente:
FOY=1118, f(2)=13/108.
Ucﬂi?ando la formula de rccursién (Lcuacién (23Y), se calcula E(7,).

= £(1,)-[1- Fe W = el )- (- £ O} - - 7 )]
Por los datos del probluna.
I-F(0)=2/3,1-F()=11/18, E(/,) = E(S)=E(N)p, =4
Por lo que, E(4;)=10/3-11/18 =49/18
De la misma manera se calcula E(/;)
E(1) = E(1,)-{1- F(2)) = 49/18-53/108 = 241 /108
Por lo tanto, E(f,,) = E(F, \i =r)+ E{(f5)Xr)} = (49/18)0.8)+ (241/108)0.2) = 2.624
De fonna més gcneral se puede expresar lo anterior como:
E(f,. )= E1, N-r)+E(, )
Donde: ¢, es un nimero entero

r, 0<r<l

De ecuacién (25), se cumple la siguiente relacion.
DI, =kG =S
El miximo valor de % es aquel en donde b prima menos gastos y utilidad, menos
dividendos esperados, menos reclamaciones esperadas, sea tgual a cero. Si & es mayor a
este valor, entonces la utlidad va a reducirse.
Es decir, se desea encontrar el valor de & tal que la siguiente ecuacion se cumpla:
Prima - (Gastos y Utilided) - E(D)- E(5) = 0
12-3-E(D)~E(5)=0
9~ E({,;)-kG =0
S1 kG =17, la ccuacién antenior es:
9-E(/;)-T=2-1.6>0
81 &G =8, entonces:
9-E(l)-8=1-12<0
De tal forma que ¢} valor de kG se encuentra entre 7y 8.
A continuacidn, se utliza una interpolacion para obtener el valor de & .
E(1) 7
E(h) 43
E(ts) 8
E(f ) -E(L) 124 -7
E(l)- E(;)  §-7
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Despejando £(1,5 }:

EUy)  =(2k-TNEU) - EU DB EUY)

=1.6-(124-7)0.4) = 4.4 - 4.84

2l miximo valor de & es aquel que cumple con la siguiente ecuacion:
9-44+48k-12k=0.

Por lo tanto, & =23/36.

El dividendo es dado por:

D=27-8,s1 §<27 y 0 en otro caso.

Usando la férmula de recursién para una v.a. Poisson Compuesta {ecuaciones (33) y
(34)), se caleula lo siguiente:

JOy=e?, f(1)=038e7, f(2)=1.52""
Utilizando estos resultados se obtene E(D):

E(D) = Zf_o(z.v —s)f{s)}= =27 /(0 + 1.7 {1 +0.7/(2) =0.693.
Por otra parte se conoce que: E{S)= 2E{X} = AZ?_lr‘p(J’) =2(0.4+2{0.6)) = 2(1.6)= 3.2
Por lo tanto, E(G - § - D)= E(G) - E(8)- E(D) = 45~32-0.693 =0.607
La prima al cobro es dada por G=E(S)1+8)= 201+1)=4 y el dividendo es igual al 80%
de la prima:
_ {0.8(4)-8 si §<32

4] §f en olro caso

Por lo tanto:

EDy= jl\ de(S)ds ) \J;ﬂ' ‘l-u”(lz —S)ex})|:_ (s_ 2)? :ids

2

Sumindole cero es decir 2
_ i 32 3.2 9 2 ) (.S‘—2)2 d
,”L(.—_+ ~s)exp| =, s

Reexpresando la integral

) ) Penl-0 i gl o

Haciendo el cambio de variable s-2=x, en la primera ecuacién y resolviendo la

segunda:
32
_ 2)2 ]
2
o

=(1.2) j exp[ ]dx +
El primer término de la ecuacion se obticne por medio de las tablas de ha distribucidn

= |.2[¢(1.2)-¢(—2)}+

5(‘3- 7 _ - )

normal umitaria.
Por lo tanto £{D)=1.199
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[l dividendo de la mitad del exceso del 80% de las primas sobte reclamaciones es:
b {0.5[80%(5)-5‘} _ {0.5(4 -5)sis<4

0 0 siS>4
El valor esperado del dividendo es asi dado por:

E(D) = 0.1(0.5)4 - 0) + 0.5(0.5}f (4 - x)e "dx
2024025 -1+ ¢™) =095 +025¢™ =0.9545

El dividendo del 80% del exceso de 2.5 sobre reclamaciones es dado por la siguiente
formula:

D=08(25-5), si §<2.5v0 en cualquier otro caso.

Tal que la esperanza del dividendo es:

ED) =D dfils)=D " 0825-s)s(s) =08[25/(0)+1.5/()+05 F@)l=1.764
EDH=3" df) =3 [08@25-s)f fils) =

0.64[2.51f(0)+|.51f(1)+0.51f(2)]=3.3sos
Por lo que la varianza del dividendo es igual a:
Var(D) = 5[02 ]— £%|p] = 6.2691

Por los datos del problema A =1 v la media de una v.a. exponencial es p, =1.

La prima al cobro del asegurador es:
c=Apfl+8)=(1+05)=15

La prima que tiene que pagar el asegurador por la compra de reaseguro a dos veces el
valor esperado es:
en = E[Ms)1+&) = E@SN1-&) = a(l+&) =afll+1)=2a.
La parte del fesgo por la cual es responsable el asegurador es (1—a)x . El coeficiente de
ajuste R es dado por la raiz positiva mis pequena dela siguiente ecuacidn:
b+(e—c, )R = j:e"'“'“"e"dr
Sustituyendo los valores de ¢ y ¢, en la ecuacién anterior:
1+0.5-2a)R = 1[1- R(1-2)]
Despejando R para obtener su valor
. 05-a
C15-35a+2a’
Para encontrar ¢l valor de @ que sea un maximo, se deriva la ecuacién anterior y se
iguala a cero resultando la siguiente ecuacion:
2a’ 20+ 025=0
Existen dos raices para @, @, = 0.83355 y a, =0.1464
Por ecuacion (28) se sabe que @ no pucde ser mayor que /¢, es decir, no puede ser

mayor a 1, por lo que de las dos raices la que da la respuesta correcta es (.1464.
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Se sabe que el valor esperado de la mixima pérdida total es igual a:

E(L) = Py
2p,@

Para encontrar a, sc interpreta a que es igual cada uno de los miembros de esta
ecuacion.
El riesgo por el cual ¢l asegurador es responsable es (1 —a)x.
Ya que la distribucién del monto de reclamacion es exponencial con media 1,
Sylx)= e, el primero v segundo momento no centrales de X, som:
o =(l-a)EXy=(1~a)y p, = (1 -a)’E[X’]: 201-2).
El factor de seguridad relativo después de reaseguro es dado por ecuacién {28).
_O0-fa 05-08z _1-l6a _1-l6a
T ea l-a  2-22 2-a)
Después de la compra de reaseguro, la esperanza de la mixima pérdida total es:
Eily= P - 20-af |_2(I~a)] _ 21-a)

2p80  21-a)|i-léa] 1-l6a
Diferenciando E(L}, con respecto a a
2(1 - e )1.6a - 0.4)

(1-16a)

El minimo valot ocurre cuando 1.6a-0.4=0 6 lo que es igual 2 @ = 1/4. Esto se puede
verificar, observando que la derivada cambra de signo en a =174

o

d
—E)=

Sesabeque A=1,F=1y 6=05.
El coeficiente de ajuste antes de rezseguro es {ecuacion (%), Capitulo 5):
= £4 =1/3
1+ )
La esperanza del reaseguro de exceso de pérdida, es igual a (ecuacién (20), Capitulo 6):
El1,(0)]= [[(x-d)edx =&
Yaque £ 038, ¢, = (1 +&) E[r,(x)]=1867 y c=2p,(1+0)=(1)1}1 +0.5)=1.5
El coeficiente de ajuste R después de reaseguro es dado por:
Le(ls-18e R = [T et e gy
Aplicando la definicién de exceso de pérdida:
= j’:e""')"'e"dr + I; PUELSL PP
— r e(R'—I]rdx + I‘ e e
1] i
-(-#)

_ t-e 4 mdl-#)
1I-R

El ascgurador nccesita incrementar ef coeficiente de apuste en 50%, tal que
R=R+05R=15R=15(1/3)=05.

Sustituyendo R’ en b ecuacion antetior se obtiene lo siguicnte:

175-09¢7 =20
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CAPITULO VI

La expresion anterior es una ecuacién cuadratica, la cual presenta dos raices. Notar que
entre mis grande es el valor de d mds pequena es la prima por reaseguro y mis pequeiio
es ™. Tal que se toma la mas pequena de las dos raices.
La primera raiz es ¢™¥? = 0.3798y la segunda e™/ % =0.7312
Por lo tanto la raiz mas pequeifia de Ia ecuacion es dada por:

d = ~2In{0.3798)=1.9362

El resultado obtenido en el ejemplo 6.4.1 es retomado para resolver este problema.
El valor esperado de las reclamaciones individuales es 1/ 4, mientras que ¢l deducible es

pd .
Por lo que el factor de seguridad relativo después de reaseguro es:
_0- g

g Bl

I-¢™
& va a volverse negativo si #—&™# < 0.
Estoessi e »>0/8 6si e <£/8.
Por lo tanto, el minimo deducible es & = 1/ #1n(£/8).
Debido a que el factor de seguridad relativo del reasegurador es 50% mayor que el del
asegurador, es decir & = #+0.50 =159, ¢l minimo deducible ¢s

d=" 1n(l'59) = 'ms
Fif a ¥i)

La prima cobrada para el asegurador ¢s ¢ =(M1)1+1)=2 y el costo del reaseguro es
o = (1 +1.4Y1f4)={1/4)2.4=06. Tal que c-¢, =14
{a) Por ecuacién (28}, el factor de seguridad relativo después del reaseguro es

gofoag _1-0/4004) g pe

l-a 1-{1/4)
(b) El coeficiente de ajuste de! asegurador antes de reaseguro es R = Bef{1+0)=0.5
(c) Para encontrar el coeficiente de ajuste después de reaseguro, se utiliza la siguiente
férmula:
1+14R = [ e e dr = —
1-0.75R

Despejando R' se obtiene: R'=0.6190

La esperanza del monto de reclamaciones es £(S)=1 y por poliza el asegurador cobra:
c=E(S\1+8)=15.

El monto de reclamacién esperado por ¢l reasegurador es:

Ens)= EU)=[ (x=1)e"de=¢"

£l costo de reaseguro es:

e, 8 E[SNi+2)= e 141)=21¢.

la prima neta cobrada por el asegurador después de la compra de reaseguro cs:

c—c¢, = 1L.5=-2/e.

13 riesgo por el cual el asegurador ¢s responsable es §—1/,.

173




SOLUCIONES A EJERCICIOS,

CAPITULO VI

Lo que espera pagar ¢l asegurador es:
ES-1)=1-1/e.
Si ¢l factor de scguridad relativo para cl ascgurador después de reaseguro es ', entonces:
E{S-11+8)=c—c,
(t-1rel+8)=1.5-2/¢
Despejando ¢, se obtene el resultado deseado:
d'=0.2090
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