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INTRODUCCION

Este trabajo se presenta para obtener el titulo de la carrera de actuaria. Una carrera cuya
formacién se sustenta en las matemdticas, y como unad parte relevante dentro de éstas, la
estadistica. s por es0, que el objetivo de este trabajo de tesis es mostrar como el uso de las
mateméticas puede ser de mucha utilidad en la solucién, o al menos el entendimiento, de diversos
problemas. En este caso se eligié el 4rea de las clencias sociales, especificamentz el tema de la
pobreza. El objetivo, entonces, es presentar el andlisis discriminante, que es una técnica de lo que
se conoce como andlisis estadistico multivariado, y realizar una aplicacidén de éste sobre un
problema concreto y real.

A nivel mundial el problema de la pobreza ocupa, en estos momentos, una posicién de primer
orden dentro de los retos por superar, gue requiere atencién inmediata, anto por parte de los
gobiemos, como de la sociedad. Basta darse una vuelta por las paginas web de los principales
organismos intermacionales, tales como el Banco Interamericano de Desarrolio (BID), el Banco
Mundial {BM), la Consejo Econdmico para América Latina (CEPAL), para ver que gran parte de los
trabajos actuales versan sobre la pobreza o por lo menos tratan algin aspecto particular de ella.

Esto reflefa una preocupacidon real sobre el asunto, y es que, contrario a lo que en algin
momento se pensd en cuanto a que los paises desarrollados jalarfan 2 los pafses en vias de
desarrollo, para que estos (itimos, pudieran seguir sus pasos y lograr su propio desarrollo, lo que
ha ocurrido en las (ltimas décadas de! siglo XX es que la brecha entre unos y otros se ha
incrementado. Las causas son diversas, pero lo cierto es, que para enfrentar con éxito el problema
de la pobreza, en estos momentos, es necesario que las causas que han propiciado estas
desigualdades, sean entendidas; tanto por los paises que directamente viven la pobreza, como por
los paises desamoilados.

La pobreza tlene muchas aristas, tal vez la mds facil de reconocer se relaciona con el aspecto
de la percepcién de un ingreso, pero ésta no es la (nica. Existe pobreza donde hay hacinamiento;
donde hay nifics, que en la infancia, tienen que salir en busca de dinero para vivir; existe pobreza
donde no hay un techo que proteja y un hogar que cobije. La pobreza no sblo esta circunscrita a
lo material, también hay pobreza cuando un individuo carece de las habilidades necesarias para
relacionarse provechosamente con su entormo, algo que ayuda a perpetuar esa pobreza material,



Un primer paso en la implementacién de programas y politicas para el combate de la pobreza
es contar con indicadores que apoyen en la identificacion de las carencias dentro de una poblacidn.
No existe una forma (nica de medir la pobreza, de hecho, ka metodologia que cada pals decide
emplear en gran medida esta condicicnada a la informacidn con que cuenta o ia que le sea factible
generar. Tampoco existe una definicién dnica exhaustiva y suficiente para definir la pobreza, el
oontexto mismo es relativo en el tiempo y el espacio de cada sociedad; sin embargo existen
algunos conceptos generales para los que hay un consenso, como lo es la tesis de que la pobreza
es un asunto de varias dimensiones, es decir que no esta figado a un solo factor sino a un nimero
variado de factores que en momentos o permanentemente se relacionan entre si en distintos
planos.

Tal vez esta sea la razén por la cual no existe acuerdo en cuanto al porcentaje de poblacion
en pobreza en nuestro pais, las cifras oficiales hablan de un 40% de poblacidn en pobreza y un
25% en pobreza extrema; algunos académicos dicen que estamos sobre €} 75% de poblacidn en
pobreza. Esta discusion se encuentra en boga en estos momentos. Lo cierto es que sea un 25 o
un 75 por ciento, estamos hablando de al menos 25 millones de seres humanos que viven en
condiciones de carencias y falta de oportunidades. No se puede negar que esto es un fuerte
problema social y econdmico.

Pero no basta saber cudntas son las personas pobres del pais o del mundo, para tratar de
entender la pobreza, también se necesita conocer sus caracteristicas, si éstas presentan o no
diferencias de una regién a otra. Seguramente la pobreza de las personas que viven en Chiapas es
distinta a la de aqueflas que estan en Siberia o Scnora, pero qué sucede si hablamos de una regidn
especifica, ées igual la pobreza para todos los lugarefios? Si no es asi, fexisten similltudes?,
écudles son las diferencias? Contestar estas preguntas, y otras mas, es tarea en la que se tienen
que involucrar profesionales de distintas disciplinas que puedan abarcar las diferentes aristas que
esto presenta.

Se puede comenzar buscando elementos que permitan asegura la existencia de diferencias
entre las personas que viven en condiciones de pobreza. Con esto, fas preguntas planteadas, y
algunas més, no quedaran resueltas, pero si nos aportarian una seguridad para movernos a
mayores investigaciones con la esperanza, bien fundada, de no estar perdiendo el tiempo, sino, por
el contrario, estar avanzando en nuestros conocimientos. Algo que puede resultar benéfico.

Este trabajo de tesis busca probar, con informacién concreta, que dentro de [a peblacién que
vive en condiciones de pobreza, se pueden diferenciar dos grupos: el de la poblacién en ‘pobreza
extrema’y el de |a poblacion en ‘pobreza’; lo que daria sentido at hablar de estas dos poblaciones y




nos aseguraria que no es pura retdrica los planteamientos donde se menciona esta distincién. Se
estaria hablando de algo real.

En un estudio como este, se requiere contar con informacién sobre diversos aspectos de los
individuos pobres. Informacién que contemple, sino todos, al menos aigunos de los diferentes
factores que inciden en la pobreza, su generacidn y su permanencia. Por otro lado, requerimos
una herramienta adecuada para el manejo simultaneo de un conjunto amplio de datos, a cual sea
conflable. Esto (ltimo, se solventa con el andlisis estadistico multivariado, que permite incorporar
tantas variables como consideremos adecuado a nuestro estudio.

De forma breve (va mds adelante se irdn presentando cada punto oon calma) se
mencionaran los elementos utilizados para realizar este trabajo:

En cuantn a la informacidn, se decidié trabajar con informacién oficlal que el Programa de
Educacién, Salud y Alimentacidn (Progresa) genera para sus estudios sobre pobreza.

Et ejercicio se lleva a cabo sobre localidades del estado de Yucatan.

Se utilizan tBcnicas de endlisis estadistico multivariado para analizar la informacidn.
Especificamente ! andlisis discriminante que es una técnica adecuada para separa poblaciones y
clasificar observaciones. Nuestra tarea versa en este sentido, ya que deseamos comprobar la
existencia de dos poblaciones dentro de un cierto universo definido como hogares en condiciones
de pobreza.

El paquete estadistico SPSS Ver.9 es la herramienta informdtica para el manejo de las bases
de datos que contienen ia informacién que sirve de insumo. Este paquete brinda una amplia gama
de opciones para €l analisis de datos, asi como la aplicacidn de diversos métodos estadisticos.

1a manera como estd estructurada la tesis es en seis capitulos. En el capitulo uno se habla
sobre la pobreza y se abordan algunas de las definiciones y enfoques que se tiene sobre el tema,
ademds, se presenta algo de la historia de los programas de combate a fa pobreza que se han sido
desarrollados en nuestro pais.

Para poder abordar la teoria de del andlisis multivariade es necesario el conocimiento del
algebra de vectores y matrices, lo que permite expresar y manejar la informacidn de manera tal
que los conceptos del andlisis multivariado también quedan plasmados y pueden ser aplicados.
Personalmente, creo que la mayor dificultad para entender la teoria multivariada, radica en la
notacién, por o que junto con el dlgebra de vectores y matrices, en el capitulo dos, también se
define la notacidn con la que seran expresados los datos y conceptos estadisticos.



El tercer capitulo presenta los resultados del andlisis multivariado que se requieren para el
andlisis discriminante: la funcién normal multivariada asf como algunas pruebas estadisticas
multivariadas sobre las medias de dos y més poblaciones,

£n el cuarto capitulo se presentara la teoria del andlisis discriminante que serd la metodologia
' para abordar el tema que nos ocupa. Primera se dard una explicacién general y posteriormente el
desarrolio tedrico donde usaremos lo ya visto en los capftulos anteriores

En el quinto capitulo se presentard la aplicacion de esta téenica. Comenzando con fa’
explicacién de la construccién de [as variables y algunas discusiones al respectn, para
inmediatamente pasar a fa aplicacidn y los resultados obtenidos.

Los resultados finales y las conclusiones se presentan en el sexto y Gitimo de los capitulos,
asi como algunos comentarios finales.



Capitulo I

EL PROBLEMA DE LA POBREZA

Pobreza... ese fantasma que arrastramos kos ahora llamados “paises emergentes”, es hoy un
lastre doloroso que como pais nos dificuita la posibilidad de alcanzar un desarrollo séfido y
equitativo para toda la poblacidn. Este pasivo impide capitatizar en toda su dimensién los
importantes logros del crecimiento en nuestro producto interno bruto, mas aun cuando este
crecimlento se concentra en un pequefic porcentaje de la poblacién.

£Qué sucede con esa poblacidn que se encuentra en situacién de pobreza y que nunca llega
a ver los beneficios de un crecimiento en el PIB? El gobiermno se ve en 2 necesidad de implementar
programas que permitan aliviar, en cierta medida, su situacidn de urgente atencién; con lo que
gran parte del gasto pliblico tiene que enfocarse en programas sociales de apoyo, utilizando
presupuesto que podria ser empleado en proyectos productivos con miras a crear las condiciones
necesarias para que esta poblacion genere su propia riqueza, v asi, mejorar dia a dia el desarrolio
del pais.

La constitucién establece que ¢! goblerno tiene la obligacién de velar por el bienestar de los
ciudadanos. La pobreza obliga a éste a tomar medidas para su combate, pero si no se generan
soluciones integrales, el dinero invertido en mitiger la pobreza serd un dinero que aunque
ciertamente logrard alivio temporal en esta poblacién, no serd capaz de producir, de construir y
generar riqueza.

México tiene una larga tradicidn en programas sociales a fo largo de su historia reciente, que
se comienzan a implementar después de nuestra revolucidn de principios del siglo pasado y como
via para lograr el objetivo de justicia social para un gran segmento de la poblacién, que antes de
ese momento histérico, no era considerado, cabalmente, dentro de nuestro sistema de gobierno.
AUn asi, fos problemas de pobreza siguen afectando a una gran parte de la poblacién, De hecho,



en fos Gitimos afios ésta se ha incrementado, en parte como consecuencia de las crisis econdmicas
recurrentes de las Ultimas tres décadas.

Por el enfoque que tienen las instituciones para atender los grandes rezagos sociales, se
puede hablar de etapas en la historia de los programas sociales de este pais. La primera se da
durante los primeros afios posteriores al término de la revolucion, a lo largo de los aftos 30, cuando
se dieron reformas sociales de amplio alcance como la agraria y el reparto de la tierra en el campo
o la organizacién obrera a través del sindicalismo, en las ciudades. £n los afios 40 se da otra etapa
de las politicas sociales, con la creacién de las grandes instituciones para el mejoramiento de la
educacién v la salud a nivel naclonal. Es la época en que nace el IMSS, la secretaria de salud y la
secretaria de educacién.

Podemos hablar de una tercera etapa que se presenta a finales de los afios 60 cuando, pese
a los grades avances en materia de atencién al gran universo de la poblacidn, no se ha logrado
abatir la pobreza, y entonces surge €l enfoque de atacar situaciones especificas de manera mas
dirigida. Se crean asi, los primeros programas de accién especifica, que son paralelos a los
programas de gran alcance ya mencionados. El PIDER fue el primero de ellos.

Ya en la década de los 70's surge COPLAMAR; SAM y SOLIDARIDAD, en los 80 y durante la
Gltima déeada del sigle, Progresa (Rolando Cordera 1999)

Estos esfuerzos han logrado objetivos muy importantes, basta ver el avance alcanzado en
materia de salud y de educacién al pasar de un 77.7% de analfabetismo a principios del siglo XX a
niveles de 10.6% al cierre del mismo. Sin embargo, no se puede negar que ain se tiene que
trabajar para que ademds de los logros en cobertura de estos servicios, se alcance también, la
calidad.

1.1 Algunas discusiones sobre pobreza

Existen varias definiciones sobre pobreza presentadas desde perspectivas y enfoques
distintos, sin embargo, todas coinciden en un aspecto: la pobreza estd relacionada con la
satisfaccion de necesidades. La diferencia radica en lo que se entiende por necesidades.

Un enfoque plantea el concepto de necesidades como ‘lo como minimo que requiere
satisfacer un individuo para su subsistencia’. Entonces, se propone cierta canasta bdsica y con

! Alivia a la Pobreza. Anébisis del Programa de Educacién, Salud y Alimentacién dentro de la politica social.




base en su costo se define el nivel de ingreso minimo que un individuo debe tener para cubrir
dicha canasta. La variable utilizada para medir esto puede ser el gasto o e! ingrese. Sin embargo,
este enfoque no considera, por ejemplo, que la capacidad de las personas para transformar el
ingreso en bienestar es varlable, que es aigo que est relacionado con la formacion y educacién de
cada individuo. Por nuestra parte, nos inclinaremos més por un enfoque que considere de manera
mas amplia el concepto de necesidades.

Pensando que la pobreza se puede medir de acuerdo con |2 satisfaccién de las necesidades
bésicas de un individuo o una familia, requerimos identificar cudles son esas necesidades bésicas.
Al llegar a este punto, nos topamos con fa discusién sobre qué es una necesidad basica. De forma
general podemos decir que son dos las visiones que se tienen al respecto. Una plantea que no
existen necesidades bésicas generales, pues toda necesidad es cultural y la necesidad de ciertos
bienes depende del significade social que la persona le dé. La ofra dice que existen necesidades
bésicas para cuaiquier individuo independientemente del contexto cultural.

Los que plantean [ primera, consideran que es posible hablar de necesidades basicas
aplicables a cualquier ser humano independientemente de su historia y cultura; mientras que los
defensores de la segunda plantean que las necesidades son relativas a las circunstanctas histdricas
¥y culturales de los individuos.

Sin embargo es importante que més alld de disertaciones filosdficas, seamos capaces de
aterrizar los elementos que tenemos en una aplicacién practica, evitando caer en discusiones
interminables.

En este trabajo se quiere validar que la existencia de fo que se denomina pobreza extrema, y
de ser posible, lo que implica la existencia de al menos dos grupos de individuos dentro de aquelia
poblacidn que se considera pobre. Se plantea entonces la necesidad de considerar en la medicidn,
indicadores que puedan ser aplicados en cualquier contexto social y cultural.  Algo que sea
universal.

Por otro lado, se tiene un interés especial en llevar a cabo este ejercicio con base en datos
concretos e jlustrar ko importante gue es la estadistica para entender los fendmenos sociales, Esto
requiere el planteamiento de ciertos conceptos para que, con base en elflos, se identifiguen los
factores que pueden ser incluidos en el ejercicio mismos que cumplan con esta idea de
universalidad, planteada anteriormente,




Partiendo de esto, podemos considerar que en el caso de la pobreza, una base universal
plantea: que et dafio provocado por la ausencia de un bien determinado es igual para cualquier
individuo.?

La satisfaccion de necesidades bésicas es lo que permite a los individuos la participacidn, tan
activa como sea posible, en formas de vida que puedan elegir si tuvieran la oportunidad de
hacerlo. Este planteamiento puede desglosase para identificar los distintos factores que hacen que
el individuo esté en condicién de realizar y llevar a cabo su eleccidn. Aln de manera general, se
puede decir que son necesidades basicas la salud y la autonomia personal, Esta Ultima se puede
entender basandonos en o siguiente:

1. L2 comprension que las personas tienen de si mismas, de su cultura y de lo que
esperan de ellas.

2. Lacapacidad psicoldgica del individuo para crear sus propias opciones,
3. Oportunidades objetivas que permiten que una persona actle o deje de actuar.

Para alcanzar lo anterior es indispensable el factor educacién, a través del cual se logra la
libertad, y ésta da la posibilidad de tener mayores oportunidades de eleccién.

Asi, salud y educacién son dos de los factores que influyen en el desarrotio de las
capacidades de los individuos.

Veamos lo gue el Banco Mundial presenta en un documento llamado ‘Datos y medicion de la
pobreza®, donde se presentan las recomendaciones de este organismo. En é se dan los
resultados de un compendio de estudios realizados por 23 palses que sufren condiciones de
pobreza. Este documento aplica como definicién de pobreza lo siguiente: "la pobreza es
carencia material, relaciones sociales malas, inseguridad y precariedad, poca confianza
en uno mismo € Impotencia”, y determina que existen cuatro dimensiones de la pobreza:

La pobreza de Ingreso que se caracteriza por un grupo demogréfico cuyos ingresos
personales o consumo son inferfores a lo establecido por una linea de pobreza.

La pobreza en seguridad afecta 2 un grupo demogréfico que se enfrenta a riesgos
particularmente elevados como pueden ser, vivir en zonas de alto riesgo de desastres naturales
debido al deterioro del medio ambiente o riesgos relacionados con la seguridad det individuo por
situaciones de viclencia o persecucion politica.

? paulette Dieterlen, ditando a Len Doyal en ‘Alivio a ia pobreza. Andlisis del Programa de Educacién Salud y
Aimentacién’

3 Gufa para la medicidn de ia pobreza, las politicas a aplicar y métodos de evaluacién para medir el impacto
de las mismas



La pobreza en la educacién para lo que se puede definir indicadores basados en el
nimerc de afios cursados.

La pobreza en la salud que se caracteriza por un grupo demografico con expectativas de
salud por debaio de una linea establecida, misma que puede definirse de diversas maneras tales
como hogares con nifios desnutridos o la incidencia de una, varlas enfermedades definidas para
este fin, etcétera.

A esto podemos agregar la pobreza en la calidad de vida de las personas que se puede referir
a sltuaciones de hacinamiento elevado de las familias en su vivienda, asi como la posibilidad de
tener espacios recreatives.

Como se puede ver el planteamiento de! Banco Mundial lleva implicito mucho de los
conceptos que se discutieron con anterioridad.

Se puede resumir el concepto de pobreza considerando todo o planteado de [a siguiente
manera:

“El concepto de pobreza es refativo al tiempo y al contexto de cada sociedad. Es
una condicidn que limita [as posibilidades de desarrollo de las capacidades basicas
de las personas, debido a la falta de herramientas que permitan su desarrollo, lo
que impide una participacién plena en la socledad. Asi, el esfuerzo que se tiene
que emplear para el logro de los satisfactores bdsicos no da los resultados que
corresponderian al esfuerzo realizada”,

Pero més alld de las definiciones, o cierto es que este es un problema de primer orden en el
mundo y principalmente parque afecta a las personas; les genera sufrimiento, sea este entendido
como 2l o no por ellos; les coarta sus posibilidades de satisfactores, ademds que afecta a aquellos
que no la padecen directamente, pues invade toda a realidad de un pais, se implanta dentro de la
cultura, afecta la economia y puede llegar a perturbar la paz social.

No hay que perder de vista que la pobreza crea un circulo vicioso que ayuda a su
reproduccién generacion tras generacién. En muchas ocasiones es la tnica forma de vida que las
Personas conocen.

Partamos del concepto de que pobreza es carencia de oportunidades, de aqui se desprende
una serie de carencias en |a vida de los individuos gque nacen en un entorno de pobreza, mismas
que se van encadenando & Io largo de su vivir y que afectan su desarrolio personal.

Esto empieza desde ef momento mismo de la gestacién. Una madre mal alimentada, da a luz
bebé con problemas de peso y talla, desde el momento mismo de nacer. Condicidn que no mejora
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con el paso del iempo. Ya en la edad escolar, pese a que en teoria, todos los mexicanocs tenemos
igualdad de oportunidades para accesar a la educacién gratuita, en la préctica, no todos tenemos
la misma oportunidad de hacerlo. La falta de oportunidades para una nutricidn adecuada, para
tener acceso a una escuelad cercana con calidad educativa, para unos padres motivadores, son
apenas algunos de los factores que van tejiendo las condiciones que perpetilan la condicion de
pobreza.

De acuerdo con la informacidn oficial, en el pals hay 26 millones de personas en pobreza
extrema, sin embargo se dice que existe también aquella poblacion que se encieentra en pobreza,
aunque ésta no sea extrema. Podemos pensar entonces, que entre estas dos poblaciones existen
factores que inclden para marcar una diferencia.

El objetivo de este trabajo versa sobre las familias que viven en las localidades marginadas
de este pais, las cuales por e! simple hecho de habitar en estas localidades, suponemos que
presentan condiciones de pobreza. Un primer abjetivo es comprobar si hay fundamento suficiente
para hacer la distincidn entre ‘pobreza’ y ‘pobreza extrema’. Es decir, se quiere valorar si es
posible hacer una separacién de estas famille en dos grupos, basdndonos en informacion
socioecondmica de éstas.

Si nes basamoes (nicamente en el nivel de fos ingresos familiares y tomamos el costo de una
canasta bdsica, encontraremos que efectivamente hay familias que no alcanzan a cubrir esta
canasta, pero no legariamos mas que a identificar un solo grupo de familias que viven en esta
condicién. Por otra parte, el ingreso es un dato dificil de captar en las encuestas, ya que en
muchos caso, la gente tiende a no dar informacién precisa. Es por €50 que nuestro interds radica
en probar si es posible hacer esta distincién con base en un conjunto de datos més amplio que
tome en cuenta, también, otro tipo de caracteristicas de las familias.

Asi, esta falta de oportunidades deriva en la imposibilidad de satisfacer las necesidades; y la
no satisfaccién de éstas, evita que el individuo se pueda proveer de las herramientas que le ayuden
a ser capaz de generar sus propias oportunidades.

Si esto es posible, el objetivo siguiente es identificar en dénde reside esta diferencia. Lo
ideal serfa identificar tanto las caracteristicas manifiestas —lo que es posible ver~, asi como
aquetlas que no son tan claras pero que inciden en favor de una diferenciacién de las familias en
pobreza. Sin embargo, esto titimo posiblemente resulte més complicado identificar, pues
seguramente, estarfamos tocando terrenos que involucran factores cualitativos y la propia fuente
de informacién tiene pocos datos al respecto, ya que, mas bien estd enfocada a los factores
cualitativos.
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Pese a estn, el andlisis de los resultados puede aportar alguna luz scbre aquellas
caracteristicas que sin ser maniflestas, pueden ser supuestas. Y tal vez podriamos flegar hasta el
punto de sugerir €l tipo de informacién gue seria (il recolectar para probar su importancia,

Para verificar la existencia de estas dos poblaciones, se utilizard andlisis discriminante, que es
un método estadistico multivariado que aporta dos resultados, uno es la dlasificacién de las
observaciones en un cierto némero de grupos, para lo cual el método crea una funcidn que separa
las observaciones de manera dptima. Teniendo definida la funcidn v con ella una regla de
asignacidn, se obtlene el instrumento para clasificar nuevas observaciones en uno de los grupos.

E1 otro resultado es 1a identificacion de los aspectos que mejor contribuyen a la clasificacion,
s decir, la functén aporta informacién sobre las caracteristicas que mejor separan (inciden mas) a
ios grupos. Para este trabajo se estdn definieron dos grupos, el de las familias en pobreza y el de
las familias en pobreza extrema. El andlisis discriminante nos proporcionard los elementos para
concluir si existe o no diferencias significativas entre ellos que vayan més alld del ingreso, ademas
de indicar, en caso de que existan diferencian, cudles son los aspectos que contribuyen mads a
crearlas.

Con base en lo discutido sobre la pobreza en este capitulo, v de acuerdo a los elementos
que aportaron las fuentes de informacién, se identificaron los aspectos de interés para ser tomados
en cuenta en el andlisis. Cabe sefialar, que fue necesario crear variables a partir de 1a informacién
proporcionada por las fuentes, asi como realizar algunas inspecciones sobre las variables para
eliminar la exstencla de informacién incongruente o extremadamente distinta a la demés
informacién, Todo esto se exptica con detalle en el capitulo V donde se presenta la aplicacidn.
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Capitulo IT

ALGEBRA DE MATRICES Y MANEJO
DE DATOS MULTIVARIADOS

En las poblaciones univariadas (de una variable), en general, es posible caracterizar
completamente la funcidn de distribucidn @ partir de dos pardmetros, la media y I3 varianza. Sin
embargo, en ef caso multivariado (muitiples variables) donde se estudia una poblacidn para la cual

) -1
se han medido p caracteristicas (variables), se dispondrd de p medias, p varanzas y 'ti
=l

covarianzas, que deben ser estimadas e interpretadas. El dlgebra de vectores y matrices es la
herramienta que permite el manejo algebralco de muchas variables, a la vez que puede expresar
matematicamente los conceptos del anglisis multivariado.

Con las computadoras de la actualidad el cAlculo de los estimadores no es problema, pero
con la interpretacion hay que ser cuidadoso, pues en ocasiones ante la perspectiva de contar con
gran cantidad de informacion se puede caer en justificaciones que no son del todo véalidas. Cada
sttuacién requiere una evaluacién particular. En ocasiones no es necesario estimar todos los
parametros, ya que puede haber variables que no se incluyan en €l modelo por alguna razén en
particular. Un ejemplo es cuando existe redundancia en las variables.

Dentro del anélisis multivariado muchos de los conceptos son extensidn de fos planteados en
la estadistica univariada, sélo que involucrando un mayor numero de variables. Al igual que en el
caso univariado, existen algunos estadisticos que permiten caracterizar a una poblacién que son
extensidn del caso univariado, mas no todos.
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Los métodos estadisticos de andlisis multivariado pueden agruparse en dos conjuntos:
aquellos que permiten extraer informacién sobre la interdependencia de las variables que
caracterizan a un individuo, y aquellos que permiten extraer informacidn acerca de la dependencia
entre una o varias variables, con otra u otras variables.

Para el desarrofio de la teoria multivariada, la herramienta bésica para el manejo simultaneo
de mas de dos variables es el 4igebra lineal. Es por eso que un adecuado manejo del dlgebra de
vectores y matrices es muy importante para poder comprender 3 teoria, De hecho, tal vez &t
aspecto mds complicado dentro del andlisis multivariado sea la notacién, que en ocaslones se toma
sobrecargada y confusa ante el manejo de las variables.

Considerando lo anterior, vale la pena hacer una escala y presentar algunos de los resultados
del Algebra lineal que més Utiles son en la estadistica multivariada, asi como algunos conceptos
que son requisito manejar tanto conceptual como algebraicamente. En cuanto a‘la notacién, es
importante tener un claro entendimiento de ella para poder comprender sin equivocos los
conceptos que expresan. Antes de abordar la teoria multivariada, que se aplica en el trabajo,
vamos a establecer, con la mayor claridad posible, la manera como se expresan los vectores, las
matrices y los escalares haciendo la liga de lo que representan dentro de la estadistica
multivariada. Asi quedard establecida, de manera precisa, la notacion que serd utilizada a lo largo
del trabajo.

2.1 Algebra de vectores y matrices

Considerando, como ya se ha mencionado, la importancia que tiene el dlgebra matricial para
el desarrollo de [a estadistica multivariada, este apartado se dedica a dar un recorrido por aquellas
caracteristicas y resultados de interés para el desarrolio de la parte estadistica.

Para ir ligando [a notacién matricial con los conceptos de la estadistica multivariada, la
manera de llamar a los vectores y las matrices serd con una notacidn similar a la que se usaré para
expresar los vectores y matrices que constantemente se presentan en el andlisis multivariado,
Especificamente en €l andlisis discriminante tenemos informacién en tres niveles: poblaciones o
grupos, observaciones al interior de las poblaciones o grupos y variables medidas para cada una de
las observaciones. Empezaremos, entonces, por establecer la manera como se denotardn cada
uno de estos conceptos:
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1° Ias g poblaciones, que son equivalentes a decir a las g muestras o los ggrupo.
2° las n observaciones o individuos que pertenecen a cada uno de los g grupos.
3° las pvariables que se miden para cada uno de los 22 individuos dentro de los g grupos.

Los n individuos con sus p variables se representan en la matriz

X311 X2 .. x” e Xgp
X3 Xz22 ... xZ] v X2p
X = . . . (2.1)
Xg Xp .. Xu e xip
Xt Xp2 o0 Xpp oo Xy

Donde el recorrido de las variables se indica con §=1,...,p; el de los individuos, con i=1,...,n.

Pero primero veamos cdmo se flega a expresar las observaciones en una matriz de este tipo.
Establezcamos, entonces, los elementos que nos posibiliten el uso claro de Iz notacién vectorial
para representar a las obsarvaciones oon sus variables.

Empecemos por lo mas elemental, especificando la notacién con que serdn representados, a
lo largo del trabajo, los vectores, las matrices y los escalares, asi como las letras que servirdn para
indicar al nimero de grupos, el nimero de observaciones y el de variables, y las letras que serviran
para representar los recorridos de cada uno.

Escalares se expresan en [etras mindsculas (a, %, z,...)
Vectores, con mindsculas negritas (@, x z..)
Matrices en mayusculas negritas (A, S, X,..)
Nimero total de observaciones dentro de la muestra, poblacién o grupe n

Nimero tota! de variables se denotard con P

Nitmero total de grupos g

Recorrido sobre los grupos k

Recorrido sobre las variables i

Recorrido sobre las observaciones i

Un vector se expresa como columna. Asi, el vector x de alguna observacidn con p vatiables
(px1) serd:
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En caso de existir n observaciones, tendremos n vectores de observaciones

Xy X; Xy
Xz Xz X3

X = x={2 . X.=| . .2)
Xp Xp Xp

La transpuesta de un vector x (px1) serd un vector de (1xp) que se expresa x°. Lo mismo
para una matriz, S| se tiene X (nxp) su transpuesta es (pxn) y se expresa como X' La transpuesta
de la transpuesta de una matriz (o vector) es ia misma matriz (o vector)

XY =X (matrix) ()= x (vector)

Una matriz cuadrada S {pxp) se llama matriz dlagonal si todos sus elementos distintos a
los de la diagonal principal, $11, $22;..., Spp, tienen valores 0.

s 0 .. 0
Diag § = ',) Sz - 9 (2.3)
0 0 .. sp

Si una matiz diagonal tiene todos sus elementos iguales a 1, se le da el nombre de matriz
identidad 1, y es una matriz cuadrada,

1 0 .0
=01 0 @249
0 0 .. 1

més adelante se verd que esta matriz tiene algunas de las propiedades de! nimero entero 1.

Una matriz cuadrada 8§ es simétrica si S = §, que equivale a una igualdad elemento a
elemento s = sy para todo i, |
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2.1.1 Operaciones matriciales
Suma de matrices v vectores
La suma de matrices y vectores estd definida cuando las matrices o vectores que se van a

sumnar son de igual tamafio, esto es, si A y B son matrices (nxp) entonces la suma A-+B estd
definida y también es (nxp). Por ejemplo, para Ia matrices A y B ambas (2x1)}

31 a3} (bu bp 8y +byy 8y +by
8y Ay |¢|by bp|=|az+by 8;+by
33 an/ (by by 83 +by an+by

En caso de que las dimensiones de las matrices A y B sean diferente entre si, la suma no
estara definida,
Producto de matrices

El producto de matrices AB estd definido cuando el nimero de columnas de A es igua! al
nimero de renglones de B, entonces si € = AB, y el elemento ¢ de la matriz € estd dado por

C“ = %aﬂ(bu

Por ejemplo, si A es (2x3) y B es (3x2), € serd (2x2)

o (b by
(au 3 313) - [311b11 +apby +3;3b3; 3y byp +8by + aut’az]
3y ap an anbyy +8yby +anbyy  8yby; +a5by +8by,

Que el producto de AB esté definido no significa que también lo esté el producto BA. Por
ejemplo si A fuese (4x3) y B fuese de (3x2), AB estaria definido y amojarla una matriz (4x2);
pero BA no estarfa definido pues el nimero de columnas de B es 2, que es distinto a! nimero de
renglones de A que es 4.

Cualquier matriz X de (nxp) puede ser multipficada por su transpuesta, teniendo:
XX es (pxp) se obtiene como el producto de sus columnas
X es (nxn) se obtiene como el producto de sus renglones {2.5)

Para cualquier matriz A, el productn con la matriz identidad es iguala A: Al = A

Algunas propiedades

Considerando {a suma y el producto de matrices tenemos las siguientes propiedades. Sean
A, B y C dos matrices cualesquiera y sean X y z dos vectores cualesquiera;
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La suma e conmutativa,

A+B=B+A

X+Z=Z+X

(A+BY=B'+A'

x+z)f=x'+2' {2.6)

El producto es distributivo sobre 1a adicién o sustraccién:

AB+C)=AB+ AC

(A + B)C = AC + BC

AB+C)= BA+CA

(A-B}C-D)=(A-B)C-(A-B)D=AC-BC-AD+BD 2.7

La transpuesta de un producto es el producto de las transpuestas en orden inverso:

(AB)* = B'A*

Si A, B y € son tres matrices tales que el producto AB existe y puede ser multipticado por €
se ohtiene el triple producto ABC se puede factorizarse

ABC = A(BC) =(AB)C (2.8)

ABC + ADC = A(B + D)C

En algunos casos también es posible factorizar la suma del triple producto:

XX - X'AX = X'(X - AX) = X(1- AX (2.9)

Si a y b son vectores ambos de (nx1), a'h serd un escalar, ya que (1xn) (nx1) = (1x1)
by

ab=(a, .. 35)e| I | =ab+..43:b,
by

Mientras que ab® es una matriz cuadrada (nxn) pues (nx1) (1xn) = (nxn).

ag a,bi e albn
abt= | :{ofpy .. by)=| i :
a, aby ... aby

De aqui se sigue que
ata =22+ a’ +...+ a’?
que es una suma de cuadrados. Su raiz cuadrada es la distancia del origen al punto a que
n
tamblén se conooce como la normade a y se denota [lai] = va'a =\’Za,2 . Porsuparteaa‘es
[

una matriz cuadrada simétrica
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a? .. ma,

aat=| : H y se le conoce como el producto matriz
a3, .. a

Cuando el producto a'b es un escalar
a'b = (ab) = b{a")' = b'a (2.10)
(a'h)’ = (a'b) (a'b) = (a'b) (b'a) = a¥bbha

De (2.6), (2.7) y (2.10), se obtiene
(-2{x-z)=x%-2z2+z'z (211)

Formag Cuadritica

Un caso especial de triple producto, que se presenta con mucha frecuencia en el andlisis
multivariado, se da cuando existe un vector a (nx1), su transpuesto el vector a' (1xn) y una matriz
simétrica § (nxn). Sustituyendo estos elementos en (2.8) 3' y a por A y C respectivamente, y §
por B, se obtiene lo que se conoce como la forma cuadrdtica

a'sa = zl: als; +'):ia;a,su

Si en lugar de! vector a, existe b, entonces este producto se conoce como la forma bilineal
a'sh = Za@,su
le)

En el andlisis multivariado, la forma cuadrdtica juega un papel central. La funcidn de
densidad de la normal multivariada expresada en términos de productos matriciales involucra la
forma cuadritica. Las distancias multivariadas y fa descomposicion espectral, que se verdn més
adefante en este capitulo, también involucran esta expresion.

2.1.2 Independencia Lineal

Un conjunto de vectores a,, a;,...am, Se dice que son finealmente dependientes si existen
constantes ¢, C,..., Cm, NO todas ceros, @I que €@, +CA+...+Cndn=0. Si No existen tales
constantes que satisfagan lo anterior, entonces se dice que el conjunto de vectores son
linealmente Independientes. Cualquier vector x de orden n y el vector nulo 0 de orden n son
linealmente dependientes.

Por ejemplo, st &= (31-4) a,=(22-3) a;=(0-41) a;=(4-46).
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1. 28, +a4=2(22-3)+ (4-46)=(44-6) + {4 -46) = (000) = 0 son flinecalmente
dependientes
2. Sitomamosa,ya; ka,+ka;=0
= ki{31-4)+kf22-3)=0
{3k; + 2ky ki+2k, 4k -3k)=0
3k + 2k, =0 k1=0 = k2=0
ky+2k;=0
-4k, + 3k, =0

Dependencia lineal implica que al menos un vector puede expresarse como combinacion
lineal de otros vectores en el conjunto. Asl, dependencia lineal del conjunto, expresa redundancia
enél.

2.1.3 Rango de una matriz

£l Rango de una matriz A cuadrada o rectangulat, se define como
Rango{A) = nimero de renglones linealmente independientes
Rango({A) = nimero de columnas linealmente independientes

Y es posible demostrar que e! nimero de renglones linealmente independientes de una
matriz es siempre igual al de columnas linealmente independientes.

Si A es (nxp) el rango méximo posible de A es el valor mas pequefio entre n y p; si esto se
da, se dice que A es de rango completo.

Una consecuencia de la dependencia lineal es que cuando se tiene una matriz A (2x3} con
los renglones linealmente independientes y rango=2 que equivale @ que A de rango completo,
entonces sdlo dos de columnas son linealmente independientes, por lo que las columnas son
linealmente dependientes, y existen la constantes ¢,, ¢z, ¢3 mo;

(o) e o) v 22)= )

. 3, 8, a
que se puede escribir como [ o ‘3)
97 82 3¥pn ¢

Ac=0 {2.12)
Esto nos lleva al resultado de que el producto de una matriz A y un vector ¢ puede ser ¢

aunque A=0 y ¢+0. Este resultado es de mucha utilidad al momento de calcular el vector propio
de una matriz.
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Otra consecuencia de la dependencia lineal de renglones y columnas es que existe la
posibifidad de que AB = CB aunque A + C, que s algo a tomar en cuenta, pues na es posible, en
cas0s como este, cancelar matrices en ambo lados de la igualdad. Sin embargo existen dos
excepciones en las que si es posible realizar la cancelacidn en ambes lados de fa igualdad, una es
cuando Ax = Bx, donde es posible considerar que A = B ya que x toma todos los posibles valores.

El segundo caso de excepcién se verd una vez que se defina lo que es una matriz regular y
una singular.

2.1.4 Algunas matrices especiales

Matriz Inversa

En los nimero reales tenemos la existencia de a como el inverso de a, tal que aa™= a’a=1
st a=0. Esto se extiende al digebra de matrices de la siguiente manera: si existe B tal que
BA=AB=1, entonces B es la llamada matriz inversa de A y se dencta por A con la propledad de
que AA'= ATA=L

La condicién técnica para que una matriz tenga Inversa es que las k columnas a;, az,...,8

sean lincalmente independientes. Asi la existencia de A es equivalente a que ca; +
Coag+... +G3=0 solo si ¢;=c;=...=¢=0.!

Matriz regular v singular

Si A es una matriz cuadrada de rango completo, entonces podemos decir que A es regular
(no singular) y tiene una inversa Unica que se denota por A con la propiedad de que
AA'=AA =1
Sea A una matriz cuadrada de (nxn). Si B es una matriz tal que AB=Iy BA=I donde L es la
matriz identidad {(nxn), entonces se dice que B = A y ésta inversa en (nica.

Si A es una matriz cuadrada con rango incompleto, entonces A no tiene inversa y se llama
singular. Las matrices rectangulares no tienen inversa, aunque su rango sea completo.

! para ver la forma como se calcula ta matriz inversa se puede consultar cualquier fibro de digebra lineal,
como por gjempio: ‘Algebra lineal aplicada’ de Ben Noble & James W. Daniel o ‘Mabrices’ de la serie
Schaum.
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Si A y B son de igual tamafio y regulares, entonces el inverso de su producto es iguai al
producto de sus inversos en orden contrario;

(AB)" = B'A?

Si A es rectangular de (nxp) con rango p<n, entonces A'A es una matriz cuadrada de (pxp)
y tendrd inversa (A"AY"; pero para esta inversa no se cumple que (A'A)* = (AY*A? ya que A es
rectangular y por lo tanto no puede tener inversa, entonces (A 'A™ no existe.

Ahora si podemos abordar el segundo caso de excepcidn para el cual es posible capncelar
matrices en ambos lados de una igualdad. Una matriz regular puede ser cancelada en ambos lados
de la ecuacién si aparece del mismo lado de! producto, en sendos lados de la ecuacién. Por
ejemplo, st B es no singular, entonces AB = CB implicaque A =C.

Matriz positiva definida
Una matriz simétrica A se dice que es positiva definida s x'Ax>0 para todo vector X,
excepto x=0. De manera similar, A es positiva semidefinida si X Ax=0 para todo vector x,

excepto x+0. Los elementos &; de la diagonal principal de una matriz positiva definida son
positivos, De manera similar, cuando la matriz es positiva semidefinida los elementos de su

diagonal principal a,=0 para toda i.
Si una matriz es positiva definida o positiva semidefinida, entonces se define como una
matriz no negativa.

Lo anterior es de mucha utilidad ya que las matrices de covarianzas y las de correlaciones
siempre son matrices positivas, es decir, todos los valores proplos de una matriz de covarianzas y
de correlaciones serdn nimeros reales positivos. Esto también se cumple para las matrices de
covarianzas y de comelaciones de una muestra.

2.1.5 Ortogonalidad

Dos vectores a y b de igual tamafio son ortogonales si: a'h = a;by + azbs +...4 anbn = 0.
Se dice que el vector a estd normalizado cuando a'a=1. E| vector a sliempre puede

normalizarse af ser dividirlo por su norma jfal] = Ja‘a, asi el vectorc = :/'ET— €s normalizado, y
a's

por lo tanto ¢e=1.
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De aqui, una matriz €=(c,, €5,...,Cn) cuyas columnas estén normalizadas y son mutuamente
ortogonales, se llama matriz ortogonal, y CC =1, yaque ¢'c = 1y &' = 0 para toda i+].

€1 € . Cum){C1 €12 - Cpn 10 .0
€2 €3 o € C w € 01 ..0

cc= [C12 2 o Gy € € e Con )02 e T g (2.13)
Cn Can - CmJiCu Cn2 -~ Cm 00 .1

Cuando C'C = I se cumple, entonces las siguientes expresiones también se cumplen:
cCc=1
¢=c!
Muitiplicar por una matiz ortogonal produce el efecto de rotacién de los ejes; de esta forma,
si un punto X es transformado por 2 = Cx donde € es ortogonal entances
'z = {Cx){Cx) = C' Cx = XIx = X'x
y la distancia a z es la misma que la distancia a x.

2.1.6 Vectores y valores propios

Para la matriz cuadrada A se puede hallar un escalar A y un vector x tal que Ax = Ax. En
esta ecuacidn A es conocida como el valor propio y x como e vector propio de A. Para que la
ecuacién (A - A)x = 0 tenga una solucién diferente a la trivial que permita hallar el vector x, es
condicién necesaria y suficiente que [{(A — AT)] = 0, es decir (A - AI) $ea una matriz regular, como
en (2.12), para que (A — AI)x=0 cuando x=+0.

La ecuacidn A — AL = 0 se conoce Como ecuacidn caracteristica. Si A es una matriz de
(n x n) tendrd n raices, esto es, A tendrd n valores propios Ay,..., A, ¥ por consiguiente n vectores
propios X,,....X,, que pueden ser hallados resolviendo la ecuacion caracteristica. Asi, al valor
propio A; le coresponde el vector propio X, al A; el vector propio x; v ast sucesivamente. Estos
vectores proplos tienen la cualidad de ser linealmente independientes.

Dentro del andlisis multivariado con frecuencia se requiere e uso de esta ecuacion
caracteristica par realizar transformaciones donde se obtengan vectores Imealmente
independientes.

Si A e5 una matriz simétrica positiva definida o semidefinida, lo que ocurrira siempre que sea
una matriz de covarianzas o de correlaciones, los valores propios de A siempre sern positivos, o
positivos 0 cero segin sea el caso. Es comin ordenar los valores propios del més grande al més
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pequefio, asi los valores propios de A se denotan por A;>A;>...>A, ¥ los vectores propios se listan
en el mismo orden como X;,Xa,...,. X, donde X, corresponde a Ay; Xa, @ Az ¥ asi sucesivamente.

Los vectores propios de una matriz simétrica A {nxn) son mutuamente ortogonales, y si
ademds, estén normalizados e insertados como columnas de una matriz €=(¢;, Cz...,Cn), €ntonces
C es una matriz ortogonal que contiene los vectones propios de la matriz simétrica A

2.1.7 Descomposicién espectral de una matriz

Partiendo de la matriz ortogonal € que contiene [os vectores propios de ls matriz simétrica A,

y dado que por ser € ortogonal cumple que CC* = I, se puede multiplicar ambos lados de esta
iqualdad por A, entonces ACC = AL Si tenemos que C=(x,, Xy...,Xs), €ntonces podemos
sustituir € por {xi, Xz,...,),), por donde X' son los vectores propios normalizados de A, tenemos

A = Ay, X0, %) C

A = (Ax;, AX;,..., RX)C

A = A\Xy, AgXa..., AXo)CH (2.19)

N O .0

0 A .. 0

Por lo tanto, la matriz diagonal D = se puede expresar (2.14) como

0 0 .. A,
A=cCpc
Esta relacién entre una matriz simétrica A y sus valores y vectores propios se conoce como la

descomposicion espectral de la matriz A. Partiendo de esta descomposicion espectral, A puede
ser diagonalizada por una matriz ortogonal € que contiene los valores propios normalizados de A y
asi, la matriz diagonal que resulta contiene los valores propios de A.

AC = CDC'C

CAC = C'CD1 .

CAC=D (2.15)
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2.2 Caracterizacion y manejo de
datos multivariados

Con el manejo del lgebra de vectores y matrices podemos, ahora si, aprovechar al maximo
los datos multivariados, manipularios (en el buen sentido) para obtener la mayor cantidad de
informacién posible.

€l resultado obtenido en (2.2) muestra la manera como se expresa una observacidn con sus

Xy
p variables x = x_z .
Xp

Si existen n observaciones (individuos) tendremos n vectores de observaciones

X Xy X3

X3 X3 X3
Xy =, X2=| | X= |,

Xp Xp Xp

y podemos obtener la media de cada una de las p variable, detondndola

n 1] n
L XX X%
X1 = I=1n ' X2 = ——-"ln ;oo Xp= l=1n

Para evitar confusidn hay que hacer notar que en estas sumas cada Xj es la media de la
variable j-&sima, ademas, no se estd especificado el subindice i que representa la observacién i-
ésima (i = 1,..,n), sino que al representar X; en la suma, se estd diciendo que estamos sumando la
variable 1 de cada observacidn x,. Bajo esta notacidn, la manera genera! de expresar la media de
una variable seré:

X)= i x;  (llamaremos a ésta notacidn implicita)
il

Estas p medias conforman el vector de medias X=]" {2.16)

Otra forma de representar ko anterior es expresando las n observaciones del vector de
variables como:
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Xi1 X1 Xm

Xqz X22 Xn2
xl = ' Xz = * e X, =

Xy X2; Xny

Xip Xzp Xnp

de esta manere la media de cada una de las p variables se obtiene como

- n - L] = 2
XI‘—'ZKEJ X2=ZXE e Xp=2!p
l=1 ™53 i=1

n
cuya forma general se expresa conma ij=2xu
=l

Entonces, si queremos expresar en una matriz las observaciones con sus respectivas
x}
variables, podemos hacerlo a través de  X= x_tz donde cada x} es el vector de ka observacién
x4
i-&sima con sus p variables, que al transponerio y hacerlos explicitos obtenemos la mabriz
mencionada al principio en {2.1). Podemos entonces dar la siguiente definicidn:

Definicidn 1. Se dice que un conjunto de datos constituye una muestra aleatoria
muttivariada si cada individuo a sido extraido al azar de una poblacidn de individuos, y en él
se han medido u cbservado ciertas caracteristicas. Sea x; la observacién de la j-ésima
variable en el i-ésimo individuo, x} el vector fila que contiene las observaciones de todas las
variables en el i-ésimo individuo, y x + €l vector columna que contiene las observaciones de la

j-4sima variable. De esta manera se define la matriz de datos multivariados X como

Variables
1 2 i P
X11 X312 e Xgp e Xp )l
x} Xy X232 e X2 e Xpp (2
t . . . . .
x=|%|= Observaciones (2.17)
4 X Xp ... XU arn x'p ]
X:, . .
xm xnz e xnj rn xm n

A partir de esta matriz que contiene toda la informacidn estadistica de la muestra, se puede
caloular algunas funciones que permiten extraer conclusiones de los datos.



Para cada una de las p variables, es posible obtener la media, de la misma manera que en el
caso univariado.

Definicién 2. Dada una matriz de datos como la seflalada en Ia definicién anterior, se

T
define ia media de la variable j como X ='§nxl y el vector promedio X de medias de las p
variables como:
Xt
x= |® (2.18)
xn

Este vector también se puede expresar en términos matriclales, par lo que se requiere ¢!
apoyo de un vector j (nx1) de valores uno.

1
t
=[] A xXd (2.19)
1
& =2
Z(xl -x)
Partiendo de la varianza de una variable Var(x) = "’1? y la covarianza entre dos

variables Cov(xy} = Hiif;(x._i)(y.-?), tenemos la sigulente definicién para el caso
e
multivariado,

Definicién 3. Dada una matriz de datos como Iz sefialada en l2 definicidn 1, se define [a

1]
¥ ¢y -%))?
varianza de la variable j por s;= Var(x)) = '—=l-—hﬁ~ﬁ——; y la covarianza entre las variables

n —_ —

3 (o — X)) {x — X1)
j-ésima e h-ésima por sy = Cov{x,x,) = L"———n——w—-——- donde i, h se usan para
enumerar las variables, mientras k se usan para enumerar los individuos. Asi, la matriz de

varianzas y covarianzas se expresa de la siguiente manera
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S11 S92 < Su - Spp

St Sy Sz o L
S =

Spa Sp - Su aan S|p

St Sn2 - Sy - Snp

Retomando 1a matriz X de datos (2.17 y el vector de medias {2.16) y calculando la
covarianza para cada variable obtenemos las entradas de la matriz §. De esta forma, la

n
2 (xp - x1)2 3y N ~
Cov(x,x;)=Var(x)= HT , la Cov{x;,xy)= P ] ¥ (xy —x1)(xg - ¥5), v asl sucesivamente,
- -lia

ko que se expresa de manera general como
n —_— -
CovixyX) = —— 3" (g ~ X}k = )
n-1 =1

Cadz entrada de la matriz cormmesponde a la covarianza de dos de la p variables. Para verlo
con claridad, a continuacién se hace un desglose de algunas de las entradas de la matriz:
Cov(x,, %) = Var(x)= s, —» ocupard el renglén 1 columna 1

Covixy, %) = 5 —  ocupard el renglén 1 columna 2
Cov(x, %) = sy -» ocupara el rengldn 1 columna j

Cov{xy,Xp) = 51p — ocupard el renglén 1 columna p
Cov(x2,X) = 53 —  ocupara el renglén 2 columna 1
Cov(xz,X2) = Var(xy)= s — ocuparé el renglén 2 columna 2
Cov(xz,%;) = sy —  ocuparé el rengidn 2 columna j

Cov(x,%) = szp - ocupara el renglén 2 columna p

Covixg,Xp) = Var(x,)= 5, —  OCUparé el renglén p columna p
Asi el total de las covarianzas para cada par de varizbles forman la matriz § de varianzas y
covarianza de la muestra.

Puesto que la Cov(x,Xje1)=Cov(x.1,%), § es una matriz simétrica cuya diagonal principal tiene
las varianzas de cada una de las p variables, mientras que las covarianzas de la i-ésima-variabie
con las otras p-1 variables estan fuera de la diagonal principal.
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—els il
== {2.20)
n — N
= L3 -nxh) (221)
n-l,_l
n -—
mientras que  swy= 3. (Xp X)Xy ~X1) (2.22)
i=l
n —_— JE—
= le XipXyX — OXnXj) {2.23)
=l

Donde h, j son variables y cumplen que h, j=1,..., p; h=j. Mientras que i=1,...,n representa

las observaciones,

En el caso multivariado esta matriz de covarlanzas se denota § (nunca §7) a diferencia del

caso univariado donde la varianza se denota s%.

En términos de los vectores de las observaciones (vectores observados) la matriz de
covarianzas se expresa

S§= _Z(Xu X)(x; - x)' donde % es el vector {px1) conformado por las p variables

ixl

del individuo i-€simo, mientras que x es el vector (px1) de las medias de las p variables.

Xa X1 Kn-—ii
x= 2| %= i_l > X-X)= x“fi'
Xip Xp Xb—ip
Xy - X1
= (-0 -0 = |27 ey %1 xg K2 e X ~Xp)
Xip—Xp
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Asi, la matriz de covarianzas se ve de kb siguiente manera:

Z(Ku - §1 )2 Z(x“ - il)(xiz - i!) e Z(xu - )_(1)(xb - ;p)
§ =| 2 (X2 —X2)(x;; - X1) T {xp -2 w2 (X ~ X2)(Xp ~ Xp)

¥ (g —Xp)(xyy —X1) ¥ (% ~ Xp}Xp - X2) ... T (% ~ Xp)?

Donde cada suma se aplica sobre i=1,...,n. y cada suma al interior de la matriz arroja un
escalar. Esta matriz se expresa en términos de matriciales como:
_ 1 & t ==t
= =¥ (xx' -nux’)
n- =l
que se ghtiene de manera andloga al caso univariado.
También es posible obtener $ directamente de la matriz X planteada en (2.17) considerando:

n
1. ¥ xnXy esel producto de la h-ésima y j-ésima columna de X
b=l

2. nxnX; es el elemento hj-ésimo de nxx" del producto de las columnas (ver 2.5)
< _X' =yt
3. Sabemos que X=== y de aqui nx =X'}.

4. Usando la matriz de unos J, tenemos que nxx' = X'{(3/n)X
y finalmente sustituyendo estos resultados en (2.23), $ se puede expresar como

§= n—l_i[x‘x -x'GJH

AR
s-m[x [r-as)x] por (2.9) (2.24)

Como [a covarianza depende de una escala de medicién de [as variables, resulta dificil
comparar covarianzas entre diferentes pares de variables; por ejemplo si cambiamos millas por
kikimetros, 1a covarianza cambia, Para resolver este problema es posible estandartzar ta covarianza
dividiéndola por la desviacién estAndar de fes variables. A esta covarianza estandarizada se le
{lama correlacidn.

Definicién 4. A partir de la matriz S es posible calcular la matriz de correlacién muestral
R (pxp), de igual dimensién que § y cuyos elementos sean los coeficientes de corelacion entre la
j-ésima y la k-ésima variable (en lugar de las covarianzas como en el de S):

i S sf Cuando § = k, r=1. (2.25)
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La diagonal principal estard formada por nimeros uno y serd simétrica como la matriz de
COVArianzas por Ser ry = ry .
Para el caso bivariado, la correlacién poblacional de dos variables x, y se expresa
Oy
= Cov(x,y) = ——
Py () o0y
S

SxSy
ry p nunca son iguales, en particular cuando py = 0 no existe comelacién ente las variables.

y para la muestral se tiene g =

En términos de vectores, [a correlacién muestral es el coseno del dngulo 8. Sea B &l éngulo
entre los vectores a, b; el vector que va del extremo de a hacia ef de b lo llamaremos ¢ y estd
dado por c=b-a.

Por la regla de los cosenos  Cos 6 = a'b/ [(a'a) (b'h)] 2

Cuando @ y b son ortogonales, a'b = 0, esdecr Cos 8 =0 .. 8=90° En un sentido
geométrico, estos vectores son perpendiculares (figura 2.1).

Sl el Cos 8 es cercano a 1, r,, serd cercano a 1; si dos vectores son perpendiculares, ef Cos 8

Figura 2.1 Vectores ay b en un espaclo de 3 di
= 0y ny = 0; cuando los vectores tienen direcciones opuestas r,, estard cercano a ~1.

Una medida que sintetiza Ia dispersidn de los datos, es el determinante de la matriz S al que
se le da el nombre de varianza generalizada V = | S |. Representa [a varianza multivariada,

Existe un estimado, que es de vital importancia en el estudio del andlisis multivariado y
particularmente en el analisis de discriminante, la matiz de varianzas y covarianzas ponderada
(pooled), que es una medida de las dispersion general de los datos en 3 que se involucra la
informacién de todas las poblaciones.
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i bai- g)z
El estimador de la varianza de una poblacitn esta dado por s?= HT ; 5| tenemos dos
poblaciones X;~N(1,61) ¥ Xz~ N{pz,02) con un total de n; y n; observaciones respectivamente, con
medias distintas p;# 2 y varianzas iguales 0, = oy= o, tendremas los estimadores % y s. De
aqui se puede obtener otra medida que es un estimador de la varianzas en el que se involkxra la
informacién de las dos poblaciones se denota por s,. Se conoce como ef estimador combinado

de la varfanza, Al dividir s%, y s% entre la varianza conjunta, obtenemos:

i("u ‘xl)z zn:(xzi -21)1

'—'-!'—-;i-—“_— ~ XIz(nl.-l) y para la poblacidén 2 -'E'L“;T"m ~ Xt (n2-1)

i("u *71)1 +§("2| '22)z

€l estimador s,® = k=L ~ X mien2-7 €5 una medida conjunta de

ng+ny -2
la varianza que considera las observaciones de (as dos poblaciones. También puede calcularse
como una ponderacién de las varianzas de cada poblacién.

m-1 n -1 - (0 -1)8, +(n; -1)S,
o o ey o o o e ol e e (2.26)

Que es una expresidn mas clara de entender. Esta varianza ponderada es un estimador

insesgado de |a varianza poblacional ¥. Es requisito que ny+ n;~ 2 > p, para que la matriz Sy no
sea singular y pueda tener inversa.

2.2.1 _Combinacién lineal de variables

En multivariado es muy comiin trabajar con combinaciones lineales de variables, pues es una
manera de modificar la dimensién a una més simple y facil de manipular, Como se verd mds
adelante, la funcidn discriminante es una combinacidn lineal de variables que maximiza una funcidn
y existirdn momentos en que se requiera conocer k3 media y demds estadisticos asociados a ella.

Sean ay, az,.-.., @ constantes y considérese la combinacién lineal z de elementos def vector x:
Z =2k + 3 + .. + 3= a'%, donde a' = (a,,3,,...,3,) &5 un vector de coeficientes. S ése
aplica a cada vector X de la muestra —donde i representa la observacion i-ésima—, se puede
expresar el valor z de la i-ésima observacién como
Z = Ay + adg + ... + 3Xp = AKX para i=1,...,n.
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ta media muestral de z puede obtenerse como un promedio de los valores z;= a',, =
a%,,...%= &%, 0como una combinacién lineal del vector de meias de los %, X.

- 1¥ -

==Yy = a'x (2.27)
Ny

Promedio de Combinacién

valore z, lineal de x

De forma similar, |a varianza muestral de z puede obtenerse como la varianza de los 2,...,Zn
o directamente del vector de coeficientes a y [a matriz de covarianzas S de los vectores de cada
observacién x,, X,..., X,

. E(ZI -7y )

si=b—— = a'sa ) (2.28)

donde s;? es el resuftado muttivariado andlogo al de la varianza univariada de una muestra
que esta multiplicada por una constante a

512 - l-il(aXl _ai)l - a252

n-1

Siempre la varianza es no negativa, entonces ;2 = 0 y por lo tanto a'Sa = (0 V a; tenemos
entonces que § al menos es positiva semidefinida. Si ademds, las variables son continuas, no
estan linealmente relacionadas y n-1>p, entonces 8§ es de rango completo, por lo tanto, con toda
seguridad S siempre es positiva definida.

Si definimos otra combinacién fineal w = b = bx, + + bz + ... + bx, conb' = &,
entonces Cov(z,w)=5:w = b'Sa

Sew b'Sa

la lacién rp, = =
-~ N T

2.2.2 Las distancias

Consideremos la distancia entre los puntos A=(x;, vi) v B{x;, ¥2) en un espacio bivariado,
como se representan en [a figura 2.2. La distancia entre ambos esta dada por la linea recta que va
de uno a obo. Esta distancia es la hipotenusa del tridngulo rectdngulo APB, entonces, por el
teorema de Pitdgoras se tiene que & = (% — X, ¥ + (yz~y1 )
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A
AilX 0 X30)
de
Xon- Xz
BilX 1 Xzg)
Xia-Xig
- X,

Figura 2.2 Distancla en e! plano entre los puntos Ay B

Esto también puede expresarse en término de vectores. Sean X; y X; vectores columna de
dimensidn (2)(1), oon [as entradas X1(Ku X12) ¥ %x{xn Xz2). La distancia entre elles serd;

¢ ={y =Xy Xgy —%z) (xu qu]
Xn —Xn
@ = (%~ %2)t (36— X2)
Extendiendo esta idea de distancia Euclideana a un espacio de p dimensiones, la distancia
quedaria expresada:

d?= i()ﬂj -xx)?  ynuevamente en términos de vectores  d? = (X, — %)t (06— X2)
-1

Siempre que no exista correlacién entre las variables y que las varianzas sean igual a 1.

Para el caso multivariado, esta distancia no dice mucho; sin embargo, si la consideramos en
términos de la desviacién estAndar, eso ya nos proporciona méas informacion.

Para obtener una medida de distancia Gtil en el andlisis multivariado, se deben considerar, no
sblo las verianzas de las variables, sino también sus covarianzas o correlaciones. La distancia
Euclideana de dos vectores no es Gtil, pues no estd ajustada por las varianzas o las covarianzas.
Para lograr una medida estadistica de la distancia, se requiere estandarizar por medio de la
insercién de la matriz Inversa de la covarianza &7 = (x; - %) $ (3, - x3)

2.2.21 La distancia D* de Mahalanobis

Considerando lo anterior, Mahalanobis desarrollé tres medidas sobre distancia (1936). La
primera es la distanda entre dos puntos x; ¥ x; en un espacio de dimensién p donde las variables
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pueden estar correlfacionadas y con varianzas distintas 2 0. Esta medida involucra la matriz ¥ de
covarianzas de la poblacién y se expresa como:

A= (a-a X (- x2)

La segunda mide la distancia entre dos poblaciones que se obtiene a través del calculo de la
distancia entre dos puntos donde cada punto representa un vector de medias de las p variables. A
estos vectores se le llama centroide y es el valor promedio de un individuo dentro de la poblacién.
El centrolde de (a poblacin k-ésima se denota por p' = M i ... Hp, donde py es la media de la

variable | en la poblacidn k. Asl la distancia entre dos poblaciones se expresa de la siguiente
manera: .

A= [(H= 1) T~ p:2)]

Donde ¥ es la matriz de covarianzas comin a las dos poblaciones. Méas adelante se verd
que uno de los supuestos del andlisis de discriminante es la iguaidad en las varianzas y
covarianzas, he aqul I razén de esta suposicidn,

La Gtima de estas medidas es la distancla entre una poblacién y un individuo. Asi, se tiene
un vector que representa el centroide de la poblacidn y ofro vector con las p variables del
individuo. Supdngase que se tienan g poblaciones. La distancia entre el centroide de la poblacidn
g y el vector de p entradas (variables) para el individuo i, se representa como:

Ay = [(x~m) X (- W)

Donde X es la matriz de covarianzas de la poblacién k. Esta distancia es de interés particular
en el andlisis de discriminante, en el momento de la clasificacion, pues pare asignar cada individuo
en un grupo, se comparan sus distancias al centroide de cada grupo y se asigna a aquel que le
quede mas cercano.

Es importante hacer notar que, si una variable tiene mayor varianza que otra, esta recibe
menor peso en [a distancia de Mahalanobis. De manera similar, dos variables con una fuerte
oorrelacion no contribuyen més que dos variables que tengan una menor correlacidn,

£n esencia, el uso de la matriz de covarianzas inversa en la distancia de Mahalanobis tiene
dos efectos: primero estandarizar todas las variables a la misma varianza, y segundo, eliminar la
correlacién.



2.3 Dos resultados importantes

1. Teniendo ta matriz A {nxp), puede multiplicarse por su transpuesta y se obtiene AA" que
es el producto de (nxp) {pxn), por lo tanto obtenemos una matriz (nxn) que es el producto de sus
renglones; mientras que A'A es el producto (pxn) (nxp) y se obtiene una matriz {pxp) que es el
producto de sus columnas.

2. Un resultado de mucha importancia en el anélisis discriminante es el que se presenta a

continuacidn. Con su aplicacién se obtiene la separacidn méxima entre grupos. Partiendo de ka
desigualdad de Cauchy-Schwartz se obtiene este resultado sobre maximacidn:

Si B es una matriz {pxp) definida positiva y d es el vector (px1), entonces para un vedtor X

tn2
{px1) cualquiera, distinto de cero, el valor méximo del cociente (xt:) estard dado por d'B'd,
X' BX

cuando x=cB''d para cualquier c=0. Lo que se expresa como:

max XD _ g1 (2.29)
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Capitulo III

EL ANALISIS MULTIVARIADO

El analisis estadistico multivariado o andlisis multivariado es la parte de la estadistica que

estudia las distribuciones multivariada o multidimensionales -—-que tienen dos o méds variables— y
sus muestras. En las aplicaciones, el andlisis multivariado trabaja con uno o varios grupos de
individuos, cada uno de los cuales posee valores para una 0 més variables. Permite estudiar las
interrelaciones entre las variables, las posibilidades de diferencias entre los grupos en términos de
esas variables y delinear las inferencias relevantes de las variables concemientes a las poblaciones
para las cuales se seleccionaron los grupos de muestra.
En este capitulo primero se presentard la distribucidn normal multivariada y algunas de sus
propiedades mds importantes y luego dos de las pruebas de significancia que son dtiles para el
andlisis discriminate: la T? de Hotelling que es fa contraparte multivariada de la prueba t en
univariado, y la lambda de Wilks.

3.1 Distribuciéon normal multivariada

Definicidn 3.1 Se dice que un vector x de dimensién (px1) tiene una distribucién normal p-
variada con vector media p y matiz de covarianzas £ si su funcidn de densidad esta dada por
fix) = (2" [2] )'? exp [-1/2 (x - ) X (x - )]
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Donde p es el nimero de variables. Cuando x tiene esta funcién de distribucién, se dice que
X se distribuye como un normal p con vector de medias g y matriz de covarianzas %, ©
simplemente x ~ Np {1, 7).

El término {x ~ )T (x — g) en el exponente de la normal multivariada es la distancia
generalizada de x al cuadrado, que equivale a la distancia de Mahalanobis. Un valor pequefio de
|Z| indica que las x estin concentradas alrededor de la media i en el espacio p o que existe una
situacidn de alta correlacién entre las varfables (multicolineatidad). En este caso uno 0 mas valores
propios serdn cero, con lo que se reduce fa dimensién de la matriz.

Ya que es poco probable que se conozcan los valores de p y X, es necasario estimarios. De
esta forma, la funcién estimada se expresa sustituyendo los valores poblacionales por los
estimadores de los parametros:

f(x) = ( 22" IS] J7'? exp [-1/2 (x-X)* §* (x - X)]

Donde S es la matriz {pxp) de covarianzas de la muestra y x es el vector de (px1) de

medias de la muestra.

Podemos nombrar algunas de las caracteristicas de la funcidn normal multivariada que
resultan dtiles:

1. Para describir completamente la distribucidn se requiere estimar las medias, las varianzas
y las covarianzas

2. Si las variables no estan correlacionadas entonces son independientes

3. las combinaciones lineales de la funcidn, también son normales.

4. Una adecuada forma de la funcién de densidad properciona un buen niimero de pruebas
estadisticas.

5. Sirve como una buena aproximacidn a otras funciones que pueden aproximarse 2 ella
con base en el teorema central del limite.

3.1.1 Propiedades de la normal multivariada
Listarernos algunas de las propledades de un vector X aleatorio (px1) de una funcidn normat
‘multivariada:

1. Sia es un vector de constantes, la funcidn lineal a% = ayy; + axya+... + agy, se describe
como N(a'p,a’¥a). La media E(a'x) = a'p v la Var{a'x) = a'3a para cualquier vector
aleatorio x. Adicionalmente, si X ~ Ny(i,X), entonces a' tiene una distribucion normal
{univariada).
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. Sila es una matriz de constantes A (qxp) de rango q donde q < p, entonces Ax consiste
de q combinaciones lineales de las variables en x, con distribucidn x ~ N (Ap,AZAY.
Nuevamente E{Ax) = Ap y Cov(Ax) = AZA"; ademas, otra caracteristica, es que las q
variables en Ax tienen una distribucién normal multivariada.

. Estandarizacién de variables. Si x~Nyp,X), se puede obtener un wvector
estandarizado z = (T (x — p) donde E=T°T. Expresado de Otra manera;

2=(2"%)""(x ~ p) donde 3'*
De la propiedad anterior, se sigue que z se distriburye como una x ~ N,{(0,I}; esto es, las
Z's ~ N(0,1), to que significa que en el vector de medias todas las entradas son 0, las
varianzas son todas 1 y las correlaciones son 0.

. Distribuclén Ji-cuadrada. Una variable aleatoria ji-cuadrada con p grados de libertad,
estd definida como la suma de cuadrados de las p variables aleatorias independientes

estandarizadas normalmente. Si 2 es el vector estandarizado entonces f:::.2 = 2'z tiene
I=1

una distribucién * con p grados de libertad, y de la propiedad anterior se abtiene
2z = (x-p)' T (x-p). Deaqui, six~ Ny(u,E), entonces (X - B) T (x - ) ~ ¥

Normalldad de las distribuciones marginales. Cualquier subconjunto x’s en x tiene
una distribucidn normal multivariada con vector de medias dado por la el correspondiente
subvector de y y matriz de covarianza compuesta por su correspondiente submatriz ¥
Es decir, si X' = (x;, X,...,%) denota un vector subconjunto de x con r elementos y x;'
=(X1, Xev2s---,%p) OIT0 vector subcenjunto de x, entonces X, g y X se pueden partir en:

Y. Hy i, z12]
x= = =
[72] g [I-'zJ [zn Iy
donde x;, P son vectores (r x 1) y ¥ es una matriz (rxr). Entonces x; ~ N{p;, Z11) ©on
E(x))=M ¥ Cov(x;}= ¥1:.

. Independencia.

a) Los subvectores X y y son independientes si X,,=0
b) Dos variables indlviduales x; y‘x, son independientes si o= 0.
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7. Distribudén Condicional. Si x y y son variables no independientes, entonces X,,+0,
y la distribucién condicional de y dado x, f(y/x) es una normal multivariada con

E(y/x) = Wy + EpZu X~ B Y Cov(¥/X) = By ~ Zpda Ty
La matriz X, es llamada la matriz de coeficlentes de regresion.

8. Distribucién de Iz suma de dos vectores. Si x y y son del mismo tamafio, por
ejemplo {px1), e independientes, entonces
x+yesN(y + 1y Ty + Fn)
X-yesN{My-Hx Zy+Zn)

3.2 Pruebas de Hipotesis

En el andlisis multivariado, al igual que para el caso univariado, existen pruebas con respecto
a las mediad para una o mds poblaciones. Lo mismo ocurre con las pruebas con respecto a la
varianza. Sin embargo nuestro interds se centra en las pruebas que involucran dos muestras, por lo
que” se” presentaran ias-estadisticas"y distribuciones en las que se apoyan estas pruebas. Para
hacer clara la presentacion de cada caso, se portird de la prueba univariada analoga
correspondiente.  Para la prueba con respecto a la diferencia de medias de dos muestras,
comenzaremos con la prueba t para dos muestras del caso univariado para liegar a fa T2 de
Hotelling; mientras que en lo referente a la A de Wiks, partiremos del andlisis de varianza
univariado.

3.2.1 Prueba con respecto a la diferencia entre las medias
de dos muestras (T? de Hotelling)

Dentro de Iz estadistica con frecuencia se requiere saber si dos poblaciones son diferentes
entre si, para lo que se comparan los valores de las medias de cada poblacién y vemos si existe o
no suficiente evidencia para asegurar que son diferentes —lo que nos indicaria que las poblaciones
son diferentes— © en caso contrario, no poder asegurar que son distintas, con lo que aceptariamos
gue no obtenemos evidencia suficiente para asequrar que hay deferencias.
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Veamos primero el caso donde se estudia una variable y supongamos que tenemos
peblaciones independientes que se distribuyen normalmente y tienen varianzas iguales y para cada
poblacién se toma una muestra (X~ Ni(p,0:9) ¥ Xz~ Na{uz,05%) Cuyas medias muestrales son Xi
y Xz. las inferencias se formulan con base en la diferencia que hay entre las medias muestrales.
La distribucién de x1 es normal con media y; y varianza 0,%n,; mientras que la media de Xz es
normal con media y; v varianza 0;%n,. Dade que X y X2 son variables aleatorias independientes

normalmente distribuidas, entonces la diferencia x3—xz, también se distribuye como una normal

2 2
oy O; 201 1
con media p; — | ¥ varianza E;*E'U (E““ﬁ; . Por lo tanto, si se conoce o7, la distribucién

de

§1~§2—(IJ1"IJ:)
1 1
ol —+—
n n

z= ~ N(0,1). (3.1)

Para cada una de fas dos muestras aleatorias, se pueden definir ks varianzas muestrales s;*
y 5% Ademds, sabemos (de kos resultados univariados) que {n—1)8i%m y (nz-1)s2%/n; son dos
variables independientes ji-cuadrada con (n;-1) vy (nr-1) grades de libertad respectivamente.
Sabemos que !a suma de dos distribuciones ji-cuadrada se distribuye como una ji-cuadrada con
grados de libertad igual a la suma de los grados de libertad de las dos distribuciones, asi

132 _1ye?
W= {ry :’ )5y + (nz :' k1 . Xntanz2 (3.2)
o} o)
E! cociente de z vy la ralz cuadrada de w, da como resultado el cociente -%'I@L!-)m que se
nl+n2-2

distribuye come una t de Student con ny+ nz~2 grados de libertad {th+n2-2), Cuya expresion es

- — 1 1
[x1 -x2 —(py -y )1/01/—+— - -
t= 1 N np _ X1 ~X2 ~{p; —Ha)

T fitmy —1)s2 +{ng ~1)s2V0? [0y -1sT+(n, 052 |1 1
n1+n2—2 V n1+n2—2 n1 nz

Podemos tomar lo que se conoce como el estimador combinado (pooled} de le varlanza
comin o, definido como

shy= {ny ~1)si + (n; -1)s3

que €5 insesgado, ya que E(s%) = o
Ny +ny -2




Nitese que s?, es la varianza ponderada de las muestras, siendo los factores de peso los
grados de libertad. Asi, obtenemos

b Kt=K2-( —1)
fl 1
SH ‘l-"‘—l--F—n—z—
Esta es la expresidn que sirve para formulara inferencias respecto a la diferencia de las
medias de poblaciones, '

Paraprobar Hpi i =pz vs Hilpy = o

seusa t= A X2 (3.3)

que se distribucién como una t con ni+n-2 grados de libertad cuando Ho es cierta. Se
rechazard Ho 8i | t ] = busz, nienz-2
Ahora veamos la prueba para el case multivariado. Consideremos el casodonde p variables
son medidas en cada observacidn de las muestras. Obtenemos los vectores de medias y: ¥ Mz,
Queremos probar
Hoph=iz vs Hi: g1 = B;
De cada poblacién obtenemos las muestras aleatorias; Xi=(xu1, Xs2,....X1m) ~ N{p ;) de la

poblacién 1 y x= (Xz, Xaz,...,Xam) ~ No{M 2,32) de I3 2. Las muestras son independientes y con
varlanzas iguales pero desconocidas 3;=X:=%. Los vectores de medias estaran dados por:

i Xy - i Xz

i - =1 ; = 1=l
' n Y 2 n;
Definimos W, y W; como las matrices de suma de cuadrados y productos cruzados de las
dos muestras:

w, = Ii!("‘u X)Xy -x1)t = (n, - 1)S,

W; = E(Xz —X2){xy -X2)t = (- 1)S;
=1
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Donde (n; - 1)S; vy (n; - 1)S; son estimadores insesgados de X, y 2. respectivamente.
Podemos combinarios y obtener un estimador insesgado conjunto para la matriz de covarianzas

. ) = 1
poblacional comin (E):  Su = mm 2 (W, + W)

1
n1+n2—2

" Esinsesgado, ya que E(S) =
Partiendo (3.3) que presenta la expresidn de t, podemos obtener 2 univariada:

Su= [(n - 1)8; + (n;- 1)52]

2= _Ga-xy (X1 - Xa)(X1 - X2) ("1 +ﬂz](§1—§2)(i1—iz)
i s [w) myn; =)
[snl ;,‘;*;;J Pl hgn, :

firalmente 2= "2 (%) — %;)(s3) (%1 - X2)
nl + nz

Que puede generalizarse at caso de p variables sl se sustituye (X1 ~X2) por (x1 -xz2) ¥ S

por sZ, con ko que se obtiene

= nTT; (X1 - %2)'(S ) (X1 - X2) (3.4

Que se distribuiye como T, nyens-2 cuando H es verdadera. La prueba rechaza Hp cuando T2
excede & valor del punto oritioo T2 o pn14nz-2-

La estadistica T2en (3.4) puede expresarse en su forma caracterfstica

7= 2 (5 _x,) [(_M(h}s } (x1 -x2) (3.5)

Ny +Ny

3.21.1 Algunas propiedades de Ia prueba T

1. Es necesario que m+n-2>p para que S, sea regular (no singular). Al ser regular Sy
podemos obtener sus valores y vectores propios (ver seccidn 2.1.6).

2. La estadistica T también se puede expresar en términos de & distancia estandarizada
entre X y X2, donde D= (X1 -X2)'(S,)™ (X1 - X2}, entonces

=M 5 (3.6)
n +Nz
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Esta distancia en T2 es un escalar, que cuando es grande, T2 serd grande y se rechazard
la hipétesis nula de que p, = 1.

3. Se espera que T? tenga una funcién de densidad sesgada ya que su limite inferior es 0
pero no tiene limite superior. Por su parte [a estadistica F también es una funcién
sesgada. Estas dos funciones estdn directamente relacionadas y la estadistica T se

n+n; ~p-1

Ny +Ny -2
dimensidn p de T en el primer pardmetro de grades de libertad para F. Aungue
dnicamente se estd mencionando la transformacion sin presentar su deduccidn, es Ut
teneria en cuenta pues al momento de ubicar el punto critico se puede recurrir a las

tablas de la funcidn F.

transforma en una estadistica F usando T = Fuaszpt donde la

3.2.2 Andlisis de varianza multivariado (MANOVA)

En el andlisis de varianza del caso univartado, tenemos un ndmero g de grupos a los que se
les aplican distintos tratamientos. Se quiere saber si la aplicacidn de estos tratamientos tiene
efectos sobre los grupos, de ser asf la variable respuesta x se vera afectada. Si los tratamientos
producen un efecto, tas medias de x para cada tratamiento serian distintas. Con esto, el valor de
una observacién dentro de un grupo se expresa en la siguiente ecuacitn

X4 = X + (w-x) + (g —%k)

observacion media  suma cuadrados  suma cuadrados
global detratamientos  de residuos

donde k es el recorrido de los tratamientos = 1,....g
i es el recorrido de las chservaciones = 1,...,n

Sea N =n, +n; + ... + ng, donde ny, es el niimero de observaciones del tratamiento k.

Para probar que las medias son distintas en cada tratamiento, se plantea fa hipétesis nula
sobre [a no existencia de diferencias provocada por la aplicacidn de los tratamientos

Ho:my=Tz=..=1y=0

La estadistica adecuada para probar la hipdtesis nula es el cociente dado por

_ SCR/(g-1)
F= SEN-9) G
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Donde SCTR es [a suma de cuadrados de los tratamlentos y SCE es la suma de cuadrados de
los errores. La prueba F rechaza Hy a un nivel de significancia o si F> Fo-1ng.
Para un F grande, son los tratamientos lo que ocasiona la variacién que se presentan entre

las poblaciones y se rechaza Hy; mientras que para un F pequefio, son los residuos los causantes
de ésta, que es un efecto de la aleatoriedad, por tanto se acepta Hp.

La extensién del modelo de andlisis de varianza al caso multivariado con g tratamientos, ny
observaciones en el tratamiento k y p variables en la medicidn de cada observacién, queda de la
siguiente manera:

Xa=W +0+8 oon k=1,..,.9; I=1,.,n
donde & son independientes y se distribuyen Ny(0,%), el vector i es la media global de los
tratamlentos y T, representa el efecto del k-ésimo tratamiento de forma tal que inkrk =0. Los
k=1
errores para las componentes de xy estdn correlacionados, pero la matriz de covarianzas X es la

misma para toda la poblacidén. De acuerdo con el modelo, un vector de observaciones puede
descomponerse

Ny = X + (xk-X) + (X -Xk) (3.8)
observacidn media  estimacion del residual
global  efecto de los
tratamientos

Se puede ver que esta descomposicién es andloga las suma de cuadrados en el caso
univariado. Partiendo de (3.8) se obtiene la siguiente expresién

33 (g - X)X}t = l;flnk(ik-ixiu-i)' + S - X - %)t

k=1l=1 k=1l=1

Suma de cuadrados Suma de cuadrados y Suma de cuadrados y

y productos cruzados productos cruzados de productos cruzedos de

total {(SCT) los tratamientos (SCTR) residuos {errores) (SCE)
Variacién entre Variacién al interior
Tratamientos de cada tratamiento

La variacién al interior (within) o suma de cuadrados de los errores (SCE), se denota con la
matriz W y se expresa como:
W= ig(xu - Xk (X - Xk )t
Kk=liel
W={(m-1)5 + (- 1)S: +..+ (ng — 1)§,



Donde S es la matriz de covarianzas de 2 k-8sima muestra. Esta matriz es una
generalizacidn de la Sy para dos muestras y juega un papel preponderante en las pruebas de los
efactos de tratamientos.

Por su parte la variacion entre los grupos (between) o suma de cuadrados de los
tratamientos esta dada por:
B= 3 Rk - X)(x, - )
k=1
La hipdtesis nula Hy : 71 = T3 = ...= T¢ = 0 nos dice que no hay efecto de los tratamientos.
La prueba se realiza considerando los tamafios relativos de las sumas de cuadrados y productos

cruzados de los tratamientos (SCTR) y residuos (SCE). Equivalentemente hay que considerar fos
tamarios relativos de los residuos y la sumas de cuadrados y productos cruzados total (SCT).

La prueba donde H; : v; = T; = ...= Ty = 0 involucra varlanzas generalizadas. Se rechaza Hg
Se rechazard H, si el cociente de las varianzas generalizadas es muy pequefio

o _wuYt
Wi ég(xu Xk )00 — Xk) (39

A=
IB+WI 3 - X)(xg - RN

k=llxl

Es decir si A< Aqpww- EXisten tablas para hallar valor critico exacto Axpve,w, pero también
se puede realizar una transformacion de la estadistica F para el caso p=2.

La A compara la suma de cuadrados y productos cruzados al interior de las muestras con la
suma de cuadrados y productos cruzados total que es similar a la prueba F en univariado (3.7) que
compara la suma de cuadrados entre las muestras con la suma de cuadrados al interior de ellas. Al
usar determinantes la prueba A se reduce a un escalar, asi Ja informacién multidimensional que
contienen B y W es transformada en un sclo valor escalar que da la informacidn suficiente para
decidir si la separacidn de medias es significativas. Esto es algo tipico en las pruebas
multivariadas.

3.2.2.1 Algunas propledades de A

1. Se necesita que vwzp para que €l determinante de (3.9) sea positivo
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2. La A de Wiks {3.9) se puede expresar en términos de los valores propios Ay, Az,..., Asde
WB de la siguiente manera:

s 1
1+

A=

El nimero de valores propios de Wr'B distintos de cero es s=min{p,vs), €l rango de B.

3. A es una prueba en sentido inverso a lo que estamos acostumbrados. Toma valores
entre 0 y 1, y se rechaza para valores pequefios. Si los vectores de medias de las
muestras son iguales, entonces B=0 y por lo anto A=1. En caso contrerio, si &a
separacion entre los vectores de medias es grande, B la variacién entre las muestras,
serd mds grande que W y A se aproxima a 0.

4. El valor critico decrece conforme p arece. Es decir, la prueba pierde poder conforme
aumenta el nimero de variables a menos que las variables que contribuyen a rechazar Hy
provoquen una reduccién significativa en A,

5. Cuando p=2 o cuando va=2, A de Wilks se transforma exactamente en una estadistica F.
Para este caso especial, la trasformacién de A a F se muestra en la tabla 3.1. La
hipdtesis Hy se rechaza cuando el valor transformado de A excede el nivel superior de
puntos porcentuales de la estadistica F.

Cuadro 3.1
Transformacion de la A de Wilks
en una F exacta

Parémetros Estadistica F Grados de
libertad
Cualquier p, vg =1 1_—_Aﬂv5—p+1 p, vep+l
A p
Cualquier p, va =2 | 1-JA vg—p+1 | 29, 2vw—9+1
JA P
Cualquier v, p=1 1-Avg Vg, Vw
R A vw .
Cualquier vg, p=2 1-JA vy -1 2va, 2(va1)
A vs

6. Cuando el nimero de grupos es 2, el cociente de la A de Wilks se reduce a una funcién
de la T? de Hotelling.



7. Aunque en el caso muitivariado la prueba A rechaza la hiptesis nula, no implica,
necesariamente, que fa prueba F del caso univariado, si se aplica @ cada una de las
variables por separado, va a rechazar la hipdtesis nula. Puede ser que fo haga para
unas, pero no para todas. De Igual manera puede ser que F rechace algunas variables
mientras que A acepta Hp. Si se estd realizando un estudio multivariado, es la prueba
multivariada la que hay que tomar en cuenta, pero siempre es bueno plantear lo que
puede ocurrir, puesto que la F univariada tombién tiene un uso dentro de multivariado
cuando se esta realizando la seleccidn de las variables que conviene incluir en el anélisis.

Aungue dentro de estas propiedades no estd mencionado, para valores de p y vs mayores a
2, existe una aproximacién de F que viene a ser la extensién multivariada de la prueba F en el caso
univariado. De hecho, se puede realizar una transformacién a la A de Wilks y se obtiene una F.
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Capitulo IV

ANALISIS DISCRIMINANTE

La metodologla que se emplea para abordar el problema planteado, es una de las técnicas
que hay en andlisis multivariado para problemas de clasificacién. En este caso el interés estd en
realizar una dasificacion de las familias en dos grupos: familias en condiciones de pobreza extrema
y familias en condiciones de pobreza. La pertenencia de cada famifia a uno de los grupos debe ser
explicada con la informacién que scbre ellas se tiene, misma que estd comprendida en un conjunto
de variables.

El anélisis de discriminante es una téenica adecuada para abordar problemas de este tipo, va
que, su propdsito bdsico es estimar !a relacion de una variable independiente no métrica
(categérica) y un conjunto de variables independientes métricas, que se expresa a través de una
combinacién lineal de las variables métricas.

Para tener un panorama claro de lo que nos aporta esta técnica, primero haremos una
explicacién sobre ella para posteriorments, ya con mas conocimiento abordar la parte tedrica vy el
desarrolio de sus principales elementos.

4.1 Un primer acercamiento

Usaremas ef birmino grupoe para referimos a una poblacidn o a una muestra de la poblacién.
Partiendo de que se tienen k grupos conocidos existen dos objetivos principales en la separacién
de estos; el primero, comprender las diferencias entre los grupos y el segundo, dasificar




correctamente individuos nuevos en grupes ya definidos, por lo tanto se le puede considerar tanto
un tipo de andlisis de perfil, como una téchica predictiva. Asf, el andlisis discriminante tierie dos
vertientes. La primera es la descripcidn de los grupos, que se consigue encontrando una funcién
que permita describir las diferencias entre ellos, la funcidn disciminante. Las segunda se da
cuando ya teniendo definida esta funcidn, es posible evaluar y clasificar {predecir) cualquier otro
individuo nuevo, con base en ella para determinar a qué grupo pertenece.

Esto permite su aplicacién en situaciones donde se desea identificar el grupo al cusl
pertenece un individuo. Algunos ejempios de casos en los que puede ser usado ef andlisis de
discriminante son:

»  Predicciones de éxito o fracaso de productos nuevos en el mercado.
+  Clasificacién de estudiantes de acuerdo a sus intereses vocacionales.
= Nivel de riesgo en el otorgamiento de aréditos.

Sin embargo, na sdlo puede servir para construir funciones, clasificar casos y probar la
diferencia entre grupos, también puede aplicarse para explorar y describir
+  Qué variables, entre muchas, son las mds (tiles para discriminar entre grupos.
*  Siun grupo de variables funcicna igual de bien que otro.
+  Qué grupo es mas parecido
«  Cudles son los casos extremos, es decir, dentro de su grupo, aguelios que son
marcadamente diferentes a los demds.

Tedricamente no existen restricciones para el nimero de grupos de clasificacién permitidos.
En el caso de dos grupes, la técnica se conoce como andlisis de discriminante de dos grupos.
Cuando se tiene mds de dos grupos, se llama andlisis de discriminante midttiple.

Nosotros contamos con dos grupos definidos que seran los que a su vez definirén la variable
dependiente no métrica:  Grupo1: Familias en condiciones de pobreza extrema
Grupo 2 : Familias en condiciones de pobreza
ta funcién discriminante es una combinacién lineal de las varlables independientes, que
asigna cada individuo a uno de los grupos de clasificacién definidos en un principio.

La discriminacién tiene como objetivo que la diferencia (varlanza) al interior de los
grupos sea la minima, a la vez que [a diferendia {(varlanza) entre los grupos sea la
maxima posible. Aquella combinacion lineal de variables independientes que logre estag
caracteristicas en las varianzas, es la flamada funcién disa-imlnani:e, que describe las diferencias
entre los grupos e identifica la contribucién relativa para separa los grupos con lo que se obtiene Ia
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configuracidn dptima. De esta manera fa funcidn discriminante es la combinacidn lineal que separa
los grupos. Para el individuo i, esta funcién serfa la siguiente:
L=ap+ X +ap: +apat ... +an
donde & = constante
a = Ponderacidn de la variable j
# = Puntuacidn discriminante del individuo i

Cada variable Independiente es multiplicada por su correspondiente ponderacidn y los
productos se suman. Como resultado se obtiene una tnica puntuacién z discriminantes para cada
individuo —Nétese que esta expresidn es similar a una funcidn de regresidn—. Ya 2l interior de
cada grupo, el promedio de estas puntuaciones es la medida conocida como centroldes, que
indican la situacién promedio de un individuo dentro de su grupo. Mediante la comparacidn de los
centroides —a través de sus distancias— es como s¢ puede conocer que tan apartados estan los
grupos entre si.

Una medida del éxito del andlisis de discriminante es si la funcién discriminante ha dado lugar
a grupos con centroides significativamente diferentes. La distancia D? de Mahatanobis, es una -
medida de [a diferencla entre centroides y se cuenta con criterios que determinan si las diferencias
son significativas.

Para analizar |a significacién estadistica de la funcion disaiminante, se considera una
medida generalizada de la distancla entre los centroides. Esto se calcula comparando las
distribuciones de las puntuaciones discriminantes de los grupos. La Lambda de Wilks, también
llamada estadfstica U, es una prueba del andlisis de varianza miltipfe que toma valoresentre O v 1,
Gtil para probar la igualdad de los centroides. Valores pequefios indican diferencia entre las medias
de los grupos.

La gréfica 4.1 muestra la distribucidn de las puntuaciones discriminantes de una funcidn que
separa bien los grupos:

Figura 4.1 Funci6n discrimiante para grupos
bien separados
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Mientras que la grafica 4.2 muestra Ia distribucidn de las puntuaciones discriminantes de una
funcién que separa mal los grupes. En ambos casos las dreas sombradas son la probabilidad de
clasificar erméneamente observaciones del grupo A en el B.

Figura 4.2 Funcién discrimlante para grupos
mal separados

Otros criterios de que se dispone para medir la significancia estadistica son:
+  latraza de Hottelling
. El criterio de Pillai
+ D’ de Mahalanabis

Los supuestos claves para efectuar el andlisis y obtener la funcién discriminante son:
1) Nermalidad multivariada de 1as variables independientes.
2) Covarianzas y dispersién desconocidas pero iguales para los grupos.

4.1.1 Métodes para modelar la funcion discriminante

No siempre es necesario incluir todas las variables en el modelo discriminente. Puede
suceder que algunas nos aporten la misma informacidn, o que otras no aporten informacién. Sl las
variables estdn muy correlacionadas entre si, posiblemente se tengan varias posibilidades de
modeto Gptimo.

Dentro de los métodos para el Gilculo de la funcién discriminante, podemos mencionar dos
que son los més conocidos:
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1. La estimadén simuftanea. Calcular la funcidn discriminante considerando todas
las variables independientes a la vez, sin tomar en cuenta la capacidad discriminante de cada
una.

2. La estimacién por etapas. Calcula la fundén discriminante incluyendo las
variables independientes una a una segiin su capacidad discriminante, Asi la funcion se va
formando, primero con la variable que mas discrimina, luego, ya teniendo esta variable como
base, se analizan las otras y se toma aquella a que en conjunto con l2 primera, discrimina
mas. El experimento se repite hasta ya no poder incluir variables que aporten algo a la
discriminacién o que su aportacin sea tan baja que convenga mds no incluirla en la funcién.
Al finat as variables excluidas no contribuyen significativamente a la discriminacidn.

En muchas aplicaciones es deseable descartar variables independientes que resuften
redundantes ante la presencia de alguna otra variable, Asi mismo, cuando no se tiene interés
particular sobre la inclusidn de una variable, sino lo que se quiere es identificar libremente aquellas
variables que mejor separan 1os grupos, €l método por etapas resulta adecuado.

Este método consta de dos acercamientos para la identificacidn de las variables mas
significativas. El primero es conocide como sefeccidn hada delante (forward selection), donde
la variable que entra en cada paso es aquella que maximiza fa2 estadistica parcial F basada en la
lambda de Wilks (A de Wilks). Esto se consigue realizando el cdlculo de la A(x) para cada variable
de manera individua! y se elige aquella que sea menor (o 138 de mayor asoclacién F). En el segundo
paso se calcula A(x/x,) para todas las variables restantes, donde x,; es la primera varfable incluida.
Nuevamente se toma aquella con la menor A(x/x;). El proceso se repite ahora considerando
Ax/x,%;2) ¥ continGa hasta que la F cae por debajo de algiin valor critico predeterminado.

El segundo acercamiento es el de sefeccldn hadla atrds (badkward selection) que funciona
de manera similar eliminando las variables que contribuyen menos en cada paso, de acuerdo a lo
que arrcja la estadistica F parcial. La variable con la menor F parcial serd removida del grupo de
las seleccicnadas.

La seleccidn por pasos (stepwise) es una combinacién de los acercamientos de seleccidn
hacla delante y seleccién hacia atrds. Las variables se seleccionan una a la vez en cada paso y son
revaluadas para ver si alguna que haya entrado anteriormente se ha convertido en redundante
ante la presencia de otra variable, De esta forma se obtiene la maxima separacién adicional de
grupos par arriba y por abajo de a separacitn ya alcanzada por otras variables.

El método por etapas no es recomendable en muestras pequefias ya que se toma inestable y
no es posible la generalizacién.



Hay que tener daro que aqui no se realiza es el cdlculo de la funcién discriminante, sino el
proceso de seleccién de variables paso a paso MANOVA (stepwise MANOVA). Una vez completada
esta seleccidn, entonces se calaula la funcidn discriminante con las variables selecclonadas.

Bl andlisis discriminante estd relacionado con el andlisis de varianza miitiple y con &a
regresidn multiple, Se comienza con dos o més grupos conocidos, como en el andlisis de varianza,
y entonces se aplica el procedimiento discriminante para obtener la combinacion lineal de las
variables dependientes que mejor caracterice ia diferencia entre los grupos. Esta combinacién
lineal es equivalente a la ecuacidn de regresién miltiple. El procedimiento de discriminacién
estima los coeficientes y la funcién resultante puede ser empleada para clasifica casos nuevos,
para lo que se define una regla de clasificacion. Por otra parte la funcidn discriminate permite
obtener para cada observacion lo que se conoce como las puntuaciones discriminantes.

4.1.2 Laregla de clasificacién

Una regla de clasificacién que es cominmente usada es la que se basa en el principio de
méxima verosirnilitud que consiste en asignar un individuo a la poblacién en la cual el vector de
observaciones tiene la mayor verosimifitud de ocurrencia. Esto puede verse en términos de la
funcién verosimilitud, o 1a funcidn de densidad de probabilidad.

Veamos un ejfemplo para el caso univariado: supéngase que se tienen dos poblaciones con
sus respectivas funciones de densidad fi{x) v fx). Si una cbservacién w es seleccionada
aleatoriamente de f,, la verosimilitud para la observacién x=w es denotado por fi(w). Al aplicar et
principio de mdxima verosimilitud se obtiene la siguiente regla de asignacion:

~asignar el individuo a con x=w & la poblacidn 1 sl f,(x) > fa{x)".

Lo que significa, que si la verosimilitud de una observacién x=w es mayor para la poblacién 1
que para la poblacifn 2; si esto no se cumple, entonces asigna w a la poblacidn 2.
Trasladando lo anterior al caso multivariado, si f;(x) y fz{x) son las poblaciones con funcién
de densidad multivariada, entonces la méxima verosimilitud serd: asignar la observacion i-ésima a
la poblacién 1 si la verosimilitud del vector x, es mayor para el grupo 1 que para cualquier otro
grupo.
Sify{x) > fa(x) asigne la i-ésima a la poblacidn 1
de otra forma asigne fa i-ésima a la poblacidn 2.
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Cen la regla de dlasificacién, se determina un valor critico, llamado también punto de corte,
contra el cual se compara cada puntuacién discriminante individual para determinar dentro de qué
grupo debe clasificarse,

Una regia adecuada de clasificacién va a depender de ia bondad de los estimadores de
probabilidad, asi como del tamafic de la muestra en que se basa la estimacion, Considerando esto,
puede resuftar adecuade contar con informacién adicional como los Bmafios relativos de las
poblaciones en consideracion. Esto es, obtener la probabilidad p, de que al tomar aleatoriamente
una observacidn del universo ésta provenga de la poblacién g. A este valor se le da el nombre de
probabllidad 2 priorf de 12 poblacitn.

Otro aspecto importe a considerar es € error de asignacion que pueda presentarse. Es casi
imposible definir una regla de asignacidén perfecta. Siempre va a existir una probabilidad de
cometer algin error al momento de la asignacién. Lo importante es asegurar que este error sea o
més pequefio posible.

Como se verd mds adelante, st se cuenta con informacidn que permitan conocer estas

probabilidades pueden ser incorporadas a la regla de clasificacién. No necesariamente se tienen
que conocer ambas, puede ser que sélo una de ellas sea conocida.

4.2 Desarrolio Teérico

La funcién discriminante es aquella combinacién lineal de las variables medidas para cada
observacidn que mejor separa los grupos.

Supongamos que se tienen dos poblaciones T, v I, que estdn compuestas por ny ¥ n;
observaciones respectivamente y p variables que se miden para cada observacidn y que se asocian
a cada IM; hay una funcidn de densidad de probabllidad (fdp) fi(x) en RP, tal que, para cualquier

individuo que provenga de la poblacidn M, tiene una fdp fi(x). Ambas poblaciones tienen la misma
covarianza, pero medias diferentes; esto es Z:=¥;=F y gy#j1;. El vector de las observaciones de
la muestra de M; es Xy, Xi12,..., X1, Y €l de T2, %21, X22,...,X2ny, donde cada vector x; contiene los
valores de las p variables. El objetivo del andlisis discriminante es asignar cada individuo a una de
las poblaciones con base en las medidas de x, donde x es el vector de caracteristicas de un
individuo. Lo deseable es cometer la menor cantidad de ermores posibles en la asignacion.



Una buena regla de dasificacion es aquella que presenta pocos efrores al asignar cada
individuo. En ofras palabras, aquella donde la probabilidad de clasificar incorrectamente una
observacion sea pequefia. Existen otros dos aspectos que vale la pena tomar en cuenta. El
primero es que puede darse e caso de contar con informacién sobre la probabilidad de que una
observacién provenga de una u ofra poblacién, De esta manera podemosdecirqueq,es!a
probabilidad de que la observacién pertenezca a TT, v pz, de que pertenezca a [M,.

El sequndo aspecto a considerar es el costo de un error de clasificacion, por ejemplo, se
desea clasificar a las personas en dos grupos, aquellas que son enfermos potenclales de clerto mal

y aquellas que no fo son. Es mds costoso clasificar incorrectamente a una persona que es un
enfermo potencial como sano, que a una persona sana como enfermo potencial.

Una buena regla de clasificacién es aquella que involucra estos dos aspectos; sin embargo,
no siempre se puede contar con informacion al respecto.

Considerando nuevamente las poblaciones Ity y I, sea ( el espacio muestral que es una
coleccién de todas las posibles observaciones x que pueden clasificarse en M, o IT;, ¥ sean R, el
conjunto de las observaciones de () que se clasifican en T, mientras que R; el conjunto de las
restantes x que se clasifican en R;. Ry+Rp= (1, es decir, R; y Rz son mutuamente excluyentes y
exhaustivas.

La probabilidad condiciona! de clasificar una observacién en TT; cuando realmente pertenece
a T, se expresa como;

P(/1) = P(x & Ro/Th) = [ f(x,}dx
que representa el volumen formado por la funcién de densidad de f{x;) sobre R;. Igualmente, la
probabilidad condicional de clasificar una observacién en M, cuando realmente pertenece a I1; se
expresa

P(2/1) = P(x € Ry/TT2) = klf(xz)dx

La figura 4.3 presenta una gréfica donde lo anterior se ve con claridad.

Sea p; la probabilidad inicial de M, y p;, la de MM donde p;+ p.=1. La probabilidad global de

clasificar correcta 0 incorrectamente una observacién x es el producto de la probabilidad inicial y la
condicional.
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P(clasificar correctamente en IM,} = P{observacién provenga de IT, y se dlasifica correctamente)
= P(x € R /M) P(T;} = P(1/1) p,

P(error al clasificar en 1,) = P(observacidn provenga de TT; y se clasifica incorrectamente en IT,)
= P(x € Ry /TTy) P(My) = P(1/2) ps
P{clasificar correctamente en TT,} = P(observacidn provenga de M, y se clasifica correctamente)
= P(x &€ Rz/IT;) PN} = P(2/2) p;
P{error al clasificar en IT,) = P{observacién provenga de M, y se dlasifica incorrectamente en TT;)
= P(x € Rz/M,) P(IM} = P(2/1) py

ram= [rix e
PR = [ f00 dx Ry
‘Rl
L;(x) hx)
pue- X
Rl I: RI
Clasitica come poblacién 1 Clasifica como pobtacién 2

Figura 43 Errar de clasificaclén para dos reglones cuando p =1

Estas clasificaciones estdn considerando las probabllidades de los errores de clasificacidn pero
ignoran los oostos que un error de este tipo genera. Los costos pueden afectar una regla de
clasificacién ya que aunque se tengan probabilidades de etrores pequefias, por ejemplo
P{1/2)=0.06, si el costo es muy alto, la probabifidad puede hacerse muy grande y por consiguiente
{a regla no es eficiente.

El costo de una mala clasificacion puede plantearse a través de una matriz de comparacion

Clasificado como
m, r,
poblacion [ 1, 0 o2/1)
Verdadera M, o(1/2) 1]

Donde ¢(2/1) es el costo de clasificar la observacidn en T1; siendo de Iy, ¢{1/2) es ] costo de
clasificar la observacion en T, cuando realmente es de T, y cero es el costo de no cometer error.
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Asi para cualquier regla, el costo esperado de una mala clasificacién (EMC por sus siglas en ingles
‘expected  misclassification error) se obtiene al multiplicar la diagonal inversa por sus
probabilidades de ocurrencia
ECM = c(2/1) P(2/1} p1 + c(1/2) P(1/2} p
Una buena regla de clasificacién es cuando EMC es lo mds pequefio posible.

Resultado 1. .
Las regiones Ry, Rz, que minimizan el error de clasificacién esperado, estan definidas por los
valores X para los cuales se cumple [a siguiente desigualdad:

ol () (&

fa(x) ¢(2/1) P2

Proporcidn  Proporcién  Proporcidn de las

entrefdp = de probabilidades
costos iniciales

= fi00 c(1/2) 27}

T hm © [c(zm] {m)

Proporcién Proporcién Proporcién de las

entrefdp = de probabilidades
costos iniciales

Cuando las prohabilidades iniciales no se conoce, entonces se supone iguales: py/p;=1, Asi
EMC=c(2/1)P(2/1)+¢(1/2)P(1/2)

Y las regiones se representan
00 _(c1/2) _ R0 (c1/2)
Yo (c(zmj vk im S (c(zm)

En caso de que sea el costo de clasificar incomectamente loquenoéeoonooe,sesuponen
iguales: o(1/2)/c(2/1)=1. Las regiones de clasificacién dptima estardn dadas por la comparacitn
de las funciones de densidad y las probabilidades originates.

=f@2&. =m<p_2

f{x) " p; y fa(x) py

Pero también puede darse que ni las probabilidades iniciales ni el costo de dlasificar
eméneamente una observacién se conozcan, en este casc ambos serdn considerados iguales, es
decir, py/p2=1y o(1/2)/c{2/1)=1. Las regiones de clasificacién éptima estardn determinadas por
ia comparacién de las funciones de densidad

_ 00 R
Rt ¥ Regm™



En la prictica es comin usar esta regla de clasificacion.

Hasta ahora no se ha especificado alguna distribucién para las poblaciones; nos hemos
fimitado a considerar cualquier funcién de probabilidad. Ahora vamos a hablar de poblaciones que
tienen una distribucién normal multivariada.

Si fi(x) y f2(x) son normales multivariadas, la funcién de densidad conjunta de f1, y Mz estard
dada por

I SRR H P S -
f'(x)_znm”zw[ 2(x ) E T (x u)] parai=1,2

supdngase que los parémetros poblacionales 1, p2y X son conocidos.
Para obtener la regién en la que se minimiza el EMC, después de cancelar 21T y X se tiene

_ i PR 1. ~lpay C_(]-_[_Zl Pz
R...exp[ 5 (- - p) + S (- T X “)]2 (c(le) Pi]

R = exv[— % O - WE -+ 5 O E -u)] > (zg‘;g E_i}

Dadas estas regiones, podemos construir la siguiente regla de dasificacidn;

Sean las poblaciones I1; y IT; con funcidn de densidad de probabilidad normal multivariada.,
La regla de asignacién que minimiza el costo esperado de mala clasificacion esta dada por:

Asignar xp a T1, si

ty-1 1 -1 c(l/2)Y pa
(i -1)'E xo—i(l-l1'l-|2)+! (I‘h*llz)lln[(c(z“) E;J] (4.1)

Asignar x, a I, para cualquier otro caso.

Hay que considerar que en la gran mayoria de las situaciones los valores poblacionales y,, ;
¥ X son desoonocidos por lo que es necesario remplazarios por sus respectivas estimaciones Xy,
x2 vy S. Consideremos la variable aleatoria multivariada xt=(x;, X5,...,%) ¥ SUPONGAamMos Gue para
la poblacién TT, se tienen n, observaciones, mientras que para la poblacidn T, se tienen n,
observaciones y que m+ n~22 p. Las respectivas matrices de datos seran:




Xy Xy

X2 X2
Sl Y xX=1 .

x]_nl xan

Cuyas medias muestrales y matriz de covarianzas estarén dados por

n
2 Xy 2 Xy
Medias X, = 2% %,=
ny n;
?:(xli = X3)(xyy - X)* g("zl ~X3)(xzy - %)t
Varianzas §;= It _ 1A
' my -1 ! s! n; -1

(n ~1)8; +(n, -1)S;
(ny -1+ -1)

Sustituyendo los valores poblacionales de (4.1) por sus respectivos valores muestrales,
obtenemos la sigulente regla de clasificacion:

Varianza ponderada S, =

Asignar % a TT, si

= =ate-l 1- - Nz o c1/DYp2
(x1 - X2)'Sp' %, —i(n -X2)+ S5 (1 + X2) 2 '"[(C(ZII) by J] (4.2)

Asignar x, a I, para cualquier otro caso.

Cuando los costos de mala clasificacién v las probabilidades inictales son iguales para cada

poblacién (zgﬁ; 2—2)=1, pero In{1)=0. En este caso la regla de clasificacién tendrda como
1

punto critico el punto medio (m) entre los centroides de las poblaciones. El resultado 4.6, que se
presenta mas adelante en este capitulo, ilustra la manera como $e encuentra este punto. Por
ahora simplemente menclonaremos la ragla de asignacidn que corresponde cuando los costos del
ervor de clasificacion y las probabilidades Iniciales son iguales.

Asignar % & T; s
sizo=(X1- X Si%zm (4.3)
Asignar X, a 1> para cualquier ofro caso.




4.2.1 La funcién discriminante

Con la misma idea de lograr un2 buena clasificacién, analizaremos ahora la funcién
discriminante. Volvamos a las poblaciones 1, y TT,, con las caracteristicas que ya hemos definido.
Trabajaremos con las muestras de las poblaciones (Xiy, Xuzyer X1n,) ¥ (%11 X1zpoeyXgn, ) ¥ €l
objetivo es identificar la poblacidn a la que pertenece una observacion X. La idea original de Fisher
fue transformar las observaciones x multivariadas en univariada aplicando una combinacién lineal z
de las observaciones, asl obtuvo z = a', que explicitamente y de manera general se expresa
coma:

I =3 X+ 8:Xp+...+ 8, donde i=1,...,n;.

Por su parte, los coeficientes a,, a,...,3, pueden ser visto como indicadores de cudles
variables contribuyen més a delinear la separacién.

Para verlo més claro, consideremos las poblaciones expresadas en una matriz, como la que
se presenta abajo, donde las observaciones de TT, son los primeros n, renglones, mientras que los
restantes n, renglones corresponden a ;. Podemos obtener las combinaciones lineales de cada
poblacién y expresarias de la sigulente manera

Ty =aprt a:Xui.'...'i- 83X, donde i=l,...,n; } combinacién lineal para M,

Ty =8 Xn+ aXpt...+ 3%, donde i=l,...n; } combinacidn lineal para Mz

\
{ X9 %52 . Xm
Xy X233 -u sz
X= x,,ll xqz var Xn‘p
X131 %32 . x,p
X1 X33 s sz

Xt Xn2 o Xnp)

X13 Xz
x
Los vectores de las n,+ n; observaciones de las poblaciones X = | 21, x= | 2 | se

xm‘ xzﬂ:
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2
transforman en los escalares z;=| ° [, z,=

Las medias de estos escalares estardn dada por:

gzn

7y = L-:u_ = a'x1 = media de los valores z obtenidos de
1

i Zy
2= '="1 = a'x2 = media de los valores z obtenidos de
2
las observaciones provenientes [T, (4.4)

las observaciones provenientes de IM;

Al hacer esto se logra reducir la dimensidn a través de una combinacién linea! que separe los
grupos, sin embargo, no sdlo se quiere hacer la separacidn de los grupos sino que al mismo tiempo
se quiere que ésta sea la mayor separacion posible, asi, deseamos aquella combinacién lineal que
también proporcione la mejor separacién. Es entonces, que se involucra el concepto de distancia
entre grupos. Esta distancia se obtiene de la diferencia entre fos centroides de cada grupo
(z1 - 1), Estendarizando esta distancia y tomando el cuadrado para evitar problemas con valores

Y
negativos, obtenemos Ia expresién (2—1123)— La mejor combinacién lineal serd aquella que
5
maximice esta distancia. Asi,

Distancia al cuadrado de las medias _ (21 -22) _ (a'x1 -a'x2)?
La varianza de las z s? a's,a

que se obtiene de los resultados (2.27) para el numerador y (2.28) para ef denominador, y
finaimente se puede expresar

Distancia al cuadrado de las medias _ {a*(x1 - X2))?
Lavarianzadelas z a‘s‘fa

(4.5)

Tomando (2.29) que es un resultado importanta relacionadas con la desigualdad de Cauchy-
Schwartz y sustituyendo el vector d por nuestra diferencia de medias (x: —x2), € vector x por
nuestro vector de coeficientes a y la matriz B por nuestra la Sy, obtenemos que el valor méxime
del coclente (4.5) es igual a (X1 - X2)*' S5 (X, ~X2) cuandoa = §;/ (X - X2)

[a*(x; - x2))

max
a's;la

= (X1 -X2)' §5 (X1 - X2)
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Con este resultado, la combinacién lineal z = a' nos dard la distancia méxima entre fas
muestras (entre sus centroides) que serd cuando a = 5;,‘(?:, . X3) . Asi, obtenemos los que se
conoce como [a funcidn discriminante lineal de Fisher

z=a%= (X -X2)' S5l x (4.6)

Este resultado, que es la solucién dada por Fisher para e problema de la separacién para
dos poblaciones, también se puede ver como una forma para clasificar una nueva observacién. La
figura 4.4 presenta una gréfica que ilustra esta solucién,

Con base en {4.6) se puede definir Zo= (X%, - X3\ sg,lxu como el valor de la funcién

discriminante para cualquier observacién nueva Xg. Por ejemplo, tomemos el punto medio entre
las medias de los dos grupes:

m=(z,+ Z;)/2 por el resultado (4.4)  m = (a'x .+ a'x;)/2
comoa = Sy (X1-X2) = a'=(X1-X2'S,! vy sustituyéndolo

- % ks - %2085 + (51 - %2)t$5 %2
m=(x;- Xa)'S5H (X, + x2) (4.7
m es el punto medio entre las medias z, y Z, de los grupos, entonces para cualquier

observacin nueva X, que provenga de I, se espera que z; = m, mientras que si X, proviene de T1;
se espera que zp < m.

y = ax

- X

Figurad.4  Representacién plctérica del procedimiento de Fisher cuando p=2



Asl, podemos dar una regla para la asignacién de las observaciones:

Asignar Xo a Tl siZo = (X1. X2)' Spix 2 m :
Asignar Xo a Ty siZo = (X1 - X2)' Sl < m (4.8)

Cuando z se aplica a los valores de x ésta los proyecta sobre un nuevo eje (efe ) que separa
de manera dptima los dos grupos. En la figura 4.5, el punto en que se corta el gje z con Iz linea
que intersecta las dos elipses, que es el de maxima separacién de los puntos que expresan las
medias de los grupos. Este punto es el m que se presenta en el resultade (4.7)

Figura 4.5 Tustracién grﬂil:a def analisis discrimiante
de dos grupos




4211 Laescala

Los coeficientes a,, 8y,...,3, de la funcién discriminante proporcionan la contribucién relativa
que cada variable aporta al modelo para separa los grupos. Sin embargo, para que esta
informacion sea interpretable se requiere que las observaciones x; estén expresadas en las mismas
escala ¥ con varianzas comparables. Si las x's no cumplen fo anterior, necesitamos coeficientes a*
que al aplicarse estandaricen {as variables. Para la i-ésima observacién xq del k-ésimo grupo,
podemos expresar la funcién discriminante en términos de sus variables estandarizadas,

. ~xia)? -xK2)? - Xip)?
2 =a,~ i 2xlu) + a7 e zxu:a) - %.M k=12 |
51 S5 Sp

=1:-“rnk

Donde X;= (Xk1,Xk2,...,Xikp) €S €l vector de medias del grupo k v s; es la desviacion
esténdar al interior de la muestra, de la j-ésima variable, que se obtiene con ia raiz cuadrada de la
j-ésima diagonal de la matriz S,.. Asi los coeficientes estandarizados deben ser de la forma

=83  j=l..p
En la forma vectorial, se expresa a*= {diag 5,)%a

4.2.2 Pruebas de significancia

No es suficients haber encontrado la expresidn que permita separar de la mejor manera los
grupos de interés, también necesitamos asegurar que la separacién obtenida sea significativamente
buena. Para medir la distancia entre los grupos, se toman [0s centroides de cada uno de elios y se
mide la distancia de éstos. Podemos, entonces, utilizar [a prueba T? que es una prueba sobre las
diferencias entre las medias de poblaciones. La aplicacidn de esta prueba requiere suponer
poblaciones can funcidn normal multivariada. Se pude ver que para el desarrollo de la funcidn
discriminante esta suposicién no se requirid,

Algo que resulta muy conveniente, pues se usa para probar si las medias son
significativamente diferentes, es que la maxima distancia relativa entre las medias de dos grupos
es D= (k1 -X2)' S; (X1-%2). Por otro lado, hemos visto en (3.6) que la estadistica T° se
puede expresar en términos de distancia estandarizada entre los centroides de dos grupos X, y

X, y que cuando la distancia es grande, T2 también es grande. Como consectiencia, el vector de
ooeficientes de la funcién discriminante es significativamente distinto de 0.

De fas propiedades mencionadas en la seccién 3.2.1.1, de la prueba T para dos medias,
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sabemos que T2 puede transformarse en una Fyaysazp 1.

Hay que tener en cuenta que una separacién significativa no necesariamente implica buena
clasificacién.  Independientemente de cualquier prueba de separacién, se puede evaluar la
eficlencia del procedimiento de clasificacién, Por otro lado, si la separacién no es significativa
puede resultar infructuosa la bilsqueda de una clasificacion Gtil.
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Capitulo V
| LA APLICACION

Ya con el conocimiento de lo que es el andlisls discriminate en et nivel intuitivo y tedrico,
estamos en posibilidad de abordar nuestro problema de clasificacidn y ver cémo esta técnica se
puede aplicar en un problema concreto.

Mas alld de lo gue el sentido comn nos indica, queremos verificar con base en informacién
concreta, que hablar de pobreza extrema no es simple retdrica, sino algo real. Ademds de crear un
modelo que dlasifique a las familias que viven en las localidades marginadas de zonas rurales,
resulta interesante ir recogiendo las experiencias que nos aporta el recorrido para llegar a nuestro
modelo.

En este capitulo se presenta el ejercicio practico del andlisis discriminante y el modelo que
mejor discrimina los dos grupes que estamos considerando. Pero anbes de liegar a ese modelo, fue
necesario ir analizando, con cuidado, lo que nos iba diciendo la informacién. Nunca hay que perder
de vista que los nimeros, son nimero, y sin la interpretacién del ser humano, no tienen vida, nada
dicen. Es por esto, que més alld de ver una variable en funcidn, Unkcamente, de! modelo, es muy -
importante verfa en todo su contexto, donde el modelo es una parte del todo, mas no el todo. Hay
sutilizas que la estadistica no nos dice si nosotros no somos lo sufidente habiles como para
preguntarle. Ella nos dara datos, pistas; nosotros tendremos que irfas juntando, buscando la l6gica
que rija to que obtenemos. Hay ocasiones en que tal vez se le tenga que poner algunas trampas y
observar su respuesta. Ella no se equivoca, pues s6lo aports datos, somos nosctros qulenes e
damos informacién poco confiable o interpretamos mal lo que nos muestra.

La estadistica sirva para entender relaciones, pero requiere de datos para procesar. Si la
alimentamos con informacién erménea, obtendremos relaciones, pero tal vez éstos no tengan
sentido en el mundo real. Las fuentes de informacitn son el alimento de ka estadlstica, s! éstas son
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buenas, los resultados serdn buenos, ya sea que encontremos ¢ no ko que buscamas. Siempre
habrén resultados qua nos ensefian més sobre lo que investigamos, nos dan conocimiento y nos
muestran un camino para mejorar o replantear nuestra informacién.

Veamgs, entonces, las fuentes de informacidn tomadas para este trabajo para luego pasar a
la preparacién de 13 Informadidn, y finalmente, su Incorparacién en la metodologia.

5.1 Las fuentes de informacion

Dos de los factores indispensables para obtener resultados utiles y reales son: un
planteamiento adecuado del problema y la correcta Identificacion de los factores que nos permitan
caracterizey el fendmeno de la pobreza. Por otra parte, también se requieren fuentes de
informacidn conflables y veraces, Carece de informacién confiable dard resultades que no
expresan una situacion real. De esta forma ni el resultado final ni los resultados parciates serén de
utilidad real.

Tomando en cuenta lo anterior y en el &nimo de presentar un trabajo apegado a la realidad,
las fuentes de Informacidn que se emplean son principalmente dos: El indice de marginacion
construido por el Consejo Nacional de Poblacién (Conapo) en 1995 y la Encuesta de Caracteristicas
Sociceconémicas de los Hogares 1998 {Encaseh), levantada entre abril y julio de ese afio.

€l indice de marginacién estd construido para todas las localidades reportadas en el censo de
1990 v el conteo répido de 1995. Indica el nivel de manginacidn de las localidades y las clasifica
definiendo 5 grados de marginacién:

Grado 1  Localidades de muy alta marginacion

Grado 2  Localidades de alta marginacidn

Grado3  Localidades de media marginacién

Grado4 Localidades de baje marginackdn

Grado 5  Localidades de muy baja marginacion

Por su parte, la Encaseh fue levantada por el Programa de Educacidn Salud y Allmentacién
(Progresa). El levantamiento de la encuesta se realizd a todos los hogares de las locelidades donde
se aphcd, entendiendo por hogar: “Ei conjunto de personas que viven dentro de la vivienda,
unides o no por parentesco, comparten los gastos de manutencién y preparan los alimentos en la
misma cocina”,
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Asl, el andlisis se enfocard sobre los hogares que viven en localidades rurales de alts, muy
alta y media marginacién, grado 3, 4 y 5 respectivamente. A nivel mundial se reconoce una
localidad rurat como aquella que cuenta con menos de 2,500 habitantes.

5.2 Consideraciones sobre los datos

El modelo supone varables continuas, independientes entre s{ que se distribuyen
normalmente; sin embargo, es dificil que en la realidad esto se cumpla al pie de la letra; ademds es
comiin contar con variables categdricas que aportan informacién importante y que puede resultar
conveniente tomarias en cuenta para la discriminacién. '

El uso de la funcidn discriminante de Fisher requisre que las caracteristicas sean medidas
cuantitativamente par lo que el uso de variables binarias o nominales debe realizarse con cuidado.
Hay que considerar los aspectos que pueden incidir negativamente en la precisién de las
clasificacién para evitar caer en ellas.

En el caso de las variables nominales, los problemas pueden surgir cuando al asignar un valor
numerico a una categoria se olvida que ésta no es métrica y se le dé un manejo como si lo fuera.
No hay que clvidar que el asignar niimeros sirve para dar una referencia a la categoria a la que
pertenece un individuo y en ningdn momento es una medida métrica. Si las medidas de distanclas
propuestas se generan Onicamente a partir de medidas nominales, las propiedades del resultado
métrico no estardn bien definidas.

Para cuantificar datos cualitativos generalmente se emplean técnicas analiticas, como et
andlisis de factores que transforman los datos en indices o puntuaciones, antes de construir la
funcidn; pero el tratamiento de estas variable depende del nimero de categorias que presentan.
Para el andlisis discriminante de dos grupos las variables dicotémicas pueden ser tratadas
asignando valores de 0 y 1 a las variables nominales.

Para el caso de variables dicotdmicas que expresan I3 presencia 0 ausencia de una
caracteristica, ef criterio para la asignacion de los valores se define con base en la existencia o
ausencia de la caracteristica. Usualmente se crea una variable numérica que toma el valor 1 sila
observacién posee la caracteristica y 0 si no la posee. De esta manera, la variable es tratada como
las demds en el proceso de clasificacidn y discriminacion.



Al aplicar este tratamiento hay que ser cuidadoso en cuanto al sentido en que se relacionan
las variables independientes con la dependiente. Si el planteamiento de la variable dependiente es
tomar el valor 1 en caso de presencla de la caracteristica y 0 para la ausencia de ésta; el
planteamiento de las variables independientes debe ser en el mismo sentido,

Por ejemplo, para el ejercicio que aqui se plantea, el interés radica en clasificar cada una de
{as observaciones en uno y sé'o uno de los dos grupos definidos:
Grupo 1  Familia en condiciones de pobreza extrema (poseen caracteristica de interéds}
Grupo 2 Familia en condicidn de pobreza (no poseen caracteristica de interés)

Se cred la variable #in_pob para identificar a qué grupo pertenece cada observacion
evaluada, y esta variable tomard los valores 1 para identificar que la observadidn pertenece al
grupo 1; y 0, si pertenecen al grupo 2. Asi, a las variables dicotdmicas se les asigna el valor de 1 si
la presencia de la caracteristica que se estd midiendo acerca més la observacidn al grupo 1 y cero
si la acerca més at grupo 2. De esta forma al asignar valor a [a variable que refleja 1a posesidn de
un automévil, se asignarg 1, a aquellas familias que no lo tengan, y 0 a aquellas que si lo tenga.

Con base en experimentos computacionales se ha podido observar que la funcidn
discriminante de Fisher puede funcionar o no, dependtendo de las correlaciones entre las variables
categdricas y las continuas. Una correlacidn baja en una poblacidn y alte en otra puede indicar que
no es muy convemniente el uso de esta funcidn; lo mismo ocurre cuando se presenta un cambio en
el signo de la correlacién entre las dos poblationes.

Si se va a realizar una investigacién donde las variables de interés son dicotdmicas (0 - 1)
puede usarse algin otro método de dlasificacién, como la regresién logisitica.

5.3 Inspeccion de datos y construccion de
variahles

Con e! objetivo de determinar aquellos factores a considerar para reafizar una medicién de la
pobreza, retomaremos la discusidn que se presentd en el primer capitulo y a partir de esto iremos
ubicando cada una de las variables dtiles para el andlisls. Algunas tendrén que construirse a partir
de la informacién original y otras simplemente tendrdn que Inspeccionarse buscando detectar
cualquier problema que pudiera afectar los resultados del andlisis, En cualquier caso, es claro que
un primer paso para tener ias variables independientes, es conocer cdmo vienen los datos que
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proveen las fuentes de informacién. Pueden presentarse tres situaciones: que exista informacidn
incongruente, presencia de valores extremos o variables con distribuciones extrafias.

Aquellas observaciones donde se encontrd incongruencia o falta de respuesta, para alguna
variable de interés, fueron eliminadas del anélisis. Un caso tipico es la variable ingreso, que es
dificil de captar en las entrevistas y por consecuencia presenta respuestas incongruentes o falta de
ellas porque, simplemente, los entrevistados no quieren contestar.

El criterio para tratar los valores extremos, tanto de las variables a incluir en el andlisis, como
aquellas que se usan para generarlas, es eliminar las observaciones que caen mds allé del percenti!
95. No se usd el rango intercuartil, pues muchas de las variables presentan una gran cantidad de
casos con valor cero ¥ s asi como se requiere la informacién. Por ejemplo, para la proporcién de
nifios que trabajan por un ingreso (pgp_trab) que es una variable cuyos valores estdn contenidos
en el intervalo [0,1], un alto porcentaje de los hogares tendrén valor 0, lo Gue es importante para
la discriminacidn, por tanto, no es posible prescindir de estas observaciones, Sin embargo, la
variable del total de nifios que trabajan por un ingreso —que se usa para crear pap_brab— si fue
tratada previa a generacién de pcp_trab. Lo que se hizo fue excluir las observaciones que estén
mds alld de! percentil 95.

Para el caso de variables con distribuciones asimétricas alin después de la eliminacién de los
valores extremos, se optd por alguna transformacidn. Como ejemplo, volvamos al caso de
pep_trab.  Se decidid no trebajar con la variable del total de nifios que trabajan, y en su lugar se
generd pep_trab que tiene una distribucion més estable y contiene la informaddn que nos Interesa,

Considerando estos criterios fueron construidas las variables de Interds, mismas que a su vez
se definieron con base en la discusidn sobre la pobreza y los factores que inciden en ellas,
especialmente aguellos que propician su existencia,

La encuesta proporciona informacién sobre los servicios con que cuentan las viviendas, el
nivel educative de cada uno de sus integrantes, el trabajo que desempefian, st hay 0 no presencia
de discapacitados, ingresos de cada uno de los integrantes del hogar, quién habla lengua indigena,
equiparniento de la vivienda, animales que posee el hogar y nimero de hectareas de tierra.

Et anélisis discriminante parte de fa existencia de un nimero de poblaciones y su objetivo
bdsico es producir una regla de asignacidn que permita predecir la poblacidn a la que pertenece
una nueva observacién, clasificAndola en una y sélo una de las poblacicnes definidas de antemano.
En nuestro caso, tenemos dos poblaciones:

Poblacién 1 Familia en condiciones de pobreza extrema
Poblacidn 2  Familia en condicidn de pobreza
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Basdndonos en la informacidn del ingreso per cipita de cada familia y considerando el nivel
de ingreso minimo que se requiere para cubrir las necesidades bésicas de un individuo podemos
definir fas dos poblaciones de interés. Este nivel minimo se establece de acuerdo ai costo de fa
canasta bdsica que a mediados de 1998 era de $339.70 mensuales.

£l ingreso per cipita de la familia no toma en cuenta los ingresos de los menores de 15 afios,
pues se esperarfa que 2 esa edad los niftos estén dedicados a estudiar. Si se tomard en cuenta
este ingreso, se pensarfa que la familia tiene mejores condiciones de vida cuando por el contrario,
ante la necesidad en que viven, deciden incorporar al trabajo productivo a los menores
impidiéndoles recibir una educacidn que podria ayudarlos, a que en e futuro, mejoren sus
condiciones de vida.

Se construye entonces la variable #n_pob que tomard los sigulentes valores:
lin_pob = 0, sl el ingreso mensual per capita > $339.7  Familias en pobreza extrema

fin_pob = 1, st el ingreso mensual per cdpita < $339.7  Familias en pobreza

A partir de esto, l2 funcién discriminate y con ello la regla de clasificacién se obtiene
incorporando al andlisis las caracteristicas de cada familia.

Como ya se ha mencionado, el ingreso es una variable dificil de captar en las encuestas, es
por eso que para evitar ambivalencias, Unicamente se considerd para el andlisis aquellos hogares
que cuentan con informacién completa sobre ingresos y que no presenten incongruencias en lo
declarado.

Por otra parte, se definié un conjunto de variables independientes que, en principio, todas
fueron consideradas en e modelo. A través del procedimiento de discriminacion se fue
encontrando el conjunto idénec de estas variables que conformaron modelo final. Para definir las
variables que interesa considerar en el modelo se identificaron cudles son aguellos aspectos podfan
cubrirse con la informacidn disponible y con base en lo discutido en el primer capitulo.

Comencemos con lo relativo a la autonomia personal. Un factor que influye en la condicidn -
de pebreza de un hogar es la presencia de personas con alguna discapacidad. De la informacién
sobre personas ciegas, mudas, sordas, con problemas mentales, necesita ayuda, se crea la variable
dicapaci que identificar a los hogares que tienen a algiin miembro del hogar discapacitado. Esta
variable toma valores de 1 cuando hay discapacitados y 0 cuando no los hay.

Dentro de las variables sobre las caracteristicas del jefe de! hogar, se crea la variable sobre la
edad de jefe: edad _jef.
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En principio, la infiuencia que los padres efercen sobre los hijos para que asistan a la escuela,
esta relacionada con su propio nivel de escolaridad. A mayor escolaridad més es la importancia
que los padres dan a la escuela y por tanto la motivacién que des dan a los hijos para asistir. Para
captar esta informacién, se crea la variable esq_fefe que son los afios de escuela cursados por e}
jefe del hogar considerando hasta el (itimo grado aprobado.

También relacionado con la escolaridad, aguellos hogares que tienen nifios entre 5 y 15 afios
que no asisten a la escuela se consideran en desventaja, ya que estos nifios tienen mayor
posibilidad de reproducir la pobreza de sus padres al no tener acceso a la educacidén formal. Asi
tenemos la variable noas/I que es el nimero de nifios que no asisten a la escuela. A partir de
ésta se obtiene la proporcién de nifios entre 5 y 15 afics que no asisten a la escuela (variable
prp_nasi), que es el coclente dado por:

Total de nifios entre 5 y 15 aflos que no asisten
Total de nifios entre 5 y 15 affos

prp_nasi =

Se toman los nifios a partir de los 5 afios pues la educacién preescolar es importante en el
desarrollo de sus habilidades y ayuda a un mejor desempeiio del nifto en los afios posteriores. En
cuanto al limite de fos 15 afics, es la edad a que un individuo termina ia educacién media.

Caso similar ocurre para aquellos hogares que cuentan con nifios entre 8 y 15 afios que
trabajan por un ingreso. En este caso se considera la edad de 8 afios, no por ofra razdn, sino que,
la encuesta sélo cuenta con informacién de actividades econdmicas de los individuos a partir de
esa edad; el limite de los 15 afios es debido a que se espera que un individuo, como minimo,
concluya educacién media. Dentro este rango de edad, se esperaria que los nifics asistan a la
escuela. Si trabajan percibiendo ingresos, es lgico pensar que su rendimiento y aprovechamiento
escolar se verd afectado de manera negativa —esto en el caso de que asistan a la escuela— ya que
muchas veces se da preferencia al trabajo sobre la asistencia a la escuela, terminando por
abandondndola. Con esto se mantienen en el mismo esquema de posibilidades minimas para
acceder a una mejor perspectiva de vida y una mejor remuneracién por el trabajo que
desempefian. La variablé &rab15 es el nitmero de nifios que trabajan por un ingreso y de aqui se
desprende la variable de la proporcién de nifios entre 8 y 15 afios que no asisten a la escuela
prp_trab

Total de nifios entre 8 y 15 afios que trabajan por un ingreso
Total de nifios entre 8 y 15 afios

prp_trab =

Cuando no hay niitos en el hogar estas dos variables toman el valor de 0.
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De la informacién sobre el de total de personas en el hogar y €l niimero de cuartos de la
vivienda se obtiene un indice que representa el nivel de hacinamiento en que vive la familia, y se
Total de nifios entre cuartos

crea la varlable [ hacina = Tomalde

, que es el nimero de personas por

habitacién.
Otro indice, es el que se cbtiene para representar el nimero de personas que dependen de
cada preceptor: indice de dependencia, que estd dado en la variable {_depeny se calcula coma el

= Total de personas del hogar
wociente {_depen Towlde .

Mucho se ha hablado sobre que los grupos indigenas son los més marginados de los
marginados. Para identificar las familias indigenas nos basamos en el hecho de que algin
miembro del hogar hable lengua indigena. ta varlable par representar esto es fengua_ i/ que
toma valor de 0 si nadie habla lengua indigena y vale 1 si existe algin miembro en el hogar que
hable lengua indigena.

Otro grupo de variables son las que se crean para representan las caracteristicas de la
vivienda en lo referente a los servicios con que ésta cuenta y los materizles de que esta construida.

Aspecto importante es el materia! del piso de la vivienda, que tiene una estrecha relacién con
las condiciones de higiene y salud de las familias. Contar con piso de tierra representa una
condicidn mas desventajosa que tener un piso de material firme, ya sea cemento o losetas. Para
caracterizar esta condicién se crea la variable m_piso que toma valor de 0 cuando se tiene algln
material firme ¥ 1 cuando el piso es de tierra.

Los fechos y paredes también son clasificados en dos categorifas, asignando valor de 0 2 los
materiales firmes y 1 a los que brindan menor resguardo. Para el ¢aso de los techos la variable es
m_techos y los materiales que se consideran firmes son: teja, losa de concreto, tabique, fadritlo y
block. La categoria de blandos comprende: cartdn, tela, hule, ¥mina de asbesto, cartén o
metélica; palma, carrizo, bambl, madera, fibra de vidrio y pléstico.

Para las paredes se genera la variable m_pared vy los materiales que considera firmes son:
ia madera, concreto, vidrio, adobe, tabique, ladrillo, block, cemento y cantera; mientras que como
blandos estan el cartdn, tela, hule, lamina de asbesto, de cartdn o metélica; paima, carrizo, bambd,
madera, fibra de vidrio, plastico y tabla roca.

El servicio de luz se representa con la variable serv_fur que serd 0 en caso de contar con el
servicio y 1 cuando no sea asi.
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La informacién sobre los servicios con que cuenta el hogar, tales como, existencia de agua
entubada en el terreno o en el interior de la vivienda, ademds de lo referente a la existencia de
baiio ¢ letring identificando si estos cuentan o no con agua corriente, se expresan en una variable:
aguabalo que se construye con informacién de una serie de preguntas sobre servicios de agua
entubada y bafio, y consta de 9 categorias:

1= Sin agua en el terreno y sin bafio

2= Sin agua en el terreno y bafio sin agua

3 = Con agua en la vivienda y sin bafo

4 = Con agua en el terreng y bafio sin agua

S = Con agua en terreno, sin agua en vivienda y baflo con agua

6 = Agua en el terreno, sin agua en A vivienda y sin bafio

7= Con agua en la vivienda y bafio sin agua

8= Con agua en la vivienda y baiio con agua

9 = Sin agua en el terreno o la vivienda y bafo con agua

Para considerar que una familia cuenta con 10s servicios bésicos para una adecuada higiene
debe contar con servicio de agua potable en su vivienda, ya sea en el interior o en el terreno en
que esta construida; y tener bafio al que llegue el agua. Con base en este criterio, se generd la
variable 5_aguaba que toma valores de 0 en caso de contar con los servicios —categorias 5, 7y 8

" de aguabaio— y 1 cuando no es asi —categorias 1, 2, 3, 4 y 6—. Los casos que caen en la
categoria 9 se efiminan del andlisis por ser incongruentes.

Otra parte de la informacién se refiere a las pertenencias con que cuenta el hogar, esto
abarca tanto los enseres domésticos, como (a posesién de animales, tierras y vehiculos,

De animales se tiene informacidn sobre niimero de caballos; mulas o burros; bueyes; reses o
vacas; chivos, borregos o cabras; gallinas o guajolotes; cerdos y conejos. La forma de adecuar
esta informacién es homogenizando las unidades en que se contabilizan los animales. La fuente de
fnformacién ya presenta una variable en unidades homogéneas.

De la referente a la posesion de tiermas para trabajar, se cuenta con informacién sobre al
nimero de hectdreas totales que se cultivaron en los dltimos 12 meses fof_kect

Para representar la presencia o no de enseres domésticos se crea una varable por cada
enser, que toma valor de 0 si el hogar cuenta con el enser, y en ¢aso de no ser asi, toma valor de
1. Se generan onoe variables (una por cada una): licuador, refri, estinfgas, cal_agua, radio,
modular, tefe, vhis, lavaropa, ventifay vehiculo, cuyos nombres hablan por sf solos.
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Habiendo revisado las variables, generado aquellas que son necesarias para el ejercicio y
tratado Ias que lo requerian, obtenemos una lista de 26 variable independientes mds la variable
fin_pob que identifica la poblacién a que pertenece originalmente cada observacidn. El cuadro 5.1
presenta el listado de estas variables. En un principio, todas las variables fueron consideradas para

definir la funcién discriminante.
Cuadro 5.1 Listado de variables que se consideran
en el modelo
Variable Descripcién Tipo
tinea de pobreza definida con base en el Ingreso per-

lin_pob cGptta de los hogares Reql

1 Edad_jef Edad del jefe del hogar Real

2 esc_jefe lAfios de escolaridad def jefe del hogar Real

Proporcion de nifios enfre 5 y 15 afios que ho asisten a la

3 pcp_nasi escuela Real

4 pcp_trab Proporcldn de niftos entre 8 y 15 afios que trahajan Real

5 i_hacina indice de hacinamiento Real

6 | depen indice de dependencia Real
7 discapac Presencia de discapacitados en el hogar Dicotémica
8 lengua_j lgin miembro habla lengua indigena Dicotémico

9 tot_anim NOmero tofal de animales en unidades homogéneas Real

10 tot_hect NGmero total de hect@reas para trabalar Real
1I_m_piso Material del piso de lo vivienda Dicotémica
12 m_techo Materlal del techo de la vivienda Dicotémica
13 m_pared Material de las paredes de la vivienda Dicotémica
14 s_aguabo Kervicio de agua ¥ boio Dicotdmica
15 serv_luz rviclo de luz eléctrica Dicotémica
16 licvador Licuadorg Dicotémica
17 rehi efrigerador Dicotémica
18 estufgas Estufa de gas Dicotémica
19 cal_agua Calentado de agua Dicotémica
20 radio Radio Dicotémica
21 modular Tocadiscos o modular Dicotdmico
22 tele Televisor Dicotétmica
23 vhs Videocasetera Dicotémica
24 lavaropa Lavadora de ropa Dicotémica
25 ventila VentHador eléctrico Dicotmica
26 vehiculo Vehiculo Dicotémica
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Cada una de las chservaciones pertenece a uno de los dos grupos que se identifican con la
variable /in_pob cuyos valores estén dados por:

Inpob=0  Familiaen pobreza extrema

linpob=1  Familia en pobreza

Se puede observar que contamos con un importante nimero de variables dicotdmicas a las
que se asignd valeres 0 o 1 considerando fo ya comentado sobre la congruencia que debe existir
entre la construccidn de la variable dependiente (también dicotdmica) y las variables
independientes dicotdmicas. Es la pobreza extrema, la caracteristica de interés 2 la que se le ha
asignado el valor de 1. Las variables independientes se han construido manteniendo esta relacién.

De acuerdo a lo mencionado anteriormente, debido a la presencia de estas variables, es
conveniente analizar las correlaciones entre las variables reales vy las dicotémicas, dentro de cada
grupo definido para asegurar que no se presenten correlaciones que difieran de manera importante
entre uno y otro grupo, o que tengan cambio en ¢l sentido de la comrelacidn.

5.3.1 Correlaciones

En e} andlisis de las correlaciones de cada grupo {/fin_pob = 0 y fin_pob = 1) no se observan
grandes diferencias entre uno y otro. Haciendo un recorrido por toda la matriz de correlaciones,
los niveles de estos fluctilan en el intervalo (-.250,.250), ¥ en general los niveles de correlacidn son
bajos.

La correlacidn mas alta se da entre las variables techos y paredes; el grupo de hogares
pobres tiene un 0.502 de correlacién, y el grupo de hogares pobres extremos .498. Poco por
debajo, estd la correlacion entre los afios de escolaridad del jefe (escolar) y su edad (edad_jef} con
-0.435 y —0.495 para hogares pobres y hogares no pobres, respectivamente, Por debajo de éstas
se encuentran las correlacicnes de la edad del jefe, con los indices de hacinamiento y dependencia;
asi como, las que se presentan en el caso de los enseres, que son las mas numerosas. €l cuadro
5.2 muestra las 25 correlaciones mas altas de un total de 325 que se tuvieron con las 26 variables,

Finalmente tenemos los casos donde se aprecia un cambia de signo en Iz correlacion (cuadro
5.3). Sin embargo, en algunos casos la prueba de significancia para probar que correlaciones son
distintas a 0, resulta significativa. Adn asi, los niveles de las correlaciones son muy bajos, muy
cercanos a cero.  En estos casos, se optd por no excluir, de momento, estas variables y esperar par
ver su comportamiento y qué tanto afectan al momento de realizar el analisis para deftnir la
funcién discriminante.
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Cuadro 5.2 Correlaciones més altas
Variables Grupo de Grupo de
coneladonadas hogares pobres hogares solventes
Edad_jef vs. esc_jefe :0:435 £0.463
Edad_jef v.s. I_depend -0.346 -0.347
i depend v.s. {hacina 0.344 0.285
pcp_trab  v.s.  pep_nasi 0.298 0.343
tol_hect v.s. 1_animal 0.287 0.290
m_techo v.s. m_pared G498 0,502
m_techo vs.  estufgos 0.292 0.342
m_techo v.s.  refd 0.276 0.332
m techo v.s. ventia 0.296 0.324
serv_luz  vs.  tele 0.315 0.310
licuador  vs. refr 0.375 0.449
licvador  v.s.  eslufgas 0418 D.513
licuador  v.s.  ventila 0.388 0.445
licuador  v.s. lavaropa 0.338 0.390
licvador vs. fele 0.31 0.377
refri v.s.  estufgas 0.397 0.482
refri v.s. ventila 0.330 0.384
refri vs. tele 0.267 0.324
refri vs. lavaropa 0.290 0.368
estufgas  v.s. tele 0.267 0.333
esiufgas  v.s.  lavaropa 0.366 0.419
estufgas  v.s.  ventila 0.380 0.451
tele v.s. radio 0.353 0.382
tele vs. ventila 0.369 . 0.412
Lavaropa v.s. venfila 0.307 0.347

Para todos astos casos es significativa la prueba de lo comelacién

distinta a 0.

SPSS brinda la opcidén de un procedimiento para andlisis discriminante y éste ya comprende
una serie de pruebas de intenés, resuitados estadisticos que puede ser de ayuda y la opcidn de
realizar la seleccién de variabies a través procedimiento de seleccidn por pasos (stepwaise). Ya se

Irdn explicando los resultados que se obtienen con el uso de este procedimiento.
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Cuadro 5.3 Correlaciones con signo distinto

para cada poblacién
varables Grupo de Grupo de
correlacionadas hogares pobres hogares solventes
Edad_jef v.s. m_techo -0.034 0.002
Edad_jef v.s. ventila 0.014 0.031
i_depend vs. sen_luz 0.006 -0.038
ihacing vs. serv_fuz 0.042 -0.028
|hacina vs. tele 0.051 -0.076
i_hacina vs. radio 0.019 -0.057
thacing  v.s. discapaci -0.007 0.033
f_animal wv.s. lavaropa 0.0 0.009

5.4 Seleccion de las variables para un modelo
optimo

En el andlisis discriminante lo Importante es encontrar la combinacién de variables adecuada
que nos lieve a obtener la funcidn que mejor separe los grupos que se estudian. Puesto que
estamos supeniendo la existencia de dos poblaciones distintas, nos interesa seleccionar aquellas
variables que mds discriminen entre una y otra poblacién. Lo que equivale a tomar [as variables
que son significativamente diferentes. Si no existe diferencia entre las veriables, no tendria caso
intentar realizar una separacién de los grupos con base en [a informacion que éstas aportan, pues
seria un trabajo infructuoso.

Asl, un primer paso en la seleccién de las variables es probar si, efectivamente, al tomar las
varfable de uno y otro grupo, éstas son diferentes de manera significativa. Se realiza, entonces,
una prueba sobre la diferencia de medias de las variables.

En este primer paso se considera a todas las variables, pues nos interesa saber cudles de
ellas conviene tener en cuenta para el proceso de discriminacion. El cuadre 5.4 muestra el
resultado que se obtiene para cada una de las variables al efectuar la prueba.
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Cuadro 5.4 Prueba de igualdad de medias do los grupos

Lambda
Varigbles de Wilks F dfi df2 Sig.

1 EDAD_JEF 0.98431 208.4874 1 18731 0.00000
2 ESC_JEFE 0.99864 25.4589 1 18731 0.00000

3 PCP_NASI 0.99375 N7.82N1 1 18731 0.00000

4 PCP_TRAB 0.99680 60.0678 1 18731 0.00000

5 |_DEPEN 0.85403  3,2014166 1 18731 0.00000

6 |_HACINA 0.93687 1,262.0832 1 18731

7 DISCAPAC 0.99976 4.5837 1 18731 ;
8 LENGUA | 0.99952 8.949 1 18731 o
9 TOT_ANIM 0.99858 26.6299 1 18731

10 TOT_HECT 0.99720 52.5751 1 18731 0.00000
(NP0 7T TUSe996 " T 04730 T TIvern T oy !
12 M_TECHO 0.99164 157.8425 1 18731 0.00000
13 M_PARED 0.99287 134.4678 1 18731 0.00000
14 S_AGUABA 0.99361 120.4030 1 18731 0.00000
15 SERV_LUZ 0.99901 18.5235 ] 18731 0.00002
16 UCUADOR 0.98123 358.2576¢ 1 18731 0.00000
17 REFRI 0.98557 2743103 1 18731 0.06000
18 ESTUFGAS 0.97m 438.8160 1 18731 0.00000
19 CAL_AGUA 0.99921 14.8970 1 18731 0.0001
20 RADIO 0.99649 659180 1} 18731 0.00000

21 MODULAR 0.99234 135.0435 1 18731 0.00000
22 TEIE 0.99298 132.3605 1 18731‘ 0.00000
23 VHS 0.99234 144.4959 1 18731 0.00000
24 LAVAROPA 0.98730 240.8960 1 18731 0.00000
25 VENTILA 0.98761 2349272 1 18731 0.00000
26 VEHICULO 0.99525 89.4197 1 18731 0.00000
27 VEHICULO 0.99525 89.4197 1 18731 0.00000

La variable F y el valor de significancia (columnas 3 y 6 respectivamente) son resultado de la
prueba de un ariterio de chsificacidn’ (de una via), calculado para cada variable de manera
individual. En este caso en que se manefan dos grupos, la estadistica F es equivalente a la
estadistica t de la prueba t para varianza combinada de dos medias’.

! En inglés se llama one-way-anova

2 En Inglés se le nombra two-sample-pooled MMESTA TESIS NO SALE
DE LA BIBLIOTECA



La A de Wilks también aporta informacidn respecto a la diferencia entre los grupos. Mientras
la F es el cociente de la variabilidad at interior de los grupos, la A de Wilks es el cociente de la
suma de cuadrados entre los gripos y la suma de cuadrados total. El rango de valones de A va de
0 a 1, asi, valores pequefios indican diferencias entre grupos, mientras que valores cercanos a 1
indican que no hay diferencia.

Para nuestro ejercicio, la Unica variable que no es significativa ni at 1% ni al 5% es m_piso.
Esto indica que la variable m_piso no va a aportar informacién para la discriminacion, por fo que no
la incluirernos para el andlisis. Los casos de discapacy fengua_i, pese a no ser significativas al 1%,
si lo son al 5%, por lo que permanecen en el ejercicio.

Antes de proseguir, vale la pena hacer una comparacién de las caracteristicas promedio de
las familias en cada grupo (ver cuadro 5.5).

Este cuadro muestra los niveles que tienen, en promedio, cada una de las caracteristicas
medidas. En la columna ‘Total’ se presentan los niveles promedio del tota!l de individuas; en la
columna 'No extremos’, los promedios del grupo de familias en condicién de pobreza; en la
‘Extremos’, los promedios de las familias clasificadas en condiclones de pobreza extrema.

Otro punto importante que se debe tomar en cuenta es el de las variables que en la funcidn
discriminate presenta cambio de signo. Si se diera el caso, hay que descartar del andlisis la
variable.

Tomando en consideracién todas las posibles variables, salvo m _piso que no presenta
diferencias significarivas entre uno y otro grupo, se realizd una primera corrida para definir la
funcidn discriminate. El fin era observar el comportamients de cada variable ante 12 presencla de
todas las demds. En ese momento se utilizé el método de estimacidn simultanea que se presentd
en ef capitulo IV.

Se obtuvo [a funcidn discriminante (primer modelo) que incluye todas las variables. El cuadro
5.6, que se presenta mds adelante, muestra la funcidn discriminante cbtenida: los coeficientes
estandarizados de cada variable. Se observa que las variables fof anim, fot hect, m_pared,
serv_juz y lengua_/ presentan el problema del signo. Cabe sefialar que en los coeficientes no
estandarizados la situacién es la misma.®

3 Més adelante, cuando se presente &l valor de los centrokdes, se dard una explicacidn detallada del cambio de signo.




Cuodro 5.5 Caracteristicas de los hogares
Clasificacibn original (canasta béslca}

Total | Noextremos | Extremos
Hogar
Personas en el hogar® 476 3.84 5.04
Edad de! jefe ! 475 48.63 42.65
Afios de escolaridad del jefe * %6 325 3
Habla lengua Indigena e jefe del hogar' 93.20 92.30 93.80
Nifios de 0 a 11 afios * 1.42 0.63 1.68
Nifies que no aststen a lg escuela? 18.46% 17.83% 18.56%
Proporcion da nifios que frabajan por un ingreso ® 9.40% 5.36% 10.84%
Con discapacitados ' 370 3.90 4.00
indice de dependencia? 2.07 0.93 2.42
indice de hacinamiento * 362 2.58 KX
Servidos
Agua enfubada dentro de la vivienda o en el terreno ' 86.40 87.90 85.80
Bafo con agua comente ! 9.40 14.40 7.50
Agua dentro de la vivienda y bafio con agua corriente ' 6.80 n.00 5.20
Luz eléctrica ' 89.80 91.20 89.30
Piso de tierra ' 11.40 10,10 .20
Techo firme ' 30.80 33.50 28.00
Cuartes por vivienda' 1.62 1.72 158
Pertenenclas y propledades
Uevadora' 27.00 710 23.30
Refri ' 19.60 28.00 16.40
Estufa de gas ' 17.00 26.60 13.50
Calentador de agus 3.80 450 3.40
Radlo ' 53.20 57.60 51.50
Tocadiscos ' 8.40 12,70 6.80
Telewvisién ' 58.40 65.10 55.90
Videocosetera ' 4.20 7.20 3.0
Lavadora ' 12.50 18.50 10.30
Ventllador ' 3330 42.70 29.60
Vehiculo ' 350 6.10 130
Poseen tierras 1 45.30 38.20 47.90
Nomera tofal de animales de trabajo” 3.60 2.90 3.90
Totol de animales {unidades homogéneas) * 164,65 145.54 17.70
Total de hectareas [unidades: predios de femporal} * 1.08 0.94 1.36
4. Ingresocs
ingreso mensual per cdplto ' 29425 622.50 173.09
Porcentaje de observaciones 27.0% 73.0%
' Porcentaje

? Promedio




Cuadro 5.6
Coeficiente canbnicos estandarizados

Variobles  Coeficientes Variables  Coeficiertes
1 EDAD_JEF 0.0047 TIATSERVILUZ - L 00472
2 ESC_JEFE 01296 15 UCUADOR 00952
3 PCP_NASI 0.0100 16 REFRI 0.0238
4 PCP_TRAB 0.1718 17 ESTUFGAS 0.1061
5 I_DEPEN 0.8707 18 CAL_AGUA 0.0185
6 | HAGINA 01374 19 RADIO 0.0553
7 DISCAP AC 0.0553 20 MODULAR 0.0796
»sttsNGUA_t 7400020 ° 21 TELE 0.0672
9 TOT_ANIM - S50.088 22 VHS 0.0708
Hu TOTHECT ;. 00438 23 LAVAROPA 0.0784
N MTECHO  0.0338 24 VENTILA 00223
2 M_,PARED .0.0178 25 VEHICULO 0.0863
13 S_AGUABA  0.0580

Asi, estas ¢inco variables se eliminaron det andlisis. Las restantes 20 ain serian analizadas
para determinar cudles conformarfan el modelo dptimo. De este andlisis se obtuvo un segundo
moedelo para el cual se presentan y explican los cuadros de resultados que arrofa el SPSS.  En este
punto pasamos a una siguiente etapa en la seleccion de las variables, ya que de aqui en adelante,
esta seleccidn se basa en los resultados obtenidos de las pruebas estadisticas la A de Wilks (3.9) y
F que se presentan en la seccidn 3.2 del capitulo TII.

Para seleccionar las variables se puede aplicar el método de seleccidn para adelante,
seleccidn para atrds o el de seleccién por pasos gue es la combinacién de los dos antenores Este
Gitimo es el que se utilizé por ser el mas completo.*

Primero se aplica la seleccién hacia adefante. Partiendo del hecho de que ninguna variable ha
sido seleccionada y con base en los resultados de las estadisticas, se van seleccionando las
variables. El cuadro con el titulo "Variables Not in the Andlisis™, que se despliega abajo es una de
las salidas que proporciona SPSS. En ella se despliegan las estadisticas F y A de cada una de las
variables que aun no han sido incluidas en el andlisis. Las estadisticas se calculan para cada paso

4 B1 andlisis discriminante de SPSS tiane la opcidn de aplicar este método,
5 Séio se despliega el resultado de los primero dos pasos y del iiltimo. Se selercionaron 17 vanables. Contando desde ef
paso 0, el total de pasos fue 18,
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del procedimiento. El cuadro despliega los valores de las estadisticas obtenidas para cada variable
un cada uno de los pasos.

Varlables Not In the Analysis
Min, Wilks'

Step Tolsrance Tolerance F to Enter Lambda

[e [ecAD_JEF 1.000 1.000 501.753 o

ESC_JEFE 1,000 1.000 74357 0.
PCF_NASI 1.000 1.000 285,643} 0.9
[(PCP_TRAS 1.000 1,000 115.908] 0.997|

1 DEPEN 1.000 1.000 6456.828) 0.
I_HACINA 1.000 1.000 2743.109[ 0.934
DISCAPAC 1000 1.000 16.760, 1.000
M_TECHO 1.000 1.000 mﬁl 0.990)

S_AGUABA 7000 1,000 285.020| 0.
LICUADOR T 1.000 1.000 749,062 0.081
REFR) 3.000 1.000 664.745, 0.863
ESTUFGAS 1.000 1000 965911 0.976
CAL_AGUA 1.000 1.000 42.277 0.993|
RAGIO 1.000 1.000 118.407 0.597
MODULAR 3.000 1,000 354,065 0.99
TELE 1.000 1000 268.065 0.553
VHS 7000 1,000 330.564 0.952)
LAVAROPA, 1000 1,000 476.301 0.088
VENTILA 1600 1000 801,766 0.985

VERICULO 1.000 1.000 31420 0.

1 EDAD,_JEF 0683 0683 10.643] 0.658
ESC_JEFE 0.967 0.867 474.198 0.
PCP_NASI 0997 0597 140,032 T
FCP_TRAB 0.967 0.987 342.508| 0,860
I|_HACINA 0.890 0.680 B34.4G3| 0.844
(DISCAP 0098 0599 39,808 0.857
M_TECHO 0.698 0658 484623 0.547]
S_AGUABA 0596 0.0%0 331,354 0.651
LICUADOR 0.999 0,099 765,216 0.841
REFR 7.000 T.000 620.422 0.844
EETUFGAS | 0.8%8 5568 06 847 o.8%|
CAL_AGUA 1.000 1.000 38732 0.857}
RADIO 1000 1,000 136,312 0.855
WMODULAR 1000 1.000 357 .047 0.851
TELE 0.887 C.097 T350.012 0.650
23 0.950 0.950 353,362 0.850
LAVARGFA 0.880 0,956 537,724 0.646
VENTILA 0.898 0.959 B42.935 0.84|
VEHICULG 0.807 0.097 434,734 0.249|

17 |EDAD_JEF G691 0627 0.027 o.aoa}
FCP_NASH 0.878 0.627 1.442 0.609
[CAL_AGUA 0.949 0.627 1.189 n.ﬁl
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El procedimiento arranca incluyendo la variable que presenta las medias mds diferentes, lo
gue se decide con base en los resultados del paso 0. La variable que tiene la diferencia mayor
para la prueba de diferencia de medias (la que arroja la estadistica F més grande), es la que se
selecciona. En este paso {_dependes la variable seleccionada.

En el paso 1, nuevamente se calculan las estadisticas para todas las variables que no estdn
en e/ andlisis, es decir, las que no han sido selecclonadas. Aqui estufpas es la variable
seleccionada con la F mayor y es [a que se selecciona.

El procedimiento se repite hasta que ninguna de las variables, que no han sido seleccionadas
{que no estdn en el andlisis) alcanza a tener una F significativa. Para nuestro gjercicio, esto
sucede en el paso 17. Se puede ver que en este paso ya hinguna de l2 variable tiene una F que le
permita entrar al modelo. El valor de F minimo para seleccionar una variable es 3.4

Con esto concluye |3 parte de la seleccién para adelante. Falta el procedimiento de seleccidn
hacia atrds que es la misma idea, pero en sentido inversa. En la seleccidn hacla atrds se parte de
que todas las variables estdn seleccionadas y pasc a paso se van eliminando aquellas que tienen
una estadistica F mayor que cierto valor dado. Sin embargo, el procedimiento hacia atrds sufre
algunos ajustes cuando forma parte del método de seleccidn por paso (stepwaise),

Las variables se analizan conforme van siendo seleccionas, esto es, en lugar de comenzar con
todas e ir eliminando, aqul lo que se hace es que se van analizando conforme van siendo
seleccionadas. En el cuadro “Variables in the Andlisis™ se muestra la estadistica calculada una vez
que la nueva varisble ha sido incorporada.

Variables in the Analysis

Min. Wilks'
Step Tolerance F to Remove Lembda
3 1. DEPEN 1.000 6466828

2 |_DEPEN 0.998 6513930 0.976
ESTUFGAS 0.998 1006.841 o.aﬂ
3 t_DEPEN 0878 4473482 0.924;
ESTUFGAS 0.954 719.618 o.aul
I_MACINA 0.850 340,010 0,836
r 1_DEPEN 0.847 4701427 | 0.924
ESTUFGAS 0.928 571.215 o.aar]
I HACINA 0645 304.791 0.631
ESC_JEFE 0.828 200.302 o.azj

% 54lo se daspliegan los primeros cuatro pasos de un total de 17,
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£n el primer paso sblo se tiene la variable que fue seleccionada en el paso ( de lz seleccién
hacia adelante, [ depend. Asi, con cada nueva variable que se integra al grupo de las
seleccionada, se aplica la prueba estadistica F.

La seleccion continda incluyendo en cada paso la variable con la mayor diferencia entre sus
medias (seleccién hacia delante), a la vez que verifica si existe alguna variable, gue ante la entrada
de la nueva variable, tenga gue ser eliminada del grupo seleccionado. En la seccién 4.1.1 del
capitulo 4 se explica este método.

El resultado que amojd el ejercicio fue: 17 variables seleccionadas de las 20 originales. Las
tres restantes no alcanzaron los niveles de significancia necesarios para ser seleccionadas.
Ninguna de las variables seleccionas en algin momento tuvo que ser eliminadas ante la presencia
de alguna nuéva variable.

El cuadro "Variables Entered/Removed” que se despliega a continuacion muestra e! resumen
de! procedimiento de seleccidn por pasos.

Varlables Entered/Removed *0sd

Wiks' Lambda
Exact F

e [TDEFEN sm‘i:; - 1 = 7 aso:gooo 5466.625 - 1 *asognw-—s%l?
F] ESTUFGAS 536 2 T | 39050000 | 350320 2| 204900 | 000
3 T_AACINA 028 3 1| 3s080000 { 2686142 3 | e0de000 | 000
4 ESC_JEFE &5 ' 1| 39050000 | 2077678 4| %o | o0
3 PCP_TRAB 7 ] 1 | 366000 | 1708076 5| 3s04s000 | 000
§ LICUADOR 817 ; 1 | 20050000 | 1459454 § | 29045000 | 000
7 VEHICULO B4 7 1| 3050000 | 1276563 7| 2906000 | 000
3 WMODULAR Bz B 1| 29050000 { 1129849 @ | 39043000 | 000
9 TELE £ 9 1| 39050000 | 1008.554 5| W00 | 000
10 VES B0 10 1 | 39050000 | 914047 0 | S9041.000 | 000
7 DISCAPAC 610 17 T | 39050000 | B33 17 | 38040000 | 000
2 5_AGUABA 808 2 T | 39050000 | 767634 12 | 39009000 | 000
e LAVARGPA % 13 T | 39050000 ] 710615 9| oo |00
4 VENTILA 808 ¥ T | 29050000 | 881040 T3 | se0aroc0 | 000
s M_TECHO 808 15 1] oo | e 75 | 39036000 | 000
e RADIO 500 ) T | =900 | Sres 6| 390%006 | 000
V7 REFR) 508 [ T | 29050000 | 546,203 17 | 23034000 | 000

Al oach step, the variable that minimizes the overal Wilks' bembida is entered.
2. Madmum number of steps is 40
B ptinimum pavtial F to enter is 3.84.
©. Mmximum partiai F to remove is 2.71.
4. F tavel, toleranca, or VIN Insufficiant for further computation,
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Contando de izqulerda a derecha, la tercera columna da el resultado de la seleccién por
pasos. Son los valores de A con los que las variables fueron seleccionadas. Estos valores son los
mismos que los del cuadro “Variable not in the andlisis”. La séptima columna es la F calculada
para desechar las variables que ya no funcionan para el modelo. Es €l resultado de la seleccion
hacla atrds, de hecho, estos valores son los mismos que presenta el cuadro “Variables in the
analisys”.

Haciendo la analogfa con la funcién discriminante z = a'%, las 17 variables seleccionadas,
conforman el vector x, el cual existe para cada observacién (podriamos llamarie x). El vector a'es
el vector de coeficientes.

SPSS proporciona el cuadro “Canonical Discriminant Funtion Coefficients” —gue se muestra
abajo— donde se expresan los valores de los coeficientes para las variables que integran la
funcién,

Cancnical Discriminant Function Coefficlents

Functl
1
[ ESC_JETE 052 |
PCP_TRAB )
T DEFEN 586
LAAGINA 068
DISCAP DISCAPACITADGS
N EL HOBAR 4
M_TECHD 0az
F_AGURBA 2
TICUADOR 195
REFRI o
TESTUFGAS 300
FADIO o073
MODULAR 312
TELE 087
VHS 345
TAVARGPA 154
VENTULA 063
VERICULO 2
{Consiant) 3469
Unatandardized coeflicents

Pero como bien sabemos, para conocer qué tanto contribuye cada veriable al modelo, se
requiere estandarizar estos coeficientes, con lo que se obtiene el cuadro de coeficientes
estandarizados, que es equivalente a los que se presentaron en el cuadro 5.6, s6lo que ahora la
funcidn involucra 17 variables, ya que 3 no fueron seleccionadas en el procesos paso a paso
(cuadro 5.7).
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Cuadro 5.7
Coeficiente candnicos estandarizados (17 variables)

W oo ~NOW b WK

Variables
ESC_JEFE
PCP_TRAB
|_DEPEN

| HACINA
DISCAPAC
M_TECHO
S_AGUABA
UCUADOR
REFRI

Coeficientes
-0.1347
0.1667
0.8528
0.1600
0.0649
0.0376
0.0523
0.0858
0.0356

10
n
12
13
14
15
16
Lt

Variables
ESTUFGAS
RADIO
MODULAR
TELE

VHS
LAVAROPA
VENTILA
VEHICULO

Cosficientes
0.1109
0.0364
0.0856
0.0426
0.0682
0.0505
0.0386
0.1046

Esta informacién en combinacion con la correlacién de cada variable con la variable candnica

z {cuadro 5.8), ayuda a entender la importancia que cada variable tiene para el modelo. En el
cuadro de coeficientes estandarizados, SPSS sélo despliega la informacidn de las 17 variables con

que se estima 2. El cuadro de las correlaciones, presenta todas las variables, incluso aquellas que

no resultaron seleccionadas.

Cuodro 5.8
Correlaciones con la variable canénica

1
2
3
4
5
6
7
8

9

1 Variables
|_DEPEN
_HACINA
ESTUFGAS
LICUADOR
REFRI
VENTILA
EDAD_JEF °
LAVARCPA
M_TECHO

10 MODULAR

Coeficlentes
0.8344
0.5434
0.3224
0.2841
0.2675
0.2545
-0.2540
0.2264
0.2081
0.1952

n
12
13
14
15
16
17
18
19
20

Variables
VHS
VEHICULO
5_AGUABA
TELE
PCP_NASI®
RADIO
PCP_TRAB
ESC_IEFE
CAL_AGUA"®
DisCapaC

Coeficientes
01888
0.1839
0.1752
0.1699
0.1624
omz9
07
-0.0895
0.0551
0.0425

Pooled within-groups correlations between discriminating variables and standardized

canonical discriminant functions

° This variable not used In the anatysis,
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Un aspecto importante det andlisis discriminante, que proporciona SPSS, es el valor de los
centroides de cada grupo. Lo gue se muestra en el cuadro “Funcrions at Group Centroids®. Los
centroides son los valores z promedio de cada grupo. Justamente la funcién discriminante se

obtiene maximizando la distancia entre los centroide, fo que ocurre cuando a = s,;,’(i"l X3

Functions at Group Centroids

Functi

PP

1.00 296

Unatandandized canonical discriminant
funciions evakated sl group means

Se puede observar que para nuestro ejercicio, el grupe de las familias en pobreza tiene su
centroide en un valor menor al del grupo de familias en pobreza extrema. Esto es resultado de la
manera camo se construyd [a variable que identifica cada grupo. Coeficlentes negativos acercan a
la observacidn hacia el grupo de las familias solventes.

En este ejercicio tenemos tres casos en cuanto a la relacién de los coeficientes de la funcidn
discriminante y [a direccidn en que la mueven. Esta relacidn es lo que nos indica si alguna variable
tiene alg(in problema de cambio de signo. Veamos algunos ejemplos de cdmio deben analizarse las
variables de acuerdo a lo que representan.

Proporcién. Usemos como ejemplo la variable pgo_trab cuyo coeficiente no estandarizado
es 0.933, y supongamos un hogar con 5 nifigs entre B v 15 afios, entonces:

Si 2 trabajan, pcp_trab=0.4 = 0.933*0.4=0.373

Si 4 trabajan, pep_trab=0.8 = 0.933*0.8 = 0.746

A mayor nimero de nifios que trabajan, la puntuacién de la variable se mueva hacia el
centroide del grupo de pobres extremos. Si e signo de! coeficiente fuera negativo, esta variable se
moveria en sentido contrario pues la puntuacién nos acercaria al centrolde de fos pobres.

Dicotémicas. Supongamos que el hogar cuenta con licuadora, entonces 0.195 * 0 = 0, no
aporta nada a la combinacién lineal; pero si no hay licuadora, la puntuacién seria 0.195%1=.0195,
con io que contribuye a incrementar el valor de la combinacién lineal. Con esta contribucidn, se
mueve hacia el grupo de los pobres extremos lo cual es [dgico ya que suponemos que las familias
que no cuentan con este enser estdn en condiciones mas dificiles de aquellas que si lo posean.
Esto pasa para todas las variables 01 ya que se construyeron en concordancia con la
definicién y construccién de tos dos grupos.



Reales. Como ejemplo tomemos /_ Aacina cuyo coeficiente es 0.088, entonces:

Sifhacina=2= 0.088*2=0.172

Sii hacina=4= 0.088 *4 =0.352

A mayor indice de hacinamiento, mayor puntuacidn, por lo tanto contribuye a llevar la
combinacidn lineal a valores mds grandes, es decir, al grupo de pobres extremos. Algo que resufta
Idgico si pensamos que mientras mas hacinadas estén las familias peores condiciones de vida
tienen.

El valor z es aquel que maximiza la distancia entre 2, y 2. Pues bien, SPSS también
proporciona los valores de z, y z;. El cuadro “Classification Function Coefficients” muestran estos
valores. Al igual que los coeficientes estandarizados y los no estandarizados, para €l ejercicio SPSS
presenta, Unicamente, informacidn de las 17 variables selecclonadas.

Ciassiication Function Coefficients

LN POB
; 1,00
"ESC_jcre 784 727
PCP_TRAB 149 2217
LDEPEN 356 1011
_HACINA ] )
?::ﬁomw‘cnms 1438 1818
W_TECHO 3B4EEDD 128
5_AGUABA, 1.330 1,488
TICUADOR BT 662
REFRI ~630 -530
[ ESTUFGAS 355 T8
RADIO 1401 1.481
MOGULAR 8746 7.089
TELE 140 | 4419E-02
VRS 16EST 17.23
LAVAROPA 3068 328
VENTILA 929 838
VENCULD 2758 23388
{Constanty 25728 20264

Fisher's inwar discriminan functions

Otro de los resultados que brinda la salida del SPSS es el céiculo de 1a A de Wilks que sirve
para probar fa hipétesis nula de que las medias de todas las variables a través de los grupos
definidos, con el andlisis discriminante, son iguales. Se presenta lambda con una aproximacidn 2 la
distribucidn ji-cuadrada.
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Wiks'
Jest of Function(s} Lambde Chi 1 5k,
1 808 8331.496 17 000

Para nuestro ejercicio, la ji-cuadrada muestra gue la diferencia entre las medias de los grupos
definidos por la funcidn discriminante es altamente significativa.

Finalmente tenemos un cuadro cruzado entre [a clasificacidn original y I obtenida con fa
funcidn discriminante, También se presenta el porcentaje de observaciones que en ambos casos,
con la funcién discriminate y con 1a clasificacién por #n_pob, se clasificaron en el mismo grupo.

El inciso ¢. expresa el porcentaje total de observaciones clasificadas en el mismo grupo con el
procedimients de validacién que resulta del método cross-validate

Classification Results b

Prodicted Group
Mermbership

unpos | 00 | 100 | Tosl ]

0 B31 | 2161 | 10542

1.00 9657 | 18996 | 2m653

% 00 795 | 206 | 1000

100 37 | 663 1 1000

Crossvelidated & | Gourt | .00 eaT7 | 2165 | 10842
100 9665 | 18985 | 29653

% 00 796 | 205 | 1000

1.00 37 | 663 | 1000

¥ Cross valication ks dona only for those cases in the anatysis,
In cross vaSidation, sach cese is clesaifiad by the functions
darived from wil cases other than that case.

©. §9.8% of original grouped cases tly ok
€. §9.8% of cross-validated grouped cases comectly classified.

El segundo modelo, alin contiene un nimero grande de variables en la funcién discriminante,
por lo que en un intento por reducir este nimero, se realizaron varlas pruebas en las que se
excluyeron algunas variables que menos contribufan a! modelo, que menos correlacién mostraban
0 que, con una combinacién de estos dos criterios, se pensaba que su aportacidn no era tan
importante, Sin embargo el criterio que mejor identificd a estas variables, llegd por otro camino.

Se mantuvieron en el andlisis las variables identificadas como claves para bosquejar la
situacién socicecondmica de una familia —aquellas que son menos temporales, por tanto
permanentes y mds amalgadas— que son las relacionadas con los indicadores demogréficos, asi
como aquellas £|ue expresan las condiciones de los serviclos bdsicos. Aunque éstas Gltimas en
ocasiones pueden ser engaflosas, cuando por ejemplo, en alguna localidad se ha llevado a cabo
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algiin programa para dotar de ciertos servicios a la poblacién, tal es el caso del servicio de luz
eléctrica o drenaje. En Yucatdn, por ejemplo, et gobiemo estatal implementd un programa para
poner piso firme en todas las viviendas de las familias que no tuvieran; seguramente esta es la
razdn por la cual la variable m_piso no funciond para la discriminacion.

Sin embargo, el modelo incluye un importante niimero de variables que hacen referencia a la
existencia de enseres domésticos {casi todos). Bajo e! supuesto de que no se requiere incluir
tantos de ellos, se planted la opcidn de reducir este niimero para incluir dnicamente aquellos, que
de entrada, muestran una fuerte diferencia entre los dos grupos, no desde el punto de vista de la
significacién estadistica —que con [a prueba de medias ya vimos qué expresa—, sino de una
manera mds intuitiva.

Asf, con base en los promedios de posesién de cada enser para los dos grupos de famiiias, se
identificaron los enseres con promedios menos diferentes, Y estos fueron los que se excluyeron
del anélisis. El indicador que su utilizé para esto fue:

diferencia en puntos porcentuales, entre los hogares
solventes y los pobres, que cuentan con el enser

indicador = porcentaje del total de hogares que cuentan con el enser
Cuadro 5.9
Porcentaje de hogares con enser
Todos los | Hogares | Hogares
Enser Hogares | Solvenfes | Pobres | indicador
Licvadora 2700 | 3710 23.30 51.1%
Refri 19.60 28.00 16.40 59.9%
Estufa de gas 17.00 26.60 13.50 T7.1%
Cutenfadordeugua - 380 | 450 340 7} 395%
Radio <7 5320 | -5760. | 5150 | M5%
‘Tocadiscos T ga0 | "ri?ﬁ— - 6'56“ T T702%
Jelevisior™ 7,7 T USE40T [TT850 L TEER0 T T 1SR
Videocasetera | 420 | 720 30 | 97e%
Lavadora 12.50 18.50 10.30 65.6%
Venfitador =~ <7} 33107 ") T4270 - | 72960 1. 30.6%
Vehiculo T T 3s0 0 T sd0” T 130 1371%
Indicador =

Diferencia en puntos porcentuales pobres y pobres extremos que cuentan con ef
enser, dividido entre el porcentaje de la poblacién que cuenta con el enser
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El cuadro de amiba muestra el resultado obtenido para cada enser. Los casos en que el
indicador es mayor a 50% fueron incluidos en el modelo. Cuatro fueron las variables que se
excluyeron: calentador de agua, radio, televisién y ventilador.

Obtuvimos, entonces, €l tercer modelo que proporciond un buen resultado, pues no se
presentaron cambios importantes en ninguno de los indicadores ya presentados pare el sequndo
modelo (de las 17 variables). La funcidn discriminante quedé conformada por 14 de las 16
variables consideradas. Por otro lado se observa que no se incorpord ninguna de las dos variables
que en el ejercicio previo no hubleran sido consideradas en la funcidn anterior.

En resumen, el modelo no sufre cambios. La ganancia estd en que, con menos variables,
alcanzamos los mismos resultados en los indicadores del modelo a los obtenidos para et segundo.
Los resultados de este tercer y definitivo modelo, su regla de asignacikin, se presentan en el
siguiente capftulo,
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Capitulo VI

RESULTADOS Y CONCLUSIONES

En el capitufo anterior se presentaron los resultados del segundo de los modelos obtenidos,
e! cual contiene 17 variables, y se menciond un tercer modelo que es el definitivo para nuestro
ejercicio. Hay que mencionar que antes de liegar a este tercer modelo fue necesario efectuar
varios ejercicios con el propdsito de responder distintas interrogantes que se fueron derivando de
los resultados que se iban obteniendo. En este capitulo se presentan los resultados de este tercer
modelo, asl como algunos comentarios que permitan iustrar la razén por lo que se decidié adoptar
este modelo como definitivo.

6.1 El modelo definitivo

Regresemos al punto en que tenemos el segundo modelo conformado por 17 variables. Con
la idea de reducir el nimero de variables y viendo que el nimero de aquéllas que representan la
presencia 'de enseres en el hogar es grande, se decidid eliminar algunas de ellas, y verificar si las
que permanecian ayudaban a explicar a las que se dejaron fuera.

Después de efectuar el andlisis sobre la diferencia de la presencia de enseres entre los
grupos clasificados con linea de pobreza (cuadro 5.9), nos quedamos con un total de 16 variables
elegibles para la definicién de la funcidn discriminante. El cuadro 6.1 presenta la lista de estas
variables.
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Nuevamente se aplicd el método de seleccidn por pasos para estas 16 variables y en este
caso, son dos las que no alcanzan el valor de F minimo para ser seleccionadas. Nuestra funcidn
discriminante queda conformada con las 14 variables seleccionas, obteniendo asi el tercer modelo
que finalmente es el que se considerd como definitivo.

Cuadro 6.1 Listado de variables que se consideran
en el modelo definifivo
1 Edad_jef |Edod del jefe del hogar Real
2 esc_jefe |Afos de escolaridad del jefe del hogar Real
3 pcp_nasi |Proporcidn de nifios entre 5 y 15 afios que no asisten|  Real
a la escuela
4 pep_trab  (Proporcin de nifios entre 8 y 15 afios que frabajan Rea!
5 i_hacna [indice de hacinamiento Real
6 i_depen [indice de dependencia Real
7 Discapac [Presencia de discapadilados en ¢! hogar Dicotémica
8 m_techo [Material del techo de la vivienda Dicotoémica
9 s_aguaba |Servicio de agua y bafio Dicotémica
10 licuador  |Licvadora Dicot6émica
N refri Refrigerador Dicotdmica
12 estufgas |Estufa de gas Dicotémica
13 modular [Tocadiscos o medular Dicotdmica
14 vhs Videocasetera Dicotémica
15 lavaropa |Lavadora de ropa Dicotdmica
16 vehiculo {Vehiculo Dicotémica

El hecho de que tnicamente dos —un ndmero muy pequefio— son las variables excluidas,
puede explicarse por los niveles de correlacion que presentan entre ellas, los cuales en general son
bajos, por lo que es necesario incluir un nlmero importante de variables para poder aicanzar un
modelo significativo. Si tuviéramos variable mejor comrelacionadas, es posible que el nimero de las
que conformarian el modelo, fuera menor.

Al compara la diferencia entre grupos obtenida en el segundo modelo, con la obtenida para
este Ultimo, se puede apreciar que el resultado de la discriminacidn es bastante satisfactorio. Sélo
en el caso de [a televisidn se plerden algunos puntos porcentuales en la diferencia; en el resto de
las variables, en general, se mantiene lo alcanzado con el segundo modelo {ver cuadre 6.2).
Realizando una inspeccidn comparativa de los grupos definidos originalmente con la linea de
pobreza (cuadro 5.5), y las caracteristicas de los grupos obtenidos con la funcién discriminante del
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Ultimo modelo, podemes apreclar que se obtiene una mejor separacién con este dltimo, ya que las

diferencias entre las caracteristicas de cada grupo se acentia.

Cuadro 6.2 Caracteristicas de los hogares
Clasificacién con funcién discriminante
Total | No extremos | Extremos

Hogar
Personas en el hogar? 476 3.83 5.55
fdad del jefe ? 43.75 48.50 3973
Afos de ascolaridad del jefe * 316 3.26 3.08
Habla lengua indigena ¢ jefe del hogar’ 93.20 92.20 94.00
Nifios de 0 a 1 aiios * 1.42 063 2.08
Nifios que no asisten a la escuela* 18.46% 14.42% 19.70%
Proporcién de nifios que trabajan por un ingreso * 9.40% 5.24% 10.85%
Con discapacitados ' 3.70 2.50 470
indice de dependencia® 2.07 0.93 3.03
Indice de hacinemiento * 3.62 2.58 4.50

Servicios
Agua dentro de la vivienda o en el ferreno ' 86.40 88.30 84.60
Baiio con agua comente' 9.40 14.20 520
Agua dentro de la vivienda y bafio con agua comiente’ 6.80 10.70 3.30
tuz eléctrica ' 89.80 91.40 88.40
Piso de fierra ' 10.60 9.20 N.90
Techo firme ' 30.80 39.70 23.20
Cuartos por vivienda’ 1.62 174 1.5

Pertenencias y propledades
Licuadora ' 27.00 38.70 YAl
Refri' 19.60 29.00 N.40
Estuta de gas ' 17.00 27.60 7.90
Calentador de agua 3.80 4.60 3.0
Radio ' 53.20 55.50 51.00
Tocadiscos ' 8.40 13.00 4.40
Television ' 58.40 62.90 54.10
Videocasetera ' 420 70 1.70
Lavadora ' 12.50 18.80 7.10
Ventilador’ 33.10 42,00 25.30
Vehiculo ' 3.50 6.10 1.30
Poseen fierras ' 45.30 41.20 48.90
NOmero total de animales de trabajo * 3.60 3.40 390
Total de animales {unidades homogéneas) * 164.65 155.77 172.03
Total de hectéreas lunidades: predios de temporal) * 1.08 1.00 1.6

4. Ingresos
tngreso mensual per capita * 294,25 410.94 195.43

Porcentaje de observaciones 33.5% 66.5%

' Porcentale
' Promedio
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Veamos ahora los coeficientes a de 1a funcidn discriminante obtenida y las corvelaciones de
cada una de las variables consideradas. El cuadro 6.3 presentan la funcidn discriminante de
coeficientes estandarizados, mientras que el cuadro 6.4, las comrelaciones de cada una de las
variables con la funcidn candnica. El andlisis de estos cuadros nos permite identificar las variables
que tienen mds importancia dentra de! modelo.

Cuadro 6.3 Cucdro 6.4
Funcién Discriminante Definitivo Cormrelaciones
Coeficlente estandarizados Coeficiente vs Funcidn
Veriobles Coeficientes Variobles Coeficlentas
1 ESC_JEFE -0.1402 1 |_DEPEN 0.8363
2 PCP_TRAB 01675 2 I_LHACINA 0.5447
3 |_DEPEN 0.8549 3  ESTUFGAS 0.3229
4 _HACINA 01571 4 LICUADOR 0.2855
5 DISCAPAC 0.0654 5 REFR! 0.2691
6 M_TECHO 0.0496 6 EDAD_JEF® -0.2516
7 5_AGUABA 0.0555 7 LAVAROPA 0.2261
8 LUCUADOR 0.1086 8 M_TECHO 0.2092
9  REFRI 0.0475 9  MODULAR 0.1951
10 ESTUFGAS 0.1225 10 VHS 0.1889
T MODULAR 0.0810 1 VEHICULO 0.1854
12 VHS 0.0674 12 S_AGUABA 01753
13 LAVAROPA 0.0587 13 PCP_NAS|* 0.1635
14 VEHICULO 0.1069 14 PCP_TRAB 0.n24
15 ESC_JEFE -0.0912
16 DISCAP 0.0429
° No Incluida en la funcién discriminante

La importancia que cada variable tiene dentro de la funcidn discriminante estd dada por el
valor absoluto de su coeficiente. Aqui vemos que el indice de dependencia aparece como la
variable con el coeficiente mayor: 0.8459, asi como la de mayor correlacién con la funcidn candnica
0.8368. Por o tanto, es la variable de mayor importancia en este caso. Le siguen a una distancia
considerable la proporcién de nifios que trabajan, el indice de hacinamiento y la escolaridad del
jefe. Finalmente, vienen los enseres con la estufa de gas a la cabeza y a cierta distancia, licuadora
y vehiculo. Los demds presentan coeficientes relativamente pequefios.




Resalta el hecho de que las variables que comprenden las caracteristicas menos temparales
{més estables en el tiempo) son las que mejor discriminan los grupos. Este tipo de variables
reflejan aspectos estructurales de la familia. Son aspectos en los que hay menos influencia de
terceros  Es decir, en el caso de servicios de agua, luz, etcétera, las familias estdn sujetas a que
estén disponibles en la comunidad; pero, aspectos como la escolaridad del jefe, el hacinamiento de
la familia, estan mds relacionados a las condiciones intemmas de ésta.

También llama la atenciin que dentro de los considerados como enseres, €l que mejor
discrimina es la estufa de gas, ademds de ser una de las variables que mejor correlacidn presenta
con la funcién discriminante. La estufa de gas es un enser que requiere un manejo mds complejo,
pues hay que contar con una instalacién especial, asi como tener acceso el servicio del gas;
mientras que para otros enseres ko que importa es tener, Unicamente, el servicio de electricidad.

Se habré observado que en ningdn momento hemos considerado Iz probabilidad a prior7 p, ni
la del ermor de clasificacién y tampoco los costos de éste. Y es gue en ningln momento se supone
que la clasificacién original es la mejor. De hecho, estamos suponiendo que es perfectible, pues la
variable ingreso presenta algunas dificultades desde su origen. Aunque hay que subrayer que con
la depuracién realizada quedaron fuera del andlisis todos los hogares para los cuales se tenfa la
minima duda de Ia veracidad de su informacidn.

Tampoco se estd asegurando que fa dasificacién original esté mal. Lo que sl suponemos es
que es un punto de partida, y que al tomar en cuenta otro tipo de variables, la clasificacién que se
obtenga —si realmente se logra— puede ser mas robusta.

El sigulente cuadro presenta los centroides de cada grupo en el tercer modelo, mismos que
son similares a los obtenidos para el sequndo, y que fueron presentados en el capitulo anterior.

Functions at Group Centroids
Functi
.
LIN_POB i
=00t
1.00 5
Unstardiardized canonical discriminant
functions eveiuated st Group Mbars

E! andlisis discriminante también nos proporciona una regla de asignacidn que permite
dclasificar nuevas observaciones en cualquiera de los grupos definidos. En el capitulo IV se plantea
la regla de asignacion (4.8) para el caso donde el error de mala clasificacion y la probabilidad
original son Iguales. Esta regla establece el punto medio entre los centroides de las poblaciones
como el punto critico para fa asignacidn.
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La funcidn discriminante del modelo final con 14 variables, que se expresa cuadro 6.3, nos
proporciona una regla de asignacién que se construye considerando lo siguiente:

Sean

z; el vector de valores z del grupo de familias en condiciones de pobreza extrema,
entonces el valor z mds pequefio del grupo 1 esta dado por min{ Zi}= Zjmn

z; el vector de valores z del grupo de familias en condiciones de pobreza,
entonces el valar z més grande del grupo 2 esta dado por max{ 22}= Zima

2, €l valor en el que se ubica el punto de corte.

Para el grupo 1 que contiene a los hogares pobres extremos, los valores z, que son las
combinaciones lineales de cada hogar clasificado en este grupo, se encuentran comprendidos en el
intervalo (—0.25288,3.95063). Por su parte los valores z del grupo de hogares pobres (grupo 2) se
distribuyen en el intervalo (—3.71837,-0.25309). Del grupo de hogares pobres extremos, tomamos
el valor z; mds pequefio: Zymn=—0.25288. Para el grupo de los hogares pobre, el valor z; mds
grande: Zems=—0.25309. Con estos dos valores obtenemos nuestro punto de corte: = —0.25309.

La regla de asignacion queda definida de l2 siguiente manera:

Siz > 2y = =0.25309, asigna x &l Grupo 1: Famiiias en pobreza extrema
de otra forma, asigha x al Grupo 2: Familias en pobreza.

Donde x es e! factor con la informacion del individuo.

Ante la evidencla de que las variables que mds aportan a Ia disaiminacién son aquellas con
la caracteristica de ser mds estables en el tiempo, y dado que la mayoria de ellas son de tipo real,
surge la inquietud de observar lo que sucederia con la clasificacién si consideramos (nicamente las
variables menos volatiles, a la vez, nos permitiria aislar en cierta medida los efectos de las variables
de tipo real. Probablemente se lograria construir un modelo adecuado que tuviera un menor
ndmero de variables, algo que en términos técnicos serfa deseable. Faltaria ver si ya puesto en la
realidad resulta igual de deseable,

No presentaremos aqui los resultados obtenidos para este nuevo ejercicio, bastard
mencionarios y contrastarios con lo obtenido en el modelo definitivo y el modelo original {con linea
de pobreza}.

Este ejercicio logre identificar de rmanera clara, dos grupos de familias. De hecho se
alcanza una mejor separacién entre los grupos al ebtenido en la clasificacin original; sin embargo,
esta separacin es mengs eficiente a la alcanzada con e} tercer modelo de 14 variables.




Vale |a pena resaltar que las variables que presentaron problemas de signo (tota! de animales
y nidmero de hectdreas), ante la ausencia de las variables de enseres, mantuvieron la misma
problemética. Esto habla de que las variables enseres no estdn contribuyendo a modificar el
comportamiento de las otras. Por el lado de las comrelaciones, la variable con la mas alta de ellas
fue, nuevamente, el indice de dependencia { depend. Esta variable también fue la que més peso
presenté en el modelo. Se puede apreciar que en términos generales el comportamiento de las
variables fue muy se,ejante al del modelo definitivo.

Resumiendo: la separacién lograda fue buena, las diferencias alcanzadas entre variables, con
este cuarto modelo, fueron muy similares a las del modelo definitivo, salvo en el caso de los
enseres, donde las diferencias en puntos porcentuales claramente diminuye. Sin embargo, a pesar
de esto, atin en las veriables de enseres se alcanzd una mejor diferenciacién entre los dos grupos
de hogares, que es obtenido por e! modelo original.

6.2 CONCLUSIONES Y COMENTARIOS

Podemos mencionar 3 conclusiones de este ejercicio;

1. Si hace sentido hablar de una diferenciacién entre las familias pobres

Con base en los indicadores obtenidos por el propio andlisis discriminante, se puede
asegurar que si se logrd hacer una distincidn entre las familias pobres de las localidades
marginadas. Al analizar de manera comparativa las caracteristicas de fos grupos obtenidos
con el modelo original {cuadro 5.5) y con el modelo definitivo {(cuadro 6.2) se togra identificar
la existencia de dos grupos bien definidos entre las familias pobres. Con este resultado, a la
par que se verifica que, efectivamente, existe una diferencia entre las familias pobres,
también se obtuvo una nueva clasificacién que separa mejor los grupos y muestra con mayor
claridad las diferencias que existen entre uno yotro.

Podemos decir, entonces, que hablar de pobreza extrema tiene sentido, faltaria ver
cudles pueden ser las directrices de las acclones para apoyar a esas familias. Esfuerzos, sin
duda se estan realizando,




Aiin teniendo identificados los dos grupos, podemos ver que aspectos tan importantes, como
el nivel de escolaridad de los jefes, es en general muy bajo en ambas poblaciones. Igual sucede en
los ingresos familiares y los servicios de bafio con agua corriente.

2. Las variables estructurales son 1as que acentian las diferencias entre ks grupos

Dentro del modelo estadistico, las caracteristicas que estan marcando la diferencia son
esas que representan las condiciones estructurales de las familias que ayudan a la repeticidn
de 12 pobreza generacidn tras generacidn, Estas son las caracteristicas mds dificiles de
maodificar, pues requiere un esfuerzo sostenido que debe trascender {os tiempos sexenales y
cualquier Iégica que no sea la de combatir una situacion estructural.

Pese a que estas variables muestran su importancia dentro de Ia discriminacién, no es
conveniente dejar de lado b gue nos estdn apertando la informacién de fos enseres, ya que
al incorporaria, las diferencias entre uno y otro grupo se hacen més evidentes, a la vez que
las diferencias ya cbtenidas para las otras carecteristicas se mantiene. Podemtos decir que
las variables estructurales son sobre las que recae el peso de Ia discriminacién.

3. Es adecuado aplicar una témica que incorpore variables reales.

Lo anterior habla de un aspecto interesante: el hecho de que en un ejercicio de este
tipo, donde las variables mds estables son de tipo real, resulta comrecto emplear una
metodologia que permita trabajar con variables de tipo real, ya que son éstas donde recae la
discriminacidn. Son las que mas apoartan a la definicién de! modelo.

Este comentario surge en conbraposicién a la idea de que el uso de una metodologla
diferente, como pudiera ser la regresin logistica, seria méds adecuada por e nimero de
variables dicotdmicas que se tiene, Sin embargo, por lo que representan las variables reales,
es importante incluirlas, como reales, y asi aprovechar toda la informacidn que contiene. En
el caso de un modelo de regresion logistica se perderfa informacién al transformarlas a
dicotémicas,

La ensefianza que podemos obtener de lo anterior, es que, aunque la teorfa indica que
ante la presencia de un nimero importante de variables dicotdmicas es preferible usar un
modelo de regresion logistica, esto no debe tomarse como receta; mas bien, es importante
incluir la experiencia propia para discernir sobre el tipo de informacidn que aporta cada
variable y elegir el método a emplear. £n todo caso, seria conveniente realizar algunas
pruebas para ver la importancia que las variables tienen en el modelo.
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