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RESUMEN DE TESIS

Actualmente la existencia de software dedicado especificamente a temas de 4lgebra abstracta y en
especial 2 las dlgebras de Lie cudnticas es muy pobre. En este trabajo se pretende contribuir al
desarrollo de los sistemnas computacionales relacionados con las teorias de algebras de Lie
cuénticas. El desarrollo de algoritmos y la construccién de programas especificos ayuda a la
mejor comprension y comprobacién de algunos teoremas mateméticos y se convierten en una
herramienta valiosa para los investigadores.

El capitulo 1 plantea los objetivos y expone la relacién que ha existido y existe entre algebra y
algoritmos, menciona algunos requerimientos para poder tratar los problemas computacionales no
numéricos, presenta la importancia que tienen los grupos cuinticos (mateméticamente) y las
dlgebras de Lie, y se comentan algunos de los trabajos que han sido realizados en estos campos.

El capitulo 2 trata los aspectos de la programacién simbélica y para esto, menciona los
lenguajes mis utilizados, ademas presenta una breve e interesante historia del 4lgebra y los
algoritmos, y menciona algunos de los trabajos que enfocan los problemas fundamentales de la
teoria de algoritmos desde el punto de vista matemdtico. También trata los problemas de las
palabras de semigrupos.

El capitulo 3 junto con los apéndices A y B contienen los conceptos basicos matematicos y
cuestiones de manejo de palabras y polinomios que se cree son de importancia para quienes se
inicien por primera vez en los temas del dlgebra computacional. Se dan las bases para definir las
dlgebras libres.

Casi puramente matemético, el capitulo 4 describe en forma concreta, a mancra de
introduccibn, los grupos cudnticos (las algebras de Hopf) y sus relaciones de importancia con las
algebras de Lie. Se podria prescindir de éste capitulo, pero se presenta por contener temas
relativamente novedosos que podrian ser de utilidad para investigaciones posteriores.

Un enfoque combinatorio para la cuantificacién de las dlgebras de Lie de la serie clisica se
analiza en el capitule 5. Aqui se dan también algunos teoremas de manejo de palabras para su
trato computacional asi como los sistemas de Groebner-Shirshov y los generadores de Poincaré-
Birkhoff-Witt.

Finalmente en el capituio 6 se presentan algunos algoritmos concretos de aplicacion
desarroliados en esta tesis y ejemplos de programas como resultados de las bases planteadas en
los capitulos previos. Los listados de los programas se muestran en el apéndice C.



1

Introduccion

1.1 Objetivos

» Plateamiento de los problemas algoritmicos generales en la teoria de lgebras de Lie

cuanticas.

* Desarrollo de algoritmos concretos de palabras combinatorias y algebras de Lie cuanticas.
» Presentar las relaciones existentes entre alpebra y algoritmos para su posible uso en los

rupos cudnticos.

» Utilizar herramientas computacionales para la comprobacién de teoremas matemiticos.

1.2 Consideraciones Preliminares

El proceso de realizar programas para computadoras digitales implica recompensa econdmica y
cientifica, pero también puede ser una forma de creacién artistica al ignal que componer poesia o

musica,

a)

b)

d)

Para el desarrollo de los programas se deben considerar los siguientes puntos:

Saber como trabajan los programas almacenados en una computadora digital, saber como se
almacenan dichos programas en la memoria de la maquina, vy como se ejecutan las
instrucciones. Tener experiencia previa con lenguajes de maquina puede ser muy util.

Se requiere la habilidad de exponer las soluciones a los problemas en términos lo
suficientemente explicitos como para que la computadora pueda entenderlos. (Estas maquinas
no tienen senttdo comun; y no han aprendido a “pensar”, y hacen exactamente lo que se les
dice, no mas y no menos.)

De inicio se requiere conocer técnicas elementales de computacién, tales como iteraciones
(realizar un conjunto de instrucciones repetidamente), el uso de funciones y el uso de
registros de indices.

Manejar los conceptos comunes de la jerga de computadoras por ejemplo memoria, registros,
bits, punto flotante, sobreflujo, etc.

Las computadoras han sido asociadas tradicionalmente con la solucién de problemas numéricos
tales como el calculo de fas raices de una ecuacion, interpolacién e integracidn numérica, etc. En
aftos recientes, sin embargo, se han realizado trabajos empleando las computadoras para



problemas esencialmente no numéricos, tales como ordenar (clasificar), traduccién de lenguajes,
resolver problemas matematicos en alta algebra y anilists combinatorio, prueba de teoremas, el
desarrollo de software (programas para facilitar 1a escritura de otros programas), y la simulacién
de varios procesos de la vida diaria. En dichos problemas hay ocurrencia de nimeros solo por
coincidencia, y la habilidad de la toma de decisiones de la computadora, sc emplea mas que su
habilidad para realizar aritmética.

Los resultados de investigaciones recientes en andlisis no numérico estin dispersos en
numerosos boletines técnicos, y algunos de ellos al momento de escribirlos no tienen una
nomenclatura estandarizada, por lo cual se dificulta su estudio.

El término “analisis no numérico” €s un tanto negativo para este campo de estudio, el término
“proceso de informacién” es muy extenso, y ¢l término “técnicas de programacion” esti muy
restringido, por lo cual es mejor emplear ¢l término “algoritmos”. Este nombre implica
propiedades de algoritmos de computadora particulares.

Muchas de las técnicas expuestas aqui eventualmente podrin ser reemplazadas por otras
mejores y se espera que este trabajo estimule investigaciones adicionales.

Por su extension y dificultad, muchos aspectos mateméaticos fundamentales y avanzados no se
tratan aqui, pero se da la bibliografia mas adecuada para quien, si lo desea, pueda ahondar en esta
serie de conocimientos. Solo se tratan aqui algunos aspectos matematicos importantes y se intenta
dar introducciones claras y especificas de los mismos.

Existe una relacién obvia entre las computadoras y las matemiticas en los campos del andlisis
numérico, la teoria de niimeros, y la estadistica, pero la conexion entre ambas materias es mas
profunda. La construccién de un programa de computadora a partir de un conjunto de
instrucciones basicas es muy similar a la construccion de una prucba matemética a partir de un
conjunto de axiomas. Ademas, los problemas de las matematicas puras siempre han sido
desarrollados histéricamente a partir del estudio de problemas pricticos que surgen en otros
campos, entre ellos el advenimiento de las computadoras. Algunos problemas de ese tipo son: (a)
el estudio de las propiedades estocisticas de algoritmos particulares (la determinacion de que tan
bien se espera que se desempefien); (b) la construccion de algoritmos éptimos, por ejemplo, para
ordenar o evaluar polinomios; y (c) la teoria de lenguajes junto con aplicaciones interesantes de
herramientas matematicas a los problemas de programaci6n; existen también aplicaciones de
computadoras a la exploracién de conjeturas matemaéticas, por ¢jemplo, en analisis y en dlgebra
combinatoria; y en muchos de éstos casos existe una considerable interaccién entre la
programacién y las matematicas clasicas. Los intentos en la mecanizacién de las matemiticas son
también muy importantes, ya que conducen a un mayor entendimiento de conceptos que se
pensaba eran conocidos (hasta que hubo que explicirselo a una computadora). Seguramente las



conexiones entre computadoras y matemiticas puras las cuales ya se han enumerado, tendrdn un
incremento muy importante.

Se necesita un lenguaje para especificar cualquier algoritmo de computadora para lo cual se
considera lo siguiente:

a) Desde un punto de vista, se admite que es mas ficil escribir programas en lenguajes de
programacion de alto nivel, y es considerablemente ficil verificar los programas. Los
lenguajes algebraicos se adaplan mejor a problemas numéricos que a aquellos de problemas
no numéricos ya mencionados; aunque los lenguajes de programacién se mejoran
gradualmente, ain no son apropiados para algunas tareas como son entrada-salida,
generacidn de nimeros aleatorios, bisqueda combinatoria, recursion, y algunas instrucciones
al nivel de maquina.

b) Un programador puede ser muy influenciado por el lenguaje en el cual escribe sus
programas; hay una gran tendencia a preferir construcciones las cuales son las mas simples
en es0s lenguajes, mas que aquellas que son mejores para la maquina. Escribiendo en un
lenguaje orientado a maquina, el programador tenderd a usar métodos mucho mis eficientes;
lo que es mas cercano a la realidad.

c} Los programas que se requieren para este trabajo, son mas bien cortos, y serd necesario un
lenguaje de maquina para la salida de algunos programas.

Por lo anterior, se considera que el lenguaje “C++” es el mas indicado para el desarrollo de los
ejemplos aqui presentados por su flexibilidad y, ya que siendo un lenguaje de alto nivel y de
vanguardia, también maneja instrucciones a nivel de maquina, ademas de que es el més utilizado
para la creacién de algunos paquetes que manejan algebra como lo son MAPLE y
MATHEMATICA, los cuales son de amplio uso para la solucidn de problemas algebraicos,

1.3 Introduccion General

Los grupos de Lie, han tenido un profundo impacto en todas las dreas de las matematicas, tanto
puras como aplicadas, asi como en fisica, ingenieria y otras ciencias basadas en las matematicas.
Las aplicaciones de los grupos de simetria continuos de Lie incluyen diversos campos: la
topologia algebraica, la geometria diferencial, 1a teoria invariante, la teoria de bifurcacién, las
funciones especiales, el anilisis numérico, la teoria del control, la mecanica clasica, la mecanica
cuantica, la relatividad, la mecénica continua y asi sucesivamente.

Un grupe de simetria de un sistema de ecuaciones diferenciales es un grupo el cual transforma
las soluciones del sistema a ofras soluciones. En el marco clasico de Lie, estos grupos consisten
en transformaciones geométricas del espacio de variables independientes o dependientes para el



sisterna, y actian sobre las soluciones transformando sus graficos. Algunos ejemplos tipicos de lo
anterior son los grupoes de traslaciones y rotaciones, asi como grupos de simetrias escaladas, pero
esto ciertamente no agota el rango de posibilidades. La gran ventaja de ver los grupos de simetria
continua, opuesto a la simetria discreta, es que todos ellos pueden ser encontrados usando
explicitamente métodos computacionales.

Las algebras envolventes universales cudnticas aparecieron en los famosos articulos de
Drinfel'd [27] y Jimbo [43]. Desde entonces varios articulos y nimero de monografias se han
dedicado a su investigacién. Todas estas investigaciones se relacionan principalmente con la
cuantificacién de algebras de Lie de la serie clasica. Esto es tomado en cuenta primero por el
hecho de que éstas algebras de Lie tienen aplicaciones e interpretaciones visuales en
especulaciones fisicas, y luego por el hecho de que atin no se ha elaborado una nocién general y
cominmente aceptada como estindar de un algebra envolvente universal cuantica (ver discusion
detallada en [4, 68]).

Recientemente han aparecido numerosos intentos para introducir una nocidn general de un
algebra envolvente universal cudntica. Un primer planteamiento de Cesar Bautista {4], muy
interesante y con perspectiva, esta basado en la idea de la generalizacién directa de la nocién de
superalgebras de Lie de color, y a la fecha resulta efectivo principalmente para la cuantificacién
de algebras de Lie cldsicas del tipo 4». Un segundo planteamiento de V. Kharchenko [56] estd
basado en las ideas combinatoriales cuando se considera que un algebra de Lie esta dada por
generadores y Jas relaciones que la definen. De esta forma casi todas las cuantificaciones
conocidas estdn reunidas en una nocién. Para nuestros propositos, es muy importante que este
planteamiento permita aplicar métodos computacionales por medio de la construccién de
sistemas de relaciones que las definen de Groebner-Shirshov y utilizar el asi llamado Lema de
Diamante de Bokut’-Bergman [10, 8).

Los grupos cudnticos surgieron primero en la literatura fisica, particularmente con el trabajo
de L.D. Faddeev y la escuela de San Petersburgo [31, 32, 33, 34, 35), a partir del ‘método de
dispersion inversa’ (inverse scattering method), el cual habia sido desarrollado para construir y
resolver sistemas cuénticos ‘integrables’. Tales grupos cudnticos han experimentado gran interés
en los pocos aftos transcurridos debido a sus conexiones inesperadas con tales, a primera vista,
_ partes no relacionadas de las mateméticas.como la construccién de invaniantes de nudo y la teoria.
de la representacidn de grupos algebraicos de caracteristica p.

En su forma original, los grupos cuénticos son 4lgebras asociativas cuyas relaciones que las
definen se expresan en términos de una matriz de constantes (dependiendo del sistema integrable
en consideracion) llamadas una matriz-R cuintica. Se encontré independicntemente por V.G
Drinfel'd [27] y M. Jimbo [43] alrededor de 1985 que éstas dlgebras son algebras de Hopf, las
cuales en muchos casos, son deformaciones de ‘4lgebras envolventes universales’ de dlgebras de



Lie. Un poco después, Yul. Manin [72] y S.L. Woronowicz [100]} independientemente
construyeron deformaciones no conmutativas del algebra de funciones en los grupos SLy(C) y
SUy, respectivamente, y mostraron que muchos de los resultados clasicos acerca de los grupos
algebraicos y topoldgicos admiten analogias en el caso no-conmutative. "Uno de los desarrollos
més interesantes debido a V. Kharchenko, J. Keller, S. Rodriguez-Romo [51] v S. Rodriguez-
Romo [88, 89] utiliza éstas ideas para investigar "simetrias cudnticas” y "Hamiltonianos
cuinticos en sistemas fisicos.”

El descubrimiento y desarrollo de cualquier nuevo tipo de transformaciones de simetria y las
comrespondientes estructuras matematicas conducen a un aumento en las habilidades para
describir y explicar fenémenos fisicos complicados, Las transformaciones de simetria basadas en,—
los grupos de Lie y en las algebras de Lie son las mas conocidas y las mis explotadas en todas las
ramas de la fisica y otros campos de la ciencia. Pero los problemas complicados de la fisica
fundamental han requerido diferentes generalizaciones y desarrollo adicional de la concepcidn de
simetria: han aparecido transformaciones locales, supertransformaciones (supergrupos de Lie y
superalgebras de Lie) y 4lgebras de Lie de dimensién infinita.

La teoria de los sistemas integrables cudnticos ha iniciado un nuevo tipo de simetria y objetos
matemdticos ltamados grupos cudnticos. Sin embargo, el nombre “cuantico” puede algunas veces
causar confusién con la usual cuantificacion fisica. Esto no es accidental y es verdaderamente
signiftcativo. El punto es que estos nuevos objetos se relacionan con los grupos de Lie usuales
como la mecinica cuantica se relaciona con su limite clisico. Y matemiticamente el
procedimiento de derivacion de grupos cuénticos a partir de los grupos de Lie clasicos es bastante
analogo al bien conocido método de cuantificacion de sistcmas clasicos. Realmente, este
procedimiento es una generalizacion altamente no trivial de la cuantificacién usual, la cual toma
en cuenta las propiedades geométricas y topoldgicas de una variedad de grupo y una estructura de
grupo sobre él. En un sentido, el papel de la geometria no conmutativa y de los grupos cudnticos
en mecanica cuintica parece ser andloga a ia geometria diferencial usual y los grupos de Lie en la
formulacion de la Relatividad General de Einstein: ambas concepciones matematicas
proporcionan un formalismo tan natural para la descripcién del fendmeno fisico que,
practicamente, la distincion entre “geometria” y “fisica™ desaparece y uno habla de “dinamica
geométrica” o fisica geométrica.” En la Relatividad General esto es bien conocido desde el
tiempo de su creacion. Contrario a esto, el paso esencial para la geometrizacién amplia del
fenomeno cuantico, la invencién de los grupos cuinticos, se ha realizado muy recientemente,
mucho después de la formuiacion de los principios basicos de la mecénica cuantica.

Sin embargo, el significado fisico de una cuantificacién de grupo puede ser absolutamente
diferente y el parametro correspondiente de la cuantificacion el cual es usualmente denotado por
la letra g, en general no tiene nada en comiin con la constante de Plank .



La formulacién matemdtica con importantes centribuciones por V.G. Drinfel’d, L.D. Faddeev,
5.L. Woronowicz, Yu.l. Manin, M, Jimbo, N.Yu. Reshetikhin, L.A, Takhtajan, P.P. Kulish, E.
Sklyanin, M.A. Semenov-Tian-Shansky, J. Wess, B. Zumino, Y.S. Soibelman y muchos otros
mateméticos y fisicos han resultado en la muy rica y bella teoria de objetos (q-deformados)
cudnticos: g-espacios, q-calculo diferencial, g-supergrupos, grupos trenzados, etc.

Existen diferentes planteamientos a la construccién de grupos cuanticos: el planteamiento de
Drinfel’d [28] altamente basado en la deformacién de una estructura de Poisson grupo de Lie; el
planteamiento de Faddeev-Reshetikhin-Takhtajan de matriz-R [36] el cual es en un sentido dual
al de Drinfel’d; el planteamiento de Manin [71, 72] con el objeto inicial siendo un élgebra
cuadritica sobre espacios lineales cuanticos y el planteamiento de Woronowicz [100, 101, 102]
con un fondo esencialmente diferente de la teoria del algebra C*. Recientemente han surgido
nuevos enfoques por Z, Qziewicz [82] y M. Durdevich [29] los cuales podrian estar basados en
las ideas de la logica no estindar y la teoria de la representacion de categorias especiales.

Asi, aunque muchos de los documentos fundamentales sobre grupos cuanticos estan escritos
en el lenguaje de los sistemas integrables, sus propiedades son accesibles por otras técnicas
convencionales, tales como la teoria de los grupos topologicos y algebraicos y las algebras de
Lie. La intencién es presentar la teoria de grupoes cuanticos desde este ultimo punto de vista. De
hecho, se concentra en el estudio de las ‘dlgebras de Lie’ de grupos cuanticos, las cuales parecen
ser el planteamiento que se ha probado come el mis poderoso, particularmente en aplicaciones.

Hasta el presente, 1a mayoria de la informacion sobre algoritmnos para las algebras de Lie
puede solamente ser encontrada buscando en los documentos de tesis de doctoradoes. Parte de este
material es relativamente facil de comprender vy parte es dificil; los ejemplos son escasos y las
descripciones de los desarrollos son algunas veces incompletas. Por otro Jado, la construccién de
algoritmos requiere un profundo entendimiento de las bases matematicas de los algoritmos. Se ha
encontrado que entender mas profundamente los algoritmos se realiza mejor escribiendo
descripciones detalladas de las matematicas subyacentes.

Ha habide un gran surgimiento de paquetes de software poderosos para efectuar los mas duros
calculos en dlgebra. El concepto de una base de Groebner es ciertamente muy 0ti] por si misma,
pero con la ayuda de una computadora, realmente se hace muy apremable

“Actualmente tenemos la pos:blhdad de scleccionar entre los muchos sistemas para algcbm
computacional de primera clase. Uno puede utilizar, ya sea los muy convenientes paquetes
universales tales como MAPLE y MATHEMATICA, o los més especializados (y mas efectivos)
tales como MACAULAY, COCOA (ilgebra conmutativa), GROEBNER (no conmutativa),
BERGMAN (casos conmutativos y no conmutativos.) GAP (teoria de grupos) y asi
sucesivamente.

*
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Algebra Computacional

2.1 Introduccion

El deseo de emplear una computadora para realizar una computacion matemética en forma
simbolica surge naturalmente cada vez que se requiere una larga y tediosa secuencia de
manipulacién. Algunos trabajos matematicos requieren paginas y paginas de manipulacién
algebraica y horas (o tal vez dias) de tiempo. Esta computacion podria haber sido desarrollada .
para resolver un sistema lincal de ecuaciones exactamente donde una solucién por aproximacion
numérica no habrfa sido apropiada. O podria haber sido desarrollada para resolver la integral
indefinida de una funcién bastante complicada para la cual se esperaba que alguna
transformacién pusiera la integral en alguna de las formas que aparecen en la tabla de integrales.
En el ultimo de los casos, podriamos baber tropezado con una transformacion apropiada o
podriames habernos rendido sin saber si la integral pudiesc ser expresada en términos de
funciones elementales o no. O podria haber sido cualquiera de los otros numerosos problemas
que requieren una manipulacion simbélica.

La idea de emplear computadoras para computaciones no numéricas es relativamente antigua,
pero el uso de computadoras para los tipos especificos de computacién matcm:itica\simbélica
mencionados arriba es un desarrollo bastante reciente. Algunas de las computaciones no
numéricas incluyen procesos tales como: compilacién de lenguajes de programacion,
procesamiento de palabra, programacién 16gica, o inteligencia artificial en su sentido més amplio.
El presente trabajo se relaciona con ¢l uso de fa computadora para computaciones matematicas
especificas, las cuales son realizadas simbolicamente.

2.2 Computacién Simbélica Frente a Computacién Numérica

Quiza sea util considerar un ejemplo que ilustre el contraste entre computacidn numérica y
simbélica. Los polinomios de Chebyshev los cuales surgen en analisis numérico son definidos
recursivamente como sigue:
Tox) =1; D) =x;
Tux) = 2Ty (x) - Te—p{x)  parakz2.

Los primeros cinco polinomios de Chebyshev se listan en la tabla 2.1



Tabla 2.1 Los primeros cinco polinomios de Chebyshev

k Tix)
0 i

1 X

2 2 -1

3 4 —3x
4 8x4—8x2+l

Como una tipica computacién numérica que involucra los polinomios de Chebyshev, suponga
que se desea calcular los valores de los primeros cinco polinomios de Chebyshev a uno o mis
valores de la variable x. El programa en FORTRAN en la figura 2.1 podria ser usado para este
propésito. Si la entrada para este programa es el nimero 0.30 entonces como salida se tendran Jos

primeros cinco nimeros siguientes:

1.000 03600 -0.8200 -0.7920 0.3448

C PROGRAMA PARA POLINOMIOS DE CHEBYSHEV

REAL T(5)

C

READ(5,1) X

T(1)=1.0

T@)=X

WRITE(6,2) T(1), T(2)

DO10N=3,5
TEN)=20*X*T(N-1)- TN -2)
WRITE(6,2) T(N)

10 CONTINUE

STOP

C
1 FORMAT(F5.2)
2 FORMAT(F9.4)
END

Figura 2.1. Programa en FORTRAN que involucra los polinomios de Chebysyev

Ahora suponga que quitamos la declaracion READ en ¢l programa de la figura 2.1. Esto, por
“sipuesto, ocasiona un~error en ' FORTRAN. Sin embargo, una interpretacion razonable de.éste
programa sin la instruceién READ podria consistir en que les primeros cinco polinomios de
Chebyshev seran computados en forma simbélica. Esta interpretacion es precisamente la que se
puede realizar en un lenguaje para computacién simbdlica. La figura 2.2 muestra un programa en
uno de los primeros lenguajes de manipulacién simbélica, ALTRAN. La salida del programa
ALTRAN se presenta en la figura 2.3. Como lo indica este ejemplo, FORTRAN fue disefiado
para manipular nimeros mientras que ALTRAN fue disefiado para manipular polinomios.
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PROCEDURE MAIN

ALGEBRAIC (X:4) ARRAY (0:4) T
INTEGER N

TO) =1

T() = X

WRITE T(0), T(1)

DON=24
TAN)=2*X*TN-1)-TN-2)
WRITE T(N)

DOEND

END

Figura 2.2 Programa en ALTRAN que involucra los polinomios de Chebyshev.

#T(0)
i

#T(1)
X
HT(2)
25X **2 -
#T(3)
X*(4*X**2-3)
HT(3)
B*X**4-8*X**2+]

Figura 2.3 Salida del programa en ALTRAN de la figura 2.2.

ALTRAN puede ser pensado como una variante de FORTRAN con la adicién de una declaracién
extra, la declaracién tipo “algebraica”. De acuerdo con su nombre, ALTRAN, sc deriva de
Algebraic TRANslator, siguiendo la convencién del nombre de FORTRAN (derivado de
FORmula TRANSslator). También, siguiendo el espiritu de FORTRAN, ALTRAN fue disefiado
para un modo de procesamiento por lotes. Mas tarde, con el advenimiento de la calculadora
modemna de mano, en la mitad de los sesentas, los sistemas de dalgebra computacional,
-comenzaron a ser-disefiados para uso interactivo, como un tipo de calculadora simbblica, Desde
principios de los afios setenta, casi todos los sistemas modemos de algebra computacional han
sido disefiados para uso interactivo. En la figura 2.4 se presenta un ejemplo de éste enfoque,
mostrando una sesién interactiva corrida en uno de los sistemas modernos, MAPLE, para
desarrollar la misma computacién con los polinomios de Chebyshev.
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>T[0] : = 1;

T[0] : =1
>T[1] : = x;

T[1] : = x

> forn from 2 to 4 do
> T[n] := expand { 2*x*T[n-1]-Tn-2] )
> od;
TR) := 2x° -1
T[3] := 4x’-3x

T(4] := 8x* - 8x" +1

Figura 2.4 Sesién de MAPLE invelucrando los polinomios de Chebyshev.

2.3 Breve Historia de Algebra y Algoritmos

El nacimiento y crecimiento de ambas ciencias algebra y algoritmos estin fuertemente
interrelacionadds. Los origenes de ambas disciplinas se remontan a Muhammed ibn-Mdsa al-
Khwarizmi al-Quturbulli. Las contribuciones de al-Khwarizmi a las matematicas arabicas y
eventualmente occidentales (modernas) son multiples: de é] fue uno de los primeros esfuerzos por
sintetizar las matematicas axiométicas griegas con las matematicas algoritmicas hindies. Los
resultados fueron la popularizacién de los numerales hindies, la representacion decimal, los
calculos con simbolos, etc. Su tomo “al-Jabr wal-Mugabala”, el cual fue traducido al latin por el
inglés Robert of Chester bajo el titulo “Dicit Algoritmi”, dio surgimiento a los términos algebra
{una corrupcién de “al-Jabr™) y algoritmo (una corrupcién de la palabra “al-Khwarizmi™).

Sin embargo, las dos ramas se desarrollaron en diferente proporcion, entre dos diferentes
comunidades. Mientras la disciplina de los algoritmos permanecié en su infancia suspendida por

aiios, Ja rama-del-algebra crecié-a una velocidad prodigiosa, y pronto domino la mayoria de las . .

matematicas.

La formulacién de la geometria en forma algebraica se facilito con la introduccién de la
geometria de coordenadas por ¢l matemitico Descartes, y el algebra capturd la atencion de los
mateméticos prominentes de Ja época. Los dltimos diecinueve siglos contemplaron la teoria de
funciones y el planteamiento topolégico por Riemann, el planteamiento mas geométrico de Brill
y Noether, y el planteamiento puramente algebraico de Kronecker, Dedekind y Weber. El algebra
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crecid mas rica y mads profunda, con el trabajo de muchos algebraistas ilustres y gedémetras
algebraicos.

Ahora, regresando a la ciencia de los algoritmos, vemos que aunque por muchos siglos hubo
mucho interés por mecanizar el proceso de calcular, en ausencia de una computadora prictica, no
hubo incentives para estudiar los algoritmos de propdsito general. En los 1670s, Gottfried
Leibniz inventd su asi llamada “Rueda de leibniz”, la cual podia sumar, restar, multiplicar y
dividir.

Leibniz también busco una caracteristica general, un lenguaje simbélico, para ser utilizado en
la traduccién de métodos matematicos y declaraciones en algoritmos y formulas. Muchas otras
ideas de Leibniz influenciaron a las computadoras modernas, al calculo y al razonamiento 1gico.

A excepcién de algunos otros desarrollos, Ja ciencia dc la computacidn y los algertmos
permanecié mayormente abandonada en el dltimo siglo. Escencialmente dos eventos dieron
suspiro a éstas materias: Uno fue el estudio concerniente a los fundamentos de las matemdticas,
como se establecié en el “‘programa de Hilbert”, y este esfuerzo resultd en tcoremas de
incompletitud de Godel [41], varios modelos computacienales adelantados por Church, Turing
[93], Markov [74] y Post [84, 85), la interrelacién de estos modelos, la existencia de una
maquina “universal” y el problema de calculabilidad (Entsheidungsproblem). El otro evento fue
el advenimiento de computadoras digitales de alta velocidad en el periodo de la posguerra.
Durante la segunda guerra mundial, la viabilidad de una mdquina de cdlculo a gran escala fue
demostrada por Colossus en el Reino Unido (bajo M.H.A. Newman} y la ENIAC en EE.UU,
(bajo Von Newman, Eckert y Mauchly). Después de la guerra, se desarrollaron un gran nimero
de mas y mas computadoras digitales potentes, iniciando con el disefio de la EDVAC en EE.UU.
y Pilot ACE y DEDUCE en el Reino Unido.

Inicialmente los problemas manejados por éstas maquinas fueron puramente numeéricos en su
naturaleza, pero rapidamente se encontrd que estas computadoras podian manejar objetos
puramente simbdlicos y hacer ciiculos con ellos.

El siguiente gran paso fue la creacién de lenguajes de programacion de alto nivel en varias
formas: como instrucciones, introducidas por Post; como producciones, introducidas
independientemente por Chomsky y Backus; y como funciones, introducidas por Church. Estos
lenguajes fueron rapidamente seguidos por el desarrollo de Jenguajes mas poderosos.

En paralelo, la ciencia del disefio y andlisis de la complejidad de algoritmos combinatorios
discretos ha crecido a una velocidad sin precedentes en las ultimas tres décadas. Otras dreas tales
como la geometria computacional, la teorfa computacional de nimeros, etc. han surgido en
tiempos recientes, y han enriquecido la rama de los algoritmos. El campo del dlgebra y la
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geometria algebraica computacionales es relativamente nuevo, pero promete agregar una nucva
dimension a la rama de los algoritmos.

Después de un milenio, parece que las ramas de los algoritmos y el dlgebra pueden converger
finalmente y coexistir en una simbiosis fructifera. Uno debe preguntarse a si mismo qué ejemplos
pueden ser probados en una computadora, una pregunta que forza a uno a considerar los
algotitmos concretos y tratar de hacerlos eficientes.

2.4 Sistemas de Algebra Computacional

El campo del dlgebra computacional ha ganado amplia atencion en afios recientes debido al
incremento del uso de sistemas de computo algebraico en la comunidad cientifica. Estos sistemas,
de los cuales los conocidos como mejores son DERIVE, MACSYMA, MAPLE,
MATHEMATICA, REDUCE, y SCRATCHPAD, difieren marcadamente de los programas que
existen para realizar tinicamente calculos cientificos numéricos. A diferencia de los ultimos
programas, los sisternas de algebra computacional pueden manipular objetos simbélicos
mateméaticos ademis de cantidades numéricas.

Ejemplos de otros sistemas de propésito especial los cuales aparecieron durante la década de
los ochentas incluyen FORM por J. Vermaseren, para calculos de fisica de alta energia, Lie, por
AM. Cohen para cilculos de algebra de Lie, MACAULAY, por Michael Stillman, un sistema
especialmente construido para computaciones en Geometria Algebraica y Algebra Conmutativa,
y PARI por H. Cohen en Francia, un sistema orientado principalmente para cdlculos de teoria de
nimeros. Como para la mayoria de los nuevos sistemas de los ochentas, estos ultimos dos estan
escritos en lenguaje C para portabilidad y eficiencia. '

2.5 Problemas Fundamentales de la Teoria de Algoritmos [57]

Fl concepto matematico de algoritmo fue elaborado a mediados de la década de los treinta por D.
Hilbert, K. Godel, A. Church, S.C. Klecne, E.L. Post, A.M. Turing en dos formas. La primera
solucién se fundamenté en la nocion de funcion recursiva, mientras que l2 segunda utilizé una
clase de proceso de cdlculo definido exactamente.

K. Godel [41] con la ayuda de las ideas de D. Hilbert definié formalmente la clase de todas las
funciones recursivas.

A. Church en 1936 comenzé con otras suposiciones completamente diferentes y obtuve
exactamente la misma clase de funciones. Esto le permiti6 formular la hipétesis de que la clase de
las funciones recursivas es igual a la clase de funciones computables intuitiva y completamente
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definidas. Actualmente esta hipétesis se conoce como la tesis de Church la cual establece que
existe un algoritmo para calcular los valores de una funcion si y solo si la funcion es recursiva.

Esta tesis no puede ser demostrada ya que el concepto de algoritmo no es formal, mientras que
el concepto de funcion recursiva es formal y matemiticamente correcto.

Esta tesis es considerada como una definicién de una funcién algoritmicamente calculable.

Por medio de esta idea A. Church resolvié el problema algoritmico fundamental del predicado
légico y demostrd que no existe un algoritmo para definir si una proposicion dada de primer
orden es verdadera o falsa.

Otro planteamiento fire desarrollado independientemente por E.L. Post [84] y AM. Turing
[93]. Este planteamiento esté basado en la nocién de la mdquina abstracta de Post-Turing que
esencialmente copia el trabajo de una computadora humana.

Las computadoras modemas también trabajan como algunas méiquinas de Post-Turing. Por lo
tanto la teoria de las maquinas de Turing-Post es muy importante para las ciencias de la
computacion. Es muy interesante € importante que la clase de funciones que son calculables por
las maquinas de Turing-Post coincide con la clase de funciones recursivas. Este es otro
argumento que apoya la tesis de Church.

En 1900 Hilbert propuso 23 problemas muy importantes. Entre ellos estaba el problema
ntmero 10 que fue formulado de la siguiente manera:

Sea una ecuacién Diophantie dada con un nimerg arbitrario de variables y coeficientes
enteros. Es necesario encontrar un algoritmo que nos permita verificar en un niumero finito de
pasos si la ecuacion dada tiene soluciones enteras.

En ese tiempo todavia no habia sido desarrollada la teoria de algoritmos, por lo tanto, en este
problema solo fue posible hablar de Ja construccién del algoritmo en sentido intuitivo. Las
grandes dificultades que han aparecido en las investigaciones de las ecuaciones con coeficientes
enteros y sus soluciones enteras han llevado a la hipétesis de que no existe tal algoritmo. Esta
hipétesis inesperada fue demostrada por Ju.V. Matijasevic [75], con la ayuda de los resultados de
M. Davis, H. Putnamn y J. Robinson [26], de la teoria modema de los algoritmos.

Otro problema fundamental, ¢! problema de la igualdad de las palabras para grupos, fue
“resuelto por P.S. Novikov [80] por medio de los métodos de la teoria de algoritmos. Este fue el
primer problema que fue resucito con la ayuda de la teoria de algontmos y que surgié en las
matematicas independientemente de la 16gica y de la teoria de algoritmos. Otras soluciones de
este problema fueron obtenidas por W. Boone [15], 1.L. Britton y G. Higman [42]). Todas estas
soluciones son complicadas y por lo tanto no serin consideradas aqui. En lugar de eso se
considerara el problema de la igualdad de las palabras para semigrupos.



El problema de la igualdad de palabras para semigrupos también ticne una solucion negativa
que fue encontrada por E.L. Post [85] y A A. Markov [74].

Un semigrupo es un conjunto de elementos con una operacién binaria asociativa. Por ejemplo
el conjunto de los nimeros naturales con la adicién o con la multiplicacion son semigrupos. Otro
ejemplo muy importante es el semigrupo libre.

Si se considera al conjunto de variables
X={a,x,...,Tn}

como un alfabeto, el conjunto de todas las palabras no vacias en este alfabeto forma un
semigrupo con la multiplicacién ordinaria de palabras w-v = wv, por ejemplo:

_ - 2,2
Ty Lo Xy - LT3 Ty = T Ty Xy Ty T Ly = LT, L7 Ty
Este semigrupo se dice que es un semigrupo libre con los generadores libres x|, X2, ..., ZTn-

Ahora se considera la manera de definir un semigrupo con la ayuda de los generadores y las
relaciones definidas.

Si se tiene un conjunto de igualdades formales de la forma
W=, WasUs,. .., We=Uk. 2.5.1)

Una transformacion elemental de una palabra ¥ es una sustitucion de la palabra 14 en la palabra
F en lugar de la subpalabra 204, o viceversa, una sustitucién de la palabra w; en la palabra V' en
lugar de la subpalabra ;. Por ejemplo, si se considera el alfabeto con cinco letras C= {a, b, ¢,
d, e} y el sistema de siete relaciones formales

ac=ca, ad=da, bec=cb, bd=db,
eca=ce, edb=de, cca=ccae. (2.5.2)

entonces podemos tener algunos ejemplos de las transformaciones elementales de las palabras
Como son

aecacadb - aeaccadb - aeaccaedbh — aeaccade.

Dos palabras ¥, W se dice que son iguales en el semigrupo definido por las relaciones (2.5.1} si
.existe una secuencia de.transformaciones clementales de la forma

Vol . oVn>W.

Por ejemplo en el semigrupo definido por las relaciones (2.5.2) las palabras aecacadd y
aeaccade soniguales.

E! problema de palabras de semigrupos tiene la siguiente forma:
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Para el semigrupo dado encontrar un algoritmo que para cada dos palabras V, W indique si
son iguales o no en el semigrupo.

Con la ayuda de las maquinas de Turing, E.L. Post y A.A. Markov han demostrado que existen
semigrupos que tienen el problema de palabras sin solucion algoritmica. Es posible demostrar
que el semigrupo definido por las relaciones (2.5.2)

ac=ca, ad=da, bc=cb, bd=db
eca =ce, edb=de, cca=ccae.

es también un problema de palabras sin solucién algoritmica [92].

2.5.1 Algebra calculable.

El conjunto de funciones recursivas incluye a los tres tipos stguientes de las funciones calculables
mas sencillas

s{r)=z+1; 0(x)=0; I (2, ) =T,

y se define con la ayuda de los siguientes tres principales operadores:

1. Composicion de funciones.

2. Operador de recursién primitiva,

3. Minimizacién.

Composicion de funciones
H(x, 22,00, 20)
fZ('rl: ol PRNSINN ITL)

fm(xl,st v -oxﬂ.)
f(z]sZZ,'--:zm)

g (I],Iz,. . ,:Cn)=f(f1(x1,x2,. ..,In),fz(x],xz,...,xn),. . -,fm(zl,xz,-- 'PTTL))-

Operador de la recursién primitiva

g (T, X2,...,%n)
h’ (Z'l, X2 Xn, zn+1szn+2)

La funcién f (X, Ty, ..., Tn.Y) aparece por recursion primitiva si y s6lo si

f(Il,xz,---sxmo)=g(xl:x2,---=xn),
f(Il»IZ:'--:y+l)=h(:‘tlsx2:"->xn,y$f(xlx:r21--"xnsy))

Este operador tiene la siguiente denotacion:

f=R(g, ).
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Ejemplos de funciones primitivamente recursivas:

1. fz,y)=x +vy.
z+0=2=1}(x)
T AHYt)=@ +y)+1=Sx +y),
(@) =1, hz,y,2)=5() .

2. flx,y)=zy.

x-0=o(x)

Ty + 1))=Y +7,

(g(x)y=o(x), hix,y,2z) = z+x).
3 fx,y)=zY.

0

z =1

¥ =2Yz,

(Q(I)'__ l, h’(:r: ya Z) = Z':C) .
Minimizacién

f(xl:---:xn)

Si se considera una ecuacidn de la forma

f@, . Zn-1,Y)=Tn.
denotar
ty(f(xy, ... Tn-1, Y)= Tn)=minima a, tal que
f@y, .. xpa, a)=2Tn.
se tiene una nueva funcién
ﬂy(f(xl, LR xn— 1> y) = x-n) =g(xl= cres xﬂ)
que se obtiene de [ por el operador de minimizacién.

Definicién. Una funcién f se llama recursiva si se obtiene de s, o, I 7;;1 por un nimero finito de
composiciones, recursiones primitivas y minimizaciones.

Tesis de Church. Existe un algoritmo para calcular los vdlores de una funcion sivy solo si la
Juncion es recursiva.
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Conceptos Basicos del Algebra Computacional y Ia Teoria de Lie

3.1 Conceptos Introductorios

A Conjunto. Un conjunto es una coleccién de objetos que no necesariarnente tienen cualquier
estructura o propiedades adicionales. Por ejemplo, una coleccion de 7. naranjas o bananas
constituye un conjunto. Asi 71 personas, asi . puntos.

Para enlazar el algebra y la geometria, se estudian los polinomios sobre un campo. Todos
sabemos que son los polinomios, pero el término campo puede no ser familiar. La intuicion
basica es que un campo es un conjunto donde uno puede definir la adicién, la substraccién, la
multiplicacién, y la divisién con las propiedades usuales. Los ejemplos estindares son los
numeros rezles R y los mimeros complejos €, mientras que los enteros Z no son un campo ya
que la division falla (3 y 2 son enteros pero su cociente 3/2 ne lo es). Una definicién formal de
campo se encuentra en el apéndice A.

Una razén por la que los campos son importantes es que ¢l Algebra lineal trabaja sobre
cualquier campo. Asi, aun si los cursos de algebra lineal restringen a los escalares a caeren R o
€, la mayoria de los teoremas y técnicas se aplican a un campo arbitrario k.

Necesitamos tratar los polinomios en 7t variables x|, . . . , x» con coeficientes en un campo
arbitrario k.
Definicion 3.1.1. Un monomio en x|, . . ., Tn, es un producto de la forma

a2, p8n
O M P

donde todos los exponentes &y, . . ., Ctp, 5on enteros no negativos. El grado total de estos
monomios es la suma &) + ...+ .

Podemos simplificar {a notacién de los monomios como sigue: sea & = (&¥y, . . ., &n)una n-
tipla de enteros no negativos. Entonces establecemos

a __ al_ (12_“ In
¥ =x -2yt

Cuando & = (0, . . ., 0), observe que £ = 1. También |a|= &) + . ..+ ap denota el grado
total del monomio z°.
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Definicién 3.1.2. Un polinomio fen X\, . . ., Xy, con coeficientes en k es una combinacion
lineal finita {con cocficientes en k) de monomios. Escribiremos un polinontio fen la forma

f=Xa,x%, g € k,
a
donde la suma es sobre un nimero finito de Ti-tuplas & = (exy, . . ., an). El conjunto de todos
los polinomios en Xy, . . ., Ty, con coeficientes en k se denota k[xy, . . ., T4

Cuando se trata con polinomios en un pequefic mimero de variables, usualmente se prescinde
de los subindices y se utilizan diferentes letras para las variables.

En esta seccion se emplea la siguiente terminologia.
Definicion 3.1.3. Sea f=¥_a,r% unpolinomioenk[x,,...,Zn).
(1) Liamamos q o el coeficiente del monomio x°.
(i)  Sia,#0,entonces llamamos @ ,x° un término de f,

(iii) £l grado total de f, denotado grad( f°), es la mdxima || tal que el coeficiente @ es no
cero.

La suma y el producto de dos polinomios es otra vez un polinomio. Decimos que un
polinomio f divide a un polinomio g dado g = f k para algin & € k[xy, ..., ). Se puede
mostrar que, bajo la adicién y la multiplicacion, Kz, . . ., Tx] satisface todos los axiomas del
campo excepto por la existencia de inversos multiplicativos {porque, por ejemplo, 1/X] no es un
polinomio}. Tal estructura matematica se llama un anillo conmutativo {ver apéndice A), y por
esta raz6n nos referiremos a &{x), . . ., x] como un aniflo polinomial.

3.2 Formas de Definir Algebras de Dimensi6én Infinita

La forma méas confortable de trabajar directamente con un algebra es, después de todo, dando una
base y una tabla de multiplicacion sobre ella. Por ejemplo, esta es la forma de definir ¢l dlgebra
polinomial y un dlgebra asociativa libre (o sea el 4lgebra de polinomios sobre las variables no
conmutativas). La base en estas dos algebras estd formada por los monomios (en el caso de
algebras libres, son €néfecto llamadas'a menudo palabras),” mientras que la tabla de la
multiplicacion se da en la forma natural ya que el producto de monomios es otra vez un
monomio. Por ejemplo, el producto del monomio X7y por si mismo, serd el monomio TYITY,
pero en la primera algebra se podria escribir en la forma :t:zyz.

Con toda esta comodidad, este método de representacion no es empleado tan frecuentemente,
porque requiere mas o menos las reglas de multiplicacién del mismo tipo, debido a la infinidad de
la “tabla de muitiplicar”, En la prictica, una situacién muche mas frecuente se da cuando no es
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posible describir aun la uniformidad de la base, sin mencionar las leyes de 1a multiplicacion. En
un caso, sin embargo, esta forma es utilizada regularmente; teniendo en mente las dlgebras de
grupo y de semigrupo.

Algunas veces es mas confortable considerar, en lugar de un grupo G, su dlgebra de grupo
K[ ] sobre un campe X, el cual puede ser definido de la siguiente forma: los elementos de G son
declarados para formar su base y la ley de la multiplicacién en G (tabla de Cayley) no es mas que
la tabla de multiplicacion en K[G]. Para evitar ambigiiedad (especialmente cuando la ley de la
multiplicacién es escrita aditivamente) frecuentemente usaremos, en lugar de los elementos g,
para la base, los simbolos e indexados per los elementos del grupo.

Por ejemplo, para el grupo Z de enteros, el algebra de grupo tendra la base ¢; y la ey de la
multiplicacién eie; = €445 (1, ] € £).

Uno gencralmente trata de definir las dlgebras descriptivamente y directamente a través de sus
propiedades que las definen. Esta es la caracteristica definicién “fisica”.

En la mayoria de los casos tal descripeion nos habilita para obtener una descripcién de Ja base
y la tabla de la multiplicacién. Sin embargo, en este proceso, “la intuicién fisica” se pierde y se
hace un esfuerzo para no usar esta base hasta el inicio de los célculos directos.

Un planteamiento mds es una reduccion a los clasicos o casi clisicos objetos. Por ejemplo
muchos grupos infinitos surgen como grupos de matriz. Las algebras de dimensidn infinita
también pueden ser vistas como dlgebras de matriz, pero de dimensidn infinita.

Otra forma es introducir nuevas operaciones sobre los objetos clasicos. Aqui estdn ejemplos de
ésta clase (que por si mismos se han vuelto clasicos).

Podemos hacer un algebra de Lie Ay desde un algebra asociativa A, introduciendo una nueva
multiplicacién: [ab] = ab — ba. Es facil ver que satisface las identidades definidas para un
Algebra de Lie:

[abl=-[ba] (la identidad de anti-conmutatividad),

[ablcl+[[bela] + [[calb]=0 (laidentidad de Jacobi).

3.3 Enfoque Combinatorio

La forma més importante de definir dlgebras para nosotros consiste en describirlas en términos de
generadores y definiendo relaciones. E] método de generadores y relaciones es similar al método
axiomdtico en la mimatura, donde e] papel de los axiomas es realizado por las relacicnes. Primero
consideremos un ejemplo y entonces demos una definicion exacta.
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Asumamos que estamos estudiando un algebra (asociativa) A definida por tres generadores o,
b, ¢ y las tres relaciones:

2ab-c=0; 2bc-a=0; 2ca-b=0.

(A qué se parece esta dlgebra? Esta es un ilgebra que automdticamente tiene tres elementos
dados y también todos los productos pesibles generados por ellos (por ejemplo cha, a’ ete.),
generalmente llamados palabras. Los productos de palabras se definen en la forma natural,
digamos ba-ac = baac (o ba’c en la forma abreviada). Sin embargo, algunas de éstas
palabras son linealmente dependientes o més aun iguales. ;Culles? Naturalmente aquellas que
estin incluidas en las relaciones que las definen, digamos 2ab = ¢. Sin embargo, las otras
relaciones derivables de las relaciones que las definen no son excluidas. Por ejemplo, si la
igualdad 2ab = ¢ se multiplica por ¢ por la derecha, entonces obtenemos la iguaidad 2abc =
ct. Substituyendo 2bc por @ por el lade izquierdo obtenemos la igualdad a? = ¢2. Podemos
obtener la igualdad al=b? anilogamente. Estas dos relaciones se siguen de las relaciones que
tas definen. Por lo tanto, cuando escribimos 4 = {a,b,c| 2ab =c¢,2bc =a, 2ca = b), entonces
tenemos en mente que, no solamente estas relaciones que las definen se cumplen en 4, sino
también aquellas que son sus consecuencias. Asi esta propiedad permite el uso efectivo del
método dado para definir algebras. Sin embargo la efectividad en definir dlgebras tiene su otro
lado también. El hecho es que definiendo 4lgebras de este modo, muchas preguntas
perfectamente naturales se vuelven no triviales y a menudo sin solucién. Por ejermnplo al tratar de
obtener una respuesta a la pregunta ;cual es la dimension del dlgebra A definida arriba? Es dificil
decir aun si A ¢s de dimension infinita o, por €l otro lado, no-cero.

Es aun mas dificil contestar preguntas acerca de los elementos concretos. Por ejemplo, ;los
elementos que representan las palabras a® y ba son iguales o diferentes en el dlgebra 47 No
obstante, en la mayorfa de los casos importantes es posible obtener respuestas satisfactorias a
preguntas fundamentales.

Regresemos a la definicion formal de un algebra A definida por los generadores ¥y, 3, . . .,
g y las relaciones que la definen

fi=0,2=0,..., fr=0.

. ~{Ambos_el conjunto.generador asi como el conjunto de las relaciones, generalmente hablando,
pueden ser infinitos, pero ya gue no hay diferencias importantes, utilizaremos solamente
variantes finitas por conveniencia.)

Asi que, consideremos un digebra libre. U con el conjunto de generadores X = {x|, T3, .. .,
Zg}. Hacemos notar que estos elementos son polinomios de variables no conmutables ; y la
base consiste de palabras {monomios).
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En particular todos los elementos f; son elementos de esta dlgebra. Podemos considerar €l
tdeat 7 en U generado por estos elementos (o sea, el ideal mas pequefio que los contiene).

El algebra definida tiene la propiedad universal correspondiente: para cada dlgebra 8 con el
mismo conjunto de generadores para la cual se satisfacen las mismas relaciones (y posiblemente
algunas otras méas también), existe un homomorfismo unico 4 a B fijando los generadores.

Si el conjunto de generadores es finito, entonces el algebra se llama finitamente generada y,
ademads, el conjunto de relaciones que la definen es finito, entonces el Algebra se llama
finitamente presentada.

3.4 Modulos y el Producto Tensor

A Méddulos. Recuerde que un espacio vectorial ¥ se llama un moduly sobre un algebra 4 (o
un médulo-4) si cada elemento del 4lgebra actia como un operador lineal, mientras que la suma
y ¢l producto de los elementos son asignados a la suma y al producto de los operadores
correspondientes. En otras palabras, para cada @ e 4 y para cada ¥ € V, su producte v + @ esta
definido (y se llama la accién de @ sobre ¥) y todas las propiedades naturales de linealidad y
distributividad asi como la de la asociatividad caracteristica (v s @)+ b = v » (ab)paraa,b €
A se satisfacen. La nocién de un médule es una generalizacién natural de la nocién de un espacio
vectorial: si tomamos a A para ser €l campo K, entonces un modulo-K es exactamente un espacio
vectorial,

B EIl producto tensor. Recuerde que si ¥y W son dos espacios vectoriales con las bases ¢,
3, ... Y/i, f.... Tespectivamente, entonces su producto tensor ¥ ® W es un espacio vectorial con
la base denotada por e; ® fi. Aqui,si ¥ = Zaje; € Vy w = Lf;f; € W, entonces la
combinacién lineal X; ; a; Bje; ® f; es de ofro modo denotada por v & !, de esta manera las
propiedades naturales de linealidad y distributividad del siguiente tipo son vélidas: a (v ® w) =
agv@w=vRaw;(eeK) (v, +v)®w =v ®w+U;®w ylanotacidn no depende
de la eleccién de una base. Observe que no cada elementoen ¥ ® W esdelaformax ® .

Si A y B son algebras, entonces su producto tensor 4 ® B puede ser también provisto con la
estructura de un algebra con la siguiente muitiplicacién:

a®b)a’®b)=aa’®bb".
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3.5 Palabras Normales y una Base de Groebner de un Ideal de un Algebra
Libre

En el trabajo con un algebra definida por generadores y definiendo relaciones, intuitivamente
tendemos a trabajar con el lenguaje de las palabras, o sea Jos elementos de un élgebra libre. En
esta seccion se introducen las nocicnes de palabras normales y la descomposicién de un dlgebra
libre en un ideal y su complemento normal. Después se introduce una nocidn importante de la
base de Groebner (y su nocién equivalente de sistema completo de relaciones),

3.5.1 Notacion Bisica, Grado y Orden,

Sea U = K {X') un algebra asociativa libre con la unidad y $ el conjunto de todas las palabras en
el alfabeto X (incluyendo la palabra vacia A, la cual sera identificada con la unidad 1). Para
abreviar notacion se generaliza la nocidn ordinaria de potencia. 8i [, g € S, entonces denotamos
por grad 7g el nimero de ocurrencias diferentes de la palabra f dentro de la palabra g. Por
ejemplo, grad zzXxx =2, grad r,yx = 0. Si F < § es algin conjunto de palabras, entonces
denotamos grad pg = Xy €F grad pg. Por ejemplo grad xg = |g] es la longitud de g. Para
generalizar estas definiciones, asumamos que el conjunto de palabras en S estd bien ordenado (o
sea cada dos palabras diferentes son comparables y tenemos una posibilidad de induccién en el
orden >} y el orden > se preserva después de la multiplicacién:

fzg; hzk = fhzgk; hfzkg.
La palabra maés pequefia debe ser siempre la unidad.

A Palabra lider. Cada polinomio no conmutativo fen xy,. .., Tn es una combinacién lineal

de palabras f = Zaju;. Denotamos por T una palabra lider la cual ocurre en esta
descomposicién con un coeficiente no-cero. En el caso general la palabra lider de un producto no
es igual al producto de las palabras lideres de los factores. Por ejemplo, si f=Z |+ X 1X2yg =
T3+ TyXs entonces f§ =X ZaX3# T XT3= f g.Pero sila palabra lider de f no es el inicio de
cualesquiera otra palabra en f, entonces

fa=fg. (3.5.1)

Verdaderamente, las desigualdades ? > u; se pueden multiplicar por la derecha por
(posiblemente distimos)'elementos*?"vk" > uVs. En particular, si f es un polinomio - -
homogéneo, esto es, que todas las palabras 1¢; tienen la misma longitud, entonces la férmula
(3.5.1) es verdadera.

El conjunto de todas las palabras no es completamente ordenado ya que existen cadenas
decrecientes infinitas — por ejemplo,

x>xi>ri>. x> (35.2)
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pero, todos sus subconjuntos finitos son completamente ordenados. Esto nos permitird emplear
induccion sobre la palabra lider, dado que las restricciones son puestas en las longitudes de Jas
palabras, /(v), o en los grados del polinomio bajo consideracion.

B Orden lexicogrifico. En los ejemplos concretos de esta seccidn, el orden sera como sigue:
las palabras se ordenan primero por su longitud, y, si las longitudes son las mismas, entonces
lexicogréficamente. Llamamos a este orden lexicogrdfico homogéneo. Ahora, con cada elemento
no-cero . € 1l podemos asociar su palabra lider ¢ (en el orden >) y podemos extender > a un
orden (parcial) sobre 1: 10> v <> 14 > . Ademds, si U U, entonces U= {z: e U} ysiv
€ U, entonces ponemos

grad v = grad p¥ .
Por ejemplo, grad y v es la potencia ordinaria y

3 -_ =
B gy YT
De hecho, ¢l principal ejemplo del uso de la nocién introducida de potencia es la igualdad grad y
v =, la cual es simplemente una forma corta de} hecho de que ninguna de las palabras lideres de

los elementos de U es una subpalabra de la palabra lider del elemento v.

3.52 Palabras Normales. Descomposicion de un Algebra Libre en un Ideal y sun
Complemento Normal.

Sea I un ideal del dlgebra libre 1, la cual consideraremos fija.

Definicién 3.5.1. Una palabra s € § se llama normal (modulo ideal /), si S no es el término
lider de cualquier elemento en /. La condicién equivalente es grad ; § = 0. Denotemos por N la
cubierta lineal del conjunto de palabras normales y Je llamamos el complemento normal del ideal
I. El nombre se justifica por lo siguiente:

Teorema 3.5.1. La siguiente descomposicidn de suma directa de espacios vectoriales sostiene:
U=N @I

Prueba. Es obvio que J » N = 0. En consecuencia, ¢s suficiente probar por induccién sobre > la
rcpresentabilidad de cada palabra s en la forma S+ ¥y, donde S e N, iy € [ Si S es normal,
entonces 5 = S, de otro modo, $ es la palabra lider del elemento 1. € I Sea u = as + .
Entonces, por induccién, U es representable en la forma U + 7, por consiguiente s = & “Hu -v)
= a~'T + a (- y), la cual cs la representacion deseada,

Definicion 3.5.2. Para cadau € U, su forma normal 1 esti definida para ser su imagen por la
proyeccién natural il — N. Claramente, U =0 <> u e L.
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Corolario 3.5.1. Definimos una nueva operacion sobre N establecicndo s s t =si . Entonces,
N, junto con la operacion introducida es isomdrfica al digebra factor A = 11/1.

De este modo vemos que, para trabajar con A en el marco del dlgebra libre U, es necesario
poder encontrar sus palabras normales y saber como reducir una palabra arbitraria a su forma
normal. Desafortunadamente, este problema generalmente hablando, algoritmicamente no tiene
solucidn, al igual que un problema mds simple no tiene solucion: para construir un algoritmo que
determine si dos palabras dadas son iguales en el Algebra factor (o, equivalentemente, si ellas
tienen la misma forma normal). Este ltimo problema, llamado el problema de la igualdad para
palabras es irresoluble aun para la siguiente dlgebra concreta completa a, b, ¢, d, e|ac = ca, ad =
da, be = cb, bd = db, eca = ce, edb = de, cca = ccae.

Uno de Jos mis efectivos enfoques a este problema, descubierto en vanias formas por una serie
de autores (Bergman [8], 1978), (Buchberger[18], 1983), (Bokut'[10], 1976), (Ufnarovskij [96],
1980), (Shirshov [95], 1962) cs objeto de atencidn.

3.5.3 Base de Groebner. Sistema Completo de Relaciones.

Definicion 3.5.3. Un subconjunto G del ideal I se llama una base de Groebner si, para toda v €
1, se satisface lo siguiente:

gl‘adg'U)O.

E! valor de la base de Groebner se muestra en el siguiente
Teorema 3.5.2. Una palabra s es normal si y solo si
grad gs=0.

Prueba. Por un lado, G 1 implica grad 6§ < grad ;s. Por otro lado, si grad , >0, v e ]
grad gU > 0, g € G, entonces obviamente también grad g S 2 grad gs > 0.

Existen, generalmente hablando, muchas bases de Groebner (por ejemplo el ideal por si
mismo es uno de ellos), sin embargo existe siempre un minimo en el sentido de que ningin
subconjunto de €l es una base de Groebner. No es dificil ver que la condicién de minimidad es
equivalente a la declaracién que, para cada U € G grad g\ = 0 se conserva (esto es ninguna de
las palabras lideres es una subpalabra de otra). Si ademas, la condicién més fuerte es satisfecha, a
saber que cada elemento v € G tiene la forma f - f, donde f= © es la palabra lider, entonces
]a base se llama reducida. La base reducida es determinada tnicamente y es facil construirla
iniciando con un minimo, normalizandolo (para hacer que el coeficiente con €l término lider sea
uno) y reduciendo todas las palabras no lideres con la ayuda de la base misma en la forma
normal. El reto es como construir una base minima, y después de resolver ese problema,
generalmente asumiremos que todas las bases de Groebner son reducidas.
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Trabajando cen el lenguaje del dlgebra factor A = U1/1, a menudo es mas confortable hablar de
relaciones, asi introducimos un sinénimo mas, llamando a un conjunto de relaciones fi = vy el
sistema completo de relaciones sobre A, si f; son palabras, fi; > v; y {fi —v;} es una base de
Groebner.

Sefialamos que una base de Groebner depende de la eleccion de los generadores X asi como de
la relacién de orden > y puede cesar de ser tal si una u otra se cambia. También sefialamos que
una base de Groebner siempre genera un ideal.

3.5.4 Reduccién. Composicién. El Lema de Compeosicion.

Asumiendo que un ideal / es generade por un conjunte R, para obtener una base de Groebner,
comenzando con R (y consecuentemente un sistema completo de relaciones del algebra factor
LI/7), necesitamos transformar a R utilizando tres operaciones-estados.

1. Normalizacién. Es la sustitucién de cada elemento mediante un proporcional, de la forma
f-1w, donde fes la palabra lider, f > 20. En otras palabras; el coeficiente con la palabra lider
se hace en 1. Después de que todos los elementos han sido normalizados, podemos ir al segundo
estado.

. Reduccion. Si w y U son elementos normalizados, tal que grad .24 > 0, entonces sea
%t = gUh la ocurrencia de la palabra lider de v en la palabra lider de . Entonces por reduccion
significa la substitucién de 14 por el elemento, obtenido a través de la normalizacién del elemento
w — guh. Tal vez sea mas legible en el lenguaje de relaciones:

w=few f=gkh
> 4

u=k-1 w=glh

Observamos que el elemento reducido es ya sea cero (en cuyo caso lo podemos quitar sin
dificultad), o también, es mas pequefio que el elemento con el que iniciamos. Esto garantiza que
una serie de reducciones termina tarde o temprano. Si todas las reducciones han sido completadas
{osea ¥ u e Ugrad 7y 4,1t = 0), nos podemos mover al tercer estado.

Una posible no unicidad de los resultados de éste estado, dependiendo del orden y el lugar de
las reducciones, se vuelve sin importancia, después de todo. Una consideracién aniloga se aplica
tarnbién al tercer estado.

INl. Cemposiciones. La composicién de un par 1., v de elementos normalizados es una palabra f,
tal que 7 es su comienzo y U es su final, donde las ocurrencias de las subpalabras declaradas
intersectan. En otras palabras, f=2 -y -2,donde xy =1, yz =0,y =1.
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El elemento obtenido normalizando el elemento TV — wz se llama el resultado de la
composicion. Para claridad, un diagrama en el lenguaje de las relaciones: w=zy-w;
v=yz -l =

TYz
wz =xl
En el tercer estado, los resultados de todas las composiciones no consideradas deberian estar

contiguos a U/ (observamos que inclusive un par puede dar varias composiciones) y regresar al
estado de reduccion.

El resultado de numero infinito de repeticiones del segundo y el tercer estado es una base de
Grocbner minima ya que se mantiene ¢l siguiente:
A Lema Sobre Composicion. Si el conjunto U es tal que ¥V u € U grad y\ ,u =0 (0 sea
ninguna de las palabras lideres de los elementos w € U es una subpalabra de otra) y el

resultado de cualquier composicion se reduce a cero después de pocos pasos, entonces U es una
base de Groebner minima.

Otro nombre para este lema es el lema del diamante; su prueba en varias formas pucde
encontrarse en cualquiera de los siguientes: (Bokut’ [10}, 1976), (Anick [1], 1986), (Bergman [8],
1978), (Ufnharovskij [96], 1980). -

3.6 Bases de Groebner en el Caso Conmutativo

Una base de Groebner de un 4lgebra conmutativa, también puede ser infinita. Tiene por lo tanto
sentido en este caso examinar todas las nociones consideradas e introducir otra base, la cual
también llamamos una base de Groebner. Antes que todo, como punto de inicio, consideramos no
un algebra libre, sino el dlgebra de polinomios K [x1, . . ., n]. Su base consiste del conjunto
ordenado de palabras de la forma :J::I' e xfl‘" , €l cual llamamos monremio.

El conjunto de monomios estd provisto con un orden lineal >, pero las condiciones sobre €1 no
son tan rigidas.como en el caso no conmutativo: los requerimientos son inicamente que la unidad
sea el elemento minimo y que el orden se conserva después de la multiplicacion: f >g = fh >
gh. El buen ordenamiento no es necesario — en su lugar el teorema de la base de Hilbert se
utiliza con éxito (Bokut’, L’vov, Kharchenko [11], 1988); el uso del orden lexicografico puro se
permite en el caso cuando, digamos X es mayor que cada potencia de .

La nocién del grado grad g es redundante aqui, y podemos manejarlo completamente con la
nocién de divisibilidad. Si 4 = K[ X' ]/ I, entonces un monomio normal es un monomio no igual
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a cualquiera de los monomios lideres de los elementos de /. Por supuesto, K [X] = N @ [, cuando
N es la envoltura lineal del conjunto normal de monomios. Un subconjunto G del ideal se llama
su base de Groebner, si su conjunto F de monomios lideres tiene la propiedad que el monomio
lider de cada elemento del ideal es divisible al menos por una palabra de F. A diferencia del caso
no conmutativo, una base de Groebner minima siempre es finita. El algoritmo de su construccion
va junto con el mismo esquema, pero con algunas simplificaciones. Normalizando, como al
principio, denota la sustitucién de un elemento por une proporcional,’en el cual €l coeficiente con
la palabra lider equivale a uno. Si 1a palabra lider 1¢ de un elemento normalizado u es divisible
por la palabra lider U de un elemento normalizado v: % = Th , entonces la reduccion de 24 por
v denota el reemplazo de 14 por e} elemento obtenido después de normalizar 14 —~ vh. El papel de
la composicién [ de dos elementos normalizados 1 y v es desempefiado por minimo comiin
nuiltiplo de las palabras lideres. Si f= wh y f= Dg, entonces el resultado de la composicion se
obticne nomalizando la diferencia uh - vg. Se observa que no es necesario considerar
composiciones de elementos entre ellos mismos asi como composicienes que son productos de
palabras lideres, su resultado, en cualquier proporcién se reduce a cero. Existen suficientemente
muchos documentos dedicados al caso conmutativo — el primer conocimiento con el que s més
confortable iniciar es un articulo de Buchberger [18] (Buchberger, 1983). Sin embargo, aqui se
discute una de las mds importantes aplicaciones de la base de Groebmer en el dlgebra
conmutativa, El hecho es que hoy en dia, el proceso de construccidn de las bases de Groebner ¢s
una de las formas mas universales de resolver sistemnas no lineales de ecuaciones polinomiales,
no unicamente manualmente, sino también poer computadoras.

3.7 Grupos de Lie

Un grupo de Lie es un “grupo” el cual es también una “variedad”. Los grupos surgen como una
abstraccion algebraica de la nocién de simetria; un ejemplo importante es el grupo de rotaciones
en ¢l plano o espacio tridimensional. Las variedades, las cuales forman los objetos fundamentales
en el campo de la geometria diferencial, generalizan los conceptos familiares de las curvas y
superficies en ¢! espacio tridimensional. En general, una variedad es un espacio que localmente
se parece a un espacio euclidiano, pero cuyo caricter global podria ser totalmente distinte. La
conjuncién de estas dos al parecer ideas mateméticas dispares combina, y extiende
significativamente, los métodos algebraicos de la teoria de grupos y el cilculo de multi-variable
utilizado en la geometria analitica. Esta tcoria resultante, particularmente las poderosas técnicas
infinitesimales, puede cntonces aplicarse a una amplia variedad de problemas fisicos y
matematicos.
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3.7.1 Variedades.

Una variedad mi-dimensional es un espacio conexo, localmente compacto, con una base contable,
cada punto del cual tiene una vecindad homeomorfa al espacio 71 euclidiano. Ejemplos son las
curvas simples cerradas (variedad unidimensional) vy la superficie de una esfera o de un toro
(variedades bidimensionales). Un problema fundamental de la topologia es (resuelto solo para
7L = 1, 2} clasificar las variedades 7i-dimensionales en tipos tales que las dos variedades sean
homeomorfas si, y s6lo si pertenecen al mismo tipo.

A  Variedad suave es una variedad con una estructura adicional que permite hablar de
diferenciabilidad o suavidad de funciones de valores reales; a estas variedades también se les
conoce como variedades diferenciables. Con este planteamiento, puede definirse la nocién de
transformacion suave entre variedades suaves y puede introducirse la diferencial de una
transformacidn suave, la cual es una generalizacién de la derivada.

Los objetos tales como las ecuaciones diferenciales, los grupos de simetria, etc., estan
definidos sobre subconjuntos abiertos del espacio euclidiano R, Las caracteristicas geométricas
subyacentes de estos objetos seran independientes de cualquier sistema de coordenadas particular
sobre el subconjunto abierto el cual podria ser utilizade para definirlas, y se hace de gran
importancia para liberamos de la dependencia de coordenadas locales particulares, asi que
nuestros objetos seran esencialmente “libres de coordenadas”. Mas especificamente, si U c R
esabierto y y: U — ¥, donde ¥ < R™" es abierto, es cualquier difehomorfismo, significando que
w es una transformacién diferenciable infinitamente con inversa diferenciable infinitamente,
entonces los objetos definidos sobre U tendrén contrapartes equivalentes sobre F. Aunque la
formula precisa para el objeto sobre U/ y su contraparte sobre ¥, en general, cambiard, las
propiedades subyacentes esenciales permanecerin iguales. Una vez que nos hemos liberado de
ésta dependencia en las coerdenadas, es un pequefic paso a la definicién general de una variedad
suave, Desde este punto de vista, las variedades proveen las condiciones naturales para estudiar
objetos que no dependen de coordenadas.

Definicion 3.7.1. Una variedad m-dimensional es un conjunto M, junto con una coleccion
contable de subconjuntos U, c M, llamados cartas de coordenadas, y funciones uno a uno x, :
Uy — Vg en subconjuntos abiertos conectados ¥V, < R™, llamados transformacicn de
coordenadas locales; los cuales satisfacen las-siguientes propiedades:

(a) Las cartas de coordenadas cubren M:
Ul,=M.
(b} Sobre el traslape de cualquier par de cartas de coordenadas [/, r Uy la transformacidn
compuesta
x5 xa  2a(Ua\Up) > 25 (Uary Up)
es una funcidn (infinitamente diferenciable) suave,
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(¢} Six e Uy, T e Up son puntos distintos de M, entonces existen subconjuntos abiertos ¥ C
Ve, ¥ c Vg, con ya () e W, y5(T) € W, satisfaciendo
-1 -1,
Yo Wyngg (W)=0.

x8 - xa .

Figura 3.7.1 Cartas de coordenadas de una variedad

Las cartas de coordenadas y, : Uy = Vo dotan a la variedad M con la estructura de un espacio
topolégico. A saber, requerimos que cada subconjunto abierto Wz € Vo R™, Za_l(Wx) sea un
subconjunto abierto de M. Estos conjuntos forman una base para la topologia sobre M, asi que U
c M es abierto si y sélo si para cada x* € U hay una vecindad de * de la forma antenior
contenida en U; asi * € ;(a.-l(W) < U donde y,: Uy —> ¥, es una carta de coordenadas que
contiene a T, y W es un subconjunto abierto de ¥, . En términos de esta topologia, el tercer
requisito en la definicién de una variedad es sélo un reacondicionamiento del axioma de
separacién de Hausdorfl: si x # Tson puntos en M, entonces existen conjuntos abiertos U
conteniendo x y [J conteniendo % tales que U~ U=0.

El grado de diferenciabilidad de las funciones traslapadas yp - z,,_l determina el grado de
suavidad de la variedad M. Las variedades suaves, en las cuales las funciones que se traslapan
son suaves, significan C~, difehomorfismos o subconjuntos abiertos de R™". Si requerimos que
las funciones traslapadas yg - xa_' sean funciones analiticas reales, entonces M se llama una
variedad analitica. La mayoria de los ejemplos clésicos de variedades de hecho son analiticos. -
Alternativamente, podemos disminuir los requerimientos de diferenciabilidad y considerar
variedades—Ck , en las cuales las funciones que se traslapan solo requicren tener derivadas
continuas hasta de orden k.
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3.7.2 Grupos de Lie.

El punto de inicio para el estudio de Sophus Lie [40, 90] de grupes continuos fue un estudio de
ecuaciones diferenciales parciales. Sea

oz’

or
la ecuacidn diferencial parcial para un proceso de flujo. Esta ecuacién tiene la forma

1 1
(9= f(z;T0).

Esta representa la posicién de una particula especifica en el tiempo 7 si su posicién original en 7
=0es Ty,

= u'(z)

FHr=0,z0)=x} .

Para cada valer de 7 se asocia una transformacion del espacio de los puntos & en si misma. Las
transformaciones para todos los valores posibles de r forman un grupo.

A primera vista, un grupo de Lic parece ser como una unién natural entre el concepto
algebraico de un grupo y la nocidn de geometria diferencial de una variedad. Sin embargo, como
se verd, ¢sta combinacion de dlgebra y cdlculo conduce a poderosas técnicas para el estudio de
simetria fas cuales no estan disponibles para los grupos finitos. Comenzamos recordando la
definicion de un grupo abstracto.

Definicién 3.7.2. Un grupo es un conjunto G junto con una operacion de grupo, generalmente
llamada multiplicacidn, tal que para cualesquiera dos elementos g y i de G, el producto g - h es
otra vez un elemento de G. Se requiere que la operacién de grupo satisfaga los siguientes
axiomas:

(1) Asociatividad. Si g, h y k son elementos de G, entonces
g th-k)y=@-h) k.

(2) Elemento identidad. Existe un elemento distinguido e de G, llamado el elemento identidad,
¢! cual tiene la propiedad de que

erg=g=g-e
- paratoda-g-enG:
(3) Inversos. Paracada g en G hay un inverso, denotado g-l, con la propiedad
-1 -1
g9 =e=g -@g.

Antes de proceder a los grupos de Lie, discutimos un par de ejemplos elementales de grupos los
cuales dan alguna idea de las caracteristicas que distinguen los grupos de Lie del tipo mas general

de grupos.
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Ejemplo 3.7.1. (a) Sea G = Z, el conjunto de enteros, con la adicidn siendo la operacién de
grupo. Claramente la asociatividad se satisface, el elemento identidad es 0 y el “inverso” de un
entero T es —X.

(b) Similarmente G = R, el conjunto de los niimeros reales, es también un grupo con la adicién
como la operacion de grupo. Otra vez 0 es la identidad, y — 1a inversa del nlimero real z. En los
dos casos la operacién de grupo es conmutativa: g - = h - g para g, h € G. Tales grupos son
lamados abefianos; ellos forman sclamente una pequefia subclase de todo ¢l range de
posibilidades para grupos.

(¢} Sea G = GL{n, Q), el conjunto de matrices invertibles n X n con cntradas de mimeros
racionales. La operacidén de grupo estd dada por la multiplicacién de matniz. El elemento
identidad es, por supuesto, la matriz de identidad I, la inversa de una matriz 4 es la ordinaria
matriz inversa, la cual otra vez tiene entradas racionales.

{d) Similarmente, GL(n, R), el conjunto de todas las matrices invertibles n X 2 con entradas
reales es un grupo bajo la multiplicacién de matrices, la identidad y la inversa siendo las mismas.
que en el ejemplo previo. Por brevedad, generalmente denotaremos el grupo lineal generai GL(n,
R) por solo GL{m).

La caracteristica que distingue a um grupo de Lie es que también lleva la estructura de una
variedad suave, asi los elementos de grupo pueden ser continuamente variados. Asi en cada par
de arriba de ejemplos de grupos, el segundo casc es un grupo de Lie ya que también es una
variedad suave, Para R, la estructura de variedad es clara. Como para el grupo lineal general, se
puede identificar con el subconjunto abierto

GL(n}= {X : det X# 0}
del espacio M, , de todas las matrices n X n. Pero M es isomdrfica a an , las coordenadas son
las entradas x;; de X. Asi GL(n) es tambi¢n una variedad n’-dimensional. En ambos casos la
operacién de grupo es suave (de hecho analitica). Esto conduce a la definicién general de un
grupo de Lie,

Definicién 3.7.3. Un grupo de Lie de pardmetro-r es un grupo G el cual lleva también la
estructura de una variedad suave r-dimensional en tal forma que ambas la operacién de grupo

m:GXxG=G, m(g,h)=9-h, g,heG,
y la inversién
i:G->G, i(g)=g_l, geqG,
son transformaciones suaves entre variedades.

Ejemplo 3.7.2. Aqui discutimos un par de ejemplos de grupos de Lie ademas de los dos ya
presentados.
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(a) Sea G = R, con la obvia estructura de variedad, y sea la operacién de grupo la adicién
vectorial (x, y} = x + y. El “inverso” de un vector x es el vector —x. Ambas operaciones son
claramente suaves, asi que R’ es un ejemplo de un grupo de Lie abeliano de parametro-r.

(b) Sea G = S0(2), el grupo de rotaciones en el plano. En otras palabras

cos @ —sené
G = - 0£8<2n
sen & cos &

£l

donde & denota el dngulo de rotacién. Observe que podemos identificar a G con el circulo
unitario
S'={(cos G,s5end)0<80<2xn}
es RZ, la cual sirve para definir la estructura de variedad sobre SO(2). Si incluimos reflexiones
obtenemos el grupo ortogonal
0(2)={X e GL2): X Xx=1}.
Tiene la estructura de variedad de dos copias desconectadas de § L

Un homomorfisma de grupo de Lie es una transformacion suave ¢: G — H entre dos grupos
de Lie la cual respeta las operaciones de grupo:

$(G-3)=9@)-¢(3), 9,3 €G.

Si ¢ tiene una inversa suave, determina un isomorfismo entre Gy H.

3.7.3 Corchetes de Lie.

La operacion més importante sobre campos vectoriales es el corchete de Lie o conmutador. Este
se define més ficilmente en términos de sus acciones como derivaciones de funciones,
Especificamente, si v y w son campos vectoriales en M, entonces su corchete de Lie [v, w] es el
campo vectorial Unico que satisface

[v, WI(f) = v(w(/)} - w(v(/)) 3.7.1
para todas las funciones suaves f: M — R. Es facil verificar que [v, w] es efectivamente un
campo vectorial.

- Proposicion 3.7:1.  Los corchetes de Lie-tienen las siguientes propiedades:.
(a) Bilinealidad
[ev+e v, wl=cv,w] + v, w],
[v,ew+c w]=c[v,w]+c[v,W'], 372

donde ¢, ¢' son constantes.
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(b) Simetria torcida
[v, w]=—[w,v¥]. 373
{¢) Laidentidad de Jacobi
[n, [v, w]l + [w, [u, v]} + [v, [w,u]}=0. 374

La primera definicién de los corchetes de Lie (3.7.1) asegura que es libre de coordenadas. Mas
generalmente, si F : M— N es cualquier transformacién suave, y v y w son campos vectoriales
sobre M tal que dF(v), dF{(w) son campos vectoriales F-relacionados a bien-definidos sobre N,
entonces sus corchetes de Lie también son F-relacionados:

dF([v, w]) = [dF(v), dF(w)] . 375

3.8 Algebras de Lie

Si G es un grupo de Lie, entonces hay ciertos campos. vectoriales distinguidos sobre G
caracterizados por su invarianza (en un sentido de definicion corta) bajo la multiplicacién de
grupo. Como se verd, estos campos vectoriales invariantes forman un espacio vectorial de
dimensi6n finita, ltamado el dlgebra de Lie de G, el cual es en un sentido preciso el “generador
infinitesimal” de G. De hecho casi toda la informacién en el grupo ¢ estd contenida en su dlgebra
de Lie. Esta observacion fundamental es el pilar de la teoria de grupo de Lie; por ejemplo, nos
habilita para reemplazar condiciones no lincales complicadas de invarianza bajo una accién de
grupo por relativamente simples condiciones infinitesimales lineales. La potencia de éste método
no puede ser sobreestimada-efectivamente casi toda la gama de aplicaciones de grupos de Lie a
Ias ecuaciones diferenciales dltimamente descansa en esta construccion.

Comenzameos con la figura global de grupo de Lie, direccionando la construccion andloga para
grupos de Lie locales subsecuentemente. Sea G un grupo de Lie. Para cualquier elemento de
grupo g € G, la transformacién de multiplicacion derecha Ryg: G — G definida por

Rglhy=h-g
es un difehomorfismo, con la inversa
-1
Rg-] = (Rg) .
Un campo vectorial v sobre G se llama invariante-derecho si
dRg(v|2} = Vlrg(h) = Vlng

para toda g y A en G. Observe que si v y w son invariante-derechos, también lo es cualquier
combinacion lineal av + bw, a, b, € R; de aqui que el conjunto de todos los campos vectoriales
invariantes-derechos forman un espacio vectorial.
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Definicion 3.8.1. El algebra de Lie de un grupo de Lie G, tradicionalmente denotada por la
correspondiente letra gética g minidscula, es el espacio vectorial de todos los campos vectoriales
invariantes-derechos sobre G.

Observe que cualquier campe vectorial invariante-derecho estd dnicamente determinado por
su valor en la identidad porque

vlg = dRg(vle) , (3.8.1)

ya que Rg(e) = g. Contrariamente, cualquier vector tangente a G en € unicamente determina un
campo veclorial invariante-derecho sobre G por 1a férmula (3.8.1). Efectivamente,

dRg(v|n) = ng(dRh(Vle)) = d(Rg °RpXvle) = dRhg(“’te) =V¥lg »

probando la invarianza-derecha de v. Por lo tanto podemos identificar el dlgebra de Lie g de G
con un espacio tangente a G en el elemento identidad

g = TG . (38.2)

En particular, g es un espacio vectorial de dimension finita de las mismas dimensiones que el
grupo de Lie subyacente.

En adicion a su estructura de espacio vectonial, tal lgebra de Lie esta ademas provista de una
operacién bilineal simétrica torcida, a saber el corchete de Lie. Efectivamente, si v y w son
campos vectoriales invariantes-derechos sobre G, también es su corchete de Lie [v, w}, ya que
por (3.7.5)

dRg([v, w]) = [dRg(v}, dRg(W)] = [v, W] .
Esto motiva la definicién general de un algebra de Lie.
Definicién 3.8.2. Un algebra de Lie es un espacio vectorial g junto con una operacién bilineal
[~-)l:9xg—a,
llamado el corckete de Lie para g que satisface los axiomas
(a) Bilinealidad
[ev + v, w]=c[v, w] + [V, w]; [V, cw +c'w'] = c[v, w] + cl[v, W],

para las constantes ¢, ¢' € R, . ; ,

.(b') Simetria torcida fv, w]=—[w,v],
(¢) La identidad de Jacobi [u, [v, w]} + [w, [u, v]] + [v, [w,u}i=0,

ara toda u, v, v, w, wen g.
p r
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Introduccién a los Grupos Cuinticos [19]

4.1 Introduccién

Los grupos cuénticos surgieron primero en la literatura fisica, particularmente con el trabajo de
L.D. Faddeev [31, 32, 33, 34, 35] y la escuela Leningrad, a partir del ‘método de difusion
inversa’ (inverse scattering method), €l cual habia sido desarrollado para construir y resolver
sistemas cuinticos ‘integrables’. Ellos han experimentado gran interés en los pocos afios
transcurridos debido a sus conexiones inesperadas con tales, a primera vista, partes no
relacionadas de las matemdticas como la construccién de invariantes de nudo y la teorda de
representacion de grupos algebraicos en la caracteristica p. .

En su forma original, los grupos cuinticos son dlgebras asociativas cuyas relaciones que las
definen se expresan en términos de una matriz de constantes {dependiendo del sistema integrable
en consideracion) llamada una matriz-R cuéantica. Se encontré independientemente por V.G.
Drinfel'd [27) y M. Jimbo [43] alrededor de 1985 que estas &lgebras son algebras de Hopf, las
cuales en muchos casos, son deformaciones de ‘algebras envolventes universales” de dlgebras de
Lie. UUn poco después, Yul Manin [72] v S.L. Woronowicz [100] independientemente
construyeron deformaciones no conmutativas del dlgebra de funciones en los grupos SLy(C) y
SU;, respectivamente, y mostraron que muchos de los resultados clisicos acerca de los grupos
algebraicos y topoldgicos admiten analogias en el caso no-conmutativo.

Asi, aunque muchos de Jos articulos fundamentales sobre grupos cuénticos estan escritos en el
lenguaje de sisternas integrables, sus propiedades son accesibles por otras técnicas
convencionales, tales como la teoria de grupos topologicos y algebraicos y las algebras de Lie. La
intencidn es presentar la teoria de grupos cuanticos desde este ultimo punto de vista. De hecho, se
concentra en ¢l estudio de las ‘algebras de Lie’ de grupos cudnticos, las cuales parecen ser el
enfoque que se ha probado ser el mas poderoso, particularrnente en aplicaciones, pero también
discute, en menor detalle, su relacion con la ‘topologia y la geometria algebraica no

conmutativa’.

Enseguida se describe qué es un grupo cuantico, comenzando por tratar de explicar el motivo
para el uso del adjetivo ‘cuéntico’. ' S

En mecinica clsica, el espacio de fase M de un sistema dinamico es una variedad de Poisson
(Poisson Manifold). Esto significa que €l espacio F (M) de funciones (diferenciables) complejo-

35
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valuadas en M estd provisto con un corchete de Lie {, } : F(M) x F (M) — F(M) (satisfaciendo
clertas condiciones adicionales), llamado el corchete de Poisson. Las ecuaciones dindmicas que
definen la evolucion del tiempo del sistema son equivalentes a Jas ecuaciones

%f(m(t)) ={ Ha, fIn. (1))

para f € F(M), donde # es una funcién fija en M llamada la (clasica) hamiltoniana, y m(t) e
M es el ‘estado’ del sistema en el tiempo £. Por ejemplo, para una sola particula moviéndose a lo
largo de la linea real, M es el haz cotangente 7* (R), y si ¢ es la coordenada en R (*posicion’) y
P la coordenada en la direccion de la fibra (‘momentum’), el corchete de Poisson es

Voo 2i0h 0%
op &g dp &g
En particular, el corchete de Poisson de las funciones de coordenadas es
{p.qr=1. (4.1.1}
En mecanica cudntica, el espacio M es sustituido por el conjunto de haces en un espacio de

Hilbert complejo ¥, y el espacio £ (M) de las funciones en M por el dlgebra Op(¥) de (no
necesariamente limitados) operadores en V. La evolucion del tiempo de un operador 4 estd dado

por
dA
= U’A
77 - Haw 4]

para algin operador Hg, € Op(#), llamado el (cuéntico) hamiltoniano. Por ejemplo en el caso de
una sola particula moviéndose a lo largo de una linea real, ¥ es el espacio L*R) de funciones
integrables-cuadraticas de g, y los operadores P y & comespondiendo a las funciones de las
coordenadas v y @ estédn dados por

P=-J=1 h% , ) = multiplicacion por q,
donde h es 1/2n veces la constante de Plank. Observe que

[P,Q)=--1hidy. (4.1.2)

“Lacuestién es: como pasar de la-descripcion cldsica a'la descripcién cuantica de un-sistema. Este-

es el problema de la cuantificacion. Idealmente, uno quisicra una transformacién 2 la cual
asignara para cada funcién f € F(M) un operador 2(f) sobre ¥. Ademas, ya que la evolucién en
el tiempo de la descripcién cldsica y la descripcion cudntica se da tomando el corchete y el
conmutador de Poisson con el hamiltoniano, respectivamente, 2 debe satisfacer la relacién

Q{fl’f2}= [9(.?\}:—31(}{2)]
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(la normalizacién viene de {4.1.1) y (4.1.2)). Desafortunadamente, se sabe que, alin para €] caso
mas simple de una sola particula moviéndose a lo largo de la linea real, no existe tal
transformacion 2.

Existe, sin embargo, una formulacion altena del problema de cuantificacion, introducida por
J.E. Moyal en 1949 [79]. Esta comienza observando que la diferencia fundamental entre las
descripciones clasicas y las cudnticas es que 7 (M) es un dlgebra conmutativa, mientras que
Op(¥) es no conmutativa (cuando dim(¥) > 1). La idea de Moyal es tratar de reproducir los
resultados de la mecanica cuantica reemplazando el producto usual en (M) por ua producto no-
conmutativo «,, dependiendo de un pardmetro /1, tal que +4 se hace el producto usual cuando A
— 0, igual que la ‘mecanica cuantica se vuelve mecdnica clasica cuando la constante de Plank
tiende a cero’, y tal que

Hm
h-0

fl-hfz;nfbhfl = (1)), (4.1.3)

Si pensamos en £ (M) con el producto de Moyal +4 como un algebra no conmutativa de
funciones F x(M), nos encontramos por nosotros mismos en el drea de la geometria no
conmutativa en el sentido de A. Connes. La filosofia aqui es que cualquier ‘espacio’ esta
determinado por el algebra de las funciones en é (con el producto usual). Por ejemplo, cada
variedad de algebra afin sobre C estd determinada (hasta isomorfisme) por el dlgebra
cenmutativa de las funciones regulares en ella, mientras cada espacio topoldgico compacto esta
determinado por su digebra-C* conmutativa de funciones continuas complejo-valuadas. Mis
precisamente, la categoria de ‘espacios’ en estos ¢jemplos es dual para la categoria de las
algebras correspondientes. De este modo, un algebra no conmutativa debe ser vista como el
espacio de funciones en un ‘espacio no-conmutativo’, y podemos decir que la construccién de
Moyal proporciona una deformacién del espacio clasico de fase M a la familia de espacios no
conmutativos (o ‘cudnticos™) Mp, tal que Fr(M) es el dlgebra de las funciones en Mp,.

La categoria de espacios cuanticos, entonces, puede definirse como la categoria dual a la
categoria de las algebras asociativas, aunque no necesariamente conmutativas. Para definir la
nocién de grupo cudntico, regresemos por un momento a la situacion clasica. Si G es un grupo, la
multiplicacién u: G x G — G de G induce un homomorfismo u* = A : F{G) = F(G x G} de
algebras de funciones. Ahora, si definimos el dlgebra 7(G) y el producto tensor apropiadamente,
F(G x G) sera isomérfica a #(G) ® F(G) como un algebra. Por cjemplo, si G es un grupo
algebraice afin sobre €, y 7 (G) es ¢l algebra de funciones regulares en G, el producto tensor
algebraico ordinario lo sera. Asi, tenemos una comultiplicacion A : 7(G) - 7{(G) ® F(G). (La
razén para esta terminologia es que la multiplicacion en F (G) puede verse como una
wransformacién 7 (G) ® F(G) - F(G).) Similarmente, la transformacién inversa ¢ : G —» G
induce una transformacion * = S : F(G) > F(G), llamada la antipoda, y la evaluacidn en el
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elemento identidad de G es un homomorfismo ¢ : F(G) - C, llamada la counidad. Las
transformaciones A, §'y e satisfacen ciertas propicdades de compatibilidad las cuales reflejan las
propiedades que definen la inversa y la asociatividad de la multiplicacién en G, y se combinan
para dar a ~{G) la estructura de un digebra de Hopf.

Podriamos por lo tanto definir la categoria de grupos cudnticos para ser la categoria dual
para la categoria de (no necesariamente conmutativa) digebras de Hopf. (Decimos “podria’ aqui,
y en nuestra definicién tentativa de espacio cuantico, porque, para asegurar que las categorias de
€5pacios cuanticos y grupos cuanticos tengan propiedades razonables, seria necesario imponer
algunas restricciones en la clase de élgebras las cuales son aceptables como ‘algebras
cuantificadas de funciones’.) Como es practica comiin en la literatura, a menudo abusaremos de
la terminologia refiriéndonos a un 4lgebra de Hopf por si misma como un grupo cuintico.

Como lo sugiere la discusion precedente, una forma de tratar de construir ejemplos no clﬁsicos
de grupos cuanticos es buscar deformaciones, en la categoria de algebras de Hopf, de lgebras
clésicas de funciones F(G). Justamente como el corchete clasico de Poisson se puede recuperar
como ‘parte de primer orden’ de ta deformacion de Moyal (ver (4.1.3)), asi sale que la existencia
de una deformacidén Fx{G) de 7(G) automiticamente enriquece al grupo G a si mismo con
estructura extra, a saber aquella de un grupo de Poisson-Lie. Esta es una estructura de Poisson
sobre G la cual es compatible con la estructura de grupo en cierto sentido. Contrariamente para
construir deformaciones de F(G), es natural comenzar describiendo las posibles estructuras del
grupo de Poisson-Lie sobre G y entonces tratar de extender estas ‘deformaciones de primer
orden’ a deformaciones completas. Este es el enfoque que se considera aqui. Los grupos de
Poisson-Lie también son de interés en su propio derecho, por ellos se forma el agrupamiento
natural para e] estudio de sistemas integrables clasicos con simetria.

Existe otra algebra de Hopf asociada a cualquier grupo de Lie G, el dlgebra envolvente
universal [/(g) de su dlgebra de Lie g. Esta es esencialmente el dual de F(G} en la categoria de
las algebras de Hopf. En general, el espacio vectorial dual A* de cualquier dlgebra de Hopf de
dimensién finita 4 es también un dlgebra de Hopf: la multiplicacion 4* @ A* — A4* es dual a la
comultiplicacién A: A4 - A ® A de A, vy Ja comultiplicacion de 4* es dual a la multiplicacion de
A. Observe que A* es conmutativa si y solo si A es coconmutativa, o sea, si y solo si A (A) estd

--contenida en la parte simétrica -de-4 -® 4. Si, como es generalmente- el caso en gjemplos de
interés, A es de dimensién infinita, esta dualidad a menudo contimia dado que el duat y el
producto tensor estan definidos apropiadamente. Para una deformacién Fx(G) de /(G) a través
de las {no necesariamente conmutativas) dlgebras de Hopf, por consiguiente, corresponde una
deformacion Ux(g) de 1{(g) a través de las (no necesariamente coconmutativas) algebras de
Hopf.



4. Introduccion a los Grupos Cudnticos 39

De heche, solamente las deformaciones no coconmutativas de U{g) son de interés, ya que
cualquier deformacion de U(g) a través de las algebras de Hopf coconmutativas es
necesariamente de la forma U(gp) para alguna deformacién de g de g a través de las lgebras
de Lie. Sin embargo, muchas 4lgebras de Lie interesantes tienen deformaciones no triviales. Este
es el caso, por ejemplo, si g es una (de dimensién finita) compleja semisimple &lgebra de Lie, tal
como el lgebra de Lie s/2(C) de matrices complejas de 2 x 2 de traza cero. Esto se sigue del
hecho de que la condicion de semisimplicidad estd abierta, tal que cualquier pequefia
deformacién de g ain sera semisimple, mientras las algebras de Lie semisimples estin
discretamente parametrizadas (por sus diagramas de Dynkin, por ejemplo).

El primer ejemplo de una deformacién no coconmutativa de este tipo fue descubierto por P.P.
Kulish y EX_ Sklyanin en 1981 [61] en el caso de g = s/>(C) (aunque la importancia de su
estructura de Hopf no fue descubierta hasta mds tarde). Obscrve que ;IZ(C) tiene una base

Y*:(O ]}, )?*:(0 O), 17:[1 0], (4.1.4)
00 10 0 -1

cuyos corchetes de Lie estan dados por

(Xt X 1=H, [(H,Xf1=£2X*. {4.1.52)
La comultiplicacion esta dada sobre estos elementos de base por
AHY=H®1+19H , AXH=X1Q1+1®X %, (4.1.5b)

una asignacion la cual se extiende iinicamente a un homomorfismo de algebra A : U(si(C)) -
Ush(C)) ® U(s(C)). La deformacién Up(si(€)) estd generada por los elementos H, X . los
cuales satisfacen las relaciones

ohH _o-hH

XX -X"X*= = e
e’ -e”

HXI-XiH=12X%. (4.1.6a)

Tiene una comultiplicacién no coconmutativa dada sobre los generadores por
AH)=H®1 + 10H,
axh=x"e M +r1ex”, AxXT)=Xx"@1+e " ox . @1.16b)
Formalmente, al menos, esta claro que (4.1.6a) y (4.1.6b) van por entre {4.1.5a) y (4.1.5b) cuando
h — 0. El algebra de Hopf definida en (4.1.6a,b) es llamada ‘el cuanto s£(C)'.

El algebra de Hopf dual para: Un(sh (C)), el “algebra 73 (SLy(C)) de funciones sobre el
cuanto SI(C)", fue descubierto por L.D. Fadeev y L.A. Takhtajan en 1985 [35]. Es el dlgebra
asociativa generada por los elementos @, &, ¢, d con las siguientes relaciones multiplicativas:

ab=e¢Mba, ac=e ca, bd= e "db, cd=e 'hdc, 4.1.7)
be=cb, ad—da+(eh—e'h’)bc=0, (4.1.8)
ad—e'hbc=l, {4.1.9)
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y Ja comultiplicacidn

May=aea+bec, Aby=aeb+bed,
Alc)=coa+dec, AMd)=ceb+ded,

Observe que, cuando h — 0, las relaciones (4.1.7), (4.1.8) vy (4.1.9) solo dicen que 1a matriz
a b
c d
tiene entradas conmutantes y determinante uno. Asi, F1(SL2(C)) es una deformacion del lgebra

de funciones sobre el grupo SLy(C) de la matriz 2 x 2 compleja de determinante uno.

Como se menciond al principio de ésta introduccidn, la estructura de dlgebra de Fx(G) puede
ser descrita por una matriz de constantes, a saber

e 0 0 0
0 1 00
R=e R/ 4.1.10
0 ef-e® 1 0
0 0 0 e
De hecho, si
a b
T=
ca)
Las relaciones {4.1.7} y (4.1.8) equivalen a
Tel(leNDR=R1INTx1). (4.1.11)

Observe que T® 1 y 1 ® 7 no conmutan, ya que las entradas a 7 no conmutan (si /v # 0); vea
también que R es lo mas naturalmente vista como un elemento de End(Cz ® Cz). Esta en la forma
(4.1.11) en la que los grupos cudnticos generalmente aparecen en la teoria de sistemas
integrables.

Para el Algebra de Hopf dual Up{sih(C)), Ia matriz-R cudntica expresa, como seria de
esperarse, la no coconmutatividad de la comultiplicacidén. A saber, sea A%(x) el resultado de
intercambiar el orden de los factores en A(T), para cualquier T € Up(sh{C)). Se obtiene que hay
‘i eleffiérito invertible & € Un(sh(C)) ® Un{s/2(C)), llamada la ‘matriz-R universal’, tal que . -

APx) = RAx) R

para toda X € Up(s/2(C)) (realmente, & es una suma infinita formal de elementos del producto
tensor algebraico). La relacién entre Ay R es muy simple: el lector facilmente verificard que, si
sereemplaza X ¥ y H porX * y H en (4.1.4), se obtiene una representacién de la matriz de U,
{s1>(T)); aplicando esta representacion a & da la matriz R.
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Los grupos cudnticos podrian haber permanecido como una curiosidad para la comunidad
matematica por mucho, sin embargo, se enconfraron sorprendentes conexiones con otras partes
de las matematicas, mas notablemente la teoria de invariantes de enlaces y variedades-3, y la
teoria de representacion de las dlgebras de Lie en la caracteristica p.

El soporte depende de la relacion clisica entre las trenzas y los enlaces. Recuerde que una
trenza sobre ™ hilos es una coleccion de 771 cuerdas no intersectadas en R? uniendo m puxntos
fijos en un planc a 1 puntos fijos en otro plano paralelo. Uniendo los puntos correspondientes
en los dos planos en una forma estindar asocia a cualquier trenza un lazo (llamado su
‘cerradura’), o sea, una coleccidn de circulos no intersectantes en IR3. Uniendo las trenzas final a
final se hace el conjunto de clases isotopicas de trenzas dentro de un grupo By, La relacion con
los grupos cuanticos surge porque hay un camino simple para asociar a cualquier matriz-R
cuantica R € End(F @ V) una representacidn py, de S en yom para toda 77t 2 2. Esto depende
del becho que R satisface la ecuacién de Yang-Baxter cudntica

Ri2R13Ry3 = RysRiaRy2 |

aqui, R,z significa R @ id € End(V s ), etc. Para obtener una invariante de lazos, uno necesita
una familia de ‘trazas’ {7, : End(Vem) — € tal que L7 m(pm (D)) = E 75 (on (b)) siempre que
las cerraduras de las trenzas b € B, y b' € B, sean enlaces equivalentes. Gracias a un teorema
clasico de A. Markov, se sabe precisamente que pares (b, b') tienen la dltima propiedad (y por
esta razon, las {7, son generalmente llamadas ‘trazas de Markov'). Utilizando la matriz-R
cuantica (4.1,10) v una traza de Markov acomodable, uno obtiene de éste modo el celebrado
polinomio de Jones. De hecho, esta es esencialmente la construccién original de Jones [44],
excepto que él obtuvo su matriz-R utilizando un ‘algebra de Hecke’ en lugar de un grupo
cudntico (pero debemos ver que las dlgebras de Hecke deben ser probablemente consideradas
como objetos ‘cuanticos’).

La aplicacién a variedades-3 esta basada en el bien conocido hecho de que cada variedad-3
conectada, orientada, compacta sin limite puede ser obtenida, hasta homeomorfismo, realizando
cirugia en un enlace en la esfera de dimensién-3. Uno muestra que una combinacién escogida
inteligentemente de las invariantes cudnticas de este enlace depende solo de la variedad-3, y no
de l1a eleccion del enlace junto con la cual se realiza la cirugia.

La aplicacion de los grupos cuanticos a las representaciones de las algebras de Lie en la
‘caracteristica P no es menos considerable. Hace uso de una cierta deformacién “estandar’ Ux(9)
de UXa), donde g es cualquier dlgebra de Lie semisimple coinpleja dimensional finita (y la cual
se reduce, cuando g = sh(C), para el algebra encontrada por Kulish y Sklyanin [61]). Para
describir ]a relacién con la caracteristica p, es conveniente reemplazar el parametro de
deformacién h por € = eh, y escribir Ug) para Up(g). Entonces se da que la teoria de
representacion de U g) depende crucialmente de ya sea que € es una raiz de unidad o no. En el
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ultimo caso, la teoria es esencialmente la misma que la teoria de representacién de g por si misma
(sobre €), pero en la estructura se parece a la teoria de representacion modular de g. Esto es més
que una analogia: si € es una raiz p-ava primitiva de la unidad, donde P es un primo, hay un
bomomorfismo de anillo desde U(a) hasta el dlgebra envolvente Urp(g) de g sobre el campoFy,
de elementos P (esto se obtiene esencialmente reemplazando ¢ por 1 € Fy), v, con ciertas
condiciones adicionales, para dar las representaciones de Ugp(9). De este modo, ambas
representaciones la modular de g y la caracteristica teoria cero se reflejan en la teoria de
representacion de [a familia de las algebras de Hopf U {g) (sobre €). Usando esta relacién, un
progreso sustancial se ha hecho hacia la solucién de varias conjeturas de larga estancia en la
teoria modular.

También debemos mencionar los papeles que juegan los grupos cuinticos en fisica, los cuales
van bien ante sus origenes en la teoria de dispersion inversa. Quizi la més interesante de éstas es
la relacidn entre los grupos cunticos y las teorias de campos cudnticos y conformes. La primera
evidencia de esto fue la observacién experimental de que las ‘reglas de fusién’ de ciertas teorias
de campo conformes pueden reproducirse considerando la descomposicion de productos tensores
de representaciones de grupos cudnticos {/ {g) cuando € es una raiz de la unidad. Llegd evidencia
adicional desde un teorema notable de T. Kohno y Drinfel'd en la relacién entre la ecuacion de
Knizhnik-Zamoledchikov (KZ) [59] y Un(g). La ecuacidon de KZ es un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales de primer orden para una funcién de ™ variables complejas con valores
en el producto tensor V &m, donde V¥ es una representacién de g. El sistema de KZ tiene
singularidades regulares junte a los hiperplanos z; = 2 ; en C™, para toda i # J, y puede verse
como una conexidn en un paquete sobre ¢l complemente Dy, de estos hiperplanos, con la fibra
y o™ Ademas, esta conexién tiene una propiedad de simetria la cual significa que existe una
conexion inducida en un paquete sobre el espacio C,, de 6rbitas de la accién obvia del grupo
simétrico I, sobre Di,. La propiedad crucial de la ecuacién de KZ es que esta conexion es
plana, lo cual implica que la monodromia de sus soluciones define una representacién del grupo

- fundamental de Cp, en ¥V &M El dltimo grupo es exactamente la trenza del grupo £, que ya
discutimos antes, donde notamos que una representacion de £y, sobre ¥ ®™  también podria ser
obtenida utilizando )a matriz-R cudntica. De acuerdo con Kohno y Drinfel'd, si utilizamos la
matriz-R dada por la accién de la matriz-R universal de Up(g) sobre ¥ ® ¥, donde A es

—“genérica’, estas dos representaciones de £, coinciden.

La importancia de la ecuacién de KZ en Ia teoria del campo conforme es que se satisface por
las ‘funciones de punto-772’ de la teoria. Asi, el teorema de Kohno-Drinfel'd indica una conexién
entre Un(a) y la teoria de campo conforme. Esto ha sido recientemente extendido por D.
Kazhdan y G. Lusztig [49], quienes han mostrado que la ecuacion de KZ estd intimamente
relacionada con la categoria de representaciones de las dlgebras ‘especializadas’ Un(9) cuando €
es una raiz de la unidad. Este resultado proporciona una ‘explicacion’ para la coincidencia entre
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las reglas de fusion que surgen en la teoria de campo conforme y aquellas que surgen desde los
giupos cudnticos en las raices de la unidad.

Estos y-otres ejemplos en cuestion muestran que la teoria de los grupos cuénticos ecupa un
lugar importante en la corriente de las matematicas y la fisica matemitica.

4.2 Grupos de Poisson-Lie y Bidlgebras de Lie

Los grupos de Poisson-Lie son grupos de Lie G los cuales ticnen estructuras de Poisson las
cuales son compatibles con las operaciones de grupo en cierto sentido.

Los ejemplos mas importantes de los grupos de Poisson-Lie, al menos para ¢l estudio de los
grupos cudnticos, se relacionan al caso en el cual G es un grupo compacto (o su complejidad).

Las versiones infinitesimales de los grupos de Poisson-Lic son llamadas bidigebras de Lie.
Mis precisamente, si (G es cualquier grupo de Poisson-Lie, el dual g* de su ilgebra de Lie g
resulta tener una estructura de algebra de Lie natural, la cual es compatible con la de g por si
misma, en un cierto sentido; juntos, se dice que estas forman una estructura de bidlgebra de Lie
en . Contrariamente, si G es conectado y simple conectado, cada estructura de bidlgebra de Lie
sobre g surge desde una unica estructura de grupo de Poisson-Lie sobre G.

4.2.1 Variedades de Poisson.

A Definiciones. Sea M una variedad suave de dimensi6n finita 772. Denotamos por C” (M) el
algebra de funciones suaves real valuadas scbre M.
Definicién 4.2.1. Una estructura de Poisson sobre M es una transformacicn bilineal-R

G CT (M) X €70 - CT),

llamada el corchete de Poisson, el cual satisface las siguientes condiciones:

{fl’f2}=-{f2’f1}: (42”
ol 1 A6 00+ A0 23 =0, 4.22)
{fifs fi}y = [l Y+ {0 L, 4.23)

paratoda. fi, fz, fr € C” (M. (Se omite ¢l subindice en el corchete de Poisson siempre que no
cause confusion.)

La propiedad de simetria torcida (4.2.1} y la identidad de Jacobi (4.2.2) juntas significan que
{,} es un corchete de Lie sobre C”(M). La propicdad (4.2.3), la identidad de Leibniz, significa
que, paratoda fe C * (M), la transformacién g — {g, f} es una derivaci6n de C™(M); de aqui
que, hay un campo vectorial Xy sobre M tal que, X7 (g) = {7, 3} para toda g. (Un campo
vectorial el cual sale de este modo es Hamado un campo vectorial hamiltoniano.) En particular,



{g, f} depende tnicamente de! diferencial de ¢ y, en vista de la simetria torcida del corchete de
Poisson, sobre el diferencial de f.

En coordenadas locales (xy, . . . , Tm) sobre M, el corchete de Poisson puede escribirse en la
forma

of 83
{fg}_zj_ 1]( )ax ax

dende las funciones definidas localmente w5 son los coeficientes del bivector de Poisson

03]
w, = wr X ——
"? 1 1'7( ) B.’r,,' a.'L'J

>

ya que W es simétrica torcida,
Wi = =Wy
vy la identidad de Jacobi es equivalente a

w +w et 4y, 7y=0 .
E( i a i ex, T 6:1:,,)

Fue en esta forma que las estructuras de Poisson fueron primeramente introducidas por Lie
(1888-93), aunquc el caso especial en el cual M = R™ con corchete

o= NBL % % o

1] 131: 5.’15Hn ax ax1+n

fue introducida por S. D. Poisson al inicio del siglo diecinueve.

42.2 Grupos de Poisson-Lie.

A Definiciones. Un grupe de Poisson-Lie es un grupo de Lie y una variedad de Poisson, siendo
ambas estructuras compatibles en el siguiente sentido,

Definicion 4.2.2. (a) Un grupo de Poisson-Lie es un grupo G de Lie el cual tiene una estructura

de Poisson { , } tal que la transformacicn de multiplicacion y: G X G G{(u (g1, 92)=5192)

de G es una transformacion de Poisson (por supuesto, G X G es dado el producto de la
" estructura de Poisson). -

{b} Un homomorfismo ¢ : G — H de los grupos de Poisson-Lie es un homomorfismo de los
grupos de Lie el cual es también una transformacion de Poisson.

Por supuesto, la estructura de Poisson trivial sobre cualquier grupo de Lie es una estructura de
Poisson-Lie. Para un ejemplo no-trivial, sea g cualquier digebra de Lie y proporcione su dual g*
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(estructura de Poisson-Lie), Entonces 9*, considerado como un grupo de Lie abeliano bajo la
adicion, es un grupo de Poisson-Lie.

4.2.3 Bialgebras de Lie.

Las analogias infinitesimales de los grupos de Poisson-Lie son {lamadas bidlgebras.

A La bidlgebra de Lie de un grupo de Poisson-Lie. Es natural preguntar qué estructura sobre
¢l algebra de Lie g de un grupo G de Lie est4 asociada a la estructura de un grupo de Poisson-Lie

sobre G. De hecho, si G es un grupo de Poisson-Lie, hay una estructura del dlgebra de Lie
candnica sobre g*: 51 &), &2 € 9*, escoja fi, fr € Cw(G) con (d f;)e = &1, y establezca

[€1.82)g = @ {f1. fabde- 424

Asumicndo por un momento que [ , Jg+ esta bien definido, es evidentemente simétrico torcido y
satisface la identidad de Jacobi porque {, } tiene las mismas propiedades.

4.2.4 Deformacién de Estructuras de Poisson y Cuantificacién.

A Deformaciones de las dlgebras de Poisson. Si A es un dlgebra asociativa, una deformacion
de A es una familia de transformaciones asociativas bilineales

shiAdX A=A,

dependiendo de un pardmetro h, tal que +» es la multiplicacién dada de 4. Idealmente,
quisiéramos que »1, dependiera suavemente o analiticamente de /& en algin sentido. Sin embargo,
la mayoria de las dlgebras 4 que interesa deformar son de dimension infinita, en cuyo caso ain el
significado de ‘uniforme’ o ‘analitico’ es problemdtico. Asi, ignoraremos tales dificultades
considerando solo deformaciones formales. Esto significa que tratamos 2 h como a un
indeterminado y expande = cn una serie de potencias formal

Q2 0y = n%;‘,ganrn (a,,a,)

para ciertas transformaciones bilineales 7;, : 4 X 4 — A. La asociatividad de +p, es equivalente a

Z ﬂ-'r(ﬂs(a[ra’))saj)= Zﬂr(alﬂs(GZsa’j»

T+5=1 T+S5=7
paratoda@;, @y, azeAytodan 20

Ahora suponga que 4 es un glgebra de Poisson conmutativa, o sea, 4 es conmutativa como un
ilgebra, y, en adicion a su estructura de ilgebra asociativa, A estad equipada con una
transformacién bilineal simétrica torcida { , } : 4 X A — A4, el corchete de Poisson, el cual
satisface la identidad de Jacobn

{a'ls {a’2: a‘3}} + {a’ly{a3:al}} + {0'31{0'1:&2}} =0
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vy Ja identidad de Leibniz
{aiay,ast =a{aas} +{a,asa; .
Entonces decimos que »y, €5 una deformacion del digebra de Poisson, o cuantificacién, de 4 si

U *h O Uy *p Oy
h

={a,,a;} (modh).

Esto tiene sentido porque
Qispz = Q17 (mod h.)
asi que
Uy sp Qa=Qa+p A =0 (mod i)
porque 4 es conmutativa.

B Cuaatificacién de Weyl [98]. El caso de interés en el estudio de la cuantificacion es 4 =
C”(M), donde M es una variedad de Poisson. Considerando el caso mas simple M = R? con
coordenadas P, ¢ y la estructura (simpléctica) de Poisson

oh2h 2h%
p &g op 8g

Podemos interpretar a M como el espacio de fase de una sola particula moviéndose a lo largo de

ULl = 4.2.5)

la linea real, con posicién ¢ y momento 1.

C Cuantificacion como deformacién. Moyal [79] (1949) interpretd el procedimiento de la
cuantificacién de Weyl como una deformacién de) algebra 4 = C™ (R). De hecho, él calculé el
producto «;, sobre A tal que

D(fi=n f2) = 2(f1)P(f2).

4.3 Grupos de Poisson-Lie Colimites y la Ecuacién de Yang-Baxter Clasica

Cémo ya se menciond, la existencia de una cuantificacion de un grupo de Lie & implica la
existencia de una estructura de bidlgebra de Lie sobre g. Recordemos que una estructura de
bidlgebra de Lie-sobre g es-una transformacion lineal &: g - g® 9, la.cual es entre otras cosas,
un cociclo. Entre los cociclos-1 de g con valores en g ® g estan los colimites-1, para los cuales
5(X) =X, 7] para algin 7 € g ® g. Un elemento 7 € g ® g define una estructura de bidlgebra de
Lie en esta forma si y solo si la parte simétrica de 7 es un elemento invariante-g de g ® g yla
expresion

{7, 711 = {712, 713) + [T12, T23] + [713, T23]
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es un elemento invariante-g de g ® g ® g. La titima condicién se satisface, en particular, si [{7",
71} = O: esta es la ecuacidn de Yang-Baxter cldsica (EYBC). La EYBC primero apareci
explicitamente en la literatura sobre sistemas hamiltonianos, pero es un caso especial del
corchete de Schouten en geometria diferencial, introducido en 1940 [91].

4.3.1 Bialgebras de Lie Colimites.

A Definiciones. Recordemos que una estructura sobre un algebra de Lie es una transformacién
lineal §: g — g ® g, su coconmutador, satisface las siguientes condiciones:

(a) & essimétrica torcida,
(b) & :0*® a* — g* esun corchete de Lie sobre g¥,
{c} & esun cociclo-1.

Desde ahora, escribiremos la accién de un elemento X & g sobre un elemento v de una
representacién ¥ de g como X.v, dado que la accidn se entiende. Asi, la condicion del cociclo (c)

es
(X, Y}=X.8(Y) - Y.6(X)
para toda X, Y € g, con la accion adjunta en cada factor del producto tensor entendido g ® g.
Junto con los cociclos-1 de g con valores en g ® g estin los colimites-1, para les cuales
5(X) = Xr 43.1)
paraalginr e g@gytodaX e q.

Definicién 4.3.1. Una bislgebra de Lie colimite es una bidlgebra de Lie g cuyo coconmutador es

un colimite-1.
B La ecoacion de Yang-Baxter Clasica (EYBC) [[r,7]]=0.

Una solucién de Ja EYBC a menudo es llamada una matriz-7 cldsica, la terminologia derivada
del ejemplo g = End(¥), donde ¥ es un espacio vectorial, en cuyo caso " € End(¥ ® V) puede
verse como una matriz. Una estructura de bidlgebra de Lie (colimite) la cual sale de una solucién
de la EYBC se dice que es cuasitriangular; si sale de una solucién torcida de 1a EYBC, se dice
que es tnangular.

También se obtiene Ia ecuacién de Yang Baxter clasica modificada (EYBCM)

((r,7]}=-w. 4.3.2)

Es claro que la EYBC es el caso limitrofe de la EYBCM cuando la forma bilineal ( , ) sobre g
‘tiende a infinito’.
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Existe una relacién muy estrecha entre las soluciones de Ja EYBC y de Ia EYBCM. La forma
bilineal puede ser considerada como un clemento de (g ® g)* = g* ® g*, y por.cnde, usando el
isomorfismo g = g%, como un elemento de £ € g ® g (£ es llamado el elemento de Casimir).
Entonces ¢ es invariante-g y simétrica, y un simple calculo muestra que

(1L, £]) = w. 4.3.3)

4.3.2 Grupos de Peisson-Lie Colimites.

En esta seccién se describen las propiedades especiales de aquellos grupos de Poisson-Lie cuyas
bidlgebras de Lie tangentes son colimites.

A El corchete de Sklyanin. Si g es una bidlgebra de Lie colimite de dimension finita, su
coconmutador estd dado, para X € g, por

S(X)={(ady ® 1+ 1 @ady)(1),

donde podemos y debemos asumir, sin perder generalidad, que 7 € g ® g es simétrica torcida. Si
G es un grupo de Lie con dlgebra de Lie g, para describir la estructura de Poisson sobre G
asociada a & debemos ‘integrar’ &a un cociclo-1 de G con valores en g ® g. Pero esto es facil: es
trivial verificar que

wh(@) = (Ady ® Adg)(r) -7

tiene la derivada correcta en el elemento identidad de G y la propiedad de cociclo

R R
w997 = (Adg ® Adg)(w’(g ) + 17(g)
para g, g’ € G. Recordemos que el bivector de Poisson wy € Tg{G) @ Ty(G) es el traslado
derecho de ‘wRLq) a g, y que el corchete de Poisson asociado estd dado, para fi, f> Cw(G),
por

{f1, o }g) = (wg.dfi)g @ (df2)g) .

B Matrices-r y cociclos-2. E! siguiente corolario nos da una interesante interpretacién
geométrica zlternativa de la EYBC. Se aplica a los elementos 7 € g ® g los cuales son no
degenerados, lo que significa que la transformacion lineal asociada g* — g es un isomorfismo de
espacio vectorial.

. . Corolario 4.3.1. Sea G un grupo de Lie de dimension finita con digebra de Lie 9,y seaT € g ®
g simétrico torcido y no degenerado. Entonces, T es una solucion de la EYBC si y solo si el
inverso del isomorfismo g* — g inducido por T, considerado como una forma bilineal sobre g,
es un cociclo-2.

Recordemos que una forma bilineal w sobre un dlgebra de Lie ¢ es un cociclo-2 si

w(X, N, 2y +w({Y, Z, X)) +w(Z,X), 1)=0
paratoda X, Y, Z e g.
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4.4 Soluciones de la Ecuacion de Yang-Baxter Clasica

En esta seccion, se dan varios resultados los cuales parametrizan y, en algunos casos,
explicitamente describen, todas las soluciones de 1a EYBC para ciertas lgebras de Lic g.

4.4.1 Solaciones Constantes de la EYBC,

A Elespacio de parametros de solucienes no torcidas. Comenzamos con la clasificacién de
las soluciones no simétricas torcidas de Ia EYBC con valores en g ® g, lo cual se debe a Belavin
& Drinfel'd 6, 7] {1982, 1984). Esto es equivalente a resolver los sistemnas de ecuaciones

Titra=t, [[r7]]=0 (44.1)
donde ¢ es el elemento de Casimir de g ® g que corresponde a una forma bilineal invariante ( , )
sobre g (este puede ser cualquier miltiplo no cero de la forma bilineal estindar). Observe que, si
o es cualquier automorfismo de g, entonces (o ® o){7’) satisface (4.4.1) si 7 lo hace. Estas dos

soluciones de (4.4.1) son equivalentes si pucden obtenerse desde una a la otra aplicando un
automorfismo de este modo,

Para describir el espacio de parimetros de equivalencia de clases de soluciones de (4.4.1), se

da la siguiente definicidn, Fije un conjunto IT de raices simples de g.

Definicion 4.4.1. Una cuddrupla (I1;, Ty, 7, 'ro), donde Tly, Iy < I1, 7 es una biyeccion I} —
o, ¥ e b ® b, se dice que es admisible si satisface las siguientes condiciones:

(i) (7(a), () = (&, B) para toda &, F e I1; (también usamos (, } para denotar el producto
interno sobre B* inducido por aquél sobre B) ;

(i)  paracada a e 1}, existe m € N tal que &, 7{(a), . . ., 'rm_](a) eIl pero 7 (@) g I, ;
(iii} 'rlg +7‘:fl ={, . la componente de t en I)@z c g®:e =(n_obony) ®z ;
) @e )+l ea(r)=0 paratodaae ;.

Tambien la tripla (T, Iy, 7} que satisface las condiciones (i} y (if} es admisible.

Para una tripla admisible (ITy, [y, 7), las soluciones 7° del sistema de ecuaciones lineales
inhomogéneas (iit) y (iv) forman un espacio afin cuya dimension se puede calcular como sigue.
Ya que las raices simples forman una base de b* , T se determina completamente por la matriz
de los niimeros complejos (7‘3 p) definidos por

Tap=(a®pYr") (a,pell).
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Las condiciones (ii1) y {iv) son equivalentes a las siguientes ecuaciones:
?”fﬁ +T3a=(a,ﬂ) » sia,fell, (4.4.2)
Tf(a)p+’"§a=0 . siaell, gell. {4.4.3)
Ahora, cada raiz simple v & I1 puede ser expresada tnicamente en la formay = 777 () para

algln entero 771 2 0 y algun a € [T\I1}, (si vy € [1;, tome ™ =0; si y e T, utilice la condicién
(). Sid= T-’(ﬁ), con/z0ypP e [T\, se sigue de (4.4.2) y (4.4.3) que

(T_i(a)+---+1'£"m(a),ﬂ) sim > 1L,
Ty —Tag =@ B+ T B+ (g sim < L,
0 st m = I,

y que, contrariamente, si prescribimos 7%, para @, # € I1\ 1, arbitrariamente, sujeta solamente
a (4.4.2), y entonces determinamos 7 utilizando las formulas precedentes, entonces las
condiciones (iii) y (iv) se satisfacen. Por tanto, para una tripla admisible dada (I, Iy, 7, la
dimensién {compleja) de! espacio de soluciones de (iii) y (iv) es 1k(k-1), donde k = {TI\TT, |.

El espacio de parametros de soluciones de (4.4.1) es esencialmente el espacio de cuidruplas
admisibles:

Teorema 4.4.1. El espacio de pardmetros de clases de equivalencia de soluciones de (4.4.1) es el
cociente del espacio de cuddruplas admisibles por la accién natural def grupo de automorfismo
del diagrama de Dynkin de o. Tiene una estratificacion en finitamente muchos estratos,
indexados por las orbitas del grupo de diagramas de automorfismos de 9 en el conjunto de
triplas admisibles. El estrato correspondiente a la tripla (I1), Ty, 7) es de dimensiones complejas
$k(k-1), donde k = | TT\TT, ).

4.4.2 Soluciones de [a EYBC con Parimeiros Espectrales.

A Clasificacién de las soluciones. Existe una generalizacion de la ecuacion de Yang-Baxter
clasica, la cual es particularmente importante en aplicaciones fisicas de la teoria, en la cual la
matriz-r 7 es una funcién sobre U X U, para algin conjunto U, con valores en g ® g, que

satisfacen = -
[r12(2ey,u2), Ti3(u, U] + [ria(uau2), ras(uates)] + [rs(unus),raUa,us)} = 0. (4.4.4)

Esta es llamada generalmente la EYBC con pardmetros espectrales iy ¥ . Pero se referird
simplemente como la EYBC.

En esta seccién se consideran las soluciones de (4.4.4) para la coal ¢ es un élgebra de Lie
simple compleja de dimension finita. Se asume que
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(a) U es un subconjunto abierto del plano complejo, y 7 es una funcién meromérfica sobre U X
Uy

{(b) (24, 1L2) es no degenerada para al menos un punto (1), wy) € U X UL

Las soluciones constantes simétricas torcidas no pueden ser no degeneradas.

Observe que (4.4.4) y las condiciones {a) y (b) se preservan si reemplazamos T por una
matriz-r equivalente, como se describe en la siguiente definicion.

Definicién 4.4.2. Sean v y T dos soluciones de la EYBC las cuales son meromorficas sobre
conjuntos abiertos U X Uy 0 xU, respectivamente. Entonces, v y T son equivalentes si
existe una transformacion holomorfica a : 7 - Aut(g) y una funcion biholomérfica no
constante f: U — Utal que

7Ty, Uy) = (@(l) ) @ a( T )T (f (1)), f (1)) -

Observe que el grupo Aut(g) de automorfismos de algebra de Lie de g es un grupe de Lie
cotnplejo, asi que ésta definicién tiene sentido.

Ya se han encontrado soluciones racionales

T(u] guz) = —‘u,—f_‘u‘—za (445)
1

(W), Ug)=Tg+ [—u'—}f , (4.4.6)
Uy = Uy

donde 7"y es la matriz-r estandar para g.

Observe que la solucién en (4.4.5) es una funcidn de 2 — U unicamente, mientras que la de
{4.4.6) depende tinicamente de ) / Uy, Y, de aqui que, haciendo el cambio de variable 2ty
e™ sy ey %2, es equivalente a una solucidn la cual es una funcién de 1, —~ U3 Gnicamente.

B Soluciones elipticas. Sea {7y, 2} una base de la reticula I' y ponga ¥; ¥ %(yi). De éste
modo, %1 ¥ X2 son automorfismos de g de orden finito conmutantes sin vector fijo comiin.
Empleando la clasificacion del automorfismo de orden finito de las 4lgebras de Lie simples
complejas, se muestra que hay un isomorfismo de algebras de Lie g = $17+1(C) bajo el cual x, y
2 son conjugadas por las matrices
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100 -0 010 -0
el -0 001 ---0
Z={00 & 0 | y X=f: i
Dot 000 -1
000 0¢&! 1oo0 -0

respectivamente, donde ¢ = exp(2 -1 /(1+1)]. Se asume que y; = Z ¥ x2=AX desde ahora.

. f 5 K . .
Observe que las matrices X ‘1z para (7, k) # {0, 0) forman una base de 5{,4,(C) consistente
de eigenvectores simultaneos de 7y, y %2, con eigenvalores € ' y f—k, respectivamente,

C  Soluciones trigonométricas. Se tiene que la clasificacién de las soluciones trigonométricas
no degeneradas de la EYBC es muy similar a aquella de las soluciones constantes. Esto se puede
explicar por Ias siguientes observaciones.

Observe primero que cada solucidn es de Ia forma

T(u) =

4 o

+7(w) 447
e¥ -1 ’
en donde 7 (), es holomérfica. Un calculo directo muestra que, si 7 es constante entonces T
satisface la EYBC si y solo si ¥ satisface (4.4.1).

En segunda, las soluciones trigonométricas de 1a EYBC surgen al considerar las estructuras de
bidlgebra de Lie sobre ¢l lgebra de Lie afin asociada a g. Es bien sabido que las estructuras de
las 4lgebras de Lie afines s¢ parecen mucho a las dlgebras de Lie simples complejas de dimensién
finita,

D Soluciones racionales. Cada solucion racional no degenerada es equivalente a una de la
forma

(U, Uy) = —é———+ F(uy,2,) , (44.8)
U=y
donde ¥ es un polinomio en 12; y U con valores en 9 ® g. Como en ¢l caso trigonométrico,

un calculo.muestra que si 7_es_constante, entonces (4.4.8) se cumple si y solo si ¥ es una
solucidn simétrica torcida de la EYBC. El caso general no es mucho mas complicado.
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4.5 Algebras de Hopf Cuasitriangulares

El espacio 7 (M) de funciones C” sobre una variedad suave M forma un dlgebra conmutativa
bajo el punto de vista de Ia adicién y la multiplicacién. Si G es un grupo de Lie, la multplicacion
y las transformaciones inversas de G proveen con estructura extra a 7 (G), llamada la
transformacion de comultiplicacion F{G) » F(G) ® F(G) (aqui se debe definir apropiadamente
el producto tensor). Estas transformaciones satisfacen ciertas condiciones de compatibilidad que
reflejan la asociatividad de la multiplicacién en G y las propiedades que definen la inversa. La
abstraccidn de estas propiedades conduce a la nocion de un digebra de Hopf (la cual no necesita
ser conmutativa como un ilgebra).

De hecho, a cualquier grupo de Lie G se le puede asociar una segunda algebra de Hopf, el
dlgebra envolvente universal U{(g) del dlgebra de Lie g de G. El dlgebra envolvente universal no
es conmutativa (a menos que G lo sea), pero siempre es coconmutativa, lo cual significa que Ia
comultiplicacién de LAg) toma valores en la parte simétrica de U{g) ® U{g).

Antes de la llegada de los grupos cuanticos, muy pocas algebras de Hopf las cuales no son
conmutativas ni coconmutativas eran conocidas (ademis de los productos tensores de las dlgebras
de funciones y las algebras envolventes), pero la teoria de los grupos cuénticos proporciona una
clase amplia de ejemplos naturales.

La transformacidén de la comultiplicacién A — 4 @ A4 de un algebra de Hopf arbitraria 4
permite definir ¢l producto tensor ¥ ® W de las dos representaciones ¥y # de 4. Si 4 es no
conmutativa, ¥ & Wy W ® V no necesariamente son isomoérficos como representaciones de 4,
aunque son isomodrficos para la clase especial de édlgebras de Hopf cuasitriangulares. Tales
ilgebras de Hopf contienen un distinguido elemento invertible X € 4 ® A, llamado la matriz-R
universal, desde la cual el isomorfismo ¥ & W — W ® FV se construye. La mayoria de los grupos
cuidnticos que vamos a encontrar {0 sus duales) son cuasitriangulares, y muchas de las
aplicaciones de la teorfa de grupos cuanticos hacen uso esencial de sus matrices-R universales. La
propiedad crucial de A en estas aplicaciones es que satisface la ecuacion de Yang-Baxter
cudntica

R Rz By =R B3 Rz

4.5.1 Algebras de Hopf.

A Definiciones. Un dlgebra con la unidad sobre un anillo conmutative & (sierpre suponiendo
que tenga una unidad por si misma) es un modulo-k 4 junto con una forma de multiplicar dos
elementos it;, @y € A para dar su preducto @1.; € A. La multiplicacién debe ser bilineal sobre
k y asociativa, El elemento unidad 1 de A tiene la propiedad 2.1 = l.a = a paratoda @ € 4.
Ahora reformularemos esto en términos de diagramas conmutativos.
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Definicién 4.5.1. Un dlgebra sobre un anillo conmutativo k es un médulo-k A provisto con
transformaciones midulo-k ut A%A — A, la multiplicacion, y Wiao A, la unidad, ral que

los diagramas siguientes conmutan:

id® 1®id
Ak . A®A koA — A®A4
A — 4 4 —> 4
id id
p@id

ABA®A —=> A®A

N

A®A A
i
(se omitié el superindice sobre p, 1 y el subindice sobre el producto tensor cuando no se causa
confusion).

Por supuesto, en términos de la mas familiar descripcién de un lgebra dada primeramente,
tenemos 1(4) = A1, 1{a, ® a;) = @.07. Los primeros dos diagramas expresan Ias propiedades
del elemento unidad y el tercero la asociatividad de la multiplicacién.

La condicién de que un dlgebra sea conmutativa puede similarmente ser expresada por la
conmutatividad del diagrama

donde-o: 4 ® A.-> 4 ® A es la transformacion lineal-k tal que o (@) ® ay)=a; ® @, para @,
as € A. En general, si se establece oy, = 4 o o, entonces (4, 1, Hop) €5 también un Algebra,
llamada la opuesta de A y denotada por Aep. Observe que X por si misma es un dlgebra
conmutativa sobre k.

Si Ay B son algebras sobre &, su producto tensorA%A s también un élgebra. La operacion
producto

(a;@b)(a28by)=a,a,@b,.b,, (a1,a2¢4, b,breB)
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en A @ B se puede expresar como la composicién

(A®B)®(A®B)—°21—>A®A®B®B—”—%LA®B ,

donde oy es o aplicada al segundo y tercer factores del producto tensor, y la unidad de 4 ® B es
la compuesta. '

k—Ek@k—28" , 40 p .

B Representaciones de dlgebras de Hopf. Si 4 es un algebra sobre un anillo conmutativo &,
un médulo-k ¥ se llama un mddulo-A izquierdo si existe una transformacion de médulo-k Ay : 4
® V— ¥V tal que los siguientes diagramas conmutan:

13idy 1®id,
ARAQY —= AV kgV —> AoV
idA®Al l}t sl lz
AQY — = ¥ V @ — V
A idy

(se omite el subindice si es inambiguo). Equivalentemente, & = A (a & -) deberia ser un
homomorfismo de algebras desde 4 en los endomorfismos de V. Deberemos algunas veces
escribir A(@ & V) como @.V si la accién se entiende. Los médulos-A derechos son definidos
similarmente.

Si A es una coalgebra sobre un anillo conmutativo &, un médulo-k ¥ se llama un comédulo-A
derecho si existc una transformacién de médulo-k py - ¥ — ¥V @ A tal que los siguientes

diagramas conmutan:
idy @A idy@ e
VRA@A<—— VoA ek <—— Ved
,o®idaT Tp ET Tp
Ved «em— ¥V vV -— 14

Fd ldr

Si ¥ es por si misma un dlgebra o una coilgebra, es natural requerir que éste maédulo y las
estructuras comédulo deban respetar la estructura extra sobre ¥. Asuma que 4 es una bidlgebra.
Un algebra V es un algebra médulo-A izquierda si es un médulo-A4 izquierdo y

a(vw)=Ta;viatw),  a.l=e@)!

paratodac e 4, v, W € ¥, donde Aga) = Ei a® a®.
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Una codlgebra V es una codlgebra médulo-4 izquierda si es un médulo-A izquierdo y
Ap(av)= Ta;v,;@at v, e (. V) = &4 (@) e{1)
.7

paratoda € 4,V € V, donde Ay (V) = Ej v;® vj.

4.5.2  Algebras de Hopf Cuasitriangulares.

Existen varios resultados en la literatura los cuales aseveran, bajo alguna hipétesis técnica
adicional, que cada algebra de Hopf coconmutativa es isomorfica al algebra envolvente universal
de un algebra de Lie (y, dualmente, que cada dlgebra de Hopfl conmutativa es isomorfica al
ilgebra de funciones sobre de un grupo). La teoria de grupos cudnticos proporciona una gran
familia de algebras de Hopf las cuales no son conmutativas ni coconmutativas. Sin embargo,
muchos de estos ejemplos (o sus duales) son ‘casi conmutativos’ en cierto sentido.

A Algebras de Hopf casi coconmutativas. Un ilgebra de Hopf es casi coconmutativa si su
comultiplicacion y su comultiplicacién opuesta difieren por conjugacién por un distinguido
elemento invertible de 4 ® A.

Definicion 4.5.2. Un digebra de Hopf 4 sobre un anillo conmutative k se dice que es casi
coconmutativa si existe un elemento invertible R e A ® 4 tal que

A" (@)Y= RA(a) R (4.5.1)
paratoda @ € A.

B Algebras de Hopf cuasitrangulares. Es claro que el elemento 2 en (4.5.1) no puede ser
arbitrario ya que sabemos que A°P es un Algebra de Hopf. De hecho,

(AP @ id)AP(@) = R12.(0 ® id(AA B id) M) AR IR . R,
(id ® AP)A (@) = R2:.(1d ®ANA).(Id ® A)A(a). (i[d @ A)R™ .;?23 .

R ., . . . 0
De aqui que, una condicidn suficiente para la coasociatividad de A P es

R12(A®id) (R = Ra.(d ®ANA) . 4.5.2)

Similarmente, una condicién suficiente para las propiedades (e ® id) c A" = id e (id ® ) o AT =
~id de la counidad para mantenerse es que (e @ id (A = ({d ® (A= 1.

Sera conveniente hacer una afirmacion ligeramente maés fuerte.

Deﬁmclén 4.5.3. Una algebra de Hapf casi coconmutativa (4, r ) se dice ser

1) colimite si Ksatisface (4.5.2), Ru=R'y(e ® (R =1,
(ti) cuasitriangular sf
(A®id)Y(R) = Ris R, (4.5.3)
(id @ A)R) = Ris Rz (4.5.4)
(ifii)  triangular si es cuasitringular, y, ademds, Ry = R~
Si A es cuasitriangular, el elemento Res lamado la matriz-R universal de (4, A).
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4.6 Representaciones y Categorias Cuasitensoras

Es bien sabido que las propiedades de la operacién de tomar las sumas directas (de los espacios
vectoriales, de las representaciones de grupo, . . .) pueden ser abstraidas en la nocién de una
categoria abeliana. Abstraer las propiedades de la operacién producto tensor (sobre los espacios
vectariales, sobre las representaciones de grupo, . . .) conduce a la nocién de una cafegoria
monoide. A pesar de que la teoria basica de tales categorias fue desarrollada a principios de los
1960s por S. MacLane [69], el tema ha atraido la atencién de una amplia audiencia
recientemente, debido al descubrimiento de nuevos ejemplos interesantes. No sorprende que
muchos de éstos se relacionan con los grupos cuanticos.

Existen varios resultados los cuales afirman, aproximadamente hablando, que una categoria
monoidal con algunas propiedades adicionales ‘es’ la categoria de representaciones de algin
grupo: esta es la dualidad de Tannaka-Krein. Tal vez el ejemplo mds simple es la dualidad de
Pontryagin para grupos abelianos localmente cempactos. Para tales grupos G, todas las
representaciones son sumas directas de las representaciones de dimensién-1, o caracteres. El
conjunto de caracteres de G puede a si mismo darse una estructura patural de un grupo G
abeliano localmente compacto. El teorema de Pontryagin afirma que G puede ser recuperado
completamente desde G: de hecho, G es isomérfico al grupo de caracteres de G.

En muchos ejemplos que ocurren naturalmente de categorias monoides, la operacién producto
tensor es conmutativa hasta isomorfismo, y los isomorfismos connutativos son involutivos:
entonces se tiene una calegoria tensora. Por ejemplo, la categoria de representaciones de un
grupo obviamente tiene esta propiedad. Mas generalmente }a categoria de representaciones de
cualquier algebra de Hopf triangular es una categoria tensora, Si disminuimos ‘triangular’ a
‘cuasitriangular’, el producto tensor ain es conmutativo, pero los isomorfismos conmutativos ya
no son involutivos, en gencral. Se dice entonces que la categoria de representaciones es una
categoria cuasitensora ( 0 monoide trenzado).

En una categoria cuasitensora abeliana semisimple, el producto tensor estd determinado por la
descomposicién en objetos simples del producto tensor de cualesquiera dos objetos simples, y por
ende por una coleccion de enteros no negativos los cuales satisfacen ciertas condiciones las
cuales reflejan las propiedades de conmutatividad y asociatividad del producto tensor.
Encontramos datos combinatorios de esta clase en el estudio de teorias de campos conformes,
donde eran llamadas reglas de fusion.

Los enredos de cinta son esenctalmente colecciones de bandas de cintas no intersectadas en
FR3, ya sea cerradas o abiertas, y con anchura finita pero espesor cero. Los enredos de cinta
pueden organizarse en una categoria cuasitensora, y las invariantes se obtienen construyendo un
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functor desde ¢sta categoria a la categoria de representaciones de un tipo particular de dlgebra de
Hopf cuasitriangular. Si olvidamos el ancho de tas bandas, y consideramos tinicamente enredos
de cinta sin finales libres, obtenemos un caso especial de invariantes de enlaces en R’ EI
celebrado polinomio de Jones puede ser construido de esta forma.

4.6.1 Categorias Monoides.

A Categorias abelianas. Como ya se mencion6, la nocién de una categoria abeliana esta
disefiada para tomar las propiedades de las sumas directas de los espacios vectoriales, de las
representaciones de grupo, etc. En general, una categoria C admite sumas directas (finitas) si,
para cualquier conjunto finito de objetos Uy, . . . ,Up de C, existe un objeto U y morfismos #; :
7 — Uj tales que, para cualquier objeto ¥y morfismos f; : ¥ — U, existe un morfismo anico f:
V — Utal que 73 o /= f; para toda 1. El objeto U entonces es tinico hasta isomorfismo;
escribimos U=&;U; yf= @, f;.

Una categoria la cual admite sumas directas se llama aditiva si, para cualesquiera objetos Uy
¥V, el conjunto Home(U, ¥) de morfismos desde U hasta ¥ es un grupo abeliano, y si las
composiciones

Hom{U, ¥} x Homc(V, W) - Homg(U, #) 4.6.1)
son bi-aditivas.
4.6.2 Categorias Cuasitensoras.

En muchas categorias monoides, tales como las categorias de espacios vectoriales y
representaciones de grupo, el producto tensor es conmutativo hasta isomorfisme.

A Categorias tensoras.

Definicidn 4.6.1. Una categoria tensora es wna categoria monoide C la cual estd provista con
isomorfismos naturales aoyy: U @ V— V@ U, para todos los objetos Uy V de C, tales que

() los diagramas

U®(V-®W);> UeNew — > WUV

iml l

Us(WeV) —= (Uei)olV —= (Wel)aV
a o®id
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ao®id a™t
UBNEW — > (VU)W —— Voo )

l l 4o

Ue (Ve W) . (YemeU . Ve(ws U

o a
conmutan para todos U, ¥, W;
(i)  los diagramas
23 a
1ol ——a> Uwsl Ugl —= 19U
U > U v——> U
id id

conmutan para toda U;

i) oyyeoyv=idyey paratoda U, V.
Si C es abeliana, se requiere que o sea bi-aditiva.

Un functor monoide & : C — C' entre categorias tensoras es un functor tensor si el diagrama

dUod() ——> DUV

.| | o

PV)OBU) —>  PVeU)
L

conmuta para toda U, V.

B Categorias cuasitensoras.

Definicién 4.6.2. Una categoria cuasitensora es una categoria monoide C provista con
isomorfismo functorial oy vy U®V — V@ U la cual satisface las condiciones (i) y (ii} de
4.6.1. '
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4.7 Cuantificacion de Bialgebras de Lie

Los ejemplos mds importantes de grupos cudnticos son las deformaciones de las algebras
envolventes universales y de las algebras de funciones sobre grupos. :

Las obstrucciones para la existencia y unicidad de deformaciones de una clase dada de objetos
matemdticos estin descritas generalmente por alguna teoria de cohomologia de los objetos en
cuestion.

4.7.1 Deformaciones de Algebras de Hopf.

A Definiciones

Definicién 4.7.1. Una deformacion de un dlgebra de Hopf (A, 1, i, €, A, S) sobre un campo £ es
un dlgebra de Hopf topoldgica (An, th, Hr, €n, An, Sp) sobre el anillo k[[h]] de las series de
potencia formales en una R indeterminada sobre k, tal que

(i) Ap es isomorfica a A[[R]] como un médule-k[[R]];
(i) pp=p(modh), Ay =A (mod h).

Dos deformaciones Ap vy A'n son equivalentes si hay un isomorfismo fn : Ap = A'p de
dlgebras de Hopf sobre k[[R]] lu cual es la identidad (mod h,).

B Teoremas de rigor. Estaremos particularmente interesados en las deformaciones A4p del
4lgebra envolvente universal U(g) de un algebra de Lie a, y del algebra #(G) de funciones
regulares sobre un grupo algebraico G. Para estas algebras de Hopf 4, H (4, A) es
{(afortunadamente) en general no cero, asi que son posibles las deformaciones no triviales.

Definicién 4.7.2. Una deformacién de la dlgebra de Hopf del digebra envolvente universal U(g)
de un dlgebra de Lie g se llama un digebra envolvente universal cvantificada, o simplemente
dlgebra EUC.

Una deformacion del dlgebra de Hopf del dlgebra F(G) de las funciones regulares sobre un
grupo algebraico G se llama un dlgebra de funcion cuantificada, o simplemente un dlgebra FC.

Teorema 4.7.8. Sea G un grupo algebraico reductivo sobre un campo k de caracleristica cero, y
sea q Su dlgebri de Lie. Sea N {(g)° el Subespacio de ~A"'(g) que consiste de los elementos los
cuales son invariables bajo la accion adjunta de g.

(i) Paratodamz I,
H™(FG), F(G) =n"(8) 1 AT (9)°, g (F(G), FIGH=0.

Entonces, cada deformacion de F(G) es isomérfica a F(G)|[[R]] como una codigebra.
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(ii)  Si g es semisimple,
HX(U(g), UaD=A2(g), H’(U(g), Ulg) =’ (0)/A (g),
H2.(U(9),U(g)=0.

Entonces, cada deformacicn de U(g) es isomérfica a U(g)[[h]] como un dlgebra.

4.7.2 Cuantificacién.

A Algebras de (Co-) Poisson-Hopf. Se ha argumentado que una ‘cuantificacién® de una
variedad de Poisson M puede interpretarse como una deformacion 7 (M) del algebra de Poisson
F (M) de las funciones C® sobre M, tal que la ‘parte de primer orden’ del conmutador de dos
elementos de Fx({M) es igual al corchete de Poisson de sus limites cldsicos. Si G es un grupo de
Poisson-Lie, entonces 7 (G) es también un algebra de Hopf, y las dos estructuras son
compatibles. De hecho, al nivel del grupo la condicién de compatibilidad es

“them, iemlexe= {f1,.f2lee™m,

donde /1,2 € F(G), m : G X G — G es la multiplicacionen Gy {, }exc Y {, Jo son los
corchetes de Poisson de G X Gy G. Ya que f; o 111 = A( f7), 1a ecuacién precedente se hace

{Ah), Al 6x6 = A 1,/ 2})-

Esto sugiere la siguiente definicidn.

Definicién 4.7.3. Un algebra de Poisson sobre un anillo conmutative £ es un dlgebra
conmutativa A sobre k provista con una transformacion médulo-k simétrica torcida {, }4: A ®
A = A, el corchete de Poisson, tal que:

(i) laidentidad de Jacohi
{a1, {a2, as}ata * (a3, (a1, a2}a}a Ha2, (@3, 01434 =0
se mantiene para toda ay, ay, as € 4,
(i) laidentidad de Leibniz
faiaz, alqg = {ar, ala ozt ar{ay, a}y
se mantiene para toda ay, a3, a €4.

_Un dlgebra de Poisson-Hopf sobre un anillo conmutativo k_es un.digebra.de Poisson (4, { , }4)
sobre k, la cual es tambieén un dlgebra de Hopf (4, 4, 4, €, A, §) sobre k, las dos estructuras
siendo compatibles en el sentido que

(iii) paratedaa),a; € A,

{Ban), Maz)} aea = A({a1, a2} 4)-
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El corchete de Poisson {, } 4 @4 sobre 4 ® A esta definido por
{a1®a',a2 ®@a%} 44 = {1, M@} 4 ®a1a2+q1a2® {a'y, a2} 4

Para discutir las estructuras correspondientes sobre Algebras envolventes universales, debemos
dualizar 4.2.1.

Definicién 4.7.4. Un dlgebra de co-Poisson sobre un anillo conmutative k es una codlgebra
conmutativa (4, € A) provista con una transformacion médulo-k simétrica torcida 5: A —» A4 ©
A, el co-corchete de Poisson, que satisface las siguientes condiciones:

(i) la compuesta

AL 5 A0 A28 L AR ARA-—LE 3 AR AR A

es cero, donde 'p.c.’' significa la suma sobre permutaciones ciclicas de los factores en el
producto tensor triple (esta es la identidad de co-Jacobi);

(ii) ladentidad de co-Leibniz
(ARid)d=(deH A+ on(deid) A
se mantiene
Un dglgebra de co-FPoisson-Hopf es un dlgebra de co-Poisson (A, € A, 8 la cual es también un
dlgebra de Hopf (A, 1, 14 € A, S), las dos estructuras siendo compatibles en el seniido que
(iii) para toda ay, a3 € 4,
S(a1az) = (a1} (a2) + Alay) 8(a2)-
B Cuantificacién.

Definicién 4.7.5. Sea A un élgébra de Poisson-Hopf conmutative sobre un campo k de
caracteristica cero, y sea { , } su corchete de Poisson. Una cuantificacion de A es una
deformacion del dlgebra de Hopf Ay, de A tal que

{I]’IZ}E mﬁ&gﬂ(mod h),

siay,az e Apsereducea Xy, T; €A (modh)

Una cvantificacién de un grupo de Poisson-Lie algebraico (G,{ , }) es una cuantificacion F
w(G) del dlgebra F(G) de funciones regulares sobre G, considerada como un dlgebra de
Poisson, y (G,{ , }) se Hlama el limite clasico de Fr(G).
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Un Enfoque Combinatorio de la Cuantificacién de las
Algebras de Lie

En este capitulo se consideran las ideas nuevas en la cuantificacion de las lgebras de Lic las
cuales estan siendo desarrolladas por V.K. Kharchenko [56]. Después se utilizard este método
para investigar las cuantificaciones de las algebras de Lie del tipo Ga.

5.1. Introduccién

Las algebras envolventes universales cuanticas aparecieron en los famosos articules de Drinfeld
[27} ¥y }imbo [43]. Desde entonces una gran cantidad de articulos y nimero de monografias se
han dedicado a su investigacién. Todas estas investigaciones se relacionan principalmente con
una cuantificacién particular de las algebras de Lie de la serie clasica. Esto se explica primero por
el hecho de que éstas adlgebras de Lie tienen aplicaciones e interpretaciones visuales en
especulaciones fisicas, y luego por ¢l hecho de que atn no sc ha elaborado una nocion general y
cominmente aceptada como estidndar de un algebra envolvente universal cuantica (ver una
discusién detallada en [4, 68]). En el articulo de V.K. Kharchenko [56] se propone una solucién
combinatoria de este problema por medio del concepto de la operacidn (de Lie) cuantica {50, 53,
54]. En linea con la principal idea de tal enfoque, los elementos primitivos torcidos deben de
jugar el mismo papel en las dlgebras envolventes cuinticas de como lo hacen los elementos
primitivos en el caso clasico. Por el criterio de Friederichs {23, 37, 67, 70, 76], los elementos
primitivos forman e} algebra de Lie fundamental en el caso cldsico. Por esta razén, se considera
el espacio comprendido por los elementos primitivos torcidos y provistos con las operaciones
cuénticas como una analogia cudntica de un Algebra de Lie.

63



5.2 Algebras Envolventes Cuinticas

En esta seccién se citan las nociones principales y se consideran algunos ejemplos, que en
particular, muestran que las algebras envolventes de Drinfeld-Jimbo asi como sus modificaciones
son algebras envolventes cuanticas en nuestro sentir.

Recuerde que una variable & se llama una variable cudntica si un elemento g, de un grupo
abeliano fijo G y un caracter ° € G* se asocian con efla. Un polinomio no conmutativo en
variables cuanticas, se llama una operacicn cuantica si todos sus valores, en todas las algebras de
Hopf, son primitivos torcidos dado que cada variable x tiene un valor & = @ tal que

A@)=a®l1+g,8a, glag=,()a, geG. (5.2.1)

Sea xy, . .., Ty un conjunto de variables cuanticas. Para cada palabra wen z,, ..., 2,
denotamos pot ., un elemento de G que se origina de w4 por el reemplazo de todas las x; por
Gz, - En la misma forma, denotamos por " un caracter que aparece de W por ¢l reemplazo de
todas las i con y™t. Asi sobre el lgebra libre k (X, . . ., Zx) esta definida una graduacion
para el grupo G X G*, y para cada par de elementos homogéneos 12, ¥ fijamos las denotaciones
Puv= Zu@v) = p(,v).

La operacion cudntica puede ser definida equivalentemente como un polinomio homogéneo G
X 1, el cual tiene solamente valores primitivos en todas las digebras de Hopf bigraduadas
trenzadas, dado que todas las variables cudnticas tienen valores homogéneos primitivos gg = g,
2= 2" (ver [50], secc. 1-4).

Recuerde que una constitucion o multigrado de una palabra 14 es una secuencia de enteros no
negativos (T, Mo, . . ., My) tal que 2w es de grado 171 en X', grad (u) = ™ 1; de grado ™,
en Iz, grada(u) = My; y asi sucesivamente. Ya que el grupo G es abeliano, todos los polinomios
de constitucién homogénea son homogéneos con respecto a la graduacién. Definamos un
conrmutador torcido bilineal sobre el conjunto de polinomios no conmutativos homogéneos
graduados por la formula

[w, v]=Uuv - pyyVu. (5.2.2)

Estos corchetes satisfacen las siguientes identidades diferenciales torcidas y de Jacobi:

[T vl wl = (v wli+ Pty [, W]+ (P, = Py 2 W] (5.2.3)
[[U., 'U], 'LU} = ['U.., [U1 'I.U]] + va[[u, 'LU], U] + puv(pvawv - l)fU ) [u" 'LU] 3 (524)
(wv-wi=[u,v]-w+ pov(uw);  [w-vw]splu,wl viw [yl (5.2.5)

donde por el punto se denota la multiplicacién usual.
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Para las pruebas de estas identidades se emplea la relacion (5.2.2).
Prueba de (5.2.3):

({4, U} w) = [0, W+ P2, W], 01+ (P, = P W] v (52.3)

[[u, v], w] = [wv - prvu, wl
= UVW = Py VUW — Pruyu(WUV = Py WUU)
=S UVW = PyupVUW — PyupwWUY + Pyy Py WU
=WV — Py VUW — Py PrwWUY + Py Prw PurWVLU . (5.23.a)

Desarrollando Jos términos que componen el lado derecho de (5.2.3):
[, fv, Wit P, WV (Pyy, — Prg et 0] v 5
[uw, [v, w]] = [, YW — Pypwv]
= UVW ~ P UWV = Py (VWU — Py WV
= UVW — PprpUWV - PuyPuw? Wi + PyyPuw PrwWVU, {5.231)
P lu,w],v) = ph, (Ww - puwwu, vl)
= p;)lv (LWY — Py WUV — Py (VUW — Py VWUY)
= prl uwy - pf)) Puwuv - L, PuyPuvuw +
P-:Jv Py Pww Puw¥ WU

= oUW = DL, PranWUV = PuyVUW + PrpPruwVWU,  (5.2.3.0)

(Pow = P Nty W] U = (P — Piy UW = Prayt) - U

= Py UWY = Py Parg WUV = Do, UWU + Py Pua WU
(5.2.3.4)

Sumando los resultados parciales (5.2.3.b) + (5.2.3.¢) + (5.2.3.d):

-1

o oo oco

-1 ,
Doy PuwWUU = Py VUW + PruyPuw VWU + Dygyy UWY — Dy P UV

000G oo o

-t -1 —
= Py WWY + 0, PruwWy =

000 oouo

UVW + PypyPuwPrwWVU = PuyVUW = PrwPuwWUY .

Los términos marcados con “ o " se simplifican a cero, e igualando este resultado con (5.2.3.a) se
obtiene la igualdad, con lo cual la relacién {5.2.3) queda comprobada,
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Prueba de (5.2.4):

[['U,, 'U], 'LU} = ['LL, [Us w}] + va[[u» 'UJ], ’U] + puv(pvawv - 1)'U : [u, 'LU] . (524)

El lado izquierdo de (5.2.4) es igual al de (5.2.3) por lo cual no se indica su desarrollo, pero se
escribe nuevamente el resultado.

([w, v], W) = UVW = PryVUW - PuwPurwWUV + PuwPrwluvwWit.  (52.4.a)

Desarrollando los términos que componen el lado derecho de (5.2.4):

{u, [v, W] + pyulin, Wl v1+ puu(PvwPue - Dv - [u, w) .
[1¢, {v, W]} = (equivale a 5.2.3.b)
= UVW ~ Py WV — Py PruwV WU + PurPuwPrw WV, (5.2.4.b)

Powl[t, W, V] = Pr(uw — Py, v))
= Pua(UWV = Pyuag WUV = Py o VUW ~ Py VW)
= PrwUWV = Py Pruw WUV = DywPuoPuryVUW + _
PrwPuvPwrPuwVWi, (5.24.0)
PuPyvwPwy — DV [U, W] = Pur(PuwPwy = DV (UW = Pruypii)
= PurPrwPwy — DNVUW — Dy VWU)

= PuvPrwPunVUW — DuyPorwPwuPuw WU —
PurVUW + Dy Puw VWU . {5.24.d)

Sumando los resultados parciales (5.2.4.b) + (5.2.4.¢) + (5.2.4.d):

UVW = PypUWV = Dy P VWU + Py PrwPrwWVU + Py UWWY -~

o oo -]

PurwPuwWUV = Pyw PuvPunsVUW + DuwPurPuvPun VWU +

-1~ [-2-0- 0]

PuvPvrwPurVUW — PuyPrwPuvPuw VWU — Py VUW + Py Py VWU =

Qo0 0000 [=1-]

UVW + PyvPruw PrwtWVU = Puy PuwWUY = Dy VU .

" "Los términ6s matcados con "o ” se simplifican-a-cero, ¢ igualando este resultado con (5.2.4.2) se
obtiene la igualdad, con lo cual la relacidn (5.2.4) queda comprobada,
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Prueba de (5.2.5):
{Sélo se prueba la primera parte, 1a segunda parte se deja al lector).
[, v - wl=fu, v]- W+ puv - [u, wl;

[, V- W] = UVW — Py VWU

= UVW = Py Pruw VWU, (5.2.5.2)
[1, V] W = (UV ~ Py U

= UV — Py VUW, (5.2.5.b)
PV - [U, W] = PupV(UW — PuwWi)

= Dy VUW — PuyPuwdWU, (5.2.5.0)

Sumando los resultados parciales (5.2.5.b) +(5.2.5.¢):
UVW = P VUW + Py VUW ~ Pup Pruw VWU = WUW = Py Py VWU,

e igualando este resultado con (5.2.5.a) se obtiene la igualdad, con lo cual la primera relacién de
(5.2.5) queda comprobada.

Es facil ver que las siguientes identidades restringidas condicionales son validas también
[, ™= [, v, 0] 5 U=l vulll, (52.6)
ya que Py €5 Una raiz t-ava primitiva, y 2. =% o0 n.= £1* en el caso de Ia caracteristica L > 0,

Suponga que un algebra de Lie g se define por los generadores Ty, . . ., &p ¥ las relaciones
fi = 0. Para convertir los generadores en variables cudnticas se les asocian elementos de G x G*
en una forma arbitraria. Sea P = |p4jll, 2;; =2 ( ng) la matriz de cuantificacion.

Definicién 5.2.1. Un dlgebra envolvente cudntica trenzada es un dlgebra de Hopf bigraduada
trenzada U?;(g) definida por las variables x|, . . ., Tn y las refaciones f; = 0, donde la
operaci6n de Lie se reemplaza con (5.2.2), dado que en esta forma las f; se convierten en las
operaciones cudnticas f; . El coproducto y las relaciones de conmutacién en el producto tensor
se definen por

Az)=z;@1+18x;, 527

@i QT )L @am)= (¥ (gy; )" TiZk @ T T . (5.2.8)

Definicién 5.2.2. Un dlgebra envolvente universal cudntica simple de g es un algebra Up(g) que
es isomérfica al dlgebra de grupo torcida

Ung) = Up(9)* G, (5.2.9)
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donde la accion de grupe y el coproducto se definen por
97T g =2 QT AE)=%;81+g, O, A(Q=g8y.  (52.10)

Definicion 5.2.3. Una cuantificacion con constantes es una cuantificacion simple donde
adicionalmente algunos generadores x; asociados al caracter trivial se reemplazan por las
constantes (11— 9r; ).

Las formulas (5.2.10) y (5.2.7) definen correctamente ¢l coproducto ya que por definicién de
la operacién cudntica A(f;)=f{ ®1+g® f; en el caso de algebras de Hopf ordinarias y
A(f])=f{®1+18f; en el caso trenzado.

Sc ticne que observar que Ias cuantificaciones definidas dependen, esencialmente, de la
representacion combinatoria del 4lgebra de Lie. Por gjemplo, una relacién adicional [z, 2,]= 0
no cambia el dlgebra de Lie. Al mismo tiempo si 3™ (g1) = -1 entonces esta relacién acepta la
cuantificacién y proporciona una relacion no trivial para el dlgebra envelvente cuantica, 22:i2 =0.

Ejemplo 5.2.1. Suponga que el dlgebra de Lie esta definida por un sistema de relaciones de
constitucién homogénea. Si los caracteres z* son tales que Pijpji = 1 para toda 1, § entonces el
conmutador torcido por si mismo es una operacién cuantica, Por lo tanto, reemplazando la
operacién de Lie, todas las relaciones se hacen operaciones cuanticas también. Esto significa que
el lgebra envolvente trenzada es el dlgebra envolvente universal U(gmj) de la super-dlgebra de
Lie de color 1a cual se define por las mismas relaciones que el algebra de Lie dada. La
cuantificacion  simple aparece como el biproducto de Radford U(gm") * k[G] o,
equivalentemente, como el dlgebra envolvente-G universal de la super-dlgebra de Lie de color
g° (ver [86] o {50, Ejemplo 1.9)).

Ejemplo 5.2.2. Suponga que ¢l algebra de Lic g se define por los generadores X, ..., Xn ¥
el sistema de las relaciones nil

zi(adr;) " =0, 1<izjsn. (5.2.11)

Generalmente se considera la matriz 4 = || @45 ||, @35 = 1 = 745 en lugar de la matriz de grados
(sin la diagonal principal) {| 7245 || El grafo de Coxeter I'(4) se asocia a cada tal matriz. Este
grafo tiene los vértices 1, . . . , 72, donde el vértice 1 esta conectado por las aristas ¢ ;0 j; con el
- wértice.7. . A

St @i; = 0, entonces la relacién rjadz; = 0 estd en la lista (5.2.11), y la relacién
xi(adx;) "1 =0 es una consecuencia de etlo. El conmutador torcido [%}, ] es una operacién
cuantica si y solo st Pi;P;i = 1. Bajo esta condicién tenemos [24, 2] = -p; AT x4]. Porlo
tanto ambas, en el algebra de Lie dada y en su cuantificacién uno puede reemplazar la refacion
x;(adx j)nﬁ=0 con Zxjadr; = 0. En otras palabras, sin pérdida de generalidad, podemos
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suponer que &5 = <> &y; = 0. Por el teorema de Gabber-Kac {38] tenemos que el dlgebra g es
l2 componente homogénea positiva 9, de un algebra Kac-Moody g;.
El teorema 6.1 de [50] describe las condiciones para que un polinomio homogéneo en dos

variables, el cual es lineal en una de ellas, sea una operacién cuantica. De este teorema se tiene el
siguiente corolario y el siguiente teorema.

Corolario 5.2.1. Si 7145 es un numero simple o la unidad y en el primer caso p;; no es una raiz
TLij - ava primitiva de la unidad, entonces la relacion (5.2.11) acepta una cuantificacion si y
. ¥

solo si PijPsi = pﬁ] ;
Teorema 5.2.1. Fara variables cudnticas T\ y X3, existe una aperacion de Lie cudntica lineal
en X W de grado M. en x5 5i y solo si, ya sea P,y = pi;"', 0 P22 s una raiz m-ava primitiva
de la unidad, min, y pg‘ Po¢ =1. Si una de estas condiciones sc satisface, entonces todas las
operaciones tienen la forma W = a[ . . . [[xZ3]x,] - . . T3], @ € Kk, donde los corchetes estin
definidos por (5.2.2).

El teorema 6.1 de [50] proporciona restricciones no esenciales en los parimetros no diagonales

Pij : si la matriz P define correctamente una cuantificacion de (5.2.11) entonces para cada
conjunto Z = {2 ;]2 52 ji = Z 14 = 1} la siguiente matriz lo hace también:

Pz={pijzijlpije P.z:;€ Z}. (5:2.12)

Ejemplo 5.2.3. Sea & generada libremente por gy, . . . , gn y sca 4 una matriz de Cartan
generalizada simetrizada por dy, . . . , d,, mientras que los caracteres estin definidos por
Pij =q-dia'ij . En estc caso la cuantificacién simple es el componente positivo del dlgebra
envolvente de Drinfeld-Jimbe junto con los elementos tipo grupo, Up(g) = U; {(g) + G. Por
medio de una deformacidn arbitraria (5.2.12) se puede definir un ‘color’ de U; (@)« G.

El algebra envolvente trenzada equivale a {/, 5 {a) donde el coproducto y trenzado se definen
correspondientemente por (5.2.7) y (5.2.8) con el coeficiente qﬂi"“q"‘J . La férmula (5.2.12) define
correctamente su ‘color’ también,

Ejemplo 5.2.4. Si en ¢l ejemplo de arriba completamos el conjunto de variables cudnticas por
las nuevas X ,...,Z,; 21, ..., 2Zn tal que

5 =G 9.-=9z z%=id, 9z, =g, 5.213)

entonces por el teorema 6.1 de [50] las relaciones de Gabber-Kac (5.2.2), (5.2.3), y [es, fj] =
Si;hi (ver [38], teorema 2) bajo la identificacién e; = xy, f; =%, hy = 2; aceptan la
cuantificacion con constantes z; = &(1 — giz ). (Informalmente podemos considerar la

cuantificacién obtenida como una del algebra Kac-Moody identificando a g con qh‘i , donde el
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resto de las relaciones del dlgebra de Kac-Moody, [, ;] = a4jeq, [hi, fi] = —a4 i es
cuantificada a la accion G: g5'zig ; =q;d""jaij x¥ ) Esta cuantificacién coincide con la de
Drinfeld-Jimbo bajo una seleccion apropiada de x;, x[y & dependiendo de la definicién
particular de Uy(a):

[65] xi=E;, gi=Ki, 1y =FK;, pi= ’U—diaij, £ = (U4 -y,

[66] xi=Ei, gi=Ki, ;] =F: K, Pig= vyt g = @' -v)h
_ ~hj.ap)

[46)8+ zi=ei, gi=ti, xj=tifi, Piy=q, 7 ", &=(q, - q¢)™";

- (hyaa) - -
461 zi=fi, gi=ti, z7=eili, Pi=q;7 °, &= ~g)"

[78] ri=EKi, 9i=K], [ =FiK;, Pij=q—2di%, a=(1-g*)7.

Por (5.2.13) los corchetes [Z;, J:J“-l] son operaciones cuanticas sélo si 255 = Pji. Asi en este
caso los *colores’ (5.2.12} pueden ser solamente blanco-negro, z ;; = 1.

En la analogia perfecta la cuantificacion de Kang [45] de las algebras de Kac-Moody
generalizadas [16] es una cuantificacion en el sentide de] método combinatorial también.

5.3 Los Generadores de PBW (Poincaré-Birkhoff-Witt) y 1a Cristalizaciéon

El problema de construccién de 1a base para dlgebras envolventes cuinticas se considera en esta
subseccion. Se indican dos métodos para la construccidn de generadores de PBW. Uno de ellos
modifica el proceso de construir la base de Hall-Shirshov reemplazando la operacion de Lie con
un conmutador torcido. El conjunto de generadores de PBW definido de este modo, los valores
de superletras duras, juegan el mismo papel que la base del algebra de Lie fundamental en el
teorema de PBW. A primera vista pareceria razonable considerar el médulo k[G] generado por
los valores de superletras duras como un élgebra de Lie cuintica. Sin embargo este modulo
extremadamente importante estd muy lejos de ser definido en forma tnica. Esencialmente
depende del ordenamiento de los principales generadores, sus grados, y su casi nunca estable
antipoda. También se observa ¢l siguiente hecho importante. Nuestra definicion de superletras
.duras no es constructiva y, por supuesto, no puede ser constructiva en general. El problema de
construccién de base incluye el j:robléma de la palabra para slgebras definidas por generadores y
relaciones, mientras que este tltimo no tiene solucién algoritmica general {ver [9, 13]).

El segundo método estd conectado con la idea de la cristalizacion de Kashiwara [46, 47] (ver
también un desarrollo en [22, 62]). M. Kashiwara ha considerado el principal parametro g del
Algebra envolvente de Drinfeld-Jimbo como una temperatura de algin medio fisico. Cuando la
temperatura tiende a cero, el medio se cristaliza. Los generadores de PBW se deben cristalizar
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también. En nuestro caso bajo este proceso ningun algebra envolvente cudntica limite aparece, ya
que las condiciones existentes normalmente incluyen igualdades de la forma [Tp;; =1 (ver [53]).
No obstante si igualamos todos los parametros de cuantificacién a cero, las superletras duras
formarian un nuevo conjunto de generaderes de PBW para el dlgebra envolvente universal
cudntica dada. Para poner esto de otra forma, la base de PBW definida por las supetletras acepta
la cristalizacién de Kashiwara.

Los siguientes resultados proporcionan una base de PBW para las dlgebras envolventes
cuénticas.

Teorema 5.3.1, Cada dlgebra de Hopf de caracter H tiene un conjunto ordenado linealmente de

elementos de constitucién homogénea U = {ui | 1 € I} tal que el conjunto de todos los

productos gu; 2. U™, donde g € G, Uy <Uz < ... <Um, 057 <h(i) forma una
af

base de H. Aqui si p;; no es una raiz de la unidad entonces h(1) = ®; si pi; = |

= Py
entonces, ya sea h(1) = ® o h(1) =L es la caracteristica del campo fundamental, si p;; es una

raiz primitiva t-ava de la unidad, t # 1, entonces h(1)=1.

El conjunto U/ se refiere como a un conjunto de generadores de PBW de H, Este teorema se
sigue facilmente del teorema 2 de [52). Recordemos algunas nociones necesarias.

Sea a,,..., Ay un conjunto de generadores primitivos torcidos de f, y sean I ; las variables
cuénticas asociadas, Considere el orden lexicogrifico de todas las palabrasen Xy > x> ... >
Z5,. Una palabra no vacia w se llama estdndar si vw > w? para cada descomposicion U = vw
con ¥, W no vacias. Las siguientes propiedades son bien conocidas (ver, por ejemplo [21, 24, 64,
94, 95]).

1s. Unapalabra 24 es estandar si y solo si es mayor que cada uno de sus finales.

2s. Cada palabra estdndar comienza con una letra maxima que ella contiene.

3s. Cada patabra C tiene una representacién tnica € =, "1, 2 ---u:", donde w <ty < ... <
24} son palabras estandares (el teorema de Lyndon).

4s. Si u, U son palabras estindares diferentes, y u"" contiene a v* como una subpalabra 1" =
cvkd, entonces 14 por si misma contiene a v¥ como una subpalabra =5 v¥e.

Recuerde que una palabra no asociativa es una palabra donde los corchetes se arreglan de
algin modo para mostrar como s¢ aplica la multiplicacién. Si [2] denota una palabra o
asociativa entonces por i denotamos una palabra asociativa obtemida de [u] quitando los
corchetes {por supuesto [2.] no es definida inicamente por U en general).
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El conjunto de palabras estindares no asociativas se define como el conjunto mas pequefio SL
que contiene todas las variables x ; y satisface las siguientes propiedades.

1) Si[u]=[[v][w]] € SL entonces {V], [w}] € SL, y v > w son estandares.
2} Si[u]=[[[vi][va]ll[w]] € SL entonces v, < 1.

Las siguientes declaraciones también son validas.

5s. Cada palabra estindar tiene la tinica alineacién de corchetes ta! que la palabra no asociativa
obtenida es estindar (teorema de Shirshov [94]).

6s. Los factores v, w de la descomposicién no asociativa [u] = [[v][w]] son las palabras
estandares tales que 14 = VW y V tiene la longitud minima ( [95]).

Definicién 5.3.1. Una superletra es un polinomio que equivale a una palabra estindar no
asociativa donde los corchetes significan (5.2.2). Una superpalabra es una palabra en superletras.

Por 5s cada palabra estindar w define la dnica superletra, que en lo subsecuente la
denotaremos por [1). Por ejemplo, las palabras x,23, x2,, 2,23, &,T,%,23, 2,2, 22, , son
estandares y ellas definen las siguientes superletras:

(mz3]=[xix2dza],  [2fx,]=[milxiza]], [2,23) = [lz)22)z )4l

(22,025 ] = [[2122][[2 122]22]) [ 22,23, ] = [z 1[92 )3]1Za] -

En el teorema 5.2.1 tenemos W = af[x,x;"]. Si las variables son ordenadas en forma opuesta, x,

> X, entonces X, T es una palabra no estindar, mientras que x;'x; siloes, y uno puede ver
n{rn-1)

que [ ... [[Zyx2]xa] . .. 2] = (=pp)" Py 2 [237%,] dado que una de las condiciones

existentes es valida (ver corolario 5.3.1 abajo). Por lo tanto las relaciones cuantificadas (5.2.1 1)

se pueden escribir en una forma de igualdad a cero de algunas superletras:
ny g Iy .
[x;2;"7)=0, [:cjﬁxi]=0, j<t. (5.3.1)

Sea ) un grupo aditivo abeliano ordenado linealmente. Suponga que algunos grados-D positivos
Ay ee,dn € Dseasociana xy,. .., Tpn. Definimos el grado de una palabra como 71,y + . . .
+ Mpdn donde (M, . .., My) es la constitucién de la palabra. El orden y el grado en las
superletras se definen en la siguiente forma: [u] > [V] & u > v; D([u]) = D{w).

Definicion 5.3.2. Una superletra [u] se llama dura en H dado que su valor en H no es una
combinacién lineal de valores de superletras del mismo grado en menos que [v2] superletras y G

superpalabras de un grado menor.
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Definicién 5.3.3. Decimos que una altura de una superletra [u] de grado d equivale a /. =
A([u]) si i es el nimero mas pequefio tal que: primero Dy, €s una raiz {-ava primitiva de
unidad y ya sea h =t o h = {1”, donde I = car(k); y entonces el valor en H de [u]h es una
combinacién lineal de superpalabras de grado hd en menos que [w] superletras y G
superpalabras de un grado menor. Si no existe tal nimero entonces la altura es igual a infinito.

Claramente, si el dlgebra H es D-homogénea entonces se pueden omitir las partes subrayadas
de las definiciones de arriba,

Tearema 5.3.2 ([52], teorema 2). El conjunto de todos los valores en H de todas las G-
superpalabras W en las superletras duras [1.;),

W = glw, ™ [, 2 (T '™, (5.3.2)

donde g € G, Uy <Uz<...< U, i <h{[Wi]) es una base de .
Para encontrar el conjunto de los generadores de PBW es necesario primero incluir en U los
valores de todas las superletras duras, despucs para cada superletra [w] de una altura finita,

k1)
h[u]) = £k , incluir los valores de [14]° [u]“ ]ﬂ(
de altura infinita, tal que Py €5 una raiz t-ava pnmmva de la unidad, incluir el valor de [u] .

, ¥ enseguida para cada superlctra

Obviamente el conjunto de Jos generadores de PBW juega el mismo papel que la base del
algebra de Lie lo hace en el teorema de PBW. No obstante el bimédulo k[G] generado por los
generadores de PBW no sc define en forma vinica. Depende del ordenamiento de los principales
generadores, ¢l grado D, y bajo la accién de la antipoda se transforma a un bimédulo diferente de
generadores de PBW: k[G ]S ().

Otra forma de construir los generadores de PBW se deriva de la idea de la cristalizacién de M.
Kashiwara [46, 47). M. Kashiwara consideré el principal pardmetro del dlgebra envolvente de
Drinfeld-limbo como la temperatura de algin medio fisico, Cuando la temperatura tiende a cero
el medio se cristaliza, Por este medio la base de ‘cristal’ debe aparecer. Si se reemplaza Pijcon
cero entonces [, V] se hace un monomio 14V, mientras que [24] se hace un monomio .

Lema 5.3.1 (Cristalizacion de Bases). Bajo la cristalizacion de arriba el conjunto de los
generadores de PBW construidos en el teorema 5.3.2 se hace otro conjunto de generadores de
PBW.

Prueba. Ver [52], corolario 1.

Lema 5.3.2 (Cristalizacion de superletras). Una superletra [2t) es dura en H si y solo si el valor
de u no es una combinacion lineal de palabras menores del mismo grado y palabras G de un
grado menor.

Prueba. Ver [52), corolario 2,
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Lema 5.3.3. Sea B un conjunto de superletras que contienen Xy, . . . , Tn. Si cada par [1), [V] €
B, u > v satisface una de las siguientes condiciones

1} [[w][v1] no es una palabra no ascciativa estdndar,
2) la superletra [[1])[V]] es no dura en H,

3) [[u)(v]] e B, -~

entonces el conjunto B incluye todas las superletras duras en H.

Prueba. Sea [w] una superletra dura de grade minimo tal que [w] ¢ B. Entonces [w] =
tlul(v]], 22 > v donde [14], [+] son superietras duras. En efecto, si [2] es no dura entonces por
el lema 5.3.2 tenemos w = Zayu; + S, donde w; < wy D(wyg) = D(w), D(S) < D(w). Tenemos
uv = Za;u; v + Sv, donde w;V < wv. Por lo tanto por el lema 5.3.2, la superletra [w] = [wv)
no puede ser dura en H. Contradiccion. Similarmente, si [V] no es dura entonces v = ;v + S,
Vi <V, D(V) = D{V), D(S) < D(v). Por lo tanto Uv = Layut; + US, WU < UV, ¥ otra vezZ
[t1/] no puede ser dura.

Asi, de acuerdo con la eleccién de [w], tenemos [w2], [¥] € B. Ya que este par no satisface la
condicion 1) ni la 2), la condicion 3), [1tv] € B, se mantiene. O

Lema 5.34. 5i T € H es un elemento primitive torcido entonces
T=a{ul*+Za,W;+38,0,#;, a=0, (5.3.3)

donde U] es una superletra dura, W;, son superpalabras base en superletras menores que [1],
D (W;) = hD ((w)), D(W})<hD([u]). Aqui si Py, no es una raiz de la unidad, emonces h=
1; §i Doy €s una raiz t—ava primitiva de la unidad, entonces h =1,oh=%{,0h = t* , donde l
es la caracteristica del campo bdsico.

Prueba. Considere una expansién de T en términos de la base (5.3.2)

k
T=agU+ _EIJ’iQ’iWi +W',  e=z0,
1=

donde g/, g W: son elementos de base diferentes de méximo grado, y U es una de las palabras
mas grandes entre U, W; con respecto al ordenamiento lexicogrifico de las palabras en las
superletras. En la expansion de base de tensores, el elemento A(T)~T® 1 - g: ® T tiene sélo un
tensor de’la forma gl @~ . . yestetensor es igual-a gU ® a (g ~ 1). Por lo tanto ¢ = 1 y se puede
aplicar el lema 13 de [52]. ]

Corolario 5.3.1. Si una de las condiciones existentes en el teorema 5.2.1 se mantiene, entonces:
n(n-1})

[...[21x2dT2] ... 22]= (-P3) " Py 2 [TalT2. .. [T2d). .. )

Prueba. Introduzcamos el orden opuesto, T2 > xy. Yaque [ .. . [[X1Z2]X2] . . . Z2) es una
operacion de Lie cuéntica, tiene una representacién (5.3.3) donde todos los sumandes tienen la
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misma constitucion, (1, 7¢). Esto implica que A = 1, 1w = 7T, . Todas las palabras estdndares de
constituciéon menor que o igual a (I, n) son T3, 3:5‘:1:1 , k& < m. Por definicién de el orden
lexicografico 17 > x;‘xl . Por lo tanto x5 no ocurre en (5.3.3) como una superletra. Ya que cada
sumando tiene grado 1 en ), la igualdad (5.3.3) se reduce a T = a [ 23'7; }- Para encontrar a se
pueden comparar los coeficientes en 7', .

5.4 Sistemas de Relaciones de Groebner-Shirshov

4

En esta secci6n se lleva una forma de construir un sistema de relaciones de Groebner-Shirshov
(ver definiciones en el capitulo 3 seccién 3.5.3 de ésta tesis) para un algebra envolvente cuintica.
Este sistema se relaciona con los principales generadores primitivos torcidos, y, de acuerdo con ¢l
Lema del Diamante (ver [8, 9, 95]), determina la base de cristal. La utilidad del sistema de
Groebner-Shirshov depende del hecho de que tal sistema no solamente define una base de un
ilgebra asociativa, sino que también proporciona un algoritmo de disminucion simple para
expansidn de elementos sobre esta base (ver, por ejemplo [5]).

Sean I, ..., Tn variables que tienen grados positivos d;, . . ., dn € D. Recuerde que un
ordenamiento de Hall de palabras en x), . . . , Ty es un orden cuando las palebras son
comparadas primeramente por el grado y después las palabras del mismo grado son comparadas
por medio del orden lexicografico. Considere el conjunto de relaciones

wi=fi, tel, (54.1)

donde w; es una palabra y f; es una combinacién lineal de palabras menores de Hall. El sistema
(5.4.1) se dice ser cerrado bajo la composicién o un sistema de relaciones de Groebner-Shirshov
si primero ninguna de las w; contiene W, 1 # J € I como una subpalabra, y entonces para cada
par de palabras 1w, Wj tal que alguna terminal no vacia de Wy, coincide con un sobreconjunto
de wj, esto €s W = Wi V, Wy = V W}, la diferencia (una composicion) fi W ~ wy f; puede
reducirse a cero en el dlgebra libre por medio de una secuencia de substituciones de un lado 1ty
- fi,t el

Lema 5.4.1 (Lema del Diamante [8, 10, 95]). Si ef sistema (5.4.1) es cerrado bajo la

composicion, entonces las palabras que tienen ninguna W como subpalabras, forman una base
del digebra H definida por (5.4.1). -

Si ninguna de las palabras 1 tiene subpalabras wy, 7 # 1, entonces la declaracion opuesta es
vilida también. En efecto, cualquier composicién por medio de substituciones w; — f; puede
ser reducida a una combinacién lineal de palabras que no tiene subpalabras w;. Ya que f; wj -
w'j fi =i = ws) w'j - wj(fj — w;), esta combinacién lineal se iguala a cero en H. Por lo
tanto todos los coeficientes ticnen que ser cero.
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Ya que el Lema de Cristalizacién de Bases proporciona la base que consiste de palabras, la
nota de arriba da una forma para consiyuir el sistema de relaciones de Groebner-Shirshov para
cualquier 4lgebra envolvente cuéntica.

Sea H un algebra Hopf de caracter generada por semi-invariantes primitivas torcidas @, . . .,
@n (0 un Algebra de Hopf bigraduada trenzada generada graduando los elementos primitivos
homogéneos @y, . . ., @xn) Y sean Ty, . . . , T las variables cudnticas relacionadas. Una
superletra {2] no dura en H es referida como una minima si primero W no tiene subpalabras
estindares propias que definan superletras no duras, y entonces i no tiene subpalabras 'u,h,
donde [t4] es una superletra dura de la altura A.

Por el Lema de Cristalizacién de Superletras, para cada superletra [1v] minima no dura en H
se puede escribir una relacién en 4

w= Ja;w; + ZFg;, (5.4.2)

donde wj, w; <w en ¢l sentido de Hall, D(w3;) = D(w), D(wjy < D(w). En la misma forma si
[14] es una superletra dura en H de una altura finita h entonces

P =Zayui + 3Big s, (5.4.3)

donde u; u; < u™ en el sentido de Hall, D(u;) = hD{(u), D(u;) < hD{(12). Las relaciones
(5.2.1) y la operacién de grupo proporcionan las relaciones '

2,9 = 2" ()9, 919 =91 (5.4.9)

Teorema 5.4.1. El conjunto de relaciones (5.4.2), (5.4.3), y (5.4.4) forma un sistema de
Groebner-Shirshov gue define a H. La base determinada por este sistema en el Lema del
Diamante coincide con la base de cristal.

Prueba. La propiedad 4s implica que ninguno de los lados izquierdos de (5.4.2), (5.4.3), (5.4.4)
contiene otro como una subpalabra. Por lo tanto por el Lema de Cristalizacién de Bases es
suficiente mostrar que el conjunto de todas las palabras ¢ determinadas en el Lema del Diamante
coincide con la base de cristal. Por 3s se tiene ¢ = un‘ uﬁ"z u,?“ donde 13 < ... <Upes
una secuencia de palabras estdndares. Cada palabra 1., define una superletra dura {1¢;] ya que en
el caso opuesto 44 y por lo tanto ¢, contiene una subpalabra w que define una supetletra dura
[w] minima. En la misma forma 7¢; no excede la altura de []. 0

Lema 5.4.2. En términos del lema 5.3.3 el conjunto de todas las superletras [[u][V]] que
satisfacen la condicion 2) contiene todas las superletras no duras minimas, sin generadores X ;
no duros.

Prueba. Si [w] es una superletra minima no dura [w] = [{u]{]], donde [u], [V] son superletras
duras. Por el Lema 5.3.3 tenemos [u), {v] € B, mientras que [{1){v/]] no satisface ni 1) ni 3). 0
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5.5 Cuantificacién de las Algebras de Lie de Tipo G,

En esta seccion se consideran mas a fondo las algebras envolventes universales cuinticas de las
4lgebras nilpotentes de la serie G, definidas por las relaciones de Serre. Se citan primero listas de
todas las superletras duras en la forma explicita, después el sistema de relaciones de Grocebner-
Shirshov, y enseguida los espacios L(Up(g)) comprendidos por los elementos primitivos torcidos
(o sea, las cuantificaciones del algebra de Lie gp propia). En todos los casos las listas de
superletras duras (al menos las mismas superletras duras) se hacen independientes de los
parimetros de cuantificacién. Esto significa, que los generadores de PBW resultan a partir de la
base de Hall-Shirshov del 4lgebra de Lie fundamental reemplazando la operacién de Lie con el
conmutador torcido. Lo mismo es vélido para el sistema de relaciones de Groebner-Shirshov.
Observe que las bases de Hall-Shirshov, bajo el nombre bases de Lyndon estdndares, para la serie
de Lie clasica fucron construidas por P. Lalonde y A. Ram [63], mientras que los sistemas de
Groebner-Shirshov de las relaciones de Lic fueron encontradas por L.A. Bokut’ y A.A. Klein
f12).

Los resultados obtenidos en esta seccién son nuevos, pero las prucbas y formulaciones son
analogias de los resultados de V.K. Kharchenko los cuales fueron obtenidos para las series
infinitas 45, Bn, Cn, Dn, en [56]. ‘

En esta seccidn s¢ aplican los resultados generales ya mencionados a las lgebras de Lie
nilpotentes definidas por las relaciones de Serre (5.2.11) de tipo G). Sea g el algebra de Lie de
este tipo.

5.5.1 Cuantificacién de C; .

Por el teorema de Serre el dlgebra G5 se define por dos generadores X1, T3 y dos relaciones
[z \x2]x2)x2]T2] =0, [5[T3x2]]=0. 5.5.1)

Si reemplazamos la operacién de Lic con el conmutador torcido (5.2.2), estas relaciones toman la
forma

T3 + QT T} + Ty TT] + 0TIy + ATy Ty =0 s (53.2)
2}z, + T Ty Ty +by L1 =0 (5.5.3)
donde
2 2 3.3 (4 4 )
a, = ’Pupizzl » Up= Plzpzzpizjzl(Pzz +1), 3= 'P|2P21P£2} Q4= PhpPh s (554)

b=-ppU+py), b = PhPi (5.5.5)
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y comno siempre denotamos p[n] =l+p+.. .+ pn'l. De acuerdo al teorema 5.2.1 la primera
de las relaciones (5.5.1) admite una cvantificacién si y solo si, ya sea que DyPs; = p-_?% , 0 P2
€s una raiz primitiva 7 —ava de la unidad, 74, 71t > 1 con (plzpu)m = |. La segunda lo hace
siy solo si, yasea Dy2Py = pl'll 0P = =, P12P21 = £ 1. En particular si suponemos que

Pn#=-1s ¥ pg‘;] 20, (5.5.6)
obtenemos la condicién de existencia para la cuantificacion

PuPaPn=1> Py=Dh - L (55.7)

Multipliquemos (5.5.2) desde la izquierda por X, mientras (5.5.3) desde Ia derecha por :rg. La
diferencia de las relaciones obtenidas proporciona una nueva

3_ 2, .2 3 4 2,3
(@ -0, T, 1, T; = - T3T T3 ~ AT T 4Ty — AT TR T) +0, 22725 . (5.5.8)

Podemos multiplicar (5.5.2) desde la izquierda por (@ - )X T2, mientras (5.5.8) desde la
derecha por I 5. Otra vez la diferencia lleva a una relacitn:

{ay(@ -0 -y 2303 = (03 - ay (- )22 m 23

4

(5.5.9)
+{a, - a5(a; - b)T, 23 7,7, ~a,(a, - by o3z, — by, xiag .

En la misma forma, si multiplicamos (5.5.3) desde la derecha por (a, - & ):z:lrg , mientras (5.5.8)
desde la izquierda por I, entonces la diferencia de las relaciones obtenidas después del
reemplazo de todas las subpalabras :rlzirz con — b1, T, 7, - bzxzzi:lz define una nueva relacion

2,3 2
foy (e, — b))+ b, o, 3,2 13 = - b2, T, X, 4, 75
2 3
— BT TT T — A DT T T + W (5.5.10)

donde W es una combinacién lineal de palabras con la primera letra 3. Podemos reducir esta
relacién ademas reemplazando la subpalabra :1:12:1,"2 de acuerdo a (5.5.3):

(@ghy = (@ — ) +b,)0)2, 2,1, 2,227 = (@ —By) + by 10,2257, 3
— - : - T, T TI X, - BT T, T T W (5.5.11)
Si las condiciones (5.5.6) son vélidas entonces usando P, = pgz podemos facilmente calcular
@b =-ppPp+py), @@ -b)-a, =PiPn,
B, —0)+b, = PP PR, apb - il -b)+by}b = ~PhPh(1+p3). (6:512)

Ahora estamos listos para probar el teorema principal. Denotamos por Z al conjunto de las
siguientes superletras:
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(Al=z, , [Bl=[x,%,] » [Cl=[x2223) s [D}=[5,22] s [E)=[%,23) » [F]=1;, -
(5.5.13)

Si suponemos que X > X3, entonces evidentemente 4 > B> C>D>E>F,

Teorema 5.5.1. Si ";], pg":,_] son elemenios no cero, entonces B es el conjunto de todas las
superletras duras en Up( G5 ). Si adicionalmente )y # 1, entonces todas estas superletras tienen
altura infinita, mientras que el dlgebra UP(GZ) tiene solamente los siguientes elementos

pr:m:tzvos ary, s, a- af, donde g e G, 'L =12,y tambxen ot:.’a:,t ) dado que Pii es una raiz

' prxmmva t-ava de la unidad con 1 = t1* JLesla caracteristica del campo bésico.

Prueba, Mostremos primeramente que el conjunto 2 satisface todas las condiciones del Lema
5.3.3. Tenemos que mostrar que para cada par [X], [¥Y] € & tal que X > Y la palabra no
asociativa [[X][Y]] pertenece ya sea a B o no es palabra estindar como palabra no asociativa, o
define una superletra no dura en UG, ). Tenemos 15 posibilidades. En cuatro casos tenemos
([41(F3} = [B). {[BI(D]} = [C), [[BI[F]] = [D), [[D]LF]} = [E). En cinco casos mas: [[4]{B]],
{[41[C11, [[AUD1), [[AN(E]L, [[E][F]), ta palabra no asociativa es no dura por el lema 5.3.2 ya que
la palabra asociativa obtenida omitiendo los corchetes contiene ya sea la subpalabra .’L‘ll‘; ola
subpalabra :rlzxz , ¥ por lo tanto por las relaciones (5.5.2) y (5.5.3) son una combinacion lineal de
palabras menores en Up(G5 ). En dos casos, [[C][E]], y [[C}{F]], la palabra es no estindar como
una palabra no asociativa. Queda por considerar los siguientes Gltimos cuatro casos.

a). [[D)£]). La relacién (5.5.9) muestra que la palabra DE en Up((; ) es una combinacién
lineal de palabras menores. De este modo por el lema 5.3.2 la superletra [[D]{E]] es no dura.

b). [{B][C]]. Tenemos BC = (.r.:rz)sxz. La retacidn (5.5.11) muestra que la palabra BC es una
combinacién lineal de palabras menores en Up(C;). Otra vez por el lema 5.3.2 la superletra
[[BIICT] es no dura.

c). [[B][E]). En este caso BE = T 22X :l:g, y podemos usar la relacién (5.5.8).

d). [[C][D]). Muttipliquemos la relacién (5.5.11) desde la derecha por (@) — b 1)x 2, mientras
la relacion (5.5.8) desde la izquierda por (@2b,; ~ {b1{a, — b1) + b2}b )z 1x2. El término lider
de la diferencia es igual a

{asbi(@; —by) - axazb) - {byar - o) +ba}b N} 22,4, 75 %25
= -p5H P {1+ P X1+ p5)CD.
Por lo tanto CD es una combinacién lineal de palabras menores también.

Asi por el lema 5.3.3, el conjunto 5 contiene todas las superletras duras en Up((7 ). Queda
por mostrar que todos los seis elementos de B definen superletras duras en Up( G; } de altura
infinita.

ESTA TESIS NO SALE
DE LA BIBLIOTECA
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Por la version homogénea de la definicién 5.3.2 si una supertetra [X] € B es no dura entonces
existe una representacion en Up(C5 )}

[X] = Zai[},i, ™ .[yiz ™ '"[Yik %, (5514

donde las [Yis] son superletras duras (y por lo tanto [Y,;S] € B)con Yis < X para toda is. En
este caso ¢l grade de X en cada uno de los generadores, T, T3, deberia ser igual a este grado del
lado derecho de (5.5.14). Es ficil ver, sin embargo, que ningunc de los multigrados de las
saperietras de B (1,0), ¢1.1), (2,3), (1,2), (1,3), (0,1), es una combinacion lineal entera de
multigrados de superletras menores de  Por lo tanto la suma en (5.5.14) es vacia, o, en otras
palabras, cada superletra no dura de & es igual a cero en Up(C3 ). Queda por observar que
ninguna de las superletras [B] - {E] es igual a cero en Up(G3 ).

Todas estas superletras, excepto [C], tienen grado en z; menor que 4, y grado en x| menor
que 2, asi que no son cero en el dlgebra definida por las relaciones (5.5.2) y (5.5.3). La superletra
(€] tiene grado 3 en X2, por lo tanto si es cero en Up(G; ), deberia ser cero en el algebra R
definida por la tnica relacion (5.5.3). Esta tnica relacién ¢s cerrada bajo la composicién (sélo
porque no hay composiciones en absoluto). Ya que la palaba C = :cl:r:zzr:l:r% no tiene
subpalabras :1:12:1:2 ¢l Lema del Diamante implica [C] # 0 en R. Esta contradiccién prueba la
primera parte del teorema.

Por la versién homogénea de la definicién 5.3.3 si una superletra [X] tiene altura finita
entonces existe una representacién en Up(G5 )

P07 = Zayly IV [, ™2 1Y, %, G319

donde [Yis le B, Yis < X para toda i, en cuyo caso el grado ngrad(X) de [X]" en cada una
de las variables ,, x5 tiene que ser igual a la suma m,grad( Yil) + Tagrad( Yiz) + ...+
+7 4 grad( Yik ). Observamos, sin embargo, que ninguno de los seis multigrados, grad(4) = (1,0);
grad(B) = (1,1); grad(C) = (2,3); grad(D) = (1,2); grad(£) = (1,3); grad({F) = (0,1), satisface estas
condiciones, o sea que un semigrupo generado por cada uno de estos multigrados no tiene
interseccion con un semigrupo generado por multigrados de  superletras menores de B . Este
-becho significa que la suma en (5.5.14) es vacia, esto es que una superletra [Y] € B tiene altura
finita \inicamente si tiene valor nilpotente, [¥]" =0, en Up(Gy)- 7

Ahora suponga que Py # 1. Mostraremos que ninguna de las (11", [¥] € B n > 1 defineun
elemento primitivo torcido en Up(C; ) (por supuesto esto implicaria que (11" =0, en UK Gy M.
Ohbserve primero que el coproducto es homogéneo, esto es

AEYy =zvPer®, (5.5.16)

donde 1a suma de multigrados de Y y Y,(f) esigualalade {¥]".
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Se denota por S, ([¥]) 1a suma de todos los términos en el lado izquierdo de (5.5.16) con
gradxl (Yr('Lz)) =k,y gmdxz (Yr(g) 1=0.
Tenemos:
SUBD=(1- PPz, Oz =(1 _pl_ll)glxz ®x,
Sy Ch =0~ P12P21)2(1 — P PPl (Par - Pu Pl PR P )dis; ® ]
= (=P (- PR )pu (= py)gia; @t
S0 = (1= Py Py X1 = P2 P2 P21 )0, 75 @
= (-0 (- p)9, %3 @,
SuED=U-ppy1 ‘plzpzzpzl)(l—P:zpzzzpzl)%Ig @,
= (=P )1 - PR M- P39 T3 @1y
(para los calculos uno puede usar, por ejemplo, la formula explicita (8) ~ (10) de [55]).
Utilizando homogeneidad, tenemos Sy, ,([¥]) = .S'|'|([Y})T1 #0,dadoque Y # C, ¥y Sinn(C) =
S ([CD™ = 0. Por lo tanto ninguna de las [¥]" define elementos primitivos torcidos. En

particular todos ellos son no cero y, consecuentemente, todas las superletras de & tienen altura
infinita.

Finalmente si U/ es un elemento primitivo torcido homogéneo arbitrario que no pertenece a
kG + kx; + kx5 entonces por el lema 5.3.4 existe una representacién

U=BlYT"+ Zagl¥y 1 [¥;, 172 V3, 17, (5.5.17)

donde todas las [¥]'s son superletras duras {por lo tanto son elementos de B), y Y,;m < Y. Hemos
visto arriba que el multigrado de [¥]"* nunca es una combinacion lineal entera de multigrados de
superletras menores de 7. Por lo tanto la suma en (5.5.17) es vacia, asi que U= B[¥]". Pero ya
hemos probado arriba que ningin elemento de (M, Y e B es primitivo torcido, excepto
probablemente los casos ¥ = ), ¥ = . Ahora es ficil ver que & es primitivo torcido si y solo
si Py; es la raiz de la unidad primitiva f-avayn =t on = t1%, donde { es la caracteristica del
campe bisico k (ver por ejemplo argumentos en [S6] teorema 5.1). El teorema esta
‘completamente probado.
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La siguiente tabla define completamente la estructura algebraica de Up(G; } en términos de

los generadores de PBW, ya que para X'> Y tenemos [A] - [Y] = {[X][¥]] + pxy{¥] ' [X), mientras
que [¥] - [X] es un elemento de base.

v | 18] Jic) fp) |1E] [F]
[4] 0 |afBl |@lBY |aiC]+ D) - (B + niF1- (81 |15]
(8] N LA |2 B 1% 72) 9 B (o ]
[€] - |- |0 as[D)’ ag[D}’
0] N S U L [£]
[£]) S O . 0

5.6 Conclusiones del Capitulo 5

Vemos que en el teorema Gy la lista de superletras duras es independiente del parimero Py
Este hecho significa que ]a base de Lalonde-Ram del algebra de Lie fundamental (ver [62] figura
1) con el conmutador torcide en lugar de la operacion de Lie coincide con e} conjunto de todas
las superletras duras.
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Construccién de Algoritmos Especificos

En esta seccion se presenta el desarrollo de algunos algoritmos y programas de combinaciones de
palabras que se relacionan con la cuantizaci6n de las algebras de Lic, los cuales de alguna forma
pueden ayudar a realizar desarrollos subsecuentes para el estudio de la materia y para la
elaboracién de programas computacionales mis sofisticados.

Todos los programas se desarrollaron con el lenguaje C++ bésico (sin el uso de clases) por las
razones ya expresadas en las consideraciones preliminares del presente trabajo. Se empled C++
Builder ver. 3.0 para edicién y compilacién de los programas por su facilidad de operacion al
nivel de los prograrnas de este capitulo.

Los algoritmos han sido desarrollados siguiendo los axiomas matematicos, y para la
construccién de los programas se emplearon las instrucciones especificas contenidas en las
referencias [2, 87). Las consideraciones para la eficiencia de los algoritmos se dan en el Apéndice
D de esta tesis.

6.1. Combinaciones de Palabras

Adicionalmente se consideran las siguientes combinaciones de palabras:
Tl %2 -+ Ty Ty .- €S unalfabeto.

X)XTX3  esuna palabra.

Ejemplos de palabras son:

Ty TaTy; TTXixey -

Las palabras x1X; y 2%, son palabras diferentes.

También se puede considerar que x> Z2>T3>...,yla ponderacién de las palabras se da
al igual que en un diccionario de lenguas (aunque, por comodidad, en los programas que se
presentan aqui la ponderacién o peso de las palabras es de acuerdo al valor numérico de su
codigo ASCIL, osecaquea<b <c< ... < <Y<Z)

83
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6.1.1, Palabras Estandares de Shirshov.

A Orden lexicogrifico de las palabras (también ver seccién 3.5.1 de esta tesis).

Sea xy, . . ., T un conjunto de variables. Considere este conjunto como un alfabeto. En un
conjunto de todas las palabras de este alfabeto, se define e} orden lexicogréfico tal que
1 >Xa> ... >2Tq.

Esto significa que dos palabras v y w se comparan moviéndose de izquierda a derecha hasta que
se encuentra la primers letra distinta. Una de las palabras podria ser el inicio de la otra, en este
caso s¢ asume que la palabra mids corta es mayor que la mis larga (como sucede en los
diccionarios). Por ejemplo, todas las palabras de longitud méxima de dos en dos variables,
respetan el siguiente orden

2 2
> >XTp > Xy >, T, > Ty 6.1.1

Este orden es estable bajo la multiplicacién izquierda e inestable bajo la multiplicacién derecha,
No obstante, si &t > UV y % no es ¢l inicio de v, entonces la desigualdad se conserva bajo Ia
multiplicacién derecha (siguiente regla 4), aiin multiplicando por diferentes palabras: um > vt.

Definicion 6.1.1. Una palabra 1 se llama estindar (en el sentido de Shirshov) si, para cada
representacion w = U Uy, donde 4 ¥ Uy son palabras no vacias, la desigualdad 1 > upu, se
mantiene. Por ejemplo en la expresion 2, >x12 >x13 >..>x" ..., existe solo una palabra
estandar, que es X3, y en la expresion 6.1.1 existen tres: X1, 1%, ¥ Z3.

6.1.2. Reglas de orden;

I. Si u>v y v>w entonces >,

2. Para cualesquier palabras u y ¥ sucede ser verdadque ©>v 0 v>U o U=V.

3. Si w>v entonces WU WU .

4. Multiplicacién por la derecha. Si >V y 1 noesiniciode v entonces tw > vw
para cualquier palabra W, y ain multiplicando por diferentes palabras: wm > vt.

- . 2 .
Ejemplo. Si se tienen las palabras; w = x{z;; v=1xlx,x;, entonces 27z, > i T,Ty ysi

también w = xsz , {qué orden de palabra vt y vw serd mayor?
‘Sustituyendo w en-la-desigualdad de la regla 4 se plantea la pregunta: ;rlza_:z xf ? 2:122:2:153 x§ .

Haciendo la comparacién se observa que en la expresién de la izquierda los primeros dos

términos son iguales a los de la derecha (2:!2:1:2 ), pero en el tercer término s es menor que I3,
oy . g . 2

por lo tanto, la expresién det ejemplo se debe escribir como sigue: xf:r:z :r52< Z) Ty2y x_?,

abserve que ‘u es inicio de v por lo que la regla 4 no se puede aplicar.

De la regla 4 se infiere que en este ejemplo no se puede realizar la multiplicacién por la
derecha sin que en ocasiones ocurra alguna alteracion del orden lexicografico. 4
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6.2 Palabras “Estandares”

El algoritmo para determinar palabras estindares se comprende mejor con la siguiente teoria.

Una palabra es estndar si para cada representacion de una palabra 10 = V1 ocurre que
U > WY con V Y W no vacias,

Porejemplo:si  w = x3 xy X3 sepuede descomponer en v y W y formar wv

v w
W =T Ty I

Ty Xy X2==IT) X2 X3

Iy < X = U <WY
oseaquer L3 Xy Tz < X) Ty T3 .. W no es estindar

Otro gjemplo,si W =T T3Ty; sepuede descomponeren a) V=x; , W=T3Ly; ¥
b v=x123 , W = Iz;

a) WU =Xyrk; = U>wv \
1 si es estandar

) wWu=TiriTy = W>WU / A

Como una regla una palabra estandar siempre comienza con la primera letra que es la méxima de
las que precede.

6.2.1 Algoritmo para determinar palabras estindares (figura 6.2.1).

Resumen: Este algoritmo se utiliza para determinar si una palabra dada es estindar o no 1o es. La
palabra original se descompone en dos representaciones y de acuerdo a la definicion de palabra
estandar se decide si es 0 no es estindar el proceso se repite (iterativamente) hasta haber formado
todas las representaciones posibles. Si alguna de las representaciones no cumple la regla de
palabras estandares el programa termina y muestra en pantalla el mensaje de palabra no estindar.
Nombre del programa: estanch.exe

Entradas: una palabra.
Salidas: determina y despliega un mensaje de palabra estandar o no estandar.

1.- Obtener la palabra a verificar (1¢) y determinar su longitud (cantidad de caracteres, para
obtener un contador de representaciones posibles).
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2-
3-

4.-
5.~
6.-

8.-
9.-

10.-

11.-

12.-

13.-

indice de subpalabras “vy w”j=1;

Se hacen copias de la palabra u en las variables tempv y tempw. Genera las palabras j-
ésimas ¥ y W a partir de tempv y tempw.

Concatenar W y U j-ésimas para formar wv (w seguida de V) j-€sima.
fndice de letras de las palabras “1 y wv”i=0;

.El caracter i-ésimo de . es mayor que el caractet i-ésimo de w?

Si: indicador de palabra estindar x = 1. Continda en el paso 10 (para la siguiente
representacidn W),

No: Contimia en ¢l paso 7.

{El caracter i-ésimo de ‘u es igual que el carcter i-ésimo de wWv?

Si: indicador de palabra estandar x = 0 {es no estindar). Continiia en el paso 8.

No: indicador de palabra ¢stindar x = 0. {definitivamente s no estindar puesto que u <
wv). Contimia en el paso 10.

Incrementa en uno el indice de caracteres i. ~

Se compararon todos los caracteres, es decir el indice i llegd al limite?
§i: ir al paso 10.

No: continuar en ¢l paso 6.

(La palabra es estdndar (o indicador x = 1)?

Si: incrementa en uno ¢! indice j de representaciones “wv"’; ir al paso 1i.
No: ir al paso 12.

¢ Terminaron todas las posibles representaciones “Wv”™ y comparaciones j-ésimas, es decir,
j lleg6 a su limite? .

Si: ir al paso 12.

No: continuar en el paso 3.

. Resulté palabra no estindar?

Si: Exhibe resultado “palabra no estindar”; continta en el paso 13.
No: Exhibe resultado “palabra estindar™; continia en el paso 13.

Fin.



6. Construccion de Algoritmos Especificos

Figura 6.2.1. Diagrama de flujo del programa estancb

1: | Inicializa pardmetros;

Obtiene la palabra a verificar (u); k « tamafio de la palabra u;

bucle for

3:| Se genera la j-ésima representacion de v;

con el complemento de v se genera la j-£sima representacién de w;
4:| Seconcatenan en apwv g j-ésima representacién de wy la
j-€ésima representacion de v para formar la j-ésima wv;

5: i 0;

bucle for [*

6:{ ;uli]>apwvli]? 7: pufi ] = apwv[i]? | 8i

Si No

i
I Indicadorx = 1; l Significa u[i]< apwv[i] x=0;

x=0; 8 e+l

l Ng
9: ;Se compararon ya todos
- los caracteres? i =k?

- g

- Na
No { 11: jFuercn ya todas las
representaciones j-ésimas?

si | =(12: jx=0}——>|  uespalabra no estindar
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Anilisis de la eficiencia en tiempo.

Se considera que el peor caso es cuando e} programa determina que una palabra es estindar, ya
que se tienen que formar todas las posibles representaciones o combinaciones wy. El tiempo que
requiere este algoritmo es del orden de nz, y esta determinado principalmente por la fongitud de
la cadena {(n) en cuestién. Esto se determiné analizando y contando la cantidad de instrucciones
elementales asi como las iteraciones mas importantes. Un desglose seria como el signiente:

Tamafio de la palabra=n=k.

Instrucciones que no dependen de n = ¢;; 0 < i < ¢, (Una constante).
En el caso peor j = n— 1 para la primera iteracion for.

En la segunda instruccion for i=n + 1.

Para la tercera instruccion for i = n.

De acuerdo a la posicién de los lazos iterativos dentro del algoritmo, Ja funcién obtenida
aproximada es: £ = ¢; + cp(n — L){es(n + 1) + cqn + 5], 1a cual se puede simplificar a una funcién
2
de la forma dyn” +dyn + ds.

Y por la regla del maximo () = cn’ (el tiempo es de orden cvadritico).
Eficiencia de espacio.

El espacio de memoria empleado es despreciable ya que la cantidad de variables usada es
minima. Se pueden manejar palabras hasta un maximo de 1000 caracteres porque se asignd
memoria para arreglos de tamaiio 1000, aunque este pardmetro se podra aumentar hasta la
capacidad de la pila de almacenamiento de memoria de la miquina y para valores muy grandes es
mejor emplear asignacidn dindmica de memoria. Los caracteres en C++ ocupan 1 byte de espacio
€n memoria.

6.2.2 Ejemplos con ¢l programa de palabras estindares.

Ejemplo 6.2.1.

Programa para determinar palabras estandar estancb.exe
Introduce la palabra a venficar considerando z mayor que a:
Palabra u = vw = xzy

Longitud de la palabra =3

Representaciones wv posibles:

VEX WTZY  WY=zyx

XZy < 0 = Zyx

xzy es palabra no estandar
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Ejemplo 6.2.2.

Palabra u = vw = ZZywwwWwwXzyyZZywwwww

Longitud de la palabra = 21
Representaciones wv posibles:

V=2 W= ZyWWWWWWXZYYZZyWWWwWw
V=ZZ W= YWWWWWWAZYYIZYWWWWW
V=ZZY W= WWWWWWXZYYZZYWWWWW
V= IZYW W= WWWWWXZYYZIZYyWWWWW
V=ZZYyWW W = WWWWXZYYZZYWWWWW
V= 2ZyWWW W T WWWXZYYZZYWWWWW
V= ZZyWWWW W T WWIZYYZZYWWWWW
V= ZZyWWWWW W = WXZYYZZYWWWWW
V= ZZYWWWWWW W = XZYYZZYWWWWW
V= ZZYWWWWWWX W = ZYYZZYWWWWW
V= ZZYWWWWWWXZ W = YYZZYWWWWW
V = ZZyWWWWWWXZY W = YIZyWWWWW
V = ZyWWWWWWXZIYY W= ZywWwwww

.

WV = yZZyWWWWWIZYWWWWWWXZY
WV = ZZYyWWWWWZZYWWWWWWXZYY

ZZYWWWWWWXZYYZZYWWWWW < 0 = ZZYWWWWWZZYWWWWWWXZYY
ZZYWWWWWWXZYYZZyWwwwww es palabra no estandar

Ejemplo 6.2.3.

Palabra u = vw = zZZZyWWWWWZZyZWZZXXXZZZX

Longitud de ia palabra = 23
Representaciones wv posibles:

V=Z W= IZZYyWWWWWIZYIWZZXXXZZZX
V=22 W= ZyWWWWW2ZZYZWZZXXXZZZX
V=IZZ W= YWWWWWIZYZWZZXXXZZZX
V=ZZZY W = WWWWWIZZYZIWZZXXX2ZZX
V=ZZIZYW W = WWWWIZYZWZZXXXZZTX
vV = ZZZYWW W = WWWZZYIWITXXXZIZX
V = ZZZYWWW W = WWZZYIWZZXXXZZZX
V= 2ZZYyWWWW W = WZZYZWIZXKXZZZX
V= ZZZYWWWWW W = ZZYZWZIXXNZITX
V= ZZyWWWWWZ W = ZYZWZZXXXZZZX
V= ZZZYWWWWWZZ W = YIWZIXXXZ2ZZX
V = ZZZYWWWWWZZY W = ZWZZXXXZZZX
V= ZZYWWWWWIZYZ W = WZZXXXZZZX

WV = XXZZIXLEZYWWWWWIZYZWZIX
WV = XZZZXZZZYWWWWWZZYZWZIXX
WV = 2ZZXZZZYyWWWWWZZYZWZZXXX
WV = ZZXZITYWWWWWIZYIWZIXXXZ
WY = IXZZZYWWWWWZZYIWZIXKXZZ
WV = XZZZyWWWWWZZYZWZZXXXZZZ

ZZZYWWWWWZZYZWZZXXXZZZX > todas las representaciones posibles wv
por lo tanto zzZywwwwwzZyZw2zzXxXzzzX si es palabra estandar
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Ejemplo 6.2.4.

Palabra u = vw = xxxx
Longitud de la palabra =4
Representaciones wv posibles:
V=X W=XXX WV=XXXX
XXXX € 0 = XXXX

xxxx es palabra no estandar

El programa estindar seré de utilidad para desarrollar otros programas subsecuentes. También es
util para resolver problemas como el siguiente: considerando un conjunto de todas las palabras de
las letras &, 2, T3 {cudl es el nimero de palabras estindares que tiene < 4 letras?

6.3 Teorema de Lyndon

Cualquier palabra . tiene una representacién de la forma 2t = w; 1w, 2 ...w,’:k (forma normal
de Lyndon), donde W) < wa <wh < ... < Wy_| < Wy, y todas las palabras 2y, . . ., Wy son
palabras estindares.

Por ejemplo ,2,T,2,X,2,T; = T, ® T,Z,T; ¢ T} se observa que T3 < T12,%3 < I
La palabra 1 es el inicio de ¢ y se tienen las propiedades:
1) w es palabra estandar.

2) w, tiene una longitud que es el maximo posible.
3 wyswy .

6.3.1 Algoritmo para desarrollar una palabra en forma de Lyndon (figura 6.3.1).
Este algoritmo pone una palabra en forma de Lyndon separindola por puntos de acuerdo al
teorema de Lyndon. Utiliza la funcién que determina si una palabra es estdndar.

Nombre: LyndonCB.exe
Entradas: una palabra.
Salidas: 1a palabra en la forma de Lyndon.

1.~ Inicializa tipos de datos.

2.- Introducir (por teclado) 15 palab-ra_ deseada.

3.- Determinar la longitud de la palabra.

4. - Copia el tamafio de la palabra a 1a variable cont.
5

.- Llamar a Ja funcién (estand) que determina si la palabra es estindar; Obtiene la diferencia
del total de caracteres “k™ y el indice *j” de representaciones de la palabra.

6.- ;Lapalabra es estandar?
Si: sigue en paso 13.
No: continta en paso 7.
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7.-  Alfinal de la representacién “u” (apv) insertar “«” y un cero (para limitar esta palabra).
8.- Concatenar Ly con apv {j-ésima) para obtener forma de Lyndon.

9. - Determinar la longitud de la nueva palabra apw j-ésima (equivalente a w).

10. - ;Falta solo una letra? )
Si: concatenar Ly con apw y continda en paso 12.
No: obtener nueva palabra “1” y continuar en paso 11

I1.- ¢Faltan mas caracteres?
Si: continda en el paso 4.
No: contimia en ¢l paso 12.

12. - Exhibe el resultado de la forma de Lyndon en la pantalla. Continia en ¢l paso 14.
13. - Concatena Ly, apv, apw; contintia en el paso 12.

14. - Fin del programa.

Andilisis de la eficiencia en tiempo.

Se considera el peor caso cuando se realizan separaciones (“tipo Lyndon”) en cada letra de la
palabra en cuestion, lo cual es influido por la estructura de la palabra, ya sea que las subpalabras
sean o no estindares. En este caso la funcién de palabras estindares podria ¢jecutarse hasta n—1
veces. En consecuencia el tiempo de este algoritmo sera del orden de n®, ya que la funcién para
determinar palabras estindares estd contenida dentro de un bucle while €] cual se ejecuta n—1
veces.

Tamaiio de la palabra=n = k.

Instrucciones que no dependen de n = ¢;; 0 £ i £ cpppx (una constante).
En el caso peor k = n — 1 para la iteracién while.

La funcion estand estd dentro del bucle while y tiene un orden de cn?

Entonces t(n)=(n-1) cn’=cn’ (orden cilbico).

Eficiencia de espacio.

El espacio de memoria empleado es despreciable, debido a que la cantidad de variables usada es
minima. Se pueden manejar palabras hasta un méximo de 500 caracteres, ya que se asigné
memoria para 1000 caracteres por palabra. Al hacer la forma de Lyndon se podria introducir un
caracter adicional entre cada dos caracteres de Ja palabra original para el peor caso. El tamafio de
ja palabra a manejar se¢ podria aumentar basta la mitad de la capacidad de la pila de
almacenamiento de la méquina. En C++ los caracteres ocupan un espacio de memoria de 1 byte.
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Figura 6.3.1. Diagrama de flujo del programa LyndonCB

1:| Incluye librerias; Inicializa variables y apuntadores;
Ly « Nulo;
*apuzux < uaux;

v

2:1 Introducir por teclado la palabra;
uaux < palabra;
3 k « tamafio de uaux;

cont « k;
funcién estand{apuaux);
kek-j

oo

l S
6: ( iEs palabra esténdar uaux?}—-»l 13: Ly « Ly-apv-apwi}—-

No

7: | Alfinal de la j-ésima “v" insertar “o",
0 5e3, apvj] « "o}

8: Ly « Ly-apv;

9 | k e tamafio de apw (“w" j-ésima);

Si

10: ( ik =ﬂll)—) Ly « Ly-apw;
O

A

uaux 4 nueva palabra - apw (j-ésima);

— S E 1 S
11:
o

Nof>

-

L
IZ:I Exhibe Ja forma de Lyndon; I
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6.3.2 Ejemplos del programa Lyndon.
Ejemplo 6.3.1.

Programa de Teorema de Lyndon, se ejecuta con: LyndonCB.exe
Introduzea la palabra a formar en Lyndon: lindon

Inicio

1.a palabra entrada es: lindon

Longitud de la palabra = 6

La forma de Lyndon es: li*nd*on

Ejemplo 6.3.2.

Introduzca la palabra a formar en Lyndon: bebace
La palabra entrada es: bebace

Longitud de la palabra=6

La forma de Lyndon es: b*cba*c*c

Ejemplo 6.3.3.

Introduzca la palabra a formar en Lyndon: zazazaz
La palabra entrada es: zazazaz

Longitud de la palabra=7

La forma de Lyndon es: za*za*za*z

Ejemplo 6.3.4.

Introduzca la palabra a formar en Lyndon: deccbdbeba
La palabra entrada es: dcecbdbeba

Longitud de la palabra =10

La forma de Lyndon es: dcccbdbeba

Ejemplo 6.3.5.

Introduzca }a palabra a formar en Lyndon: zzzzzzzaz
Inicio

La palabra entrada es: zzzzzzzaz

Longitud de la palabra =9

La forma de Lyndon es: zzzzzzza*z
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6.4 - Teorema de Shirshov, Palabras no Asociativas

Una palabra no asociativa es aquelia donde “[ , ]” (los corchetes) se arreglan de algiin modo para
mostrar como se aplica la multiplicacion. El conjunto de palabras no asociativas puede ser
definido inductivamente mediante los siguientes axiomas:

(1) todas las letras son palabras no asociativas;

(2) si [v] y [w)] son palabras no asociativas entonces [{v][10]] es una palabra no asociativa;

(3) no existen otras palabras no asociativas.
Definicién 6.4.1. Una palabra no asociativa [1¢] se dice ser estandar (en el sentido de Shirshov)
si:

(1) una palabra (asociativa) 1 obtenida de esta patabra quitando los corchetes es estandar;

{2) si [u] = [[v](w]] entonces [V] y [1] son palabras no asociativas estindares;

(3) si [w] = [[[vi][v2]lw]] entonces Uy < w.
64.1 Teorema de Shirshov. Cada palabra estindar tiene una y solo una distribucién de
corchetes tal que la palabra no asociativa resultante es esténdar.

Este teorema, combinado con la definicién inductiva de un conjunto de todas las palabras no
asociativas, inmediatamente implica que cada palabra estindar (asociativa) 1¢ tiene una
descomposicion w = V1, donde ¥ > W y v y W son estandares. Aun, para la descomposicién
asociativa (distinta de la no asociativa), las palabras v y W no estin definidas en forma tnica.
Los factores ¥ y 10 en la descomposicién no asociativa [1.] = [[v]{w]], observamos que, se
pueden definir para ser palabras estindares tal que 1 = vw, donde v tiene una longitud minima
posible.

6.4.2 Algoritmo para obtener la representacién en palabras estindares no asociativas
(figura 6.4.1).

Este algoritmo es relativamente complejo por o que a continuacién se da una descripcidn de su
operacién basada en el siguiente ejemplo (considere z > a):

ZYWIYS (palabra estindar) 6.4.1

z (el primer elemento de izquierda a derecha) es estandar; ywzys es no estindar, por lo cual se
“toma Yy; entonces zy es estindar; wzys es no-estindar, se toma w, entonces zyw es estandar; zys
es estdndar también. Se agregan los corchetes correspondientes [[zyw][zys]]. Observe que zyw >
zys. Se toma Zyw y se procesa de igual forma obteniendo [z[yw]] 1a cual estd ya en su minima
expresion (observe que yw < zys de acuerdo con (3) de !a definicion 6.4.1), falta desarrollar [zys]
con el mismo procedimiento quedando como resultado final:

lizlyw])izlys)l] 6.4.2
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Resumen: Se verifica si la palabra insertada es estdndar. Siendo estandar continia el proceso, en
caso contrario el programa sc termina. Se toma el primer elemento de la palabra original. Se
pregunta si el resto de la palabra (segunda subpalabra) es estindar. Si es estindar la primera
subpalabra se almacena en una variable y la segunda subpalabra en otra variable. Si la segunda
subpalabra es no estindar se quita su primer elemento y sc concatena éste a la primera subpalabra
continuando este proceso hasta que la segunda subpalabra es estindar. En este momento se
tendran dos subpalabras las cuales deberan ser estindares. Ahora se toma la primera subpalabra
como palabra original y el proceso se repite hasta llegar a la minima expresién (con una o dos
letras) de la primera subpalabra; También es aqui en donde se colocan los corchetes de las
expresiones minimas. En cada obtencién de dos subpalabras estindares se hace un registro de los
corchetes que se deben obtener tanto de izquierdos como de derechos de la expresion gencral, y
cuando el programa pasa a tomar la primera subpalabra deja pendiente por procesar a la segunda
subpalabra. Las subpalabras pendientes se registran en un contador de palabras pendientes de
procesar para su posterior proceso como si fuera palabra original. Cada vez que sc toma una
subpalabra pendiente para su proceso se actualizan los indicadores y apuntadores.

Nombre: eaenacb.exe

Entradas: una palabra en forma estindar asociativa,
Salidas: la palabra entrada representada en forma estindar no asociativa

1- Inicializa variables, contadores, y apuntadores. Se ingresa la palabra en la variable cad, se
determina su longitud con longpal y se hacen copias en las variables cadaux y cav.

2.- Lapalabra cad es estandar?
Si: va al paso 3. No: termina el programa.

3.- ¢Lalongitud de la palabra cad es mayor que 2?
Si: continia en el paso 4. No: Termina programa.

4- Determina la longitud de la palabra de la variable cad (longcad); Inicia un bucle do.

5.- ;Lalongitud de la palabra en cad es mayor de 27
Si: continda en cl paso 6. No: continiia en el paso 20.

6- Incrementa los contadores de corchetes izquierdos (contcori) y derechos(contcord) .
7.- Inicializa indice j = 1 e indice de palabras i =0.

8.- Hace una separacién de la palabra original tomando inicialmente un caracter para cau
(primera parte) y ¢l resto para cav (segunda parte}.

9.- Determina la longitud de cav y esta se copia a las variables apsbp{cp + 1] y palau.

10.- Inicia bucle. ;La palabra palau es estindar?
Si: Contimia en el paso 11. No: continiia en el paso 13.

11.- Copia la parte de la variable cau en la variable apsbp[cp] y se determina su longitud.

12.- La partc en la variable cav se copia en otra variable apsbp[cp+1]. Se copia cav a la variable
cad y se determina su longitud. Continia en el paso 18.
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13.-

14.-

15.-

16.-

17.-
18.-

19.-

20.-

21.-
22.-
23.-

24.-
25.-

26.-

27.-
28.-

29.-.

30.-

31.-
32-

33.-

La segunda parte de la palabra (cav) no es estandar por lo que el primer elemento de ésta se
quita y se concatena a la primera parte (cau),

Guarda la variable cau en la variable apsbp[cp]; incrementa el indice i en uno, j =1y se
copia cav en cad.

Nuevamente se obtiene la segunda subpalabra en cav y se determina su longitud con
longcav; se copia cav en la variable apsbp[cp+1] que le comresponde; se copia cav a palan,

¢Es la segunda parte (cav) de la palabra menor que dos caracteres (longcav < 2)?
Si: continua en el paso 17. No: continia en paso 18.

Copia cav a su localidad correspondiente apsbp[cp+1].

Regresa al paso 10 mientras la subpalabra palau sea no estandar y atn existen dos o mas
caracteres en la segunda parte de la palabra (en cav), de otro modo contintia en el paso 19.

Copia la segunda subpalabra de apsbp[cp+1] a la variable apend[pend] (indicando que esta
pendiente a ser procesada); incrementa en uno los contadores de palabras pendientes pe y
pend; copia la primera subpalabra de apsbp[cp] en la variable cad, y se determina su
longitud. Continda en el paso 38.

iLa longitud de la primera subpalabra (cad) es igual a 1?
Si: continia en paso 21. No: continia en paso 27.

Agrega corchetes izquierdos segiin cantidad en contcori a la cadena general.
Contador de corchetes izquierdos contcori = 0,

Agrega a la cadena general (cadgral) la primera parte obtenida de la division de la palabra
contenida en apsbp[cp).

Concatena a cadgral la cantidad de corchetes derechos indicados en concord[pe).

Inicializa contcord[pe] = 0, decrementa contador pe en uno, incrementa c¢p (contador de
palabras) en uno, disminuye el contador pend (pendientes).

Copia la subpalabra pendiente de procesar en apend[pend] a apsbp{cp] y a cad; determina la
longitud de cad. Continda en el paso 38.

Copia la palabra a verificar en cad y se llama la funcién estand.

¢ Es estandar la subpalabra cad?
Si: continda en el paso 29, No: sontinia en el paso 33,

-Agrega corchetes izquierdos segiin lo indique contcori.

Reinicializa contcori = 0 y se agrega un corchete izquierdo m4s; concatena la primera
subpalabra apsbp[cp] (indicada por cp contador de palabras) a la cadena general (cadgral);
agrega un corchete derecho a la cadena general.

Agrega tantos corchetes derechos segiin lo indique contcord[pe].

Inicializa contcordfpe] = 0; disminuye en uno a pe; incrementa en uno a cp y disminuye en
uno a pend; copia apend{pend] en apsbplcp] y en cad y se determina su lengitud; continia
en el paso 38.

Agrega corchetes izquierdos de acuerdo a contcori.
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34.- TInicializa contcori = 0; copia apsbp[cp] en cadaux; separa el primer caracter de la palabra
en apsbp[cp].
35.- Incrementa en uno el contador de palabras cp.

36.- apsbp[cp] toma el siguiente caracter de la palabra contenida en cadaux; incrementa en uno
el contador de palabras cp.

37.- Copia la palabra de apend{pend] en apsbpfcp] y en cad; determina la longitud de cad.

38.- ;Hay ain palabras pendientes (pend>=0)?
Si: continla en el paso 5. No: contintia en el paso 39.

39.- Exhibe las subpalabras no asociativas que forman la palabra original
40.- Exhibe la palabra resultante en la forma estindar no asociativa.
41.- Fin de programa.

Andlisis de la eficiencia en tiempo.

El peor caso se tendria cuando cada una de las letras que forman la palabra estindar asociativa
tuvieran que ser separadas todas por corchetes. El tiempo de este algoritmo sera del orden de nt,
fo cual se deriva de los bucles en ¢l mismo algoritmo.

Tamajio de la palabra=n=k

Instrucciones que no dependen de n = ¢;; 0 < i < cqax (Una constante).
Primer bucle do se ejecuta n — 2 veces.

Existen bucles for internos que se ejecutan n — 1 veces.

La funcién estand es del orden n° y estd dentro del primer bucle do.

El segundo bucle do es interno al primer bucle do y se ejecuta n — 2 veces y contiene ademds a la
funcién estand de orden .

Entonces (1) = cax(n-2) {° + n=1 + (n = 2)[n* + (n — 1)}}.
El orden es por lo tanto n'.
Eficiencia de espacio.

El espacto de memoria empleado es despreciable, aunque una simple palabra de 3 letras genera
un minimo de 6 corchetes. Unicamente se debe tener cuidado con e! tamaiio del resultado en la
cadena general, ya que esta aumentard su tamaiio. El tamafio de Ia palabra que se introduce por
teclado que se puede manejar se reduce hasta en un tercio de la capacidad asignada a los arreglos
en el programa. En este caso se hicieron asignaciones de memoria de 1000 bytes lo cual nos
permite manejar palabras con un tamafio maxime aproximado de 330 caracteres, en caso de tener
que manejar palabras mayores, sélo se tendria que cambiar el valor de la asignacién de memoria
a un valor mas alto sin que esto represente problema alguno.
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Figura 6.4.1. Diagrama de Fluj

o del Programa eaenach.exe

1: l Inicializa variables, aﬁtmtadores, contadores. |

Hace copias de cad

Introduce la palabra en la variable cad;
longpal « tamafio de la palabra cad;

en cadaux y cav,

cad €s e

3

Y
No
JESEDENG

Si

apegr] + cad;

v

4:| loncad « tamaiio de cad;

jlongead > 27

{inicia bucle do}

Si

6: contcori ¢+= contcori + 1;
contcord[pe] « contcord{pe] + 1;
7:|je1; ig<eig+1; cau«cad;

| (separa cad en dos subpalabras)

se forma primera subpalabra

8 caufig+ 1] « 0;
igeig+l;

apsbp{cp] « cau;

cav « resto de

se forms segunda subpalabra

cad (cad - can);

%: longcav € tamafio de cav;
apsbpfcp + 1] «cav;
palau « cav;

®
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{inicia otro bucle do}

11:

12:

10: ( ies estandar la palabra palau (cav)‘.D_———

Y

No

Si
¥

Se salvan las cadenas cau y cav en
apsbp[cp] y apsbp[cp+1] respectivamente;
cad « cav;
longcav + tamafio de cav;

14y 15:

13:| cau « cau-cay;

Se quita el primer elemento de cav y se le
concatena a cau;

!
Glamaﬁo de cav <27 ) No

Si

¥
17:| Salva cav en apsbp[cp+1];

Si

____@ gpalabra palau fue no estandar y tamafio de cav aZD

19:

No

Actualiza apuntadores y contadores:
apead[pend] «-apsbp[cp+1];
peepe+1;
pend «—pend + 1;
cad «apsbp[cp];
longead «tamafio de cad,
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No

(20: ilongecad = 1? )

Si

3

21:| Se agrepan corchetes izquierdos a cadgral segiin

la cantidad indicada en contcori;

22:| Reinicializa contador de corchetes izquierdos a cero;

23:! Seconcatena a cadgral la cadena almacenada en apsbp[cp];

)

24: | Se agregan corchetes derechos a cadgral segin
la cantidad indicada en contcord.

!

25:} Sereinicializa e] contador de corchetes derechos a cero:
pe—pe—-1;
cpecptl;

pend « pend - 1;

26: apsbp[cp] +- apend[pend];
cad « apend[pend];

longead « tamafio de cad;

&

';IL 27: cad « apsbp[cp]; '

No

¥
@-(———( 28: jcades esléndar?)
'L Si

29:{ Concatenar corchetes izquierdos a cadgral
segun lo indique contcor;
30: Reinicializa contcori a cero;

i

v

- .Se concatena a cadgral !a cadena almacenada en
apsbplcp] entre corchetes “[apsbp[ep]];

4

31:| Se agregan corchetes derechos a cadgral
segun cantidad indicada por contcord(pe];
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32: Actualiza variables:
contcord{pe] + 0,
pe « pe-1;
cpecptl;
pend « pend - 1;
apsbp[cp] < apend[pend];
cad & apend(pend];
longcad <« tamafio de cad;

®
7

33:| Se agregan corcheles izquierdos a cadgral
segiin cantidad indicada por contcori;

!

34;| Se actualizan parimetros
contconi +=0;

cadaux « apsbp{cp];
apsbp[cp](1] « 0;

35| cpecpt Ly

apsbp[cp]{0] « cadaux[1];
36:] cpecp+l;

apsbp{cp} « apend[pend];
37:| cad « apand[pend];
longead « tamafio de cad,

S

38: ;Adn hay subpalabras pendientes? )
No

39y 40; | Despliega resultado en pantalla.

101
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6.4.3 Ejemplos del teorema de Shirshov.

Ejemplo 6.4.1

PROGRAMA eaenach.exe

PROGRAMA DE TEOREMA DE SHIRSHOV PARA REPRESENTAR PALABRAS
ESTANDAR NO ASOCIATIVAS

Este programa representa una palabra estandar asociativa dada

en forma estandar no asociativa

Inicio

Introduzca la palabra

ZYWZYS

Resultado, palabra estandar no asociativa: [{z[yw]][z[ys]]]

FIN DE PROGRAMA

Ejemplo 6.4.2
Inicio
Introduzca la palabra

vy
Resultado, palabra estandar no asociativa: [[[zylyly]

Ejemplo 6.4.3

Inicio

Introduzca la palabra

azzz

Error; palabra no estandar. Termina programa

Ejemplo 6.4.4

Inicio

Introduzca Ja palabra

IZZZYTZZY2IZZW

I_{cs_ultado, palabra estandar no asociativa: [[[2{z[z[zy]]])][z[z{zy]]1}[z[z{z[zw]]]1]

Ejemplo 6.4.5
Inicio
Introduzca la palabra

955555951
Resultado, palabra estandar no asociativa: [{[[{[95]5])5]5]15](9[51]}}
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6.5 Desarrollos cuanticos.

6.5.1 Conmutador cuintico,

Sean x,, X3, . . ., Tn variables cudnticas, y dada una matriz de cuantizacién P = || p;; || se
establece:

(%4, T3} =242 j - P42 5%+

Si u, v son palabras: U=T5 Ty .0 Ty U= :rj: Zj Xy s

entonces Py o = Py Pisy " Pijy P Pirgy Py - Pigipn " Pigsy Piagy -
Por ejemplo: Prizy.3013 = Pr2P13P2aPas-

Lema 6.5.1 Pusrvw = Py Puws Puvww = Puaw Pow.

En general el conmutador cuéntico es:
fre, v]= u — PurVU

6.5.2 Criterio de Specht-Wever como ¢jemplo de aplicacién.
a) Operador de Specht-Wever

oy Ty, - Ty ) = [ (1252, Js)-- Ty ]
Por ejemplo:

o(X1 T2} = [Z1,T2] = T1L2 — Pra%aTy.

o(z1%223) = {[[21,22],73] = (122 — P12T2T1)T3 - P13P23T3(T1X2 — P12Xaxy)

= 12273 = P1222TX3 — P13P23T3T1 T2 + P3P P1aXsTrTy.
b) Condicién de Specht-Wever.

Si un polinomio ftiene grado n, entonces la condicién Spetch-Wever tiene la forma
o(f)=nf.

Se plantean ejercicios como el siguiente: supengamos que Pz = P21 = 1, probar que o[ x,])
=2[T1x2]).

6.5.3 Planteamiento del problema algoritmico.
Dada una expresién como por eiemplo:

[d,[[d,c],{d,[b,a]]]}, 6.5.1

desarrollar los corchetes empleando la teoria del parrafo 6.5.1 de arriba.
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Solucion: desarrollar los primeros corchetes més internos y sustituir e} resultado en la cadena
original, o sea para el ejemplo: se desarrolla primero

{d,c] = dc - P(dc)ed 6.5.2
y sustituyendo en 6.5.2 la pueva cadena queda:
fd,[dc - P(dc)ed,[d,[b,a]l]) 6.5.3

en seguida se toma el siguiente nuevo conjunto de corchetes més internos [b,a] y se repite el
proceso hasta terminar de desarrollar todos los corchetes.

6.5.4 Algoritmo de desarrollos cuinticos (figura 6.5.1).

Este algoritmo hace el desarrollo de corchetes cuanticos. La expresidn que se inserte debe tener
los corchetes y comas completos y las palabras deben estar en letras mimisculas. Los pardmetros
se manejan en forma simbélica. El programa usa tres funciones: estand, oplie7B, y ordenaB.

Resumen: Se inserta la cadena seglin se indica en el parrafo anterior; el programa busca un juego
de corchetes abiertos y cerrados més intemnos y desarrolla la expresién dentro de estos,
eliminando los corchetes después del desarrollo; repite el procedimiento hasta agotar todos los
corchetes. Las comas ayudan a hacer la division de una palabra dentro de los corchetes en dos
subpalabras [, U] = UV - Py VU.

Nombre del programa descuaSb.exe

Entradas: una palabra con corchetes y comas.
Salidas: desarrollo cuintico de la expresion entrada.

Algoritmo completo:
1.- Inicio. Declara variables y apuntadores y limpia la pantalla.
2.- Exhibe en pantalla el mensaje del programa.

3.-  Pregunta si se quiere utilizar una cadena ya dispuesta como de demostracion.
Si: continmia en el paso 4.
No: Solicita ingresar la cadena completa a ser procesada. Contintia en el paso 4.

4.- Lacadena insertada se guarda en la variable cad y se determina su longitud con tamcad.

5.-  Verifica corchetes abiertos y cerrados, en caso de desigualdad u omisién se avisa y se
termina ¢l programa.

6.- Obtiene la cadena sin corchetes ni comas, o sea Unicamente caracteres alfabéticos; verifica
si esta es palabra estindar. En caso de que no sea palabra estdndar, el programa termina.

7.- Obtiene la cantidad y los diferentes generadores que intervienen en la expresion ast como la
longitud de la cadena sin corchetes.

8.- Serctoma la cadena original. Busca €l primer corchete abierto.

9.-  ;Existen corchetes abiertos?
Si: contintia en paso 10, No: continia en e] paso 51 (ya no hay mas desarrollos).

10.- Inicializa indices i=0,k=0,j=0.



11.-

12.-

13.-

14.-

15.-

16.-
17.-
18.-

19.-

20.-

21.-

22.-

23.-

24.-

25.-

26.-

27.-
28.-
29.-
30.-

3i.-
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¢E] indice i es menor o igual que ¢l tamafio de }a cadena (;se revisaron todos los
caracteres?)?
Si: contimia en el paso 12.  No: continta en el paso 49.

Inicializa apuntador de cadena k = 0.

Bl caracter es un corchete abierto?
Si:i=1i+1. Continia en et paso 14. No: i = i + 1. Continlia en ¢l paso 48 a buscar otro
corchete “[™.

Se genera la primera parte de la palabra (hasta donde se encontr6 el corchete abierto), se
guarda en cadini y la delimita con un nulo,

Es el siguiente un caracter alfabético (en cadaux[i])? -
Si: continiia en ¢l paso 16.  No: contimia en el paso 48 a buscar otro corchete “[™.

cau[k] = cadaux[i] inicio de primera parte de palabra (u). Variable control de bucle x=0.
Inicia un bucle. i =i +1, k =k + 1. cau(k] = cadaux[i]} (actualiza indices y palabra cau).

¢El siguiente caracter cadaux[i] es una coma? (se debe encontrar una coma).
S$i: variable x = 1. Continiia en el paso 26.  No: contintia en el paso 19. -

¢ Es una coma el caracter cadaux[i]?
Si: x=1. Continta en el paso 26. No: contimia en el paso 20.

jcadaux(i] es caracter alfabético (minisculas)?
Si: contimia en el paso 25.  No: continiia en el paso 21

jcadaux[i] es un signo “+7?
Si: contimia en el paso 25.  No: continda en el paso 22.

jcadaux[i} es un signo “-77
Si: contimia en el paso 25.  No: continiia en el paso 23.

icadaux[i] es un caracter “P” o0 “(* 0 *)"?
Si: contimia en el paso 25.  No: continiia en ¢l paso 24.

(cadaux[i] es un signo “**?
Si: contintia en el paso 25.  No: continda en ¢l paso 26.

i Es el indice i menor que tamcad?
Si: continiia en ¢l paso 17.  No: continiia en el paso 26.

(El control de bucle x es cero?
Si: continia en ¢l paso 48.  No: contimia en el paso 27.

Delimita la primera parte (u) de la palabra con cau[k] =0.
Copia cau a un apuntador de la misma apcau.
Inicializa control de bucle x = 0; actualiza indice (de caracteres de la cadena)i=i+1.

;cadaux{i] es un caracter alfabético?
Si: contintia en el paso 31.  No: continia en el paso 48.

Inicializa indice k = 0 y asigna el caracter inicial a cav (cav[k] = cadaux[i]) la cual es la
segunda parte (v) de la palabra a desarrollar.
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32.-
33.-

34.-

35.-

36.-

37.-

38.-

39.-

40:-

41.-
42.-
43.-

44.-

45.~
46.-

47.-

- 48.-

49.-
50.-
51.-

52.-
53.-

Inicia bucle; actualiza indices i =i+ 1; k =k + 1; nueva asignacién cav[k] = cadaux][i].

Busca un corchete de cierre, jcadaux[i] = "7
Si:x = 1 y contintia en el paso 40.  No: continia en el paso 34.

Busca mas caracteres alfabéticos. jcadaux[i] es un caracter alfabético?
Si: continta en el paso 39.  No: contintia en el paso 35.

(cadaux{i) es un signo “+"7?
Si: continta en el paso 39.  No: continta en el paso 36.

;cadaux[i] es un signo “-""?
Si: continia en el paso 39.  No: continta en el paso 37.

¢{cadaux{i} es un caracter “P” o “(* 0 *)"?
Si: continda en el paso 39, No: continua en el paso 38.

{cadaux(i] es un signo “*”?
Si: continlia en el paso 39.  No: x = (); contintia en el paso 40.

{El indice i es menor que tamcad?
Si: continta en ¢l pase 32.  No: continlia en el paso 40.

i El controlador de bucle x es cero?
Si: contintia en el paso 48.  No: continta en el paso 41,

Delimita la segunda parte (v) de la palabra con cav[k] = 0:
Copia cav a un apuntador de la misma apcav.

Inicializa controlador de bucle x = (4; se genera la parte restante de la cadena y se guarda en
cadfin.

Ya que se tienen las dos divisiones [u, v] de la palabra, se Hlama a la funcién que realiza la
operacién de Lie (oplie} o desarrolle de los corchetes para ese juego de palabras. Regresa el
resultado en la variable caw.

Copia el resultado a un apuntador (caw—»cades).

Une las partes cadini, cades y cadfin para formar nuevamente la cadena completa pero con
¢l desarrollo de corchetes previamente realizado. Guarda esta composicion en cad y se
determina su nueva longitud con tamcad; Se copia cad en cadaux y cades.

Prepara indice de pardmetros para ¢l siguiente desarrollo ipar = ipar + 1.
Contina-en-el paso 1. _

Se determina si alin existen corchetes [,

Continta en el paso 9.

Llama a la funcidn ordena, la cual ordena la cadena resultante escribiendo primero los
parimetros de cuantizacién cuando los hay.

Se exhibe en la pantalla la cadena resultante desarrollada.

Fin del programa.



6. Construccion de Algoritmos Especificos 107

Figura 6.5.1. Diagrama de Flujo del Programa descuaSb.cxe

7

&2 | Incluye librerias; declara variables; Inicializa indices y apuntadores; J

No
3: { jUtilizar cadena predeterminada para demostracién? }——| Ingresar cadena por
( teclado.
Si ]

Y
4: | cad « cadena ingresada;
cadaux « cad; apead « cad:
tamcad «— tamaiio de cad;

* No
S\ i 2
Si

No
6: GES estandar la palabra sin corchetesb._.._@

Si

3

7: | cantegen « cantidad de generadores;
8: | Busca corchete abierto *[*;

4 Inicia un bucle while

No
9: \_Existen corchetes abiertos “["?-; )—"( :)

*Si

10: indice de caracieres de la cadena en proceso: i« O;
indice de caracteres de subpalabras cau y cav: k « 0;

y .
Si
11: (e reviss toda Ia cadena (i > ta.mcad

LNo

12:| k<—0;| -
No

5D
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L
No
26: ;Se encontré una coma? J

14:| Para siguiente caracter j ¢ i+ 1;
Se genera la primera parte de la palabra hasta donde se encontrd
el corchete “[* y se almacena en cadini.

No 'l'
®<—(IS: {EI siguiente es un carécter alfabético? )
vsi

16: ) Inicia parte u (cau);
can[k] + cadaux[i];
Indicador: x = 0;

(Inicia bucle do) §

17:| Actualiza indices y obtiene siguicntc caracter;
» ieit1; kek+1; cau[k] « cadaux[i];

{caracter alfabético?;

2n o+

22: %

23: jcardcter “P"?

&M

24: i*?

Si
No :
25: ;Se revisd toda la cadena? )

Si

- Si
3
27 Se delimita la palabra cau. caufk] « 0;
28: Se salva cau.  apcau « cau;

(se busca ¢l segundo factor) l
29: x 0
feit+1:
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No

@4-——( 30: (E] siguiente es un cardcter alfabético?)

31:} Inicia parte v (cav);
k< 0;
cav[k] « cadauxfi);
(Inicia bucle do)‘r

s

32:| Actualiza indices y obliene siguiente caracter;

ie—it+];

k+k+1; cav(k]+ cadaux[i];

Busca corchete de cierre

No

jeardcter alfabético?;
&h
[
icardcter “P"?
0™
. #0

§i

No

(30

{Sc revisé toda la cadena? )

Si

L

— No
40:( ;'Se encontrd “1"? _J

Si

41:[ Se delimita Ta palabra cav. cavik] « (;
42:| Se salva cav.

apcav < cav;

Y

43:

Se separa Ja parte final de la cadena y se salva en cadfin;

X0y

()
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)

Ya se tienen los dos factores mas internos. Se ejecuta la
funcidn oplie, la cual hace el desarrollo de corchetes de
acuerdo a la formula [u, v] = uv - P v,
La nueva expresion se obticne en caw;
cades « caw;
Se forma una nueva palabra con el desarrollo anterior.
Concatena las partes cadini, cades, cadfin;
cad « cadini - cades - cadfin;
tamcad « tamaifio de cad;
Prepara indice para otra vuelta, ipar « ipar +1;

47:

48:

49:1 Se busca un corchete abierto ]

e

51: I Llama a la funcién ordena(apcades). Ordena la cadena; —l

52; I Despliega resultado en pantaila; ‘l

iz
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Anilisis de tiempo de ejecucidén y espacio de memoria:

Este algoritmo tiene una eficiencia en tiempo determinada por la expansion de los corchetes de
Lie y por la estructura misma de la expresién de que se trate. Debido a la complejidad del
andlisis, este tiempo se ha determinado observando los ejemplos pricticos, mismos que se
presentan adelante. Se obtuvo una relacién de tiempo de orden exponencial t(n) = c(e™), donde n
es la cantidad de generadores en total. Esto era de esperarse ya que en cada par de factores
desarrollados, la cadena crece a un ritmo exponencial. En los bucles ademés de los generadores
se tienen corchetes y comas y se han considerado como una funcién de ».

El espacio de memoria que se requiere estd determinado por la cadena final obtenida
principalmente, y por las variables que contienen subpalabras en proceso. Por ejemplo
observando el ejemplo 6.5.4 vemos que, a partir de 6 generadores, s¢ ha generado una cantidad
de 1200 caracteres aproximadamente y corresponden mas o menos a la expresion s(z) = (e"”),
por lo tanto se debe reservar una cantidad relativamente grande de memoria, o bien hacer uso de
almacenamiento dinamico en disco. En este programa se han reservado 10000 bytes (10kbytes)
para almacenamiento de la cadena final, y como se sabe cada caracter ocupa 1 byte de memoria.
También se encontrd que no se pueden mangjar mas de 7 generadores con este disefio de
programa. Para reducir la cantidad de caracteres generados en forma sustancial, se tendria que
diseiiar un programa que realizara las operaciones aritméticas con los parimetros lo cual
requeriria alimentar los datos numéricos de los mismos.

Observe que en este caso, asi como esta disefiado el programa, n no podrd ser mayor de 7
generadores en total, si se quiere manejar valores mayores lo mas recomendable es modificar el
programa para utilizar asignacién de memoria dindmica.
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Algoritmo de la funcién oplieSB (figura 6.5.2).

Esta funcién es llamada para realizar la operacién cuantica [u, V] = UV — Dy pVU.

Entradas: indice de pardmetros, primera (“u”) y segunda (“v”) partes de la palabra dentro de un
juego de corchetes pasadas por referencia, '
Sahdas: la operacion cuantica va desarroilada. Regresa el resultado en la variable caw.

1.-
2.-

4-
5.

7.-
8.

10.-

11.-

Inicio: declaracion de las variables, parAmetros de la funcién y apuntadores e indices.

Obtiene copias de las partes (u, v) de la operacién a desarrollar y determina sus longitudes
copiando éstas en variables auxiliares; adicionalmente copia las partes (“u, v'") nuevamente
en otras variables auxiliares.

Separa los caracteres alfabéticos para la parte “u” y para la parte “v” y determina su
longitud.

Inicializa nuevas variables chuvaux =0; gen=0; k =0;

Genera pardmetros P tomando como base los generadores en “u” y en “v”. Obtiene las
combinaciones de los pardmetros ~ P(u,v) por ejemplo: P(abaccbe) =

p(a,c)p(a,b)p(a,e)p(b,c)p(b,b)p(b,e)p(a,c)p(a,b)p(a,e)p(c,c)p(c,b)p(c.e).

Determina los téminos que forman “u” y “v” y la cantidad de signos “+” y “-", primero
para “u0” y luego para “v”. Esto se hace revisando la cadena en proceso caracter por
caracter. Los signos se van guardando en la variable signu[cansigu). Los otros ténminos se
guardan en la variable teru[genu](j]. La variable genu se incrementa cada que se detecta un
signo, y j se incrementa con cada caracter que no es signo. Se tienen variables similares
para la parte “v".

Calcula la cantidad total de signos.

Inicializa la variable que contendré el resultado de esta funcion caw{0] = 0 y un contador de
signos s = 0. Primero se conformard la parte uv del desarrollo cuintico.

Realiza las operaciones “u-v”. Toma un término de “u” y lo concatena a caw, en seguida,
toma un término de “v” y lo concatena a caw, también se determina el signo del siguiente
producto y es colocado en la cadena caw. Sigue tomando términos de “v” hasta llegar al
valor indicado por genv. Toma el siguiente término de “u” y repite el proceso anterior hasta

haber incluido todos los términos de “u” y de “v”.

Inicializa contador de signo s = 0; determina el signo que cormresponde al producto del!
término “v™ por-el término. “u”, lo-concatena a la cadena caw y después concatena a caw
primero los términos de los pardmetros, después concatena los términos “v"” y por tltimo
los términos “u”. Contador de signos s = s + 1. Este paso se repite hasta concatenar a caw
todos los signos y términos en cuestion.

Fin de la funcidn oplie5B. Regresa ¢l resultado en el arreglo caw.
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Figura 6.5.2. Diagrama de Flujo de la Funcién oplieSB.

®
!

1: | Incluye librerias; Declara variables, parametros
de la funcidn, apuntadores e indices.

2:1 Se hacen copias de las subpalabras “u, v a desarrollar,
fcau « fapcau; feav « fapcav;

fcaux « longfcau « tamaiio de feau;

feavx « longfcay + tamafio de feav;

X
3:| Separa los caracteres alfabéticos de los factores en
cuestién y los salva en chu y chv;
longchu + tamafio de chu; longchv ¢ tamaiio de chy;

Y

4:| Inicializa nuevas variables:
chuvaux « 0; en « 0 k<« 0;

5 l Genera los pardmetros P.]

l

6: | Obtiene los términos que forman a los factores “u” y “v"
7: { y cantidad de signos;

8: | Inicializa variable caw para ¢l resultado: caw « 0;
contador de signos: s « 0;

{

9: | Concatenando hace la operacidn caw «- wv; {todos los témminos de “v” se
concatenan a todos los términos de “u”) y se determina y coloca su signo correspondiente.

10: [contador de signos s « 0; Determina el signo que corresponde al producto del término
“vu", concatena el parametro correspondiente; concatena cada término de “u” a cada
término de “v", incluyendo su signo respectivo;

11: I Regresa resuttado en el arreglo caw; I

)
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Algoritmo de la funcién orden5B (figura 6.5.3).

Esta funcién ordena la cadena resultante del desarrollo cudntico. Cuande los hay, primero los
parametros obtenidos y después los clementos (o variables cudnticas) que no son parte de un
parametro.

Nombre: ordenaSB.
Entradas: la cadena resultante del desarrollo cuantico sin ordenar.
Salida: la cadena ya ordenada con los pardmetros en primera instancia.

Figura 6.5.3. Diagrama de Flujo de ]a Funcion orden3B.

Incluye librerias, declara variabies; indica pardmetros de la
funcién; inicializa indices y apuntadores;

!

2:1 caor « cadena a ordenar; longcaor <~ tamafio de caor,
3: | apuntador de signo apsig[0] «- +; contador de signos casig ¢~ 0;
indice de caracteres i « 0

—

Y
4: | Separa todos los signos en una sola cadena y todos tos 1érminos en un arregio bidimensional
o lista de términos a partir de la cadena completa;

A

5: |Para cada término se determina si éste contiene a caracter P . Se separan los caracteres que
pericnecen a un pardmetro y los caracteres gue no pertenecen. Cuando se encuentra un
caracter P se transfiere este al principio de la cadena del término en proceso junto con sus
generadores entre paréntesis (se considera un valor constante), y al final de la cadena se
colocan los caracteres que no son parte del pardmetro;

l

6: | Se concatenan los términos de) arreglo y los signos respectivos para formar una sola
cadena ya ordenada; se regresa el resuliado ordenado en la variable caor.

)
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655 Ejemplos de desarrollos cuinticos,

Ejemplo 6.5.1.

Programa DESCUA (DESarrollo CUAntico) descua5B.exe
Programa para desarrollar expresiones dentro de corchetes

Cadena para demostracion: [d,[[d,c],{d,{ba]]]]

Desea utilizar la expresion de prueba? si=s,no=n; n

Introduzca la expresion completa con corchetes y comas: {[[z,y),2],z]
La expresion sin corchetes es: zyzz

La palabra zyzz no es estandar.

Ejemplo 6.5.2.

Cadena para demostracion: [d,[{d,c],{d,[b,a]]]]

Desea utilizar la expresion de demostracion? si =s,no=n; n
Introduzca la expresion completa con corchetes y comas: [2,y]
La expresion sin corchetes es: zy

Existen 2 generadores

Cadena a procesar: [2,y] Presione una tecla para continuar
CADENA OBTENIDA:

zy-Plzy)yz ’

FIN DE PROGRAMA, presione una tecla para salir

Ejemplo 6.5.3.

Introduzca la expresion completa con corchetes y comas: {[z,y].[{zy}.¥]]

Existen 2 generadores

Cadena a procesar: [[z,y),[[z.y],y]] Presione una tecla para continuar

CADENA OBTENIDA:
zyzyy-P(zy)zyyey-P(zy)P(yy)zyyzy + P(zy)P (yy)P(zy)zyyyz-P(zy)yzzyy +P(zyIP(zy)yzyzy
+P(zy)P(zy)P(yy)yzyzy-P(zy)P(zy)P(yY)P(zy)yzyyz-P(z)P(zy)P(zy)P(Y2)P(yy)P (yy)Zy
yzy+P(zz)P(zy)P(zy)P(y2)P(yy)P(yy)P(2y)zyyyz + P(z2)P(2y)P(2Y)P(Y2)P (yY)P (yY)P(2ZY)
yzyzy-P(z2)P(zy)P(2y)P(y2)P(yY)P(yy)P(zy)P(zy)yzyyz+P(z2)P(zy)P(zy)P(y2)P(yy)P (y
Y)P(zy)P(yy)yzyzy-P(zZ)P(zy)P(zy)P(yz)P(ry)P(yy)P(zy)P(yY)P(zy)y2zyyz-P(zz)P(zy)P
(zy)P(2)P(yy)P(yy)P(zy)P(yy)P(zy)yyzzy+ P(z)P(zy)P(zy)P(y2)P (yY)P(yY)P(ZY)P(YY)
P(zy)P(zy)yyeyz
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Ejemplo 6.5.4.

Cadena para demostracion: [d,[[d,c},[d,[b,a]]]}

Desea utilizar la expresion de demostracion? si=5,no=n;s

La expresion sin corchetes es: ddcdba

Existen 4 generadores

Cadena a procesar: [d,[{d,c],[d,[b,a]]]} Presione una tecla para continuar

CADENA OBTENIDA:
ddcdba-P(ba)ddcdab-P(db)P(da)ddcbad+P{db)P(da)P(ba)ddcabd-P(dc)deddba+P(dc)P(ba)
deddab+P{dc)P(db)P(da)dcdbad-P(dc)P(db)P(da)P(ba)dcdabd-P(dd)}P(db)P(da)P{cd)P(cb
YP(ca)ddbadc+P(dd)P(db)P{da)P(cd)P(cb)P(ca)P(dc)ddbacd+P(dd)P(db)P(da)P(cd)P(ch)
P(ca)P’(ba)ddabdc-P(dd)P(db)P(da)P{cd)P(cb)P{ca)P(ba)P(dc)ddabed+P(dd)P(db)P(da)P
{cd)P(cb)P(ca)P(db)P(da)dbaddc-P(dd)P{db)P(da)P{cd)P(cb)P(ca)P(db)P(da)P(dc)dbad
cd-P(dd)P(db)P(da)P{cd)P(cb)P(ca)P(db)P(da)P(ba)dabddc+P(dd)F(db)P(da)P(cd)P(ch)
P{ca)P(db)P(da)P(ba)P(dc)dabdcd-P{dd)P(dc)P(dd)P(db)P{da)dcdbad+P(dd)P(dc)P(dd)P
(db)P(da)P(ba)dcdabd+P(dd)P(dc)P(dd}P(db)P(da)P(db)P(da)dcbadd-P(dd)P(dc)P(dd)P(
db)P(da)P(db)P(da)P(ba)dcabdd+P(dd)P(dc)P(dd)P(db)P(da)P(dc)cddbad-P(dd)P(dc)P(d
d)P(db)P(da)P(dc)P(ba)cddabd-P(dd)P(dc)P(dd)P{db)P(da)P(dc)P(db)P(da)edbadd+P(dd
JP(dc)P(dd)P(db)P(da)P(dc)P(db)P(da)P(ba)cdabdd+P(dd)P(dc)P(dd)P{db)P(da)P(dd}P(
db)P{da)P(cd)P(cb)P(ca)ydbadcd-P(dd)P{dc)P(dd)P{db)P(da)P(dd)P(db)P(da)P(cd)P(cb)
P(ca)P(dc)dbacdd-P{dd)P{dc)P{dd)P(db)P(da)P(dd)P{db)P(da)P{cd)P(cb)P{ca)P(ba)dab
ded+P(dd)P(dc)P(dd)P(db)P(da)P(dd)P(db)P({da)P(cd)P(cb)P(ca)P(ba)P(dc)dabcdd-P(dd
JP(dc)P(dd)P(db)P(da)P(dd)P(db)P(da)P{cd)P(cb)P(ca)P(db)P(da)badded+P(dd)P(dc)P{
dd)P(db)P{da)P(dd)P(db)P(da)P(cd)P(cb)P(ca}P(db)P(da)P(dc)badcdd+P(dd)P(dc)P(dd)
P(db)P(da)P(dd)P(db)P(da)P(cd)P(cb)P(ca)P(db)P(da)P(ba)abddcd-P(dd)P(dc)P(dd)P(d
b)P(da)P(dd)P(db)P(da)P{cd)P(cb)P(ca)P(db)P(da)P(ba)P{dc)abdedd

*



Conclusiones

Mediante la utilizacién de las herramientas computacionales actuales es posible desarrollar
programas y algoritmos para aplicaciones en diversas partes de la ciencia. Esta obra ejemplifica
tal aseveracion en el campo de las dlgebras de Lie cuanticas. Como se puede observar, en este
trabajo se ha tratado de exponer, en forma estructurada, los conocimientos y las bases tedricas
importantes que se relacionan con la problemética de los algoritmos en la teoria de las algebras
de Lie cuanticas. Se consideran tanto problemas y tecremas algebraicos fundamentales, asi como
problemas algoritmicos y desarrollos de programas especificos para tratar algunos teoremas y
proposiciones de las matematicas. De manera especial se realizaron planteamientos relacionados
con las combinaciones de las palabras, las cuales intervienen en la cuantificacién de las lgebras
de Lie.

Siendo campos tan amplios el de los grupos cuénticos y el de las dlgebras de Lie, solo se han
dado los conceptos introductorios que consideré como Jos mds importantes. Como resultado
importante se presenta la cuantificacion del Algebra de tipo G2 en cuyos procedimientos se
pueden emplear los programas construidos en esta misma tesis. Se expone el método de V.K.
Kharchenko de una solucién combinatoria para la cuantificacién de las dlgebras de Lie, por
medio del concepto de la operacién de Lie cuintica y considerando ¢l espacio comprendido por
los elementos primitivos torcidos provistos con las operaciones cuinticas como una analogia
cuantica de un Algebra de Lie. Las cuantificaciones definidas dependen, esencialmente, de la
representacién combinatoria particular del dlgebra de Lie.

Cuando sc trabaja con un algebra definida por generadores y relaciones definidas, se estd
trabajando con el lenguaje de las palabras (elementos de un dlgebra libre). Cabe resaltar que
mediante el ordenamiento de Hall, el conjunto de todas las palabras se puede tener totalmente
ordenado gracias a lo cual, se pueden realizar definiciones inductivas y comprobaciones, y
también se¢ pueden desarrollar algoritmos de manera muy versatil. Como una aplicacién
inmediata en €] capitulo seis se construyeron algunos programas que son de utilidad para el
manejo de combinaciones de palabras, por ejemplo, con el programa “eaenach” se pueden
obtener las superletras “[u]” a partir de las palabras estindares “u”; mediante ¢l programa
“estanch™ se determina si una palabra dada es estdndar o no lo es; mediante el programa “lyncb”
se logra representar una palabra de acuerdo al teorema de Lyndon; y como una introduccion mds
hacia el manejo de axiomas de grupos cudnticos se presenta ¢l programa “descua5B™ para el
desarrollo en corchetes cuanticos de una palabra estindar y aplicando el conmutador (de Lie)

17
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cuantico. Estos programas se siguen de los axiomas matemdticos tratados en los capitulos
previos.

Observe como los teoremas matemiticos ya establecidos ayudan a la construccion de
algoritmaos, y estos a su vez ayudan a demostrar y a comprender mejor a los teoremas. También,
los algoritmos desarrollados con una base solida y con el empleo de la computadora, pueden ser
empleados para hacer otros desarrollos o gjercicios de una manera mucho mids rdpida de como se
realizaria en forma manual. Por ejemplo se puede verificar rapidamente la condicién de Specht-
Weber con el programa aqui construido de desarrollo de corchetes cuanticos, o dadas algunas
expresiones con corchetes del teorema de Shirshov de palabras estindares no asociativas, se
determina mas facilmente cual es més larga o mas corta, etc.

En cuanto a los problemas que se presentan, se observa gue actualmente existen pocos
algoritmos para computadora ya desarrollados en el campo de las algebras de Lie cuanticas para
poder efectuar procesos con combinaciones de palabras, sin embargo, estudiando los teoremas
matematicos que se relacionados entre si, podemos hacer desarrollos importantes.

Por lo que respecta a la problematica de la construccion de los programas especificos, se
observa, por un lado, que en su desamrollo se deben tener presentes los diferentes teoremas
matemdticos relacionados entre si, y por el lado computacional, se deben tener en cuenta los
factores como son: la cantidad de memoria total que sera ocupada una vez hecho €l desarrollo, la
memoria en bytes que sera ocupada por cada variable que interviene en el proceso, y la relacién
precisa entre las mismas variables. Un problema importante es la representacién simbélica la cual
sera propuesta por el programador y sin perder de vista el objeto que representa. También, resulta
dificil hacer upa programacién plenamente estructurada debido a la estrecha relacion de los
pardmetros y variables que se manejan.

Vale la pena mencionar que, parte de este trabajo se ha presentado en el taller de estructuras
cuanticas de la FES-Cuautitlan, y también se ha derivado una publicacién en el idioma espafiol
(Algebras envolventes universales cuanticas del algebra de Lie nilpotente del tipo G, V. K.
Kharchenko - V. Gonzalez), ya que como se ha observado, practicamentc la mayor parte de las
referencias de los temas tratados se encuentra en el idioma inglés.



Apéndice A

Algunos Conceptos Basicos de Algebra.

En este apéndice se presentan algunos conceptos bésicos de algebra los cuales son de importancia
central en el desarrollo de algoritmos y sistemas para computacién matemética simbdlica.

Grupos, anillos, ideales y campos d
Grupo. Un grupo G s

(a) un conjunto no vacio g1, 92, ..., s € G junto con
(b} una operacidn, llamada multiplicacién de grupo (=) tal que

Al 9,€G,9eG=>gi°0;eC cerradura.
A2 gi°(9;°9K)=(gi°g)° gk asociatividad.
A3 gi°g; =gi =@gi°gy paatodag; . ) existencia de identidad.
Ad grogi =01 ° Jk= . inversa Gnica g o = gk

El grupo G se dice ser un semigrupo si satisface solamente las primeras dos condiciones, o sea,
posee una operacién producto asociativa, pero no tiene un elemento identidad.

Un grupo se Hama abeliano (o conmutativo) si la operacion producto conmuta:
AS Giegj=gj°qi paratoda Q4,95 € G conmutatividad.

Por ejemplo €l conjunto de los mimeros reales, excluyendo 0, forma un grupo bajo la operacién
de multiplicacion. La operacién de identidad es 1. Pero con la operacién de adicién, se forma un
grupo con el elemento identidad 0.

Otro ejemplo, € conjunto de matrices no singulares reales » x n forman un grupo llamado
Gi(n, r). El subconjunto de estas matrices con determinante +1 forma un (sub)grupo lamado
Sin, r). La coleccién de matrices unitarias n x rn Un) también forma un grupo bajo la
multiplicacién de matrices.

Anillo. Un anillo (R; +, ©) es un conjunto no vacio R cerrado bajo dos operaciones binarias “+"
y “o” tal que (R; +) es un grupo abeliano (se mantienen Jos axiomas de grupo A2 — AS con
respecto a la +), “o” es asociativa y tiene una identidad (se conservan los axiomas A2 y A3 con

respecto a “o”), y el cual satisface el axioma: (¥ a,b,c € R)
A6 ao(btc)=(aeb)+(acc), ¥y
(@a+b)ec=(avc)+(boc) distributividad.

Un anillo conmutative es un anillo en el cual " es conmutativa (s mantiene el axioma A5 de
grupos con respecto a “o”). Un dominio integral es un anillo conmutativo el cual satisface el
axioma adicional:
A7 aob=gec y az0 = b=c

paratodaa, b,c € R ley de cancelacién.
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Se observa que para anillos normalmente denotamos el elemento identidad con respecto a + por
0, el elemento identidad con respecto a = por 1, y el inverso de a con respecto a + por —a.

Ideal

Un subconjunto / € R s un ideal si satisface las siguientes dos condiciones:

1. Jesun subgrupo aditivo del grupo aditivo de R:
(Va,beDla-bel].
2. RI ¢ I;7escerrado bajo la multiplicacién con elementos de anillo:
Va,eR)(VbeDabel}.
Campo. Un campo Fes '

(a) un conjunto de elementos fy, f1, f, . . .,
junto con dos operaciones:

+ llamada adictén

o llamada multiplicacién escalar

tal que los siguientes postulados se mantienen:

Postulado 4. F es un grupo abeliano bajo “+” (se cumplen los axiomas A2 — AS respecto a “+™),
con fp como la identidad.

Postulado B
Bl. fiefieF cerradura.
B2, fie(fiofk) = (fiefj)okk asociatividad.
B3. fiel = lof;=f; identidad.
B4 fiofi ' =1=fTofifinfo inverso, excepto para f;.
BS. fie(fi + i) = fickitfioki

i+t fidefe = fiohitfiok ley distributiva,
decimos que el campo es conmutativo si se obedece el siguiente bostulado B-6
B6. fiof; = fiofi conmutatividad.

Un campo es un anillo conmutative en el cual cada elemento no cero tiene un inverso
~multiplicativo. - S e —

El conjunto de los enteros (positivos, negativos, y cero} forma un dominio integral y se denota
por Z. Los ejemplos mas familiares de campos son los nimeros racionales Q, los mimeros reales
R, y los niimeros complejos C.



Apéndice B

Glosario Corto de Nociones Seleccionadas de 1a Teorfa de Grupes Clésicos
En este glosario se recuerdan algunas definiciones de la teoria de los grupos y las 4lgebras de Lie.

Méduloe A. Un grupo abeliano M con la ley de composicién escrita aditivamente y=a+ 53, a, 5,
¥ € M se llama mddulo A izquierdo con respecto a un élgebra A si una multiplicacién de M por
elementos de A desde la izquierda esta definido, con las propiedades

ala+ f) = aa +aff,

(a+ba = aa +ba,

(abya = a(ba), abed; afe M.
Modulo A derecho y bimodulo 4 se definen muy anilogamente.

Observe que usualmente definimos un médulo con respecto a un anillo el cual no es
necesariamente un algebra.

Ideal y flgebra cociente

Una subélgebra / < A4 de un dlgebra 4 se llama el ideal izquierdo (cferecho, de los dos lados) en A
si para cualquier ¥ € Iy cualquier @ € A, au € I (correspondientemente, wa € [, ambas au €
ua € ).

Cualquier ideal de los dos lados i c A define la descomposicién del algebra 4 en clases de
equivalencia (coconjuntos) con la relacién de equivalencia:
a~b, siysolosia-bel; abed.

En el conjunto de los coconjuntos uno puede definir la multiplicacién natural
@+D(b+D=(ab+1),

~ o sea el producto de los coconjuntos de los elementos a y & es igual al coconjunto de ab.

Esta algebra de coconjuntos se llama algebra cociente.

Isomorfismo, automorfismo, homomorfismo, endomorfismo
Sean X y X ‘ dos conjuntos con algunas relaciones entre los elementos de cada conjunto.

Por ejemplo, X y X ' pueden ser grupos (de Lic), y las relaciones comrespondientes pueden ser
multiplicaciones de grupo: ab=cparaa,b,ce X'y ab' =¢ para a', b', ¢ € x'. Otro ejemplo es
los conjuntos ordenados con desigualdades definidasa> b, a,be Xy a>b, a b ex.

Sea la existencia de una transformacién uno a une p: X— X preservando las relaciones
entre los elementos de X, X ', o sea si alguna relacién es completada para a, b € X' entonces la

relacion correspondiente s completada para p(a), (b)) € X "y viceversa. En este caso los
conjuntos X y X 'se llaman isomdrficos: X = X ', y Ia transformacién o se llama isomorfismo.

- . - .. ' .y
En particular, si los conjuntos coinciden X = X, una transformacién p uno a uno, preservando
algunas relaciones, se llama automorfismo.
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Si cada elemento 2 € X se transforma en una imagen (nica, un solo elemento 2’ € X ', pero

. - . ' . "
invertide en general no es verdadero (nor ejemplo a puede ser la imagen de varios elementos de
X o no ser la imagen de cualesquiera elementos de X ) y la transformacidén conserva las

relaciones de estructuraen X y X ', entonces la transformacidn se llama homomorfismo.
La transformacion homomérfica de un conjunto en si mismo se llama endomorfismo.
Representaciones: exacta, irreducible, reducible, completamente reducible, adjunta

Una representacion de un lgebra 4 (grupe G) es un homomorfismo de 4 (o G) en un ilgebra
{grupo) de transformaciones lineales de algin espacio vectorial ¥.

Una representacion es términe exacta si €l homomorfismo es un isomorfismo.

Un subespacio ¥, c ¥ de una espacio ¥ de representacion se llama subespacio invariante con
respecto a un algebra 4 (grupo G)si TV e Vy paratoda v € VyytodaTe A (0T € G).
Una representacion se llama irreducible si el espacio de representacion F no tiene subespacios

invariantes (excepto el espacio completo F y el espacic cero {0}). De otrc modo la
. representacién se llama reducible.

Una representaciéon se llama completamente reducible o descomponible si todas las
transformactones lineales de la representacidn se pueden presentar en la forma de matrices de
block diagonal, cada block actuando en el subespacio invariante correspondiente. De otro modo
la representacién se llama idescomponible.

La representacién de un gripo de Lie G (4lgebra de Lie L) en el espacio vectorial del dlgebra
de Lie L por si misma se llama representacion adjunta y las correspondientes transformaciones
se denotan por Adg, g € G (ady, X € L). En el caso del dlgebra de Lie, la representacion adjunta
se define por ¢l conmutador en L

adyY=[X, Y], XY e€lL.
Sistemas de raices de un algebra de Lie simple, raices simples y positivas
Sea L un dlgebra de Lie semisimple con la sﬁbélgebra de Cartan H < L y & una funcion lineal en
H. Si el subespacio lineal L ¢ L definido por la condicién
={Yel|[X,Y]=a(X)Y VYXeH)},

existe (0 sea L% # 0), la funcién a se llama la raiz de L, y L” se llama ef subespacio de la raiz. Ei
“sistema de raices no cero se dencta por A. Realmente todos los subespacios son de dirnension

uno, tal que L s vector raiz.

La subalgebra de Cartan y los vectores raices dan la muy conveniente base para una arbitraria
dlgebra de Lie semisimple L y proporciona su clasificacion. En particular, la base de Cartan-

Weyl de un ilgebra de Lie semisimple L consiste de una base {/;} de la subdlgebra de Cartan Hy

vectores raices £, € L% En esta base, para cualquier o, § € A las RC (relaciones de
conmutacién} definidas tiene la forma

[Hi"Et!] = G'(Hj)Ea, ]{l GH:
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0 siatf=0 v atfB e 4,
(Eqz, Eg}=]) Ha si a+B =0,
NaogEg+p siatf e A,
donde las constantes N, g satisfacen la identidad Ny g. = —N_g_q-
Asi el problema de la clasificacion se reduce al estudio de posibles conjuntos de las constantes
Nag .
Una raiz a se llama positiva si la primera coordenada de la correspondiente H, es positiva. El
subsistema de raices positivas se denota por A,

Una raiz positiva se Hlama simple si no se puede expresar como suma de otras dos raices
positivas.

Existe una correspondencia uno a uno entre las raices @ € A y elementos Hy € H de la
subalgebra de Cartan definida por la igualdad

X, Hg)=alX), VXeH.
Aqui (-, ) denota la forma de Killing (producto escalar) sobre L
{X, Y)="Tr{adyady), VXY el.
Generalmente, el producto escalar (H,, Hg ) se denota simplemente como (a, £).

Algebras de Lie solubles, nilpotentes, semisimples y simples; subilgebras de Cartan y Borel

Un élgebra de Lie L se llama soluble si la definicidn recursiva
LO=g, 1= 1, L =i, 1, n=0,1,2,...
produce la subélgebra cero después de un némero finito de pasos, o sea =0 para alginn <o,

Un élgebra de Lie se Ilama nilpotente si la definicion recursiva
Lig=L, Loy = [L(o), Ll,....Liney = (Lnys L(,,)], e n=012,...
produce la subilgebra cero después de un nimero finito de pasos, o sea Lizy= 0 para algin nn <eo.

Un 4lgebra de Lie L es semisimple si no tiene ideales abelianos no cero.

Un 4lgebra de Lie L es simple si no tiene ideales {excepto el ideal cero y la misma L).

La subalgebra de Cartan H de un ilgebra de Lie semisimple L es la mixima subalgebra en L
con la representacion adjunta completamente reducible.

La subélgebra Boreal 5 de un algebra de Lie simple L es la méxima subalgebra soluble en L.

Operadores tensoriales. Sea g — M(g) una representacién de matriz de un grupo G en un
espacio vectorial de dimensidn finita ¥y g — Ug es una representacion unitaria de G en un

espacio de Hilbert #. Un conjunto {re }gilev’ de operadores en F{ se lama operador tensorial si

U;'TU, = ME(@)T® .
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Algebra envolvente universal

Un digebra envolvente universal de Lic L es un algebra cociente

UL) = Ay,
donde A, es un algebra (libre) asociativa generada portoda X; L(i=1,...,dimL),J [] €s €l
ideal de dos lados generado por los elementos de la forma XY - YX-[X, ¥], VX, Ye L.
Objetos Bisicos y Construcciones

Un ilgebra A4 es un espacio vectorial con una ley de multiplicacion que satisface las condiciones
de lincalidad y distributividad.

Por ejemplo
(ea + fo)c = auc + pbce para o, fe K, a,b,c e A.

También recordemos que un mapeo o transformacién d : 4 = A se llama derivacion sobre un
Algebra A (no necesariamente asociativa) si se satisfacen las siguientes condiciones:

d(zy)=(@x)y +xdy).



Apéndice C

Listados de los Programas

C.1 Listado del programa para determinar palabras estindares “estancb”.

/I DETERMINA SI UNA PALABRA ES ESTANDAR O NO.

/I Nombre: estancb.exe
/f Entradas: una palabra.

/1 Salidas; si la palabra es estandar x =1, si es palabra no estandar x = 0.

#pragma hdrstop
#include <condefs.h>
#include <conio.b>
#include <stdio.h>
#include <stdlib.b>
#include <string h>
#include <ctype b>
#include <iostream b>

7
#pragma argsused

int main{int argc, char **argv)
{

char o{100] = "Programa para determinar palabras estandares estancb.exe”;
char tempv[1000], tempw[1000}="", apv{1000]="", apw{1000]="",apwv[1000]="", u[1000];

mt, §, k x;

cout << endl << o << gndl << endl;

/f Despliega en la pantalla el mensaje contenido en la variable “o™.

cowt << “Introduce la palabra a verificar considerando z mayor que a:"<<endl;

cout <<"Palabrau=vw=";
cin >>u;

cout << end];

k = strien(n);

cout << “Longitud de la palabra = " << k <<end},
cout << "Representaciones wv posibles:” << endl;
/1 j: apuntador desde la primera hasta la penultima letra de la palabra original.

for(j=1;j<k;j++)
{
for(i=0;i<=k;i++)

tempvli]=ufi};
tempw[i]=uli};

tempv[j]1=0;
for(i=0;i<k;i++)
{ apvli}=tempv(i}; }

cout << endl << "v =" << apv <<

for(i=0;i<k;i++)

{ .
apw{il=tempwlj+i];
apwvij=tempw[j+i];

cout<<” w="<<apw<<"¥

streat(apwv,apv);

coul<<"  wv="<<apwv,

x={);

// Se guarda en u la palabra ingresada.

/f Se obtiene la longitud de la palabra.

// Se hacen copias de la palabra original.

/f Obtencion de una parte de la representacion v.
/f Se muestra la parte v en pantalla,

/! Obtencion de la otra parte de la representacion w.

/! Se muestra la parte w en pantalla.
// Concatcnacionde wy v,
/I Se muestra la combinacion wv en pantalla.

125



126

}

for(i=0;i<k;i++} /{ Se compara letra a letra la patabra u con la combinacion wv.
if{ufi}>apwli])
{ #/ Como la letra (i) de la palabra u es mayor que la letra (i) de la combinacion wv,
x=1;  break; i/ entonces indicador de palabra x = 1 (si es estandar).
}
else

if({u[i]=ﬂpw"[i])

x=0 {f En esle caso las letras comparadas son iguales, entonces indicador de palabra
continue; /1 x = @ (no es estandar) y se procede a comparar mas caracleres,
elsef
x=0; # El caracter (i) de u es menor que el caracter (i) de wy
break; /f por lo cual la palabra es no estandar.
}
}
if{x=1) :
continue; {/ 81 |a palabra es estandar sigue comparando u con mas representaciones wv.
else
break; | {1 No se cumplen las condiciones de palabra estandar,

/f Termina bucle for.
cout << endl<<endl;
if(x==0)
{
cout << u <<" <o =" << apwv << cndl << endl; /{ Muestra resultado de palabra no estandar.
cout << u << " es palabra no estandar"<< endl;
}
else
{ /f Muestra resultade de palabra si estandar,
cout << u <<" > todas las representaciones posibles wv " << end] << endl;
cout << "por lo tanto " << u << " si cs palabra estandar<< endl;
}
cout << end} << "Presione la tecla enter para reiniciar” << endl;
getch( );
return 0

// Fin de programa.

C.2 Listado del programa del teorema de Lyndon “LyndonCB"™.

/l PROGRAMA PARA PONER UNA PALABRA EN FORMA LYNDON.
// Nombre: LyndonCB.exe
/! Entradas: Una palabra cuzlesquiera.

-// Salidas: La paiabra entrada representada en forma del teorema de Lyndon.

#pragma hdrstop
#include <condefs.h>
#include <stdio.h>
#include <string.h>
#include <ctype.h>
#include <conio.h>
#include <stdlib.h>
#include <iostream.h>
#include "estand.h"

I

USEUNIT("estand.cpp™);
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-

#pragma argsused

int estand {char*}; // Se requiere de una funcion para determinar si la palabra es estandar o no.

int main{int arge, char **argv)

{
extern int X; /f Variable indicadora de palabra estandar/no estandar.
extern char u[1000]; /! Variable para ingresar la palabra a manejar.
extern int i, j, k, cont; /11, j son indices apuntadores a la palabra, k y cont son contadores

/1 de separaciones de la palabra.

char uaux[1000]; /1 Variable para ingresar la palabra.
char *apuaux = uaux; /l Apuntador de la palabra completa.
char m[100] = "Programa de Teorema de Lyndon, se ejecuta con: LyndonCB.exe™;
extern char tempv{ 1000], tempw[1000], apv[1000], apw{1000], apwv[1000]; / Variables temporales.
char 1{80], Ly[1000]=""; /! Ly guarda la forma de Lyndon.
chrser( ),
coul << m << end]; // Exhibe mensaje de la variable m en la pantalla,
cout << "Introduzca la palabra a formar en Lyndon: ™; -
gets (uaux};
k = strlen(uaux); /1 Se obtiene la longitud de la palabra.

cout << end! << "Inicio” << end};
cout << "La palabra entrada es: " << uaux << end);
cout << "Longitud de la palabra =" <<k << endl;

while(k>1)
{
cont=k; // Longitud de la palabra en la variable cont.
estand{apuaux); // Funcion que determina si una palabras es estandar o no. Resultados cn apw.
k=k-j; /{ j = separador, k = longitud de la palabra, u = palabra actual.
iflx=0) /1 8i es palabra no estandar.
{ {{ (Palabra no estandar apwy).
apv[j}="*;
apv[j+1]="0";
strcat(Ly,apv); {/ Concatenar apv a Ly. La forma de Lyndon es Ly.
k=strlen(apw); #/ Longitud de la nueva palabra.
iffk!=1}) / {Falta mas de una letra?
for(i=0;i<cont;i++} / Forma nueva palabra de longitud k.
{fuli]=apwii];} / Reasignacion de fa nueva palabra.
strepy(uaux,u);
} // La siguiente forma es u.
else / k es5 igual 2 uno (solo falta una letra).
streat(Ly,apw); {f Agregar w (la ultima letra) al final.
H # Fin de condicion verdadera.
else
{ /{ La palabra u si es estandar.
strcat(Ly,apv), {/ Concatena parte vaLy,
streat{Ly,apw); #f Concatena parte wa Ly.
} .
} /7 Fin de while.
cout <<-endl,
cout << "La forma de Lyndon es: " <<Ly; 1/ Se exhibe en la pantalla el resultado,

cout << end] << endl;
cout << "FIN DE PROGRAMA" << end];
cout << endl << "Presione enter para salir...” <<endl;
gets(lk
return O;
/' Fin de programa principal,
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C.3 Listado del programa del teorema de Shirshov.

/{ ESTE PROGRAMA DESARROLLA PALALRAS ESTANDARES ASOCIATIVAS A ESTANDARES
{f Nombre: eacnach.exe

/{ Entradas: una palabra estandar

// Salidas: palabra en forma estandar no asociativa
#pragma hdrstop

#include <conio.h>

#include <stdio.h>

#inciude <stdlib.h>»

#tnciude <string h>

#include <ctype.h>

#include <iostream.h>

#

USEUNIT("estandar.cpp™);

i

#pragma argsused
int estand(char*});
int main(int arge, char **argv)

{

extern int ex; :
char cad[1000], cau[1000]), cav[1060], su[1000];
int longpal;

int longcav, longead;

int i, j, cp =90, pend=0, pe=0;

char apsbp[100]f1000];

char cadgral[1000])="";

char apcgrl{100), cadaux([1008);

char apend[100](1000];

int contcord[500];

int contcori=0;

clrser( );

cout << endl;

cou! << "PROGRAMA eaenach.exe” << endl;

/ longpal es longitud de palabra.

/f APuntador a SuBPalabra,

cout << “PROGRAMA DE TEOREMA DE SHIRSHOV PARA REPRESENTAR PALABRAS™ << endl;

cout << * ESTANDAR NO ASOCIATIVAS” << endl;

cout << “Este programa representa una palabra estandar asociativa dada™ <<end};

cout << “gn forma estandar no asociativa” << endl;
cout << “Inicio” << endl;

cout << “Introduzca la palabra”<<endl;

cin >> cad;

longpal = strlen{cad),

cout << “"La palabra insertada es: " << cad << end];

" cout << "Longitud de la palabra = " << Jongpal << endl <<endl;

strepy(cadaux,cad);
cp=0;
strepy(cav,cad),
estand(cad );
iffex==0)

{

getch{);
exiyl});
}

cout << "Error: palabra ne estandar. Termina programa” <<end};

// Entra la cadena.
/I Determina su jongitud.

{f cp: Contador de Palabras.
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if{tlongpal>2})
{
cout << "Error palabra muy corta”" << end];
getch();
exit(l);
}
strepy(apegrl,cad);
longcad=strlen(cad);
do
if {longcad>2)
{ // Inicia separacion de cadena cad.
contconi++;
contcordpe]++;
=k
i=0; // Indice para palabras u.
strepy{cau,cad); / Copia la variable original a dos subpalabras.
cau[i+1}=0; /f Inicia tomando el primer caracter.
1++;
strepy(apsbplep),cau); / Apuntador al primer carzcter de la palabra.
for(int i=0;i<longpal;i++) / Obtiene segunda parte (subpalabra 2).
{cav[i]=cad[j+i];}
longecav=strlen(cav); // Determina la longitud de cav.
strepy(apsbpfep+1]),cav); /f Guarda cav en la localidad siguiente a apsbp.
strepy(su,cav);
do ! Verifica segunda parte de la palabra.
{
estand(su); #f Verifica si u es estandar,
if{ex == 1}
{ // cav es subpalabra estandar. Se deben agregar parentesis comespondientes,
strcpy(apsbp|cp],cau); #f Apuntador a {a primera subpalabra.
strepy(apsbp[cp+1],cav); /1 Apuntador a la segunda subpalabra.
strepy{cad,cav);
longeav=strlen(cav);
}
else{ /l cav es palabra no estandar.
streat(cau,cav); /1 Se debe quitar €} primer clemento de cav y concatenario con cau.
caufi+1]}=0; #f Procede a tomar siguiente caracter. Separa elemento.
strepy(apsbp[cp).cau); // Actualiza apuntador de subpalabras.
it+
=L
strepy{cad,cav);
for(int i=0;i<longcav;i++)
{cav[i]=cad{j+i};} // Obtiene segunda parte (subpalabra 2).
longcav=strlen(cav);
strepy(apsbp[cp+1),cav); {f Actualiza apuntador de subpalabras.
strepy(su,cav);
if{longcav<2)

{strepy(apsbp[ep+1],cav):}
Ywhile(ex=0 && longcav>=2);

strepy(apend|pend),apsbp{cp+1]);
pett;

pend++;

strepy(cad,apsbp(cpl);

/{ Resulta un solo caracter el cual es estandar.

// Fin de while (se sigue haciendo mientras ex = §),
/1 Se obtuvieron las siguientes subpalabras: {[cau],[cav]].
/1 Subpzlabra pendiente *<<apsbp[cp+1]. pend inicial=0.
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longcad=strlen{cad);

}
else
ifflongead==1) /] {Se tiene una subpalabra de solo un caracter?
for(int i=0;i<contcori;i++) /1 Se agregan corchetes “[™ segun lo indique contcori.
{strcat(cadgral,”[");}
conteori=(0;
strcat{cadgral,apsbp[cp]); /f Se concatena la subpaltabra apsbplcp] a la cadena general.
for(int i=0;1<contcord{pe};i++) {/ Se agregan corchetes “)” segun lo indique contcord,
{strcat(cadgrai,"]");}
contcord[pe}=0;
pe—;
ept
pend—;
strepy{apsbp[cpl,apend[pend]); // Obtiene la siguiente subpatabra pendiente para procesarla.
strepy{cad,apend{pend]);
longcad=strien(cad); /f Se determina su longitud.
}
. else .

{ # longead==2.
strepy(cad,apsbp[cp)); /{ Palabra a verificar debe estar en cad.
estand(cad ); if icad es estandar?
iflex=1)

{
for(int i=0;i<contcori;i++) /1 Se agregan corchetes “[™ segun lo indique contcori.
{
: streat(cadgral,”[");
contcori=0;

streat{cadgral,"["}; // Se agrega un corchete “[” adicional para {a subpalabra estandar minima.
strear(cadgral apsbplcp]); i/ Se concatena la subpalabra estandar minima a l2 cadena gral.

streat(cadgral,”]"); I/ Se agrega un corchete “Y” de cierre.

for({int i=0;i<contcord[pe];it++) /f Se agregan corchetes “]” segun lo indique contcord.
{strcat{cadgral,”]");}

contcord[pe}=0;

pe—;

cptt;

pend—;

strepy(apsbp[cp),apend[pend]); # Obtienc la siguiente subpalabra pendicnte para procesarla.

stropy{cad,apend[pend]); /! Tama segunda parte.

longead=strien{cad); /! Obtiene su longitud y s¢ va a separar.

 else

for(int i=0;i<contcori;i++)
{strcat(cadgral,"[");}
contcori=0;
strepy{cadaux,apsbpicp]);
apsbplcpl[1}= 0%

P
apsbp[cplf0i=cadaux[1};

cptt;

strepy(apsbp[cpl.apend{pend]);

strepy{cad,apend[pend]);

/f Se agrepan corchetes “{™ segun lo indique conteori.
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longead=strlen(cad);
}
}

}
}while (pend>=0}, / ;Aun hay palabras pendientes?
cout << endl;
cout << "Subpalabras que forman la expresion estandar no asociativa:”;
cout << endl << endl; .
for{int tot=0;tot<cp;tot++) {1 Lista las subpalabrag estandares minimas.

cout << "subpalabra [" << tot << "] =" << apshp(tot] << endl;

cout << "Resultado, palabra estandar no asociativa: " << cadgral << endl;
/1 Exhibe el resultado en la pantalla la palabra estandar no asociativa obtenida,
cout<<"FIN DE PROGRAMA "<<endl<<"Presione enter para salir"<<end];
getch();
return O

}

C.4 Listado del programa de desarrollo de corchetes cuanticos.

// PROGRAMA DE DESARROLLO DE CORCHETES CUANTICOS “descuaiB”.
/ El programa desarrolla palabras estandares con corchetes y comas.

/I El resultado se obtiene en forma simbolica con caracteres alfabeticos.

/f Nombré: descua5B.exe

/f Entradas: una palabra con corchetes (cuanticos) y comas,

#/ Salidas: la patabra desamrollada en forma cuantica con parametros simbolicos.

#pragma hdrstop

#include <condefs.h>

#include<iostream.h>

#include<conio.h>

#include<ctype.h>

#include<stdlib.h>

#include<stdio.h>

#include<string.h>

.
USEUNIT("oplie5B.cpp"); {/ Funcion para realizar la operacioa de Lie.
USEUNIT("orden5B.cpp™); /! Funcion para ordenar la cadena obtenida.
USEUNIT("estandar.cpp™); // Funcion para determinar si 1a palabra es o no estandar.
1
const int cardec = 96;

const int parmax = 3;

int ipar=0;

#pragma argsused

char oplie(int, char® char*),
char ordena(char*),

int estand(char*);

int main(int arge, char **argv}

{
extern char caw{10000];
extern char caor]10000];
extern int ex;
char cadvic[] = "[d,[[d,c],[d,[b,a]j}]";
char cad[10000] = *", cadaux[10000]), cades[10000], cadini[200] = ", cadfin[200} = s
char* apcad = cadvic, *apcades = cades, *apein = cadini, *apefin = cadfin;
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char cora[] ="[", corc[]="1"; /f Corchetes abiertos y cerrados.
char cau{10000}, cav[10000];

char *apcau = cau, *apcav = cav; /f Se hizo esta asignacion para inicializar zpuntadores.
long int pdw[100), parametro{100](100), par{100][100];

int maxw;

char* p;

char* apcora,* apcore;

char* pardef, abc[100] = "a";

int param [100];

fong int longcad tamcad;

int x, y, mare, 1, j, k;;

intcca=0,cce=0; ’ // Contadores de corchetes abiertos y cerrados.
char* str = cadvic;

char* tkn="[], ™;

char®* ptr = str;

char val,*apval,

clrser( );

cout << endl;

cout << "Pregrama DESCUA2 (DESarrolio CUAntico) descuaSB.exe” << endl << endl;

cout << "Programa para desarrollar expresiones dentro de corchetes” << endl;

cout << endl << endl; .

cout << "Cadena para demostracion: " << cadvic << e¢ndl << endl;

cout << "Desea utilizar la expresion de demostracion? si=s, no =n; " << endl;

cin >> val; ’
if{val =="n"}{
cout << "Introduzca la expresion completa con corchetes y comas: " |
¢in >> cad;
else strepy(cad,apcad); // Pone en cad la cadena de prueba.
tamcad = strlen{cad); /! Longitud de la cadena completa.
strepy(cadaux,cad);
strepy(apead,cad);
p = strstr{cad,cora); /f Contar numero igual de corchetes abiertos y cerrados. Localiza corchetes abiertos.
while (p) /f Determina cuantos corchetes abiertos. p = primera posicion de corchete abierto.
{
ccatt; // Contador de Corchetes Abiertos.
p = strstr(-++p,cora); /! Busca siguiente corchete abierto.
if (cca = 0){ /f Cantidad de corchetes abiertos = cca.
cout << "No existen corchetes abiertos, presione una tecla para salir” << endl;
getch();
exit (13; /f Termina si no hay corchetes abiertos.
p = strstr{cad,corc); // Localiza primer corchete cerrado.
while (p) oo - :
{
cect,
p = stestr{+p,corc); // Busca siguicntes corchetes cetrados.
if (ccc == 0){ {// Cantidad de corchetes cerrados = cce,
cout << "No existen corchetes cerrados, presione una tecla para salir” << endl;
geteh( );
exit (1);

if (cea t= cec)f
cout << "La cantidad de corchetes abiertos no es igual a la cantidad de los" << endl;
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cout << “corchetes cerrados" << endl;

cout << "Presione una tecla para salir" << endl;
getch( );

exit (1);

ptr = strtok(cad, tkn); #/ Obtiene a expresion sin corchetes (elimina corchetes).
strepy(apead,ptr);
while (ptr)
{ // primer argumento = caracter 0.
ptr= strtok(0, tkn);
if (ptr 1= 0){
strcat(apcad, ptr);
}

}

cout << "La expresion sin corchetes es: " << apcad << endl; // Expresion sin corchetes,
longcad = strlen{apcad); /f Longitud de la cadena sin corchetes = longead.
estand(apcad); /1 Verifica si la palabra es estandar.
if{ext=1){
cout << "La palabra " << apcad << " no es estandar.” << endl;
cout << "Presione una tecla™ << endl;
getch( );
exit(1});
}
int cantgen=0; // Obtienc la cantidad de gencradores.
for{int i=();i<longcad;i++){
for(int j=i+1j<=longcad;j++}{
iffapead(i] != apcad[j]}

x=1;
else {x=0;
break;}
}
cantgen=cantgen+x;
}
cout << endl << "Existen " << cantgen << * generadores” << endl,
strepy(cad,cadaux);
cout << end} << "Cadena a procesar: " << cad << " Presione una tecla para continuar” << endl;
getch( );
p = strchr(cadaux, T); {/ Busca primer corchete abierto.
while {p) {/ Mientras existan corchetes ...
i=0, k=0, j=0; /! i: apuntador de caracteres de la cadena. j: renglones, k: colutnnas.
while (i <= tarncad) / Bucle para encontrar expresiongs intermnas.
{ # Mienuras el indice sea menor a la long. de 1a cadena.
k=0; {f Inicializa apuntador de cadena v, cau,
if (cadaux(i} =T} / Inicia busqueda de corchete “[” para inicio.
i
continue; } {/ No s “[”, busca otro para iniciar busqueda. despues de apuntar al siguiente caracter.
else i++; { §i es “[", ahora-busca un-caracter:
for {int cain = 0; cain < i-1; cain++}H{ // Genera parte anterior a u.
cadini[cain] = cadaux[cain];
}
cadini[i-1]=0; . /! Delimita la cadena anterior a u con nulo.
if (*{'a’ <= cadaux[i] && cadauxfi] <= "2)){ // Busca un caracter alfzbetico. Revision de cadena inicial.
continue; } // Sigue un caracter no alfabetico. Regresa a iniciar nueva busqueda.
cau[k] = cadaux[i]; {/ §i es caracter, inicio de palabra parte u = cau.

x={};
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do /{ Busca una coma u otro caracter.
{ /f Debe de salir al encontrar la coma,
i+ k)
caufkj=cadaux[i]; {/ Puede encontrar otros caracteres, pero
if {cadaux[i] ==*}{ {/ debe encontrar una coma.
x=1;
break;} /1 §i es coma sale del bucle do y sigue.
else if ("a' <= cadaux[i] && cadaux[i] <="'z")
continue;
else if (cadaux[i] ="+
continue;
else if{cadaux(i] = -}
continue;
else if{cadaux{i} = P' |lcadaux(i] == || cadaux(i] = "))
continue;
else if{cadaux[i] = "*){
continue;}
else {

cout << endl << "no pudo injciar™ << end};
cout << "presione una tecla para terminar” << endl;

getch( );
break; } /i Sale del bucle do.
}while (i<tamcad); #f Fin de do para encontrar cau.
if (x=0)
continue; // Instruc. de while. Regresa a iniciar nueva busqueda de inicio.
caufk] =0; // Delimita palabra u, sustituye la coma por nulo.
strepy{apcau,cau); /f Copia la parte u al apuntador del mismo.
=0, i+ /! Va al siguienie caracter a buscar inicio de v.
if{t("a’ <= cadaux(i] && cadauxfi] <= '27) /f Busca un caracter alfabetico de inicio de v.
continue; /! 81 es no caracter regresa a seguir otra busqueda.
k=0;
cav[k] = cadaux[i]; // Asigna caracter ipicial a cav.
do // Busca un corchete “]” o mas caracteres de v.
{i++; k++;
cav[kj=cadaux(i]; // Primer caracter de v.
if (cadaux[i] = "1){ /I Busca corchete cerrado.
x=1;
break;} /f Termina de encontrar la composicion minima.
else if{"a' <= cadaux[i) &£& cadaux[i] <= 'Z") /f No es “]", busca mas caracteres de v.
contimie;
else if{cadauxfi] = '+
— - . contimue;
else iffcadaux[i] ="-")
continue;
else if{cadaux(i] = P ljcadauxfi) = '(' || cadaux[i] == '}
continue;
else if{cadaux[i] =='*)
continue;
else { x=0;

cout << end! << "no encontro corchete " << endl;
¢out << end] << "Presione una tecla para seguir” << endl;
geteh( );
break;}
}while (i<tamead); / Fin del bucle do para cav.
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if (x=0)
continue; 1/ Regresa a iniciar nueva busqueda de inicio.
cav[k] = 0; /i Parte v = cav. Delimita palabra v, sustituye “]" por cero.
strepy(apcav,cav); // Ahora ya se tiene can'y cav.
x=0;
for (int cafi = 1+1; cafi <= tamcad; cafi++){ /{ Gentera parte posterior a v.
cadfin[x] = cadaux[cafi];
X+
yo
cadfin([x]=0; /f Asegura delimitar cadfin.
oplie(ipar, apcau, apcav); /{ Desarrolla corchetes regresa resultado en caw. Entradas cau y cav ¢ ipar.
strcpy(cades,caw); { Copia resultado.
strcat(cadini,cades); /f Agrega |a cadena obienida a la cadena de inicio (concatena a la parte anterior a u},
strcat{cadini,cadfin); {/ Une la parte restante.
strepy(cad, cadini); {f Obtiene nueva cadena en cad.
tamcad = strlen(cad); / Determina la longitud de la nueva cadena completa.
strepy(cadaux cad);
strepy(cades,cad);
ipartt; // Prepara indice de parametros para siguiente vuelta.
/ Fin de segundo while (i < = tamcad),
p = strehr(cadaux,’["); {/ En caso de haber mas coloca en p un parentesis abierto.
{ Fin de primer while cuandop = 0.
ordena(apcades); {/ Se ordena la cadena.

cout << endl << "CADENA OBTENIDA: " << endl << endl;

cout << caor << endl ;

cout << gnd] << "FIN DE PROGRAMA, presione una tecla para salir® << endl;
getch( );

return §;

Listado de la funcién oplie5SB.

/1 Entradas: indice de parametros, primera (u) y segunda (v} partes de la palabra dentro de un juego de corchetes
/f pasadas por referencia. .

/# Salidas: Ja operacion cuantica ya desarrollada. Regresa el resultado en la variable caw.
#include<iostream. b>

#include<conio.b>

#include<ctype.h>

#include<stdlib.b>

#include<stdio.h>

#include<string.bh>

char caw[10000]="";

char oplie(int contpar, char* fapcan, char* fapcav)

{

const int cardec = 96; const int parmaxf = 3;

char feau[ 10000], fcav{10000], feauv{10000], feavuf 16000];
char* apfcav=fcau,* apfcav=fcav, *apcaw = caw;

int puv = 12, longfcau, longfcav, fcaux, fecavx, maxu, maxy, max;
int pdu[100], pdv[100], p[100][100}], par[100][100];

char caci[2000], chu[10000], chv[10000], chuv{200][200], chpar{200][200];
char *fapchu=chu, *fapchv=chy;

char chuaux] 10000], chvaux{ 1 0000], chuvaux[10000];

char *apuvaux = chuvaux;

int longchu, longehv, genu, genv;

char tera{ 200][200],terv[2001{200];

char signu[200]="", signv[200]="", signo(200];
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char* apsignu=signu, *apsignv=signv;

int cansigu=0, cansigv=0; // Cantidad de signos.
strepy(feau, fapcau); /! Parte u de 1a palabra.
longfcau = strlen{fcau}; /f Determina la longitud de la parte u.
feaux = longfcau;
strepy{feav, fapcav); {{ Parte v de la palabra,
longfeav = strlen(feav); // Determina la longitud de la parte v.
fcavx = longfcav;
strepy(chu, feau); // La expresion a desarrollar es: fcau - fcav.
strepy(chv,fcav);
for(int i=0;i<longfeaw;i++){ // Revisa la cadena fcau hasta encontrar un signo aritmetico
if{"a"<=chu[i)&&chuli]<='z"} /1 es decir, toma los primeros caracteres alfabeticos.
continue;
etse {chufi}=0, i/ En chu quedan los caracteres.
break;}
longchu=strien{chu); {f Longitud de la cadena u de caracteres.
for{int i=0;i<longfeav,i++){ /f Revisa la cadena fcav hasta encontrar un signo aritmetico.
ifl'a*<=chv[i]&&chv]il<="z)
continue;
else {chv[i]=0; . /f Longitud de la cadena v de caracteres.
break;} ’
longchv=strlen{chv); /f Longitud de los caracteres de v.
strepy(chuaux,chu);
strepy(chvaux,chv);

// Obtiene las combinaciones de los parametros p{u,v) por ejemplo: p(abac,cbe)=
1 placip(e,bip(a,e)pil,c)pib,blpb.e)p(a.c)p(ab)p(aep(c.c)pic.bpic.e)

strepy{chuvaux, "0"); f/ Inicializa chuvax a ceros.

long int gen = 0;

ink=0;

for (int i =0, i < longchy; 1++)}{ /f Genera los parametros en base a una combinacion de los los generadores.

for (int } = 0; j < longchv; j+H){
strepy{chuv{gen], apuvaux), // apuvaux apunta a chuvaux . Inicializa chuv[gen] a ceros.
chuv{gen][k]=P" // Inicia colocando el caracter P.
streat{chuv(gen],"(™); // Agrega un parentesis (.
fapchu[i+1]=0; /f Delimita para tener un solo caracter.
strcat{chuv{gen}, &fapchu[il); /f Agrega caracter alfabetico de chu (o sea de la parte u).
{/ streat{chuv[gen], *,");
fapchv[j+1}=0;
streat{chuv{gen], &fapchv(i]); /f Agrega caracter alfabetico de chv (o sea de la parte v).
streat(chuvgen], ™)™ /l Agrega caracter alfabetico de chu (o sca de la parte u).
strepy{chu,chuaux); // Restaura chu.
strepy(chv,chvaux); // Restaura chv.
gent+; T : # Actualiza para el siguiente parametro a formar,
}

for (inti = 0; i < longchu*longchv; i++){
strcat(chpar(contpar],chuv{i]);

H /! Los parametros resultantes quedan en chpar{contpar],
apsignu{0]="+", / Determina los terminos que forman u y v y la cantidad de signos “+™" y “-".
cansigu=1;
int i=0;
int j=0;

genu=0;



while(i<longfcau)

iflfean]i] = ' | fean[i] = "+
{signu[cansigu] = feaufi};
cansigutt;
genutt;
j=&}
else
terufgenu](j] = feau{i];
iian
terufgenu][j]= &

i+
}

apsignv{0]='+;
cansigv=1;
i=0;
=0
genv=0;
while(i<longfeav)

if {fcav(i] == *' || feav[i] == "+"){
signv{cansigv] = feav{il;
cansigv++;
geny++;
i=0}
elsef
terv[genv]{j] = feav[i];
Ians
tervigenv]{j} = "0

i+

}
caw[0]=0;
int 5=0;
for(int i = 0; i<= genu ; i++){
for(int j=0; j<=genv; j++}{
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/{ Detecta si hay un signo en la parte u y 1o guarda en la variable signu.

/i Pasa a formar parte de un termino de u.

// En teru qudan los terminos correspondientes a las partes u.

{f Actualiza indice para el siguiente caracter.

# Detecta los signos de la parte v.

I/ En terv quedan los terminos de las partes correspondientes a v.

/f Inicializa la variable caw para la preparacion de resultado final, primero uv.
I Variable de signo.
{/ Formara la parte correspondiente a uv,

streat({caw,teru[i]); /f Agrega termino u terufi).
streat{caw, terv[j] / Agrega termino v tervfil.
if{i==genu && j==genv) / Se determina el ultimo factor uv.
break; /f Despues del ultimo factor uv el signo que sigue se procesa en forma diferente.
else{ /f Obtiene el signo de acuerdo al signo de los factoresuy v.
if(j<genv){
ifisignu[il=signv{j+t])
signo[s]="+;
else signo[s]="-"
}
else{if{signufi+1}==signv[0])
signo[s}="+",
else signofs]="-"
strncat{caw, &signo[s],1); /! Agrega el signo correspondiente.
s+
}
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s=0; /f Procede 2 obtener ¢l resultado Pvu.
for(int } = 0; j<= genv ; j+H) { # Indice de terminos v.
for (int i=0; i<=genu; i++)}{ # Indice de terminos u.
if{signv[jl==signu[i]}{ /f Determina el signo de acuerdo al producto vu,
signofs] =",

else signo[s] = +;
stmeat{caw, &signo[s],1); /! Agrega el signo correspondiente.
streat{caw,chpar{contpar]); /l Agrega la parte correspondiente a los parametros.
streat(caw,terv[jl); I/ Agrega la parte correspondiente a la parte v.
strcat{caw,terufi}); /f Agrega la parte correspondiente a 1a parte u.
st /f Incrementa ¢l indice de signos.

}

return (char)caw,; /I El resultado ya desarrollado es regresado en Ia variable caw.
} {{ Fin de 1a funcion oplie5B.

Listado de la funcidn ordena5B.

/ Esta funcion ordena la cadena resultante del desarrollo cuantico. Cuando los hay, primero los parametros obtenidos
y despues los elementos que no son parte de un parametro.

// Entradas: la cadena resultante del desarrollo cuantico sin ordenar.

/f Salida: la cadena ya ordenada con los parametros en primera instancia.
#include<iostrearn.h>

#include<conio.h>

#include<ctype.h>

#include<sidlib.h>

#include<stdio.h>

#include<string h>

char caor{10000]="";

char ordena({char *orcad)

{
char cadcar[100]="", cadpar{500}="", cadpos[500])= "";
char tertem{200]{500], tercad{200][500);
int gene;
char sig[200];
char *apsig=sig;
int casig=0;
int longcaor, longter, 1, j, x, k;
strepy(caor,orcad); // Copia la cadena a ordenar.
longcaor = strlen(cacr); /! Determina la longitud de [a cadena.
apsig[0}="+, / Determina Jos terminos que forman la cadena y la cantidad de signos "+7 y -7,
casig=0; {/ Cantidad de signos.
=0; -
=0
gene=0);
while(i<longeaor) / Verifica cada uno de los caracteres de la cadena oniginal.

if{caor(i] ==*' || caorfi] ==+ // Siel caracter es signo se asigna a la variable sig.
{sig{casig] = caortli];
casig++;
genet+t;
i=0;
}
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else{
tercad[genel(j} = caorfi];
e
tercad(gene][j]= 0;
iH;}
for (i=0;i<=gene;i++){
int 1=0;
longter = strlen{tercad[i]);
for(j={;j<=longter;j++)
cadcarfj)=0;
=
do
{
for{int aux=j ;aux<=longter; aux++)
tertem([ij[aux] = 0;
if{tercad[i][j]="P'H{
strepy{cadpar,™);
for(k=0;k<=4k++){
cadpar(k])=tercad[i][j];
i
}
x=0;
strepy(cadpos,™™);

for(int cafi=j; cafi<= longter; cafi++){

cadpos{x]=tercad[i][cafi];
X+t

strcat(tertem[i],cadpar),
streat(tertem[i],cadcar);
streat{tertem(i],cadpos);
strepy(tercad(i],tertemfi});
tercad[i]longter]=0;
=ik
strcpy(cadear,™);
=0,
}
else{
cadcar{i=tercad[i][j;
;o
cadcar{{}=0;
}
Ywhile(j<longter);
}
caor[0]=0;
for {i=0; i<=gene ;i++){
strcat{caor, tercadfi]);

strcat(caor, &sigfi], 1)

retumn {char)caor;

/1 8i el caracter no es signo se agrega al termino en curso,

/ Asegura que el ultimo caracter sea nulo.

// Fin de while,
// Para cada termino.

{f Determina la tongitud del termino a ser erdenado en tercad(i].
// Inicializa cadcar.
// Para cada elemento,

// Revisa cada caracter de un termino.
# Inicializa termino tertem[i].

/f ;El caracter en curso es P?

/! Si: inicializa la cadena de parametros.
/f Parte del parametro.

A (", "caracter”, "caracter”, ")".

/! Incrementa indice de caracteres.

/1 El resto de un termino (despues del parametro)
/f se forma en la variable cafi.

/1 8¢ agrega la cadena que corresponde al parametro en proceso.
/ Se agrega la cadena que tiene unicamente caracieres generadores.

// Se agrega la parte final del termino en proceso.
# Se copia tertem(i] para dejarla libre a tercad[i].
/f Delimita el termino.

// Inicializa para nuevo caracter.

/f Fin de primera parte de if.
/f El termino es no P.

/ El caracter en curse se agrega a la cadena que no es de parametro,

{/ Se delimita 12 cadena que no s de parametro.
/f Fin de segundo for.
/1 Despues de while se obtiene el termino tercad[i].

/{ Continua procesandose este bucle mientras aun haya lerminos. Fin de primer for.

# Inicializa caor para formar la cadena completa resultante,

// Se agrega el termino tercad[i).
/! Se agrega cl termino signo " i " (&sig[i]).

/f La funcion regresa el resultado de la cadena ordenada en la variable caor.



Apéndice D
Algoritmia Elemental.

Tutroduccién

Los algoritmos deben de funcionar correctamente en todos los casos del problema que afirman
resolver,

Existen distintas formas de seleccionar el algoritmo maés eficiente para resolver un problema
cuando estan disponibles varias técnicas que compiten entre si. Resulta crucial como cambia la
eficiencia del algoritmo a medida que los casos del problema se vuclven mayores y por lo tanto
(normalmente) mas dificiles de resolver. También existe la distincion entre eficiencia media de
un algoritmo cuando se utiliza en muchos casos de un problema y su eficiencia en el peor caso
posible. La estimacién pesimista, del peor caso posible, suele ser adecuada cuando tenemos que
estar seguros de resolver un problema en una cantidad limitada de tiempo. :

La linea de ataque para analizar algoritmos consistc en contar el mimero de operaciones
elementales que efectia el algonitmo. A medida que aumenta el tamaifio de los operandos las
operaciones se vuelven més lentas.

Problemas y ejemplares

La mayoria de los problemas tienen una coleccién infinita de cjemplares (es decir, casos
diferentes que se pueden presentar).

Un algoritmo debe de funcionar correctamente en todos los ejemplares o casos del problema
que manifiesta resolver. Para mostrar que un algoritmo es incorrecto solamente es necesario
encontrar un ejemplar del problema para ¢l cual no sea capaz de encontrar una respuesta corecta.
Del mismo modo que es posible demostrar que un teorema no es vilido encontrando un unico
contraejemplo, un algoritmo puede rechazarse tomando como base un unico resultado incorrecto.
Cuando especificamos un problema, es importante definir su dominio de definicion, esto es el
conjunto de casos que deben considerarse.

Todo dispositive de calculo real tiene un limite que afecta al tamafio de los casos que puede
manejar, bien porque las instancias de entrada son demasiado grandes, o porque nos quedamos
sin espacio. Distintas méaquinas tienen distintos limites.

La eficiencia de los algoritmos

Cuando se tiene que resolver un problema, es posible que estén disponibles varios algoritmos
adecuados. Esto plantea la pregunta de como decidir entre varios algoritmos cuidl es preferible. Si
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solamente tenemos que resolver uno o dos casos pequefios de un problema mas bien sencillo,
quizd no nos importe demasiado qué &'goritmo utilizaremos: en este caso podriamos decidirnos a
seleccionar sencillamente el que sea mis ficil de programar, o uno para el cual ya exista un
programa, sin preocupatnos por sus propiedades teéricas. Sin embargo, si tenemos que resolver
muchos casos, o si el problema es dificil, quiza tengamos que seleccionar de una manera mas
cuidadosa.

El enfoque empirico (0 a posteriori) para seleccionar un algoritmo consiste en programar las
técnicas competidoras e ir probindolas en distintos casos con ayuda de una computadora, E]
enfoque redrico(o a prioriy consiste en determinar matemaéticamente la cantidad de recursos
necesarios para cada uno de los algoritmos como funcicn del tamafio de los casos considerados.
Los recursos que mds nos interesan son el tiempo de computacién y el espacio de
almacenamiento, siendo el primero normalmente el mas importante.

El tamario de un ejemplar se corresponde formalmente con el mimero de bits que se necesitan
para representar el ¢jemplar en una computadora, utilizando algin esquema de codificacion
precisamente definido y razonablemente compacto. Sin embargo, para hacer més claros nuestros
anélisis, lo normal serd que seamos menos formales, y utilizaremos la palabra “tamafio” para
indicar cualquier entero que mida de alguna forma el nimero de componentes de un ejemplar.
Por ejemplo si hablamos de cadenas de caracteres, mediremos normalmente el tamafio de un
ejemplar por la longitud de 1a cadena de que se trate.

También resulta posible analizar los algoritmos utilizando un enfoque hibrido, en el cual la
forma de la funcién que describe la eficiencia del algoritmo se determina tebricamente, y
entonces se determinan empiricamente aquellos pardmetros numéricos que sean especificos para
un cierto programa y para una cierta miquina.

St deseamos medir la cantidad de espacio que utiliza un algoritmo en funcién del tamafio de
los ejemplares, esta a nuestra disposicién una unidad natural, a saber, el bit. Independientemente
de 1a maquina que se esté utilizando, la nocién de un bit de almacenamiento esta bien definida.
Si, por otra parte, tal como suele suceder, deseamos medir la eficiencia de un algoritmo, en
funcion del tiempo que se necesita pam llegar a una respuesta, entonces no existe una opcién tan
- evidente.-Esta claro-que no se. puede pensar en expresar esta eficiencia, digamos, en segundos,
puesto que no se dispone de una computadora estindar a la cual se pudieran referir todas las
medidas.

Una respuesta a este problema esta dada por el principio de invarianza, que afirma que dos
construcciones distintas de un mismo algoritmo no diferirdn en su eficiencia en mas de alguna
constante multiplicativa. St esta constante fuera, por ejemplo cinco, entonces sabemos que si la
primera construccién requiere un segundo para resolver casos de un cierto tamaiio, entonces la
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segunda construccidn (quiza en una maquina distinta, o escrita en un lenguaje de programacién
distinto) no requerird mas de cinco segundos para resolver los mismos casos.

Diremos que un algoritmo para algin problema requiere un tiempo del orden de ¢(n} para una
funcién dada ¢, si existe una constante positiva ¢ y una construccion del algoritmo capaz de
resolver todos los casos de tamafio # en un tiempo que no sea superior a cf(n) segundos. El uso de
segundos en esta definicién es evidentemente arbitrario.

Hay ciertos 6rdenes que se producen con tanta frecuencia que merece ja pena darles un
nombre. Por ¢jemplo, supongamos que el tiempo necesario para que un algoritmo resuelva un
caso del tamafio n nunca es mas que ¢n segundos, en donde ¢ es una constante adecuada. Diremos
entonces que el algoritmo requiere un tiempo en el orden de n, 0 mas simplemente que requiere
un tiempo lineal. En este caso también hablamos de un algoritme lineal. Si un algoritmo nunca
necesita mas de cn” segundos para resolver un caso de tamafio #, entonces diremos que requiere
un tiempo en el orden de nz, o bien que requiere un tiempo cuadratico, y le llamaremos algoritmo
cuadrdtico. De manera similar un algoritmo es cubico, polinémico o exponencial si requiere un
tiempo en el orden de nl, o ¢", respectivamente, en donde & y ¢ son constantes adecuadas.

Operacion elemental

Una operacidn elemental es aquella cuyo tiempo de ejecucién se puede acotar sﬁpcﬁoxmentc por
una constante que solamente dependera de la construccion particular usada: de la maquina, del
lenguaje de programacién, etc. De esta manera la constante no depende ni del tamafio, ni de los
pardametros del ejemplar que se este considerando. Séle el nimero de operaciones elementales
importara en el analisis, y no el tiempo exacto requerido por cada una de ellas, por lo que diremos
que las operaciones elementales se pueden ejecutar a coste unitario,
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