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INTRODUCCION

Este trabajo tiene como objetivo principal proporcionar un panorama sobre [a teoria
de conglomerados en cuanto a su metodologia de agrupamiento y sus medidas de
proximidad, asi como mostrar algunas técnicas grificas y métodos que puedan ayudar al
anilisis exploratorio de los datos que muchas veces es omitido porque no se conoce o
porque no se les da {a importancia que tiene.

Dentre del Analisis de Conglomerados se maneja el concepto de clasificacion, lo
primero que viene a la mente con esta palabra es agrupar objetos de acuerdo a un criterio
que definamos. Un ejemplo muy simple de clasificacion, es cuando a las personas se les
puede agrupar de acuerdo a su nivel econdmico en diferentes grupos, como en clase baja,
clase media y clase alta, o pueden ser clasificados respecto al consume anual de alcohol: en
bajo, medio y alto. Un esquema de clasificacion puede representar simplemente un método
conveniente para organizar un conjunto de datos para que el manejo de la informacion sea
més eficiente, El punto importante que sugieren estos ejemplos es que la clasificacién es
una division de objetos en grupos basados en un conjunto de reglas.

El hombre siempre ha sido capaz de reconocer que muchos objetos comparien
ciertas propiedades, en un sentido mas amplio, 1a clasificacion es necesaria para el
desarrollo del lenguaje que consiste en palabras que ayudan a reconocer los diferentes tipos
de eventos, objetos y personas que nos encontramos a nuestre paso, cada nombre en un
lenguaje, por ejemplo, es una etiqueta que describe una clase de cosas las cuales tienen
caracteristicas en comin, asi los animales son llamados perros, gatos, vacas, estos nombres
retinen individuos en grupos. La clasificacion ademds de ser una actividad humana, s
fundamental en las ramas de las ciencias. En Biologia, la clasificacién de organismos ha
sido una gran preocupacion desde las primeras investigaciones bioldgicas. Aristoteles
construyd un sistema para clasificar a las especies del reino animal dividiéndolos en
vertebrados e invertebrados. La clasificacion de los elementos en la tabla penddica
producida por Mendeleyev en los 1860°s, ha tenido un profundo impacto en el
entendimiento de la estructura del Atomo. La clasificacién de estrellas en enanas y gigantes
basadas en la grafica de temperatura contra luminosidad de Herstprung-Russell ha afectado
fuertemente las teorias de la evolucidn estelar.

El concepto de clasificacion es fundamental en una técnica multivariada llamada
Analisis de Conglomerados, de manera formal el proposito que tienc esta técnica es
agrupar un conjunto de objetos (individuos, puntos, unidades), tomando en cuenta las
caracteristicas (variables, atributos, medidas) que poseen; a cada conjunto se le denomina
conglomerado y cada objeto que hay dentro del conglomerado tiene un alto grade de
asociacion natural, es decir los elementos son muy similares entre si de acuerdo a sus
caracteristicas. Los conglomerados resultantes deben mostrar homogeneidad  dentro de
ellos y heterogeneidad entre ellos. Por lo que cuando los conglomerados se representan
graficamente los objetos dentro de ellos estardn muy proximos entre si y los distintos
grupos alejados. Por otro lado, hay un criterio predeterminado de seleccidn para decidir
que objeto entra a que conglomerado.
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En nuestros dias el Andlisis de Conglomerados es aplicado en muchas areas: en las
Ciencias de la Vida, como Biologia, Botanica, Zoologia, Ecologia y Paleontologia; en las
Ciencias Sociales y del Comportamiento, como Psicologia, Sociologia, Criminologia,
Antropologia, Lingiiistica y Arqueologia, en las Ciencias de la Tierra, como Geologia,
Geografia, Estudios regionales y Ciencias del suelo; en la Medicina, como Psiquiatria,
Citologia y Diagnostico clinico; en la Ingenieria, como Inteligencia Artificial,
Reconocimiento de patrones y Sistemas; en las Ciencias Politicas y de la Informacidn,
como Investigacion de Operaciones, Ciencias Politicas, Economia, Investigacion de
Mercados y Recuperacién de la Informacién. Debida a la diversidad de aplicaciones, el
Analisis de Conglomerados tiene una variedad de nombres, se le denomina también analisis
Q ( en Psicologia), construccién de tipologia, andlisis de clasificacton, clasificacién
automdtica, analisis tipoldgico y taxonomia niimerica (en Biologia) entre otros.

A continuacidn se citan algunos ejemplos donde se especifica el uso del Analisis de
Conglomerados que le han dado algunos investigadores:

En psiquiatria se puede utilizar para definir categorias de diagnéstice; Pilowsky et
al (1969) agruparon 200 pacientes basindose en respuestas sobre la depresion, y
conjuntando esta informacién con datos sobre su estado mental, sexo, longitud de su
enfermedad y edad; de esta manera uno de los conglomerados resultantes estaba
conformadoe con pacientes con depresién endbgena. Otro de los usos en ésta rama fué
encontrar una clasificacién de individuos que habian intentado suicidarse; Paykel y
Rassaby (1978), estudiaron 236 intentos de suicidios que llegaban a los principales
servicios de emergencias, se basaron en 14  variables que fueron consideradas las mas
relevantes como la edad, el nimero de intentos de suicidios anteriores, la severidad de la
depresion y hostilidad, y un nimero de caracteristicas demograficas; se aplicaron algunas
técnicas del Analisis de Conglomerados a los datos y se obtuvieron tres grupos con las
siguientes caracteristicas: dentro del primer grupo estaban los individuos que tomaban
sobredosis, en general demostraban menor probabilidad a vivir, tenian menor nimero de
trastornos psiquiatricos y una mayor evidencia a la motivacién interpersonal que a la
destruccién a si mismos. En el segundo grupo se encontraban los individuos con intentos de
suicidio mas severos, con una mayor motivacién de destruccion y el uso de métodos de
violencia mas que la sobredosis; y en el tercer grupo estaban los individuos que tenian una
historia previa de intentos de suicidio, ademds de que su intento de suicidio mds reciente
habia sido relativamente apacible y tenian un comportamiento demasiado hostil.

En Medicina, Wastell y Gray (1987} utilizaron el Anélisis de Conglomerados para
clasificar a pacientes con sindrome de disfuncion del dolor temporomandibular,
clasificando el dolor facial de acuerdo a su distribucion espacial, con la finalidad de que
esta clasificacion pudiera ser util en la identificacion de las distintas etapas de la
enfermedad, lo cual ayudaria a definir tratamientos mas directos.

En la Investigacién de Mercados; Green et al (1967) agruparon un conjunto de
ciudades en 88 grupos, basdndose en 14 caracteristicas, como fue el tamaiio de la ciudad, la
circulacién del periddico y el ingreso per capita entre otras, de tal manera qQue las ciudades
dentro de cada grupo eran muy similares entre si, posteriormente se eligid una ciudad de
cada grupo de la cuél se obtendrian las pruebas de mercado.
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En la Educacion, Aitkin, Anderson y Hinde (1981) agruparon a profesores en
distintos estilos con respecto algunas variables binarias a través de ciertas preguntas como:
¢ los alumnos tienen alguna preferencia en donde sentarse?, ; se utiliza alguna tabla para
organizar el trabajo ?, ; se rezlizan exdmenes finales 7, ; se dan reconocimientos a los
alumnos que realizan mejor su trabajo ?; de acuerdo a las respuestas dadas se describieron
dos estilos de ensefianza: la ‘formal’ y la ‘informal’,

El Andlisis de Conglomerados se puede considerar como descriptivo; se utiliza
fundamentalmente como una técnica de exploracién. Los objetivos que persigue el Andlisis
de Conglomerados son la: exploracion de datos, reduccién de datos, generacion de hipdtesis
y prediccién basados en grupos

Hay muchos problemas practicos que involucran al Analisis de Conglomerados, los
resultados de tal analisis dependeran de las consideraciones que se tomen: como la eleccién
del método de agrupacién a utilizar, las variables que serdn medidas y cuales son
consideradas importantes. La adicién o eliminacién de variables relevantes puede tener un
impacto fuerte en la solucion resultante, por lo que el investigador debe de tener sumo
cuidado en evaluar el impacto de cada decision implicada en el desarrollo de un Andlisis de
Conglomerados. En el Anilisis de Conglomerados no hay un camino completamente
satisfactorio para definir los conglomerados, generalmente se tiene una idea intuitiva.

La mayoria de las veces cuando se aplican técnicas multivariadas se inicia
directamente con la aplicacion de alpuna de ellas sin conocer previamente los datos, el
realizar un andlisis previo de estos, permite conocer su comportamiento y detectar
observaciones que puedan alterar el conjunto de datos; es por ello que el capitulo uno da a
conocer algunas técnicas graficas mas usuales en el andlisis exploratorio, asi como posibles
problemas que se puedan encontrar dentro de los datos como es el caso de observaciones
atipicas y ausentes, y sus soluciones alternativas. Asimismo también se dan a conocer los
supuestos que debe de cumplir tas técnicas multivariadas, en particular en el Andlisis de
Conglomerados. Por otro lade, es importante conocer que medidas son las que permiten
saber cuales objetos son semejantes o similares y cuales no, y de esta manera poder iniciar
la formacion de grupos, es por ello que el capitulo dos introduce estas medidas llamadas
proximidades, que permiten medir la cercania o lejania de los objetos, y que son divididas
en disimilaridades, distancias y similaridades, y pueden ser usadas tanto en datos
cuantitativos como cualitativos. También es necesario tener una metodologia en donde se
apliquen estas medidas de proximidad, por lo que el capitulo tres da una amplia
explicacién de los diferentes métodos que permitan agrupar a los objetos y son la base
primordial del Analisis de Conglomerados, los cuales se dividen en jerdrquicos y no
jerdrquicos, y donde a su vez los primeros son divididos en aglomerativos y divisivos.
También se dan conocer alpunas técnicas que permiten elegir el nimero 6ptimo de
conglomerados y las propiedades y problemas de algunas técnicas jerirquicas
aglomerativas. Por otro lado, existen algunos métodos multivariados como es el
escalamiento multidimensional y el Analisis de Componentes Principales que pueden
auxiliar al Ardlisis de Conglomerados; por esta razon en este capitulo se da una breve
explicacién del segundo y como se puede utilizar dentro de nuestro tema de interés. En el
capitulo cuatro se utilizan los datos iris de Fisher donde se ejemplifican algunas técnicas
grificas bivariadas y multivariadas, y algunos métedos de agrupacién jerdrquicos y no



jerarquicos utilizando afguna medida de proximidad. También se realiza un Analisis de
Conglomerados con el Anélisis de Componentes Principales. Y finalmente, en dan las
conclusiones generales y algunas recomendaciones.



CAPITULO 1

ANALISIS PREVIO DE LOS DATOS
INTRODUCCION

El andlisis de los datos es un paso importante y necesario, que generalmente lleva
tiempo y que es descuidado por los analistas, uno de los problemas a los que se enfrentan es
como evaluar y solucionar los problemas en el disefio de la investigacion y en la
recoleccion de los datos. El andlisis de los datos nos permite identificar fas tendencias en
tos datos y observaciones atipicas, revelar la formacion de grupos y realizar comparaciones
entre ellos asi como establecer asociaciones entre variables. La exploracion de los datos nos
puede servir como guia para elegir después supuestos y modelos que puedan describir el
conjunto de datos. El obtener resiimenes tanto estadisticos como grificos complementan
una interpretacion de los resultados y por tanto una buena toma de decisiones.

En este capitulo se presentan técnicas graficas univariadas, bivariadas y
multivariadas para el andlisis de las vanables. También se¢ muestran los procesos de
evaluacion para entender el impacto que puedan tener los datos ausentes sobre el anilisis, y
las posibles alternativas para el tratamiento de ellos; también la utilizacidn de técnicas que
mejor se ajustan para la identificacion de datos atipicos. Por otro lado, también se muestran
los supuestos que deben de cumplir las técnicas multivariadas y en particular el supuesto de
multicolineatidad que es el inico que se aplica al Anilisis de Conglomerados.

1.1 METODOS GRAFICOS UNIVARIADOS

El punto de partida para entender la naturaleza de las variables es caracterizar la
forma de su distribucién, esto es, a través de la frecuencia con que ocurren los valores que
toman esas variables, por lo que el uso de tablas de frecuencia permiten visualizar la
manera en que se distribuye el conjunto de datos, las tablas de frecuencia (distribuciones de
frecuencias) contienen frecuencias absolutas (fi) y relativas (pi), las primeras representan el
nimerc de veces en que se observd una variable y las segundas es el cociente de la
frecuencia absoluta entre el nimero total de observaciones. La suma de las frecuencias
absolutas debe ser igual al niimero de observaciones y la suma de las frecuencias relativas
debe ser igual a uno.

Los métodos graficos permiten describir caracteristicas presentes de un conjunto de
datos, ayudan a confirmar supuestos y pueden sugerir acciones correctivas.

Para las variables cualitativas existen dos tipos de métodos graficos: el diagrama
pie y el diagrama de barras. El primero compara las partes que componen una entidad con
la entidad completa, expresandolas como porcentajes. Estos diagramas se construyen
caleulando el dngulo al que cotresponde proporcionalmente la frecuencia relativa de la
categoria a los 360 grados del circulo, esto es: Angulo de la porcién del circulo = 360 x
pi. El diagrama de barras representa graficamente a las frecuencias relativas, el eje vertical



denota las frecuencias y el horizontal contiene las categorias de la variable, encima de cada
categoria se alza una barra cuya altura es igual a la frecuencia relativa observada en ¢sa
categoria, el ancho de las barras debe ser el mismo y las barras deben encontrarse
espaciadas entre si.

Para las variables cuantitativas, se busca caracterizar la vaniabilidad presente en la
poblacién estadistica a través de su distribucidn de frecuencias, los métodos graficos que
se utilizan son: el diagrama de punto y el diagrama de talio y hoja. £n ef diagrama de punto
se muestra el nimero de veces en que se presenta cada medicion dentro del conjunto de
datos, la construccion de estos diagramas se lleva a cabo colocando en el eje horizontal las
diferentes observaciones de la vanable y sobre cada valor se anotan tantos puntos como
veces se repiten estos valores. En este diagrama se pueden observar ciertas caracteristicas
que se presentan en los datos como son las observaciones atipicas, que son valores muy
grandes o pequefios respecto al conjunto de datos; los huecos que son grandes espacios
enire ef conjunte de puntos; y la distribucion que son los valores frecuentes. £ diggrama
de tallo y hgja combina un método grifico y otro de ordenacion, este diagrama se forma
con el (los) primer (os) digito (s) del dato, mientras que la hoja se forma con los digitos
restantes, este tipo de diagrama nos permite detectar que tan alejados se encuentran los
datos entre si y alrededor de que valor se concentran, si existen datos atipicos o grupos de
ellos y si existe simetria en la manera en que se distribuyen. Para la construccién de este
diagrama se elige un par de digitos subyacentes para dividir los valores, se escriben los
digitos del tallo de manera vertical y se les separa con una linea vertical de las hojas que se
escriben en una secuencia de nitmeros enteros y por fltimo se ordenan las hojas de manera
creciente. La construccion de la distribucion de frecuencias para las variables discretas es lo
mismo que para las cualitativas, solo que las categorias son los valores discretos que toma
la variable, se les [lamaran clases en lugar de categorias.

Kl Histograma es la representacion mas 0til para la distribucién de frecuencia de
datos continuos. Para las variables continuas se puede dar el caso de que ningin valor s¢
repita, por lo que es necesario construir rangos o intervalos para clasificar a las
observaciones; e! procedimiento para formar los rangos consiste en determinar ¢l méximo
y el minimo valor observado y sacar su diferencia (amplitud), este valor se divide en sub
intervalos (intervalos de clase), este resultado indica la longitud del intervalo de clase que
debe ser ]a misma para todas las que se formen, el namero de clases se determina de forma
arbitraria, aunque lo recomendable es emplear entre 5 y 20. El limite inferior del intervalo
de clase debe ser menor al minimo valor observado, el siguiente limite inferior se obtiene la
sumarle la longitud que se obtuvo anteriormente. Ya formados todos los intervalos se
efectiia el conteo del mimero de observacienes cuyos valores pertenecen a cada uno de ellos
y se calculan las frecuencias absolutas y relativas. La tabla de frecuencias para las variables
continuas incluye la frecuencia absoluta acumulada y la frecuencia relativa acumulada, la
frecuencia absoluta acumulada para un intervalo dado se calcula sumando todas las
frecuencias absolutas de intervalos anteriores a él, mas la frecuencia absoluta que le
corresponde. Esta misma s¢ puede presentar en forma de proporcion solamente
dividiéndola entre el namero total de observaciones, a la cual se le designard frecuencia
relativa acumutada. E] histograma es una grifica de barras en la que el ancho de éstas es la
longitud de los intervalos de clase y la altura es igual a la frecuencia observada. Desde el
punto de vista visual no hay diferencia si se grafica la frecuencia relativa en lugar de la



absoluta. En este tipo de grificas se puede ver dénde se concentran las observaciones y que
tan dispersos estan (forma de la distribucion).

Ejemplo:
A los alumnos de la clase de estadistica se les promediaron las tarcas,

participaciones y examenes obteniendo ias siguientes calificaciones: 4.8, 5.0, 5.6, 6.0, 6.2,
64,66,66 68 69,7.0,70,7.1,72,75,78,79,80,82,84,85,88,89,92,93,95,

9.7, 10.0. se construira la tabla de frecuencias agrupandolos en 6 intervalos de clase.

Clase Intervalos de Frecuencia Frecuencia Frecuencia Frecuencia
clase absoluta relativa absoluta relativa

acurnulada acumulada
1 {(45,54) 2 2/28 =0.07 2 0.07
2 {(5.5,64) 4 4/28=0.14 6 0.21
3 (65,74) 8 8/28 =0.29 14 0.50
4 (7.5,84) 6 6/28=0.21 20 0.71
5 (85,94) 5 5/28=0.18 25 (.89
6 (9.5, +) 3 3/28=0.11 28 1.00

n=28 1

Fuente: Cdleulos propios
Tabla de frecuencias

Tabla 1.1

Frecuencias relativas

Calificaciones de la clase de Estadistica
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Una variante del histograma es el poligono de frecuencias se construye uniendo los
puntos medios de la parte superior de las barras del histograma y se cierran los extremos
con el eje horizontal, esto puede ser dtil para visualizar el perfil de la distribucion de
frecuencias.

También existe otra grafica que es el diagrama de caja y brazos que involucra
medidas de tendencia central y medidas de dispersion; este diagrama resulta ser muy il
cuando se desea comparar dos o mas conjuntos de datos, ademas se emplea para analizar y
presentar las caracteristicas mas imporiantes de un conjunto de observaciones como €s la
simetria, localizacion, dispersion y observaciones atipicas. Su forma es la siguiente:

Minimo Miximo
Escala
— T3 0o e
Q1 M(mediana) Q3  observaciones observaciones
moderadas extremas
cuartiles

Diagrama de caja y brazos
Grdfica 1.2

En donde la longitud de la caja es la distancia entre el primero y tercer cuartil
{rango intercuartil), la linea dentro de la caja es la mediana, si esta cae cerca del final de la
caja, se indica la presencia de asimetria, cuanto es mayor la caja, mayor es la extension de
las observaciones. El diagrama de caja es muy util para comparar varios lotes de datos
univariados cuando se grafican paralelamente, sin embargo es util analizarlo de manera
conjunta con el diagrama de tallo y hojas ¢ un histograma para no incurrir en falsas
interpretaciones.

1.2 ANALISIS ENTRE VARIABLES

La relacidon entre las variables se puede obtener calculando el coeficiente de
correlacién (ver expresidn matemdtica en el apéndice), el cual nos indica el grado de
asociacion que tienen las variables que se estin comparando. Los valores que puede tomar
este coeficiente estan enire cero y uno. Cuando toma valores cercanos a uno se dice que las
variables tienen un alto grado de asociacién. Por otro lado, el método que se utiliza para
representar dicha asociacién es la grafica de dispersidn, que es una grafica de puntos
basados en dos variables, las cuales representan los comrespondientes valeres conjuntos de
esas variables. Cuando los puntos se cncuentran alrededor de una linea, se dice que tencmos
una relacion lineal de correlacion, ademas el coeficiente de correlacion nos daria un ntimero



alto, cuando los puntos son curvados indica una relacién no lineal, y cuando no existen
patrones, es decir cuando sélo existe un conjunto de puntos aleatorios, indica que no hay
relacion alguna. Este tipo de diagramas puede dar evidencia de patrones o estructuras en los
datos, en particular la presencia de conglomerados. La expresion para calcular el
coeficiente de correlacion de una poblacion y de una muestra se encuentra en el apéndice.

A continuacion se mostrara la grafica de dispersion con datos relacionados a 22
marcas de carros con las siguientes caracteristicas: aceleracién (aceler), millas por galon
(millaje), indice de amrendamiento de camino (manejo) frenado de 80 millas por hora
(frenado).

Precio Aceleracion Frenado Manejado Millaje
Acura -0,521072363 0477252671  -0,008571039 0381619066 2078753555
Audi 0865652474 0,208023216 0,31869537 -0,091373579 0677061608
BMW 0495859184  .0,801539742  0,192202878  -0,091373579  -0,153805564
Buick -0613520685 1688740221 0,933087475 -0,20962174  .0,153805564
Corvetle 1,235445763 -1,8111127 -0,434470651 0972853872  -0,677061608
Chryster 0613520885 0073423488 0427117508 -0,20982174  -0,153805564
Dodge -0,705965008  -0,195795968  0,4861328574 0145122743 -0,153805564
Eagle 0613520685 1217605173  -4,198893635 020062174  -0.677061608
Ford -0,705069008  -1,541893245 0887288543 0145122742 .1,723573695
Honda -0,42662404 0,405947807  -0,006571038  0,026874382  0,369450479
sty -0,79841733 0,4099476807  -0,060782107  -4,2300589224  1,067125204
Mazda 0126085894 0679167263  -0133063531 0490867227  -1,723573695
Mercedes 1,050549118  0,005118624  0,119921454  0,091373579  -0,153805564
Mitsubichi 0613520685  -1,003454334 0083780742  0,381619066  0,716267842
Nissan -0,42662404 0,073423488  -000657103¢  0,263370905  0.997357732
Olds -0,613520685  -0,734234878 0,40904715 0,381619066 2113637291
Portiac -0613520685 0679167263 0535530642  0,145122743  0,195031798
Porsche 3,454205501  -2,214941883  -D,206696733  0,618115388  -1.02589897
Saab 0588307506 0679167263  0.246413046 0263370905 0020813117
Toyota -0,058830751  1,217606173 0,22834359 073536355  -0.851480289
ww -0,705065008  -0,128451104  0,10M851098 0381819066  0,1950217598
Volvo 0218514217  0,611862399 0,13799181 -0,20962174  0,368450479

Fuente: Paquete Statistica
Datos de marcas de carros
Tabla 1.2




Gréfica de Dispersion
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Fuente: Tabla 1.2
Grdfica de Dispersidn
Grdfica 1.3

1.3 METODOS GRAFICOS MULTIVARIADOS

Hasta ahora los métodos graficos mencionados han sido fitiles para datos con una o
dos variables, pero cuando se desea comparar observaciones caracterizadas por la presencia
de mas de dos variables, s¢ necesita un medio para representar una observacién
multivariada. Algunas graficas utilizadas para representar este tipo de observaciones son:
los glyphs o metroglyps, las estrellas, los perfiles multivariados, las caras de Chernoff y las
Series de Fourier.

Anderson (1960) desarrolld una técnica para presentar los datos sobre un vector de
dimension p usando los glyps y metroglyps. Un glyp es un circulo de radio fijo con p rayas
igualmente espaciadas emanando desde el centro del circulo, y donde cada raya
corresponde a los valores de las variables. Una variacion de los glyps son fas estrellas o
poligonos. En este tipo de iconos se representa el valor de cada variable a lo largo de cada
radio o raya que van desde el centro hacia e} exterior del circulo y el final de las rayas es
conectado con lineas rectas para formar la estrella o el poligono.



Diagrama de Estreftas
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Fuente: Tabla 1.2
Diagrama de Estrellas
Grdfica 1.4

Cada estrelia representa una observacién multivariada con sus p variables y pueden
ser agrupadas de acuerdo a sus similitudes. Otra representacion grafica son fos perfiles y los
diagramas de barras donde cada bamra vertical corresponde a un valor de la variable cuya
altura es proporcional al wvalor que toma la variable. Algumas veces el perfil es
esquematizado por una linca poligonal mas que barras.






Las caras de Chernoff (1973) es una forma nueva para representar los datos
multivariados, hoy en dia se ha convertido en una herramienta muy itil en el andlisis
exploratorio de los datos con aplicaciones en conglomerades y deteccion de datos atipicos,
Chernoff, originalmente tomo en cuenta hasta 18 dimensiones en un vector, donde cada
valor de la variable se asociaba con cada uno de los 18 rasgos faciales. Sin embargo,
Bruckner (1978) realizd un programa que generaba caras con 6 rasgos faciales: cabeza,
boca, nariz, ojos, cejas y orejas. La creacion de una cara empieza asignando upa variable a
un rasgo facial y ia asignacién puede ser de manera aleatoria o designada.

Caras de Chermoff

SACH

D@

EED

Fuente: Tabla 1.2
Caras de Chernoff
Grdfica 1.7

Por wltimo, las series de Fourier propuestas por Andrew (1972} representan un
vector de p dimensiones con medidas x'= (x1,x3,..., %) a través de la siguiente funcion:

Byl
J(1) = ==+ x2sent + x1c081 + x45en2 + XsCOS2U + .., r<t<n

N

Esto significa que los valores de las variables llegan a ser los coeficientes en una
expresion cuyo grafico es una funcién periédica. Las gréficas que representan las series de
Fourier son curvas que se¢ pueden agrupar visualmente. Estas graficas permiten la



identificacion de datos atipicos, de conglomerados o agrupaciones y otras caracteristicas
interesantes de los datos.

Algunas graficas de Andrew para el mismo conjunto de observaciones se pueden construir
permutando las variables y recalculando las funciones f(r). Por otro lado, Embrechis y
Herzberg {1991) sugirieron que las curvas de Andrew fueran calculadas sobre los datos
estandarizados {con media cero y desviacion estandar de uno), esto es para evitar que los
valores de las variables grandes en x disfracen de manera visual el efecto de otras variables
en las funciones graficadas.

Cabe mencionar que las representaciones mencionadas anteriormente se pueden
obtener con programas estadisticos. Por otro lade, también existen los arboles donde cada
variable esta representada por la longitud de una rama.

1.4 VALORES FALTANTES O AUSENTES Y ALGUNAS ALTERNATIVAS

Antes de que el analista pueda encontrar una solucién para la ausencia de datos o
valores, debe diagnosticar su ausencia. Cuando los procesos de ausencia de datos son
desconocidos, el analista se puede plantear preguntas sobre si los datos ausentes estin
distribuidos aleatoriamente entre las observaciones y en que medida son relevantes. El
impacto de los datos ausentes puede ser perjudicial, no sélo por sus potenciales sesgos smo
también por su efecto en el tamafio de la muestra. Si no se aplican soluciones para la
ausencia de datos, no se debe incluir ninguna observacién con valores faltantes para
cualquiera de las variables. Por otro lado, ¢l analista debe buscar observacioncs adicionales
o encontrar una solucidn para la ausencia de datos en la muestra original.

Las causas que originan la ausencia de datos son los errores en la introduccién de
los datos o fallas al completar el cuestionario, o bien, la accién por parte del encuestado,
rehusarse a contestar. En estas situaciones, se tiene poco control en el procese de ausencia
de datos, pero si las observaciones ausentes son de caricter aleatorio s¢ pueden aplicar
ciertas soluciones. Una forma de diagnosticar si las observaciones ausenies son aleatorios,
consiste en formar dos grupos para valorar una sola variable, uno con cbservaciones que
tengan datos ausentes y el otro con valores vélidos para esa variable, se aplican test para
determinar si existen diferencias significativas para otras variables de interés, si existen
patrones de diferencias significativas entonces la ausencia de datos no s aleatoria.

Un primer tratamiento consiste en utilizar solo las observaciones con datos
completos, pero es recomendable que se aplique solo si  los datos ausentes son
completamente aleatorios, en caso contrario se podrian sesgar los resultados. Por otro lado,
el utilizar datos completos se ajusta mejor cuande la muestra es suficientemente grande
para permitir la supresidn de los casos con los datos ausentes.

Un segundo tratamiento consiste en eliminar las observaciones y / o variables que
peor se¢ comportan respecto a los datos ausentes, cualquier decisién ésta basada en las
consideraciones empiricas y tedricas. Si una variable que no sea la dependiente tiene
valores ausentes y es una candidata a la eliminacién se debe de asegurar que se temgan



variables alternativas que se espera estén allamente correlacionadas, para representar la
intencién de la variable original.

El tercero es el de imputacion, que consiste en estimar los valores ausentes
basindose en los valores que son vilidos de otras vanables w observaciones, es
recomendable para variables métricas (cuantitativas). Los métodos de imputacién se
pueden clasificar en dos tipos: como el uso de teda la informacion disponible a partir de un
subconjunto de observaciones  para generalizar sobre el total, o como métodos para
estimar valores para las observaciones ausentes. El primer tipo no reemplaza las
observaciones ausentes sino que imputa las caracteristicas de distribucion (desviacién
estandar, media) y las correlaciones de otras observaciones. El segundo tipo consiste en la
sustitucién de los datos ausentes por valores estimados con informacidn existente en la
muestra, este procedimiento se puede llevar cabo mediante una sustitucion directa,
eligiendo observaciones que no estén en la muestra; o con estimaciones basadas en
relaciones entre variables calculando el valor medio para la variable que esta ausente con
todas las observaciones que tienen valores completos o bien, sustituirlo por un valor
constante que se puede obtener de fuentes externas. Estos procedimientos tienen
desventajas como el modificar la correlacion observada puesto que todos las observaciones
ausentes tendrdn un valor de correlacién constante, y el distorsionar la distribucion de los
valores.

Los Métodos para estimar valores ausenies o faltantes en el contexto de Andlisis de
Conglomerados son descritos por Dixon(1979) y Little y Rubin{1987).

1. 5 OBSERVACIONES ATIPICAS Y TRATAMIENTO

Las observaciones atipicas (outliers) son aquellas que no forman parte del conjunto
de datos, grificamente se verian alejadas de un conjunto de puntos, este tipo de
observaciones pueden influir en el analisis de los datos, ya que por poseer caracteristicas
diferentes a las demds observaciones no son representativos de la poblacion. Como se
menciono anteriormente, una de las causas que origina a las observaciones atipicas son los
errores en la entrada de los datos y su deteccidn grafica se puede hacer con el diagrama de

caja y brazos.

Para datos univariados se pueden estandarizar los valores y considerar como
atipicos las observaciones con valores estindar de 2.5 0 mayores para una muestra de 80 o
menos observaciones. Si los tamafios de muestra son mayores, los valores estindar se
deben de situar entre 3y 4.

Para datos bivariados se puede utilizar el diagrama de dispersion para analizar dos
variables  y las observaciones que caigan fucra del rango de observaciones pucden ser
consideradas como atipicos; para establecer dicho rango se puede trazar una elipse para
representar una region de confianza para una distribucién normal bivariada, Ver grafica 1.8.
Para observaciones multivariados, es decir observaciones con un conjunto de variables, se
puede utilizar una medida de distancia como la de Mahalanobis (D2).

11



Una vez que se han detectado los casos atipicos, el analista debe evaluar si
realmente estas observaciones son candidatas para ser atipicas y no caer en el error de
catalogarlas de esta manera solo porque no son consistentes con el resto de las
observaciones, Por otro lado se pueden utilizar técnicas multivariadas como el analisis
discriminante o el andlisis de regresién para identificar las diferencias entre las
observaciones atipicas y las restantes. Cuando va se identificaron las observaciones
atipicas, se tiene la opeion de eliminarias o mantenerlas, algunos estadisticos las mantienen
a menos de que sean realmente aberrantes y no sean representativos de la poblacion. Si se
opta por eliminarlas se corre ¢l riesgo de mejorar €l andlisis pero limitar su generalidad.

15 75 T 1]
——c0

Fuente: Tabla 1.2
Grdficas de Dispersidn para detectar datos atipicos
Grdfica 1.8

1.6 VERIFICACION DE SUPUESTOS EN EL ANALISIS MULTIVARIADQ

La verificacion de los supuestos en el andlisis multivariado es la iltima etapa del
andlisis de los datos, se considera que el andlisis multivariado requiere que los supuestos a
las técnicas estadisticas sean conftrastados dos veces: una para las variables aisladas y otro
para el valor teérico del modelo multivariado que actia sobre las variables a analizar, y por
tanto debe cumplir los mismos supuestos que las variables individuales. Dentro de los



supuestos que se deben analizar en las técnicas multivariadas se encuentra el supuesto de
normalidad que se relaciona a la forma de la distribucion de los datos para una sola variable
cuantitativa y su correspondencia con una distribucién normal, el supuesto de
homocedasticidad que se basa en la dispersion de la varianza de la variable dependiente a lo
largo del rango de los valores de la variable independiente, lo mismo sucede cuande las
variables independientes no son cuantitativas; el de la linealidad que representa el grado de
cambio en la variable dependiente asociado con la variable independiente y la
multicolinealidad que muestra la relacion tan estrecha que existe entre las variables. Este
fltimo supuesto es ¢l Gnico que se verifica en el Anlisis de Conglomerados porque no es
una técnica de inferencia estadistica en la que se utilizan los parametros de una muestra,
mas bien una metodologia de cuantificacién de las caracteristicas de un conjunto de
objetos.

La multicolinealidad se puede ver como si alguna variable independiente es
combinacién lineal de otras { ver apéndice A, A4) o bien, cuando alguno de los
cocficientes de correlacién simple o miltiple entre algunas variables independientes es uno,
esto es cuando algunas variables independientes estan correlacionadas entre si. En el
Analisis de Conglomerados, las variables que son multicolineales estan implicitamente
ponderadas con més fuerza. Por ejemplo, supongamos que sé esta agrupando a los
encuestados sobre 10 variables, todas son afirmaciones de actitud hacia un servicio. Cuando
se examina la multicolinealidad, se ve que existen dos conjuntos de variables, el pimero
constituido de 8 afirmaciones y e! segundo de las otras dos; si el objetivo es agrupar a los
encuestados a partir de las numero de variables (dimension) del producto(representadas
por dos grupos de variables), entonces serd un error utitizar las 10 variables iniciales. Dado
que cada variable se pondera de igual manera en el Andlisis de Conglomerados, la primera
dimensién tendrd como mucho 4 veces mas posibilidad, 8 objetos frente a dos, para afectar
a la medida de proximidad, y lo mismo ocumird con !a segunda dimensién. La
multicolinealidad actiia como un proceso de ponderacion, que es no aparente para el que lo
observa, pero que sin embargo puede afectar el analisis.



CAPITULO 2
ANALISIS DE CONGLOMERADOS

PROXIMIDADES: MEDIDAS DE SIMILARIDAD,
DISIMILARIDAD y DISTANCIA

INTRODUCCION

En este capitulo se aborda el tema de las medidas de proximidad, las cuales nos
miden la cercania de los objetos que van a ser agrupados. Inicialmente se toma la
distancia entre todos los objetos y los mis cercanos son los que entran a un primer
conglomerado o grupo, después se recalculan las distancias de éste primer grupo con
los objetos restantes y se continudn formando los grupos. Estas medidas se clasifican en
similaridades y disimilares, aunque dentro de estds Gitimas figuran las distancias. Sin
embargo antes de hablar de lo que son las medidas de proximidad, es necesario
introducir en que forma deben de estar las variables y cuales hay que elegir, ya que de
esto depende tos resultados que se obtengan en el Andlisis de Conglomerados.

2.1 ELECCION DE VARIABLES

La eleccién inicial de un conjunto particular de medidas que se utilizan para
describir a cada individuo que va a ser agrupado, constituye un marco de referencia
dentro del cual se establecen los conglomerados. La primera pregunta acerca de la
eleccion de las variables, es si son 0 no son relevantes para el tipo de clasificacién que
se estd haciendo, por ejemplo, si el objetivo es la clasificacién de los enfermos
mentales que podria ser (il para evaluar los efectos de los diferentes tratamientos, tal
vez no seria necesario incluir variables como peso, altura y otras estadisticas, ya que
esto podria originar que los conglomerados resultantes fueran simplemente hombres y

mujeres.

La siguiente pregunta que puede ser considerada es sobre cuintas variables deberian
ser medidas en cada individuo. En la mayoria de los casos, tedricamente, se considera
un nimero ilimitado de variables para ser utilizadas en la clasificacion. En la practica
muchas seran consideradas irrelevantes para el propdsito que se tiene y una restriccion
que surgird serdn las consideraciones de tiempo o econdmicas. Al igual que en la
pregunta sobre cudles variables hay que medir, no hay en general una base teorica para
determinar el nimero de variables a usar; sin embargo, el problema debe ser abordado
empiricamente. Tomando en cuenta consideraciones tedricas, conceptuales y practicas,
el investigador debe incluir aquellas que caracterizan a los objetos que se estin
agrupando. La inclusién de variables irrelevantes pueden crear atipicidades que pueden
tener un efecto significativo en los resultados por eso muy imporiante que solo se
eligan las que esten en cocordancia con el objetivo planteado.



2.2 ESTANDARIZACION

En muchas aplicaciones las variables que describen a los objetos que serdn
agrupados no estdn medidas en las mismas unidades; pueden ser variables
completamente diferentes, algunas categoricas, otras ordinales y otras en una escala de
intervalo. No es adecuado decir peso medido en libras, altura medida en pulgadas y
ansiedad estimada en una escala de cuatro puntos. Para variables en escala de intervalo,
la solucion sugerida es simplemente estandarizar cada una de ellas para unificar la
varianza anterior para algin analisis, usando las desviaciones estindar calculadas del
conjunto de individuos a ser agrupados , Fleiss y Zubin (1969) muestran que esto puede
tener una seria desventaja como diluir diferencias entre grupos sobre las variables que
son los mejores discriminadores. Otra desventaja, es que se ignoran posibles
correlaciones entre las variables.

Algunas de las alternativas cuando ias variables son de distintos tipos, es convertir
todas las variables en forma binaria antes de calcular similaridades, o aplicar andlisis
separados del mismo conjunto de objetos, donde cada andlisis comprende variables de
un solo tipo e intenta sintetizar los resultados de los distintos estudios. Otra posibilidad
es un coeficiente de similaridad que pueda incorporar informacién de los distintos tipos
de variables el cual se vera con mas detalle en lo sucesivo.

2.3 PONDERACION DE VARIABLES

Ponderar una variable significa darle mayor o menor importancia respecto a las
otras. Varios autores cuestionan la validez de este procedimiento, por ejemplo Sokal y
Sneath (1973) dicen que los pesos estdn basados en juicios intuitivos de lo que es
importante, y que estos pueden simplemente reflejar la existencia de clasificaciones de
los datos. En general esto no es lo que se requiere en una aplicacién de conglomerados.
Los métodos del Anlisis de Conglomerados se aplican a unt conjunte de datos de donde
surgirdn grupos aunque esto no siempre se puede dar porque los datos no apoyan la
formacion de grupos.

Gordon(1980) argumenta que si la informacion sobre la relevancia de las variables
no esta disponible, lo més apropiado es darles la misma ponderacién. Sin embargo
existen variables que pueden ser consideradas mas importantes para discriminar grupos
de objetos . De Sarbo et al (1984) describen un método que ademds de proporcionar
clasificaciones al conjunto de datos también da los pesos de las variables indicando su
importancia relativa para el conglomerado. El problema real de una ponderacién apriori
es que es un tanto difici! decidir como ponderar las variables en la practica.

2.4 INTRODUCCION A LAS PROXIMIDADES

El concepto de proximidad es fundamental para el Andlisis de Conglomerados. La
proximidad entre objetos es una medida de correspondencia o parecido entre objetos en
relacidn a un cierto nzmero de caracteristicas cualitativas o cuantifativas y es calculada
para todos los pares de objetos.



El punto de partida dentro del Analisis de Conglomerados es una matriz de

proximidades X' de » x p, donde hay n individuos u objetos y cada uno de los cuales
tiene valores para p variables. Los valores para el individuo / se denotan como:
Xi,%0,....Xp ¥ para €l individuo § x;1,xp,...,%, . Esta matriz de proximidades mide la
similaridad o disimilaridad entre los individuos u objetos, entonces existe una matriz de
similaridad {(S) y otra de disimilaridad (D).

Las medidas de similaridad también son ¢onocidas como coeficientes de similaridad
o de correlacion y las de disimilaridad como coeficientes de disimilaridad, distancias o
métricas, Entre mas parecidos sean los individuos, la medida de similaridad aumentara
mientras que la medida de disimiiaridad disminuird y viceversa.

EI investigador debe tomar en cuenta ciertas caracteristicas que tienen las medidas
de proximidad cuando trata de elgir alguna de ellas, Diferentes medidas de distancia o
un cambio en la escala de las variables puede lievar a diferentes soluciones . Por tanto,
es aconsejable utilizar varias medidas y comparar los resultados con pautas tedricas.
Cuando las variables estin correlacionadas, la medida mas adecuada puede ser ia
distancia de Mahalanobis, dado que se ajusta para las correlaciones y ponderaciones de
todas las variables igualmente.

2.5 MEDIDAS DE SIMILARIDAD

Las medidas de similaridad conocidas como coeficientes de asociacion, indican la
intensidad de la relacion entre dos objetos i y j . Se han propuesto coeficientes de
similaridad, dependiendo de! tipo de variables: cuantitativas, categoricas, binarias,
ordinales.

Cada i ~ ésimo individuo u objeto sera representado por un vector de observaciones
£’y = (x1,%2,...,%,) sobre las p variables. Si @ es una poblacién de objetos, se puede
definir una similaridad entre dos objetos i y j, como una funcion que mapea
pxp — R sisatisface los siguientes axiomas:

DO<rij)<lparatodoij € p
(i) =1

iy r(ijy=1siysolosi i =4
wyr(ij) = ri,0)

se denotara r(i,j} = ry

Aunque r(/.5) es la notacion general, para variables cualitativas se utilizard como
notacién las iniciales del autor que propuso la medida de similaridad.
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2.5.1 Medidas de similaridad para variables nominales o cualitativas

Los coeficientes de similaridad méas simples y comunes se utilizan en variables
dicotdmicas o binarias. Las variables dicotémicas pueden tomar solamente dos valores
como: 0 y 1, blanco o negro, hombre o mujer, verdadero o falso, etc.; aunque también
se pueden tratar como la presencia o ausencia de alguna caracteristica o atributo en dos
individuos /,j. Con este tipo de variables se puede formar una tabla de contingencia 2x2
para cada par de individuos /,f, donde cada entrada suma €l numerc de atributos que
son o no son comunes en ambos individuos (Tabla 2.1).

Objeto f
Presencia (+) Ausencia {-) Suma
p )
Objeto i resenc‘m {(+) a B a+pf
Ausencia (- ) ¥ é y+o
Suma a+y p+é g+y+p+8

Niimero de caracteristicas presentes o ausentes para dos individuos

Tabla 2.1
Donde:
@ = es el nimero de caracteristicas presentes tanto en ¢l individuo / como en el
individuo j,

3 =es el nimero de caracteristicas presentes en ¢l individuo 7 pero ausentes en
y = ¢s el numero de caracteristicas ausentes en { pero presentes en /

& = es el niimero de caracteristicas ausentes en ambos individuos
p=a+f+y+8

Muchas medidas de similaridad o coeficientes de asociacion han sido propuestas

para combinar las cantidades @, 8,7 v 8. Entre las medidas m4s usuales se encuentran:
e} coeficiente de apareamiento simple, el coeficiente de Jaccard (1908) y el coeficiente
de Czekanowski (1913). En la tabla 2.2 se presentan estas y otras combinaciones.

i} Apareamiento simple

= —atd
PSis a+fB+y+6

i) Jaccard

[ ¢ S,
i a+p+y



iii) Dice, Czekanowski y Sorenson

. S
Py =53 B+y
iv) Sokal y Sneath
_ Ha+d
S5y = Aa+8)+P+y
v) Rogers y Tanimoto
RT,] - a+d

a+d8+2(f+7y)

vi) Sokal y Sneath {medida 2)

e
552 = v aETy)

vif) Kulczynski
o=
K= g7
viii) Sokal y Sneath (medida 3)
L a+éd
53 = By

ix) Russel y Rao

=&
RRy a+f+y+45

Orras medidas dicotomicas o binarias
x) Ochiai




xi) Sokal y sneath (medida 5)

_ ad
J@+P+@+7)+(B+8)+(r+5)

585,

xif) Coeficiente de Correlacion Phi o de Pearson

- ad — fJy
P @B @t )+ (B8 + (7 +5)

Medidas o coeficientes de similaridad para datos dicotomicos

Tabla 2.2

La eleccion de un coeficiente depende de los pesos relativos que se le den a las
combinaciones positivas o presencias () y combinaciones negativas o ausencias (J);
por ejemplo el coeficiente de apareamiento simple no podria ser el adecuado cuando
existan ausencias de alguna caracteristica que tengan poco peso, o que ni lo tengan, con
respecto a las presencias; sin embargo, podria ser wtil cuando todas las variables son
nominales y sus dos alternativas tienen el mismo peso.

Por otro lado, las distintas medidas de similaridad pueden tener diferentes valores
para el mismo conjunto de datos. Estas medidas no son conjuntamente mongtonicas, lo
que significa que si todos los valores para distintos pares de individuos sobre una
medida fueran ordenadas de menor a mayor, los valores para los mismos pares tomados
por otra medida no serian concordantes con la ordenacion anterior.

Ejemplo:
Se tienen los siguientes valores para dos individuos:

123456782910

individuo1 1 0 0 0 1 1 0010
individuo2 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0

¥ para un tercero:

12345678910
individuo3 00 0 0 00 0 It 00



Los resultados obtenidos para dos de los coeficientes son:

Apareamiento simple Jacard
P85 =070 Ji2 =040
PS]; = 0.50 J|3 = 000
P83 =0.80 Jx =033

Al otrdenar los valores anteriores de manera creciente para cada coeficiente, se
tienen las siguientes series:

0.50, 0.70, 0.80 para el primer coeficiente
.00, 0.40, 0.33 para el segundo coeficiente

De acuerdo a lo anterior, la serie del segundo coeficiente no cumple la condicion de
ser creciente, por tanto los coeficientes no son conjuntamente monotdnicos.

No existe un criterio absoluto que permita decidir €l coeficiente de similaridad mas
adecuado. En la eleccion de un determinado coeficiente intervienen el tipo de datos que

se desea representar y el peso que se le quiera dar a las frecuencias a, 8,7 y &. Esto es
un problema que debe ser resuelto para cada situacion experimental concreta.

Para las variables cualitativas que toman mds de dos valores, como puede ocurrir
cuando la variable es el color de ojos, se puede mancjar de la misma manera que para
valores dicotomicos, considerando el nivel de cada variable como una variable
dicotomica sola.

La tabla de contingencia s¢ puede formar como sigue:

Objeto §
1 2 ¥ suma
1 ny ny Hy Ny
, . na n Ny N2,
Objeto i
Vv Hy ny R My,
suma g n:; N, n,

20



donde u y v son el namero de categorias para los objetos i y j respectivamente. La
entrada ny; es ¢l nimero de caracteristicas que caen en el objeto i y j. Se puede colocar
un valor de cero o uno a cada variable k dependiendo de si los objetos i y j son los
mismos sobre la variable. Los valores para todas las variables son promediados:

»
PR
fom)

Hjjm ——p——

2.5.2 Medidas de disimilaridad para variables cuantitativas

Para obtener el valor del coeficiente de correlacién entre ambos objetos 7./, se tiene
que tomar el valor de cada una de las variables de cada objeto que se esté comparando;
es decir: x;; €on x;) X CON Xp, y asi sucesivamente. Esto es:

Z(Iu: — %)X — Xp)
&

17
{Z(xr‘k - %) Z(-’-’jk - x;-)l}
k &

ry =

dondek=12,...p v ~1<r; 21

Ademés de que este coeficiente de correlacion no cumple con el axioma (1), ha sido
criticado por varios autores por las desventajas que posee, por ejemplo, sobre el
significado que se le da a X.. ( media sobre todas las variables del objeto i ), o cuando
ry = 1 no significa que x; = x;, a menos que los elementos de x; estén linealmente

relacionados a los de x;.

Aungue ha habido ciertos autores que difieren de esta opinion, la cvidencia sugiere
que las disimilaridades basadas en métricas son mejores medidas de proximidad que las
correlaciones. Cormark (1971) establecié que el uso del coeficiente de correlacién debe
ser restringido en situaciones donde las variables no son codificadas y no son medidas
comparables o numerados, este no es invariante bajo el escalamiento de las variables, o
incluso bajo alteraciones en la direccidn de codificacion de algunas variables.
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2,53 Medidas de disimilaridad para mezcla de variables

Gower(1971) propuso un coeficiente para conjuntos de datos donde hubiera
diferentes tipos de variables,

I
>
|
-
s
k=1

Ty

Aqui wg = 1, excepto cuando una comparacion no es posible, como con
abservaciones faltantes o combinaciones negativas (ausencias) de variables
dicotdmicas, en cuyo caso rix = wy = 0.

En la tabla 2.4, se presentan los valores de los coeficientes para variables
dicotomicas o variables cualitativas de dos niveles:

presencia | ausencia de variables dicdtomicas
objetoi + + - -
objetoj + - + -
Tk 1000
wa 1110

Variable cualitariva de dos niveles o estados
objetoi 1 1 2 2

objetoj 1 2 t 2
ik 1001
W 1111

Coeficientes de Similaridad de Gower

Tabla 2.3

Con variables cualitativas con mas de dos niveles (vanables multiestados), se hace
ryx = 1 si los objetos i y j concuerdan en la variable k, y ry = 0 de otra manera. En
ambos casos wi = 1
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Para una variable cuantitativawy = 1y

ik — Xk
rly*=l__lx'_m_f_|

=1-'a —x'ﬂ,{

donde Ry es ¢l rango de la variable k y x'y = ;—'* De esta manera, si se tienen
)

d\ variables cuantitativas, d, variables dicotdmicas, y di variables multiestados, se

obtiene:

dy

Z(] n].x',-k—x’jk|)+az+m3
ik = L=l
¥ (d, +(d, —82) +d;)

donde @3 y 82 son el nimero de presencias y ausencias respectivamente para las
variables dicotomicas, y mty es el nimero de combinaciones para las variables con
varias categorias (multiestados).

Si todas las variables son dicotomicas, entonces ry se reduce al coeficiente de
Jaccard. Pero si todas las variables son de dos niveles, entonces ry se reduce al

coeficiente de apareamiento simple.

2.6 MEDIDAS DE DISIMILARIDAD Y DISTANCIAS

Una medida de disimilaridad que mide la cercania de dos objetos x; y x;, es una
funcién d que mapea 7 x K7 — R y satisface los siguientes axiomas:

D d(i,j} = 0 para todo i,j € RP
iy d(i,i) =0
ity d(i,j) = d{j,i) paratodo i,j en R

Los supuestos i y v significan que d es definida positiva (ver apéndice A, A.2), ii

quiere decir que la distancia es cero si el par estd formado por elementos iguales y el
supuesto i implica que d es simétrica.
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Si una medida de disimilaridad ademas cumple con las condiciones:

W) d(i,f) < d(i,k) + d(k,/) para todo ij.k en RP
v)d(ij) = 0siysolosi i=j

se le lama métrica, el supuesto iv es la desiguatdad del triangulo y el v significa que
siempre que la distancia sea cero, los dos elementos son iguales.

Toda proximidad cumple al menos con los tres primeros supuestos. Algunas
medidas de disimilaridad no satisfacen el supuesto iv pero esto no es un requerimiento
necesario. Por otro tado, no existe alguna regla que permita decidir que medida de
disimilaridad es la 6ptima, esto depende de la naturaleza de los objetos, de las variables
y de la finalidad del andlisis. A continuacién se muestran algunas medidas de
disimilaridad.

2.6.1 Métrica de Minkowski

A partir de esta métrica se pueden obtener distintas métricas segun sea el valor de 1

P |77
dy = {ch,-;, —-xj}|j‘} parad > 1

dome]

2.6.2 Distancia Euclideana

Cuando A = 2 en la métrica de Minkowski se obtiene la distancia euclideana.

P 17z
dy = {Z(-m -Ijt)z}
r

P=(xXi,%, %) Y f = (K52, Xp)

Esta medida de disimilaridad es la mas comuin y la mas usada, cumple con los 4

axiomas y es calculada sobre los datos originales. La distancia euclideana entre dos
puntos es la longitud de la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo, puede ser
generalizada a p dimensiones aunque su representacion grafica no es posible.
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Esta distancia tiene ciertas ventajas, como por ejemplo cuando se calcula la
distancia entre dos objctos, ésta no queda afectada por la introduccion de nuevos
objetos al analisis, los cuales pueden ser observaciones aberrantes. Sin embargo las
distancias pueden ser afectadas por diferencias en escala entre las variables, es decir si
una de las variables tiene mayor variabilidad que las otras, ésta influira en el calculo de
las distancias, puede tenr un efecto considerable sobre la clasificacion de las distancias.

Ejemplo:

A tres nifios se les tomaron medidas sobre dos variables: altura (en pies} y peso (en
libras} con los siguientes resultados:

peso  altura
nitel 60 30
nifio2 65 35
nifio 3 63 4.0

Las distancias euclideanas son las siguientes: dz = 5.02, diz = 3.16 y dy = 2.06;
sin embargo, si la altura se mide en pulgadas, entonces las distancias son:
dy; =181, di3 = 12.37 y dy = 6.32, comparando ambos conjuntos de distancias se
puede ver que el nifio 1 es més cercano al niiio 2 que al nifio 3, caso contrario al primer
conjunto de distancias, el nifio 1 es mas cercano al nifio 3 que al 2; de esta manera se
puede ver que un cambio de escala en alguna de las variables tiene un efecto sobre la
posicion de las distancias.

Este problema se puede solucionar dividiendo cada variable por su rango o por su
desviacién estindard muestral. Este método removerd la dependencia de las variables;
pero tiene otros problemas como diluir las diferencias entre conglomerados con
respecto a las variables que son los mejores discriminadores. La distancia entre dos
puntos dentro de los conglomerados se incrementa con relacién a la distancia entre
conglomerados, por tanto los conglomerados son menos claros. El calculo de la
distancia euclideana supone que las variables son no correlacionadas por lo que esta
medida puede ser muy pobre; por otro lado, los efectos de escalamiento dependen
mucho de los sesgos de los datos.

Existe una variante de la distancia euclideana que es la distancia euclideana al
cuadrado, su expresion es la siguiente:

P

di =3 (xa ~ )

k=1
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2.6.3 Distancia Euclideana en forma matricial

Dada una matriz X de (nxp) con vectores renglon (1xp); x1,x',...,x',, la distancia
euclideana al cuadrado dj entre los objetos / vy j puede escribirse:

ar,f,- = -xY-x)  ij=12,...n

2.6.4 Distancia Euclideana Estandarizada

Como ya se menciond anteriormente, la distancia euclideana es sensible a las escalas
de medicién, por lo que si ésta no es comin a las p variables, es mejor utilizar una
distancia ponderada en donde los pesos reflejen la importancia de cada una de las
variables; una alternativa a esto es {a distancia euclideana estandarizada:

P
d?f- = E }lT(x,—k -x;j’)z = (Xj —Ij)JD_l(xf “Ij)

k=l VK

sf con k= 1,2,....p es la varianza de la variable x; sobre los n objetos y D es la
matriz diagonal cuyos elementos son s3.

2.6.5 Métrica City Block o de Manhattan

Se obtiene cuando A = 1 en la métrica de Minkowski:

P
dy = 3 i — ]
k=1

El nombre de city block se debe a que las ciudades americanas son construidas en un
arreglo rectangular y la distancia que se tiene que recorrer entre dos puntos es como la
expresion de arriba con p = 2. Esta métrica cumple con las 4 propiedades y tienen las
mismas carencias que la distancia euclideana.
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2.6.6 Distancia de Mahalanobis

Esta métrica D? es una extension del sistema de pesos, se utiliza para resolver 10

solo problemas de escalamiento sino también los efectos de correlacion entre las
variables.

s~ {5 )

D m = Dxm - %)

donde § = = T ha sido propuesta como una medida de distancia.

La distancia de Mahalanobis es invariante bajo transformaciones de la forma

Ym = AXxm + b, donde 4 es una matriz no singular (ver definicién en el apéndice A), sin
embargo, Hartigan comenta que la invarianza bajo transformaciones lineales parece
menos forzado que la invarianza bajo un cambio de unidades por cada variable, pero
ademas comenta que la distancia de Mahalanobis reduce la claridad de los
conglomerados incluso mis que el escalamiento de las variables para que tengan
varianza unitaria.

2.6.7 Métrica de Gower

En esta métrica ¢! escalamiento a cada variable se da a través de su rango. Considera
un promedio de los rangos estandarizados de las variables.

Pear — Xl

dy = =

M

L
P
donde Ry es el rango de la variable £.

2.6.8 Métrica de Canberra

Fue introducida por Lance y Williams. Es utilizada para variables positivas y
generalmente insensible a sesgos y a valores distantes.

__Li .lt_"xk
'f_Pk_ |k+-x;k

27



2.6.9 Distancia de Chebyschev

Esta distancia puede ser apropiada en casos donde se desea definir 2 objetos como
"diferentes™ si ellos son diferentes en alguna de las variables.

d.y = max}x,k —.xj'kl

2.7 MEDIDA ENTRE GRUPOS

También se han propuesto medidas de distancia entre grupos. Esto se puede hacer
sustituyendo medias de grupos de las p variables en la férmula de la distancia
euctideana o la de cityt block entre individuos. Por ejemplo el grupo A4 tiene un vector
medio X, = ( X41,%42,...,%45) ¥y el grupo B un vector medio o centroide ¥y = (
X5,%m,..., X5}, entonces la medida de distancia entre los dos grupos es:

7
dap = ’E(IAE - %g)?
k=i

Las medidas entre grupos deben de incorporar de una manera u otra, conocimiento
de la variacion dentro de grupos. Una posibilidad es la distancia de Mahalanobis D? la

cual toma en cuenta las corrclaciones enire las vaniables
d,-j = {X4 —XB)rW_I(.TA —X35)

donde W es una matriz de pxp de dispersiones dentro de grupos para los 2 grupos.
Cuando las correlaciones entre las variables son pequeflas, D? serd similar a la distancia
euclideana al cuadrado calculada sobre los datos estandarizados. Utilizar D? implica
que el investipador estd dispuesto a suponer que las dispersiones de las variables son
casi lo mismo ¢n ambos grupos. Cuando esto no sucede, D? es una medida inapropiada.

2.8 SIMILARIDADES A PARTIR DE DISTANCIAS

Una disimilaridad se puede obtener de una similaridad colocando oy = 1—ry,
aunque ¢, no serd una métrica a menos que ry satisfaciera el axioma /i de las medidas
de similaridad y & satisfacicra la desigualdad del triangulo.

Por ejemplo si se aplica la distancia euclideana estandarizada o la métrica de
Canberra a datos binarios 0-1, se obtiene (5 + y)/d, ¢l complemeto del coeficiente de
apareamiento ry, asi que | — ry es una métrica. De manera similar, el complemento de
los coefieicntes de Jacard y Czekanowski satisfacen la desigualdad del triangulo para
que también sean métricas.
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Es posible construir similaridades a partir de distancias, por ejemplo, con la
expresion:

=1 ;<
S T d donde 0 < ry < 1

donde ry es la simitaridad entre i y /, y 4y es la distancia correspondiente.

Sin embargo, las distancias no siempre pucden ser construidas a partir de
similaridades. Gower {1971) demostrd que esto se puede hacer solo si la matriz de
similaridad es semi definida positiva, 7 = 1 con la condicion de semi definida positiva
(ver apéndice A,A2)y con la similaridad estandarizada maxima, ademas,

d,'j = f2(1 —rg-')

tiene las propiedades de distancia.

Por otro lado, si se agrupan variables mds que objetos, entonces, la distancia
euclideana entre dos variables estandarizadas & se puede definir como:

diy = 2(1 —ru)
b2
donde ry = Z:(xm —Xe)(xi — I..-)/{E(m —-X4)? Z:(xu - X.:)z} .

Entonces se puede utilizar, dy = J2(I —ry) para transformar la medida de
similaridad ry en una distancia. Sin embargo, hay algunos problemas cuando sc usa el
coeficiente de correlacién si una o ambas variables & y / son nominales. Lance y
Williams (1968) han propuesto una solucién para esto. En las variables binarias se
pueden utilizar los valores 0 y1.
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CAPITULO 3

METODOS JERARQUICOS Y NO JERARQUICOS

INTRODUCCION

En este capitulo se hablari sobre los métodos que permiten agrupar un conjunto de
observaciones, los cuales se dividen en jérarquicos y no jeraquicos, y donde los
primeros a su vez, s¢ subdividen en aglomerativos y divisives. También se hablara
sobre algunas de las consideraciones que se deben de tomar en cuenta cuando se decide
aplicar alguna de estas técnicas, es decir, sobre el nimero optimo de conglomerados o
grupos que se tienen que elegir y sobre el método que se debe de utilizar, para lo cual
mencionaremos algunas propiedades y problemas que presentan algunos de estos
algoritmos. Y por Gltimo, se menciona como aplicar el Analisis de Componentes
principales dentro del Analisis de Conglomerados.

3.1 METODOS JERARQUICOS

Los métodos jerdrquicos consisten en la construccion de una estructura en forma de
irbol. Los datos no son particionados en un nimero particular de clases en un solo
paso. La clasificacion consiste en una seric de particiones las cuales pueden correrse
desde un solo conglomerado conteniendo a todos los individuos, a 7 conglomerados
conteniendo cada uno, un solo individuo. Existen dos tipos de procedimientos
jerarquicos para obtener conglomerados: aglomerativos y divisivos.

Una caracteristica de los procedimientos jerdrquicos es que los resultados obtenidos
en un paso previo siempre necesitan encajarse dentro de los resultados del siguiente
paso, creando un arbol.. Dado que los conglomerados se forman solo por unién de los
conglomerados existentes, cualquier miembro de un conglomerado se puede rastrear
hasta su origen por simple observacion. La representacién de este proceso se denomina
dendrograma o grifica en forma de arbol. En la grifica 3.1 los métodos aglomerativos
van de izquierda a derecha y los métodos divisivos van de derecha a izquierda.

Con tales métodos una vez hechas las divisiones o fusiones son irrevocables de
modo que que cuando un algoritmo aglomerativo ha unido dos individuos ellos no
pueden subsequentemente ser separados y cuando un algoritmo divisivo ha hecho una
divisién, ésta no puede ser reunida nuevamente. Como dicen Kaufman y Rousseuw
{1990): un método jerdrquico tiene el defecto de que nunca puede reparar lo que fué
hecho en pasos anteriores. Todas ias técnicas jerarquicas aglomerativas reducen los
datos a un solo conglomerado conteniendo todos los individuos y las técnicas divisivas
dividiran a! conjunto de datos entero en n grupos conteniendo cada uno un solo
individuo.
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Aglomerativos

v

Divisivos
Ejemplo de un dendrograma

Grdfica 3.1

3.1.1 METODOS AGLOMERATIVOS

Los métodos aglomerativos producen una seric de particiones de los datos, Pn, Pr1,
... P1. La primera P, consiste de n conglomerados con un solo objeto, la Gltima P,
consiste de un solo grupo conteniendo a los # individuos. En estos métodos, cada objeto
u observacion empieza dentro de su propio conglomerado, en etapas posteriores, los
dos conglomerados mas cercanos (o individuos} se combinan en un nuevo
conglomerado, reduciendo asi el nimero de conglomerados paso a paso. En algunos
casos un tercer individuo se une a los dos primeros en un conglomerado. En ottos, dos
grupos de individuos formados en un paso anterior pueden unirse en un nuevo
conglomerado. Eventualmente, todos los individuos se agrupan en un (nico
conglomerado. Por esta razn, los procedimientos de aglomeraci6n son denominados a
veces como métodos de construccidn.

A continuacién, se presentan los algoritmos utilizados para desamollar
conglomerados, los cuales por conveniencia serdn descritos en téminos de distancia,
Ademas se tiene un apéndice A donde se presenta el algebra de matrices como material
de apoyo.
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3.1.1.1 Liga o encadenamiento simple o vecino mas cercano

La liga simple es uno de los métodos jerdrquicos aglomerativos mds simples, la
caracteristica de este procedimiento esta basada en la distancia minima.

Si €, y €, son dos conglomerados, entonces la distancia entre ellos es la
disimilaridad mas pequefia entre un miembrode C, vy Cz :

dicyiey) = min{dy; i € Cy,j € C2} donde i yj denotan individuos u objetos

Este procedimiento consisie en encontrar los dos objetos separados por la distancia
mas corta y colocarlos en un primer conglomerado. Después se encuentra la distancia
mas corta de este conglomerado con los demas objetos, y o bien un tercer objeto se une
a los dos primeros para formar un conglomerado o se forma un nuevo conglomerado de
dos miembros. El proceso continiia hasta que todos los objetos se encuentran en un
conglomerado. La distancia entre dos conglomerados cualquicra es la distancia mas
corta desde cualquier punto en un conglomerado a cualquier punto en el otro. Dos
conglomerados se fusionan en cualquier nivel por el vinculo mas corto o mas fuerte

entre ellos,

Dado que este método junta conglomerados por la distancia mds corta entre ellos, la
técnica no puede distinguir conglomerados separados (ver grafica 3.2a). Este método,
es de los pocos que delinea conglomerados no elipsoidales. Por otro lado, el método de
la liga simple presenta el efecto de encadenamiento, que surge cuando dos
conglomerados distintos se unen por unos pocos puntos intermedios (grafica 3.2b). El
efecto de encadenamiento puede ser engaffoso si los objetos finales opuestos de la

cadena son muy parecidos.

Variable 2 Variable 2

Variable Variable 1

a b

Conglomerados del Método de la Liga Simple

Grdfica 3.2
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Ejemplo:

La siguiente matriz es una matriz de distancia donde el elemento en el / -~ ésimo
renglén y la j — ésima columna da la distancia dij entre los individuos / y /. En esta
matriz se utiliza la distancia euclideana y se denotara como £

A B C D E
00 1.0 50 6.0 8.0
1.0 0.0 30 80 70
50 30 00 40 60
60 80 40 00 20
80 70 60 20 00

>
I
mo aw»

En la primera etapa se unen los individuos 4 y B cuya distancia es la mis cercana
para formar un conglomerado; ds = 1.0 es el elemento més pequefio en Dy. Una vez

que se forma el conglomerado se calculan las distancias con este conglomerado y con
los otros individuos que no estin agrupados C, D, £. Estas son obtenidas como sigue:

diasy = min{dac,dac} = dac = 3.0
dusp = min{dap,dap} = dgp = 6.0
dune = min{dag,dpr}y = doe = 7.0

Ahora se formard una nueva matriz con estas distancias, [J; cuyas elementos son
distancias entre individuos y entre grupos:

AB C D E
AB 00 30 60 70
C 30 0.0 40 60
D 60 40 00 20
E 70 60 20 00
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En la matriz D;, ta entrada mas pequefia es dpg = 2.0, en lugar de incluir un nuevo

individuo en ¢l conglomerado que ya se habia formado, se formara un segundo
conglomerado, con los individuos [2 y £. Las distancias somn:

d(fm)c =30
doapy pry = Min{dap,dag.dep,dpey = dap = 6.0

diie = min{dep,dcg} = dep = 4.0

De aqui se puede formar una nueva matriz de distancias, D;

AB C DE

AB 00 3.0 6.0

Dy= C 30 00 40
DE 60 40 0.0

El elemento mas pequefio en D3 es dume 1o cual indica que el individuo C deberia
unirse al primer conglomerado, que contienen a los individuos A y B.

deapey (o = Min{dap, dag,dap,dpe,den, dek}y = 4.0

Entonces la matriz [, es la siguiente:

ABC DE
ABC 0 4
Dy =
DE 40

En la dltima etapa, los dos conglomerados son unidos para formar uno solo que

contenga a los 5 individuos. Las particiones que se produjeron en cada estapa son las
siguientes:
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etapa Grupos
Ps (A), (B), (C), (D), (E)
Ps (AB),(C), (D), (E)
Py (4 8),(C), (DE)
P (A BC),(DE)
Py (ABCDE)

El dendrograma que resume las etapas donde se realizan las fusiones se ilustra la
figura 3.3.

A B C D E

Dendrograma del Método de la Liga Simple

Grdfica 3.3

3.1.1.2 Liga o encadenamiento completo o Vecino més lejano

El método de la liga completa o vecino mas lejano es el opuesto al de la liga simple,
su métodologia es de la misma manera que este Ultimo, con excepcion de que el
método de la liga completa se basa en la distancia maxima.

Sean C, y C; dos conglomerados, entonces la distancia entre ellos estd definida para
ser la disimilaridad mas grande entre un miembrode C, y Cz :

dicoicy = max{dy : i € C1,j € C2} donde i y j denotan individuos u objetos
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La distancia entre grupos es ahora definida como la distancia entre los pares de
individuos mis distantes , es decir en cada etapa, la distancia entre conglomerados es
determinada por la distancia entre dos elementos, uno de cada conglomerado, que son
los mas distantes. La liga completa vincula todos los objetos de un conglomerado con el
resto, a alguna distancia maxima o por la minima similaridad.

El algoritmo aglomerativo general, nuevamente inicia encontrando la distancia mas
pequeiia en la matriz y uniendo los individuos u objetos correspondientes .

Aplicando este méiodo a la matriz [, la primera etapa es nuevamente la union de
los individuos 4 y B como en el método de la liga simple, la distancia minima es
dqp = 1. Las distancias entre este grupo vy los tres individuos restantes son las siguientes

d(AB)C = max{a’,,c,dgc} = dAC =50
d(AB)D = max{d,q_p,dap} = ng =80

dM.B)E = mﬂX{dAE,dBE} = dAE =80

De aqui se puede obtener la siguiente matriz , D -

AB C D E

AB 00 50 80 80
C 50 00 40 6.0
D 80 40 00 20
E 80 60 20 00

En la matriz D;, la entrada mas pequeiia es dpg = 2.0, entonces un segundo
conglomerado se forma con los individuos D y £. Las distancias son:

d(AB)(DE) = max{dA.D.dAE,dBD,dﬁE} = 8.0

d(pg)c = max{dgc,dﬂ;v} = dEC =60
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La matriz de distancias, D1 es:

AB C DE

AB 00 50 80
Di= C 50 0.0 60
DE 80 60 00

El elemento mas pequeiio en D1 es dse = 5.0, lo cual indica que el individuo C
deberia unirse al primer conglomerado, que contienen a los individuos 4 y 3.

diapey (pry = Max{dap,dar,dpp,dpe.dep,dce} = 8.0

Entonces, ia matriz D4 es la siguiente:

ABC DE
ABC 0 8
Dy =
DE 8§ 0

En la dltima etapa, los dos conglomerados son unidos para formar uno solo que
contenga a los 5 individuos al igual que en el método de la liga simpie.

El dendrograma correpondiente a este método se muestra en la grafica 3.4.
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A B CD E

Dendrograma  del Método de la Liga Compieta

Grdfica 3.4

El método de la liga simple y el de la liga completa fueron discutidos inicialmente

por Sneath (1957) posteriormente por Sokal y Sneath (1963). Estos métodos se parecen
al método del minimo y méximo discutidos por Jonhson (1967).

3.1.1.3 Promedio grupal o encadenamiento promedio

El criterio de este método es la distancia media. La distancia entre dos
conglomerados se define como el promedio de las distancias entre todos los pares de
individuos, uno de un conglomerado y uno del otro. Esta técnica no depende de los
valores extremos, como se hace en los métodos de la liga simple y completa, y Ia
particion se basa en todos los miembros de los conglomerados en lugar de un par (nico
de miembros extremos. El enfoque de este método tiende a combinar los
conglomerados con variaciones reducidas dentro del conglomerado.

Sean C, y (> 2 conglomerados, entonces la distancia entre ellos esta definida como
et promedio de las »;n; disimilaridades entre todos los pares, esto es:

devien = -,,,IT, PIPI

icCy jeCy
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Aplicando estc método a la matriz /)1, la primera etapa como en la liga simple y
completa es la formacién de un conglomerado conteniendo a los individuos 4 y B. Las
distancias promedio entre el conglomerado formado por A8 y los otros individuos se
muestran en la matriz Ds.

ABC D E
AB 0 47 &
4 4
D, = C 0 6
D 7 40 2
E L6 2 0

~|

Los individuos D y £ deben ser unidos para formar un nueve conglomerado. Las
nuevas distancias son las siguientes y estan dadas en la matriz D3,

dgpc = 4 (dic+dac) = 5 (5+3) =4
d =L dup+du+dm+das) =L (6+8+8+7) =22
wayon = 7 (dap +dae +dmp + BE) = 4

dipec = %(dpc+dp:c)= -5—(4+6)=5

AB C DE

AB 0 4 2
Dy= C 4 0 5
DE\ & 5 0

La distancia mas pequefia es disx = 4,entonces se forma un nuevo conglomerado
con estos individuos. las distancias son:

duscpe = %(dAD+dAE+d3D+dgE+ch+dcg)= %(6+8+8+7+4+6)= -3:_-’—9-
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La matriz Dy es:

ABC DE

0 2

p, = ABC ;
DE \ £ o

En al ultima etapa se unen los 5 individuos al igual que en tos métodos anteriores.

Como se ha visto, los tres métodos descritos anteriormente operan con una matriz de
proximidades y no necesitan accesar a los valores de las variables originales de los
individuos.

3.1.1.4 Método del Centroide

En este método la distancia entre dos conglomerados es la distancia entre sus
centroides. Los centroides de los grupos son los valores medios de las observaciones del
conglomerado. Los centroides de los conglomerados cambian, se calcula un nuevo
centroide a medida que las uniones van teniendo lugar; es decir, existe un cambio en un
centroide de un grupo, cada vez que un nuevo individuo o grupos de individuos sc
afiaden al conglomerado existente.

Con este método, una vez que los conglomerados estin formados son representados
por sus valores medios para cada variable, esto es su vector de medias o centroide, y la
distancia entre grupos es definida en términos de la distancia entre los dos vectores
medios.

Sea:

los centroides de los ny y n; miembros de C) y C, respectivamente, entonces:

dicpyicy = P(x . X2)
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donde P es una medida de proximidad como la correlacion, la distancia euclideana u

otra medida de disimilaridad. El centroide de C U Ca, la fusion de €, y C) estd dado
por ¢l promedic ponderado:

mi +mX;

X = m+n

{lustraremos la operacion de este método al siguiente conjunto de datos bivariados:

Individuo variablel variable2

A 1.0 1.0
B 1.0 2.0
C 6.0 30
D 80 2.0
E 3.0 0.0

En la matriz D), se encuentran las distancias euclideanas entre los individuos:

A B € D E

0.00 1.00 539 707 7.07
1.00 000 5.10 7.00 7.23
539 510 0.00 2.24 3.61
707 7.00 224 000 2.00
7.07 7.28 3.61 2.00 0.00

D

I
mooOmw>

La distancia 12 es la mas pequefia en la matriz D, entonces se unen los individuos
A y B para formar un grupo. Se calcula el vector medio de este grupo, (1.0, 1.5),
entonces se deduce una nueva matriz de distancia euclideana de este grupo (1,2) con los
individuos restantes.
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AB C D E

AB 0.00 522 7.02 716
522 000 224 3.6l
702 224 000 200
E 7.16 361 200 000

Dy =

En esta matriz el elemento mas pequefio es dpg = 2.0 y los individuos 4 y B se unen

para formar un segundo conglomerado y su vector medio es: (8.0,1.0). Entonces se
obtiene una nueva matriz 15 .

AB C DE

AB 000 522 702
Dy= C 522 0.00 2.83
DE 7.02 2.83 0.00

En D; la entrada mas pequefia es dppc ¥ los individuos C, D y £ se unen en un
conglomerado de tres miembros. La etapa final consiste de ta unién de los dos grupos
restantes para formar uno solo. El dendrograma se encuentra en la figura 3.5.

c E D B A
Dendrograma del Método del Centroide

Grdfica 3.5
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3.1.1.5 Método de 1a Mediana

Este método es como el método del centroide, excepto que un nuevo conglomerado
es reemplazado por el promedio no ponderado, x = -3-'2—x1 Fué introducido para
superar una deficiencia del método del centroide, esto es, que si un grupo pequefio se
une con uno mas grande, o sea si los tamafios de los 2 grupos son diferentes, el grupo
mds pequeo pierde su identidad, sus caracteristicas se pierden virtualmente, y entonces
el centroide del nuevo grupo serad muy cercano al del grupo mas grande y puede
quedarse dentro de ese grupo. La estrategia se puede hacer independientemente del
tamaiio del grupo suponiendo que los grupos que van a ser unidos son de igual tamafio,
la posicion aparente del nuevo grupo serd entonces entre los 2 grupos que van a ser
unidos. Por otra parte, si los centroides de los grupos que van hacer unidos son
representados por (f) y (7), entonces la distancia del centroide de un tercer grupo {(h) del
grupo formado por la union de (/) y (/) se situa a lo largo de la mediana del tridngulo
formado por (i), (/) y (). Par esta razén Gower (1967), quien primero sugirié la
estrategia, propuso el nombre mediana.

3.1.1.6 Método de Ward

Ward (1963) propuse un método para formar conglomerados que esta basado cn la

pérdida de informacién” que resulta de la agrupacion de individuos en conglomerados.
Esta perdida de informacién esta definida en términos de un criterio de error de las
sumas de cuadrados (ESC). En cada paso dentro del anlisis, se considera la unién de
todo posible par de conglomerados, y los dos conglomerados cuya fusién da como
tesultado un minimo incremento en "perdida de informacion™ son combinados.

Este método busca formar las particiones Pa,Pp-1,-..,F1 de tal manera que se
minimice la perdida asociada con cada agrupamiento. El proceso inicia considerando g
grupos de un solo objeto cada uno. El primer grupo sc forma por la seleccion de 2 de
esos g grupos que cuando se unen produciran el minimo dafio en el valor de ESC. Este
g — 1 conjunto de grupos se reexamina para determinar los siguientes 2 de esos g—1
grupos para unirlos mientras se minimiza el incremento en ESC. Los g grupos iniciales
son de esta manera sistematicamente reducidos de g a g~ 1 a g -2 hasta | grupo. Los
cambios en e) valor de ESC en cada estapa proporcionan una pista importante para la
determinacién de un nimero natural de agrupaciones para los g objetos. Los
procedimientos jerdrquicos no pueden conducir a un valor optimo de ESC para un
nimero especifico de grupos. Sin embargo, una solucion no optima puede ocurrir solo
en circunstancias donde el agrupamiento natural de las caracteristicas de los objetos sea
muy débil.

La pérdida de informacion esta definida por la siguiente expresion:

ESC = i(i(x,-m - -},-(ix,m)z)

m=} =] =1
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donde x;; denota el valor la caracteristica o variable para el i — ésimo individuo en el
m — ésimo conglomerado, g es el namero total de conglomerados en cada etapa y 7. €5

el nimero de individuos en el m — ésimo conglomerado.
Ejemplo:
Se ha recolectado informacion de § individuos para una sola variable, los datos se

encuentran en |a siguiente tabla.

Individuo Valor de la variable

A 2
B 5
C 9
D 10
E 15

La ESC es cero en la primera etapa, puesto que cada individuo constituye un
conglomerado. Después se consideran todos los posibles conglomerados de tamailo 2 v
s¢ combinan esos individuos que producen el £SC mds pequefio. Para este conjunto de
individuos C y D son fusionados. La siguiente etapa calcula £5C por agregar cada uno
de los individuos restantes al primer conglomerado y por formar todos los posibles
pares de los 3 individuos no agrupados. Puesto que el incremento en el £SC asociado
por agregar cada individuo restante al primer conglomerado es mas grande que el
asociado con la fusion de los individuos 4 y B, se forma un auevo conglomerado, el
cual contiene esos 2 individuos. Después el individuo £ se une al primer
coanglomerado que contiene a los individuos C y D ya que este produjé el incremento
mas pequefio en el £SC. Finalmente, los 2 conglomerados restantes son unidos, La
propuesta de Ward se puede mostrar considerando datos univariados.

En la tabla 3.1 se muestran los célculos de estas etapas y el dendrograma
correspondiente en la grafica 3.6:
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Primera etapa
A=2 =5
Segunda etapa
AB=45
AC=2435
AD=320
AE=980
BC=80

Tercera etapa
CDA=280 CDB=14
AFE=98.0 BE=60.5

Cuarta etapa

ABCD=410 ABE=108.66

Quinta etapa

Cdlculo de ESC
Tabla 3.1

45

C=

BD=125
BE =605
CD =05
CE =245
DE=18.0

CDE=28.66

ABCDE=113.2

D=10

AB=45

CDE=28.66

E=15



L1

A B C€C D E

Dendrograma del Método de Ward
Grdfica 3.6

3.1.1.7 Método de incremento en la suma de cuadrados

Wishart (1969), basado en la idea de Ward (1963) para el caso de datos univariados,
sugirié fusionar los 2 conglomerados que minimizaran /c,yc,), que ¢s el incremento en
la suma de cuadrados totales de las distancias de los respectivos centroides a fusionar
dentro delconglomerado.

Ieoen = 2 ux,-—ru’—{Z‘,ux,—xu%an.—xnl}

e UC2 ieC €y

il

2
D nallza - )2

a=al

Hin 2
= ey I =%l

En particular para los objetos i y /,

2
leyen = ¥lxi-xl* = L2
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Si iniciamos con D = [(dﬁ)] , se puede definir la “distancia” entre 2 conglomerados
por,

dicicy = Heyen

3.1.1.8 Método Flexible de Lance y William

Lance y William (1967a) mostraron que los métodos como el de la liga simple, liga
completa, y el de la liga promedio, método del centroide v ef de 1a mediana son casos
especiales de la formula para la distancia entre conglomerados C,,C; U Cs ¢

diepcwey = adicye)y + @2dcyyey + Bdcen + Yidicsxen — deswey)

Wishart demostrd que el método de incremento en la suma de cuadrados, satisfacia
también la férmula anterior, los valores de los parametros se encuentran en la tabla 3.2,
donde mg es el niimero de objetos en el conglomerado C, (g = 1,2,3).

Por otro lado, Lance y William propusieron un esquema, que satisfaciera las
condiciones: @y +az + f = 1,f < 1, y ¥ = 0 y recomendaron un valor para # negativo
y pequeiio, tal que 8 = 0.25

Lo apropiado es iniciar con D = [(d(,-)( ; ))], para que la definicion de dc,yc,) se
considere para conglomerados de un solo objeto. Esto significa que para métodos como
el de la mediana, el centroide y el método de incremento en la suma de cuadrados se
utiliza dgyy = dﬁ, y en otros como el de la liga simple, liga completa y liga promedio,
duypy = dy . La expresion 4.1 se satisface si se utiliza d} o dj, aunque en casos

posteriores, la expresion 4.1 se consideraria si se trabajara con a‘j en lugar de .

En la mayoria de los métodos se puede aplicar las similaridades en lugar de
disimilaridades, proporcionandolo necesario para que las mediciones tengan sentido.
Por ejemplo, una correlacién promedio en el método de la liga promedio es
generalmente inaceptable , ya que las correlaciones pueden ser negativas. Por otro lado,
si se utilizan las correlaciones, las propiedades geométricas del método del centroide y
de la mediana se pierden.
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En general , se puede interpretar cercania en témminos de una disimilaridad pequefia
o una similaridad grande, y todo esto es requerido intercambiando las palabras méximo
¥ minimo en los lugares apropiados. Por ejemplo, en el método de la liga simple, la
similaridad se puede expresan como:

Cieoey = ITIaX{r,-, e, je Cz} y se unen los coglomerados con la
similaridad maxima.

Parametro
a; B Y
Vecino mas cercano -;- 0 -_;.
Vecino més lejano + 0 4
Centroide o L 7 o T:i)z 0
Incremental oY ,:-j:zn:n; e +-n"23+ 7y 0
Mediana % -+ 0
Promedio grupal nlﬁ—‘m 0 0
Flexible 1+0-8) g<l 0

Pdrametros para Lance y Williams (1967)
Tabla 32

3.1.2 METODOS DIVISIVOS

Los métodos divisivos separan a los n individuos sucesivamente en agrupaciones mds
finas, el proceso de obtencién de conglomerados procede en direccidn opuesta al
método de aglomeracion. En los métodos divisivos se empieza con un gran
conglomerado que contiene todas las observaciones, En los pasos sucesivos, los objetos
que son mas diferentes se dividen y se construyen conglomerados mdas pequefios. Este
proceso contintia hasta que cada objeto es un conglomerado en si mismo.
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En estos métodos, el primer paso es dividir los # objetos en 2 grupos, esto se puede

hacer de 2™ — Imaneras; pero incluso en las computadoras con grandes capacidades
de almacenamiento se tiene que restringir el nimero de subconjuntos considerados.
Una vez que se hace la division inicial, los objetos son movidos de un conglomerado a
otro o se¢ hacen subdivisiones muy finas de los conglomerados que ya estan formados.
Lo que distingue a los métodos divisivos es: 1) como se efectua la division inicial, 2)
como los conglomerados que ya se formaroen son subdivididos.

Los métodos divisivos son de 2 tipos, monotéticos que dividen a los datos basgéndose
en una sola variable, y los politéticos donde Ias divisiones estan basadas en todas las
variables. El método divisivo politético mas factible, es el que describieron
MacNaughton-Smith et al (1964).

3.1.2.1 Métodos Potitéticos; Método de la distancia promedio "splinter ”

MacNaughton—Smith et al. propusieron un método basado en un grupo principal y

un grupo splinter.El grupo splinter se inicia dividiendo aquel objeto con la distancia
promedio mas grande con respecto a los otros # — | objetos, entonces se forman dos
grupos. Se calcula la distancia promedio de cada objeto en el grupe principal con
objetos del grupo splinter, y la distancia promedio de los objetos del grupo principal
con objetos de este mismo grupo. Si esos niimeros son todos negativos, el proceso para
o continuaria con cada grupo scparadamente; de otra manera, el objeto con el valor mas
grande positivo es trasladado al grupe splinter y el proceso repetido; en otras palabras,
significa que si la distancia del objeto al grupo splinter es menor que su distancia al
conglomerado principal, este debe ser removido y fusionarse con el grupo splinter,

Ejemplo:

Consideremos la siguiente matriz:

A B C DE

0 12 9 32 3]
12 0 9 25 27
g 9 0 23 24
32 2523 0 9
31 27 24 9 ¢

moO0Ow >
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El individuo con la distancia promedio mas grande de los individuos restantes es el
individuo £. De esta manera, la division inicial es {£} y {4,B,C,D}. En el siguiente
paso se calculan las distancias promedio para el grupo splinter y para el grupo
principal. La siguiente tabla muestran los cdlculos realizados:

Individuo Distancia promedio para Distancia promedio para Diferencia

el grupo splinter el grupo principal
A 31 17.67 -13.33
B 27 15.33 -11.67
C 24 13.67 -10.33
D 9 26.67 17.67

Puesto que la distancia promedio para el grupo splinter para el individuo D, es
menor que la distancia promedic para el grupo principal, el individuos D es separado y
fusionado con el individuo E. Entonces la composicion de los 2 conglomerados es:
{D,E}, {4,B,C}. En el proximo paso nuevamente se consideran las distancias
promedio de los individuos 4, B y C para el grupo splinter y para el grupo principal. Se
muestran los calculos a continuacion:

Individuo Distancia promedio para Distancia promedio para Diferencia

el grupo splinter el grupo principal
A 315 10.5 -210
B 260 10.5 -15.5
C 235 9.0 -14.5

Dado que todas las diferencias son negativas, no es necesario hacer mas
movimientos. El proceso iniciaria nuevamente en el sentido de que cada uno de los 2
conglomerados seria dividido separadamente. Por ¢jemplo, si agrupamos {4.8,C}, los
individuos 4 y B podrian ser unidos en un grupo y el individuo C en otro.

Este método tiene la ventaja de que los calculos que se requieren son
considerablemente menos que los que se utilizan para los métodos donde se hacen
todas las subdivisiones posibles”. Por otro lado, una particion ineficiente no puede ser
corregida en la ditima etapa, pero esto también se presenta en los métodos

aglomerativos.
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3.1.2.2 Métodos Monotéticos

Los métodos monoteticos son generalmente utilizados cuando las variables son
binarias. La divisién esta dada por los objetos que poseen una caracteristica o atributo
especifico y por los que no lo tienen. Si las divisiones de este tipo son consideradas
solamente, entonces para un conjunto de datos con p variables binarias, hay p
divisiones del conjunto inicial, p— 1 divisiones en cada uno de los 2 subconjuntos
formados, y asi sucesivamente. Asi para cada par de atributos, k y / se puede construtr
una tabla de 2x2 de presencias y ausencias como la tabla 2.1 del capitulo 2, pero basada
en 2 variables mas que en 2 objetos y calcular la estadistica /i -cuadrada para una tabla
de contingencia de 2x2.

n(ad — By)?

M s Ba+ 7B+ 8y +0)

Por ejemplo la division podria ser sobre la variable , la cual hace Z x}; un
kel
miximo. Cada divisién se puede localizar en un nivel jerarquico preciso sobre un arbol
de division de acuerdo al valor max sz. Otros criterios propuestos son:

max 3, 7%
max E|a6 - B7|

max ) _(ad — fr)?
Ejemplo:

Consideremos el siguiente conjunto de datos para 5 individuos con 3 variables
binarias:

variable
individuo 1 2 3
A 0 i 1
B 1 i 0
C 1 1
D 1 1 0
E 0 0 1
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Los resultados de estadisticas ji — cuadrada para cada par de variables son:

x%l = 187, 1%3 = 222, I%; =0.83
X%z +.1'%3 = 4.09
X%Z +x%3 = 2.70

x% +xd = 3.05

Utilizando el criterio max le, la primera divisién de los datos en 2 subconjuntos,

en individuos que poseen la variable ! y los que no la tienen es:
(B8,C.D)y (4,E)

Estos métodos se han utilizado amplamente en estudios de ecologia (Lambert y
William (1962,1966) y Pielou (1969))

Las técnicas jerdrquicas son utilizadas en muchos campos en los cuales las
estructuras jerrquicas no son las mas apropiadas, y la légica de su uso en esas areas
necesita un sumo cuidado. El peligro de imponer un esquema jerdrquico sobre datos
que no son esencialmente jerarquicos es claro.

Dentro de los métodos jerdrquicos, los métodos aglomerativos son los mas
utilizados. Entre estos se encuentra el método de Ward, el de la liga promedio, y el de
1a liga completa, aunque los resultados no son claros, y muchas iteraciones del método
y el tipo de datos parece existir.

3.2 METODOS NO JERARQUICOS O PARTITIVOS

En los procedimientos no jerdrquicos en lugar de implicar procesos de
construcciones de drboles (dendrogramas), se asignan los objetos a conglomerados una
vez que el nimero de conglomerados a formar es especificado y conocido. En este tipo
de técnicas se produce una particién de los objetos para un nimero particular de grupos
a través de la maximizacién o minimizacién de algun criterio.
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Las técnicas no jerdrquicas estan basadas en :1) como se inician los conglomerados y

como deben ser colocados los objetos en cada uno de elios, 2) como son reasignados
algunos o todos los objetos que ya estaban agrupados en otros conglomerados porque
tal vez su asignacion inicial fue realmente inadecuada.

321 Iniciacidén de los métodos no jerdrquicos

El primer paso consiste en seleccionar g puntos en un espacio de p dimensiones
como centros para iniciar la formacién de los conglomerados. Existen varias técnicas
para elegir los centros de los conglomerados, es decir, elegir los g primeros puntos.
Esto puede ser seleccionando g puntos aleatoriamente (Ball y Hall [1965]);
regularmente espaciados (Beale [1969a,b]}, mutuamente lejanos (Thorndige [1953]); o
elegir g puntos aleatoriamente en R#, asignar los objetos para formar g conglomerados,
y utilizar los g centroides para una particion posterior (Jancey [1966], Forgy [1965]).
Ball y Hall (1967) usaron la media total como el primer centro, entonces se seleccionan
los subsiguientes centroides aceptando cualquier dato que se encuentre al menos a
alguna distancia especificada, 8.

Una vez que son elegidos los g centroides, los objetos restantes son asignados a los
nicleos mas cercanos. El método mas utilizado es el Mélodo k - medias, cuya
explicacion se da a continuacién.

3.2.2 Método de las k - Medias

Mac Queen propuso el término & — medias para describir su algoritmo. Aunque le
llamaremos virtualmente algoritmo de g — medias, porque en lugar de utilizar el
término £, de & grupos, utilizamos g, de g grupos. Una vez que de los g centros de los
conglomerados son elegidos, los objetos restantes son asignados al conglomerado cuyo
centroide es el mas cercano, utilizando alguna medida de proximidad, generalmente Ia
distancia euclideana cuadrada. El centroide se recalcula cada vez que el conglomerado
que recibe un nuevo objeto Esto se repite hasta que todos los objetos han sido

colocados.

La distancia entre el i — ésimo individuo y el m — ésimo conglomerado esta dado por
la siguiente expresion:

¥l
dim = Z ([eix "xm.k]z)”z
k=1

donde x;x es el valor del i-—ésimo individuo sobre la k- ésima variable:
i=12,...n k=12, .,pYZnxeslamediade la k- ésima variable en el m — ésimo
conglomerado. P(n,g) es la particién que resulta dfe cada uno de los # individuos para
asignarse a2 unc de los conglomerados 1,2,..,g. .,y el nimere de individuos que
pertenecen al m — ésimo conglomerado por na.

53



El error de la particion se define como:

E(Pag) = Y i

i=]

donde m(i) es el conglomerado que contiene el i — ésimo individuo, y dim €5 la
distancia euclideana entre el individuo { y la media del conglomerado donde esta
contenido el individuo. En el proceso de agrupamiento se busca una particién con un
error pequefio moviendo individuos de un conglomerade a otro hasta que no se
transfiera un individuo que resulte en una reduccion en el error.

Ejemplo:

Consideremos 3 nutrientes contenidos en 6 tipos de pescados. En la siguiente tabla
se muestran los datos:

tipo de pescado energia grasa calcio  suma(i)

mackerel(MC) 5 9 20 34
perca(PR) 6 11 2 19
salmon{SL) 4 5 20 29
sardina{SD) 6 9 46 61
atun(AT) 5 7 1 13
camaron(CA) 3 1 12 16

Tres nutrienies en seis tipos de pescados

Tubla 3.3

Los datos se pueden representar por el elemento a;; que se refiere al i~ ésimo
individuo con la k — ésima variabledonde 1 < i <6 y1 <k <3
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Los siguientes pasos muestran la formacion de los conglomerados basados en el
algoritmo de las & medias

Pasol. Se puede formar un conglomerado inicial considerado el individuo / como
parte del m-—ésimo conglomerado donde k& es la parte integral de
gl(sum(i) — min)}/(max — min) +1, donde max y min son los valores maximos y
minimos respectivamente de sum(i).

El ndmero de conglomerados es g = 3, con max = 61 y min = 13. Si se aplican las
reglas propuestas anteriormente, se tienen los siguientes conglomerados:

Conglomerado  Elementos

I (PR, AT,CA)
2 (MC, SL)
3 (SD)

Paso 2. Ahora calculamos 2,4, que es la media de la & — ésima variable sobre todos
los individuos en el m ~ ésimo conglomerado. Los valores son los siguientes:

Conglomerado energia grasa calcio

(PR,AT,CA) # 2 5
(MC, SL) 3 7 20
(SD) 6 9 46

Paso 3. Se calculan las distancias del i — ésimo individuo al m ~ ésimo conglomerado
segin la expresién que corresponde a d,,.

Entonces los errores en la particion son:

EP®.3))=dt, +di, +di, +dis+diy +di,

=(5-3Y+0-7)+ (20202 + (6- )+ (11 - )2+ 250 + (4~ )2+ (5
+(20-—20)2+(6—6)2+(9—9)2+(46—46)2+(5—-‘:‘i)2+(7-%)2+(1 -5+ (3

(1= +(12-5)2 = 137.805
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Paso 4. En este paso se verifica si algin movimiento de un individuo de un
conglomerado a otro produce una reduccion en E {error). Se tiene que calcular el
siguiente valor para cada individuo

n""l'({:‘z,m _ nm(f)d.?;n(i)
Am+ 1 Mo + 1

Rm(i),m =

n, = numero de individuos en el m — ésimo conglomerado
m(i} = i— ésimo individuo contenido en el conglomerado

Para el primer individuo tenemos,

dhy = (5— ) 49— 12)1 4 (20 - 5)2 = 23222
diy = (5—£)2+(9-T)1+(20-20)% = 4.25
&y = (5~6)2 +(9—9)2 +(20 —46)? = 677
Raqyy = 4(233.22) - 2(4.25) = 166.66 > 0

Ryns = 62ﬂ ~2(4.25) = 33025 > 0

Se puede observar que hay un cambio del primer individuo en el segundo
conglomerado al primer conglomerado o al tercero y produce un incremento en E por lo
que el primer individuo permanecers en el segundo conglomerado.

Para los individuos 2, 3, 4 y 3, se hacen cdlculos similares y el resultado que se
obtiene es que deben permanecer en sus conglomerados iniciales, Para el individuo 6,
los resultados muestran que hay una reduccion en el error, si este individuo se mueve
del primer conglomerado al segundo; la reduccion es de 52.15. Sin embargo, ahora se
encuentra que

E(P,,) = 137.805 - 52.15 = 85.655

donde la partici6n est4 conformada por: (PR, ATYMC,SL,CA)YSD).
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Paso 5. Se recalculan los X4, cuyos valores se encuentran en la tabla 3.5.

Conglomerado encrgiu grasa calcio

(PR, AT) i 9 i
{MC, SL, CA) 4 5 2
(SD) 6 9 46

Medias de los conglomerados del método de lus k — medias

Tublu 3.4

Sc hacen las operaciones del paso 4, cuyos valores de los R™)#'s resultan ser
positivos, por lo tanto si no hay mas cambios se producirén errores mis pequefios. Por
tanto, los conglomerados finales quedan como:

Conglomerado  Elementos

1 (PR, AT)
2 (MC, SL, CA)
3 (SD)

3.2.3 Criterio de agrupamiento; Reasignacién de los objetos

El siguiente paso consiste en la bilsqueda de objetos que deberian de ser reasignados
a otros conglomerados. Por ejemplo, en la figura 4.7, el punto P es mas cercano al
nicleo A que al niicleo 4; pero una vez que los conglomerados son formados, P es mds
cercano al nuevo nicleo 4’ que al nuevo nacleo B'. Cada individuo es obsevado
cuidadosamente y reasignado si causa un incremento, o decremento en el caso de la
minimizacion, en el valor de un criterio de agrupacién dado. Se repite este proceso a
todos los individuos hasta que no se obtiene mejoria al mover un solo objeto, hasta que
se alcanza un 6ptimo local del criterio .
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Reasignacion de objetos

Grifica 3.7

Forgy (1965) sugiere un procedimiento donde cada objeto es considerado y

reasignado st este es mas cercano al centroide de otro conglomerado. Desptes de
considerar todos los objetos, los centroides son actualizados y el proceso se repite hasta
que ningin objeto cambia su conglomerado. Colecciones de métodos y sus variantes se
describen usualmente como algortimos & — medias (g — medias).

Otros criterios de agrupamiento has sido propuestos, pero los mas usados

comunmente son los que estin basados en la minimizacidn y maximizacién dentro de
grupos y entre grupos respectivamente (métodos basados en la traza).

3.2.3.1 Métodos basados en la traza

Estos se basan en las siguientes matrices de p x p donde p es el niimero de variables:

B P
=373 (im — X xim —

mul =]

g M
W= nl_g ZZ(Iim =) (Xim — R’

m=] =l

-4
B =2 (% — %) = 2

donde T es la matriz de dispersion total, ¥ es la matriz de dispersién dentro de
grupos y B es la matriz de dispersion entre grupos y satisfacen la siguiente ecuacién:

r=W+8

Para p = | esta ecuacién representa una relacién entre escalares; simplemente la

divisién de la suma de cuadrados totales para una variable, la suma de cuadrados entre
y dentro de grupos. Para p > 1 el critetio de agrupamiento no esta definido, por lo que
se dan algunas otras alternativas.
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32.3.2 Minimizacion de la traza W

Una extension del criterio de minimizacion de la suma de cuadrados dentro de
grupos, mencionado anteriormente para el caso p = 1, cuando los datos ne son
univariados, es minimizar la traza de la matriz de suma de cuadrados y productos
cruzados dentro de grupos. Se puede demostrar que esto es equivalente a minimizar la
suma de distancias euclideanas al cuadrado entre individuos y la media del

conglomerado, esto es:

N

E=3 d

=)
Por oto lado, minimizar J¥ es equivalente a maximizar B, ya que
tr(Ty = tr(W) + 1r(B)

3.2.33 Minimizacion del determinante de W

Dentro del analisis de varianza multivariada, una de las pruebas para diferencias de
vectores medios dentro de grupos, estd basado en la razén de los determinantes de las
matrices de dispersion total y dentro de grupos. Valores grandes de [{1{#] indican que
los vectores medios de grupos difieren, por lo que Friedman y Rubin (1967) sugirieron
como criterio de agrupamiento la maximizacidn de este cociente. Puesto que para todas

las particiones de los » individuos en los g grupos, I permanece igual, la maximizacion
de |T)1W] es equivalente a la minimizacion de |[W].

3.2.3.4 Maximizacién de la traza B!

Este criterio propuesto por Friedmman y Rubin (1967} maximiza la traza de la
matriz que se obtiene del producto de la matriz de dispersion entre grupos y la inversa
de la matriz dentro de grupos. Este criterio se puede expresar en terminos de los valores

propios A1,43,...,A,, de BW-1, esto es:

4
r(BW)y = A

i=1
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El uso de un algortimo partitivo requiere de la eleccién de un criterio de
agrupamiento, el uso de criterios propuestos restringiran la forma de los conglomerados
formados, por ejemplo, utilizar el criterio de () significa que los conglomerados
revelados serdn de una variedad esférica. En contraste, el criterio # no restringe a los
conglomerados a ser esfericos, pero supone que todos los conglomerado tienen la
misma forma. Por esta razén, Scott y Symon (1971) sugieren que sea utilizado

I1L,|W,|™ (donde #, es el numero de individuos en el grupo /) en lugar de |#].

3.2.4 Optimizacién del Criterio de Agrupamiento: Nidmero de particiones

Una vez que un criterio de agrupamiento se ha elegido y suponiendo que el nimero
de conglomerados g ya esta determinado, el procedimiento natural es particionar los #
objetos en g conglomerados para optimizar algin criterio. El nimero de posibles
particiones de los objetos es:

P.g='é,1‘!‘i(“f)(—l)8"','n._éﬂ! cuando n —» w

Esta aproximacion es impractica ya que #,, es demasiado grande, incluso para
valores pequefios de g. incluso con la capacidad de las computadoras hoy en dia, los
niameros que se obtienen son muy grandes, que ia enumeracion completa de cada
posible particion de tos # objetos en los g grupos no es posible. Estos ejemplos ilustran
el grado det problema,

Pis3 = 2,375,101

Paoa = 45,232,115,901

Pasg = 690,223,721,118,368,580

la situacion es peor si g no estd especificado, ya que el nimero total de posibles
n

particiones es; Z Pug.
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Lo impractico de analizar cada una de las particiones ha lievado al desarrollo de

algoritmos disefiados para buscar el valor éptimo de un criterio de agrupamiento
re-ordenando las particiones que ya existen y manteniendo las nuevos solo si
proporcionan una mejoria, estos algoritmos se llaman “hill climbing”, aunque en el
caso de criterios que requieren minimizacion se deberian de llama "hill descending”.

Las téenicas jerarquicas se utilizan para producir una particién con un niimero g de
conglomerados pero una debilidad de esos métodos es que una fusion o division
incorrecta en una etapa no se puede corregir posteriormente. Sin embargo los métodos
no jerarquicos permiten que los objetos sean reasignados. Estas técnmicas de
reasignacidn se pueden aplicar a fos metodos divisivos pero no a los aglomerativos.

3.3 ELECCION DEL NUMERO DE CONGLOMERADOS

Un problema del anilisis de conglomerados es la eleccion del numero de
congtomerados, g El investigador o analista tendrd que “estimar e! nimero de
conglomerado en los datos”. Existe una variedad de métodos que son itiles en
situaciones particulares. La mayoria son relativamente informales y consisten en
analtzar las diferencias entre los niveles de fusion en el dendograma. Los cambios
grandes son generalmente tomados para indicar un nimero particular de grupos. Los
procedimientos para analizar dendrogramas pueder ser muy subjetivos.

Se han descrito técnicas que tratan de resolver el problema de la subjetividad. Beale
(1969), propone una prucba 5 que se usa para probar si una subdivision en g3
conglomerados es significativamente mejor gue una subdivisién en algin nimero mas
pequefto de conglomerados g;. La estadistica se define de la siguiente manera:

Rgl _Rgz
Ry,
RE= C el

Hgi.g2)=

donde Ry = (n—g)S; vy S es la desviacién media cuadrada de los centros de los
conglomerados en la muestra, La estadistica es comparada con F, con p(gz —g/) y
pln—g2) grados de libertad. Si se obtiene un resultado significativo indica que una
subdivisién en g2 conglomerados es una mejoria sobre una subdivision en un nimero
mis pequefio g;. De acuerdo a experiencias anteriores se ha visto, que este
procedimiento es util solo si los conglomerados estin moderadamente separados y con
una forma esférica aproximadamente.
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Calinsgi y Harabasz (1974) proponen un indice C que esta basado en la suma de
cuadrados.

c o rBg-1)
tr(W)i{n - g)

donde By Wes la suma de cuadrados dentro y entre conglomerados y las matrices de

los productes cruzados, y g es el nimero de grupos. El méximo valor de C en la
jerarquia se toma como indicador del numero correcto de grupos.

Mojena {1977) propone un procedimiento basado en los tamafios relativos de los
diferentes niveles de fusién en el dendrograma. El préposito es seleccionar un numero
de grupos correspondiente a la primera etapa en el dendograma satisfaciendo,

Qi > T+ ksg

donde @p@y,...,an1, son los niveles de fusién que corresponden a las ctapas cotl
n,n=1,...,1 conglomerados. El término & y s, son la media y la desviacién estandar de
los valores de a respectivamente, y k es una constante. Este autor sugiere que los
valores de & que se encuentran en el rango de 2.75 a 3.50 dan los mejores resultados.
Sin embargo, Milligan y Cooper (1985) sugieren que el valor de & como regla de
Mojena deberia ser 1.25,

Cualquier conceptualizacién que sugiera un nimero de conglomerados debe
complementarse con el juicio empirico del analista. Se puede empezar este proceso
especificando algin criterio basandose en consideraciones pricticas, como decir, “los
resultados serin mas manejables y mas faciles de manejar si se tengo de 3 a 6
conglomerados, y a continuacién resolver para este nimero de conglomerados y
seleccionar la mejor alternativa después de evaluar todas ellas. Las soluciones que se
obtengan tendran una mejoria mediante la restriccién de la solucién de acuerdo con los
aspectos conceptuales del problema.
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3.4 PROPIEDADES Y PROBLEMAS DE LAS TECNICAS JERARQUICAS
AGLOMERATIVAS

Algunos de los métodos que se describieron anteriormente son propensos a formar
conglomerados esfericos incluso cuando los datos contienen conglomerados de otras
formas. Jardine y Sibson (1971) censideraron que los métodos de agrupamiento
Jerdrquicos deberian de satisfacer algunas condiciones matemidticas. Lo que esos
autores muestran ¢s que ei método de agrupamiento, el cual transforma un coeficiente
de disimilaridad en un dendrograma jerarquico se puede ver como un método con o
cual la desigualdad ultramétrica puede ser impuesta sobre el coeficiente que
originalmente puede haber satisfacido solo la desigualdad triangulo. Esta
transformacion tiene que satisfacer ciertas condiciones. Una condicion fundamental es
la de continuidad , la cual dice que " pequefios cambios en los datos deberian producir
pequeiios cambios en el drbol resultante y pequefios cambios en las disimilaridades se
pueden producir si hay errores en los datos. También en algunos métodos de
agrupamiento, pequefios cambios en los datos pueden producir grandes cambios en los
arboles que se obtengan. Otro conjunto de condiciones importantes son las llamada
"fitting together”, esto es, si se sustrae o se agrega un individuo al conjunto original, se
espera que la estructura del arbol cambie relativamente poco, aunque la clasificacion
algunas veces cambic de una manera no trivial. Jardine y Sibson recomiendan también
como el mejor método el que recurra més a lo matematico. El método de la liga simple
es el que cumple con esto y con las condiciones antes propuestas, ademds de que es el
més rapido para los célculos en computadoras y da seluciones que son invariantes en
estructura bajo una transformacion de las medidas de disimilaridad. Este método es
bueno para datos que tienen significancia solamente ordinal.

El método de la liga simple no ha sido aceptado universalmente porque en muchas
aplicaciones no produce soluciones utiles, Tiene como desventaja el efecto de

encadenamiento, que consiste en la existencia de puntos intermedios entre las
agrupaciones, es decir puntos que conectan a los conglomerados. Esta propiedad puede
causar que el método no logre una distincidn de los conglomerados cuando hay un
nimero pequefio de individuos dentro de ellos. El encadenamiento es visto
generalmente como un defecto de la liga simple, aunque [lamarlo asi, es engafiador
{Jardine y Sibson), mas bien, es una simple descripcién de lo que es método hace, Se
han propuesto alternativas para resolver el problema del encadenamiento pero se
producen otros problemas como la falta de continuidad. Por otro lado, autores como
Gower (1988) siente que las condiciones de Jardine y Sibson son demasiadas estrictas,
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El método de la mediana también tienen la propiedad del encadenamiento. Los
metodos de la liga completa y liga promedio son poco atrayentes por la falta de
continuidad, aunque el primero tiene la ventaja de que es invariante bajo
trnsformaciones monotonicas de fa matriz de proximidad, lo cual significa que el
método dard el mismo resultado sobre otras matrices de proximidad, cuyos elementos
estan en el mismo orden que los originales, solamente las propiedades ordinales de las
medidas de disimilaridad o similaridad son consecuencia. También el método de la liga
simple presenta esta ventaja.

Por otro lado, se han hecho numerosas investigaciones sobre las técnicas de
agrupamiento jerdrquicas y han mostrado cuales métodos son los mis Gtiles en la

practica. Por ejemplo Baker (1974) y Hubert (1974) muestran que ¢l método de la liga
completa es menos sensible a emores observacionales que el de la liga simple.
Cuningham y Ogilvie (1972) comparan siete técnicas jerdrquicas y encuentran que el
método del grupo promedio se desarrolla mas satisfactoriamente en el conjunto de
datos, ademds de que existe una fuerte interaccion en los resultados entre los datos de
entrada y el método de agrupamiento utilizado. Kiper y Fisher (1975) investigan seis
técnicas jerarquicas y encuentran que para tamaftos de mustra iguales de distribuciones
normal multivaniada, el método de Ward es el mas adecuado, y para tamafios de
muestras distintos, el método del centroide, el del grupo promedio y el de la liga
completa son los m4s exitosos. El estudio de Milligan (1980) muestra que el método de
la figa simple, el método del centroide y el de la mediana no son afectados
virtualmente; el método de Ward y el grupo promedio se desarrollan probremente.
Ademds cuando los datos contienen una estructura de agrupamiento verdadera, el
metodo del centroide, liga simple y el de la mediana dan resultados pobres; y el método
de Ward y el del grupo promedio tienen mas exito. En un estudio hecho por Everritt y
Hands (1987) el método de Ward presenta una buena ejecucién cuando los datos son
binarios y cuando los datos contienen conglomerados de tamafios casi iguales, pero
pobremente cuando los conglomerados son de diferentes tamafios en donde el método
dei centroide fue el que dio resultados mis satisfactorios. Como se ha visto, el método
preferido para Jardine-Sibson es el de la liga simple, sin embargo otros autores como
Marriot recomienda el método de Wishart como un método efectivo y poco propenso
para dar resultados engaiftosos .

El éxito o fracaso de un método sobre datos particulares puede radicar en ¢! tipo de

datos que se tenga mas que en el criterio tedrico. Como se ha visto, s¢ han realizado
comparaciones de los métodos con datos generados artificialmente, pero los resultados
obtenidos son inconsistentes. Algunos métodos trabajan mejor en ciertos tipos de datos
que en otros. Estudios empiricos enfatizan el hecho de que la mayoria de los métodos
hacen supuestos implicitos en la muestra de datos, si estos supuestos no se sostienen,
entonces la técnica de agrupamiento impone una estructura en los datos més que
encontrarla; de esta manera se pueden encontrar soluciones espurias.



Es dificil hacer recomendaciones sobre £l método més adecuado, sin embargo, €l de
la liga simple podria ser el mas recomendable, aunque también se sugiere tratar mas de
un metodo. Algunas veces es recomendable utilizar varios de ellos, y si todos revelan
los mismos agrupamientos, entonces se puede tener confianza en que las agrupaciones
naturales realmente existen. Sin embargo, estudios empiricos han demostrado que es
dificil que suceda, a menos que los grupos sean de forma esférica y bien separados.

Una alternativa es utilizar los métodos jerdrquicos y no jerarquicos para obtener
beneficios de cada uno. La técnica jerirquica puede establecer el nimero de
conglomerados, los perfiles de los centros de los conglomerado y los datos atipicos.
Una vez que se han eliminado los atipicos, las observaciones restantes se pueden
agrupar con un método no jerdrquico con los centros de conglomerados desde los
resultados jerirquicos como los puntos iniciales. De esta manera, las ventajas de los
métodos jerdrquicos se complementan con la capacidad de los no jerarquicos para
ajustar los resultados permitiendo el cambio de pertenencia a un conglomerado.

35 ANALISIS DE CONGLOMERADOS CON ANALISIS DE
COMPONENTES PRINCIPALES

Existen métodos que se utilizan para obiener puntajes que resuman la informacién
de los datos u observaciones de interés, como pueden ser el andlisis factorial, el
escalamiento multidimensional y el andlisis candnico, sin embargo el mas usual es el
andlisis de componentes principales,

El Analisis de Conglomerados algunas veces inicia con un andlisis de componentes
principales para reducir un nimero grande de variables originales a un niimero pequefio
de variables ltamado componentes principales. Esto puede reducir dristicamente el
tiempo de calculo para el analisis de conglomerados, ademas de que la interpretacién
de cada conglomerado es mucho mas facil. Sin embargo, se sabe que Ios resultados de
un Anilisis de Conglomerados puede ser muy diferentes con o sin el Analisis de
Componentes Principales inicial. Por lo que éste analisis es mejor evitarlo. Por otro
lado, cuando los 2 primeros componentes cuentan con un alto porcentaje de variacidn
en los datos, una forma Gtil para buscar agrupaciones, es una grafica de los objetos
contra esos 2 componentes.

La caracteristica principal del Analisis de Componentes Principales es describir la
variacion de un conjunto de datos multivariados en términos de un conjunto de
variables no correlacionadas llamadas componentes principales que son combinaciones
lineales de las variables originales, es decir es la transformacién de las variables
originales x|, x3,..x, que son comelacionadas en un nuevo conjunto de variables
212, ... 2p Que son combinaciones lineales de las originales y son no correlacionadas.
Las nuevas variables son derivadas en orden de importancia decreciente, de modo que
la primera componente principal explica la mayor cantidad de variacion de las variables

originales.
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El objetivo de este método es ver si unos cuantos de las primeras componentes
principales explican la mayor parte de la variabilidad de los datos originales, si esto se
logra, las componentes principales se usan para resumir los datos con poca pérdida de
informacién proporcionando una reduccion en la dimension de los datos. Es de
esperarse que unos cuantos de las primeros componentes principales seran
intuitivamente significativos, ayudardn a entender los datos de una mejor manera y
seran utiles en andlisis posteriores donde se pueda trabajar con un ntimero menor de
variables. El anilisis de componentes principales no siempre puede lograr su objetivo
de reduccién de dimensionalidad en el nimero inicial de variables, ya que puede
suceder que las variables originales no se encuentren correlacionadas entre ellas. Asi
los mejores resultados se obtiencn cuando las variables iniciales se encuentran
altamente correlacionadas entre ellas, ya sea negativa o positivamente.

El Analisis de Componentes Principales estd basado en un conjunto de datos de n
individuos en p variables,

X1 X1z ... Xip

Xz X712 ... X
x=| iy

Xnl Xn2 ... Xnp

Suponemos que x’ = [x; x2,_,%p] €5 una variable aleatoria con media ¢ y matriz de
varianzas y covarianzas Z.

oy o532 ... G‘P

O3 02 ... O
r=| ¥

Cpl Op2 -.. Opp

donde los elementos de la diagonal o; son las varianzas de x; y oy son las
covarianzas entre los pares de variables x; y x;.

El objetivo es encontrar un conjunto de nuevas variables z,z, 2, las cuales son no
correlacionadas y cuyas varianzas decrecen desde la primera hasta la Gltima, cada z; es
una combinacion lineal (ver apéndice A, Ad)delasx s tal que:



I =anxX) Hdpta+ . R dpX, = a'x
donde a} = [4s1,aq,...,a;] €s un vector de constantes.

La primera componente principal es la combinacion lineal

Iy =dnXy +apXa + ...+ apx, tal que su varianza es la més grande posible sujeta a
la restriccion de normalizacion:

P

2 =
E aly =al, +ah+. . 4alpy =1
I

El  objetivo  consiste en encontrar el wvector de pesos o
cocficientes @, . (a11,a12,...,a1p) que maximiza la varianza de z).

La segunda componente principal:

I3 = anX) +an¥1+... +dypx,. Se desea encontrar a; tal que que maximize la
varianza de z;, es decir tal gue var(z,) sea lo mas grande posible (de la variabilidad
restante de los datos) no mayor a la de z sujeta a la restriccion Y7 a3, = 1y con la
condicion de que z; y z2 sean no correlacionadas,

Cov( z221) = cov(ahx,a'x)
El{ay(x — p)(x ~ p)'ai]
a’zial

1l

Las demds componentes 2324 ., zp, son definidas de la misma manera, son no
correlacionadas y tienen varianza decreciente,

var(z;) > var(z2) = ... = var(zp)

Fd
La restriccidn Za,?,, =1 es introducida porque de otro modo la varianza de -,
k=t
podria ser aumentada simplemente al aumentar los valores de los coeficientes a;. En
otras palabras se debe a que no se desea incrementar de forma arbitraria la varianza
original de los datos.

Lo que se desea encontrar es g, tal que maximice la varianza de z; sujeto a la
condicién aja; = 1, es decir

Var(z)) = Var(alx) = a, % a
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donde ) ¥ «; es la funcion objetive. El procedimiento para maximizar una funcion

con variables, sujeto a una ¢ mas condiciones es el método de multiplicadores de
Lagrange, aplicando este método se llega a que ¢l valor de a; que maximiza a la
Var(z;) debe satisfacer Ta; = 4,4, es decir:

(E=AdYa; =0

este es un conjunto homogéneo de p ecuaciones con p incégnitas y para una solucion
no trivial a; # 0 se requiere:

[ £-Ad] =0

donde (T — Al) es una matriz singular de pxp. Por lo tanto A, es un valor propio de
¥. (ver apéndice A AS5) y la solucidn a; es su correspondiente vector propio. £ tendrd p

valores propios (ver apéndice A,A5), como I es una matriz semidefinida posttiva (ver
apéndice A, A2), los valores propios no pueden ser negativos,

Las varianzas de las componentes principales son los valores propios 4; de la matriz

% los cuales pueden ordenarse como 4 = Az = ... > Ap > 0 y asociarse a cada
uno de los componentes, esto es A; corresponde a la i-ésimo componente principal.

Tenemos:

Var(z)) = Var(ax) = a, L a;
= a:- l,[ a;
=1

a; es el vector propic de I asociado al valor propio 4. Algunos de los valores
propios de  pueden ser iguales pero los vectores propios asociados a las raices (valores
propios) deben de ser ortogonales.

A es la matriz de (pxp) de veclores propios donde:

A = [araz,..,ap]

y z es un vecior de px1de componentes principales. Entonces:

z=A'x
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La matriz de varianzas y covarianzas pxp de = es denotada de la siguiente manera:

A0 .0
0 A4 ... 0O
Az . .2 . .
0 0 ... A

Esta matriz es diagonal ya que las componentes han sido elegidos para ser no
correlacionados.

Utilizando la siguiente expresion:
A=A"ZA
se muestra la importancia de la relacién entre la matriz de covarianza de x y los
correspondientes componentes principales. La ecuacion anterior se puede reescribir
COMmo Sigue:
I = AAA
donde A es una matriz ortogonal 44" =/

Dado que los valores propios son interpretados como las varianzas respectivas de las
distintas componentes principales. La suma de las varianzas esta dada como:

L ?
Z Var(zi) = ZA, = traza(A)

=1 fml

pero
trazal{A) = traza(4' £ A4 )
= traza(TA'A)
= traza(X)
I]
= Z Var(x;)
inl
es decir;
Traza(Z) =a, + 0 + ... +O0p = A A+ +Ap

esto significa que la suma de las varianzas de las variables originales es igual a la

suma de las varianzas de las componentes principales por lo que las componentes se
quedan con toda la variacién de los datos originales.
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r
La i — ésima componente principal cuenta con una proporcion de A,/ El,- sobre la

in]
variacién total de los datos originales. La proporcion de varianza explicada de las
primeros /n componentes sobre la variacion total es:

m
M
i
r
A
=l
Para evitar problemas de influencia por escala natural de las vanables, algunos

autores recomiendan antes de llevar a cabo el andlisis de componentes principales,
estandarizar las variables x1x,  x,, de manera que tengan media cero y varianza

unitaria.

- X=X
X; = red

De esta manera las componentes principales se calculan sobre una matriz de
correlacion P de las x's.

I piz ... pip
= P21 1 P
Pp1 Ppr - 1

donde p; = py; es la correlacion entre x; y x; v
Traza(P) = pu+pu+.....tpp=1+1+....+1=p donde p es el nimero
de variables.

Una de la decisiones que se deben de tomar cada vez que se realiza un anilisis de
componerites principales es saber cuantas componentes principales se tienen que elegir
de tal manera que los datos se resuman efectivamente. Los siguientes pasos sirven de
guia para elegir el niimero 6ptimo de estos;
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- Elegir a las componentes que acurmulen un 80% de varianza, es decir climinar a los
componentes que contengan solo un pequefia porcién de la variabilidad de las x's. Por
ejemplo si se tiene un analisis donde p = 20 y las tres primeras componentes suman un
80% de la variabilidad de los datos, las 17 restantes se pueden eliminar, ya que
contendran muy poca informacién de los datos originales, solo 20% de la variabilidad.

- Excluir a las componentes cuyos valores propios sean menor que el promedio de
todos los valores propios,

F
E A/p. Para una matriz de correlacién este promedio €5 uno.
=1
- Utilizar una grafica de 4; contra /. Aqui se puede observar un codo que divide los
valores propios grandes y los valores propios pequeiios.
- Probar la significancia de los componentes més grandes los cuales corresponden a
vectores propios més grandes (cuando se ha incorporado la hipotesis de normalidad).
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CAPITULO 4
APLICACION

4.1 INTRODUCCION

Este capitulo tiene como finalidad aplicar algunos de los métodos jerarquicos
aglomerativos y  los métodos no jerarquicos. Primero se realizara un andlisis grafico
exploratorio para ver ¢l comportamiento de las variables y la posible presencia de
conglomerados como un analisis previo de los datos. También se aplicara el Andlisis de
Componentes Principales. Los datos a los que se les realizard el analisis, son las
observaciones de Iris de Fisher que contienen medidas sobre la longitud del sépalo
(sepalen) y del pétalo (petalen), y del ancho del sépalo (sepalwid) y del pétalo (petalwid),
de 150 especies de plantas ins de las cuales se desprenden tres tipos: iris setosa, iris
versicolor e iris virginica. Estos datos estdn medidos en centimetros y se encuentran en el
Apéndice B. El paquete que se ocupa es ¢l Statistica y ¢l Statgraphics.

4.2 ANALISIS EXPLORATORIO

La finalidad de este andlisis grafico, es mostrar la presencia de posibles grupos sin
haber aplicado ninguna de las técnicas que ofrece el Andlisis de Conglomerados. Este
examen €5 a ravés de representaciones univariadas, bivariadas y multivariadas. Primero
se obtendran las distribuciones de cada una de las variables a través de los histogramas. En
este ejercicio no es necesario estandarizarlas ni ponderarlas, ya que las variables estin
medidas en las mismas unidades.
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De acuerdo a estas graficas se observa que el ancho (petalwid) y longitud del pétalo
(petallen) presentan una distribucién multimodal, lo cual se podrian tomarse como una
evidencia preeliminar de que esta variable es la que proporciona mas informacion para
distinguir a los grupos.

Otra grafica que puede resultar también muy atil para ver la relacion que existe
entre las variables y encontrar la presencia de conglomerados es la grifica de dispersién.
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Gréfica de Dipersion
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Grdfica de dispersidn
Grdfica 4.5

En esta grafica, visualmente se nota que las variables petallen y petalwid presentan
wna forma lineal, esto indica que ambas variables tienen una correlacién alta, y que flores
con pétalos largos estan relacionados con flores de pétalos anchos. Este mismo
comportamiento se nota también con las variables sepallen y petallen, pero en menor
magnitud. En el siguiente cuadro se muestran los valores de las correlaciones que
corroboran lo anterior.

Sepallen Sepalwid Petallen Petalwid
Sepallen 1.00 - 12 .87 82
Sepalwid - 12 1.00 -43 -37
Petallen .87 -43 1.00 .56
Petalwid .82 -37 96 1.00

Fuente: Datos iris

Correlaciones de las variables

Tabla 4.1

La grafica de dispersion también muestra que hay concentraciones de datos y de
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claramente éste comportamiento, y como habiamos visto en las grificas univariadas, ¢stas
variables pueden ser relevantes en la fonnacion de grupos.

Hemos visto que los histogramas y la grafica de dispersion mostraron la presencia
de conglomerados, sin embargo esto se realizd de manera univariada y bivariada. Para
finalizar con el andlisis exploratorio, se presenta la siguiente grafica multivariada que
permite observar de manera conjunta todas las observaciones con sus respectivas variables.

Grafica de Estrelas
~9 ¢ D 9 -<D 4D -9 9D e
93P -0 DD =0 OO ¢
-9 939 =~ -~ -9 -0 -4
¢ -0 - =9 - -9¢Q - =~
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o = =Q PP e 0 = -4 4
=9 o P -~ - ¢« ¢ 8¢ - -9 o4 9
- -9 ¢4 4 - % 4 =0 G 9O e
0P D = DD O e gD e -~ -
q@ > =9 & @ = = = PP = o

Fuente: Datos iris

Grdfica de Estrellas

Grdfica 4.6

En esta representacion se puede ver también la presencia de grupos por la forma
que tiene cada una de las estrellas. Con todas las graficas anteriores ya tenemos suficiente
evidencia de que existen grupos de observaciones similares.

4.3 ANALISIS DE CONGLOMERADOS

Se ha mencionado que no hay una regla para iz eleccidn de la medida de proximidad
y del algoritmo que agrupe a los objetos, aungue algunos de ellos tienen ventajas que otros
no tienen. Aplicaremos ¢l método de la liga simple porque es considerado el mis rdpido
para los caleulos, es invanante bajo transformaciones monotonicas en la matriz de
proximidad y fue el mas recomendado por Jardine y Sibson ( capitulo 3, seccion 3.4 ), sin
embargo, tiene como desventaja el encadenamiento y en algunas aplicaciones no produce
soluciones utiles de conglomerados. A pesar de las ventajas y desventajas que presenta este
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método, es de gran utilidad hacer una comparacion de esta técnica con otra para confrontar
los resuftados. El siguiente algoritmo de agrupacion a utilizar es el método Ward por ser un
método que tiende a formar grupos pequefios. La medida de proximidad serd la distancia
euclideana al cuadrado por ser la mds usual.

En el siguiente dendrograma que pertenece a la liga simple, se visualizan dos
grandes prupos de los tres existentes ( iris versicolor, iris setosa e iris virginica), lo cual se
puede deber a que existen dos de ellos muy similares. Si se decidiera elegir tres grupos,
segun la grafica 4.7, uno de los conglomerados solo tendria dos observaciones, los objetos
3 y 64; sin embargo, esto no seria itil para fines practicos. Por lo que es mejor quedarse
con dos.

Liga Simple
Di ia puckdeana al cundrad
30
25
2.0

Distancia

Fuente: Datos iris
Dendrograma del Método de la Liga Simple
Grdfica 4.7

El dendrograma y la grafica de la tabla de amalgamacién (grafica 4.8), son dos
formas de ver la formacion de conglomerados, pero el segundo muestra que tan natural se
unen los objetos, ademis sefiala paso a paso a que distancia se van formando los
conglomerados. Cada uno de los objetos inicialmente esta formando un conglomerado y de
acuerdo a los calculos de la tabla de amalgamacion que se encuentra en ¢l apéndice B, tabla
B2, se observa que en el primer paso s¢ unen los conglomerados i8, 67 y 42 a una
distancia de .05; en el segundo paso, también a una distancia de .05, se uncn los
conglomerados 13 y 27, aqui se nota que los elementos son demasiados parecidos porque
durante los nueve primeros pasos s¢ unen elementos a esa distancia, después se fusionan a
una distancia de 0.059, 0.060, realmente aqui no hay una variacién tan grande en las
distancias, esto nos sigue indicando que los objetos son muy parecidos. Posteriormente los
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elementos se fusionan a una distancia de 0.069, aqui ya se ve mayor amplitud en la
distancia respecto a las dos anteriores. Las siguientes distancias de union son 0.070, 0.079,
080, 090, 099, .10, hasta 2.6 donde se unen todos los objetos. Esto praficamente Se
corrobora con la grafica 4.8, se observa que hasta el paso 140 aproximadamente hay
cambios grandes en las distancias.

Grafica de distancias conra pases
D S al

0

25

20

Distarcia

1.0

0o

£.5

Paso

Fuente: Datos iris
Grdfica de la Tabla de amalgamacion del Método de la Liga Simple
Grifica 4.8

Dado que es mejor quedarse con dos conglomerados, en el apéndice B, tabla B4 se
muestran que elementos conforman cada uno de eflos, en el primero hay 50 objetos y en el
segundo 100,

Ahora se aplicard el método de Ward. Primero se obtendra el dendrograma vy
posteriormente la grafica de la tabla de amalgamacidn.
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Métoda de Ward
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1200
1000
800
K.}
g 600
k]
a
40t
200

Fuente: Datos iris
Dendrograma del Método de la Liga Simple
Grdfica 4.9

En este dendrograma se notan mas conglomerados a simple vista, y las distancias a
las que se unen resultan ser mds pequefias que en el método anterior. Segiin la tabla de
amalgamacién B.3, del apéndice B, en el primer paso, se unieron los conglomerados 16 y
75 a una distancia de .00, en el siguiente paso a una distancia de. 010 con los
conglomerados 95 y 106. Asi sucesivamente hasta que todos los objetos queden en un solo

conglomerado.

» ESTA TESIS NO SALE
DE LA BIBLIOTECA



Grdfica de distancias contra pasos
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Grdfica de la Tabla de amalgamacion del Método de Ward
Grdfica 4.10

Lo que tiene éste método es que los primeros conglomerados se unen a una
distancia mas pequefias pero los ultimos conglomerados se fusionan a distancias muy
grandes. Esto se puede notar en la escala, en el de Ward los conglomerados se unen hasta
una distancia de 1052 donde se encuentran todos los elementos, y en el de la liga simple la
maxima es de 2.6. En este método como se mencion6é anteriormente, se forman mas
grupos, si se tomardn tres grupos, el primero estaria conformado por S0 elementos, el
segundo por 36 y el tercero por 64. Los resultados son muy diferentes a lo obtenido por la
liga simple. Sin embargo, si se tomardn dos conglomerados, tendria el mismo nimero de
elementos que el método de la liga simple, 50 y 100. En la tabla BS5 se encuentran los
elementos pertenecientes a cada conglomerado para Ward.

E! mimero de conglomerados finales lo decide el analista; sin embargo, se puede
aplicar ¢l método de las k-medias para hacer una comparacion con los métodos anteriores.
Cabe mencionar que en este método se debe de conocer el niamero de grupos, en este caso
es2,
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Grifica de medias para cada conglomerado

0 —o— Cluster
HNo. 1

4 o Cluster
SEPALLEN SEPALWID PETALLEN PETALWID No. 2

Veriables

Fuente: Datos iris
Griéfica de las k-medias
Grdfica 4.11

En la grafica 4.11 se nota que los centros de cada conglomerado son muy distantes
para las variables petallen y petalwid, y que como lo habiamos notado en el anilisis
exploratorio eran las que mds discriminaban a los grupos, aunque también eran las que
més se correlacionaban. La variable que menos lo hace es sepalwid. Claramente se nota la
formacion de dos conglomerados. Ademas, si se observa el siguiente cuadro, los centros
de los conglomerados finales son parecidos en sepallen y sepalwid, y los que marcan la
diferencia son las variables petallen y petalwid. De aqui se confirma que es mejor utilizar
dos conglomerados.

Variables Conglomerado 1 | Conglomerado2
Sepallen 50 6.3
sepalwid 34 29
Petallen 1.6 5.0
Petalwid 3 1.7

Fuente: Datos iris
Centros de los conglomerados finales
Tahla 4.2

E! primer conglomerado aplicando el método de las k-medias esta formado por 53 objetos ¥

el segundo por 97. El nimero de objetos en cada conglomerado casi es el mismo que en los
otros dos métodos. Dado que ambos métodos jerdrquicos tienen el mismo nimero de
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elementos y los mismaos objetos al tomar dos grupos, los conglomerados finales son los que
tienen 50 y 100 objetos. Lo que caracteriza al primer conglomerado es que las flores tienen
pétalos cortos y angostos, es decir son flores pequefias; y el segundo pétalos y sépalos muy
largos aunque sus pétalos son mas anchos que los del primer grupo, se les puede considerar
¢omo flores grandes.

44 ANALISIS DE CONGLOMERADOS CON ANALISIS DE
COMPONENTES PRINCIPALES

Como se menciono en el capitulo 3, ¢l Andlisis de Componentes Principales (ACP)
reduce €] mimero de variables originales cuando estas son demasiadas y garantiza que las
nuevas variables (componentes) no estan correlacionadas. También se menciond que se
pueden obtener resultados muy diferentes con o sin el Andlisis de Componentes
Principales. Los datos de la aplicacién tienen solo cuatro variables, por tanto no se puede
decir que es para reducir dimensionalidad; sin embargo, las variables petallen y petalwid
estaban correlacionadas, pero en la seccién 4.3 se vio que eran las que diferenciaban los
centros de cada conglomerado por ¢l método de las k-medias, por tanto no es necesario
aplicarle un ACP. Por otro lado, si se aplicara un ACP a las flores iris; segan la tabla 4.3,
solo bastaria el primer componente para tener un porcentaje alto en la variabilidad de los
datos. Realmente no tiene mucho sentido aplicar esta técnica para tener una sola variable
que forme grupos.

Componente Valor propio Porcentaje de Porcentaje
varianza acumulado

1 422824 92.462 92.462

2 0,242671 3.307 97,769

3 0.0782095 1.710 59.479

4 0.0238351 0.521 100.00

Fuente: Datos iris
Componentes principales
Tabla 4.3
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

A pesar de que en el Analisis de Conglomerados existen diversos métodos que
permiten la formacién de los grupos, no existe un método 6ptimo que defina mejor las
agrupaciones, esto depende de la naturaleza de los datos v del conocimiento que tenga el
analista sobre el comportamiento de las observaciones y de sus objetivos planteados
previamente. Por lo que es necesario evaluar dos o tres métodos para ver cual es el que
mejor describe los grupos. Por otro lado tampoco se tiene un algoritino que diga cual es el
namero optimo de conglomerados, existen métodos auxiliares que dan una idea pero el
analista es el que decide finalmente con cuantos grupos se queda. Es de gran utilidad
comparar los métodos jerdrquicos y los no jerdrquicos ( método de las k medias), ya que en
estas técnicas se tienen los centroides de cada conglomerado y de esta manera se puede
saber que tan heterogéneos son los grupos.

El Analisis Exploratorio de los datos es una herramienta importante que muchas
veces es omitida, pero puede ser de gran utilidad para evitar cdlculos innecesarios y tener
una mejor idea del comportamiento de los datos. En particular, los métodos graficos son
los més sencillos de manejar y permiten anticiparse a problemas futuros. Por ofro lado, el
Andlisis de Conglomerados por si solo ha sido una técnica muy utilizada en distintas ramas,
ya que ha permitido describir comportamientos y caracteristicas especificas de los objetos,
y corroborar grupos que se habian definido previamente por la experiencia; sin embargo,
se puede conjugar con otras técnicas multivariadas para tener una mejor evaluacién de los
resullados, en este trabajo solo se menciono como analisis complementario et Anilisis de
componentes principales, aunque no tuve sentido aplicdrselo a los datos porque eran muy
pocas vaniables; sin embargo, seria de gran utilidad usarlo cuando se tuviera un nimero
considerable de variables; y aplicar el escalamiento multidimensional que es una técnica
que esta basada en distancias y permite ver como se encuentran distribuidas las
observaciones en los cuatro cuadrantes.

Es recomendable hacer una evaluacion minuciosz de los diferentes métodos de
agrupacion con distintos tipos de datos para tener una mejor idea de cual método es ¢l que
otorga dptimos resultados. Aunque algunos autores realizaron estudios comparativos sabre
diferentes técnicas hace algunos afios, hoy en dia se pueden aprovechar los diversos
programas estadisticos con los que se cuentan ya estos permiten realizar un mayor niimero
de calculos y de manera mas rapida.

En este trabajo se dio un panorama del Anilisis de Conglomerados, dentro del cual
se explicaron sus técnicas de agrupacién y sus medidas de proximidad, asi como algunos
problemas con los que se enfrenta el analista al utilizar esta técnica, pero también existen
otras técnicas de agrupamiento como son las técmicas clumping y la agrupacién
simultanea de individuos y variables que pueden ser abordados en otro trabajo; también es
de interés abordar con mayor profundidad los criterios de agrupamiento que se
mencionaron dentro de los métodos no jerdrquicos como son los métodos basados en la
traza.
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APENDICE A
ALGEBRA DE MATRICES

A.1 Matrices y Vectores

Una matriz es un arreglo cuadrade o rectangular de nimeros o variables arreglados en
renglones y columnas. Se utilizan letras en maytisculas para representar a las matrices. Las
entradas son nimeros reales o variables las cuales representan nameros reales. Los
clementos de una matriz se despliegan en paréntesis y la posicién de cada elemento se
denota de acuerdo al nimere de renglén o columna donde se encuentre la variable. La
dimensién de una matriz se determina mediante el nimero de renglones y columnas que
tiene. Se dice que las matrices son del mismo tamaiio cuando cada una de ellas tiene el
mismo nimero de renglones y de columnas que las otras.

En la siguiente matriz el elemento 5 se encuentra en la posicidn a1, es decir en el renglén
1 y columna 1, el elemento 10 se encuentra en la posicién 32, es decir en el renglon 3 y
columna 2.

ap amn
4= az an
a3 awn

Una matriz cuadrada es una matriz que tiene el mismo nimero de columnas y renglones,
una matriz de nxn,

an a2 ... din
a dn ... dp :

A= o obien A =(a;) dondeay es un elemento de la
duy QQm2 ... Qm

matriz

Una matriz rectangular es una matriz que tiene distinto nimero de columnas y renglones,
esto es, n renglones y p columnas o viceversa, una matriz de nxp o pxn.

an di ... dip
dy ayz ... a
e
dy dpy ... Aup
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Un vector es un ameglo con una sola columna o un solo renglon. Se utilizan letras
mintsculas para representarlos y sus elementos se pueden identificar por un indice suscrito.
Geométricamente un vector con p clementos representa un punto en un espacio
p-dimensional. Ademas se dice que los vectores son del mismo tamafio cuando cada uno de
ellos tiene el mismo namero de renglones o de columnas que los restantes.

X\
' X2
=1 x x; Xp x = .
X

vector renglon vector columna

La suma de matrices se determina sumando cada uno de los elementos correpondientes de

cada matriz si éstas son del mismo tamafio. Esto es, si dos matrices 4 es nxp y B es nip,
entonces C = A + B, también de nxp, se desea encontrar

cy = (@ +by).
Ejemplo:

-2 4 8§ -3

A= 9 B=( 10 7

301
-2 4 8§ -3 6 1
C= 9 3 + 10 7 = 19 10
-6 5 301 -3 6

La resta de matrices se obtiene restando cada uno de los elementos de cada matriz.

Para el producto de matrices AB se requiere que el nimero de columnas de A sea igual al
nimero de renglones de B, en este caso se dice que 4 y B son conformables. Para obtener
C = AB se multiplica cada rengton de A por cada columna de B.

El i —j ~ ésimo elemento de AB esta dado por:

Cy = Zaubgj
k
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es decir ¢;; es la suma de productos del i-ésimo renglén de A y 1a j — ésima columna de B.

El tamafio de la matriz A58 es el nitmero de renglones de 4 y el aumero de columnas de 5.

) 7 3 7 6 2
A= - B=| 523
89 5
1 49
2x3 313

Ejemplo:

4B = 207+7e5+(=3)sl 2¢6+7¢2+(-3}e4 22+Te3+(-3)+9
§+7+9e5+5.41 86+92+5-4 8¢2+93+5.9

g 46 142
106 86 88

3x3

La multiplicacién de vectores por matrices tiene la misma regla descrita que para
matrices, el nimero de renglones de una matriz debe ser igual al nimero de columnas del
vector o viceversa.

3 -2 4 2 2
1 3 5 -5
4
3 -2 4 2 16
1 3 5 31
4

) B R

Ejemplo;

El producto de dos vectores es de forma similar. Si e y b son de nx] entonces.

a'b =apby +a1by + ... + a.b,, cuyo resultado es un escalar
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Por otro lado, ub’ es definida como una matriz cuadrada;

a a|b| albz a.b,,
u by @by ... @b
ab' = ; ( bi b by ) = 2: | : ’ . 2: !
dy aphy anby ... anbp

El producto a'a es llamado producto punto,
L -1 2 2
ad=diataqdz+ ... +audy =aytaz+...+da;

y la raiz cuadrada de esta expresion es la distancia desde el origen a un punto a y también
se refiere como la longitud de 4,

longituddea = Jaa = }E al
int

A.2 Matrices Transpuestas, Definidas Positivas y Traza dc¢ una Matriz

La transpuesta de una matriz 4 es denotada por 4’ 0 A7. Se obtiene intercambiando los
renglones y columnas. Los renglones de A" son las columnas A y las columnas de A’ son los
renglones de 4’

Ejemplo:
4 3 -5 o 3 8
§ 2 -5 2

Una matriz simétrica A se dice que es definida positiva si x’Ax > 0 para todos los posibles
vectores x (excepto x = 0). Pero 4 es semidefinida positiva si x'Ax > 0 para todo x = 0

Ejemplo: Los elementos de 1a diagonal a;; de una matriz definida positiva son positivos.

Seax' = (0,...0,1,0,...,0) con 1 en la i — ésima posicion. x'Ax = a; > 0.

de manera similar para una matriz 4 semidefinida positivas, a;; 2 0.
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La traza se define como la suma de los elementos de la diagonal de una matriz 4 y se

"
denota como fr(4) = 3} aj;

=1

Ejemplo:
28 -5
A= 1 3 -3 tr(4y=2+3+9=14
6 4 9

A3 Matrices y Vectores ortogonales
Dos vectores a 'y b del mismo tamafio, son ertogonales si:
a'b=aby+abr+... vaphy =0

si @'a = 1 entonces el vector @ es normalizado. Este vector puede ser normalizado si es
dividido entre su longitud, Ja'a . Esto es:

Una matriz C = (cic2,.cp)cuyas columnas estan normalizadas y mutuamente
ortogonales s¢ denomina matriz ortogonal. Los elementos de C'C son producto de las
columnas de C, las cuales tienen la propiedad de que clc; = 1 para todo i y cic; = 0 para
todo / # j. C'C = / por lo que los renglones también son normalizados y ortogonales entre
si.

A.4 Combinzacién Lineal y dependencia e independencia lineal

Dados dos vectores x; y x; distintos de cero y no paralelos en 912, el conjunto de todas las
combinaciones lineales de x1 y x; esta dado por:

{a1x; +axx: | a),a; € R} donde a; y a; son constantes

Esta expresidn es extensiva para un espacio de p dimensiones, R®.
Un conjunto de vectores {x x;__x,} es linealmente dependiente si existe una relacion de
dependencia, es decir si:

x| +dy+ ... +apxp =0, paraalgunaa; + 0

88



Un conjunto de vectores {x)x, . xp} es linealmente independiente si no existe ninguna
relacién de dependencia, es decir si:

ayxp +asxy+ ... +dapxp, =0, paratodoa; =0
Una combinacion lineal de las x's puede se escrita como:
I= A Faxy . X, = d'x
donde &’ = (a1, d2,...,4,). Si el vector a es aplicado a cada x;, se tiene:
=g tama+ . tapxy=dx;  i=1,2,...n

n es el namero de observaciones, individuos u objetos y p son las variables
correspondientes a cada observacion.

A.5 Determinantes, Valores propios y Vectores propios

El simbolo para representar el deferminante de una matriz cuadrada A es |4] o bien detA.
El determinante una matriz de 2x2 se define de la siguiente forma:

ay dan
|4} = = gnan — andi
az an

y para una matriz de 3x3 como sigue:
4] = ananass + apanay +audnay — andna;y - dndandn —dndRdy,

Para dar una definicion generalizada del determinante se necesita conocer lo siguiente:
La matriz menor A; de A = (a;), es una matrizde (n~ 1) x (n—1) obtenida al eliminar
la i — ésima fila y laj — ésima de A. Entonces el cofactor de a; en 4 se define como:

'y = (1)
- Asi entonces el determinante de una matriz de rnxm con n > 1 se define como:

1 ] ]
M| =aua'n+anan+...+awd s
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Ejemplo:

5 =2 4 -
y e 01 5 2
1 2 0
-3 1 -1 1
1 5 2 0 5 2 ¢ 12
Mi=5122 0 1 {+EDE] 1 0 1 (#4104 1 29
Po-1 1 -3 -1 1 -3 11
o 1
+EDE 1 2 0 | = 5(-8) +2(=22) + 4(10) + 1(36) = -8
-3 1 -1
Por tanto:
4| = -8

Para una matriz cuadrada A, un escalar A y un vector distinto de cero x pueden ser
encontrados tal que

Ax = Xx
donde A es llamado valor propio de A y x es un vector propio

- Para encontrar 4 y x la expresion anterior se escribe como
A-ANHx=0

- 5i |4 - Al| = 0 entonces (4 — Af) tiene una inversa y x = 0 es la (nica solucion,
pero para encontrar soluciones no triviales (x # 0), {4 — 1{| = 0. De este modo:

y la matriz 4 — Af debe ser una matriz singular para encontrar una soluciéon de x + 0

- |4 — Aft = 0 se llama ecuacion caracteristica o polinimio caracteristico. Si 4 es nxn, A
tendrd n raices, es decir tendri n valores propios A, 4;...,4,. Las 4 s no son
necesariamente distintas o todas cero, pero si se procesan en computadoras sobre datos
reales, las A~ serdn distintas.
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- Después de encontrar los valores propios A;.4;,...,4,, se calculan los vectores propios
X1 X2

Ejemplo:

=(1- -A}+2=0
A‘ (1-)4-1}+

—A2-5+6=(A1=3)(A-2)=0

los valores propios son: ; =3y A; = 2

Pra encontrar los vectores propios a partir ded; = 3 y A, = 2 se utilizara la ecuacion 1.

(Ad-ADx =0
1-3 2 oy (o
-1 4-3 X2 0
—21|+2):2 =0
—x1 + X2 =0

de este sistema de ecuaciones se obtiene x; = x;, ambas variables son desconocidas
entonces un vector solucion puede ser obtenido asignando una constante arbitraria como:

(1)

si se normalizan los elementos del vector x,, se tiene:

L
JZ

—+
72
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Similarmente para 4, = 2, se obtiene:

Xy =

al- s

Si se multiplica por un escalar k ambos lados de la ecuacién 1, se obtiene
(A-ADkx = k0=10
de esta manera si x es un vector propio de 4, &x también es un vector propio

Para una matriz cuadrada 4 con valores propios A1,4,..., A,

r(d) =3 A& Mi=T]
fml

Los valores propios de una matriz definida positiva son todos positivos.
Los valores propios de una matriz semidefinida positiva son positivos o cero con el

numero de valores propios positivos igual al rango de la matriz.
Los valores propios de una matriz definida positiva se listan en forma descendente:

Ay > A2 > ... > A, los vectores propios xy,x3,...,X, se listan de la misma manera, x,
corresponde a A1, x2 a A; y asi sucesivamente.

A.6 Matrices de Covarianza y Correlacién poblacional y muestral

La matriz de varianza y covarianza para una muestra para p variables se denota como:
S= (S'J)

S11 S ... Flp
8§21 S ... 82

S=(p=| " "7 777 ey
Spt Sp;2 ... Spp

en la diagonal de esta matriz se encuentran la varianzas de las p variables y los elementos
fuera de la diagonal son las covarianzas de todos los posibles pares de variables. El
i—ésimo renglén (columna) contiene las covarianzas de la variable x,con las p— 1

vanables.

La matnz (1) se le ltama también matriz de varianza, matriz de covanianza y matriz de
dispersidn.
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La varianza de ta i — ésima variable s5; = s? se calcula de la siguiente manera:

| . e
Sii -1 ;(xh f,) (2)

= 1 - 2 _ w2
_N"l;l(x“ nxl)

donde ¥ es la media de la i — ésima variable

La covarianza de la i — ésima y j — ésima variable, sy se calcula como:

n-—1

sy = : Z(Ih—ff‘)z(x*f_xf) (3)
=

n
=1
= n—1 ;(xk,-x;.j - Fﬁ,‘fj)

Los subindices / y j son para las variables y & para observaciones. La matriz § es simétrica
porque sy = s; de acuerdo a (3).

La matriz de covarianza S se puede expresar en términos de los vectores de las
observaciones:

n—1

§ = Lo 3 -0 -3 “
b=t

L (S
—n_](gx,x, nﬂ)

El elemento en la posicién (1,1) en (x; — X){x; — %)’ es (x; — %) ¥ yel elemento (1,2) es
(xn —X1)(xp — X2). Asi la ecuacion (4) es equivalente a la ecuacién (2) y (3).

La matriz de varianza y covarianza para una poblacion se denota como sigue:
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an o ... 0’,‘,,
S=covyy=| % 0B T (5)
Opl Op2 ... Opp
Los elementos de la diagonal o; = 62 son las varianzas de la poblacién de las variables
X sy los elementos fuera de la diagonal son las covarianzas de todos los posibles pares de

las x s de la poblacion.

La matriz (5) se puede expresar como.

Z=E-mo-p)]
yYi—
yz—:!-fz [}’l_ﬂl’ Yi— M1, - Yp—Hp :|
Yo~ Hp

’_ Wi - m)? O =)z =p2) - =)0 = Kp)

- (Vz—#z)_(yl—#l) (}’z-.uz)2 (}’r#z).(yp—ﬂp)
i (VP—F’p):(,VI_JUI) (yp_#p).(yl_ﬂl) U’P".“p)z
[ Eni-m)t EGh - p00a - ) e EGr - 500 - )
_r E(.Vz—!lz.)(yl-ul) E(}'z.—#z)z E(Vz—m:)(l’p-ﬂp)
L E(VP‘#P;(PI—PI) E(Vp“#p-)(yz'-#z) E(yp"'#p)z
o1 Cu ... Oy
| on om0y
Opl Cpr ... G
Adems es analoga a (4).
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La correlacion muestral entre las variables i — ésima v j ~ ésima esta definida como;

Sy Si

Fisy

Py =

La matriz de correlacidn muestral es aniloga a la matriz de varianza y covarianza con
correlaciones en lugar de covarianzas.

r 1 F}_P (6)

R=(r,—j)=

o Fpzo.

por ejemplo en el renglén 3 se tiene la correlacién de x; con cada una de las

x's, incluyendo la correlacién con si misma la cual es 1. la matriz (6) es simétrica ya que
F'é,' = I’jj.

La matriz correlacion se puede obtener a partir de la matriz de varianza y covarianza y
viceversa, definiendo:

Ds = dr'ag( 51 ,JF,...,JST,;) = diug(s1,52,..-,5)

8 0 ... 0
_ 0 52 ... 0
0 o ... §

La matriz de correlacion poblacional se obtiene similarmente que (6) y se define;

1 puz .. pip
pu 1 L py
Petop=| P P ™)
Pt Pp2 1
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APENDICE B

L T
Iristyp ST Sepefien Ssosived Petsbien Petated

SETOSA 1 5 33 14 02
VIRGINIC Fi 64 28 58 22
VERSICOL E] &5 28 a6 1.5
VIRGINIC 4 &7 ] 56 24
VIRGIMIC 5 83 28 51 15
SETOSA [] 45 EX 14 a3
YIRGNG T -£] ES 5.1 23
VERSICOL 8 ¥ 22 45 15
VERSICOL ] 59 32 48 18
SETOSA 10 &5 38 1 ez
VERSIOOL 11 51 3 is 14
VERSICOL 12 [ at 51 18
VIROMC 12 85 F] a2 2
VERSICOL 1 58 25 E) 1
[VRGIC 15 85 3 55 1.8
VIRGRC 1 58 r 53 1.8
VIRGIMGC 17 o8 32 53 23
SETOSA " 51 a3 7 o5
VERSICOL 19 57 28 [X] 1.3
[viRomC xn 52 34 34 2
VIROMIC F2] 7 1] a7 22
VERSICOL ] 83 33 47 10
VRGN n 87 a3 57 25
[viRgaac Y 15 E] a8 X
[VIRGHWC % 439 25 a5 17
SETOSA p_] 55 35 13 02
VIRGING Pl (X4 F] 52 23
VERSICOL » E 32 47 14
VERSICOL 2 (Y] 32 45 15
VERSICOL g [X] 18 4 1,3
SETOEA n a8 a1 58 0z
VIRGING ” 58 3 51 18
[VERSICOL n 55 24 3 14
VIRGINIC M [¥] 28 [] 19
[VIRGINIC o ad ar 83 3
SETOMA » 52 34 14 42
SETOSA w 49 38 14 a
VERSICOL » 54 3 A5 18
VIRGING » e 18 84 2
SETOSA 0 44 32 1.3 [}
VIRGINIC a1 47 13 57 21
SETOSA [ [] as 18 o8 _|
VERSICOL o 1] 28 4 12
SETOSA 4 44 3 13 02
[vmorec 45 17 24 a7 2
[VIRONIC. » L2 ar A9 18
SETOBA a7 &7 32 1.8 0z
VERSICOL “ 83 28 a4 12
VIRGRAC “ 12 32 [] 18
SETOSA 0 [T} 3 14 03
SETOBA 51 59 58 14 02
VIRGINC ] X 3 a8 18
SETOBA 5 48 34 19 02
SETCAA - 5 E] e 02
SETOSA % 5 a2 42 02
VIRGINIC £ (X 28 58 14
VIRGIG 57 a4 28 58 21
SETDSA sa 43 L) 11 81
SETOSA = 88 [ AN ¢ 93
SETOSA L) 81 a8 18 o4
VERSICOL L] ar LS a4 14
VIRGIC 2 a2 28 “ 18
SETOBA [5] m 3 14 0z
SETOSA [ AR T He 02
VERSICOL " Y] 3 43 18
VERSICOL o 54 2r 41 1
SETOSA [ 5 34 14 o4
SETOSA (] 48 32 14 L]
VERSIOL - s 28 45 13
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SETORA 134 42 EY) 03 1 VERBOOL | 10y 8.2 19 43 13 2
SETO8A 135 is 3 0.1 1 VRGN 104 14 28 41 19 2
BETOSA 138 45 23 03 1 15 59 3 42 15 2
BETOSA 18 37 Y 03 1 VIRGINIC 108 58 za a3 2 Fi
BETOSA 1 51 | ©3 1 VERSICOL | 100 [3 27 4 1 1
BETOSA [ 54 34 0.2 1 RGrc 10 73 29 63 18 2
sETORA [T 5,1 37 0.4 t RO m &y 23 58 18 2
SETOBA 143 LY} s 0.2 1 vERSIoOL | 113 87 a AT 15 2
EETONA 149 23 a7 0.z 1 VERBIOOL | 114 01 23 44 13 2
VIRGRO 2 1] Y} 22 F) vermoot [ 118 [T 3 41 13 F]
VERSICOL ] Y 28 15 F VERSICOL | 117 53 15 a9 15 z
VIRGINC 4 .7 31 24 T vERSICOL | 118 a1 18 a7 12 z
VIRGINIC 3 &y | 2 15 2 vERSIGOL | 119 0 29 a 13 2
VIRGINIC ? op 31 23 2 VERsICOL | 120 51 25 3 1 2
VERSICOL ] a2 12 15 2 vErsicoL | 1 57 28 41 13 F]
VERSIOOL ] 59 12 18 2 VIRGING 12 a8 ] 54 22 2
VERSICOL 1 &t [] 14 2 [VIRGRaC 173 as 1 54 P2 2
VERSCOL 12 [ Y 18 2 [IROMG 124 12 18 81 3 2
VIRGING hE] %] 3 2 2 VIRGINIC 2 LX) 32 51 2 2
VERSI0DL, H 56 25 11 2 VERGICOL | 1 o1 19 a7 14 2
VIRGING 15 85 3 18 1 VERSICOL | 129 58 Pt 38 13 Fl
VIRGINIC 18 58 27 18 Fl vERSICOL | 130 ) 3 49 15 2
vRoRC 17 58 32 23 2 VRGIG [EN 8.4 2r 53 18 2
VERSICOL " 57 28 13 z [ROeac [E) 0 3 1| ss 21 2
IVRGNE x (¥ kY 23 2 veRrscoL | 138 85 25 [ 13 2
VIRGING n A 0 22 F3 VIROMIC 1a7 57 25 5 2 2
VERSICOL z 82 33 15 F3 VERSICOL [T 35 3 4 13 E
VIRGING n ar 13 1% F) VERSICOL | w1 [T 3 &4 14 2
[rcrac 2 18 3 X 2 veracoL | 1 a8 28 [T] 14 2
VIRGRIC = 48 25 17 2 VIRORC 14 58 24 EX] 24 2
vIRGRaC n &7 3 23 2 VERSICOL | 147 87 3 s 17 2
VERSIOOL » 7 a2 14 2 VIRGMNIC 148 63 1 1 [ 18 ]
VERSICOL F) 32 15 2 150 s 23 13 [} 2
VERSICOL »n 28 13 2
vrGRaC n 3 18 2
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TABLA BS: TABLA DE CONGLOMERADOS POR EL METODG DE WARD

nimero ce ndmeco de i oe ndmer de
sirerk> s Puster Pt _iype__shetwtd Semden _Swihed Puésler Putsond _corgiomarsdo

SETOSA 1 5 13 14 vz 1 VERSICOL 3 55 24 38 11 2
|SETOSA L] (1] 34 14 03 1 [VIRGING M 83 2% 5 19 2
SETOSA 10 [1] 38 1 02 1 VIRGINIG 15 84 32 53 23 2
SETOSA 18 51 33 17 [ 1 VERSIOOL » 54 3 43 1.5 2
SETOSA = 55 as 13 02 1 VIRGIC n X a8 | s4 2 z
SETaSA E1) 48 EX 18 01 i VRO at 67? aa 57 21 i
SETOSA » 51 34 14 0,2 1 VERSIOOL 5 58 26 [ 12 2
SETOSA ar a8 18 14 05 1 VIRGINIC a5 LX) 28 a7 2 2
SETOSA “© “ 3T 13 02 1 VIRGING - 83 27 a8 18 2
SETGSA az 5 15 18 o8 ] VERSICOL “® 55 24 a4 12 2
SETOSA L) [Y] 3 12 o2 1 VRGINC @ 72 az [ . 2
SETOSA a7 ar 32 1. 02 1 VIRGIMC 2 5.1 2 4“9 18 2
SETOSA 50 a8 2 1.4 0 1 VIRGINIC 5 Y 78 34 14 3
SETOSA ED 51 EY) 13 02 1 VIROREC ] (Y] 8 16 21 2
BETOSA 53 48 34 1 0.2 1 VERSICOL o a7 31 44 14 F
SETOSA 54 5 3 18 02 1 VIRGINC [ [¥] 28 48 1B 2
SETOSA ] 5 32 1.2 02 1 VERSICOL o 58 3 43 15 2
SETOSA 5 a3 3 1 6,1 1 VERSICOL - 58 27 41 1 2
SETOSA ] EX) a 12 0z 1 VERSICOL ) ] 20 AS 1.5 2
SETOSA o0 51 18 18 04 1 VERSIOOL ) a7 28 | a5 1 2
SETOSA 53 a3 3 14 02 1 VIRGINIC n 17 3 a1 z3 2
SETOSA w“ 51 35 14 02 1 VIRGIG T4 63 a a0 | 24 ]
SETOSA o s 34 18 04 1 VIRGINC ™ 48 27 X 19 F
SETOSA « 48 32 | 4 02 1 VERSIOOL 78 st 23 42 +3 z
SETOSA n 5.7 i 15 04 1 [vGrac 23 12 3 59 15 3
SETOSA n s a8 14 0.2 1 VIRGINK: ] ER 3 58 21 2
SETOSA ™ EY Y] 13 0.4 1 VIRGING a1 as 3 35 18 1
SETOSA n 52 a1 14 0.1 1 VIRGING a L] 3 43 18 E]
SETCEA ot 55 43 14 02 1 VIRGING [3) [ 28 a6 1.8 2
I SETOSA L] 49 EX] 18 02 1 VERSIOOL [ 40 24 | 33 1 2
SETO8A [] 54 a9 17 D4 1 VERBICOL - 58 T 42 13 2
SETOSA k) 5 a4 15 02 1 VERSIOOL L] 57 3 47 12 2
SETOSA [ 44 29 14 [ 1 VIROINIG ] 17 28 a2 23 2
SETOSA 100 47 32 13 a2 1 IRGIIC W [ 21 3 15 z
SETOSA 101 a8 34 15 02 1 [VERSICOL o2 as 29 A8 13 7
BETOSA 108 EX) ET 15 02 1 VERISICOL 0 52 27 as [ 7
SETOSA wr [ s +3 03 1 VERSICOL ] [ 34 45 15 T
SETOSA 12 48 at 18 0,1 i VERSICOL o7 5 2 35 1 )
SETOSA 1" | 54 37 I8 02 [l VERSICOL ] 38 24 37 1 3
sETOSA 124 54 ag 13 04 1 VERSICOL w 58 T 39 12 2
SETOSA [t 51 a8 14 63 1 VRGIC L) [X] 12 57 23 2
|SETOSA 34 LX) A4 18 02 1 VERSICOL 103 [ ¥ 28 43 13 2
ecTOSA 13 48 3 14 at 1 RGRRC 104 T4 28 (3] 19 2
SETOSA 13 45 23 13 03 1 VERSICOL | 108 [ E] 42 15 2
SETOSA 1 a7 38 17 5] 1 VIRGING 108 1] Y] Ay ? 2
SETOSA 1% 5.1 as | 48 [X] 1 VERSICOL o] ] 27 4 1 2
SETOSA 0 54 14 17 0.2 1 [weasac | 13 28 (1] [ 2
SETOMA 144 51 7 18 o4 1 VIRGINIC 1" 87 23 50 18 ]
SETOBA 148 52 Y] 13 0.1 1 VERSICOL 13 ar 1t 47 15 7
SETOSA s 53 £ 18 0.2 [ VERSICOL | 114 e z3 4 13 z
VIRGING ] ad 28 50 22 2 VERSICOL | 118 54 3 41 13 7
verscoL ] &3 28 i 13 2 versicoL | wr 53 1% ap 13 7
[vIRORAC 4 X u 58 24 2 vErRsCOL | _ 118 81 28 41 1.2 2
(vRoRC 5 3 28 X! 15 2 VERSICOL | 119 .4 29 a3 13 7
VIRGING T [0 a1 81 23 2 VERSICOL | 1o 51 25 3 11 2
VERSICOL [] 62 22 T3 15 2 m 57 28 4 13 2
VERSIOOL ] 59 32 a4 [ F] VIRGING [F-] €5 3 58 2z 2
VERmICOL 1 51 3 48 14 7 [ViRGINC 12 8 11 s4 | 29 2
VERSIGOL 12 ] 27 51 | 18 2 VIRGRAC 128 12 EL (X} 25 2
VIRGING. [H] 0s 3 52 2 F] VIRGIC 127 [1] £ at 2 2
VERSICOL 1 54 25 ag 11 Fy VERRCE 128 a1 29 AT [ 2
VIRGHNIC 15 (%1 3 55 14 2 VERSICOL 1% 56 18 s i3 2
[vRoRIC 18 5.8 7 5t 1.8 2 vERGicoL | 10 a8 Y “w 13 2z
[vrorac 17 [ 32 [X] z3 2 VIRGINIC JEl] Y 27 33 19 7
VERSICOL hi 57 8 45 13 2 VIROINC 12 " 3 5% A z
VIRGINIG x 82 34 54 3 2 VERSIOOL 133 84 25 L] 13 H
VIRGINIC Fil 1.7 L1 ] L4 12 2 VIRGHNIC 137 57 % -3 F 2
vERSICOL F-] 83 32 Ay 18 F] VERSIOOL | 140 53 23 [ 13 2
VIRGINC n 87 33 FY 25 2 141 [T E] a4 14 2
\ARGIIC FY ) E) 68 | 21 2 [VERSICOL -] a8 28 42 14 2
VIRONC 25 i9 25 as 17 1 VIRGINIC 148 58 28 51 24 2
VIRGINIC Fid &7 3 82 21 Fy VERGICO:. | 147 wr 3 s 17 2
VERSICOL » 1 32 4T 14 2 VIRGRIAC 148 83 13 [ 28 2
vERSICOL » [ 32 48 15 2 vERscoL | 10 ) 23 33 1 2
VERSIOOL » a1 z8 4 [ 2

VIRGIC » 59 3 51 T 2
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