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Prélogo

En aiios recientes se han desarrollado diversos trabajos referentes a la técnica de re-
gresion, y mds especificamente a la tarea de reemplazar las variables dependiente e inde-
pendientes Y, X, Xa, ..., X, por transformaciones 8(Y), ¢,(X1), ¢2(X2), .., $,(X},) tales que
describan lo mejor posible un modelo de la forma 6(Y) = ¢,(X1) + ¢o(Xa) + ... + §p(AX}p),
contando dnicamente con una serie de datos {{y, Ter, Tro, - Tap), 1 < k < NY.

En este trabajo se describen dos métodos para la estimacién no paramétrica de transfor-
maciongs en regresion conocidos como ACE {Esperanzas Condicionales Alternadas) y AVAS
{Aditividad y Estabilizacién de Varianza), los cuales son m4s flexibles que procedimientos
como el de Box-Cox, pues permiten casi cualquier tipo de transformacién.

La distribucién de la obra es la siguiente: después de mencionar el propdsito, extensiones
y cuidados en general de la técnica de regresion lineal en ¢l primer capitulo, se prosiguc
en el segundo presentande el principio perseguido por el ACE: maximizar la correlacién
existente entre 8(Y') y 3°7_, ¢,(X;). Para ello se utilizan las propiedades de la esperanza
condicional, las cuales son revisadas en seguida. Como paso siguiente se establece el al-
goritmo, se estudian las condiciones bajo las cuales existen transformaciones dptimas y
cuindo el método converge a ellas. A continuacién se discute su implantacién en el caso
discreto, mediante el uso de técnicas de suavizacién, asf como su convergencia. Se concluye

este tema mostrando una serie de ejemnplos.

El capitulo final inicia ilustrando algunas criticas del ACE que motivaron el desarrollo
de una variacién del mismo. De esta manera se menciona la finalidad del denominado
AVAS, el cual busca maximizar la correlacién requiriendo estabilidad en la varianza del
modelo transformado. Posteriormente se introduce la llamada transformacion asintética
de varianza, la cual se incorpora en el ACE para obtener el nuevo método. Finalmente se
desarrollan varios ejemplos para analizar su comportamiento y se efectdan comparaciones
practicas de ambos algoritmos.

Cabe mencionar que la parte tedrica (salvo las bases del teorema de proyeccién y de la
transformacién asintGtica de varianza) se basé en los trabajos originales de los algoritmos,
Las demostraciones fueron simplificadas y detalladas en lo posible, incluyéndose las referen-
cias para su consulta. Por dltimo, para generar las grificas se utilizé el paquete estadfstico
S-Plus, el cual incluye ambos algoritmos programados dentro de sus rutinas.
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Capitulo 1

Introduccién a la Regresién

1.1 Anadlisis de Regresion

El andlisis de regresion es una téenica estadistica cuyo propdsito es identificar y/o modelar
la relacidn existente entre las variables de un sistema. Una variable puede ser cualquier
factor categdrico o mensurable de éste. Esta libertad le otorga al andlisis de regresion la
cualidad de ser una herramienta sumamente titil en diversas ciencias, como la biologia,
la econoniia y las ciencias sociales entre otras, siendo actualmente unc de los principales
métodos de andlisis de datos. El objetivo de realizar una regresidn es tratar de explicar el
comportamiento de una variable (la variable de interés} con base en una o varias variables
explicativas.

Antes de llevar a cabo un andlisis es importante identificar el tipo de inferencias que de-
sean obtenerse, pues tanto el proceso para la estimacién como el modelo a utilizar dependen
de éste. En primera instancia podria pensarse que aquel que mejor aproxime a los datos
deberfa ser adoptado para cualquier propdsito. Sin embargo, un modelo ofrece soluciones
al aspecto particular que lo geners, mas puede no ser recomendable en otros casos.

Entre los usos mds comunes del andlisis de regresién se encuentran los siguientes:

e Proporciona un modelo que aproxima el comportamiento de la variable de interés de
acuerdo a las condiciones de regresores, lo cual permite predecir el comportamiento
de la primera conociendo el de las dependientes. Esto puede ser un resumen més
util que una tabla de datos o una gréfica, incluso. Por ejemplo, una compariia puede
estimar la relacién de la demanda de su producto con respecto a la presentada en
meses anteriores, el sueldo minimo vigente o cualquier otra variable, y mensualmente
utilizar este modelo para prepararse para los niveles de demanda futures basandose
en las estimaciones.



s Puede ser un instrumento para comparar el grado de importancia de cada factor, y
asf explicar el comportamiento de la variable de interés. Supéngase que se quiere
mejorar el sabor de cierta bebida comercial. El mimero de ingredientes de la bebida
es demasiado numeroso para modificar cada ingrediente, ademds de que el sabor se
verfa alterado radicalmente. Por ello se lleva a cabo una prueba, utilizando diversas
variantes de la bebida, alterando en cada una la combinacion en algunos ingredientes
y se estudia qué tanto mejoré el sabor. De esta forma se puede llegar a identificar los
elementos que pueden contribuir a mejorarlo més que otros para pruebas posteriores.

* En ocasiones, cuando el tipo de relacién que guardan las variables es conocido, el
analisis representa una herramienta para estimar los pardmetros desconocidos. Para
cjemplificarlo témese un caso de las finanzas. La volatilidad que una accién muestra
{con respecto a un mercado en general) puede ser capturada cn un coeficiente de
sensibilidad. Este pardmetro se obtienc al realizar una regresion de los rendimicntos
que ha presentado la accidn con respecto a los rendimientos correspondientes del mer-
cado. De esta forma, el valor obtenido proporciona una “representacién porcentual
promedio” de la sensibilidad de la accién a cambios en el entorno en general.

Ejemplo 1.1.1 Un estudiante de medicina desea establecer una relacidn entre el peso y la
estatura de los halitantes masculinos de una localidad. Para ello obtiene los dutos de 15
personas al azar y los recopila cn la siguiente tebla:

[ Estatura(m) | Peso(kg) | | Estatura(m) | Peso(kg)

1.77 75 1.84 88
1.68 73 1.G63 65
1.75 67 1.62 78
1.68 73 1.76 79
1.62 72 1.73 81
1.87 83 1.75 78
1.65 76 1.85 74
1.67 80

Tabta (1.1). Estaturas y pesos.

Realizando un ajuste por minimos cuadrados se da cuenta que la relacidén Peso =
17.1 + 34.2 x estatura describe bien los datos tomados en principio, como lo detalla la. °
gréfica siguiente.
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Fig. {1.1). Recta de ininimos cuadrados.

Algunos aspectos a considerar al llevar a cabo un andlisis de regresién son mencionados
a continuacidn:

* En general la ecuacién que explica la relacién entre las variables involucradas puede
no ser vélida fuera de la regidn que contiene los datos observados de las variables ex-
plicativas. Por ello si es necesario extrapolar valores debe verificarse si las condiciones
existentes en el rango de datos son similares en la region donde se extrapolaré.

e El andlisis de regresién es parte de un amplic proceso para aproximar el compor-
tamiento del sistema. Esto cs, el obtener una ccuacién puede no ser el objetivo
principal del estudio llevado a cabo. El comprender el proceso que genera los datos
puede considerarse mas valioso.

» La veracidad del andlisis depende directamente de la calidad de la informacién inicial.
Si los datos en los que éste se basa son dudosos, las conclusiones lo serdn adn m4s; m4s
atin, deben contener los aspectos mds importantes del aspecto a estudiar del sistema.
Por ello, es importante el origen de la muestra, como un experimento controlado o una
simulacién, y estar concientes de su influencia en las conclusiones. Sin embargo, axin
cuando se haya identificado la existencia de algiin tipo de asociacién, no siempre puede.
garantizarse que la muestra la haya captado de manera clara, independientemente de
la forma de obtener los datos.



En ¢l ejemplo expuesto se escogié un modelo para intentar explicar la relacién existente
entra las variables. Un modelo es lo que el analista percibe como el mecanismo que genera
los datos, pudiendo establecer ciertas condiciones con respecto a ellos (supuestos). En este
caso el modelo seleccionado tiene la forma

Yi=fg+ 8, X +ei, i=12,.,15,

donde ¥; representa el peso y X la estatura del i-ésimo individuo. Los términos ¢;, i =
1,2,...,15, corresponden a las variaciones de F; + 3, X; con respectoa ¥;, i =1,2, ..., 16 y
son tales que

Ele) = 0 Vi
Conlene;) = {02 sti#j,

at st =j.

En cste modelo la variable ¥ es llamada dependiente vy X independiente o regresor.
Puede ser conveniente pensar en £ como una variable aleatoria que representa el error es-
tadistico, en el sentido de que contiene la falla del modelo de adecuarse a los datos de manera
exacta. Finalmente 3, ¥ 3, son cantidades desconocidas llamadas coeficientes de regresién.
Generalmente los procedimientos llevados a cabo en un andlisis buscan conclusiones con
respecto a los éstos iltimos, de acuerdo a criterios establecidos.

El modelo utilizado en el cjemplo es conocido como modelo de regresién lineal simple,
y es el més sencillo debido a que contiene s6lo un regresor. El término lineal se refiere a la
linealidad en los coeficientes de cada variable, y no a la linealidad de cada variable en si.
Para formalizar lo anterior se expondrd el modelo de regresién lineal mudltiple, del cual el
simple es un caso particular.

1.1.1 Modelo de Regresién Lineal Miltiple

Considérese una relacidn de la forma:

Yi=8+5,Xa+ .. +,6pXip+E{, i=12,.,N.

Los datos son proporcionados por una muestra aleatoria (¥;, Xiy, Xug, ..., Xip), 1 =
1,2,...N. Si se define




e=|: |, 8=| "],
£ )
By
Y 1 le
Y= v Lk = 1 X(]) = : ’ J = 112:'--;0:
}/ﬂ 1 XNj

Xuxpeny = (1, Xy - Xm) = (X5},

entonces la forma matricial del nodelo estd dada por:

Yle = X.n\’x(p+l) 46(,,+1)x1 + Enxi

bajo las siguientes hipdtesis:

Elg;) = 0 Vi
0 st i # 7,
Coule;,e;) = {(;'2 st 1,i; ;
Rango(X) = p.

~t —— —
De esta forma se buscan los valores 8 = (8, 51, .-, 8p) que minimicen la suma de

- -~ ~t
cuadrados (criterio establecido) Z?;I(Y‘-—Y,-)z, dondeY; = 8 X; y X! = (1, Xiy, Xa, ..o, Xip)-
Al estimador que minimiza la suma se le conoce como estimador de mfnimos cuadrados,
¥ €s uno de los criterios més aceptados para considerar a los valores de los pardmetros como

"éptimos”. Para llegar a él se utilizardn algunas definiciones y propiedades de matrices,
las cuales se encuentran enunciadas en el Apéndice 1 al final de este trabajo.

El objetivo buscado es el siguiente: sea &; = ¥; ~ B'X;. Se desea encontrar los valores
de 8 que minimicen Y e?

i=1%i"

Inicialmente se observa que

N
Y et = ele=(Y - XY - XB)

YiY - B'XYY - YIX8 + BIX' X8
YUY — 2Y'X 3 + /XX 3.
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Ahora, como XX es simétrica, por las observaciones (Al.2) y (A1.3) se cumple

SN 2
%E‘—‘i = —2X'Y +2X'XJ.

Ignalande a cero se obtiene

2X!X[3 = 2X'Y.

Como rango{ X' X) = rango (X} = p, se dednce que X' X es invertible, por lo que de la
ltima ignaldad se tiene

B=(xXx)"X'Y.

. . C 1 .
Para finalizar, al volver a derivar Zf;l £? con respecto a 3 se tiene
P3N e |
...,i=L:i = IX'X
a6 08
la cual es facil mostrar que es definida positiva, por lo que la funcidn alcanza un minimo
= —1
en B = (X!X) XY,

El proceso de estimar los pardmetros del modelo de regresién no concluye la tarea del
analista; representa el primer paso que puede llamarse el adecuar ¢l modelo a los datos. La
siguiente fase consiste en verificar si el grado de adecuacién es aceptable, y determinar si
son necesarios otros ajustes. De aquf que una regresion puede implicar un proceso iterativo,
en el cual una muestra conduce a un modelo en primera instancia, y posteriormente éste
se modifica hasta adecuarse a los datos satisfactoriamente.

Con el fin de poder modelar estadisticainente el comportamicnto del error y efectuar
pruebas de hipétesis, intervalos de confianza, etc., suelen agregarse supuestos, debiendo
tenerse presente el papel trascendental que cualquiera de ellos juega en el andlisis. Si éstos
no se cumplen puede acarrear inestabilidad, en el sentido de que muestras distintas pueden
llevar a modelos muy diferentes, con conclusiones contradictorias. De aqui la importancia
del segundo paso mencionado anteriormente.

Entre los supuestos més examinados se encuentran los de simetrfa o normalidad de
la distribucién de los errores y la estabilidad de la varianza de los mismos. Dentro de
las técnicas para verificar su validez, y del modelo en general, se encuentran el uso de .
estadfsticos como el t o el F, el coeficiente de variabilidad explicada R2, asi como el anslisis
de residuales por medio de métodos graficos come la ”grafica normal”, entre otros. En caso
que los resultados obtenidos indiquen que el modelo es inapropiado, se debera considerar
algin tipo de ajuste para mejorarlo.



1.2 Transformaciones de Variables

No obstante que la regresién lineal es una herramienta sumamente socorrida en un sin-
nimero de situaciones, el alcance del mismo puede verse ampliado mediante la incorpo-
racién de procedimientos en los datos o evaluando si transformaciones de las variables
pucden mejorar el poder explicativo del modelo. Aunque en diversas ocasiones éstas se
escogen empiricamente, existen varias técnicas formales que pueden ayudar a especificar
alguin tipo en particular. A continuacién se discutirdn dos procedimientos analiticos para
cncontrar transformaciones en las variables del modelo.

1.2.1 Transformaciones en la Variable Dependiente

Counsidérese nna relacion entre las variables dependiente e independientes de la forma

Y'\=,50+ﬁ1X1+...+ﬁpX,,+£. (11)

Claramente el modelo de regresion lineal muiltiple es un caso particular, con A = 1,
Una simplificacién del método de Box-Cox! sugiere encontrar el valor éptimo a través de
una serie de regresiones que involucran varios valores del parametro, comparando para tal
cfecto la suma de residuales SR = Z,‘L {Y: = ¥:(\)}? para cada valor asignado a A. De esta
forma el valor éptimo sera aquel cuya suma de residuales sea (aproximadamente) minima.
Este valor puede encontrarse analizando la grafica de SR como funcién de A. Como una
segunda fase se puede refinar el drea donde se percibe el minimo de la suma de residuales

para encontrar un valor méds aproximado al minimo.

El trabajo original de Box-Cox indica utilizar la funcién de méxima verosimilitud va-
luada para los distintos valores de A e identificar graficamente el valor maximo {como se
menciond antes), para posteriormente obtener una aproximacién del intervalo de confianza.

Adicionalmente los autores presentaron resultados para transformaciones de la forma

Yi-i - f
YW = { VI A#0. conY = exp(Z:NYl)

YinY, A=0
y
Yo o { Y A#0
In(Y), A=0
entre otras,

'Box, G. E. P. y Cox, D. R. (1964). ”An Analysis of Transformations”. Journal of the Royal Statistical
Society, 26.



Ejemplo 1.2.1 Una companifa de electricidad desea obtener un modelo que refleje la rela-
cidn entre el consumo de energie en le hora "pice” del die con el consumo total del cliente al
mes. La importancia del estudio radica en que, st bien los consumidores pagan los servicios
por el uso total, la plante debe ser capaz de satisfacer lo demenda incluyendo e de las horas
pico. Los datos se muestran en la table siguiente:

[(Xwh) [Y (ew) | [X (kwh) [ Y (kw) ] [X (kwh) [ Y (kw)
679 79 745 77 770 1.74
292 44 435 1.39 724 4.10
1012 56 540 56 808 3.04
493 79 874 1.65 790 96
582 2.70 1543 5.28 783 3.29
1156 3.64 1029 G4 406 44
997 4T3 710 4.00 1242 3.24
2189 9.50 1434 31 658 2.14
1097 5.34 837 4.20 1746 5.71
2078 6.85 1748 4.88 468 64
1818 5.84 1381 3.48 1114 1.90
1700 5.21 1428 7.58 413 51
747 3.25 1255 2.63 1787 8.33
2030 443 1777 4.9 3560 14.94
1643 3.16 370 59 1495 5.11
414 50 2316 8.19 2221 3.85
354 17 1130 4.79 1526 3.93
1276 1.88 463 51

Tabla {1.2}. Consurmno de energfa por hora y consumo total.

Al realizar una regresién lineal simple, el modelo obtenido por minimos cuadrados est4
dado por

¥ = —0.8283 + 0.00368X.

El ajuste que este modelo presenta con relacién a los datos se ilustra enseguida.
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»

Fig. (1.2). Recta de minimos cuadracos.

Los resultados de los estadisticos al realizar la regresion son R? = 0.7046 y F = 160.26
(significativo al 1%). Aunque no reflejan la necesidad de modificar ¢l modelo, examinando
la grafica de residuales e; = § — contra z; se observa que ¢l modelo no presenta estabilidad
en la distribucién de sus residuales. Por ello se decide verificar si una transformacién en la
variable explicativa es recomendable, mediante el proceso de Box-Cox.

T T T T Y T
S00 1000 1500 2000 2500 3000 3500

X1

Fig. (1.3). Grafica de residuales.

La tabla a contimiacién muestra la suma de residuales evaluada utilizando distintos
valores de A.
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X | SRV |
-2 | 34,101.03
-1 | 986.04
05| 291.58

0 | 13400
0.5 | 96.94

1 | 126386

2 | 1,27555

Tabla (1.3).Valores de A y SH.

Al parccer, ¢l minimo de la suma de residuales se encuentra entre los valores de 0 y 1
para M. Por ello se hace un refinamiento en los incrementos, para precisar mejor un valor
semioptimo. Los resultados son los siguientes: g

[ A | SR\
0 [ 134.09
0.125 | 118.19
0.25 | 107.20
0.375 | 100.2561

0.5 | 96.94
0.625 | 97.28
0.75 | 101.68

1 126.86

Tabla (1.4). Refinamiento de valores de A y SR.

El minimo de SR parece alcanzarse entre los valores de 0.375 y 0.625. Como este
intervalo no contiene al valor 0, ¢l método Box-Cox sugiere que una transformacién de la
variable dependiente es necesaria. De acuerdo a los valores obtenidos, la mejor estimacién
para el exponente es el valor de 0.5, o equivalentemente VY. La grafica siguiente ilustra el
ajuste superior del modelo transformado, graficado utilizando rombos, al alcanzado por el
modelo original, en puntos.
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Fig. (1.4). Rectas de minimos cuadrados para Y y VY.

1.2.2 Transformaciones en las Variables Explicativas

Como complemento a (1.1} se puede pensar en un modelo de la forma:

Y = B0+ B X7+ BaX3? + . + B X7 4k (1.2)
Box y Tidwell® proporcionaron un procedimiento para determinar el valor 6ptimo de
los exponentes oy o ..., 0 , €l cual se discutird a continuacién.
Defintendo

o L
H/'={ Xi i a‘?éo i=1?2)"'=p;

lIl(X.') si oy = 0

el modelo toma la forma:

Y = B+ ByWi + ByWa... + B, Wy + .

IBex, G. E. P. y Tidwell, P. W. (1962). "Transformations of the Independent Variable". Technometrics,
4,
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El método estima exponentes para uno o mds regresores, basdndose en la expansién de
Taylor. El proceso requicre de un valor inicial para o = (o ap) del cual se parte para
mnejorarlo gradualmente. Gencralmente se selecciona &; = 1, 1 = 1,2, ..., p para dicho valor,
por lo cual se inicia con una rogresidn lineal muiltiple. De esta forma, si se denota

f(al,...,ap) = ,80 +,61W1 + ...+ ﬁpW,,,

la expansioén de Taylor alrededor de ag = {ay 9, ... ¢ty p), ignorando los términos superiores
al primer orden, serd:

BY) 1 )y + o1 = 10) 5] b o [E]

»

Utilizando el valor exg = 1, la ccnacién antenor adquicre la forma

E(Y) = 18[] -+ ﬁ]Xl + .. +aﬁp‘¥?l + (a'l - 1)151)(1 IHA’l +- (n'p - l)rgpf\’p ll] Xp-

Towando y; = (e — 1)5;, Z; = Xiln X, i =1,2,. .. . p. el modelo se reduce a:

E(Y)2 8y + 8, X+ ..+ BoXp + 121+ o+ 7, 2 (1.3)

De esta forma el proceso para estimar el valor de o es el siguiente:

1. Selleva a cabo una regresion lineal nuiltiple del modelo E(Y) = Bo+ B X1+ 48, X,
Denotese 3; al estimador de minimos cuadrados de 3;.

2. Par separado se realiza una regresion lineal mdltiple del modelo E(Y) = 8y+ 8, X1+
et BoXp + 7,21 + .. + 7,2, Denétese 4; al estimador encontrado de ;.

3. Calcular los valores &; = gé +1, i=1,2,...,p

El papel del desarrollo de Taylor cn el proceso anterior es el siguiente: (1.3} es un modelo
de regresion lineal miltiple aumnentado con términos en las Z. La parte extra corresponde
a la desviacion de la linealidad en las X del modelo original. Como resultado, valores de -,
distintos a 0 sugieren la necesidad de un ajuste en el término X;. Por el contrario, valores
de «, cercanos a 0 indican que o; — 1 = 0, y por tanto no hay evidencia que sugiera ajustes.
El proceso puede indicar transformaciones cuadraticas (o = 2), logaritmicas (e; = 0),
reciprocas (o; = —1), ete.

Lo anterior puede verse como una iteracién que "mejora” el valor anterior de o, que
inicialmente era 1. De esta forma, el procedimiento puede repetirse hasta que las nuevas
estimaciones sean suficientemente parecidas a las anteriores. Para ello se puede utilizar €]
signiente procedimiento de la segunda fase en adelante:
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1. Hacer W, = I?, i=1,2, ..,p yajustar el modelo E(Y)} = ﬁ0+,ﬁlﬂfﬁ + ...+ﬁpIT’p.
Denotar por f; al estimador de £;,, i=1,2,...,p.

2. Definir Z; = W, In W,.

3. Ajustar el modelo E(Y) = £, + 5, W+ .. +,Bpl/’1—/; TN A +7p§;. Denotar como
4; a los estimadores de «,.

4. Definir el nuevo valor de &; :

a; = (:y:' + 1) - (valor anterior de &;), i=1,2,...,p. (1.4)

Posteriormente se sigue el misino proceso que en la primera iteracion, asignando a &;
el valor &, (%‘ + 1) , donde &; es la estimacion del paso antevior y I expresicon (gé + 1)
se encuentra mediante una nueva regresion. De esta forma el coeficiente cstimado ‘de X;
después de la primera iteracion serd Xf"(“?‘/ 541 de acuerdo a (1.4).

Ejemplo 1.2.2 Se lleva a cabo un estudio para estimar la relacion existente entre la ve-
locidad del viento en determinado tiempo con el voltaje que generan las aspas de un moline
diseriado pare tal efecto. Los datos recolectados se muestren en la tabla a continuacion:

! Vel. viento (MPH) [ Voltaje | [ Vel. viento (MPH) | Voltaje |

5.00 1.582 5.80 1.737
6.00 1.822 7.40 2.088
3.40 1.057 3.60 1.137
2.70 0.500 7.85 2.179
10.00 2.236 8.80 2.112
9.70 2.386 7.00 1.800
9.55 2.294 5.45 1.501
3.05 0.558 9.10 2,303
8.15 2.166 10.20 2.310
6.20 1.866 410 1.194
2.90 0.653 3.95 1.144
6.35 1.930 2.45 0.123
4.60 1.562

Tabla (1.5). Velocidad del viento y voltaje.

Al ajustarse una regresitn lineal simple a los datos, se obtiene el modelo:

¥ =0.1309 4+ 0.2411X.
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Fig. (1.5). Recta de minimos cuadrados.

En este modelo R? = 0.8745, SRC = .0557 y Fy = 160.26 (significativo al 1%). Re-
visando nuevamente la grafica de residuales e; contra los valores de X; se detecta que el
estado actual del modelo es inapropiade para satisfacer los supuestos de los errores, por lo
que se lleva a cabo el proceso de Box-Tidwell para mejorarlo.

03

og

03

Fig. (1.6). Gréfica de residuales.

Ya que el primer paso del proceso es llevar a cabo una regresién lineal simple, se procede
a mejorar el valor inicial é&q = 1.
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Definase el valor W = X In X y llevando a cabo una regresién para

Y =8+ 5, X +4W
el modelo estimado resulta

Y = ~2.4168 + 1.5344.X — 0.4626W.

De (1.4) se calcula

n y —0.4626
@ 5 + 02411 + 0.92

para el nuevo valor de a.

Una nueva iteracién del procedimiento con la variable explicativa W = X092 lleva a
un modelo de la forma

Y =B, + B W = 3.1039 — 6.6784W.

Incorporando el segundo regresor Z = W InW se obtiene

Y = By + AW + 12 = 3.2409 — 6.445W + 0.5994Z.

La modificacién de la estimacién de « estd dada entonces por:

5 5 . 0.5994
7Y a = (9599 L)Y (—0.92) = —0.8374.
- (ﬁ1+ )al (—6.6784+ (~0.92) = —0.8374

Llevando a cabo un par de iteraciones més, los resultados obtenidos son &3 = —0.83342 ° ‘
y &y = —0.83334. De esta forma, graficando los datos X ~98%3% recomendado por el proceso

de Box - Tidwell contra Y y la recta de minimos cuadrados ¥ = 3.26 — 6.4684.X ~08333 go
puede observar una mejor adecuacién del modelo.
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Fig. (1.7). Recta de mfnimos cuadrados para X -0,
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Fig. (1.8). Grafica de residuales para X ~0833%4,

Como corolario, con los métodos anteriores puede estimarse una relacién de la forma
Y =By + B X7 + B Xgf + -+ B X7 €.

Una vez introducidos el concepto, utilidad, limitaciones y extensién de la regresi6n lineal - -
mediante el uso de transformaciones, se presentardn dos métodos para estimar transforma-
ciones generales, mediante los algoritmos ACE (el cual busca aquellas que maximicen la
correlacién del modelo) y AVAS (que provee ademds estabilidad en la varianza).
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Capitulo 2

Método ACE

2.1 Introduccion

En un anilisis de regresién la variable dependiente Y y los regresores X),..., X, frecuente-
mente pueden ser reemplazados por transformaciones 6(Y) y ¢;(X1), ..., ¢,(X,), con la fi-
nalidad de encontrar el modelo aditivo que mejor aproxime a los datos. El metodo llamado
ACE (Alternate Conditonal Expectations) es un procedimiento no paramétrico desarro-
llado por Leo Breiman y Jerome Friedman (1985), que tiene por finalidad estimar funciones
»éptimas” (como se detalla méas adelante) 8*(Y) y 4)(Xy), ..., ¢5(X}), utilizando una mues-
tra de las variables ¥, X1, ..., X, imponiende minimas cond1c10nes a la distribucién de los
datos, sin requerir que las transfom'laciones pertenezcan a alguna familia particular, ni atin
que sean mondtonas.

Este método puede ser aplicado en casos donde se incluyan mezclas arbitrarias de va-
riables continuas y categoricas. 6(Y), ¢;(X1), ..., $,(Xp) son funciones con codominio real,
por lo que si la variable correspondiente es categérica se le asigna un valor real distinto a
cada elemento de la imagen.

Para formalizar un poco, sean Y, X, ..., X,, variables aleatorias con ¥ la variable de-
pendiente y X, ..., X, las variables explicativas. Sean 8(Y'), ¢,(X1),...,$,(X,) funciones
reales arbitrarias, medibles en sus respectivos espacios y con esperanza cero. Entonces el
porcentaje de variabilidad no explicada por una regresién de 8(Y) en 37, ¢,(X:} est4 dado
por

e(B(Y), ¢1(X1), -, ¢p( X)) = Bt 13[(5'(}’)2]q5 g
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Se dice que las transformaciones 8°(Y), ¢](X1),..., #5(X;) (o abreviando 8", @1y r Bp)
son éptimas en regresién si

e (0%, ¢y, ... 4,) = , Inin {%(8, ¢y, @)}

By sp
donde el minimo se toma con respecto a todas las funciones medibles.

El método se basa en las propiedades de la esperanza condicional. Bésicamente es un
proceso iterativo que utiliza esperanzas condicionales bivariadas, independientemente del
ntimero de variables explicativas. Es posible demostrar que las funciones éptimas existen y
que el algoritmo converge a cllas. En el caso practico, donde las transformaciones se estiman
de una serie de datos finita, el resultado es una estimaci6n grafica de las transformaciones.

En ¢l caso univariado, las transformaciones éptimas 6°(Y) y ¢"(X) deben satisfacer
(8" ¢7) = max{plf, 4},

donde p cs el cocficiente de correlacion entre las variables correspondientes. El valor de la
correlacién maxima es utilizado para medir el grado de dependencia entre variables. De
esta forma, cn el caso p=1 ¢l ACE representa un proceso que perinite conocer este valor,
ademsds de proveer una estimacién de las transformaciones que alcanzan el maximo.

El método es aplicable a los siguientes casos:
1. Modelos aleatorios.

2. Serie de tiempo ergddicas estacionarias.

3. Disefios controlados.

En el primero, se asume que los datos (yxxx) ¥ = 1,2,...n {con x; un vector p-
dimensional) provienen de muestras aleatorias independientes de las distribuciones de Y, X,
..., Xp. En el segundo, los datos corresponden a una serie de tiempo ergédica estacionaria
con esperanza cero. Esto es:

_La distribucién de la i-ésima variable depende de las anteriores.
-Distribuciones idénticas independientemente del tiempo.
‘E(Xl) = 0, VT.

En este caso las transformaciones 6ptimas son aquellas que minimizan

2 BHOen) = T2 6KV
B0
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y la muestra consiste en n+p observaciones consecutivas X, -1y Xn4p Para incluir este
caso en la forma estdndar del algoritmo se define a Yy = Xeyp, Xi = (Xieap-1, 00 Xi), K =
1,2, ..., n. Finalmente, en el caso de disefios controlados, para cada vector X = (X}, ..., Xp)
se especifica una distribucién P(Y | X) para la variable dependiente en el espacio co-
rrespondiente.  El "disefio” de n-ésimo orden consta de n puntos xi,...,x,, junto con la
variable dependiente correspondiente Y), ..., ¥, obtenida de cada punto. Supéngase que los
datos {Y;} son independientes, con ¥} tomado de la distribucion P(Y; | X,). Sea P, (X} la
distribucién empirica que asigna el valor de 1/n a cada punto X, ..., X, (con X3 X, si
i # 7). Adicionalmente, supéngase que P, -+ P,n — oo donde P(X) es la probabilidad en
el espacio correspondiente. Entonces P(Y | X} y P(X) determinan la distribucién conjunta
de las variables aleatorias Y, X1, ..., X, v las transformaciones optimas cumplen la definicion
dada.

2.2 Teorema de Proyeccién y Esperanza Condicional

En esta seccidn se describen algunas propiedades e inllplicaciou(s de la esperanza condi-
cional, las cuales son heredadas del llamado teorema de proyeccion. Para ello serd nece-
sario introducir algunas definiciones y proposiciones. Adicionalmente se citan varios tipos
de convergencia, cuya definicién se incluye en el Apéndice 2 al final de la obra.

Definicién 2.2.1 Sean Q un conjunto y I une familia de subconjunios de 1. Se dice que
X es una o-dlgebra de ) si cumple:

i) 0ed.

ii) AeS=>AeQ

1) {An)2, eS9= A S
n=1

Entonces (1,3} forman un espacio medible, y cualquier elemento de Q se denoming
conjunto ¥-medible.

Definicién 2.2.2 Una medida en una o-dlgebra S es una funcion p : & — B = [—o00, +00]
que cumple:

i) p(&ﬁo)a= 0. N
n=1 n=1
Entonces (£}, 3, ) forman un espacic de medida. Si ademés p cumple p{A) > 0-

YA € G, y u(2) = 1, entonces p es una probabilidad y (§2,3,p1) es un espacio de
probabilidad.
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Definicién 2.2.3 Sea § un espacio vectorial. Un producto interior es una funcion {--):
02 — R que satisface:

i) {z,y) ={y,z) Vz,y € Q.

i) {x+yz) =(z,2) Hy,2) Vz,p,2 € Q.
i) {(ez,y) =a(z, ) Vo,yeRyach
ww) {z,z) >20Vzec

v) (z,z) =0 z=0.

Entonces (Q,(,)) forman un espacio producto interior.

Ejemplo 2.2.1 $i Q = R*, {x,y) = ¥ z;y; corresponde al producto interior comtin en
i=}
e,

Ejemplo 2.2.2 SeaQ={f : R = R: [ fi(z)dz < oo}, con el producto interior definido

por (f.g) = Elfg] = _T f(z)g(z)dz.

Definicién 2.2.4 Una norma en un espacio vectorial Q@ es una funcién || - f| : @ — R*
que salisface:

i} e +ylk < =l + il V2, € S
i) |loz| =|a| ||zl vz € Q,a € R.
iii) ||zl = 0Vz € Q.

i) |zl|l=0 & zxz=0.

Es fécil probar que cualquier producto interior (-,-) genera una norma si se define
=] = {=, z)'/?. En adelante se entenderd que la norma en un espacio producto interior es
la inducida por el producto interior.

Proposicién 2.2.1 Una norme sobre un espacio producto interior (€%, {,}) cumple con las
siguicntes propiedades Va,,z,y € U

i) =+l + i -yl =2llzll* + 2|yl (Ley del paralelogramo).
i) Sillz,—z) — 0 ent. ||z — liz] {Continuidad).
#i) Nz, y)] < =il ||yl {Desiqualdad de Cauchy-Schwarz),

y la wltima igualdad se da si y solo siz yy son linealmente dependientes.

Demostracidn:
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i) Sean z,y € 2. Entonces

ke + yll* + llz — yll* =

z+petyt+tz—yr-y =

{z,2) + 2{z, 1) + (v, 1) + {z,2) = 2{z, ) + (v, ) =
2 (z,z) + 2 {y,y} = 2ll=l|* + 2|yll*.

i) Por la propiedad i) de la Definicién (2.2.4) se tiene que |jzal| < ||zn — 2| + =l ¥
l|zfj < llz = Zall + zall . De aquf se tiene que [j2n — zll 2 [llzall = Izll| . por lo que se sigue
que ||zl — ll=ll -

iii) Suponiendo que z y ¥ son lincalmente independientes, entonces viehR

0 < (z— Ay, @ — Ay) = (z,2) — 22 {z, 1) + X (v, 1) -

Sea A= (z,3) / {v, ¥} ; entonces

2(z,y)* | {z,9)°

O<@m) ==y " aw

por lo que

e, o)l < (z,2) (w9}
de donde se sigue la desigualdad.

Suponiendo ahora que z y y son linealmente dependientes, si y = 0 la igualdad es
inmediata. Sea ahora A # 0 tal que = = Ay.

lz,9) = [ ) = 10 1w, 9} = Nl il = 1w Dl =l ) -

Definicién 2.2.5 Se dice que una sucesion {z,} C (2,(,}) es una sucesidn de Cauchy si

[zn — Zmll = 0, »,m — 0.

Definicién 2.2.6 Un espacio (,(,)}) es un espacio de Hilbert si es completo, esto es,
si toda sucesién de Cauchy {z.} converge en norma (ver Def. A2.2) a un elemento x € (2.

Ejemplo 2.2.8 Retomando el Ejemplo (2.2.2), con la norma definida por || f|I* = E[f?] =
ff';o f(z)%dz, (Q,(,)) es un espacio completo y por tanto un espacio de Hilbert, el cual es
conocido como espacio L?.

23




Proposicién 2.2.2 Sea {z,} — z puntualmente (ver Def. A2.1), con z, € (,(,)) un
espacio de Hilbert. Entonces {z,} es una sucesion de Cauchy.

Demostracion:

Sea ¢ > 0. Como {z,} — 1z, sea n.p tal que si ' > ngyy entonces ||z, — z| < €/2.
Por ¢l inciso i) de la Definicién (2.2.4) se observa que, para n,m > ng; se tiene que
1Zn = Zwll = |20 — 2 + 2~ Tl < |20 — 2| + 2w — (] < B

Definicién 2.2.7 Secan z,y € (§,{,)) un espacio de Hilbert. Se dice que x es ortogonal a
y (denatado « L y) st se cumple:
{r.y) =10
Definicién 2.2.8 Sean (§2,{,)),un espacio de Hilbert y [ € Q. Se dice que U es cerrado st
contiene a fodns sus puntos limite, t.e.:
€Ty |xp—al—0 =2 el
Definicién 2.2.9 Sea' C Q, con (2, {,}) un espacio de producto interior. Ef complemento

ortogonal de I {(denotado Tt ) es el conjunto de elementos de Q que son ortogonales a cada
elemento de T, i.e..

M={zec:zbyvyel}={aeQ: (z,y) =0VyeTl}
Proposicién 2.2.3 El complemento ortogonal de cualquier subespacio T' C (Q2,(,}) es un
subespacio cerrade de (2, {,)). :

Demostracion:

Subespacio:
Como {0,z) =0Vz € ' se tieneque 0 € I'.
Ahora, sea £ = a2z + GsT2, CON @y, 02 € Ryaz,x9 € I't, Para toda y € T se tiene que

(z,7) = {o171 + 0aT2,y) = 1 {T1,y) + o2 (22,4} =0+ 0=0.

Cerrado:
Si #n € T+ y ||z — || — 0, por el inciso iii) de la Proposicién (2.2.1) se tiene que

0 < |{za -z < llen — 2| llvll =0

< |
= (zn—m,y)=(mn,y)—(:r,y)=——(:n,y)-»0
< {z,y)=00
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Antes de establecer el teorema de proyeccién se ilustrard el uso del mismo en espacios
de Hilbert particulares mediante los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.2.4 Sean y x;, x, vectores en R* dados por:

i

b
Xa
X2

0,1),
1,0)
_11 )

Ik
—
Lol 211 5]

1
1
1

Il

El problema consiste en encontrar la combinacion lineal de %3 y X2, ¥ = onXy + qoXy, mds
cercana a y; es decir, enconirar el elemento ¥ del subespacio generado por X1 y xa que

minimice la funcion S = |ly—arx1 — aaX||?, con ||zfi2 = 323, 22,

Un camino es utilizar cdlculo para minimizar 5. Sin embargo es posible resolverlo
utilizando un enfoque geométrico: obsérvese que el vector buscado ¥ cumple con que (y —¥)
es ortogonal al plano generado por X3 y x3, como lo muestra la figura siguiente:

Y

Fig. {2.1). La proyeccién ortogonal.
La condicién de ortogonalidad puede expresarse como:

{y—onx) — agxg, %) =0, i = 1,2,

0 equivalentemente:

ay {X1,%) + o (x'bx]) = <st1> '
ap (X1, X9) + o2 (X2, %) {y,%9)
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Para los valores especificados de los vectores y de acuerdo a la definicién de producto
interior en R2, las ecuaciones correspondientes son:

20] =

Lot et b2

20‘2 = 3

por o que los valores buscados son a; = az = 1, y por tanto ¥ = (3, 3,0).

Ejemplo 2.2.5 Sea (£, S, ) un espacio de probabilidad. Sean X1, Xa yY variables aleeto-
rins sobre L*(Q, 3, p1). Se desea estimar el valor de Y utilizando combinaciones lineales
Y = o X| + a2 X, que minimicen.

§= E[(Y — CI]X] — CI-)XQ)z] =“ Y - O‘]X] - OQXQ "2

Nucvamente existen dos formas para resolver el problema. La primera es simplificar:
S = E[Y?] + o?E[X?] + 02E[XH) — 20 E[Y X\] = 202 E[Y Xo] + 2012 E[X X2,

y minimizar S, igualando a cero las derivadas correspondientes. Por otra parte es posible
emplear una analogia del ejemplo anterior; se desea encontrar un clemento Y en €l conjunto

r={Xe L3O, %, p) X = o Xy + 02 Xa, con oy, a2 € Ry,

cuya distancia de Y, ||Y — Y|l sea mfnima. Al igual que en el ejemplo anterior, es claro
que la variable (¥ — Y) debe ser "ortogonal” a cualquier elemento de X € [, utilizando el
producto interior en el espacio para definir ortogonalidad. Esto es, Yy — Y) es ortogonal a
X si se cumple:

(Y—?,X)=E{(y—?)x1=ovxw_

Usando el hecho X € I' y la linealidad del producto interior, la ecuacién anterior puede
expresarse como:

(Y - alX, - QQXQ, X.) = O, i= 1,2
Estas ecuaciones son las mismas que las derivadas previamente, aunque con diferente

definicién de producto interior. Con la definicién del mismo en L*{(£2, 3, ) las ecuaciones
toman la forma:

i

Ct]E[Xlz] + a‘)E[XQ.Xl]
O!]E[X1X2] + O:zE[Xg]

EY Xi],
E[YXQ],

de donde los valores a; y a2 pueden encontrarse.
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Teorema 2.2.1 {Teorema de proyeccion). Sea ' un subespacio cerrado de (2, un espacio
de Hilbert, donde r € §1. Entonces:

HNZTeD 3||lz-Tll=inf Ja—yll.
yel
i) SeaTc . Fatonces ||z — T ||= 12& lz—yl & (z-z)elt
¥

Al elemento T se le conoce como la proyeccidn (ortogonel) de = sobre T\

Demostracion.

i) Sea d = infyer || 2 - y ||* . Entonces existe una sucesién {y,} de elementos de I' 3
g0 =2 | — o

Utilizando la propicdad de subespacio vectorial, sc tienc que (g + 1}/2 € I' Vn.m.
Ahora apliquese la ley del paralelogramo para tener la igualdad:

0 <N (g — @)+ (= 2) |2+ 1| (= 2) = (g0 = 2) *= 2 gom — 2 [P+ 3 — = I}

Despejando al segundo sumando del lado izquierdo se tienc:

Hm = 12 = = | W — ) + @ — 2) |* +2{l g — 2 |* + | g = [I*}
= — || you + 3 — 22 0% +2€)| ym — = P+l yn == [1*}

— | 2{(wm + va)/2 — 2} [P +2{l g — 2 P + [ 90 — =z |I}

= —4 [ {(ym +ya)/2= 2} I +2{l g — 2 I* + H v — = [}

< —4d+2{|| gm — [P + |l 3 — = [}

— —4d + 2(d -+ d) = 0 cuando n,m — co.

Por el criterio de Cauchy, 3Z € tal que | yo —Z ||~ 0. Como T es cerrado Z € T, y
por la continuidad del producto interior se cumple que:

Iz =2 |2= lim ||z |’=d.
n—0oo

Para probar la unicidad, sea § € T tal que || z — 7 |*=||  — Z ||>= d. Aplicando la ley
del paralelogramo se obtiene:

0 < |E-FlP=~4|E+P2—c P +2{|E-z P+ F-= ")

<
< —4d+4d =0,

y por las propiedades de la norma § = 7.
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i) «=) SiT €'y (z — ) € I'* entonces T es el elemento vinico de I' definido en i), ya
que para cada y € I" se cumple:

lz-yl? =(z-2+2-yz-E+T-y)
=lz-Z|*+}Z-yl?
2z —Z|?.
y la igualdad se cumple & y = 7.

=) Sea £ € I' con (z — %) ¢ ['*. Entonces T no es el elemento de [ més cercano a z, ya
que I =7+ ay/ liyll® (con y y a tales que (z — F,y) # 0,a = {z — T,y)) cunple:

lz—Z? =@-ZT+F-Fz-F+T-7)
= llz — 2 + &/ |yll’ + 2{= - E.2 -7
~12 2
= [la = Z||” = o*/ Iyl
<|lz-F)° .

Corolario 2.2.1 (La proyeccion de t enT'). Si T es un subespacio cerrado de un espacio
de Hilbert Q e I es la funcién identidad en Q, entonces eriste una inica funcidn Fr: Q@ — T
tal que I — Py mapea a Q en [,

Demostracidon.

Por el teorema de proyeccion se sabe que Vz € @ NT €' sz ~F e T'h
La funcién Fr es la definida por:

Pr{z) =M

Proposicién 2.2.4 Sean Q un espacio de Hilbert y Pr la proyeccidn de {2 en T, un sub-
espacio cerrado de Q. Sean x,Tn,y €  y o, 8 € R. Entonces se cumple:

i) Prlaz+ 8y) = oPr(z) + BPr(y).

i) Yal* = 1B + (7 = P @)

1) Vaz € Q eriste una unice representacion como suma de un elemento en I' y otro
en I, dada por:
z = Pr(z)+ (I - Pr)(z).

) |z — z|| = 0= Pr(za) = Pr(z).

¥} zel e Riz)==z

vi) z €Tt e Pr(r)=0.

‘Ui‘i) Iy [ & PI'IP[‘E(I) = Pr,(:l?) Yz € .

Demostracidn.
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i} Como T' es un subespacio, aFPr{z) + fPr(y) € 1. Ademds, como I't es un subespacio
cerrado, se cumple:

az + By — {aPr(z) + BPr(y)) = a(z — Pr(z)) + Bly — Pr(y)) € T

Por el Corolario (2.2.1), estas dos propiedades identifican a aPr(z) + SPr(y) como la
proyeccion de ez + Sy sobre .

ii) Es consecuencia directa de la ortogonalidad de Pr(z) y (I — P }{z).
iii) Es claro que Pe(z) + (I ~ Pr){z} = Pr(z) + = — Pr(z) = =
Sean y € T', z € 't tales que = y + z. Esto implica que:

Pele) +(I - Pr){a) =y + 2

Pez) —y+{I— Pr}{z)—z=10

(Pr{z) —y+ (I = Pr)(z) — 2. Pr(z} - ) =0

(Peiz) —y. Pr(z) =) +((J - Pr)(=) — 2, Prlz) —y) = 0.
Como ({ — Pr)(z)— z €Tt '

12e(z) = wll* =0

= B(z)=y (- P)=) ==z

Lo sy

iv) Se sigue de lo establecido en ii), pues || Py (2 — 2)II* < [[&a — z||* — 0si ||z, ~ =||* —

0.
v} y vi) son triviales,
vii) Se ha probado que:

T = sz(ﬂ’:) +(I - sz)(:r).
= Pr‘ (I) = Pl"1 o PFQ(JZ) + Pr, 0 (I - sz)(:r:).
Asf:
PT:(:E) =P, o Prg(ﬂ'.‘)
Pr,(y) =0, Vy € Ty
It CTry
rcr,.m

138

M4s aun, el teorema de proyeccién establece que el elemento de I' més cercane a x es
el elemento vinico  que curnple:

{(z—Z,y)=0vyel. 2.1y .

Una vez que se cuenta con la teorfa de espacios de Hilbert, es posible definir 1a esperanza
condicional como un caso particular. En el resto de la seccién {2 serd el espacio real de
Hilbert L*(Q,S, P) con el producto interior {X,Y) = E[XY].
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Definicién 2.2.10 Sean X., X € L*. Entonces X, converge a X en media cuadrdtica si:

lim | Xn ~ X|? = lim E[(X, ~ X)}] =0 (2.2)

Reescribiendo las propiedades ya establecidas para la convergencia en norma al caso-
particular de convergencia en media cuadrética se tienc la siguiente

Proposicién 2.2.5 Sean {X,},{Y.},X,Y € L*. Entonces se cumple:
i) X, conterge en media cuadrdtica & E[(X, — X,)} — 0 conforme n,m — co.

i) 8i X, — X yY, — Y, entonces conforme n. — o0,

(a) E[X.] — E[X},
(b} E[X]) - E[X?,
(c) E[X.Y,] — EIXY].

Definicién 2.2.11 Si I’ es un subespacio de L? y Y e L? entonces la mejor prediccidn
(con respecto a la media cuadrdtica) es el elemento Y € ' que cumple:

[ =7 = g - 20 = o e - 271

El teorema de proyeccion identifica a la mejor prediccion de Y como Pr(Y). Al incorpo-
rar més estructura al subespacio I, de (2.2) se obtiene el concepto de esperanza condicional.

Definicién 2.2.12 Sea T un subespacio cerrado de L® gque contiene las funciones cons-
tantes. Para X € L? se define la eaperanza condicional de X dadaT' como la proyeccién
E[X | T = Fr(X).

Utilizando la definicién de producto interior en L? y (2.1) es posible definir la esperanza
condicional £[X | I'] como el tnico elemento de I' que cumple:

E(Y -E[X |I)) = E(¥X) VY €T.

Proposicién 2.2.6 La esperanze condicional cumple con las propiedades:
i) ElaX + pY | T] = aE[X | T]+ BE[Y | I, e, R
i) X, = X = E{Xa |T] — E[X | I'] en media cuadrdtica.
iti) T) C Ty = E(E[X | T3} | Th) = E[X | ).
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i) B[L{iT)=1.
v} SiTo es el subespacio cerrado compuesto por todas las funciones constantes entonces

E[X | Ty = E[X].
Demostracidn:
Se sigue de las propiedades de la Proposicién (2.2.4).8

Definicién 2.2.13 Sea Z una variable aleatoria en un espacio de probabilidad (2.5, P) y
X € LY, S, P). Entonces la esperanze condicional de X dado Z estd definida por:

E[X | Z) = Er(X),

donde T(Z) es el subespacio cerrudo de L? formado por todus las variables pleatorias en L2
de la forina $(Z2), con ¢: R — R una funcién boreliana.

No s dificil mostrar que £|X | Z] cumple con las propiedades de £[X | [).

El concepto anterior puede extenderse de manera natural al caso de varias variables:
sean {Z,, A € A} variables aleatorias en (2,3, P) y X € L% Entonces se define

E[X | Z,\,/\ 1S A] = EI‘(Z,\,AEA)(X);

donde T(Zx, A € A) es el subespacio cerrado de L? formado por todas las variables de la
forma ¢{Z,, Z,, ..., Z,), con ¢ : B* — R una funcién boretiana y ['(Z,, X € A) cumple con
las propiedades anteriores.

Por el teorema de proyeccién, la esperanza condicional E[X | Z,, A € A] es la funcién
de {Zx,A € A} que mejor aproxima a X en términos de media cuadratica.

2.3 Algoritmo ACE

El procedimiento para estimar las transformaciones &' (¥Y) y ¢7(X;),7 = 1,2,...,p, se basa
en un algoritmo iterativo, el cual se lleva a cabo hasta converger, considerdndose entonces
las distribuciones finales como dptimas. Como ya se ha mencionado, la funcién objetivo
es minimizar el porcentaje de variabilidad no explicada entre una funcién cualquiera 6 de
la variable dependiente Y y una combinacidn lineal de transformaciones cualesquiera ¢; de
las variables explicativas X;, i = 1,2,...,p. Sin pérdida de generalidad se puede suponer
que E(#%) = 1y que las transformaciones tienen media cero, para asegurar la unicidad de
las funciones dptimas.
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Supéngase inicialmente que las distribuciones de las variables Y, X; son conocidas. Se
introducird primero el algoritmo en el caso p=1 y posteriormente el caso general.

En el caso univariado se tiene que:
(0, 9) = EI(0 - 6)7] (23)

Para ¢ fija, por las propiedades de la esperanza condicional se sabe que €l minimo de
(2.3) con respecto a  se alcanza en
0o = E[¢1Y].

Imponiendo la condicién E(§%) = 1, el mfnimo se alcanza en

_ EglY]
% = TEl VI @4

donde la definicién de norma estd dada por:

f_ :f(-)d(-),
(B,

1

E()
I

Ahora considérese el problema de minimizar (2.3) con respecto a ¢ para g fija. Andloga-
mente la solucidén es

$o = Ele| X]. (2.5)

(2.4) y (2.5) forman la base del proceso iterativo de optimizacién del método llamado
Esperanzas Condicionales Alternadas (ACE). El algoritmo en ¢l caso univariado es el si-

guiente:
Dadas dos variables aleatorias X y Y con distribuciones conocidas:

-Asignar 8(Y) =Y/ [Y1l;

-Mientras e?(8, ¢) disminuya, deffnase:
$o(X) = E[0(Y) | X];
Asignar ¢(X) = ¢o(X);
8o(Y) = E[¢(X) | Y]/ HES(X) | V]Il
Asignar 8{Y} = 6o(Y);

- y ¢ son las soluciones 8°, ¢%;
-Fin del algoritmo.
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En cada iteracién del algoritmo, el valor de (2.3} disminuye, inicialmente manteniendo
fija a 0 y sustituyendo ¢, y posteriormente fijando la nueva ¢ y sustituyendo 6. El ACE
finaliza al no disminuir (2.3) después de una iteracién. Para fines précticos, tal condicién
puede modificarse por decrecer menos de cierta cantidad (por ejemplo 1073} en un mimero
de iteraciones predefinido. Para asegurar que no se caerd en un bucle infinito, en secciones
siguientes se estudiaran la existencia del minimo y la convergencia del algoritmo.

Considerando ahora €] caso multivariado, el objetivo es minimizar la funcién
P
62(91 ¢17 "'!¢p) =F£ [9 - Z¢|] (26)
i=1

con Ej6*) = 1 y E[f] = E[¢;] = 0. Utilizando el principio anterior, para un conjunto de ¢,
i =1,...,p fijas, la solucién a minimizar (2.6) con respecto a 6 estd dada por:

. B [z B(X) | Y]
g

(2.7)

El siguiente paso es minimizar (2.6) con respecto a ¢, ..., ¢,. Para ello considérese fijas
tanto a 8 como a ¢; (j # i para i fija). Entonces la solucion de (2.6) con respecto a ¢; es:

BolX) = E[0Y) = 3 4,0 1 X (28)

De esta forma, el algoritmo general estd dado por:
Dadas las distribuciones de ¥, X1, X3, ..., X :
-Asignaz 8(Y) = Y/ IY

-Mientras €?(6, é,, ..., ¢,) disminuya:

-Para i = 1,2, ..., p obtener la transformacién de X;:
¢i,0(Xi) = E[H(Y) = Zj;e.' ¢_,-(Xj) t Xk
Asignar ¢,(X;) = ¢;0(Xi);

-Obtener la transformacién de Y

6o(Y) = E [éeﬁj I Y/] /HE’ [i:’¢j l Y] “
Asignar 8(Y) = 8,(Y);

*

-8, ¢y, ..., ¢, son las soluciones 8, b1, s Bps

-Fin del algoritmo.
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En el algoritmo anterior, cada iteracién del bucle interior minimiza (2.8) con respecto
a la funcién ¢;, i = 1,2,...,p, dejande fijas las demds con su valor de la iteracién anterior
(o inicial). La funcién del bucle exterior es minimizar (2.8) con respecto a 6, estableciendo
como condicién para detener el algoritmo que el valor de €? no decrezca después de una
iteracién completa, o que la variacién tras varias iteraciones sea mfnima.

2.4 Transformaciones Optimas

El propdsito de esta seccin es identificar condiciones bajo las cuales existen soluciones 6p-
timas al problema de maximizar la correlacién en un modelo asf como estudiar la unicidad,
para en una seccién posterior analizar la convergencia del algoritmo.

Definicidn 2.4.1 Sean Y, X, ..., X, variables aleatorias con dominio real o un conjunto
numerable. Una transformacién de un modelo es un conjunto de funciones medibles (6. @) =
{0(Y), 6.(X1). ..., 6,( X))} definidas en el rango de su variable correspondiente que cumplen:

EB(Y) = 0, E@X)=0, i=12..,p .
E[f*(Y)] = 1, E[(X) <o, i=1,2,...p. © T (29)

En adelante se denotar4:

F=3(X) =Y euX).

Por ultimo se entenderd por © al conjunto de todas las transformaciones.

Definicién 2.4.2 Une transformacidn (8%, ¢*) es optima en regresion si E[(67)%] =1y

(@) = E(@ - ¢
inf{E{(6 ~ #)7); El¢°) = 1}

H

It

Definicién 2.4.3 Una transformacidn (8", ¢") es dptima en correlacidn si B[(87)%] = 1,

E[@) =1y

p" = E[f"¢’]
sup{B(63]; BI0"] = 1, B[] = 1.

]
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Teorema 2.4.1 (8, ¢) es dptima en regresion si y sdlo si (6, %) es dptima en correlacidn.
Adicionalmente (e*)? = 1 — (p*)%.

Demostm_cidn:

E(6? - 2E[6) + E[¢]
1 - 2E(69) + E[¢].

E|(6 - &Y

Sea d = @/ E[q_bz], por lo que

E0-®A = 128 [e$ 2@ + E@)
= 1-2{E@"EWF] + E[B]
> 1-2\E@p +E@],

y se cumple la igualdad si y sélo si E[G&] = p". Ademds, el mfmimo del lado derecho

de la desigualdad con respecto a E[@’] se alcanza en E[@) = (¢")*, donde se cumple
(e')? = E[(6 - ¢)*] = 1 ~ (p")%. Por lo tanto E[(6 — ¢)?] alcanza el fnfimo sobre O si y
s6lo si 2E[8¢] alcanza el supremo sobre 6.8

El paso siguiente serd mostrar la existencia de transformaciones 6ptimas. Para ello se
necesitarén suponer las condiciones descritas a continuacion.

Supuesto 2.4.1 Sean 8(Y),¢:(Xi), i = 1,2,...,p, ‘que cumplan (2.9). Entonces 0(Y) +
YP (X} =0cs @ 8(Y)=0cs, $(X:) =0 cs., i =1,2,...,p, donde "c.s.” denota
convergencia casi segura (ver Definicidn A2.8).

Definicién 2.4.4 Dendtese al espacio de Hilbert Hay(Y), como el conjunto formado por las
Junciones medibles 0(Y') que satisfacen (2.9) y con el producto interior usual. Andlogamente
deftnase los espacios Ha(X1), .., Hy( Xp).

Supuesto 2.4.2 Los operadores de esperanza condicional

E[Q(Y) l X,] . HQ(Y) — HQ(X,'),
E[qb;(XJ) | Xl] : Hﬂ(XJ') - H?(Xi)v 1 7(: I
E[(X:) | Y]: Ha(X:) — HafY)

son compactos.
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Los autores ascguran que el supuesto anterior se satisface en la mayoria de los casos de
interés. Asimismo, presentan una condicién suficiente para clio':

Scan X,Y wariables aleatorias con densidad conjunta fyxy y densidades marginales
fx, fr. Entonces una condicién suficiente para que el operador de esperanza condicional
Hy(Y) — Hy{X) sea compacto es que:

]/ [%] dzdy < oo.

Para poder probar el tcoremna de existencia de las transformaciones éptimas se procederd
de la siguiente forina:

1. Se verificard que el conjunto de transformaciones de la forma {§(Y), $(X)} con el
producto interior (g, f} = E[fg] cs un espacio de Hilbert, y los conjuntos de trans-
formaciones 6(Y), ¢(X} y ¢;(X;) son subespacios cerrados.

2. Se mostrard que una sucesién de transformaciones de {Vi, @,.(X) Juen converge si y
s6lo si las correspondientes sucestones {Yh bner ¥ {9.(X) Juen convergen.

3. Con lo anterior se probard que la esperanza condicional de ¥ dadas X,,..., X, v la
esperanza de Xy,..., X, dada Y son compactas.
Proposicién 2.4.1 El conjunto de transformaciones de la forma
p
FEX)Y=0(V)+ ) (X)), 0€ HY), ¢ €Hy(X), i=12,.,p
i=1

con el producte interior y norma:

{9,f) = Elgf),
i* = ELF,

es un espacio de Hilbert, denotado por H,. El conjunto de transforaciones ¢ de la forma
_ p
HX) =3 olX), &€ Ha(Xo), (2.10)
i—1

es un subespacio cerrade de H2(X). De igual forma los subespacios Ha(Y), Ho( X)), ...,
Hy(Xp)-

Demostracidn:

!Breiman, L. y Freidman, J. H. (1985). "Estimating Optimal Transformations for Multiple Regression
and Correlation®”. Journal of the American Statistical Association, 80, pag. 590.
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Esta proposicion se signe de I siguiente

Proposicién 2.4.2 Bajo los Supucstos (2.4.1) y (2.4.2), ezisten constantes 0 <¢; S €2 <
20 que cumplen

(ne(v)u? + Z n«s.-(x.-)u?) < < (IIH(Y)lF + Z ||¢‘-(x,~)|12) :

007) + 36X

Demostracion®:

La desigualdad de la derecha es nnediata.

Suponiendo que la c1051gualc1.u! ce Ty izequier rla no se cumple. entonces existe una sucesion
Jo = 0,4+ 30 &, tal que 16,47 + 2 léwill* = 1 pero ffall> — 0. Ademds existe una
subsucesion f+ tal que 8 — 0 cldulnl(,utc en Hy(Y) y 0,; — o, débilmente en Hy(X3),
i=1.2....m ’

Haciendo
E[¢ﬂ I(X) n_,\ X ] = '[én'i(‘k-i)E[ "\, | X]] 7'?5.7:

se observa que el Supuesto (2.4.2) hmplica que E [qﬁn,,-(X,»)qﬁ,,,j(X,-)] - E [qbi(X,-)gbj(Xj)] ,
v analogamete para E (6] -

Adicionalmente ||0]] < liminf ||0,]|* v l6;1 < liminf [|¢,]* . Definiendo f = 6+37F_, ¢

s¢ tiene que

2
P
U2 =lo+ S ¢ <liminf ||fuli® =0,
i=l
por lo que el Supuesto (2.4.1) implica que 8 = ¢; = ¢, = ... = ¢, = 0. Por otra parte,

”f“ il _”6 " +Z“¢n I” +2Z 97‘1' ¢nl +22<¢nn¢n]>

i=| it

Esto dltimo implica que si f = 0 entonces liminf || fr|| > 1'H

Corolario 2.4.1 f, — f débilmente en Hy siy sélo si 6, — 0 débilmente en Hy(Y) g
$ni — i débilmente en Hy(X,)i=1.2,..p

Demostracion®:

2 fbidim, pag. 590.
SIbidim, pag. 590.
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Suponiendo que fo = 0, + > b ¢ — f =0+ 3.7, ¢, entonces por la Proposicién
(2.4.2) se tiene que limsup [|6,| < co y limsup{|¢,;|| < co. Es posible entonces tomar una
subsucesién f,r tal que f, — & para alguna ¢’ y ¢, — ¢; para algunas ¢}, i = 1,2,...,p.
Haciendo f' = & + 3.7, #. se tiene que para toda g € Ha se cumple (g, f,) — {g.f")
débilmente, por lo que (g Y = (g, f} para toda g.

La implicacién contraria es obvia.ll

Definicién 2.4.5 Dendiese a los operadores de proyeccion:
Py : Hy— Hp(Y) = E[f(Y) +Z¢ )Y,

Py,

i

Hy — Hy(X:) = E[B(Y) + Zcf:i(Xi) | X,

P : Hy— Hy(X) = E[6(Y +Z¢ X1, X5

i=1

En Ho(X;), Px, (i # ) es el operador de esperanza condicional. Andlogamente para Py

Proposicién 2.4.3 El eperador Py es compacto en Hy(X) — Ha(Y') y Px es compacto en
HyY) y H{(X).

Dermnostracion?:

Sea ¢, € Hy(X), ¢, — ¢ débilmente. Por el Corolario (2.4. 1) se sabe que ¢, ; — ¢;
débilmente. Por el Supuesto {2.4.2), Py¢,; — Pr¢;, por lo que Py, — Pro.

Ahora sean 0 € Hy(Y), ¢ € Hz(X); entonces (8, Py¢) = (8,¢) = {Px6,¢). Por
consiguiente Px : Hy(Y) — Ha(X) es el operador adjunto de Py y por lo tanto compacto.ll

Se est4 ahora en posibilidades de presentar el teorema de existencia.

Teorema 2.4.2 Bajo los Supuestos (2.4.1) y (2.4.2), existen transformaciones dptimas
(6".6")-

Demostracidn:

*Ibidim, pég. 591.
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Por el teorema de proyeccién se sabe que para toda transformacion (6, ¢) con e = 1
se satisface:

6 -3|" = o - Px @)l

Si |87 — Px(8")]* = min{||0 — Px(8)]]* : 18] = 1} entonces (9" P%(6)) es una trans-
formacién éptima en regresion. Ademds, por el hecho de que (6]]> = 1, en el Teorema
(2.4.1) se moslrd que una transformacién optima satisface:

10 — Px()* =1 - (\Px(8}]°.

Aliora dendtese por s = sup{ || Px{8)}] : |L9|| = 1}. Se mostrard que existe una transf0r~
macion que alcanza el supremo de ||[Px(8)]|* y por tanto ¢l infimo de [|6 — Px({ M.

Si s = 0 cntonces {|# — Px{§)|° = 1 para toda 6§ con 18117 = 1 y todas las transforma-
ciones (6,0} sont éptimas.

Supédngase que s > 0. Sea 8, con ||¢, I = L, tal que ¢y — 8 ¥ [|Px(8.)] — s. Como
Py cs compacto entonces ||Px(8,)]] — | Px(®)|I° = s. Ademds [{8]] < 1. Para mostrar gue
se cumple la iguaidad, si {|6]} < 1, entonces al hacer 8" = /0] se tienc que qu ”
PO/ 101F > I Px(6)li* = st

Una vez probada la existencia de transformaciones 6ptimas, a continuacién se verificard
cudndo es vinica. Para cllo se denotardn a los operadores U : Ho(Y) — Ha(Y) ¥y V
Hy(X) = Ho(X)

U(o)
Vie)

Pyo Px(g_)
Px o Py(¢)

y se sigue la siguiente

Proposicién 2.4.4 U y V tienen los mismos valores propios y existe una relacién uno a
uno entre los espacios propios dado un valor propio positive, especificado por:

&= Px(0)/ |Px(®)]l, 6=Pe(@)/|Pr(a)-
Demostracion:

Ver Breiman, L. y Freidman, J. H. (1985): "Estimating Optimal Transformations for. -
Multiple Regression and Correlation”. Journal of the American Statistical Association, 80.

Sea A el mayor valor propio de los operadores (X = [JU{l = IV])). Si se cumple que existe
8, tal que || Px(f)]| > 0 entonces A = 0 y se da el siguiente
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Teorema 2.4.3 Si (68°, @) es una transformacion dptima en regresion enfonces
X0 = U@,
Xe = V($),
y la implicacidn contraria también se da: si 6 es tal que ||0]| = 1 y M = U(8), entonces
(8, Px8) es dptima en regresion.

Demostracion’ ;

Sea (8*,¢) una transformacién optima; por lo tanto @ = Px(8") y ¢ = Py(@').
Descomponiendo

—a|t — Y A
r-#f=1-ar @) o
¥ <3',$'> = <9*,Py($t)> < ”Py(a‘)" , cumpliéndose la igualdad si y sélo si 8% =
Py(¢))/ “PY(E‘)H . Bsto implica que

|7 @ = »@)

= Py(Px(3))
Ue)

|77 =ve,

— % N — 2
de manera que NPy(cto )“ es un valor propio A* de U, V. Sustituyendo, ”9' —¢ M =1-A"
Tomando ahora cualquier funcién propia § de U correspondiente al valor propio X {(con
16l = 1) sea ¢ = Px(8); entonces |6 — 3”2 =1 — X. Lo antcrior muestra que (8*,4°) no
son 6ptimas a menos que A* = A, de donde se sigue el resto de la demostracién.ll

De esta forma, inmediatamente se concluye el siguiente
Corolario 2.4.2 Si ) tiene multiplicidad uno, entonces la transformacidn dptima es tnica,
salvo por un cambio de signo.

Demostrecidn:

Ver Breiman, L. y Freidman, J. H. (1985): "Estimating Optimal Transformations for ‘
Multiple Regression and Correlation”. Journal of the American Statistical Association, 80.

& Ibidim, pag. 391.
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2.5 Implantacién del ACE en el caso discreto

En el caso prictico normalmente se presenta que la distribucién de los datos es desconocida.
Como herramienta de trabajo se cuenta con una muestra aleatoria (yk,zp, .- Zep). K =
1,2,..., N, delas variables Y, X1, ..., X,,. Se tiene como objetivo estimar las transformaciones
Optimas &(Y), b, (X1), ..., ,(Xp) a partir de estos datos.

En cl caso de variables categoricas, la esperanza condicional se puede estimar de la
siguiente forma. Sea (xz,4), £ = 1,2, ..., ¥, una muestra aleatoria con ¥ categoérica. Se
define entonces

2 Tk
= (T, hyw=y
BIX | v =y = Clum
donde X toma valores reales, y la suina del numerador se toma sobre 10s datos cuyo valor
de Y sea precisamente y.

Para variables que no scan categéricas, la estimacidn de la esperanza condicional se
basa en técnicas llamadas suavizadores, que sc explicardn a continuacién.

Retomando primero el caso univariado, el modelo es:

E[Y | X] = ¢(X).

Para estimar ¢{X) de los datos de la muestra se puede usar cualquier estimacién razo-
nable de E{Y | X = z]. Se analizard primero el que puede considerarse como el suavizador
m4ds basico: el promedio mévil.

Sea (@i, 1), 1 = 1,2,..., N, una muestra aleatoria. Se define el suavizador de promedios
mdéviles como

s{xi) = Promen, (i),

es decir, el promedio de los valores de la variable explicativa contenidos en una cierta
vecindad N; de z;. Estas vecindades por lo general son consideradas simétricas. Asociado
a cada suavizador de este tipo se encuentra la amplitud del intervalo w, la cual representa
la proporcién del numero total de puntos contenidos en cada vecindad. Especificamente,
sea [-] la funcion parte entera y supéngase que [wlNV] cs impar. Entonces una vecindad
simétrica de amplitud w contendrd [wN] puntos: E“’—A,l,l_—l puntos de cada lado. Suponiendo
que la muestra aleatoria ha sido ordenada, la definicién formal de una vecindad simétrica
alrededor de z; estd dada por €l intervalo abierto: '

Vi = [max (i_ %:_11) i — 1,4+ 1,..., min (i+ LIU—A;}—-_—IN)] .
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Nétese que la vecindad de un dato suficientemente cerca. de los extrernos estard truncada
en la misma direccién. El rol del valor de w es esencial en el suavizador, pues entre mayor
sea w mayor sera el efecto de suavizar los datos. Mds adelante se mencionard una forma
de determinar un valor de w dependiendo de los datos que compongan a la muestra.

Cabe mencionar que se observa cierta ineficiencia en este suavizador, ya que los puntos
cerca de los extremos estdn sumamente sesgados, y por ello no reproduce satisfactoriamente
rectas (i.e., si los datos corresponden exactamente a una recta, el estimador no respeta la
forma). Un ajuste en el suavizador soluciona este problema.

Definase el suavizador de rectas mdéviles como
3(5’3-') = Boi + 3T

donde Fy; ¥ 3,; son los estimadores de minimos cuadrados para los puntes de la vecindad
f\'.,' B
Lsen (5 = Ty,
w2
Z;‘ew.—(lf T:)
Boi = Ti— BT,

ﬁll’

Y % = (UN) 2 en, %5 B = (1/N) e, ¥5- Adicionalinente, una estimacion de s(z) con
z distinto a las x; se puede obtener mediante interpolacion.

El suavizador de rectas mdviles es la generalizacion natural de la recta de minimos
cuadrados. Si w = 2 (es decir, cada vecindad contiene a todos los datos), el estimador
corresponde a la recta misma (nétese que si w = 1, las vecindades correspondientes a los
datos cercanos a los extremos contendran sélo aproximadamente la mitad de los datos).
En este caso el estimnador presenta una varianza reducida y gran efecto de suavizacién. En
el otro caso extremo, si w = 1/N, §(x;) serd sencillamente y;, y la varianza serd enorme,
ademds que no existirs efecto de suavizacién. De esta forma debe seleccionarse un valor
entre 1/N y 2 para la amplitud de la vecindad a utilizar. Unicamente se dird que suele
escogerse el valor de w que minimice:

N - Boi(a 2
3 e e

donde 33'(z;) corresponde al suavizador de rectas moéviles de amplitud w, sustrayendo €l
valor de z; al estimar los parametros ﬁo‘- y By; para efectos de independencia entre y; y
8§,'(z:). Este criterio para seleccionar w pondera el efecto "sesgo - varianza” basandose en
los datos de la muestra.
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Aunque la naturaleza de este suavizador es sumamente simple, los resultados que pro-
duce son bastante aceptables y cuenta con la ventaja de que el estimador en una vecindad
puede calcularse utilizando el correspondiente a la vecindad anterior. Como consecuencia,
el suavizador puede implantarse en un algoritmo cuyo numero de pasos es proporcional al
niimero de datos (caracterfstica conocida como O{N))

Una vez que se ha introducido una nocién basica de suavizadores univariados, se pasard
a definir formalimente un suavizador para concluir con ejemplos en el caso multivariado.

Dendtese por D a un conjunto de N datos p-dimensionales {x;,Xz,...,xnx}, esto es:
Xk = (T, Ei2y -y Thp). S€2 pp el conjunto gue tiene como clementoes 2 todos los conjuntos
» . Para un elemento de D fijo sea F'(x) el espacio de todas las funciones de dominio real
¢ que estdn definidas para cada z; € X; esto es, ¢ € F'(x) estd definida por los N ntimeros
reales {d(x;), P(xa), ... p{xn)}. Por ultlmo sea F(z;). 7 = 1,2, ..., p, ¢l conjunto de todas
las funciones reales deﬁmdns cn el conjunto de componentes {le, Ty -y ENG -

Definicién 2.5.1 Un suavizador S de x en z; es una funcidn S : F(x) — F(z;) definida
para cada D € py. Sea S(@ | x;) el elemento correspotlediente en F(x;).

A continuacién se mencionan algunos ejemplos de suavizadores multivariados.

1. Histograma. Sea {;} un conjunto de intervalos tal que es una particién de ® (o del
rango de la muestra). Para x, € I, sea:

S(qblmj =N Z qum

Xm I,Eh
con N; el mimero de observaciones x; con y; € I

2. Vecindad més cercana. Sea M < N/2. Sean {x;} tales que z; < 2 < ..., < zn,
1 < j € p (suponiendo que no existen empates). Se define el suavizador de vecindad
mds cercana coOmo:

i=A

1
(¢|‘T"J 2M Z quJ“H

f=—Af,
i#0

3. Kernel. Sea K{x) definida en los reales con maximo en z = 0. Se define el kernel .
como el suavizador:

(6 |2y) = ELEA )
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De esta manera, en el algoritmo se reemplazan los operadores E{- | X;), E(- | ¥) con
suavizadores de los datos correspondientes. Adicionalmente, vale la pena resaltar que el
rol que el suavizador juega en el algoritmo no es trascendental, salve por la rapidez de
convergencia del iltimo.

En el caso del paquete estadistico utilizado para desarrollar los gjemplos, se utiliza
un suavizador que emplea rectas moéviles, variando la amplitud de w, conocido como el-
supersuavizador (supersmoother de Friedman y Stueltze).

Para finalizar con el problema de la implantacién del ACE a datos, otros elementos
necesarios se reemplazan por sus versiones muestrales:

N
Ly
E(X) £ 2= ¥

Var(X)

I
=
=
=
L

0,9, ..., 9,)

1
2| =
NE

l—"?

g

T
T

¢j(ij)] :

Sea f(y, 21, ..., z,) una funcién real definida para todos los valores de la muestra. En-
tonces

N
f2( ¥ 1ty )
Il = 3 e

Ahora bien, el papel del algoritmo es encontrar evaluaciones 6ptimas para 6%, ¢, ..., ¢,
en cada punto (¥x,Zk1, - Tap)y & = 1,2,..., N (es decir, encontrar el valor éptimo de 8*
para cada valor {y}, & = 1,2,.., N, al igual que para cada ¢; en cada punto {zr;;},
k=12.,N,j=12.,p). La apariencia de cada transformacién se puede apreciar
graficando a 6" (y) contra yy, y a ¢}(z;) contra zy;.

2.6 Convergencia del ACE en el caso discreto

En la presente seccidn se denotard a una muestra como (ye, Xi) = (Yr, Tk, Ta2, ... Tap),
k=1,2..,N. Supéngase que y = T, = Tz = -+ = T, = 0. Deffnase los suavizadores. -
Sy, 81,82, ...,Sp, donde Sy : F(y,x) — F(y) y S : F(y,x) — F(x;). Nuevamente sea
Ha(y, %) el conjunto de funciones en F{y, x) con media cero, y Ha(y), Ha(x:),i=1,2,..., p,
los correspondientes subespacios.

44



Recordando las restricciones impuestas a las transformaciones para ser éptimas, es nece-
sario modificar los suavizadores de manera tal que las funciones estimadas tengan también
media cero. Esto se obtiene simplemente restando la media al suavizador:

S:() = 8:() = Prom{S;(-)}-

De esta forma, en adelante se supondré que los suavizadores utilizados S cumplen con:

e Prom(8)=0.

s Preservan constantes; esto es, que para toda ¥ € F(x} tal que ¢ = ¢ constante, se
tiene que S{3) = ¢ (aunado al primer punto implica que los suavizadores mapean a
constaites en cero).

« Son lineales; esto es, que para toda 1y, ¥y € F(x) y para loda constante o se cumple

Sath, + 9y} = aS(¥,) + S{1hy).

En el caso discreto el algoritmo ACE estd dado por’lo siguiente:

L 00w) =, 60 (zw) =0
Bucle mterior:

2. En el n-ésimo paso del bucle externo empezar con g, qbf"). Param > lei=1,2,...,p,
hacer

{m+1) __ n {m1) (m}

=, (0 S - o)
j<i i>i

e incrementar m hasta converger.

Bucle exterior:

3. Hacer 67" = Sy (30, 6.)/ 1Sy {3_F_, #:)ll - Regresar al bucle interior con ¢ = ¢,

i=x]

y continuar hasta converger.

Para formalizar el algoritmo se introducira el espacio Hy(6, ¢) con elementos (6, ¢, ¢,
s Bp)s 8 € Haly), ¢ € Ho(z:),i=1,2,...,p, asi como los subespacios H2(8) y Ha(¢) con

elementos 8 =(8,0,0,...,0) y & =(0, dy, B o) ¢,) respectivamente.
Para £ = (fo, f1, f2, - fo) € Ha(8, @) sea S;: Ha(0,9) — H, (8, ¢) definido por

0, i # g
{Si(f)}j = { fi + & (Zj#i fJ) , 1= j
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Iniciando con @ = (6,0,0,...,0), éb(m) = (0, 2’"’ (2"'), ...,¢§,"‘)), un ciclo completo del
bucle interior es:

« (m+1) _

b = (1= S = Sp) (= SO - 8°

). (2.11)

Dendétese por T - Hy(6,¢) — Hy{(8,¢) al operador producto introducido en (2.11).
Entonces la ecuacién mencionada toma la forma:

™ = 6T (@ - ). (2.12)

Para una @ fija cl bucle interior converge. Entonces el limite satisface
S(8—¢)=0, i=12,..,p (2.13)

Esto s, el suavizador de los residuales de cada variable explicativa es igual a cero. Al
agregar el hecho de que

6 =5v(@)/ ||sv(9)]

a {2.13) se obtiene un conjunto de ecuaciones que deben ser cumplidas por las estimaciones
de las transformaciones optimas.

(2.14)

N

Por el supucsto de linealidad de los suavizadores, (2.13) toma la [orma

S:(0) = S:i(¢), i=12,..,p (2.15)

Definase ahora como sp(Si) a la descomposicién espectral de la matriz S; y ademds
astimase que 1 ¢ sp(S;) (el mimero 1 es la descomposicién espectral de los suavizadores
que preservan constantes, pero no de los suavizadores modificados). Se definen las matrices
A =5 -8)t i=12.,p vy la matriz A = S 1 A Por iltimo supéngase que
—1 ¢ sp{A). Entonces (2.15) tiene una tnica solucidn dada por

b= AT+ A0, i=1,2,.p (2.16)

Al elemento formado por las ecuaciones de la forma (2.16) dado por @ = (0,61, 03, -, &)
se denotara como P(@). Utilizando el hecho que (1 — T) (@ ~ P(6)) =0, {2.12) se puede
escribir como

o™ = B(9) - T (P(8) - ).

De esta forma, si se puede mostrar que T0™ (f) — 0 para toda f € Ha(), entonces
el bucle interior converge. El siguiente teorema muestra una condicitn equivalente a lo
anterior.
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Teorema 2.6.1 Si det(/ + A) # 0 y si el redio espectral de S;, i = 1,2,...,p son todos
menores a uno, entonces T™(f) > 0 Vf € Hy(¢) =

p S =1
det. - - = I-5; 2.17
e [.\r 1}(1 A) ( 5)} (2.17)
no tiene ceros en |A| > 1 excepto A= 1.

Demostracion:

Para que T(’“)( fy—10,con f € Hg(d)), es necesario y suficiente mostrar que el radio
espectral de T es menor que uno. La ecuacién T(f) = Af se puede escribir como

/\fi = "'Si (AIZIJ+ Zf]) ) 1= 1721 ey P (218)

j<i joi

Seas=73"_, f;. Asf, (2.18) toma la forma

(M =8)fi=S5 ((1 - fi- s) . (2.19)

j<i

Si A = 1, (2.19) se simplifica a (I — S;)fi = —S;s y mds aun s = —As. Pero por el
supuesto sobre A esto implica que s = 0 y por tanto fi = 0 ¥i. Esto descarta la posibilidad
de que A = 1 sea un valor propio de T

Suponiendo que A # 1, pero mayor al méximo del radio espectral de S,1=12,..,p
deffnase g; = (1 — A) 3., fi — s- Entonces f; = (gir1 — g:)/(1 = Ay

(M = Si}(girr — g) = (1 — A}Sig,

0
S\
Git1 = (I - —A':) (1 - S|)g‘ (220)
Como gpi1 = —As, g1 = —s; entonces (2.20) lleva a
-1 -1
As:(!—%) (I—S,)---(I-%) (I—S)s. (2.21)

Si (2.21) no tiene soluciones no triviales, entonces s =0, g = 0parai=12,..plo
que implica que f; = 0 Vi. Reciprocamente, si (2.21) tiene una solucién s 3# 0 entonces esto
conduce a una solucién de (2.18).
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Por desgracia la condicién (2,17) es dificil de verificar en general en suavizadores linea-
les. Si S; son autoadjuntas, definidas no negativas y tales que los elementos de la matriz
suavizadora no modificada son no negativos, entonces todos los radios espectrales de 5; son
menores que 1 y puede verificarse que (2.17) se cumple verificando que

|,\|<H (1——‘) ](1-3.-)\

no tenga soluciones A con |A| > 1 y posteriormente descartando soluciones con |A] = 1.

Suponiendo que el bucle interior converge a ﬁf?, el paso del bucle exterior estd dado por

é(ﬂ“) (n) (n)

SyPe™/

ls Pa

Sustituyendo la matriz Sy P = U se tiene

9(““) (ﬂ)/ HUB(H)I

Si el valor propio Xde U que tiene el mayor valor absoluto es real y positivo entonces
Q(HH) converge a la proyeccién de 9(0) en el espacio propio de X. Para el lfmite o, PO es una
solucién de (2.13) y (2.14). Si A no es real y positiva entonces 8™ oscila ¥ no converge. Si
los suavizadores son autcadjuntos y definidos no negativos entonces Syf5 es el producto de
dos matrices autoadjuntas y definidas no negativas; por lo tanto tienen tinicamente valores
propios reales no negativos. Sin embargo, hasta la fecha de la publicacién del algoritmo
no se habfan podido hallar condiciones que garantizaran tales hechos para suavizadores en
general.

No obstante los autores aseguran que no es diffcil mostrar que con algunas modifica-
ciones en los puntos cerca de los limites de las muestras, el suavizador de vecindad més
cercana satisface las condiciones anteriores. Su investigacién indicaba ademés que otros
suavizadores comunes pueden ser modificados para ser autoadjuntos y definidos no ne-
gativos, con elementos matriciales no negatives, por lo que lo establecido anteriormente
también serfa vélido para ellos.

Finalmente, los autores declaran que el ACE ha convergido utilizando un gran nimero de
suavizadores que no son autoadjuntos, con excepcion de un suavizador de tipo kernel. Para
finalizar conjeturan que para la mayorfa de conjuntos de datos, un suavizador "razonable”
es lo bastante "cercano” a ser autoadjunto para que su mayor valor propio sea real, positive -
¥ menor g uno.
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2.7 Ejemplos

En esta seccion se presentard una serie de aplicaciones del algoritmo a datos concretos,
con el objeto de ilustrar varios aspectos de su comportamiento. Para obtener las estima-
ciones y generar las graficas se utilizé el paquete de estadistico S-Plus, el cual incluye una
programacién del ACE.

Ejemplo 2.7.1 Ejemplo introductorio,

Se iniciard con un ejemplo de un modelo univariado. Como primer paso se gencra
una muestra de tamaiio 200 de una distribucién U(0, 27) para utiizarla como valores de Ja
variable independiente. Adicionalmente se obtiene una muestra aleatoria independiente del
mismo tamano de una distribucién N(0,1) para que juegue cl papel de error. Por iltimo
se utiliza ¢l modelo

Y = exp(sen(X) + 2)
para obtener los valores de la variable dependiente a partir de los datos anteriores.

Una gréfica de los valores de X contra ¥ se muestra a continuacion:
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Fig. (2.2). Y = exp|sen(X) + Z].

Como se ilustra en este sencillo caso el estimar transformaciones éptimas sin la ayuda
de una herramienta adecuada puede ser una tarea complicada.
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Por otra parte, al conocer la relacién que guardan estas variables es posible comparar
las transformaciones ¢*(X) y 6*(Y) sugeridas por el ACE contra las originales sen(X) y
log(Y'), resaltando que las ultimas pueden no generar la maxima correlacién posible, debido
al factor del error. Sin embargo se puede decir que son transformaciones "satisfactorias”.

Una vez aplicado el algoritmo, las graficas de los datos transformados 6ptimos segun el
ACE son las siguientes:
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Fig. (2.3). a) ¢°(X);b) 6"(Y).

La primera gréfica corresponde a la transformacion sugerida para la variable explicativa
mientras que la tltima corresponde a la dependiente.

En efecto, las transformaciones sugeridas por el ACE corresponden a la forma de las
funciones que se utilizaron en el modelo para generar los datos. Este hecho se puede
confirmar en las siguientes graficas, donde se vuelven a presentar las transformaciones
8" (X) y ¢"(Y) ademis de las funciones originales, graficadas en linea sélida.

El desplazamiento de las soluciones del algoritmo con respecto a las funciones originales

se explica debido a que las primeras son ajustadas para que su esperanza en el rango de la, -
muestra sea igual a cero.
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Fig.(24). a) ¢"(X) y sen(X);b) 6'(Y) y log(Y).

Por iiltimo, cs posible verificar la linealidad que alcanza el modelo transformado, me-
diante una grafica de los valores de 8*(X) contra los valores de ¢°(Y).
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Fig. (2.5). ¢°(X) vs 0°(Y).
Como se puede apreciar, la linealidad alcanzada parece aceptable. No obstante es
importante observar la variabilidad que los valores de ¢°(Y") alcanzan en cada pequefio

intervalo de §*(X), lo cual sera retomada y discutido con mayor detalle m4s adelante.
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Ejemplo 2.7.2 Caso multivariado.

Para este ejemplo las variables independientes (X, y X,) son generadas por una muestra
de tamano 200 de una distribucion I/{(—2s,27) y U(—1, 1) respectivamente. Nuevamente
se usa la distribucién normal estdndar para generar el vector de errores.

El modelo para obtener el valor de la variable dependiente es

por lo que se puede asumir que una transformacién acertada para la variable dependiente

y = log{4 + cos( X)) + (X' + 2),

seria similar a una cxponencial.

A continuacion se mmestran las grificas de las transformaciones de X;, Xo vy Y una vez

que aplicado el método a los datos.
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Fig. (26.1). ) ¢3(X1);b) ¢3(Xa).
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Fig. (2.6.2). 8°(Y).

Al observar las estimaciones por primera vez, parece que las transformaciones sugeridas
no son tan claras. La transformacién ¢7(X,;) tiene una forma que podria ser algiin tipo de
polinoinio no muy obvio. Por su parte, la transformacion ¢;(X5) presenta cierta anomalia
en la parte central del rango de la muestra de X; que puede hacer pensar en una funcién
algo compleja. Por dltimo, la grafica de 8*(Y') parece no presentar problemas.

Recordando que al aplicar el algoritmo al modelo presentado, el resultado es estimar no
dos sino tres fransformaciones, se puede esperar que las estimaciones presenten algo mds
de "ruido” provocado por el error introducido en el modelo.

A la luz del comentario anterior, analfcense un poco més a fondo las gréficas, fijando la
atencion en la forma general de las estimaciones.

En el caso de ¢;(X;) se puede notar una especie de periodo entre el cambio de ten-
dencia general, al moverse la variable X, aproximadamente dos o tres unmdades. Ademds
es notorio que la amplitud del rango entre el maximo y minimo de una “racha grande”
es aproximadamente constante. Estas dos caracterfsticas sugieren que la transformacisn
sugerida est4 relacionada de alguna manera con alguna funcién sinusoidal. Observando el
valor que ¢} toma en X; =0 y el cambio de tendencia aproximadamente en X; = —3.5,0
v 2.5 puede inclinar la balanza hacia ¢;{Xi1) = cos(X,). Observando que los valores en el
extremo derecho de la grifica no definen una tendencia clara, es factible que en efecto esta,
funcién es buen candidato, aunque pueden existir algunas dudas que podrian analizarse
atn mas.
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En el caso de la transformacién para X, a pesar de que la funcién X3 parece probable,
por la forma que presenta la grafica en la parte central podrfa pensarse también en una
funcion definida por segmentos. Este ejemplo ilustra una decision que cominmente debe
realizarse: el valorar si se deben ignorar alguncs detalles y utilizar una funcién "sencilla”
(X?), o no ignorarlos, lo cual llevarfa a una funcién que puede complicar el modelo.

Por iltimo, la transformacién para Y presenta otra disyuntiva. La funcién exponencial
parece un buen candidato. Sin embargo, si existen otras alternativas que aproximen a la
funcién éptima dentro del rango de los datos respectivos (como aqui podria ser el caso de
una cuadrdtica), puede suceder que al estimar la transformacion el algoritmo incline (por
el factor error) a seleccionar la funcién equivocada. Ahora bien, si el modelo estimado es
utilizado para prediccidn y se usan datos dentro del rango con el que se desarroll6 el modelo,
al aproximar la transformacién escogida a la original 1o se tendrdn grandes problemas. Sin
embargo, si se desea predecir un valor para la variable fuera del rango de la muestra, la
cercania de las funciones puede no existir mas, y una diferencia enorme puede existir. Esto
es s6lo recordatorio de una observacidn hecha anteriormente, para cualquier extrapolacién
en general, :

A continuacién se presentan las grificas de las estimaciones anteriores junto con las
funciones éptimas para mostrar qué tan bien se aproximan las sugerencias obtemdas al
aplicar el algoritmo. :

0g 0s 19

23

Fig. (27.1). &) ¢1(X1) y cos(X1};b) 45(Xs) y (X2)-
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Fig. (2.7.2). 8°(Y) y exp(Y).

Como iltima observacion, nétese gue en los iltimos dos ejemplos se cuenta con el
conocimiento de las variables que generan el modelo y sus valores, sin errores de medicién.
Estas ventajas se presentan rara vez en la prédctica. Sin embargo, adn con el sencillo modelo
utilizado, algunas dudas no son faciles de despejar para tomar una decisién. Lo que es mds,
auin cuando se conoce que el algoritmo estd presentando una buena estimacién, al final todo
queda en las manos y experiencia del usuario para tomar la decisién que puede significar
enormes diferencias. De aquf que el algoritmo es una herramienta que requiere un buen
juicio humano.

Ejemplo 2.7.3 Variables calegdricas.

El modelo en este ejemplo es un modelo univariado, donde la variable dependiente
tinicamente toma los valores 1 o -1. Se utilizé un vector de tamanio 200, donde los primeros
100 componentes se fijaron en 1 y los deméds en -1. El error es una muestra de tamafio 200
N(0,1) y el modelo para obtener la variable dependiente fue

Y =exp(X + Z).

La gréfica que resulta al aplicar el algoritmo se muestra a continuacién, con la trans-
formacién obtenida con el método graficada con puntos
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1Y, oY)

Fig. (2.8). 8°(Y) y log(Y').

la cual parece ser una buena aproximacion a la funcién logaritmica, presentaca cn linea
solida en la misma grafica. De esta manera, se puede observar que el algoritmo cumple una
buena tarea en este caso de variables categdricas.

Como se podra haber notado, hasta ahora se han utilizado transformaciones similares
para la variable dependiente. La constante ha sido transformaciones mondtonas para Y,
lo cual asegura la invertibilidad de la funcién para aplicarla a ambos lados del modelo y
poder despejar la varjable independiente. En el siguiente ejemplo se utiliza un modelo que
no presenta esta caracterfstica.

Ejemplo 2.7.4 Transformaciones no mondtonas.

Se utilizaran dos muestras independientes idénticamente distribuidas U/ (-1, 1) de tamafio
200 cada una para generar los datos de las variables explicativas X; y X,. Posteriormente
se generan los valores de la variable dependiente de acuerdo al modelo

Y = X, Xa.

Conociendo el modelo que genera los valores, se puede intentar obtener las transfor-
maciones 8(Y'}, ¢,(X1} v é3(X2) que permitan obtener un modelo de la forma 8(Y) =
$1(X1) + ¢ Xo). o

Inicialmente pueden considerarse transformaciones idénticas de la forma

() = ¢1() = da(-) =log(-).

56



Sin embargo, considerando que las tres variables llegan a tomar valores negativos tal
proposicién necesita ajustarse. Sustituyendo las transformaciones por

6(} = é:1() = ¢2() =log

se soluciona el problema. En este caso, la transformacién #(Y) = log |Y| es una funcién no.
monétona, por lo que el modelo servird para el propdsito.

Las transformaciones sugeridas por el algoritmo para X, X, y Y se presentan a con-
tinuacion, junto con las funciones log | X,|,log | X2| ¥ log Y| en linea sélida.

Fig. (29.1). a) ¢)(X1) y log|X1|;b) ¢3(X2) y log|Xal;c) 67(Y) y loglY].
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Como se puede apreciar, el algoritmo refleja bastante bien la forma de las transforma-
ciones originales, a excepeion tal vez de los datos cerca del origen, debido a que el ACE se
aplica a un nimero finito de datos, y el suavizador no puede reproducir la discontinuidad de
la funcién m4s alld de cierto punto. Sin embargoe hay que destacar que el presente modelo
no incluyé factor alguno de error. Aun asf es posible concluir que, al menos en este ejemplo
en particular, el algoritmo fue capaz de manejar una transformacién no monétona en la
variable dependiente.

Ejemplo 2.7.5 Comparacién de la correlacidn.

En el articulo donde se presenta el algoritmo, Breiman y Friedman estudian la posi-
bilidad de "forzar” una alta correlacién entre la transformacién de la variable dependiente
y la combinacién lineal de las transformaciones de los regresores, debido a la constante
aplicacién de los suavizadores.

Utilizando una serie de 100 simulaciones indepen(,iientes, los autores obtienen la co-
rrelacién que resulta al aplicar el algoritmo en cada experimento. Al misme tiempo registran
la correlacién muestral entre las transformaciones reales que se utilizaron para generar los
datos. El objetivo es analizar las diferencias que el algoritmo genera sobre las medidas p y
R2.

En el presente ejemplo se retoma la idea anterior aplicada al modelo

Y = exp(sen(X) + Z)
efectuando el "experimento” en 300 muestras para X y Z de tamanio 200 cada una, tomadas

independientemente, con X ~ U(—m, 7} y Y ~ N(0,1).

Al aplicar el algoritmo a cada una de las muestras, se registra el porcentaje de variacién
no explicada por las transformaciones del ACE (R?*), a partir del cual se obtiene €l coefi-
ciente de correlacién correspondiente al ACE (p*) utilizando la igualdad R?* = 1 — p*2,

Al mismo tiempo se registran los mismos estadfsticos al aplicar las transformaciones
originales que generan los datos, definidos simplemente por

N
1
=5 glog(yk)sen(ﬂrk),
R2 = 1-— PQ,
y se comparardn los resultados obtenidos.
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La siguiente tabla muestra las medias y sus desviaciones estdndar registradas en el
experimento.

Media Desviacién estandar
p (modelo) .8089 0433
2 (ACE) .8845 .0488

Media Desviacién estdndar
R? (modelo) .6563 0688
R (ACE) 7847 L0839

Media Desviacién estandar
Pt —p 0755 0471
R? . R? 1284 0787

Tabla (2.1). R? y p del modelo original y del modelo sugerido por ¢l ACE.

Se puede percibir que el algoritmo forza la correlacién de los datos de una manera hasta
cierto punto considerable. Sin embargo, al tratar de aproximar la estimacién sugerida con
una funcién conocida, se compensara en parte este problema.

Por 1ltimo es recomendable sefialar que los resultados presentados por los autores con
un niimero menor de simulaciones presentan diferencias menos notorias entre las transfor-
maciones sugeridas por el algoritmo y las originales.

Se concluye de esta manera la exposicién del primer método, la teoria detrés de 6] asf
como una serie de ejemplos donde se muestra principalmente un comportamiento aceptable
del mismo. Sin embargo, es claro que toda técnica tiene defectos o debilidades; algunos de
los detectados en el ACE se discutirdn al inicio del siguiente capftulo, incluyendo uno en
particular que servird de punto de enlace entre este algoritmo y su modificacién, estudiada
posteriormente.
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Capitulo 3

Método AVAS

3.1 Observaciones sobre el ACE

En el capitulo anterior se discutieron las caracteristicas del ACE, asi como algunos ejemplos
gue muestran su comportamiento. No obstante se debe recordar que esta metodologia es
sélo una herraniienta, por lo que no ofrece una solucién por sf misma. El resultado del algo-
ritmo, primeramente, se basa ¢n ciertos criterios, y aldin mds, estd sujeto a interpretaciones;
cs en este monento cuando ¢l juicio del usuario puede desembocar en una aproximacién
aceptable o tal vez errénea. Por ello es necesario considerar algunos aspectos tanto empiri-
cos como tedricos atribuibles ai ACE, mismos que se irdn discutiendo a través de diversos
ejemplos. '

3.1.1 La correlacién como objetivo

Como se ha descrito, la construccién del ACE se basa en la idea de maximizar la correlacion
que puede existir entre una transformacion de la variable dependiente Y y la combinacién
lineal de transformaciones de las variables independientes X;. De esta forma, el primer
punto a considerar es la consecuencia de utilizar esta funcién objetivo.

Para comenzar, considérese el caso univariacdo. Sean X y Y variables aleatorias y ¢ y
f funciones medibles en el respectivo espacio de cada variable. Sea p(¢,8) = E[¢{X)8(Y)]
el coeficiente de correlacién muestral alcanzado por el modelo 8(Y) = ¢{X} . Dendtese por
p" = maxyo{p(¢, 8)}. Las propiedades que p” debe cumplir estdn dadas por

i} 0<p <L
ii) p* =0« X yY son independientes.
i) p*=1<« 38, ¢ (con var(f) > 0 < var(¢)) 28(Y) = ¢(X).
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Por las anteriores propiedades, suele rclacionarse a valores de p* cercanos a uno con
un estado de "alta dependencia” entre las variables Y y X. 8in embargo, hay casos en
donde tal intuicién es injustificable, como se muestra a continuacién. Sean X y Y variables
aleatorias cuya funcién de distribucion cumpla el siguiente modelo:

[ (X fX)sXeS,
(X ¥y = { (X.Y)siX ¢ 5,

donde f es una funcién estrictamente monétona definida para todo valor de X, 5 es un
subconjunto medible de! rango de X y Y es una variable independiente de X. La intuicién
sugiere que si la medida del subconjunto S tendicse a cero, el valor de p* deberia converger
a cero de igual forma. Sin embargo éste no es el caso. Para cualquier subconjunto S con
medida positiva, la transformacion ¢{X) = f(X)|5) es una funcién no trivial. Por lo tanto,
las transformaciones ¢(X) = f(X)ig). 6(Y) = Y fjy, con I la funcién caracteristica usual,
obligan a que p* sea igual a uno, sin importar 1a medida del conjunto S.

La misma observacién aplicaria si la variable dependiente y alguna de las explicativas
(X; para alguna j), cambian de signo al mismo tiempo. Se podria asegurar una indxima
correlacidn de uno prediciendo el signo de X y haciendo caso vmiso a las demds variables.

De esta forma se concluye que la correlacion méxima no es una medida eficaz de la
independencia entre variables, pues puede no responder a cambios generales conforme las
distribuciones de éstas pasan de un estado de alta dependencia a una independencia casi
total. Esto implica que el tratar de maximizar la correlacion puede levar a transformaciones
que "desperdician” informacion, debido a que al considerarla la correlacidon disminuiria. Un
gjemplo sencillo se ilustra enseguida:
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+
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*
0 D e e —
3 < 2] 1] 1 2 3

Fig. (3.1). Y ~ -=X? + 1.
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El modelo exacto estd dado por:

Y = X%+ ZI_g yopag + 1.

De esta forma, para el objetivo de maximizar la correlacién, la transformacién ¢°(X) =
{=X?+1) Ij-11) genera una correlacion perfecta p* = 1, siendo que la transformacion que
intuitivamente es més conveniente es simplemente — X2 + 1.

Este "sintoma” de despreciar zonas informativas y seleccionar transformaciones poco
interesantes puede representar un punto critico del algoritmo, pues no hay que olvidar que
un punto esencial de una regresién puede ser el explicar la variabilidad de ¥ y no el de
cualquier transformacién arbitraria ¢(Y).

Aunque bien es cierto que el considerar a la correlacién como un punto de partida
tedrico deficiente para la construccién del algoritmo estd sujeto a discusién. En casos como
€l descrito anteriormente donde existen "regimenes” separados, la correlacion se enfoca en
la existencia de ésta division en los datos como la caracteristica mds sobresaliente, e ignora
otro tipo de estructura m4s fina. Sin embargo no puede argumentarse definitivamente que
tal caracteristica refleja una insensibilidad de! procedimiento. Como los mismos creadores
han sefalado, el principal problema es que "aiin no se ha llegado a entender lo suficiente
al algoritmo en el caso discreto”.

Se pasard ahora al segundo punto a discusidn, el cual estd relacionado con el primero.
Es bien sabido que la maxima correlacién es una de las principales medidas (aunque no
unica} para "calificar” qué tan bien se ajusta un modelo a los datos. Sin embargo se observa
que oo se incluyen mds factores en el desarrollo del ACE para obtener transformaciones
6ptimas. Esto implica, obviamente, que aquellos aspectos de un modelo que no alcancen a
ser considerados por la correlacién serdn insensibles al algoritmo. Para ilustrar un poco lo
anterior considérese el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.1 Sea un modelo univariado donde las variables guardan la relacidn
Y =X+ (1X)Z,

y los datos para la variable explicativa provienen de una muestra de tamario 200 de una . -
distribucion U (0, 1), mientras que Z se distribuye N(0,1) representando el error.
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En este ejemplo se trata de ilustrar la inconveniencia de considerar tinicamente la co-
rrelacién, e ignorando otros factores no menos importantes, como es la estabilidad en la
varianza alcanzada por el modelo final. Una figura de los 200 datos aleatorios se muestra

en la siguiente figura.
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Fig. (3.2). Y =X +(1X)Z.

Al aplicar e} ACE a los datos, la transformacién para la variable independiente que
resulta es casi una linea recta, como resultarfa al realizar una regresion lineal comin. Sin
embargo es necesario recordar que el algoritmo esté disefiado para considerar todo tipo de
transformaciones, por lo que existen mds posibilidades para poder aproximar este modelo,
y de hecho para poder estabilizar la varianza que artificialmente fue alterada.

Obviamente la estabilidad alcanzada por la transformacion casi lineal es sumamente
criticable, como se muestra a continuacion
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Fig. (3.3). a} ¢"(X); b) ¢'(X1 vs. 8°(Y).

De esta forma, parece recomendable que €l algoritmo considere otros aspectos para en-
contrar una transformacion éptima, y de hecho tal observacion fue la base para el desarrollo
de una "segunda generacién” del algoritmo.

3.1.2 Soluciones Subdptimas

El siguiente aspecto a recalcar del ACE es que, si bien las transformaciones que se ob-
tuvieron en los ejemplos iniciales fueron satisfactorias, existen situaciones en las que el
algoritmo no es tan preciso. La serie de ejemplos presentada en el capftulo anterior es una
cldsica serie de ejemplos tedricos los cuales no suelen presentarse en la vida real. Mds arin,
factores aparentemente irrelevantes pueden hacer que la claridad en los resultados se vea
perturbada notablemente, atin en el caso teérico.

Ejemplo 3.1.2 Retomdndo el modelo del Ejemplo (2.7.4) dado porY = X1 X3 con X, Xy ~
U(-1,1), modifiquese la distribucidn de X, a una U(0,1).

En este caso las transformaciones buscadas no cambian, ¥ como X, no toma valores
negativos se puede decir que las transformaciones siguientes son éptimas:

oY} = log|Y],
Hi(X1) = log|Xil,
$:(X2) = log(Xa).
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Sin embargo, de igual forma las transformaciones 8(Y) = ljgoa), ¢1(X1) = fpoe) ¥
@9{X2) = 0 son igualmente 6ptimas en correlacién, aunque puede pensarse que carecen
de interés en comparacién a las transformaciones inicialmente mencionadss, aiin cuando
explican el modelo con s6lo un regresor.

Las transformaciones sugeridas por el ACE a una serie de datos aleatoria de tamario
200 se inuestran a continuacién:
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Fig. (3.4). a) ¢1(X1);b) ¢3(X2);c) O(Y).
Como se observa, las transformaciones no reflejan tan claramente el resultado buscado.
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En estos casos se desearfa entender c6mo el algoritmo selecciona la transformacién ép-
tima de entre el conjunto de transformaciones 6ptimas posibles. Al respecto, los autores
mencionan’ que sélo se requiere una modificacién al algoritmo para que sea capaz de pre-
sentar una serie de transformaciones subéptimas: la estandarizacién de la transformacion
8{(Y) es reemplazada por una ortogonalizaciéon m4s general en la cual sus proyecciones en
las transformaciones ”¢ptimas” anteriores de Y son sustraidas.

Implementando la anterior modificacién al ACE, Breiman y Friedman presentan las
grificas de varias transformaciones subdptimas sugeridas con el ACE de un ejemplo de
caracterfsticas similares, lo cual desafortunadamente no ¢s posible reproducir en este trabajo
por no disponer del algoritmo modificado.

3.1.3 Comportamiento en presencia de bajas asociaciones.

Ejemplo 3.1.3 Considérese el modelo
Y=X)+Xo+..+ X+ Z,

con Z y X; v.a.iidd N(0O,1).

En un inicio, el modelo parece no presentar cornplicacién alguna a pesar del alto mimero
de variables explicativas, debido a que las transformaciones que deberfan resultar Sptimas
son la identidad misma. Sin embargo se observa que los resultados no son asf. En la
siguiente figura se muestran las transformaciones obtenidas para cuatro variables usando
una muestra de tamano 300. Como se puede apreciar, la linealidad queda sugerida en ellas.

VIbidim, pag. 616.
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Fig. (3.5). a) ¢;(Xs);b) ¢7(Xr}ic) ¢3(Xs); d) #3(Xo) con N=300.

Sin embargo, considérese el mismo ejercicio al aplicarlo a una muestra de tamaio 100.
A continuacién se muestran las mismas variables para el caso en turno. Como se puede
apreciar, la linealidad sugerida por el algoritmo ha disminuido considerablemente. :
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Fig. (3.6). a) ¢5(Xs); b) ¢7(X7);c) ¢5(Xs);d) ¢5(Xa) con N=100.

Los autores atribuyen este comportamiento a lo que se conoce como una escasa aso-
ciacién entre variables. En este caso, de una manera algo atrevida se podria considerar que
la contribucién que cualquier variable explicativa aporta al valor de la variable dependiente
es en promedio menor al 10 por ciento. De esta forma, como sucede al utilizar cualquier
modelo, es recomendable no basar conclusiones fuertes en los resultados obtenidos por el
ACE cuando se cuenta con un escaso poder explicativo. Al respecto, s6lo se mencionard .
que es posible mejorar considerablemente el desempefio del algoritmo en estos casos al in-
crementar la amplitud de la ventana del suavizador para las variables cuya asociacién con
6(Y') es escasa en las primeras iteraciones del procedimiento, e incrementarla de igual forma
para estimar #(Y') si se encuentra que el valor de e*? es grande, como los autores sefialan.

68




3.1.4 Sensibilidad a Datos Aberrantes.

Ejemplo 3.1.4 La siguiente tablo presenta los dotos de 62 especies de mamiferos co-
rrespondientes o su peso corporel en kilogramos (X) y peso cerebral en gramos (Y).

( Especie X Y | Especie X Y |
Zorro drtico 3.39 44.50 Hombre 62.00 1320.00
Mono 48 15.50 Elefante africano 6654.00 5712.00
Castor de montana 1.35 3.10 Erizo de roca 3.50 3.90
Vaca 465.00  423.00 Mono 6.80 179.00
Lobo gris 36.33  119.50 Canguro 3500  56.00
Cabra 27.606 115.0 Marmota 4.05 17.00
Venado 14.83 98.20 Hawmster 0.12 1.00
Cerdo de Guinea 1.04 5.50 Ratén 0.023 0.40
Verveta 4.19 58.00 Murciglago café 0.10 0.25
Chinchilla 0.43 G.40 Lemur 1.40 12.50
Arditla 0.10 4.00 Okapi 250.00  490.00
Ardilla drtica 0.92 5.70 Conejo 2.50 12.10
Rata africana 1.00 6.60 Oveja 55.50  175.00
Musarana cola corta | .005 0.14 Jaguar 100.00  157.00
Topo 06 1.00 Chimpancé 52.16  440.00
Armadillo 3.50 10.80 Mandril 10.55  179.50
Hyrax de drbol 2.00 12.30 Erizo de desierto 0.55 2.40
Zarigiieya americana { 1.70 6.30 Armadillo gigante 60.00 81.00
Elefante de asia 2547.00  4603.00 Hyrax de roca 3.60 21.00
Murciélago 0.023 0.30 Mapache 4.29 39.20
Burro 187.10  419.00 Rata 0.28 1.90
Caballo 521.00  655.00 Topo americano 0.075 1.20
Erizo europeo 0.785 3.50 Topo rata 0.122 3.00
Mono 10.00 115.00 Muzarana de almizcle | 0.048 . 0.33
Gato 3.30 25.60 Cerdo 192.00 180.00
Jineta 0.20 5.00 Equidna 3.00 25.00
Gslago 1.41 17.50 Tapir 160.00  169.00
Jirafa 529.00 680.00 Tenrec de Madagascar | 0.90 2.60
Gorila 207.00 406.00 Marsupial 1.62 11.40
Foca gris 85.00  325.00 Musarafia de 4rbol 0.104 2.50
Hyrax 0.75 12.30 Zorro rojo 4235 50.40

Tabla (3.1). Datos de pesos corporal y cerebral.

De esta forma, se aplica el ACE para establecer una relacién entre estas dos variables,
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La grafica de los datos originales se presenta a continuacién.
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Fig. (3.7). Datos observaclos.

La grédfica a primera vista sugiere inmediatamente tomar logaritmos, como regla em-
pirica. Sin embargo las transformaciones obtenidas con el ACE son las siguientes:
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Fig. (3.8). a) ¢"(X);b) 0°(Y).

Graficando los datos transforinados se observa que la estabilidad del modelo dista mucho
de la alcanzada por las transformaciones logarftmicas, como se ilustra en seguida.
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Fig. (3.9). a) ¢™(X) vs 8"{Y); b) log(X) vs log(Y').

Este comportamiento es provocado por la existencia de dos datos aberrantes, los cuales
alejan las sugerencias del ACE de las transformaciones logaritmicas. Si se eliminan los
datos aberrantes los resultados alcanzados por el ACE son los siguientes:
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Fig. (3.10.1). a) ¢"(X');b) 6°(Y").
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Fig. (3.10.2). o"(X') vs 8°(Y").

(e presentan una notable mejoria en la gréfica de variables transformadas. De esta forma
se debe tener un especial cuidado-al identificar datos extremos en una muestra a estudiar,
de forma similar que con otros métodos tradicionales de regresion, debido a la extrema
sensibilidad que el algoritmo presenta hacia ellos.

3.2 Modificaciones al Método ACE: Método AVAS

Como se ha mencionado anteriormente, el método ACE representa un avance significativo
como herramienta para estimar transformaciones generales en regresion; si bien la idea del
proceso se comprende mejor en el caso de variables aleatorias con una distribucién conocida,
su implantacién a una serie de datos finita puede ser ttil en un gran mimero de ocasiones.
Sin embargo, por varias razones este método parece ser mas recomendable para el-andlisis
de correlacién entre datos que para una regresion.

En principio, considérese un modelo fijo de la forma

Bo(Y) = ¢gp(X) + ¢, (3.1)

donde g es estrictamente monétona y € es independiente de X, ademds de tener esperanza
cero. Si se asume a §; invertible, las distribuciones especfficas de X y ¢ determinan una
distribucién conjunta de X y Y, digamos f(X,Y). Una vez dada la distribucién conjunta,”
Jas transformaciones ¢"(X) y 8*(Y) que maximizan corr{¢(X),8(Y')] gencralmente no son
#o(Y) ¥ 6o(X). De esta manera el algoritmo no reproduce las transformaciones del modelo,
debido a que existen otras transformaciones que mejoran €l criterio de la correlacién.
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Adicionalmente, varios estadistas han sefialado defectos del algoritmo como los presen-
tados anteriormente, ademds de otros mds complejos como la simetria del algoritmo en
X ¥ Y, la sensibilidad a la forma de la distribucién marginal de X y el colapsamiento de
conglomerados separados en la distribucién conjunta de X y Y, los cuales no se detallardn.

Es importante conocer las limitaciones del algoritmo para poderlo aplicar correctamente
a casos reales, aunque indudablemente el tratar de corregir los defectos es lo ideal.

La idea del ACE fue modificada por Robert Tibshirani, quien tres anos después de
que €] ACE fuera dado a conocer, presenté su trabajo consistente en un algoritmo similar
llamado AVAS (Additivity and Variance Stabilization), el cual no tiene como objetivo tGnico
el maximizar la correlacién final, sino que requiere hacerlo entre las transformaciones que
presenten una varianza estable. Este método presenta las virtudes alcanzadas por el ACE
v al mismo tiempo estd disenado especificamente para regresién.

Recordando el proceso del ACE, la estimacion de la transformacion para X cstaba
dada inicialmente por E[B(Y) | X] mientras que para la transformacion de ¥ se utilizaba
E¢(X) Y]/ IIEJe(X) | Y]{ iterativamente. El algoritmo AVAS difiere escencialmente
del ACE en que para estimar la transformacion de Y utiliza la llamada “transformacion
asintotica de estabilizacion de varianza®™.

Esta modificacién parece solucionar los problemas, en cuanto a regresién se refiere,
atribuidos al ACE. En particular, para un modelo de la forma (3.1) las transformaciones
(YY) y ¢4(X) son puntos fijos del AVAS. Adicionalmente, este algoritmo se comporta
aceptablemente en otros problemas presentados por el ACE, tanto en datos generados
como en reales.

3.3 Normalizacién de Familias y Estabilizacién de Va-

rianza®

En esta seccién se comentard el trabajo de Bradley Efron (1982), donde se presenta un
resultado que se incorporard en la estructura del algoritmo ACE con el propdésito de corregir
el problema de inestabilidad de varianza en las transformaciones finales sugeridas.

En su articulo el autor plantea el siguiente problema: dada una familia de variables
aleatorias, jes posible encontrar una transformacién mondtona tal que ser aplicada a cada
elemento de la familia, la distribucién que resulta sea normal? Aunque debe sefialarse
que ¢l objetivo que interesa para este trabajo es obtener la “funcién de estabilizacién de
varianza” méds que los resultados de normalizacion.

2A lo largo de esta parte, por cuestién de nomenclatura estdndar, se denotard por ¢{-) a la funcién de
densidad de la distribucién N(0,1); no confundir con la anterior denotacién de ¢,(-) una transformacisn

de la i-ésima variable explicativa de un modelo, con ¢ = ($,. ¢y, ...,¢p) 0 con $(-) = 17, &().
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Para iniciar, sea Q una familia de distribuciones indizadas por un pardmetro A, y sea
A el espacio de parametrizacién de ¥, el cual puede ser un intervalo de la recta real. El
objetivo es encontrar una transformacién monétona g{-) tal que para cada X, € S

Yi = g(Xs) ~ N(u, 1) (3.2)

A lo largo de la seccién se utilizard que para una variable aleatoria Z ~ N{0,1) se
cumple que

(2m) exp( 1),

/ w Blu)du,

donde ¢ es su funcién de densidad y ® es su funcién de distribucién acumulativa.

=S
rx
oo

Con el propésito de poder apreciar el grado con el que una familia de distribuciones
cumple con la forma de transformacion normal dada por (3.2) y cudndo es posible encontrar
g(-), respectivamente, se definiran varias familias ilustrando algunos casos particulares, as{
como una funcién diagndstico para poder estudiar la existencia.

3.3.1 Tipos de Familias Transformables

Definicién 3.3.1 Se dice que § es una Familic Normal Transformable (NTF) si eziste
una funcidn g(-) estrictamente mondtona tel que

9/{Xo) ~u+ Z,
con Z ~ N{0,1) y v (la media de la distribucien normal de g{X,)) una funcién diferen-

ciable con respecto a A.

Definicién 3.3.2 Se dice que ¥ es una Familia General Transformeble (GTF) si adi-
cionalmente existe una funcién ¢(-) estrictamente creciente y diferenciable que cumpla con

g(0) = 0,
g0y = 1, (3.3)

tal que

9(Xx) ~ va+q(2)-
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Definicién 3.3.3 Se dice que I es una Familia Normal Escolada Transformable (NS TF)
st existe ademds una funcidn diferenciable {con respecto a A} o) > 0 tal que

Q(X)N‘U,\‘i*d,\z,

y en adelante se asumird gue U, = gf,’; # 0, salvo en un nimero finito de valores de A.

Definicidn 3.3.4 Se dice que S es una Familia General Escalade Transformable (GSTF)
st

9(X) ~ v+ 02q(2). (3.4)

3.3.2 Funcién Diagnéstico

Dada 9, para una variable aleatoria X, € Q sea
FA(:L‘) = PTObA{XA < .'E}
la funcién de distribucién acumulativa de X,.

En adelante se supondr4 que existen las parciales

OF\(x
o - 25

Para poder definir 1a funcién diagnéstico, para 0 < o < 1 sea
Lot FA(IQ,)\) =a,

por lo que z, » es el (100 x @)% percentil de X bajo Fy. En particular 5 es la media de
X. Es posible introducir ahora la funcién diagndéstico
Fy(za@)) ¢(0)

D) = FA($.5,A) $(z)

(3.5)

Como se puede apreciar, D(z, A} est4 definida dnicamente en términos de Fi(z), por lo
que es posible evaluarla sin tener que conocer g{z), o inclusive sin suponer que ésta existe.

La. definicién de D{z,A) puede expresarse en funcién de la llamada transformacién .
local de normalidad, dada por

ta(z) = @ {Fa(2)}. (3.6)
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Bajo el valor ) del pardmetro, £, se distribuye N(0,1). De esta forma (3.5) toma la forma

D(z,A) = trlzog)\) (3.7)

fA(I .5,A) ’

donde {,(z) = 9—%@. Explicando brevemente lo anterior, D{z,A) mide qué tan répido
D(z, A) cambia a medida que A varfa.

Ahora es posible pasar al siguiente

Teorema 3.3.1 Sea S una GSTF. Entonces la funcion diagndstico cumple

1+ g(z)en
Dz, X)) = ——~—,
(z:4) 4(z)
donde
rf!',\ 30',\/3:\
Ey=— = .
i Ou /oA
Demostracion:

Se sabe que la funcién de distribucién acumulativa de Z=q(Z)es
o(z) = 3(¢7'(3)- (3.8)
Si 2z, es el (100 x )% percentil normal, entonces
O(z,) =,

¥ Za = q(za) es el correspondiente percentil de {100 x a)% de Z . En particular Z tiene
media ¢{z5) = g(0) = 0, por (3.3). La funci6n de densidad de Z, ¢(z) = ¥'(Z) satisface

305 = 82
¢’(Z) - q’(z) ) (39)
y por (3.3)
3(0) = 4(0) = ﬁ (3.10)

Mis atin, por (3.4) Fi(z) = &,(9_@3_-;-_%), lo cual implica que

A = -5 (L=2) (24 o= nin).

T (25 Y -5 Ty
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Usando nuevamente (3.4) y el hecho de que los percentiles son mapeados de la manera
obvia bajo transformaciones monétonas, es decir

g = Hxanr) — 11,\,
15
se cumple
. - . T'I)‘ _ (.1',\ qb(z,,) T-J'A é’.\
Rz =—0G) | —4+ta— ) =—-——F—|— D=, 3.11
o) = -002) (242 2) =K (2g2), e
por (3.9).
Utilizando {3.11) y (3.3} en el caso de x5, se obtiene:
- ¢(Z_5) (‘l‘u U,\) (ff,\)
F = — — 2l ==¢0)] —). 3.12
Mzs,s) d(zs) \ 7 +f1(z.5)gl\ 3(0) - (3.12)

Sustituyendo (3.11) y (3.12) en (3.7) se tlega a lo siguicnte:

ix(zop)  Fa(@e@a) (0) -4 (5? + Q(z)%ﬁ) $(0)

D(Z, A) = f:A(-'L'.S.A) B F,\($_5|A) ¢(Z) - _¢(0);ﬁi d)(z) =
q'(IZ) (% + q(z)%i) _ (5‘: + Q(Z)%;‘) /fﬁ 3 1+ q(z)%_f
= N - q»(z) - q’(z) ?

g

que ¢s el resultado buscado.l

3.3.3 Funcién de Estabilizacién de Varianza

Como objetivo principal de esta seccidn, se desea encontrar g(X) en una GTF que cumpla
con

g(X) = vy + oxq(2).

Primeramente, sean Iy, zz dos valores arbitrarios de X tales que z; < 3. Sea Ay e
valor del parametro A tal que Fj, ,(z1) = 1 = F), ,{x2)}, digamos

&= F,\llg(ml) =1- .F:\ll2 (SGQ). (313)

En seguida definase A, = p~(z} como el valor de A tal que z es la media de X :
F)& (:I!) = .5,
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y sea

ilz) = F'(z)
la funcién de densidad de X.

Teorema 3.3.2 En una GTF se cumple

oo fr.(z)
g(z) = FTOR (3.14)

Demostracidn:

Recordando que Fy(z) = & (m) , donde ®(%) = $(¢~*(3)) como se menciona en

o
(3.8), y derivando con respecto a x se obtiene que

fiw) =3 (2220 (£2).

Evaluando fi(z) en z, ) se tiene

m%n=am(“%”)=ﬂm“%ﬂ. (3.15)

o 7(2a)aa

Tomando § = p"Hz) = A, ya = 5setieneque T = 1,5 ¥ 2, = 0. Como o = l en
una GTF y ¢'(0) = 1 por (3.3}, (3.15) implica que g'(z) = fi. (x)/$(0) como se requerfa. W

Una interpretacién intuitiva de la férmula (3.14) en términos de la transformacion local
de normalidad t,(z) = ®~'{F\(z)} es la siguiente: en una NTF, X = g~!(vy+ Z), se tiene
b (2) = Y D(g(x) — vpy)} = glT) — va,, poOT 10 que

tho(e) = ¢'(2). (3.16)

Lo anterior significa que no importa el valor A que se escoja, en una NTF ¢} (x)
siempre coincide con el valor de ¢'(z). En otras palabras, cualquier transformacién-local de
normalidad normaliza globalmente una NTF.

No obstante la necesidad del supuesto de tratarse de una NTTF para que {3.16) se cumpla,
es posible tratar de escoger entre las diferentes transformaciones ¢)_(z) seleccionando el
valor de A més apropiado para cada z. Una eleccién obvia es A = A; = p~}(z), con t,(z)
cuya derivada t'(z} cumpla

ty.(z) = fa.(2)/8(0),
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que coincide con (3.14). Es decir, §{z) es la transformacién que tiene la misma derivada
(con respecto a X) que t5(z), evaluada en el valor A para el cual z esla media de X.

La razon por la cual §(z) es conocida como transformacién estabilizadora de varianza
es la siguiente: en una GTF, donde es posible una perfecta estabilizacion, g(z) la alcanza.
Y = §(X) = vy + Z es una familia de traslacién con varianza constante. '

El siguiente corolario muestra que §(z) trata de estabilizar la varianza en un contexto
més general que una GTF.

Corolario 3.3.1 Si ¥ es una GSTF, X = g~}(vy + 01Z) entonces

7 () = g (z)/ox. (3.17)

Demostracion:

Tomando a = .5 en (3.15) se tiene

g'(z)
T

T

hhiz)= ¢(0),

y el corolario se sigue directamente de (3.14).1

La interpretacién de (3.17) es la siguiente. Inicialmente hay que obtener la transforma-
cién Y = g(X), la cual produce que Y = vy + ¢, Z. Posteriormente se aplica (3.14) a esta
familia. Como Y tiene densidad %tb{”ﬁ’&}, (3.14) obtiene la transformacion de Y, h(y),
con derivada en y = g{z) igual a

K (y)=1/ox

Aquf se ha usado (3.10) y el hecho de que Proby{X < z} = .5 fie. si A= p~l(z));
entonces Proby{Y < y} = 5 (ie. A = v7!(y)). De acuerdo a (3.17), la transformacién
g(x) es la composicién h o g(z).

En el caso de una NSTF, X = g~ Yvs + 6:Z), Y = g(X)} es perfectamente normal,
Y ~ N{},¢%),pero con varianza no constante. Entonces (3.14) realiza una transformacién
adicional W = h(Y) donde k'(y) = 1/o,, que descompone la normalidad pero tiende a
producir una varianza mds constante.

La anterior propiedad es la que motivé a incorporar A(-) en el algoritmo AVAS. Sin’
tener més sentido para efectos de este trabajo comentar el resto de la discusion realizada
por Efron, se procederd a enunciar el algoritmo en sf.

m  ESTA TESIS NO SALE
DE LA BIBLIOTECA




3.4 Algoritmo AVAS

Para ser consistentes, inicialmente se discutird el algoritmo en el caso de distribuciones
conocidas y se proseguird con la implementacién del método a datos.

Tomando primero €l caso univariado, dadas dos variables aleatorias X y ¥ el pro-
blema ahora consiste en encontrar dos transformaciones reales medibles ¢{X )y 8(Y) que
satisfagan las condiciones

EB(Y) | X])=¢(X) (3.18)
Verl(Y) | (X)) =k (3.19)

con k constante y #(Y) estrictamente mondtona. Sin pérdida de generalidad se puede
asumir que 8(Y") es estrictamente creciente.

Al final del proceso se requiere llegar a un modelo de la forma 8(Y) = ¢(X) + . Por el
teorema de proyeccion, la condicién (3.18) implica que para cualquier otra transformacién
6o(X), corrlBo(Y), ¢(X)] < corr[B(Y),¢(X)). Por su parte la condicién (3.19) asegura la
homogeneidad en la varianza del modelo. ' .

La idea bdsica detras del algoritmo es la siguiente: si 8(Y) es conocida, una estimacion
de ¢(X) para cumplir la primera condicién es ¢{X) = E[@(Y) | X]. Para inicializar el
algoritmo, simplemente se utiliza ¥ para encontrar la primera estimacién de ¢(X).

Para cumplir la segunda condicién, se utilizan los resultados de la seccién anterior:
sea ¥ una familia de distribuciones con v(-) la esperanza de la familia y ¢%(v) su varianza.
Entonces la transformacién estabilizadora de varianza para una variable aleatoria X, A € A
el conjunto de pardmetros de la familia, estd dada por:

h(t) = fn 1//o%(0)dv. (3.20)

Como observacién se tiene que si 8(Y) es solucién al problema, entonces Var{f(Y) |
#(X)] es constante, y h{-) es igual a la identidad, por lo que #(Y') permanece sin cambio.
De otra forma la estimacién que resulta, que puede denotarse como h(#(Y'}), deberfa tener
una varianza m4s estable como funcién de v que ¢(Y).

Al iterar los dos pasos anteriores se obtiene el algoritmo AVAS. Sin embargo se debe
tener en cuenta que si 8(Y) y #(X) son soluciones, entonces a+ (Y y a+bg(X) también
lo son, por lo que ademds se imponen las condiciones

Elp(X)] = 0,
E[B(Y) = 0,
= 1,

Var[8(Y)]
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para asegurar la unicidad.
Una vez que se ha dado la idea general, se procede a enunciar el algoritmo.
Dadas dos variables aleatorias X y Y con distribuciones conocidas:

-Asignar 8(Y) = (Y — E[Y])/ }Y|;

-Mientras ¢?(8, ¢) disminuya:
-Asignar ¢(X) = E[0(Y) | X}
-Obtener la transformacidn de Y :
Caleular o%(v) = var[8(Y} | $(X) = ];
Caleuar la transformacién estabilizadora de varianza h(t) = f[; [ ()]~ 2dw,
Asignar 8{t) = h(8(2));
Estandarizar 8(t) = (8(¢) — E[8(Y))}/ 180V}

-8 y ¢ son las soluciones §° y ¢,
-Fin del algoritmo.

De esta manera, en cada paso del algoritmo inicialmente se aumenta la correlacién entre -
las transformaciones al estimar la transformacién de la variable dependiente y posterior-
mente, con la estimacién para la transformacién de la variable independiente, el modelo
alcanza una variabilidad aproximadamente homogenea en las transformaciones.

Para el caso multivariado se utiliza el mismo proceso del ACE, al incluir un bucle
interno dentro del bucle principal del algoritme, utilizando en éste el paso de estabilizacién
de varianza en la estimacién de cada variable independiente. Asimismo, el método AVAS
también puede incorporar variables independientes continuas o categéricas, o una mezcla de
las dos. Suponiendo que las variables independientes son X, X, ..., X, asimase de nueva
cuenta un modelo aditivo de estas variables para la esperanza de #(Y). De esta forma
modelo en el caso multivariado toma la forma

oY) = _Z ¢ X:) +e,

con 6(Y) estrictamente creciente y € con media cero e independiente de X;, con las restric-
ciones
Elg(X)] = 0,i=1,2,..,p,
Elo(v)]
Var[@(Y)] = 1.

I
e

Asimismo, las soluciones deben cumplir con

Varfo(Y) | Y ¢X:)] = k.

=1
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Para incluir la posibilidad de muiltiples variables explicativas s6lo es necesario modificar
el paso donde se estima la transformacién de X, afadiendo el ciclo para estimar la trans-
formacion de cada X; de la misma forma que en el algoritmo ACE. De esta forma, en cada
paso del "bucle interior” se fija una variable, digamos X, y se obtiene

¢;(X;) = E[6(Y) - Zi# (X)) X;j=1x,], j=12..p

Para simplicidad de notacién, dendtese nuevamente a ¢(X) = 57, ¢:(X:). Asi, el
algoritmmo para miltiples regresores esta dado por:

Dadas las distribuciones de ¥, X, Xy, ..., X, :
-Asignar 8(Y) = (Y — E[Y])/IY|;

-Mientras e*(0, ¢y, ..., ¢,) disminuya:

-Para i = 1,2, .., p obtener la transtormacion de Xi:
Definir ¢,4(X;} = E|6(Y) - Z,';e.' ¢X; 31 X
Asignar ¢,(X;) = ‘i’f,o(Xi);

-Obtener la transformacién de ¥ :
Caleular o2(v) = varfd(Y) | ¢(X) = v);
Calcuar la transformacion estabilizadora de varianza h(t) = f [e? v)] 2gy,
Asignar 8(t) = h(6(t});
Estandarizar 8(t) = (8(¢) — E[B(Y)]) / 10V

-8 y ¢, son las soluciones 6" y ¢, i1 =1,2,...,p;
-Fin del algoritmo.

3.5 Observaciones sobre el AVAS

Debido a que la teorfa anterior no es del todo formal, a continuacién se mencionan los
supuestos asumidos y algunos aspectos a tomar en cuenta al implantar el método.

1. Al introducir e} algoritmo, se asume que la varianza o?(v) existe, y ademds cumple
0 < o*(v) < oo. Adicionalmente se asume que los momentos E[8(Y) | Xi], E[¢(Y)]
y var[#(Y)] existen y son finitos. Desafortunadamente, como lo menciona el autor, . *
parece complicado encontrar un conjunto de condiciones que puedan asegurar que
tales supuestos se cumplen en alguno de los pasos del AVAS.
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. Hay que hacer notar que el algoritmo ACE no impone que la funcién 6{Y) sea mond-
tona. Esto hace sentido debido a que la transformacion 6ptima para Y dada la dis-
tribucién conjunta de las X; y Y puede ser no monétona. En el presente algoritmo,
sin embargo, se asume que el modelo

=5 edx)

se cumple, con 8(Y'} estrictamente creciente. Acertadamente la estimacién obtenida
por el AVAS cumple esta condicidn, debido a que es la integral de una funcién positiva.

. Una ventaja del AVAS radica en que produce soluciones independientemente de la
distribucién marginal de X. En particular, si a X; se le aplica una transformacién
mondtona f(-}, entonces, ignorando escalas, la transformacion sugerida por el AVAS
en cada iteracién ¢,(X;) es mapeada de la manera esperada, ¢,(f{X;}}, lo cual no
sucede en el ACE. Nétese que en el caso discreto esta equivarianza sélo se cumple
aproximadamente, debido al uso de suavizadores..

. Puede presentarse que existan valores de v para los cuales () no esté definida. En
el caso de que E(X) esté acotada y Y tenga varianza finita, entonces la férmula para
la transformacién asintética h(t) involucra valores de v fuera del rango de definicién
de ¢%(v). En este caso se define o2(») por interpolacion o extrapolacion lineal del
integrando [o?(v)}/2. Esto cobra extrema importancia cuando X toma sélo valores
discretos, pues la formula para h'(t) = [¢%(t)]"/? s6lo se cumple en valores ¢ para los
cuales o%(t) estd definida. Suponiendo que la variable X es binaria, por ejemplo, la
derivada de k s6lo estd definida en dos puntos. Es necesario entonces asumir que la
derivada #'(t) es lineal entre los puntos dende estd definida.

. El AVAS busca transformaciones tales que var{d™(Y) | 3%, ¢7(X;)] sea constante.
Si 8(Y) = 37, ¢,(X;) tiene una distribucién que no involucra a las X; entonces
var[(Y) | X1, Xz, ..Xp) ¥y var[f(Y) | 37, ¢:(X;)] son constantes. Como la im-
plicacién contraria no es obligada, es conveniente graficar €°(Y') contra una o més
$:{(X;) y verificar si var[87(Y) | X1, X2, ...Xp| es constante. De ser asf, habrd una
fuerte sugerencia de que el modelo es adecuado.

. Para implantar €] AVAS al caso discreto se procede andlogamente al ACE. Para
reemplazar las esperanzas condicionales se utiliza el supersuavizador mencionado en
el capitulo anterior, lo cual permite comparaciones con el ACE.

Las esperanzas y varianzas necesarias son sustituidas por sus versicnes muestrales.
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Para calcular la funcidn o?(v), se requiere de un proceso més complicado®, el cual
sélo se mencionard. Inicialmente, se suaviza la versién muestral de los residuales
2= E[B(Y) | 377, :i(X:)} ? contra v = 3°F_, ¢,(X;), y posteriormente se les aplica
la funcién exponencial; utilizando un suavizador de rectas mdviles, el cual es menos
suceptible a la correlacién en los residuales que el supersuavizador, segin comenta el
autor. Se escoge la escala logaritmica pues a su juicio es m4s natural para la varianza
que la escala original, ademds de que asegura que la funcién o%(v) serd no negativa.

Finalmente, la integral es reemplazada por la ley del trapezoide, la cual presenta
buenos resultados, aunque pueden utilizarse métodos de integracién mds sofisticados.

Por ltimo se presentan algunas observaciones' referentes a la relacién que guardan el
AVAS v la funcién estabilizadora de varianza.

1. El trabajo de Efron se relaciona con el AVAS al considerar a $§ como la familia de
transformaciones indizadas por su media E|Y|X = z], por lo que la definicién de
Ay = u(y) se tiene que A, = . De esta forma el algoritmo puede corresponder al
método de estabilizacién de varianza de esta familia particular.

2. Dada una distribucién conjunta £{X;,Y'), transformaciones que satisfagan
P
0y =3 olX)+e,

donde Ef¢g] =0 y ¢ es independiente de las X;, no necesariamente existen, pero de
existir son iinicas. Lo anterior es consecuencia directa del trabajo de Efron donde se
observa que no todas las GSTF son GTF, y que en una GTF la transformacién g(-)
es unica. Ahora considérese la pregunta jdada una distribucidn conjunta £(X;,Y)
existen transformaciones que satisfagan

E[o(r) -3 60X =2 = (),
var o) 37 4(x)] = &, (3.21)

con E0(Y)] = 0 y Var[@(Y)] = 17 En dado caso, json unicas? Para contestar lo
anterior considérese un e¢jemplo donde X toma los valores 0 o 1 y la distribucién
conjunta £{X,Y) permite que ¥ tome los valores de 0 o 1 con igual probabilidad
para X =0, y que tome los valores de 0, 1 6 2 con igual probabilidad para X = 1.
Entonces para toda transformacién (-} estrictamente creciente, E[#(Y){X = 1] >

E[8(Y)|X = 0]. Por tanto, si ¢(-} es solucién de (3.21}, ¢(1) > ¢(0). -

3Tibshirani, R. (1988). "Estimating Transformations for Regression Via Additivity and Variance Sta-
bilization". Journal of the American Statistical Association, 83, pag. 397.
41bidim, pag. 402.
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Pero es claro que var[#(Y)|¢p(X) = ¢(1)] = var[@(Y}X = 1] > var[d(Y)[$(X) =
#(0)] = var[@(Y)}|X = 0], y en este caso no existe solucién.- Sin embargo a conti-
nuacién se planteard una conjetura alterna a la existencia de soluciones. )

3. Intuitivamente el método AVAS parece minimizar de manera general

elovy- 57 a0 (3.22)

sujeto a las condiciones Var [0(Y)| 3°F_ ¢:(X)] =k, E[F(Y) =0, Var[§(Y)] = 1.

La estimacion de las ¢,(X;) minimiza {3.22) mientras que la estimacién de #(Y")
procura las condiciones anteriores. En cualquier ciclo, Var [8(Y)| 37, ¢,(X)] no es
necesariamente constante, pero si el método converge, Var [0(Y)| 37, ¢{X) = 1]
debe ser constante.

El autor menciona en el trabajo original que ha identificado una serie de condiciones
para £{X;,Y) bajo las cuales existe una solucidén wnica a (3.22), sin haber podido
demostrar tal conjetura a la fecha de publicacion,

3.6 Ejemplos
Ejemplo 3.6.1 Ejemplo introductorio.

Para este ejemplo se tomard un sencillo modelo para mostrar el comportamiento del
AVAS, considerando una relacién de la forma

log(Y) = X2+ Z,

con X una muestra tamafio 200 generada de una distribucién U(-2,2) y Z una muestra
tamano 200 de la distribucién N{0,1).

Nétese que los valores gile pueden tomar X? y Z puede provocar que el valor de log(Y)
quede indefinido, por lo que el modelo es ajustado a

log(Y) = X*+Z+2.

La figura siguiente muestra las transformaciones sugeridas por e] AVAS, donde se aprecia
la forma de las transformaciones originales ¢(X) = X* y 6(Y) = log(Y). -
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Fig. (3.11). a) ¢*(X);b) 6°(Y).

A continuacién se muestran las graficas de los datos transformados que sugieren tanto
el algoritmo AVAS como el ACE, respectivamente. Como se puede observar, en la primera
gréfica los datos transformados presentan una mayor homogeneidad en la varianza, como
resultado de la moedificacion del algoritmo para alcanzar este objetivo.

o -
'
o] .
“
. ~ El
- . *
- * e e T
.t 9"
> Tt S . PR - L .
o1, . st . - o
gug gl
T |y ..‘f-r. R LY
- :: P o . r
- . H -
. N
e
LA st
- ;" .
. ;
T T T 3 T T T T T T
05 00 08 10 9% 06 08 16 15 20
AVASX ACE X

Fig. (3.12). ¢*(X) vs. §°(Y). a) AVAS; b) ACE.
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Ejemplo 3.6.2 Varienza inestable.

Retomanda el Ejemplo (3.1.1), un modelo de la forma
Y =X+ (1X)Z,

con X una muestra aleatoria de tamano 200 de Ia distribucién U/{0, 1) y Z una muestra del
mismo tamano de la distribucion normal estandar. En el caso del ACE, las transformaciones
sugeridas eran similares a un linea recta, lo cual daba como resultado en que la varianza en
el modelo transformado no era homogenea. Al aplicar el AVAS a la misma serie de datos
las transformaciones sugeridas no son rectas, como se muestra a continuacién.
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Fig. (3.14). ¢'(X) y 6*(Y). Izquierda: AVAS. Derecha: ACE.
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La estabilidad en la varianza alcanzada con estas transformaciones puede observarse en
la grafica de los datos ajustados. La siguiente figura presenta las gréficas de 6° contra ¢°
sugeridas por el AVAS y el ACE.
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Fig. (3.15). ¢"(X) vs. 6°(Y). a) AVAS; b) ACE.

Se verifica que la estabilidad de la varianza alcanzada por las transformaciones no
lineales del AVAS es notablemente superior a la alcanzada por las rectas del ACE.

Ejemplo 3.6.3 Escasa relacion de las variables dependientes.

Retomando otro ejemplo presentado con anterioridad, se genera una muestra aleatoria
de las variables independientes X;, 1 = 1,2,...,10, y de Z de tamafio 100, donde cada
variable se distribuye N(0,1). Como se vi¢ anteriormente, al aplicar e] ACE al modelo
dado por

Y=X1+X2++X10+Z

podfa generar transformaciones poco lineales, sobre todo cuando el tamafio de la muestra
se reducfa. ’

Los resultados presentados a continuacién comparan las funciones dadas por el AVAS
y por el ACE de cuatro variables independientes.
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Fig. (3.16.2). #;(X;), i = 7,10. Izquierda: AVAS. Derecha: ACE.

Se percibe que al buscar que la varianza sea mds estable, el AVAS presenta transfor-
maciones mds lineales que aquellas del ACE, por lo que el primero se comporta mejor al
existir una baja relacién entre las variables independientes en este caso.

a0



Ejemplo 3.6.4 Sensibilidad a datos eberrantes.

En el Ejemplo (3.1.4) se aplicé el ACE a una serie de datos correspondientes al peso
corporal y del cerebro de 62 mamiferos para establecer una relacidén entre ellos. Al analizar
los resulados se noté que el modelo final sugerido por el algoritmo presentaba una exagerada-
variabilidad en los residuales, mientras que empiricamente una transformacion de la forma
log — log parecia muy adecuada. Segin los autores del ACE, este comportamiento obedece
a la presencia de dos observaciones aberrantes; al remover estos datos la mejoria era notable.

Al aplicar el AVAS a los datos completos se obtuvieron las graficas incluidas en la figura
a continuacidn:
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Fig. (3.17). a) ¢"(X); b) (V).
La forma de las transformaciones en este ejemplo es bastante similar a la logaritmica,

presentando por consiguiente una buena estabilidad en la varianza, ilustrada en la siguiente
figura.
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Fig. (3.18). ¢"(X) vs. q;(y). a) AVAS; b) ACE.

Se aprecia entonces que este método presenta una menor sensibilidad a este tipo de
datos que su predecesor.

Ejemplo 3.6.5 Transformaciones no mondtonas de las variables independientes.

En los supuestos del AVAS se establece que la transformacién de la variable indepen-
diente debe ser estrictamente monétona. Sin embargo, en este ejemplo se analizardn los
resultados del AVAS para funciones no monétonas de las variables dependientes. Los datos
siguen la relacién:

Y = sen(X)) + (X2)® + Z,

donde X; ~ U{0, 2m), Xy ~ U{—m, n), Z ~ N(0, 1) y se utilizaron muestras indepen-dientes
de tamafio 200. Los resultados se muestran a continuacién.

-
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Fig. (3.19). a) 8°(Y); b) ¢](X1}; ¢) ¢3(X2).

Se considera que las soluciones son por demds aceptables. Esto sugiere que el algoritmo
no presenta problemas para reproducir modelos con transformaciones de variables indepen-
dientes no mondtonas, al igual que el ACE.

Se concluye asf la descripcion del algoritmo AVAS para pasar a mencionar algunas
conclusiones, a la luz de lo expuesto hasta aquf.
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Conclusiones

Esta seccién final tiene como propdsito resumir lo expuesto a lo largo del trabajo, asi
como discutir algunos aspectos generales de regresion y la situacion que los algoritmos
guardan con respecto a ellos.

Principales caracteristicas de los algoritmos.

De manera gencral, es posible sintetizar las caracterfsticas del ACE y del AVAS citando
los siguientes puntos: '

o Ambos algoritmos tratan el problema de encontrar de manera no paramétrica, el con-
junto de transformaciones 6ptimas, cada una segin un criterio distinto, para explicar
un modelo de la forma (Y)Y =30, ¢, (Xo),i=1,2,..,p

i=1
¢ Ei ACE considera que un conjunto de transformaciones (6", ") es 6ptimo si éste
cumple con que c2(68%, ¢%) = min {e(8, #)} , donde (6, dy, .. ¢,) = B0 — 3= ¢, ¥
el minimo es con respecto al conjunto de todas las transformaciones. =
e La modificacién incorporada por el AVAS considera el minimo con respecto al con-
junto de transformaciones que cumplan con que el modelo resultante 8(Y) = _Zp% (X))

tenga varianza constante.
e La base de la construccion del ACE son las propiedades de la esperanza condicional.
e El AVAS incorpora ademés la transformacion asintética de varianza.

e En el algoritmo ACE se cuenta con teorfa matemdtica que demuestra que, en el
caso continuo, bajo algunos supuestos existen transformaciones ACE-6ptimas y que
el algoritmo converge a ellas.

o El AVAS utiliza resultados que muestran que la transformacién asintética en general.
mejora la estabilidad de la varianza.
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* La aplicacién de los algoritmos se da en el caso discreto, donde se cuenta con una
muestra de las variables (X,Y) para determinar las transformaciones, y las sugeren-
cias de los algoritmos se obtienen de manera grafica, mediante comparaciones de los
valores de las variables originales contra los valores transformados.

* En el caso discreto del ACE, bajo algunos supuestos, se demuestra la convergencia
del algoritmo y unicidad del resultado.

Para finalizar se presentan los comentarios y observaciones, con el objeto de ir m4s alla
de un simple resumen.

Propésitos de una regresion.

En general, se identifica que los modelos paramétricos de regresién tienen dos propésitos:
proporcionar informacién acerca del comportamiento de un sistema y especificar supuestos
bajo los cuales los pardmetros del modelo pueden ser simple v efectivamente estimados.

Por lo regular, de presentarse un conflicto entre los puntos anteriores, puede decirse que
es mejor prestar mayor atencién al segundo punto, ya que una inferencia aproximada del
comportamiento del sistema es preferible a una inferencia “exacta” cuya definicién sea un
tanto artificial o compleja. De aqui se deduce la ventaja que representa el que los supuestos
utilizados en estos algoritmos son minimos.

Supuestos de modelos.

Las técnicas usuales para el andlisis de modelos lineales, como lo son el anslisis de
varianza y la regresidn misma, generalmente son justificados asumniendo®:

1. Simplicidad en la estructura de Y.

2. Estabilidad en la varianza de los errores.

3. Normalidad de las distribuciones.

4. Independencia de las observaciones.

En aplicaciones de estas técnicas, como el ACE y el AVAS, un ejemplo muy importante
del supuesto 1 es el supuesto de aditividad, i.e. ausencia de interaccién de las variables
explicativas, siendo las méds elemenales las combinaciones lineales de las variables explica-

tivas. Por su parte, si los supuestos 2 y 3 no se cumplen en términos de las observaciones
originales, una transformacién no lineal puede proporcionar una solucién.

5Box, G. E. P. y Cox, D. R. {1964). " An Analysis of Transformations”. Journal of the Royal Statistical
Society, 26.
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Cada una de las consideraciones 1 a 3 pueden ser y han sido utilizadas para seleccionar
candidatos de familias de transformaciones paramétricas en distintos trabajos. Al respecto
los algoritmos presentados pretenden, de manera no paramétrica, proporcionar un alto
poder explicativo de forma tal que los supuestos 1 y 2 se satisfagan, mientras que el punto
4 debe ser asumido en la labor del muestreo previo al andlisis, como en cualquier otro
andlisis estadlstico de este tipo.

Limitaciones de Modelos Paramétricos y ventajas del ACE y AVAS.

A través de los afios se han propuesto una serie de modelos que permitan una mayor
libertad de uso o generalizacién a la técnica de regresién, a través del empleo de trans-
formaciones que no impongan a los modelos estudiados una estructura particular. Sin
embargo, una gran parte de estos procedimientos son paramétricos, lo cual atin limita los
sistemas a ciertas familias de transformaciones, o requieren identificar graficamente el tipo
de transformaciones, contando con nada més que los datos originales, mediante analisis de
residuales u otras técnicas. Lo anterior por supuesto no es una tarca sencilla, ademés de
ser altamente susceptible al criterio del usuario.

De ello caben destacar dos aspectos de los algoritmos:

s Estdn disefiados para permitir relaciones no lineales tanto en las variables depen-
diente e independientes, e incluso estas transformaciones no tienen que corresponder
a cierta familia parametrizable. Adicionalmente, las transformaciones de la variable
dependiente pueden ser no mondtonas, permitiendo incorporar al andlisis variables
continuas reales ordenadas, reales periddicas, discretas ordenadas o categéricas.

+ En cuanto a la subjetividad, si bien es necesario cierto grado de ella (o tal vez mds
correctamente deberfa llamdrsele participacién del analista)’, sf existe una diferencia
en la forma en que el usuario debe tomar decisiones. Mientras que el uso de algunos
métodos parameétricos exigen al analista desde seleccionar el tipo de familia a utilizar
para proceder a la estimacién de pardmetros y especificar asf las transformaciones, al
utilizar los algoritmos ACE o AVAS la participacién del usuario para poder generar
las sugerencias es minima; s6lo se requiere para interpretarlas. Esta diferencia entre
seleccidn de familias - interpretacién de resultados representa una ventaja importante,
debido a que puede minimizar las fallas por error humano o el tiempo de trabajo.

An4lisis multivariado.

Como complemento a la obtencidn automdtica de sugerencias, otro punto destacable
de los algoritmos es que proporcionan transformaciones para modelos multivariados, los - -

SEl sentido connin puede indicar que una técnica que pretenda cubrir una amplia gama de opciones
debe hasta cierto punto utilizar ¢} criterio, capacidad o conocimiento de un analista. De aqul el porqué es
necesaria la participacién de éste en los algoritmos que utilizan un minimo grado de restricciones.
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cuales suelen presentar complicaciones adicionales, debido a que entre mds variables in-
teractien- mayor dificultad existird para poder dividir, mediante anslisis tradicionales, el
comportamiento general del sistema en componentes correspondientes a cada una de las
variables.

Cudndo tiene sentido utilizar transformaciones de variables.

Como se ha mencionado anteriormente, mientras que en algunos problemas de regresién
miiltiple puede ser deseable el producir el modelo de regresién més simple posible, debe
tenerse cn cuenta que el conjunto de transformaciones deberfan estar en una métrica en
cuyos términos los resultados obtenidos para el problema en cuestion puedan ser ttiles.

Con relacién a lo anterior, es posible clasificar a las variables de un sistema en dos
categorias: variables extensivas y no extensivas’. Las primeras se caracterizan por contar
con una propiedad de aditividad fisica, mientras que las tltimas carecen de ésta. De esta
forma, la cantidad de productos fabricados en un periodo de tiempo determinado es exten-
sivo. El tiempo de falla de un componente electrénico puede ser considerado extensivo si la
caracteristica principal a considerar es el mimero de componentes utilizados en un periodo.
Propiedades como temperatura, viscosidad o la calidad del producto no son extensivas,
Remitiéndonos inicialmente al caso de variables dependientes, suponiendo que el objeto del
andlisis sea la capacidad de prediccién o explicativa®, la opinién de analistas y estadistas
coincide en que no existe razén para preferir la forma original de una variable no extensiva a
una transformacién, aunque no mondtona, de ella. Tratdndose de variables extensivas, sin
embargo, es posible que la media de la poblacién de Y sea un pardmetro determinante en el
comportamiento a largo plazo del sistema (como los modelos de reversion a la media). Asf,
en los ejemplos de variables extensivas anteriores, tanto el mimero de articulos producidos
como la cantidad total de los componentes electronicos utilizados en un gran periodo de
tiempo estdn determinados por el promedio de articulos producidos y por el tiempo de falla
promedio respectivamente, independientemente de la distribucién.

De esta forma, aunque en un sentido préctico (que puede o puede no ser algo limitado) el
interés radica en la media de la poblacién Y, no de una transformacion de Y. Por ello se debe

"Box, G. E. P. y Cox, D. R. (1964). " An Analysis of Transformations”. Journal of the Royal Statistical
Society, 26.
8Recordando, es primordial distinguir entre los analisis de datos cuyo interés principal es:

o latransformacién particular, escencialmente de la variable dependiente, como en el caso de un andlisis
de datos para verificar si una muestra de una poblacién capturd esta propiedad de la poblacién en
general, y

¢ el estudio de la estructura del modelo en general.
Por supuesto, el segundo caso es el mas comiin. Sin embargo pueden haber mds casos reales que los”
que a primera vista pueden imaginarse, como por ejemplo e! estudic de un sistema con dos varigbles

explicativas cuya interaccién no est4 bien identificada; posiblemente el objeto del andlisis es encontrar una
transformacién particular , si existe, para la cual no exista interaccién entre las variables independientes.
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identificar si €l sistema en cuestién requiere un analisis lineal de datos de Y sin transformar
0, de habérsele aplicado una transformacion para obtener un andlisis mds eficiente y vilido, -
transformar las conclusiones de vuelta a su escala original. ‘

Para efecto de los algoritmos, el contar con los datos en su métrica original es equivalente
a obtener los valores 6~ (3°7_, ¢7 (z;)). Para ello, en el caso dei ACE, es posible proceder
de la siguiente forma: una vez que se han obtenido las transformaciones ¢; (-),i = 1,2,...,p,
se puede definir a Z = 37 ¢} (), y como se sabe que la mejor prediccién de Y en
términos de transformaciones x{Z) estd dada por E(Y | Z), todo lo que se requiere es
suavizar los valores de y en los valores de 3F_, & (z;). En el caso del AVAS no es posible
utilizar el mismo procedimiento debido la estabilidad de varianza que se aplica en cada
ciclo del algoritme.

Utilidad de los Algoritmos para revisién de Modelos.

Un uso adicional de estos algoritinos es que representan una alternativa para calificar
si un modelo previamente ajustado de transformaciones es éptimo (o no hay grandes in-
dicaciones por parte de los algoritmos que es posible mejorar el modelo sensiblemente),
mediante el uso de los valores de las variables pretransformadas y aplicando el algoritmo
correspondiente, segiin el objetivo buscade”, para calificar al sistema en cuestién. De esta
forma, el obtener un bajo grado de lincalidad en las transformaciones al aplicar el algoritmo
sugerirfa que es posible modificar las transformaciones para alcanzar un mayor poder de
ajuste.

Experiencia vs. Técnica: jcompetencia o complemento?

En estudios de regresién donde exista una fuerte evidencia empfrica ¢ un razonamiento
previo (como podrian ser el caso de sistemas relacionados con fuerzas fisicas o reacciones
quimicas) que sugiera cierto procedimiento o familia explicita, una manera recomendable de
proceder es el llevar a cabo el procedimiento o transformacién en cuestién y posteriormente
considerar si transformaciones adicionales son necesarias.

Por otra parte, en cuanto al uso de criterios subjetivos o heurfsticos como el mencionado
en el Ejemplo (3.1.4), se debe tomar en cuenta que la hdbilidad de un analista es adicional-
mente el resultado de un razonamiento heurfstico, y no de un entrenamiento puramente
tedrico. Es cierto que en ocasiones este primer tipo de reglas no pueden ser justificadas de
manera formal, pero sf con la experiencia.

Como medida puede utilizarse conjuntamente el uso del razonamiento heurfstico junto
con herramientas soportadas con bases cientificas, las cuales més que poder reemplazar una
a la otra son complementarias.

9Para correlacién dnicamente ! ACE puede ser de utilidad, mientras que si se desea considerar la .
estabilidad de varianza también, se puede emplear el AVAS.
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Requerimiento de tiempo.

Finalmente, el tiempo requerido para la obtencién de los resultados, una vez que se
han identificado las tentativas variables explicativas y muestreado los datos, requiere de
unos cuantos segundos gracias a los avances tecnoldgicos con que se cuentan actualmente.
Posiblemente esta ltima caracteristica hoy en dia es considerada como un requisito més que
como una ventaja, en cuyo caso el proposito de mencionarla es indicar que los algoritmos
cumplen con él.
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Anexo 1. Observaciones sobre Matrices

En esta seccién se introducirdn algunas definiciones y se harén algunas observaciones
relacionadas con matrices, las cuales son empleadas al presentar el modelo de regresién

lineal miltiple en el primer capitulo de este trabajo.

Sea H la representacion matricial de una funcién lineal o : ® — RY y z un vector

n-dimensional.

Definicién Al.1 Le parcial de H con respecto a z esté dada por:

8Hi(z)
oH(z) _ | .™
dz ii(z)

Bz

Observacién Al.l1  La segunda parcial de H con respecto o 2 estd dada por:

24 {52)- (52).

Oztdz Oz

Observacién Al.2 Si a es un vector N-dimenstonal, entonces:

3atz _ 32?‘:] a;zy _( ) =a
oz Oz =\ =8

Observacién A1.3 Si A es una matriz simétrica de dimensién N x N, entonces:

dztAz (3 Zﬁ: Z;v:] a,-jz,-zj) (
—_— — = 2akkzk + Z: akJZJ + Z ik Zi
Oz Oz ik ik
N
2 (Z ak_,-zj) = 2Az.

=1

Observacién Al.4 Si A es una matriz simétrica de dimensidn N x N, entonces:
Ozt Az 8 {Bz‘Az

azt oz

9
902 oz } = o (242} =24
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Anexo 2. Tipos de Covergencia,

A continuacién se describen los tipos de convergencia utilizados a lo largo de la obra,
escencialmente al presentar la esperanza condicional. Unicamente se omite la definicién en
media cuadrdtica la cual se presentd en esa seccion, debido a su importancia en la misma.

Sea (£, {,}, S, 1) un cspacio producto interior y ademds un espacio de medida, con ||, ||
la norma inducida por el producto interior, y z € (). Finalmentesean f,, f : Q@ — R, n € X

Definicién A2.1 Se dice gque f, converge puntualmente (o simplemente converge} a
fsiVe>0yVzel In,,. >0 tal que

N >n.,. = |fn(z) - flz)| <e.

Definicién A2.2 Se dice que f, converge en normae e f si Ve >0 3 n, >0 tal que

N>n.=|Ifx() - f(H <e

Definicién A2.3 Se dice que f, converge casi seguramente a f st p{A°) = 0, donde
A={ze€Q: f,(z) converge a f{z)}.
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