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Prélogo

Las propiedades de Whitney fueron introducidas en (10, p. 165], y las
propiedades secuencial fuerte reversible de Whitney fueron definidas en [15,
p. 237]. Desde entonces, muchos autores las han estudiado. En [7] Capitulo
VIII, se presenta un estudio detallado de estas propiedades.

Este trabajo es muy cercano al trabajo que se muestra en este Capitulo.
Nosotros introducimos los conceptos de propiedad creciente de Whitney
y propiedad secuencial decreciente de Whitney, con respecto al primer
concepto se conoce que las siguientes propiedades de Whitney son también
propiedades crecientes de Whitney:

1.
2.

conexidad local (ver [18, Proposicién 1, p. 150]),

ser un arco (ver {13, Teorema 4]},

. ser una curva cerrada simple {ver (13, Tecrema 4]),
. conexidad por arcos (ver 18, Proposicién 2, p. 151]),
. indescomponibilidad hereditaria (ver [18, Proposicién 8, p. 155}),

. unicoherencia, para la clase de continuos de Peano (ver [6, Teorema A,

p. 252)).

En el Capitulo 1, solo mostramos la teoria bdsica de los hiperespacios.

En el Capitulo 2, nos dedicamos a estudiar el segundo concepto, en don-
de mostramos que las siguientes propiedades secuencial fuerte reversible de
Whitney, también son propiedades secuencial decreciente de Whitney:

1.
2.

Atriodicidad,

Conexidad local,

. Encadenabilidad por continuos,
. No contener arcos,

. Propiedad de Kelley,
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6. Irreducibilidad,

7. Indescomponibilidad,

8. Indescomponibilidad hereditaria,

9. Unicoherencia,

10

Otras propiedades.

También en la Seccién 2.6.2 se demuestra que la propiedad de ser he-
reditariamente arco conexo ¢s una propiedad secuencial fuerte reversible de
Whitney, esto responde afirmativamente a la pregunta 33.10 de {IN].

En el Capitulo 3, realizamos un estudio del primer concepto, en donde
probamos que las siguientes propiedades de Whitney también son propieda-
des creciente de Whitney:

L.
2,

9.
10.

Ser el Arcoiris.

Ser cualquicr solenide particular.

. Ser como circulo propio.

. Ser aplanable y no ser aplanable.

. Conexidad por trayectorias uniforme.
. Encadenabilidad.

. Encadenabilidad por continuos.

. Indescomponibilidad hereditaria.

Indescomponibilidad para la clase de los continuos encadenables.

Tener span cero para cualquiera de los tipos de span.

En las Secciones 3.10 y 3.11 demostramos que las propiedades de Whitney
aposindesis y descomponibilidad no son propicdades crecientes de Whitney.



Capitulo 1

Preliminares

Presentaremos algunas definiciones basicas de Topologla, que usaremos en el
desarrollo de este trabajo.

En un espacio métrico Y, con una métrica p

el didmetro de un subconjunto A de ¥, se denota por didm [4}. Para
cadaz €Y ye > 0, la bola con centro en r y de radio ¢, la definimos

por Bep(zy={y €Y : p(z,y) <.€}.

1.1 Los Hiperespacios 2* y C(X) de un con-
tinuo X

En la presente seccién daremos una introduccién de los hiperespacios mds
conocidos, algunos de los resultados se presentaran sin demostracién, remi-
tiendo al lector a una referencia especifica.

Empezamos con la definicién de lo que es un continuo:

Definicién 1 Un continuoc es un espacio méirico compacto, conezo y no
vacio, '

En este trabajo X denota a un continuo con una métrica d.
Definamos

2Y = {A C X : A es cerrado y no vacfo}.

Al conjunto 2% se le define nna métrica de la siguiente manera: primero,
para BC X ye >0, sea
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N(e,B)=J{Bqy(e,z): z € B}.
Ahora definamos 1a siguiente funcién

H 2% x 2¥ - {0, 00) como
H(A,B)=inf{e >0: AC N(¢e,B) y B C N(c, A)}.

En [14, Teorcma 0.2, p. 2] se demuestra que la funcién H es una métrica
para 2% y ademas se le llama la métrica de Hausdorff. De esta manera,
(2%, H) es un espacio métrico. A este espacio se le llama el Hiperespacio de
los subconjuntos cerrados de X.

Con respecto a la métrica de Hausdorff, tenemos el siguiente lema.

Lemal H(E,Fy<esiysdlosiECN{(e, F)yF CN{eE).

Demostracidn.

Sea ¢ > 0. Supongamos que H (E, F) < ¢. Entonces existe ¢, € {0,¢)
tal que E C N(e).F}y F C N(e,E). Dadoque N{e(,F) C N(e,F) ¥
N(e,EYC N (e E), obtenemos que EC N (e, F)y FC N (g, E).

Ahora, supongamosque EC N (g, F)y FC N{g,E). S8eaC = {N (5, E) :
§ € (0.£)}. Afirmamos que C es una cubierta abierta de F'. Sea b € F. Dado
que F C N(g,E). existe @ € E tal que d{be} < . Sea § € (d(b,a),e).
Entonces b € N (6, E). De aqui que C es una cubierta de F. Claramen-
te, cada clemento de C cs abierto en A. Esto demuestra que C es una
cubierta ablerta de F'. De esta parte v de que F' es compacto, se tiene
que existen un nimero natural n y & < & < ... < &, con & € (0,€),
tales que F C |JI_, N {6, E) = N (. E). De manera andloga se puede
obtener n € (0,¢) tal que E C N(n, F). Sea &y = max{n,d,}. Entonces
ECN(,F)y FCN{e, E) Dedonde H(E, F) < ¢, < £. Esto termina
la demostracién del lema. B

Ahora definamos
C(X)={A€2%:Aes conexo}.
Tomando la restriccién de la meétrica de Hausdorff H a C (X)), resulta

éste un espacio métrico. A los elementos de € (X), se les llama subcontinuos
de X. A este espacio se le llama el hiperespacio de los subcontinuos de X.
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En [14, Teorema 0.8, p. 7] se demuestra que 2¥ y C' (X)) son compactos,
en [14, Teorema 1.9, p. 63] se demuestra que 2% es conexo y en [14, Teorema
1.12, p. 65] se demuestra que C {X) es conexo por trayectorias. Por lo que
se deduce que 2X y C (X} son continuos.

Los hiperespacios de nuestro interés serdn ¢ {X) y C (C (X)). La corres-
pondiente métrica de Hausdorff para C (C (X)) la denotaremos por H2.

1.2 L-convergencia en C (X)

En C(X) se tiene la convergencia de sucesiones, en términos de la métrica
de Hausdorff. A continuacién, daremos otra nocidn de convergencia para
sucesiones de elementos de C (X), la cual le lamaremos L-convergencia, que
es equivalente a la convergencia de sucesiones que se da en C' (X}, a partir de
la métrica de Hausdorff. Asf, en esta seccién mencionaremos los elementos
necesarios para enunciar dicha equivalencia, que serd de gran utilidad en este
trabajo.

Acontinuacién presentamos las definiciones de limite superior y limite
inferior de una sucesién.

Definicién 2 Sea {4,}%2, una sucesion de elementos de C{X). Defini-
mos el limite inferior de {A,}2, denotado por liminf A,, y el limite
superior de {A,}22,, denotado por limsup A, come sigue:

(i) liminf A, = {z € X : para cada € > 0, sc tiene que By (e, z) N A, #
para toda n salvo un nimere finito}.

(i) limsup A, = {z € X : pare cada € > 0, se tiene que By (e,z)NA, #§
para una infintdad de nimerss n}.

Algunas de las propiedades de los lfmites superior e inferior de una suce-
sién, se muestran en el siguiente teorema (ver [14, Teorema 0.6, p. 4]).

Teorema 1 Sea {A, )53, una sucesidn de elementos de C (X). Entonces:
n=1

(i) liminf A4, C limsup A,

(ii) liminf A, ylimsup A, son subconjuntos cerrados en X y
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(iii} limsup A, # 9.

De este Teorema podemos tener la siguiente definicitn.

Definicién 3 Decimos que una sucesion {An 122, en C (X), L-converge a
un elemento A de C (X}, siliminf A, =limsup 4, = A,

A continuacién presentamos un resultado que nos relaciona los limites
superior e inferior de una sucesién en términos de sucesiones en X .

Lema 2 Ses {A,}2, una sucesidn de elementos de C' (X). Fntonces:

1.z € liminf A, si y solo st existe una sucesion {z,}%2, en X tal que
Tn = & Y In € A, para cada n.

2. z € limsup A, siy sélo si exisien una sucesién de ndmeros natureles
n < ng <...ypuntos I, € A,, pere cada k, lales que T, — T.

En el siguiente resultado (ver [7, Tecrema 4.7, p. 25]) se muestran las
relaciones que hay entre la convergencia en C{X) y la L-convergencia en

C(X).

Teorema 2 Sean {A4,}22, una sucesidn de elementos de C (X) y A € C(X).
Entonces {4,132, converge a A sty sdlo st {An}2, L-converge a A.

En el siguiente resultado mostramos una relacién que existe entre los
limites de dos sucesiones de elementos de C({X).

Lema 3 Sean {A,}22, v {B.}22, sucesiones en C(X) tales que A, — A y
B, — B, con A, B € C(X). Se tiene que: 5i A, C B, para cada n, entonces
ACB.

Demostracion. :

Seana € A y € > 0. Como liminf A, = A (por el Teorema 2), existe un
nimero natural ng tal que By (e,a) N A, # 0 para cada n > ng. Debido a
que, por hipétesis, A, C B, para cada n, sc tiene que, By (e,a) N B, # @
para cada n > np. Entonces a € liminf B,. Dado que liminf B,, = B (por el
Teorema 2), a € B. Esto demuestraque AC 5.
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1.3 Funciones de Whitney para C (X)

En gran parte de este trabajo, usaremos el hecho de que existen funciones
de Whitney para el hiperespacio C {X). Asf que a continuacién presentamos
algunos resultados y definiciones, que necesitaremos més adelante.

Sean X un continuo y H C C (X). Una funcién de Whitney para H es
una funcién continua g : H — [0, co) que satisface las siguientes condiciones:

(1) para cualesquiera A, Be Hy A g B, u(A) < n(B).
(2) p(A)=0siysslosi AeHNn{{z}:zeX}.

En (7, Teorema 13.4, p. 107}, da un ejemplo de una funcién de Whitney
para cualquier hiperespacio de un compacto, Para otras construcciones de
funciones de Whitney ver los Ejercicios 13.5, 13.7 y 13.8 de {7].

En [14] (ver Teoremas 0.50.1, 0.50.2 y 0.50.3, p. 25 y 26) se muestran
las construcciones de tres funciones de Whitney para el hiperespacio de los
subcontinuos de un continuo.

Si p es una funcién de Whitney para C(X) y X tiene mds de un punto,
entonces es facil demostrar que ﬁx) ¢ es una funcion de Whitney para C (X).
Asf que podemos considerar que el contradominio de toda funcién de Whitney
es el intervalo [0, 1].

Es bien conocide que para cada ¢t € [0, 1], ¢~} () es un subcontimue de
C'(X) (ver Teorema 14,2, p. 400 de [14]). A estas fibras se les lama niveles
de Whitney, y cuando t € (0, 1] se les llama niveles de Whitney posttivos.

Dada una funcién de Whitney, 1, para C(X} vy A € C(X), por cada
t € [0, 1 (A)], definamos

C(At) = (u] C{AN(H).

Dado que (1 | C(A))7!(t) es un nivel de Whitney para C(A), tenemos
que C(4,t) es un subcontinuo de p~1(t) (ver [14, Teorema 14.2, p. 400]).

En el signiente lema se tiene que, si dos elementos de un nivel de Whitney
se intersectan, entonces existe un arco que los une, contenido en el nivel de
Whitney {ver [14, Lema 14.8.1, p. 405]).
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Lema 4 Sean X un continuo, 1 una funcidn de Whiiney para C(X) yt €
(0,1). S5i A, B € u~'(t) son tales que AN B # 0, entonces existe un arco a,
contenido en C{AU BYN ™! (t), que une @ A con B. Mds atin si K es una
componente de AN B, entonces a puede elegirse de tal manera que K C L,
pera cade L € a.

El siguiente lema se debe a Kelley (ver [8, Lema 1.28, p. 76]).

Lema 5 Sean X un continuo y p una funcién de Whitney para C(X). En-
tonces para cada € > 0, existe § > 0 tal que si K, L € C(X) cumplen que
KC N L) y|lu(L)—- u(K)| <8, entonces H(K,L) <e.

1.4 Arcos ordenados en C (X)

En la teorfa de los hiperespacios, es de gran importancia la existencia de los
arcos ordenados. Asf que mencionaremos el resultado que usaremos con mds
frecuencia en este trabajo.

Definicién 4 Sean A, B € C'(X), con A G B. Un arco ordenado de A a
B, es una funcion continua ¢ : [0,1] = C(X) tal que 2 (0) = A, (1) = B
ysis, t€10,1], cons <t, entonces a (s) C a(t).

El siguiente teorema {ver |14, Teorema 1.8, p. 59]) muestra la existencia
de los arcos ordenados en C(X).

Teorema 3 Paru cualesquiera A, B € C(X), con A G B, existe un arco
ordenade de A a B.



Capitulo 2

Propiedades secuenciales

2.1 Introduccién

Consideremos un continuo X, g una funcién de Whitney para C {X) y una
sucesion {t,}> ; en (0,1} tal que {, — 0 cuando n — co. Es natural estudiar
aquellas propiedades topolégicas las cuales son preservadas bajo la aproxi-
macién de X por los niveles positivos p~! (t,). En particular los siguientes

conceptos formalizan esta idea:

1. Una propiedad fuerie reversible de Whitney es una propiedad to-
voldgica P, que cumple la siguiente condicion: si p es una funcidn de
Whitney para C (X) y cada nivel positivo p~'(£) tiene la propieded P,
entonices X tiene la propiedad P.

2. Una propiedad secuencial fuerte reversible de Whitney es una
propieded topoldgica P, que cumple la siguiente condicion: st existe una
funcidn de Whitney u para C (X) y eriste una sucesién {t,}°2, en el
intervalo (0,1} tal que £, — 0 y cade nivel p~(i,) tiene la propiedad
P, entonces N tiene la propiedad P.

Siguiendo estas nociones, es natural estudiar aquellas propiedades topo-
légicas las cuales son preservadas bajo la aproximacién a un nivel positivo
17} (tg) por los niveles p=!(t,). Esta idea est4 formalizada en la siguiente

definicién.

Definicién 5 Decimos que una propiedad topoldgica P es una propiedad
secuencial decreciente de Whitney, siecmpre que se cumpla la siquiente

11
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condicidn: si i es una funcidn de Whitney para C (X), t € [0,1) y existe
{ta}52, una sucesion en el intervalo (t, 1] tal que t,, — t y cada nivel u='(1,)
tiene la propiedad P, entonces u='(t) tiene la propiedad P.

Muchos autores se han dedicado a estudiar las propiedades secuenciales
fuertes reversibles de Whitney y las propiedades fuertes reversibles de Whit-
ney, para bastantes propiedades topologicas ya se sabe si son o no propieda-
des secuenciales reversibles de Whitney y propiedades fuertes reversibles de
Whitney. En la Seccién VIII de [7], se encuentra una recopilacién del trabajo
que se habfa hecho hasta 1999.

Es de nuestro interés estudiar qué propiedades también son secuenciales
decrecientes de Whitney.

Empezamos el desarrollo de este capftulo, presentando €l siguiente lema,
que muestra algunas propiedades que cumple la funcién unién {ver [8, Lema
1.1, p. 23)).

Lema 6 Sean X wun conttnuo, g una funcidn de Whilney para C(X) y
o C(C(X)) —» C(X) definide come o (D) = |J{E : F € D}. Entonces
o cumple las siguientes condiciones: '

i) dada & > 0, 5i Dy, Dy € C{C(X)) son tales que H* (Dy, D.) < g, entonces
H{o (D), 0 (D)) <&,

it) o es una funcidn continua,

i) sean t € [0,1] y A € u~}¢t). Sity € [0,2), entonces o (C(A) N~ (o)) =
A.

En este trabajo usaremos las propiedades de la funcién ¢ sin hacer refe-
rencia al Lema 6.

Cuando tenemos dos subcontinuos, uno contenido propiamente en el otro,
es importante encontrar un subcontinuo entre ellos dos, de algin tamao bajo
una funcién de Whitney esta idea se formaliza en los sigutentes dos resultados:

Lema 7 Sean X un confinuo, p una funcién de Whitney para C(X), D
un subcontinuo no degenerade de C (X} y M un subconlinue de D. Sit €
(o (M), 1 (0 (D))], entonces eziste N € C(D) tal que p(o(N)) =t y
McCN.
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Demostracion,

Sea & un arco ordenado de M a D en C(D) (tal arco existe por el Teorema
3). Es decir « es una funcién continua o : [0,1) = C{D) tal que & (0) = M,
a{l) = D ysir < s, entonces ar) C afs). Consideremos la funcién
coptinua pogoa: {0,1] — [0,1]. Como p(o(af0))) = plo(M)) <t <
plo(@)) = plo(a(1))), existe s € [0,1] tal que p(o(a(s))) = t. Sea
N = & (s). Entonces N satisface las propiedades requeridas.

Lema 8 Sean X un continuo, Y € C(X), A € C(¥Y) y p una funcidn de
Whitney para C(X). Sit € (u(A),u(Y)], entonces existe B € C(Y,t} tal
que AC B.

Demostracion.

Dado que {A} € C(C(Y)) y plo{{A})) = u(A) <t < u(Y) =
w{o (C(C (YY), por el Lema 7, tenemos que existe A~ € C(C(Y)) tal
que {A} C N v plo (N)) =t. Por lo tanto a (V) satisface las propiedades

requeridas. W

2.2 Atriodicidad

2.2.1 Introduccién

En esta seccién introduciremos las definiciones de un triodo, triodo débil y
continuo atriédico. Ademds de algunos resultados que necesitaremos en la
signiente seccién. ‘

Definicion 6 Decimos que un continuo X es un triodo si existe un subcon-
tinuo N tal que X\N se puede escribir en la forma X\N = Uf=1 E;, donde
E; # 0 para cada ¢ < 3 y E; y E; estdn mutuamente separados siempre gue

i g,

Definicidén 7 Decimos gue un continuo X es atriddico si no contiene trio-
dos.
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Definicién 8 Decimos que un continuo X es un triodo débil si existen
subcontinuos X, X; y X3 de X tales que

)X = Uf:l‘xi?

2) X; g- Uj;éin ¥

8) i Xi £ 0.

Es conocido que un triodo déhil contiene un triodo {ver [20]).

Teorema 4 Si X es un tricdo débil, entonces contiene un triodo.

El siguiente teorema lo usaremos para demostrar el resultado 6.

Teorema 5 Sean X un continuo, j una funcién de Whitney para C (X},
AeC(X)yte((A),1]. Enlonces el conjunto Ct, = {Be p1(t): AC
B} es un subcontinue de p~t (t).

Demostracion.

Para ver que Cf es cerrado en p~! (t), sea {B,}°%, una sucesién de ele-
mentos de C% tal que converge a B, para algin B € p~! (¢). Demostraremos
que B € CY. Dado que A C B, paracada n € N, A C B (por el Lema 3).
Asl que B € Y.

Veamos la conexidad de C. Sean B # By € C%. Dadoque A C BN By,
por el Lema 4 existe o un arco con puntos extremos By y By en C (B, U By, t)
tal que paracada L € o, A C L. Asfquea C CY. Esto establece la conexidad
deCh. B

El siguiente resultado, nos muestra, si tenemos un subcontinuo de un
nivel de Whitney positivo, cdmo crear nuevos subcontinuos en otros niveles
de Whitney.

Teorema 6 Sean X un continuo, u una funcidn de Whitney para C (X),
to € [0,1) yt € (fn,1]. Si.A es un subcontinuo de u=" (to), entonces |, e, C4
es un subcontinuo de p~! (£).
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Demostracidn.

Sea £ = [J 4 CY. Primero demostraremos que £ es cerrado en g~ {t).
Para ver esta parte, sea { B, }22, una sucesién de elementos de £ que converge
a B, para algin B € p~! (t). Demostraremos que B € £. Para cada n € N,
tomemos A, € A tal que B, € € . Dado que A es compacto, podemos
suponer que { A, }22 , converge a A, para algin A € 4. Debido aque A, C B,
para cada n € N, se tiene, por el Lema 3, que A C B. De donde B € C%,.
Por lo tanto B € L,

Para. ver que £ es conexo, supongamos lo contrario. Entonces existen dos
subconjuntos cerrados, ajenos y no vacios Fy y Fp de £ tales que £ = FiUF.
Para cada i = 1,2, definamos

Wi={Ae A:C,CF}.

Afirmamos que W) y W son subconjuntos cerrados, ajenos y no vacios de
A tales que W, UW, = A. Veamos que W, es no vacfo para cada ¢ < 2. Sean
i <2y E € F,. Entonces existe A € A tal que E € C%. De la conexidad de

Y y de que C% C L, se sigue que C% C F;. De esto concluimos que A € W,
y termina la demostracién de que W, es no vacfo. Para demostrar que W, y
W, son ajenos, supongamos lo contrario. Entonces existe A € Wy N W,. Asf
que C4 C FiNF;. Por el Lema 8, CY # 0. Esto contradice el hecho de que 7
v JF, son ajenos y establece que W, y W, son ajenos. Ahora, demostraremos
que W, es cerrado, la demostracion de que Wy es cerrado es andloga. Sea
{A,}%2, una sucesién de elementos de W) que converge a A, para algin
A e A Demostraremos que A € Wy. Dado que {C%_}5Z, es una sucesion
de elementos de C (u=*(¢)) (por el Teorema 5) y C{;~!(¢)) ¢s compacto,
podemos suponer que {C% }°2, converge a C, para algin C € C (™! (t)).
Debido a que C% C F7, paracadan € N, por el Lema 3, se ticne que € € Fy.
Ahora necesitamos demostrar que C C CY. Para ver esta contencién sea
E € C. Por el Lema 2, existe una sucesién {E,}%2, tal que converge a E y
E.€ (! paracadan € N. Porel Lema 3, AC E. Dedonde E € . Esto
demuestra que C C C4. Asf, dado que C C F, se sigue que CY intersecta
a F;. Como C% es conexo y C4 C F, U F,, obtenemos que C% C Fi. De
donde A € W,. Esto demuestra que W, es cerrado.

Finalmente veamos que W) U W, = A. Para ver esta parte, es suficiente
demostrar que A C W UW,. Sea A € A. Dado que CY es conexo, C4 C F)
o CY C Fa Astque A e W UW,,

De donde concluimes que A no es conexo. Esta contradiccién establece
la conexidad de £ y termina la demostracién del teorema. B
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2.2.2 Teorema principal

En [14, Teorema 14.49, p. 458) se demuestra que la atriodicidad es una
propiedad secuencial fuerte reversible de Whitney.

En topologfa general nos encontramos con el siguiente resultado, que es
muy fdeil de demastrar,

Teorema 7 Sean Z un espacio topoldgico 4y N un subconjunto de Z. S§i N
y Z son conezos y Z — N = M, UM,, donde M, y M, estdn separados,
entonces M, UN y My U N son conexos.

Ahora demostraremos el siguiente resultado mads fuerte, el cual lo usare-
mos en la demostracién de que la atriodicidad es una propiedad secuencial
decreciente de Whitney.

Teorema 8 Sean p una funcidn de Whitney para C (X) y ty € [0,1). 5%
p~ ! {to) contiene un triodo, entonces eziste s € (tg, 1) tal que j2~! (t) contiene
un triodo débil para cada t € (to, 5).

Demostracion.

Sea A un triodo en p~! (5}, Entonces existe un subcontinuo N de M
tal que M\N = |JL_, S;, donde S; y S; estdn mutuamente separados siempre
quei#jy S #0paracadai <3. Sea 4; =N US; paracadai < 3. Porel
Teorema 7, tenemos que, para cada i < 3, 4; es un subcontinuo de u~! (to).
Para cada ¢ £ 3, elegimos £; € &;. Dado que §; y §; estdn mutuamente
separados siempre que i # j, existe € > 0 tal que By (g, E)N{J A; = 0. Sea

J#
& como en el Lema § para el mimero £. Sean s € (tg, 1] talque s — 5 <& y
te (Co, S}.
Definamos, para cada i < 3,

’I‘: = UAEA.‘ cj‘l

Afirmamos que 7 = {Jo_, 7; es un triodo débil. Primero demostraremos
que N, 7 # 8. Dado que A C 2., A;, tenemos que |, C4 € N2, 7.
De donde (2, 7: es no vacio. Dado que cada 7; es un subcontinuo de z~! (£)
{por €l Teorema 6), se sigue que 7 es un subcontinuo de p~! (). Por dltimo
demostraremos que 7; ¢ U#I.‘TJ-. Debido a que Cf, € T;, basta demostrar

que Cg, N J;, 7 = 0. Sea E € Cf,. Dado que 4 (E) ~ u(E;) < 6, porla
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eleccién de 6, H (B, E;) < §. Por otra parte, si £ € |J;; T;, entonces existe
A€ ;4 Ajtal que E € CY. Debido a que u (E)}—p (A} < 6, por la eleccion
de 6, H (A, E) < §. De donde concluimos que A € By (g, E;))N | A;. Esta

Pt
contradiccion establece que 7; & |, T; para cada ¢ < 3. Por lo tanto 7 es
un triodo débil. Esto completa la demostracién del teorema. B

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de los Teoremas 8
vy 4

Corolario 1 La atriodicidad es une propieded secuencial decreciente de Whit-
ney.

2.3 Conexidad local

2.3.1 Introduccidén

En esta seccién recordamos el concepto de conexidad local y algunos resul-
tados que nos serdn de utilidad para la préxima seccién.

Decimos que un espacio topoldgico Z es localmente conexo en un pun-
to p en Z, si pora cada subconjunto abierto U de X tal que p € U, eriste
un subconjunto abierto y conero C de X tal que p € C C U. Decimos Z es
localmente conexo, si es localmente conero en cada uno de de sus puntos.

El siguiente resultado es una caracterizacidn de los continuos localmente
conexos (ver [21, p. 23]).

Lema 9 Un continuo X es localmente conezo si y sélo si para cadae > (0, X
es una unidn finita de subcontinuos donde cada uno de ellos tiene didmeiro
MEnoT que €.

Es muy importante saber que, si tenemos un subcontinuo de un nivel
de Whitney con didmetro pequeilo, entonces se puede obtener un nivel de
Whitney para ¢l hiperespacio de la unién de todos los elementos de ese sub-
continuo, que también tiene didmetro pequefio. Esta idea se formaliza en el
siguiente resultado.

Lema 10 Secan X wun coniinuo, ¢ una funcidn de Whitney para C{X) yty €
[0,1). Dadoe >0, existenn >0 y 5 € (to, 1] tales que sit € (tg,s) y A es un
subcontinuo de y~' (t), con dfam [A] < %, entonces dfam [C(o (A}, t)] < €.
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Demostracidn.

Sea £ > 0. Sea i como en el Lema 5 para el niimero §. Sea § como en
el Lema 5 para el nimero Z. Sea s € (to,min{to + 6,1}). Sean t € (tg, s}
y A un subcontinuo de " (t) tal que didm [4] < Z. Para ver que didm
IC(o{A},to)] < &, sean G un elemento de A fijoy D € C(G, {5} también fijo.
Basta ver que para cada R € C(o(A), 1), H(R, D) < §. Entonces elijamos
R € C{o(A),tp). Ahora de la eleccion de 7 y de que (D) = p(R), stlo
necesitamos ver que R C N(n, D). Entonces elijamos = € K. Dado que R C
o (A), existe M € Atalquex € M. Yaqueel didm [A] < 3, H(G, M) < L.
Por otra parte, debido a que D C Gy p(G)— p{D) =t 13 < é y por la
eleccién de &, H (D,G) < I. De esta manera concluimos que (D, M) < 7.
Asf que z € N (5, D). Esto termina la demostracién del lema. B

2.3.2 Teorema principal.

En [14, Teorema 14.47, p. 456) se demuestra que la conexidad local es una
propiedad secuencial fuerte reversible de Whitney. Con respecto de ser una
propiedad secuencial decreciente de Whitney, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 9 La coneridad local es una propiedad secuencial decreciente de
Whitney.

Demaostracidn.

Supongamos que existen: una funcién de Whitney u para C(X), t € [0, 1)
y una sucesion {t,}?%, en (¢, 1] tales que £, — t y p~'(¢,) es localmente
conexo para cadan € N,

Usando e! Lema 9 demostraremos que u~*(t) es localmente conexo. Para
esto, sea € > 0 y sean 17 y s como en el Lema 10 para el nimero €. Sea m un
miimero natural tal que ¢, € {to, s]. Dado que p~(t,,) es localmente conexo,
existe una sucesién finita de subcontinuos {A4;, Az, ..., A} de p~!{¢y) tal
que g (te) = Ui, Ai y didm (4] < § paracada i < n.

Afirmamos que los elementos del conjunte {C(a(A,),8),...,Clo(An), 1)}
tienen didmetro menor que ¢ y que p~'(t) = [Ji_, C(o(A:), t). Por la eleccién
de los mimeros 7 y ¢,,, se tiene que didm [C{o(A;),t)] < € para cada i < n.
Para ver que p~!(t) = |Ji_, Cla{A:), t), s6lo demostraremos que p~'(¢) C
U, Clo{A;),t). Sea L € u~'(t). Por el Lema 8 existe F' € u~'(t,,) tal que
L c F. Como u~ () = UL, A, F € A para algin ¢ < n. De donde
L € C(o(As), t}. La otra contencién es clara.
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Por lo tanto, usando el Lema 9, concluimos que p#~'(¢) es localmente
conexo. il

2.4 Encadenabilidad por continuos

2.4.1 Introduccién

En esta parte introduciremos el concepto de encadenabilidad por continuos,
ademds de algunos resultados muy 1itiles para la proxima seccién.

Definicién 9 Una sucesidn finita de conjuntos Ay, Aq, ..., Ay €s una cade-
na débil siempre que A;NA; #0 si|i—j| < 1.

Definicién 10 Decimnos que un continuo X es encadenable por conti-
nuos si para cada ¢ > 0 y cada par de puntos p # q en X, exisle una
cadena débil de subcontinuos {A1,...,Ax} de X tal quep € Ay, g € A, ¥

didm|A;] < ¢ para cada i < n. )

Lema 11 Sean X un continuo, p una funcion de Whiiney para C(X) y
t € [0,1). Si A, B € u'(t), con A # B, entonces existe s > t tal que
si A, B son subcontinuos de p~'(t) tales que A € A, B € B y p(c(A)),
u (o (B)) € (t. 3). entonces o (A) # o (B).

Demostracidn. .

Podemos suponer que A\B # {. El caso en que B\A # @ es similar.
Elijamos a € A\B y £ > 0 tales que Bi(e,a) N B = §. Sea § como en el
Lema 5 para el nimero €. Sea s = ¢ +§. Sean A y B subcontinuos de 1~ (2)
tales que A € A, B € By u(c(A4)), (o (B)) € (t,s). Demostraremos
que ¢ (A) # o (B). Dado que A C o (A}, basta ver que a € o(B). Dado
que p(o(B)) —p(B) < 6 y B C o¢(B), por la eleccién de 4, se tiene que
H(o(B),B) < ¢ De donde o(B) € N{g, B). Dado que Ba(e,a) N B =,
a & o(B). Esto demuestra el lema. ®

2.4,2 Teorema principal

En {7, Teorema 33.4, p. 248] se demuestra que la propiedad de ser encadena-
ble por continuos cs uua propiedad secuencial fuerte reversible de Whitney.
En esta seccién demostraremos que también es una propiedad secuencial de-
creciente de Whitney.
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Teorema 10 La encadenabilidad por continuos es una propiedad secuencial
decreciente de Whitney.

Demostracidn.

Supongamos que existen: una funcién de Whitney g para C(X), t € [0,1)
¥ una sucesion {£,}°2, en (¢,1] tales que &, — ¢t y p~' (t.) es encadenable
por continuos para cada n € N.

Para demostrar que p~!(f) es encadenable por continuos, sean ¢ > 0y
A B e p (), con A # B. Sea  como en el Lema 5 para el mimero
5- Sea & como en el Lema 5 para el nimero . Sea s como en el Lema
11 para A y B. Sea m un mimero natural tal que t,, € (¢, min{s,t + &}).
Dade que {A} y {B} € C(u~}2)), por el Lema 7, existen M; y M,y €
C{u~(t)) tales que A € M, B € My y o(M,), a(M;) € p~{t,). Sean
E =og(My) y F=0(Ms). Porla eleccién de s, se tiene que E # F.
Dado que u~'{t,,) es encadenable por continuos, existe una cadena débil de
subcontinuos {A;, Ag,. .., An} de p7Ht,,) tal que E € Ay, F € A, y didm
[Ai] < % para cada i < m.

Afirmamos que {C{a(A)),t},...,C(o{A.),t)} es una cadena débil de
subcontinuos de ~'(¢) tal que A € Cle(A1),t), B € Clo(An),t) y didm
{C{o( A}, t)] < ¢ para cada i < n. Para demostrar esta afirmacién, pri-
mero notemos que cada C{o (4;),t) es un subcontinuo de p~(t). Para ver
que didm {C(0{A;:), 1)} < €, sean G un elemento fijo de A; y D € C(G,1)
también fijo. Es suficiente ver que para cada 1 € C{o(A;),t), se cum-
ple que H(R, D) < £. Entonces tomemos 2 € C(o(A;),f). Por la elec-
cién de §, H(D,G) < 2. Ahora necesitamos probar la siguiente contencién
o(A;) C N(n, D). Para esta parte, sea z € o (A;}. Entonces existe M € A;
tal que z € M. Dado que didm [A] < 3 y H(M,G) < %, H(M, D) < n.
De donde z € N (n, D). Esto completa la demostracién de la contencién
a(A) C N(n, D). Dado que R C a{d;) C N(n, D} y u(D) = u(R), por
la eleccién de 7, se tiene que H(R, D) < §. De esta manera se sigue que
didm [C(o(A:),f)] < e paracadai <n Como AC E€ A yBCFe A,
tenemos que A € Cla(A1),8) y B € C{o(Az),t). Finalmente veamos que
Clo(A), ) N Clo(Ay), £) # 0 para cada i < n. Para ver esta parte, tome-
mos i < n fija. Dado que A; N Ay # 8, existe un elemento L € 4; N A,
Por el Lema 8, existe K € p~! {t) tal que X C L. Ahora bien, debido a que
Lco(A)Nao(Ain), K € Clo(A:), t) NClo(Aigt), t).

Por lo tanto g~1(¢) es encadenable por continuos. W
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2.5 No contener arcos

2.5.1 Teorema principal

En {14, Teorema 14.52, p. 460] se demuestra que la propiedad de no contener
arcos es una propiedad secuencial fuerte reversible de Whitney. En esta
seccidn mostramos un teorema relacionado con esta propiedad.

Teorema 11 La propiedad de no contener arcos es una propiedad secuencial
decreciente de Whitney.

Demostracion.

Supongamos que existen: una funcién de Whitney p para C(X), ¢ € [0, 1)
y una sucesién {#,}52; en (¢,1] tales que t, — ¢t y #~"' (£,) no contiene arcos
para cadan € N.

Para demostrar que z~" () no contiene arcos, supongamos lo contrario.
Entonces existe un arco o en p~! (t). Notemos que y (o (@) > . Afirmamos
que C (o (), t) es conexo por arcos. Dado que p (o (a)) > ¢, C(o(a),t) es
no degenerado. Ahora, sean A, B € C{o{a),t) y A # B. Entonces existen
Ay, By € o tales que AN A, # B ## BN By, Para demostrar que existe
un arco en C {c (a),t) que une A con B, analicemos los siguientes casos: si
A= A, y B = B,, entonces existe un subarco a; de a que une a A con B.
De donde a; es un arco en C (o (a},t) que une a A con B. Entonces sélo nos
hace falta probar que A se puede conectar con A; en C (o (a),t} ¥ lo mismo
para B con B;. Por el Lema 4, existe un arco oy en C (AU A, ¢) que une a A
con A;. Como AUA Co(a), @ es un arco en C (o (a),t}. De donde A se
puede conectar con A, en C' (o {a),t). Similarmente B puede ser conectado
con By en C (o (a).t). Por tanto C {o (@), ) es conexo por arcos

Por otra parte, dado que C (o (@) , t) es un nivel de Whitney para C (¢ {a)),
usando que la propiedad de ser conexo por arcos es una propiedad creciente
de Whitney (ver Definicién 16 (i} y [18, Proposicion 2, p. 151]), obtene-
mos que, para cada n € N, C{o(a),t,) es conexo por arcos. Dado que
(o (@) > t, existe ng un mimero natural tal que para cada n > ng, se tiene
que t, € (t, (o {a))). Asi que, para cada n > ng, tenemos que C (o (a), t,)
es no degenerado y entonces ! (t,) contiene arcos. Esta contradiccion ter-
mina la prucba del teorema. B
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2.6 Arco conexidad hereditaria

2.6.1 Introducion

Fn esta seccién recordaremos los conceptos de arce conexidad y arco conexi-
dad hereditaria:

Decimos que un espacto topoldgico Z es arco comezo o conezro por
areos si cualesquiere dos puntos de 2, se pueden umnir por un arco en Z.
Decirmos que un continue Z es hereditariamente arco conezo o heredi-
tarinmente conexo por arcos si cada subcontinuo de Z es arco conexo.

¥n el desarrollo de esta seccién nos encontramos con la necesidad de
mostrar la existencia de arcos en los niveles de Whitney de un hiperespacio
de subcontines de un continuo, que unen a dos elementos de ese nivel de
Whitbey. Para esto primero necesitamos saber si estos subcontinuos son
distintos, asi que el siguiente lema nos da algunas condiciones que deben de
satisfacer estos subcontimuos.

Lema 12 Sean X un continuo y 4 una funcidn de Whitney pore € (X). §i
p# g € X, entonces exisie s € (0,1) tal que si A, B € C{X) son tales que
p&e A g€ B yulA), p(B)€(0,s), entonces A # B.

Demostracidn.

Seace = d—[";‘—‘i'l. Elijamos & como en el Lema 5 para el mimero £, Tomemnos
A, BeCiX)talesquep e 4, g € B v plA), n{(B) € (0,§). Dado que
w{B)—u{{q}) < by q € B, porla eleccién de §, tenemos que H (B, {q}) < ¢.
Asf, BC N{c,{q}). Porlotanta p ¢ B. W

Dado que el intervalo [0, 1] es encadenable por continuos y esta propiedad
se conserva bajo homeomorfismos entre continuos, se tiene el siguiente lema:

Lema 13 Todo arco es encadenable por continues.

En e} siguiente resultado mostramos gque un arco contenido en un nivel de
Whitney positivo, se puede dividir en un mimero finito de subarcos tales que
la unién de los elementos de cada subarco tienen cierto tamano, bajo alguna
funcidn de Whitney.
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Lema 14 Sean X un continuo, p una funcion de Whitney para C(X) y
ta € [0,1). Si vy es un arco en u~'(tp) con puntos extremos A y B tal que
t < ulo{y)), para alguna t € (4,1], entonces existe una cadena débil de
subarcos {D1,Dy,..., D} dey tal que A € Dy, B € Dy y (D) € u~ ),
para cade i < k.

Demostracidn.

Por la continuidad uniforme de p, existe § > 0 tal que si B, § € C (X)
y H{R,S) < &, entonces | () — 4(S)| < ¢ — tp. Dado que - es encade-
nable por continuos (por el Lema 13}, existe una cadena débil de subarcos
{Ci,...,C} de 7y tales que A € €y, B € C; y didm {C;] < 8, para cada i < k.

Afirmamos que p (g {(;)} < t, para cada i < k. Para ver esto elijamos
C; € C; para cada i < k. Antes de continuar con la demostracién de este
hecho, necesitamos demostrar que H (C;, 0 (C;)) < § para cada i < k. Por el
Lema 1 y dado que C; C ¢ (C;), es suficiente demostrar que ¢ (C;) C N (4, C}).
Sea z € ¢ ((;). Entonces existe F € (; tal que # € E. Dado que el didm
[Ci] < &, H(C,,E) < 4. Se sigue del Lema 1 que z € N{§C)). Esto
demuestra que ¢ {C;) C N (6,C;). Por tanto H (Ci, 0 (C))) < 6.

Usando esta parte y por la eleccién de 8, tenemos que p (g (C)) — ¢ =
o (G)) —u(C) <t —ty. Asique (o (Cr)) < t, para cada i < k.

Usando esta afirmacién y el Lema 7, obtenemos una sucesién finita de
subarcos {Dy,..., Dy} deytal que C; C Dy y u{o (D;)) = t, paracadai < k.
Notemos que A € Dy, B € Dy. Dado que {Cy,...,Ck} es una cadena débil,
{Dy,..., Dy} es también una cadena débil. Con esto demostramos el lema. W

Usando el Lema 13, es fdcil de demostrar el siguiente lema.

Lema 15 5 X es arco conezo, entonces X es encadenable por continuos.

Lema 16 Sea X un continuo. Enionces X es hereditariamente encadenable
por continuos sy sdlo si X es hereditariamente arco conezo.

Demostracidn.
Séle demostraremos la necesidad dado que la suficiencia estd dada por el

Lema 15. Entonces supongamos que X es hereditariamente encadenable por
continuos. Sean A un subcontinuo de X, p y ¢ € A. Demostraremos que
existe un arco en A, con puntos extremos p y q. Para hacer esto, sea B un
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subcontinuo de A irreducible alrededor de p v ¢ (ver Ejercicio 4.35 (b) de
[NC]). Afirmamos que B es un arco con puntos extremos p y ¢. Primero ne-
cesitamos demostrar que B es localmente conexo. Esto lo haremos usando el
Lema 9. Sea ¢ > 0, Por hipétesis B es encadenable por continuos. Bntonces
existe una cadena débil de subcontinuos {B, ..., B,} de B tales que p € B,
q € B, y didm [B;] < ¢ para cada i. Entonces | J{2, B; es un subcontinuo de
B que contiene a p y ¢. Por la irreducibilidad de B, [ J72, B; = B. Por el Le-
ma 9, concluimos que B es localmente conexo. Asi, por el Corolario 8.27 de
INC], B es conexo por arcos. Tomemos entonces un arco & en B con puntos
extremos p y q. Aplicando de nuevo la irreduciblidad de B, obtenemos que
o = B C A. Por tanto A es arco conexo. Esto completa la demostracion del
lema. ®

2.6.2 Teorema principal

Es conocido que la propiedad de ser hereditariamente arco conexo es una
propiedad fuerte reversible de Whitney (ver Teorema 2.6, p. 306 de [1]). En
realidad se demuestra que si todos los niveles Whitney positivos son heredi-
tariamente arco conexos, entonces el continuo es un arco o un circulo. En [7,
Pregunta 33.10, p. 250] aparece la siguiente pregunta: j;ser hereditariamente
arco conexo es una propiedad secuencial fuerte reversible de Whitney? En el
siguiente resultado se da una respuesta afirmativa.

Teorema 12 La arco coneridad hereditaria es una propiedad secuencial fuer-
te reversible de Whitney.

Demostracidn.

Supongamos que existen: u una funcién de Whitney para C(X) y una
sucesién {,}2%, en {0, 1] tales que t, — 0y p~1{4,) es hereditariamente
arco conexo para cada n € N. Por el Lema 16 dinicamente demostraremos
que X es hereditariamente encadenable por continuos. Para hacer esto, sean
D un subcontinuo no degenerado de X, p, g€ D, conp+# gy e > 0. Para
p y ¢, elijamos s; como en el Lema 12. Sea § como en el Lema 5 para el
niimero §. Sea m un mimero natural tal que ¢, < min{s;, (D), %}. Por
el Lema 7, existen Ly, Ly, € C(D) tales que p € Ly, ¢ € Loy u(L;) = i,
para cada ¢ < 2. Por la eleccién de s;, L) # Lz. Dado que C (D, t,,;) es un
subcontinuo de p~ ¢} y 171 (t,) es hereditariamente arco conexo, existe un
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arco vy en C (D, t,), con puntos extremos Ly y La. Sea s € (tm, u{o (7)) tal
que s —t, < % Por el Lema 14, existe una cadena débil de subcontinuos
{D1....,D,} de v tal que L, € Dy, Lo € Dr y o {D;) € p~t (s) para cada
i<,

Afirmamos que {¢ (D;) : i < r} es también una cadena débil de subconti-
nuosde D tal que p € o (D), ¢ € o (D)) y didm {o(D;)] < £ paracadai < r.
Debido a que {D,...,D:} es una cadena débil, {o (D;) : { < v} es también
una cadena débil. Como p € Ly, g € Lo, [ € Dy y Ly € D,, se tiene que
p € o (D1) y q € o (D,). Finalmente veamos que el didm [o(D;)] < e. Basta
demostrar que para cada z € o(D;), se cumple que H ({z},0 (D)) < &.
Elijamos z € o(D;) y consideremos L € D; tal que x € L. Notemos que
g €o(D)yplo(D))—pl{z}) =s. Yaques —t, < §yt, <§,
se tiene que 1 (o {(D;)) — u{{z}) < 8. Por la eleccién de 6, se tiene que
H {{z} .o (D)) < §. Concluimos que didm [o(D;)] < €. Esto demuestra que
D es encadenable por continuos.

Por lo tanto 11~'(t) es hereditariamente encadenable por continuos. B

2.7 Propiedad de Kelley

2.7.1 . Introduccidén

En esta seccién presentamos el concepto de propiedad de Kelley y algunos
resultados que nos ayudardn mds adelante.
Recordaremos el concepto de funcién tamafio,

Definicién 11 Decimos que una funcién continua w : C(X) — [0,00) es
una funcién tamano si cumple que w{{z}} = 0, pora cada z € X, y st
A C B, entonces w (4) < w(B).

Necesitamos demostrar el siguiente resultado.

Lema 17 Sean X un continvo, p una funcicn de Whiiney para C(X) y
to € [0,1). Sea A un subcontinuc no degenerado de p~'(ty). Entonces para
cadat € [to. pt{c (A))). el conjunto X (A,t) = {B € p~'(t) : existe B € C(A)
tal que o (B} = B} es un subcontinuo de pu~'(t).
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Demeostracidn.

Definamos f : R — R como f(s) = s — {;. Notemos que f es un homeo-
morfismo. Definamos w : C (A) — R por w(B) = f{u (o (B)}). Entonces w
cumnple las siguientes condiciones:

i) w es una funcién continua,
ii) para cada D € A, w({D}) = f(u{e({D}))) =0,
iii) si By, By € C (A) son tales que By C B, entonces w (B1) < w (Bs).

Asf que w es una funcién tamafio. Entonces w™! (f(¢)) es un subcontinuo
de C (A), para cada t € [to, (& (A)})] (ver {17, p. 243)]).

Necesitamos demostrar la siguiente afirmacidn:

(1) w-t (f ) — {% € C(_A) (%)) = t}, para cadat € [tﬂsﬂ (0 (‘A))]

Para probar (1), notemos que B € w™' (f(t)) si y sélo si f{u (o (B))) =
f (). Ya que f es inyectiva esto 1ltimo es equivalente a p (0 (B))) =¢, ¢
lo que (1) estd demostrada.

Finalmente demostraremos que o {w™! (f())) = X (A4,t). De la afirma-
cién (1), concluimos que

o(w (f(t)) = {o(B) e 7'(1) : B € C(A)},

Oon

y dado que
X(At)={a(B)eu'(t): BeC(A)},
concluimos que
o (w™ (f(1))) = X (A, 1) para cada ¢ € [to, s (o (A))).

Como o es continua y w™! (f{£)) es un subcontinuo de C (A), X (A,t)
es un subcontinuo de p~(t) para cada t € [tg, ¢t (o {A))]. Esto completa la
demostracién del teorema. B

Definicién 12 Decimos que X tiene la propiedad de Kelley siempre que,
para cade € > 0, existe 6 > O que cumple la siguiente condicién:

(k) sip, ¢ € X, cond(p,q) < 6 ysi A € C(X} tal que p € A, entonces
ezviste B€ C(X) tal ueqe B y H(A,B) <e¢.
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En ¢l siguiente resultado se demuestra que ta unisn de todos los niveles de
Whitney de los hiperespacios de cada uno de los elementos de un subcontinue
de un mvel de Whitney positivo, es un subcontinuo.

Lema 18 Sean X un continuo, p wne funcién de Whitney para C(X) y
to € [0,1). Sit e (&,1] ¥y D es un subcontinuo de p~(1), entonces el
conjunto C (D, t5) = J{C(A, t0) : A € D} es un subcontinuo de p~(tp).

Demostracion.

Para demostrar que C (D, 1o} es cerrado en pu~'(tp), sea {B,}2°, una
sucesién de elementos de C (D, tp) que converge a B, para algiin B € u~!{fp).
Demostraremos que B € € (D, t). Sea {A,}32; una sucesién en D tal que
B, € C{A,, tp) para cada n € N. Por la compacidad de P, podemos suponer
que {A,}%n=; converge a un elemento A de D. Dado que Br, € A, para
cada n € N, tenemos que B C A (por el Lema 3). De donde B € C(D, ).
Esto demuesta que C(D, tp) es cerrado.

Para ver la conexidad de C(D, #,), supongamos que no es conexo. En-
tonces existen dos cerrades, ajenos y no vacios Fy y 3 en C(D, 1) tales que
C(D.ty} = F, UFy. Consideremos

M ={AeD:CA L) CF} parai=12

Afirmamos que .\ y M, son cerrados, ajenos y no vacios en D tales que
MU Ma =D, Para ver que M, y M son ajenos, supongamos lo contrario.
Entonces existe A4 € AM; O M,y De donde C(A,ty) € Fy N F;. Notemos
que C (A.15) # @. Esto es una contradiccién. Ahora, demostraremos que M
¢s no vacio, la demostracién de que M, es no vacio es andloga. Tomemos
EeFivAeDtalesque F € C (A4, t) Dado que C(4,¢) C C(D.,t) =
FiLUFs v C (A tg) s conexo, se tiene que C (A, ¢) C Fy. Asf que A € M.
Finalmente, demostraremos que A, es cerrado, la demostracion de que Mo
es cerrado es andloga. Sea {L.}%, una sucesién en M, tal que converge a
un elemento L de D. Demostraremos que L € M. Por la compacidad de
C (i~ (f0)), podemos suponer que {C{Ly, tp)}52, converge a un elemento £
de C(i~"(to)). Ahora, necesitamos ver que

(1) £ C(L,ty) NF).

Primere veamos que £ C C(L,tp). Sea E € £, Como {C{Ly,. 1o},
converge a L, existe una sucesion {E,}72, en 1~ (to) tal que E, € C(Ly, ko)



CAPITULQ 2. PROPIEDADES SECUENCIALES 28

para cadan € N, y {E,}3%, converge a £ (por el Lema 2). Entonces £ C L
{por el Lema 3) y E € C({L,#). Asi, concluimos que £ C C (L, ty). Ahora,
veamos que £ C F,. Dado que C(Ly,ty) C Fyparacadan e N, £L C F
{por el Lema 3). Esto demuestra la afirmacién (1).

De (1} y de que C (L, fo) C € (D, 1o}, obtenemos que C (L, ty) C Fy. Asf
L € M. Esto demuestra que M, es cerrado en D.

De esto concluimos que D no es conexo. Esta contradiceién establece la
conexidad de C{D, #y). Por lo tanto C {D, ty) es un subcontinuo de = (fp). B

Es facil de demostrar €l siguiente lema (ver [7, Ejercicio 50.8, p. 278])

Lema 19 Un continuo X tiene la propiedad (k) siy solo si para cadap € X
y cada € > 0, eziste § > 0 con le propiedad de que i Ac C(X),pe Ay
g € Ba(8,p), entonces existe Be C(X) tal queqe B y H(A,B) <.

2.7.2 Teorema principal

En [7, Teorema 50.4, p. 277] se demuestra que el tener la propiedad de Kelley
es una propiedad secuencial fuerte reversible de Whitney. Con respecto a esta
propiedad tenemos el siguiente resultado:

Teorema 13 La propiedad de Kelley es una propiedad secuencial decreciente
de Whitney.

Demostracién.

Supongamos que existen: una funcién de Whitney p para C{X), f € [0,1)
y una sucesién {332, en (t,1] tales que t, — ty 7! (¢,) tiene la propiedad
de Kelley para cada n € N.

Para demostrar que p~' (¢) tiene la propiedad de Kelley, supongamos lo
contrario. Entonces, por el Lema 19 existen P € p~' (t) y £ > 0 tales que
para m > 1, existen Qm € " (t) tal que H (P,Qm) < & y un subcontinuo
Am de ¢~ () con la propiedad de que P € A, v si B es un subcontinuo de
pt(t) tal que Q. € B, entonces H? (A,,, B) > £. Ahora, por la compacidad
de C(p~! (t)), podenos suponer que A, — A para algtin A € C{u~" (¢)).

Sea § como en el Lema 5 para el mimero 15 ¥ sea | un nimero natural tal
que t; — ¢ < 6.

Necesitamos demostrar que existe D € C(p~! (t)) tal que u (0 (D)) = ¢,
AU D es un subcontinuo de 7' (£) y H? (A, AUD) < £. Paracadam > 1,
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usando el Lema 7, existe un subcontinuo Dy, de p~! (1) tal que Qm € Dy,
¥ (0 (D)) = t. Por la compacidad de C(p~" (1)), podemos suponer que
Dy, — D para algiin D € C(p~!(t)). Ahora, veamos que D satisface las
propiedades requeridas. De la continuidad de ¢ y &, se sigue que n{¢ (D)) =
Y. Para demostrar que AU D es un subcontinuo, basta ver que AN D £ §.
Dado que @ — P, Dm — D y Q4 € Dy, para cada m, tenemos que P € D.
Asi, dado que Ay — Ay P € Ay, se tiene que P € AND, Antes de
ver que H?{A, AU D) < §, primero veamos que didm [D] < £. Para esto, cs
suficiente demostrar que, para cada E € D, se cumple que H (¢ (D)} ,E} < 5
Sea E€ED. Dadoque EC o(D)y pl{o (D)) —pu(E) =t —t < §, por la
eleccion de 6 tenemos que H (0 (D),E) < & De donde dism [D] < &.
Por tltimo, para demostrar que H2 (A, AUD) < &, necesitamos ver que D
C N (£, A). Tomemos K € AND. Entonces, debido a que didm [D] < &
tenemos que, para cada § € D, H (K,5) < §. De esto concluimos que D
C N (5 A).

Por otra parte, notemos que ¢ (D) € X(AUD, ) (ver Lema 15). Dado
que 4o~ {t;) tiene la propiedad de Kelley, existe n > 0 tal que si R € ™! (¢;)
es tal que H (o (D), R} < n, entonces existe C € C (g~ () talque REC ¥
HY(X(AUD.4),C) < &

Sea r un nimero natural tal que H2(A4,, 4) < & y H*(D,,D) < 1.
Notemos que H (a(D:),o(D)) < n (por el Lema 6). Asf que existe C &
Cu= () tal que ¢ (D,) € Cy H*(X(AUD,1),C) < &. Consideremos
C(C,t) como en el Lema 18. Dado que ¢ (D,) € C y @, € D,, obtenemos
que @, € C{(C, 1)

Ahora, afirmamos que H2(C(C, t) ;AUD) < £, Para esto, primero vea-
mos que AUD C N(£.C(C,t)). Sea R e AUD. Por el Lema 7, existe
£ e CAUD) tal quel?eﬁy,u( L) = t. Sea E = o(£). Da-
doque R C Ey p{E) — n{R) < & por la eleccién de §, se tiene que
H(R,E) < & Dadoque E € X(AUD,t)) y X(.AU'D t) C N{(5,0),
se sigue que existe F € C tal que H (E, F) < 5. Sea G € C(F.t). Da-
do que p{F) — #(G) = t; —t < §, por la eleccién de &, se tiene que
H(F,G) < 5. Asfque H(R,G) < §. Dado que G € C(C,t}, conclui-
mos que 2 € N (5,C(C, f)) Esto demuestra que AUD C N (§,C(C,1)).

Para ver que € (C,#) C N (5, AUD), sea R € C(C,t). Entonces existe
G e Ctalque R e C{G.t). Dado que p(Gy—p(R) = —1t <6, por la elec-
cién de §, se tiene que H (R.G) < &. Dado que C C N (5, X(AUD.4)),

existe ' € X{AUDH) t,al que H(G, FY < 5. Sea £L € C(AUD)

tal que F = a (L) y {0 (L)) = 4. Sca E € L. Dadoque EC Fy
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p(F) — p{E) = {; — t < 8, por la cleccidn de §, se tiene que H (F, E) <
15 Asi que H(R,E) < £ Dado que E € AU D, concluimos que R €
N (£, AUD). Por lo tanto C(C,t) C N (£, AUD). Esto termina la prueba
de que H2(C(C,t), AUD) < &.

Por lo tanto
H(A,,C(C,8)) < H? (Ar, A) + H? (A, AU D) +
H*(AUD,C(C,1)) < §. Esto contradice la eleccién de Q,. Por tanto p~ (2)
tienc la propiedad de Kelley. B

2.8 Irreducibilidad

2.8.1 Introduccién

Otro concepto que también consideramos en este trabajo es el concepto de
irreducibilidad.

Definicién 13 Dectmos que X es irreducible alrededor de un conjunto
Z si Z C X y si ningdn subcontinuo propio de X contiene ¢ Z. Decimos
que X es trreducible si X es irrreducible alrededor de {p,q} pare algunos
p, q € X. Algunas veces decimos que X es irreducible entre p y g.

El préximo resultado nos sera de mucha hayuda en los siguientes resulta-
dos (ver (14, Lema 1.28, p. 76}).

Teorema 14 Sip es una funcidn de Whitney para C (X) tal que u~! () es
irreducible para algin t € [0,1), entonces para cada subcontinuo propio A de
(1), se cumple que o (A) £ X.

Para ¢l siguiente resultado {16, Ejercico 4.35, p. G8)].

Teorema 15 Si X es un coninuo yp # g € X, entonces X contiene un
subcontinuo el cual es irreducible entre p y q.

El siguiente teorema se debe a Alejandro IHanes (ver [7, Teorema 49.3, p.
274)).

Teorema 16 Sea X un confinuo. Si eriste una funcion de Whitney u para
C(X) yto € (0,1} tales que u~'(ty) es irreducible alrededor de un conjunto
con n elementos, entonces X es trreducible alrededor de un conjunto con m
elementos, para algin m < n.
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2.8.2 Teorema principal

En el Teorema 16 se demuestra que si un nivel positivo de Whitney es irredu-
cible, entonces X es irreducible. Por tanto la irreducibilidad es una propiedad
secuencial fuerte reversible de Whitney. En el siguiente resultado se muestra
to referente a secuencialidad decreciente de Whitney.

Teorema 17 La irreducibilidad es una propiedad secuencialmente decrecien-
te de Whitney.

Demostracion.

Supongamos que existen: una funcién de Whitney  para C(X), t € [0,1)
y una sucesién {£,}5%, en (£, 1] tales que ¢, — t y p~1 (t,) es irreducible para
cadan € N,

Para demostrar que ! (¢) es irreducible, supongamos lo contrario.

Dado que X es irreducible (por el Teorema 16), existen p, ¢ € X tales que
X es irreducible entre p y . Usando arcos ordenados y la continuidad de p se
pueden encontrar elementos A, B € p~ ' (t) talesque pe Ay g€ B. Por la
irreducibilidad de X, A # B. Sea A € C (™! {t)) tal que es irreducible entre
Ay B {por el Teorema 15). Dado que ™! (¢) no es irrreducible, obtenemos
que A # p~t(t). Scan D € p~! (E)\A y € > O tales que By (g, D) N A = 0.
Sea & como en el Lema 5 para el nmimero €. Por el Teorema 18, existe
EeC(X)talque DG E C N(6D). Sea m un mimero natural tal que
tm € (t,min{pu (E) .1t {0 (A))}).

Ahora necesitammos demostrar que el conjunto X {4, ¢,,) (ver Lema 17)
satisface las siguientes propiedades:

(1) es un subcontinuo propio de p™* (tm) y

(2) o (X (A, tm)) es un subcontinuo propio de X que contiene a p y q.

Para ver (1), por ¢l Lema 17, tenemos que X (A, £,) es un subcontinuo
de p71(t). Ahora, demostraremos que X (A4,4,) es un subconjunto propio
de pu7*(#). Por el Lema 8, existe F' € C(FE) tal que F' € p~'(t,n). Veamos
que F ¢ X (A t,). Para ver esta parte, supongamos que F € X (A, ).
Entonces existe £ € C(A) tal que ¢ (£} = F. Alirmamos que para cada
Le L, L cN(D). Encfecto, tomemos L € L. Entonces L C F. Asf,
dado que F C £ C N {8, D), obtenemos que L C N {§, D). Entonces, por la
eleccién de 6, se tiene que H (L, D) < . Asique £ C By (¢, D). Ahora bien,
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debido a que £ C A, concluimos que £ C By (e, D) N A. Esto contradice la
eleccién de £. De donde X (A,tm) es un subconjunto propio de p™" (t,,).

Demostraremos la parte {2). Usando el Teorema 14, la afirmacién (1) y
que u~1{t,) es ireducible, obtenemaos que o (X (A, ;) es un subcontinuo
propio de X. Veamos que p, ¢ € o (X (A,tn)). Dadoque Ay B € A4, porel
Lema 7, existen Hy, H, € C(A) talesque Ae¢ H,, Be Hoy plo(H)) =t
para cada i < 2. Sean Fy = o(H,) y F» = o(H;). Notemos que Fi,
e X{At,). Entonces A C A Cof{X (A t,))y BC B Col(X (A )
Asiquepy g€ o (X (A tm))

De la afirmacién (2), concluimos que X no ¢s irreducible entre py ¢. Esta
contradiccién establece el teorema. B

2.9 Indescomponibilidad

2.9.1 Introduccion

En esta seccidn introducimos el concepto de indescomponibilidad y un teo-
rema que nos serd de utilidad.

Definicién 14 Un continuo no degenerado X es descomponible st es lo union
de dos subcontinues propies. Decimos que un continuo X es indescomponible
si no es descomponible.

El siguiente teorema es una consecuencia del teorema de los golpes en la
frontera {ver {16, Corolario 5.5, p. 74]).

Teorema 18 Sea X un continuo no degenerado. Si A es un subcontinuo
propio de X y U es un abierto en X que contiene a A, entonces eviste un
subcontinuo B de X tal que AC BCU.

Lema 20 Sean X un continuo, p une funcidn de Whitney pare C(X) ¥
to € [0,1). Sea A un subcontinuo de p~'(tp). Entonces para cada t € (to, 1],
se tiene que el conjunto X (A, to,t) = {K € p™'{t) | C(K, ta) N A # 0} es un
subconitinuo de ju(t).
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Demostracidn.

Para demostrar que X (A, to,t) # 0,5ca A € A. Porel Lema 8, existe B €
#(t) tal que A C B. Asf que B € X (A4, tg,t). Ahora, demostraremos que
X (A, tg,t} es cerrado en gt (t). Sea {K,}i7, una sucesién en X (A, to,t) tal
que K, — K para algiin K € p~1(¢). Demostraremos que K € X (A4, to, £).
Dado que C{K,,tp) N.A # @ para cada n € N, tomemos, por cada n € N, un
elemento A, € C(K,,,to) N A. Por la compacidad de A, podemos suponer
que A, — A para algin A € A. Como A, C K, paracadan e N, AC K
(por el Lema 3). Asf que A € C(K, to) N A. De donde K € X (A, tg,t).

Para demostrar la conexidad de X' (A, tg, t), supongamos que no es conexo.
Entonces existen dos cerrados, ajencs y no vacfos B, y Bq en p~!{t) tales
que X (A, ty,t) =B, UBy. Para cada i =1,2, definamos:

Dy = U{C(K,ta) N AT K € B3},

Afirmamos que Dy y D, son cerrados, ajenos y no vacios en A tales
que 4 = Dy U D,;. Para ver que A = D; U Dy, demostraremos que 4 C
Dy UD;. Sea L € A. Por el Lema 8, existe K € C (X) tal que K € p(t)
y L C K. De donde & € X{Aty,t). Asi que L € D, UDy. Es claro
que Dy U D, € A Veamos que D3 N Dy = B. Si ocurriera lo conbrario,
entonces existen K, € B, ¥ Kz € B tales que C{K, t)NC(Ks, ta)NA # 0.
Sea D € C(Ky,to) NC(Ka,4) N A Por el Lema 4, existe un arco ¢ en
C(K1 U Ka.t), que une a K con K, tal que para cada L € &, se cumple que
D C L. Asf que, para cada L € a, obtenemos que D € C(L, t5)N.A. De aquf
que o C X{A, tg,t). Ahora bien, de la conexidad de o, se tiene que K; € Bo
o Ky € B,. Esto es una contradiccién. De esto concluimos que Dy D, ={).
Finalmente veamos que D es cerrado en 4, la demostracién de que Ds es
cerrado en A es andloga. Sea {E,}°7, una sucesién en Dy tal que E, — F
para algin E € A. Demostraremos que E € D;. Por cada n € N, tomemos
K, € B tal que E,, € C(N,,ta) N A. Por la compacidad de B, podemos
suponer que K,, — K para algin K € 93,. Debido a que E, C K,, para cada
n € N, por el Lema 3, tenemos que £ C K. Asi que E € C(K,t)N.A. De
donde conchuimos que E € D;. Esto demuestra que D, es cerrado en .A.

De esta afirmacién, obtenemos que A no es conexo. Esta contradiccién
cstablece 1a conexidad de X (A4, tg, £).

Por lo tanto X {A, tp, t} es un subcontinue de p~'(¢). W
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2.9.2 Teorema principal

En (14, Teorema 14.46 (1), p. 454 se demuestra que la indescomponibilidad
es una propiedad secuencial fuerte reversible de Whitney. En el siguiente teo-
rema demostraremos que la indescomponibilidad es también una propiedad
secuencial decreciente de Whitney.,

Teorema 19 La indescomponibilidad es una propiedad secuencialmente de-
crectente de Whitney.

Demostracion,

Supongamos que existen: una funcién de Whitney g para C(X), t €
[0,1) y una sucesién {t,}2, en (t,1] tales que ¢, — t. Demostraremos que:
si 7' (t) es descomponible, entonces existe un mimero natural m tal que
£ (i) es descomponible.

Sean A, y A, subcontinuos propios de p~'{t) tales que p~'(t) = A, U
Ag. Sean Ay € A\Az ¥ A2 € A\.4;. Entonces existe ¢ > 0 tal que
Byle, A1) N Ay = § = By(e,A2) N A;. Sea § como en el Lema 5 para el
mimero €. Por el Teorema 18, existen £; ¥ E; € C(X) tales que A, ;Ct
EyC N(§ A}y A2 & E2 C N(§,A;). Sea m un mimero natural tal que
tm € (tmin{u(E), p{o{Ai)) 1 1 € 2}). Por el Lema &, existe F; € C (F;) tal
que A; C F;y F; € u™!(t,,) para cada i < 2.

Para cada i < 2, definamos G; = X (A, t.{,). Afirmamos que G, y G,
son subcontinuos propios de g (4,,) tales que p~'{tn) = G U Go. Por el
Lema 20, se tiene que G; es un subcontinuc de p~'(t,) para cada i < 2.
Para ver que G, y G2 son subconjuntos propios de u~*(t,,), demostraremos
que Fy € Gy y Fy ¢ Gy, Por la eleccién de é, tenemos que C (F1,t) N A =
0 =C(Fi)nA. Astque Fy € G, v F; ¢ Gi. Finalmente, para ver que
1 tn) = G UGy, demostraremos que p~{t,) C G1UGs. Sea D € p~t(ty).
Dado que C{D,#) C p~() = A, U A, se sigue que C(D,t)N A # 0o
C(D,t)NA; # 8. De donde D € G, UG,. Esto completa la demostracién de
la afirmacion.

Por lo tanto 1~ }(£,,) es descomponible. W
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2.9.2 Teorema principal

En (14, Teorema 14.46 (1), p. 454] se demuestra que la indescomponibilidad
es una propiedad secuencial fuerte reversible de Whitney. En el siguiente teo-
rema demostraremos que la indescomponibilidad es también una propiedad
secuencial decreciente de Whitney.

Teorema 19 La indescomponibilidad es una propiedad secuencialmente de-
creciente de Whitney.

Demostracidn.

Supongamos que existen: una funcién de Whitney p para C(X), ¢t €
(0,1} ¥ una sucesién {t,}°2, en (£,1] tales que ¢, — t. Demostraremos que:
st 47" {t) es descomponible, entonces existe un mimero natural m tal que
i~ (t) es descomponible.

Sean A; y Ay subcontinuos propios de p~!(t) tales que p~'(t) = A, U
Ay, Sean A € A\A2 v Az € A\A;. Entonces existe ¢ > 0 tal que
By(e, A1) N Ay = @ = Bgle, A;) N .A;. Sea § como en el Lema 5 para el
mimero e. Por el Teorema 18, existen E) y £ € C(X) tales que A, &
Ey ¢ N{§A) y As g E; ¢ N {6, As). Sea m un nimero natural tal que
tm € (tonin{p (E), u(o(Ay) i £ 2}). Por el Lema 8, existe F; € C (E;) tal
que A, C Fiy Fie p'{t,) paracada i £ 2.

Para cada i < 2, definamos §; = X{A4;,1,t,). Afirnmamos que G, y G2
son subcontinuos propios de p~!(tm) tales que p~(tm) = G U Gs. Por el
Lema 20, se tiene que G; es un subcontinuo de g~ '{t,) para cada i < 2.
Para ver que Gy v Gz son subconjuntos propios de p~(t,,), detnostraremos
que Fy ¢ Go y Fy & Gi. Por la eleccion de &, tenetnos que C (F,t) N Ay =
0 =C(F,t)NA. Asfque F| ¢ Goy F2 ¢ Gi. Finalmente, para ver que
p~ i) = G UG, demostraremos que p (tn} € G1UGs. Sea D € pu™!{thm).
Dado que C(D,t) € p () = A U Ay, sesigue que C(D,E)Nn A #£0o
C (D, )N A # 0. Dedonde D € G, UGz Esto completa la demostracidn de
la afirmacién.

Por lo tanto x~!(t,,) es descomponible. B



CAPITULO 2. PROPIEDADES SECUENCIALES 35
2.10 Indescomponibilidad hereditaria

2.10.1 Teorema principal

En [14, Tecrema 14.54 (1), p. 461] se demuestra que la indescomponibilidad
hereditaria es una propiedad secuencial fuerte reversible de Whitney. En
¢l siguiente teorcma mostraremos gue la indescomponibilidad hereditaria es
una propiedad secuencial de Whitney.

Decimos que un continuo es hereditariamente indescomponible si ca-
da uno de sus subcontinuos no degenerados es indescomponible.

Teorema 20 La indescomponibilidad hereditaric es uno propiedad secuen-
cial decreciente de Whilney.

Demostracidn.

Supongamos que existen: una funcién de Whitney ¢ para C(X), t € {0, 1)
y una sucesién {#,}%%, en (¢,1] tales que t, — &.

Demostraremos que: si ;2= {#) contiene a un subcontinuo descomponible,
entonces existe un mimero natural m tal que p~'(t,) contiene a un subcon-
tinuo descomponible.

Sea A un subcontinuo descomponible de p~! (#). Entonces existen A,
y A; subcontinuos propios de A tales que A = A; U A;. Sean 4, €
Ai\As, A, € A\ A;. Entonces existe £ > 0 tal que Bg(e, A1) N Ay =

= Byle, A2) N A;. Sca 6 como en el Lema 5 para el nimero e, Por
el Teorema 18, existen E), E» € C(X) tales que Ay G E| € N(§,A1) ¥
Ag G Ea C N (8, Ay). Sca m un niimero natural tal que ¢, estd en el interva-
lo abierto {t,min{;t (E;) , p{o(A:i)) : i £ 2}). Por el Lema 8, para cada i < 2,
existe F; € C(E;) talque A; C Fyy F, € p{tm).

Para cada i < 2, definamos G, = X (A;, ¢, ty,). Afirmamos que G, U G; es
un subcontinuo descomponible de p~1(t,,). Para ver esta parte, por el Lema
20, G; es un subcontinuo de g~ !(t.,) para cada ¢ < 2. Ahora demostraremos
que G g Gy Go g G). Por la eleccién de §, tenemos que C(F, )N Ay =
0=C(Ft)NA. Dedonde iy ¢ Goy F> € G1. Asi, dadoque FL € G, ¥
F, € G5, obtenemos que G g Ga y G :C,: G,. Por iltimo demostraremos que
G NGy # 0 Sea D e AN As Porel Lema 8, existe L € u*(¢,) tal que
DcL Asique L € G, NG,

De lo anterior concluimos que G, U Gy es un subcontinuo descomponible
de jo7' (fn). Esto completa la demostracion del teorema, B
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2.11 Unicoherencia

2.11.1 Teorema principal

En (14, Teorema 14.46 (2}, p. 454] se demuestra que el ser unicoherente es
una propiedad secuencial fuerte reversible de Whitney. Y en en el siguien-
te teorema presentamos la demostracion, de que también es una propiedad
secuencial decreciente de Whitney.

Decimos que un continuo X es unicoherente, si para cualesquiere dos
elementos A y B de C(X), cumpliendo que AU B = X, se tiene que ANB
€3 conezo.

Teorema 21 La unicoherencia es une propiedad secuencial decreciente de
Whitney.

Demostracidn.

Supongamos que existen: una funcién de Whitney u para C{X), t € [0,1)
¥ una sucesién {£,}22, en (¢, 1] tales que f, — £

Veamos que: si p~! (£) no es unicoherente, entonces existe un mimero
natural m tal que " () no es unicoherente.

Sean .A; y Ag subcontinuos de p~!(¢t) tales que p='(t) = A;UA; y A NAs
no es conexa. Sean F y Fp cerrados, ajenos y no vacios en u~(t) tales que
A1 N Ay =FLUF,. Para cada n € N, definamos

X (i,n) ={K € p~(t.) : C{K,t)N F; # @} para cada i < 2.
Necesitamos demostrar que:

(i) cada X (i,n) es un subconjunto cerrado, no vacio de p~(t,),
(ii) paracadan e N, X (A6, t) NX (Ao titn) = X {1, n)UX (2,n) ¥y
(iii) existe un mimero natural m tal que X' (1,m) N X (2,m) = @.

Para ver la parte (i), sean ¢ < 2 fijo, np un mimero natural, también fijo y
{K\}32, una sucesién en X {i,no) tal que A} — K para algin K € p™'(tn,).
Veamos que K € X{i,ng). Dado que C(N;.t) N F; # O para cada [, existe
Ay € C(K;,t) N F; para cada !, Por la compacidad de F;, podemos suponer
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que A — A para algin A € F;. Debido a que A; C K, para cada i, por
el Lema 3, se sigue que A C K. Asf que A € C(K,1) N F;. De modo que
K € X(i,ng). De esto concluimos que X (i,mq) es cerrado. Para ver que
X(%,mp) es no vacio, sea L € F;. Por el Lema 8, existe £ € u}(ty,) tal que
L CE. Asique E € X (i,np). Esto completa la parte (i).

Veamos (ii). Sea n un mimero natural fijo. Veamos que X (1,n) U
X{2,n) € X (ALt N X (A, ,8,). Sea K € X(1,n) U X(2,n). En-
tonces C (K, ) NF; # 0 para alguna 1 < 2. Como A; N A, = Fy U F,
tenemos que C (K, t) N (A NAy) # 0. De donde C(K,t) N A # 0 #
C (K, t) N Ay, Esto implica que K € X (A}, £,t,) N X (As,t,t,). Falta ver
que X (A, §,t,) N X (Ag,8,1,) C X (1,n) U X (2,n). Demostraremos que: si
K ¢ X(1,n) U X (2,n), entonces i & X (A, £,t.) 0 X (A, ¢, L,). Supon-
gamos que existe K € g~ 1(t,} tal que K ¢ X (1,n) U X (2,n). Entonces
C(K,t)Nn[FLuF] = 0. Ahora bien, debido a que Fy UF, = A N A,
obtenemos que C (K, £) C p 1 {t)\ A N Ay, Asf, dado que C (K, ¢t) es cone-
%0 ¥ los conjuntos (A14A4z) ¥ (A2\A;) son abiertos y ajenos cuya unién es
g8\ A N Ay, concluimos que C (K, t) € (A \A2) o C(K,t) C (A\A).
Esto implica que C(K,t)NA; = 0 o C(K,t) N .A; = 0. De esta manera
concluimos que K ¢ X (A}, 4,1, N X (A, 8, te). .

Para ver (iii), supongamos lo contrario. Entonces, para cada n € N, existc
K, € X(1,n)NX (2,n). Por la compacidad de C (X}, podemos suponer que
la sucesién { K, 122, converge a K para algin K € C (X). Por la continuidad
de u, se tiene que K € ;'(¢). Afirmamos que K € Fy N F,. Sea: < 2 fijo.
Como K, € X (i,n) para cada n € N, existe E, € C(K,,t) N F; para cada
n € N. Por la compacidad de 1z~(t), podemos suponer que { E,}%2, converge
a E para algin E € 7'(t). Debido a que F; es cerrado en p~ 1), F € F,.
Mostraremos que £ = K. Ahora bien, como E, C K, para cada n € N,
E C K (por el Lema 3). Asf, dado que K, £ € p~!(£) y u es una funcién de
Whitney, tenemos que E = . De donde K € F, N F;. Esta contradiccién,
establece que existe un mimero natural m tal que X {1, m)N X (2, m) = &

De (i), (i) y (iii), concluimos que X (A, ¢, t,)NX ( Az, ¢, tm) N0 es conexo.
De esta manera, dado que X (A}, t,), X (A2t t,) son subcontinues de
p~Htm) {por el Lema 20) y X (A1, ¢, tn) U X(Ag, L, ) = g (tm), se sigue
que g~ 1(t,,) no es unicoherente. @
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2.12 Otras propiedades

2.12.1 Introduccién

La siguiente notacién, nos simplificard la escritura de los resultados de las
préximas secciones:

Sean X un continuo y 1 una funcién de Whitney para C {X). Para cada
t € [0,1), definamos

ae s Ot (t) — ([ 1)) como
o u (A) = o {A).

Notemos que oy, es la restriccion de ¢ a C' (™! (t)). De donde oy, es
una funcién continua.

Definicién 15 Decimos que un subconjunio A de C (X) es una anticadena
siA, BE Ay ACD, implicaque A=B.

Bado un continuo X, hagamos
F(X)y={{z}:ze X}.

El préximo resultado se debe a A. Hlanes (ver [7, Ejercicio 23.8, p. 206]).

Lema 21 Sea X un continuo y A un subconjunto compacto de C{X} ~
({X} U F (X)). Bntonces A es un nivel de Whitney para C(X) si y sdlo
si A es una anticadena y A intersecta a cade arco ordenado a en C (X) tal
que uno de sus puntos extremos estd en Fy (X} y el otro es X.

Lema 22 Sean X un continuo, g une funcién de Whitney para C(X) y
to € [0,1). Siowyu |0_1,,(,1f1([lo 1)) €8 inyectiva, entonces para cada t € (to, 1),
g, v

se tiene que o', (™' (t)) es un nivel de Whitney para C (127" (1))
Dermostracidn.,

Sea t € [tg,1}. Hagamos M = o} (¢! (t)). Demostraremos que M
cumnple las siguientes propiedades:
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1. M ests contenido en C (g2 (S \({1~! (ta)} U Fy (27! (£0)))
2. M es una anticadena,

3. M intersecta a cada arco ordenado a en C {1~ (fy)) tal que uno de
sus puntos extremos estd en Fy (71 (1)) y el otro es u™! (o).

Primero la parte 1). Demostraremos que p~' (tg) ¢ M y que M N
Fi(p™ (o)) = 0. Si p~' (to) € M, entonces oy, , (7' {£p)) = X € p~' {1).
Esto contradice la eleccién de t. Ahora supongamos que M N Fy (u™! () #
. Elijamos A € MM Fy (1" (t0)). Entonces (o (A)) =ty A= {F} para
algun E € p~! (tp). Esto también contradice la eleccién de ¢. Esto dermuestra
1).

Veamos que M es una anticadena. Sean A, B € M tales que A C
B. Como gy, (A) C Oy (B} ¥ 01 (A), Tig (B) € 171 (2), se tiene que
Org (A) = 045, (B). De la inyectividad de 0y,,, se sigue que A =85,

Para demostrar que A intersccta a cada arco ordenado en C (1! (to))
tal que umo de sus puntos extremos estd en Fy (7 (to)) ¥ el otro es u™! (o),
consideremos un arco ordenado @ en C (17! {tg)) tal que uno de sus extremos
es {EY} para algin E € p~! (fg) y el otro es p! {f). Por el Lema 7, existe
A € a tal que pu(o (A)) =t. De donde A € M.

Por lo tanto. usando el Lema 21, podemos concluir que M es un nivel de
Whitney para C (7! (#g)).

2.12.2 Teorema principal

En {7] Capitulo VIII se tiene un estudio completo de las propiedades secuen-
ciales fuertes reversibles de Whitney.

Mostramos en el siguiente resultado, una condicién bajo la cual una pro-
piedad secuencial fuerte reversible de Whitney es una propiedad secuencial
deereciente de Whitney.

Teorema 22 Sean X un continuo, p una funcion de Whitney para C (X).
Si oy, Ivf,,f(r-'“(!f-l))) es inyectiva para cade t € [0,1), entonces cualquier pro-
piedad secucncial fuvrte reversible de Whitney es una propiedad secuencial
decreciente de Whitney.

Demeostracidgn.
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Supongamos que existen: una funcién de Whitney p para C(X), ty €
[0, 1) ¥ una sucesidn {,}3%, en (g, 1] tales que &, — iy y p~ 1 {¢,) tiene P
para cada n € N, donde P es una propiedad secuencial fuerte reversible de
Whitney. Demostraremos que u~! (£g) tiene P. Dado que oy, ,, lal-u:“(#_l(ltu',)))
es una funciédn inyectiva, por el Lema 22, para cada t € (i, 1), obtenemos que
ot (' (t)) es un nivel de Whitney para C (g™ (to)). De la inyectividad
de la funcién oy, , lu,;f,,(p-i(lto.l)))’ se sigue que o), {7’ (1)) es homeomor-

fo a y~*(t) para cada ¢ € (f,1). Demostraremos que oi), (1! (t,)) —
Fy (' (to)). Primero, veamos que Fy(u~'(to)) C lim inf o), (57! (ta)).
Sean E € p~'{ty) y {En},, una sucesién que converge a £ € p7' (t) y
En € u7' (i) para cada n € N. Sea {£,},2, una sucesién en C (u~! (¢;)) tal
que gy, {E) = Ey, para cada n € N Podemos suponer que &, — £ para
algin £ € C (7! (tp)) . Notemos que 0 (£) = E. Como {E} e C(u ' (o)} v
Olo 1,‘_0}”(“_,(“0'1)” es inyectiva, tenemos que £ = {E}. Ahora bien, debido

a que & € 0;,), (7 (ta)) para cada n € N, tenemos que {E} € lim inf
-1 ¢, 1 -1 PR, s
i (171 (ta)) . De donde Fy (™' {t0)) C lim inf o, {1~" (£n)).

Ahora, demostraremos que lim sup o;,), (7! (ta)) C Fi (n71 (%)) . Sea
£ € lim sup o7, (17" {£a)) v una sucesion {&,, Yoo, en C (p~" {fg)) tal que
convergea £ y &,, € o), (u~" (t,.,)) para cada k € N. Entonces oy, , (£, ) =
O (E). Como ayy,, (En,) € 7 {ta) para cadan € N, sesigue que gy, . (£) €
1! (to) . Usando la inyectividad de la funcién o, ,, |Ul—ol”(#_]({tu'1))} , tenemos
que {E} = £ para algin E € p~' (). De donde € € Fy (17} {t0)) .

Esto demuestra que o, (17! (ta)) — F1 (17! {4)) -

Por lo tanto, usando lo anterior v debido a que P es una propiedad
secuencial fuerte reversible de Whitney, se sigue que p~!(tp) tiene P. Esto

termina la demostracién del teorema. W

Decimos que un continuo X tiene la propiedad cubriente st para
cada subcontinuo propio A de p~'(t) se cumple que o (A) # X, para cada
Juncion de p Whitney pare C (X) y para cada t € (0, 1].

Observacién. Si X es un continuo con la propiedad cubriente y p una
funcién de Whitney para C (X)), entonces gy, es inyectiva. Por lo tento por
el Teorema 22, cualguier propiedad secuencinl fuerte reversible Whitney es
una propiedoed secuencial decreciente de Whitney en continuos gue tienen la
propiedad cubriente.



Capitulo 3

Propiedades crecientes

Muchos autores se han dedicado a estudiar las propiedades de Whitney, Bas-
tantes propiedades topoldgicas ya se sabe si son o no propiedades de Whitney.
En [7, Seccién VHI, p. 231] se encuentra una recopilacién del trabajo que se
hizo hasta 1999.

Es de nuestro interés estudiar la siguiente pregunta:

45t un nivel de Whitney p~'(ty) liene una propiedadad topoldgica P,
entonces el nivel de Whitney p=" (t) tiene P para cada t > to? Esta pregunta
motiva la siguiente definicién:

Decimos que une propiedad topoldgica P es:

una propiedad de Whitney siempre que si X tiene la propiedad P,
entonces =1 (t) tiene P, pare cada p funcion de Whitney para C (X) y para
cada t € [0,1).

una propiedad creciente de Whitney siempre que se cumple la si-
guiente condicion: si y es una funcidn de Whitney para C(X) y tp € [0,1)
es tal que p (ty) tiene la propiedad P, entonces u='{t) tiene P para cada
¢ € [tg, 1).

Es conocido que las siguientes propiedades de Whitney son también pro-
piedades crecientes de Whitney:

1. conexidad local (ver [18, Proposicién 1, p. 1560]),
2. ser un arco (ver {13, Teorema 4j},

3. ser una eurva cerrada simple (ver [13, Teorema 4}),

41
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4. conexidad por arcos (ver {18, Proposicién 2, p. 151]),
5. indescomponibilidad hereditaria (ver [18, Proposicién 8, p. 155]),

6. unicoherencia, para la clase de continuos de Peano (ver [6, Tcorema A,
p. 252]).

Se sabe que 1a aposindesis (ver [18, Proposicién 9, p. 156]) y la descompo-
nibilidad (ver [14, Teorema 14.11, p. 411)) son propiedades de Whitney. Sin
embargo en este trabajo mostraremos, con ejemplos, que estas propiedades
no son propiedades crecientes de Whitney.

3.1 Un resultado general

En esta seccién demostraremos que las siguientes propiedades son propieda-
des crecientes de Whiyney.

(1) ser un solenoide particular (ver [14, Teorema 14.21, p. 422]),

{2) ser el Arcoiris ([7, Teorema 37.9, p. 258}),

(3) ser como circulo propio (ver [9, Teorema 6.2 (b), p. 161]),

(4) ser aplanable y no ser aplanable para la clase de los continuos como
circulo propio (ver (7, Teoremas 54.1 y 54.2, p. 283]),

(5) encadenabilidad (ver {9, Teorema 6.2 (a), p. 161]),

(6) ser el pseudoarco (ver |7, Teorema 56.1, p. 286]),

{7} ser un pseudosolenoide (ver {7, Teorema 57.2, p. 286]),

(8) ser un pseudocirculo {ver [7, Teorema 57.4, p. 286]),

(9) ser hereditariamente indescomponible y como drbol (ver (7, Tecrema 63.1,
p. 292]),

(10) indescomponibilidad para la clase de los continuos encadenables (ver (3,
Teorema 4.3, p. 1721).

Iniciamos demostrando el siguiente resultado.

Lema 23 Secan X un continuo, p una funcisn de Whitney para C(X) y
to € [0,1). Si u~'(to) es tal que cade uno de sus subcontinuos propios y no
degenerados son hereditariamente irreducibles, entonces 0y, |0-_(,‘.u(ﬂ“(l‘m1)))
es inyectiva.
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Demostracién,

Primero necesitamos demostrar que, para cada A € ! ([t, 1)), se cumple
que o, (A) = {C(A,1)}. Sea A € p~([t,1)). Analicemos los siguientes
Casos:

Consideremos el caso en que A € p~'(t). Sea M € C(p~'(t)) tal que
g(M)=AyDe M. Dadoque DCo(M)y D, A€ u~t (1), sesigue que
D = A. De donde M = {A} = C(4,1).

Finalmente, consideremos el caso en que t < 1(A) < 1. Necesitamos
demostrar que:

(1) paracada K € C(C (A, 1))\ {C (A, 1)}, se cumple que o (K) # A.

Dado que C (A, t) es un subcontinuo propio y no degenerado de p=* {#),
por hipétesis tenemos que C (A, 1) es hereditariamente irreducible. Ahora
bien, de acuerdo con el Teorema 14, obtenemos que, para cada subcontinuc
propio K de C (A,1), o (K) # A. Esto termina la prucba de (1).

Si existe M € C (u7'(8)) tal que o {M) = A, entonces M C C(A,t). De
acuerdo con (1), se tiene que M = C'(A4,1).

Ahora veamos la inyectividad de la funcién gy, |a,'of,,(u“(lto.l)))' Para
esto, sean £, A € ap (17" ([t,1))) tales que o (L) = o (N). Dado que
o™ (o (L)) = {C (o (L) . t)} y o~ o (N)) = {C(c (N)},1)}, obtenemos que
L = Cla(L).t) = Clo(N),t) = N. Por lo tanto oy, |al_;(“,1([t'1})) es
inyectiva en o, (7" ([£.1))). Esto completa la demostracién del lema. B

Teorema 23 Sean X un continuo, i une funcidn de Whitney para C {X),
P una propicdad topologicn y tp € [0,1). Supongamos que todo subcontinuo
propio y no degencrado de p~' (to) es hereditariamente irreducible y p=" (t)
tiene la propicdad P, donde P es una propiedad de Whitney. Fntonces 1= (t)
tiene la propiedad P para cada t € {ip, 1).

Demostracidn.

Supongamos que existen: una funcién de Whitney . para C(X), ty €
[0,1) tal que todo subcontinuo propio, no degenerado de u~! (£) es here-
ditariamente irreducible. Entonces por el Lema 77, oy, , Ial—o‘-u( w1 (o, 1))) €S
inyectiva. Por el Lema 22, se sigue que crt;']ﬂ (2! (£}) es un nivel de Whitney
para C (= {1g}) para cada t € {fg,1). Ahora bien, dado que 7 es una pro-
piedad de Whitney, concluimos que o), (27! (£)) tiene la propiedad P para
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cada t € (t,1). De la inyectividad de la funcién oy, |a;,f,,(ﬂ"([tu.1)))’ se sigue

que afo.‘” {71 (t)) es homeomorfo a p~! (t) para cada t € {tg,1). Por lo tanto
171 (t) tiene la propiedad P para cada t € [tg, 1). Esto termina la prueba del
teorema. M

Corolario 2 Cada una de las propiedades (1) a (10} es una propiedad cre-
ciente de Whitney.

Demostracion.

Cada uno de los continuos descritos en {1)-(10) tienen la propiedad de que
cada uno de sus subcontinuos propios y no degenerados es hereditariamente
hirreducible (ver [14, Ejercicios 1. 209.3 y 1. 209.4, p. 201] y [16, Teorema
125, p. 233)). m

3.2 Conexidad por trayectorias uniforme

3.2.1 Introduccién

En esta seccidon daremos algunos resultados que nos serdn de utilidad pa-
ra demostrar que la conexidad por trayectorias uniforme ¢s una propiedad
creciente de Whitney.

El siguiente resultado serd de gran utilidad en las proximas secciones.

Lema 24 Sean p une funcion de Whitney para C{X) y t. to € [,1), con
to <t SiA, Beut), con A# B, enionces existen £, F' € u~'(ty) tales
que ECA FCByE#F.

Demostracion.

Dado que A # By A, B € u~'(t), existen ¢ € A\B y b € B\A. Por el
Lema 8, existen E, F € u! (ty) talesquea € EC Ay b € F C B. Entonces
E y F cumplen las propiedades requeridas. B

Recordemos ¢l concepto de conexidad por trayectorias uniforme.
Definicién 16 Decimos que un continuo X es uniformemente conero

por trayectorias si existe una familia F de trayectorias en X (es decir
funciones continuas de (0,1] en X } tal gue:
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1. cada dos puntoes son unides por una trayectoria de F,

2. pare cada € > 0 emisie un nimero natural n tal que para cadap € F,
existen nimerostg =0 <ty < ... < t, = 1 tales que diam [p[t;_1, 4] <
£ para cada § < n.

En {11, Lema 2, p. 2|, I. Krzemifiska demuestra el siguiente resultado.

Lema 25 Sean X un continue, p una funcién de Whitney para C(X) y
t € (0,1). Seac > 0. Entonces existe un nimero naturaln tal que si A, B €
pml (), con AN B # 0, entonces existe una trayectoria g : [0,t] — p~' (t)
que los une y didm (g ([(i — 1)£,12])] < € para cada i < n.

Lema 26 Sean X un continuo, p una funcion de Whitney para C(X) y

€ (0,1). Seae > 0. Si{By,...,Bes1} es una cadena débil de elementos
de u~'(t), con By # Brs1, entonces existen un nmimero natural m (que sélo
depende de k y ¢ ), una trayectoria q : [0,1] — p~'(t} que une a los puntos By
y By y numeros tg =0 <1 < ... <ty =1 toles que didgm [g[t;-, 8] < ¢
para cada i < m.

Demostracidn.
Sea r un numero natural como en el Lema 25 (que sdlo depende del
mimero ¢) para el mimero £. Sea m = (k + 1)r. Dado que {By...., Bi1}

es una cadena débil, por la eleccién de r, tenemos que existe una trayectoria
q: ¢ [0,t] = p~t{t} que vne a los elementos B;, Biyy para cada i < k+ 1 tat
que diam(g; (((j — 1)i,74)] <eparacadaj<ryi<k+1

Por otra parte, tomemos una particién del intervalo cerrado [0,1], P =
{zo,...,Zx41}, v una familia de homeomorfismos by : (21, z145) = [0,¢] que
preservan el orden entre los puntos, para cada ! < k + 1. Definamos

g:10,1] — p7'(t) como
g(z) =(gioh)(z) si z€[xxp] paracadai<k+1

Necesitamos ver que g ¢s una trayectoria con las propiedades requeridas.
Para ver csto. hagamos

R={ht () : paracada 0 <1< ky 0 <j<riu{h;' (t)}
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Notemos que I tiene m elementos. Dado que Py {7 :0 < j < 7} son
particiones de los intervalos [0,%] y [0, (v — 1)%] respectivamente, obtenemos
que 1 es una particion de [0, 1], con m elementos. De la definicién de ¢ y
por la forma como se eligieron las funciones ¢;, se tiene que

didmiqg ([hfl((j - 1)%),hf1(j§)])] <gparacada0 <I{<ky0<j<r.

Esto termina la demostracién de! lema. B
Recordemos el concepto de encadenabilidad uniforme por continuos.

Definicién 17 Decimos que un continuo X es uniformemente encade-
nable por continuos si para cade € > 0 eziste un naimero natural n = n{g)
tal que parae cada par de puntos p # q € X, existe una cadena débil de sub-
continuos {Ar,...,Ax} de X tal que p € Ay, q € A, y didm [A] < € para
cada i < n.

En la demostracién del Teorema 2 en [11, p. 5] se demuestra el siguiente
resultado.

Lema 27 Si X es un continuo uniformemente conero por irayectorias, en-
tonces &l es uniformemente encadenable por continuos.

La relacién que hay entre los conceptos de encadenabilidad uniforme por
continuos y conexidad por trayectorias uniforme, la damos en el siguiente
resultado

Lema 28 Sean X un continue, p una funcién de Whitney para C (X) y
to € [0,1). Siu~'(to) es uniformemente encadenable por continuos, entonces
wl(t) es uniformemente conexo por trayectories para cada t € (ty, 1).

Demaostracion.

Sean t € {tg, 1) y € > 0. Sea g como en el Lerna 29 para los nimeros ¢
y t. Tomemos k un nimero natural de acuerdo con la encadenabilidad por
continuos uniforme de p~'(tp}, para el nimero &;,.

Sean A, B € p7'(t) y A5 B. Por el Lema 24, existen A, # B, € 1 (tg)
tales que Ay C Ay B, C B. Dado que u~!{tg) es uniformemente encadenable
por continuos, existe una k, que depende sélo de ¢ y una cadena débil de
subcontinuos {A,..., A} de p7(tg) tal que A, € A, B, € A; y didm
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[A] < &) para cada i < k. Por la eleccion de £;, tenemos que p{o (4;)) <t
para cada {1 € k. Por el Lema 8, existe B; € p~1(1) tal que o (A;) C B
para cada i < k. Scan A = Byy B = Byy,. Dadoque A, Cc A, By C By
{A1,..., A} es una cadena débil, se sigue que {By, . .., Brr1} s una cadena
débil. Usando el Lema 26, existen un mimero natural n (que s6lo depende
de & y £), p una trayecloria que une a A con D y mimeros 5 = 0 < §; <
oo <ty = 1 tales que dfam [p[t;i-1,4]] < € para cada ¢ < n. Notemos que
k no depende de la eleccién de los puntos A y B. Por lo tanto p=!(t) es
uniformemente conexo por trayectorias. Asf, termina la demostracién del
lema. B

3.2.2 Teorema principal

En [11, Teorema 2, p. 5], demuestra que la conexidad por trayectorias uni-
forme es una propiedad de Whitney. En el siguiente teorema demostramos
que tanbién es una propiedad creciente de Whitney.

La dcmostracién del siguiente resultade se sigue de los Lemas 27 y 28.

Teorema 24 La coneridad por trayectorias uniforme es una propiedad cre-
ciente de Whitney.

3.3 Encadenabilidad por continuos

3.3.1 Introduccién

Para la definicién de encadenable por continuos ver el capitulo 2, Seccién 2.4.
En esta Seccidn sélo demostraremos el siguiente resultado.

Lema 29 Sea p una funcién de Whitney para C(X), to € (0,1) y ¢ € (tp, 1).
Entonces existe § > 0 tal que cumple la siguiente condicién:

si A€ Clu"(to)) es tal que didm [A] < 6, entonces pu(a{A)) < t.

Demostracidn.

Comot —ty >0y poo: C{(C{X)) — [0, 1} es uniformemente continua,
existe § > 0 tal que si H2( Ay, Az} < 8. entonces |1 {0 (A1) — p{o (A))| <
t — tg. Scan A € C{u~'(to)) tal que diam[Ad] < § y E € A. Entonces
H2( A, {F}) < &. Asf que |u(o(A)) — it (E)] <t — ty. De donde u(o{A)) <
t. R



CAPITULO 3. PROPIEDADES CRECIENTES 48

3.3.2 Teorema principal

En esta seccién mostraremos que la encadenabilidad por continuos es una
propiedad creciente de Whitney {ver [7, Corolario 33.6, p. 249]). Antes de
hacer esto, demostraremos el siguiente teorema mis general.

Teorema 25 Sean p una funcién de Whitney para C(X) ytp € [0,1). Si
17 to) es encadenable por continuos, entonces f1~1(t) es conezo por arcos,
para cade t € (i, 1].

Demostracion.

Sea t € (t,1]- Para t y fo, clijamos § como en el Lema 29. Sean A,
B € p~\t), con A # B. Por el Lema 24, existen E, F € p~!(ty) tales que
ECA FCByE<#F. Como u~'(tg} es encadenable por continuos, existe
una cadena débil de subcontinuos {A;, ..., A.} de 7' (to) tales que E € A,
Fe A, ydfam [A;] < § para cadat < n.

Por la eleccién de 6, se tiene que p (o (A;)) < t para cada i < n. Usando
¢l Lema 8, existe D; € p~' (£} tal que o (A;) C D; para cada i < n. Por
el Lema 4, cada una de las paregjas {4. D}, {Dy, Ds}, ..., {Dpot Dl oy
{D,, B} pueden ser conectadas por un arco en p~!(t). De donde A y B
pueden ser conectados por un arco en g~ ! (t). Por lo tanto u~" (£) es conexo
por arcos. R

Dado que conexidad por arcos implica encadenabilidad por continuos, se
tiene el siguiente corolario.

Corolario 3 La encadenabilidad por continuos es una propiedad creciente

de Whitney.

3.4 Los spans
3.4.1 Introduccién
En esta seccién tenemos la siguiente aclaracién de la notacion:

* en las anteriores secciones usabamos la letra o, para denotar a la funcién
union, sin embargo en esta seccién la utilizaremos para denotar algun
tipo de span.
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Acontinuacién presentamos algunas definiciones referentes a los spans mdas
conocidos.

Definicién 18 Sea f : X — Y una funcidn confinue entre continuos. El
span o (f), el semi-span oo (f), el span suprayective o* (f), el semi-span
suprayectivo a§ (f), se definen por:

1. o (f) = sup {€ > 0: existe un subcontinuo Z de X x X tal que p; (7} =
Py (Z) yd(f (2}, f(y)) 2 € pare cada (x,y) € Z}.

2. 0o (f) =sup {€ > 0 : emiste un subcontinuo Z de X x X tal quep, (Z) C
Py(Z) yd{f (=}, f(y)) 2 € para cade (2,y) € Z}.

3. ¢* (f) =sup {e > 0: existe un subcontinuo Z de X x X tal quepy (Z) =
X =FR(Z2) yd(f(z), f(y)) = € para cada (z,y) € Z}.

4. o} (f) =sup {e > 0 : eviste un subcontinuo Z de X x X tal quep, (Z) C
Py (2)= X yd(f (=), f(y)) 2 € para cada (z,y} € Z}.

También definamos el span de X por: o (X) = o (idx), el semi-span de
X como: ap (X) = g (idx), el span supreyective de X como: o* (X)) =
o (idx), el semi-span suprayectivo de X como: o (X) = o5 (idx).

El siguiente resultado lo demostro H. Hosokawa, pero esta demostracién
no aparece en ningin artfculo publicado, asi que nosotros presentamos su
denostracion,

Lema 30 Sean X un continuo, K, L € C(X) yU, V conjuntos abiertos en
X tales que K ¢ U y L € V. Entonces el conjunto W = (K x L)\ (U x V)
es un subcontinuo. py (W)= K yp (W)= L. Ademds, si KCV y L CU,
entonces W N Ay =0 (donde A = {{z,x):x € X}).

Demostracidn.

Claramente 117 es compacto. Elijanos dos puntos fijos p € K\I/ y g ¢
L\V. Sea (r,y) € WW. Entonces z € K\U o y € L\V. Supongamos que
x € K\U. Entonces {(z,y), (x.9)} y {{x,q),(p,q)} estdn contenidos en los
subconjuntos conexos {x} x Ly K x {g} de W respectivamente. De donde
(z,4) y (p.q) estin en la misma componente de W. Asi que W es conexo.

Las otras afinmacioues de este lema son evidentes. B
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3.4.2 Teorema principal

En [5, Corolario 3.3, p. 39] demuestran que la propiedad de tener span
cero e5 una propiedad de Whitney, para cualquiera de los tipos de span.
Demostraremos también que es una propiedad creciente de Whitney para
cualquiera de los tipos de span.

Sea X un continuo, es conocido que (U) = {A e C(X): AC U} es un
conjunto abicrto en C' (X)), para cualquier abierto U de X (ver [14, Teorcma
0.13, p. 10}).

Teorema 26 La propiedad de tener span cero es una proiedad creciente de
Whitney, para cualquiera de los tipos de span.

Demostracidn.

Supongamos que existen: p una funcién de Whitney para C(X) y to €
[0,1) tal que 7(~! (to)) = 0, donde 7 es alguno de los siguientes spans r = ¢,
og, 0 0 0F.

Sea t € [tp, 1). Demostraremos que el teorema es cierto 7 = . Es decir,
supondremos que o (=" {tg)) = 0 y veremos que o (u~(¢)) = 0, los otros
casos se demuestran de manera similar. Si o (1~!(¢)) = 0, entonces no hay
nada que demostrar. Asi, supongamos que o {u~!(t)) > 0. Entones existen
€ > 0y un subcontinno 2 de p='(t) x p~'(t) tales que H (A, B) > ¢ para
cada (4,B) € Z y p1(Z) = p2(Z). Sea § como en el Lema § para el
mimero £. Necesitamos demostrar que, para cada (A, B) € Z, se tiene
que C(Atg) € (N6 B)) y C(B,tg) € (N(5 A)). Para ver esta parte,
supongamos, sin pérdida de generalidad que, el elemento (A, B) € Z cumple
que C (A, ) C{N (4, B)). Entonces A C N (6, B). Asi, por la eleccitn de 8,
tenemos que H (A, B) < ¢. Esta contradiccién establece la afirmacidn.

Para cada (A, B) € Z, definamos

M (A, B) = C (A, to) x C(B.ta)\ (N (5, B)) x (N (6, A)).

Por el Lema 30, tenemos que, para cada (A, B) € Z, M (A, B) es un sub-
continuo de i~ (to) X 117" (to), p1 (M (4, B)) = C (A, to) y p2 (M (A, B)) =
C(B,t).

Definamos T = [J{M (4, B) : (A, B) € Z}. Afirmamos que T es un
subcontinue de p~1(tg) % p~(to) tal que py (M) = po (M) y H(E,F) = §
para cada (E, F) € 9. Para ver que H (E, F') > § para cada (E, F) € M,
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sean (E,F) € M y (A, B) € Z tales que (E,F) € M (A4, B). Suponga-
mos, sin pérdida de generalidad que £ € C (A, )\ {N (8, B)). De donde
H(E F) > 6. Para demostrar que M es cerrado en p='(4) x u~1(ty),
sea {(Dn, Cn)}32, una sucesion en I tal que converja a (D, C) para al-
gin (D,C) € p (o) x u~'(tp). Demostraremos que {D,C) € M. Para
cada n € N, tomemos (A,, B,) € £ tal que (D,,C,) € M(A,, B,). Dado
que Z es compacto, podemos suponer que {A,, B,) — (A, B), para algin
(A,B) € Z. Debido a que D, C A, y C, C B, para cada n € N, con-
cluimos que (D, C) € C (A, tp) x C (B, ty) {por el Lema 3). También, dado
que D, € C(Aq, to) \{N (4, Bn)} para una infinidad de nimeros n € N o
Crn € C(Bn, o)\ (N (8, A;)) para una infinidad de mimeros n € N, pode-
mos suponer sin pérdida de generalidad que D, € C (A, )\ (N (6, By))
para cada n € N. Para cada n € N, tomemos puntes z, € D,\N (6, B,,).
Podemos suponer que z, — z, para algin = € X. Notemos que x ¢ D.
Ahora, para demostrar que D € C (A, tp)\ (N {6, B)), basta con probar que
z & N (6 B). Supongamos lo contrario. Entonces existe n > 0 y b € B tales
que d (z,b) < & — 2. Tomenos un mimero natural k tal que H (B,, B) < n
y d{z,,z) < n para cada r > k. Dado que B C N (5, B,) para cada
r > k, existe b, € B, tal que d{b,b,) < 5 para cada v > k. Asi que
a2y, b)) € d{z,, z) +d{z,b)+d{bb) <n+6—2n+n =20 paracadar > k.
De donde z, € N (8, B;) para cada r > k. Esto contradice la eleccién de los
puntos x,. Asi que D € C(A,to)\ (N (4, B)). Dedonde (D,C) € M (A, B).
Esto demuestra que 9 es cerrado.

Para demostrar la conexidad de M, supongamos que 91 no es conexo.
Entonces existen dos cerrados, ajenos y no vacios H, y Hs de 9 tales que
M = H, UH-. Para cada i = 1,2, definamos

Z={(A.B) € Z: M(A4,B)C H;}.

Afirmamos que Z; y 25 son cerrados, ajenos y no vacios en Z tales que
2,UZ; = Z. Dela conexidad de los conjuntos M (A, B}, se sigue que 2, y Z
SOT ajenos, no vacios y ZyUZs = Z. Ahora, demostraremos que Z; es cerrado
en Z, la demostracién para Z; es similar. Sea {(A,, B,)}%., una sucesién de
elementos de Z, tal que converge a un elemento (4, B) € Z. Demostraremos
que M (A, B) C H,. Para cada n € N, tomemos (D, C,) € M (Ay, B,). De
la compacidad de 91, podemos suponer que (Dy, C,,) — (D, C) para algin
(D,C) € M. Dado que M (A, B,) € Hy y M, s cerrado, concluimos que
(D,C) € Hy.

Por otra parte. demostraremos que (D, C) € M (A, B). Dado que
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Dy € C(Ap, to)\ {N (4, Bn)) para una infinidad de nimeros n o
Ca € C(Bn, ta)\ (N (4, A,)) para una infinidad de mimeros n,

podemos suponer que D, € C (An, o) \ (N (8, B,)) para cada n € N. Eli-
jamos puntos x, € D,\N (6, B,) para cada n € N. Podemos suponer que
Xy — z, para algin z € X. Notemos que z € D. Ahora, para demostrar que
D € C(A )\ (N (6 B)}}, basta mostrar que z ¢ N (8, B). Supongamos lo
contrario. Entonces existe 7 > 0y b € B tales que d(z, 6) < § — 25. Elijjamos
un nimero natural k tal que H (B, B) <ny d(z.,b) < n paracadar > k.
Dado que B C N (n, B,) para cada r > k, existe b, € B, tal que d{b,b,) < 7
para cada r > k. Asf que, d{z, &) < d{z,z) + d{z,b) + d(bb) <
n+8—2n4+n = § para cada v > k. De donde z, € N (4, B,) pa-
ra cada r > k. Esto contradice la eleccién de los puntos z,. As{ que
D e C(A &)\ {N (4, B)}). Dedonde (D,C) € M (A, B).

Ahora bien, debido a que M (A, B) C My (D,C) € Hy, M{A, B) C H,.
Esto demuestra que Zy es cerrado en Z.

De esta manera concluimos que £ no es conexo. Esta contradiccién es-
tablece la conexidad de 901.

Finalmente veamos que py (M) = p2 (M), p1 (M) = U{p1 (M (A4, B)) :
(A,B) &g £}

={C(A,t) : (A, B) € Z} debido a que p1 (M (A, B)) = C (A, ;). Asi
que py (M) = J{C (A, L) : A € pi(Z)} debido a que py (Z) = p2 (2),

=U{C (A, to) : A € pa(Z)}

= J{C(B,t): B € p2(Z)} debido a que py (M (A, B)) = C (B, ty),

— U{p2 (M (4, B)) : (A, B) € 2} = py ().

Por lo tanto o (™! {t5)) = &. Esta gontradiccién establece el teorema. B

3.5 Aposindesis

En conocido que la aposindesis es una propiedad de Whitney (ver [18, Teore-
ma. 9, p. 156]) pero no es una propiedad secuencial decreciente de Whitney.
El siguiente resultado es fécil de demostrar (ver 7, Ejercicio 29.8, p. 239]).

Lema 31 Sea X un continuo, sea p € X fal que X es conexo en pequenc
en p, sea A un nivel de Whitney para C(X) y sca A € A tal que p € A.
Entonces A es conero en pequeno en A.
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Acontinuacién daremos un ejemplo de un continuo y de una funcion de
Whitney que muestren que: le aposindesis no es una propiedad creciente de
Whitney.

Construccién del ejemplo

Sean

_ (.11
Po = 21 2 1
o= {(z,z)emzz-—

2
Ja {(z,z)eR*:1 <2 <2}y
[0,1] x [0, 1].

Il

A
I

Para cada n € N, sean

L, = J{lo,1] {.2%} k=0,1,.,2n} y

AL = U{{%} X [0,1] 1k =0.1,..,20}.

Sea Ly (resp., My} eltinico arco contenido en J, UL U({{0. 1} % [0,1]})u
Li (resp., Jy U2 L{[0,1] x {0,1}) U M) que une a los puntos po y (2,2), y
que contienc a L] (resp., M)}

Sea

Kn=(Lex {5 DU (M. x {£}) U ({(2,2)} x [5, 55]) C R
Sea

C*=JUuLuC
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y finalmente, definimos

X = (@ x (oD U (J{Kn:neNYU({pe} x [0,1]) C R*

X estd representado en la Figura 1.

{P}x(0.1] @i 12,14

(@2} x {141 3]

{@D}x [1/6.1°5

pox {03 1% {0}

Figura 1
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*

Claramente X es un contimio que es localmente conexo on todes los pun-
tos del conjunto (X — (C* x {0})) U {pe}.

Hacemos
Ry =(J, x {0} U ([0 %] x{(0, 0)}) y

So={Ly x {0 ({U}x[,-JX{O}).

Para cada n € N, sean

SRR NS R
e (o ) (0B {2))

Asf R, S, C K, por cada n € N y las sucesiones {R.}or, v {Su}oe,
convergen a flp y S¢, respectivamente.

Sea
B = {[011]x{y}x{z}C,\':(y.:)ERQ}U{JgX{%}:neN}U
{Jax {0} U {{} x {0.1] x {w} C X : (u,w) € R?} L
{Ru}:;ou{sn}f:(l'
B, = {(C x{z})NX:2€{01 % % }}

Notemos que 8; U Bs es cerrado en C (\) Tomemos 0 < & < t; < 1.
Definimos 1y : By U Bz — {ty,t2} por 1 (B} = {#;} para cada i € {1,2}.
Es facil verificar que pn, es una funcidn dc \Vlutncy para B; U B,. Por el

Teorema 16.10 de [7], jr; puede ser extendida a una funcién de Whitney, g,
para C(X).

Necesitanos alguuas construeciones v resultados auxiliares. Sea A =
ot (). Para cada n € N, scan
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Co= ANC((La x {7 DV @D} % [ m=x]) U (2 x {55 1) v

Dn=AﬂC(Mnx {%})

Como cada uno de los conjuntos (L, x {715} U({(2,2)} % [&, 7]}V
(2 x {s}) v My x {55} es un arco y los niveles de Whitney de los arcos
son arcos también (ver [7, Teorema 31.1, p. 245]}, tenemos que C,, y T, son
arcos y se intersectan en {J x {£}} y la unién G, UD, es un arco que une
a Ry con S,

Afirmacién 1. Las sucesiones {Co}nvs, y {Dnl}oe, convergen, respecti-
vamente, a los conjuntos

G = (ANC{01] x {(0.0N UL x {0})U
{(io.1] x {,0)})) 1y € 0,1} U
(ANC(0,1] x {(1.0}}) U Ja x {0})) ¥

Dy = (ANC({0} x [0, x {0}) U (A x {OhHu
{{z} x 0,1 x {0}z e (0, 1]} U
(ANC(({1} x[0,1] x {0} U (J2 x {0}))).

Probaremos que la sucesién {C,}>2, converge a Cy; la prucba de la otra
convergencia se hace en forma similar, Claramente todos los elementos de Cy
son lfmite de elementos que pertenecen a los respectivos C,.

Tomemos D € A tal que D = Lim Dy, donde cada Dy € C,, ¥y ny < _
ny < ... Entonces D C C* x {0} . Si ocwrriera que D C ([0,1] x {(1,0)}}uU
(Ja x {0}) o D ¢ ([0,1] x {(0,0)}) U {Ji x {0}), entonces, por definicién,
D € Cy. Supongamos que D no estd contenido en ninguno de los conjuntos
(10,1} x {(1,0)HU(J2 x {0}) ¥ (10,1] x {{0,0)})U(J; x {0}). Entonces exis-
te un punto p = (u,v,0) € D tal que 0 < v < 1. Si ocurriera que (2,2,0) € D,
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entonces D C Jp x {0} 0 Jo x {0} C D. Como ambos ticnen la misma medida
bajo sz, podemos concluir que D = Jo % {0}. Estoes contrario a lo que ya esta-
mos suponiendo. De manera que (2,2,0) ¢ D. Ya que on({(2,2)} xRy =0,
podemos suponer que Di N ({(2,2)} x R) = @ para cada k € N. Por la cone-

xidad de Dy y como Dy C (Lﬂk X {-2-;:-_—!}) §] (J2 X {E)Tk}) y Dy no estd

contenido en Jp x {5’1-;} , se tiene que Dy C Ln, X 4 527 1

Necesitamos detnostrar que

1. D no contiene puntos de la forma (uy,v1,0), con 0 S v ¥y 0 # .

Supongamos que (u;,v1,0) € D, para algtin v;. Podemos suponer que v <
v;. Elegimos mimeros v < va < v3 < 1. Dado que Dy — D, (uy,v,0) € intgs
(1-1,2] « [v3, 3] % [-1,2])NX y (1, v,0) € intgs (1—1,2) = [-1,w) x [=1,2])N
X, tenemos que existe N € N tal que, para cada k 2 N,

D;J\([-—l,?] x ['U3,3] x 5*1,2]) ?é 1] Y

Dkr\([—l,?] X [—1,1,?9] X [—12]) # .

Notemos que hay algin elemento de la forma £ en el conjunlo (ve, v3)
. 2m . ’
con k& > N. Por la construccion de L, ¥ la conexidad de Dy, tenemos

que [0,1] x {(-ﬂ’-— ! )} ¢ Dy para cada k > N. Podemos suponer que

2ng ! 2ne—1

e ticne una subsucesién que comverge & un vy € [vs, t3) Entances

2
LT

(0,1 {i(vg, 0)} ¢ D. Como ambos conjuntos tienen la misma medida bajo
4, obtenemos que {0,1] x {(vp,0)} = D. De esta inanera, dado que p € D,
u = 1p. Fsta contradicién, denuestra 1.

De 1, obtenemos que DNC C [0, 1] x {{v.0)} . Ahora bien, dado que 0<w
y por la conexidad de D, tenemos que D C [0,1] x {(v,0)} ¥ como ambos
conjuntos miden to mismo bajo y, concluimos que D=[0,1] x {{»,0)} € Cy.
Esto termina la demostracién de que la sucesién {Cn}oo, converge a Co y con
esto termina la prueba de la afirmacién 1.

Afirmacion 2. Gy y Do son dos arcos que se intersectan cn Ja x {0}.
De modo que CoU Dy ¢s un arco que une a Hy con Sg.

Para cada n =0, 1,2, ... sea <,, ct orden natural del arco C,UD, en al que
se cumple que R, <, S, Dados D, B € Cp U Dr, con D <, E, denotamos

por
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(D, E], al conjunto {F e C,uD,: D <, F <, EY.

Definamos 7 : R? — R como mp{z,4,2) =y y 7 : X — R como
W(I.y, Z) = ($3y1 0) .
Consideremos el arco

W, = (Ln x {i'nl-_l})u( {(2,2)} x [2n’ 2n1—1})'

Notemos que cuando avanzamos del extremo (—2,

L gmy) de W, al
otro extremo (—2, 313 n) de W, las coordenadas en y es creciente (sin ser
estrictamente creciente). Entonces podemos afirmar lo siguiente:

Observacién 1. Si E, D e ANC(W,) y n e N, entonces E <,, D si y
sdlo si, para cada a € D, eziste e € E tal qgue w2 {e) < mo {a).

De manera similar se tiene que:

Observacitn 2. 5i E, D € Cy, entonces E <y D si y sélo si, pera cada
a € D, eriste e € E tal que my(e) < ma(a).

Observacién 3. Si E, D€ D, y n > 0, entonces E <, D si y sdlo si,
para eada a € D, eriste ¢ € E tal que ma(e) > mafa).

Afirmacién 3. Sean {E,}n., v {Dn}iv, dos sucesiones que convergen
a Ey y Dy, respectivamnente, y que son teles Dy, B, € C,UD, y D, Sn B,
para todo n > 1. Entonces Dy < Ey.

Para demostrar la afirmacién 3, primero consideremos el caso en que
E, y D, € C(W,). Usaremos la Observacién 2 para probar que E <q D.
Tomemos a € D. Por el Lema 2, existe una sucesién {a,},”, en X tal que
a—aya, €D, para cada n € N. Por la Observacién 1, para cada n € N,
existe e, € B, tal que m (e,) € ma{a.). Sea {e,, };-, una subsucesién de
{en}22, convergente a un e € X. Entonces e € E (ver Lema 3) y mp (e) =
Lim m3 (en, ) < Lim mg{a,,) = m{a). Asf que 72 (e) < mo(a). Por tanto

En forma similar se trata el caso en que D, y E, € D, para todo neN.

Ahora, veamos el caso en que B, € C(Wy.} y Don{{(2,2) x [}, 755]}) #
0 para toda n € N. En este caso, E, <y {(Jox {525}) v (2.2) € D. Es-
to ultimo implica que D € J; x {0} o J; x {0} € D y como ambos mi-
den lo mismo bajo g, tenemos que coinciden. Por el primer caso E <
Lim{Jy x {z25}) =Je x {0} = D. Asi que E < D.



CAPITULO 3. PROPIEDADES CRECIENTES 59

El caso B, N ({(2,2) x [£,555]}) # 0y Dn € Dy paratodan € Nes
similar,

Finalmente, si B, €¢ C(W,) y D, € D, para toda n € N, E, <,
(2 x {525)) <o (o x {&}) € D.. Por los casos que ya vimos, E <g
((J2 x {0})) <o Dy. Asi que Ey <y Dy

Observe que éstos son los tnicos casos posibles y que cualesquiera su-
cesiones {Ey}oe, y {Dn}oc, tienen subsucesiones {En, }ie, ¥ {Da,)oe, ane
caen en uno de estos casos, por 1o que podemos concluir que £ <, D,

Una consecuencia directa de [a Afirmacion 3 es la siguiente.

Afirmacién 4. Sea Dy € CoUDy y sea { Do}, una sucesion de elemen-
tos de C(X), que converja e Dy y que satisfaga que D, € C, UD, para cada
n € N. Entonces las sucesiones de arcos {[Rn, Dn),}or, ¥ {100, Sl }on,
convergen, respectivamente, a [Ro, Dol ¥ [Da. Solp-

Primera propiedad. El nivel de Whiney A = 1! (t,) es aposindético.

Sean A, B € A tales que A # B. Tenemos que encontrar un subcontinuo
Bde Atal que B einta(B) y A ¢ B Si ocurriera que B intersecta a
(X — (€ x {0} U {pp}), entonces, por el Lema 31, A es conexo en pequeilo
en B. De manera que se puede encontrar B con las propiedades mencionadas.
Por tanto, podemos suponer que

BC(Cx {0}) ~ {n}.

Primero analizaremos el caso en que A no estd contenido en C* x {0} . En
este caso cxiste un punto a = (z,y,2) € A tal que z > 0. Sea n € N tal que
L < 2. Entonces el conjunto D = C* x [0. 1] N\ es un subcontinuo de X tal
que BC C*x[0,3)NX Cinty (D)y A€ D.Sead > 0tal que N'(§,B) C D.
En este easo hacemos B = C (D)N.A. Eutonces By (8. B)N.A C B. De manera
que B € int4 (B) y A ¢ B. Por lo tanto, Ia pueba en este caso est4 terminada.

Supongames que A C C* x {0}, Seae > 0 tal que A ¢ By (s, B). Como
C" cs localmente conexo, por el Lema 31, tenemos que ANC(C* x {0}} es
localmente conexo, asf que existe un subcontimio 5 de ANC{C* x {0}) tal
que

B € intancicoxfop (Bl y A ¢ B.
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Tomemos un abierto i de € (X) tal que B e UNANC(C* x {0}) C B.
Ahora, consideremos dos casos:

Caso L. B ¢ (U Dy,

Entonces B ¢ | J{C,UD, :n € {0,1,2,...}}. En particutar, B # J, x
{0} . Si ocurriera que (2,2,0) € B, entonces BC Jo x {0} o o x {0} C B
y como ambos tienen la misma medidad bajo g, podemos concluir que B =
Jax {0}, lo cual es absurdo pues J; x {0} € GND,. De manera que (2,2,0) ¢
B. Asf que Bni{{(2,2)} x R) = @, por tanto podemos suponer que ningan
elemento de U intersecta a {(2,2)} x R. Como | J{C.UDn:n€ {0,1,2,..}}
es cerrado, podemos suponer que U N|J{C, UD,:n€e{0,1,2,..}} = &
Como py ¢ B, entonces B N ({py} % [0,1]) = 0. De manera que podemos
suponer que ninglin elemento de I{ intersecta a {pe} % [0, 1].

Ahora queremos ver que lf € C(C" x {{0}}). Para esto, tomemos D €
U. Entonces DN ({po} x (11} = X Asique D C C* x {0} o D C K,
para algin n € N. Esto implica que D € C* x {0} 0 D C L, x {575} o
D C M,x {21—“} para almin n € N. Las ultimas dos condiciones no se pueden
darpues D ¢\ J{C, UD,:n € {0,1,2,...}}. Portanto D C C* x{0} . Hemos
probado que U € C(C* x {0}).

De manera que BEUNA=UNANC(C* x {0}) C B. Por tanto B €
int 4 {B) y como A ¢ B, la prueba en este caso est4 terminado.

Caso 1I. B € Cg U Dg.

Notemos que A € {Ry, Bl, 0 A ¢ [B, So], (puede no estar en ninguno).
Vamos a analizar la primera posibilidad, la segunda es similar. Entonces
existe D € CoU Dy tal que B <, Dy A ¢ [Ro, D), . Elegimos una sucesién
{D.};1, que converja a Dy que satisfaga que D, € C, U D, para toda
n € N. Por la afirmacién 4, tenemos que

2) Ad U {[fa, Dn],:n=0,1,2,...}.
Ahora, para cada n € N, sea
Tu = RuU RoU ({po} % [0,1)).

Observemos que Ty, es un arco o un triedo. Entonces, por el Teorema
33.1 de [7], ANC(T,) es conexo por trayectorias. As{ que existe un arco
¥n € ANC(T,) que une a R, con Ry. Notemos que, si E € |J{y, : n € N},
entonces w { E} C Ry Necesitanos demostrar que
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3) A¢ Clogx) (U{m:neN}).

Para esto supongamos que A € Clgyxy (U {1 : n € N}), sea {En}i,
una sucesién en C(X) tal que B, = Ay B, € |J {7 : n € N} para cada
m € N. De donde 7 (E,,,) C Ry para cada m € N. Por la continuidad de r,
7 (A) C Ry. Dado que 7 (A) = A, obtenemos que A C Ry, y como ambos
ticnen la misma medida bajo g, concluimos que A = Ry. Esto contradice 2).

Sca

K = BU (Clggxy (U {mm :ne N} U (U {[Rn,Dn),:ne{0,1,2,..}}).
Demostraremos que

a) K es un subcontinuo de A y
b) Beinty/KyA¢ K.

Para el inciso a), dado que Ry € -y, para toda n € N, tenemos que
U {7n:n € N} es conexo en C{X). De donde Clexy (U {7, : n € N}) es un
subcontinuo de C' (X). Como Ry € 4, para cada n € N, tenemos que

[Ra, D)gN Clogy (U {w i n e N}) # 0.

Asf, dado que cada [Ry, Dy], es un subcontinuo de X y R, € (R, Du, N
“¥n para cada n € N, concluimos que

Cloiy (U{m € N U(U{IR,, D, :n € {0,1,2,...}})

es un subcontinuo de € (X). Ahora bien, usando que B € {Ro, D],N B y
que B es un subcontinuo de € (X), obtenemos que K es un subcontinuo de
C(X).

Demostremos b). De 1), 2) y 3}, tenemos que A € X. Veamos la otra
parte. Sea

M={FeA: Fn{{p} x[0,1]} # d}u
{(U{[Dn,Sul, :mn € {0, 1,2,..}).

Dado que {F € A: F{{pe} % {0,1]) # @} es un subcontinuode &' {X) y
{Fed: Fn{{p} x[0,1]) £ 0} N{D,, S, # ¥ para cadan € {0,1,2,...},
tencmos que M es un subcontinuo de ¢ (X}, Notemos que B ¢ M. Enton-
ces, dado que B € intancic- xiop (B}, existe £ > 0 tal que
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Be" (BjnM =0y Be (Byn(AnC(C*x {0})) C B
Necesitamos demostrar que
B (BYyn AcC K.

Para esto, sea B € Be® (BN A. 5i E € C(C* x {0}), entonces E €
B. De donde E € K. Entonces, supongamos que £ ¢ C{C* x {0}). Da-
do que £ ¢ M, tenemos que E N ({p} x [0,1]) # §. De donde E €
UA[Rn, Du] : n € N}. De esta manera E € K. La prueba en este caso estd
terminada.

Segunda propiedad. A = ™! (t5) no es aposindético.
Recordemos que, para cada z € {0.1.4,4,..}, p((C x {z})N X) =
Para cada n € N, denotemos por

Zn= (Ko~ (i x {5 DU (W x {Eu{{0,0.:5),(0,0,4)}.

Notemos que Z,, es un arco para cada n € N. Ahora bien, dado que, para
cada z € {2’11—_1, £1, (C x {z}) D X es un subcontinuo propio de Z,, por
el Teorema 31.1 de {7], tenemos que € (Z,) N A es un arco en A que une a
O x {2 l}nX con C X {ﬁ} NX. Paracadan e N,seaQ, € C(Z,)NA
tal que (2 2, —) € Q.

Necesitamos demostrar que A— {C x {25} N X, Cx {L}N X} noes
conexo en A. Observemos que, como K, es un arco, por el Teorema 31.1
de [7], C(K,.) N A es un arco. También que C(Z,} M A es un subarco de
C{K,)NnA y no contiene a los extremos de € (K,) N A.

Para cada n € N, sea

Yo=(X—-({J2x {211‘1 ({ 2’2 } % ['Ju l*iﬁ ) U (J2 x {%}))))U

{1t ge) (1))

Notemos que Y, es un subcontinuo de X para cada n € N. Observemos
que, por la construccién del continuo X tenemos que, para cada n € N,

1. Y.NZ, = ((Cx {z5HNnX)U{(Cx {5})nX),

2.Y,uZ, =X
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Por cada n € N, hagamos G, = C(Y,)N A, 2, = C(Z,)NA, L, =
Cx{ilnX
Necesitamos demostrar que, para cada n € N,

3. gn M zn = {L2n-1) LZn} H
4. G.UZ, = A,

5. los conjuntos G, = {Lan—1, Lan} ¥ Zn—{Lan—1, L2a } son abiertos, ajenos
en A y su union es A ~ {Lgq_i, Lan} -

Veamos 3. Sea & € G, N Z,,. Entonces, usando 1, la conexidad de G y
dado que Lg, 1, Ly, son ajenos y ambos tienen el mismo tamaiio bajo y,
tenemos que G == Lo,y 0 G' = Lon. Esto demuestra 3.

Demostraremos 4. Sea Q € A — {Lo,_1, L2n}. Supongamos Q no estd
contenido en Y;. Entonces existe ¢ € @ tal que ¢ ¢ ¥,,. Entonces q € Z,, —
{Lan_1 U Ly). Si existe un elemento p € Q tal que p € ¥, — (Lop_y U Ln,),
entonces, por la construccién de X y de la conexidad de @, tenemos que
Lopy € @ 0 Loy € Q. Usando que estos tres continuos tienen el mismo
tamafio bajo i, tenemos que Lo,y = @ o Ls, = . Esto contradice la
eleccién del punto g. De esta manera y de las Afirmaciones 1y 2, obtenemos
que () C Z,. Esto termina la prueba de 4.

Finalmente, la parte 5. La parte de que son ajenos se sigue de 3. Ahora,
de 3 y 4, obtenemos que A — Z, = G, — {Laa1, Lan} vy A -G, = Z, ~
{Lan_1,Lon} - Asi, dado que Z, y G, son cerrados en .4, concluimos que
Gn — {Lou-1, Lan} v Zn — {Lon_y, L2a} son abiertos en A. La ltima parte de
5, se sigue de 4. Esto termina la prueba de 5.

Usando 5, cbtenemos que A — {Lan_1, L2} 10 es conexo.

Alhora, por otra parte, podemos suponer que (2, — ), para algin ¢ €
C (X). Notemos que

i) paracadan €N, Qn # (C x {z}) N X, donde z € {535, =1},
ii) (2,2,00€QyQCCx{0},

De ii), obtenemos que €' # Q.
Para finalizar, demostraremos que

iil) si @ € int4 (K}, para algin X € C (A), entonces C € K.
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Supongamos que @ € inty (K), para algin £ € C (A) . Entonces existe
un nimero natural N tal que @, € int{K) para cada n > N. Entonces,
por i), @, € KNC(Y,) y por ii) @n € K NC(Z,). De acuerdo con 5,
(Cx{z5NnXo(Cc{L})nX €K para cada n > N. De donde
concluimos que C € K.

Por tanto A no es aposindético.

3.6 Descomponibilidad

En (14, Teorema 14.11, p. 411] se demuestra que la descomponibilidad es una
propiedad de Whitney. En [18, Proposicion 6, p. 154], A. Petrus demostro
que:

Si ! (to) esdescomponible, entonces existe t) € (%o, 1] tal que p~! (¢) es
descomponible para cada t € [tg, t1] . Nosotros mostraremos con un ejemplo
que esta propiedad no es una propiedad creciente de Whithey.
Construccién del ejemplo

Denotemos por € al conjunto de Cantor y por p a la métrica usual de R3.
Por cada w & C. counsideremos

Su=1(0,9,2) €R®: p((0,1,2), (0,3.1)) = hw — 3| y 2 > 1}

Y sen
S=U{5.:wel}.

Paran € N y para cada v € [31", 5—,.‘—_1-] N, consideremos

RE={(0,4.2) : p((0.1,2),(0,53=.3)) =lv— 3| y 2 < &}
y sea
Rr={Rp:ve[& mINC}.
Para cada n € N, definamos

Tw = {0} x ([&, 7=} NC) x [1,1}.

n!
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Entonces, definimos
W=J{R"UT,:neN}.

W est4 representado en la Figura 2.

Figura 2

Consideremos la compactacién Z del rayo L = (0, 1] ilustrada en la Figura
3 (ver la préxima hoja). Sea a : L — Z un encaje tal que a (1) ={0,0,1),
doude T s ¢l triodo

T = ([-4,4) x {0} x {0}) U ({0} x {0} x [0,3]) .

Asi v es de la forma a = {a;,0,a2) .
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©,0,1) = a (1)

a (L)

Figura 3

Finalmente definimos

Y =2ZU5U{{a)(2),y,00(2)) : (w,2) €W},
Antes de ver que Y es indescomponible necesitamos demostrar el siguiente
lema.
Lema 32 Sean X, y Y) continuos no degenerados con Y, indescomponible.
Si f: Xy — Y| es una funcidn continua y suprayectiva tel que existe yg € Y)
tal que
1. f~Y{yp) un subcontinuo con interior vacio de X, y

2. para cada y € Y1 — {wo}, f7 (3} € Fi{Xy).

Entonces X, es indescomponible.
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Demostracion.

Supongamos que existe 4 € C(X;) - {X1} tal que intx, (4) £ @ (ver
(12, p. 204]). Si ocurre que f (A) = Y;, entonces, como f~' (y) € F1 (X)),
para cada y € Y — {0}, f~' (¥) C A para cada y € Y] — {y}. De donde
Xy — f i} C A. Asfque X, = Clx, (X1 — [~ (y)) C A. De esta manera
X1 = A. De esta contradiccién, tenemos que f (A) estd contenido propiamen-
te en Y;. Ahora, demostraremos que inty, {f (A4)) # 0. Si intx, (A) N X; —
f7 (wo) = 0, entonces inty, (A4) C f71 (yo). Estd contadiccion, establece que
inty, (AN Xy — [ (po) # 9. Seaz € inty, (A)N X, — f~ (y) . Demostra-
remos que f(z) € inty, (f (A)). Sea U un abierto en X; tal que z € U y
UNnf(y) = 0. Entonces x € inty, (A)NU y (intx, (A)NU)Nf~ (yo) = 0.
Dado que intx, (A) N U es abierto en X1 — f~' (yo) v £ | X1 = f~ (wo) es
continua y biyectiva, tenemos que f (inty, (A) NI} es abierto en ¥; — {w} .
De esta manera, dado que ¥; — {yp} es abierto en ¥, f(intx, (A) NU) es
abierto en Y;. De esto, pedemos concluir que f (inty, (A) NU) es un abier-
to en Yy que contiene a f(x) y estd contenido en f(A). Esto muestra que
inty, (f(4)) # By f(A} es un subcontinuo propio de Y. Esto contradice
la indescomponibilidad e ¥; ¥ prueba que, para cada 4 € C'(X,) — {Xi1},
inty, (A)=0.m

Para ver que Y es indescomponible, sea X el continue Y/T, es decir, Y es
el continuo que se obtiene de identificar T en un solo punto. Observe que X
es homeomorfo al continuoe de Kanaster por lo que, si f es la funcién cociente
de ¥ en X, entonces se tiene lo siguiente

1. la funcién f satisface las condiciones del Lema 32 y

2. Y es un continuo indescomponible.

Ahora, observemos que los tinicos subcontinuos de 7' que son limite de
subcontinuos de a (L) son:

1. coujuntos con un solo punto,

2. arcus contenidos cn ([—%,O]] x {(0,00}) U ({0} x {0} x [0,5]) o en
({0} x {0} x [0.3]) L ([0, 5] x {(0.0)})

3. subtriodos de T de la forma ({0} x [0, 4] x {0}) U ([a, 8] x {{0,0}}).
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Afirmacién 1. 5i {An},2, es una sucesion en C(Y) — C (T} que con-
verge o un elemento de A € C(T), entonces A es uno de los eontinuos
descritos en el pdrrafo anterior.

Para probar la afirmacién 1, notemos primero que SN A = @, asf que
podemos suponer que 4, NS = @ para cada n € N. 81 una infinidad de
conjuntos A, estd contenido en Z, entonces la afirmacion se sigue de lo que
va observamos. Supongamos que ninguna A, est4 contenida en Z. Entonces,
cada A, se puede escribir en la forma A, = {{a1 (z),y, a2 (2)) : (v, z) € Ba}
para alguna B, C W. Consideremos la funcién ¢ : R* — RZ, dada por
e {(z,y,2)) = (#,0,z). Entonces ¢ es continua. Sea m; : R® — R dada por
72 (Z,y,2) = y. Como, para cada a € A, p{a) = (2:1(2),0,a2(2)) € L,
tenemos que w (An) € Ln ¥ ¢ (An) — w{A4) = A. Por tanto A es uno de
los continuos que describimos anteriormente. Esto concluye la prueba de la
afirmacién 1.

Sea p una funcién de Whitney para C(¥).

Primera propiedad. Sea ty € (0,1 (T)}. Entonces p~' (t5) es descom-
ponible. ' '

_ Para ver esto, sea E € C(T,1p) tal que es un triodo que no tiene al
punto (0,0,%). Demostraremos que existe un mimero natural n tal que
BY(E) c C(T,tp). Supongamos lo contrario. Entonces, por cada n € N,

existe B, € BY (E) ~ C(T,t). Observemos que {E,}7, converge a E.

Esto es imposib“lc por la Afirmacién 1. Ahora bien, dado que C (T, 45) es un
subcontinuo propio p~! (fy), tenemos que u~! {¢) es descomponible.

Segunda propiedad.
Sea t = u(T). Entonces p~! (¢} es homeomorfo al continuo de Knaster y
por tanto indescomponible
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3.7 Preguntas

En la scecion 2.6.2 nosotros demostramos que hereditariamente arco conexo
es una propiedad secuencial fuente reversible de Whitney, tencmos la siguien-
te pregunta:

1. ;Es hereditariamente arco conexo una propiedad decreciente Whitney?

2. ;Qué otras propiedades secuencial fuerte reversible de Whitney son
propicdades secuencial decreciente de Whitney?

En la seccién 3.10 nosotros demostramos que la aposindesis no es una pro-
piedad creciente de Whitney, siguiendo en esta direccién tenemos la siguiente
pregunta:

3. ;Esla propiedad de ser finitamente apsindético una propiedad creciente
de Whitney?

4. ;Qué otras propiedades de Whitney son propicdades creciente de Whit-
nex?
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