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Prólogo 

Las propiedades de Whitney fueron introducidas en [10, p. 165J, Y las 
propiedades secuencial fuerte reversible de Whitney fueron definidas en [15, 
p. 237J. Desde entonces, muchos autores las han estudiado. En [7J Capítulo 
VIII, se presenta un estudio detallado de est"" propiedades. 

Este trabajo es muy cercano al trabajo que se muestra en este Capítulo. 
Nosotros introducimos los conceptos de propiedad creciente de Whitney 
y propiedad secuencial decreciente de Whitney! con respecto al primer 
concepto se conoce que las siguientes propiedades de Whitney son también 
propiedades crecientes de Whitney: 

1. conexidad local (ver [18, Proposición 1, p. 150]), 

2. ser un arco (ver [13, Teorema 4]), 

3. ser una curva cerrada simple (ver [13) Teorema 4]), 

4. conexidad por arcos (ver [18, Proposición 2, p. 151]), 

5. indescomponibilidad hereditaria (ver [18, Proposición 8, p. 155]), 

6. unicoherencia, para la clase de continuos de Peano (ver [6: Teorema A, 
p. 252]). 

En el Capítulo 1, solo mostramos la teoría básica de los hiperespacios. 
En el Capítulo 2, nos dedicamos a estudiar el segundo concepto, en don­

de mostramos que las siguientes propiedades secuencial fuerte reversible de 
Whitney, también son propiedades secuencial decreciente de Vlhitney: 

1. Atriodicidad, 

2. Conexidad local, 

3. Encadenabilidad por continuos, 

4. No contener arcos, 

5. Propiedad de Kelley, 
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G. Irreducibilidad, 

7. Indescomponibilidad, 

8. Indescomponibilidad hereditaria, 

9. Unicohercncia, 

!O. Otras propiedade". 

También en la Sección 2.6.2 se demuestra que la propiedad de ser he­
reditariamente arco conexo es una propiedad secuencial fuerte reversible de 
Whitney, esto responde afirmativamente a la pregunta 33.10 de [INI. 

En el Capítulo 3, realizamos un estudio del primer concepto, en donde 
probamos que las siguientes propiedades de Whitney también son propieda­
des creciente de \Vhitney: 

1. Ser el Arcoiris. 

2. Ser cualquier solenide particular. 

3. Ser como círculo propio. 

4. Ser aplanable y no ser aplanable. 

5. Conexidad por trayectorias uniforme. 

6. Encadenabilidad. 

7. Encadenabilidad por continuos. 

8. Indescomporübilidad hereditaria. 

9. Indescomponibilidad para la clase de los continuos cncadenables. 

10. Tener span cero para cualquiera de los tipos de span. 

En las Secciones 3.10 y 3.11 demostramos que las propiedades de Whitney 
aposindesis y descomponibilidad no son propiedades crecientes de 'Whitney. 



Capítulo 1 

Preliminares 

Presentaremos algunas definiciones básicas de Topología, que usaremos en el 
desarrollo de este trabajo. 

En un espacio métrico Y, con una métrica p: 
el diámetro de un subconjunto A de Y, se denota por diám [AJ. Para 

cada x E Y Y é > 0, la bola con centro en x y de radio E, la definimos 
por Bep(x) = (y E Y: p(x,y) < Ej. 

1.1 Los Hiperespacios 2X y e (Xl de un con­
tinuo X 

En la presente sección daremos una introducción de los hiperespacios más 
conocidos, algunos de los resultados se presentarán sin demostración, remi­
tiendo al lector a una. referencia específica. 

Empezamos con la definición de lo que es un continuo: 

Definición 1 Un continuo es un es¡mcío mt:trico compacto, conexo y no 
vacío. 

En este trabajo X denota a un continuo con una métrica d. 
Definamos 

2"' = {A e X: A es cerrado y no vacío}. 

Al conjunto 2.\ se le define una métrica de la siguiente manera: primero, 
para B e x y e > 01 sea 
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N(E,B) = U{Bd(E,X): x E S}. 

Ahora definamos la siguiente función 

H: 2x x 2x ~ [0,00) como 

H (A, B) = inflE > O: A e N(E, B) Y B e N(E, Al}. 

En [14, Teorema 0.2, p. 2] se demuestra que la función H es una métrica 
para 2x y además se le llama la métrica de Hausdorff. De esta manera, 
(2 X 

1 H) es un espacio métrico. A este espacio se le llama el Hiperespacio de 
los subconjuntos cerrados de X. 

Con respecto a la métrica de Hausdorff: tenemos el siguiente lema. 

Lema 1 H (E, F) < E si y sólo si E e N (E, F) Y F e N (é, E). 

Demostración. 
Sea é > O. Supongamos que H (E, F) < é. Entonces existe él E (O,E) 

tal que E e N (él. F) Y F e N (él, E). Dado que N (El, F) e N (é, F) Y 
N (El. E) e N (é. E), obtenemos que E e N (E, F) Y F e N (E, E). 

Ahora, supongamos que E e N (é, F)y F e N (t:, E). SeaC = {N (6, E) : 
6 E (O. e)}. Afirmamos que C es una cubierta abierta de F. Sea bE F. Dado 
que F e N(é,E). existe a E E tal que d(b,a) < é. Sea 6 E (d(b,a),E). 
Entonces b E N (ó, E). De aquí que e es una cubierta de F. Claramen­
te, cada elemento de e es abierto en X. Esto demuestra que e es una 
cubierta abierta de F. De esta parte y de que F es compacto: se tiene 
que existen un nlÍmero natural n y 81 < 82 < ' .. < 8n ¡ con 8i E (O¡é) ¡ 

tales que F e U7=1 N (6" E) = N (6., E). De manera análoga se puede 
obtener 1] E (O,E) tal que E e N (1], F). Sea El = máx{1],6n}. Entonces 
E e N (Elo F) Y F e N (élo E). De donde H (E, F) S ti < t. Esto termina 
la demostración del lema .• 

Ahora definamos 

C(X) = {A E 2x : A es conexo}. 

Tomando la restricción de la métrica de Hausdorff H a e (X)¡ resulta 
éste un espacio métrico. A los elementos de e (X)¡ se les llama subcontinuos 
de X. A este espacio se le llama el hiperespacio de los subcontinuos de X. 



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 7 

En [14, Teorema 0.8, p. 7] se demuestra que 2x y C (X) son compactos, 
en [14) Teorema 1.9, p. 63} se demuestra que 2x es conexo y en [14, Teorema 
1.12, p. 65] se demuestra que C (X) es conexo por trayectorias. Por lo que 
se deduce que 2x y C (X) son continuos. 

Los hiperespacios de nuestro interés serán C (X) y C (C (X)). La corres­
pondiente métrica de Hausdorff para e (e (X)) la denotaremos por H 2 • 

1.2 L-convergencia en e (X) 

En e (X) se tiene la convergencia de sucesiones) en términos de la métrica 
de Hausdorff. A continuación, daremos otra noción de convergencia para 
sucesiones de elementos de e (XL la cual le llamaremos L-convergencia, que 
es equivalente a la convergencia de sucesiones que se da en e (X) 1 a partir de 
la métrica de Hausdorff. Así, en esta sección mencionaremos los elementos 
necesarios para enunciar dicha equivalencia, que será de gran utilidad en este 
trabajo. 

Acontinuación presentarnos las definiciones de límite superior y límite 
inferior de una sucesión. 

Definición 2 Sea {An}::'=1 una sucesión de elementos de C (X). Defini­
mos el limite inferior de {An}~=l denotado por lim inf An, Y el limite 
superior de {An}~=1f denotado por lim sup An, como sigue: 

(i) liminf An = {x E X: pam cada E> O, se tiene que Bd(E,X) nAn # 0 
paro toda n salvo un número finito}. 

(ii) limsup An = {x E X: para cada E > O, se tiene que Bd(E,x)nAn # 0 
paro una infinidad de números n}. 

Algunas de las propiedades de los límites superior e inferior de una suce­
sión, se muestran en el siguiente teorema (ver [14, Teorema 0.6, p. 4]). 

Teorema 1 Sea {An}~""l una sucesión de elementos de e (X). Entonces: 

(i) lim inf An e Hm sup Anl 

(ii) lim inf An Y Jim sup An son subconjuntos ce1iudos en X y 
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(iii) lim sup An f 0. 

De este Teorema podemos tener la siguiente definición. 

Definición 3 Decimos que una sucesión {An};;"~l en C (X) , L-converge a 
un elemento A de e (X), si lim ¡nf An = lim sup An = A. 

A continuación presentamos un resultado que nos relaciona los límites 
superior e inferior de una sucesión en términos de sucesiones en X. 

Lema 2 Sea {An}~=l una sucesión de elementos de C(X). Entonces: 

1. x E lirn ¡nf An si y s6lo si existe una sucesión {Xn}~=l en X tal que 
In -t X Y X n E An para cada n. 

2. x E lim sup An si y sólo si existen una sucesión de números naturales 
nI < n2 < ... y puntos Ink E AHk para cada k, tales que x n ¡, -+ X. 

En el siguiente resultado (ver [7, Teorema 4.7, p. 25]) se muestran las 
relaciones que hay entre la convergencia en e (X) y la L-convergencia en 
C(X). 

Teorema 2 Sean {An};;"~l una sucesión de elementos de C (X) y A E C (X). 
Entonces {An}~=l converge a A si y sólo si {An}~l L-converge a A. 

En el siguiente resultado mostramos una relación que existe entre los 
límites de dos sucesiones de elementos de e (X). 

Lema 3 Sean {An}~l Y {Bn};;"~l sucesiones en C (X) tales que An ~ A Y 
Bn --¡. B, con A, B E e (X). Se tiene que: si An e Bn pam cada n, entonces 
ACB. 

Demostmción. 
Sean a E A Y e > O. Como lim inf An ~ A (por el Teorema 2), existe un 

número natural no tal que Bd (e, a) n An f 0 para cada n ?: no. Debido a 
que, por hipótesis, An e Bn para cada n, se tiene que, Bd (.::, a) n Bn i:-- 0 
para cada n 2: no· Entonces a E lim ¡nf Bn' Dado que lim ¡nf Bn = B (por el 
Teorema 2), a E B. Esto demuestra que A C B .• 
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1.3 Funciones de Whitney para e (X) 

En gran parte de este trabajo, usaremos el hecho de que existen funciones 
de Whitney para el hiperespacio C (X). Así que a continuación presentamos 
algunos resultados y definiciones, que necesitaremos más adelante. 

Sean X un continuo y He C (X). Una función de Whitney para H es 
una función continua p, : 1í -+ [O, (0) que satisface las siguientes condiciones: 

(1) para cualesquiera A, B E H y A ~ B, l' (A) < l' (B). 

(2) I'(A) =0 si y sólo si A E Hn{{x}: x E X}. 

En [7, Teorema 13.4, p. 1071. da un ejemplo de una función de Whitney 
para cualquier hiperespacio de un compacto. Para otras construcciones de 
funciones de Whitney ver los Ejercicios 13.5, 13.7 Y 13.8 de [7[. 

En [14] (ver Teoremas 0.50.1, 0.50.2 Y 0.50.3. p. 25 Y 26) se muestran 
las construcciones de tres funciones de \Vhitney para el hiperespacio de los 
subcontinuos de un continuo. 

Si 11 es una función de Whitney para C (X) y X tiene más de un punto, 
entonces es fácil demostrar que Jl(i)JL es una función de Whitney para G (X). 
Así que podemos considerar que el contradominio de toda función de \Vhitney 
es el intervalo [O, 1]. 

Es bien conocido que para cada t E [0,11. 11-' (t) es un subcontinuo de 
C (X) (ver Teorema 14.2, p. 400 de [14]). A estas fibras se les llama niveles 
de lVhitney, y cuando t E (0,1] se les llama niveles de Whitney positivos. 

Dada una función de Whitney, /', para C(X) y A E e (X), por cada 
t E [O, /' (A)], definamos 

C (A, t) = (1' ] C(A))-'(t). 

Dado que (1' [ C(A))-'(t) es un nivel de Whitney para C(A), tenemos 
que C(A, t) es un subcontinuo de Il-'(t) (ver [14, Teorema 14.2, p. 400]). 

En el siguiente lema se tiene que, si dos elementos de un nivel de Whitney 
se intersectan, entonces existe un arco que los une, contenido en el nivel de 
\\~,itne." (ver [14, Lema 14.8.1, p. 405]). 
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Lema 4 Sean X un continuo, 1'- una funei6n de Whitney para C(X) y t E 
(0,1), Si A, BE I'--I(t) son tales que A n B f 0, entonces existe un arco ", 
contenido en C(A U B) n 1'--1 (t), que une a A con B, M6.s aún si K es una 
componente de A n B, entonces O' puede elegirse de tal manera que K e L, 
pam cada L E Q:, 

El siguiente lema se debe a Kelley (ver [8, Lema 1.28, p, 76]), 

Lema 5 Sean X un continuo y 1'- una funei6n de Whitney para C(X). En­
tonces pam cada o > O, existe 6 > O tal que si K, L E C(X) cumplen que 
K e N(6, L) Y 11' (L) -1'- (K)I < 6, entonces H (K, L) < o, 

1.4 Arcos ordenados en e (X) 

En la teoría de los hiperespacios, es de gran importancia la existencia de los 
arcos ordenados. Así que mencionaremos el resultado que lisaremos con más 
frecuencia en este trabajo. 

Definición 4 Sean A, B E C (X), con A ~ B, Un arco ordenado de A a 
B, es una funei6n continua" : [0,1] ...., C (X) tal que" (O) = A, ,,(1) = B 
Y si s, t E [0,1], con s S t, entonces" (s) e Q (t). 

El siguiente teorema (ver [14, Teorema 1.8, p. 59]) muestra la existencia 
de los arcos ordenados en C(X), 

Teorema 3 Pam cualesquiem A, B E e (X), con A ~ B, existe un arco 
omenado de A a B, 



Capítulo 2 

Propiedades secuenciales 

2.1 Introducción 

Consideremos un continuo X, Jl una función de Whitney para e (X) y una 
sucesión {tn}~=l en (O: 1] tal que tn --lo O cuando n ---+ oo. Es natural estudiar 
aquellas propiedades topológicas las cuales son preservadas bajo la aproxi­
mación de X por los niveles positivos J¿-l {tn). En particular los siguientes 
conceptos formalizan esta idea: 

1. Una propiedad fuerte reversible de Whitney es una propiedad to­
pológica P 1 que cumple la siguiente condición: si Jl es una funci6n de 
Whitney para e (X) y cada nivel positivo ¡,-I(t) tiene la propiedad P, 
entonces X tiene la propiedad P. 

2. Una propiedad secuencial fuerte reversible de lVhitney es una 
propiedad topológica P 1 que cumple la siguiente condición: si erute una 
¡unción de 1I'7¡itney l' pam e (X) y existe una sucesión {tn}~=l en el 
intervalo (0,1) tal que tn ~ ° y cada nivel ¡r1(tn) tiene la propiedad 
P J entonces X tiene la 1Jropiedad P. 

Siguiendo estas nociones, es natural estudiar aquellas propiedades topo­
lógicas las cuales son preservadas bajo la aproximación a un nivel positivo 
¡t- l (to) por los niveles ¡el (tn). Esta idea está formalizada en la siguiente 
definición. 

Definición 5 Decimos que una propiedad topol6gica P es una propiedad 
secuencial decreciente de lVhitney, siempre que se cumpla la siguiente 

11 
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condición: si l' es una función de Whitney paro C (X), t E [0,1) Y existe 
{tn}::'~, una sucesión en el intervalo (t, 1] tal que tn --> t Y cada niveIIC'(tn) 
tiene la propiedad P, entonces I'-'(t) tiene la propiedad P. 

Muchos autores se han dedicado a estudiar las propiedades secuenciales 
fuertes reversibles de Whitney y las propiedades fuertes reversibles de Whit­
ney, para bastantes propiedades topológicas ya se sabe si son o no propieda­
des secuenciales reversibles de Whitney y propiedades fuertes reversibles de 
Whitney. En la Sección VIII de [71, se encuentra una recopilación del trabajo 
que se había hecho hasta 1999. 

Es de nuestro interés estudiar qué propiedades también son secuenciales 
decrecientes de \Vhitney. 

Empezamos el desarrollo de este capítulo, presentando el siguiente lema, 
que muestra algunas propiedades que cumple la función unión (ver [8, Lema 
1.1, p. 23]). 

Lema 6 Sean X un continuo, l' una función de Whitney paro C(X) y 
CT C(C(X)) ~ C(X) definida como cr(D) = U {E: E E D}. Entonces 
a cumple las siguientes condiciones: 
i) dada € > O, si V" V, E C(C(X)) son tales que H' (D" D,) < €, entonces 
H(CT(D.),CT(D,)) < €, 

ii) a es una función continua) 
ii) sean t E [0,11 Y A E I,-'(t). Si to E [O, t), entonces CT (C(A) n I,-'(to)) = 
A. 

En este trabajo usaremos las propiedades de la función a sin hacer refe­
rencia al Lema 6. 

Cuando tenemos dos suhcontinuos, uno contenido propiamente en el otro, 
es importante encontrar un subcontinuo entre ellos dos, de algún tamaño bajo 
una función de Whitney esta idea se formaliza en los siguientes dos resultados: 

Lema 7 Sean X un continuo, !L una función de Whitney paro C(X), il 
un subcontinuo no degenemdo de e (X) y M un subcontinuo de 1). Si t E 
(!L(u(M)),I'(CT(il))], entonces existe N E C(il) tal que !L (CT (N)) = t Y 
MeN. 
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Demostración. 
Sea a un arco ordenado de M a j) en e(j)) (tal arco existe por el Teorema 

3). Es decir a es una función continua a: [O, 1] ~ e (j)) tal que a (O) = M, 
a (1) = j) y si r S s, entonces a (r) e a (s). Consideremos la función 
continua l' o " o a : [O, 1] ~ [0,1]. Como l' (O' (a (O))) = l' (O' (M)) < t S 
l' (O' (:D)) = l' (O' (a (1))), existe s E [0,1] tal que l' (O' (a (s))) = t. Sea 
N = a (s). Entonces N satisface las propiedades requeridas .• 

Lema 8 Sean X un continuo, Y E e (X), A E e (Y) y l' una función de 
Whitney para e(X). Si t E (1' (A), l' (Y)], entonces existe B E e (Y, t) tal 
queACB. 

Demostración. 
Dado que {A} E e(e(Y)) y 1'(0' ({A})) = I'(A) < t S I'(Y) = 

l' (O' (e (e (Y)))), por el Lema 7, tenemos que existe N E e (e (Y)) tal 
que {A) e N y l' (O' (N)) = t. Por lo tanto O' (N) satisface las propiedades 
requeridas .• 

2.2 Atriodicidad 

2.2.1 Introducción 

En esta sección introduciremos las definiciones de un triado, triado débil y 
continuo atriódico. Además de algunos resultados que necesitaremos en la 
siguiente sección. 

Definición 6 Decimos que un continuo X es un triado si existe un subcon~ 
tinuo N tal que X\N se puede escribir en la forma X\N = U:=l Ei , donde 
Ei =J. 0 pam cada i S 3 Y Ei Y Ej están 111 utuamente separados siempre que 
i ¡i j. 

Definición 7 Decimos que un continuo X es atriódico si no contiene trio· 
dos. 
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Definición 8 Decimos que un continuo X es un triodo débil si existen 
subcontinuos Xl, X2 y X3 de X tales que 

1) X = U~~l X" 
2) X, i U#,X; y 
3) n;~l X, .¡ 0. 

Es conocido que un triado débil contiene un triado (ver [20]). 

Teorema 4 Si X es un triodo débiL} entonces contiene un triodo. 

El siguiente teorema lo usaremos para demostrar el resultado 6. 

Teorema 5 Sean X un continuo, 1" una función de Whitney pam C (X), 
A E C(X) yt E (¡,(A),11. Entonces el conjunto C~ = {B E I"-l(t): A e 
B} es un subcontinuo de 1"-1 (t). 

Demostración. 
Para ver que c~ es cerrado en p,-l (t)~ sea {Bn}~=l una sucesión de ele­

mentos de C~ tal que converge a B, para algún B E J-L-l (t). Demostraremos 
quc B E C~. Dado que A e Bn para cada n E N, A e B (por el Lema 3). 
Asf que B E C~. 

VeamoslaconexidaddeC~. SeanB1 # E2 E G~. Dado que A e B1nB21 

por el Lema 4 existe ex un arco con puntos extremos El y 8 2 en e (B l u E2 , t) 
tal que para cada L E a, A eL. Así que a e C~. Esto establece la conexidad 
de C~ .• 

El siguiente resultado, nos muestra~ si tenemos un subcontinuo de un 
nivel de ~tney positivo, cómo crear nueyos subcontinuos en otros niveles 
de Whitney. 

Teorema 6 Sean X un continuo, Jl una funci6n de JtVhitney para e (X), 
to E [0,1) Y t E (to, 1). Si A es un subcontinuo de p,-1 (to), entonces UAEA C~ 
es un subcontinuo de 1" -1 (t). 
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Demostraci6n. 
Sea C. = UAEA C~. Primero demostraremos que e es cerrado en fl-- l (t). 

Para ver esta parte, sea {Bn}~=l una sucesión de elementos de e que converge 
a B, para algún B E /l-l (t). Demostraremos que B E c.. Para eada n E N, 
tomemos An E A tal que Bn E C~n' Dado que A es compacto, podemos 
suponer que {An}~=l converge a A, para algún A E A. Debido a que An e Bn 
para cada n E N, se tiene, por el Lema 3, que A e B. De donde B E C~. 
Por lo tanto B E C. 

Para ver que e es conexo, supongamos lo contrario. Entonces existen dos 
subconjuntos cerrados, ajenos y no vacíoS;:1 y:F2 de [. tales que e := F¡ uF2. 
Para cada i = 1) 2, definamos 

w, = {A E A: c~ e F,j. 

Afirmamos que WI y W2 son subconjuntos cerrados, ajenos y no vacíos de 
A tales que W I U W2 = A. Veamos que Wi es no vacío para cada i ::; 2. Sean 
i ::; 2 Y E E .1',. Entonces existe A E A tal que E E C~. De la conexidad de 
C~ y de que C~ e e, se sigue que C~ e Fi' Oc esto concluimos que A E W i 
y termina la demostración de que Wi es no vacío. Para demostrar que W¡ y 
W2 son ajenos, supongamos lo contrario. Entonces existe A E W1 n W2 . Así 
que C~ e .1'1 nF,. Por el Lema 8, C~ ,. 0. Esto contradice el hecho de que .1', 
y F2 son ajenos y establece que W¡ y W2 son ajenos. Ahora, demostraremos 
que W1 es cerrado, la demostración de que W2 es cerrado es análoga. Sea 
{An}~=l una sucesión de elementos de W1 que converge a A, para algún 
A E A. Demostraremos que A E W1 • Dado que {C~J~=l es una sucesión 
de elementos de e (/l-l (t)) (por el Teorema 5) y C (/,-' (t)) es compacto, 
podemos suponer que {C~J;;o~, converge a e, para algün e E c(/,-' (t)). 
Debido a que ct e ;:}l para cada n E N, por el Lema 3, se tiene que e e F 1• 

Ahora necesitamos demostrar que e e C~. Para ver esta contención sea. 
E E C. Por el Lema 2, existe una sucesión {En}~=l tal que converge a E y 

En E C~" para cada n E N. Por el Lema 3, A e E. De donde E E C~. Esto 
demuestra que C e c~. Así, dado que e e F 1, se sigue que c~ intersecta 
a F1• Como c~ es conexo y c~ e F1 u ;:21 obtcnemos que c~ e F¡. De 
donde A E W¡. Esto demuestra que W¡ es cerrado. 

Finalmente veamos que W¡ U W2 = A. Para vcr esta parte, es suficiente 
demostrar que A e W¡ U W 2 • Sea A E A. Dado que C~ es conexo, c~ e F¡ 
o c~ e .1',. Así que A E W, U W,. 

De donde concluimos que A no es conexo. Esta contradicción establece 
la conexidad de e y termina la demostración del teorema .• 
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2.2.2 Teorema principal 

En [14, Teorema 14.49, p. 458] se demuestra que la atriodicidad es una 
propiedad secuencial fuerte reversible de Whitney. 

En topología general nos encontramos con el siguiente resultado, que es 
muy fácil de demostrar. 

Teorema 7 Sean Z un espacio topológico y N un subconjunto de Z. Si N 
Y Z son conexos y Z - N = MI U M2 ! donde MI y M2 están sepamdos, 
entonces MI U N Y M2 U N son conexos. 

Ahora demostraremos el siguiente resultado más fuerte, el cual lo usare­
mos en la demostración de que la atriodicidad es una propiedad secuencial 
decreciente de Whitney. 

Teorema 8 Sean l' una función de Whitney pam C (X) y to E [0,1). Si 
,,-' (to) contiene un triado, entonces existe s E (to, 1) tal que 1,-1 (t) contiene 
un triado débil pam cada t E (to, s]. 

Demostración. 
Sea M un triodo en /l-1 (to). Entonces existe un subcontinuo N de M 

tal que M\N = U~=I Si, donde Si y Sj están mutuamente separados siempre 
que i ,< j y S, ,< 0 para cada i :;; 3. Sea A, = NuS, para cada i :;; 3. Por el 
Teorema 7, tenemos que, para cada i ::; 3, A¡ es un subcontinuo de /1-1 (to). 
Para cada i ::; 3, elegimos E¡ E Si. Dado que Si y Sj están mutuamente 
separados siempre que i ,< j, existe e > O tal que EH (e, E,) n U Aj = 0. Sea 

jici 
Ó como en el Lema 5 para elllúmero ~. Sean s E (to, 11 tal que s - io < ó y 
tE (to, sj. 

Definamos, para cada i :5 3, 

Afirmamos que T = U7=1 Ti es un triodo débil. Primero demostraremos 

que n:=1 7, ,< 0. Dado que N e n:=1 A;, tenemos que UAEN C~ e n:=1 7,. 
De donde n;=l Ti es no vacío. Dado que cada Ti es un subcontinuo de /1-1 (t) 
(por el Teorema 6), se sigue que T es un subcontinuo de Ir l (t). Por último 
demostraremos que Ti ~ Ujici 7j. Debido a que eh e Ti, basta demostrar 
que Ck, n Uj~i1j = 0. Sea E E Ch. Dado que" (E) -" (E,) < Ó, por la 
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elección de Ó, H (E, E¡) < ~. Por otra parte, si E E Uji-i 7}, entonces existe 
A E U;¡i;A; talque E E C~. Debidoaque/l(E)-¡t(A) < Ó, por la elección 
de Ó, H (A, E) < ~. De donde concluimos que A E BH (E, E;)) n U A;. Esta 

j=/:i 

contradicción establece que T;, <t. Uji- i 7j para cada i ::; 3. Por lo tanto T es 
un triado débil. Esto completa la demostración del teorema .• 

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de los Teoremas 8 
y 4. 

Corolario 1 La atriodicidad es una propiedad secuencial decreciente de Whit­
ney. 

2.3 Conexidad local 

2.3.1 Introducción 

En esta sección recordamos el concepto de conexidad local y algunos resul­
tados que nos serán de utilidad para la próxima sección. 

Decimos que un espacio topológico Z es localmente conexo en un pun­
to p en Z, si para cada subconjunto abierto U de X tal que p E U I existe 
un subconjunto abierto y conexo e de X tal que p E e e U. Decimos Z es 
localmente conexo, si es localmente conexo en cada uno de de sus puntos. 

El siguiente resultado es una caracterización de los continuos localmente 
conexos (ver [21, p. 23]). 

Lema 9 Un continuo X es localmente conexo si y s6lo si para cada c > O, X 
es una uni6n finita de subcontinuos donde cada uno de ellos tiene diámetro 
menor que E. 

Es muy importante saber que, si tenemos un subcontinuo de un nivel 
de \Vhitney con diámetro pequeño, entonces se puede obtener un nivel de 
\Vhitney para el hiperespacio de la unión de todos los elementos de ese sub­
continuo, que t.ambién tiene diámetro pequeño. Esta idea se formaliza en el 
siguiente resultado. 

Lelna 10 Sean X un continuo, JL una funci6n de Whitney pam C(X) y to E 
[0,1). Dado E> 0, existen ry > ° y s E (to, 1[ tales que si tE (to, s] y A es un 
subcontinuo de /,-1 (t), con diam [A] < ~, entonces dia", [C(a (A), to)] < E. 
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Demostración. 
Sea t > O. Sea r¡ como en el Lema 5 para el número ~. Sea 5 como en 

el Lema 5 para el número~. Sea s E (to,min{to + D, I}). Sean t E (to,sl 
y A un subcontinuo de 1'--1 (t) tal que diám IAI < ~. Para ver que diám 
1C(<1(A), to)1 < é, sean G un elemento de A fijo y D E C(G, to) también fijo. 
Basta ver que para cada R E C(<1(A), to), H(R, D) < ~. Entonces elijamos 
R E C(<1(A), to). Ahora de la elección de ~ y de que 1'- (D) = 1'- (R), sólo 
necesitamos ver que R e N(r¡, D). Entonces elijamos x E R. Dado que Re 
<1 (A), existe M E A tal que x E M. Ya que el diám IAI < ~, H (G, M) < ~. 
Por otra parte, debido a que D e G y 1'- (G) - 1'- (D) = t - to < D Y por la 
elección de D, H (D, G) < ~. De esta manera concluimos que H(D, M) < ~. 
Así que x E N (r¡, D). Esto termina la demostración del lema .• 

2.3.2 Teorema principal. 

En 114, Teorema 14.47, p. 4561 se demuestra que la conexidad local es una 
propiedad secuencial fuerte reversible de \Vhitncy. Con respecto de ser una 
propiedad secuencial decreciente de Whitney: tenemos el siguiente teorema. 

Teorema 9 La conexidad local es una propiedad secuencial decreciente de 
VVhitney. 

Demostración. 
Supongamos que existen: una función de Whitney 1'- para C(X), t E 10,1) 

Y una sucesión {tn}::'=1 en (t,11 tales que tn ~ t Y 1'--1 (tn) es localmente 
conexo para cada n E N. 

Usando el Lema 9 demostraremos que J.L~l(t) es localmente conexo. Para 
esto, sea é > O Y sean 1] y s como en el Lema 10 para el número é. Sea m un 
número natural tal que tm E (to,sj. Dado que Jl-l(tm ) es localmente conexo, 
existe una sucesión finita de subcontinuos {Al, A2 , ... , An} de jl,-l (tm) tal 
que 1'--1 (tm) = U7=1 A y diám [Al < ~ para cada i :S n. 

Afirmamos que los elementos del conjunto {C(<1(Atl, t), . .. , C(<1(An), t)} 
tienen diámetro menor que é y que I'--I(t) = U~I C(<1(A), t). Por la elección 
de los números r¡ y tm, se tiene que diám IC(<1(A), t)1 < E para cada i :S n. 
Para ver que I'--I(t) = U~=I C(<1(A), t), sólo demostraremos que ,,-I(t) e 
U7=1 C(<1(A), t). Sea L E ,,-I(t). Por el Lema 8 existe FE ,,-I(tm) tal que 
L e F. Como I'--I(t,.) = U~I A, F E A para algún i :S n. De donde 
LE C(<7{A.), t). La otra contención es clara. 
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Por lo tanto, usando el Lema 91 concluimos que 1.L-1(t) ffi localmente 
conexo .• 

2.4 Encadenabilidad por continuos 

2.4.1 Introducción 

En esta parte introduciremos el concepto de encadenabilidad por continuos, 
además de algunos resultados muy útiles para la proxima sección. 

Definición 9 Una sucesión finita de conjuntos Al! A2 , ... , An es una cade­
na débil siempre que A. n A; ¡60 si li - ji :S 1. 

Definición 10 Decimos que un continuo X es encadenable por conti­
nuos si pam cada E > O Y cada par de puntos p #- q en X, existe una 
cadena débil de subcontinuos {Al, ... ,An } de X tal que p E Al, q E An Y 
diámlA.I < E para cada i :S n. 

Lema 11 Sean X un continuo, l' una funci6n de Whitney para C(X) y 
t E [0,1). Si A. B E ¡.t-l(t), con A ¡6 B, entonces existe s > t tal que 
si A, 8 son subcontinuos de ¡.t-l(t) tales que A E A, B E 8 Y ¡.t (O' (A)), 
l' (O' (8)) E (1, s). entonces O' (A) ¡6 O' (8). 

Demostración. 
Podemos suponer que A\B ¡6 0. El Ca.'lO en que B\A ¡6 0 es similar. 

Elijamos a E o4\B )' E > ° tales que Bd(E, a) n B = 0. Sea 8 como en el 
Lema 5 para el número E. Sea s = t + 8. Sean A y 8 subcontinuos de ¡.t-l (t) 
tales que A E A, BE 8 Y ¡.t(O'(A)), ¡.t(0'(8)) E (t,s). Demostraremos 
que dA) ¡6 O' (B). Dado que A e O' (A), basta ver que a 'lo O' (8). Dado 
que l' (O' (8)) -/' (B) < 8 Y B e O' (8), por la elección de 8, se tiene que 
H(a(B),B) < f. De donde a(8) e N(E,B). Dado que Bd(E, a) n B = 0, 
art a(8). Esto demuestra el lema .• 

2.4.2 Teorema principal 

En [7. Teorema 33.4. p. 2481 se demuestra que la propiedad de ser encadena­
ble por continuos C8 una propiedad secuencial fuerte reversible de \Vhitney. 
En esta sección demostraremos que también es una propiedad secuencial de­
creciente de \ Vhi tney. 
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Teorema 10 La encadenabilidad llar continuos es una propiedad secuencial 
decreciente de Whitncy. 

Demostración. 
Supongamos que existen: una [unción de Whitney p. para C(X), t E [0,1) 

Y una sucesión {tn}::'=1 en (t, 1] tales que tn ~ t Y p.-I (tn) es encadenable 
por continuos para cada n E N. 

Para demostrar que .u-l(t) es encadenable por continuos, sean é > O Y 
A, B E p.-I(t), con A '" B. Sea ~ como en el Lema 5 para el número 
~. Sea ti como en el Lema 5 para el número ~. Sea s como en el Lema 
11 para A y B. Sea m un número natural tal que tm E (t,min{s,t + 8}). 
Dado que {A} y {B} E C (I,-I(t)), por el Lema 7, existen MI y M, E 
C (p.-I(t)) tales que A E MI> B E M, Y a (M¡), (T (M,) E p.-I(tm ). Sean 
E = a (M¡) y F = a (M,). Por la elección de s, se tiene que E '" F. 
Dado que .u-l(tm ) es encadenable por continuos, existe una cadena débil de 
subcontinuos {AI,A" ... ,An} de I,-I(tm ) tal que E E Al, FE An y diám 
[A;] < ~ para cada i S n. 

Afirmamos que {C(a(A¡),t}, ... ,C(a(An),t)} es una cadena débil de 
subcontinuos de p.-I(t) tal que A E C(a(AI), t), B E C(a(An), t) y diám 
[C(a(Ai}, t)] < , para cad" i S n. Para demostrar esta afirmación, pri­
mero notemos que cada C(a (A;), t) es un subcontinuo de p.-I(t). Para ver 
que diám [C(,,(Ai ), t)1 < o, sean C un elemento fijo de Ai y D E C(C, t) 
también fijo. Es suficiente ver que para cada R E C(cr(Ai ), t), se cum­
ple que H(R, D} < ~. Entonces tomemos R E C(a(A;), t). Por la elec­
ción de {jI H(D, G) < ~. Ahora necesitamos probar la siguiente contención 
a(A;) e N(~, D). Para esta parte, sea x E a (A;). Entonces existe M E A; 
tal que x E M. Dado que diám [A;] < ~ y H(M, C) < ~, H(M, D) < ~. 
De donde x E N (11, D). Esto completa la demostración de la contención 
a (A) e N (~, D). Dado que R e a(A;) e N (~, D) Y P. (D) = p. (R), por 
la elección de 1], se tiene que H(R, D) < ~. De esta manera se sigue que 
diám [C(a(A;), t)] < o para cada i S n. Como A e E E Al Y B e F E Ano 
tenemos que A E C(a(A¡), t) y B E C(a(An), t). Finalmente veamos que 
C(a(Ai ), t) n C(a{A;+¡), t) '" 0 para cada i < n. Para ver esta parte, tome­
mos i < n fija. Dado que Ai n AHl :f 0, existe un elemento L E Ai n ~+l. 
Por el Lema 8, existe K E 1,-1 (t) tal que [( e L. Ahora bien, debido a que 
L e a (A;) na (A;H), K E C(a(.A;), t) n C(a(Ai+I)' t). 

Por lo tanto ~-l(t) es encadenable por continuos .• 
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2.5 No contener arcos 

2.5.1 Teorema principal 

En [14, Teorema 14.52, p. 4601 se demuestra que la propiedad de no contener 
arcos es una propiedad secuencial fuerte reversible de Whitney. En esta 
sección mostramos un teorema relacionado con esta propiedad. 

Teorema 11 La propiedad de no contener arcos es una propiedad secuencial 
decreciente de Whitney. 

Demostración. 
Supongamos que existen: una función de Whitney l' para C(X), t E [0,1) 

Y una sucesión {tn}~""l en (t,1] tales que tn ---+ t Y f-L- 1 (tn) no contiene arcos 
para cada n E N. 

Para demostrar que p.-l (t) no contiene arcos, supongamos lo contrario. 
Entonces existe un arco a en 1'-1 (t). Notemos que l' (O" (a)) > t. Afirmamos 
que C (O" (a), t) es conexo por arcos. Dado que l' (O" (o)) > t, C (O" (a), t) es 
no degenerado. Ahora, sean A, B E C (O" (a) , t) y A ! B. Entonces existen 
Al1 E 2 E o: tales que A n Al i- 0 i- B n B 2 _ Para demostrar que existe 
un arco en e (a (0:) t) que une A con B, analicemos los siguientes casos: si 
A = Al y B = B2, entonces existe un subareo al de a que une a A con B. 
De donde al es un arco en e (() (a), t) que une a A con B. Entonces sólo nos 
hace falta probar que A se puede conectar con Al en C (O" (a), t) )' lo mismo 
para B con Bl' Por el Lema 4, existe un arco al en e (A u Al, t) que une a A 
con Al. Como A U Al e O" (o), al es un arco en C (O" (a), t). De donde A se 
puede conectar con Al en e (() ((1), t), Similarmente B puede ser conectado 
con Bl en C (O" (a), t). Por tanto C (O" (o), t) es conexo por arcos 

Por atraparte, dado que C (O" (a), t) es un nivel de Whitney para C (O" (o)), 
usando que la propiedad de ser conexo por arcos es una propiedad creciente 
de Whitney (ver Definición 16 (ii) Y [18, Proposicion 2, p. 151]), obtene­
mos que, para cada n E N, e (() (a), tn) es conexo por arcos, Dado que 
Ji (o (0')) > t, existe no un número natural tal que para cada n 2: no, se tiene 
que tn E (t, ¡t(0" (a))) . Así que, para cada n 2: no, tenemos que C (O" (o), tn) 
es no degenerado y entonces ,e l (tn) contiene arcos. Esta contradicción ter­
mina. la prueba del teorema .• 
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2.6 Arco conexidad hereditaria 

2.6.1 Introduci6n 

En esta sección recordaremos los conceptos de arco conexidad y arco conexi­
dad hereditaria: 

Decimos que un e.spacio topológico Z es arca conexo o conexo por 
arcos si cualesquiera dos puntos de Z! se pueden unir por un arco en Z. 
Decimos que un continua Z es hereditariamente arco conexo o heredi­
tariamente conexo por arcos si cada subcontinuo de Z es arco conexo. 

En el desarrollo de esta seccí611 nos encontramos con la necesidad de 
mostrar la existencia de arcos en los níveles de \Vhitney de un hiperespado 
de subcontinos de un continuo, que unen a dos elementos de ese nivel de 
Whitbey. Para esto primero necesitamos saber si estos subcontínuos son 
distintos, así que el siguiente lema nos da algunas condiciones que deben de 
satisfacer estos subcontinuos. 

Lema 12 Sean X un continuo y Ji una función de Whítney para e (X). Si 
p ¡, q E X, entonces existe s E (0,1) tal que si A, B E e (X) ,on tales que 
pE A, q E B Y /1 (A), ¡¡(S) E (O,s), entonces A i S. 

Demostraci6n. 
Sea é = d(¡t). Elijamos Ó como en el Lema 5 para el número &. Tomemos 

A, B E e (X) tates que p E .4, q E B Y fJ (A), 1" (E) E (O, o). Dado que 
¡¡ (E)-¡¡ ({ q}) < ó y q E B, porla elección de o, tenemos que H (B, {q}) < e. 
Así, Be N(e, {q}). PorlotantoprfB .• 

Dado que el intervalo fO, 1] es cncadenable por continuos y esta propiedad 
se conserva bajo homeomorfismos entre continuos, se tiene el siguiente lema: 

Lema 13 Todo m-co es encadertable por continuos. 

En el siguiente resultado mostramos que un arco contenido en un nivel de 
Whítney positivo. se puede dh'idir en un número finito de subarcos tales que 
la unión de los elementos de cada subarco tienen cierto tamaño, bajo alguna 
función de V/hitney, 
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Lema 14 Sean X un continuo, l' una función de Whitney para C(X) y 
to E [0,1). Si 1 es un arco en 1,-I(tO) con puntos extremos A y B tal que 
t < l' (0'(1)), pam alguna t E (to,I], entonces existe una cadena débil de 
subareos {1:J¡, V" ... , Vd de 1 tal que A E VI, B E V k y O'(V;) E I'-I(t), 
para cada i :5 k. 

Demostraci6n. 
Por la continuidad uniforme de I', existe Ií > O tal que si R, S E C (X) 

y H(R,S) < 5, entonces II'(R) -I'(S)I < t - too Dado que 1 es encade­
nable por continuos (por el Lema 13), existe una cadena débil de subarcos 
{Cl, ... ,Cd de 'Y tales que A E Cl, B E Ck y diám [Ci] < Ií, para cada i:': k. 

Afirmamos que l' (O' (C;)) < t, para cada i :': k. Para ver esto elijamos 
Ci E Ci para cada i :5 k. Antes de continuar con la demostración de este 
hecho, necesitamos demostrar que H (Ci , o-(Ci )) < Ií para cada i :': k. Por el 
Lema 1 y dado que Ci e O' (C,), es suficiente demostrar que O' (Ci) e N(Ií, Cijo 
Sea x E O' (C;). Entonces existe E E C; tal que x E E. Dado que el diám 
[Ci] < Ó, H (C" E) < Ií. Se sigue del Lema 1 que x E N(Ií, Cijo Esto 
demuestra que O' (C,) e N (Ií, C,). Por tanto H (C" O' (C,)) < Ií. 

Usando esta parte y por la elección de Ií, tenemos que l' (O' (C,)) - to = 

I' (O' (C;)) -1' (C,) < t - to· Así que l' (O' (C;)) ¿ t, para cada i :; k. 
Usando esta afirmación y el Lema 7, obtenemos una sucesión finita de 

stlbarcos {VI,' .. , Vd de 1 tal que C, e V, y ¡t (O' (Vi)) = t, para cada i :': k. 
Notemos que A E VIl B E 'Dk' Dado que {ell ••• 1 Ck } es una cadena débil, 
{VIl' .. , Vk } es también una cadena débiL Con esto demostramos el lema . • 

Usando el Lema 13, es fácil de demostrar el siguiente lema. 

Lema 15 Si X es arco conexo, entonces X es encadenable por continuos. 

Lema 16 Sea X un continuo. Entonces X es hereditariamente encadenable 
por continuos si y 5610 si X es hereditariamente arco conexo. 

Demostmci61l. 
Sólo demostraremos la necesidad dado que la suficiencia está dada por el 

Lema 15. Entonces supongamos que X es hereditariamente encadenable por 
continuos. Sean A un subcontinuo de X, P Y q E A. Demostraremos que 
existe un arco en A, con puntos extremos p y q. Para hacer esto) sea B un 
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subcontinuo de A irreducible alrededor de p y q (ver Ejercicio 4.35 (b) de 
[NeJ). Afirmamos que B es un arco con puntos extremos p y q. Primero ne­
cesitamos demostrar que B es localmente conexo. Esto lo haremos usando el 
Lema 9. Sea € > O. Por hipótesis B es encadenable por continuos. Entonces 
existe una cadena débil de subcontinuos {B 1, ... , Bn} de B tales que p E B l , 

q E Bn Y diám [B,I < t: para cada i. Entonces U:I B, es un subcontinuo de 
B que contiene a p y q. Por la irreducibilidad de B, U:l Bi = B. Por el Le­
ma 9, concluimos que B es localmente conexo. As(, por el Corolario 8.27 de 
[NC], B es conexo por arcos. Tomemos entonces un arco (}' en B con puntos 
extremos p y q. Aplicando de nuevo la irreduciblidad de B, obtenemos que 
a = B e A. Por tanto A es arco conexo. Esto completa la demostración del 
lema .• 

2.6.2 Teorema principal 

Es conocido que la propiedad de ser hereditariamente arco conexo es una 
propiedad fuerte reversible de Whitncy (ver Teorema 2.6, p. 306 de [IJ). En 
realidad se demuestra que si todos los niveles Whitlley positivos son heredi­
tariamente arco conexos, entonces el continuo es un arco o un círculo. En [7, 
Pregunta 33.10, p. 250J aparece la siguiente pregunta: ¿ser hereditariamente 
arco conexo es una propiedad secuencial fuerte reversible de Whitney? En el 
siguiente resultado se da una respuesta afirmativa. 

Teorema 12 La arco conexidad hereditaria es una propiedad secuencial fuer­
te reversible de Whitney. 

Demostmción. 
Supongamos que existen: J-L una función de Whitney para C(X) y una 

sucesión {tn};:C~1 en (0,11 tales que tn --> O Y /1--1 (tn) es hereditariamentc 
arco conexo para cada n E N. Por el Lema 16 únicamente demostraremos 
que X es hereditariamente encadenable por continuos. Para hacer esto, sean 
D un subcontinuo no degenerado de X, p, q E D, con p =f:. q y € > O. Para 
p y q, elijamos SI comO en el Lema 12. Sea 8 como en el Lema 5 para el 
número~. Sea m un número natural tal que tm < mín{sl,IL(D),~}. Por 
el Lema 7, existen L 1, L, E C(D) tales que p E L¡, q E L, Y /1- (L,) = tm, 
para cada i :S 2. Por la elección de SI, LI i' L,. Dado que C (D, tm ) es un 
subcontinuo de 11-1(trn.) Y 11- 1(tm ) es hereditariamente arco conexo, existe un 
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arco')' en C (D, tm), con puntos extremos L, y L,. Sea s E (tm, l' (O' (')'))) tal 
que s - tm < ~. Por el Lema 14, existe una cadena débil de subcontinuos 
{V" ... ,V,} de')' tal que L, E V" L, E V, Y O'(V,) E 1'-' (s) para cada 
i S T. 

Afirmarnos que (O' (V,) ; i ~ r) es también una cadena débil de subconti­
nuos de D tal que p E O' (Vd, q E O' (V,) Y diám ¡,,(V,)] < , para cada i ~ r. 
Debido a que {V" ... , V,} es una cadena débil, {" (V,) ; i ~ r} es también 
una cadena débil. Como p E L11 q E ~, L 1 E VI Y ~ E V r , se tiene que 
p E O' (V,) Y q E O' (V,). Finalmente veamos que el diám ¡O'(V;)] < é. BaBta 
demostrar que para cada x E O'(V,), se clImple que H({x},O'(V,)) < ~. 
Elijamos x E a(Vi ) Y consideremos L E Vi tal que x E L. Notemos que 
x E O'(V;) y J1.(O'(V,)) - I'({x}) = s. Ya que s - 1m < ~ y tm < &, 
se tiene que 1'(0' (V,)) - I'({x)) < Ó. Por la elección de Ó, se tiene que 
H ({x) , O' (V,)) < ~. Concluimos que diám ¡O'(V,)] < é. Esto demuestra que 
D es encadenable por continuos. 

Por lo tanto Il-1(t) es hereditariamente encadenable por continuos .• 

2.7 Propiedad de Kelley 

2.7.1 Introducción 

En esta sección presentamos el concepto de propiedad de Kelley y algunos 
resultados que nos ayudarán más adelante. 

Recordaremos el concepto de función tamaño. 

Definición 11 Decimos que una función continua w : e (X) ---+ [O, (0) es 
una función tamaño si cumple que w ({x}) = O, para cada x EX, Y si 
A e B, cntollccs W (A) ~ w (B). 

Necesitamos demostrar el siguiente resultado. 

Lema 17 Sean X un continuo, l' una función de Whitney pam C(X) y 
to E ¡O,I). Sea A un subcontinuo no degenemdo de I'-'(to). Entonces paro 
cada t E ¡to, 1/(0' (A))). el conjunto X(A, t) = (B E J1.-'(t) ; existe '13 E C (A) 
tal que" ('13) = B} es un subcontinuo de I'-'(t). 
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Demostración. 
Definamos f : IR ~ IR como f (s) = s - to· Notemos que f es un horneo­

morfismo. Definamos w : e (A) ~ IR por w ('13) = f(¡L (11 ('13))): Entonces w 
cumple las siguientes condiciones: 
i) w es una función continua, 
ii) para cada D E A, w({Dj) = f(¡L(I1({Dj))) = 0, 
iii) si 'B¡, '13, E e (A) son tales que '13 1 e '13" entonces w ('B¡) :": w ('13,). 

Así que w es una función tamaño. Entonces w- 1 (¡(t)) es un subcontinuo 
de e (A), para cada t E [to, l' (11 (All¡ (ver [17, p. 2431). 

Necesitamos demostrar la siguiente afirmación: 

(1) w- I (/(t)) = {'B E e (A): 1'(11 ('13)) = tj, para cada tE [to, l' (11 (A))¡. 

Para probar (1), notemos que '13 E w- I (/(t)) si y s610 si f(¡L (11 ('13))) = 
f (t). Ya que f es inycctiva esto último es equivalente a l' (11 ('13))) = t, con 
lo que (1) está demostrada. 

Finalmente demostraremos que 11 (w- I (/(t))) = X (A, t). De la afirma­
ción (1), concluimos que 

11 (w- I (/(t))) = {11('B) E ¡L-I(t): '13 E C (A)), 

y dado que 

X (A, t) = {11('B) E ¡L-I(t) : '13 E C (A)), 

concluimos que 

(J (w- I (/(t))) = X (A, t) para cada t E [to, l' (11 (A))¡. 

Como 11 es continua y w- I (/(t)) es un subcontinuo de e (A), X (A, t) 
es un subcontinuo de ¡L-I(t) para cada tE [to, 1'(11 (A))¡. Esto completa la 
demostración del teorema .• 

Definición 12 Decimos que X tiene la propiedad de Kelley siempre que, 
paro cada é > O, existe ó > O que cumple la siguiente condición: 

(k) sip, q E X, con d(p,q) < Ó y si A E C(X) tal que p E A, entonces 
"1ste B E C (X) tal que q E B Y H (A, B) < é. 
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En el siguiente resultado se demuestra que la unión de todos los niveles de 
Whitncy de los hiperespacios de cada uno de los elementos de un subcontinuo 
de un nivel de 'VVhitney positivo, es un subcontinuo. 

Lema 18 Sean X un continuo, p una función de Whitney para C(X) y 
to E [0,1). Si t E (to, 1] Y D es un .~jbcontinuo de ¡¡-I(t), entonces el 
conjunto <C (D, to) = U(C(A, to): A E D} es un subeontinuo de ¡¡-¡(tolo 

Demostración. 
Para demostrar que e (V, io) es cerrado en p.-l(tO): sea {Bn}:""'l una 

sucesión de elementos de <C (D, to) que converge a B, para algún B E ¡¡-I(tO). 

Demostraremos que B E <C (D, tolo Sea (An};:'=¡ una sucesión en D tal que 
En E C(An, io) para cada n E N. Por la compacidad de V, podemos suponer 
que {An}~N=l converge a un elemento A de V. Dado que Bn e An para 
cada n E N, tenemos que B e A (por el Lema 3). De donde B E qD, tolo 
Esto clemuesta que qD, to) es cerrado. 

Para ver la conexidad de C(V, io), supongamos que no es conexo. En­
tonces existen dos cerrados, ajenos y no vacíos F¡ y:F2 en C('O, to) tales que 
qD, lo) ;= F¡ U F,. Consideremos 

Mi = (A E D: C(A,to) e Fi}, parai = 1,2. 

Afirmamos que _ vt ¡ Y M 2 son cerrados~ ajenos y no yacías en V tales que 
MI U,'\;h = 'O. Para ver que MI y M 2 son ajenos, supongamos lo contrario. 
Entonces existe A E MI n M,. De donde C (A, to) e F¡ n F,. ",otemos 
que e (.-1_ fo) =j:. 0. Esto es una contradicción. Ahora, demostraremos que MI 
es no \"acío) la demostración de que M 2 es 110 vacío es análoga. Tomemos 
E E F¡ y .4 E D tnles qne E E C (A, tolo Dado que C (.4, to) e qD, to) = 
F¡ uF, ,. C (A, lo) es conexo, se tiene que C (.4, to) e F¡. Así qne .4 E MI· 
Finalmente, demostraremos que MI es cen-ado, la demostración de que M 2 

es cern\clo es análoga. Sea {Ln}~=l una sucesión en MI tal que com'erge a 
un elemento L de V. Demostraremos que L E MI' Por la compacidad de 
C (/t- I (to» 1 poden lOS suponer que {C(Ln, to) }~=l converge a un elemento C 
de C{/I-I(tO)' Ahora, ncccBitamos ver que 

(1) LeC (L, to) nF¡. 

Primero vemnos qne LeC (L, tolo Sea E E L. Como (C(L", f O));:'=1 
COll\'crge a C, existt> lllU\ Sllccsióll {En}~=l en Jl-I(tO) tal que En E C(Lnl io) 
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para cada n E N, Y {En}~=1 converge a E (por el Lema 2). Entonces E eL 
(por el Lema 3) y E E C(L, tolo Así, concluimos que LeC (L, tolo Ahora, 
veamos que L e J'"¡. Dado que C (Ln,to) e :F1 para cada n E N, L e :F1 

(por el Lema 3). Esto demuestra la afirmación (1). 
De (1) y de que C(L,to) e I[(D,to), obtenemos que C(L,to) e :F1 • Así 

L E M 1. Esto demuestra que M 1 es cerrado en V. 
De esto concluimos que V no es conexo. Esta contradicción establece la 

conexidad de 1[ (D, tolo Por lo tanto 1[ (D, to) es un subcontinuo de Jl-I(tO) •• 

Es fácil de demostrar el siguiente lema (ver [7, Ejercicio 50.8, p. 278]) 

Lema 19 Un continuo X tiene la propiedad (k) si y sólo si pam cada p E X 
Y cada t > O, existe ó > O con la propiedad de que si A E C (X), P E A Y 
q E Bd (ó,p), entonces existe B E C (X) tal que q E B Y H (A, B) < t. 

2.7.2 Teorema principal 

En [7, Teorema 50.4, p. 277] se demuestra que el tener la propiedad de Kelley 
es una propiedad secuencial fuerte reversible de 'Whitney. Con respecto a esta 
propiedad tenemos el siguiente resultado: 

Teorema 13 La propiedad de K elley es una propiedad secuencial decreciente 
de Whitney. 

Demostración. 
Supongamos que existen: una función de Whitney l' para C(X), t E [0,1) 

Y una sucesión {tn}~=1 en (t, 1] tales que t, ~ t Y 1'-1 (tn) tiene la propiedad 
de Kelley para cada n E N. 

Para demostrar que 1'-1 (t) tiene la propiedad de Kelley, supongamos lo 
contrario. Entonces, por el Lema 19 existen P E p,-1 (t) Y é > O tales que 
para m 2: 1, existen Qm E 1'-1 (t) tal que H (P, Qm) < ;!; y un subcontinuo 
Am de 1'-1 (t) con la propiedad de que P E Am y si B es un subcontinuo de 
1,-1 (t) tal que Qm E B, entonces H2 (Am, B) 2: t. Ahora, por la compacidad 
de C(Jl-I (t)), podemos suponer que Am ~ A para algún A E C(Jl-I (t)). 

Sea Ó como en el Lema 5 para el número f2 y sea 1 un número natural tal 
que ti - t < ó. 

Necesitamos demostrar que existe D E C(Jl-I (t)) tal que l' (O" (D)) = t" 
A U D es un subcontinuo de 1'-1 (t) y H2 (A, A U D) < ~. Para cada m 2: 1, 
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usando el Lema 7, existe un subcontinuo 'Dm de Ji-l (t) tal que Qm E V m 

y Jl. (O" (Vm )) = t,. Por la compacidad de C(lr1 (t)), podemos suponer que 
V m ~ V para algún V E C(I,-1 (t)). Ahora, veamos que V satisface las 
propiedades requeridas. De la continuidad de Jl. y 0", se sigue que l' (O" (V)) = 
tI_ Para demostrar que A U Ves un subcontinuo, basta ver que A n V :f. 0. 
Dado que Qm ---+ P, V m -+ V Y Qm E V rn para cada m, tenemos que P E V. 
Así, dado que .4". ~ A y P E .4"., se tiene que P E A n V. Antes de 
ver que H2 (A, A U V) < ~) primero veamos que diám [V] < ~. Para esto, es 
suficiente demostrar que, para cada E E V, se cumple que H (O" (V) , E) < {;. 
Sea E E V. Dado que E e O" (V) Y Jl. (O" (V)) - Jl. (E) = t, - t < Ó, por la 
elección de ó tenemos que H (O" (V), E) < {;. De donde diám [VI < ¡¡o 
Por último, para demostrar que H 2 (A, A U V) < ~, necesitamos ver que V 
e N (¡¡, A). Tomemos l{ E A n V. Entonces, debido a que diám [VI < ¡¡, 
tenemos que, para cada S E V, H (l{, S) < ¡j. De esto concluimos que V 
e N (¡¡,A). 

Por otra parte, notemos que O" (V) E X(A U V, t,) (ver Lema 15). Dado 
que 1,-1 (t,) tiene la propiedad de Kelley, existe r¡ > O tal que si RE Jl.-l (t,) 
es tal que H (" (V), R) < r¡, entonces existe CE C (Jl.-' (t,)) tal que R E C y 
H'(X(AUV,t,),C) < {;. 

Sea r un número natural tal que H2 (A r , A) < TI y H 2 (Dr , V) < 1J. 

Notemos que H (cr(V,), O"(V)) < r¡ (por el Lema 6). Así que existe C E 
C(Jl.-l (t,)) tal que ,,(V,) E C y H'(X(AUV,t,),C) < {;. Consideremos 
e (e, t) como en el Lema 18. Dado que (J ('Dr ) E e y Qr E V r1 obtenemos 
que Q, E C (C, t). 

Ahora, afirmamos que H 2 (C (e, t) ,A u V) < ¡. Para esto, primero vea­
mos queAUV e N(¡,C(C,t)). Sea R E AuV. Por el Lema 7, existe 
CE C(AuV) tnl que R E e y Jl.(,,(L)) = t,. Sen E = O" (e). Da­
do que R e E y 1I (E) - l' (R) < Ó, por la elección de Ó, se tiene que 
H(R,E) < {;. Dado que E E X(AUV,t,) y X(AUV,t,) e N (¡';,C), 
se sigue que existe F E C tal que H (E, F) < {;. Sea e E C (F, t). Da­
do que I,(F) -I,(e) = t.1- t < Ó, por la elección de Ó, se tiene que 
H (F, e) < {,. Así que H (R, e) < ;j. Dado que e E C(C, t), conclui­
mos que R E N (¡, C (C,t.)). Esto demuestra que A U V e N (¡, C(C, t)). 

Para"er qucC(C,t) e N(¡,AUV), sea R E C(C,t). Elltoncesexiste 
G E C tal que R E C (e,t.). Dado que 1I (e) -I,(R) = t, - t < Ó, por la elec­
ción de Ó, se tieue que H (R,G) < {;. Dado que C e N ({;,X(AUV,t.,)), 
existe F E .\"(AuV,t,) tal que H(e,F) < {;. Sea e E C(AUV) 
tal que F = ,,(L) y l' (O" (L)) = t,. Sea E E L. Dado que E e F y 
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Jl(F) -¡,(E) = t, - t < 8, por la elección de 8, se tiene que H(F,E) < 
-fu. Así que H (R, E) < ~. Dado que E E A U V, concluimos que R E 
N (3;, A U V). Por lo tanto IC (C, t) e N (¡, A U V) . Esto termina la prueba 
de que H' (IC(C, t), A U V) < ¡. 

Por lo tanto 
H'(A,IC(C,t))::: H'(A,A)+H'(A,AUV)+ 
H'(AUV,IC(C,t)) <~. EstocontradicelaeleccióndeQ,. PortantoJl-'(t) 
tiene la propiedad de Kelley .• 

2.8 Irreducibilidad 

2.8.1 Introducción 

Otro concepto que también considerarnos en este trabajo es el concepto de 
irrcducibilidad. 

Definición 13 Decimos que X es irreducible alrededor de un conjunto 
Z si Z e X y si ningún subcontinuo propio de X contiene a Z. Decimos 
que X es irreducible si X es irrreducible alrededor de {p, q} pam algunos 
p, q E X. AIg1mo.s veces decimos que X es irreducible entre p y q. 

El próximo resultado nos sera de mucha hayuda en los siguientes resulta­
dos (ver [14, Lema 1.28, p. 76]). 

Teorema 14 Si Jl es una función de Whitney pam C (X) tal que Jl-' (t) es 
iTi'cducible para algún t E [D) 1), entonces para cada subcontinuo propio A de 
¡C' (t), se cumple que a (A) ¡ X. 

Pro·a el siguiente resultado [16, Ejercico 4.35, p. 68]. 

Teorema 15 Si X es un continuo y p =1 q E X I entonces X contiene un 
subcontinuo el cual es irreducible entre p y q. 

El siguiente teorema se debe a Alejandro Illanes (ver [7, Teorema 49.3, p. 
274]). 

Teorema 16 Sea X un continuo. Si existe una función de Whitney J-L para 
C(X) y to E (0,1) tales que Jl-'(to) es ;,-reducible alrededor de un conjunto 
con n elementos, entonces X es irreducible alrededor de un conjunto con m 
elemento8. para algún m :S n. 
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2.8.2 Teorema principal 

En el Teorema 16 se demuestra que si un nivel positivo de Whitney es irredu­
cible, entonces X es irreducible. Por tanto la irreducibilidad es una propiedad 
secuencial fuerte reversible de Whitney. En el siguiente resultado se muestra 
lo referente a secuencialidad decreciente de Whitney. 

Teorema 17 La irreducibilidad es una propiedad secuencialmente decrecien­
te de W'hitney. 

Demostración. 
Supongamos que existen: una función de Whitney 1" para C(X), t E [0,1) 

Y una sucesión {tn};;o=l en (t, 1] tales que in ---+ t Y le l (in) es irreducible para 
cada n E N. 

Para demostrar que p,-l (t) es irreducible, supongamos lo contrario. 
Dado que X es irreducible (por el Teorema 16), existen p, q E X tales que 

X es irreducible entre p y q. Usando arcos ordenados y la continuidad de j1- se 
pueden encontrar elementos A, B E 1"-1 (t) tales que p E A Y q E B. Por la 
irreducibilidad de X, A ¡f B. Sea A E C (/"-1 (t)) tal que es irreducible entre 
A y B (por el Teorema 15), Dado que 1"-1 (t) no es ¡rrreducible, obtenemos 
que A ¡f le ' (t). Scan D E 1"-1 (t) \A y , > O tales que BH (" D) nA = 0. 
Sea ó como en el Lema 5 para el número E. Por el Teorema 18: existe 
E E C (X) tal que D ~ E e N (8, D). Sea m un número natural tal que 
tm E (t, mín{l' (E), l' (u (A)))). 

Ahora necesitamos demostrar que el conjunto X (A, tm ) (ver Lema 17) 
satisface las siguientes propiedades: 

(1) es un suucontiuuo propio de j1--1 (tm ) Y 

(2) u (X (A, 1",)) es UlI subcontinuo propio de X que contiene a p y q. 

Para ver (1), por el Lema 17, tenemos que X (A, tn) es un subcontinuo 
de 11.- 1 (t). Ahora, demostraremos que X (A, tn) es un subconjunto propio 
de 1,-1(1). Por el Lema 8, existe F E C(E) tal que F E I"-I(tm ). Veamos 
que F rt X (A. 1",). Para ver esta parte, supongamos que F E X (A, tm ). 

Entoncc. ... existe [ E e (A) tal que a (.e) = F. Afirmamos que para cada 
L E L. L e N (8, D). En efecto, tornemos L E L. Entonces L e F. Así, 
dado que F e E e N (8, D), obtenemos que L e N (8, D). Entonces, por la 
elección dc 6. ,c ticne que H (L, D) < é. Así que L e BH (é, D). Ahora bien, 
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debido a que L e A, concluimos que L e EH (e, D) n A. Esto contradice la 
elección de e. De donde X (A, tm) es un subconjunto propio de 1'-' (tm). 

Demostraremos la parte (2). Usando el Teorema 14, la afirmación (1) y 
que 1'-' (tm ) es ireducible, obtenemos que u (X (A, tm )) es un subcontinuo 
propio de X. Veamos que p, q E u (X (A, tm )). Dado que A y E E A, por el 
Lema 7, existen 7t" 7t, E C(A) tales que A E 7t" E E 7t, Y l' (u (7t,)) = tm 
para cada i :S 2. Sean F, = u (7t,) y F, = U (7t,). Notemos que F" 
F, E X (A, tm). Entonces A e F, e u (X (A, tm)) y E e F, e u (X (A, t".)). 
Así que p y q E u (X (A, tm )). 

De la afirmación (2), concluimos que X no es irreducible entre p y q. Esta 
contradicción establece el teorema .• 

2.9 Indescomponibilidad 

2.9.1 Introducción 

En esta sección introducimos el concepto de indcscomponibiliclad y un tc(}­
rema que nos será de utilidad. 

Definición 14 Un continuo no degenemdo X es des componible si es la unión 
de dos subcontinuos propios. Decimos que un continuo X es indescomponible 
si no es descomponible. 

El siguiente teorema es una consecuencia del teorema de los golpes en la 
frontera (ver [16, Corolario 5.5, p. 74]). 

Teorema 18 Sea X un continuo no degenemdo. Si A es un subcontinuo 
propio de X y U es un abierto en X que contiene a A, entonces aiste un 
subcontinuo E de X tal que A S;; E e U. 

Lema 20 Sean X un continuo, l' una /unción de W7¡itney pam C(X) y 
to E [0,1). Sea A un subcontinuo de J1.-'(to). Entonces pam cada t E (to,ll, 
se tiene que el conjunto X(A, to, t) = {K E JL-'(t) I C(I<, to) n A # 0) es un 
subcontinuo de I,-'(t). 
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Demostración. 
Para demostrar que X (A, to, t) i' 0, sea A E A. Por el Lema 8, existe B E 

,,-'(t) tal que A e B. Así que B E X (A, to, t). Ahora, demostraremos que 
X(A, to, t) es cerrado en ,.,-'(t). Sea {Kn }:, una sucesión en X(A, to, t) tal 
que Kn ~ K para algún K E ''-'(t). Demostraremos que K E X(A, to, t). 
Dado que C(J<n, to) n A i' 0 para cada n E N, tomemos, por cada n E N, un 
elemento An E C(Kn, to) n A. Por la compacidad de A, podemos suponer 
que An ----> A para algún A E A. Como An e Kn para cada n E N, A e K 
(por el Lema 3). Así que A E C(K, to) nA. De donde K E X(A, to, t). 

Para demostrar la conexidad de X(A, to, t), supongamos que no es conexo. 
Entonces existen dos cerrados, ajenos y no vados Q31 y '132 en J.1-1(t) tales 
que X(A, to, t) = <.B, U <.B,. Para cada i = 1,2, definamos: 

1), = U{C(K, to) n A I K E <.B,}. 

Afirmamos que 'DI y 1)2 son cerrados, ajenos y no vacíos en A tales 
que A = 'DI U 1)2' Para ver que A = VI U '021 demostraremos que A e 
1), u 1),. Sea LEA. Por el Lema 8, existe K E C (X) tal que I< E ,.,-'(t) 
y L e K. De donde K E X(A, to, t). Así que L E 1), U 1),. Es claro 
que VI U D 2 e A. Veamos que VI n Dz = 0. Si ocurriera lo conLrurio, 

entonces existen K, E <.B, Y K, E <.B, tales que C(K" to)nC(I<" to)nA i' 0. 
Sea D E C(J<, , to) n C(J<,. to) n A. Por el Lema 4, existe un arco a en 
C(I<l U f{2, t), que une a /(1 con [(2 tal que para cada LEO', se cumple que 
DeL. Así que, para cada L E a, obtenemos que DE C(L, to) nA. De aquÍ 
que Q e X(A, to, t). Ahora bien, de la conexidad de a, se tiene que J(l E '13 2 

o [(2 E 23 1- Esto es Hna contradicción. De esto concluimos que VI n '02 = 0. 
Finalmente ,"camas que VI es cerrado en A, la demostración de que V 2 es 
cerrado en A es análoga. Sea {En}:l una sucesión en VI tal que En ---t E 
para algún E E A. Demostraremos que E E VI. Por cada n E N 1 tomemos 
[(n E <.B, tal que E" E C(/\n, fo) nA. Por la compacidad de <.B" podemos 
suponer que /{1I --+ [( para algún J( E 23 1, Debido a que En e J(n para cada 
n E N, por el Lema 3, tenemos que E e [(o Así que E E C([(, to) n A. De 
donde concluimos quc E E VI' Esto demuestra que VI es cerrado cn A. 

De esta afirmación, obtenemos que A no es conexo. Esta contradicción 
establece la conexidad de X (A, to, t). 

Por lo tanto X (A, fo, l.) es un subcontinuo de ,.,-' (t) .• 
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2.9.2 Teorema principal 

En [14, Teorema 14.46 (1), p. 4541 se demuestra que la indescomponibilidad 
es una propiedad secuencial fuerte reversible de Whitney. En el siguiente teo­
rema demostraremos que la indescomponibilidad es también una propiedad 
secuencial decreciente de Whitney. 

Teorema 19 La indescomponibilidad es una propiedad secuencialmente de­
creciente de ltVhitney. 

Demostración. 
Supongamos que existen: una función de \Vhitney Ji. para C(X), t E 

[0,1) Y una sucesión {tn}~=l en (t,l] tales que tn ---t t. Demostraremos que: 
si ¡.t-l (t) es descomponible, entonces existe un número natural m tal que 
¡L-1(tm) es descomponible. 

Sean Al y A, subcontinuos propios de ¡L-1(t) tales que ¡L-1(t) = Al U 
A,. Sean Al E Al \A, y A, E A, \A1. Entonces existe E > O tal que 
EH(E, A¡) n A, = 0 = EH(E, A,) n Al. Sea {j como en el Lema 5 para el 
número é. Por el Teorema 18, existen El y E2 E e (X) tales que Al ~ 
El e N ({j, A¡)' Y A, ~ E, e N ({j, A,). Sea m un número natural tal que 
tm E (t,mín{¡L(E,),¡L(u{A;)): i:S 2)). Por el Lema 8, existe F, E C(E,) tal 
que A, e F'; y F'; E ¡L-1(tm) para cada i :S 2. 

Para cada i :S 2, definamos 9, = X(A;, U m ). Afirmamos que 91 y 9, 
son subcontinuos propios de ¡L-1(tm) tales que l'-l(tm) = 91 U 9,. Por el 
Lema 20, se tiene que (Ji es un subcontinuo de p-l(tm) para cada i :::; 2. 
Para ver que 91 y ~h son subconjuntos propios de ¡.c1(tm ), demostraremos 
que F1 't 9, y F, 't 91' Por la elección de {j, tenemos que C(F1 ,t) nA, = 
o = e (F" t) n Al' Así que F1 't 9, y F, 't 91. Finalmente, para yer que 
1,-1 (tm) = 91 u9" demostraremos que ¡L-1(tm) e 91 u9,. Sea D E ¡L-1(tm). 
Dado que C (D, t) e 1,-l(t) = Al U A" se sigue que e (D, t) n Al i' 0 o 
C (D, t) nA, i' 0. De donde D E 91 u9,. Esto completa la demostración de 
la afirmación. 

Por lo tanto ¡L-1(tm) es descomponible .• 
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2.9.2 Teorema principal 

En [14, Teorema 14.46 (1), p. 454] se demuestra que la indescomponibilidad 
es una propiedad secuencial fuerte reversible de Whitney. En el siguiente teo­
rema demostraremos que la indescomponibilidad es también una propiedad 
secuencial decreciente de Whi tney. 

Teorema 19 La i11:descomponibilidad es una propiedad secuencialmente de­
creciente de Whitney. 

Demostraci6n. 
Supongamos que existen: una función de Whitney J1. para C(X), t E 

[0,1) Y una sucesión {tn}~=1 en (t,l] tales que tn - t. Demostraremos que: 
si J1.-1 (t) es descomponible, entonces existe un número natural m tal que 
J1.- I (tm) es descomponible. 

Sean Al y A, subcontinuos propios de I'-I(t) tales que J1.-I(t) = Al U 
A,. Sean Al E Al \A, y A, E A,\AI · Entonces existe € > ° tal que 
BH(c, A¡) nA, = 0 = BH(c, A,) n Al' Sea 6 como en el Lema 5 para el 
número €. Por el Teorema 18, existen El y E2 E e (X) tales que Al ~ 
El e N (6, A¡) Y A, ~ E, e N (6, A,). Sea m un nlÍmero natural tal que 
tm E (t,mín{J1. (E;), J1.(<7(A;)) : i :<; 2}). Por el Lema 8, existe F, E C (E,) tal 
que A, e F, y F, E jCI(tm) para cada i:<; 2. 

Para cada i :S 2, definamos 9i = X(Ai1 t, tm )· Afirmamos que 91 y 92 
son subcontinuos propios de Jt-1(tm} tales que 1J,-l(tm} = 91 U 92. Por el 
Lema 20, se tiene que gi es un subcontinuo dc jl,-l(tm) para cada i ~ 2. 
Para vcr que 91 y 92 son subconjuntos propios de ¡r1(tm ), demostraremos 
que F t rt 9, y F, rt 91. Por la elección de 6, tenemos que C (Ft , t) nA, = 
0= C(F"t) nAI. Asf que FI rt 9, y F, rt 9t· Finalmente, para ver que 
J1.- I (tm) = 91 U 9" demostraremos que j,-I(tm) e 91 u 9,. Sea D E j,-I(tm). 
Dado que C (D, t) e J1.-I(t) = Al U A" se sigue que C (D, t) n Al ¡< 0 o 
C(D,t)nA, ¡< 0. De donde D E 91 u9,. Esto completa la demostración de 
la afirmación. 

Por lo tanto j,-I(tm) es descomponible .• 
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2.10 Indescomponibilidad hereditaria 

2.10.1 Teorema principal 

En [14, Teorema 14.54 (1), p. 461J se demuestra que la indescomponibilidad 
hereditaria es una propiedad secuencial fuerte reversible de Whitney. En 
el siguiente teorema mostraremos que la indcscomponibilidad hereditaria es 
una propiedad secuencial de Whitney. 

Decimos que un continuo es hereditariamente indescomponible si ca­
da uno de sus subcontinuos no degenerodos es indescomponible. 

Teorema 20 La indescomponibilidad hereditaria es una propiedad secuen­
cial decreciente de Whitney. 

Demostmci6n. 
Supongamos que existen: una función de Whitney Ji. para C(X), t E [O, 1) 

Y una sucesión {tn }~=l en (t, 1] tales que tn -+ t. 
Demostraremos que: si /L-

1 (t) contiene a un subcontinuo descomponible, 
entonces ~xiste un nümcro natural m tal que p:-l(tm ) contiene a un subcon­
tillUO descompollible. 

Sea A un sUbcolltinuo descomponible de f-L- l (t). Entonces existen Al 
y A2 subcontinllos propios de A tales que A = Al U A 2• Sean Al E 
A, \A,: .4, E A, \A,. Entonces existe é > O tal que BH(é, A¡) n A, ~ 
o = BH(é, A2 ) n Al. Sea 8 como en el Lema 5 para el número e;. Por 
el Teorema 18, existen Eh E, E C (X) tales que A, ~ E, e N (8, A¡) Y 
A2 ~ E2 e N (8, .42), Sea m un número natural tal que tm está en el interva­
lo abierto (t,mín{JI (Ei ) "L{a(A;)) : i :5 2)). Por el Lema 8, para cada i :5 2, 
existe Fi E C (E;) tal que Ai e Fi y F; E ,,-'(tm)' 

Para cada i S 2, definamos 9¡ = X(A¡, t, tm )· Afirmamos que 91 U 92 es 
un subcontinuo dL~colllponible de f-L-l(t m ). Para ver esta parte, por el Lema 
20, 9i es un subcontiullO de JL-1(tm} para cada i :S 2. Ahora demostraremos 
que 9, ~ 9, y 9, ~ 9,- Por la elección de 8, tenemos que C (F" t) n A, ~ 
o ~ C (F" t) n A,. De donde F, 'le 9, y F, 'le 9,. ABí, dado que F, E 9, y 
F2 E 92. obtenemos que 91 ~ 92 y 92 ~ 91. Por último demostraremos que 
9, n 9, i 0. Sea D E A, n A,. Por el Lema 8, existe L E ,'-'(1.",) tal que 
DeL. A,í que L E 9, n 9,. 

De lo anterior concluimos que 91 U 92 es un subcolltinuo dcscomponible 
de Ji-I(t,"), Est.o completa la demostración del teorema .• 
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2.11 Unicoherencia 

2.11.1 Teorema principal 

En [14, Teorema 14.46 (2), p. 454[ se demuestra que el ser unicoherente es 
una propiedad secuencial fuerte reversible de Whitney. Y en en el siguien­
te teorema presentamos la demostración 1 de que también es una propiedad 
secuencial decreciente de \\lhitncy. 

Decimos que un continuo X es unícoherente, si pam cualesquiem dos 
elementos A y B de C(X), cum¡iliendo que AUB = X, se tiene que AnB 
es conexo. 

Teorema 21 La unicoherencia es una propiedad secuencial decreciente de 
Whitney. 

Demostmci6n. 
Supongamos que existen: una función de Whitney Ji para C(X), t E [0,1) 

Y una sucesión {tn}~l en (t, 1] tales que tn - f .. 

Veamos que: si J-L-l (t) no es unicoherente, entonces existe un número 
natural m tal que JL- 1(tm ) no es unicohereute. 

Sean Al y A, subcontinuos de ,,-I(t) tales que ,,-I(t) = Al uA, y AlnA, 
no es conexa. Sean F 1 y:F2 cerrados, ajenos y no vacíos en p.-l(t) tales que 
Al n A2 = f¡ U :F2. Para cada n E N, definamos 

X(i,n) = {K E ,,-I(tn ) : C(K,t)nF,;"0} para cada i :S 2. 

Necesitamos demostrar que: 

(ii) para cada n E N, X (Al, t, tn ) n X (A,. t, t,.) = X (1, n) U X (2, n) y 

(iii) existe un número natural m tal que X (1, m) n X (2, m) = 0. 

Para ver la parte (i), sean i .::; 2 fijo, no un número natural, también fijo y 
{J{l}~l una sucesión en X (i,no) ta.l que /\./ --t f( para algún J{ E ¡L-l{tno ). 

Veamos que K E X(i, no). Dado que C(1\,. t) n F, ;" 0 para cada l, existe 
Al E C(I<¡, t) n fi para cada l. Por la compacidad de Fi! podemos suponer 
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que Al ---¡. A para algún A E F¡. Debido a que Al e KI para cada l, por 
el Lema 3, se sigue que A e K. Así que A E C(K, t) n F •. De modo que 
K E X(i, no). De esto concluimos que xU, no) es cerrado. Para ver que 
X(i,no) es no vacío, sea L E:F;. Por el Lema 8, existe E E I'-'(t",,) tal que 
LeE. Así que E E X (i, no). Esto completa la parte (i). 

Veamos (ii). Sea n un número natural fijo. Veamos que X (1, n) U 
X (2, n) e X (A" t, tn) n X (A" t, tn)' Sea K E X (1, n) U X (2, n). En­
tonces C (K, t) n Fi # 0 para alguna i S 2. Como A, nA, = F, uF" 
tenemos que C(K,t) n (A, nA,) # 0. De donde C(K,t) n A, # 0 # 
C (K, t) n A,. Esto implica que K E X (A" t, tn) n X (A" t, tn)' Falta ver 
que X (A" t, tn) n X (A" t, tn) e X (1, n) U X (2, n). Demostraremos que: si 
K 'lo X (1, n) U X (2, n), entonces I< 'lo X (A" t, tn) n X (A" t, tn). Supon­
gamos que existe K E 1'-' (tn) tal que K 'lo X (1, n) U X (2, n). Entonces 
C (K, t) n [F, U F,[ = 0. Ahora bien, debido a que F, UF, = A, nA" 
obtenemos que C (I<, t) e 1'-'(t)\A, n A,. Así, dado que C (I<, t) es cone­
xo y los conjuntos (A, \A,) y (A, \A,) SOn abiertos y ajenos cuya unión es 
1'-'(t)\A, n A" concluimos que C (I<, t) e (A, \A,) o C (I<, t) e (A,\A,). 
Esto implica que C (J(, t) nA, = 0 o C (I<, t) n A, = 0. De esta manera 
concluimos que I< 'lo X (A" t, tn) n X (A" t, tn)' 

Para ver (iE), supongamos lo contrario. Entonces, para cada n E N, existe 
J(n E X (1, n) nX (2, n). Por la compacidad de C (X), podemos suponer que 
la sucesión {[{n}~=l COll\'ergc a J( para algún J( E e (X). Por la continuidad 
de 1', se tiene que I< E I,-'(t). Afirmamos que I< E F, n F,. Sea i S 2 fijo. 
Como I<n E X (i, n) para cada n E N, existe En E C (J{n, t) n:F; para cada 
n E N. Por la compacidad de p-l(tL podemos suponer que {En};:::'=l converge 
a E para algúu E E 1,-'(1). Debido a que F, es cerrado en I,-'(t), E E F,. 
Mostraremos que E = f(. Ahora bien, como En e J(n para cada n E N, 
E e J( (por el Lema 3). Así, dado que lí, E E I,-'(t) Y l' es una función de 
WhitllCy, t.enemos que E = K. De donde J( E :;:1 n :F2 . Esta contradicción) 
establece que existe un mÍmero natural m tal que X (1) m) n X (2, m) = 0. 

De (i), (ii) Y (iii), concluimos que X (A" t, tm)nX (A" t, tm) no es conexo. 
De esta manera, dado que X (Al, t, tm ), X (A2 ! t, tm ) son subcontinuos de 
I'-'(tm) (por el Lema 20) y X (A" t,t.m) U X(A" t, tm) = 1'-1 (tm), se sigue 
que J-l-l (tm ) no es unicohcrclltc .• 
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2.12 Otras propiedades 

2.12.1 Introducción 

La siguiente notación, nos simplificará la escritura de los resultados de las 
próximas secciones: 

Sean X un continuo y l' una función de Whitney para e (X). Para cada 
t E [0,1], definamos 

Ut," : C (/,-1 (t)) ~ 1'-1 ([t, 1]) como 

Ut," (A) = u (A). 

Notemos que Ut," es la restricción de a a e (1'-1 (t)). De donde at," es 
una función continua. 

Definición 15 Decimos que un subconjunto A de e (X) es una anticadena 
si A, JJ E A y A e B, implica que A = B. 

Dado un continuo X 1 hagamos 

F1 (X) = {{x} :xE X}. 

El próximo resultado se debe a A. !llanes (ver [7, Ejercicio 23.8, p. 206]). 

Lema 21 Sea X un continuo y A un subconjunto compacto de C (X) -
({X) U F1 (X)). Entonces A es un nivel de Whitney pam C(X) si y sólo 
si A es una anticadena y A -intersccta a cada ar'ca ordenado Q: en e (X) tal 
que uno de sus puntos extremos está en FI (X) Y el otro es X. 

Lema 22 Sean X un continuo, l' una función de Whitney pam e (X) y 
to E [0,1). Si ato,po lu;~~,,(I-'-I([to.l))) es invectiva, entonces para cada tE (to, 1), 

se tiene que a;;;~" (1'-1 (t)) es un nivel de Whitney pam e (/,-1 (to)). 

Demostmción. 
Sea t E [to, 1). Hagalllos M = a;;;~" (1'-1 (t)). Demostraremos que M 

cumple las siguientes propiedades: 
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1. M está contenido en C (1'-1 (to)) \({¡1- 1 (to)) U FI (,,-1 (to))) 

2. M es una anticadcna, 

3. M intersecta a cada arco ordenado" en C (1'-1 (to)) tal que uno de 
sus puntos extremos está en FI (,,-1 (to)) y el otro es 1'-1 (to). 

Primero la parte 1). Demostraremos que ,,- 1 (to) ~ M Y que M n 
FI (,,-1 (to)) = 0. Si 1'-1 (to) E M, entonces <7"," (1'-1 (to)) = X E 1'-1 (t). 
Esto contradice la elección de t. Ahora supongamos que M n FI (1'-1 (to)) el 
0. Elijamos A E M n FI (1'-1 (to)). Entonces l' (<7 (A)) = t Y A = {E) para 
algún E E J-t-l (to). Esto también contradice la elección de t. Esto demuestra 
1) . 

Veamos que M es una anticadena. Sean A, B E M tales que A e 
5. Como <7"," (A) e <7"," (5) y <7"," (A), <7"," (5) E 1'-1 (t), se tiene que 
0"10.>' (A) = Uto,jl (8). De la Ínyectividad de Uta ,P.I se sigue que A = B. 

Para demostrar que M intersccta a cada arco ordenado en e (,u- 1 (to)) 
tal que uuo de sus puutos extremos está en FI (1'-1 (to)) y el otro es 1'-1 (to), 
consideremos un arco ordenado a en e (,L- 1 (to)) tal que uno de sus extremos 
es {E} para algúu E E 1'-' (to) Y el otro es 1'-1 (to). Por el Lema 7, existe 
A E (l tal que ,,(a (A)) = t. De donde A E M. 

Por 10 tanto, usando el Lema 21, podemos concluir que M es un nivel de 
\\llituey para e (,,-1 (to)) .• 

2.12.2 Teorema principal 

En [7] Capítulo VIII se tiene un estudio completo de las propiedades secuen­
ciales fuertcs reyersibles de \Vhitney. 

~IostrallloS en el siguiente resultado) una condición bajo la cual una pro­
piedad secuencial fucrte reversible de \Vhitney es una propiedad secuencial 
decreciente de \VhitllC~'. 

Teorema 22 SemI X uu continuo, jJ.. una función de Whitney pam e (X). 
Si 0'1,/1 1(7;:I~(I:-ll!t.l))) es i'/lyectiva para cada t E [0,1), entonces cualquier pro­
piedad secuel/cial jl/crtc rCllcr'sible de Whitney es una propiedad secuencial 
decreciente de H'7/itllc,IJ. 

D(~II/o ... t1'(lciÓJI. 
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Supongamos que existen: una función de Whitney l' para C(X), to E 
[to, 1) Y una sucesión {tn}::'=1 en (to, 1] tales que tn ~ to Y 1,-1 (tn) tiene P 
para cada n E N, donde P es una propiedad secuencial fuerte reversible de 
Whitney. Demostraremos que p,-l (to) tiene P. Dado que O'to,jJ IU~~I'(j.J-l(lto,l))) 

es una función inyectiva, por el Lema 22, para cada t E (to, 1), obtenemos que 
a;;~" (1'-1 (t)) es un nivel de Whitney para C (1'-1 (to)). De la inyectividad 
de la función Uto,¡.l 1(I"~:I"(j.J-l([to,l)}») se sigue que a~~¡..¡ (/1,-1 (t) es homeomor­

fa a ¡;-I (t) para cada t E (to, 1). Demostraremos que a;;~" (¡;-I (tn)) ~ 
FI (1'-1 (to)). Primero, veamos que FI (1'-1 (to)) e lim inf a;;~. (1'-1 (tn))' 
Sean E E 1'-1 (to) Y {En}::'=1 una sucesión que converge a E E 1'-1 (to) y 
En E 1'-1 (tn) para cada n E N. Sea {En} ::'=1 una sucesión en C (1'-1 (to)) tal 
que O'to,p (en) = En para cada n E N. Podemos suponer que En -Jo E para 
algún E E C (1,-1 (to)) . Notemos que a (E) = E. Como {E) E C (1'-1 (to)) y 
Uto,p. t1;;~"ÜJ.-l([to,1))) es inyectiva, tenemos que [, = {E}. Ahora bien, debido 

a que En E a;;~" (1'-1 (tn)) para cada n E N, tenemos que {E} E lim inf 
at~~ (1,-1 (In)). De donde FI (1'-1 (to)) e lim inf a;;;~" (1,-1 (tn))' 

Ahora, demostraremos que lim sup a;;~¡, (1'-1 (tn)) e FI (1,-1 (to)). Seu 
E E lim sup a;;,I. (1'-1 (tn)) y una sucesión {En'}~=1 en C (1'-1 (to)) tal que 
converge a E y En", E u;;;~jJ (J-L-I (tn ",» para cada k E N. Entonces Uto.j.J (E.n¡,) -; 
ato," (&). Como ato," (En,) E 1'-1 (tn) para cada n E N, se sigue que ato," (E) E 
Ir l (to). Usando la inyectividad de la función Gto,¡.J IU~~¡..<¡.J-l([to,l))) ) tenemos 

que {E} = E para algún E E 1'-1 (to). De donde E E FI (1,-1 (to)). 
Esto demuestra que a;;,~ (1'-1 (t n )) ~ FI (1'-1 (to)). 
Por lo tanto) usando lo anterior y debido a que P es una propiedad 

secuencial fuerte reversible de Whitney. se sigue que ¡c1(to) tiene P. Esto 
termina la demostración del teorema .• 

Decimos que un continuo X tiene la propiedad cubriente si para 
cada subcontinuo propio A de I'-I(t) se cumple que a (A) '" X, pam cada 
función de l' Whitney para C (X) y pam cada t E [0,1]. 

Observación. Si X es un continuo con la propiedad cubriente y 11, una 
función de vVhitney para e (X), entonces Gt,¡.¡. es invectiva. Por lo tanto por 
el Teorema 22, cualquier propiedad secuencial fuerte reversible Whitney es 
una propiedad secuencial decreciente de Whitney en continuos que tienen la 
propiedad cubriente. 



Capítulo 3 

Propiedades crecientes 

Muchos autores se han dedicado a estudiar las propiedades de \Vhitney. Bas­
tantes propiedades topológicas ya se sabe si son o no propiedades de \Vhitney. 
En [7, Sección VIII, p. 231] se encuentra una recopilación del trabajo que se 
hizo hasta 1999. 

Es de nuestro interés estudiar la siguiente pregunta: 
¿si un nivel de lVhitney p-l (to) tiene una propiedadad topológica P, 

entonces el nivel de IVhitney J.l-l (t) tiene P pam cada t 2: to? Esta pregunta 
motiva la siguiente definición: 

Decimos que una propiedad topológica Pes: 

una propiedad de Whitney siempre que si X tiene la propiedad P, 
entonces ,,-1 (t) tiene P, pam cada" función de H1litney para e (X) y pam 
cada t E 10,1). 

una propiedad creciente de lVhitney siempre que se cumpla la si­
guiente condición: si JL es una función de Whitney para e (X) y fo E [0,1) 
es tal que ¡L-1 (lo) tiene la propiedad P, entonces ¡el (t) tiene P pam cada 

tE Ito, 1). 

Es conocido que la."; siguientes propiedades de \Vhitney son también pro­
piedades crecientes de \Vhitney: 

1. conexidad local (ver [18, Prupo~ición 1, p. 150]), 

2. ser un arco (\'el' [13, Teorema 4]), 

3. ser una CU1'va ccrrada simple (vcr [13, Teorema 4}) 1 

41 
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4. conexidad por arcos (ver [18, Proposición 2, p. 151]), 

5. indescomponibilidad hereditaria (ver [18, Proposición 8, p. 155]), 

6. unicohercnciu, para la clase de continuos de Peana (ver [6, Teorema A, 
p. 252]). 

Se sabe que la aposindesis (ver [18, Proposición 9, p. 156]) Y la descompo­
nibilidad (ver [14, Teorema 14.11, p. 411]) son propiedades de Whitney. Sin 
embargo en este trabajo mostraremos, con ejemplos, que estas propiedades 
no son propiedades crecientes de \Vbitney. 

3.1 Un resultado general 

En esta sección demostraremos que las siguientes propiedades son propieda­
des crecientes de Whiyney. 
(1) ser un solenoide particular (ver [14, Teorema 14.21, p. 422]), 
(2) ser el Areoiris ([7, Teorema 37.9, p. 258j) , 
(3) ser como círculo propio (ver [9, Teorema 6.2 (b), p. 161]), 
(4) ser aplanable y no ser aplanable para la clase de los continuos como 
círculo propio (ver [7, Teoremas 54.1 y 54.2. p. 283]), 
(5) ellcadenabilidad (ver [9, Teorema 6.2 (a), p. 161]), 
(6) ser el pseudoarco (ver [7, Teorema 56.1. p. 286]), 
(7) ser un pseudosolenoide (ver [7, Teorema 57.2, p. 286]), 
(8) ser un pseudocírculo (ver [7, Teorema 57.4, p. 286]), 
(9) ser hereditariamcnte indescomponible y como árbol (ver [7, Teorema 63.1, 
p. 292]), 
(10) indescompollibilidad para la clase de los continuos encadenables (ver [3, 
Teorema 4.3, p. 172]). 

Iniciamos demostrando el siguiente resultado. 

Lema 23 Sean X un continuo, Ji. una función de Whitney pam e (X) y 
lo E [0,1). Si Ir' (to) es tal que cada uno de sus subcontinuos propios y no 
degenerados son hereditariamenle irreducibles, entonces ato,¡J IO~~¡.«¡J-l([to,l») 
es inyectiva. 
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Demostmción. 
Primero necesitarnos demostrar que, para cada A E /L- 1 ([t, 1)), se cumple 

que aCI~ (A) = {e(A,t)J. Sea A E/el ([t, 1)). Analicemos los siguientes 
casos: 

Consideremos el caso en que A E 1"-1 (t). Sea M E e (/el(t)) tal que 
a (M) = A Y D E M. Dado que D e a (M) y D, A E 1"-1 (t), se sigue que 
D = A. De donde M = {A} = e(A,t). 

Finalmente, consideremos el caso en que t < 11. (A) < 1. Necesitamos 
demostrar que: 

(1) para cada K E C (e (A, t)) \ {e (A, t)J, se cumple que a (K) ,. A. 

Dado que e (A, t) es un subcontinuo propio y no degenerado de W l (t), 
por hipótesis tenemos que e (A, t) es hereditariarnente irreducible. Ahora 
bien, de acuerdo con el Teorema 14, obtenemos que, para cada subcontinuo 
propio K de e (A, ti, a (K) ,. A. Esto termina la prueba de (1). 

Si existe M E e (I"-I(t)) tal que a (M) = A, entonces M e C (A, ti. De 
acuerdo con (1), se tiene que M = e (A, t). 

Ahora vcamas la inyectividad de la función Gto,1l 10-1 ( -'(1' 1»)' Para 
. to,/' Il 0, 

esto, sean L, N E at:~ (/'-' ([t, 1))) tales que a (L) = a (N). Dado que 
a- I (a (e)) = {e (a (e), t)) y a- I (a (N)) = {e (a (N), t)J, obtenemos que 
e = C(a (e), t) = e(a (N) ,t) = N. Por lo tanto a,," la;:~("-'(I"I))) es 
inyectiva en at~t! (/,-1 ([t. 1))). Esto completa la demostración del lema .• 

Teorema 23 Sean X 1/1/ continuo, Il una función de Whitney para e (X), 
Puna propifdad topologica y to E [0,1). Supongamos que todo subcontinuo 
propio y no dogel/erado de 1,-1 (to) es lte1'Cditariamente irreducible y 1,-1 (to) 
tiene la propiedad P, d01ldeP es una propiedad de Whitney. Entonces¡r l (t) 
tiene la pmpicdad P pam cada tE [to,l). 

DemostraGÍól,. 
Supongamos que existeu; una función de Whitney JL para C(X), to E 

[0,1) tal que todo subcontinuo propio, no degenerado de It- 1 (to) es here­
ditariament.c irreducible. Entonces por el Lema ??, ato /J 1 -1 ( -'(1' 1)) es 

, O!O.JO J.t 0, 

inycctiva. Por el Lema 22. se sigue que 0"4.~¡~ (J,L-l (t» es un nivel de \Vhitl1cy 
para e (/,-1 (lo)) para cada t E (to,I). Ahora bien, dado que P es una pro­
piedad de \Vhit.ncy, concluimos que a~~¡¡ (¡t- l (t» ticne la propiedad P para 
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cada tE (to,1). De la inycctividad de la función ata~ I -1 ( -'(['-1)))1 se sigue , Uto.,.. l' -u, 

que <l;;~" (¡r 1 (t)) es homeomorfo a p.-l (t) para cada tE (to, 1). Por lo tanto 
p.-l (t) tiene la propiedad P para cada tE [to, 1). Esto termina la prueba del 
teorema .• 

Corolario 2 Cada una de las propiedades (1) a (10) es una propiedad cre­
ciente de W'hitney. 

Demostración. 
Cada uno de los continuos descritos en (1)-(10) tienen la propiedad de que 

cada uno de sus subcolltinuos propios y no degenerados es hereditariamentc 
hirreducible (ver [14, Ejercicios 1. 209.3 Y l. 209.4, p. 2011 Y [16, Teorema 
12.5, p. 233J) .• 

3.2 Conexidad por trayectorias uniforme 

3.2.1 Introducción 

En esta sección daremos algunos resultados que nos serán de utilidad pa­
ra demostrar que la conexidad por trayectorias uniforme es una propiedad 
creciente de \Vhitney. 

El siguiente resultado será de gran utilidad en las próximas secciones. 

Lema 24 Sean l' una función de Whitney pam C (X) y t, to E [0,1), con 
to < t. Si A, BE fl-l(t), con A ¡f B, entonces existen E, FE fl-l(tO) tales 
que E <;:; A, F <;:; B Y E ¡f F. 

Demostración. 
Dado que A ¡f B Y A, B E 1,-I(t), existen a E A\B Y b E B\A. Por el 

Lema 8, existen E, FE p.-l (to) tales que a E E e A y b E Fe B. Entonces 
E y F cumplen las propiedades requeridas .• 

Recordemos el concepto de conexidad por trayectorias uniforme. 

Definición 16 Decimos que un continuo X es uniformemente conexo 
por troyectorias si existe una familia :F de trayectorias en X (es decir 
funciones continuas de [O, 11 en X) tal que: 
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1. cada dos puntos son unidos por una trayectoria de F, 

2. pam cada é > O existe un número natural n tal que pam cada p E r, 
existen números to = O < ti < ... < tn = 1 tales que díam [P[ti_l , ti]] < 
é pam cada i :S n. 

En [11, Lema 2, p. 2]' I. Krzemiñska demuestra el siguiente resultado, 

Lema 25 Sean X un continuo, l' una funci6n de Whitney para C (X) y 
t E (0,1). Sea [> O. Entonces existe un número natural n tal que si A, B E 
/,-1 (t) , con A n B ~ 0, entonces existe una trayectoria q : [O, t] ~ 1'-1 (t) 
que los une y diám [q ([(i - 1)~, i~])] < € para cada i :S n. 

Lema 26 Sean X un continuo, l' una funci6n de Whitney para C (X) y 
t E (0,1). Sea e > O. Si {Bo, ... , BH.} es una cadena débil de elementos 
de p-l(t), con Ba i=- Bk+1J entonces existen un número natural m (que sólo 
depende de k yeJ, una trayectoria q : [O, 1] ~ I'-I(t) que une a los puntos Bo 
y Bk+1 y números to = O < ti < .'. < tm = 1 tales que diám [q[ti_l, td] < e 
para cada i :S m. 

Demostración. 
Sea T un número natural como en el Lema 25 (que sólo depende del 

número e) para el número e. Sea m = (k + l)r. Dado que {Bo.···, Bk+.} 
es una cadena débil, por la elección de T, tenemos que existe una trayectoria 
q¡ : [O, t] ---t 11-1 (t) que une a los elementos Bil Bi+! para cada i < k + 1 tal 
que diám[qi ([(j - l)~,jm] < € para cada j:S r y i < k + 1. 

Por otra parte, tomemos UIla partición del intervalo cerrado [0,1], P = 
{xo! ... ,Xk+l}' Y una familia de homcomorfismos h¡ : [XI, xl+Il - [O, t] que 
preservan cl orden entre los puntos, para cada l < k + l. Definamos 

q: [O, 1] ~ /1- I (t) como 
q (,,) = (lJi o !ti) (x) si x E [Xi, "i+.] para cada i < k + 1. 

Necesitamos vcr que q es una trayectoria con las propiedades requeridas. 
Para ver esto. hagamos 

R = {h¡' (H) : para cada O:S 1:S k Y O:S j < r} U {h¡;1 (t)}. 



CAPiTULO 3. PROPIEDADES CRECIENTES 46 

Notemos que R tiene m elementos. Dano que P y (j: : ° :o; j < r) son 
particiones de los intervalos [O, t] Y [O, (1' - 1);] respectivamente, obtenemos 
que R es una partición de ¡O, 1], con m elementos. De la definición de q y 
por la forma como se eligieron las funciones qj! se tiene que 

Esto termina la demostración del lema .• 

Recordemos el concepto de encadenabilidad uniforme por continuos. 

Definición 17 Decimos que un continuo X es uniformemente encade­
nable por continuos si para cada é > O existe un número naturnl n = n (é) 
tal que para cada par de puntos p i q E X, existe una cadena débil de sub­
continuos {Al,"" An} de X tal que p E Al, q E An y diám ¡A;] < € para 
cada i ::; n. 

En la demostración del Teorema 2 en [11, p. 5] se demuestra el siguiente 
resultado. 

Lema 27 Si X es un continuo uniformemente conexo por trayectorias, en­
tonces él es uniformemente encadenable por continuos. 

La relación que hay entre los conceptos de encadenabilidad uniforme por 
continuos y conexidad por trayectorias uniforme, la darnos en el siguiente 
resultado 

Lema 28 Sean X un continuo, f-l una función de Whitney para e (X) y 
to E ¡O, 1). Si 1,-1(10) es uniformemente encadenable por continuos, entonces 
J-L-I(t) es uniformemente conexo por tmyectorias pam cada tE (to, 1). 

Demostración. 
Sean t E (to, 1) Y € > O. Sea él como en el Lema 29 para los números € 

y t. Tomemos k un número natural de acuerdo con la encadenabilidad por 
continuos uniforme de J.c1(to), para el número él. 

Sean A, B E p.-I(t) Y A i B. Por el Lema 24, existen Al i BI E p.-I(tO) 
tales que Al e A y BI e B. Dado que 1,-I(tO) es uniformemente encadenable 
por continuos, existe una k, que depende sólo de é y una cadena débil de 
subcontinuos {AI,· .. ,A.} de p.-I(tO) tal que Al E Al, BI E Al y diám 
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[A] < El para cada i S k. Por la elección de El> tenemos que l' (o- (A)) < t 
para cada i S k. Por el Lema 8, existe Ei E I,-I(t) tal que 0-(.4;) e Bi 
para cada i S k. Sean A = Ea Y B = Bk+l' Dado que Al e A, BI e By 
{Al, ... ,Ad es una cadena débil, se sigue que {Bol" " Bk+d es una cadena 
débil. Usando el Lema 26, existen un número natural n (que sólo depende 
de k y é), puna trayecturia que une a A con n y números to = O < tI < 

< tn = 1 tales que díam [P[ti-l1 ti]] < é para cada i :S n. Notemos que 
k no depende de la elección de los puntos A y B. Por lo tanto 1'-1 (t) es 
uniformemente conexo por trayectorias. Así, termina la demostración del 
lema .• 

3.2.2 Teorema principal 

En [11, Teorema 2, p. 5], demuestra que la conexidad por trayectorias uni­
forme es Una propiedad de \Vhitney. En el siguiente teorema demostramos 
que también es una propiedad creciente de \Vhitney. 

La demostración del siguiente resultado se sigue de los Lemas 27 y 28. 

Teorema 24 La conexidad por tmyectorias uniforme es una propiedad cre­
ciente de H'hitney." 

3.3 Encadenabilidad por continuos 

3.3.1 Introducción 

Para la definición de encadenable por continuos ver el capítulo 2, Sección 2.4. 
En esta Sección sólo demostraremos el siguiente resultado. 

Lema 29 SenplLnafunciónde IV/¡'itneYl'nmC(X), toE (0,1) yt E (to,I). 
Enf.onces e:riste ó > O tal que cumple la siguiente condición: 

si A E C(p-I(tO)) es tal que diám [A] < /j, entonces IL (o-(A)) < t. 

Demostmcióll. 
Como f. - fa > O Y Jt o u: C(C(X)) --+ [0,11 es uniformemente continua, 

existe /j > O tal que si H'(AI, A,) < /j, entonces 11' (a (A¡)) - l' (a (A,))I < 
t - too Seau A E C(¡L-I(tO)) tal que diám[A] < /j y E E A. Entonces 
H'(A, {E}) < 6. Asr que I¡L(o-(A)) - ¡L(E)I < t - too De donde I'(o-(A)) < 
t... 
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3.3.2 Teorema principal 

En esta sección mostraremos que la encadenabilidad por continuos es una 
propiedad creciente de Whitney (ver [7, Corolario 33.6, p. 249]). Antes de 
hacer esto} demostraremos el siguiente teorema más general. 

Teorema 25 Sean l' una función de Whitney para C(X) y to E [0,1). Si 
11,-I(tO} es cncadenable por continuos, entonces ¡r1(t) es conexo lJOT arcos, 
para cada t E (to, lJ. 

Demostraci6n. 
Sea t E (to,IJ. Para t y to, elijamos 6 como en el Lema 29. Sean A, 

B E I'-'(t), con A i' B. Por el Lema 24, existen E, F E I,-'(to) tales que 
E C;; A, F C;; B Y E i' F. Como I'-'(to) es encadenable por continuos, existe 
una cadena débil de subcontinuos {A" ... , An} de 1'-' (to) tales que E E A" 
F E An y dfam [A i ] < 6 para cada i :S n. 

Por la elección de 6, se tiene que l' (CT (A;)) < t para cada i :S n. Usando 
el Lema 8, existe Di E 1'-' (t) tal que CT (A;) e Di para cada i :S n. Por 
el Lema 4, cada una de las parejas {A. DI j, {D" D,j, ... , {Dn_l' Dn} Y 
{Dn , B} pueden ser conectadas por un arco en 1'-' (t). De donde A y B 
pueden ser conectados por un arco en /l-1 (t). Por lo tanto 1J,-1 (t) es conexo 
por arcos .• 

Dado que conexidad por arcos implica encadenabilidad por continuos} se 
tiene el siguiente corolario. 

Corolario 3 La encadenabilidad por continuos es una propiedad creciente 
de Whitney. 

3.4 Los spans 

3.4.1 Introducción 

En esta sección tenemos la siguiente aclaración de la notación: 

* en las anteriores secciones llsabamos la letra a, para denotar a la función 
union, sin embargo en esta sección la utilizaremos para denotar algun 
tipo de span. 
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Acontinuación presentamos algunas definiciones referentes a los spans má.<; 
conocidos. 

Definición 18 Sea f : X -+ Y una función continua entre continuos. El 
span a (f), el semi-span 0'0 (f), el span supmyectivo a' (f), el semi-span 
supmyectivo 0'0 (f), se definen por: 

1. a (f) = sup {€ 2: O : existe un subcontinuo Z de X x X tal que p¡ (Z) = 
P, (Z) y d(f (x), j(y)) 2: € pam cada (x, y) E Z}. 

2. 0'0 (f) = sup {€ 2: O : existe un subcontinuo Z de X x X tal que p¡ (Z) e 
P,(Z) y d(f(x) ,j(y)) 2:e pam cada (x,y) E Z}. 

3. a' (f) = sup {€ 2: O : existe un subcontinuo Z de X x X tal que p¡ (Z) = 
X = P, (Z) y d(f (x), j(y)) 2: € pam cada (x, y) E Z}. 

4. 0'0 (f) = sup {e 2: O : existe un subcontinuo Z de X x X tal que p¡ (Z) e 
P, (Z) = X Y d(f (x), f(y)) 2: € pam cada (x, y) E Z}. 

También definamos el span de X por: a (X) = a (idx ), el semi-span de 
X como: 0'0 (X) = 0'0 (id,,), el span supmyectivo de X como: a' (X) = 
0" (idx ), el semi·spon suprayectivo de X como: 0'0 (X) = a, (idx ). 

El siguiente resultado lo demostro H. Hosokawa, pero esta demostración 
no aparece en ningún artículo publicado: así que nosotros presentamos su 
demostración. 

Lema 30 Sean X nn continuo, I<, L E e (X) y u, V conjuntos abiertos en 
X tales que K i U ¡¡ L i 1'. Entonces el conjunto IV = (K xL) \ (U x 1') 
es un subeontinuo. p¡ (IV) = [{ y Po (W) = L. Además, si K e l' y L e U, 
entonces W n ó.x = 0 (donde Ó. = {(x,x): x E X}). 

Demostración. 
Claramente Ir es compacto. Elija.mas dos puntos fijos p E I<\U y q E 

L\l'. Sea (J:,y) E W. Entonce:; x E K\U o y E L\l'. Supongamos que 
x E K\U. Entonces {(,:, y), (:r. q)} y {(x, q), (p, q)} están contenidos en los 
subconjuntos conexos {:l:} x L y J( x {q} de \V respectivamente, De donde 
(l;,y) y (p,q) c.. ... Uin cnla misma componente de W. Así que W es conexo. 

Las otras afirmaciones dc est.e lema. son evidcnt~ .• 
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3.4.2 Teorema principal 

En [5, Corolario 3.3, p. 39] demuestran que la propiedad de tener span 
cero eB una propiedad de Whitncy, para cualquiera de los tipos de Bpao. 
Demostraremos tambi6n que es una propiedad creciente de Whitney para 
cualquiera de los tipos de span. 

Sea X un continuo, es conocido que (U) = {A E C (X) : A e U} es un 
conjunto abierto en e (X), para cualquier abierto U de X (ver [14, Teorema 
0.13, p. 10]). 

Teorelna 26 La pTOpiedad de tener span cero es una proiedad creciente de 
Whitney, para cualquiera de los tipos de span. 

Demostración. 
Supongamos que existen: JL una función de vVhitney para C(X) y to E 

[0,1) tal que 7(,,-1 (to)) = 0, donde 7 es alguno de los siguientes spans 7 = (7, 

0"0, u· o 0"0-
Sea t E [to,l). Demostraremos que el teorema es cierto T = u. Es decir, 

supondremos que (7 (¡C l (to)) = ° y \'eremos que (7 (ICI(t)) = 0, los otros 
casos se demuestran de manera similar. Si a (Jt-1(t» = O, entonces no hay 
nada que demostrar. Así, supongamos que a (Jl-l(t)) > O. Entones existen 
€ > O Y un sllbcontinllo Z de I,-I(t) x I"-I(t) tales que H (A, B) 2: € para 
cada (A, B) E Z y PI (Z) = p, (Z). Sea 8 como en el Lema 5 para el 
número c. Necesitamos demostrar que) para cada (A, B) E Z, se tiene 
que C (A, to) '" (N (8, B)) Y C (B, to) i (N (8, A)), Para ver esta parte, 
supongamos) sin pérdida de generalidad que) el elemento (A, B) E Z cumple 
que C (A, to) e (N (8, B)). Entonces.4 e N (8, B). Así, por la elección de 8, 
tenemos que H (A, B) < €. Esta contradicción establece la afirmaci6n. 

Para cada (A, B) E Z, definamos 

M (A, B) = C (A, to) x C (B, to) \ (N (8, B)) x (N (8, A)). 

Por el Lema 30, tenemos que, para cada (A, B) E Z, M (A, B) es un su!>­
continuo de ,,-1 (to) x ¡,-I(tO), PI (M (A, B)) = C (A, to) y P, (M (A, B)) = 
C (B, to)· 

Definamos 9Jl = U{M (A, B) : (A, B) E Z}. Afirmamos que 9Jl es un 
subcontinuo de 1,-I(tO) x ¡,-I(tO) tal que PI (9Jl) = p, (9Jl) Y H (E,F) 2: 8 
para cada (E, F) E 9)1. Para ver que H (E, F) 2: 8 para cada (E, F) E 9Jl, 
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sean (E, F) E 9Jl Y (A, B) E Z tales que (E, F) E M (A, B). Suponga­
mos, sin pérdida de generalidad que E E C (A, to) \ (N (6, B)). De donde 
H (E, F) 2: 6. Para demostrar que 9Jl es cerrado en ¡Cl(to) x 1'-I(tO), 
sea {(Dn, Cn));:;'1 una sucesión en 9Jl tal que converja a (D, C) para al­
gún (D,C) E ,,-l(tO) x 1'-I(tO). Demostraremos que (D,C) E 9Jl. Para 
cada n E N, tomemos (An, Bn) E Z tal que (Dn, Cn) E M (An, Bn). Dado 
que Z es compacto, podemos suponer que (An ) Bn) ---+ (A, B), para algún 
(A, B) E Z. Debido a que Dn e An Y Cn e Bn para cada n E N, con­
cluimos que (D, C) E C (A, to) x C (B, to) (por el Lema 3). También, dado 
que Dn E C (An, to) \ (N (6, Bn)) para una infinidad de números n E N o 
Cn E C (Bn, to) \ (N (6, An)) para una infinidad de números n E N, pode­
mos suponer sin pérdida de generalidad que Dn E C (An, to) \ (N (6, Bn)) 
para cada n E N. Para cada n E N, tomemos puntos x n E Dn \N (6, Bn). 
Podemos suponer que X n ---+ X, para algún x E X. Notemos que x E D. 
Ahora, para demostrar que D E C (A, to) \ (N (6, B)), basta con probar que 
x ~ N (6, B). Supongamos lo contrario. Entonces existe ~ > O Y b E B tales 
que d (x, b) < ó - 2~. Tomemos un número natural k tal que H (B" B) < ~ 
y d (x" x) < ry para cada r 2: k. Dado que B e N (~, B,) para cada 
r 2: k, existe br E Br tal que d(b,br)·< ." para cada r 2: k. Así que 
d(x" be) ~ d(x" x) +d (x, b) +<1 (b, be) < ry +6 - 2~+~ = 6 para cada r 2: k. 
De donde X r E N (15, Br) para cada r 2: k. Esto contradice la elección de los 
puntos xn . Así que D E C (A, to) \ (N (6, B)). De donde (D, C) E M (A, B). 
Esto demuestra que 9J1 es cerrado. 

Para demostrar la conexidad de 9Jl, supongamos que 9Jl no es conexo. 
Entonces existen dos cerrados, ajenos y no vacíos ?-ll y 1t2 de 9J1 tales que 
9Jl = Ji l U 1i2 - Para cada i = 1,2, definamos 

Zi = {(A, 13) E Z: M (A, B) e Hi}. 

Afirmamos que Z1 y 2 2 son cerrados, ajenos y no vacíos en Z tales que 
Z¡UZ2 = Z. De la conexidad de los conjuntos M (A, B») se sigue que ZI y ~ 
son ajenos, no yacíos y Z¡ u22 := 2. Ahora, demostraremos que Z¡ es cerrado 
en 2, la demostración para Z2 es similar. Sea {(An , Bn)}~=¡ una sucesión de 
elementos de 2 1 tal que couYerge a un clemento (A, B) E Z. Demostraremos 
que M (A, B) e HI. Para cada 11 E N, tomemos (Dn, Cn) E M (An, Bn). De 
la compacidad de 911, podemos suponer que (Dn, en) --+ (D, C) para algún 
(D, C) E 9Jt D<'1do que M (."1'1) Bn) e 'HI y'Hl es cerrado, concluimos que 
(D, C) E H I · 

Por otra parte. demostraremos que (D,C) E M (A, B). Dado que 
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Dn E C (An, tO) \ (N (8, Bn» para una infinidad de números n o 

en E e (Bn, to) \ (N (8, An» para una infinidad de números n, 
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podemos suponer que Dn E e (An, to) \ (N (8, Bn» para cada n E N. Eli­
jamos puntos In E Dn \N (ó, Bn) para cada n E N. Podemos suponer que 
In -t X, para algún x E X. Notemos que x E D. Ahora, para demostrar que 
D E e (A, to) \ (N (8, B», basta mostrar que x ~ N (8, E). Supongamos lo 
contrario. Entonces existe r¡ > O Y b E B tales que d (x, b) < 8 - 2r¡. Elijamos 
un número natural k tal que H (B" E) < r¡ y d (x" b) < r¡ para cada r 2: k. 
Dado que B e N (r¡, E,) para cada r 2: k, existe b, E B, tal que d (b, b,) < r¡ 
para cada r 2: k. Así que, d(x"b,) :o; d(x"x) + d(x,b) + d(b,b,) < 
r¡ + 8 - 2ry + ry = 8 para cada r 2: k. De donde x, E N (8, B,) pa­
ra cada r 2: k. Esto contradice la elección de los puntos X n - Así que 
D E e (A, to) \ (N (8, B». De donde (D, e) E M (A, B). 

Ahora bien, debido a que M (A, E) e 9Jl y (D, e) E 7í.¡, M (A, B) e 7í.¡. 
Esto demuestra que ZI es cerrado en Z. 

De esta manera concluimos que Z no es conexo. Esta contradicción es­
tablece la conexidad de 9Jl. 

Finalmente veamos que p¡ (9Jl) = p, (9Jl). p¡ (9Jl) = U{p¡ (M (A, E» : 
(A, E) E Z) 

= U{ e (A, to) : (A, B) E Z} debido a que p¡(M (A, B» = e (A, tolo Así 
que p¡(9Jl) = Ule(A,to): A E p¡(Z)) debido a que p¡ (Z) = P2(Z), 

= u{e(A,to): A E p,(Z)} 
= U{C(B, to) : B E p,(Z)} debido a que P2 (M (A, B» = C (B, to), 
= U{P2 (M (A, B» : (A, E) E Z} = p, (9Jl). 
Por lo tanto (J (¡,-¡ (to» 2: 8. Esta ¡:ontradicción establece el teorema .• 

3.5 Aposindesis 

En conocido que la aposindesis es una propiedad de Whitney (ver [18, Teore­
ma 9, p. 156]) pero no es una propiedad secuencial decreciente de Whitney. 

El siguiente resultado es fácil de demostrar (ver [7, Ejercicio 29.8, p. 239J). 

Lema 31 Sea X un continuo, sea p E X tal que X es conexo en pequeño 
en p, sea A un nivel de Whitney pam C (X) y sea A E A tal que pEA. 
Entonces A es conexo en pequeño en A. 
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Acontinuación daremos un ejemplo de un continuo y de una función de 
Whitney que muestren que: la aposindesis no es una pmpiedad creciente de 
Whitncy. 

Construcción del ejemplo 

Sean 

Po 

J, 
C 

(-~ -~) 2' 2 ) 

{(x, x) E IR' -~ :o; x :o; O} , 

{(x,x) E IR' : l:O;x :O;2} y 

[0,11 x [0,11. 

Para cada n E N, sean 

k 
L:, = U{[O, 11 x {2n}: k = 0, 1, .. ,2n} y 

k ¡\f:, =U{{2n} x [0,11 :k=0,1, ... ,2n}. 

Sea L" (resp., Al,,) el único arco contenido en JI UJ,u( {{O. 1} x [O, 1]}) U 
L~ (resp., JI U J, U ([O, 11 x {O, 1}) U M~) que une a los puntos Po Y (2,2), Y 
que contiene aL;, (resp., Al:J 

Sea 

[{" = (L" X {2"~¡}) U (Al" x {;\¡}) U ({(2,2» x [;\¡, 2"~IJ) e IR'. 

Sea 

C' = JI UJ,uC 
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y finalmente, definimos 

x=(C· x {O})U(U{Kn :nE N}) U ({pol x [0,1]) Crn:.". 

X está representado en la Figura 1. 

{p.}x [O.IJ 

l' 
Pox {O} 

Figura 1 

{(W}x [J!2.1) 

~ 

{G!,2I}x[1!~.1 'i 
~ 

{G!,2I}x [liG.1') 
~ 

(2,2,0) 

54 
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Claramente X es un continuo que es localmente conexo en todos los pun­
tos del conjunto (X - (C' x {O})) U {Po}. 

Hacemos 

Ro=(JIX{O})U([O,~l x {(O,üll ) y 

So = (JI X {O}) U ({O) x [O, ~l x {O}). 

Para cada n E N, sean 

Sn = (.JI x {2~}) U ({O) x [o~l x L~})· 
Así Rn: Sn e gn por cada 11 E N Y las sucesiones {R.n}~:::l y {Sn}~=l 

convergen a Ro y 5'0, respectivamente. 
Sea 

BI {¡O. 11 x {y} x {z} e X : (y. z) E IR'} U { J, x {~} : n E N} U 

{J, X {O}} U {{ll} x ¡O. 11 x {w} eX: (u,w) E IR'} U 

{R,,} ::'=0 U {S,,} :;'=0' 

B, = {(cx{z})nXZE{OLH.}} 

Notemos que 8 1 U 13"2 es cerrado en e (X) . Tomemos O < tI < t..J. < 1. 
Definimos 1/1 : BI U B, ~ {tI, t,} por 1/1 (B,) = {l.;} para cada i E {l, 2}. 
Es fácil verificar que Jlt es unn función de \Vhitncy para 8 1 U 8 2 , Por el 
Teorema 16.10 de [7}, Jl1 PUedl! ser extendida a una función de \Vhitney, ¡t, 
pm'a C(X). 

Necesitamos <.uguuas const.rucciolles ~. resultados auxiliares. Sea A = 
IL- 1 (tI)' Para ca.da n E N. sean 
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c,. = AnC ((Ln x {,n~'}) U ({(2, 2)} x [,\;, 'n~']) U (J, x {,\;})) y 

V n = A n C ( Mn x {2~}) . 
Como cada uno de los conjuntos (Ln x {,n~') )U({(2, 2)} x [,\;, 'n~'])U 

(J2 X {~}) Y Mn x {t;} es un arco y los niveles de Whitney de los arcos 
son arcos también (ver [7, Teorema 31.1, p. 245]), tenemos que Cn y V n son 
arcos y se intersectan en {J2 x {~} } y la unión Cn U V n es un arco que une 
a R-n Con Sn' 

Afirmación 1. Las sucesiones {Cn}~=l y {Vn}~l convergen] respecti­
vamente] a los conjuntos 

Co = (An C(([O, lJ x {(O,O)}) U J, x {O})) U 

{([0,1] x {(y,O))): y E [O, lJ) U 
(AnC·(([O,IJ x {(1,0))) U 1, x {O))) y 

V o = (AnC«{O}x[O,IJx{O})U(J,x{O})))U 

{({x) x [O, lJ x {O}): x E [O, lJ) U 
(AnC«{l) x [O,IJ x {O})U(J, x {O}))). 

Probaremos que la sucesión {Cn}:'1 converge a Ca; la prueba de la otra 
convergencia se hace en forma similar. Claramente todos los elementos de Co 
son límite de elementos que pertenecen a los respectivos en' 

Tomemos D E A tal que D = Lim Dk1 donde cada Dk E Cnlc y nI < 
11, < .... Entonces D e C' x {O}. Si ocmrieraque De ([O,IJ x {(1,0)))U 
(1, x {O}) o D e ([O, l[ x {(O, O))) U (J, x {O)), entonces, por definición, 
D E Ca. Supongamos que D no está contenido en ninguno de los conjuntos 
([O, lJ x {(l, O)})U (1, x {O}) Y ([0,1] x {(O, O)})U(J, x {O}) . Entonces exis­
teullpuntop= (u,v,O) E DtalqueO <v < 1. Siocllrrieraquc (2,2,0) E D, 
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entonces D e 12 x {O} o 12 X {D} e D. Como ambos tienen la misma medida 
bajo fL, podemos concluir que D = J2 X {D}. Esto es contrario a 10 que ya esta­
mossuponiendo. De manera que (2,2, O) ~ D. Ya que Dn( {(2, 2)) x IR) = 0, 
podemos suponer que Dk n ({ (2,2)) x IR) = 0 para cada k E N. Por la cone-

xidad de Dk y como Dk e (Lll~ x {2n;-I}) u (J2 X {2~k}) y Dk no está 

contenido en )2 x {2~k} , se tiene que Dk e Lnk x {2n~-1}' 
Necesitamos demostrar que 
1. D no contiene puntos de la forma (Ul,V¡,O), con O:S VI Y VI #- v. 
Supongamos que (Ul, VI, O) E D, para algún VI- Podemos suponer que v < 

VI- Elegimos números v < V2 < v3 < VI. Dado que Dk ---Jo D, (Ul1 VIlO) E intR3 
([-1,2] x [V3, 3] x [-1,2])nXy(u,v,0) Eint., ([-1,2] x [-I,v,] x [-1,2])n 
X, tenemos que existe N E N tal que, para cada k 2: N, 

Dk n([-1,2] x [v3,3] x [-1,2]) # 0 y 

Dk n([-1,2] x [-l,v,] x [-1,2]) #0. 

Notemos que hay algún elemento de la forma .b....,' en el cUHjuulu (V2. V3) 1 n, 
con k 2: N. Por la construcción de L'!l y la conexidad dc Dk. tenemos 

que [0,1] x { (t;;l 2n:-I)} e Dk para cada k 2: N. Podemos suponer que 

{t;;} ~=l tiene ulla subsucesión que cOIlYerge a un Va E [V2, 113] Entonces 

[0,1] x {(Va, O)} e D. Como ambos conjuntos tienen la misma IIlcdida bajo 
1
'
, obtenemos que [0,1] x {(uo,O)) = D. De esta manera, dado que p E D, 

v = VQ. Esta contrndición, demuestra 1. 
De 1, obtenemos que DnC e [0,1] x {(v. Ol) . Ahora bien, dado que O < v 

y por la couexidad de D, tenemos que D e [0,1] x {(v, O)) y COlllO ambos 
conjuntos miden lo mismo bajo IL, concluimos que D = [0,11 X {(v, O)} E Ca· 
Esto termina la dcmostración de que la sucesión {C,J :=1 convcrp;e a Ca y con 
Ctito termina la prueba de la afirmación 1. 

Afirluación 2. Ca Y '00 son dos an~os que se intel'secfan en J2 x {O} . 
De modo que Ca U 'Da es -un ar"Co que une a Ro con So· 

Para cada n = O, 1,2, .... sea <71 el Q1'dCII natural del arco C'luD'1 cn el que 
l:)C cUlllplc que Ru <11 Sil' Dados D, E E Cn U V n• con D ::;11 E, denotamos 

por 
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[D, Eln al conjunto {F E en UDn: D Sn F Sn E}. 

Definamos 11'"2 : IR3 ---+ lR como 7r2 (x,Y, z) = y y 11'" : X ---+ 1R como 
,,(x, y, z) = (x, y, O). 

Consideremos el arco 

Wn = (Ln X {,nl-I}) U ({(2,2)} X [,\¡, 'nl-I]). 

Notemos que cuando avanzamos del extremo (-4, -4'2n~1) de Wn al 
otro extremo (-~, -~, fr¡) de Wn1 las coordenadas en y es creciente (sin ser 
estrictamente creciente). Entonces podemos afirmar lo siguiente: 

Observación 1. Si E, D E A n C (Wn ) y n E N, entonces E Sn D si y 
sólo si, pam cada a E D, existe e E E tal que '" (e) S '" (a). 

De manera similar se tiene que: 

Observación 2. Si E, D E Co, entonces E =50 D si y sólo si, pam cada 
a E D, existe e E E tal que '" (e) S '" (a). 

Observación 3. Si E, D E V n y n ~ O, entonces E :Sn D si y sólo si, 
para cada a E D, e-Xiste e E E tal que '" (e) 2 '" (a) . 

Afirmación 3. Sean {En}~=l Y {Dn}~=l dos sucesiones que convergen 
a Ea Y Do, respectivamente, y que son tales Dnl En E en U Dn Y Dn Sn En 
para todo n 2: 1. Entonces Do ~o Ea· 

Para demostrar la afirmación 3, primero consideremos el caso en que 
En y Dn E C (Wn ). Usaremos la Observación 2 para probar que E So D. 
Tomemos a E D. Por el Lema 2, existe una sucesión {an}~=l en X tal que 
a -t a y an E Dn para cada n E N. Por la Observación 1, para cada n E N, 
existe en E En tal que 7r2 (en) 5 7r2 (an) . Sea {enk }:l una subsucesión de 
{en}:;"=1 convergente a un e E X. Entonces e E E (ver Lema 3) y '" (e) = 

Lim '" (en,) S Lim '" (an,) = '" (a). Así que '" (e) S '" (a). Por tanto 
E SoD. 

En forma similar se trata el caso en que Dn Y En E Vn para todo n E N. 
Ahora, veamos el caso en que En E C (IVn) Y Dnn( {(2, 2) X [~, ,nl-I]}) f 

o para toda n E N. En este caso, En Sn (1, X {,LI}) y (2,2) E D. Es­
to último implica que D e 1, x {O} o J, X {O} e D y como ambos mi­
den lo mismo bajo ¡.L, tenemos que coinciden. Por el primer caso E 50 
Lim(J, X {,n~I}) = J, x {O} = D. Así que E S D. 
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El ca,o En n ({(2,2) X [~, ,LI]}) le 0 y Dn E V n para toda 11 E N es 
similar. 

Finalmente, si En E e (Wn) y Dn E 1)n para toda n EN, En ~n 

(J2 X {2n~1}) :Sn (J2 X {~}) :S Dn_ Por los casos que ya vimos, E :So 
((J, x {O})) :So Do. Así que Eo :So Do. 

Observe que éstos son los únicos casos posibles y que cualesquiera su­
cesiones {En}::l y {Dn}:"} tienen subsucesiones {En!J:",,} y {Dnk}~l que 
caen en uno de estos ca.<¡os, por lo que podemos concluir que E :So D. 

Una consecuencia directa de la Afirmación 3 es la .siguiente. 

Afirmación 4. Sea Do E CoUVo y sea {Dn}~=l una sucesión de elemen­
tos de e (X), que converja a Do Y que ,satisfaga que Dn E en uVn paro cada 
n E N. Entonces las sucesiones de arcos {lR",Dnln}::"~1 Y {!Dn,Snln}::"'l 
convergen, respectivamente, a IRa, Dolo Y [Do, Solo' 

Primera propiedad. El nivel de Whiney A = /t- I (t¡) es aposindético. 
Sean Al B E A tales que A =f B. Tenemos que encontrar un subcontinuo 

B de A tal que E E intA (B) y A rt B. Si ocuniera que E intersecta a 
(X - (C' x {O}) U {Po}), entonces, por el Lema 31. A es conexo en pequeño 
en B. De manera que se puede encontrar B con las propiedades mencionadas. 
Por tanto, podemos suponer que 

E e (C' x {O}) - {po}. 

Primero analizaremos el C&;O en que A no está cont.enido en C· x {O} . En 
est.e caso existe un punto a = (x, y, z) E A t.al que z > O. Sea n E N tal que 
1. < z, Entonces el conJ'unto D = C· x [0.1.] nX es un subcontillllo de X tal n n 

que E e C" x [O, ~)nx e intx (D) y A % D. Sea 8> O tal que X (8, B) e D. 
En cste caso hacemos B = C (D)nA. Entonces BH (8. B)nA e B. De manera 
que B E intA (B) y A fj. B. Por lo tanto, la pueha en este caso está terminada. 

Supongamos que A e C' x {O}. Sea" > O tal que A 'le EH (E. EJ. Como 
C· es localmente concxo, por el Lema 31, tenemos qne A n C (C· x {O}) es 
localmcnt.e conexo, así que exi::;t.c un slIbcontinllO B de A n C (C· x {O}) tal 
que 

BE intAnclc'x{O}) (B) y A f/c B. 
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Tomemos un abierto U de C (X) tal que B E un An C (C' x {O}) e B. 
Ahora, consideremos dos casos: 

Caso 1. B rt eo U Vo. 
Entonces [3 rt U {en U V n : n E {O, 1, 2, ... }}. En particular, B # J2 X 

{O}. Si ocurriera que (2,2, O) E [3, entonces [3 e J, x {O} o J2 X {O} e B 
y como ambos tienen la misma medidad bajo f-l, podemos concluir que B = 

J,x{0},10cualesabsurdopuesJ2 x{0} E Convo· De maueraque (2, 2,0) rt 
[3. Así que [3 n ({ (2, 2)} x lR) = 0, por tanto podemos suponer que ningún 
elemento de U intersecta a {(2, 2)} x lR. Como U {en U V n : n E {O, 1, 2, ... }} 
es cerrado, podemos suponer que U n U {en U V n : n E {O, 1,2, ... }} = 0. 
Corno Po rt [3, entonces [3 n ({Po) x [0,1[) = 0. De manera que podemos 
suponer que ningún elemento de U intersecta a {Po} x [0,1]. 

Ahora queremos ver que U e C (C' x {{O}}) . Para esto, tornemos D E 
U. Entonces D n ({po) x [O, 1[) = 0. Así que D e C' x {O} o D e Kn 
para algún n E N. Esto implica que D e C* x {O} o D e Ln x {2n1_1} o 
D e Mn x { ~} para algún n E N. Las ultimas dos condiciones no se pueden 
dar pues D rt U {en UVn : n E {a, 1, 2, ... }}. Por tanto D e C' x{O}. Hemos 
probado que U e C (C' x {a}). 

De mauera qne [3 E U n A = U n A n C (C' x {O}) e B. Por tauto B E 
intA (8) y como A 1- 8, la prueba en este caso está terminado. 

Caso 11. B E eo U Vo. 
Notemos que A rt [Ro, Blo o A rt [B, Solo (puede no estar en ninguno). 

Vamos a analizar la primera posibilidad: la segunda es similar. Entonces 
existe D E eo U Vo tal que B <n D y A rt [Ro, Dln' Elegimos una sucesión 
{Dn}:=l' que converja a D y que satisfaga que Dn E en U V n para toda 
11 E N. Por la afirmación 4, tenemos que 

2) A rt U {[R", Dnln: n = O, 1, 2, ... }. 

Ahora, para cada n E N, sea 

Tn = R" U Ro U ({Po) x [0,1]). 

Observemos que Tn es un arco o un triado. Entonces, por el Teorema 
33.1 de [7], A n C (Tn ) es conexo por trayectorias. Así que existe un arco 
'Y .. e A n C (Tn ) que une a R" con Ro· Notemos que, si E E U bn : n E N} , 
cntoncCl:l 7r (E) e Ro. Necesitamos demostrar que 
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3) A ~ C1C(x) (U {-y" : n E N} ) . 

Para esto supongamos que A E C1C(X) (U {-y,,: n E N}), sea {Eml:'=1 
una sucesión en C (X) tal que Em ---; A Y Em E U {/" : n E N} para cada 
m E N. De donde 1f (Em ) e Ro para cada m E N. Por la continuidad de 1f, 

1f (A) e Ro. Dado que 1f (A) = A, obtenemos que A e R;" y como ambos 
tienen la misma medida bajo M, concluimos que A = Ro. Esto contradice 2). 

Sea 

K. = Bu (C1C(x) (U {-y" : n E N})) U (U {[Ro, D"I" : n E {O, 1,2, ... }}). 

Demostraremos que 

a) K es un subcontinuo de A y 

Para el inciso a), dado que Ro E fn, para toda n E N, tenemos que 
U h" : n E N} es conexo en C (X). De donde CIC(x) (U {-y" : n E N}) es un 
subcontinuo de e (X) . Como Ro E in para cada n E N, tenemos que 

IR;" Dio n C1C(x) (U h" : n E N}) i' 0. 

Así, dado que cada [Rn1 Dnln es un subcontinuo de X y Rn E [Rnl Dnln n 
')"n para cada n E N, concluimos que 

Clc{x) (U h" : n E N}) U (U {[Ro, D"I" : n E {O, 1,2, ... }}) 

es un subcontinuo de C (X). Ahora bien, usando que B E [Ro, Dio n B y 
que 8 es un subcontinuo de e (X) 1 obtenemos que JC es un subcontinuo de 
C(X). 

Demostremos b). De 1), 2) Y 3), tenemos que A r; K.. Veamos la otra 
parte. Sea 

M = {F E A: Fn({po} x [0,1]) i' 0}u 
(U {[D",S"I" : n E {O,!' 2, ... }}). 

Dado que {F E A : F n ({Po) x [0,1]) -F 0} es un subcontinuo de C (X) y 
{F E A: Fn ({Po) x [0,1]) i' 0} n [D",S"I" i' 0 para cada n E {O, 1,2, ... }, 
tenemos que M es un subcontinuo de e (X). Notemos que B rt M. Enton­
ces, dado que B E intAnc(c· x{O}) (8), existe e > O tal que 



CAPÍTULO 3. PROPIEDADES CRECIENTES 62 

&H(B)nM =0y &H(B)n(AnC(C' x {O))) e B. 

Necesitamos demostrar que 

&H (B) n A e r:.. 

Para esto, sea E E &H (B) nA. Si E E C (C' x {O}), entonces E E 
B. De donde E E r:.. Entonces, supongamos que E ~ C (e' x {O)). Da­
do que E ~ M, tenemos que En ({Po) x [0,1]) ,¡, 0. De donde E E 
U ([R,., D,,[ : n E N) . De esta manera E E r:.. La prueba en este caso está 
terminada. 

Segunda propiedad. A = p.-¡ (t,) no es aposindético. 
Recordemos que, para cada z E {O.q,~, ... }, p.{(C x {z))nX) = t,. 

Para cada n E N, denotemos por 

Z,,=(K,,-«(J¡ x {'L¡})U(J¡ X {,\;})))U{(O,O",,~¡},(O,O,,\;)}. 

Notemos que Zn es un arco para cada n E N. Ahora bien, dado que, para 
cada z E {2n~11 dñ}, (C x {z}) n X es un subcontinuo propio de Znl por 
el Teorema 31.1 de [7], tenemos que e (Zn) n A es un arco en A que une a 
e.x {,,,~¡} n X con e x {,\;} n X. Para cada 71 E N, sea Q" E C (Z,,) n A 
tal que (2,2, t,¡) E Qn-

Necesitamos demostrar que A- {e x {2n~l} n x, e x {~} n x} no es 
conexo en A. Observemos que, como f{n es un arco, por el Teorema 31.1 
de [7], e (K,,) n A es un arco. También que C (Z,,) n A es un subarco de 
C (I{,,) n A y no contiene a los extremos de C (K,,) nA. 

Para cada n EN, sea 

Y" = (X - «J, x {,,,~¡}) U ({(2, 2)) x [2"~1''\;]) U (J, x {,\;} ))))U 
{(1, 1, ,,,~¡) . (1, 1,,\;)} 

Notemos que Yn es un subcontinuo de X para cada n E N. Observemos 
que, por la construcción del continuo X. tenemos que, para cada n E N, 

1. Y"nz,,= «C x {,,,~rl)nX)U(C x {,\;})nX), 

2. Y" U Z" = x. 



CAPÍTULO 3. PROPIEDADES CRECIENTES 63 

Por cada n E N, hagamos Yn = C (Yn) nA, Zn 
CxWnx. 

Necesitamos demostrar que, para cada n E N, 

3. Yn n Zn = {L2n-¡, L2n } , 

4. YnUZn = A, 

5. los conjuntos 9n - {L2n- 1, L2n} Y Zn -{ L2n- 1, L2n} son abiertos, ajenos 
en A y su unión es A - {L2n- l , L2n }. 

Veamos 3. Sea G E 9n n Zn' Entonces, usando 1, la conexidad de G y 
dado que L2n- 1, L2n son ajenos y ambos tienen el mismo tamaño bajo JL, 
tenemos que G = L2n - 1 o G = L2n . Esto demuestra 3. 

Demostraremos 4. Sea Q E A - {L2n-¡, L2n }. Supongamos Q no está 
contenido en Yn . Entonces existe q E Q tal que q rf. Yn . Entonces q E Zn -
(L2n-1 U L2n ). Si existe un elemento p E Q tal que pE Yn - {L2n_1 U L2n ) , 
entonces, por la construcción de X y de la conexidad de Q, tenemos que 
L 2n_ 1 e Q o L2n e Q. Usando que estos tres continuos tienen el mismo 
tamaño bajo 11, tenemos que L 2n _ 1 = Q o L2n = Q. Esto contradice la 
elección del punto q. De esta manera y de las Afirmaciones 1y 2~ obtenemos 
que Q e Zn. Esto termina la prueba de 4. 

Finalmente, la parte 5. La parte de que son ajenos se sigue de 3. Ahora, 
de 3 y 4, obtenemos que A - Zn = 9n - {L2n- 1, L2n } Y A - 9n == Zn­
{L2n-l,L2n}. Asi~ dado que Zn y 9n son cerrados en A, concluimos que 
9n - {L211-1' L2n} Y Zn - {L2n- 1, L2n } S011 abiertos en A. La última parte de 
5, se sigue de 4. Esto termina la prueba de 5. 

Usando 5, obtenemos que A - {L2n -1, L2n } 110 es conexo. 

Ahora, por otra parte, podemos suponer que Qn -+ Q, para algún Q E 
C (X). Notemos que 

i) para cada n E N, Qn ¡f (C x (z}) n X, donde z E {,nl_l''\;}' 

ii) (2,2,0) E Q y Q e Cl x {O}, 

De ii), obtenemos que C ¡f Q. 
Para finalizar. demostraremos que 

iii) si Q E intA (IC). para algún K. E C (A) , entonces C E K.. 



CAPÍTULO 3. PROPIEDADES CRECIENTES 64 

Supongamos que Q E intA (IC), para algún K. E C (A) . Entonces existe 
UIl número natural N tal que Qn E int(K:) para cada n 2: N. Entonces, 
por i), Qn E K. n C (Yn) y por ii) Qn E K. n C (2n). De acuerdo con 5, 
(C x {2,.'-1}) n X o (c e {f,;}) n X E K. para cada n 2' N. De donde 
concluimos que e E K.. 

Por tanto A no es aposindético. 

3.6 Descomponibilidad 

En [14, Teorema 14.11, p. 411] se demuestra que la descomponibilidad es una 
propiedad de Whitney. En [18, Proposición 6, p. 154], A. Petrus demostro 
que: 

Si 1l- 1 (lo) esdescomponiblc, entonces existe tI E (to, 1] tal que J-t-l (t) es 
descomponiblc para cada t E [to, td. Nosotros mostraremos con un ejemplo 
que esta propiedad no es una propiedad creciente de Whitney. 

Construcción del ejemplo 

Denotemos por e al conjunto de Cantor y por p a la métrica usual de ]R3. 

Por cada w E e, consideremos 

Sw = {(O,y,z) ElR3 :p((O,y,z),(O,~, 1)) = Iw-~I yz 2'1}. 

y sea 

S = U {Sw : w E e}. 

Para n E N'y para cada v E [f,., ybr] nC) consideremos 

n:; = {(O,y,z) :p((O,y,z),(O,,;",m = [v- 2.;"1 yz:S *} 

y sea 

Rn=U{R~:vE [f.,;;;h]ne}. 

Para cada n E N 1 definamos 

Tn = {O} x ([f., 3L] ne) x [~, 1]. 
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Entonces, definimos 

W =U{RnUTn : nE N}. 

W está representado en la Figura 2. 

"- R' 
~T . . ' 

~R3 

Figura 2 

Consideremos la compactación Z del rayo L = (0,1] ilustrada en la. Figura 
3 (ver la próxima hoja). Sea a : L - Z un encaje tal que 0(1) = (0,0,1), 
donde T es el triado 

T = (H, ~J x {O} x (O}) U ({O) x {O} x [O, m . 
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(0,0.1) = a (1) 

~ 

a (L) 

./ 

Figura 3 

Finalmente definimos 

y = z U S U {(a, (z) ,y, "2 (z)) : (y, z) E W} . 

Antes de ver que Y es indescomponible necesitarnos demostrar el siguiente 
lema. 

Lema 32 Sean Xl Y YI continuos no degenerados con Y I indescomponiblc. 
Si f : Xl ---+ YI es una función continua y supmyectiva tal que existe Yo E YI 

tal que 

1. 1-1 (Yo) un subcontinuo con interior vado de Xl y 

2. para cada y E Y, - {Yo}, ¡-' (y) E F, (X¡). 

Entonces Xl es indescomponible. 
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Demostraci6n. 
SupongamoH que existe A E C (X,) - {X¡} tal que intx, (A) i 0 (ver 

[12, p. 204]). Si ocurre que 1 (A) = Y" entonces, como 1-' (y) E F1 (X¡), 
para cada y E Y, - {Yo}, 1-1 (y) e A para cada Y E Y¡ - {yo}. De donde 
Xl - 1-1 (Yo) e A. Así que X, = Clx, (Xl - 1-1 (Yo)) e A. De esta manera 
Xl = A. Oc esta contradicciÓn, tenemos que f (A) está contenido propiamen­
te en Y,. Ahora, demostraremos que inty, UtA)) i 0. Si intx , (A) n X 1 -

1-' (Yo) = 0, entonces intx, (A) e 1-1 (Yo). Está contadicción, establece que 
intx , (A) n X, - 1-1 (Yo) i 0. Sea x E intx, (A) n Xl - 1-1 (Yo). Demostra­
remos que 1 (x) E inty, U (A)). Sea U un abierto en Xl tal que x E U y 
Un/- 1 (Yo) = 0. Entonces x E intx, (A)nU y (intx, (A)nU)n/- 1 (Yo) = 0. 
Dado que intx, (A) n U es abierto en Xl - 1-1 (Yo) y 1 I Xl - 1-1 (Yo) es 
continua y biyectiva, tenernos que 1 (intx, (A) n U) es abierto en Y1 - {Yo} . 
De esta manera, dado que Y, - {Yo} es abierto en Y" 1 (intx, (A) n U) es 
abierto en Y1. De esto) podemos concluir que f (intx¡ (A) n U) es un abier­
to en Y1 que contiene a 1 (x) y está contenido en 1 (A). Esto muestra que 
inl)', U (A)) i 0 y 1 (A) es un subcontinuo propio de Y1• Esto contradice 
la indescomponibilidad de Y¡ y prueba que, para cada A E C(X1 ) - {X¡}, 
ints, (A) = 0 .• 

Para ver que Y es jndescomponible~ sea X el continuo Y /T, es decir 1 Y es 
el continuo que se obtiene de identificar T en un solo punto. Observe que X 
es homcolllorfo al continuo de I(¡master por lo que, si f es la. función cociente 
de Y en X 1 entonces se tiene lo siguiente 

l. la función f satisface las condiciones del Lema 32 y 

2. Y es un continuo indescomponiblc. 

Ahora. observemos que los únicos subcontinuos de T que son límite de 
subcontilluos de o. (L) son: 

l. conjuntos con un solo punto, 

2. arcos conte1lidos e1l ([-4,0] x {(O,O)}) U ({O) x {O} x [o,m 
({O) x {O} x [0,4]) U ([O, 4] x {(O.O)}) 

o en 

3. subtriodos de T de la for111a ({O) x [O.~] x (O}) U ([fL,b] x {(O, O))). 
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Afirmación 1. Si {An}::'=1 es una sucesión en C(Y) - C(T) que con­
verge a un elemento de A E e (T) 1 entonces A es uno de los continuos 
descritos en el párrafo anterior. 

Para probar la afirmación 1, notemos primero que S n A = 0, así que 
podemos suponer que An n S = 0 para cada n E N. Si una infinidad de 
conjuntos An está contenido en Z, entonces la afirmación se sigue de lo que 
ya observamos. Supongamos que ninguna An está contenida en Z. Entonces, 
cada An se puede escribir en la forma An ~ {(al (z) ,y, Q, (z)) : (y, z) E Bn} 
para alguna Bn e W. Consideremos la función 'P : 1R3 

-t ]R2) dada por 
<p((x,y,z)) ~ (x,O,z). Entonces <p es continua. Sea 71",: IR' ~ IR dada por 
7I",(x,y,z) ~ y. Como, para cada a E An, <p(a) ~ (QI(Z),O,Q,(z)) E L, 
tenemos que <p (An) e Ln Y <p (An) ~ <p (A) ~ A. Por tanto A es uno de 
los continuos que describimos anteriormente. Esto concluye la prueba de la 
afirmación 1. 

Sea l' una función de Whitney para e (Y) . 

Primera propiedad. Sea to E (O, /1 (T)). Entonces 1'-1 (to) es descom­
ponible. 

. Para ver esto, sea E E e (T, io) tal que es un triodo que no tiene al 
punto (0

1
0

1
4). Demostraremos que existe un número natural n tal que 

Bl( (E) e e (T, to). Supongamos lo contrario. Entonces, por cada n E N, 

existe En E Bl{ (E) - e (T, tolo Obsen'emos que {En} ::'=1 converge a E. 

Esto es imposible por la Afirmación 1. Ahora bien, dado que C (T, to) es un 
suhcontinuo propio J1-1 (tO)l tenemos que p-1 (fo) es descomponible. 

Segunda propiedad. 
Sea t = J1 (T). Entonces J1-1 (t) es homeomorfo al continuo de Knaster y 

por tanto indescomponible 
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3.7 Preguntas 

En la ~cccion 2.6.2 nosotros demostramos que hcreditariamcnte arco conexo 
es una propiedad secuencial fuente reversible de \Vhitncy, tenemos la siguien­
te pregunta: 

1. ¿Es hercditariamente arco conexo una propiedad decreciente Whitncy? 

2. ¿Qué otras propiedades secuencial fuerte reversible de \Vhitney son 
propiedades secuencial decreciente de Whitney? 

En la sección 3.10 nosotros demostramos que la aposindesis no es una pro­
piedad creciente de Whitney, siguiendo en esta dirección tenemos la siguiente 
pregunta: 

3. ¿Es la propiedad de ser finitamcntc apsindético una propiedad creciente 
de Whi tney? 

4. ¿Qué otras propiedades de Whitncy son propiedades creciente de \\Thit­
ney? 

E§TA TESI§ NO §A1LI 
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