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RESUMEN 

Uno de 10s temas de primordial importancia en diversas dreas de la ingenieria es el estudio 

de 10s procesos unitarios. Dentro de este rubro, el diseiio, cAlculo y construcci6n de redes de 

tuberias ya sea en plantas de generaci6n de potencia, plantas y plataformas petroleras asi como 

d?m& industrias, son un ejemplo claro de la relevancia que tiene el transporte de fluidos. De 

igual trascendencia resultan 10s parLmetros, tales como flujo m&ico, diAmetro de la tuberia y 

factor de fricci6n en las paredes; sin embargo, en algunas ocasiones la sustancia a desplazar 

tiene propiedades de transporte diferentes a las convencionales. Muestra de estas sustancias 

o n  las denominadas no-newtonzanas ,  ya que no cumplen con la ley de Newton de la viscosidad 

1. por ende, requieren de una ecuaci6n constitutiva para la viscosidad, alterando asi el calculo 

y diseno de tuberias para su transporte. Para tal fin, la ciencia que estudia el movimiento de 

fluidos viscosos o deformaciones plhticas de materiales s6lidos se le conoce como Reologia, la 

cual tiene una gran importancia en las industrias de alimentos, petroleras, polimeros y pinturas 

por nombrar s61o algunas. 

Desgraciadamente, la complejidad de las ecuaciones constitutivas remiten a dichos estudios 

a un dmbito te6ric0, mientras que en las aplicaciones de ingenieria se hace uso de correlaciones 

experimentales. 

Otro fen6meno de transporte vinculado a1 movimiento de fluidos es el de energia. ya que 

~ 1 1  muc11a.s ocasiones 10s fluidos requieren ser calentados y/o enfriados durante el proceso de 

rransportaci6n. Para ello se cuenta con una amplia gama de equipos y elementos llamados 

interca~nbiadores de calor que logran tales prop6sitos. De esta forma, se pretende que la trans- 

ferencia de calor y el transporte de fluidos se lleve a cab0 de manera simultanea. Lo anterlor sc 

logra debido a que la conductividad termica de la pared del tubo es finita. Asi. el analisis de 

dichos efectos conduct,ivos-convectivos (s6iido-fluido) se definen como problemas c o n ~ u g a d o s  de 

i~ons , fwrn i . zn  de  cnlor. 

Dado cstc panorama. en el prescntc trabajo se estudia el proceso de transferencia dc calor 

ionjugada crl un fluido no-ne~vtoiiiaiiu cn t~iherias Para su analisis. la tesis sc dividc i:n 

di>s sc(.c~oi~rs. ell la priiiicl.a dc ( 7 1 1 ; ~ ~  s i~  cstl~tiia cl proccsc dc transfcrciicid ilc ca101 1.11 ~ , > r i i ( i o  



permanente y en la segnnda, en estado transitorio. En ambos casos se parte de la hip6tesis 

de que el fluido no-newtoniano, que se rige por la ley de potencia, est& hidrodinkmicamente 

desarrollado en rkgimen laminar, con lo cual la ecuaci6n de cantidad de movimiento puede 

resolverse e integrarse a la ecuaci6n de la energia del fluido. La ecuaci6n de la energia del 

fluido es adimensionalizada y resuelta por mktodos analiticos para posteriormente ser acoplada 

a la ecuaci6n de Laplace en el s6lid0, exigiendo las condiciones de continuidad en el flujo de 

calor y en la temperatura. La soluci6n a esta ecuaci6n es obtenida mediante la tecnica de 

diferencias finitas. Asimismo, se exploran diversos limites termicos para 10s cuales se emplean 

herramientas analiticas, numericas y asint6ticas (teoria de perturbaciones). Los resultados sobre 

la transferencia de calor muestran la influencia de cuatro pa rhe t ro s  adimensionales, uno de 

ellos es el parametro de conducci6n, dos m& representan la influencia de 10s efectos geometricos 

del sistema y el ultimo corresponde al indice de potencia del fluido nc-newtoniano. Con 10s 

resultados obtenidos pueden realizarse estimaciones en procesos de transferencia de calor de 

sustancias pseudopl&sticas, newtonianas y/o dilatantes. Ahora bien, con la idea de validar el 

modelo general, se presentan graficas y tablas comparativas de 10s valores del namero de Nusselt 

con respecto a 10s datos experimentales mostradas en la literatura. 



Capitulo 1 

Introducci6n 

1.1 Generalidades 

Una de las formas m& sencillas en que 10s fluidos pueden ser clasificados se resume de la 

siguiente manera: i) atendiendo a la respuesta a una presi6n aplicada de manera externa; o 

bien, ii) de acuerdo a 10s efectos producidos bajo la accidn de un esfuerzo cortante. 

Mientras la compresibilidad afecta directamente a 10s gases, 10s ltquidos son consideradm 

como incompresibles y su respuesta a1 esfuerzo cortante tiene mayor importancia. Para ca- 

racterizar dicha respuesta se tiene el esquema de flujo uni-dimensional mostrado en la figura 

(1-I), del cual puede obtenerse facilmente la ley de Newton de la viscosidad. T = p(du/dy) .  

donde p representa una constante de proporcionalidad entre el esfuerzo cortante y la rapidez de 

deformaci6n, la cual es llamada viscosidad Sewtoniana, que depende linicamente de la presi6n y 

dc la temperatura del fluido. Cuando esto n o  sucede y la viscosidad es funci6n de otros factores 

conlo el tieinpo o la rapidez de deiorinaci6n. al fiuido se ie conoce con10 un fluido Reoldgzco. 

Las cornentadas excepciones a la ley dr I\jcn.ton de la viscosidad son por demas frec~ientes. 

denominandose a este tip0 de fluidos como fluidos no-neurtoneanos. Estrictamente hablando. 

un fluido nc-neu.toniano es aquel fluido cuya curva de flujo en un diagrama cortante-rap~dez de 

dciorn1aci6n. fipura (1-2). es nc-lineal o no pasa por cl origen. Otra forma de 11lostra1 

la nc-linealidad dc 10s fluidos no-ncwtonianos es presentada por la figura (1-3), en donde es 

fdcil distlnguir la no depcndencia dc la rapidcz de deformaci6n sobre la viscosidad dc un fluidi~ 

Ncwtoniniio. 



Figura-1-1: Representaci6n esquemAtica de un flujo uni-direccional por la acci6n de un esfuerzo 
cortante. 

Figura'l-3: C~iasifiraciiin rcolOgica dr 10s fluldos ilo-Newio~liarl~,s: c.rlI.vas ilc fiuio. 



Flgura-1-3: Clasificaci6n reol6gica de 10s fluidos no-Newtonianos: curvas viscosidad-rapidez de 
deformaci6n. 

Para su analisis, 10s fluidos no-newtonianos se dividen en tres grupos, como se presenta en 

la figura (1-4) y que se detallan a continuaci6n: 

a) Fluzdos que no dependen del tzempo. A estos fluidos se les conoce como una generalizacidn 

de 10s fluidos Nemtonianos, ya que el valor del cortante puede ser determinado por un valor de 

la rapidez de deformaci6n segiin lo muestra la figura (1-2). Dentro de este grupo se encuentran 

10.. sigiiientes fluidos: Pseudopldstzcos. cuyo valor del cortante dlsminuye conforme la rapidez 

lie deformacicin se incrementa: Dzlatantes. en donde el valor del cort,ante aumenta a nledlda dc: 

quc la rapldez de deformaci6n se incrementa; y 10s VzscoplClstzcos, que son aquellos Auidos que 

prcscllt.an un esfuerzo d e  Ruencia. 

b )  FIu?,dos dependze~tes del tzempo. Son fluidos m a  complejos cuya relaci6n entre el cortantr 

! \ t i  ral'idez de deformac16n dcpenclt-. rntrr otras cosas, dc la duracicin del cortante y la historia 

r-iiicni>irica dc  kstc. Dc este grupo puedcn distinguirse a 10s fluidos Reopc'clzcoi ,v Tzrofrdp?co,s 

c) Flii,tilos ~ : ? s c o - c ~ ~ s ~ ~ ( ~ o s .  So11 s11staucias q11e exilibcll caractcristi~~1s dc fluidos 1(1(,al(,h \- 

(~lastic~dad dc shlidos. ~nostrnndo un;? r(~(o11stitili.i~511 pa~.(,i~il d ~ s p u i ! ~  dc la dc fo r~ i~ i i (~~ i i i~  



/ Fluidos No-Newtonianos 1 

I Independientes del ~ i e r n d  Dependientes Gel Tiempo 
1 1 

Figura 1-4: Clasificaci6n reol6gica de 10s fluidos nuNewtonianos. 

Para cada fluido comentado, se tiene una serie de modelos matematicos 10s cuales son 

discutidos a detalle en textos como Harris 111, Wilkinson 121, Ske!land[3] y Bird et a]. 141 

Adem& de dichos modelos, en las citadas referencias se pueden obtener las caracteristicas de 

flujo de 10s diferentes fluidos no-newtonianos. Desgraciadamente, el aspecto de transferencia 

de calor no ha sido estudiado a detalle, lo cual representa la motivaci6n principal del presente 

trabajo. 

1.2 Antecedentes 

El primer estudio sobre la transferencia de calor en tuberias, fue llevado a cabo por Graetz 15: 

en 1883 para un flujo tapdn (slug flow) y para un flujo de Poiseuille en 1885> presentando la 

soluc16n en funci6n de una serie infinita. En 1956> 10s valores numkricos de lasoluci6n de Graetz 

fucron presentados por Sellars 161. Este problema clkico puede revisarse con suficiente detalle 

c.11 testos como el de Shah y London (71, o la obra de Iiays y Crawford 181. En general. 10s 

avances m6s s~gnificatiros se lian concentrado en incluir diversos factores a1 modelo de Graetz 

quc e~lr iquez~an sensiblemente el estudio dcl mismo. Tales fact,ores se pueden eiiunierar <.onlo 

dislpaci6n viscosa, difusiridad terrnica: efectos trallsitorios y turbulentos, efectos conjugados y 

dern<% 

C'onio u~ ia  cstelisi6n del c1;isieo problcllla de Graetz. el an8lisis de la transfere~icia de calor 

i.11 Hujos no-~icxvtotlianos cn t111.1ci';a 11a rccil~ido considernble atcne16n cli la titinla dCi~(ia.  

.-lsp?(:tc,s f~ln(iam~lltalei:ltaes cic cstc problcriin so11 d~)~il i l l?i l td(i~s I ~ F ( ~ ~ C I I I C I I I C I ~ ~ C  cii C ' i l ~ l a i ) l c i  y iii- 



chardson 191, tambien detallados en Cho y HartnettllO], Harnett y Cho Ill] y e n  el texto cl&ico 

de Skelland [3]. Aun y cuando 10s ejemplos contenidos en l a  referencia anteriores versan 

sobre la transferencia de calor de o hacia un fluido neneurtoniano en tuberias que puede ser 

influenciado por diversos factores, es importante se~ialar que no se ha  tornado en cuenta el 

efecto de la conductividad termica finita del tubo. De esta forma, la hip6tesis conventional de 

temperatura uniforme o flujo de  calor constante en la pared del tub0 dejaria de ser vilida y 

el proceso de transferencia de calor se llevaria a cabo de manera conjunta con 10s efectos de 

conducci6n-convecci6n. Para el analisis del problema de Graetz, generalment,e 10s dos meca- 

nismos de transferencia de calor se desacoplan, estuditindose los efectos convectivos del fluido 

mediante un anAlisis de convecci6n de calor forzada en regimen laminar con temperatura de 

superficie constante o con flujo de calor pre-establecido. 

Por otro lado, la soluci6n a1 problema de transferencia de calor de un flujo no-newtoniano 

a trav& de un tubo circular con condici6n de frontera termica pre-determinada, se ha estu- 

diado con cierto detalie para el caso de un flujo laminar totalmente desarrollado. Desde el 

analisis experimental de Pigford [12] en 1955, a1 estudiar la regi6n de entrada termica con tem- 

peratura de pared constante, un gran niimero de investigaciones con condiciones de frontera 

pre-determinadas se han desarrollado con el af6n de tener un mejor entendimiento del proce- 

so tkrmico. El primer estudio analitico que extiende la soluci6n de un Auido Newtoniano a 

un fluido que obedece la ley de potencia fue obtenido por Bird 1131: empleando una soluc16n 

en forma de surnatorias para la temperatura de un fluido en regimen laminar en la reg1611 de 

entrada ternlica para la condici6n de flujo de calor constante en la pared. Blrd et al. 1141. 

aplicaron la conocida aproximaci6n de Leveque 1151 para calcular la transferencia de calor qile 

rcsulta cuando la condici6n de frontera corresponde a un Aujo de calor uniforme en la pared 

del tubo, asi conlo la condici6n de temperatura constante para UII fluido que se rigc por la Icy 

dc potencia. La idea principal de la aproximaci6n de Leveque es asurnir que la capa lirnite 

tkrinica esta confinada a una pequefia regi6n del fluido adyacente a la pared del tubo. Esta cs 

una esrclentc aproslil1aci6n para elevados ga5tns misicos. tuhos cortos y/o \.alorcs dcl nulrieru 

dc Gractz clc~ados. Los anteriorcs rcsultado.: se resume11 ell Bird 141. 

Asimis~no. L'letzncr el al. j lGj  prcscntaron el priincr andlisii te6ric.o y cspcr1111i,111a1 p;~r;t 

(1rtcrnii11;lr la- vzirial~l~~s in~p~ntaln(:s c11 cl proccsn (lr ~ ~ ~ I I S ~ C ~ I ( ~ I I ~ ~ I ~ I  (ic ralor P I I  fi,11,10> m)- 



Capitulo 2 

AnAlisis del problerna en estado 

permanent e 

2.1 Modelo fisico 

Como se mencion6 en el capitulo introductorio, existen diversas relaciones matematicas que 

permiten modelar las caracteristicas de flujo de un fluido no-newtoniano; en este sentido, se 

eligi6 el modelo de ley de potencia, tambien conocido como modelo de Ostwald de Waele: en 

virtud de que esta relaci6n puede caracterizar m& de un fluido (Pseudopl&ticos, Newtonianos 

p Dilatantes). adem& de poseer ciertas bondades en lo que se refiere a1 analisis matematico. 

El modelo fisico simplificado que se estudia en el presente trabajo se muestra en la figura 

( 2 .  Un fluido viscoso no-newtoniano caracterizado por la ley de potencia, fluye en regimen 

laminar completamente desarrollado dentro de un tubo liso de radio interno R y espesor h. 

Pol. simplicidad se asunle que el fluido ingresa a una temperatura constante To y en una zona 

localizada de la superficie externa del tubo, de lonk.tdd L. se extrae una tasa de calor uniforme 

(q, .) .  lo que provoca una delgada capa limitc termica: 6. en la superficie interna dcl tubo. 

Dcbido a la conductividad termica finita de la pared del tubo. A,. la rapldez de transferencia 

(I(% calor rctirada es influenciada por 10s efectos difuslvos del s6lido en las direccioncs radlai y 

Ioil~itil~ii~ial DC ~ s t i i  1llaiic1.a. ('1 prc>(.(:x> (IP traiisfc:rrllc:ia de calor sc llcva a cabc~  dr fo1.11ii1 

c<rl<ji~i~tii C I I ~ S ( *  el Iiuidc? 11o-iiewto11ia11~) y la pal.cti del tuLo .4 cstc ripo dc problcl!ins cli i ic>i i ( l i '  

sc iicoplan 10s efcctos conduct~\,os-convcctivos so11 cailocidos conlo p~ohlcmas ~ 0 7 ~ . ~ ~ i q i i d o . < .  



Figura-2-1: Mode10 fisico a estudiar 

El origen del sistema coordenado se coloca en el centro del tubo: de manera que el eje 

de simetria z inicia en donde se presenta el salto en el flujo de calor y coincide a su vez con 

la direcci6n del flujo no-newtoniano, tal y como se muestra en la figura (2-I), mientras que 

el eje r apunta hacia afuera en la direcci6n radial, siendo normal a la superficie del tubo. 

Por slrnplicidad, se asume que las condiciones termicas en 10s bordes del tub0 ( z  = 0, L) son 

adiabiticas: asi como propiedades termicas del fluido constantes y despreciables 10s efectos de 

disipaci6n viscosa. 

2.2.1 Flujo no-newtoniano 

Ecuac idn  de  continuidad: 

Escrih~c:ido la ccuaci611 de la continuidati para nn flujo hl-dimcilsio~iai cn coordcnadas cllilldri- 

cas. 



Debido a que se asume flujo completamente desarrollado, no existe con~ponente de velocidad 

en la coordenada radial u, = 0, de donde se puede concluir que la velocidad axial es: a lo mas; 

funci6n de la coordenada radial, u, = u, (7). 

Ecuac idn  de can t idad  d e  movimiento:  

Part,iendo de la  ecuaciones de  cantidad de movimiento en coordenadas cilindricas para un fluido 

completamente desarrollado en r6gimen laminar, 

donde el esfuerzo cortante? T,,, para un fluido que se rige por la  ley de potencia se define como: 

k es una funci6n de peso que tiene la finalidad de mantener la homogeneidad dimensional de la 

ecuaci6n (2.3), y n es el indice de potencia del fluido no-newtoniano; la ecuaci6n (2.2) puede 

ser directamente integrada al tomar la informaci6n de la ecuaci6n (2.1) que establece que la 

presi6n es. a lo m&, funci6n de la coordenada longitudinal, P = P ( 2 ) .  POI lo anterior y con 

las s~guientes condiciones de front,era para la velocidad, 

sc obtiene f&cilmente la ecuaci6n que describe el campo de \~elocidades de un fluido de potencia 

dentro dr un tnbo. 

.-ihora bien. dchido a qric la velocidad ~nAxima del Rujo sc presc11t.a en la zona ccntlrai dcl tlll>o 

(T = 0). FS posil>lc estableccr cl terrnino dr vclocidad in&xin~a dc la ccuaci6ri (2.5) .  rncdiar~tc. la 



siguiente expresi6n: 
dl' ' " n 

urnax = { & (- ) ] (-j n - t l  R ( ~ + ~ ) / ~ ,  

de esta manera, la ecuaci6n (2.5) puedc rx r ~ i > ~ r w  coma: 

De la misma forma, si se desea calcular el Hiljo volum6trico que pasa por una secci6n del tubo. 

se emplea la integral, 
R 

Q = 1 27r.U. ( T )  dT. 
0 

(2.8) 

Sustituyendo la ecuaci6n (2.7) en (2.8). integrando y ordenando terminos, se obtiene el valor 

del flujo volum6trico en funci6n del tkrmino de velocidad m&ima: 

Par otra parte, empleando la definic16n de flujo volum~trico, Q = m R 2 ,  e igualandola con 

la ecuaci6n (2 .9) ,  se obtiene la relaci6n entre velocidad media y velocidad m h i m a  del flujo del 

fluido de potencia, 
n i l  
3n + 1 

Con lo anterior, el perfil de velocidades del flu~do no-newtoniano puede escribirse de la siguiente 

manera, que es la forma conventional en quc aparece definido en la literatura [3],[4],19;.[35), 



Ecuacidn de la energia: 

Debido a que no se consideran efectos de disipaci6n viscosa en el fluido, la ecuaci6n de la energia 

cn coordenadas cilindricas bi-dimensional se escribe de la siguiente manera; 

con sus respectivas condiciones de frontera y de continuidad en la temperatura, 

T ( 0 ) r )  = To, 
a2 .-, 

2.2.2 Pared del Tubo 

La ecuacion de conducci6n de calor, que en este caso es la ecuaci6n de Laplace, se escribe en 

coordenadas cilindricas conlo: 

c.011 sus correspondientes condiciones de frontera 

Condiciones AdiabBticas: 
dT, 

= 0 

Supcrficie Interna: 
d T" 

Supeslicle Esterna: 

Lac ccuaciones (2.11) y (2.17). q i~c  corr~sponden a !as 'andic~ones dc co~~tinuidad dc la tcni- 

I r r i i t  ura y di-I fl~tjo dc calor rcspcctl\.ainenrc. wprescntan 10s cfectos de tral~sf(~rcli<:ia ric calo~ 

(.,il\irl:acid. L a  ccuiici611 (2  17) establccc- qilc cl calor desprciltiido por cl fi~iiilo n~~iirii-tolii;l~lo (3 



el mismo que el calor admitido por conducci6n en la cara interior de la pared del tubo, mientras 

que la ecuaci6n (2.14) establece que la temperatura del fluido y el s6lido es la misma. 

2.3 Estimaci6n de 10s 6rdenes de magnitud 

En este apartado, se analizari 10s 6rdenes de magnitud del ptoceso transferencia de calor en 

estado permanente para obtener parimetros adimensionales que relacionen la propiedades fisicas 

del fen6meno. 

2.3.1 Generalidades 

A1 igual que diversas Areas de la ingenieria, 10s problemas de transferencia de calor se caracte- 

rizan por la multiplicidad de variables y propiedades fisicas involucradas, provocando que 10s 

resultados de 10s analisis tanto experimentales como te6ricos dependan de m& de una variable. 

Por lo anterior, se recomienda que previo a resolver un problema ii'sico, sea aplicado un anhlzszs 

de drdenes de magnitud con la idea de generar parametros adimensionales representativos, a la 

vez de obtener mayor informaci6n fisica del problema 1361. 

El objeto de introducir un analisis de 6rdenes de magnitud empleando 10s conceptos y 

principios b&sicos del proceso de transferencia de calor, se reduce a obtener una estimaci6n 

global de las variables fisicas involucradas. Esto significa, por ejemplo, que si una de las vanables 

fis~cas de inter& es el espesor de capa limite termica, el objetivo es determinar la dependencia 

fuiicional con otras variables. Hay que comentar que a1 analisis de 6rdenes de magnitud esta 

iiitiinamente ligado al analisis dimensional de un problema. Si el analisis de 6rdenes de magnitud 

es llevado a cabo de rnanera correcta. se pueden anticipar resultados valiosos. Una esplkndida 

scferencia que da cueiita de Ios aspect,os fundamentales sobre el analisis de escalas resulta ser 

P! t c r t o  de Bcjnli 1361. 

2.3.2 Aniilisis de 6rdenes de magnitud 

4 partir dcl caliipo de velocidades establecido cn (2.11) e introduciendo. con la apraxi~uacl;iil 

~ i c  Lcvcilur 1151. ulin nucva cscda cspacial < pr6ziliia a la pared dcl tubo de ordell dc iilagliitl~rl 



donde 5 representa el espesor de capa limite termica; puede demostrarse faciimente que el campo 

de velocidades pr6ximo a la pared del tub0 en funci6n dei espesor de capa tkmica, viene dado 

Por otro lado: haciendo un balance entre 10s terminos convectivos y difusivos en la ecuaci6n de 

la energia del fluido n~newtoniano: se obtiene: 

A AT, 
R L pc bZ ' 

donde ATf representa la caida de temperatura en ei fluido. Finalmente, determinando el orden 

de magnitud del espesor de  capa limite termica, 

En la expresi6n anterior, P e  corresponde a1 numero de Peclet, P e  = pc?iR/X. p: c y X repre- 

sentan la densidad, el calor especifico y la conductividad termica del fluido, respectivamente. 

Por otro iado, deb'ido a la hip6tesis de que 10s extremos del tub0 ( z  = 0, L) son adiabAticos: 

se asume que el calor total transferido por el fluido es del mismo orden de magnitud ai calor 

retirado en la superficie externa dei tubo. esto es: 

\- cqui~alentemente. el calor transfcrido por el fluido es del mismo orden de magnitud que el 

conducido trailsversalme~~te por la pared del tubo, esto es: 

AT, AT, 
A,qj - AX,.-- A,q, - AcX,t,-- ( 3 . 2 3 )  

Ar ' AT ' 

I I O I I ~ I < ,  .'I, y A, correspoi~dcn a la:: supcrfic~es il~tcrllw y esterlia dcl t obo rcspcctlvwlllrlni.. 1111('11- 



tras AT, representa la caida de temperatura en la pared del tub0 en la direcci6n radial. Sus- 

tituyendo 10s valores de las Areas correspondientes en (2.23) y factorizando, 

Combinando las relaciones (2.22) y (2.24) se tiene que, 

4eh (1 +- 3) AT, - - 
,L (1 + &) 

Por otto lado, el cambia global en la temperatura del sistema puede escribirse de la siguiente 

manera, 

AT = AT, + AT,. (2.26) 

Con esta relaci6n y mediante la expresi6n (2.25) para AT, y con la ayuda de la ley de Fourier 

en el fluido, ATf - q f 6 / X f ,  es posible determinar ias caidas de temperatura en el s6lido y el 

fluido relativas a1 sisrema de la siguiente manera: 

se tiene que: 

AT, -- 1 ATf 5 (&)'I3 -- 
AT 

( " I l l 3 '  AT 
0 ( " ) ' I 3 '  

I + $  m I+?-  m 
donde a, E y ED son 10s parametros t6rmicos y geometricos que se definen a travks de: 

Empieando la primera relaci6n de (2.28) junto con la relaci6n (2.25), se obtiene que el can~blu 

global de temperatura en el sistema es del orden, 

Dcbldo a que AT representa una const,ante dc referencia en el proceso de adinlensiona11z;l- 



ci6n de la temperatura, por simplicidad se requiere que dicho valor sea el mdximo que pueda. 

Asumiendo que en general n es un parametro del orden de la unidad, la relaci6n (2.30) puede 

reducirse a: 

a (1 +EO)  qeh AT, - - 
E' (1 + E0/2) x' 

La expresi6n anterior se estim6 de la relaci6n (2.30), pensando que tanto el flujo de calor 

q,, como la conductividad tbrmica y 10s factores geombtricos del tubo (c,eO) sou constantes. 

Entonces el parametro que afecta m k  sensiblemente el orden de magnitud de AT, es el cociente 

a /e2;  bastando con tomar el limite a/c2 >> 1 con la idea de tener un valor caracteristico de 

AT, en el proceso de adimensionalizaci6n. 

Con las relaciones anteriores es posible estimar el orden de magnitud del nfimero de Nusselt. 

donde h corresponde a1 coeficiente convectivo del fluido de potencia, R el radio y Gz = .rrRPe/L 

representa el numero de Graetz. Esta derivaci6n del niimero de Nusselt es por dem& conocida 

y reportada en la literatura, [lo] 1111. De las relaciones anteriores pueden obtenerse interesantes 

limites asint6ticos, 10s cuales establecen 10s aspectos fisicos del proceso de transferencia de calor 

Bkicamente, se pueden distinguir tres casos: a /z2 >> 1, a /c2  - 1 y a /c2  << 1 asumiendo que 

el indice de potencia n es del orden de la unidad. 

Para valores de a /c2  >> 1, de la relaci6n (2.28) se obtiene: 

lo anterior indica que las variaciones de temperatlira transversal en la pared del tubo comparad,as 

con el carnbio de temperatura global AT soil muy pequefias, del orden de c2/a  a lo m&. Este 

(:s el l i ~ n ~ t e  termico conocido como t k n z c a n ~ e n I e -  drlgado. [32]. 

Para valores a /c2 - 1, se tiene el rnlsnlo t~rcicn e n  las relaciones, 



?/Iientras que para vaiores a l e 2  << 1; se tiene, 

en ambos casos, la caida de temperatura transversal en ia pared del tubo es dei orden de 

magnitud dei gradiente global para valores finitos de n. Este es el llamado limite temzcamente 

gvueso. 

2.4 Ecuaciones adimensionales 

En este apartado se obtendra el conjunto de ecuaciones adimensionales que describen el fr- 

n6meno ffsico; para tal efecto, se emplearan 10s valores caracteristicos de adimensionalizacioil 

estimados en la secci6n anterior. 

2.4.1 Fluido no-newtoniano 

En virtud del conocimiento del campo de velocidades para el fiujo de potencia, la ecuacidn di, 

la energia para el fluido puede adimensionalizarse a1 introducir las siguientes variables ad in~ i .~~ .  

sionales y el campo de velocidades, 

donde AT, representa la caida de temperatura caracteristica dada por la relaci6n (2.31) \!I.. 

tituyendo las variables anteriores en las ecuaciones (2.12)-(2.14), se obtiene la ecuaci6n ( I t ,  : , 

energia en forma adimensional, 

con 1 s  siguientes condiciones de frontera y tie continuidad en la temperatura, 



2.4.2 Pared del tub0 

Llevando a cab0 el mismo procedimiento para la ecuacidn de Laplace en la pared del tubo, se 

sustituyen las siguientes variables adimensionales, 

en las  ecuaciones (2.15)-(2.18) con la finalidad de obtener la ecuacidn de la energia adimensional 

para el solido, 

asi como tambibn sus correspondientes condiciones de frontera, que se detallan a continuacion 

Condiciones Ad%abiLtzcus: 

(2.43) 

Como fue comentado con anter~oridad, las  ecuaciones de la energia correspondientes a1 fluido 

no-newtoniano y la pared del tubo, estdn acopladas mediante las condiciones de continuidad del 

Gujo de calor y de la temperatura. Otro factor que influye en la soluci6n del conjunto de ecua- 

ciones (2.38)-(2.45), es la variedad de pardmetros involucrados, lo que genera una multipliclda~i 

de soluciones. Por lo anterior, la temperatura adimensional de la pared del tubo, dependera CII 

general de la siguiente relaci6n funcional: 

0, = 0 ,  (x .  o : n , c , ~ g , n ) ,  para Gz  >> 1. 

Por otro lado, el flujo de calor adimensional local o numero de Nusselt local, Nux = qLc/ (XAT) 

a la superficic crtcrna dcl t,ubo se define con10 



Con lo que el numero de Nusselt global puede ser obtenido mediante, 

donde Tb es la temperatura promedio o de corriente libre del fluido y en primera aproximacidn 

coincide con el valor de T,. La correcci6n de orden superior a Tb -T,, es del orden de T,Gz-' 

y para valores de Gz >> 1 resulta insignificante tal contribuc16n. 

POI lo anterior, !a relaci6n Eunciona! para el numero de Nusselt puede escribirse como: 

NuX = NuX (X : a, E ,  €0, n, Gz)  

2.5 Metodologfa de soluci6n 

2.5.1 Reformulaci6n del psoblema 

El conjunto de ecuaciones (2.38)-(2.45) que describen completamente el proceso de la transle- 

rencia de caior conjugada, sera resuelto mediante tecnicas analiticas y numericas. En el caso de 

la ecuaci6n de la energia para el fluido de potencia, se aplica junto con la teoria de capa limite, 

tkcnicas analiticas, ya que se trata de una ecuaci6n lineal. Por simplicidad, dicha metodologia 

de solucion es mostrada en el apendice A. En lo referente a la ecuaci6n de Laplace adimensional 

(2.12) con sus condiciones de frontera respectivas (2.43)-(2.45), se resuelve de manera numerica 

con la finalidad de tomar en cuenta la conductividad termica finita de la pared del tubo. asi 

como 10s efectos geom4tricos en el tub0 representados por E y €0. 

Contando con la soluci6n de la ecuacidn de la energia del fluido en funci6n de la tempera- 

tura de pared de! tub0 (apendice A),  se sustituye esto en la ecuaci6n (2.44) que representa la 

continuidad en el flujo de calor, con lo cual se obtiene, 

ilonde U,,, es la temperatura adirneilsional en el horde principal del tub0 ( X  = 0): Co corres- 



ponde a una constante cuyo valor es Co = l2'I3/r (1/3) = 0.8546, mientras que K(x ,  x') = 

(1 - X1/X)-1/3 representa el kernel continuo para el problema considerado. 

Con todo lo anterior, el problema consiste en resolver la ecuaci6n diferencial parcial lineal 

(2.42) con las condiciones de frontera definidas en [2.43), (2.45) y (2.48). Adem& de darle solu- 

ci6n numerica a este conjunto de ecuaciones, se exploran diversos limites tkrmicos, atendiendo 

a 10s valores del parAmetro a / c 2 ,  

2.5.2 Limite tkrmicamente delgado ( C Y / E ~  >> 1) 

Como fue comentado anteriormente, este limite representa, en primera aproximaci6n, que no 

existan gradientes tkrmicos en la coordenada radial; par lo tanto, la pared del tub0 depende 

iinicamente de la coordenada X, como se anticip6 en la relaci6n (2.33). Por lo que la temperatura 

del tub0 puede expresarse mediante la siguiente expansi611, 

Sustituyendo la serie anterior en la ecuaci6n (2.42) y reteniendo solamente el primer termino 

de la expansi6n, se tiene que: 

Llevando a cab0 el mismo procedimiento para las condiciones de frontera, 

Superficze Interna: 

Ahora bien, puesto que en primera aproximaci6n Qwo no es funci6n de la coordenada 0 .  

es posible integrar la ecuaci6n (2.50) a lo largo de la coordenada transversal. Aplicando 1% 



condiciones de frontera en este proceso se tiene que: 

y sustituyendo en la ecuaci6n (2.53) las condiciones de frontera (2.51) y (2.52) se obtiene 

una ecuacidn integro-diferencial que describe la temperatura de pared del tub0 en el limzte 

temicamente delgado, 

En esta ecuacidn, el primer termino del lado izquierdo corresponde a la conduccidn de calor 

axial en la pared del tubo, mientras que el segundo termino del lado izquierdo representa el 

calor removido en la superficie externa dei tubo. El termino del lado derecho representa a1 calor 

transferido por el fluido no-newtoniano a la pared interna del tubo. Las condiciones adiabaticas 

en 10s bordes del tub0 continiian siendo, 

La ecuaci6n (2.54) junto con 1% condiciones de frontera (2.55), representa el proceso de 

conducci6n de calor que esta gobernado por una ecuacidn integro-diferencial para 8, con dos 

parametros adi~nensionales a y n. En las siguientes secciones se analizara 10s limites carac- 

terizados por valores grandes y/o pequeiios dei parametro a para diferentes valores finitos de 

n. 

Soluci6n Numkrica (Runge-Kutta Cuarto Orden)  

Por tratarse (2.54) de una ecuaci6n integred~fcrmcial ordinaria de segundo orden, 6sta puede 

resolverse mediante el algoritmo conocido conio Runge-Kutta de cuarto orden [37]. Para aplicar 

la metodologia propuesta en [37] y 1381 s r  rtyilirre analizar previamente y par separado el 

termino integral de la ecuacibn (2.54). 

Sea f (x) el termino integral de In + , c I I , ~  i c i r ~  2 3.1). el cual puede ser aproximado como r ~ n  



nlimero finito de sumas de la siguiente forma: 

lievando a cabo la integral se tiene que: 

evaluando 10s limites de integraci6n y recordando que x = NAx, se factoriza el tkrmino AY2l3, 

con lo que se tiene: 

Ordenando y evaluando para k = N, 

Lievando esta relaci6n a la ecuaci6n (2.54), se tiene que: 

De esta manera, la ecuaci6n (2.54) se transforma en una ecuaci6n diferencial de segundo uc<b! :  

( 2  56). Para concluir y poder asi aplicar el algoritmo de Runge-Kutta de cuarto ordcr~ . i  , 

ecuaci6n (2.561, se requiere conocer el valor de la temperatura en el borde principal de la \I,". .: 

del tubo, 6,i. Para tal efecto se implementa una sub-rutina de "shooting", la cual pri~ll<~:. .  

1111 valor de temperatura en el borde, O w ( ,  resuelve la ecuaci6n mediante Runge-Kutta I37:. .;* 

para este valor de t,emperatura supuesto y alrnacena en memoria 10s valores de ternperati~r,i I , 

rrespondientes a1 borde secundario de i i ~  parcd dcl tubo, ya que debe cumpiirse con la contlii :, :. 

adiabatica. En el siguiente paso, la sub-rutina cstablece otro valor de temperatura tic ire!':. 



principal, O w l :  nuevamente resuelve la ecuaci6n (2.56) y registra 10s valores de temperatura de 

pared del borde secundario. Con las dos iteraciones anteriores se interpola linealmente para 

satisfacer la condici6n adiabatica en el borde de salida y poder asi obtener el valor adecuado 

de temperatura en el borde principal de la pared del tubo. Para este valor de B,( calculado, se 

obtiene la soluci6n de la ecuaci6n (2.56) que representa el perfil de ternperatura adimensional 

en la pared del tubo. A partir de estos valores de temperatura de pared se calcula el nurnero de 

Nusselt local y promedio que aparecen en el capitulo de resultados como soluciones numkricas 

a1 Limite termicamente delgado en el analisis permanente. 

Solucidn Asintdtica para el  Limite  a -+ m 

General idades  La Teoria de Perturbaczones es una amplia colecci~n de rnetodos analit~cos 

para obtener la soluci6n de una ecuaci6n diferencial. El procedimiento general de la teoria 

de perturbaciones es identificar un parametro pequeiio generalmente denotado por E [39], tal 

que cuando e = 0 el problema puede ser resuelto. La soluci6n global a1 problema analizado se 

obtiene por un analisis local en Ias proximidades de E = 0. 

La tendencia de la teoria de perturbacio~les es descomponer un problema dado en un ndmero 

infinito de problemas relativamente sencillos. Una soiuci6n de perturbacidn es construida por 

un anaiisis local en las vecindades de E = 0 como una serie de potencias en e: 

Esta serie se denomina serie de perturhacdn. Un rasgo distirt;ivo de esta serie, es que y, (2) 

puede calcularse en tkrminos de yo (x) , . . . , y,-1 (x). Es facil advertir que la serie de perturba- 

ci6n para y (x) es iocal en E per0 global en z. Si el valor de E es muy pequeiio, se espera quc 

la soluci6n para y (x) sea aproximada con suficiente exactitud, por unos cuantos tkrminos de In 

serie. 

Teor ia  de Per tu rbac i6n  Regular  y Singular La tecnica formal de la teoria de pertrlr- 

baciones es una generalizaci6n natural de 10s analisis locales que ~nvoiucran la aproximaci6rl ii 

la solucicin de ecuaciones diferenciales en un punto x = a, por el desarrollo de una soluc16rl cri 

for~na de serie en la vecindades del punto n. en pot,encias de un pararnetro pequeiio. Una vcz 



que el orden principal de la soluci6n en la proximidad de x = a sea obtenido, 10s subsecuentes 

terminos de la expansibn son calculados de forma recursiva. 

Esta analogia entre el analisis local y la teoria de perturbaciones, es el punto de partida 

para clasificar 10s problemas de perturbacidn en regulares y singulares. 

Se define a un problema de perturbaczdn regular como uno cuya serie de perturbacion en 

potencias de E tiene un rango de convergencia infinito. Un rasgo fundamental de todos 10s 

problemas de perturbaci6n regular, es que la soluci6n exacta para valores pequeiios de E I  

tiende a1 valor del orden cero de la solucion de perturbaciones ( E  i 0). Siendo 10s sigulentes 

terrninos pequeiias correcciones a1 orden cero. 

Por otro lado, se define a un problema de perturbaci6n szngular como uno cuya serie de 

perturbaci6n no toma la forma de una serie de potencias, o si la toma, tiene un rango de 

convergencia finito. Esto debido a que para valores de E = 0 se pierde informaci6n del problema 

fisico, con ello se establece un analisis local en las zonas donde la soluci6n no se cumple cuando 

E = 0. Para ello se cuenta con herramientas asint6ticas como lo son la teoria de escalas multiples, 

analisis de capa limite, tkcnica de acoplamiento asint6tico y m&. El caso cuando el parametro 

de perturbaci6n E multiplica a la derivada de orden mayor es un claro ejemplo de cuando debe 

aplicarse un analisis de perturbacion singular. 

Aplicaci6n de la Teoria  de Per tu rbac i6n  Regular Analizando la ecuaci6n (2.54) para 

valores de ct >> 1, se puede establecer una serie de soluci6n a dicha ecuaci6n. 

Por lo comentado en la parte introductoria a este capitulo, en este limite es posible obtener la 

soluci6n del problema mediante el rnetodo de perturbaczdn regular de la teoria de perturbaclones 

al considerar como parametro de perturbaci6n a1 reciproco del parametro de conducci6n a, esto 

es a-'. Para ello se considera que 10s cambios de temperatura de la pared del tubo, Q,, son 

pequeiios en la coordenada longitudinal, del orden de a-'. 

Asumiendo entonces que la temperatura adimensionai de la pared del tub0 puede represen- 

tarse como una serie de la siguiente manera, 

c iiitroducicndo esta serie en 1% ~cuacioiies (2.54) y (2.55), se obtiene una ecuaci6n en funri(ji! 



delparametro de perturbacibn? a-l. Con esto, se agrupan tkrminos con semejante potencia en 

a; lo que genera el siguiente conjunto de ecuaciones': 

a0 

con las siguientes condiciones de frontera, 

La soluci6n a1 conjunto de ecuaciones (2.58)-(2.62) se obtiene a1 resolver cada una de ellas de 

forma secuencial; es decir, se integra una sola vez la ecuaci6n (2.58) y se eva l~an  las condiciones 

de frontera establecidas en (2.62), lo que da como resultado que el primer tkrmino de la soluci6n. 

60,  sea una constante, 00 = cte. Para conocer el valor de dicha constante, es necesario resolver 

el siguiente orden de la expansi6n en a-' ,  que corresponde a la ecuaci6n (2.59) simplificada, ya 

que el tkrmino integral desaparece a1 set Qo = cte, esto es: 

Es importante mencionar que 001 = Qo ya que la temperatura en el orden cero es uniforrne. 

Integrando la  ecuaci6n (2.63) y aplicando las condiciones de frontera (2.62), se obtiene que la 

tenlperatura adimensional en el orden principal es una funci6n del indice de potencia del fluido 

'por simplicldad se ha orni t~do el subindice, 



de la siguiente forma: 

De igual manera, introduciendo la soluci6n de 60 en la ecuacidn (2.59) se obtiene. 

e integrando (2.65) dos veces y aplicando las condic~ones de frontera (2.62), se tiene que: 

donde Cl es una constante de integraci6n relacionada con la temperatura en el borde principal 

del tuba y que se determinara a1 resolver el siguiente orden de la expansidn en a. Sustituyendo 

las soluciones de Bo y Bl en ecuacidn (2.60) y resolviendo las integrales definidas, se tiene que: 

donde B (a, 6) representa la Euncidn beta completa \do]. Integrando (2.67) y evaluando nue- 

vamente las condiciones de frontera definidas en (2.62) se obtiene que el valor Cl viene dado 

por: 
1 3 

Ci = -5 (2,213) - -5 (513, "3) -0.0683. 
4 7 

(2.68) 

Nuevamente, empleando este procedimiento para obtener el siguiente orden de la expansidn. 

02 (x), se integra con respecto a la coordenada longitudinal x la ecuaci6n (2.67), con esto. 

donde, 



Finalmente. la tempkr'atura adimensional de pared del tub0 hasta tkrminos de orden a-2: 

se puede escribir como: 

y el numero de Nusselt correspondiente toma la siguiente forma, 

bfientras que el numero de Nusselt global en un segundo orden corresponde a: 

El orden principal del lado derecbo de las ecuaciones anteriores representa la soluci6n ciksli t 

mostrada por Xletzner [41] para un tub0 con temperatura constante. Tambikn puede aprecl~1r.t. 

de la ecuaci6n (2.73) que el valor del namero de Nusselt se incrementa a medida que el v,il, tr 

de a disminuye. 

Soluci6n Analitica para el Limite a + 0 (Inversi6n de Abel) 

Para valores de a pequeiios comparados con La unidad per0 grandes comparados con E" ,  la apr, ,~ 

simaciirn del limite tkrmicamente delgado es aun villda. En este caso, el tkrmino de cond~~rr  1 %  . I ;  

de calor longitudinal de la ecuaci6n (2.54) puede ser despreciado en primera aproximacihn. I., 

que implica que la pared del tub0 es mala coridrictora y que no existiri difusidn de calor I, : .  

gitudinal. Por lo que se retoma la soluci6n cldsica de tub0 con flujo de calor pre-establcc I,!  L- 

cn la frontera. Por otro lado. este limite cs s ing~~lar  ya que no se cumplen con las condic.t,nlt.- 

,idiabAticas en los bordes de la pared dcl t111)o. 10  cllal provoca la aparici6n de dos cap% li11111, . -  



en 10s extremos del tubo. La estructuras de tales capas tbrmicas, no se analizan en el presente 

trabajo, ya que dichas capas tkrmicas sdlo presentan una influencia local en el proceso. Fuera 

de esta zonas internas: la conduccidn de calor longitudinal en la pared del tubo es despreciable. 

reduciendo as< el caracter o complejidad de la ecuacion a una de primer orden, 

Debido a la baja conductividad termica del tubo, la temperatura en el borde principal es 

practicamente la rnisma que la del fluido de potencia en x = O? de mod0 que Owl = 0. Por lo 

que la ecuaci6n (2.74) se reduce a: 

Para resolver la ecuaci6n anterior, se aplica el teorema de inversi6n de AbeL (42). La inversion 

de .&be1 se aplica cuando el integrando de una ecuaci6n es desconocido, mientras que la funci6n 

solucidn es dada, de la siguiente manera, 

donde la funcidn G (y) es desconocida, mientras f ( z )  es una funcidn conocida y 0 < !3 < 1. La 

solucidn a la ecuacion anterior se obtiene mediante transformada de Laplace y el teorema de 

convoluci6n (421, donde: 

.4plicando entonces la inversidn de Abel a la ecuaci6n (2.75) se obtiene: 

Para este caso, 10s numeros de Nusselt local y global se pueden escribir como: 



Las soluciones mostradas por las ecuaciones (2.76) y (2.77) han sido reportadas como correla- 

cio~les para flujo de calor constante en 1a frontera por Mizushina et al. 1431 y por Bird et al. 

! I ! ;  asi como por Cho y Hartnett [10]. 

Cornparaildo 10s numeros de Nusselt globales. ecuaciones (2.73) y (2.78): se concluye que 

el efecto de conducci6n de calor longitudinal reduce aproximadamente en un 17% la raz6n de 

transferencia de calor. 

2.5.3 Limite termicamente grueso (a/€' << 1) 

Soluci6n Analitica 

Para valores de a / ~ '  del orden de la unidad, las variaciones de temperatura adimensional de 

la pared del tub0 en la direcci6n radial son importantes y del mismo orden de magnitud de 

la diferencia de temperatura global en el sistema, AT. Este es el caso conocido como lfmite 

timicamente gmeso ,  y en el cual no se justifica asumir que la temperatura sea s61o funci6n de 

la coordenada longitudinal X ,  sino tambien de la coordenada radial u. 

Por lo tanto, la ecuaci6n de la energia adimensional de la pared del tub0 (2.42) toma la 

siguiente iorma. a1 despreciar ahora 10s efectos de conduccidn de calor axial, 

(x, = (1 + E ~ )  -&- (1 + ~ E O )  a,, 
o=l 

la ecuaci6n anterior se genera a1 integrar (2.42) con respecto a la coordenada transversal. La 

soluc16n de la ecuaci6n (2.79) se obtiene a1 tomar la primera igualdad del lado derecho y al 

reemplazar las condiciones de  frontera (2.45) y (2.48), lo que conduce a: 

que resulta ser la misma ecuaci6n obtenida para el limit,e termicamente delgado cuando rr - 0. 

representado por la ecuaci6n (2.74) y cuya soluci6n es la ecuaci6n (2.76), 



esta ecuaci6n representa la variacidn de tenlperatura en la cara interior del tubo (u = 0). Para 

tomar en cuenta ahora los efectos radiales de transferencia de calor, se emplea el lado izquierdo 

de la igualdad (2.79), 

y sustituyendo la condicidn de frontera (2.45), 

se puede integrar directamente la ecuaci6n anterior y se obtiene: 

donde F (x) representa la temperatura para u = 0. De esta forma, sustituyendo la ecuaci6n 

(2.81) en (2.84) se obtiene la soluci6n final para el limite tkrmicamente grueso, 

Equivalentemente, el nlimero de Nusselt correspondiente a1 sustituir en la ecuaci6n (2.46) re- 

sulta. 

Como un analisis ad'icional a la ecuaci6n anterior, se asume que el efecto de curvatura es 

despreciable, de mod0 que el numero de Nusselt aplicable para el limite tkrmicamente grueso 

puede rescribirse de la siguiente manera: 



mientras que el niirnero de Nusselt global toma la siguiente forma: segun ecuaciiin (2.47): 

donde, 
27rCo 3n- ' I3  3n  + I ' I3  

b = ( = 1.0334 (T) 
Para valores grandes de c 2 / a  comparados con la unidad, el comportamiento asintiitico es dado 

El primer termino del lado derecho corresporldr a1 cdso de que unicamente exista conduccidn de 

calor transversal. Por el otro lado, para valores de c 2 / a  pequeiios comparados con la unidad. 

el comportamiento asinttrtico esta dado por 

que es el caso de conduccitrn de calor longitudinal. 



Capitulo 3 

Andlisis del problema en estado 

transit orio 

3.1 Modelo fisico 

El modelo fisico simplificado que se estudia en el presente capitulo es similar a1 de la figur.1 

(2-I) ,  con las siguientes caracteristicas. Un fluido viscoso no-newtoniano caracterizado por I t 

ley de potencia, fluye en rkgimen laminar completamente desarrollado dentro de un tub0 lisu ( i t  

radio interno R y espesor h. Por simplicidad se asume que el fluido ingresa a una temperatllr I 

constante To y en una zona localizada de la superficie externa del tubo, de longitud L. crl t 1 

instante t = 0, se extrae una tasa uniforme de calor (q,). 

Debido a la conductividad tkrmica finita de la pared del tubo, A,, la tasa de calor retir;rti t 

es influenciada por 10s efectos de conducci6n de calor en el s6lido en las direcciones rat i~~ii  i 

longitudinal, asi corno 10s efectos de acumulaci6n en kste. Por lo cual, el proceso de transferrl~~ : I 

de calor se lleva a cab0 de forma conjunta entre el fluido nenewtoniano y la pared del t r ~ l l , ,  

De esta manera, se pretende determinar la evoluci6n de la temperatura del sistema convcct~\c - 
conductivo en funci6n del tiempo. 

Cabe mencionar que la hip6tesis de flujo tiidrodin&micamente desarrollado no se ve ~xIti'r.ill : 

ya que s6lo se pretende estudiar el transitorio terrnico en la pared del tubo y en el fluido I I I ~ ~ I I I ~  

Con lo que la aplicaci6n del salto de flujo tic cirlor en la superficie externa del tubo no mocl~fi( . l  I 

calnpo de vclocidadcs, por lo que la soluc16n o h t ~ n i d a  cn cl estado permanente para In c(:li,li I *  : .  



de cantidad de rnovimiento aiin es valida. 

3.2.1 Fluido no-newtoniano 

Partiendo de la solucion de la ecuaci6n de cantidad de movimiento para un fluid0 no-newtonlano 

completarnente desarrollado en rkgimen laminar: 

3n + 1- [ (')ln+l)lnJ 
u ' r )  i = -.-u 1 - - 

nf l 

la ecuacidn de la energia para el fluido no-newtoniano en regimen laminar y transitorio corres- 

ponde a: 

considerando que 10s efectos de disipacidn viscosa son despreciables. 

Las condiciones inicial, de frontera y de continuidad en la temperatura correspondientes a 

la ecuaci6n (3.2) son, 

T (z,~, 0) = To, (3.3)  

3.2.2 Pared del Tub0 

La ecuaci6n de Laplace en coordenadas cilindricas para un analisis transitorio y bi-dimensio~lal. 

puede escribirse corno: 

con sus correspondientes condiciones de frontera e inicial, 

Condzczones Inzczal 

T,, (2, r ,  0) = To 



Condiciones Adiabhtscas 

Superficze Ezterna 

= q e .  (3 .10)  

Las condiciones de continuidad en la temperatura y en el flujo de calor correspondientes a las 

ecuaciones (3.4) y (3.9), incorporan a1 analisis de la pared del tubo 10s efectos conjugados de 

transferencia de calor. 

3.3 Estimaci6n de 10s 6rdenes de magnitud 

En relaci6n ai orden de magnitud del espesor de capa limite termica (6), se toma el espesor 

m b i m o  que corresponde al orden de magnitud estimado en el analisis permanente. Lo anterior 

corresponde a la expresi6n (2.21) obtenida en el capitulo 2; 

Por otro lado, debido a las condiciones adiabaticas en ambos extremos del tub0 y conside- 

rando las direcciones de 10s flujos de calor que atraviesan las superficies del tub0 (qf  y q,), es 

posible establecer el orden de magnitud del calor almacenado en a1 s6lido a traves del tiempo. 

La diferencia de calor global entre el fluido de potencia y el calor removido en la superficie 

externa del tub0 es proportional a1 calor acumuiado en la pared de este ultimo, 

donde t, representa el tiempo caracteristico de evoluci6n del proceso, p, y c, representan la 

densidad y calor especifico de la pared del tubo. respectivamente. Two y Tw, representan las 

temperaturns de la pared del tub0 en el inicio y cuando se alcanza el estado permanente del 

proceso, respectivamente. Por otro lado, 10s 6rdenes de magnitud de ambos flujos de calor se 



relacionan mediante, 
h AT, 

q f  + (1 + $1 qe - 2Aw ( 1  + T .  

donde AT, representa la caida de temperatura en la pared del tub0 en la direccihn radial. De la 

relaci6n (3.12), se aprecia que para tiempos de evoluci6n largos ( t ,  + m), se recobra la relacihn 

para estado permanente, 

(3.11) 

Introduciendo (3.14) en relaci6n (3.13) se obtiene el orden de magnitud del cambio de tempe- 

ratura en la pared del tub0 en el estado permanente, 

qeh (1 + i) 
AT,, - - " ( I + & )  

Por otro lado, el cambio de temperatura global en el sistema puede ser estimado mediante 

la relacihn 

AT = AT, + AT,, 

y de esta forma es posible obtener la caida de temperatura relativa de la pared del tub0 y del 

fluido con respecto a la global del sistema. Para esto, es necesario emplear la relaci6n anterlor 

junto con (3.15) y la ley de Fourier correspondiente a1 fluido (ATf - q f 6 / X f ) ,  entonces: 

AT,, -- 1 

AT, 1 + ATj-l AT,,' 

donde, 

y a ,  E y €0 corresponden a1 parametro de conducci6n y las relaciones geometricas del tubo 

respectivamente, definidos en el capitulo anterior. 

Para valores de a / E 2  >> 1, la variaci6n transversal de temperatura en la pared del tuba 

cornparado con el cambio giobal AT- es muy pequeiio, dei orden de E 2 / a  a lo m a .  Esto 

representa nuevamente, el limite de pared tt2rmzcamente delgado. Por otro lado, para valores 

de a/&' del orden de la unidad, la caida de temperatura transversal en la pared del tub0 FS 



del orden de magnitud del cambio global. Este representa el limite de pared i@nnzcamente 

gmeso. Empleando las relaciones (3.15) junto con (3.16), se tiene que el cambio global de la 

temperatura del sistema se puede escribir como: 

qeh (1 + E O )  AT, - - 
A, (1 + E0/2) 

considerando que el indice de potencia toma vaiores dei orden de la unidad; puede determi- 

narse el valor caracteristico de la caida de temperatura, AT,, que se emplea en el proceso de 

adimensionalizaci6n y corresponde a: 

a q,h ( I  + ~ 0 )  
AT, - -- 

E* A, (1 - ~ 0 / 2 )  

Por otro lado, el valor final de la temperatura en el plano medio de la pared del tub0 puede 

ser evaluado mediante, 

donde 10s subindices e oo corresponden a las condiciones iniciales y de estado permanente 

respectivamente. Empleando las relaciones (3.15) y (3.17) para evaluar 10s drdenes de magnitud 

de ATfm y ATw, en (3.20), se obtiene, 

con lo que basta con sustituir la relaci6n (3.21) en la (3.12) para obtener el orden de magnitud 

del t ien~po de evoluci6n del proceso, t,, 

De la relaci6n anterior puede asun>lrs(%. -111 pi3rti1da de generalidad, que el valor de la tcm- 

peratura de pared a1 in~cio del proceso I I;,,, , . . , .I < , I  rnlsrno que el valor de la temperatura inicial 

del fluido de potencia, Tfo = To; de esta ~ L ~ I I I . ~ .  .( 2 2 )  se simplifica a: 



donde t d  es el tiempo de difusi6n en la pared del tub0 en la direction radial, td - h 2 p , ~ / ~ \ w .  El 

correspondiente tiempo de difusi6n en la pared en la direcci6n longitudinal es t d L  = p w c W ~ * / A w .  

Con lo que el tiempo de evoluci6n del proceso puede escribirse de la siguiente manera, 

Resuita de gran utilidad conocer el orden de magnitud del tiempo de evoluci6n con respecto 

a 10s tiempos caracteristicos involucrados en el problema. Uno de estos tiempos es el tiempo 

de residencia, t ~ ,  el cual define la escala de tiempo que tarda una particula en pasar por un,i 

secci6n de longitud L a velocidad media, E. La relaci6n del tiempo de residencia con respect,, 

a1 tiempo de evoluci6n del proceso se define como: 

t~ L 1 RX, pc - H o  = - = - = ( 3  25, 

donde H o  corresponde a1 ndmero de homoc~onzczdad del problema [44] y relaciona el tierl:li, 

requerido para que una particula pase la secci6n L con respecto a1 tiempo necesario para ij11, 

termicamente sufra algdn efecto, que en este caso se toma como el tiempo de evolucl6n ,,!I 

la pared del tubo. Para establecer el orden de magnitud del niimero de homocronicidail. .t, 

presentan las tablas 1, 2 y 3, en ias cuaies se muestran diferentes longitudes de tubos, ba.s;t,i< 8. 

en la relac16n R/L. Los datos mostrados son resultados experimentales presentados en 115 

R/L=1/950 

A1 - Separan 

Cu - Separan 

A1 - Polyox 

Cu - Polyox 
Tabla I. Dctcrmttlaci6n r l i 4  ini~ni,ro rir ho~riocionicidad parit tubos largos. 

a 

1.19~10-' 

2.01~10-" 

1.25~10-' 

2.11~10-' 

Re 

3060 

3060 

1830 

1830 

PT 

29.2 

29.2 

42.2 

43.2 

Gz 

195.5 

295.5 

255.4 

255.4 

Ho 

0.5554 

0.4522 

0.6161 

0.4984 



Tabla 2. Determ~naciOn del ndmero de homocronicrdad para tubos de  longitud media 

Tabla 3. DeterminaciOn del ndmero de homocronicidad para tubos cortos 

De estas se desprende que el valor estimado del numero de homocronicidad es menor a 

la unidad. Esto implica que el tiempo que requiere una particula para percibir algun efecro 

termico debido a1 efecto transitorio en la pared del tubo, es pequeiio comparado con el tiempo 

en que dicha particula pasa por la secci6n en analisis. Con lo anterior, se puede establecer que 

el proceso de transferencia de calor en el fluido, para las condiciones establecidas, se lleva a 

cab0 en regimen cuasi-permanente como se verA a continuaci6n. 

3.4 Ecuaciones adimensionales 

3.4.1 Fluido no-newtoniano 

El proceso de adimensionalizaci6n de la ecuaci6n de la energfa para el fluido de potencia erl 

estado transitorio consiste en introducir las siguientes variables adimensionales en la ecnaci6rl 

(3.2) junto con sus respectivas condiciones de frontera e inicial definidas en (3.3)-(3.5),  

To - T z r o=- y = -  q = - T =  
t 

L ' R ' (3 .26)  
AT, ' n p W ~ L 2 / L '  



con esto se obtiene la ecuaci6n de la energia para el fluido de potencia en forma adimensional, 

En (3.27) puede notarse la aparici6n del ndmero de homocronicidad, el cual multiplica al tkrmi- 

no temporal; esto implica qne puede ser despreciado dicho tkrmino para valores de Ho pequeiios 

( H o  << 1) y con ello, la soluci6n a la ecuaci6n (3.27) se lleva a cab0 con ayuda del mktodo des- 

arrollado en apkndice A. Para esto, coma se comento anteriormente; el proceso de transferencia 

de calor en el fluido de potencia se lleva a cab0 de manera cuasi-permanente. 

Las  condiciones de frontera e inicial que complementan el problema corresponden a: 

3.4.2 Pared del tub0 

Para obtener la ecuaci6n adimensional de la energia en la pared del tubo, se requiere sustituir 

las siguientes variables adimensionales en la ecuaci6n (3.6) junto con sus condiciones de frontera, 

inicial y de continuidad en el flujo de calor (3.7)-(3.10), 

realizando lo anterior se obtiene la ecuacidn de la energia adimensionai para la pared del tubo, 

ae, a2e, 1 a 
-- - CY- + -  as, 
dT ax2 c2 ( 1  + m O )  do 

con sus correspondientes condiciones de frontera e inicial, 

Coiidzczones iniczal : 

0" ( x ,  u> 0) = 0. 



Condzciones Adiabaticas. 

Superficze Interna: 
aQ, - X 
80 io=o= KEG (3.35) 

Superficze Ezterna: 
1 + ~ 0 1 2 )  

-41 igual que en el analisis en estado permanente, existen diversos parametros que intervienen 

en la soluci6n del sistema de ecuaciones (3.27)-(3.30) y (3.32)-(3.36), afiadiendose como variable 

adicional el tiempo. Con lo que el perfil de temperatura en la pared del tub0 tiene la siguiente 

relaci6n funcional: 

Es importante mencionar que en el analisis transitorio, el calculo del nlimero de Nusselt no es 

tan relevante, ya que el calculo del flujo de calor adimensional se realiza en condiciones de estado 

permanente. Es decir, no resulta representativo estimar un flujo de calor funci6n del tiempo 

bajo las condiciones de frontera establecidas en este problema, en donde el estado permanente 

se alcanza y se analiza a detalle. 

3.5 Metodologia de soluci6n 

3.5.1 Reformulaci6n del problema 

El conjunto de ecuaciones (3.27)-(3.36) presentado en la secci6n anterior, se resuelve mediante 

tecn~cas analiticas, asint6ticas y numericas. 

En el caso de la ecuaci6n de la energia en el fluido, como Eue comentado con anterioridad, 

la soluci6n se obtiene analiticamente a1 aplicar la teoria de capa limite, tomando en cuenta quc 

el cociente de 10s tiempos de residencia a 10s tiempos de evoluci6n del proceso, representado 

por el ndmcro de hornocronicidad, son pequefios comparados con la unidad (Ho << 1). En 

esta ciso cs posible analizar la ecuaci6n de la energia del fluido de potencia como un estado 

cl~asi-permanente y la soluci6n mostrada en el apendice A es igualmeute aplicable. 



La ecuaci6n de la energia adimensional para el s6lido (3.32), con sus condiciones de frontera 

respectivas (3.33)-(3.36), debe resolverse de manera numerica con la finalidad de tomar en 

cuenta 10s efectos geomktricos del tubo, asi como a1 parametro de conjugacinn a. Por la 

hipotesis cuasi-permanente en el Auido, se sustituye la solucibn obtenida en el apendice A para 

el flujo de potencia en la condici6n de continuidad en el flujo de calor (3.35 ): de mod0 que esta 

se rescribe corno: 

donde Co = lz1f3/r (113) = 0.8546. La ecuaci6n (3.37) es la misma condici6n de continuidad 

en el Aujo de calor obtenida para el caso permanente. En consecuencia el sistema de ecuaciones 

resultantes puede resolverse siguiendo la estructura de 10s limites asint6ticos tratados para el 

caso permanente. 

3.5.2 Limite termicamente delgado ( ( r / ~ '  > 1) 

En este limite, la temperatura adimensional de la pared del tub0 no depende, en primera 

aproximaci6n, de la coordenada u,  como se anticip6 en la relaci6n (3.16). De esta forrna. la 

temperatura del tub0 puede expresarse de la siguiente manera, 

sustituyendo la expansi6n anterior en la ecuacibn (3.32), se tiene que la ecuaci6n de la energia 

hasta tkrminos de orden cero se escribe corno: 

Realizando el mismo procedimiento en liu ~ . ~ > I I I ~ I ( . I < I I I ~ ~  de frontera, se tiene para la 

Superficze Interna: 



tanto la condicidn inicial, como las condiciones adiabaticas permanecen sin carnbio a las mos- 

tradas en (3.33) y (3.34). 

Ahora bien, puesto que en primera aproximacidn B,o no es funci6n de la coordenada u,  es 

posible integrar la ecuacidn (3.39) a lo largo de la coordenada transversal, 

sustituyendo ahora en la ecuaci6n (3.42) 1% condiciones (3.40) y (3.41), se obtiene la ecuacinri 

transitoria integrediferencial que describe la temperatura de la pared del tub0 en el limit? 

tbrmicamente delgado, esto es: 

ae, ~ e ,  - = a- Co 3 n + 1  fl-- - 
87 ax2 ( 4n ( 0  + LX x X X )  dx . (3 13; 

En el primer termino del lado derecho de la ecuacidn (3.43), corresponde a 10s efectos de difusici!! 

axial en la pared del tubo: mientras que el segundo termino representa el calor removido ( , I :  

la superficie externa del tubo, siendo el tercer termino del rnismo lado el calor transferido p<,r 

el fluido nenewtoniano a la pared interna del tubo. El lado izquierdo de la ecuacion (3.1.1 

representa 10s efectos de acumulaci6n de energia. Las  condiciones en 10s bordes, asi conio i t  

condici6n inicial de la temperatura del tubo contindan siendo: 

La ecuacidn (3.43) junto con las respectivas condiciones de frontera e inlcial (3.44) y (:1 I; 

representan una ecuaci6n integro-diferencial para H,, (7, X) con dos parametros adimens~o~~.i!,-- 

a y n. 



Soluci6n Num&rica a1 Limite Termicamente Delgado 

El mktodo numkrico de solucion de la ecuacidn (3.43) consiste en un esquema convencional de 

diferencias finitas. La ecuacidn para el limite termicamente delgado es discretizada siguiendo 

el esquema descrito en !46]. Considerando una maila unitaria se apiica el esquema implicito 

de Crank-Xicholson para obtener resultados con un error del AX2. El tamaiio de la malla 

propuesto a lo largo del tub0 es de AX = 0.01 con incrementos en el tiempo de AT = 0.01. Por 

tratarse de un esquema numerico de diferencias finitas implicito, no existe problema alguno con 

la convergencia del metodo, dnicamente aplicar de forma correcta el proceso de discretizacion en 

la ecuacion (3.431, para ello es indispensable analizar previamente el tkrmino integro-diferencial, 

haciendo x = i 4 ~ ,  aproximando la integral como un numero finito de sumas de la siguiente 

manera, 

y utilizando el siguiente cambio de variable: 

es posible aproximar la expresi6n (3.47) de la siguiente manera, 

e integrando, 

y evaluarldo 10s linlites de integracidn, se tiene que: 



donde el gradiente d0/dx1  mediante Crank-Nicholson se escribe como: 

Con lo anterior, la parte integro-diferencial de la ecuaci6n (3 .43)  toma la siguiente forma en 

diferencias finitas: 

Aplicando el esquema de diferencias finitas a toda la ecuaci6n (3.431, se obtiene finalmente: 

3 " - C (0::: - 0;:; + O;+, - 0;-,) [( i  + 1 - k)'13 - (i - kj213] 
8Ax1l3 k=l 

En la ecuaci6n anterior, es evidente la existencia de la singularidad en i  = 0 (X = 0). 

l'lediante una expansi6n de Taylor en la proximidad de este punto se determina que, 

Incluyendo el termino anterior en la ecuaci6n (3.541, se obtiene la ecuaci6n que describe la 

temperatura de pared del tub0 en su limite termicamente delgado en diferencias finitas; 



3n11 'I3 , 
- 3 c ~  (7) {02+1 - 02_,} [ ( z  + 1 - k)'I3 - (i - k1213] (3.56) 

8Ax'i3 k= 1 

La soluci6n a esta ecuacibn, se obtiene numkricamente mediante un programa realizado en 

lenguaje FORTRAN 77. Para llevar a cab0 lo anterior, se establecen valores arbitrarios a 10s 

parametros a y n. Las corridas numericas se realizaron en una estaci6n de trabajo 0 2  de Szlzcon 

Graphics. 

Solucidn Asintdt ica  para a. >> 1 

General idades  Como fue comentado en el Capitulo 2, las series de perturbaci6n se dividen 

para su analisis en dos, la primera de ellas, la serie de perturbacidn regular, se tiene cuando el 

tkrmino de orden cero de la expansi6n representa la soluci6n del problema y 10s d e m k  tkrminos 

son pequeiias correcciones a bste. La segunda serie de perturbaci6n es conocida como una 

serie de perturbaczdn szngular y se presenta cuando a1 hacer cero el parametro de perturbacidn 

se pierde informaci6n fisica del problema. Diversos problemas fisicos se caracterizan por la 

presencia de pequeiias perturbaciones que, debido a su influencia a lo largo del tiempo, tienen 

efectos de acumulaci6n nada despreciabies; en estos casos se aplica un analisis local como lo es 

la Teoria de Escalas Mdltaples 1391, [47]. 

Soluci6n Median te  Escalas Mliltiples En el limite de cu >> 1 la soluci6n mediante series 

de perturbaci6n de la ecuaci6n (3.43) es singular debido a que la condici6n inicial no se satisface. 

por lo que se establecen dos escalas de tiempo en el problema. Una escala larga s del order1 

de la unidad, s = T - 1, que controla el proceso global de la respuesta transitoria en la pared 

del tub0 y una escala corta K del orden de T n  - K = 0 (1) al inicio del proceso. Para resolver 

tal prablcma? se aplica el metodo de escalas rndltiples de la teoria de perturbaciones; de esta 



forma, se asume la siguiente expansi6n en la temperatura de la pared del tubo, 

a 

Q,(x, T )  = a- 'e , (~ ,  s ,  n ) ,  
J=O 

donde las escalas de tiempo s y K se definen como, 

Con lo que el t&rmino temporal de la ecuaciiin (3.13) toma la forma, 

e introduciendo las ecuaciones (3.57) y (3.59) en ecuaciones (3.43), (3.44) y (3.45), se obtiene 

despuks de agrupar tkrminos con semejante potencia en a y omitiendo el subindice ,. 

con las siguientes condiciones de frontera e in~c~a l .  

JH, 
8, (x,O,O) = 0 - 1  = 0 para todo z 2 0 .  (3.63) 

j)\i ,:o~ 

Para obtener el orden principal u or(it,~i i v r u  ric la serie propuesta en ( 3 . 5 3 ,  se integra la. 

ecuaci6n (3.60) y evaluando 10s limites ( i t ,  iiir,.er:~~.~On de x = 0 a x = 1, se tiene que: 



de donde se concluye que el orden cero de la expansibn, go? no es una funci6n de la escala de 

tiempo corta, K, ni de la coordenada longitudinal X, siendo a lo m&, funcihn de la escala de 

tiempo larga s, de forma que Bo = 00 ( s ) .  

Para encontrar la funcidn anteriormente comentada, es necesario integrar el siguiente orden 

de la expansidn, a-', rnostrada en la ecuaci6n (3 .61) .  A1 hacer est,o y aplicar sus condiciones 

adiabaticas resulta. 

de donde debe cumplirse con: 

para evitar la aparici6n de tkrrninos seculares en 01. Un t k m z n o  secular se define corno uli 

eiemento de la soluci6n cuyo valor para tiempos cortos es acotado per0 a traves del tiempo 

tiende a diverger. Esto se debe a que el tkrmino no homogkneo forma parte de la solucion 

global de la ecuaci6n integro-diferencial (391. 

Integrando directamente (3.66) y utilizando la condici6n inicial del problema, 00 (s = 0) = I 

\a  solucihn para Bo corresponde a: 

1 
[l - exp (-P's)] . (3.t~: 

donde, 

(3.(,\ 
4n 

es fkcil distinguir que P' representa el reciproco de la temperatura de pared del tub0 en el est.i~ic 

permanente para valores de cu >> 1, (2 .64);  de esta forma, puede apreciarse de la ecuacidn (3.b; 

que para tiempos de evolucidn largos se recobra a1 analisis en estado permanente. 

Introduciendo la solucidn 00 ( s )  en de la ecuacihn (3 .61)  y ordenando tkrminos, la ecil,u I, , I S  

cn 0, se transforma en: 



cuya solucidn para 81 (x, s, n )  puede expresarse de la siguiente manera a1 integrar con respecto 

a la coordenada X, 

el (x, S ,  K) = e, (s) pr (3.70) 

.4hora bien, sustituyendo la ecuacidn anterior en ecuacijn (3.69) con el objeto de obtener 

una ecuaci6n para la funcidn desconocida g (x, K), se tiene que: 

y la soluci6n propuesta en (3.70) ser6 bilida siempre y cuando se logre resolver (3.71) con 1% 

siguientes condiciones de frontera e inicial, 

La soluci6n de la ecuaci6n (3.71) es presentada en el apkndice B, ya que se requiere un 

analisis matematico detallado. De esta forma, utilizando variable compieja 1481, la solucidn de 

la ecuaci6n (3.71) corresponde a, 

5 cos (n7Tx) 
g ( ~ , ~ ) = - - - + r  - 

120 n=l (n.rrlEi3 exp [- (n.rr12 n] 

Por lo tanto, la solucidn del primer orden de la expansi6n, ecuaci6n (3.70) resulta ser 

finalmente, 

i:- 7 B1 (x, S, n) = [l - exp (-Pis)] -fi3 - - 
2 -lzo 

donde la temperatura en el borde principal en primer orden corresponde, 

Para concluir con el andisis de escalas multiples, se requiere determinar el valor del tkrmlno 

w l  para evitar que Qte se convierta en tixrnino secular y poder asi evaluar la escala de tiernpi) 



larga s rnostrada en ecuaci6n (3.58). Sustituyendo 10s terminos de $0 y B1 en la ecuaci6n (3.62). 

Co 3 n  i 1 
-- - sen ( n q ' )  
x - ~ , 3  ( d n  ) $0 ( s )  (513) {ix 5 (nT)5,3 exp [- (n.rr12 KI dXf 

n=l 

exp [- (n.rr12 n] cc cos (nnx) 
- C + 0' exp ( - P I S )  r (513) x exp [- (n7i12 K ]  , ( 3.76) 

n=l (n7rl8I3 n = l  (nr)'l3 

integrando ecuaci6n (3.76) con respecto a la coordenada longitudinal y aplicando las condiciones 

adiabaticas en 10s lirnites x = 0 y x = 1 ,  se obtiene que: 

s e n ( n n 2 )  
00 ( 3 )  P1r (513) {dx Z exp [- (nn)' n] dx' 

n=l ( n ~ ) ~ / ~  

P - j 2  ] } r { cm 

- C d~ + P'exp (-$s)  r (513) 
cos ( n n x )  

n=l ( n 7 ~ ) ~ I ~  n=l ( 7 2 ~ ) ~ ~ ~  
ex. 1- cn.r2 %I} d ~ ,  

(3.77) 

donde D se define como: 

y tiene que ser cero con la finalidad de que no se convierta w l  en un terrnino secular; de esta 

forrna, 
1 

(513,213) - -B ( 2 : 2 / 3 )  - - . 
4 120 7 I (3.79) 

Finalmente, la temperatura adimensional en la pared del tub0 corresponde a: 



cos (nrx) 

para las escalas de tiempo definidas en la ecuacion (3.58), 

3.5.3 Solucidn numkrica global 

Como fue comentado en el apartado de reformulaci6n del problema, el conjunto de ecuaciones 

(3.32)-(3.37) debe resolverse de manera numerics, de tai forma que 10s efectos geometricos y 

dei parametro de conjugaci6n Sean tornados en cuenta. For lo anterior, se aplica un analisis 

conventional de diferencias finitas como se muestra a continuaci6n. 

En lo que respecta a la ecuaci6n de la energia adimensional de la pared del tubo, a1 igual que 

en las condiciones de frontera, se aplica un esquema implicito con la finalidad de que el mktodo 

numerico sea estable. Con lo anterior se tiene que la ecuaci6n de la energia adimensional de la 

pared del tub0 a resolver corresponde a: 

tomando el siguiente esquema de discretization 

donde las diferenciaies parciales se aproximan a: 

a2e Q,+,,, - 2Q, ,  + Qi-l,J 
-7 

80" Ay" 



aplicando discretizacidn propuesta en (3.81), 

factorizando terminos, 

( 1  T ~AYEO) 2Ay 

Con lo que finalmente se obtiene la ecuaci6n de la energia en el tubo en diferencias finitas. 

Aplicando el mismo esquema de diferencias finitas a las  correspondientes condiciones de frontera 

e inicial, 

Condzczones Inicial : 

0 (j,i,O) = 0. (3.84) 

S,uoerficze Externa: 



De 1% condiciones de frontera anteriores, nuevamente se tiene la necesidad de realizar un analisis 

particular a la parte integral de la ecuaci6n (3.86). Para tal efecto se asume que la integral se 

puede aproximar como un numero finito de sumas de la siguiente manera: 

para poder evaluar la parte integral, es necesario que previamente se lleve a cab0 el siguiente 

cambio de variable u = ? / X .  dx' = xdu; entonces: 

e integrando y empleando la definici6n de beta incompleta, 

~ , y  ( a ,  6, X )  = (I  - ulb-' d~ 

se tiene que: 

.Asimismo, se aplica la discretlzacion a1 gradiente de temperatura adimensional en la coorden<irl.t 

longitudinal sobre la variable muda xi, 

Llevando la ecuaci6n (3.91) en (3.86) y considerando que AX' = AX,  

se obtiene la ccuaci6n discretizada de la con(iiri611 (ic continuidad en flujo de calor. La c c ~ ~ ~ i i  I ,  : I  

(3.92) junto con el sisterna previo (3.83)-(3.87) soil rcsilcltas mediante uri programa CII Fiji-rr,:. 



Capitulo 4 

Resultados y conclusiones 

En este capitulo se presentan 10s resultados obtenidos para el problema de transferencia de 

calor conjugada en fluidos no-newtonianos en tuberias en sus an&lisis permanente (Capitulo 2) 

y transitorio (Capitulo 3). En ambos casos se muestran 10s perfiles de temperatura de la pared 

del tubo obtenidos mediante tecnicas numericas y asintbticas, asi como analiticas cuando fue 

posible. 

De manera general 10s resultados tienen la finalidad: 

a )  Demostrar la influencia de 10s efectos conjugados de transferencia de calor en fluidos 

no-newtonianos. 

b) Dado 10s valores del cociente a/€' estudiar 10s limites termicos relevantes. 

c) Demostrar la influencia del indice de potencia n en el proceso de transferencia de calor 

conjugada. 

d) Presentar la metodologia general para el tratamiento de 10s problemas conjugados en 

transferencia de calor. 

e) Mostrar la validez de 10s mktodos asint6ticos para algunos valores dcl parametro a / c 2  y 

a. 

f )  Comparar resultados asint6ticos con herramientas numericas. 

g) Validar resultados con datos experimentales citados en la literatura. 



4.1 Andisis permanente 

El proceso de transferencia de calor es controlado por cuatro parametros adimensionales: n,  0; 

E y E O  para valores del niimero de Graetz mucho mayores a la unidad. El indice de potencla n 

establece las caracteristicas del fluido y con el se determina si se trata de un fluido Newtonian0 

(n = I) ,  un fluido pseudopl&tico (n < 1) o un fluido dilatante (n  > 1). El parAmetro a relaciona 

10s efectos de conducci6n de calor longitudinal en la pared del tub0 a1 ser un cociente entre 1% 

conductividades termicas de la pared del tub0 y el fluido de potencia, tal y como lo muestra la 

ecuaci6n (2.29). De este modo, la conducci6n de calor longitudinal es importante para valores 

no muy pequeiios de cu comparados con la unidad. Otro parametro relevante se representa 

mediante el cociente a/&', el cual determina el regimen termico en la pared del tubo. El 

inverso de este parametro es conocido como el niimero de Brun o parametro de conjugaci6n. 

Para valores de cu/c2 mucho mayores a la unidad, la variaci6n de la temperatura en la direccidn 

radial en la pared del tub0 es despreciable comparado con el cambio global provocado por el 

flujo de calor externo. Este limite es el llamado tkrmicamente delgado. En este regimen, 10s 

gradientes de temperatura en la pared del tub0 son del orden de AT,/aL, para valores no muy 

pequeiios del parametro a y del orden de ATJL para valores pequeiios de a. Importantes 

gradientes de temperatura aparecen en el limite tkrmicamente grueso, con gradientes del orden 

de ATJh. En el lirnite de valores de a mucho mayores a la unidad, la temperatura de pared 

adimensional es practicamente uniforme y es proporcionada en primera aproximaci6n por el 

primer tkrmino de la ecuaci6n (2.71). De esta relaci6n, 6'0 es una funci6n del indice de potencia 

alcanzando el limite asint6tico de Qo 4 0.8586 para el caso de un fluido dilatante (n > 1). Por 

el contrario, para valores de n < 1, que corresponde a un fluido pseudoplistico, la temperatura 

de pared en unidades Fisicas es mayor que para un fluido dilatante; indicando esto un gran 

calentamiento de la pared del material para un flujo pseudoplistico. 

Obviamente para valores de n << 1, la temperatura adimensional de la pared del tubo 

tiende a cero, sugiriendo que es facil alcanzar el equilibrio termico con el fluido. Lo anterior 

es un resultado esperado, en virtud de que el decrement0 de 10s valores del indice de potencia. 

provoca una reducci6n del espesor de capa lirnite termica en el fluido de potencia, lo que puede 

ser facilmente verificado de la relaci6n (2.21). 

For otro lado, para valores de a + 0, la ecuaci6n que representa el lilriite t,krmicaineritc 



Figura-41: Tempertura adimensional de pared para cu = 0 y diferentes valores de n. 

delgado (2.54) es singular. Eso significa que es necesario incluir dos capas termicas internas 

en ambos bordes de la pared del tubo. Sin embargo, estas capas limites thrmicas s61o tienen 

una influencia local, raz6n por la cual no se estudia la soluci6n en dichas regiones. Fuera de 

*stas, existe una zona externa de la temperatura adimensional de la pared del tub0 la cual 

es mostrada en la figura (4-1) como una funci6n de la coordenada longitudinal para n = 0 y 

diferentes valores del indice n. En esta figura se emplea la soluci6n dada por la relaci6n (2.76). 

Resulta evidente de la figura (4-1) que cuando 10s valores del indice de potencia se incre- 

mentan, el valor de la temperatura adimensional tambien se incrementa, esto debido a 10s altos 

valores de resistencia termica del fluido de potencia. 

En la figura (4-2) aparecen 1% soluciones numhrica y asint6tica de la ecuaci6n (2.54) para la 

temperatura adimensional de la pared del tub0 como una funci6n de la coordenada longitudinal 

y para n = 1 y diferentes valores del indice de potencia n. Por otro lado, aun y cuando la 

soluci6n asint6tica para valores de n >> 1 en el lfmite termicamente delgado ( a / c 2  >> 1) ofrece 



A Solucidn asintotica 
. ~ Solucidn numerica 

Figura-42: Temperatura adimensional de pared para a = 1 y diferentes valores de n 

excelentes resultados, se confirma que a h  para valores de a - 1 proporciona una excelente 

aproximaci6n con respecto a la soluci6n numerica. 

En la figura (4-3) la misma dependencia parametrica de la temperatura de pared adimen- 

sional se muestra para valores de a = 10. Obviamente, en este caso la concordancia entre 

las soluciones numerica y asint6tica se incrementa a1 grado de que se hace imperceptible la 

diferencia. De esta figura se puede apreciar que para valores del par6,metro a mucho mayores 

a la unidad, la temperatura adimensional de la pared del tub0 tiende a alcanzar un valor uni- 

forme, dependiendo solamente del valor del indice de potencia n, lo cual confirma el caso de 

temperatura uniforme en la superficie externa del tubo. 

En la figura (4-4) se muestra la relaci6n N U ~ / G Z ' / ~ ,  presentada en la ecuaci6n (2.77), conlo 

una funci6n de la coordenada longitudinal X ,  para diferentes valores del indice de potencia 71 y 

n = 0. Para este conjunto de valores de 10s parametros a y n, la relaci6n N U ~ I G Z ' ~ ~  rnuestra 

ilna ~ n u y  sensible dependencia para valores muy pequeiios de n. Por lo tanto, la r u 6 n  de 

transferencia de calor adimensional se incrementa drhticamente para valores de n pequeiios. 





Figura-4-5: Niimero de Nusselt local para a = 10 y diferentes valores de n 

X 
3.5 

Esta tendencia tambien se verifica en la figura (4-5), donde la misma relaci6n Nux/Cz! ' 
se grafica para a = 10 y diversos valores de n. Analizando las figuras (4-4) y (4-j) .  -<. 
puede concluir que para valores fijos de a, el flujo de calor adimensional es siempre favorat~it, 

para valores pequefios del indice de potencia. 

Por otro lado, la figura (4-6) muestra el valor promedio o global de la relaci6n Nu/Cz :  ' 

como una funci6n de a. En esta figura, se presentan las soluciones numericas y asint6ticib v:; 

terminos de a-I y a-2. En ella tambikn se puede distinguir que para valores criticos de n - I 

las soluciones de la teoria de perturbaci6n no son ya vklidas. Sin embargo, se separaron arrll,.~. 

soluciones asint6ticas para mostrar que la soluci6n de segundo orden de la expansi6n reprcsrll: I 

una mejor aproximaci6n con respecto a 10s resultados numericos. En ellas tambien se rcpc)rt , 

el valor asint6tico para ~ z ' / G z l / ~  con a = 0 ,  e~npleando la ecuaci6n (2.77). Es evidente ( j r~c .  : 

soluci6n nurnerica tiende a validar las solucioncs asint6ticas. 

Finalmente, atendiendo a1 analisis permanente: la figura (4-7) muestra el numero de Nu,.#.ly 

global mediante la relaci6n N I L I G ~ ' ~ ~  para 10s limites termicos delgado y grueso conlo 1 1 1 1  I 

3.0 

E4 . , a=10 
5' . 

- p, Simbolos: Solucion asintotica - " p . @ ,, Lineas punteadas: Solucion numerica 



.,. . . ,,, , \ ,,, > > Solucion ~iurnerica ,,, > < ,,,> % - -  - - - - Soluci6n asintotica ( a.2) - 
..---- Solucion asintotica ( a.' ) 

a>> l  

1.5 - .. - n=1.2 

1 .o L. 

0.01 0.1 I 10 100 

Figura-4-6: Numero de Nusselt global para diferentes valores de n. 

funci6n de a y de a/€',  respectivamente. Para valores de cr muy peque6os comparados 

con E' (limite termicamente grueso) el numero de Nusselt global es pequeiio y bhicamente el 

proceso de transferencia de calor se debe a la conducci6n de calor a traves de la pared del tubo. 

Conforme el valor de a se incremente, el numero de Nusselt se verh incrementado drhticamente 

hasta alcanzar un valor mAximo para valores de E* << a << 1. En este punto, la conduccibn 

de calor longitudinal a traves de la pared del tub0 es despreciable, puesto que el valor de n es 

aun muy pequeiio comparado con la unidad. Segdn se incremente el valor de a ,  la conducci6n 

de calor longitudinal a lo largo de la pared del tub0 es ahora importante y sus efectos tienden a 

reducir el valor del numero de Nusselt global, alcanzando este un valor finito conforme a - rw. 



Figura-4-7: Numero de Nusselt global como una funci6n de a y E para diferentes valores de n. 
Los limites termicamente delgado y tkrmicamente grueso son mostrados. 
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1 A1 - Separan 1 296 / 1x10-' / 1191 1 0.787 1 2.157 1 2.163 1 0.31 1 
Cu - Separan 

A1 - Polyox 

C u  - Polyox 

/ Cu - Separan / 5614 1 3x10-~ 1 681 / 0.787 1 2.157 r 2.163 1 0.31 1 

RIL=I/X 

Tabla 4. Cdlculo de los niirneros de Nusselt qlobal en tubos largos para difereritcs sustanclas 

296 

255 

255 

T.ibia 6 Cdlcrilo dc loa illlmcros de Nor\elt glolial en tubos cortos para difercrrtes sustvnclab 

Al - Separan 1 5614 1 2 x 1 0 ~ ~  1 403 1 0.787 1 2.157 1 2.163 / 0.31 

Gz 

~- I C u  - Polyox 1 4852 1 3x1OV3 1 715 1 0.764 / 2.163 

A manera de constatar e ilustrar 10s resultados obtenidos se presentan las tablas 4, 5 y 6, en 

donde se muestra la influencia de la conducci6n de calor longitudinal en la pared del tubo en el 

proccso representado por la relaci6n IVu/Gz1I3. En la tabla 4 se emplean 10s datos reportados 

por Cho y Hartnett [lo) para tubos largos. Se calculan 10s respectivos valores de a y a/&' a la 

vez de asumir un E = h / L  = se establecen las propiedades termicas de dos tubos metilicos 

(Aluminio y Cobre). En todos 10s casos experimentales, los valores de a son muy pequeiios. 

pr6ximos a cero, pero con valores de a/~"randes comparados con la unidad. Por lo anterior. 

se coilcluye clue la soluci6n que es adaptable a1 analisis experimental es la analizada en el limite 

2x10W5 

1x10-' 

2x10V5 

a / a / e 2  I n 1 ~ u / G z ' / ~ [ 1 3 ]  I I V U / G ~ ' / ~  / %Dif .  

Tabla 5 .  CAlculo de los nlimeros de Nusselt global en tubos de longitud media para diferentes sustanclas. 

~p 

2.170 

2015 

1250 

2115 

0.31 

0.787 

0.764 

0.764 

2.157 

2.163 

2.163 

2.163 

2.170 

2.170 

0.31 

0.31 

0.31 
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e n = 1.0 n = 0.8 n =0.5 
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- 
Lineas punteadas: borde principal 
Simbolos: borde secundario - 

0 1 2 3 4 5 6 

Figura-4-8: Comparaci6n de la temperatura adimensional en 10s bordes principal ( X  = 0 1  ' 
secundario ( X  = 1) para diferentes valores de n y a = 1.0 



n =0.8 n =0.5 

Lineas punteadas: borde principal 
Simbolos: borde secundario 

Figura-4-9: Comparaci6n de la temperatura adimensional en 10s bordes principal ( X  = 0) y 
secundario ( X  = 1) para diferentes valores de n y cr = 10. 
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Figura-4-10: Evoluci6n de la temperatura adimensional de la pared del tub0 como funciiin de 
x para diferentes valores del tiempo adimensional, con n = 0.5 y a = 1.0 

gradientes termicos en la coordenada longitudinal y el perfil de temperatura se aproxima a una 

linea recta conforme el tiempo evoluciona. Por otro lado, para establecer una comparaci6n 

entre 10s metodos de soluci6n empleados en la resoluci6n de la ecuaciiin (3.43), se presenta 

la figura (4-lo), en ella se muestra la evoluci6n de temperatura adimensional de la pared del 

tub0 como una funci6n de la coordenada longitudinal para diferentes tiempos y valores del 

indice de potencia n = 0.5 y del parametro de conjugaci6n de a = 1.0. Cabe destacar que la 

soluciiin asint6tica obtenida mediante el esquema de escalas multiples presenta una distribuci6n 

de temperatura practicamente lineal, lo que sugiere la necesidad de calcular un tkrmino superior 

en la expansi6n asint6tica. Desgraciadamente, el cMculo de dicho termino resulta ser por dem& 

complicado. Sin embargo, el termino comentado de la expansi6n no aporta mayor informaci6n 

del fen6meno fisico. 

Para confirmar lo ya comentado en la figura (4-10) se presenta las figuras (4-11) y (4-12) 

para uria combinaci6n sernejante de parkimetros, except0 por el valor del indice de potencia 

que varia de n = 0.5 a n = 1 y n = 1.2, respectivamente. De ellas se desprende que para 



Figura-4-11: Evoluci6n de la temperatura adimensional de la pared del tub0 como funci6n de 
x para diferentes valores dei tiempo adimensional, con n = 1.0 y cu = 1.0 



Flgura-4-12: Evoluci6n de la temperatura adimensional de la pared del tub0 como funcidn de 
x para diferentes valores del tiempo adirnensional. con n = 1.2 y a = 1.0 
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Figura-4-13: Evoluci6n de la temperatura adimensional de la pared del tubo como funci6n (1,. 
x para diferentes valores del tiempo adimensional, con n = 0.5 y a = 10. 

Auidos dilatantes, el valor de la temperatura adimensional en el tubo es mayor que para flu~tiit 

pseudopl&ticos. Esto corrobora 10s resultados obtenidos en el analisis permanente. 

Las figuras (4-13)-(4.15) nuevamente muestran la evduci6n de la temperatura ad'imensi<>~r,$i 

en la pared del tubo como una funci6n de la coordenada longitudinal x para diferentes valores ( I t , !  

tiempo adimensional y diferentes valores del indice de potencia n. En ellas se puede determiti.~r 

la influencia del parametro a a1 comparar con las figuras (4-10)-(4-12) ya que se incrementa 

a = l a a = 1 0 .  

Cabe recordar que para valores elevados del parametro de conjugaci6n (0 = lo) ,  la [xu'.-: 

del tubo es buena conductora termica. a la vez de que se establece una mejor aproximac~h:~ ' : a  

la soluci6n asint6tica con respecto a ia numbrica. 

Por filtimo, en las figuras (4-16)-(4-18) se presenta la evoluci6n de la temperatura sdln~vr~-  

sional promedio de la pared del tubo con respecto al tiempo adimensional para diferentes vali~rt- 

dei parametro de conjugaci6n a y distintos n. 

En la figura (4-16) se observa la evoluci6n ile la ternperatura promedio de la pared tic1 t l : ! , .  
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Cigura-4-14: Evoiuci6n de ia temperatura adimensional de la pared dei tub0 como funci6n de 
y para diferentes valores del tiempo adimensional, con n = 1.0 y a = 10. 
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Figura-4-15: Evoluci6n de la temperatura adimensional de la pared del tub0 corno funci6n de 
)( para diferentes valores del tiempo adimensional, con n = 1.2 y a = 10. 
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Figura-4-16: Evoluci6n de la temperatura promedio de la pared del tub0 con n = 0.5 y 
diferentes valores de cr. 
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Figura-4-17: Evoluci6n de la temperatura promedio de la pared del tubo con n = 1.0 y 
diferentes valores de a. 

con respecto a1 tiempo en el limite tkrmicamente delgado. Asimismo, tambien se muestra, para 

un valor dado del indice de potencia, n = 0.5. la comparaci6n de 10s metodos de soluci6n em- 

pleados en kste limite. Para establecer tal comparaci6n se recurrc a la definici6n de temperatura 

promedio de la siguiente forma 0,- = Jd 0 , d ~ ,  

A1 igual que en la figura (416), la figura (417) muestra la evoluci6n de la temperatura 

promedio de la pared del tubo con respecto al tiempo adimensional, en dichas figuras se esta- 

blecen diversos valores del parametro de conjugaci6n a. Para todos 10s valores mostrados de 

este parkmetro de conjugaci6n se cumple con el iimite tkrmicamente delgado (a/€' >> I) y la 

variaci6n del valor de este parametro rnuestra la aproximaci6n que tiene el metodo analitico 

con respecto a1 metodo numerico. 

Finalmente se presenta la figura (1-18). <(ilc al igual que las dos anteriores, muestra la 

evoluci6n de la temperatura promedio dc. In pnrtxl del tub0 con respecto a1 tiempo adimensional, 

s61o que para el valor del indice de p ~ , t < ~ n c l , ~  ,ic r1 = 1.2. En este sentido, se puede observar en 

diclia figuras, que el valor nurniirico y ; L , I I I ~ ~ ' , ~  I, 0 nl qlle t~enden, es el mismo valor establecido cn 
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Figura-4-18: Evoluci6n de la temperatura promedio de la pared del tub0 con n = 1 2  , 
diferentes valores de a. 
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Figura-4-19: Evolucidn de la temperatura promedio adimensional de la pared del tub0 para 
n = 0.5 y diferentes valores de cu. 

el analisis permanente; especificamente para cuando a + oo la temperatura promedio tiende 

a1 valor mostrado en la ecuacidn (2.64). 

4.2.2 AnAlisis numkrico global 

En el presente apartado se muestran 1% graficas del perfil de temperatura adimensional de 

la pared del tub0 obtenidas numericamente mediante del metodo de diferencias finitas: para 

ello se define a la variable de temperatura de pared de tub0 promedio de la siguiente manera 

H,,, = S: s; Qdxdu.  Por lo anteriormente comentado, las figuras (4-19)-(4-21) muestran la 

evolucidn de la temperatura promedio de la pared del tub0 con respecto a1 tiempo adimensional 

para diferentes valores del parametro de conjugaci6n cu y valores del indice de potencia n. En 

la figura anterior, se pueden apreciar las diferentes tendencias conforme el valor del parametro (1r 

conjugacidn disminuye, esto se debe a que el cociente a/&' tambien disminuye a1 grado de que el 

limite tkrmico cambia de un limite termicamente delgado, >> 1, a un limite t6rmicarnente 

grucso, a/c2 << 1. Con la idea de analizar y comparar 10s resultados de las figuras (4-19)-(1- 
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Figura-4-20: Evoluci6n de la temperatura promedio adimensional para n = 1 y diferentes 
valores de a. 

21), conviene retomar la soluci6n asint6tica del analisis permanente en el limite termicamente 

delgado que establece la ecuaci6n (2.85), 

aplicando la definici6n de temperatura promedio descrita anteriormente y considerando valores 

de to pequeiios, se obtiene: 

Que es el valor numeric0 a1 que debe de tender la temperatura promedio adimensional en el 

estado permanente. Dicho valor es facil de verificar a1 tomar a1 cociente a/€' como el valor 

principal en orden de magnitud para el limite termicamente grueso. De igual forma, en las 

(4-19)-(4-21) se presenta el limite termicamente delgado. En este lfmite aparecen tres curvas de 
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Figura-4-21: Temperatura promedio adimensional de la pared del tub0 con n = 1.2 y diferentes 
valores de cu. 

temperatura promedio adimensional, para valores del parametro de conjugaci6n cu = 10,1,0.1. 

pero debido a que el cociente a/&' es en orden de magnitud grande, no existen gradientes de 

temperatura radial, de tal forrna que la soluci6n de la temperatura promedio en la pared del 

tub0 se aproxima a1 analisis realizado en el estado perrnanente y transitorio en dicho limite. 

Con esto, el valor de la temperatura promedio depende en primera aproximaci6n del valor del 

indice de potencia n, de la forma en que se muestra en la ecuaci6n (2.64) 

Con lo mostrado por las tres figuras anteriores, se corrobora y se extienden 10s resultados de 

10s analisis asint6ticos del presente trabajo. Para el caso permanente se recobra las soluciones 

de temperatura promedio descritas en 10s limites termicos tanto delgado corno grueso; mientras 

que para el analisis transitorio, se identifican 10s tiempos en que se alcanza el estado permanente 

para el limite t,ermicarnente delgado: siendo una aportaci6n de la soluci6n global, la obtenci6n 



del tiempo adimensional en que se llega a1 estado permanente en el limite tbrmicamente grueso. 

Finaimente, se debe sefidar que no existe necesidad de generar m& graficas del limite tBrmica- 

mente grueso, ya que como se comenta anteriormente, el valor de la temperatura en Bste limite 

depende del cociente a/&', de tal forma que dichas grkficas corresponden a una amplia gama 

de valores adimensionales que puedan tomar cada uno de estos parametros por separado. 

4.3 Comentarios finales 

El proceso de transferencia de calor conjugada de un fluido de potencia con un perfil de velo- 

cidades completamente desarrollado en contact0 con una superficie interna de un tub0 circular 

recto conductor de calor se analiz6 para valores del niimero de Graetz elevados, empleando 

tecnicas tanto analiticas como numericas. Debido a la conductividad tBrmica finita dei material 

de la pared del tubo y el establecimiento de un flujo de calor en la superficie externa del tubo, 

la transferencia de calor por conduccion radial y axial a lo largo de la pared del tubo es un 

mecanismo que puede modificar sustancidmente las estimaciones previas del niimero de Nusselt 

basados en condiciones de frontera pre-establec~das. Lo anterior es particularmente vilido para 

valores finitos del parametro de conjugaci6n a/€'. En este sentido, la transferencia de calor 

por convecci6n a traves de la superficie interna del tubo, es controlado por la conducci6n de 

calor axial en la pared del tubo, lo que conduce a la evoluci6n de la temperatura de la pared. 

En cuanto al anslisis global, se desarrollo un programa de diferencias finitas con la finalidad de 

corroborar 10s efectos geometricos del problema. 



Ap6ndice A 

En el presente apartado se emplean tbcnica analiticas para obtener la soluci6n de la ecuaci6n 

de la energia del fluido no-newtoniano. A partir de las ecuaciones adimensionales (2.38) y (3.27) 

con sus condiciones de frontera y continuidad en la temperatura con el s6lido: 

s(o,n)=o, as/ = o ,  
ax .-, (A.3) 

y debido a que 10s valores del nfimero de Peclet son grarldes (Pe = RePr) -ver tablas 4-6-, 10s 

efectos de difusi6n de calor longitudinal son despreciables, a la vez de que el espesor de capa 

limite termica se restringe a una pequeiia zona en 1% proximidades de la pared dei tubo. De 

esta forma, en la coordenada radial se propone una nueva variable adimensional del orden de 

magnitud de la unidad de la siguiente forma: 

que a1 sustituirla en la ecuaci6n (A. l )  se obtiene, 

con 1% siguientes condiciones de frontera y de continuidad en la temperatura, 

Proponiendo el siguiente cambio de variables de cuasi-semejanza: 



la ecuaci6n de la energia (A.5) se transforma en, 

con las siguientes condiciones de frontera, 

Aplicando la integral de Stieltjes que establece que la temperatura en la frontera dei fluido 

es variable en la coordenada longitudinal, la cual puede dividirse en dos contribucione~~ una 

continua y otra discreta. Con lo que el perfil de temperaturas se divide en pequeiios escalones 

de temperatura constante de forma que las variaciones en la coordenada x son imperceptibles. 

Por lo anterior, la ecuaci6n de la energia para el fluido (A.8), puede ser resuelta para un sdlo 

escal6n y posteriormente sumar todas las soluciones correspondientes a todos 10s escalones y 

obtener asi el perfil de temperatura en el fluido. 

La ecuaci6n (A.8) se reduce a una ecuaci6n diferencial ordinaria de segundo orden, 

con sus respectivas condiciones de frontera, 

Integrando la ecuaci6n (A.lO) y evaluando las condiciones de frontera dadas por (A.11), se 

puede fAcilrnente demostrar que: 

La ecuaci6n anterior corresponde a la soluci6n del perfil de temperaturas en el fluido no- 

newtoniano. Para incorporar la 1nformaci6n mostrada en la ecuaci6n (A.12) en el analisis 

del d i d o ,  es necesario calcular el flujo de calor adimensional que el fluido proporciona a la 

pared incerna del tubo. Esto se representa mediante la condici6n de continuidad en el flujo de 



calm en la pared del tubo. 

Por otro lado, empieando la condicidn de continuidad en la temperatura, la temperatura 

del fluido dimensional puede escribirse como: 

T-To = - A T 8  = -AT,B,p = (T, - T o ) p ,  (-4.13) 

con lo cual la temperatura del fluido se escribe en funcidn de la temperatura de pared. Aplicando 

el principio de superposici6n a la solucidn obtenida en (A.12) mediante la ecuaci6n (A.13) a1 

sumar las contribuciones discretas y continuas 181, se tiene que: 

De igual manera, para calcular el flujo de calor del fluido n-newtoniano a la pared interna 

del tubo, se deriva la temperatura dimensional del fluido representada en la ecuaci6n (A.14) 

mediante ley de Fourier, esto es: 

donde 8918~ es facilmente obtenida de la ecuaci6n (A.12), 

Es importante hacer notar que la soluci6n mostrada en (A.15) y (A.16), corresponde a un s6lo 

escaldn. Por lo qne es necesario sumar todas las contribuciones con base en la variable muda 

x', de la siguiente manera p (x) + ip (X - i), con lo cual, la ecuaci6n (A.16) se reescribe: 

Introduc~endo (A.17) en la ecuaci6n del flujo de calor (A.15), 



donde K ( x ,  x') = (1 - x'/x)-'/~ representa el kernel de la parte continua del flujo de calor. 

Escribiendo (A.18) en forma adimensional, 

Sustituyendo (A.19) en la ecuaci6n de continuidad del flujo de calor (2.44) se obtiene la 

condici6n de flujo de calor adimensional en la frontera interna de la pared del tubo, requerida 

para la soluci6n del sistema, 

donde Owl es el valor de la temperatura adimensional en el horde principal de la pared del tuho. 



ApBndice B , . 
En este apartado, se obtendrfi la soluci6n de la funci6n g (x, K )  que aparece en la ecuaci6n 

con las siguientes condiciones de frontera e inicial, 

Proponiendo que la soluci6n de la funci6n g (x, K) se pueda escribir como el product0 de dos 

funciones independientes, 

L J ( x , K ) = X ( X ) . Y ( ~ )  (B.3) 

y sustituyendo (B.3) en la ecuacidn (B.l), se tiene que: 

donde Y (K) representa el termino temporal del problema y cuya soluci6n corresponde a: 

Y ( K )  = a 1  exp ( - X ~ K )  , (B.-I 

mientras que X (x) corresponde a la parte espacial del problema y su soluci6n se represer1t.l 

por una combinaci6n lineal de la siguiente manera, 

X (x) = a:! cos (X,X) + a3sen (X,X). jU ; 

Evaluando las condiciones de  frontera dadas en ecuacihn (B.2) 

X (X = 0) = X,a3 cos (0) = 0, 

se obtiene que a3 = 0, mientras que 



10s valores propios resultan ser dados por A, = nT para n = 0,1,2,  .... 

La soluci6n general para g (x, K )  se construye por una superposiciiin lineal de las ecuaciones 

(B.4) y (B.5) en (B.3); empieando la informacidn de (B.6) y (B.7): 

Esta soluci6n satisface la ecuacior, (6.1) y sus correspondientes condiciones de frontera del 

problema, pero no satisface necesariamente la condici6n inicial.. Por lo tanto, la aplicacion de 

la condicidn inicial en ecuaci6n (B.8) da  como resultado, 

donde el valor de la constante Co es: 

mientras que el resto de 10s valores de Cn son determinados mediante la teoria de funciones 

ortogonales 1491 , 
1 1 

Cn = 2 L  cos (A.X) (j2 - (B . l l )  

Integrando por partes la ecuaci6n (B. l l )  se tiene que, 

cuya soluci6n debe obtenerse haciendo un mapeo en el piano complejo mediante el teorema del 

residuo 1501, 1481. Aplicando el siguiente cambio de variable en el plano complejo, 

Q = X,X, para x + cc (B.13) 



Figura-422: Contorno de integraci6n en el piano complejo 

la ecuaci6n (B.12) se transforma en: 

puesto que existe una singularidad en X! = 0 se emplea el metodo de 10s residuos en el contorno 

de integraci6n representado en la figura (4-22), 

y por definici6n de integral de lfnea, 

donde z = X! + iq por lo que 10s lfrnites dei anterior contorno de integraci6n se definen corno, 

Trayectoria ab : z = XJ, para T 5 Q? 5 R, 

7r 
Trayectoria bc : z = Rez'+', para 0 5 4 5 2, 

% i f 2  Trayectoria cd : z = qe , para R 5 q 5 r, 



Trayectoria da : z = rezm, para 5 6 5 0. 

Con lo anterior, es necesario evaluar la variable en el plano complejo para la singularidad 

g = 0. Para ello se aplica limites de r i 0 y R + co con el objeto de obtener la solucidn de la 

regidn pr6xima a la singularidad. Con esto las integrales correspondientes a 10s contornos de 

integracidn bc y da tienden a cero, por lo que la ecuaci6n (B.15) se reduce a: 

00 

= L erp (iqer'12) q-113erz13dq (B.17) 

y debido a que exp zqeTt/' -e-4 , la ecuacidn anterior pilede rescribirse como, ( 1 -  
cos + zsenl 

= (cos (7~13) + isen ( ~ / 3 ) )  

Igualando parte real y parte imaginaria en ambos lados de la ecuaci6n (B.18), se tiene que: 

m 

= cor ( r l 3 )  e-qq'p-113dq, 
0 

e introduciendo este resultado en la ecuaci6n (B.14) se obtiene: 

Finalmente, sustituyendo el valor del coeficiente C, en la ecuaci6n (B.8) junto con la ecua- 

ci6n (B.10), g ( x ,  K )  puede escribirse como: 

que es la expresi6n introducida en la ecuaci6n (3.73). 
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