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RESUMEN

Uno de los temas de primordial importancia en diversas dreas de la ingenierfa es el estudio
de los procesos unitarios. Dentro de este rubro, el disefio, cdleulo y construccién de redes de
tuberfas ya sea en plantas de generacién de potencia, plantas y plataformas petroleras asf como
demnés industrias, son un ejemplo claro de la relevancia que tiene el transporte de fluidos. De
igual trascendencia resultan los pardmetros, tales como fiujo mésico, didgmetro de la tuberfa y
factor de friccidén en las paredes; sin embargo, en algunas ocasiones la sustancia a desplazar
tiene propiedades de trapsporte diferentes a las convencionales. Muestra de estas sustancias
son las denominadas no-newtontenas, ya que no cumplen con la ley de Newton de la viscosidad
v. por ende, requieren de una ecuacién constitutiva para la viscosidad, alterando asi el cdlculo
v disenio de tuberfas para su transporte. Para tal fin, la ciencia que estudia el movimiento de
fluidos viscosos o deformaciones pldsticas de materiales sélidos se le conoce como Reologia, la
cual tiene una gran importancia en las industrias de alimentos, petroleras, polimeros y pinturas
por nombrar sélo algunas.

Desgraciadamente, la complejidad de las ecuaciones constitutivas remiten a dichos estudios
a un dmbito tedrico, mientras que en las aplicaciones de ingenier{a se hace uso de correlaciones
experimentzales,

Otre fendémeno de transporte vinculado &l movimiento de fluidos es el de energia. va que
en muchas ocasiones los fluidos requieren ser calentados y/o enfriados durante e] proceso de
transpertacién. Para ello se cuenta con una amplia gama de equipos v elementos llamados
mtercambiadores de calor que logran tales propdsizos. De esta forma, se pretende que la trans-
ferencia de calor v el transporte de fluidos se lleve a cabo de manera simulténea. Lo anterior se
logra debido a que la conductividad térmica de la pared del tubo es finita. Asi. e} analisis de
dichos efectos conductivos-convectivos (sélido-finido) se definen come problemas conjugados de
transferencea de calor.

Dado este panorama. en el presente trabajo se estudia el proceso de transferencia de calor
conjugada en un fluido no-newtoniano en tuberias Para su andlisis. la tesis s¢ cdivide en

dos secciones, en la primera de ellas se estudia e proceso de transferencia de calor en estado



permanente y en la segunda, en estado transitorio. En ambos casos se parte de la hipdtesis
de que el fiuido no-newtoniano, que se rige por ia ley de potencia, estd hidrodinamicamente
desarrollado en régimen laminar, con lo cual la ecuacién de cantidad de movimiento puede
resolverse e integrarse a la ecuacién de la energfa del fluido. La ecuacién de la energia del
fluido es adimensionalizada y resuelta por métodos analiticos para posteriormente ser acopiada
a la ecuacién de Laplace en el sélido, exigiendo las condiciones de continuidad en el flujo de
calor v en la temperatura. La solucién a esta ecuacién es obtenida mediante la técnica de
diferencias finitas. Asimismo, se exploran diversos limites térmicos para los cuales se emplean
herramientas analfticas, numéricas y asintéticas {teoria de perturbaciones). Los resultados sobre
la transferencia de calor muestran la influencia de cuatro pardmetros adimensionales, uno de
ellos es el pardmetro de conduccién, dos mds representan la influencia de los efectos geométricos
del sistema vy el tltimo corresponde al indice de potencia del fluido no-newtoniano. Con los
resiltados obtenidos pueden realizarse estimaciones en procesos de transferencia de calor de
sustancias pseudopldsticas, newtonianas y/o dilatantes. Ahora bien, con la idea de validar el
modelo general, se presentan gréficas y tablas comparativas de los valores del nimero de Nusselt

con respecto a los datos experimentales mostradas en la literatura.



Capitulo 1

Introduccién

1.1 Generalidades

Una de las formas més sencillas en que los fiuidos pueden ser clasificados se resume de la
siguiente manera: i) atendiendo a ia respuesta a una presidn aplicada de manera externa; o
bien, #7) de acuerdo a los efectos producidos bajo la accién de un esfuerzo cortante.

Mientras la compresibilidad afecta directamente a los gases, los liquidos son considerados
como incompresibles y su respuesta al esfuerzo cortante tiene mayor importancia. Para ca-
racterizar dicha respuesta se tiene el esquema de flujo uni-dimensicnal mostrado en la figura
(1-1}, del cual puede obtenerse facilmente la ley de Newton de la viscosidad, 7 = u{du/dy).
donde p representa una constante de proporcicnalidad entre el esfuerzo cortante y la rapidez de
deformacién, la cual es llamada viscosidad Newtoniana, que depende tinicamente de la presion y
de la temperatura del fluido. Cuando esto no sucede y la viscosidad es funcién de otros factores
como el tiempo o la rapidez de deformacion. al fluido se le conoce como un fluido Reoldgeco.
Las comentadas excepciones a la lev de Newton de la viscosidad son por demds frecnentes.
denominandose a este tipo de fluidos como fluidos no-newtonianos. Estrictamente hablando,
un fluido no-newteniano es aguel fluide cuya curva de fiujo en un diagrama cortante-rapidez de
deformacion. figura (1-2). es no-lineal o ne pasa por ¢l origen. Otra forma de mostrar
la no-linealidad de los fluidos no-newtonianos es presentada por la figura (1-3), en donde es
facil distinguir Ja no dependencia de la rapidez de deformacién sobre la viscosidad de un fluido

Newtoniano.



Figura™1-1: Representacion esquematica de un flujo uni-direccional por la accién de un esfuerzo
cortante.
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Figura™1-2: Clasificacion reolégica de los flmdos no-Newtonianos: curvas doe flujo.
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Figura™1-3: Clasificacién reoldgica de los fluidos no-Newtonianos: curvas viscosidad-rapidez de
deformacién.

Para su analisis, los fluidos no-newtoniancs se dividen en tres grupos, como se presenta en
ta figura (1-4) y que se detallan a continuacién:

a) Fludos que no dependen del tzempo. A estos fluidos se les conoce como una generalizacion
de los fluidos Newtonianos, va que el valor del cortante puede ser determinado por un valor de
la rapidez de deformacién segin lo muestra la figura (1-2). Dentro de este grupo se encuentiran
Jos siguientes fluidos: Pseudopldsticos. cuyo valor del cortante disminuye conforme la rapidez
de deformacidn se incrementa; Dilatanies, en donde ¢l valor del cortante aumenta a medida de
que la rapidez de deformacién se incrementa; y los Viscopldstrcos, que son aquellos fluidos que
presentan un esfuerzo de fluencla.

b} Fluwdos dependientes del trempo. Son fluidos més complejos cuya relacién entre el cortante
» la raprder de deformacidn depende. entre otras cosas, de la duracién del cortante y la historia
ciemdrica de éste. De este grupo pueden distinguirse a los fluidos Reopécticos v Turotrdpicos

) Flurdos wmseco-clasticos. Son sustancias que exhiben caracteristicas de fluidos 1deales v

clastinidad de solides. mestrando una reconstitucidn parcial despuds de la deformacion



!iluidcrs No-Newtonianosj

-
[ I

Endependientes del Tiempo I [ Dependientes del Tiempo ] ( V:smel;'istlcos }
|

— E——
PS&UdeiréStiCOS | Diiat;ntes Viscoplasticos Tixotrépicos Reopécticos
}

Figura 1-4: Clasificacién reolégica de los fluidos no-Newtonianos.

Para cada fluido comentado, se tiene una serie de modelos matemdticos los cuales son
discutidos a detalle en textos como Harris (1], Wilkinson [2], Skelland[3] y Bird et al. [4].
Ademsds de dichos modelos, en las citadas referencias se pueden obtener las caracteristicas de
flujo de los diferentes fluidos no-newtonianos. Desgraciadamente, el aspecto de transferencia
de calor no ha sido estudiado a detalle, lo cual representa la motivacién principal del presente

trabajo.

1.2 Antecedentes

El primer estudio sobre la transferencia de calor en tuberias, fue llevado a cabo por Graetz |5
en 1883 para un flujo tapdn (slug flow) y para un flujo de Poiseuille en 1885, presentando ia
solucién en funcién de una serie infinita. En 1956, los valores numéricos de la solucién de Graetz
fueron presentados por Sellars (6]. Este problema cldsico puede revisarse con suficiente detalle
en textos como el de Shah y London (7], o la obra de Kays y Crawford [8]. En general. los
avances mas significativos se han concentrado en incluir diversos factores al modelo de Graetz
que enriguezcan sensiblemente el estudio del misme. Tales factores se pueden enumerar como
disipacién viscosa, difusividad térmica, efectos transitorics v turbulentos, efectos conjugados y
demads

Como una extensidn del cldsico problema de Graetz. el andlisis de la transferencia de calor
en flujos no-newtomanos en tuberias ha recibido considerable atencidn en la dltima década.

Aspectos fundamentales de este problema son dociumnentados recientemente en Chhabra v Ri-



chardson [9], también detallados en Cho y Hartnett/10], Harnett y Cho [11] y en el texto clasico
de Skelland [3]. Aun y cuando los ejemplos contenidos en las referencias anteriores versan
sobre la transferencia de calor de o hacia un fluido no-newtoniano en tuberfas que puede ser
influenciado por diversos factores, es importante sefialar que no se ha tomado en cuenta el
efecto de la conductividad térmica finita del tubo. De esta forma, la hipdtesis convencional de
temperatura uniforme o flujo de calor constante en la pared del tubo dejaria de ser vélida y
el proceso de transferencia de calor se llevarfa a cabo de manera conjunta con los efectos de
conduccidn-conveccidén. Para el andlisis del problema de Graetz, generalmente los dos meca-
nismos de transferencia de calor se desacoplan, estudidndose los efectos convectivos del fluido
mediante un andlisis de conveccién de calor forzada en régimen laminar con temperatura de
superficie constante o con fiujo de calor pre-establecido.

Por otro lado, la solucitn al problema de transferencia de calor de un fluje no-newtoniano
a través de un tubo circular con condicién de frontera térmica pre-determinada, se ha estu-
diado con cierto detalle para el caso de un fAujo laminar totalmente desarrollado. Desde el
andlisis experimental de Pigford [12] en 1955, al estudiar la regién de entrada térrnica con tem-
peratura de pared constante, un gran nimero de investigaciones con condiciones de frontera
pre-determinadas se han desarrollade con el afin de tener un mejor entendimiento del proce-
so térmico. El primer estudio analitico que extiende la solucién de un fluido Newtoniano a
un fluido que obedece la ley de potencia fue obtenido por Bird {13!, empleando una solucidén
en forma de sumatorias para la temperatura de un fluido en régimen laminar en la regién de
entrada térmica para la condicién de flujo de calor constante en la pared. Biurd et al. {14].
aplicaron la conocida aproximacién de Leveque {15] para calcular la transferencia de calor que
resulta cuando la condicidn de frontera corresponde & un fiuw)o de calor uniforme en la pared
del tubo, asi como la condicién de temperatura constante para un fluide que se rige por la lev
de potencia. La idea principal de la aproximacién de Leveque es asumir que la capa limite
térmica estd confinada a una pequena region del Auido adyacente a la pared del tubo. Esta cs
una execlente aproxiumacion para elevados gastos mdsicos. tubos cortos v /o valores del ndmeru
de Graetz elovados. Los anteriores resultados se resumen en Bird {41

Asimismo, Metzner et al. [16] presentaron el primer andlisis tedrico v expernuental paa

determinar las variables importanies cu ¢l proceso de transferenaia de calor en fludos no-



Capitulo 2

Analisis del problema en estado

permanente

2.1 Modelo fisico

Como se mencioné en el capitulo introductorio, existen diversas relaciones matemdticas que
permiten modelar las caracteristicas de flujo de un fluido no-newtoniano; en este sentido, se
eligid el modelo de ley de potencia, también conocido como modelo de Ostwald de Waele, en
virtud de que esta relacién puede caracterizar mas de un fluido (Pseudoplésticos, Newtonianos
v Dilatantes), ademds de poseer ciertas bondades en lo que se refiere al an4lisis matematico.
El modelo fisico simplificado que se estudia en el presente trabajo se muestra en la figura
(2-1). Un fluide viscoso no-newtoniano caracterizado por la ley de potencia, fluye en régimen
laminar completamente desarrollado dentro de un tubo liso de radio interno R y espesor h.
Por simplicidad se asume que el fluido ingresa a una temperatura constante Tp y en una zona
localizada de la superficie externa del tubo. de long.tud L. se extrae una tasa de calor uniforme
(g.). lo que provoca una delgada capa limite térmica, 8, en la superficie interna del tubo.
Debido a la conductividad térmica finita de la pared del tube, A,. la rapidez de transferencia
de calor retirada es influenciada por los efectos difusivos del sélido en las direcciones radial ¥
longitudinal  De esta manera. ¢l proceso de transferencia de calor se Heva a cabo de forma
conjuitta entre el fluido no-newtoniano v la pared del tubo A este tipo de problemas en donde

se acoplan los efectos conductivas-convectivos son cenocidos como problemas conjugedos.
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Figura™2-1: Modelo fisico a estudiar.

El origen del sisterna coordenado se coloca en el centro del tubo, de manera que el eje
de simetria z inicia en donde se presenta el salto en el lujo de calor y coincide a su vez con
la direccién del flujo no-newtoniano, tal y como se muestra en la figura {2-1), mientras que
el eje 7 apunta hacia afuera en la direccién radial, siendo normal a la superficie del tubo.
Por simplicidad, se asume que las condiciones térmicas en los bordes del tubo (2 =0,7) son

adiabaticas: asi como propiedades térmicas del fluido constantes v despreciables los efectos de

disipacién viscosa.

2.2 Modelo matematico

2.2.1 Flujo no-newtoniano

Ecuacion de continuidad:

Escribiendo la ecuacién de la continuidad para un flujo bi-dimensional en coordenadas cilindri-

CAas,



Debido a que se asume flujo completamente desarrollado, no existe componente de velocidad
en la coordenada radial u, = 0, de donde se puede concluir que la velocidad axial es, a lo mas,
funcién de la coordenada radial, u, = u; (7).

Ecuacion de cantidad de movimiento:

Partiendo de la ecuaciones de cantidad de movimiento en coordenadas cilindricas para un fluido

completamente desarrollado en régimen laminar,
, (2.1

%(TT,.Z) - — {2.2)

donde el esfuerzo cortante, 7., para un fluido que se rige por ia ley de potenciza se define como:

du, \"
Tr: = —k ( o ) s (23)

k es una funcién de peso que tiene la finalidad de mantener la homogeneidad dimensional de la
ecuacion (2.3), v n es el (ndice de potencia del fluido no-newtoniano; 1 ecuacién (2.2) puede
ser directamente integrada al tomar la informacién de la ecuacién (2.1) que establece que la
presion es. a lo mds, funcién de la coordenada longitudinal, P = P (z). Por lo anterior y con

las siguientes condiciones de frontera para la velocidad,

Su,
or

=0, (2.4)
r=0

se obtiene facilmente la ecuacién que describe el campo de velocidades de un fiuido de potencia

dentro de un tubo,

1 dpPyyim n a r1in+l)/n
w0={m(E)) G- e

Ahora bien, debido a que la velocidad méaxima del flujo se presenta en la zona central del tubo

(r = 0). es posible establecer el término de velocidad mdxima de la ecuacian (2.5). mediante la



siguiente expresidn:

1 dPyyte n .
Y I (n+1)/n
Hmes {21;( d:)} (n+1)R ’ (2:6)
de esta manera, la ecuacién (2.5) puede escribirse como:
7 (i) /n 27)
z = Uman - = - .
s () = (%) @7

De la misma forma, si se desea calcular el flujo volumétrico que pasa por una seccién del tubo.

se emplea la integral,

0= /0 M orrus () dr. (2.8)

Sustituyendo la ecuacién (2.7} en (2.8). integrando v ordenando términos, se obtiene el valor

del flyjo volumétrico en funcién de! término de velocidad maxima,

_(n4+1) 5
Q = E’mﬂ'umaxR . (29)

Por otra parte, empleando la definicién de flujo volumétrico, Q = TwR?, e igualdndola con
la ecuacién (2.9), se obtiene la relacién entre velocidad media y velocidad maxima del fiujo del

fluido de potencia,
_ n+1
u = (m) Urmax - (210)

Corn lo anterior, el perfil de velocidades del fluido no-newtoniano puede escribirse de la siguiente

manera, que es la forma convencional en que aparece definido en la literatura {3],[4],19].{35),

317~ 1 (n+1)/n
u= Ti % {1 - (J—;-) : (211)

donde

—
r



Ecuacion de lo energio:

Debido a que no se consideran efectos de disipacién viscosa en el fluido, la ecuacién de la energia

en coordenadas cilindricas bi-dimensional se escribe de la siguiente manera,

a7 10 70T 8T

con sus respectivas condiciones de frontera y de continuidad en la temperatura,

TOA=T S| =0 (2.13)
) L0 TR =Tu(sR). (2.14)
or =0

2.2.2 Pared del! Tubo

La ecuacién de conduccién de calor, que en este caso es la ecuacién de Laplace, se escribe en

coordenadas cilindricas como:

8T, 10 ( 8Ty .
32 ' ror (T or ) =0 (2:19)
con sus correspondientes condiciones de frontera,
Condiciones Adiab4ticas:
o7,
S = 0. 2.16
52l (2.16)
Superficie Interna:
8T, T
Ay RN (217)
Or lh=n or lr=r
Superhicie Externa:
a7,
Ay —2 = 2,18
w A ek de ( )

Las ecuaciones (2,14} vy (2.17). que corresponden a las condiciones de continuidad de la tem-
peratura v del filnjo de calor respectivamente. representan los efectos de transferenaia de calor

conjugada, La ecnacion (2 17) establece que el calor desprendide por ¢l flindo no-newtoniano es



el mismo que el calor admitido por conduccién en la cara interior de la pared del tubo, mientras

que la ecuacion (2.14) establece que la temperatura del fluido y el sélido es la misma.

2.3 Estimacién de los 6rdenes de magnitud

En este apartado, se analizard los érdenes de magnitud del proceso transferencia de calor en
estado permanente para obtener pardmetros adimensionales que relacionen la propiedades fisicas

del fenémeno.

2.3.1 Generalidades

Al igual que diversas dreas de la ingenieria, los problemas de transferencia de calor se caracte-
rizan por la multiplicidad de variables y propiedades fisicas involucradas, provocando que los
resultados de Jos andlisis tanto experimentales como tedricos dependan de m4s de una variable.
Por lo anterior, se recomienda que previo a resolver un problema fisico, ses aplicado un andhsis
de drdenes de magritud con la idea de generar pardmetros adimensionales representativos, 2 la
vez de obtener mayor informacion fisica del problema [36].

El objeto de introducir un andlisis de 6rdenes de magnitud empleando los conceptos y
principios béasicos del proceso de transferencia de calor, se reduce a obtener una estimacién
global de las variables fisicas involucradas. Esto significa, por ejemplo, que si una de las vanables
fisicas de interés es el espesor de capa lmite térmica, el objetivo es determinar la dependencia
funcional con otras variables. Hay que comentar que al anslisis de érdenes de magnitud esta
intimamente ligado al analisis dimensional de un probiema. Si el andlisis de érdenes de magnitud
es llevado a cabo de manera correcta. se pueden anticipar resuitados valiosos. Una espléndida
referencia que da cuenta de los aspectos fundamentales sobre el andlisis de escalas resulta ser

el texto de Bejan (38

2.3.2 Analisis de drdenes de magnitud

A partir del campo de velocidades establecido en (2.11} e introduciendo. con la aproximacidn

de Leveque [13]. una nueva escala espacial £ préxima a la pared del tubo de orden de magnitud



de la unidad,
1—-r/R
—=£=0(1),
donde é representa el espesor de capa limite térmica; puede demostrarse facilmente que el campo
de velocidades préximo a la pared del tubo en funcién del espesor de capa térmica, viene dado

por:

w(r) Na(snn“) %. (2.19)

Par otro lado, haciendo un balance entre los términos convectivos y difusivos en la ecuacién de

la energia del fluido no-newtoniano, se obtiene:

ﬁ(Bn—O—I) _(S_ATJ: A ATf (220)

n JR L  pc &

donde ATy representa la caida de temperatura en el fluido. Finalmente, determinando e] orden

de magunitud del espesor de capa limite térmica,

& n Ry? 1 13 .
e (3 A 221)

En la expresién anterior, Pe corresponde a! numero de Peclet, Pe = pcGR/A. p, ¢ y A repre-

sentan la densidad, el calor especifico y la conductividad térmica del fluido, respectivamente.
Por otro lado, debido a la hipdtesis de que los extremos del tubo (2 = 0, L) son adiabéticos,
se asume que el calor total transferido por el fluido es del mismo orden de magnitud al calor

retirado en la superficie externa del tubo, esto es:

h
gs ~ (1+§> Te. {2.22)

v cquivaleptemente, el calor transferido por el fluido es del mismo orden de magnitud que el

conducido transversalmente por la pared del tubo, esto es:

AT, AT,
Tu‘ Aege ~ Ae/\w—g—, (2.23)
Ar

z ~ L->\u'
Aagy A Ar

donde A, v A, corresponden a las superficies interna v externa del tubo respeetivamente, nuen-




tras AT}, representa la cajda de temperatura en la pared del tubo en la direccién radial. Sus-

tituyendo los valores de las dreas correspondientes en (2.23) y facterizando,

h A\ AT,
a7 4 (”R>% 2 (1+23) : (2.24)

Combinando las relaciones (2.22) y (2.24) se tiene que,

(2.25)

Por otro lado. el cambio global en la temperatura del sistema puede escribirse de la siguiente
manera,

AT = ATy + AT, (2.26)

Con esta relacién y mediante la expresién (2.25) para AT, v con la ayuda de la ley de Fourier
en el fluido, ATy ~ g¢6/Ay, es posible determinar las caidas de temperatura en el sélido v el

fluido relativas al sistema de la siguiente manera:

AT T 1+ATAT, ¥ AL, T =\mii) -
se tiene que:
o/ n \1/3
AT a [ n VMY AT o [ n VY R
1+ 3 (m) I+ (m)
donde @, ¢ y £p son los pardmetros térmicos y geométricos que se definen a través de:
1/3
Aw b RN\? 1 h h ,
=57 =) = == = . 2.29
*=% 1! +€“”KL) Pe] €= Y TR (2:29)

Empleando la primera relacién de (2.28) junto con la relacidn (2.25), se obtiene que el cambio

global de temperatura en el sistema es del orden,

gh (1+20) g(_n_)ua N
AT A (1 +£9/2) [1 = In+1 ’ (2:30)

Debido a que AT representa una constante de referencia en el proceso de adimensionaliza-

[
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cién de la temperatura, por simplicidad se requiere que dicho valor sea el mdximo que pueda.
Asumiendo que en general n es un pardmetro del orden de la unidad, la relacién (2.30) puede

reducirse a:
a {l+e) gh

AT, ~ S LT50) g
22 (14 2¢/2) Ay

(2.31)

La expresién anterior se estimé de la relacidén (2.30), pensando que tanto el flujo de calor
ge, como la conductividad térmica y los factores geométricos del tubo (g,£5) son constantes.
Entonces el pardmetro que afecta més sensiblemente el orden de magnitud de AT, es el cociente
a/e?; bastando con tomar el limite a/z% 3 1 con la idea de tener un valor caracteristico de
AT, en el proceso de adimensionalizacidn.

Con las relaciones anteriores es posible estimar el orden de magnitud del ndmero de Nusseit.

Ny

, 1/3
JBLe u R OALR KBTH' 1) _G_T} , (2.32)

Ay AT, AT T \\Ta ) x

donde h corresponde al coeficiente convectivo del fluido de potencia, B el radio y Gz = nRPe/L
representa el nimero de Graetz. Esta derivacion del nimero de Nusseit es por demds conocida
y reportada en la literatura, [10] [11]. De las relaciones anteriores pueden obtenerse interesantes
limites asintsticos, los cuales establecen los aspectos fisicos del proceso de transferencia de calor
Bésicamente, se pueden distinguir tres casos: a/c? > 1, @/e? ~ 1 y a/s2 < 1 asumiendo que
el indice de potencia n es del orden de la unidad.

Para valores de a/e? > 1, de la relacién (2.28) se obtiene:

— ey —

AT e

=1 ., (2 33)

AT, &° 3n+1)1/3 ATy
( -

n
lo anterior indica que las variaciones de temperatura transversal en la pared del tubo comparadas
con el cambio de temperatura global AT son muy pequefias, del orden de £2/c a lo més. Este
es el limite térmico conocido como térmicamente delgado. [32].

Para valores a/e? ~ 1, se tiene el mismo orden en las relaciones,

AT, 1 ATy 1
AT () AT ()™

n




Mientras que para valores o/e? « 1, se tiene,

AT, ATy o f n \Y3
—— —_— e — —— 2
AT~V AT 52(3n-+1) ’ (2.35)

en ambos casos, la caida de temperatura transversal en la pared del tubo es del orden de
magnitud del gradiente global para valores finitos de n. Este es el llamado limite térmicamente

grueso.

2.4 EFEcuaciones adimensionales

En este apartado se obtendrd el conjunto de ecuaciones adimensionales que describen el fe-
némeno fisico; para tal efecto, se empleardn los valores caracteristicos de adimensionalizacién

sstimados en la seccidn anterior.

2.4.1 Fluido no-newtoniano

En virtud del conocimiento del campo de velocidades para el flujo de potencia, la ecuacién de
la energfa para el fluido puede adimensionalizarse al introducir las siguientes variables ad:men-

sionales y el campo de velocidades,

Ty-T z r
6= =2 =l 2,
ATC y X 7’ 7 R’ ( 5t
U n+1 nll
g - 24
T (n+l>(1 1 ) (24

donde AT, representa la caida de temperatura caracteristica dada por la relacién (2.31) Su--
tituyendo las variables anteriores en las ecuaciones (2.12)-(2.14), se obtiene la ecuacién v |

energia en forma adimensional,

3n 41 88 1 yLN18 7 36 1 /RN 8°%6
_ L(ntl)/n = (=zZV =2 bl i Bkl B SRS
(n+1)(1 T )8;( Pe (R)n@n (nan)+Pe(L) 9x?’ (

con las siguientes condiciones de frontera v de continuidad en la temperatura,

26
ax

= 0, (2 4n

G(0.9) =0,

¥ —O00
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o8
= =0, 0(x,1) =8, (x.0). 2 40
31, {x,1) (x.0) (2 40)

2.4.2 Pared del tubo

Lievardo a cabo el mismo procedimiento para la ecuacidn de Laplace en la pared del tubo, se

sustituyen las sigulentes variables adimensicnales,

Ty— T, -
B ek " S (2.41)

g
w i ATC ? h !

en las ecuaciones (2.13)-(2.18) con la finalidad de obtener la ecuacién de la energia adimensional

para el sslido,
86, « 1 9 /, 38y
— — ({(l+oz = A
e s (1 +0¢c0) G0 (( + %) 30) 0, (2.42)

asi como también sus correspondientes condiciones de frontera, que se detalian a continuacicn

Condiciones Adiabdticas:

B
Py (2.43)
5)( »=0,1
Superficie Interna:
06, A h 08
k3 = .2 = 2.44)
60' o=0 /\w R 7 =1 (2 44
Superficie Externa
08y, £2 (1+£9/2) .
B byt @ (Lxeo) (249

Como fue comentado con anterioridad, las ecuaciones de la energia correspondientes al fluido
no-newtoniano y la pared del tubo, estdn acopladas mediante las condiciones de continuidad del
fiujo de calor y de la temperatura. Qtro factor que influye en la solucién del conjunto de ecua-
ciones (2.38)-(2.45), es la variedad de pardmetros involucrados, lo que genera una multiplicidad
de scluciones. Por lo anterior, la temperatura adimensional de la pared del tubo, dependerd en

general de la siguiente relacién funcional:
B =By (x,0: o,2,20.7), para Gz >> 1.

Por otro lado, el flujo de calor adimensional local o mimero de Nusselt local, Nu, = qLc/ (AAT).

a la superficic externa del tubo se define como

]
[} ]




Nu, = =
x T

QQER 2 GZ l/B .
NTy —Tu(z B+R))  8u(x,1) (") ' (246)

Con lo que el nimerc de Nusseit global puede ser obtenido mediante,

G138 1 dx
Ny =2{ 22 =X 2.47)
Ny Q(ﬂ_) A ol 1)’ (2.47)

donde T} es la temperatura promedio ¢ de corriente lbre del fluido v en primera aproximacion
coincide con el valor de To. La correccion de orden superior a T, — T, €s del orden de TGz}
v para valores de Gz 3» 1 resulta insignificante tal contribucidn.

Por lo anterior, la relacidn funcional para el nmirnero de Nusselt puede escribirse como:

Nuy, = Nuy (x : a,8,80,1,G2)

2.5 Metodologia de solucién

2.5.1 Reformulacién del problema

El conjunto de ecuaciones (2.38)-(2.45) que describen completamente el proceso de la transfe-
rencia de calor conjugada, serd resuelto mediante técnicas analiticas y numéricas. En el caso de
la ecuacién de la energia para el fluido de potencia, se aplica junto con la teoria de capa limite,
técnicas analiticas, ya que se trata de una ecuacién iineal. Por simplicidad, dicha metodologia
de solucidn es mostrada en el apéndice A. En lo referente a la ecuacion de Laplace adimensional
(2.42) con sus condiciones de frontera respectivas {2.43)-(2.45), se resuelve de manera numérica
con la finalidad de tomar en cuenta la conductividad térmica finita de la pared del tubo. asi
como los efectos geométricos en el tubo representados por e y zp.

Contando con la solucién de la ecuacién de la energfa del fluido en funcién de la tempera-
tura de pared del tubo (apéndice A), se sustituye esto en la ecuacidén (2.44) que representa la
centinuidad en el flujo de calor, con lo cual se obtiene,

? In 4 1\YS _ X de
=2 (1+2) (B2) e fous [(rO00 TR, @

2,
do

a=0

donde 8,,; es la temperatura adimensional en el borde principal del tubo (x = 0), Cy corres-
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ponde a una constante cuyo valor es Coy = 12%/3/T(1/3) = 0.8546, mientras que K{xy,x’) =
(1 —x'/ x)fl/ 3 representa el kernel continuc para el problema considerado.

Con todo lo anterior, el problema consiste en resolver la ecuacién diferencial pazcial lineal
(2.42) con las condiciones de frontera definidas en (2.43), (2.45) y (2.48). Ademds de darle solu-
cién numeérica a este conjunto de ecuaciones, se exploran diversos limites térmicos, atendiendo

a los valores del pardmetro o/s?.

2.5.2 Limite térmicamente delgado {o/? > 1)

Como fue camentado anteriormente, este limite representa, en primera aproximacién, que no
existan gradientes térmicos en la coordenada radial; por lo tanto, la pared del tubo depende
inicamente de la coordenada, x, como se anticips en la relacidn (2.33). Por lo que la temperatura

del tubo puede expresarse mediante la siguiente expansion,

2 2
8w (X, 0) = Ouo (X) + %le (OGo)+ (?) Buz (X, 0) + - - (2.49)

Sustituyendo la serie anterior en la ecuacién (2.42) y reteniendo solamente el primer término

de la expansién, se tiene que:

d*6.0 1 & 9841
- =10. 2
@ dx? T (14 ogg) O ((1 + o€o) do ) (250)

Llevande a cabo el mismo procedimiento para las condiciones de frontera,

Superficie [nterna:

By _ I 4+ 1y 3 1 X o @80 :} o
G |ea ™ Co (1l +e0/2) ( in ) X {Gwc +](; Kix,x" o dy’ ¢ . (2.51)
Superficte Externa:
Pur|  _ (L+eo/2) (2.5)
9o |1 {1+ 2q)

Ahora bien, puesto que en primera aproximacién f,0 no es funcién de la coordenada o,

es posible integrar la ecuacién (2.50) a lo largo de la coordenada transversal. Aplicando las



condiciones de frontera en este proceso se tiene que:

%80
2

agwl
do

agwl
+ L (1t - o, 2,
a(l+e0/2) + (1 +eg) > 0, (2.53)

=0

v sustituyendo en la ecuacién (2.53) las condiciones de frontera (2.51) y (2.52) se obtiene
una ecuacién integro-diferencial que describe la temperatura de pared del tubo en el [imate

térmicamente delgado,

d26,, 3n + 1\ 1/3 —1/3 X N g =
ol 1=y (B2 (bu RO A ). (2.54)

En esta ecuacién, el primer término del {ado 1zquierdo corresponde a la conduccién de calor
axial en la pared del tubo, mientras que el segundo término del lado izquierdo representa el
calor removido en la superficie externa del tubo. EI término del lado derecho representz al calor
transferido por el fluido no-newtoniano a la pared interna del tubo. Las condiciones adiabédticas

en los bordes del tubo contindan siendo,

% = (. (2.55)
x=0,1

La ecuacién (2.54) junto con las condiciones de frontera (2.55), representa el proceso de
conduccién de calor que esta gobernado por una ecuacién integro-diferencial para &, con dos
pardmetros adimensionales a vy n. En las siguientes secciones se analizard los limites carac-

terizados por valeres grandes y/o pequerios del pardmetro o para diferentes valores finitos de

.

Solucién Numérica (Runge-Kutta Cuarto Orden)

Por tratarse (2.54) de una ecuacién integro-diferencial ordinaria de segundo orden, ésta puede
resolverse mediante el algoritmo conoaido como Runge-Kutta de cuarto orden [37). Para aplicar
la metodologfa propuesta en [37] y [38] se requiere analizar previamente y por separado el
término integral de la ecuacidn (2.54).

Sea f(x) el término integral de la ecuacion 2 34), el cual puede ser aproximado como un




nimero finito de sumas de la signiente forma:

s ’ N / /
=[5 5m (B) <20 (e ()

llevando a cabo la integral se tiene que:

P = -3 (%) xS

evaluando los limites de integracién y recordando que y = NAy, se factoriza el términc Ay2/?.

con lo que se tiene:

3 Ay i (d‘i“ij [ 41— B~ (v — ).
2 dX k

k=1

fix)=

Ordenando y evaluando para k = N,

Flx)= g- (36) (ic) : % (%}2/3 Z (%)k [(N +1-k)23 - (N—}g)E/B] :

Llevando esta relacidén a la ecuacién (2.54), se tiene que:

a _
dn

Y
3Co ( x\¥® (3n+ N3 [rdo,\ | TH rdb, 23 _
= (3) () (B 2 (&), Jovrmw - e

De esta manera, la ecuacién (2.54) se transforma en una ecuacién diferencial de segunda orden.

d24., 8,,.Ch (371 + 1)1/3

(2 56). Para concluir y poder asf aplicar el algoritmo de Runge-Kutta de cuarto orden .

ecuacién {2.56), se requiere conocer el valor de la temperatura en el borde principal de la paso-
del tubo, ,;. Para tal efecto se implementa una sub-rutina de "shooting”, la cual propos.:
un valor de temperatura en el borde, 8,4, resuelve la ecuacién mediante Runge-Kutta (37, 3~
para este valor de ternperatura supuesto y almacena en memoria los valores de temperatura «
rrespondientes al borde secundario de la pared del tubo, ya que debe cumplirse con la condu s

adiabdtica. En el siguiente paso, la sub-rutina establece otro valor de temperatura de boroo
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principal, 8,,, nuevamente resuelve la ecuacién {2.56) y registra los valores de temperatura de
pared del borde secundario. Con las dos lteraciones anteriores se interpola linealmente para
satisfacer la condicién adiabdtica en el borde de salida v poder asi obtener el valor adecuado
de temperatura en el borde principal de la pared del tubo. Para este valor de 8,; calculado, se
obtiene la solucién de la ecuacién (2.56) que representa el perfil de temperatura adimensional
en la pared del tubo. A partir de estos valores de temperatura de pared se calcula el nimero de
Nusselt local y promedio que aparecen en el capitulo de resultados como soluciones numéricas

al limite térmicamente delgado en el andlisis permanente.

Solucidn Asintdtica para el Limite o — o0

Generalidades La Teoria de Perturbaciomes es una amplia coleccidn de métodos analiticos
para obtener la solucién de una ecuacién diferencial. E! procedimiento general de la tecria
de perturbaciones es identificar un pardmetro pequeio generalmente denotado por e [39], tal
que cuando £ = 0 el problema puede ser resuelto. La solucién global al problema analizado se
obtiene por un andlisis local en las proximidades de £ = 0.

La tendencia de la teorfa de perturbacicnes es descomponer un problema dado en un niimero
infinite de problemas relativamente sencillos. Una solucidn de perturbacién es construida por

un andlisis local en las vecindades de £ = 0 como una serie de potencias en &:

y(x)=yolz)+eyr{x)+elys(z) + o

Esta serie se denomina serie de perturbacidn. Un rasge distintive de esta serie, &8 que yn (2)
puede calcularse en términos de yo (7}, ..., ¥n—1 (z). Es facil advertir que la serie de perturba-
cién para y{x) es local en e pero global en z. Si el valor de £ es muy pequerio, se espera quc
la solucién para y (x) sea aproximada con suficiente exactitud, por unocs cuantos términos de la

serie,

Teoria de Perturbacién Regular y Singular La técnica formal de la teoria de pertur-
baciones es una generalizacién natural de los analisis locales que involucran la aproximacion a
la solucién de ecuaciones diferenciales en un punto £ = a, por el desarrotlo de una solucidn en

forma de serie en las vecindades del punto a en potencias de un pardmetro pequeso. Una vez
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que el orden principal de la solucién en la proximidad de z = a sea obtenido, los subsecuentes
términos de la expansién son calculados de forma recursiva.

Esta analogia entre el andlisis local v la teoria de perturbaciones, es el punto de partida
para clasificar los problemas de perturbacién en regulares y singulares.

Se define a un problema de perturbocién regular como uno cuya serie de perturbacion en
potencias de £ tiene un rango de convergencia infinito. Un rasge fundamental de todos los
problemas de perturbacién regular, es que la solucidn exacta para valores pequedios de |z]
tiende al valor del orden cero de la sclucion de perturbaciones (¢ — 0. Siendo los siguientes
términos pequenas correcciones al orden cero.

Por otro lado, se define a un problema de perturbacién singular como unc cuya serie de
perturbacién no toma la forma de una serie de potencias, o si la toma, tiene un rango de
convergencia finito. Esto debido a que para valores de ¢ = 0 se pierde informacién del problema
fisico, con ello se establece un andlisis local en las zonas donde la solucién no se cumple cuando
¢ = (. Para ello se cuenta con herramientas asintéticas como lo son la teorfa de escalas muiltiples,
andlisis de capa lfmite, técnica de acoplamiento asintético y mds. El caso cuando el pardmetro
de perturbacidén ¢ multiplica & la derivada de orden mayor es un ¢laro ejemplo de cuando debe

apiicarse un anélisis de perturbacién singuiar.

Aplicacién de la Teoria de Perturbacion Regular Analizando la ecuacién (2.54) para
valores de & >> 1, se puede establecer una serie de solucién a dicha ecuacién.

Por lo comentado en la parte introductoria a éste capitulo, en este limite es posible obtener la
solucion del problema mediante el método de perturbacion regular de la teoria de perturbaciones
al considerar como pardmetro de perturbacién al reciproco del pardmetro de conduccidn o, esto
es o~ !, Para ello se considera que los cambios de temperatura de la pared del tubo, 8, son
pequerios en la coordenada longitudinal, del orden de a™*.

Asumiendo entonces que la temperatura adimensional de la pared del tubo puede represen-

tarse como una serie de la siguiente manera,

Bu(x) = 8o(x) + 3 &85 (x), (2.57)

)=l
o introduciendo esta serie en las ecuaciones (2.54) y (2.55), se obtiene una ecuacién en funcidn
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del pardmetro de perturbacisn, a=*. Con esto, se agrupan términos con semejante potencia en

@, 1o que genera el siguiente conjunto de ecuaciones’:

a®
dggg .
d—Xz" = 0, (258)
ot
d%6, 3n 4+ 1\1/3 X e
LIS 5 (s [ ) D :
e T 0( o ) X ut | K(x,x)dx,dx : (2.59)
o2
420y (371 + 1\ /3 X as:
——=C -1f3(9 /K et ) .
o =0 (To ) (e [[EOo ), (260)
-3
d?8; (3n+1 1/3 x dé:
£h g “1/3(9 PR~ ) 2.
dX2 0 4dn ) X 2t + 0 (XaX)dX:dX 3 (— 61)
con las siguientes condiciones de frontera,
af;
i =0 para todo 1> 0. {2.62)
x=0,1

La solucién al conjunto de ecuaciones (2.58)-(2.62) se obtiene al resolver cada una de eilas de
forma secuencial; es decir, se integra una sola vez la ecuacién (2.58) y se evalian las condiciones
de frontera establecidas en (2.62), lo que da como resultado que el primer término de la solucién,
fo, sea una constante, 8y = cte. Para conocer el valor de dicha constante, es necesario resolver
el siguiente orden de la expansién en o™, que corresponde a la ecuacién (2.59) simplificada, ya
que el término integral desaparece al ser §y = cte, esto es:

d*9 1\1/3
d—le+1=co(3”:> X~ 138,. (2.63)

Es importante mencionar que 8y = 6y ya que la temperatura en el orden cero es uniforme.
Integrando la ecuacién (2.63) y aplicando las condiciones de frontera (2.62), se obtiene que la

temperatura adimensional en el orden principal es una funcién del indice de potencia del fluido

'por simplicidad se ha omitide el subindice .



de la siguiente forma:

4 4 1/3 4 1/3
8o = (2/3)/° T (4/3) (me_l) =0.78 (?mil) . (2.64)

De igual manera, introduciendo la solucién de fp en la ecuacion (2.59) se obtiene,

d?6, 2 i
— — 3
dX2 -1 3X , (2.65)

e integrando (2.65) dos veces y aplicande las condiciones de frontera (2.62), se tiene que:

1 3 s
b () = —5\ 0+ o+ O (2.66)
donde € es una constante de integracién relacionada con la temperatura en el borde principal
del tubo y que se determinara al resolver el siguiente orden de la expansién en «. Sustituyendo

las soluciones de 8y y 61 en ecuacién (2.60} y resolviendo las integrales definidas, se tiene que:

3
d=a :Co(n-l-l

4n

2 1/3

o S GO IER T R TC T R TE) N X
donde B (a,b) representa la funcién beta completa [40]. Integrando {2.67) y evaluando nue-
vamente las condiciones de frontera definidas en (2.62) se obtiene que el valor C) viene dade
por:

%>
o = %B (2,2/3) ~ =B (5/3,2/3) = ~0.0683 (2.68)

Nuevamente, empleando este procedimiento para obtener el siguiente orden de la expansidn.

@2 (x), se integra con respecto a la coordenada longitudinal x la ecuacion {2.67), con esto.

3 1/3
62 (x : ) :co( " {WEXH/?’B(Q’Q/?))

4n 33
+3x1°/35 (3/3.2/3) - —9~€/301 + Cz} (2.69)
70 v L0
dande,
Co= 21322 3 B1L/3,2/3)

33



—%4-B (5/3,2/3) B (10/3,2/3) — -‘;1013 (5/3,2/3) = 0.0145, (2.70)

Finalmente, la tempér‘atura adimensional de pared del tubo hasta términos de orden a2,

se puede escribir como:

an 21
0, (x 1 n) = 0.78 (?m - 1) += (~0.5x% +0.6x%/% - C1)
) C() 3n+1 1/3 11/3 10/3 5/3 -3 -
*E( o, ) {00921 + 0132073 + 0900 P + o} + 0 (%), 71

v el nimerc de Nusselt correspondiente toma la siguiente forma,

4962 2/3 dn_ \YP 5/
LS L

Gz/3 X1/3 4dn 3n+1
Co (3n+1\1/3 11/3 =22 10/3 | 5/3 -3 -
T?( - (G2~ 0.19801x"/° +0.27588x %% + ~0.10518%%%] } + 0 (™). (272,

Mientras que el nmimero de Nusselt global en un segundo orden corresponde a;

Nu 3n 4 1\1/3 } 0.0084 /3n + 13 /3 _2 .-
Gz1/3_( 4n> {1.7003+ - (4n) +o(a ) (2.73

El orden principal del lado derecho de las ecuaciones anteriores representa la solucidn cldsic
mostrada por Metzner [41] para un tubo con temperatura constante. También puede apreciars:
de la ecuacidn (2.73) que el valor del nimero de Nusselt se incrementa a medida que el valor

de o disminuye.

Solucién Analitica para el Limite a — 0 (Inversién de Abel)

Para valores de « pequenios comparadaos con la unidad pero grandes comparados con €2, la apre -
ximacion del limite térmicamente delgado es ain valida. En este caso, el término de conduecion
de calor longitudinal de la ecuacidén (2.54) puede ser despreciado en primera aproximacisn. .
que implica que la pared del tubo es mala conductora y que no existird difusion de calor L.
gitudinal. Por lo que se retoma la solucién cldsica de tubo con flujo de calor pre-establecul
en la frontera. Por otro lado. este limite es singular ya que no se cumplen con las condicione~

adiabdticas en los bordes de la pared del rubo. lo cual provoca la aparicidn de dos capas e~
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en los extremos del tubo. La estructuras de tales capas térmicas, no se analizan en el presente
trabajo, ya que dichas capas térmicas sélo presentan una influencia local en el proceso. Fuera
de esta zonas internes, la conduccidn de calor longitudinal en la pared del tubo es despreciable.

reduciendo asi el cardcter o complejidad de la ecuacién a una de primer orden,

1—1;173-

Co (In+1\VE[ jfu
; ( 1 ) KX Vb, + Ot - (2.74)
n ]
Debido a ia baja conductividad térmica del tubo, la temperatura en el borde principal es
précticamente la misma que la del fluido de potencia en x = 0, de modo que 6,; = 0. Por Io

que la ecuacidén (2.74) se reduce a:

Co (3n+ 1\ (0w
o =—| — K Ndf., . 2.73
1= (F) [ K, (2.75)
Para resolver la ecuacidn anterior, se aplica el teorema de inversion de Abel [42]. La inversion
de Abel se aplica cuando el integrando de una ecuacidn es desconocido, mientras que la funcién

solucién es dada, de la siguiente manera,

P Gydy

T e-ne

donde la funcién G (y) es desconocida, mientras f(z) es una funcién conocida y 0 < 5 < 1. La
solucién a la ecuacién anterior se obtiene mediante transformada de Laplace y el teorema de

convolucidn [42], donde:

- b

Aplicando entonces la inversién de Abel a la ecuacién (2.75) se obtiene:

- 1/3
8. (x) = 38 ( o ) 1e, (2.76)
2mCy \3n+1
Para este caso, los nuimeros de Nusselt local y global se pueden escribir como:
1/3
Nuy _ 1411 (3n+1\" (2.77)
Gzl/3 X1/3 4n ¥



Nu
z1/3

L1~ 1/3
=2.1165 (3”* 1) .

™ {(2.78)
Las solucicnes mostradas por las ecuaciones (2.76) y (2.77) han sido reportadas como correla-
clones para flujo de calor constante en la frontera por Mizushina et al. [43] y por Bird et al.
'4]; asi como por Cho y Hartnett [10].

Comparando los numeros de Nusselt globales, ecuaciones (2.73) y (2.78), se concluye que

el efecto de conduccién de calor longitudinal reduce aproximadamente en un 17% la razén de

transferencia de calor,

2.5.3 Limite térmicamente grueso (o/c* < 1)
Solucién Analitica

Para valores de o/e? del orden de la unidad, las variaciones de temperatura adimensional de
la pared del tubo en la direccién radial son importantes y del mismo orden de magnitud de
la diferencia de temperatura global en el sistema, AT. Este es el caso conocido como limite
térmicamente grueso, v en el cual no se justifica asumir que la temperatura sea sélo funcién de
la coordenada longitudinal x, sino también de la coordenada radial o.

Por lo tanto, la ecuacién de la energia adimensional de la pared del tubo (2.42) toma la

siguiente forma, al despreciar ahora los efectos de conduccidn de calor axial,

0y (x,0) _ 98 (x)

_ 90, (x)
do (1+ o) o

1+ o0& = ;
( 0) c=1 do a=0

(2.79)

la ecuacién anterior se genera al integrar (2.42) con respecto a la coordenada transversal. La
solucién de la ecuacién (2.79) se obtiene al tomar la primera igualdad del lado derecho y al

reemplazar las condiciones de frontera {2.45) y (2.48), lo que conduce a:

Co (3n+1\Y3] [ow
1= () M K('x,x’)d%} (2.80)

que resulta ser ia misma ecuacién obtenida para el limite térmicamente delgado cuande o — 0,

representado por la ecuacion (2.74) y cuya solucidn es la ecuacién {2.76),

3\/§< 4n )1/3YU3

O (x) = 27Cy \3n +1

, (2.81)
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esta ecuacién representa la variacién de temperatura en la cara interior del tubo {o = 0). Para
tomar en cuenta ahora los efectos radiales de transterencia de czlor, se empiea el lado izquierdo

de la igualdad (2.79),

(1 +oep) ______agwa(;(, o) ={1+¢gg) agg;” L (2.82)
y sustituyendo la condicidén de frontera (2.45),
88y, (x, ) =§i(1 +29/2) (2.83)
oo a {1+ oe)’
se puede integrar directamente la ecnacion anterior v se obtiene:
B (x, ) = fg(ii;—‘)/‘?—) In {1+ 200) + F (%) (2.84)

donde F (x) representa la temperatura para ¢ = 0. De esta forma, sustituyendo la ecuacién

{2.81) en (2.84) se obtiene la solucién final para et limite térmicamente grueso,

B {x,0 1) (1 +eg0) . {

E\J
O
(1]

N 3%‘?( 4n )1/3 I/B—L-&f-(1+60/2)ln
mCy \3n+1 X TR £y

Equivalentemente, el nimero de Nusselt correspondiente al sustituir en la ecuacidn (2.46) re-

sulta.

Nu,, _ 2

= . 2.86)
G 1/3 : n 1/3 2 g :’2} (
¢ 23776% (3:+1) X3+ % H.ff In (1 + &90)

Come un andlisis adicional a la ecuacidn anterior, se asume que &l efecto de curvatura es
) q
despreciable, de modo que el nimero de Nusselt aplicable para el limite térmicamente grueso

puede rescribirse de la siguiente manera:

Nuy 1 o
Gzi3 7 35 (Lan NV _1ym L 2 (2.87)
2nCo (3n+1) XUy

37



mientras que el mimero de Nusselt global toma la signiente forma, segtn ecuacién {2.47)

Ny 26 (3 g2 ot b+ a/e?

donde,

N1/ 1/3
b:gﬂ_a)(?"’"‘—) :1.0334(3”“) .
33 4n 4an

Para valores grandes de 2 /a comparados con la unidad, el comportamiento asintético es dado

por.
Ny o dn N3 a2 ay®
G ~ 136565 — 0.09109 ( ") (—2> +o(5) (2.89)

- 3

El primer términc del lado derecho corresponde al casc de que unicamente exista conduccion de
calor transversal. Por el otro lado, para valores de £%/a pequefios comparados con la unidad.

el comportamiento asintético esta dado por

N 1/3 2/3 _2 o 2
E:zl_lﬁfﬂ ~2.1167 (3?%4: 1) ~ 43748 (3”4: 1) 10 (%) : (2.90)

(o

que es ¢l caso de conduccién de calor longitudinal.
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Capitulo 3

Anadlisis del problema en estado

transitorio

3.1 Modelo fisico

El modelo fisico simplificado que se estudia en el presente capitulo es similar al de la figura
(2-1), con las siguientes caracteristicas. Un fluido viscoso no-newtoniano caracterizado por |«
lev de potencia, fluye en régimen laminar completamente desarrollado dentro de un tubo liso o
radio interno R y espesor h. Por simplicidad se asume que el fluido ingresa a una temperatuz .
constante Ty y en una zona localizada de la superficie externa del tubo, de longitud L. en o
instante t = 0, se extrae una tasa uniforme de calor (g ).

Debido a la conductividad térmica finita de la pared del tubo, Ay, la tasa de calor retirud
es influenciada por los efectos de conduccidn de calor en el sélido en las direcciones racial
longitudinal, asi como los efectos de acumulacién en éste. Por lo cual, el proceso de transferen s
de calor se lleva a cabo de forma conjunta entre el fluido no-newtoniano v la pared del tub..
De esta manera, se pretende determinar la evolucién de la temperatura del sistema convective-
conductivo en funcién del tiempo.

Cabe mencionar que la hip6tesis de flujo hidrodindmicamente desarrollado no se ve alterad «
va que $6lo se pretende estudiar el transitoric térmico en la pared del tubo y en el fuido misn.
Con lo que la aplicacién del salte de flujo de caler en la superficie externa del tubo no modifica v

campo de velocidades, por lo que la solucién obtenida en el estado permanente para la ccuaciorn.
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de cantidad de movimiento aln es vilida.

3.2 Modelo matematico

3.2.1 Fluido no-newtoniano

Partiendo de la solucidn de la ecuacién de cantidad de movimiento para un fluide no-newtonianc

completamente desarrollado en régimen laminar,

(n+1)/n
wiry =t g [1 - (%) } : (3.1)

n-+1

la ecuacién de la energfa para el uido no-newtoniano en régimen laminar y transitorio corres-

oT or 82T 198 ¢ 8T
pc{?a?—{—u(r)-a—z—}_—)\{g;z——kgg: (T‘B_T')}a (32)

considerando que los efectos de disipacion viscosa son despreciables.

ponde a:

Las condiciones inicial, de frontera y de continuidad en la temperatura correspondientes a

la ecuacién (3.2) son,

T (z,7,0) =Ty, (3.3)

M =0, T(z,R,t) =Ty (2, R, 1), (3.4)
or r=0

T(0,rt) =Ty, _8281:’_& = (). (3.5)

3.2.2 Pared del Tubo

La ecuacién de Laplace en coordenadas cilindricas para un anélisis transitorio y bi-dimensicnal.

puede escribirse como:

0Ty 8T, 18 ¢ 9L, o
Pw%’“—at = }\w{ 522 + ;5 (T 5 ) (3_6)
con sus correspondientes condiciones de frontera e inicial,
Condicrones Inicial
Ty (2,7,0) =To (3.7)
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Condiciones Adiabdticas

T (1, t)
32 heos =0, (3.8)
Superficie Interna
8T, (z,1) OT {z,t)
A =) —
or =g or !T=R 39
Superficze Externa
Ty
Ay — = g,. .
¢ ar r=R+h ¢ (3 10)

Las condiciones de continuidad en la temperatura y en el flujo de calor correspondientes a las
ecuaciones (3.4) y (3.9), incorporan al andlisis de la pared del tubo los efectos conjugados de
transferencia de calor.

3.3 Estimacion de los 6rdenes de magnitud

En relacién al orden de magnitud del espesor de capa limite térmica (6), se toma el espesor
méximo que corresponde al orden de magnitud estimado en el anédlisis permanente. Lo anterior

corresponde a la expresién (2.21) obtenida en el capitulo 2;

7 RN\? 1 173
3n+1 (E) 'P_e] ' (3.11)

Por otro lado, debido a las condiciones adiabéticas en ambos extremos del tubo y conside-

]
3

rando las direcciones de los flujos de calor que atraviesan las superficies del tubo (g7 y e}, es
posible establecer el orden de magnitud del calor almacenado en al sélido & través del tiempo.
La diferencia de calor global entre el fiuido de potencia y el calor removido en la superficie

externa del tubo es proporcional al calor acumulado en la pared de éste Gltimo,

h h Tw _Tww
4= (14 F ) g~ putuh (1+ é—ﬁ) e (3.12)
e

donde t. representa el tiempo caracteristico de evolucién del proceso, p,, y ¢ representan la
densidad y calor especifico de la pared del tubo. respectivamente. Twq v Tr,, representan las
temperaturas de la pared del tubo en el inicio y cuando se alcanza el estado permanente del

proceso. respectivamente. Por otro lado, los 6rdenes de magnitud de ambos flujos de calor se
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relacionan mediante,
h h N AT,
o+ (14 ) a2 (14 55) 5

donde AT, representa la caida de temperatura en la pared del tubo en la direccién radial. De la

(3.13)

relacién (3.12), se aprecia que para tiempos de evolucidn largos (£, — 00), se recobra la relacién

para estadc permanente,
h
Qoo ™ (1 + ;2) e (3.14)

Introduciendo (3.14) en relacién {3.13) se obtiene el orden de magnitud del cambio de tempe-

ratura en la pared del tubo en el estado permanente,

geh (1+4)
Aw (1+-2%').

Por otro lado, el cambio de temperatura global en el sistema puede ser estimado mediante

ATy, ~ (3.15)

la relacicn

AT = ATj + AT,

y de esta forma es posible obtener la caida de temperatura relativa de la pared del tubo y del
fluido con respecto a la global dei sistema. Para esto, es necesario emplear la relacidén anterior

junto con (3.13) y la ley de Fourier correspondiente al fluido (AT ~ gy6/Ay), entonces:

AT, 1

ATo 1+ ATy /ATw.’ (3.26)
donde,

ATy, o n 1/3

AT,. & <3n+ 1) ’ (3.17)

y o, € y g corresponden al pardmetro de conduccién y las relaciones geométricas del tubo
respectivamente, definidos en el capitulo anterior.

Para valores de a/e? > 1, la variacién transversal de temperatura en la pared del tubo
comparado con el cambio giobal ATy es muy pequeto, del orden de g2/ a lo mds. Esto
representa nuevamente, el limite de pared térmicamente delgado. Por otro lado, para valores

de a/c? del orden de la unidad, la caida de temperatura transversal en la pared del tubo es



del orden de magnitud del cambio global. Este representa el limite de pared {érmicamente
grueso. Empleando las relaciones (3.15) junto con (3.16), se tiene que el cambioc global de la

temperatura del sistema se puede escribir como:

qeh (1 +€0) fe] n 1/3
A Ay (1 +e0/2) [1+§§<3n+1) ’ (3-18)

considerandc que el indice de potencia toma valores del orden de la unidad; puede determi-

narse el valor caracteristico de la calda de temperatura, AT, que se emplea en el proceso de

adimensionalizacion y corresponde a:
a gh (1 +:zg)

AT, ~ = :
C g2 hy (L+20/2)

(3.19)

Por otro lado, el valor final de la temperatura en el plano medio de la pared del tubo puede

ser evaluado mediante,

1
Tow ~ T = BTy = 58T 0 (3.20)

donde los subindices ¢ e oo corresponden a las condiciones iniciales y de estade permanente
respectivamente. Empleando las relaciones (3.15) y (3.17) para evaluar los érdenes de magnitud

de ATt v ATweo en (3.20), se obtiene,

geh {(l+e) |1 « ( n )1/3
O S Ui et I 2
T AW {1 +e6/2) 32 In+1 ’ (3.21)

con lo que basta con sustituir la relacién {3.21) en la (3.12) para obtener el orden de magnitud

del tiempo de evolucién del proceso, t,,

g0\ | Two — T4 h 1 o ( n )1/3 N
~ R{1+ = ‘ Z 4+ = . 3.22
o puc +2){‘Ie(1+€0)+/\wt1*50/2) PR e o2

De la relacidn anterior puede asunurse, sin perdida de generalidad, que el valor de ia tem-
peratura de pared al imicio del proceso 1 [, - ~ea ¢l mismo que el valor de la temperatura inicial

del fluido de potencia, Ty, = Tp; de esta forma, 3 22) se simplifica a:



1 o/ n N3 .
te ~ tg [578_2(3?’34-1) }, (3.23)

donde 4 es el tiempo de difusidn en la pared del tubo en la direccién radial, tg ~ h2,0wcw//\w- El
cerrespondiente tiempo de difusién en la pared en la direccién longitudinal es ty;, = puwcy,L?/ h.

Cen lo que el tiempo de evolucidn del proceso puede escribirse de la siguiente manera,

te ~ atqr.- (3.24)

Resulta de gran utilidad conocer el orden de magnitud del tiempo de evolucién con respecto
a los tlempos caracterfsticos involucrades en el problema. Uno de estos tiempos es el tiempo
de residencia, tg, el cual define la escala de tiempo que tarda una particula en pasar por una
seccidn de longitud L a velocidad media, T. La relacidn del tiempo de residencia con respecto

al tiempo de evolucién del proceso se define como:

H: = e — T c——
CT % T aty  aPel A pyew oGz

L

A PyCy’

tg _ L/E 1 RAy pc _ w (R)Q)\w pc 32,
donde Ho corresponde al nimero de homocronicidad del problema [44] y relaciona el tierpr
requeride para que una particula pase la seccién L con respecto al tiempo necesario para ue
térmicamente sufra alglin efecto, que en este caso se toma como el tiempo de evolucidn en
la pared del tubo. Para establecer el orden de magnitud del nimero de homocronicidad. -
prasentan las tablas 1, 2 v 3, en las cuales se muestran diferentes longitudes de tubos, basado~

en la relacién R/L. Los datos mostrados son resultados experimentales presentados en [45

R/L=1/950 e’ Re Pr Gz Ho
Al — Separan | 1.19x1075 | 3060 | 29.2 | 295.5 | 0.5554

Cu — Separan | 2011072 | 3060 | 29.2 ; 295.5 | 0.4522
Al = Polyor | 1.25x1077 | 1830 | 42.2 | 255.4 | 0.6181
Cu — Polyoz | 2.12x1073 | 1830 | 42.2 | 2554 | 0.4984

Tabla 1. Determmacién del mimero de homocronicidad para tubos largos.
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R/L=1/50 ot Re—[ Pr Gz Ho
Al — Separan | 1.61x107% | 3060 | 29.2 | 5614.2 | 0.0780
Cu — Separan | 2.73x107% | 3060 | 20.2 | 5614.2 | 0.0635
Al — Polyozr | 1.695x1073 | 1830 | 42.2 | 4852.3 | 0.0860
Cu — Polyoxr | 2.86x107% | 1830 } 42.2 | 4852.3 | 0.0700

Tabla 2. Determinacién del nimero de homocronicidad para tubos de longitud media.

R/L=1 @ Re Pr Gz Ho
Al — Separan | 1.093 | 3060 | 29.2 | 280708 | 0.0057
Cu — Separan | 1.850 | 3060 | 29.2 | 280708 | 0.0047
Al ~ Polyoxr | 1.148 | 1830 | 42.2 | 242613 | 0.0063
Cu — Polyoxr | 1.942 | 1830 | 42.2 | 242613 | 0.0052

Tabla 3. Determinacién del nimero de homocronicidad para tubos cortos

De estas se desprende que el valor estimado del mimero de homocronicidad es menor a
la unidad. Esto implica que el tiempo que requiere una particula para percibir algin efecto
teérmico debido al efecto transitorio en la pared del tubo, es pequefio comparado con el tiempo
en que dicha particula pasa por la seccién en andlisis. Con lo anterior, se puede establecer que
el proceso de transferencia de calor en el fluido, para las condiciones establecidas, se lleva a

cabo en régimen cuasi-permanente como se verd a continuaciéa.

3.4 Ecuaciones adimensionales

3.4.1 Fluido no-newtoniano

El proceso de adimensionalizacién de la ecuacién de la energia para el fluido de potencia en
estado transitorio consiste en introducir las siguientes variables adimensionales en la ecuacion

(3.2) junto con sus respectivas condiciones de frontera e inicial definidas en {3.3)-(3.5),

r i
— = —e 3.2
BT apeenliing 1320

T -T

Z
O=—xr— X=7



con esto se obtiene la ecuacidn de la energfa para el fluido de potencia en forma adimensional,

g (Gt ) o (5)3 05 s (B e o
En (3.27) puede notarse la aparicién del nimero de homocronicidad, el cual multiplica al térmi-
no temporal; esto implica que puede ser despreciadoe dicho término para valores de Ho pequefios
(Ho << 1) y con ello, la solucién a la ecuacién {3.27) se lleva a cabo con ayuda del método des-
arrollado en apéndice A. Para esto, como se comento anteriormente, el proceso de transferencia

de calor en el fluido de potencia se lleva a cabo de manera cuasi-permanente.

Las condiciones de frontera e inicial que complementan el problema corresponden a:

6 (x.m,7=0) =0 (3.28)
ae
2= =0, 8(r,x,1)=0,(7,x,0) (3.29)
67] =0
98 (n,7)
9(077}37) = 07 =0; (330)
aX XS0

3.4.2 Pared del tubo

Para obtener la ecuacién adimensional de la energia en la pared del tubo, se requiere sustituir
las siguientes variables adimensionales en la ecuacién (3.6) junto con sus condiciones de frontera,
inicial y de continuidad en el flujo de calor (3.7)-(3.10),

L -Ty ‘ r—R ¢

6 , e T
AT. d R T apucal? /A

(3.31)

realizando lo anterior se obtiene la ecuacion de la energfa adimensional para la pared del tubo,

80, 8, a 1 5 ( aaw)
— - {1 —, 3.32
ar Ox? - e? (1 + gep) Jo (1+ %) do (3:32)
con sus correspondientes condiciones de frontera e inicial,

Condictones Inicial -

B (x,0,0) = 0. (3.33)



Condiciones Adiabdticas:

9 =0. (3.34)
GX =01
Superficrie Interna:
a4, A 08
B oo 3\;‘50 5_77 ot . (3.35)
Superficre Externa:
00, £2 (1 +20/2)
il A Sl et el (3.
0o o1 o (1+ep) (3.36)

Al igual que en el anélisis en estado permanente, existen diversos pardmetros que intervienen
en la solucicn del sistema de ecuaciones (3.27)-(3.30) y (3.32)-(3.36), afiadiéndose como variable
adicional el tiempo. Con lo que el perfil de temperatura en la pared del tubo tiene la siguiente

relacién funcional:

Qw = Bw (X':O-:T : T?,,CE,E,&:()).

Es importante mencionar que en el andlisis transitorio, el cédlculo del numero de Nusselt no es
tan relevante, yva que el cdlculo del flujo de calor adimensional se realiza en condiciones de estado
permanente. Es decir, no resulta representativo estimar un flujo de calor funciéa del tiempo
bajo las condiciones de frontera establecidas en este problema, en donde el estado permanente

se alcanza y se analiza a detalle.

3.5 Metodologia de solucién

3.5.1 Reformulacién del problema

El conjunto de ecuaciones (3.27)-(3.36) presentado en la seccién anterior, se resuelve mediante
técnicas analfticas, asintéticas y numéricas.

En el caso de la ecuacién de la energfa en el fluido, como fue comentado con anterioridad,
la solucién se obtiene analiticamente al aplicar la teorfa de capa limite, tomando en cuenta que
el cociente de los tiempos de residencia a los tiempos de evolucién del proceso, representado
por el nimero de homocronicidad, son pequefios comparados con la unidad (Ho << 1). En
esta caso es posible analizar la ecuacién de la energfa del fluido de potencia como un estado

cuasi-permanente y la solucidén mostrada en el apéndice A es igualmente aplicable.
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La ecuacién de la energia adimensional para el sélido {3.32), con sus condiciones de frontera
respectivas (3.33)-(3.36), debe resolverse de manera numérica con la finalidad de tomar en
cuenta los efectos geométricos del tubo, asi como al pardmetro de conjugacion «. Por la
hipotesis cuasi-permanente en el fluido, se sustituye la solucién obtenida en el apéndice A para
el flujo de potencia en la condicién de continuidad en el flujo de calor (3.35 ), de modo que ésta

se rescribe como:

_ 3n + 1\'/? _1,3{ / df,
C=Za (- 2) (B2 e [ [(Roedi ) e

donde Cy = 12Y3/T(1/3) = 0.8546. La ecuacién {3.37) es la misma condicién de continuidad

59,
do

en el fiujo de calor obtenida para el caso permanente. En consecuencia el sistema de ecuaciones
resultantes puede resolverse siguiendo la estructura de los limites asintéticos tratados para el

caso permanente.

3.5.2 Limite térmicamente delgado (a/s? > 1)

En este limite, la temperatura adimensional de la pared del tubo no depende, en primera
aproximacién, de la coordenada ¢, como se anticipé en la relacidn {3.16). De esta forma. la

temperatura del tubo puede expresarse de la siguiente manera,

2 2\ 2
97-” (X1 a, T) = gwo {X1 T) + %gwl (X: a, T) + (%‘) 91,1;2 (X,O-, T) + - . (3.38)

sustituyendo la expansién anterior en la ecuacién (3.32), se tiene que la ecuacién de la energia

hasta términos de orden cero se escribe como:

08,0 329w0 1 &8 ( 39w1) o
= — 11 . 3.39
ar =@ T =mede \1 T (3.39)
Realizando el misme procedimiento en las condicrones de frontera, se tiene para la
Superficie Interna:
o1 Go (2] ‘ "‘{ / d9w0 } .
— - - 3.40
B0 omo ~ X8 T wt o B (3.40)



Superficie Externa:
BGwl _ {1"!“5@/2)

Bo et (Feg) (341)

tanto la condicién inicial, como las condiciones adizabéticas permanecen sin cambio a las mos-
tradas en (3.33) v (3.34).

Ahora bien, puesto que en primera aproximacién 8.0 no es funcién de la coordenada o, es
posible integrar la ecuacidn (3.39) a lo largo de la coordenada transversal,

320,50
dx?

O8,,1
do

88':.:}0 -
ar

_ agw 1
g=1 oo

a (1l +e0/2)

+ (1 +2q)

(3.42)

3
o=0

sustituyendo ahora en la ecuacién (3.42) las condiciones (3.40) y (3.41), se obtiene la ecuacién
transitoria integro-diferencial que describe la temperatura de la pared del tubo en el Wmite

térmicamente delgado, esto es:

En el primer término del lado derecho de la ecuacién (3.43), corresponde a los efectos de difusion
axial en la pared del tubo, mientras que el segundo término representa el calor removide cu
la superficie externa del tubo, siendo el tercer término del mismo lado el calor transferido pe:
el fluido no-newtoniano a la pared interna dei tubo. El lado izquierdo de la ecuacién (3.-43

representa los efectos de acumulacién de energia. Las condiciones en los bordes, asi como i

condicidn inicial de la temperatura del tubo continian siendo:

81-’4‘ (X!D) = 03 (\3 13
B = 0. (34
3?( ¥=0,1

La ecuacion (3.43) junto con las respectivas condiciones de frontera e inicial (3.44) y {3 17
representan una ecuacion integro-diferencial para 8y, (1, x) con dos pardmetros adimensionali~

oy m.
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Solucién Numérica al Limite Térmicamente Delgado

El método numeérico de solucién de la ecuacién (3.43) counsiste en un esquema convencional de
diferencias finitas. La ecuacidn para el limite térmicamente delgado es discretizada siguiendo
el esquema descrito en [46]. Considerando una malla unitaria se aplica el esquema implicite
de Crank-Nicholson para obtener resultadcs con un error del Ax?. El tamafic de la malla
propuesto a lo iargo del tube es de Ay = 0.01 con incrementos en el tiempo de A7 = 0.01. Por
tratarse de un esquema numérico de diferencias finitas implicito, no existe problema alguno con

ia convergencia del método, dnicamente aplicar de forma correcta el proceso de discresizacion en

la ecuacién {3.43), para ello es indispensable analizar previamente el término integro-diferencial,

—1/3 49
= —1/3fx (1—&> —Zdy’ 3.46
FO0=x A " T (3.46)
haciendo ¥ = ‘Ay, aproximando la integral como ur numero finito de sumas de la siguiente
manera,
kb 2o/ d 5%
Fs) | (&) = (347
(k—l)/-\x;gl X'/ (x ~ x')*

y utilizando el siguiente cambio de variable:

u=(x-x)",  dx =-3uldu, (3.48)

es posible aproximar la expresién (3.47) de la siguiente manera,

KAy

e d8 ) ‘
fliAy) = k; (dx,)k/(k_%x Sudu, (3.49)

e integrando,

kAy
. (3.50)

-2 (50), (Fo-07)

(k=Day =1 (k—=1)Ax
y evaluando los limites de integracién, se tiene que:
: 3 23 (40 : Y .
Flidx) = 2a¢RY ((—&-) (64 L= B = (- ). (351}
- k=1 k
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donde el gradiente df/dy’ mediante Crank-Nicholson se escribe como:

a1 i}
= m{ T a0, - ) (3.52)

Con lo anterior, la parte integro-diferencial de la ecuacién (3.43) toma la siguiente forma en
diferencias finitas,

FliAY) = A — }: {optt - oprl v o ~ 60 ) 1 =m = -k (359

Aplicando el esquema de diferencias finitas a toda la ecuacién (3.43), se obtiene finalmente:

-+l _ gn
(91 +AT 91) _ 2A&X2 {9;:_-]11 29n+1 +8n+1 + 92_._1 29:1, + 9;11} +1

SAX1/3 Z{ Ol — ORI + 0 — 9?_1} [(i +1-kyP (- k)2/3]

(1Ax)"3 N\ 4n o - '

En la ecuacién anterior, es evidente la existencia de la singularidad en ¢

Mediante una expansién de Taylor en la proximidad de este punto se determina que,

20a 6, x—0. (3.55)
73
18Co (Ax)°7* (222) " + 250

8y =

Incluyendo el término anterior en la ecuacién (3.54), se obtiene la ecuacién que describe la

temperatura de pared del tubo en su lfmite térmicamente delgado en diferencias finitas,

1/3

Intl

Ch (Tn ) 250 g1 _{ o }lel
(iax)'”? L8CHAXS/? (3';:1)1/3 + 25a 28%°

! & ] gn+l o A+l
Az zete - {matem

5l



20 (52

SAx ) (gt~} [ +1- B - -] =

k=1

_® Qe L 1gm @\ n
v+ {gap ) {5 w0 (o

L\ 1/3
3Co ) g :
B S(lelf‘S) ; {62 — 021} [(3 L=k (- k)Q/B] ' (3.56)

La sclucién a esta ecuacion, se cbtiene numéricamente mediante un programa realizado en
lenguaje FORTRAN 77. Para llevar a cabo lo anterior, se establecen valores arbitrarios a los

pardmetros ¢ y 7. Las corridas numeéricas se realizaron en una estacidn de trabajo Oz de Silicon

Graphics.

Solucidn Asintética para a >>1

Generalidades Como fue comentado en el Capitulo 2, las series de perturbacion se dividen
para su andlisis en dos, la primera de ellas, la serie de perturbacidn regular, se tiene cuando el
término de orden cero de la expansidn representa la solucidn del problema y los demés términos
son pequeias correcciones a éste. La segunda serie de perturbacidn es conocida como una
serie de perturbacidn singular y se presenta cuando al hacer cero el pardmetro de perturbacién
se plerde informacidn fisica del problema. Diversos problemas fisicos se caracterizan por la
presencia de pequefias perturbaciones que, debido a su influencia & lo largo del tiempo, tienen
efectos de acumulacién nada despreciabies; en estos casos se aplica un analisis local como 1o es

la Teoria de Escalas Multiples [39], [47).

Solucién Mediante Escalas Multiples En el limite de o >> 1 la solucidén mediante series
de perturbacién de la ecuacidén (3.43) es singular debido a que la condicidn inicial no se satisface,
por lo que se establecen dos escalas de tiempo en el problema. Una escala larga s del orden
de la unidad, s = 7 ~ 1, que controla el proceso global de la respuesta transitoria en la pared
del tubo y una escala corta k del orden de T ~ x = O (1) al inicio del proceso. Para resclver

tal problema, se aplica el método de escalas muiltiples de la teoria de perturbaciones; de esta
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forma, se asume la siguiente expansién en la temperatura de la pared del tubo,
>0
Ou(x,7) =D _a776,(x, s, k), (3.57)
=0
donde las escalas de tiempo s y & se definen como,
s=r(1+ﬂ+u—g+&%—'—---), K = o (3.58)
a o !
Con lo que el término temporal de la ecuacién (3.43) toma la forma,

69 agw s w } o
il +(1“‘“1 et Wi’ --.-)39 (3.59)

Bs

e introduciendo las ecuaciones (3.57) v (3.59) en ecuaciones (3.43), (3.44) y {3.45), se obtiene

después de agrupar términos con semejante potencia en o y omitiendo el subindice .

OAO i
a9 %6
a”t:
89, 86y 8%, Co /3n+1)\'/3 /91 o
e I L o ] e .x )de .
a2
06y 96, ody 30, Cy [3n+ l) 1/3 /’91 ‘o
5}"5‘5;*‘“‘1@* axg X1/3 ( in By -+ a, K(XaX)del ’ (3 62)
con las siguientes condiciones de frentera e inicial,
08, .
8, (x0,00=0 o =0 paratodo 2> 0. (3.63)
l\ =1} 1

Para obtener el orden principal u orden cero de la serie propuesta en (3.537), se integra la

ecuacién (3.60) y evaluando los limites de integracion de y =0 a xy = 1, se tiene que:

d 1
E;/ Hiyoy A}ti\ ={, (364)
S
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de donde se concluye que el orden cero de la expansién, g, no es una funcién de la escala de
tiempo corta, <, ni de la coordenada longitudinal x, siendo a lo mds, funcidn de la escala de
tiempo larga s, de forma que 8y = 85 (8).

Para encontrar ia funcién anteriormente comentada, es necesario integrar el siguiente orden

1

de la expansidén, o™+, mostrada en la ecuacidén (3.61). Al hacer esto v aplicar sus condiciones

adiabdticas resuita,

a st 3 3n4+ 1N\ dbg i
3 /O brdx =1 - 5Cofly ( ™ ) = (3 65)
de donde debe cumplirse con:
dfy 3 3n +1)1/3
AT A =1 .
ds+2000( in ) ’ (3.66)

para evitar la aparicién de términos seculares en #1. Un térmano secular se define como un
elemento de la solucién cuyo valor para tiempos cortos es acotado pero a través del tiempo
tiende a diverger. Esto se debe a que el término no homogéneo forma parte de la solucion
global de la ecuacién integro-diferencial [39)].

Integrando directamente (3.66) y utilizando la condicién inicial del problema, 8 {s = 0) = 1!

la solucién para 8 corresponde a:

1
8o (s) = 7 [L—exp(-gs)]. (3.07
donde,
, 3 3n—+1\/3
g =50 (") (3.0

es facil distinguir que 5’ representa el reciproco de la temperatura de pared del tubo en el estad.

permanente para valores de o 3> 1, (2.64): de esta forma, puede apreciarse de la ecuacidn (3.67

que para tiempoes de evolucidén largos se recobra al andlisis en estado permanente.
Introduciendo la solucién 8y (s) en de la ecuacién (3.61) y ordenando términos, la ecuacion

en &, se transforma en:

6 o0
ax: O

X—l/:ﬂ_l) : (360

ol o

- -t
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cuya solucién para ) (x, s, <) puede expresarse de la siguiente manera al integrar con respecto

a la coordenada y,

0, (x,8,K) =6 (s) 3 (gxs/s - éx2 +g(x, X)) . (3.70)

Ahora bien, sustituyendo la ecuacién anterior en ecuacisn {3.69) con el objeto de obtener
una ecuacién para la funcién desconocida g (x, &}, se tiene que:

8% oy

8_)(5—6_!‘\‘:: N (371)

y la solucién propuesta en (3.70) seré vdlida siempre y cuando se logre resolver {3.71) con las

siguientes condiciones de frontera e inicial,

3 . 1 Og
— _ [ 25/3 _ 2.2 =
g(x,0) <5x 5X ) B

=0. (3.72)

x=0,1

La solucién de la ecuacién (3.71) es presentada en el apéndice B, ya que se requiere un
andlisis matemadtico detallado. De esta forma, utilizando variable compleja [48), la solucién de

la ecuacién (3.71) corresponde a,

gi{x, k)= —T';b- +T (g) Z %%l exp [— (mr)z &] . (3.73)
n=1

Por lo tanto, la solucién del primer orden de la expansién, ecuacién (3.70) resulta ser

finalmente,
61 (x: 8,k) = [L — exp (-f's)] {§X5/3 — -
T 5} 2 120
+I (§> i cos (nmx) exp [— (n)? n} , (3.74)
3 n=1 (nW)S/B

donde la temperatura en el borde principal en primer orden corresponde,

) 5% & exp [— (nr)? &J 7 )
91 (D,S,K) = [1—EXD (—-,6 S)l 1-‘(—3-) a ——Ww— Mm . (3?0)

Para concluir con el andlisis de escalas multiples, se requiere determinar el valor del término

wy para evitar que éste se convierta en término secular y poder asi evaluar la escala de tiempo

05



larga s mostrada en ecuacién (3.58). Sustituyendo los términos de 8y v 6; en la ecuacién (3.62),

2
%_29_2_‘ (55){ sia Lo T |“"1}
K

XTI T

Oy (3n4:1>1/3x_13{ 00 () 3 { 3B (5/3.2/3) — x2B(2,2/3) — 1;)“

2z (2 (98T (5/3) { I z ser ”j}; 2 exp [ (om)? o]

n=1 ( n=1

o0 — 2k 22 1
N Z exp [n;;j;) } } + g exp (*ﬁ’.s} T {5/3) Z -w(—if.g;r/_);)exp [— (T’tﬂ)z ;{j , (3.76)

integrando ecuacién (3.76) con respecto a la coordenada longitudinal y aplicando las condiciones

adiabdticas en los limites x = 0 y x = 1, se obtiene que:

_% Ll QQdX = DexP [*—ﬁ’s] + 6/{ (5/3 2/3) 3 —B (2 2/3) 1;0}

fol{‘;% (3’%;'—1) 6 (s) BT (5/3) { A Z“”’” ?;;j’f ) exp [ () ]

© exp [— (ni)* K:-l

B Z ) }} dX+/ {5 exp (—3's) T (5/3} Z cos n;r/);) exp {— (nm)? s} } dx,

n=1 (
(3.77)

donde D se define como:

pown-o{ia(32) - 15 (22) - 2, 79

y tiene que ser cero con la finalidad de que no se convierta wy en un término secular; de esta

forma,

- {2 (5/3,2/3) - 7B (2,2/3) ~ “Z_o} (3.79)

Finalmente, la temperatura adimensional en la pared del tubo corresponde a:

L / g s 7
Qw{x,s,ﬁia)my(lngp[wﬁ 5}){ + = [SXS/S 2X _12_0



+T (g) i %%%lexp {~ (mr)2 K,” }

n=l1

para las escalas de tiempo definidas en la ecuacién (3.58).

3.5.3 Solucién numeérica global

(3.80)

Como fue comentado en el apartado de reformulacién del problema, el conjunto de ecuaciones

(3.32)-(3.37) debe resolverse de manera numérica, de tal forma que los efectos geométricos y

del parametroc de conjugacion sean tomados en cuenta. Por lo anterior, se aplica un andlisis

convencional de diferencias finitas como se muestra a continuacién.

En lo que respecta a la ecuacién de la energia adimensional de la pared del tubo, al igual que

en las condiciones de frontera, se aplica un esquema implicito con la finalidad de que el método

numeérico sea estable. Con lo anterior se tiene que la ecuacién de la energia adimensional de la

pared del tubo a resolver corresponde a:

98, 86, adb, a £0 80,

ar 2 | &% Bo? Tz (1+0eg) 0o’

tomando el signiente esquema de discretizacién
g (Xaga“r) — 0 (j,i,ﬂ.)

x = 7Ax, 1=12,..,.M

o =14y, =12, ...

T = nAr, n=12..,00
dende las diferenciales parciales se aproximan a:

(_9?_ - @z+l‘j - @z—l,j
o 248y

3% _ 624.1,3 - 2@1‘3 + ®z’—l,g

do? Ay?
920 _ Opye1 — 20,5 + 0.,
By? Ax?

<n
=1

(3.81)



39 3 G?.,j _ @ggterzﬂ’!‘
or AT

aplicando discretizacién propuesta en (3.81),

a®1.3+1 - 2@1,3 -+ 61.]—1 . Eezﬁ&.g - 2®'i.j + ei—ljj

Ax? L e? Ay?
& ’ _ 61_ @2 . @zantemor .
+E '0 11, Ly _ s g (3.82)
g2 (1 + tAyep) 2Ay AT
factorizando términos,
a Ax? o« 0 Ax?
Outs | 287 T 2T iAper) 24
g% Ay £ + tAyeg) 2Ay
2a Ax? Ax?
+@'LJ {—20! - —5—2'3? - E
a Ax? o £0 Ax?
o, — - =
91y {52 Ay? 22 (1 +1Ayeg) 2Ay
Av?
+0,,11 {0} + O, {a} = O (;%) . (3.83)

Con lo que finalmente se obtiene la ecuacién de la energia en el tubo en diferencias finitas.
Aplicando el mismo esquemna de diferencias finitas a las correspondientes condiciones de frontera
e inicial,

Condiciones Inicial :

0(,1,0) = 0. (3.84)

Condiciones Adiabdticas:
Ouyr1 = Oy —0. (3.85)
Ay J=LM &

Superficie Interna:

Bur1, — Oy

g? g0 /3n = 1N X do,
o1+ (222t T sy, fK N g ’}. 3.86
Ay aCO( + 2)( ) Y { ot {x,x)dx X (3.36)

in

=1

Superficte Fzterna:
(1 +e0/2)

IRy e (3.87)

@'L*Fl‘j - (—), .
Ay



De las condiciones de frontera anteriores, nuevamente se tiene la necesidad de realizar un an4lisis
particular a la parte integral de la ecuacidn (3.86). Para tal efecto se asume que la integral se

puede aproximar como un numero finito de sumas de la siguiente manera:

X 1 dé, 2 rden, N [rAx dy’
q(x) =] —“_T"““I/—Bd—rdxf =% (d ) / T (3.38)
o (L=x'/x)"" ax =1 NOX S a1 ax (1= X/ x)

para poder evaluar la parte integral, es necesario que previamente se lleve a cabo el siguiente

cambio de variable u = x//x. dx’ = xdu; entonces,

-1 i
4o, 18% xdu
a{x)=>_ (d—xr)k/ — a7 (3.

= G-1ax (1 —u)

(e
el

e integrando y empleando la definicién de beta incompleta,

Bx{a,b,x) = foxul‘“ (1—w)® tdx

se tiene que:

J—1 /
dé k k-1
g(x) =34 §:(-—-“,i) [B (1,2 3,,—)—Bx(1,2 3,—) 3.90
()jxk=1kaX /;ﬂ /j_l (

Asimismo, se aplica la discretizacién al gradiente de temperatura adimensional en la coordenada

longitudinal sobre la variable muda /,

g—1
= Ay § 2EL T2k g (1,2/3, —— | — Bx [ 1,2/3, ~—= 1. 391
g(x) =7 X;; A x (L2355 x (1:2/3, 5 (

Llevando la ecuacién (3.91) en (3.86) y considerando que Ax’ = Ax,

eﬁ-ld - ez,] _ i ( 5_0) (37’1 + 1)1/3 ~1/3

T8y e e ) B0

P k k-1 |

Y @ -0 B (12— ) - (s B )] e
k==l

se obtiene la ecuacién discretizada de la condicidn de continuidad en fujo de calor. La counacim

(3.92) junto con el sistema previo (3.83)-{3.37) son resucltas mediante un programa cu Forfr::

a4




Capitulo 4

Resultados y conclusiones

En este capftulo se presentan los resultados obtenidos para el problema de transferencia de
calor conjugada en fluidos no-newtonianos en tuberfas en sus andlisis permanente (Capitulo 2)
v transitorio (Capitulo 3). En ambos casos se muestran los perfiles de temperatura de la pared
del tubo obtenidos mediante técnicas numéricas y asintdticas, asf como analiticas cuando fue
posible,

De maners general los resultados tienen la finalidad:

a) Demostrar la influencia de los efectos conjugados de transferencia de calor en fiuidos
no-newtonianecs.

b) Dado los valores del cociente «/c? estudiar los limites térmicos relevantes.

¢) Demostrar la influencia del indice de potencia n en el proceso de transferencia de calor
conjugada.

d) Presentar la metodologia general para el tratamiento de los problemas conjugados en
transferencia de calor.

e) Mostrar la validez de los métodos asintéticos para algunos valores del pardmetro a /ety

f) Comparar resultados asintéticos con herramientas numéricas.

¢} Validar resultados con datos experimentales citados en la literatura.
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4.1 Andlisis permanente

El proceso de transferencia de calor es controlade por cuatro pardmetros adimensionales: n, e,
£ v gg para valores del nimero de Graetz muche mayores a la unidad. El indice de potencia n
establece las caracteristicas del fuido y con el se determina si se trata de un uide Newtoniano
(n = 1), un fuido pseudoplédstico (n < 1) o un fluido dilatante (n > 1). El pardmetro o relaciona
los efectos de conduccién de calor longitudinal en la pared del tubo al ser un cociente entre las
conductividades térmicas de la pared del tubo y el fluido de potencia, tal vy como lo muestra la
ecuacién (2.29). De este modo, la conduccién de calor longitudinal es importante para valores
no muy pequefios de o comparades con la unidad. Otro pardmetro relevante se representa
mediante el cociente a/c?, el cual determina el régimen térmico en la pared del tubo. El
inverso de este pardmetrc es conocido como el ndmerc de Brun o pardmetro de conjugacion.
Para valores de o/e? mucho mayores a la unidad, la variacién de la temperatura en la direccién
radial en la pared del tubo es despreciable comparado con el cambio global provocade por el
flujo de calor externo. Este limite es el llamado térmicamente delgado. En éste régimen, los
gradientes de temperatura en la pared del tubo son del orden de AT, /1., para valores no muy
pequefios del pardmetro « y del orden de AT,/L para valores pequefios de . Importantes
gradientes de temperatura aparecen en el limite térmicamente grueso, con gradientes del orden
de AT./h. En el limite de valores de o mucho mayores a la unidad, la temperatura de pared
adimensional es prdcticamente uniforme y es proporcionada en primera aproximacién por el
primer término de la ecuacién {2.71). De esta relacién, 8p es una funcién del indice de potencia
alcanzando el limite asintético de 89 — 0.8586 para el caso de un fluido dilatante (n > 1). Por
el contrario, para valores de n < 1, que corresponde a un fluido pseudopléstico, la temperatura
de pared en unidades ffsicas es mayer que para un fluido dilatante; indicando esto un gran
calentamiento de la pared del material para un flujo pseudopldstico.

Obviamente para valores de n < 1, la temperatura adimensional de la pared del tubo
tiende a cero, sugiriendo que es f4cil alcanzar el equilibrio térmico con el fluido. Lo anterior
es un resultado esperado, en virtud de que el decremento de los valores del indice de potencia.
provoca una reduccién del espesor de capa limite térmica en el fluido de potencia, lo que puede
ser facilmente verificado de la relacién (2.21).

Por otro lado, para valores de @ — 0, la ecuacién que representa el limite térmicamente
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Figura™4-1: Tempertura adimensional de pared para a = 0 y diferentes valores de n.

delgado (2.54) es singuiar. Eso significa que es necesario incluir dos capas térmicas internas
en ambos bordes de la pared del tubo. Sin embargo, estas capas lfmites térmicas sélo tienen
una infiuencia local, razén por la cual no se estudia la solucién en dichas regiones. Fuera de
éstas, existe una zona externa de la temperatura adimensional de la pared del tubo la cual
es mostrada en la figura (4-1) como una funcién de la coordenada longitudinal para o = 0 v

diferentes valores del indice n. En esta figura se emplea la solucién dada por la relacién (2.76).

Resulta evidente de la figura (4-1) que cuando los valores del indice de potencia se incre-
mentan, el valor de la temperatura adimensional también se incrementa, esto debido a los altos
valores de resistencia térmica del fluido de potencia.

En ia figura (4-2) aparecen las soluciones numérica y asintética de la ecuacién (2.54) para la
temperatura adimensional de la pared del tubo como una funcién de la coordenada longitudinal
v para « = 1 y diferentes valores del indice de potencia n. Por otro lado, ain vy cuando la

solucién asintética para valores de o > 1 en el limite térmicamente delgado (a/s? > 1) ofrece
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Figura™4-2: Temperatura adimensional de pared para a = 1 y diferentes valores de n.

excelentes resultados, se confirma que atin para valores de o« ~ 1 proporciona una excelente
aproximacion con respecto a la solucién numérica.

En la figura (4-3) la misma dependencia paramétrica de la temperatura de pared adimen-
slonal se muestra para valores de o = 10. Obviamente, en este caso la concordancia entre
las soluciones numérica y asintdtica se incrementa al grado de que se hace imperceptible la
diferencia. De esta figura se puede apreciar que para valores del pardmetro & muchc mayores
a la unidad, la temperatura adimensional de la pared del tubo tiende a alcanzar un valor uni-
forme, dependiendo solamente del valor del indice de potencia n, lo cual confirma el caso de
temperatura uniforme en la superficie externa del tubo.

En la figura (4-4) se muestra la relacién Nu, /G2'/3, presentada en la ecuacién (2.77), como
una funcién de la coordenada longitudinal X, para diferentes valores del indice de potencia n y
@ = 0. Para este conjunto de valores de los pardmetros a y n, la relacién Nu,/G2z'/* muestra
una muy sensible dependencia para valores muy pequefios de n. Por lo tanto, la razén de

transferencia de calor adimensional se incrementa drésticamente para valores de n pequefios.
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Figura™4-3: Temperatura adimensional de pared para o = 10 y diferentes valores de 7.
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Figura™4-4: Nimero de Nusselt {ocal para @ = 0 y diferentes valores de n.
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Figura™4-5: Numero de Nusselt local para a = 10 y diferentes valores de n.

Esta tendencia también se verifica en la figura (4-5), donde la misma relacién Nu, /Gz' °
se grafica para o = 10 y diversos valores de n. Analizando las figuras (4-4) y {4-3). ~
puede concluir que para valores fijos de «, el flujo de calor adimensional es siempre favorable
para. valores pequetios del indice de potencia.

Por otro lado, la figura (4-6) muestra el valor promedio o global de la relacién Nu/Gz* °
como una funcién de . En esta figura, se presentan las soluciones numéricas y asintdticas «u
términos de a~! v @~2. En ella también se puede distinguir que para valores criticos de o ~ 1
las soluciones de la teorfa de perturbacién no son ya vdlidas. Sin embargo, se separaron amb.e
soluciones asintéticas para mostrar que la solucién de segundo orden de la expansién represent.«
una mejor aproximacién con respecto a los resultados numeéricos. En ellas también se report
el valor asintético para Nu/Gz/® con a = 0, empleando la ecuacién (2.77). Es evidente que o
solucién numérica tiende a validar las soluciones asintéticas.

Finalmente, atendiendo al analisis permanente, la figura (4-7) muestra el nimero de Nusselr

giobal mediante la relacién Nu/Gz'/? para los limites térmicos delgado y grueso como s
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Figura~4-6: Numero de Nusselt global para diferentes valores de n.

funcién de o y de /=2, respectivamente. Para valores de o muy pequefios comparados

con €2 {limite térmicamente grueso) el nimero de Nusselt global es pequefio y bésicamente el
proceso de transferencia de calor se debe a la conduccién de calor a través de la pared del tubo.
Conforme el valor de @ se incremente, el mimero de Nusselt se verd incrementado dristicamente
hasta alcanzar un valor maximo para valores de 2 << a << 1. En este punto, la conduccién
de calor longitudinal a través de la pared del tubo es despreciable, puesto que el valor de o es
ain muy pequefio comparado con la unidad. Segin se incremente el valor de o, la conduccidn
de calor longitudinal a lo largo de la pared del tubo es ahora importante y sus efectos tienden a

reducir el valor del mimero de Nusselt global, alcanzando éste un valor finito conforme a — 0.
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Figura™4-7: Numero de Nusselt global como una funcién de a y ¢ para diferentes valores de n.
Los limites térmicamente delgado y térmicamente grueso son mostrados.
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R/L=1/950 Gz o afe? | n | Nu/G2Y313) | Nu/Gz1/? | %Duf.
Al — Separan | 296 | 1x107% | 1191 | 0.787 2.157 2.163 0.31
Cu — Separan | 296 | 2x107° | 2015 | 0.787 2.157 2.163 0.31
Al — Polyox | 255 | 1x107% | 1250 | 0.764 2.163 2.170 0.31
Cu — Polyox | 255 i 2x1075 | 2115 | 0.764 2.163 2.170 0.31

Tabla 4. Calculo de los nimeros de Nusselt global en tubos largos para diferentes sustancras

R/L=1/50 Gz « a/e? ] n | Nu/GzY3[13] | Nu/Gz/3 | %Dif.
Al — Separan | 5614 | 2x10™3 | 403 | 0.787 2.157 2.163 0.31
Cu — Separan | 5614 | 3x107° | 681 | 0.787 2.157 2.163 0.31

Al — Polyox | 4852 | 2x1073 | 423 | 0.764 2.163 2.170 0.31
Cu — Polyox | 4852 | 3x1073 | 715 | 0.764 2.163 2.170 0.31

Tabla 5. Cdlculo de los niimeros de Nusselt global en tubos de longitud media para diferentes sustancias.

R/L=1 Gz o | afe? | n | Nu/G2Y3[13] | Nu/G2/? | %Dif.

Al — Separan | 280708 | 1.1 | 109 | 0.787 2.157 1.795 16.76
Cu — Separan | 280708 | 1.9 | 185 | 0.787 2,157 1.793 16.88
Al — Polyoz | 242613 | 1.2 | 115 | 0.764 2.163 1.800 16.78

Cu— Polyor | 242613 | 1.9 194 | 0.764 2.163 1.798 16.89

Tabla 6 Cdlenlo de los numeros de Nusselt global en tubos cortos para diferentes sustancias

A manera de constatar e ilustrar los resultados obtenidos se presentan las tablas 4, 5y 6, en

6Y

donde se muestra la influencia de la conduccién de calor longitudinal en la pared del tubo en el
proceso representado por la retacién Nu/Gz'/3. En la tabla 4 se emplean los datos reportados
por Cho y Hartnett {10} para tubos largos. Se calculan los respectivos valores de a y a/s? a la
vez de asumir un € = h/L = 107%, se establecen las propiedades térmicas de dos tubos metdlicos
(Aluminio y Cobre). En todos los casos experimentales, los valores de o son muy pequefios,
préximos a cero, pero con valores de «/e? grandes comparados con la unidad. Por lo anterior.

se concluye que la solucion que es adaptable al andlisis experimental es la analizada en el limite
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Figura™4-8: Comparacién de la temperatura adimensional en los bordes principal (x =0
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Figura™4-10: Evolucién de la temperatura adimensional de la pared del tubo como funcién de
X para diferentes valores del tiempo adimensional, con n =05y aa= 1.0

gradientes térmicos en la coordenada longitudinal y el perfil de temperatura se aproxima a una
linea recta conforme el tiempo evoluciona. Par otro lado, para establecer una comparacion
entre los métodos de solucién empleados en la resolucién de la ecuacién (3.43), se presenta
la figura (4-10), en ella se muestra la evolucién de temperatura adimensional de la pared del
tubo como una funcién de la coordenada lengitudinal para diferentes tiempos y valores del
indice de potencia n = 0.5 y del pardmetro de conjugacién de o = 1.0. Cabe destacar que la
solucién asintética obtenida mediante el esquema de escalas nuiltiples presenta una distribucién
de temperatura practicamente lineal, lo que sugiere la necesidad de calcular un término superior
en la expansién asintética. Desgraciadamente, el cdlculo de dicho término resulta ser por demds
complicado. Sin embargo, el término comentado de la expansién no aporta mayor informacién
del fenémeno fisico.

Para confirmar lo ya comentado en la figura {4-10) se presenta las figuras (4-11) y (4-12)
para una combinacién semejante de pardmetros, excepto por el valor del indice de potencia

que varfa dem =05 an =1y n = 1.2, respectivamente. De ellas se desprende que para
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Figura™4-11: Evolucién de la temperatura adimensional de la pared del tubo como funcién de
x para diferentes valores del tiempo adimensional, conn =10y a=1.0
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Figura™4-12: Evolucidn de la temperatura adimensional de la pared del tubo como funcién de
X para diferentes valores del tiempo adimensional. conn =12y a = 1.0
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Figura™4-13: Evolucién de la temperatura adimensional de la pared del tubo como funcion de
x para diferentes valores del tiempo adimensional, con n = 0.5 y & = 10.

fluidos dilatantes, el valor de la temperatura adimensional en el tubo es mayor que para fuidos
pseudopldsticos. Esto corrobora los resultados obtenidos en el andlisis permanente.

Las figuras (4-13)-(4-15) nuevamente muestran la evolucién de la temperatura adimensional
en la pared del tubo como una funcién de la coordenada longitudinal x para diferentes valores el
tiempo adimensional y diferentes valores del {ndice de potencia n. En ellas se puede determinar
la influencia del pardmetro « al comparar con las figuras (4-10)-{4-12} ya que se incrementa i
a=1laa=10.

Cabe recordar que para valores elevados del pardmetro de conjugacidn (o = 10), la pare
del tubo es buena conductora térmica. a la vez de que se establece una mejor aproximacion i
la solucidn asintdtica con respecto a la numérica.

Por tltimo, en las figuras {(4-16)-{4-18) se presenta la evolucién de la temperatura adimen-
sional promedio de la pared del tubo con respecto al tiempo adimensional para diferentes valore~
del pardmetro de conjugacién a y distintos n.

En la figura (4-16) se observa la evolucion de la temperatura promedio de la pared del tul.:
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Figura™4-14: Evolucién de la temperatura adimensional de la pared del tubo como funcién de
y para diferentes valores del tiempo adimensional, con n = 1.0y o = 10.
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Figura™4-15: Evolucién de la temperatura adimensional de la pared del tubo como funcién de
x para diferentes valores del tiempo adimensional, con n =12 y o = 10.
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Figura™4-16: Evolucién de la temperatura promedio de la pared del tubo con
diferentes valores de a.
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Figura™4-17: Evolucién de la temperatura promedio de la pared del tubo con
diferentes valores de a.
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con respecto al tiempo en el limite térmicamente delgado. Asimismo, también se muestra, para
un valor dado del indice de potencia, n = 0.5, la comparacion de los métodos de solucién em-
pleados en éste limite. Para establecer tal comparacién se recurre a la definicién de temperatura
promedio de la siguiente forma Gprom = fol B,,dx,

Al igual que en la figura (4-16), la figura (4-17) muestra la evolucién de la temperatura
promedio de la pared del tubo con respecto al tiempo adimensional, en dichas figuras se esta-
blecen diversos valores del pardmetro de conjugacién «. Para todos los valores mostrados de
este pardmetro de conjugacién se cumple con el limite térmicamente delgado {a/e? >> 1) v la
variacion del valor de este pardmetro muestra la aproximacién que tiene el método analitico
con respecto al método numérico.

Finalmente se presenta la figura (1-13), que al igual que las dos anteriores, muestra la
evolucién de la temperatura promedio de la pared del tubo con respecto al tiempo adimensional,
sélo que para el valor del indice de potencia Jde n = 1.2, En este sentido, se puede observar en

dichas figuras, que el valor numérico y asintdtico al que tienden, es el mismo valor establecide en
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Figura™4-18: Evolucién de la temperatura promedio de la pared del tubo con
diferentes valores de .
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Figura™4-19: Evolucién de la temperatura promedio adimensional de la pared del tubo para
n = (0.5 y diferentes valores de a.

el andlisis permanente; especificamente para cuando & — oo la temperatura promedio tiende

al valor mostrado en la ecuacién {2.64).

4.2.2 Andlisis numérico global

En el presente apartado se muestran las graficas del perfil de temperatura adimensional de
la pared del tubo obtenidas numéricamente mediante del método de diferencias finitas, para
ello se define a la variable de temperatura de pared de tubo promedio de la siguiente manera
forom = Jo Jo @dxdo. Por lo anteriormente comentado, las figuras (4-19)-(4-21) muestran la
evolucidn de la temperatura promedio de [a pared del tubo con respecto al tiempo adimensional
para diferentes valores del pardmetro de conjugacién o y valores del indice de potencian. En
la figura anterior, se pueden apreciar las diferentes tendencias conforme el valor del parametro de
conjugacién disminuye, esto se debe a que el cociente o/c? también disminuye al grado de que el
lfmite térmico cambia de un lfmite térmicamente delgado, a/z? >> 1, 2 un limite térmicamente

grucso, ¢/e? << 1. Con la idea de analizar y comparar los resultados de las figuras (4-19)-(4-
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Figura™4-20: Evolucién de la temperatura promedio adimensional para n = 1 y diferentes
valores de a.

21), conviene retomar la solucién asintética del andlisis permanente en el limite térmicamente

delgado que establece la ecuacién (2.85),

In(1-+eqo).

1/3 2
0u (0 :7) = L2 (_i”_) 1/3+%(1_+€9@

- 2wl \3n+1 &0

aplicando la definicién de temperatura promedio descrita anteriormente y considerando valores

de gg pequefios, se obtiene:

9v3 7/ an \YE g2
By in) = — 2).
(x:0:m) 87y <3n+ 1) + ! (1+e0/2)

Que es el valor numérico al que debe de tender la temperatura promedio adimensional en el
estado permanente. Dicho valor es facil de verificar al tomar al cociente a/e? como el valor
principal en orden de magnitud para el lfrnite térmicamente grueso. De igual forma, en las

(4-19)-(4-21) se presenta el limite térmicamente delgado. En éste limite aparecen tres curvas de
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Figura™4-21: Temperatura promedio adimensional de la pared dei tubo con n = 1.2 y diferentes
valores de a.

temperatura promedio adimensional, para valores del pardmetro de conjugacién o = 10,1,0.1.
pero debido a que el cociente o/e? es en orden de magnitud grande, no existen gradientes de
temperatura radial, de tal forma que la solucidn de la temperatura promedio en la pared del
tubo se aproxima al andlisis realizado en el estado permanente y transitorio en dicho limite.
Con esto, el valor de la temperatura promedio depende en primera aproximacién del valor del
indice de potencia n, de la forma en que se muesira en la ecuacién (2.64)

4n 1/3 an 1/3
— 1/3 =
80 = (2/3) r(4/3)<3n+1) 0.78(3n+1) .

Con lo mostrado por las tres figuras anteriores, se corrobora y se extienden los resultados de
los an4lisis asint6ticos del presente trabajo. Para el caso permanente se recobra las soluciones
de temperatura promedio descritas en los limites térmicos tanto delgado como grueso; mientras
que para el andlisis transitorio, se identifican los tiempos en que se alcanza el estado permanente

para el limite térmicamente delgado: siendo una aportacién de la solucién global, la obtencién
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del tiempo adimensional en que se llega al estado permanente en el limite térmicamente grueso.
Finalmente, se debe senalar que no existe necesidad de generar m4s grificas del limite térmica-
mente grueso, ya que como se comenta anteriormente, el valor de la temperatura en éste limite
depende del cociente a/e?, de tal forma que dichas grdficas corresponden a una amplia gama

de valores adimensionales que puedan fomar cada uno de estos pardmetros por separado.

4.3 Comentarios finales

El proceso de transferencia de calor conjugada de un fluido de potencia con un perfil de velo-
cidades completamente desarrollado en contacto con una superficie interna de un tubo circular
recto conductor de calor se analizé para valores del nimero de Graetz elevados, empleando
técnicas tanto analiticas como numeéricas. Debido a la conductividad térmica finita del material
de la pared del tubo y el establecimiento de un flujo de calor en la superficie externa del tubo,
la transferencia de calor por conduccidn radial y axial a lo largo de la pared del tubo es un
mecanismo que puede modificar sustancialmente las estimaciones previas del nimero de Nussels
basados en condiciones de frontera pre-establecidas. Lo anterior es particularmente véalido para
valores finitos del pardmetro de conjugacién o/c2. En este sentido, la transferencia de calor
por conveccién a través de la superficie interna del tubo, es controlado por la conduccién de
calor axial en la pared del tubo, lo que conduce a la evolucidn de la temperatura de la pared.
En cuanto al andlisis global, se desarrollo un programa de diferencias finitas con la finalidad de

corroborar los efectos geométricos del problema.




Apéndice A
En el presente apartado se emplean técnicas analiticas para obtener la solucién de la ecuacién

de la energia del fluido no-newtoniano. A partir de las ecuaciones adimensionales {2.38) y (3.27}

3n+1 90 1 (LN18 ( 08 1 /R\ 8%
S TG LI
<n+1>( K )ax Pe\R/ ndn n@n TP \T 9x? (A1)

con sus condiciones de frontera y continuidad en la temperatura coz el sélido,

o9

—| =0, 6(x,1) =0 (x,0 A2

. (1) (x,0) (A.2)
o6

¢ (O) T}) = Os . — 01 A3

5l (A3)

y debido a que los valores del nimero de Peclet son grandes (Pe = RePr) -ver tablas 4-6-, los
efectos de difusién de calor longitudinal son despreciables, a la vez de que el espesor de capa
lfmite térmica se restringe a una pequefia zona en las proximidades de la pared del tubo. De
esta forma, en la coordenada radial se propone una nueva variable adimensional del orden de

magnitud de la unidad de la siguiente forma:

_{-n

Ad
¢ 6/R (A-4)
que al sustituirla en la ecuacién (A.1) se obtiene,
60  5%°8 -
fa—x' o) (A.5)
con las siguientes condiciones de frontera v de continuidad en la temperatura,
f(x=0£8 =0, 6(x¢=0=000, v B{x§—00)=0 (A.6)
Proporiendo el siguiente cambio de variables de cuasi-semejanza:
6=8 c=—%_ (A7)
- wﬂoa - X1/3J Ak
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la ecuacion de la energfa (A.5) se transforma en,

&0 1 509 Oy
e T35 o Xy e
con las siguientes condiciones de frontera,
(0.0 =0(x,( =) =0,  ox0)=1 (A.9)

Aplcando la integral de Stieltjes que establece que la temperatura en la frontera del fluido
es variable en la coordenada longitudinal, la cual puede dividirse en dos contribuciones, una
continua y otra discreta. Con lo que el perfil de temperaturas se divide en pequeilos escalones
de temperatura constante de forma que las variaciones en la coordenada y son imperceptibles.
Por lo anterior, la ecuacién de la energia para el fluido (A.8), puede ser resuelta para un sélo
escalén y posteriormente sumar todas las soluciones correspondientes a todos los escalones y
obtener asi el perfil de temperatura en el fuido.

La ecuacién (A.8) se reduce a una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden,

d? 1 .d
¥ _2_2_0

A A0
con sus respectivas condiciones de frontera,
p0) =1,  @({~—00)=0. (A11)

Integrando la ecuacion (A.10) y evaluando las condiciones de frontera dadas por {A.11), se

puede ficilmente demostrar que:

31}'3 oo 1
¢ (() = m/c eXp (—543> ag. (A.12)

La ecuacién anterior corresponde a la solucién del perfil de temperaturas en el fluido no-
newtoniano. Para incorporar la informacién mostrada en la ecuacién (A.12) en el anilisis
del s6lido, es necesario calcular el ujo de calor adimensional que el fluido proporciona a la

pared interna del tubo. Esto se representa mediante la condicidén de continuidad en el flujo de
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calor en la pared del tubo.
Por otro lado, empleando la condicién de continuidad en la temperatura, la temperatura

del fluido dimensional puede escribirse como:
T -1y = —AT6 = —AT 8,0 = (T, — Th) o, {A.13)

con lo cual la temperatura del fluido se escribe en funcién de la temperatura de pared. Aplicando
el principio de superposicién a la solucién cbtenida en (A.12) mediante la ecuacién (A.13) al

surnar las contribuciones discretas y continuas {8), se tiene que:

X dTy ., &
T T =f0 0 (0 Gt + 30 (0 AT (A.14)
=1

De igual manera, para calcular el Aujo de calor del fluido no-newtoniano a la pared interna
del tubo, se deriva la temperatura dimensional del fluido representada en Ia ecuacién (A.14)

mediante ley de Fourier, esto es:

9,
sz—/\{/ox 9?’35-)

donde d¢/0r es facilmente obtenida de la ecuacion (A.12),

dx

AT, L A15)
r=R dX r=R } {

v (x)
or

(A.16)

1 343 {:m + 1_@] 3 13
n ’ )

r—r  RT(1/3)

Es importante hacer notar que la solucién mostrada en {A.15) y (A.18), corresponde a un sdlo
escalén. Por lo que es necesario sumar todas las contribuciones con base en la variable muda

X', de la siguiente manera ¢ (x) — @ (x ~ X'), con lo cual, la ecuacién {A.16) se reescribe:

O {x —Xx")
ar

13 [3n+1§3] xAl/a{l—X’/X}_Us' {(A17)

—r RO/ n =

Introduciendo (A.17) en la ecuacion del flujo de calor (A.15),

A 3 /3n+1Gz
qfﬂ_ﬁl"(l/?))( - ) {/ Ko} dx +ZAT} (A.18)
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donde K{x, X = (L ~x'/x)""/3 representa el kernel de la parte continua del Aujo de calor.
Escribiendo (A.18) en forma adimensional,

2
677 n=1

31/3 In+1Gz 1/3 . X 48
= —_— —-1/3 ! w I

Sustituyendo (A.19) en la ecuacién de continuidad del flujo de calor (2.44) se obtiene la
condicién de flujo de calor adimensional en la frontera interna de la pared del tubo, requerida

para la sclucién del sistermna,

o6,
do

o = g (1 + ._2_) (3714:; 1)1/3 (1(91/1;3 -1/3 {9 +/ {x, x") “’dx} (A.20)

donde 8, es €l valor de la temperatura adimensicnal en el borde principal de la pared del tubo
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Apéndice B
En este apartado, se obtendrd la solucién de la funcién g (x, k) que aparece en la ecuacién

(3.71),

&g 9y
— Y R = 3
Bx? Ok ’ (B.1)
con las siguientes condiciones de frontera e inicial,
3 531 2) dg
x.0 =—(— —-=x"1, = ==} B.2
g{x;0) ZX 5 B oo (B.2)

Proponiendo que la solucién de la funcién g (x, &) se pueda escribir como el producto de dos

funciones independientes,

906k =X ()Y (K) (B.3)
y sustituyendo (B.3) en la ecuacién (B.1), se tiene que:

1dPX 1dY

il ol V'
X dx? Yde e

donde Y (k) representa el término temporal del problema y cuya solucidn corresponde a:

Y (k) = ajexp (—/\,21.%) , (B4

mientras que X {x) corresponde a la parte espacial del problema y su solucién se represent.

por una combinacién lineal de la siguiente manera,
X (x) = azcos (An)) + azsen (AnX) - (B

Evaluando las condiciones de frontera dadas en ecuacién {B.2)

X{x=0)= Aazcos(0) =0, (B o

se obtiene que a3 = 0, mientras que
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X(x=1)= -Aqazsen (M) =0 (B.7)

los valores propios resultan ser dados por A, =nw paran =10,1,2, ...
La solucidn general para g {x, k) se construye por una superposicién lineal de las ecuaciones

(B.4) v (B.5) en (B.3); empleando la informacidn de (B.8) y (B.7),

900 R) = 3 Cucos () xp (~A26). (8.9

n=0
Esta solucién satisface la ecuacién (B.1) y sus correspondientes condiciones de {rontera del
problema, pero no satisface necesariamente la condicién inicial.. Por lo tanto, la aplicacién de

la condicidn inicial en ecuacisn (B.8) da como resultado,

> 1 3 .
9060) =Co+ 3 Crcos (Anx) = 5x° — 2x** (B.9)
n=1
donde el valor de la constante Cp es:
_ [P/l o 3 s _ T
Co= [ (3= 30 dx= -1 (B.10)

mientras que el resto de los valores de C, son determinados mediante la teoria de funciones

ortogonales [49] ,

1 -
C, = ‘2/ cos (Anx) (%XZ - %x‘“/a) dx. (B.11)
0

Integrando por partes la ecuacién (B.11) se tiene que,

41 1
Cn = 51"2'/9 X~V cos (M) d, (B.12)

cuya solucién debe obtenerse haciendo un mapeo en el plano complejo mediante el teorema del

residuo [50], [48]. Aplicando el siguiente cambio de variable en el plano complejo,

U = A, x, para Yy — 00 (B.13)



Figura™4-22: Contorno de integracién en el plano complejo.

la ecuacién (B.12) se transforma en:

4 1 % cos{T)
cnngi/st e dy, (B14)

puesto que existe una singularidad en ¥ = ( se emplea el método de los residuos en el contorno
de integracién representado en la figura (4-22),

y por definicién de integral de linea,
ezz e‘LZ e‘r,z ezz ezz
é‘d 5= /ab 7 dz + j;c i dz + /;d Ye dz + La —~—zl/3dz =0 (B.15}
donde z = ¥ + ig por lo que los limites del anterior contorno de integracién se definen como,
Trayectoria ab: z=W¥, para r< ¥ <R,

T
Trayectoria bc: 2z = Re'™, para 0<op< 3

Trayectoria ¢d: z=qe'™/?  para R<g<r, (B.16)
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. T
Trayectoria da: z=re*, para 3 <¢p <0

Con lo anterior, es necesario evaluar la variable en el plano complejo para la singularidad
U = 0. Para ello se aplica limites de r — 0 y R — oo con e objeto de obtener la solucién de la
region préxima a la singularidad. Con esto las integrales correspondientss a los contornos de
integracién bc ¥ da tienden a cero, por lo que la ecuacidén (B.15) se reduce a:

oo gt¥

A @l/sd\P / exp @qem/z) ~1/3gm/3 g (B.17)

v debido a que exp (iqem/ 2) =e"% | la ecuacidn anterior puede rescribirse como,

® cos W + 18enW
/(; 11;1/3

= {cos (7/3) + isen (x/3)) /Ow e~9g734q. (B.18)

Igualando parte real y parte imaginaria en ambos lados de la ecuacién (B.18), se tiene que:

oo \Jr o
. C;?/a —d¥ = cos {7/3) .[0 e~9%q " 3dg, (B.19)
e introduciendo este resultado en la ecuacién (B.14) se obtiene:

oT (2/3)
3 283

C, = (B.18)

Finalmente, sustituyendo el valor del coeficiente C,, en la ecuacién (B.8) junto con la ecua-

cién (B.10), g(x, <) puede escribirse como:
_ cos (Anx) 2
g, k)= —1_26 + —l" 2/3) Z 8/3 exp ( }\nK,) . {B.19)

que es la expresién introducida en la ecuacién (3.73).
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