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Introducción 

La t.eOlÍa de lenguajes fOlllla!ei:i y la vicIa al tifici;.-U 8011 ~in dud~t /ncas IllUy illlpOl tarücs clelltlo del cstHclio 
ele let COIllputación. las 1l1atelllátic<'ts se presentan tcuubién como una poderosa hen¡.-unicnta en este contexto. 
La dplicación uc estas rhea::-; a ot.ros campos COlllO es el ele b biología IJc.tlece tOlllHl mús fUCl:¿(t cada Clíd. Slll 

elnbargo la dific1l1Lul de plant eicw: un modelo matemático que 1 ef1eje con clalidacl el pIoceso de evolución de 
U11 sistema no es tarea f(-1ei1. 

tI/lucho::, plocesos de CH--'Clllli(~nto de vicla veget.al pueden sel lllOdclados eOIl slstel1l~lS (hscrcr.os lo~ C\li-\lcs 
tiCllCll un manejo rnucho lnás fcíeil en la geneIación de vida artificial. Los sistelnas de Lindemnayel presell
tall diversas veutaJas solne otros modelos. ya qne ésto:c> SOll gCllclallllentc modelos muy siHlplc~ que tOlllctll 

el poder de los nlOrfi~rnos iterauos, la graficación con autosimilitud y las propiedades de las gram<Ítlcas 
lincEtle:::;. indepclHlie:.ltes y ~cllsibles dI contexto. Los avances en la gcoIlletrÍa fradal y en la glafica~ión 
peuniten presentar a lo~ sistelll<:-t~ de LindcIlmayer corno poderosos generadores de vida al tificial con funda
luentos lnateln<Íticos sencillos paJa el estuuio de la belleza de las plantas, además de promover el estudio del 
lenguaje. pues conc:eptos conIO el de lingüÍstlc<\'. gramátic<\'o alfabeto,ete: toman una leal importancia. 

Los sistenlH.'i de LiudcnIll<'tyer son Illode1os matemáticos hetsadm¡ en la teOlÍa de lenguajes fonuales Al 
vmial la fOlllla de rcci:icritura seCUeUel<-1.1 en las gl'aIuúticas ChoIllskiallas pOI Ulla rl'csC"litura eH pmalclo. 
pernüten sirnlllar e1elneuto¡.¡ de la natmaleza corno nubes~ Illont<-IDas y galáxias además de ploceROS de cre
cimiento. flOlecimicllto. metamorfosis. IllUtaciones. etc; de plantas leales. Estos slsteIuas pre~eIltan adclllci,:::; 
interesant.es pab ones de autosimi1ituu estrechamente relacionados con la geometría fractal de la temía del 
Cao¡.¡. 

El objetivo lninClpal ele c:sta tesi:::; es estahleCt-!l la cdracterÍ/';ación de los <hf(';l\;lÜCS tlpOS <ir! sl~tcllm~ 

de LinuellIllaycr clC:lllIo del cont.exto de l<t teoría de lenguajes formales y exponeI de forUla precisa el fUIl

ClOn<-\llücrüo de est.os pal a generm vida al tihcl¡-Ü. 

El presente trabrtjo titulado S'lstema8 de LindenmaycT" se encuentret dividido en c:uatlo parte:::;: 

o El capitulo 1 propOlciow-t un contexto histórico y desglosa una bleve intloducci6n a los cOIlceptos 
b¡:\sicos relacionados con los sistemas de Linnenruayer y IR. vida <trtificial. 

e El capítulo 2 intloducc a lo:::; conceptos teólÍcos de la teoría de lellguajes fonuales. CUfOCctlldosc e11 

describil el fUIlcioumlllento y lnillclpales plopiedades üe los dos dispositrvo::-> IWtS 11llpOltalltc~ de c~t;\ 
teülÍa. los de :'econocillueuto ( u:ILiónwiu,S' fin'lios) y 103 gcuelatlvos ( g,/(I,mátu;as). 

Q El cdpítulo 3 muestra las características y funcionamiento de los principales modelos para gcner(t(:lóIl 
ele vlda mbficiaL basados en dispositivos gencrativos. estos son los s'tstemas d:; 7eesuit'U'fo,. 

e El capítulo 4 establece UIla caractellzación de los difercntes tipos de sistcmas de LiudeIlluayCl SlIl 

alllbigüedade~. 

Fmalrucnt.e se clan las conclusiones derivadas ck est.e tralMjo. 

En la medida de lo posible. a tL:tvés de todo el tIabajo. se usan imágenes pan\ clanficcu los concepto;:; y 

ejeulplos. 



ii 

El escrito fue realizado en 1l\TEX un derivado del formato T¡;;X sobre el sistema operativo NeXTSTEP 
v3.3 y compatible con la versión de OPENSTEP, en las instalaciones del Centro de Investigación y Estudios 
Avanzados del IPN. Departamento de Ingeniería Eléctrica, Sección de Computación. 
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Capítulo 1 

Marco Teórico 

EH lOG8 el biólogo All~t.icl Lilldellluayel llltl'ocllljO un fOlInalismo pena la llwdcLlción y SÜUUh)"lióll de Ol
~(nlÍslllO~ 11l1lHicdulnrc¡.;, cpw postnionllclltc fncnm llcUllddos Siste'ff!,as (le Lzndcnlrwyer o SzstC'r!w.s L. Lt 
figm a 1 1 lllUc:c>trn ele fOllllR simple está 1 elacióu. 

Du;allollo (le Olgal1i~mos multlcelllLtrcs Simulación y lllOdchtdo con Sl.';teums de Lllldcllluayu i 

FIgnn-\ 1 1- Relación cutre el desallollo y la Silll1.lh'tción de Olganislllos VIVOS. 

Estl' fOllllahslllO c¡.;r,¡-Í, H::laclOuado por las gralll<-"Íticas. de L-l temía de lenguajes fOllHales. Ésta. es llU 
;;Ílea illtnclisClplinmicl qne permite definir gl'<-uw-tticas fCHIllales () lellgnaje::-, específicos en Illuchas clisciplirms 
científicas. además ha sido enriquecida C011 iIuportantes apOl taciOllCS ele la teOlÍd llli:ÜCllUlhca y ha tcuido \Ul 

gl<m iut.nós pOI pdltc de lllllcllOS CiCllt;Ífico~ cn t.odo clllHUHlo dctide:-,1I :-'lllgirlllcutO. 

A 1Ml j Ü (it; 1111 dC~(~llOllo llg\ll();:-,O de' Id j colÍa dl; lOI"> ~l::;Lclllcl::; L. :-,lg\wí 1(, <tPÜC(ltlÓll de l~;:-,L,t 1 (,ULl,t ,\, l,c 111l;

(ldauóu ele l)laULcki. lllld, de la~ más imI lO1 t.eultes fllC a ln~ gr¡íJic<t.:-> IHll COlllp\ttadOl <t que pn IllitiCl 011 vi::'lmlú(u 

CHt,lllCt,l11 as en fonnas ordenada¡.; de diagI amas esqueIlláticos dándoles iuterpl et.étCiOlleS tridilllcnsiouales 1 (-;alc~ 

de })lautas. E~tas ViSlwli;r,aciOlWS Ill<-tl C<1rOll Ulla relación impOl Lmt e. y a In vez ::-;01 ])rcudeutc. COBl()::, Iraet eÜC:' 

La cvolncióll ele los Ol ganisIllos puede ser I epI eseIltada IJOl medio de la::, ?puucíticas cOllocida::, eu la tCOl í(t 
de l(,llglleljCti fOl mah-;::-; ést,¡-t::-; 1Ílt.illlas son llamada::-; gntllli-Uicas ChoIll¡.;!ümms () ele ChOlllSky La difcl ClH ict 
PI illClpal ellh e las gl étIlláticas de ChOIllSky y las de LinuenlllétyCl Htdicn en el método de aplícm las 1 ('gla~ 
de pIodncClóll El! lel::' gnull(íhcas ue ChOIlbky L-t:-> ploduCClOlle;:-, ;:oiOll clpllcada" CUI(illlld, M;UIC.lll;l,d l;l1 l~ellLl 

pa::-;o llllc-'ntIas que CIlIos ~ist(-~lllaS (ü-; LlllclcIlllletyer S(-; aplicall ell plrroJclo y ,,;zlII'llltrí:n('(/,'rru'nte se lCClllphtz(Ul 

t,od(\s 1e\;', let.l ¡.\s dI.' Hna p<:\loln (\ 

Etlta diferencia tielle gl<m ÍlllpOltctncia cnlas plopiecladcs de los Sltitelllas de Lindeumayel. pOlque hay 
leng'najes que pueden ser generados p01 sisteIllas ele Lmclelll11ayer independientes del COllt.CxtO y 110 pOI la::; 
gl<-ull(üicas Íllue:¡,>clldicnt.es elel contexto ue ChOlllSky. ele estet forl1le\ los sistell1(ts de LincleIlIuayel l1eUl sido 
(0I1:-,1(1cl(Hlo'-, cOlllO lllllllOrlclo fOllllal para (;1 dc:-,culollo de plnnra.;; nclclll,ls (le tCIlC'l l)li}pic(t\d(~s }lOr\f'lO:-:(l'-. 

p~u a la genel (teióll (k fr<tcr ¡-tieso 

L<t illlporL-UlClct del poder ele los sistc:~l1l(\S ele LilldcHIH(tycl parct gCllCl¡-U llWtg(,llC~. ladica e11 la OPClclCi(íll 

1::'11 paralelo. C01110 fOrIlla de ¡et-'sclir,m<:1. 

1 



2 CAPiTULO 1. MARCO TEÓRICO 

La figura 1.2 lnuestra la gráfica de un sistema de Lindenmayer y algunos ejernplos de gráficas de fractales. 

SiIn'lllac:i6n de 
Lindermyex 

Fro.ch .. l de Mo.ndelbroi 
f , 
'\rJ' '1 

~vJAli7.~ 
Curva de Koch 

Figura 1.2: Relación de los sistemas L con los fractales. 

En general pueden Illencionarse dos características principales de los sistelnas de Lindelilllayel': 

• Pm-alelismo en los Procesos de Reescritum. 
Debido a que en los lenguajes que se utilizan para modelar desarrollos biológicos. los organismos 
cambian sill1ultáneanlente. 

• Noción de Gramática. 
Las gramáticas se utilizan como una descripción de un proceso dinámico más que estático. 

Esta última caracterÍst.ica dio inicio a lUl extenso estudio de las secuencias generadas vistas COIUO s~C'(.Le.n

áu,s en lugar de ser simples conjmItos. 

El desarrollo de una planta puede ser descrito, COIUO 10 muestra la sencilla figura 1.3) por un sistema 
de reescritura que reeluplaza repetidanlente a.ncestros por configuraciones descendientes. de fOl'llla que la", 

l'eglas de reescritw'a especifican conlO reemplazar lli1 predecesor por una configuración ele cero, UllO o más 
sucesores. 

Ancestros R.eglas de reescritura =;. descendientes 

Figura 1.3: Relación ancestros-descendientes. 



11. ALFABETOS. CADENAS Y LENGUAJES 

1.1 Alfabetos, cadenas y lenguajes 

-en nlfa{Jeto es un coujnnr,o ~ finito no vado de ~ÍIllbolos. a pm til de estos símbolos individuale~ ::>c C0115t nryell 

cadenas. las cuajes :C;Oll ,'<CCI1CTICÚ¡'S fimias de símbolos del alfctbct.o. En gl-;neH1J las lct.las ele HU alf~llH~j o se 
del1utan con: 

(1" (J. c. 

y los 1l0llllne::, ele caclew-ts C01110. 

u,. /). 'u). 

Por ejemplo. sea el alfnheto' 

I;={a.h} 

con el qUE' pueden COll::-lt.l nüse la::, cacInms: 

La C!.Hlena 'vacía se define como a11a cauelld que llO tiene sÍmholos y ::-;c dellota pOI ).,. las sigllicllk~ 
1 d¡t('l()lll-;S dl-'!filll-;l1 lllej()l' ¡( esta CddCllct. 

I~\I= () 
Al/! = WA = 'UI 

Aunque estas relacione:") <llMlcutcmellte SOll llllly fáciles. pueden llcg<u a COlllpll:llclCl::>C lllotI SI ~c PlCll'-,,\ 

que)., es Ull oÍlubolo que pel tellccc al alfabeto. cuanclo es e11 lcalidad una cadena. que relnt-'S(-~nta a la lcku
helad en la concat.enación. 

La r;o'ncafen(l,cu)n de dos cnc1encts 'u} y u eb la cCtdena que se obtieue al junteu los símbolos de 'u a la del Cdld 

de 'IfI. 

la couccüeUctnÓll de 11 1 y '1) se clcuot,a {01UO 'I["U. 

La coucateuación de palabras es au<íJoga a la Ilmlhpliea,eión de los llÚlllClO::, realu.,. e11 ~u lCLtUc)ll de 
lougij,ml y logalltuHl (no cn eOlllll11tarívidadl Dados dos n'ales po:-;itrvo:., T y 'Ij ~c tH'IH'. 

y COll dos paL-d.>r(is ;1; y y se obtiene: 

loy(;r;,y) = 

loy(:r* 1) 

i :r;:~ 1= 
i :rA 1= 

l.og~r + log/J 
loy:r: + 10!Jl = 

1:1:1+ yl 
1 :1; 1 + .\ i= 

10g:1: 

;r; 1 



4 CAPITULO l. MARCO TEÓR1CO 

La reversa de una cadena se obtiene cuando se escriben los símbolos en orden inverso. si 'W es la cadena 
anterior, entonces la reversa de w es: 

Una definición recursiva de w R se da de la siguiente forma. Para todas las palabras 'W sobre illl alfabeto 
L:. 'lJ}B es definida recursivamente por: 

L Asix=A 

2. xR = a, si w = ax para alguna a E L Y x E ~* 

Por cjenlplo. si ::r: = anWT sobre el alfabeto L. Entonces xR 

(amor)R = (moT)Ra. 

(01.)Rma 

(r)Roma 

.,\Rro'ma 

Toma 

Cualquier cadena consecutiva de caracteres en una palabra w. es una subcadena de w. Si 

w='v'u 

las subcaden"" v y ·u. so.n el p,-ejijo y el s·afijo de ·w. Una pro.piedad simple de las cadenas es: 

lau 1=1" 1 + 1 u 1 
Si 'lO es una cadena entonces wTl. implica repetir w. n veces. Un caso especial es: 

Si ¿: es un alfabeto. entonces 1:* denota el conjmlto de cadenas obtenidas por la concatenación de cero o 
lllás símbolos de :E, es el lenguag"e um"versal. 

Por ejemplo.. sea el alfabeto. definido. po.r: 

~ = {a.} 

entonces el lenguaje universal está cOlllpuesto por las palabras: 

a. 
aa. 

aaa 
Q.Q.a.a 
{J.(l.Q.(I.a 



1.2. AUTÓMATAS 

El coujunto L;* siempre contiene a A. Par;:t excluir a la cadena vacía se define: 

El conjunto :E es finito y los conjuntos L;* y ¿:;+ son siclnpre infiuitos y<t que la longit.ud ele la::-, cadclla~ 
110 est<-~ liI1lit acla eH estos COIl.J1llÜOS. 

En la figUl'R 1.4 se lepresentanlos conjuntos L. L;* y 22::". A patil del conjunto ~ (que eo un alfabeto 
:finito). se pueden erllpczm a formm cadends aplicando la operación de concatenación a los sÍIuholos del 
alfabeto y de esta 1'01111<:-1 i:"JC empicija gelleuu' el cOlljunto B* (quc es un conjunto ele cadenas). EH (;f,t(' llHCVO 

conjunto. se puede seguir aplicando la opelación de COllcateUFtClón. concatenando llllaS c~lcl(-,Ilas C011 otlas.'1 
se generarán lluevas cadenas que pertenecen al mismo conjunto B*. Cuando se tornan subcolljunLos de e~t.ct~ 
cauenas se genera el conjunto 2L~. que es el conjunto ele leuguajes ( o conjunto potencia). 

con c at en acibn con e at en acibn 

(:)COnC~aCión 
\' \ J J "-./ 

su bconjuntos 

eJ. . 2~' . 

Alfabeto Lenguaje Conj 11 n to 
Universal Poten cia 

SIMBOLOS CADENAS LENGUAJES 

Finito No Innnito In1inito No 
Vacío Numerable Numerable 

Figura 1.4: Relación enbe alfabetos, caclem-l.s y lenguaje~. 

1.2 Autómatas 

Un aut.ólUata es nu ulOdelo abstracto ele una COIllplltadOl~l digital. Cada autómata tiene Sll~ lHOVI<-l_S 

Ci:U aeterÍstlcas. 

En gCIH~raJ. tienen tUl mecan'lS'fl¿O de lectv,'!'a para la eut.lada. tal que la entlnda e.:-; mm cadena .:-;o1nc 
algún (J.~fabeto escrito en un (uchivo de entrarla que el Fl.utómata puede leer pero 110 modifiGu·. El (\u;11ivo 
ue entrada a su vez está dividido en celdas. en cR.da UIla de las cuales se pone uu sImb%. El meC:;UllS!110 

de entlada también pueue deetectcu el fin de lR. cadem" de cntladC.l. El autómata puede teuel Hll rlz,"jJo,,,,/[W() 

de alm(1.cenanúento ternporal. que consiste en un nlrnlCro ilimitado de celdas. El autómata tiene una u7Iidrul 
de cont'tol. la cual puede tener uno de cualquier núrnelo finito de estados intelIlos :; se pueue pa,f,aJ. ele un 
estR.do a otro de founa definida. 



6 CAPITULO 1. MARCO TEÓmCO 

La figUl'a 1.5 ilustra las partes de un autómata y la forma en que éstas están relacionadas. 

Archivo de Entrada 

I 1'\ 
~ Almacenamiento 

Unidad 
de 

Control 

~ 
Salida 

Figura 1.5: Partes de un autómata. 

Un autónlata opera en tiempos discretos. En cualquier tiempo, la unidad de control está en un estado 
interno y el mecanismo de entrada está leyendo un símbolo particular del archivo de entrada, el estado interno 
de la unidad de control en el siguiente paso estará determinado por la función de transición. Esta función 
de transición proporciona el siguiente estado en términos del estado actual y el símbolo de entrada actual. 

Este IllOdelo general, cubre todos los modelos de autómatas, aunque se hace una distinción importante 
entre los autómatas finitos determinísticos y los no detenninísticos. donde los primeros se caracterizan por 
tener bien definida la conducta de sus transiciones. nuentras que los scgundos~ tienen un conjunto de posibles 
opciones de conducta. 

Un autómata que su salida está restringida a responder únicamente si o no~ es llamado aceptador. esto 
es, dada una cadena de entrada. el aceptador decide si se acepta o se rechaza. Como se muestra en la figura 
1.6. 

cadena ,..1 ~utómata 1/ se acepta 

L... ________ ---'~'e recha.a. 

Figura 1.6: Aceptador. 

• 



1.3. GRA!'vIÁ TICAS 7 

1.3 Gramáticas 

Para podc~l' cstndicu los leugmtjes rnatemc-íJic:amente. se })1H-;Uell utilií-:al 1<-l..'> grAlllaticas pena descrihirlo::., de 
llldllel a f0ll1lal. 

Una (j7 (unátú;a es mm colecclón de sÍnll)()lü::3 no teunillales y t.Cl1111I1ales. junto (;011 nll símbolo de inicio 
y Hn conjuuto finito de regla~ ele lcesClitura. Para difucIlcün la colección ele sÍlllholof,. los no rCllllillale~ 'l(-: 

CllCH-:llall eutlc corchetes de la, slguiente fOllna: 

<no te nün<-u>. 

uno de estos no telminales se c:ol1sidera C01110 s[muo!o de Í'rrlcw. Los términos que no aprarecell cnt.lc cou;hete.:'l 
so1110s teT'lTlznales. CadC\ una de las producciones de la gramática se denominan regla de TeeSC'f"ltu,'lny COIlsisten 
de UIla pm t.e izquierda y UIla del echa conectadas IJor una flecha. En genel al, los lados dCl echo e izquiCl do de 
las regla:-; de rce~crituré1" ele una gramáticc\' pueden sel clmlquiel combinación de terminales con no terminales. 

l~ na (j'l !./,'mát¡(;(I. es mm cm1,(h llpla 

donde 

V 
T 
SEV 
r 

G = (V.T S.Pl 

es uu conjunto finit.o de objetos llamados '(Janablf..s, 
un conjunto finito de objetos llallmdos símbolos ter '{J/,'I,nalr;:,. 

es un ,:o;Ílllbolo inicial llamado vall<lblc de mu'w, 

es un coujunto finito de pror1'(j,cCZO'llC,~. 

De t.al forIlla que V # 0. T # (1 V n T = 0. 

POI ejelllplo. una grallláLica pma llllcstro leuguajE'! que ülclique 01 un t:IlUllcia,do e"t,l., bien formado () HO. 

puede ser fOl'Iuada con las siguiellt.cH reglas de reescritura. 

<enunciado> --1 <~l~jeto> <predicado> <plmto> 
<::mjeto>--1 <sust.ant.ivo> 

<sustantIVO> --1 IVlar eo 
<sllstanti vo > --1 Patricic\ 

<1-)1 edicado>--1 <vel bo><obJeto> 
<vel bO>--1quicIC 

<ohjeto> --1 <l<s11stantivo> 
<pUllt.O>--1. 

El proceso de derivación de mla cadena. (o cuanclo la glamática puede genelar a la cadena) empie'l,H con 
el símbolo de iuieio y produce la cadena sU6tituyendo SUCeS1Val1lentc los lkltloIle~ que ,:o;c eIlClwlltuUl en el 
lado izquierdo de L'ti:i leglas de reescritura de; la gl<:Ullática e011 las expresiones de la derecha hasta que sólo 
queden terminales. 
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Sea el siguiente ejemplo: 

<enunciado> 

JJ. 
<sujeto><predicado><punto> 

JJ. 
Patricia<predicado><punto> 

JJ. 
Patricia<verbo><objeto><punto> 

JJ. 
Patricia quiere a <sustantivo><punto> 

JJ. 
Patricia quiere a Marco<punto> 

JJ. 
Patricia quiere a Marco. 

Si los símbolos terminales de una gramática G, son símbolos de un alfabeto ~, entonces se dice que: 

G es una gramática del alfabeto~. que específica a un lenguaje de ~ que consiste en las cadenas generadas 
pOT G. 

A este lenguaje se le representa con: 

L(G) 

Esta es una idea general del concepto, cOlllenzando desde el nivel más alto <enunciado> (símbolo de 
inicio) y reduciendo sucesivamente, se van construyendo los bloques del lenguaje. 

Las reglas de producción son la parte más importante de las gramáticas porque describen la fornm en que 
ésta transforma una cadena en otra y definen a su lenguaje asociado. Si se escriben las reglas de producción 
de la forma: 

x~y 

las producciones se pueden aplicar de la siguiente forma: 

w = 'uX'U 

aplicando la producción x --7 y a la cadena. se obtiene la cadena: 

z = uyv 

y esto se denota conl0: 

w,"*z 

esto es) 'W deriva a z o z es derivada de w. Si 
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denota que 'W1 deliva (t 'UJ'fI Y puede eSCliblrse como: 

donde x mdlca un nÚlllt-;I () no especificado de pasos (mcluycnclo U-;l o). es decir en cc,'o o lWtB pa~o~ 

Si ~e tiene la cadena wA y existen varias producciones de A en G, entonces la cadeuR plleclc ser leescrita 
de vcui~\s fOlIllas y el pI'oceso de H~esClituli:1, (~S tW dctcllTlm{itú;o. St; puede usar Ulla lHoclucción :-,i (sta es 
aplicable y puede usarse LoJos las veces que sea necesaria. Al aplicar las 1 eglas de produccióll eH un Orch-!ll 
distinto se cleriv<lll muchas cadenas y el conjunto de todas estas cadenas posibles, es el lengu,(/,]c qene'l (ulo pOi 
la gramática. 

1.4 Sistemas de Lindenmayer 

Los sistemas de LinclellIllayer h('\,11 SIdo considerados como una teOIÍa lllRtenu-\tica de las phl..lltas. que del 
1m énfasis a las relaciones que hay entle las células (o Inódulos) de los organismos, Además, prOlIlueve el 
estudio de 1(\ belle7,H de las plantas que ha atraído la atenclón de los InateIll{tticos durante siglos. La figma 
1. 7 Ul1Wstl a ejemplos ele esta bellezct. 

p ti: ':\~, ' .,JI 

~¡l ~ ~ '\~M' , . , 
't· '~, 

V r ~ 
, , 

~ 
~. ~ 

" "'f'} 
, 

"'.' . '? , .,. , , 
.tl! 

Figura 1. 7: Sistemas de LindcIlIllayeI. 

EIIJlOpósito original üe los sistemas de Lilldelllllaycr fue la IllOclelR.ci6n del desctlTollo ele OlgallisIllos Sllli
pIes. Las constI ucciones matemáticas aplicadas a estos organismos fueron formuladas originaIruclltc como 
allcglos celulares de autórnatas finitos. siendo motivados pOI los modelos de Redes Nerviosas dl-; rvkCulloc 
y PiUs y los autónMt.a:-; de ctutolTqHoc1ucClón de von NeUlllallll. 

Si se aSUIl1e un Ol'ganislllO vivo cunlü un ctutómata finito este puede estar en uno ele uu míllH-;lO fiuiro de 
estados. el tielnpo en cada uno de los cambios ele estado avall~a en pasos discretos. En cada paso ele tierupo 
el úgüiente estado de cada célula conesponde al escado. determinado por la funrióIl de transición. 

lJna céllllc\ en cualquier estado puede cambiar a: 

S UIla soL,\ nueva célula. 

o sel elirllinada (ü nlOl il ). 
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• dividirse en lUla cadena de células, 

• o puede permanecer sin cambio. 

AdeUlás este nuevo estado puede depender ya sea del estado actual o pueden influir los estados de las 
células vecinas. 

Por otro lado. el nuevo estado puede ser un sólo nuevo estado (dete17nznismo) o Inás de un nuevo estado. 
('lndete1"7ninismo). Los sistemas puenden tener como característica en la función de transición que ninguna 
célula muera y esto hará que el sistema sea propagado. 

Un Sistema de Lindenmayer puede ser visto como una construcción matemática que consiste de un con
junto de reglas de producción con o sin interacción entre sus células que se aplican en paralelo. un alfabeto 
de sÍnlbolos y un axioma o estado inicial. 

Por ejeruplo, sea el sistelua de LilldellIuayer defi1.Lido VOl . 

1. Conj-unto de Reglas de Producción: 

ea-+a 

• b -+ ab 

2. Alfabeto: 

• {a, b} 

3. Axioma: 

• ab 

Entonces aplicando las reglas de producción en paralelo. a pru tir del axioma ab. se obtienen la secuencia 
de palabras: 

< ab > 
JJ 

< a2b> 
JJ 

< a3b> 
JJ 

y puede decirse que este sistema de Lindenmayer produce las palabras: 

SL={a"bln2: 1} 
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La glétficación de estos modelos matemáticos da migen a las plantas 'IJutuale,s\ éstas son simulaciones 
del crecirlliento y desalI 0110 csh uctnral de las pl;:mt,a.'i reales. Las slIllulaciones utilizall reglas de dCSn"l'I'OllO 

cxplesCtdas en sist.emas de LindenmR,yel. Cuando las reglas son aplic:adas reC1llSiVHIllcntc () replesentan 
sist.elllas en ti es dimensiones, la simulación aumenta notablemente su cOlllplejIdad. como lo l1111es1,1 a la fignra 
1.8. 

1: ..•• "J~\ 
'~.". 

Figurd 1.8. Reescritura de sistemas de LllldeIlIllaycl eH 3D. 

La 'Inda artzficwl es llSllahllC'ute comprendida como el estudio de cOIlstrucciones hechas por el hombre 
que exhiben eH dlgún sentido () en algúll aspecto la vida de Olagni:SIllos VlVOS existentes. Extiende Id biología 
t.radicional que se 1 efiele a las ci:'tdeni:'ts de cal bón de vida evolucio11d.da;-, e11 la Ticll a. Tuüa de ;-,iutctiNU la 
vida como conducta dentro de las cornputadorRs y otros componentes. 

GIl<'t pla.nta virtvul ~e genera de un modelo qne contiene legléts panl la fOITllación ue llueva~ parte~ ue 
la planta, cambios en el tamaño y en el contorno. la~ regli:'ts de reescriturét pueden expl esar más allá que 
el desanollo c~trllet.llral o la forma de crecimiento como son. procesoo de Illmchitación. tlopi~IllO~. clc
geneuu:ión fÍ:::;ica. etc. PUCdCll tiCI rc~tliIlgidatl a loti call1bios obs(~rvados eH un luedio i\mbient,e cOHstallte II 
otlas c()lldICiolle~. La figure"\' 1.9 llmestla ¡-ugunos cJelllplo~ de estao silllulaciolle:::.. 

Figuri:'t 1.9: PlantR,s vil twÜe3 con sistemas de Lmdemnayel 

El uso u(~ sirnnlaeión pé'tra phmtas virtuales. puede hac;;rse p¡-tra 5in1111ar planta~ c:olllplei a~ o partes ele 
uu sisterlla. Pueden sel representaciones de plantas le<1,,1es. cuyas leglas de producciém se obtienen mediante 
lct ob~el vacióll y la medición o bien pueden sel hipotéticas. 

Las plantas virtuales uo son simples Imágenes geueradas por cOlllpntaclOl <t. ~lllO que cada iruagvll 1 Clll C

seuta UlI modelo de UlI pLmta eH Ull illstaute pal t.icular. 

Este desarrollo ocune en paralelo en cualqmera de estos OIganismos. POI lo tanto el po:rald1s'ffIo fue mlH 

característica primordial de los sistemas de Lindenmayer. 
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Esto significa desde el punto de vista de reescritura, que todo debe ser reescrito en un sólo paso del 
proceso de reescritm'a, en contraste con la reescritura secuencial de las gramáticas estructuradas: sólo una 
parte específica de la palabra es reescrita en cada paso. 

El paralelislllo no puede ser siempre simulado por la reescritura secuencial. 

COlllO ejemplo. supóngase un sistema cuya única regla es: 

y tiene el axioma: 

Lo que se obtiene si la reescritura es sec'Uencia~ es que se puede reemplazar a en un paso por 0.2 . obteniendo 
eventualmete todas las palabras 

ai
• tal que i 2': 3. 

Si la reescritura es en pa1'alelo. la palabra 0.6 resulta en un solo paso. No es posible obtener 0,4 o a5 de 
0.

3
. Entonces sólo se tienen las palabras: 

3·2' a . 

De tal forma que se obtiene el lenguaje: 

{a32' 1 i 2: O} 

La 1'egla falsa a --+ a se comporta muy diferente entre reescritura secuencial y paralela. 

En la reescritura secuencial. ést.a no tema influencia y podia ser omitida. Sin enlbargo en la 1 eescritura en 
paralelo la regla a. -7 a hace posible la simulación de reescritura secuencial: la regla real a -7 a2 es aplicada 
a Ulla ocurrencia de a y la regla falsa a -7 a se aplica para que pernlanezcan las oClliTencias. 

Consecuentemente todas las palabras a\ i ~ 3, son obtenidas por ]a reescritura en paralelo a partir ue 
a3 , si ambas reglas a -+ a2 y a -+ a están disponibles. 

Un punto importante es la predicción del futuro de los sistemas de Lindenmayer. Los sistemas de 
Lindemnayer fueron introducidos principalmente para modelar el desarrollo de orgmusrllos multicelulares. 
esto es de alguna forma el desarrollo de vida real. Sin enlbargo hay numerosas aplicaciones en gráficas 
de computadoras. donde estos sistenlas han sido utilizados para describir forma. .. de vida imaginaria. como 
jardines de vida. 



Capítulo 2 

Teoría de Lenguajes Formales 

La Teoría de Lenguajes FOlmales eH parte. entre otlas, de las Ciencias de Computación Teórica y LingüísticRs 
COlll] nlLctciom-th-~s. 

La plllllCl'H" estudia los eouceptos fundamentales y wétodos de h\..'-" clenci~l.S de la couqnlt.ación COli ll.(;lln~ 

Ilüentas teólic(tic>, así los IllOuelüs teóricos estudian y clarifican conceptos de las ciencias de la cOIuputación. 
El C;-,t.UdlO de c:c>t.os modelos y el desarrollo de hell~lIlüelltas teóricas, t.orlladas de las 111¿.-üelll1;'ihca:c; y Ltlógica. 
se usan fllIlClaJlH~IltalIllcIlte para dal uIla cstructma de unificación a la práctica. La figura 2.1 muet,tra 10,:-,\ 
campos de intelés de la Computación Teórica. estos campos están estrec:lu-ullente relacionados. 

Teoría ele Temía de 
Lengudjcs Fonnal(~s Complejida(l 

Teoría de Teoría de 
Autómatas SemR,nticas 

Temía cl~~ Aproximaciones 
Comvutabilicttd lvlatemáticas 

Figura 2, 1: Call1p()~ ue la computación teóriea. 

di Teoría de Lenguajes Formales. 
Smgicl()ll despnés ele la inLroclnecÍón del (;Ollcept,o ele gHullCíJ,ica~ cula Ci811C1<1 de Lt COl1lputacióll. ILt 
sido exitosa en la claslficacióll de clases de lenguajes y gI<wnática:s. )'¡-1 sea por propiedades de lRs legla::, 
g,H1111at.1lules. por plopiedades de parseo o pOI plopied¡-1cles de complejidad. 

\9 Teoría de Autómatas. 
COIllenzó (t,Iltcs que la t.eorÍa de lenguajes fOl'lnales. Realiza J.ifel'elltes velsioIle~ y IllOdelos ele Illáqmm-ts. 
llláquinas de Turing y autónlatas para siuTular IR, actividad del celebro. La ent.rada y salida del Rutólllata 
pueden con~idera1'se C01no cadenas de símbolos (o enunciados) de un lenguaje. 

• Teoría de Computabilidad. 
Sugió COIllO un campo de la lógica. Sus p1'irne1'os cOInponentcs fueron la teoría de funcione:::> recursivas 
y Lt llláquina de Turing COlllO modelo de lUl dlgoritlllo. E::.;J,uclia lar::; limitacioIles (teóricas) de la c:il~ncia 

13 
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de la computación. Muestra lo que se puede realizar y no) estableciendo propiedades fundamentales 
de recursividad y de conjuntos recursivamente enumerables. 

• Teoría de Complejidad. 
Es el estudio teórico de los conceptos que pueden ser usados para medir qué tan efectivo es 1Ul algoritmo 
y trata de encontrar técnicas eficientes para resolver problemas. Estas medidas se dan en términos 
del gasto de los recursos de la computadora (tiempo y memoria) en Dlodelos de Dláquinas específicas 
(máquillas de Turing o máquinas de acceso aleatorio). Así como la teoría de computabilidad trata de 
decidir si un problema es soluble o no. la teoría de complejidad. responde a la pregunta si hay una 
solución que sea realizable prácticamente. 

• Teoría de Semánticas. 
Se refiere al desarrollo de sistemas formales para describir el siguificado de los constructores de lenguajes 
de prograrl1ación. Los métodos principales de descripción de semánticas son la aproximación opera
cional y la aproximación matemática. Esta teoría está basada en el cálculo lambda de A. Church y en 
los modelos de su cálculo proporcionado por Scott. 

• Aproximaciones Matemáticas. 
Estas se han dado principalmente a la construcción de Compiladores. de Base de Datos, Procesos 
Paralelos. Inteligencia Artificial, etc. 

La tabla 2.1 nluestra las áreas de aplicación y cada uno de sus precursores, en el campo de la teoría de 
lenguajes fornlales. 

Área 
Lógica, Teoría de 
Funciones Recursivas 

Neurofisiologia 

Lingüística 

Construcción de 
Compiladores 

Desarrollo Biológico 

Precursores 
Post 
Church. Turing 

McCulloch. Pit!.s 

Chomsky 

Backus, Naur, 
Floyd 

Lindenmayer 

Tabla 2.1: ÁJ."eas de aplicación de la teoría de lenguajes formales. 

AlglUlOS de estos orígenes se caracterizan como la aplicación de lógica en intentos para fonnalizar la 
nlanipulación de símbolos en ciertas áreas. 

Los conceptos de la teoría de lenguajes formales se aplicaron a la biología, cuando Aristid Lindenmayer 
estudió nlodelos lllatenláticos para el desarrollo de plantas. Basado en la teoría de autómatas describió 
el desarrollo de orgamsnl0s muIticeluIar"es con una colección de autómatas finitos interactuando. lo que 
posterionnente se dio conlO una estruct1ll"a, gramatical para representar los sistemas de Lindemnayer. Los 
sÍnlbolos de una cadena son reescritos simuItánearnente y existen reestricciones en la aplicación de las reglas. 
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2.1 Lenguajes Regulares 

Las lllAquillas t,('úncas conocida;:.; COlllO antól1latas finitos aUIlCJue tiellell UIl podel lmlitaclo. SOll calHCCS ele 
leCOllOCel' nUllielOSOS pl:\trones de sÍlnholos que sOlllos (1ue l)elt.encneell a la dc"\se de !C'fI(jUiI,jc<J lerp¡lr.uc5,. 

Como lo Illuestla let slgmeute tabla 2.2 los autómatas finitos se ew:uentnm eH el nivel BÜS hajo de la 
jelarquía de las pl'iUClpnJes IuáquinHs y lengwtjes que estuche), IR teOllct ele lenguajes formales. 

Maquinas 

"Máquiua 
de Tming 

Autómatas 
de Pila 

Autómatas 
Finit.os 

Lenguajes 

Lenguajes 
Estulctmados 
pOI Frases 

LeUgllajes 
Independient.es 
elel Contexto 

Lenguajes 
Regulan-;,s 

Tabla 2.2: Jerarquía ele rn¡-'Íquillas y lcnguaje:c>. 

Esta base cshtblece la irnport,Rllcia de tales máquinas y lenguajes ue1:ide ulla perspectiva teórica. pelO ~u 
irllport.¡-1.ncia no se limita a la teorí~l,. Los conceptos que pll'~~eIltan los autómata1:i finitos y lo::, leuguajes le~n
b,res S011 de int,erés fundaIllcIlt¡-tllxU'<'l. 1<1. IllayorÍct de las apliC,l,CÍOIWS que requieren técnicas d(~ lCCOIlocinüento 
de patrones. 

Ull1-t de (-~st.as aplicaciones es la constrncci611 de COlllpiladOles. Por ejemplo 1lIl cOlllpiladO! dcbe de scr 
capaz; de 1'eC0110Cel cnáles sonl<-1.s CétdellaS del In Ogl <"tlllFl. fuente que dchcll cOllSldera11:ic C01110 repll~se11taci()nes 

ele objetos individuales. es decÍl. HOlllbres ck yalúl,ble,:-;. COll;:itaut.es IlllIuélic(l1:i y va1¡tbras lC;-,C1 vadct;-,. Esta 
tarea de 1 ccoIlocimieuto de patIones es lllC1,nejclda pOI el analiz;adOl léxico del cOInpila.dOl. 
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2.1.1 Máquina Abstracta 

Un concepto básico para dar inicio al estudio de jos autómatas finitos es el de máquina abstracta como 10 
muestra la figura 2.2. 

1. Ginb de Bnir~do. 

I I I I I I I ,emi·iminilo 

fr feoklo 

D .2. C.o.bc!Zio, de Lecluro. 

3. Unido.d de Gonhol 

Figura 2.2: Representación de una llláquinét abstracta. 

Dado un lenguaje se construye lUla máquúw abstracta. particular que verifica si una cadena pertenece a 
ese lenguaje o no. 

La figura 2.3 muestra como al tOlllar cualquier cadena del lenguaje universal la máquina abstracta verifica 
si ésta pertenece al lenguaje. 

Lenguaje Universal Máquina Abstracta =} Lenguaje Partjcular 

Figura 2.3: Verificación de cadenas en llila máquina abstracta. 

Para construir esta llláquina abstracta. se necesitan tres elenlentos fundamentales: 

L Cinta de entrada. 

2. Ca.beza. de lectv-m: 

• con las operaciones: 

Lectura. 

Escritura. 

3. Unidad de Control: 

• con las operaciones: 

Controlar la lectura. 

Controlar el movimiento de la cabeza de lectura. 
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Entonces la m<Í{pina abstraeta puede ser vista como la figura 2.4: 

í (2) 
Ji (3) 

Figura 2.4: Oh a 1 eprcsentRción para nna máquina rtbstl acta. 
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doude (1), (2) Y (3) repl(~sentcm la ciuta ele elltrada. la caoe;r,d de lectma y la unjclad de c011tro1. let>IJCC
t.ivamente. AJeIllÁs se puede definir la opeH'tción de la Inc-iquilla en las ~iguicIltes etapa:s: 

l. Etapa de Inú;zo. 

(a,) La cadena a que se va a i:ulaliz~u' se coloca sÍInbolo a sÍnlbolo en la ciuta de entrada corno se 
mue:stra en la figura 2.3. 

I 01 I (/2 I 03 I .. I 0,,_1 I o" i 6 I 

Figma 2.5: Colocaeión de la cadena cilla ciuta de enLl<-ula. 

(b) L(1, cabe;r,a de lectura se colocft sobre la celda del extI erno izquierdo (;01110 se muestra eH la figura 
2.6. 

UI 02 I (/3 I ... I 0,,_1 I (In I 6 I ... I 

t 

Figura 2 6: Colocación de la cabeza de lcct.nra. 

(e) La unídctd ele control se <'\justa en el est.ado inicial. Este estado se denoIllina el estétdo actual de 
lét lllcíqnilla. 

01 I 0' I 03 ! .. I 0n_1 I 0." I 6 I 

2. Etapa de EJcclicu;n. (Ciclo Básic:o de Opelación) 

(a) Se lee el ~ÍIlllJ()lo que est.á abajo de la caber,a de lectura. este símbolo se clellOmiI1Gt ",{¡nuolo actual. 
Si 110 hay sÍrnbolo o el símbolo leído cOlrespolldc ,tI c;:;pacio en blclllCO. let lwíquimt ::-;c dcj.icllC. 

(b) Se calcula el llHCVO estado de la máquina a partir' del símbolo y estados cl.C:tuales usando la tabla 
de Ll<-UlSici(mef'. Si el lluevo estado no est,í definido. lo, máqunm :se dct.icne. 

( c:) La cahe:;;¡-), de lectura :se mueve nIla c:elcl(t a la derecha. 

(d) El nnevo estado se convierte en el estado actual. 
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3. Examen de configU'l'ación final. 

(a) Si el estado que queda en la unidad de control es un estado final. la cadena se acepta de lo 
contrario, se rechaza. 

El ciclo básico de operación se repite. (Se linIpia la cinta y se obtiene una nueva cadena.) 
La tecnología de las cintas, las cabezas de lectura y las unidades de control con las que se describen los 
autónlatas finitos no es un factor crítico en esta definición, ya que esta inlplantación es un Illodelo inforInal 
que ayuda a recordar las propiedades de los autóuuttas finitos. Pueden construirse máquinas con las mislnas 
propiedades de computación utilizando diversas tecnologías y cada una de estas máquinas debe reconocerse 
conlO un autómata finito. En otras palabras, la tecnología con la que se iInplementen estos autórnatas finitos 
no auulentará su poder de reconocimiento. 

Para seguir con el análisis de estas máquinas se debe dar una definición formal y precisa de un autólnata 
finito que identifique las características pertinentes de esta;s máquinas. 

2.1.2 Modelo Matemático 

Un Autómata Finito Detemmístico (AFD)M se especifica por una quíntupla M = (Q. B, 6, qo. F) donde: 

o Q es un alfabeto de estados. 

o r; es un alfabeto de símbolos de entrada. 

o qo E Q es el estado iniciaL 

o F e Q es el conjunto de estados finales. 

o 6: Q X B --+ Q es la función (completa) de tmnsición. 

Se asunle adenlás que: 

Esto es debido a que los símbolos que identifican estados son diferentes de los símbolos del alfabeto. 

La notación: 
6:QxB--+Q 

denota al conjunto de pares ordenados. (donde el primer elemento es un estado y el segundo es un símbolo 
del alfabeto). que mapean a un estado cualquiera del conjunto de estados Q por ejemplo. 

sean a. b símbolos de un alfabeto B. esto es B = {(1,. /;1 
y sea qo un estado. de tal forma que qo E Q 
entonces por la notación anterior. 6 : Q x B --+ Q puede ejemplificar·se con 6 : (qO, 0.) = qo· 

Esta caracterización nlatenlática inlplíca que en la cinta de entrada sólo se podrán almacenar cadenas 
con símbolos de :E. 

• El a.lfa.beto :E especifica a los símbolos que se pueden 'alnlacenar en la cinta de entrada. Además. :E es 
el alfabeto sobre el cual se construye el lenguaje que se quiere reconocer. 
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e El confunto Q especifica a los estados que car<tdcrizan a la unidad de contlo1. 

e El único estarlo m'icial es qo E Q. un autómat.a puede tener sólo Ull csb1"do inicial. 

lb El subconjunto F e Q C(l.J.cu:te116{t ¡-t 106 estarlo., finales. 
E~Lo siguifica que el autómata puede t.eucr Hno o lll¡.'ts estados finales. Un ~mtólllata finito que 110 beBe 

est,<'tdos fiuales no leconoce ningún lenguaje. 

a La fllllClón de tr uinsiczón 6 especifica a las instrucciones de operación dI:") la Iuáquina. La fUllCióu á 
rep1 csenta a la btbla de transición. 

fLlsta aquÍ. sólo se hall especificado 1m; clellleIl~,os del autómata (uo la opelación). porque el modelo 
llüttermttico es lUla idealización que pelmite deseribir las plopledades del objeto. 

Como 6 es U11a función completa. el AFD ]\11 ~c chee que es un au,tómata completo. 

A la definiCIón se le hacen va.rialltcs y é~to inlplica tener v<-uias falllilia~ de Autómatas FiIlito~ 

Sead AFD lvI = (Q.B.Ó,(jo,F). Se dice que UIl<1 ea(h")ua QB* e~lllm con.fig'/Dac/'ónde 1\1. 
E.sta cadeua 1 e¡..>resenta al estado actual de lvr y lo qne resta de leel de la c:adeIla de entrada, COIllO lo muestra 
la figllla 2.7: 

donde 

I 111 I 02 I 

t 
q 

I 0" I 

FigmR 2 7: Configuración uc la máquina 1v1. 

q E Q 

De: tal forma que la configul'Rción se lee corno· 

La conngnl'acióu de la máquina m(hca qnc resta pOI leer como se nmc.stra eH la figura 2.8. 

I 11, I ... i (/n I 

Flgura 2.8: Símhoks que rc.st.an pOl' lee!. 

estA por illic:iúr a leer 0,'1' el estado actlu-tl ei-i q. o bien ht Ullidacl de control cst,l en el estado q. 

De l<~ definición de configuración se desprende que (jo':¡;. donde x E :L'" es la cadena que se va amtlizaL 
conesponde a la configw·(l.ción imezal de J.V1. Si 
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la configuración inicial es: 

donde el prefijo qOQ.l representa al estado y al símbolo actuales de M. 

Ahora. QOa.lO,2 ... 0.11. puede representarse en la máquina COlllO en la figura 2.9: 

t 
qo 

Figura '2.9: Configuración inicial. 

De manera general, para una configuracién py, donde: 

• p es el estado actual, 

• y = b, b2 •.. bm es la cadena que resta por leer, 

• pb, b2 ••• b~ es la configuración actual. 

el prefijo pb1 representa al estado y sÍnlbolos actuales como se llluestra en la figura 2.10: 

t 
p 

Figura 2.10: Representación del estado y símbolo actual. 

No existe memoria hacia atrás, ésta es sólo local. no inlporta lo que se ha leído sino lo que se va a leer. 

Sea el AFD M = (Q,"E, 0, qO, F) Y sean las configuraciones px y qy. Entonces se puede defuúr al símbolo 
f- corrlO Ulla relación binaria sobre QL:* de la forma: 

px 1- qy si x = ay, para algún a E "E, Y 8(p, a) = q: 

esto representa un ciclo básico de opeTación de M. 
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Además puede ~el' 1 epI e~eIltado gl áficamente como se IlmestI a en la figura 2.11. Supóngase la configu
ración en el estado p. leyendo el símbolo a. tal rllw :¡; = ay. 

r- ;y; -1 

I 
a y 

t 
p 

Figma 2.11: RepH~scIltacióIl de p leyendo <:t (/, tal que :1: = ay 

o bien COl110 se llluestra en la figura 2.12: 

J. 

a I )JI I ))2 I 

t 
p 

/in I 

Figtna 2.12: Replesentación ele p leyeudo a a b-u que :1: = /JI ... fJrr . 

Los do:; extl CUlOS (h~ 1(1.. c:iut.a esLAn ablf'.l tos. porque del lado i~qniel(lo. pnede Bel HIla cadena o mm 
,':mbcadeua y pOI el lado del echo se supone lma cinta semi-infimta. 

EsL:t representación ll1Uc:-;ha COIllO al tOlWtl cualquier cadena del lcIlgU<-1j(-~ ulliveIsalla ImíquiIl1t ~lbstlact.a 

velificd ::-;i 0sta pertenece al lenguaje. 

Si ()(JI. n,) = q esto es. del estado p COIl el símbolo a pasa al estado q. Entonces aplicando t;~ta. fUllCil~il de 
tn-l..llsición y lecord().ndo que;r: = (fU- OCUlTe nn ciclo hAsico de opeHu:ióll como se luucstIa eH 1<-1 figma 2 13: 

f- U -i 

I 
,\ I Yl I .lJ2 'Yn I 

t 
(j 

Figma 2.13. Ciclo básico de op81acióll. 

VIl uc1a bászco de O]w/'(fc'lón ocurre CHanclo la cabeza se nmeve un lug¡-).l' hacia adelante y pasa ¡-t (j pero como 
;1: = ay. la configUlación yR. no contiene a (L y por lo t.anto ya es :IJ 

Si OCUlTe pI: f- {jY enl'V[ se dice que la config1.1ntción p:r: p'rod'll.ce la config'/!:ración {J:Ij. 

PCU(--l. k .2': 1 se escribe p:c f-.t qy si k; = 1 Y p:r 1-- qy o si k > 1 Y existe UIlR. confignración n; tal que vr: f- TZ 
y r.".: f-i..-l qy: eH este caso se elIce quc; OCllrlleron k ciclos de opelación. 
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Lo anterior puede ser visto de la siguiente forma: 

• k = 1 =? un ciclo básico como lo muestra la figura 2.14: 

1- x 
1- Y 

I a I Y1 Y2 

t 
p 

pa.y 1-' qy "" pay 1- qy 

t 
q 

y 

-1 
-1 

Un 

-1 

Yn 

Figura 2.14: Representación de k ciclos básicos cuando k = 1. 

• k > 1 =? h· ciclos básicos. 

px I-k qy == px 1- rz, 'rz I-k-1 qy 

Si ;¡; = az y la unidad de control se encuentra leyendo el sínlbolo a en el estado p conlO lo muestra la 
figura 2.15: 

1- x -1 
r z -1 

I a I Zl Z2 I Zn 

t 
p 

Figura 2.15: Represent,ación de k ciclos básicos cuando k > 1. 

Aplicando la función de transición 6(p.0.) = r la unidad de control se mueve Wta celda a la de1ed", 
cayendo en el estado T y comenzando a leer la cadena 2. en est.e caso especial al sínlbolo Z1 como lo 
muestra la figura 2.16: 

1- z -1 

I a I Zl Z2 

t 
T 

Figura 2.16: Representación de aplicar la tntnsición S(p. v,) = 1'. 
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Después de f.;; - 2 <tphcaciones de la función de t.ransición. se alcanza lo. coufignraclón TZ/"_2_ C01110 lo 
lllllest.l'H In figUla 2.17: 

... I a I Zl I ;;2 

t 
T 

Fig1lla 2.17: Representación de aplicar la transición k - 2 vece:::;. 

Finalmente aplicando lü funcIón de transición 6(T. Zlc-2) = q se obtiene la configuración qy tal que 
,1) = Zk-lZk ... Zí,,+l ... Zl/,' C01110 se luuC';st.ra ellla figura 2.18: 

, 
z -1 

I a I Zl I Z2 I Zn I 
-1 

t 

FlgurCt 2.18: Representaci6n ue la cOIl1lgurac:ión qy. 

Sea el AFD M = (Q."2;. o. q[). F) Y sean p.T y q)/ dos configmaciones de M. 

s Se escnhe p:r: f--* qy si In; ¡"'-Á. CJ'lj. ya sea VD = qy. o In; 1--+ qy. 

+ implica un uúmelo finito de paHOS no nulo 
>r: implica cel () o más pasos. 

Sea el AFD 1\1 = (Q. ~. á. (JO. P). se dice que mu. cadena 'C E E* es aceptadrL o reconoc'ida por 1\1 si ocnn e 
qne 8:[: f--" f. pma algún f E P. Sed 1<\ ca.ueuct,r; tal que :r: = .¡;1:1;2··· .1: n . Í">e sigHcnlo~ ::-;iguiel1te~ pa:sos . 

• Etapa de In'l,c'tQ. coloc;'\,1" bien la cadena en la cinta. se coloca la cab(·;;;(\ de la unidad de control eH la 
primera celda COIllO en la figura 2.19. Si por error cri,:o;te un blRflco en medio de la cadena se reconoce 
::sólo Ulla subcaclena. 

:E1 I 1:2 I ... I 1:" I 

t 
s 

Figura 2.19· Etapa de inicio. 
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• Etapa de reconocimiento: en un número finito de ciclos bástcos de operación (tal vez cero) ~* como se 
muestra en la figura 2.20: 

t 
f 

Figura 2.20: Etapa de reconocimiento. 

La máquina es abstracta, no está implantada en un dispositivo físico, por lo tanto se da el supuesto que la 
cinta está vacía y es seminfinita. 

Si la función de transición de un AFD es total. el AFD es completo de otra forma es incompleto. 

En general puede decirse que una configuración de M es una cadena de Q¿:* que cumple lo siguiente: 

• px 1- qy si x = ay tal que a E ¿: Y 6(p. a) = q. 

• px 1-" qy (k 2 1) 

- si k = 1 Y px 1- qy. 

- si k > 1 px 1- rz, rz 1-"-1 qy. 

• p:" 1-+ qy si p:¡; 1-" q:</ para algún k 2 1. 

• px 1-* qy si px = qy o px 1-+ qy. 

El lenguaje reconocido por M es el conjunto de palabras reconocidas por el autómata y puede represen
tarse con: 

L(M) = {w E ¿:* I (/01" 1-* f. fE F) 

La familia de los lenguajes reconocidos por los AFD se representa por: 

Dos AFD M, Y M2 se dice que son equi'ualentes si y sólo si L, = L2 

N o se comparan por elementos sino por la operación esto es, reconocen al mismo lenguaje . 

.. 
2.2 Diagramas de Transición. 

Para vizualizar y representar un autómata finito puede usarse un diagrama de transición. en el cual los 
vértices representan los estados y las flechas o arcos representan las transiciones. Las etiquetas de los 
vértices representan los nombres de los estados, mientras que los nombres de las flechas, representan valores 
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actuales de los sÍInbolos de entrada. 

El diagu::tIlUl debl~ e6tar c.olllpletamente definido. dehe haber pOI lo ruellOs un meo para c~Hla :-,Ím],olo del 
alfaLcto. de lo contrario la Ináqllinct pnede lleg¡.-1.l' a ese estado y enÍlelltan;c a mm sitn<-tción donde uo pucda 
G1..plicarse niugllua transición. 

Un diagru,7fl(l, de trafls'lC'l:Ú'fI es 1Ul grafo dirigiJo C011 et.iquetas que permite lCCOl~ocer a las cadenas qne 
pel tenccen G\ HH lenguaje dado. 

Un diagrmua de bausición es detenrúmsfa si cumple con: 

e cada estado del diaglctlllf\, tiellc sólo un arco quc sale para cada símbolo dd alfabeto, 

~ est.:t completamente definido. 

E¡.;to es. HU proLlcm<-1 de autómatas fiuitos pned(-~ pa.sar a :-:WI HU pl'ohCmH de teoría ele gníficas. 

Pllede establecerse entonces la lelación entlc UIl qTufo y un müómata (indo corno lo llluestra la tdbla 2.3. 

Grafo I Autómata Finito 
Conjuuto Finito ele N odoti ! Estados 
Conj1l1üo Finito de Alist.as DillgiclHs I Tre\IlSlciollCS 

Conjunto de Etiquetas Símbolos de Entrada 

Tabla 2.3. Relación entre lUl Grafo y un Autónwta Finito. 

Se dice que se tiene un (;sUtdo de Teconocimiento C1/I:t080 SI se establece un camino qne conecta alnoclo 
iniCial con algún nodo tillal. 

POI lo tRuto lUl Inoblcnm de pC'ltcncntÚ.I,pllecl(' I'lel tIauSfOlTllaclo eu11110 de (;(/,'flI/tr/,O,'. 

Cada lCllgu<'tje puede sel represent.ado por <'tI menos Hll grdfo Puede halxa grafos que 110 tengan 11oclo~ 
tilleUel'l y pOI lo tant.o no hal)lc\ reconocimiento. p¡.-ua qw-; exitiLa H;COllocimiellto dcl)(~ll eXIstir nodos fillal(~s 
conectados con oh os uodo::; 

?\Irás fonnahnente. ::;i IV1 = (q, E. s. qo. F). es HU 1:.tlltólllata [uüt o detcrIlllIlístico. cutoIlee:c; ::;u dmgl mllet 

de t.um':úción asociado Gm tleIle exactamente I Q I vértices, cada lUlO estcí. ctiqnetado COIl un (b E Q ebferc11tc. 

rctl a cel.da 1 egl<l eh; tran~icióll: 

á = ('1,.0.) = (j¡. .. 

el grafo tiene UIlR flecha (q,;. qJ) etiquetada con a. El vértice asociado con qo es lLunado 'oh tice inzczal y 
los vó hces q) E F ;:,011 llmnadoti 'l'éttJ:ce8 finales. 

Una tabla de tln::rs'icumc'; es un arreglo (o rnatriz) bidimensional cuyos ele11w11tos proporcionan clle
Sllllll?U del diagl<Ulla ele transiciones cüne:3poudiente. Los 1011g1ones leplcscrltanlo:c; e::;tados. la:c; colullllln:c; los 
sírnbolos y la intersección entre ambos lepresenta el estado lesultante. 

, 
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Para el siguiente ejemplo. el grafo D está representado en la figura 2.21: 

La mat¡'iz de tmnsiciones a partitr del grafo D se representa por la tabla 2.4: 

estado a b 
qo q, q3 
q, q3 q2 
q2 q, q3 
q3 q3 q3 

Tabla 2.4: Tabla de transición para el grafo D. 

Es decir. la tabla de transición es una liga entre la máquina y el gTafO. donde la primera construye un 
sistenla dinámico cuyos caIubios son transiciones en el tiempo y el segundo. indica relaciones y establece 
cannnos como una secuencia de nodos y aristas. 
El proceso de reconocimiento de una cadena es el siguiente: 

1. Procesar la cadena x = aaaaa 

• Haciendo un análisis a través del cliagraIl1a de transición se obtiene: 

. {nOdOS: 
caTn~no . t an$ as: 

qo q, q3 q3 q3 q3 
(qO, q" a), (q,. q" aj, (Q3, q3, a), (Q,. q3, a). (q" Q3. a) 

• 
tal que la notación para las aristas es: 
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significa qne se v{'t del estado: 

q'l al eshl,clo (h leyendo el simbolo :r; y 

- él partil del estado q] se va al estRdo qk leyendo una /J. 

Por lo tanto. 1<\ cadena no 6C 1 eC01l0ee pm que no hay c<uuino al nodo tCllnÍllal de::>de el Ilodo inÍci(tl. 

e Ha,cicudo mi autíJi::,i::-; a través ud autómnta fiI1ito se obtiene: 

Conngurdcióll inicial (11?;m<-'L 2.22). 

10.1 0 1 0 1 0 10.16.1 

Fignl'ct 2.22. COIlfignl'~lCióIl inicidJ en autópmta finito 

y las tl'11.,llsiclOnes a partlr de IR, tabla se nmestrctIl en la figul'ct 2 23: 

1 o. 1 o. 1 a 1 o. 1 o. 1 6. 1 ... 1 

t 
iJO t 

'11 t 
'13 t 

1]3 t 
'13 t 

'13 

Flgm a 2.23: Representación de las transiciones elel ctlltólnata. 

Se 1 egitr ,'t el ~ y el proceso ~e detiene 

Se :sabe ::-;i la cadena pel tenece o uo allengllaje. pOi el contenido ele la unidad de (;ontrol al eucou
har.6. SI ésta tiene un est<'tdo teuuinaL ¡JC'l'tenece y. no pc'licncrc ~i t.iene cualqnicr otro est.ado. 
EH c::-;j c ca::-;o l~\ unidad de cOlltlOl tiene al est.ndo rJ3 el cua.lllo es UIl estado fim-u. Por lo t.ctllt.o se 

dice que la ca!lc'f/a no ¡Wt fC'f/f;Ce dlerlfj'III/,Jf;. 

Como puede observ¡trsc; el eOlltcniclo de la cinta Illluca::-,e altera porqUl; sólo existen dos opeH\ciOlwS. 

'!no'UZmif;nto y lectm a. 
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El proceso anterior se ilustra gráficamente como: 

- Etapa de Inicio: Se coloca la cadena a analizar. cada símbolo en una celda de la cinta. Se 
pone la unidad de control apuntando a la primer celda registrando ésta, al estado inicial como 
se llluestra en la figtn"a 2.24: 

lalalalalal~I"'1 

Figura 2.24: Representación de la etapa de inicio. 

Cómputo: Se aplica la función de transición hasta alcanzar el símbolo de fin de cadena (~). 

- Etapa Finak Se hace el examen de pertenencia del autómata representado en la figura 2.25: 

lalalalalal~I'''1 

Figura 2.25: Representación de la etapa final. 

~ es un símbolo de la cinta. No debe confundirse con un símbolo del alfabeto o con la cadena 
vacía. Aunque se puede dejar vacía la celda y tiene el mismo efecto, pero por claridad se pone /1. 

2. Otro ejemplo es procesar la cadená x = ababab, representada en la figura 2.26: 

la I b I a 
t 

qO t 
q, t 

q2 t 
q¡ t 

q2 t 
q, t 

qz 

Figura 2.26: Procesamiento de la cadena x = nba.bab 

El proceso se detiene en la configuracíón final leyendo el símbolo ~ con el estado qz y como éste es un 
estado de aceptación, la cadena es reconocida y se interpret.a que la cadena x, pertenece al lenguaje 
x E L(D). 

Siempre se debe analizaJ. el espacio vacío o llil delimit<tdor est.o es. la cndena no debe c:ontener espacios 
en blanco. 
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En geneyalb operación de la lnáquinGt se puede l'CplCsenün: corno en la tabla 2.27: 

NlcÍ,lJUirld IVI' 

Etapa Etapa 
Examcll 

=} =} 
Configuración 

Inicial E.1eC:llc:ióll 
FIllal 

Figura 2.27: Opeldción de Ulla máquina 1'vI. 

;¡; E L(M) 
:1;, E L(lvI) 

29 

Un autOlllat,a finito ~VI = (CJ.:E. rí, (jo. F). se dice que es z'fIcompldo Ú Ó : Q x:E -+ Q es una fUIlción pmeiaL 

Por ejenlplo sea el autóIllata finito definido por: 

á se clefille pOI la tabla. 

Q = {(jo- qd 
qO e::itaclo inicial 

F = {qo.'l¡} = Q 
I; = {u,. /¡} 

estados a b 

Tabla 2.5: Tabla de t.rHllsición para el autóIllRta finito. 

donde el sÍlnbolo - lqncsellta el hecho que no hay tHUl~iclón. Sealllos signient(-;s ca¡.;os: 

o Petrel ;1; = qoo,uabb analizando el COlnpOI tamiento de la máquina se ootiene: 

La cadena se acepta })()l'quc qo e::i un e.shvlo filldl (jo E F. 

(1 Pm~t;.c = q()ababa 

La cadella se acepta pOI que (jI es un e::-;tauo fmal (JI E F. 

o p(1.,ra x = auaab 

CJoabaab f- (l1baab f- CJouab f- CJlo,b f- no existe transIción. 
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El lenguaje que se reconoce es: 

L(M) = {w E {a,b*} I la secuencia no presenta más de dos a's seguidas} 

Sea N el autómata que se desprende de completar el autómata M, entonces N tiene la siguiente tabla 
de transición, creando un nuevo estado para la completitud. 

estados a b 
qo q¡ qo 
q¡ q2 qo 

q2 q2 q2 

Tabla 2.6: Tabla de transición para el autómata finito. 

De tal forma que 
L(N) = L(M). 

esto es que los autómatas son equivalentes. 

N o se aumenta la potencia de un AFD incompleto al completarlo. 

2.2.1 Gramáticas Regulares 

Otra forma de describir a los lenguajes regulares, es a través de ciertas gramáticas simples. que sean capaces 
de generarlos. 

Una gramát.ica es regular, si 

• el lado izquierdo de cualquier regla de reescritura consiste en un sólo símbolo no terrrrinal 

• y el lado derecho es: 

- un sólo símbolo terminal, 

- un símbolo terrrrinal seguido por un símbolo no terrrrinal, 

- un símbolo no terminal seguido por un símbolo tenninaL 

- un solo símbolo no telTIlinaI o la cadena vada. 

Más fornlalluente se pueden definir COUlO gramáticas lineales por la derecha o lineales por la izquierda. 

Recordando el concepto de granlática presentado en el capítulo 1, una gramática es una cuádrupla 

G=(V,T,S,P) 

donde 

V es un conjunto finito de objetos llamados vaTia.bles, 
T un conjunto finito de objetos llarnados sínlbolos termina.les. 
S E V es un símbolo inicial llamado variable de inicio, 
P es un conjunto finito de prod'ucciones. 
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Se puede defiI1ü una grmm:í.tica G = eV. T. S. P) lmcrd pO'!' la deTPc!ta si todas las pl'oclnc:c:iones son ele h" 
fon11<1.-

A--+'f:D. A -+ el, 

donde .4. B E V Y ;¡; E T*. 

Una gn:nnátiea es lineal pOl lu, zzq'U.:icnla si tod(t~ las ploducciones son de la fOlIlla: 

A -) xe 

Una gl<:1111útica e:s '! cyHlaT si est.á en cualquiera de las dos fOlIllas. La üuport¡:mcia ele lai:'> gl aIuáticas regu
lares n~¡;)lJc (~Il que los leuguajes generado.:::> por ellas son exact.arnentc aquellos que 1 ecouoceu lo:s aut61llcl,1 as 
finitos. 

A continuación se presentan varios eJemplos de gramáticas 

1 L't pmnáhca G1 = ({S}, {a b}. S. PI) con PI 

S -+ o,/¡S I o. 

es um-), gl<:tluAtica lineal p01 la del(~chc1. Alguna::; clClivacioueo puedeu sel: 

1. 5' -+ abS ---7 armbS -+ ahababS -+ nhababa. 
2. S ~> auS --+ aba. 
3. S -+ (/,. 

Ellcnguajc gellera,do }JOl' la g1alllcüica G1 es el lengnajc; regulal 

L(G, ) = {(ab)'II) 

2. G, = ({S.S,.S2}.{a.,IJ}.S.PzJ conP2 

S-+ 
S, -+ 
S2 -+ 

Slub. 
S, a/J 1 5',. 
11 

es Hua gHtlmítin1 liucal pOl la i;;quicnla. Algunas deüvaciolles puedcu :-:ita: 

1. 
2. 
3. 

54 
5'-+ 
S-+ 

5 1Gb 4 S'lübuú ---7 5 1u/;n,{;etb -'o- Szu,ún!mJJ -+ aafmfm¡) 
Slo,b -+ 51 (/,bo)) 4 S2abuJmb -+ aababab. 
SIal) 4 S2ub ----t aab. 

El lenguaje genel aelo es el lenguaje regular: 

L(G2 ) = (a(aW)· 
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3. La gTamática G = ({S. A, B}, {a, b}, S,P) con P 

S-+ A 
A-+ aBIA 
B-+ Ab 

no es una gramática regular, aunque las producciones son lineales por la derecha y por la izquieTda la 
gramática en sÍ. no lo es. Ya que todas las derivaciones deben ser por la derecha o bien todas deben 
ser derivaciones por la izquierda. 

Aunque ésta es una gramática lineal. se puede ver que una gramática regular es siempre lineal, pero 
no toda gramática lineal es regular. 

Un lenguaje L es regular si y sólo si existe una gramática regular G que genere al lenguaje. 

2.2.2 Propiedades de los Lenguajes Regulares 

Las propiedades de clausura de las familias de lenguajes bajo diferentes operaciones resultan ser muy intere
santes. La siguiente tabla muestra las propiedades de esta familia. 

Sean L¡ y Lo lenguajes regulares ent.onces se cumplen las propiedades de la tabla 2.7. 

Operación 
Unión 
Intersección 
Concatenación 
Complemento 
Kleen 
Reversa 
Morfismo 
Cociente 

Notación 
L¡ U L 2 
L¡ nL2 
L¡L2 
L¡c 

Lj 
Lf 
h(L¡) 
""-L, 

Tabla 2.7: Propiedades de los lenguajes regulares. 

2.3 Lenguajes Independientes del Contexto 

Los lenguajes regulares son útiles y se describen fácilmente, sin embargo hay lenguajes que no pueden ser 
descritos por los lenguajes regulares. 

El ejemplo más relevante de esta limitación es el lenguaje: 
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si se !:instituye el paréntesis izquierdo pOI la a y el derecho por la f). ellT,OllCeS las ca,(h~nas COIllO: 

((())). ((((())))). (j. 

están en L. pero la cadena (() no pertenece al lenguaje. Ésto no puede sel detc.;daclo pOI lo;:; allLónw.,tas 
finitos ya que éstos SDIl incapaces de recordar 

Este es Ull reconocimiento 11my importante en los lcng1.lnjcs de prograuwclón (jIU-; desel ibe lUla c¡.;t.lllctm a 
allldaua ele paréntesIs. Por esta cansa se extiende la familia ele los lenguajes ~t los le:l,gW):7es mdcpenrlzentes 
del cO'rlte:¡,lo. In cual tiene ll11a glcUl iIllportanci0, clellt,¡o de la teolÍd de lengw1.Je6 fOlIlkllcs. 

Las gliunáticas regulares están restringIdas en dos fOl mas: 

o ellaclo iy;quierclo debe ser una sol<t variable y 

G el lado d(~l'echo debe tener Hna forma especial, 

para hacer IlletE; pDclcrosas a, las gramAt.icas deben hacclsc menos eshictas estas condicicme::). 

Las gram:üicas indeyendieutes del contexto. a diferencia ele las gEtIll¡ü,ic:as H~gulares, no t.iCUCll 1 ees
t.ricciollCS ll-;:-:;pecto a la forma de :1U lado uelccho de sus leglas de leescritma. aunque el lado lhquiclClo de 
cada regla debe segu~r siendo un sólo no telIllinal. 

Estas grArnar.icas son llamadas mrlependzenfes del conte'1io porque el Indo i:6quicrdo de cada Iegld. de 
reescritmCl contiene un sólo no tenllimu. entonces la lCgla se puede aplicar sin importal el contexto donde 
se encuentre cste no tellllinal. Para hacel una diferencia lllmcad~l. la sigmente legla de producción no cs 
independiente del contexto: 

l;lVy --+ :¡;zy 

puest.o que para poder leescribir el simbolo no terminallV, éste depende elel contexto, debe est.ar eIltl(:; una 
:c y UIla y. 

Una gramática G = CV T. S, P) es mdependzente (lel conte:rto si todas las producciones en P ;..;on ck la 
fOlum: 

A --+ :1:, 

talljue A E V Y ce E (VUT)". 

Est.a últilna notación iudica como se mencionó antel'ÍOlillente, que el lado del echo elc la regla de plO

clncción pnede ser cualquier cOIllbinación de símbolos tcullinales con 110 tcrrniw:ucs. 

Unlcnguaje L es un lenguaje inrlependtente del contexto si y sólo si hay una gnunátiea independiente del 
coutexto G tal que L = L( G). 
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Ahora se muestran ejemplos de gramáticas independientes del contexto. 

L La gramática G = ({ S}, { a, b}, S, P), con producciones 

S ---+ aSa_ 
S ---+ bSb, 
S ---+ A, 

es una gramática independiente del contexto. Una derivación cualquiera de esta gramática es: 

S ---+ aSa, ---+ aaSaa ---+ aabSbaa ---+ aabbaa 

entonces el lenguaje generado por la gramática es: 

L(G) = {ww R I w E {a"b}*} 

que es un lenguaje independiente del contexto pero no es regular_ 

2, La gramática G, con producciones 

S ---+ abE, 
A ---+ aaEb, 
E ---+ bbAa, 
S ---+ A_ 

es independiente del contexto y el lenguaje generado es: 

L(G) = {ab(bbaa)"bba(ba)" In?: O} 

Entonces puede decirse que cada gramática regular es independiente del contexto, pero no toda gramática 
independiente del contexto es regular_ 

2.3.1 Derivaciones por la Izquierda y por la Derecha 

Las gramáticas independientes del contexto generan cadenas como cualquier otra gramática, pero como éstas 
permiten más de un no terminal del lado derecho, hay ambigüedad al querer reescribir una regla con más de 
un símbolo no terminal. 

La siguiente gramática independiente del contexto puede generar ambigüedad en la reescrit.ura de los 
símbolos no terminales M y N_ 

S---+ zMNz, 
M---+ aMa, 
M---+ z, 
N---+ bNb, 
N---+ z_ 
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Pma gCllen-U' la cadena .7: = zo.zabzbz 

1. EscogIendo .l.v1 o el símbolo no tClminal mÁs a la i;;;quieHla. 
S -:;;;;;;- zl111\lz::::} zaNJa]\;:";;::::} zazaiVz::::} za,zaJJ1Vbz::::} zazabzbz. 

2. Escogiendo lV. o el sÍnlbolo no r,ermillal mRs a la derecha. 
S' ::::} ;;1''11 N z => zlvlbiVbz ::::} zl\1hzhz ::::} zaJ.VI abzbz ::::} zazubzuz 

La dcüvación de 1. se llallla derúHlc'lón pO! l(l, 'lz([!J,ú~'f(la y la 2. :.:;e Haula de:! nwczón pO'! lo. dc'/'(;cha. 
El Olclell en el que :.:;e apliquen las reglas de leescIitUIct no afectclla gCllcraeióll ele la cadella cn enalqnin 
glCtIlHitica independient.e del contE;xto. Si UIla cacleuCt puede geuerarse a pal ti! de una dellvacióu 8nLoncc:.:; 
puede generarse pOI HIla derivacióu pOI la izqlliel(la. Cada una de esta:.:; Jelivacionc::-> tiene el nombre de 
fOl"mll.s scntenc'iales. 

En el siguiente ejemplo se muesha COI110 se cambia el orden de las founas scnt(~ncialcs obtenicndo, efec:
tivalllt~llte.la mlsnla cadena. Sea la glanlática definida pOI: 

s-+ AB 
A-+ (wA 

A-+ A 
B-+ Bb 
B-+ A 

En las siguientes dos derivaciones. se puede obsel var que adeluás de producir la misma cadena. se usan 
exactamente las rnismas producciones. 

1. ..) =:}1 Afl.:::}2 aaAB.:::}3 aafl =:}4 aaflb:::}5 aab 

2.3.2 Árboles de Derivación 

Otra fOln1a de mostr<:1,r las derivaciones aparte de la notación anteúOI. sin importal el ordell en el qH(~ ;:le 
apliqueu las 1 eglas son lo~ ;h boles de deúvaClón. 

Los árboles de de'l"l,'uo.c/:ón 8011 ¡-ÍJ. boles tal <111e sus nodos representan símbolos tcrnlluales y 110 tCllllülalt-~s 

de 1(\ gnuwí.t.ica ele 1(\ siguiente fOlnlc\: 

e el nodo rnÍh es el símbolo (le inicio de la graIllática. 

" los hijos de cada nodo no terminal son los símbolos que leemplazC:l.n a ese no terminal cnla JClÍvacióu. 

e ningún sÍIllbolo telTuim-u puede ser U11 nodo interlOI del áI bol, 

e ni ningún sÍInbolo no terminal puede ser una 110 ja. 

Fcua la grarrHí.tica G. con ploducciones: 

5-+ u.AB. 
A -+ bBb 
B-+ AlA 
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• La cadena abEbE es una forma sentencia! de G representada por el árbol de la figura 2.28: 

S 

• 
• • • 
a A E 

,( ~ '" • • • 
b E b 

Figura 2.28: Árbol para la forma sentencia! abEbE . 

• La cadena abbbb es llamada una sentencia de L( G). 

Los árboles de derivación son una forma explícita de describir las derivaciones, como los diagI'aJuas de 
transición en los autóluatas finitos. 

Sea. una gramática G independiente del contexto, para cada: 

w E L(G). 

existe un árbol de derivación de G que produce w y cada producción de cualquier árbol derivación está 
en L(G). 

Aunque los árboles de derivación muestran de forma clara las producciones que se usan, no muestran el 
orden de aplicación. 

Para una gramática G = (V T. S, P) indpendiente del contexto. un árbol ordenado es un árbol de 
derivación para G si y sólo si cmnple las siguientes propiedades: 

1. La raíz se etiqueta con S. 

2. Cada hoja tiene un nivel de Tu {A}. 

3. Cada vétice interior (vértice que no es hoja) tiene un nivel de V. 

4. Si un vértice tiene etiqueta A E V, Y sus hijos están etiquetados (de izquierda a del echa) al· 0.2 ..... (J,71 

entonces P debe contener lUla producción de la fOrIna: 

5. Una hoja etiquetada con A no tiene hermanos esto es. lUl vértice etiquetado con A no pude tener hijos. 

Un fu·bol que cumple con las propiedades 3.4 y 5. pero no con 1 necesariamente, la propiedad 2 se reeln
pla:ta por: 
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2d,. Cada hoja tiene un Ilivel de V U T u {A}. 

y es llallldo un árbol de (le'f'ú)().clón ¡)(lifCUI.1. 

La cadena de símbolos que ~c obtiene de lee1 las hojas del úrl>ol de (lc~livacióll ue izquicHla a dCl'cdl<t (sin 
cout.m las hojas ctiquet.adds con A). se llanla mm plouucción. 
Una pn)(lnCC'lón es la cadena ele telminales que' se encucntH't cnanclo el ¡-irhol es recolliclo en plofundidad 
Si(:~Illple iniciando con la l(tilla mc\s a la izquierda. 
Por ejeIllplo. sea la ::,igllicllte grmll~tticn mclepencliente del eoutexto: 

E-+ +TE' 
E'-+ TE' I A 
T-+ FT' 
T'-+ *FT' I A 
F-+ b I (E) 

Leyendo las hojas del árbol de derivación de izquienl'l a derecha siu tomar en cuenta las hojn:c; etiquetadas 
con A. se ohtiene la producción +u. T¡:¡j que los vértices inteIÍores cstcln enccrrndos en un H~ct(ingulo y las 
hojas est.áu encernulas en H11 cÍlcnlo. la l<:.ÚZ e~t<Í, denotada COIl la palabra 'U¡;Íz. C01UO lo rIlHcstl<:\ la figma 
2,29: 

raHí 

Figllla 2.29: Arbol de derivación v;-ua la cadena +h. 

Se pre~ellta una o.mu!({lúrlrul cll1tndo pala algHna cadena 'IV E L( G) hay 1ll<::1S de un árbol de deüvacióll. 

lJIla glmn<.í.ticn, independiente del contexto es n:rnuujno. si existe algllna cadena w E L( G) que tiene ¡Ü 

luenos dos árboles de derivación clifeIenr,es. Alternativamente. la amhigüedad implIca la existencIa de do;:; ü 

In8.S derivacIOnes pm la dCleclw. o pOI in, izquierda. 

Por eJelllplo. la grCtlllc.1tica con producciones: 

S -+ oS/¡ I S S I A 
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es ambigüa ya que la cadena aabb tiene los dos árboles de derivación siguientes en la figura 2.30: 

S s 

/.~ 
S. S."\.. 
! ~~i .. /.~. 
). a /" .. ¡b 

• S. 
a t 'b • 

). 
Figura 2.30: Árboles de derivación para la cadena aabb. 

2.3.3 Métodos para Transformar Gramáticas 

Uno de los principales problemas en el estudio de gramáticas y lenguajes es la presencia de la cadena 
vacía. Allilque juega un papel iInpOl'tallte en muchos teoremas y deluost.raciones. es preferible eliminarla, 
considerando sólo los lenguajes que no contienen a la cadena vacía. 

Sea L cualquier lenguaje independiente del contexto y sea G = (V. T, S, P) una gramática independiente 
del contexto para: 

L-{.\} 

entonces la gramática que se obtiene al agregar a V (tal que V es el conjunto de símbolos variables de 
G) la nueva variable So. haciendo So el símbolo de inicio y agregando también a P las producciones: 

genera L. Por lo tanto cualquier conclusión no t.rivial que se pueda hacer para: 

L - {.\}. 

se puede hacer para L. Además dada cualquier gramática independiente del contexto G. hay un método 
para obtener G'. tal que: 

L(G') = L(G) - {.\} 

Consecuentemente. para todos los propósitos prácticos no hay diferencia entre los lenguajes indepen
dientes del contexto que incluyen a .\ y los que no. 

Además de lo relacionado con el símbolo .\. se puede llevar a las granláticas independientes del contexto 
a formas simplificadas equivalentes que pernriten un fácil manejo de éstas. 
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1. Regla de Sustitución Útil. 
Una regla útil para simplfieal gl<l.llláti(:as eOIlsü"te en eliminar l)loclllCcione,s 'írulescaUlcs: el p10ceso HO 
uece::i<U iamente 1 csult a en nIla reducción 1 eal del núuwlo de 1 eg1as. 

Sea una Ploducción uel tipo' 

y ob'ct del tipo: 

I3 -+ !JI 1 !12 1 ... 1 !Jn 

tal que A y B son dos vlliiables diferentes y éstas son todo el conjunto de produccione::; en p, entonces 
se puede obtener la gIam¡.-thca silllplificada G1 = (V T. S, Pi) tic-w. que la producción A --7 :DIB:¡:2 puede 
ser dlllliuhda de la grauuíticCl, si se pone en su 11lgm 1111 cOl~jnllt() de producciones en las cuales B es 
1 eeruplazCtda }>':>1 t.odas las cadenas que deliva en un paso de la ::;iguiente forllla: 

EntOIlces. 

L(G') = L(G). 

POl ejelllplo. sea G = ({ A. B}, {o. b. ('1. A. P) con 1)1 oclnccioIlcS. 

A -+ (). 1 a.o.A 1 abE e, 
E -+ u.a.bA 1 b 

utihíl,audo la sustitución lllencio11dda pala la variable B. se genera la gnuuátie<1. G' con producciones: 

A. -+ o. 1 ao.l! 1 o./!O.u.bA.c 1 n.!Jbe. 
I3 -+ aabA 1 /; 

la IlHeV"l, parnátiea G' es equivalente a G. la cadena (¡,()JJ,bbc tIene la ckrivaciólr 

A =>- aaA => cw,abB e =>- u,{J,abc 

en G. y 1e\ uer:\'aeión correspondicnte: 

A =>- aaA =>- (I,(I,(I,[;C 

eH G' . En este caso la variable B y sns producciolle:s asocütdas peunauencell en la gnullcltica ctullqne 
110 tellgan un papel impÜl tante cn nillguua deriw\Clón. 



40 CAPíTULO 2. TEORiA DE LENGUAJES FORMALES 

2. Eliminación de Producciones Inútiles. 

Es muy importante eliminar de las gramáticas las producciones que nunca forman parte de Ulla 

derivación: por ejemplo la gramática: 

S --', aSb I A I A 
A --', aA 

de la producción S --', A se nota que A no puede ser transformada en una cadena t.erminal. Eliminando 
esta producción se tiene el mismo lenguaje. 

Una variable es inútil si no hay forma de alcanzar una cadena terminal desde ella. Otra razón por la 
que una variable se denomina inútil es la siguiente. 

Por ejemplo sea la siguiente gramática: 

S --', A, 
A --', aA I A. 
E --', bA 

la variable E es inútil y t.ambién lo es la producción: 

E --', bA 

aunque B puede derivar en una cadena terminal. no hay forma de alcanzar : 

S' ",,' xEy 

Con este ejemplo se ilustran dos razones por las cuales una variable es inútil porque no puede ser 
alcanzada desde el símbolo inicial o porque no pueden derivar una cadena t.erminal. 

Para la gralllática: 

G = (V. T. S. P). 

donde: 

V = {S.A,E, C}. 

y 

T={a.b}. 
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con P: 

S-+ aS I A I C. 
A-+ n.. 

IJ-+ arL. 

C-+ oCho 

rlilll(~l'(). se luentinean h\s v¡,\ü,.\hles que conducen a una cd,dena tellninal. 

A .---t (l /J B --+ aa 

L\o vanables A y B. perteneCCIl a este eoujunlo Para S. ~c puede vel que: 

S=}A=} (J.. 

Sm emhe-"trgo pma la variable C. no sucede lo mIsmo. entonces es una '/Jf1'r'Í,able in/útil. Removiendo e y 
su produccióu COI 1 espondiente se llega a la gramática G l con. 

los terminales: 

y prodllcciolH-;S: 

V¡ = {S. A. IJ}. 

T¡={a}. 

S -+ aS I A. 
A --+ a. 
B --+ (1,0,. 

Pala eliminar lAS variRbles que no puedell sel a!c¡-1.J:l:¿¡-ulas desde el sÍnlbolo llllciaL se dibuja la iluifiw 
de dcpendencw para las variablc~. La gráfica de depenckllcia es una fonna uc visualizar las relaciones 
que son complejas para la.s gramáticas independientes elel cont,cxto. lo::; nodos representan las v(\liabh~s 
y hs flechas entre lo~ nodos replcsental1 que dichas variables están relacionadas por uni:\, Ploducción 
<le la graIllática. 

Por ejemplo. sean los noclos e y D. h<\y una flecha ele e a D si exist.e la producción: 

e --+ :¡;Dy 
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La figura 2.31 muestra la gráfica de dependencia para V,: 

Figura 2.31: Gráfica de dependencia. 

Una variables es útil si hay una ruta desde el vértice etiquetado con S al vértice de la variable. 
Por lo tanto elinlinando B y las producciones relacionadas con B, se llega a la gramática: 

donde: 

y 

COIl las producciones: 

3, Eliminación de Producciones A, 

G' = (V'.T',S,P'), 

V' = {S. A}, 

T' = {a}. 

S -'> aS I A, 
A-,> a 

La mayoría de las veces no es deseable tener del lado derecho de la producción a la cadena vacía. 

Cualquier producción de una gramática independiente del contexto de la forma: 

es llamada una p¡'aducción'A, Cualquier variable A para la cual es posible la derivación: 

A=>*A 

es llamada anula.ble, 

Una gramática puede generar unlengnaje que no contenga A, aunque tenga producciones A o variables 
anulables. En estos casos. se pueden eliminar las transiciones A. 
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POl cjeIllplo. la gramái ica: 

s -+ aSl b. 
51 -+ aSl/;! A. 

gCllcrcl cllenguajc hure de A: 

{ ni n > l' (j ) • TI. _ j_ 

L¡:¡, ¡)'{oducC'ión-A. SI ---+ A puede se! eliminadn después de ponel dos producciones lllleVRS. que se 
obt.ienen IJ01 ::mstihur). por SI. cuando ésta aparece e11 el lado del echo. haciendo esto transformación 
se obtiene la gramáticn: 

s -+ oSII; ! ah. 
81 --+ 0,81 /; I (lJ). 

es [/tcil ver que est.a Hueva gnunática genera el mismo lenguaje. que la ongillal. 

Sea la siguiente gramátic<t independiente del eontexto, definida por: 

5-+ ABuC. 
A.-+ BC i A. 
B-+ b I A. 
C-+ D lA. 
D-+ d. 

Pala eliminar lds tnmoiciolles A. de dellen cOll¡ .. ;idelaJ lo::> sigUlelltl~3 puntos: 

(a) Encontrar el conjunto V,/? de todas las vmiables aImlables de G. lls¡::mdo los siguientes pasos: 

i. Para todas las ¡Jl'oclucciones A -----7 A. pouer A en Vn . 

(b) Rcpctil el ::-;igniente pa::iO para toda valiable ell Vn . 

Para todas las pl0ducciones: 

Después ele haber encontIado el conjunto Vn . se construye el lluevo conjunto ele proclncciollcS Pi. 
Para ésto. se consideran todas la::i pIoduccioues ele P que tiene-m la fonna: 

donde V.t" E V U T Para cada producción (le P de esta fmIlla. s(-~ pone en pi esta producdóll 
y todas las que ::-;e generan cuando se reeruplazau las vmiables anulables con A en todas las 
cornbinaciones posibles. POI ejemplo. si :r;'I, Y :J: j son anulables. entonces hahní una pl'odnccióll cn 
pi con :r1, que IeeIUplaL':Ct a A. una con ;¡;J que reemplc--tza a A y otra con :[;'1. x] que reemplaza rt A. 
Hay una excepción. ~i T'I. es anulable. Lt producción. 
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A-+A 

no está en P'. 

Entonces para la eliminación de A, primero se encuentran las variables anulables. para la g1."amática de 
ejemplo éstas son V;V = {A, B. C}, porque son de la forma: 

A-tA 

Después, para la construcción del segundo paso, se toma la primer variable del conj1lllto VN. en este 
caso se sabe que la variable A es de la forma: 

A -+ BC I A 

entonces se aplica la sustitución de A en todas las producciones donde aparezca la variable A. En este 
ejemplo sólo aparece en el lado derecho del símbolo S. esto implica tener la nueva transformación: 

S-t ABaC I BaC, 
A-+ BC, 
B-+ b I A, 
C-t DI '\. 
D-t d. 

Haciendo el mismo procedimiento para la siguiente variable del conjunto VN (la variable Bl, se obtiene: 

S -+ ABaC I BaC I AaC I aC. 
A-+ BC I C, 
B -+ b, 
C -t D lA. 
D -t d. 

Finalmente para la variable C se obtiene la gramática transformada, sin la variable A: 

S -+ ABaC I BaC I AaC I aC I ABa I Ba I Aa I a, 
A -t BC I C I B. 
B -+ b. 
C -t D. 
D -t d. 

Por último se debe notar que uno de los usos más importantes de la teoría de lenguajes formales es en la 
definición de lenguajes y en la construcción de sus intérpretes o compiladores. 



Capítulo 3 

Sistemas de Reescritura 

Lo::-> orígenes de los sisteIllas de reescritura se remontan a la primera parte del siglo veinte, cuando Axcl Tlme. 
In'opuso el slgmentc pl'oblelll<:t: 

Svpón(jasc (j'u,e se tzene un con)l/'nto (le objetos U 'U7I COn)'llnto de tTaTt.s}¡Omaczon¡:;s (reglas). que cu,ando 
<"c aph('un a estos O/Fjeto,'; IJ'/odncen objetos en el mismo co'fI)'/J,nto. D(Ul(),~' dos obJeto,',,:¡; y '1) en el conjnnto. 
Se qv,zere sabe'!' ,'i'l, pvede ,7; SC'I tm,nsfO'l mado en y, {) hay un ter'cer obJeto;:; tal Iju(;:r y ;¡¡ pueden ser tn/JIs
[mmarlos en z. 

Est.e I}lohlem,(\ fuE' conoeido COltto el IJ'roulcnw de lo, pctlaUT<1,. TIme cstahlccü) algunos n~sultados 1)1(;
linllllares de las cadenas de sÍIubolos que pueden ser extendidos a objetos cOlnbinatOliales 111(-18 cOIllplejos 
COlllO gl'C-lficas o ¡-h boles. A(lelflc~s intentó desarrollar un cálculo. pCU<-l. decidir el ploblema de la palabla esto 
es. 1111 conjunto de procecllInientof> o algOlitmos que pndieran ser aplIcados pa,ra obteuer la ref>puesta correcta, 
Es neelL un algontmo general para resolver el problema de la palabra eu Ulla vdJiedad ele conjunto.:') ilifelellLes. 

Aploximadamente en los rlllsmos rulOS Dchn. estuvo trabajando con lo ({nc resultm'ía sel el refOl!<ulliento 
de L\ temía ele glUpOS cOIlloiuatOlia e intlodujo el ploblema de la pf1Jahra. peua g1'1qos. Apal'ent,crllCllt(·; el 
t.la]¡ajo de TIml'. cstll\'O alnmclonaclo pOl mucho::, alIOS, hasta que (;stc fue letol1lado pOI lógicos pma 1>10p01-

ciomu definiciones ele las Ilociones ele a.lgo'l'zfrT/,o y ]J'l'Occd'imiento efectivo. Esto fue completamcute natural. 
y<'l que TIme queIÍa saber si el probleIlla de la palüold era dec1,(ü1Jle. 

En la mitad de 1930 y pllncipios de 1960. los sistemas de reescritura fueron estudiados en lingüística 
matemc'ÍtÍca y en teoría ele lenguajes fOlIuales ya lJ.ue fueron muy útiles en rnouelos matemático::) parn 
gl Hllleltic:CU-; (·~st.ructUladas por frases. E~tas gHtIll~tt.icas fuclon a.Iuplimnentc estudiadas uenho del cout.exto 
del problema de haducción ele lenguajes nAtUlales. 

3.1 Sistemas de Reescritura 

La¡., lllat.emáticas apmecen en todos lados. algllIlas veces se tlata de det.enuimu si una identidad es conse
cuencia lógica de alguno;:; axiolllas. Otl<),s veces. se trata ele encontnll soluciones el alg1ín tipo de ecuaciones 
E:o.;te tipo de raz.onamientos pnede tener nmch/ts aplicaciones en la computación. incluyendo cOIllput.ación 
algeoHüca silllbólica, prueba de teOIemas de autómatas. verificación y especificación de programas, lenguaje!'; 
ell:' progntlwH:lÓll de alto Illvd. etc. 

45 
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Los sistemas de reescritura son ecuaciones dITigidas en las que se van reemplazando subtérminos repeti
damente de 1llla fómlula1 hasta que la forma más simple es alcanzada. 

Las ecuaciones dirigidas son las reglas de reescrjtura, que se utilizan para reemplazar unos térm.inos por 
otros. en la dirección indicada. 

Los sistemas de reescritura pueden ser de diferentes tipos por ejemplo, 

• Reescritura de cadenas. 

• Reescritura de térnnnos. 

• Reescritura de gráficas. 

• Reescritura condicional. 

• Reescritura de prioridad. 

• Reescritma restringida. 

• Reescritura paralela. 

• Reescritura secuencial. 

• Reescritura infinita. 

Generalmente dentro de la computación, los sistemas de reescritura se estudian en la~ siguientes dos 
direcciones: 

1. Lenguajes de Programación. 

• Semánticas. 

• Lógica Combinatoria. 

• Cálculo Lambda. 

• Lenguajes de Programación Lógicos y Funcionales. 

2. Deducción Autolllatizada. 

• Computación Algebraica y Simbólica. 

• Procedimientos de Decisión. 

• Pruebas de Teoremas Basadas en Reescritura. 

• Unificación. 

Como un formalismo. los sistemas de reescritura tienen una gran potencia en las máquinas de Turing y 
éstas~ pueden ser vistas como algoritmos de Markov no detenniIÚsticos. sobre tétminos o sobre cadenas. 
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3.2 Dispositivos Generativos y de Reconocimiento 

Un 8zstema de Tccscnt'l),'/(l. es lUl pcu ordenado: 

SR = (2;, F) 

dOllde. 

E es un alfttbeto y 

F es un conjunto finito de palO:::> ordenados de palalna:::; sobre 2:;. 

Los elelllentos: 

(PO) E F. 

60B llcunados reglas de reescritura o p'l'Oducczones y se dellotan COIl: 

P-+Q 

Una palabra P sobre ~ generu, dl,7(;damente una, yalabH'- Q en sÍlnbolos: 

P='>Q 

si y sólo si existen palal>li:ls: 

pi. PI. p". Q¡ 

j al que: 

p¡ -+ Q¡ E F 

Una palal)la P .r;cnc'/o' a Q. 

si y sólo si existe lU1a secuencia finita de p¡--wahras sohre :E. 

donde: 

P" = P. P~ = Q 

y P t geuClct directamente e\ 

O<:i<:k-l. 

Sea lV(B) el conjunto de todas las palahras sobre el alfaheto ¿; cntoIlCe:3. 

1) :=? es UIla relacióll binaIia sobre el conjunto vVeE) y 
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• ::::} * es la cerradura transitiva reflexiva de ::::}. 

Un sistema de reescritura puede convertirse en un dispositivo generativo, si se especifica un conjunto de 
axiomas X de W(~), y se considera el lenguaje: 

como el conjunto generado por el sistema de reescritura a parir del conjunto de axiomas X. 

Además un sistema de reescritura puede ser un dispositivo de reconocimiento y el lenguaje: 

Lg(X) = {PIP =?* Q, Q E X} 

es el lenguaje reconocido o aceptado por el sistema de reescritura y el conjunto de axiomas X. 

La mayoría de las veces, el conjunto de axiomas X, consiste de un sólo elemento y si no, su estructura es 
bastante simple. 

Si se consideran los dos lenguajes anteriores modificándolos de tal forma que se dividide el alfabeto en 
dos alfabetos: 

• terminales ~T 

• y los no terminales ~ N 

y se da un enfoque en el subconjunto de las palabras terminales y no terminales esto es, el alfabeto de 
los terminales y a.lfabeto de los no terminales y tomando en cuenta que sólo las palabras que pertenencen al 
alfabeto de terminales son las que forman los lenguajes Lg. 

Un algoritmo normal de Markov es un sistema de reescritura: 

SR= (~,F), 

con elementos de F en un orden lineal: 

Pk -+ Qk 

Además si se da un subconjunto PI del conjunto de producciones, los elementos de PI. son llanladas 
producciones finales y se denotan por P -+ Q. 

En cada paso del sistenla de reescritura la primera producción aplicable debe ser la Inás a la izquierda. 

Este algoritmo posee una propiedad que no poseen todos los sistemas de reescritura en general es 
monogénico. ya que para cualquier palabra P hay a lo más una palabra que puede ser producida a par
tir de P en un solo paso. 

Se dice que P genera a Q directamente. P ::::} Q si se cumplen cada una de las siguientes condiciones: 

1. Existe i. 1:S·¡:S k. y palabras P' y P" tal que P = P'PiP" Y Q = P'Q,.P". 

2. Ninguna de las palabras Pj , tal que j < i. es subpalabra de P. 
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3. P, ocurre cmIlO UIla subpalabl'i::\ de P' PI, solo una vez. 

4. PI. -+ Q1 no es un elemento de F1 - y HIla de las pala]-n(1s PI. . PJ,. es UIla suLpcuabn.\ de CJ. 

El plOceso de 1 ccsclitllra tClllliua con UIla aplicación de una producción final () cuando llillgllWt de hlS 
III ocluccioues es aplicable. 

s P:::} Q si y sólo si 1. y 3. se satisfacen. pelo In condición 4. no tiC cumple. 

& P:::}* Q si y sólo si hay una secuencia finita P = ROl Rl~ .. ,. Ru , Q tal que. 

y 

o ele lo COIltl ano 

y 1ll11g11ua de la:s palabras PI ..... PI. es una subpalabra de P. 

Ent.onces. pal<'t cualquier P. haya lo mRs UIla palabl<-t Q. tal que P :::}'" Q. Si tal Q existe el algolitIllo 
1l0lIllal se confmlde con P y traduce P eu Q. De otra fOlIna el algmitmo se eneicla en P. 

POl ejernplo. sea el alfabeto {o,. b} Y las producciones: 

{a -+ A. b -+ A. A -+ aba} 

t.lctduce cad<l pct~abla sobre el alfabeto {a. b} en la palabra aba. Todas l¡:ts letras Q, y b. se eliIllilli-1U COll 

la::, pÚllleras dos PI OdllCciollC~ y luego A se l(::eseribe COIllO oJJa, 

El algOlitmo normal con el alfabeto {a.X.Y.#} y 1(\,:,:) pI'oducciones: 

{Yo. -+ o.YXa -+ uYX.X -+ '\.0.# -+ #X}. 

{#a -+ #. # -+ A. Y -+ o} 

traduce cada palabnt: 
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en la palabra aj , el algoritmo normal multiplica dos números. 

El algoritmo normal con el alfabeto {a, X, Y, Z, #} y las producciones: 

{aX -) Xa.a#a -) X#.a# -) #Y. y -) a}, 

{X -) Z,Z -) a# -) A} 

traduce cada palabra en la palabra ak . tal que k es el máximo común divisor entre i 1 j. 

3.3 Aplicaciones de los Sistemas de Reescritura 

Los tipos de sistemas de reescritura que han sido más ampliamente estudiados, son los que operan con ca
denas de caracteres. Aunque también se ha hecho una importante aportación con sistemas de reescritura 
en otras formas de operación, por ejemplo Wolfram. planteó sistemas de reescritura en arrays para simular 
autómatas celulares. 

La primera definición formal de estos sistemas, fue dada por Thue, sin embargo en los años 50's. el trabajo 
de Chomsky sobre gramáticas formales originó un gran interés en los sistemas de reescritura con cadenas. 
El concepto de reescritura se aplicó para describir características sintácticas de los lenguajes naturales. Pos
teriormente Backus y N aur introdujeron una notación basada en la reescritura para describir formalmente 
el lenguaje de programación ALGOL-60. Además. se encontró la equivalencia de la forma Backus-Naur con 
las gramáticas independientes del contexto de Chomsky y con esto surgió la aplicacióu de la sintáxís y la 
gramátz'ca a la ciencia de la computación. 

Con los avances de la teoría de lenguajes fornlales, surgió la idea de usar cadenas de caracteres para 
describir gráficas. Los primeros objetivos fueron reconocer letras escritas a mano o cromosomas. a través de 
la codificación de sus imágenes y analizando las cadenas resultantes. Después se encontró la relación entre las 
imágenes y las clases de lenguajes en una manera formal, sin embargo los lenguajes que estaban relacionados 
con las inlágenes nlás simples resultaron ser sensibles al contexto. aunque hubo muchas aplicaciones útiles 
de la teoría de lenguajes formales en el área de lenguajes independientes del contexto. 

A continuación se muestran algunas de las aplicaciones nlás interesantes de los sistemas de reescritura al 
Calnpo de la computación científica: describiendo en la mayoría de los casos el fenómeno de crecimiento con 
nlecanismos de reescritura. La técnica básicamente consiste en iniciar con una configuración o contorno (en 
el caso de imágenes) y reemplazar sucesivamente las partes usando el conjunto de reglas de reescritura. 
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3.3.1 Fractales 

L no ue los pliulcros ejemplos de objetos matern{úicos definidos VOl Ull proceso de reesclitUl'H es la CID '!Jo. de 
Koch. la cual es obtenida rccUlsivalllentc en escala de una cm Vd oliginal y utilizando el patlón de l'educcióu 
ell la Illitnd de cada tercio de segmento ele la figtua. Estos oLjctos hall sido mnphaIllcnt.e (,;6Tucliados pOI 
Benoit 11andclbrot para definir el concepto de fractales. 

l.hl Jinetal es un contorno geoIllétrico fIagrncntado que puede sel ,'mbdividiuo en partes. cada HIla de LlS 
cuales es. (al menos apl oximctchuneute) una copla 1 eclucida de la figl.ll a completa. COIllO lo muestra la fig11l a 
3.1 

La geometría fractal fue introducida por lvlalldclbrot para dcscribil feuómenos naturales complejos tal 
como perímetros de islas. montañas. galáxias. IlHhes. etc. Además delllOsÜó que los objetos cOllst.ruÍdo:::; 
COIl esta geometría llmnados objetos fractales pueden representru patrones de estrella¡.; en el cielo. H;c!E-;S ele 
fluidos en nuestro organismo. ctc. La geornetrÍa fIactal es un nuevo campo en las matemática¡.; y paIecc 
propOlciouar una nueva forma nmcho rnás natlln-u para el estnelio dd universo. 

,1" (, 
",".-

FigUla 3.1: Fractales. 

Se puede dcsClibir la curva de Koch en télIllinos de reglas de rccscritm<t ele la siguiente forIlW. se cOIllic~ll%a 
e011 dos contorIlOS uu mzáu,du'f' y un generado'/'. Este último se divide en 2'1 ¡.;cgmcntm-¡ iguales de lougitucl T. 

Eutouces eu c¡1"da et~tpa de la construcción se conúenza con UII segrnento de los resultantes de la divisióll y 
este se recrllpla%a con una copia del geneIC.tclor reducid1'\, al tmm-mo del intervalo a ser lceIUpla7.ado.Supóugasc 
el iniciador de la figura 3.2: 

Figura 3 2: IniciadOl. 
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y el generador de la figura 3.3: 

Figura 3.3: Generador. 

depués del primer proceso de reescritura se obtiene la figura 3.4: 

Figura 3.4: Primera reescritura. 

y aplicando recursivamente el proceso de reescritura se obtiene el fractal de la figura 3.5: 

Figura 3.5: Reescritura sucesiva. 

3.3.2 Autómatas Celulares 

El popular j-uego de la vida. de John H. Conway. es una trivial y famosa aplicación de la teoría de autómatas 
celulares. Este. es sin duda el mejor ejemplo para explicar la teoría de los autómatas celulares. 

Esta teoría fue inicialmente desarrollada por J ohn Von Neumann, para probar la capacidad de autorrepro· 
ducción de una máquina. Sin enlbargo, esto fue tan sólo un componente de lo que vendría a ser una teoría 
compleja de autómatas celulares. 

Un autómata celular es un espacio o conjunto de células con las siguientes propiedades: 

• las células están distrjhnidas regularmente en un espacio N dimensional, 

• cada célula está~ en toda generación, en un estado de un conjunto finito de estados. 

• una config'uración de un autómata celular está definida conlO el conjunto de todas las células de esa 
generación. 

• un estado de lll1a célula en una generación depende exclusivamente de los estados de sus células vecinas. 

• una función de transición define el estado de una célula a partir de los estados de sus vecinos de la 
transición anterior. 
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Gua cavlderÍstica importante de los autórnatas celulares es que todo¡;, los estados de trallsición OClllH-:ll 
a la V87, e11 pasos disCH¡tos de tiempo. fOlluanclo evoluciones sucesivas como modelos ele evolución. 

El objetivo del juego de la vida consiste en encontIal UIla configuración iuieial que (~vülucione <-1, muchas 
gcueracioIlcs (uo debe de.saparcccr rápid¡'-1.ll1ente). Los autómatas celulares pueden sel VÜ C01110 modelos 
explícitos para UIla amplIa variedad ele procesos biológicos. químicos y físicos COIllO: fOlTllación ele patloncs 
bIOlógicos. tUl bulcncü.\ de fluidos. etc. 

to 

El conjullt,o de es~ados es: 

1 elH escnt.a nIla C{Jula muel tao 
representa UIla célulcl viva. 

Adeluás se debeIl ue cumplir las condiciones pma que UIla célula nasca. sobleviv<\' o muera. 

1. NaCZTmento. rrm célula muerta en la, generación k llega a vlviI tnla siguient.e generación (/,; + 1) bi 
tieue exactame:lte tIe1:l vecinos vivos en la genelación A:. 

2. J."l1urTtc pO'! sU[;Tepoblw;u)n. Si una célula vive en 1(\ genelación k: y t.iene cuatro o IlU--tS veClIlOt> vivos. 
esta célula debe morir en la geneli-teión siguiente. 

3. l11'U,eTte por u.'tslamzento, Si una célula vive en la generación J,: y t.iene niugún o un vecino vivo cn esa 
nüsul<-t geueH1,.ción. esta célula debe Illorir eul(\ siguient.e genclación. 

4. Sourevi'UenC'w. Una cóhüa que vive en la genernción h. dehCTá perrllanecel viv('t en la siguiente gellen_t.ción 
1:li tiene dos o tI es vecinos vivos en esa rnislna genen'1.,ción. 

A continuación se muestra en la figwa 3.6, 1lIl ejenlpo de ""fr: donde las células pel'Illa,nCCCIl conl"ltaut.es: 

, 

'-e:~ -•• ;-= 
.¡-"---~ 

-, 

Figllr(\ 3.6: Reesclitul<1 en Efe de pClm¡-mcllCic1,.. 
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La figura 3.7 muestra el ejempo de life donde las células mueren: 

t~ 

••• 

Figura 3.7: Reescritura en life de muerte. 

3.3.3 Máquinas de Turing 

La clase de autómatas que se conoce como Máquinas de Turing fue propuesta por Alan M. Turing en 1936. 
La idea básica de Turing fue estudiar los procesos algorítmicos utilizando un modelo computacional. En 
ese mismo año) Emil Post presentó un enfoque similar y más tarde se mostró que ambas estrategias son 
equivalentes en cuanto a poder computacional. Las máquinas de Turing pueden ser vistas como lUla versión 
generalizada de los autómatas finitos y de los de pila. Además se asemejan a los autómatas finitos en que 
constan de un mecanismo de control y un flujo de entrada que se concibe como una cinta; la diferencia es 
que las máquinas de Turing pueden mover sus cabezas de lectura hacia adelante y hacia atrás y pueden leer 
o escribir en la cinta. Estas características aumentan en gran medida la capacidad de las máquinas. 

Las acciones específicas que puede realizar una máquina de Turing consisten en operaciones de escritura 
y movimiento. 

La operación de escritura consiste en reemplazar un símbolo y luego cambiar a un nuevo estado (el curu 
puede ser el mismo donde se encontraba antes). 

La operación de movimiento comprende mover la cabeza una celda a la derecha o a la izquierda y luego 
pasar a un nuevo estado (que. una vez más puede ser igual al de partida). 

La acción que se ejecutará en un momento determinado dependerá del símbolo (actual) que está en la 
celda visible en ese momento para la cabeza (la celda actual), así como el estado actual del mecanismo de 
control de la máquina. 

Si se representa con: 

• r el conjunto de símbolos de una máquina de Turing, 

• con S el conjunto de todos los estados. y 

• con S', el conjunto de estado que no son el de parada. 

entonces es posible representar las transiciones de la máquina por medio de una función, llamada función 
de transición de la máquina de la forma: 

s: (S'xT) --+ (rU{L,R}) 



3.3. APLICACW'{ES DE LOS SISTEMAS DE REESCRITURA 55 

donde se supone que ¡Of, símbolos L y R HO pertenec:en a r. 

Ld, semántica ele esta lepresentación funcioual es la siguiente: 

S(p .. T) = (q. y) significa ,)"l el estado actual es P '!J el 8ímbolo actual es ;¡;. Teempll'zo,'J la T C07! el s'Í'rn!Jolo 
?J y pasar (), estado q. 

2. 6(p. J;) = (q. L) significa S'l el estado acbw.l es p y el s[m!Jolo actun1 es :r, mO'(lf'-;"la calwza '(tI?{/. celda n 
la 'lzqHú:'Hla y pu,sar a estado q. 

3. ¿¡(p. ;¡;) = (q. R) significa s'/, el estado actual C,'l' p y el siml;olo actual es :1:, 'ffw'ue', la cabeza 'ww ('clda a 
la do echa y paS(Ji[ (J, estarlo q. 

Al descrihir con una función las transiciones ele lUla máquina Je TuriIlg~ la lllc\quina es dcterrnm'/'slu,. 
EXlste. UIla y sólo HIla. transición asociada a cada p<lr estado - ",Ílllbolo donde el estado no es el de ddenclóll. 

Durante la opelación normal. una lIl~íquina de Turing ejeclltEt transicioues repetidamente hasta lleg¿-u al 
est.ado de parada. Esto quiere decir que en ClCl t.as condiciones es posible que nUIlU1. He det.engmllos cálculos 
de nna lllélquina de Turing ya que sn progrmua interno puede qneelar atI apado en un ciclo sin fin 

Es útIl represent.ar la rnRqnina de Tnring visuRlmentc. El mecanisIllo de eontlOl de la, IU~íquiIla estA 
1'ep1 esentado pOI un rectángulo que indica el estado actual ele la máquina. debajO ele est.e 1 edRugulo se 
encuentra la cinta de la Illáquilla: la posición de la cabeza de la llláquillCt est.á repI escntada por la flecha 
COlllO lo nmestra la figura 3.8: 

Unidad 
de Control 

1./\, 
J[ 
V 

Cabeza 
Lectura 
Escritu ra. 

Flgma 3.8: J\!Iftquinü de Turing. 

Un modelo fonnal p~tIa un plocedillllellto efcctivo dcbcl<'\ poseer cicrtas propiedades. 

1. Cada procedinjento debelá poderse dcsclibir de lnanela finita. 

2. El plocedinüellt.o ueberá consistir en pctSOS discretos. cRda UIlO de los cuales puede llcval::->e a CRho de 
IllRller<t IllccáIlica. 

De mauera fonnal. una má.~'lúna de Tw 'I,TH¡ se representa por: 

111 = (Q. 2;. f. 15, qo. #. F) 

donde: 

• Q es el conjunto finito de estados. 

9 r es el conjunto ele símbolos ele cinta adlllisilJles. 

el # símbolo de r. cs el espacio eH hlanco. 
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• ~ e r que no incluye a #, es el conjunto de símbolos de entrada. 

• J es la función de transición, es una transformación de Qxr a Qxrx{ L, R}. 

• qO E Q es el estado inicial. 

• F <; Q es el conjunto de estados finales. 

Por ejemplo, sea un elemento de la función de transición: 

J(qo,a) = (q"d,L) 

donde: 

• la máquina de Turing se encuentra en el estado qo leyendo el símbolo al 

• el proceso de reescritura consiste en sustituir el símbolo a por d y pasar al estado Ql. 

• el símbolo L. (left) significa que la cabeza de lectura hace un movimiento a la izqnierda. 

La figura 3.9 ilustra el proceso de reescritura: 

Figura 3.9: Reescritura en máqninas de Turing. 

3.3.4 Sistemas de Reescritura de Lindenmayer 

Como ya se mencionó anteriornlente, los sistemas de Lindenmayer. hacen representaciones de imágenes uti
lizando cadenas de caracteres. Son sistemas de reescritura en paralelo, que tienen como configuración inicial 
un axioma y utilizando las reglas de reescritura comienzan a generar cadenas que simulan procesos evolutivos 
de organismos celulares. 

Por ejemplo, sea el sistema de Lindemnayer descrito por: 

• a,lfabeto: 
{a. b. e, d. e, f. g, h, i.j, k}. 
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e Jn oducciones: 

a -) be. 
L -) kd. 
e -) el,;. 

el -) b/¡. 

e -) c1. 
f -! ii. 

l 
o· --+ be, 

J 

b 

h -) de. 
1 -)h;. 

k -)1;; 

u. 

Este sisteIlld produce la siguiente secuencia: 

be 
kelck 

kgbcfl<.: 
khikdckihk 

kelekkgbcfkkdek 
kgbcfkkhikdekihkkgLcfk 

klükdekihkkdckkgbcfkkdekkhikdekihk 
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Las células en el estado!.: corresponden el las pOI Clones que no tienen crecimiento en el lllar gen de la hoja. 

Cada una de hu·; cadenas generadas pOI una gramática L tielle HIla interprebu:ión geométI iea. es decil" 
~úllbolo a símbolo se VC'\ interpretcüldo geolllótricHmente para geneI<:\l la imagen del pIoceso. Est.a gl'aficHcj6n 
ha sido le<:.üizaua cn la Illayoría de los casos eOll ht intelpletación ele la qcomci'f"[o, de la torblga. 

La yeomet7 {a de la tOTt'uga. generalmente recihe los cOllmndos: 

GI A VHIl7,ar hacia adelante n pasos. 

(ji Avanzetr haCIa atrás n pasos, 

• Gü¡.-u a la deH~cha o' glados, 

• Gilar a la i,,;qnicrda a grados. 

ele tal fOlIna qne cada ~ÍmLol() en la cadena generada t.iene asociado un comando o una c()Illbmación de c~t,o~ 
COlllCUldos. 

POI eJenlplo. el !::iÍmbolo b. oueuece al cOIuanuo u:uu,nza,r hacía adelante y girar a la derecha, y cada símbolo 
tieue su propio cOIuando asociado COlllO aVi:1u;¿;ar el la uerccha- girar a In izquierda~ solo giral a la i;¿;quiel ua. 
etc. De esta fonuc\ se pueden dibujar las correspondientes a las cadena~: 
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1. kdekkgbcfkkdek, esta cadena interpretada gráficamente se muestra en la figura 3.10: 

b e 
g f 

k 

k d 

d 

e 

k 

Figura 3.10: Cadena kdekkgbcfkkdek. 

2. kgbcfkkhikdekihkkgbcfk. de ignal forma esta cadena se representa en la figura 3.11 gráficamente: 

d e 

k 

h 

e 

b 
g 

k 

Figura 3.11: Cadena kgbcfkkhikdeláhkkgbcfk. 



Capítulo 4 

Fundamentos Teóricos de los 
Sistemas de Lindenmayer 

El bIJo Ille1S siruplc de los sü,temas de Linuemnayer. son los sistemas llaIllados LOD. los enaIes SOl! cletcl'
UÜIlÍSticOS e independientes del contexto. 

Aunque Iuatelnáticcunente son muy simples. estos sistelnas plOpOlCiOlU-Ul una clara visión de las ideas y 
t.écnicas hásicas ele lo:::; sisteIUc:ts de LindeIlIllayer y del pctralelismo en la reescritura en generctl. 

Los primer os ejemplos de los sistcIllas de Linderillrayer que se utilizaron pm el rIlodelar del->arrollos biológico::, 
fueron los 8'lstenws LOD. 

4.1 Sistemas de Lindenmayer Independientes del Contexto (LO) 

Un ,,'lstema LO es mm terna G = (E. h. '(Uo) donde: 

9 ¿; es un alfabeto . 

., h es una sustitución finita en E (conjunto finito de producciones) y 

• 'WO (axiOIlla) eti una palabra sobre 2:;. 

Lua VrodHcczón es HU pal Oldenauo ((1,. X) Y se escribe: 

a--+x 

La letra a es llaruada fJ!edeceso'l y X es el suceso'!' de la producción. 

Pma cualquier letrR a E :E. hayal rnenos una palabla X E :E'" t1:-U que a -+ X. donde ¿:*. repres(-mta el 
conjunt.o de palabras 80bl e :E. 

Si una regla de producción no csr,á especificada explícitarnente para un predecesor a E :E se asume <lue 
la v{o(lncCJón identu1ad 

59 
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pertenece al conjllllto de producciones del sistema. 

Si f.l = al ... arn es una palabra arbitraria sobre E, entonces la palabra v = Xl ... Xm E ¿;* es derivada 
directamente de f-t y se denota por: 

¡.t ~ v siempre que ai --+ XZ \:ji = 1, ... m 

Una palabra v tiene una derivación de longz"tud n si existe una secuenáa de desarrollo de palabras 
generadas a partir del axioma w: 

f.lo, f.ll ... ·. f.ln. tal que f.lo = W, f.ln = v y f.lo '* f.ll '* ... '* f.ln· 

El sistema G va generando palabras cada vez que se aplican las reglas de producción a partir del axioma 
'Wo. el conjllllto de estas palabras, se conoce como el lenguaje generado por G y se denota de la siguiente 
forma: 

L(G) = {wo} U h(wo) U h(h(wo)) U ... = Ui~O h'(wo) 

El lllecanismo de los procesos de reescritura de los sistemas de Lindenmayer se puede ilustraJ: con el 
siguiente ejemplo utilizado para simulaa: el desarrollo de un filamento multicelular encontrado en la bacteria 
azul-verde Anabaena catenula. 

• Los símbolos a y b representan los estados citológicos de las células . 

• Los subíndices i (izquierda) y d (derecha) indican la polaridad de la célula, especificando las posiciones 
en las cuales, las células hijas serán producidas. 

La modelación del desarrollo está representado por las siguientes reglas de reescritura: 

PI : ad -+ aibd, 
P2 : ai --t b'/,ad. 
SP3 : bd -+ ad. 

P4 : bi --t ai, 

Iniciando con la célula ad (como axioma). el sistema de Lindemnayer genera la siguiente secuencia de 
palabras: 

ad 

aibd 
btadad 
a'/,aibda1,bd 
btadbtadadbiadad 

Visto en un microscopio, las células se observan como rectángulos de varias longitudes. Las células de 
tipo a. son más grandes que las células de tipo b. Esto puede ser representado gráficamente por rectángulos. 
los grandes para a y los más pequen6s para b. Además las polaridades pueden ser representadas por flechas 
internas en los rectángulos. Por ejenlplo, el axioma ad, se representa por 1lll rectángulo grande con 1llla 
flecha interna cuya dirección va a la derecha. La siguiente palabra generada es aibd Y es representada por 1lll 
rectángulo grande con flecha interna a la izquierda y un rectángulo menor con flecha a la derecha. Siguiendo 
este razonanuento puede interpretarse gráficamente cualquier palabra generada. 
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~ 
, ,,.....;;12>....,.,,.....,1 

Fignra 4.1: Desarrollo dd alga Anabacn(l, Catenula. 

4.2 Sistemas de Lindenmayer Propagados (LOP) 

{hl sistema LO G = (L;. h. 'Wo) es llamado fJTOpagado si no tiene Ilinguna ¡noducóón de elimz17,ac'ión que tiene 
la fOlma: 

a-----+>-

e11 ;311 eonjunto de producciones. De otra fOrInct el sisterna es llamado no p'ropaqado. 

4.3 Sistemas de Lindenmayer DeterminÍstÍcos (LOD) 

Un .'nstema LO G = ('Z. h. 'IDo) (;8 ddc1'frnn'ÍsÍ'ico si y sólo si pma cad,,:\ o, E I: existe exact,cuueIlte Uln\ O' en "E*' 
talque: 

Es deciL }Jala todo símbolo del alfabeto hay exactamente UIla legla de ploducción definida. De otra 
forma el 8ist,eIlla es llarnado no det(n '/TI'mútico. 

1. El :siguiente sistema de LillclcIllllaycr G (~S propagado pero no es detu m'inístzco. 

G = {{ a }. {a --+ a. a --+ 0.
3

}. u.} 

analizando el conjunto de producciones de este sistenla: 
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se nota que hay más de una producción especificada para el símbolo a (no determinismo) y que la 
producción de eliminación a --+ A no pertenence al conjunto de producciones (propagación). 

En general~ un sistema puede ser definido simplemente por el listado de las reglas de producción especi
ficando el axioma. (el alfabeto E y la sustitución h pueden ser leídos de las producciones). Los s.istemas 
de Lindenmayer pueden definirse también de esta manera. es decir, por su lista de producciones. 

Por ejemplo, el sistema L G anterior puede definirse como: 

{a -7 a, a --+ a3 , con axioma a.} 

2. El siguiente sistema de Lindenmayer, es determinístico y propagado. 

• alfabeto: 

{S, a. b. c, d. e, f,g. h, i.j, k. m, 0,1. 2} 

• reglas de producción: 

S-7 abo 
a-7 dg, 
b-7 eO, 
C-7 22. 
d-7 De, 
e-7 ef, 
f-7 le, 
g-7 hb. 
h-7 di, 
i--+ jk. 
j-7 mI, 
k-7 eO, 
m-7 De. 
0-7 O. 
1-7 1, 
2-7 2 

• ax'tOma 
s 

Los primeros ocho pasos de derivación a partir de S son: 

(a) S=-ab 

(b) ab =- dgeO 

(e) dgeO =- OehbefO 

(d) OehbefO =- Oefdie0221eO 

(e) Oefdie0221eO =- 0221eOejkef022l220 
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(f) 0221cOcjkcf0221220 '* 0221220cfm1c0221c0221220 

(g) 0221220cf rn1c0221c0221220 '* 0221220221cOc1220221220221220 

(11) 0221220221c0c1220221220221220 '* 0221220221220221220221220221220. 

En esta serie de derivaciones. puede obsel varse que la última cadena deriva en si misIllG\. entonces L( G). 
consiste en las nueve palalll as listadas. 

L( G) = { S, a.b. dgcO. OehbcfO. Oc! dú,0221cO, 0221cOejkcf0221220. 0221220cf rn.lc0221dl221220. 
0221220221cOc1220221220221220.0221220221220221220221220221220 }. 

Este es un ejemplo del desaIlollo de una célula en el contorno de 11m\ hoja. De hecho. los tipos de eélulct 
O 1. 2 conesponden al tipo de células que definen (-;1 contorno de una hoja de la sigment.c manera: 

171 0- eélulas que esti:.\ll en las muescas enb e los lóhulos. 

o 1- células en la punta de los lóbulos. 

e 2- células del contorno donde no hay división. 

Con esta illtclpretrtción.la última cadenn, l'Cpl'eS8nt? el contOlIlo de una hoja como lo Ilmesha lR figura 
4.2: 

~..--O 

1,,2 2 O 

~ 

1 

Fig1ll<l4.2: Desarrollo de UlI sistc-'!Ill<:1 ue Lindenlnayel LODP. 

Aplicando rCCllTsivamentc este sistema pueue obtenerse una figura mc\s cornpleja COIllO la que se lllllestra 
a continuación en l<:t figura 4.3: 

Figm·a 4.3: Aplicaciólllecursiva del sistema de Linclcnmaycr, 
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4.4 Sistemas de Lindenmayer U narÍos (LOU) 

Un sistema OL G = (E. h, 'Wo) es unaria si y sólo si: 

c""dE = 1. 

donde car~ significa la ., cardinalidad l' del conjunto L: es decir, el número total de elementos del con
junto. En este caso el alfabeto 'E consta de una sola letra. 

La propiedad de estos sistemas de tener sólo un símbolo en su alfabeto, llamada reestricción unaria tiene 
ciertas ventajas: 

• Los sistemas UOL son muy triviales y permiten hacer una caracterización completa. 

• Las cadenas, que constan de una sola letra, pueden ser puestas en correspondencia con los números 
naturales para un fácil manejo. 
Entonces si E = {a}, cualquier lenguaje L sobre {a} está determinado únicamente por el conjunto S 
de enteros no negativos definido por 

S = {n 1 an EL}. 

En la misma forma una cadena sobre {a} puede ser representada por un entero y un lenguaje sobre 
{a} puede ser representado por llll conjllllto de enteros. 

Un sistema LOU puede ser representado como llll conjllllto de enteros. 

Si un sistema LOU es determinístico, propagado o de crecimiento se agregan las letras D, P. G. (growing) 
respectivamente. 

1. El siguiente sistema L llamado OLVIDA3 • muestra un sistema no propagado, no deteTTn'inístico y 
además 'unario. 

• alfabeto: 

a 

• reglas de producción: 

• axzoma: 

a 

A partir del axionla a se obtiene1 en lllla derivación de un paso cada lllla de las palabras A. a2
• a5

. ya 
que el sistema es no deterrninístico. 

axioma a 

tEEJ 
Un segundo paso de derivación proporciona lo siguiente: 
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• de A . 
1\0 propOlcionCl ninguna nueva palabra. 

o de o,L'. 
Sea 0,2 = al (1,2 ¡.;e pueden obtener las p¡:uRbr¡:¡,s: 

Q de aS. 

0,4 de la sustit.ución al --+ 0.2 , (1,2 --+ 0,2. 

(J,1 de la sustitución al --+ u,z. 0,2 --+ aS = al --+ aG, (/,2 --+ o,z. 

ala de la tiu:sti! ución (J,I --+ u,"s, (/,2 --+ 0.5. 

SiguIendo el procedillliento simihu: de 0.
2 se obtiel1e: 

0. 13 .0,8, uP. a 11 , 0,12, a 13 , 0,14, a1G. 0,113, 0,17. alD, 0.2ú. o,22. (),25. 

Recordando que en estos SIstemas todos los sÍIllbolos de la palabra se n~(;sC'f 'lben 8zm'IJ,ltáneamente. 

G5 

VIl tercel paso de derivación produce. en rnuchas formas diferentes las palabras que olvida el sistelna. 

es fácil de lllostH~l pOI indUCCIón que. 

TlnrTVTDA \ {,'I. 1
I 

, •• -f. 3'J 
.1J\l/1J L 3) = ~ '1 

2. Este ejemplo representa un sistema unan,o y detc'l mmÍ8tico de llOInbl'e EX P01V El'VT E 2 cOU' 

• axiOlna o, 

o y la 1 cgla a --7 a2 , 

las !.:uatr () }JriIlleraS palabras que genera el sistenla son: 

est.a serie se obtiene a partir elel ¿-UiOlllCl. a y la regla de Sllstitllción o. --7 0,2 de 10. siguiente fonn(l,: 

0,--7 a2 . ;::::} (1,2 

a -} (a2 )2 ~ ,,4 

a-+ (0.4 )2, ~ a8 

a-+ (0.8)2 ;::::} a lG 

En general. el sistema genera el lenguaje formado por las palabI<:ts: 

2' a, -i2:0 
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4.5 Sistemas de Lindenmayer Extendidos (LOE) 

Un sistema LO G = (L;, h, wo, 5) es extendido tal que: 

• 'E es un alfabeto de símbolos no terminales, 

• h es un conjunto de reglas de producción, 

• Wo es un axzoma. 

• 5 es un alfabeto de símbolos terminales. 

La letra E (extendido) en el nombre de 1lll sistema de Lindemnayer significa que se permite el uso de 
símbolos no terminales, entonces un sistema LOE es un sistema LO, donde el alfabeto está dividido en dos 
partes. símbolos terminales y símbolos no terminales. 

Los sistemas OL y los LOE trabajan en la misma forma, pero sólo las palabras sobre el alfabeto terminal 
están en el lenguaje de 1lll sistema LOE. 

Un sistema LOE G puede ser visto como un sistema LO, donde se especifica un subalfabeto ¿T y el 
lenguaje del sistema OL se intersecla con ¿; para obtener el lenguaje del sistema LOE. 

El siguiente ejemplo es muy instructivo. el sistema LOE llamado SINCRO. 

En esta notación las letras mayúsculas son símbolos no terminales y las minúsculas son símbolos termi
nales. 

• alfabeto de no terminales: 

• alfabeto de terminales: 

• reglas de prod'ucción: 

• axioma: 

A-tAÁ 
B-tBÉ 
C-t cé 

Es fácil verificar que el lenguaje es: 

¿; = A,Á,B,É.c,é,F 

A-ta Á-tÁ Á-ta 
B-tb É-tÉ É -t b 
C-tc é-té é-tc 

F-tF 

ABC 

L(SINCRO) = {a"b"c" I n 2: l} 

a -t F 
b -t F 
c -t F 

esto es debido a que el sistema LOE es sincronizado en el sentido de que todos los terminales deben ser 
alcanzados simultáneamente. 

Por otro lado el símbolo de falla F, nunca puede ser eliminado de la palabra. Este lenguaje es 1lll ejemplo 
clásico en la teoría de lenguajes formales: lenguajes sensibles al contexto. 
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4.6 Sistemas de Lindenmayer con Tablas (LOT) 

un S'lstcma LOT e~ UIla terna G = CE. S. 'UJo), donde: 

• S es un conjunto de sustituciones finittls tal que: 

'Va E S.la telna G = (L,o (J. 'W() j. es un sistema LV. 

En otlas pnJaol<:\s un sistema LOT es 1Ul sistema de LindellIll~wel' que tiene In¡-lS de un conjnnto de pro
ducciones disponibles. pero tiene el mismo alfabeto y el misrllO i:IDOllla. 

Ellengu,a)e de un sistcrna LOT L(G)~ consiste de 'UJo Y de todas las palahras eIllos lenguajes: 

"l ... O'c(wo). donde k > 1 

y cada o., pertellece aS. Aderuás <'tlgunos (J,/, pueden coincidir 

Un rasgo muy carRcterÍstico de la l'eescIitma en petralelo es el 11S0 de tablas. 

Una tabla es sin1111ementc un eonjunto de reglas de l"eescl'itura. 

Un sistelna puede tener varias tablas siempre finita.s, es esencial que en cada paso del proceso ele -
lee~crit.ura. se usen las reglas de producción de la misma tablét. Ésto causét el siguiente estado del fenólueno 
eulR. lllOdelación del uescuTollo de OlgmüsnlOs, reales o i:U tifieiR.les. Puede haber difeH:;ntcs cOlldiciOIH:~S en el 
IHedío ambient.e (noche y día. variación de calor~ vRriétCIÓn de lu7" contarllinacióu. etc. ) o diferentes fase~ 
dd desanollo. donde es inlportante usar diferentes reglas. La figurr. 4.4 nmcstra difelelltc~ condiciones eH el 
lnedio anlbicnte. 

Noche Día Viento 

Figura 4.4: Condiciones diferentes vm:a 1,111 sistelua de Lindenm.ayer. 

Entonces se consideran todos los conjuntos de reglas. tablets. obtenidas en esta forIlla. Pero se observa 
qne las tetblas no ticncn sentido en la r eescritnra secuencial. Porque sólo se usa una regla e11 cada paso de; 
deüvación. esto es suficiente para considerar el conjunto total de reglas. 

L11, letra D indica que todas las sustituciones (todas las tablas) son deternllnÍsticas. Sil! embargo. de 
aCllerdo con la definición anterior. no hay control COIl el uso de las tablas. (las tabld,s pueden ser nsadas en 
orden arbitrétrio y en multitud). 
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Un lenguaje LOTD no es generado en una secuencia. Una secuencia definitiva resulta sólo si el orden en 
el uso de las tablas está especificado en forma única. 

Se define un sistema LOT por la especificación del axioma en cada tabla. una tabla es un conjunto de pro
ducciones incluidas en corchetes para indicar que están juntas. No hay reestricciones, la misma producción 
puede aparecer en muchas tablas. 

Como ejemplo se ve el sistema LOTD llamado P AL: 

• con el axioma:. 
a 

• y las dos tablas de reescritura: 

Td =[a--*b,b--*b2 ,c--*a] 
Tn = [a--* c.b--* ac.c--* c] 

(Las letras d y n indican día y noche respectivamente.) 

En lugar de una secuencia lineal, las derivaciones se presentan en el siguiente árbol en la figura 4.5. donde 
la raíz está representando al axioma: 

a 

"D 1\ 1\ l'l(a/,\ c~ 
;t~~---=. ~.-. 

1" (ac)' (la)' c' 6' (ac'j' a' (acj' 6a' c' 

Figura 4.5: Arbol de derivación. 

Cada rama indica cual de las tablas fue usada: 

• un descendiente por la izquierda resulta de una aplicación de Td • 

• un descendiente por la derecha indica una aplicación de Tn . 

Si no hay un descendiente marcado (como a y e en el tercer nivel) indica que éste ocurrió en un nivel 
anterior. 

La continuación puede ser ignorada. si sólo se está interesado en determinar al lenguaje. La rama más a 
la izquierda del árbol contiene las potencias: 
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Sin eUlbc1.rgo, todas las potencias de: 
b'.i?:l. 

OCUlTeE e11 ohc"t parte del ;:tr bol. Lo Hllsmo sucede para las potencias: 

Plilnero se debe observar que: 
\/i, 2: O. ba'l+l result.a ele va" 

aplicando primero T n Y luego Tri_ 

Q De ba/- la palabra [;,+2 resulta de aplícar Tri. 

~ la palabra C'+2 de aplic<:u Tn, do~ veces 

$ y la pahtbra 0/-;-2 de CI +2 de Tri_ 

Aunque son aparenteIlH;nte muy simples. los sistemas LAP tienen UIla rica estruc:tma. Si se da un orden 
de il"plicación de lai:) tablas. resulta UIla única secuencia de palabnts. Se pueden visuahzar las dos tablas prt,ra 
1Gs rcglrts pa,ra el día y la noche. 

La alternación es el orden natural de aplicétcióll: 

(suponiendo que se comicnz;a con T(1 ). 

Otta posibilicl<=td es cOIlsiclcl"m' luz deL día efer'na (solo usar Tri) o noche etc7'na. 

Si se escoge un u.Tioma arlritrarzo: en vez de a, es uecir la palabra no vacía 'W sobre {a. b. e}. (AIguua¡..; 
veces se usa el ténn.ino proyecto L en lngRf de sistema L. para indicar que el ax.iollLH no está espeeificaclo). 
Se denota LAPDIA- NOCHE(w). LAP- DIA(w). LAP - NOCHE(-u'l. Cada una de ellas generan una 
secuencia específica de palabras. 

Dc hecho LAP-DIA('I1') y LAP-NOCHE(w) sou sistemas LOD. ya que LAPDIA-NOCHE('IJ) 
pucde í)cr VIsto COlllO un sisteuFt deterrllillÍstico y propagado. o sea uu LODP. 

Por ejernplo. pal<-l el axioma: 
'lO = abc~ 

la secuencia es la siguiente: 

• DIA-NOCHE: 

• DIA: 

• NOCHE: 
abe. cac2

• é. é .... 
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4.7 Sistemas LO Bifurcados y de Florecencia 

Un sistema LO G = C¡;. h. wo) es bifurcado si los símbolos: 

[.l E ¡; 

Los sistemas LOT pueden ser utilizados cuando ocurren cambios en el desarrollo de un organismo. La 
metamorfosis de un insecto o el call1bio de un proceso vegetativo a un proceso reproductivo en el florecimiento 
de plantas pueden servir como ejemplos. La figura 4.6 muestra un proceso de florecencia. 

Figura 4.6: Proceso de florecimiento. 

La producción de! florecimiento se hace con e! desarrollo de una estructura bifurcada (o ramificada), 
en estas ramas ocacionalmente aparecerán flores. Este proceso puede ser desarrollado por sistemas que 
contengan símbolos de ramificación (como son los paréntesis o corchetes). A continuación se muestra en la 
figura 4.7 un proceso de ramificación y florecencia. 

Figura 4.7: Proceso de ramificación y f:l.orecimiento. 
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El lllecanislllü de la inducción de flores ha sido investigado ampliamente en las plantas qne cOlllienh~Ul 
a flOlecel ya t;ea en el elía o en la noche. Los estimulos a la incluccióll de florecimiento son IccibiJos 1>01 el 
Inaclmamieuto ele hojas del crecimiento vegetativo de l¡:ts plantas La figura 4.8 Ill1lCstl'a un ftlnec:imiento 
lnás complejo que los anteriores. 

Figura 4.8: Florecimiento. 

Como una demostración de 10 anterior se eonsidel'a el siguiente sistema L. Este tipo de clecimjento no 
illvolunGt intelacciones cntre las partes de la planta o con el medio ambiente. 

El sistcHla estA definido pOI' dos t.ablas de produccion detelmirúsücas LO. P".l.Hl generRl' 1;--1., bifurcación o 
C~ tI uctm a de rRJuificacióll las 1 eglas de producción cIllplean los par énteslS. 

• a.lfa.beto: 
1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. A. B. C. (. ) 

o tablas de reglas de pl'od'Ucción, descritas en la tabla 4.1: 

Vegetatz'Uo Reprod'UcthJO 
1 --+ 21 1 --+ A 
2--+3 2--+6 
3--+4 3--+8 
4---+5 4 --+ 7(1) 
j --+ 70 5--+0 
6 --+ 7(1) 6--+7 
7--+1 7--+7 

8 --+ 7(A) 
A--+B 
B--+C 
C--+C 

(-+( (--+ ( 
) --+) ) --+) 

Tabla 4.1: Reglas de producción. 

El a:¡;zoma: 
a 
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El alfabeto de la primera tabla contiene como símbolos los números del 1 al 7 Y los paréntesis izquierdo 
y derecho. la segunda tabla contiene además el número 8 y las letras A, B, e 

Las letras mayúsculas representan diferentes etapas en el desarrollo del florecimiento: 

• La letra A representa botones de flores sin abrir. 

• La letra B representa flores. 

• La letra e representa flores que han abierto su botón y están en proceso de dar l.Ul fruto. 

La figura 4.9 muestra el desarrollo vegetativo de las primeras etapas. Las etapas sigujentes a partir de la 
flecha representan un desarrollo reproductivo hasta que la aplicación de éstas ya no producen cambios. 

1 
21 

321 
4321 

54321 
7654321 

77(1)7654321 
77(21)77(1)7654321 

77(321)77(21)77(1)7654321 
77(4321)77(321)77(21)77(1)7654321 

77(54321)77(4321)77(321)77(21)77(1)7654321 
77(7654321)77(54321)77(4321)77(321)77(21)77(1)7654321 

77(77(1)7654321)77(7654321)77(54321)77(4321)77(321)77(21)77(1)7654321 
77(77(21)77(1)7654321)77(77(1)7654321)77(7654321)77(54321)77(4321)77(321)77(21)77(1)7654321 

-) 77 (77 (6A) 77 (A) 7767 (1 )86A) 77 (77 (A) 7767( 1 )86A) 77 (7767( 1) 86A) 77 (67 (1 )86A) 77( 7 (1) 86A) 77 (86A) 77 
(6A) 77(A)7767( 1 )86A 

77( 77 (7B) 77 (B) 7777 (A) 7( A) 7B) 77( 77(B) 7777( A) 7B) 77( 7777 (A) 7( A) 7B) 77( 77( A) 7 (A) 7B) 77( 7 (A) 7 (A) 7B) 77 
(7(A)7B)77(7B)77(B)7777(A) 7(A)7(b) 

Figura 4.9: Desarrollo vegetativo y reproductivo. 
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Esta última cadena puede sel vista gráficamente de la siguiente forma. corno lo rrmesha la figura 4.10. 
(las lCllllas se lmu dibujado altelnando izquierda-derecha). 

A 

6 , 

B 

--4 
¡:., 

B 
--lf 

Figura 4.10: Florecimiento. 

Se puede notar a tIavés de la gddlca qne la rama izquierda Il1~'í.s celcana al tallo se lepite en Sll par te Ill<i~ 
alt.a en la sigmente nUlla supcriOl de ósta. y de esta fonna V,t repitiendo 511 parte Ill<:-"ÍS dlta Sllceúvameutc 
hasta terlllll1cU en una sola B Lo lnismo sucede para las raIllas del lado del echo. 

4.8 Sistemas de Lindenmayer Estocásticos (LOS) 

GIl ''!"temu. OL G~ = (~. p. W(). <1') donde: 

111 E es un alfabeto. 

G 'Wo es un aT,zor{ba. 

e r es 1m conJunto de pT'Odv,cC'lones 

Iil <I> es Ulla función de d'l.8t'l zunc'ión de pT'Obabilidarl tal que: 

,h: P -+ (O. 1J 

es Hn sistenla estocástu;o. 
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La distribución de probabilidad cP es una función que mapea al conjunto de producciones en el conjunto 
de probabilidades de producción. 

Para cualquier letra a E :E la suma de probabilidades de todas las producciones con el predecesor a es 
igual a L 

Una derivación estocástica en G iJ> es de la forma: 

si para cada ocurrencia de la letra a en la palabra fL la probabilidad de aplicar la producción p con el 
predecesor a es igual a: 

<t>(p). 

De esta forma las producciones con el mismo predecesor pueden ser aplicadas a varias ocurrencias de la 
misma letra en un paso de derivación. 

Todas las plantas generadas por el mismo sistema LO detenninístico son idénticas, para poderlas variar 
en el mismo sistema sin producir variantes artificales es necesario introducir variaciones .. especimen a -
especimen" que preserven los aspectos generales de la planta. 

Estas variaciones pueden ser alcanzadas por ciertos valores aleatorios en el sistema de Linderunayer. apli
cando las producciones estocásticamente afectando topológicamente la estructura de la planta. 

Como ejemplol considérese el siguiente sistema de Lindenmayer estocástico y no determinístico1 donde 
los valores arriba de la flecha indican la probabilidad: 

• alfabeto: 

• reglas de producción: 

• axzoma: 

F,[,],+,-

F[+F]F[-F]F 
F[+F]F 
F[-F]F 

a 
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AlgUlWs variRcione~ a h'ts plantas representadas por este sisterm-1 pueden verse gráficament.e de la siguiente 
forma en la fignra 4.11: 

Figura 4.11: Sistema ele LmdeUluaycr EHtOC¡:Ístico. 

4.9 Sistemas de Lindenmayer Paramétricos (LPr) 

Los ústemas L Parmnétricüs operan sobre [Ju,labm.s POfoimétncC/,s. que son CCtclenas de IuóJulos fOrInados pOI 
símbolos pertenecientes a un alfabeto V, los cuales tienen padunetlos asociados que pe1 telleucell al conjunto 
de los números reales R. 

VIl móuulo con símbolos 

y pad.Illetlos 

es ueuotndo IJOI 

Todo lnódulo pel t.eIlece ¡--u conjunto 
M= V X R" 

es el coujUllto todas las caclena~ de módulos no vacías y se denotan COIllO 

(V x El y(V x R)+ 

1 espcctivamente. 

Los pnrruuctros actuales evaluados (rnímelos reales) apmeciendo en las cadenas. concspoIHlen COIl 10:-> 
pétl~{Illetros fonwües usados en la especificación de las producciones elel sistclna 1. Los parámetros fOlmales 
pueden existir en expresiones maternáticas y lógica~. 

Si :E es un conjunto de parámetros fOlmales. entonces C(:E) denota a, la expresiónlóglca con parAlllchos 
de ~) y E(:B) representa a una expresión aritmética: con parrunetros del miSlllO conjunto. 

Arnbos tipos de expresiones consisten de panhnctros forruales y constantes m.lInéricct~ combinadas usando 
los operadores G"'tritrnéticos 

+-".j 
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el operador de exponenciación. los operadores relacionales 

<,>~= 

y los operadores lógicos 

!,&,I 

y los paréntesis 
(, ) 

Se siguen las reglas estándar para construir expresiones correctas y para la precedencia de operadores. Las 
expresiones lógicas evalúan a cero para falso y uno para verdadero. 

4.10 Sistemas L Independientes al Contexto Parámetricos (LOPr) 

Uno de los tipos más sencillos de los sistemas L parámetricos son los sistemas L Independientes del contexto. 

Estos sistemas están definidos por la cuádrupla 

donde 

G=< V.~.w,p > 

v 
~ 

w E (V x R)+ 
P e (V x ~*) x C(~) x (V x E(~))' 

es el alfabeto del sistema, 
es el conjunto de parámetros formales, 
es una palabra paramétrica no vacía llamada axioma. 
es un conjunto finito de producciones. 

Los símbolos ,,:., y " -1-" se usan para separar los tres componentes de una producción: el predecesor. la 
condición y el sucesor. 
Por ejemplo. en la producción: 

se tiene que 

A(t) : t > 5 -+ B(t + 1)eD(tD.5 , t - 2) 

el predecesor es 
la condición es 
y el sucesor es 

A(t), 
t > 5, 
B(t + 1)CD(tD5, t - 2) 

Una producción concuerda con un nlódulo en una palabra paramétrica si se cumplen los siguientes puntos: 

• El símbolo en el módulo y el símbolo en el predecesor de la produccióll es el mismo. 

• El número de parámetros actuales en el módulo es igual al número de parámetros formales en el 
predecesor de la producción. 

• La condición es evaluada como verdadera, al sustituir los parámetros actuales en los parámetros for
lllales de la producción. 

• Una producción puede ser aplicada al módulo. creando una cadena de nlódulos especificada por el 
sucesor de la producción. Los valores de los parámetros actuales se sustituyen por los parámet.ros 
formales de acuerdo a su posición. 
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EH el caso de que ninguna ploullcción de P concuerde con mi módulo. se <t:iUlllC qllC l;sre ~c leemplaza pOi 
'SÍ llllt>llW. 

SI G es uu sistema L y U11 módulo {f, produce una pabJll a paramér,Iica X como 1 esultado ele la aplicacióll 
de UIld IHOduccióll. se denota CUIllO (L ---1 X. Dada nna palabrd paraméLlica 

se dice que la pa1ah1(1, 

es (ll;u;dwncn te del z'lJu,da de (o ge.neT ada pO'1 ) p, que se denota CorllO 11, :::::} 1/ si y 8610 si 

Una palabra pmamétrica l/ es geucrada por G en UIla derivación de longit'u,rl TI, si existe lUm secuencia de 
paLl11lRS Po- f l l-··· 11"(1 tal que 

11'0 = W. Vn = ¡; y 

POl ejemplo. sea el sistema definido por 

111 alfabeto: 

2: = {A.B} 

@ '/ c!Jlas de proa'ucción: 
PI .- A(.1:.y) :y:<;3 -) A(:" ± 2.:r: + y). 
])2'- A(1:.Y): '.11>3 -) B(:I:)A(:¡;f¡I. O). 
P3: B(:r:) : :E < 1 -+ C. 
P4: B(:r.) : T:;"l -+ B(:r; - 1) 

e al/tOma: 

w = B(2)A( 4.4) 

Eut.onces pala la primer palabla generada él, pal tir del axiOIlla w = B(2)A( 4.4), se empicha la 1 eesnitlll'cl ele 
la siguiente fOlfW-t: 

e pRra el sÍIllbolo B 2 en el módulo. se tiene qne CUIllple corno IHedeccsOl' la condición ele la plodllcnóll 
P4 elltonces. de aeueldo al valor de ;r: = 2 en cImódlllo. se obtiene el sucesOl de B(2 - 1) = B(l). Y 
par~1. el símbolo A.(:1: = 4. '.1/ = 4) en el Illódulo. se tiene que cllrnple con la condiCIón de la prolHerlad 
JI,. entonces se obtine el Ollcesor B(4)A(4j4.0). La prime1 1",-labr<1 gene1a,!<t es B(I)B(4)A(l.O). A 
pi::util de esta palabra se puede obtener la siguiente palabra reescrita tomando los v¡.-tIOles act.uales de 
:D y de y. clllpe/ji::1ndo a leesnibir B(l). se obtllle que cUIllple con la condición ele la regla P4. eutoIlces 
B(I) evolucIOna a B(I- 1) = B(O). para B(4). cumple igualmente con b condición de la regId [14 y 
evolucioui::t i::1 B( 4 - 1) = B (3). y para A.( l. O) se ve q1le cumple COIl la condición de la, propiedad P l. 
ent.onces evoluciona a A(l * 2.1 + O) = A(2.1). Aplicando sllccsivaUlente est.e proceso de lecscritma 
se obtielle lJ.uc la cuarta palablC1 generada es CB(1)A(8. 7). Este proceso ele reescritm~t. 110 debe ele 
olvidarse se lealizct en fornl<'1. sÍlnulti::hwi:\ p~lra todo~ los lIlódulos. 
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La secuencia inicial de generación de este.-sistema OL Paramétrico está representada en la figura 4.12: 

B(2) 

t -B(l) 

t 
B(O) B(3) A(2, 1) 

J:-.l t 
e B(2) 

t + 
A(4,3) 

+ 
e B(l) A(8,7) 

Figura 4.12: Secuencia de generación de un sisteula L ParaIl1étrico. 

4.11 Sistemas de Lindenmayer Sensibles al Contexto (LI) 

En todos los sisteluas de Lindenmayer discutidos hasta ahora las células individuales se desarrollan sin 
ninguna interacción con sus vecinos. En ténllinos de teoría de lenguajes, la reescritura ha sido indcpencliellte 
del contexto. Sin enlbargo, en muchas ocaciones se encuentran organisrnos en los cuales cada Ul1a de sus 
células está influenciada por el estado de algunas de sus vecinas paJ:a el proceso de reescritura. Es decir. 
cada célula depende de células vecinas para poder pasar a la siguiente etapa. Estos sistemas son conocidos 
COillO sistemas de Lindenmayer con intercciones o sistemas de Lindenmaye1· Sensibles al Cont~xto. 

En un sistema L( m, n) con: 

TI/,. n ~ O 

las reglas son de la fonna: 

(a,a,{3) -+ w, la 1= m·1 {31= n 

Esto significa. que entre las letras a y (3, la letra a puede ser reescrita como la palabra w. 

En este tipo de sistemas taInbién se aplica el paralelismo: todas las letras deben de ser reescritC\...<; 
simutállerunente. 

EIllOlllbre de sistemas de LindenmayeTI es colectivo para todos los sistenlas L(rn,ll). 

Los sistemas L(l, O) Y L(O, 1) son llamados sistemas lL: la interacción de la célula es de un lado. la 
reescritura de una letra depende siempre de su vecino izquierdo soloouente (o de su vecino derecho). 
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El uso de Lts letl <1:, D.P E. ! icnen ellllislllo úgllificHelO ant.erior. Eu ¡>al't.ieulm dctCllllisIllO ::ilglllncc\' eH C~ j e 
caso. que para cdda cOllfigm acióll que cOIl~iste de UBa letra y UIla vecilldad (m.I1). hay exactamente llI1ct 1 cglct 

Como ejelllplo sea el sigmcllte fli::iteIlla L(l.O)D. 

{o .. b. c. rl) 

1) ,/eljl(/"" de P,/()(!?lcción: 

las l(~glas est¡:Í,ll definidas cIlla siguiente t(jJ)la. cloIlde cada lenglón üHlicd. la vecilHttcl izquierda y cadcl 
COlUlllll<l, la ldIe\' a sel lccsnita: 

(/ b e d 
4 e b (/ rl Tr 

o. (1. b IJ. d 
1I U. /¡ IJ d 
e b e (1. (!JI 

el (,. 1) (/ el 

o n.Funrw: 

DebIdo al detenninismo el kguaje es producido ell una 8ccuencza con COlllleIl/,O: 

ad. cd, wul. cad. abd. ebd. aedo cnad. abad. chad. acad. cabd. abbd, cbbd, acbd, caed. olJaad . .. 

E;:;LC erecimieuto en la longitud de palabHl 110 es pOoiblc para ld':-> secuencias generadas 1>01 sisj,ellm~ de 
Lillcienllldycr sin inr.eracción o sistemas LOD. 

Los intervalos en los cuales la función ele CIecimiento pelIllctUeCe COllSI,¡-tllLc CIcce Iwís allci. ele todo::-i l()~ 

línü¡ cs. El crCClllllento c¡..; logrl.lítnlÍc:o. 

Es obvio qne la cdpacidad generativo cUlIllc;ntR, :::;i la inteIRcci6n es In;.-b extensiva. los SIstemas: 

L(m. + 1. n) 

son 1mís gellcrcttivos que los sistemas L( m 

Los si::-itema L(O.l)E (r,a111hién COlllO los sisteIllas L(1 O)E) g()I1el,Ul lodos 10':-> lcngmtJes lCClllSlVCUllClll(' 
CIl1UllCrables. 

4.12 Problemas de Decisión. 

Sea llIl sist.elUa OL G = p.> h VI} que genela sisterlláticamente elementos de L( G) de la siguiente fOll.ua. 

L(G) = U.~=üLn(G). 

" Sea Lo (G) ellcugllaje que tiene exact(lIllente Ull elemento. que es w. 

ill Para cualquiel n. si ya se han generado todos los eleIllentos dellengnaje L( G). (~stos pueden ~el listados 
en Hna ::,eCllCllCIa. 
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Sin embargo, el lenguaje L( G) puede ser infinito, en este caso el proceso para generar cadenas del sistema 
G lllUlca termina. Además sí se da una cadena arbítraría x E .E*, para saber sí pertellence al lenguaje L( G) 
es imposible hacer el proceso de listar los elementos de L( G). Y por lo tanto no pernúte saber si x E L( G). 

Es muy importante tener un procedinúento (o algoritmo) efectivo el cual, dado un sistema OL G y una 
palabra x. decida en illl número finito de pasos si x está o no en L( G). Este problema es conocido COIllO el 
problema de pertenencia. 

En general hay dos problemas de decisión relacionados con los sistemas OL: 

• Problema de Pertenencia; 
para cualquier sistema OL arbitrario y cualquier palabra arbitra,ria x. decidir si :c est.á o 110 eu L( G). 

• P'l'oblema de Eq'ui'Ualencia: 
para cualquiera dos sistemas OL G, y G2 decidir si L( G¡) = L( G2 ) o no. 

Dos sistemas G, y G2 tal que L( G, ) = L( G2) son equivalentes y esta equivalencia se denota por: 

Una forula de resolver los problemas de decisión consiste en describir un algoritmo. Si este algoritIllO 
existe el problema de decisión se dice soluble, de lo contrario es no soluble. Entonces, se tiene que: 

• El problema de pertenencia es soluble. 

• El problema de equivalencia es no soluble. 

4.13 Derivaciones y Gráficas de Derivación en Sistemas OL. 

Intuitivarnente. se entiende por derivación y de x. una secuencia de palabras que empieza con la palabrct 
x y ternúna con la palabra y, aplicando alguna de las producciones del conjunto de produccÍones en cada paso. 

Sea G = {~. h. w} un sistema OL. Una derivación D en G es una terna 

(8.1'.1') 

donde: 

• () es un conjunto finito de pares ordenados de enteros no negativos. 

• 1./ es una función de () sobre :E tal que: 

v(i.j) es el valor de D en la ocurrencia (i.j). 

• p es wm función de 8 sobre Ua.Ed a. --> " I a E h( a)} tal que: 

p(i,j) es la producción de D en la ocurrencia (i.j). 

La oc'uTrencia (i.j) satisface las siguientes condiciones: 

• existe una secuencia de palabras (xo. XI_' ..• x r ) E 1;*" llamada la tr"aza de D tal que l' ~ 1 y: 
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I e={(i.¡)I0<;:i<r y l<;:.i<;:IT,.!}: 

2. ¡¡('I .J) es el j-ésiIllO símbolo en ;¡;,' 

3. \iD::; í < 'f • pala a::; J ::;1 '[, l· 
Eu e6te caso D e~ uua rlerl'll(/,czón de ;¡;, H pmtü tIc :LO y (' c:-; la lougit.nd de D. La c:adeIld :L.{ es llmw),chi. el 
f(;..s'IIUado de lllld derivaCIón D. EH pmt,lclllm si :¡;() = 0.-', Cllr,OllC(-~;:;. D c::' lllla dC'lwl/,nón de .1:¡ ('11 G. 

POI ejeluplo. sean los sistemas OL: 

y::lea 

D = (0.1/.[1) 

donde 

• e = {(O.¡)! 1 <;: ¡ <;: 2} U ((I¡)! 1 <;: j <;: 3) . 

• v = (i . .J 1= u. \Mr" (i.:¡) E 8. 

e p(O.l) =p(1.2) = (), --t a y p(O.2) =p(1.1) =p(1.3) = (¡ --+ 0,2. 

elltollCC':-; D es nua deÚVeteiÓll de n'j e11 G de lougitlld 2. 

2. G = ({ a.lJ). {a -+ (nl!)2 /) -+ A). ah} 

eutouc:es: 

D = (&.".p) 

clOlHlc 

.8= {(O 1).(O.2)lU 1(Lj) 11 <;: i S4}U{(2 ¡) 11 <;: ¡ <;:8}. 

o U('l.¡) = 
{

a 
h 

SI .J es impal 
SI .J eH J)cl,l' 

OP(i.il={ 
(1,--+ 

/) -+ 
SI .J es ilUlmr 

.,1 .J es par 

(~S Ulla dcüvacióll de (ab)4 en G. 

Dado U11 Sist.Clua OL y una (leúv(),ciúu D. uua fOlllla sencilla ele lcple~clltar D C::- el h(\Vé~ el .. ; llll,t p/tfkit 
llalllada Grú/u:a de DeTwoc'Í,ón de D. 
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Por ejemplo sea el sistema OL: 

G = {{a}. {a --> o.z, a --> é}} 

y sean D, y D 2 : 

donde: 

• B = {(O.l). (O.2)} U {(l.j) 11 ~ j ~ 5}. 

• v(i,j) = aV(i,j) E B. 

• pdO. 1) = (a.aa).p,(O,2) = (a.ao.a). 

• P2(O.1) = (a.aaa). P2(O.2) = (a.aa). 

entonces DI Y D 2 son dos derivaciones diferentes de 0,5 a partir de {J,2. rullbas son de longit.ud 1. 

Estas dos derivaciones son representadas por las gráficas de derivación de la figun.t 4.13: 

~ ¡~ 
a a a a a 

Figura 4.13: Gráficas de derivación 1 

Las derivaciones y los árboles de derivación son correspondencias 'Uno a. 'Uno esto es, dada una derivación 
D se puede construir únicamente una gráfica de derivación T que representa a D y de igual fOTIna. paJ'a UIla 

gráfica de derivación T sólo se puede construir la derivación D que está representada por T. 

A través de las gráficas de derivación se puede observar que cada ocurrencia (i. j) en una derivación D 
determina IDla única subderivación de una subcadena x f de v( i. j). Sea: 

D(i, j) denota la subderivación determinada por (i. j), 

y sea: 

y tal que D(i.j) de y desde v(i.j). 

Por ejemplo, y = p(D(i.j)). Pueden distinguirse dos posibilidades: 

1. Y f=. A en est.e ca...<:;o la longitud de D(i,. j) es exact.arnentc f - '/;. y (i.j) es UIla oeunellcia pTUaueh:/1u. en 
D. 

2. y = >.. en este ca,.<;o la longitud de D( i. j) es menor o igual a f - i. Y (i .. j) es una OCUlTencia imp1"odurtúw, 
deDo 



4.13. DERIVACIOFES y GRÁFICAS DE DERIVACIÓN EN SISTEMAS OL. u') o,) 

P"nct}¡-" últmw, gráfica uc clellvanón (1. 1) Y (1. 3) S011 OC!lIlelHÍas l)lodll('tiva~. In í2)¡-í.fica de dnn'<cCH)ll 

de D(1 1) = D(L 3) está ell 1" figma 4.14: 

Figura 4.14: Gníficn de dcrivacióu 2. 

Por obo lado. (0.2) es UIla OCUlTCIlCiFt productiva y la grc'í.fica de derivación de D(O 2) es la mosjl'ada eH 

Id. figllla 4.15: 

b 

I 

Figma 4.15: Gráfica ele (h-~livaci6n 3. 

Sea G HIl sistema LO y sea D = (8. v.p) y E dcrivaeiollcs CH G ele longitudes f y g lcspcctiYttIlH'lüe. 

Adenúis el primer elemento lIt: la t.l'R:t,<-"'t de E es un solo símbolo (/" 
Pan"\' cualqlliCl ocuIleneÍR ei, j) e11 D. se puede rcelllpla7cu' D(i.j) por E y obtener HIla llueva dCllV",cióll el! 
S en h=t que: 

1. I/(l . .il = '/. 

2. f - .í, = g ü f - 'l 2: g y E es HIla derivación de A desde a. 

Por ejemplo. sea G el sistema anteriOl: 

G={{a}.{o-+u?a-+o.'}} 

D¡=(B.I/.p¡) y D 2 =(O.l'.p,) 

• e = {(G.l). (G.2)} U {(ji) 11 <:: j <:: 5} . 

• 1/(i.¡)=rN(i . .l)EB. 

• pdO. 1) = ((/. (1.0.). p¡ (0.2) = (u.. Q,(w.). 

• P2(0.1l = (o .. o.ou). P2(O. 2) = ((UI.O.) 
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y sea D la gráfica de derivación de la figura 4.16: 

a 

a a 

a a a a 

AAAA 
a aa aa a a a 

Figura 4.16: Gráfica de derivación 4. 

y sea E la gráfica de derivación de la figura 4.17: 

/1\ 
a a a 

1\ A 1\ 
aaaaaa 

Figura 4.17: Gráfica de derivación. 

entonces se puede sustituir E por D(L 2) Y obtener una gráfica de derivación válida cuya gTáfic:a es la 
lllostrada ellla figura 4.18: 

4.14 Filtros 

/a~ 

/\ /a~ 
/\ /\ /\ [\ /\ 
aaaa aaaaaa 

Figura 4.18: Gráfica de derivación 5. 

Un lasgo nmy característico de los sistenlas LO es que tienen que aceptar todo lo que producen. Se tiCllC 
el axiollm, las reglas de producción. y se desea IIlOdeIar un fenómeno. Sin cmha,rgo se puede dal el caso 
en que se quiera eXcl'U'lT algunos resultados generados por las reglas de Ploeluccióll. porque producirían mm 
degeneración al fenómeno. Esto no es posible y se tiene que acepta! toda la configuración resultante. No 
hay fOrIllCt de eliminar las palabras no de~eadas. es decir no hay IllecallislllOS de filtro. 



4.10. ADL"LTOS 8:; 

L~l tCOlía ele lenguajes formales cOlmlumeute usa valios mecan'isTnos de fi/ha. 1\0 tocLtS la~ palal)l(-t~ 

ohtl~nidas en la dClTv~tción son cOllsiderad¡:ts eH el lenguaje. el lenguaje tel millal es algo e'CchJye'fl! e (OH res
pecto a r,odo el conjunto de la::; IJalal)la~ dcüvadas. 

El f'Jelllplo 1118.:::> típico eutle lo:, lllecaui::5lllOS de filho. complctalucul (; escnci,d eIllati g,léUlUíh( ,l8 de Clll)lll~
ky es d llK() de lef'¡ns no tCI"mmalc8 Una oc:uneUCl{-l de mi no tcrmuwl eH UllFt palabra sIgnifica qnc le1. 
palc-tbU-l 110 (~S ,lceptable (o <'tI menos 110 t.Odé1.vía). El l¡-;Ugl tRj e gew-;lado coutielle ::iólo pctlahrc"ts con 110 tClllll

nales. Ent,onces el lenguaje obtenido dücetamcutc es el qne cl>Ilsiste ellllO terminales. E,,,to da la pmilJnliclad 
de ! ec!wza:¡ (al lllellOS algunas) IMlabras 110 cle::-lcaclas. 

E.:-;h; nÜ::-lmo mecanismo. como mucho:s otros filtros. pncden ser usado::, en 10:s :sistcl1ms ele LilHltauuaycl. 
Sill elubi:ugo se elebe de tener cuidado. ya que el objetivo Oliginal fue modelar el desarrollo de las (~:SI>CCl(-;S 

eu forIlla leal o ¡-ubficiRJ. C;'\,da palaLli:t geneHtda se Sllp011C que rqne:,(~rH(t HIla etapa eH el dc::,allollo SCILt 
(trllitl al io CXclllil ¡-Ügllll~1:'; palabras y dccü (111(; UO l(-~pl CSCIÜ ctll el apas del desarrollo. 

Algnnos experimentos más cmclaclosofi 11 ohsel V¡-V:iOIWS PUCdCIl cmuhiar la interprdaClóll ele cd1tla;" llldi
vi duales pala leple:sentm <.uguuc.\ fdse eu el desanollo. después d(~l cnallas células son rCIlOlulllddas. E::,to 
lluplica la aplicaCIón de lllOlfisIllOS lctIa et letra nllcnguajc. POI este n;s1üiaclo cIuso de los 110 tCluülla]cs es 
IllUy bien visto. 

Los mecanisIllos de filtro plOpOIciouau a las familias de los lenguajes L ulla c¡-l"l a,del Ístic<'\ l1my des('~ablc 
en ambos sentidos l1lateIllAticallH~llte y e11 1,cOl,fa de lenguajcs. esta es la Plopieda,d de c!rI7!.S'I!H/, baJO ciCl

¡,as operaciones. Sm filtrofi. las faunlias P'(f,'1 aH COIUO son los lengnajes LO y los LOD ticuell plopH·'dad(':::, de 
clanSllra lUHy clébih's. la nmyOlla de laf, 0l)('l(-"tciolH'i:> de tCOlÍ<-t de lcUKllc1jC:-' lHO(hlC(-:n lellgm\]e~ flH'Ht di' ('Sil 
familia. 

Uua variaeióu Inás de los SIstemas de Liudennmyel en 1 ener HIl conru'flto lindo de a.J;íoma,~. cuIugar de HU 
solo axiOllla. COIllO en las definiciolles anteriores. Esta v¡-uiaci6n se ucnnbrR eH 105 ~ii:>teIllR::' ele LiudcIlmaY(·'l 
ailacliendo la leha F. 

4.15 Adultos 

En 8J,gllna eta,pa los orgamsmos modelados pOI :sistemas de LindcIlIllayer. :.;e espera que llegncIl a scr adulto". 
S(·~ acostuIllbld defiuir a 10i:> adultoi:> en la t.eoría de lo,:.; sist.emas de Lindellluay(·;l ele la ::'l,gl1leute I1l¡mClit 

UIlCt palabla peltenece al lelllJuo,Jc de o,d'UJltos de un sistema en el caso exacto que no deIiv~t }JaletInas de 
si nÜslllO. POI ejcIllplo. 

~olllas únicas legla::; pmn a 1). c. rl en uu ::'lst.eIlla LO EllrOl1Cc:,; toda~ la::) palalna~ cl(~ la fOllllit 

(a/¡c)"(dc)' 

pelteuccen allcllguaje adulto. Lo.slenguajes adultos de sistema:::, sonlla1l1ado:::, lcn(jv,o.J(;,'> LOA. POl ':';ll}>llC::,tO. 
A puede ser usada con otros tipos ele ,:.;istelllnS de LilldcIlIll,1yeL 

Hay un hec:ho illteresantt~ entre la teorú¡ de kngllajes CllW LOA es ignal al la familia de lo:- l('up;llc-tj(',-: 
mclepclHlicnt,cs del c:ontexto. SiIllilanuente L(l aJA es ign~"tl a la familia ele los lenguaje") U-~Clll:"IV¡UlWlltc 

enlllllel ables. 
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4.16 Fragmentación 

Los sistenlas L con fragmentación, sistemas LJ. son úitles para lllOdelar vida artmcal. El mecanismo de 
fragmentación proporciona un nuevo formalisnlO para comunicación en bloques, dividiendo el desarrollo de 
un filamento y a la célula muerta. 

La idea básica del lllecamsmo de fragmentación es la siguiente. los lados derechos de la..,> reghts puedeu 
contener ocurrencias de un símbolo especial q. Este símbolo induce a un cOTte en la palabra exarrlinada. y 

la derivación puede continuar de cualquiera de las partes obtenidas. Por ejemplo si aplicamos las reglas 

a --+ aga. b --+ bao e --+ gb 

a la palabra a.be. obtenemos las palabras a, aba. y b. La derivación puede continuar de cualquiera de ella~. 
El sist.ema LO.! con el axioma aba. y las reglas 

a -7 (J" b --t abu.qaba 

genera el lenguaje 

{aban In;::: l} U {a"ba In;::: l}. 

Un punto importante en la teoría de lenguajes con los sistemas LOE, además de muchRS otras propiedades 
de dausura es que son cerradas bajo la fragamentación: 

LO.!E = LOE.! = LOE. 

Los sistenHtS LOJ han sido utilizados recientemente para obtener representaciones compactas de ciert.os 
fu'boles regulares. 



OO. FRAGMENTACIÓN 8, 

Eu conclusióu. se puede (1)j enel el glosn:llo mo~tl Rclo en Lt tal)la 4.2: 

, 
Símbolo I 

I 
Definición 

A ('t(hUo, palaln(-1 adulta. lenguaje adulto 
, B lúfurcado. ramificación 

D cletClluiuí:::;tico. opCIón única. solo UIl,1. opción de cada tabla 
I E ext.endido. Ílltclsecci611 con llll vocalmlmio CCluúu(d i 

Fl fiü~ecente. que flOlCCC o da fruto I 

F conjunto finito de axiomas. Illcls ele un ~ólo aXlOIlla i 

1 intel'c\CClón. célulCts vecinas afcd.au el clesanollo de la eélula 
J fragluclltaciém. mecanismo para crear cortes 
L LinelcIlulcWel. apalece en el nOlllhre ele todoti 10::-; sü,temas 
N ::m::;t.it.ución ::;ill elilllll1aeióll 
O realmente l'Cplc¡,cllta el núruclo O. pero frccnen! cnwntc se 1(,(-, C01110 mla le! 1 ('\ 

I 
infonuacióIl nula de L'I i11I,(:,1 acción pOI IllIlgUl1() de los lados. lcei:luitlua 

I mdcpclHlicllLc del COllt.exto 
I P pro}xlg~do. llO bW célula muerta. la p~ünln a vacÍ<-t mUlCa ¡-tparcce del 

lado derecho de ht 11lOdHCTIÓU 

S cstOCR,stlco. snjeto d, proLaLilidad 
~ tablas. cliven,os conjuntos de reglas. diV(-~rsificacióll de instl UCCiOIlCS dc dCi:lci,llOlIo i l 

U una,lIO. alfabet.o que cOllsiste eH una sola letra I 

Tahla 4.2: G10SallO. 



Capítulo 5 

Conclusiones 

Ea este t,uü>aJo concuIlicl'OIl chfercIltcs ¡-Íleas. la t.emÍa de lenguaje::.; fOl'IuCtles. lo:::; sist.ema::; de lCCsclltllra.y 
las propiedades y fundétlnf'utos de los sistemas de Lindcllrnayer. 

Pma la gelH-;ldCióu ele "ida al tificiaL se pueden ntilu;ar lllétodo:-i basadoci en dispositivo.s generativos. estos 
dispositivos SOll cshHliado.~ dcut,l'o de 1,\ teOlía eh:, lenguajes fOlIualcs. los lniucipalcs dispositivos gClH'l(\I,iyos 

rlelltlo de esta temía so11108 ant/JIlli-ttas celnlaIcs. las Iu<íqlliUcts de TllriUg y las ¡.pmwí.tje(-tc,. A pmtil de L\::-. 
glC-uw"iticas fOlIllales se puede cdJubial' la fOllw-t en que se dcsanolla la rcescútHra. ({~sta es ::iicmprc s(-'Cl!(-'Il('l;-Ü 

en la t.emía de lcnglli=tjes fOlIlli-~les). por 11W\ reescritura cn pal<Üelo ya Cjl.W (~sta pClllute la úllllllacióu dc 
plOCCSOf, de c~lrnblO en OlgmnsnlOs vivos. 

El diagn-ulla de la figUHt G.l ilustra de mejor forma esta rclaeióu. 

I ~ Generación de 
,. Vida Artificial 

·1· 1_ "d Métodos B aS::1dos 
en 

1.- Dispo:::.itivos Gene:rativos 

! 
Gramáticas 

Temía de - : Lenguajes Formales 
M':'q '1ln<!l.~ de Tllnng .. 

! 
Sistemas de 

R.eescI'itl.1r.;J. PaI'alelo r. indenm ayer 

Fígnl'<-1. j 1: Contexto t.cólleo de 10':-; sistemas L. 

89 

I 
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Los sistenlas de LindenmayeT son un caso especial de gramáticas fomlales con reescritlua en paralelo. 
Es posible establecer una caracterización de estos sistemas a partir de la temía de lenguajes fonwJes. de 
acuerdo a las propiedades intrínsecas de cada sistema. C01110 son la interacción o no interaccióll (~lltre la....., 
células. el detenl1inismo, el no deterrninislllO. la propagación. el florecimiento. la ramificación. la extenciÓll 
del alfabeto. nmltiplicidad de tablas de reglas de reescritura, paralnetüza(;ión etc. 

La figura 5.2 muestra una caracterización de los principales sistemas de Lindemnayer estudiados en este 
trabajo de tesis) para exhibir su relación. 

Figura 5.2: Caracterización de los sistenlas L. 

En la parte superior izquierda. están representados los sistemas L sensibles al contexto (IL), llll c;-\so 
particular de estos sisteIllas es cuando el predecesor no presenta vecinos en su lado izquierdo ni en el derecho. 
en este caso se habla de sist.eulas L independientes del contexto (OL). estos a su vez. pueden representar 
diferentes caractrísticas y crear tipos de sistenlas independientes al contexto más especifieos. Por ejeulplo. 
en la figura 5.2. ubicándose sobre los sisteruas L independientes al contexto y siguiendo el sentido de las 
nlanecillas del reloj. se pueden identificar por ejenlplo, los sistema..o;: 

• Sistemas EOL Sistemas independientes del context.o con dos cUfabetos disjuntos. sínlbolos tenuinale::-; y 
no terminales. 

• Sistemas BOL Sistemas independientes de! contexto con símbolos [.] en su alfabeto para denotar- 1"<uni
ficaciones. 

• SisteIllas SOL Sistemas independientes del contexto COIl un conjunto de reglas de producción etitoc:ástica..'i 
o con probabilidad asig11ada. Ahora bien, a partir de este tipo de sisteluas se puedcu obtener oh os 

nlM específicos conlO pueden ser: 

Sistenlas SBOL que son sistenlas independientes del contexto, bifurcados y adenlás estocásticos. 

Sistenlas PSOL que son sistenlas independientes del contexto1 estocásticos y propagctdos. 

En genel'al se pueden ir uniendo diferentes propiedades. para obtener sistemas de Lindennmycl. nmdlO 
ruá. ... específicos. 



:;.1. TRABAJOS POSTERIORES 'l! 

La:c; plil1cip<1Je~ ,1pOl Caciones de este tH1.hajo ~Oll las siguientes. 

o Plesenta a los sistemas de LindellIllGtyer dcntlü del context.o de los lellgnajes fOllllalcs. 

G :\lnestl'A que su modelación es en efecto. muy simple. 

1) PropOl clOua claros ejemplo", del fUllClOWUuieu! o dd 1118C(tuislllO ele 1 ceso iLm a eH p¡.-u ,"tlelo 

o Sihld. a los sistemas de LllldellIll¡-tyel eH el contexto de lo;) sistemas de ree:c>cl'itma Illiis pOdClOSOS 

utililado:c> C11 el campo d(~ lel COllll>llt.acióll Clt'lHífka. 

e PropOlclOua UIla chna cal<:.\cterii;<tclc)U de e~tüs ~U:;jClllaS. sin ambIgüedades pÜI<-t ulllllOdclado ::,cllLillo. 

€l La caractelü-;acióu. brindcl. facilidades pal<'\ el desano1o de softwale. 

o PJ.opOleiolln 1,\5 hhses teóIiCi\S fundmuentalel-'> pan\ el c:st,utlio de sistC:luas ele Lmdcllluaycr C:01ü.ÍlnlO~. 

El Establece claHunellte lo~ conceptos de la reescritura en paralelo para facilita.l UIla irllplerucutación ele 

software nmltllllVtdi:\. 

5.1 Trabajos Posteriores 

Este ¡-.rHhn,.io ele t.esis t.iene como objetivo proponer el los ~iste!llHS L como gcneHvlon~b de vIda m tificial. 
l'xplicar :->11 fllllCioUHluiellto. su~ PI opic~d~tdet) lxísica::; y est.dhlecer 111m Cd,l adeli:;,ación eutl e cllo~. Los tI al m.J os 

posteIiorc~ a est.e S011 el dCSRlTollo elel ~oftware que peulllta interpret.ar geométlicamelltc cada mm de las 
cadenas y gem-;re hib illlagencs del procc~o de dc¡.;anollo P<'1.1 rt In, silllHlacióll. 
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