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Introduccion

El fenémeno del movimiento de las ondas en un medio es algo con lo que
nos encontramos todos los dias, asi las cosas, es algo muy comin, usar toda
clase de ondas en nuestra vida diaria, por decir: ondas de radio, ondas de
agua, microondas, ondas de luz, ondas de sonido, etc..., es en ello que radica
la importancia fisica de poderlas describir de la manera mas precisa posible
para poder hacer uso de ellas.

Se sabe actualmente que en general el movimiento de las ondas en un
medio cumple con el principio de superposicién, pero ello solo funciona
cuando las ondas de las que estamos hablando tienen bajas amplitudes.
En general los fenémenos reales que involucran el movimiento de las ondas
¥ que actualmente se estudian, obedecen una dindmica no lineal. Asi por
ejemplo encontramos: las ondas de un rayo laser ”fuerte” o las ondas en un
plasma.

Una de las ecuaciones a las que se ha recurrido para deseribir este tipo
de dindmica no lineal de las ondas, es la Ecuaciép de Schrodinger No lineal
Peibica”, que en el contexto en el que hablamos de la velocidad de grupo de
Ias ondas en movimiento se puede ver como:

8 &
im¥ ot T el =0 g==+1

Donde %(z, t) es la funcién de onda. Debo mencionar que ¢l nombre de
ecuacién de Schrédinger No lineal se debe a una analogia con el nombre de
la ecuacién de Schrédinger Lineal que se estudia en la Mecdnica Cudntica,
a. saber:

&2

.8
2-6—-51}'1 + E'{/} =0.

También en analogia a la interpretacién de la ecuacién de Schrédinger
Lineal, en la ecuacidén No lineal "ctibica” se interpreta a la parte de —5%22
como la energia cinética del sistema y a la parte de —g|%|* como la energia
potencial del sistema.

Una de las preguntas fundamentales para encontrar la solucién de la

ecuacién de Schrédinger No Lineal "cubica” es saber si dichas soluciones son
"estables” 0 no. Actualmente se sabe que cuando g = —1 dichas soluciones
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sont estables y cuande g = +1 las soluciones son ”"modulacionalmente” in-
estables, Existen algunos antores que restringen a la inestabilidad "modu-
lacional” cuando las perturbaciones de la onda son en la direccidn de la
propagacién de la misma y dan el nombre de inestabilidad "filamental”
cuando las perturbaciones son en las direcciones transversales a la propa-
gacion de la onda. Este tipo de inestablilidad tiene una interpretacion fisica
relevante dentro de la 6ptica no lineal.

Fue a finales del siglo X7X que se observé lo que despues seria (en los
afios 60) la primera solucién exacta y analitica de la ecuacién de Schrddinger
No lineal cubica, dicha solucidn se conoce con el nombre de "solitones” (el
nombre de solitén proviene del hecho de que se trata de una onda solitaria
que emerge de la colision de dos ondas similares sin cambiar su forma y su
velocidad) y es de la siguiente forma:

Pz, ) = v/ o(z, t)ez‘a(z,t)

Cuando g > D se tiene que:

p = posech®(\/gpoz), o= %pot,

y cuando g < 0 se tiene que:

o = poll — @*(y/lglpoaz],

sin~Ya tanh(+/[g]peaz)
[t ~ a2sech?(v/Iglpnaz)]? — Lloo(3 — a2}t
donde @ es una constante real y pg es la amplitud del solitén, cuando g > (0 a
los solitones se les conoce como solitones clares ("bright solifons™) y cuando
g < 0 se les conoce como solitones oscuros {"dark solitons”).

De este modo la importancia de la Ecuacién de Schridinger No Lineal
"cubica” radica en que se utiliza en la descripcién de la dindmica de ondas
no lineales como por ejemplo: en la propagacién de un rayo laser en un
medio con un indice de refraccidén sensible a la amplitud de la onda, o por
ejemplo ondas de agua propagindose en la superficie libre de un fluido ideal
o en ondas en plasmas.

Todos estos casos se han estade trabajando, dada su relevancia fisica,
derivado del problema en especifico una Ecuacién de Schrédinger No lineal
?cubica” para la cual es posible encontrar una solucién de forma explicita.

En este trabajo de tesis se pretende discutir la forma en que dicho prob-
lema es abordado para casos mas generales en los cuales Ia nolinealidad
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abarca mds de un sélo término citbico. En este caso no es posible presentar la
solucién de la ecnacion de manera explicita, pero si es posible caracterizarla
de manera asintética y recuperar mediante un porcedimiento matemaético los
potenciales que nos determinan el carcter del sistema dispersivo, es decir,
el potencial.

En términos generales dado que en esta tesis nos interesa abordar el
problema. desde el punto de vista matemé&tico el grueso del trabajo estd
enfocado al estudio de ciertas disciplinas matematicas que nos servirdn para
poder discutir la forma en que dichas herramientas nos sirven para resolver
el problema en especifico. Estas herramientas son lo que se conoce como
Teoria de operadores y Teoria de dispersion.

De este modo en esta tesis se discutird una aplicacién de la Teoria de
dispersién y Teoria de operadores para resolver la ecuacién de Schrédinger
con un término ne lineal especifico, dicha solucidn aparece en un articulo
recientemente publicado.! El problema que se plantea en dicho articulo es
el siguiente:

Dade la ecuacion:

(t,5) + Vol@)ult,5) + 3 V3 (@) 2, 2)

a
i—u(t,z) =
at =

— ot
donde j, es un entero. j, > E;—s para algune o < p < oo con o = 3.57. Se
probard que bajo ciertas condiciones, el limite para bajas amplitudes del op-
erador de dispersién determina univocamente las funciones V5,7 =0,1,---.
El método también sirve pore reconstruir los potenciales V3, =0,1,---

La logica del planteamiento ¢n el problema matematico nos obliga a
desarrollar en los primeros dos capitulos de la tesis, la fundamentacién de las
herramientas mateméticas para una total comprensién del problema. Dichas
herramientas forman parte de lo que serfa un curso introductorio en las
materias conocidas como Teoria de Dispersidn y como Teoria de operadores.
En el primer capitulo se desarrollan los espacios fundamentales para tener las
bases matemaéticas necesarias para la comprensién de estas teorias. Dichos
espacios son conocidos como Espacios de Hilbert, Espacios LP y Espacios de
Sobolev.

En el segundo capitulo se definirdn los conceptos bdsicos en la Teoria de
Operadores.

"Weder, R.A Inverse Scattering for the Nonlinear Schridinger Equation. Reconstruc-
tion of the Potential and the Nonlinearity. Matemathical Methods in the Applied Sciences.
24(2001), 245-254



En el tercer capitulo se entra de llenc a la parte fisica del problema v
se da una introduccién de le que son los conceptos fundamentales para el
desarrollo de la Teoria de Dispersién.

En el cuarto y dltimo capfiulo se presenta la discusién del articulo en el
que se soluciona la ecuacién de Schrédinger no lineal. La discusién se centra
en el planteamiento del problema asi como la complementacién de algunos
resultados.
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ZCapitulo 1

Espacios Matematicos Importantes

L.1 Espacios de Hilbert. Conceptos Bdsicos

Los espacios de Hilbert son una generalizacién natural de los espacies enclidiancs B™. Usualmente tienen dimensién
nfinita ¥ aparecen como conjuntos en los que se trabajan rmichos problemas de matemdticas y de fisica matemadtica
Jonsideremos, primero un espacio vectorial V sobre un campo R (o '}, que estd equipado con un producto escalar (o
nternoc) entre sus elementos. Para cualquierz pareja de vectores ¢,y € V se asociar en nimero (z,y) de manera que

as siguientes propiedades se cumplan:

(z,2) 2 0,(z,2) =0z =8

9 es el cero en V)

(z,y+2) = {z,y) + {z,2)Vz, 3,2 EV.
(z, Ay} = Mz, y)Ve,y € V, VX € K.
K=HRoC)

(55'714') = (y, ).
Se puede notar que de las propiedades (1.1.1) s¢ desprenden lo siguiente:

(z,ay + A2) = alz,¥) + Bz, 2V, y,2 € V0, € K
(Az,y) = Mz, y¥o,y e VA € K.
(z+y,z) = ("Ta z) =+ (&'»Z)any,z ev.

1.1.1 Ortogonalidad

Decimos que dos elementos z,y € V son ortogonales si su producto interno es cero, entonces escribimos:

iy & (z,y) =0

De este modo se pueden definir conjuntos ortonormales en V de la sigmente manera:
A V es ortonormal st (z,y) = 0¥z, y € Ax # ¢

(£,z) = ¥z € A.

La norma ||z|| de un elemento de V estd definida por:

{z.2)} = 2.

(1.1.1a)
(1.1.1%)

{1.1.22)
(1.1.25)

{112¢)

(1.1.1.1)

{1.1.1.2)

(1.1.1.3)
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Un importante resultado conocido como Desigualdad de Bessel puede ser establecido como sigue:
Proposicién 1.1.1.1
Sea {z.}_, un conjunto finite ortonormal de V. Entonces Vi € V la siguente designaldad se cumple:

N
2| @a) <l (1.1.1.4)
n=1
Demostracién:
Empezemos observando que:
N N
= Z(z’xﬂ)xﬂ + (x - Z(«T,-xn)lcn) =yt@-y=y+=z (1.1.1.5)
n=1 =1

Ahora notemos que:

N N
(Z(Iw Ln )T, &~ 2(5: mn)zn)
n=1 n=1
N N N
= (Z(m, xn):r:,,,:c) - (Z(z, :tn)xn,Z(z,zﬂ)xn)
n=1

=1 n=1
N

N
= Z(m,zn)(mn,z) - Z {(z, ), (7, 25)75)
n=1

17=1

N N
= E |{SC, 4’7,1)12 - Z(z,z,)(z, :D,) =0.

n=1 n=1

En ese caso tendremos que ||z||2 + |[y]|? = |ly + =lI? ¥ ast [Jy]12 < lly + 2|* = ||z]I* Y come:

N I
”y”2 = (Z(fﬂuzﬂ)xm Z(x:mn)mn)

n=1 n=1

N N
= 3 (@3 e = 3.z’
n=1 n=1

Se obtiene la desigualdad (1.1.1.4) ¢

Como corolaric de este resultado se obtiene la siguiente desigualdad también muy kmportante y que es conocida como
Desigualdad de Cauchy-Schwarz:

Proposicién 1.1.1.2

Para cualquiera par de elementos z,y € V" la siguiente desigualdad se cumple:

[z 300 € ll=l - Fwil- {1.11.6)
Demostracidn:
Si y = 0, tenemos que (z,y) = (z,y + ¥) = (z,y) + (z,¥) por lo que (z,y) = 0. Ademds como ||y|| = 0 la ecuacién
(1.1.1.8) se cumple trivialmente. En caso de que y # 0 se tiene que, como el conjunto formado por “’j-[[) es un
conjunto ortonormal de un elemento, entonces se puede aplicar {1.1.1.4), y siendo asi se tiene que:

(= ) ]2 < Jaf?

N IEN)] s
lkIl?

& Ha, )l < Nzl - iyl

<l

Lo cual nos da la desigualdad (1.1.1.6)$
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Otira proposicidn interesante es la siguiente, en la que se establece una igualdad conocida como: Ley del Paralegramo
Proposicién 1.1.1.3
Para cualesquiera z,y € V' la siguiente designaldad se cumple:

llz +lI* +{lz — yI* = 2 (ll21® + Hall*) - {1.1.1.7)

Demostracion:
Tenemos que:
Bz + P e~ =@ +y 24+ T-ge-9) =

20zl + 2yl + (2. + (.2) ~ @, 7) = (=) =2 (Il + |},
lo que nos da el resultado esperado. §
Definicién 1.1.1.4
Un espacto lineal sobre C' o R "equipado”de un producto escalar es liamado ESPACIO PRE-HILBERT.
1.1.2 Espacios Lineales Normados

Estos espacios son nuevamente espacios vectoriales definidos sobre un campo K ( que puede ser €' o E) pero ahora
"equipados”con una funcién (‘norma’) V — R, denotada por: z € ¥V — ||z|} € R, tal que cumple con las siguientes
propiedades:

)]
Iz z vz e V|2l =0z =0

(2}
llaz]| = |ad|lzllVe € K,z eV (1.1.2.1)

(3
lie +wl < ll=ll + lyliVey €V

Proposicion 1.1.2.1
Cualqueer Espacio Pre-Hilbert se convierte en un espacio lineal normado con la definicién (1 1 1.3}

(z,2)} = ]|

Demostracidn:
La primera de las ecuaciones (1.1.2 1) se cumple ficilmente de la definicién de producto escalar. Ahora notemos que:

llezl? = {az, ox) = o - &ljz® = |of?||=|?
Ademis de que
llz+ 4l = (z +yx +3) = lall* + |g]° + 2Re(z,3) < ll!l* +{lyll® + 2\l ),

con lo que:
llz +3l* < (U=l + llzil)?,

y por tanto se obtiene el resultado esperado. ¢
Mencionemos ahora la definicién de espacic métrico.

Definicién 1.1.2.2
Un mapeo d: X x X - R, es llamado méirica (0 distancia) en el espacio X, si satisface las siguientes tres condiciones:

) dlz,y) =0 z=y
(2) dizy) = dly,z).
(3) d(z.2) diz,y) +dly, =)
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Al par {X,d) se le conoce como espacio métrico.
Observacion:
Cualquier espacio lineal normado V es también un espacio lineal métrico, donde la distancia (métrica) entre dos
elementos z,y € V estd definida por:
d(z,y) = iz — yl. (112.2)

Consecuentemente, los conceptos de convergencia, sucesién de Cauchy, completez (? Cualquier sucesién de Cauchy es
convergente si y solo si tiene un limite”) que son muy empleados en los espacios métricos, tienen su correspondiente
significadc en espacios normados lineales, asi como en espacios Pre-Hilbert Por elle daremos 1a siguiente definicién.
Definicién 1.1.2.3

Cualquier espacic Pre-Hilbert que es completo es un espacio de Hilbert. Cualquier espacio normado linea! completo
es un espacio de Banach. Todo espacio normado X puede ser un espacio de Banach o ser un subconjunto denso de un
espacio de Banach ¥ X C YV tal que la norma definida en X cumple con la siguiente igualdad:

Hzllx = i|2i|lyvz € X.

En ese caso al espacio ¥ se le conoce como el completamiento de X. Podemos ver que la norma en ¥ vista como
un operador, en este caso, es una extensién de la norma de X (un operador lineal 4’ es llamado extensién de A si
DAY S DAY vy st A'f = Af Vf € D{A)).

Definicién 1.1.2.4

Se dice que dos normas definidas en un espacio vectorial X son equivalentes si estas inducen la misma topologia en X,
esto es, 8l para alguna copstante ¢ > 0:

1
clizll: < 2l < Zlills

para toda £ € X, {| - [i1, ]| - ||z son las dos normas

1.1.3 Geometria de los Espacios de Hiibert

Sea H un espacio de Hilbert y M un subespacio lineal cerrado de H (Esto es, si (£.)]° es una sucesién de M y
T, — I, € H entonces z, € M). Con el producto escalar inducido, M es un subespacic Pre-Hilbert de H que también
serd completo. { St (zn)° es una sucesién de Cauchy de M entonces converge a alguna £ € H y como el conjunto es
cerrado £ € M también.)

Definamos akora en H €l subconjunte M+ ( El complemento ortogonal de M) que estd dado por.

Mt = {he H\RLM} = {h € H\(k,m) = 0Vm € M} (1.1.3.1)

Ahora el subconjunto M+ es también un subespacio lineal cerrado; en efecto, si b, € M+ y h, - h, se concluye que
(hp,m} = 0¥m € M,¥n € N y por lo tanto (hy, m) = O0¥m € M Esto es ficilmente observable por que :

[(hr,m) ~ (ho,m)| = |(Rn = Ro,m)| £ [l ~ Boflllmli = 0,7 — o0

Por lo que ahora tenemos dos subespacios de Halbert de H, M y M, notemos que M N M+ = {0},

Un teorema fundamental en la teorfa de los Espacios de Hilbert es el siguiente:

Teorema 1.1.3.1 (Teorema de la Proyeccicn)

Sea M un subespacic lineal cerrado de un espacio de Hilbert H. Cualquier kb € H puede ser escrita de la forma:
h=k+idonde k€ M y!l € M', los elementos k,! estén determinados de manera timca por h {Decimas que H es
la suma directa de M y M1).

Para la demostracién presentaremos primero el siguente lema.

Lema 1.1.3.2

Sea H un espacio de Hilbert y sea K C H un conjunto convexo cerrado. Denotaremos d = inf{||z]|,z € K'}. Entences,
existe un tnice elemento z, € X, ||z,|| = 4

Demostracion:

Notemos primero que VYo € N3z, € K tal quer

d<lzall €d+ L = tm el = d, (1.1.3.2)
n ne-+0g
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litego observaremos que la sucesién (@) es una sucesién de Cauchy. Usando la Ley del Paralelogramo tenemos la
siguiente relacion:
llzn - =l = 2 ("-"‘7-11”2 + ”a’muz) — {2 +m %

que también puede ser expresada como:

Tp—Zmypz 1 Tn+ T 2
1= = 5 (zall® + leml?) ~ =5 (11.33)
Por lz convexidad del conjunto K tenemos que: 3 {{zn + Zm) € K, por lo que, ||} (£ + zm) || 2 d con lo que. de
acuerdo 2 la ecuacidn (1.1.3.3), tendremos la siguiente desigualdad-

Tn — Trmy2 . 1

||ﬂ_2ﬁ,_|; <3 (llznl® + llzmll*) — d2. (1.1.3.9)
Ahora de acuerdo con (1.1.3.2) tendremos que {|z:]i* = &, |zm||? = d*; entonces, Ye > 0, tendremos que {jz,]% <
&+, |zn)]? < &% + €2, 51 tomameos n > 7 (€) ,m > i (¢) , tendremos gue:

T — Zm|® < 2 (Zf + 262) —4d? = 4%, n,m > 7 (e),

lo que significa que (z,,)]" es una sucesién de Cauchy. Sea 7, = WMy 400 Zn, entonces 2, € K y 2ol = limpgoe [[z4] =
d.
Finalmente, supengamos que x1 € K y que ||z;|| = d, entonces L (z, +z1) € K v:

T1—Zoy2 1 Lo+ T1 2 To + Ty 2
0 < B2 = 5 (llzall? + Hall?) - |22 = - | 2222 <0
2 2 2 2
Por lo que ||zo — 51}l = 0,2 = z,. ¢
Corolario 1.1.3.3
Sea A un espacio de Hilbert, M un subespacio cerrado de H y sea z € H. Entonces existe en M un tnico elemento z
tal que:
fle—zll <ily—=ll,Vge M
Demostracicn:
Tomemos K =2 — M = {z — m,m € M}.Es facil ver que K es un conjunto convexo en H. Entonces, Slw € K, tal
que
=t {llz - mI}

Ahora, w ¢ K significa que w = z — z, para algiin z € M Esto es:
le—zll<llz—yll,Vye M

Con lo que se concluye el resultado. .

Ahora podremos presentar fa demostracion del teorema 1.1 3.1.

Demostracién del teorema 1.1.3.1:

Primeramente estableceremos la unicidad de la descompos:cién, para elle asumamos lo siguiente:

h=k +h=k+lLELeMlE MJ',‘L =1,2
Lo que origina que:
ky—ke=b—Ip, ki — koLl — 12

Siendo asi: ky = kg, !, = la.
Ahora se establecerd la ex:stencia de la descomposicion. Para h € H, consideremos {por el Corolario 1.1.3.2} el tinico
elemento z € M, tal que-

llz = bl < liy - &ll, Yy € M. (1.1.3.3)
Ahora s1 escribimos b = z + (k — )y denotamos h — z = w (notemos que |[w|} = inf.ear{|}h - z||}). Parametrizando
de manerarcalay=z+tucon t € Ry z,u € M podremos derivar lo siguiente:

d=lz—R| <h—{z+tu}VLE R Vue M
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ue es o mismo que:
& < ljw - tu||? = |jwl® — 2tRe (w,u) + Ellull’ = & — 26Re (w,u) + |l

7 que implica que:
0 < —2tRe (w,x) + Cjlu|’, Vi€ B

¢ (t]lull® - 2Re(w,u)) 2 0,Vt € R. (1.13.86)

\hora, si Re(w,u) # 0, la desigualdad (1.1.3.6) falla para 0 < t < Eﬁl—‘;’,’—“l © para Eﬁﬁ—’;ﬁ‘l <t < 0. Porlo que
'Re (w,u) = 0,Yu & M. Y el teorema para espacios de Hilbert sobre R estd demostrado. Para el caso de los espacios
le Hilbert sobre € se procede de manerz andloga sélo que la parametrizacién no se hace con ¢ sino con it, con 7 € £
7 se obtendrd Im (w,u) = 0,Vu € M. En cualquier caso se obtiene (w,u) = 0Vu € M, wlM. &
Teorema 1.1.3.4
3ea M C H un subespacio (no necesariamente cerrado) del espacio de Hilbert H, y sea M la cerradura de M. Entonces
a siguiente igualdad se da:

(MHY' =H.
Demostracién:
Primera demostraremos que M C (ML)", puesto que h € M, (h,z) = 0¥z € MY, h € (M*)*, tomando las clausuras
y considerande que el complemento ortonormal es un conjunto cerrado se tiene el resuttado.
Ahora, demostraremos que M D {M J-)J', tomemos x € {M l)J'. Se puede escribir z =y + 2, donde y € M,z € M=
M*. Dado que zL M+, tenemos que (z,z) = 0. Esto es que 0 = (g + z,2) = (,2) + ||2]® = ||2]? lo que implica que
zr=0yportantoz =y € M &

1.1.4 Espacios Lineales Normados y mapeos lineales

Decimos que una sucesién {z,);- en un espacio normado lineal E, es convergente al elemento z, € E si y solo &1
|| = To|| = O cuando n — co, También decimos que una sucesién (2,);” en E es de Cauchy si y sélosiVe > 0k e N
tal que ||z, — ZTmll < €, para cualesguiera m 2.k, n > k.

En relacién con lo dicho anteriormente con respecto a los espacios de Banach, decimos que un espacio E es de Banach
si cada sucesién de Cauchy en E converge a un elemento de F (Recordemos que un espacio de Banach es un espacio
normado completo).

Definiremos ahora lo que es una vetindad abierta y una vecindad cerrada en un espacio normado E

Una vecindad abierta B (z,,p) en E {con centro en z, y radio p) estd dada por la desigualdad:

Bz0,0) = {5 € B, |lz - z.f| < p} (1141
Una vecindad cerrada C (z,, p) (ouevamente con centro x, v radio p) serd definida por la siguiente desigualdad:
Clz,,p)={z€ B lz -z <p} (1.1.4.2)

Con la definicién de vecindad cerrada (o abierta) se puede decir lo que es un conjunto cerrado A en un espacio normade
E con la siguiente definicién:

A C F es acotado si y s6lo si 3 una vecindad B(0,p) tal que x € B (0, p}Vz € A.
(O equivalentemente, si 3p > 0 tal que ||z]] < p,Yx € A)
Consideremos ahora lo siguiente, para dar una introducai6n de la teorfa de operadoeres. Sean E y F dos espacios
normados. Luego consideremos a T, un mapeo lineal (funcién u operader) definido de E hacia F.
Antes de plantear un nuevo teorema, debemos de recovdar que un mapeo T es lineal cuando:

T (az + By) = oT () + BT (), ¥e, 8 € K,Vz,y € E. (1.1.4.3)
También debemos decir que T ¢s un mapeo continuo {en E) si la siguiente propiedad se cumple:
Vi{iz, "€ B, #n 2. € E2Tsy 2Tz, €F (1.14.9)

Teorema 1.1.4.1
Cualquier mapeo lincal T, E = F ¢s continuo si y sélo si, ¥ conjunto acotado A € E la mmagen T(A) cs acotada en
F,
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Jemostracion:
'rimero asumamos que T" es continuo y que A es un conjunto acotado en E. Si consideramos que T{A) no es acotado
r F, podemos encontrar entonces ¥Vn € N elementos x, € A tales que [|Tz,/lr 2 n. De esto se sigue que, mientras
ue 2o —» 0 en E se tiene que I T{%)||r = L||Tzalir = 1; 1o que contradice el hecho de que T es continua en todo E.
Ye manera inversa notemos que si [\z||g < €, entonces {Tzfjs < C (Para algin C > 0). De esta manera Vz €
5,z # 0 se tiene que [ T(F; )HlF < O, entonces [Tzl < Cllz|lz ¥ por tanto [T(z — u)i|7 < Oliz — #lls,Vo,y € E.
0 que significa que el operador es Lipschitz continuo en E.
Tna vez demostrado el teorema, se introducird un caso particular de una clase de operadores, aquellos que envian
, el espacio E en el espacio K que es un campo, ¥ que por st mismo es espacio vectorial. Al conjunto de todos los
peradores lineales de este tipo se le conoce como espacio dual B = £(E, K) de E.

Definiremos en el espacio dual E' la norma siguiente:

Iflle = sup | f2)]. {1.1.4.5)
l=lle st

Mas adelante observaremos que el espacio dual E' s un espacio normado completo, es decir un espacio de Banach.

\ continuacién presentaremos el siguiente teorema conocide como el Teorema de la representacidn de Riesz.
lfeorema 1.1.4.2

iea H un espacio de Hilbert y sea #' = £{H, '} su espacio dual. Entonces para cada F € H’ existe un 1inico elemento
w € H, tal que la siguiente relacién se da:

F(z) = (z,yrVz € H. (1.1.4.6)
( ademds se da la siguiente equivalencia de normas:
WF Nl = llgrll- (1.1.47)
Nota:
“ualquier elemento y € H determina un elemento Fy, € H' dado que:
Fy(@) =(z,9). (1.1.4.8)
Dernostracion:
“onsideremos primero el espacio nucleo o Kernel de F:
KerF = (z € H,F(z) = 0} (1.14.9)

3¢ puede deducir que el KerF es un subespacio cerrado de #, puesto que si sucede que x, — z, entonces tenemos
jue dado que =, € KerF, entonces F(x,) = 0 lo cual a su vez implica (dado que F es continue) F(x,) = 0 0 lo que
s lo mismo %, € KerF.

“uando suceda que KerF = H entonces solo basta tomar a yr = 0 v el teorema estd demostrado.

=0 otxo caso el KerF es un subespacio propio de H. Podemos hallar entonces un y, L KerF, puesto que si KerF eg
m subespacio propio entonces 3z € H,z & KerF, de este modo se puede tomar z = zy + zp,por el teorema de la
>royeccién, donde z; € KerF y zz € KerFL. De este modo se toma 2 = 3, y podemos afirmar que y, LK erF.
Ahora se demostrard que para algin a € C, se tiene:

Flz) = (z, 0y, )Vo ¢ H (1.1.4.10)

Jbservemos que:

— 2 = F(ya)
F(yo) = ailwel*, & = TR

Y con ello hemos obtenido el o adecuade para la ecuacidn (1.1.4.10), Para ello, notemos que dado que y, ¢ KerF
ntonces F(y,) # 0. Siendo asi podemos observar lo siguiente:

Py (o- L)

T Fw) T\ P
Donde: F2) Flz)
L) & KerF, ( A G ) .
Fla 7 8 KB 7~ Fggve) € HorF
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Podemos ver que, ¥ (z - Fi((il)y") =0, es decir que, z — Fi((%yo € KerF. Por lo que:

(z,ap0) = (%yay) —s ;T(S"')) ol = ()

Lo cual prueba la existencia de y# si tomamos yr = oy,

La unicidad de yr se hace inmediata si observamos que F{z) = (z,y}) = (& v5)Vs € H Si tomamos = = vy} — v%
entonces obtendremos ||y} — y2 /| = 0 por lo que y} = 2.

Finalmente, establezcamos la relacién (1.1.4.7), para ello tomemos:

IFl| = sup |F(z)] = sup |(z,y7) £ sup (||=llllyril} = fyrll.
)1 Nzl <2 fell$1

y luego tenemos que:

YR N _ [ BF -
Pl 2 P = (Hwﬂ,w) vl

con ello queda establecido el teorema. &
A continuacién presentaremos lo que se conoce cono una forma sesquilineal, Decimos que una funcidn (z,y} = B(z,y)
definida en H x H — K es una forma sesquilineal si satisface las siguientes propiedades:

®
B{az + By, z) = O,’B(Z, z) + ,BB(y,z),Va,ﬁ, %Y,z € H (11'411)
(i) _
B(z,ay + fz) = aB(z,y) + fB(z,z),Yo, B, 2,4, 2 € H (1.1.4.12)
Y también se asurmird que se cumple la siguiente propiedad:
{ai)
[B(z, )| € Clizllyl¥z, y € H, {1.1.4.13)
lo que nos dice que B es acotada.

Siendo asf establezcamos el siguiente teorema:
Teorema 1.1.4.3
Bajo las condiciones establecidas en (1.1.4.11)-(1.1.4.13) existe un dnico operador lineal continuo A : H — H tal que:

B(z,y) = (Az,y),¥z,y € H. (1.1.4.14)
Ademds se puede establecer la igualdad signiente:

€ = wmf{C > 0,|B(z,y)| £ Cllzlliyll. Y=,y € H} = e 1 A=lier = )|A]l- (1.1.4.15)

Con lo cual se define la norma del operador A.

Demostracidn:

Probaremos la unicidad de la representacién 1.1.4.14, supondremos que B{z,y) = (Aiz,y) = (423,¥),Vz,¥ € H,
con lo cual ({41 — A2)z,y) = Ovz,y € . Tomando y = (4; — Az)z tenemos que [[{Ay — 42)z||® = 0 por lo que
Az = Az, Vz € H, A = Aa.

Ahora demostraremos primero la ecuacién (1.1.4.15). De la relacion (1.1 4.13) podemos ver que |[{Az, y)| < C||=zllllxt, Yz, ¥ €
H. Tomando y = Az se tiene que.

A= < Clizll||l A=l V= € H, [lAz]] < Cllz}, ¥z € H. (1.1.4.16)

De esto se puede deduair que: supye, [|Azll € € VC > 0, y por la definicién de €, supyzye, [l4zi < C.
Para obtener la otra desigualdad consideremos la defimcién de la norma del operador A, [|4]| = UP|pic1 | 42]. Lo
primero que obsevaremos serd que, ¥y € M,y # 0, se tiene que la siguiente desigualdad se cumple:

143l = Il-‘l(”z—“)lllly\t £ Al (L14.17)
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chora se puede deducir lo siguiente:
|B(z.y)| = |(4z, 0] < | A=]lllyll < [lAlllizilll5], V2. ¥ € 7L,

or to que se puede deducir que G < |4l v por tanto € = [lAl|, es decir la ecnacién (1.1.4.15) se cumple.
*ara finalizar la demostracién, verificaremos fa existencia de la ecuacién (1.1.4.14). Tomemos entonces una £ € H y
onsideremos el siguiente mapeo
yeH - Blzy) € C,(R)

ie puede observar que dicho mapeo es una funcional lineal y como |B(z,9)] < CllzfilylVz.y € H se puede deducix
jue:

[B(=z.y)| < Cll=fillyllvz.y € H,
5> que indica que la funcional aqui definida es acotada y por tanto continua en #. Siendo asf se puede aplicar el
eorema (1.1.4.2) y asi se puede hallar un elemento w, € H tal que

[B{z. )| = {y,w:)Vy € H

B(z,y) = (wzvy)Vy eH.
ji tomamos Ax = w,, entonces B(x,y) = (Az,y)¥y € H Notemos que A es un operador lineal:

B(zy + 2,9} = B(&1,y) + B2, ¥) = (Azy,¥) + (A2, y) = (Amy + Az2, 1),

7 por otro lado tenemos que:
Bz + 22,3) = (A(z2 + z2).9),

>or 1o que se obtiene a siguiente igualdad:
(A:B[ + A.n":z,y) = (A{.'lu + 32),?[),

o que implica a su vez que:
Azy + Azg = Axg + 22)¥21, 22 € H.

Para obtener A{az) = aA(z),Va € K,¥z € H el procedimiento es andlogo. Finalmente para obtener la continuidad
del operador A se demostrard que es acotado, y para ello se observa la ecuacidn (1.1.4.18) la cual nos da la relacién
de acotamiento y por tanto 4 es continuo Vz € #. ¢

Nota: La desigualdad 1.1.4.16 nes da la condicién de acotamiento que define a un operador lineal acotado.

Teorema 1.1.4.4

Sea H un espacio de Hilbert y ses 7’ su espacio dual Entonces H’ tiene estructura de un espacio de Hilbert y existe
una mapeo conjugado-lineal suprayectivo, isométrico o : H = H'.

Demostracion:

Primero debemos de hacer notar que #’ es el espacio de Banach £(H; K), donde 1| f|ln = supy<, |F{z)] Ahora, por
2l tecrema {1.1.4.2) se tiene que Vf € H', 3y, € H tal que: -

fl@) = (z.y vz e ¥

Definiremos, ahora el siguiente producto escalar en H':

(fxg)'h'.’ = (?"fxyg)uvf:g eH.

Demostraremos, primeramente, que efectivamente es un producto escalar:
Notemos que (f, fl3 = |lys][Z > 0, abora que st (f, fla =0, entonces yp = 0y por tanto f =0en #H'
Ahora veremos que, para f,g:,g: € 7' tenemos que, (f, o1 + g2)wr = (V1) Vgr+g0)- Asi dado que:

(g1 + g2){z) = g (z) + g2(z);

(2, ¥g4g2) = (8,40, ) + (2, 45,) = (T, 80, + ¥ ), VT € H.

Y por tanto Yy, 44 = ¥y, + Yy, De csta manera:

(fo1 + g2 = {yfuyy1+g:) = (y!uygl) + (¥1.¥5:) = (i) +(fig)m
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Ahora demostraremos que (f, Ag)wr = A(S, @), YA € K, f,g € H' Tetiemos que:

(£i7ghe = (41, t0e) 700
lo que implica que: _
(Ag)(®) = (% uag) = Aglz) = Az, y5) = (%, M), V2 € H,

por lo que se tiene que:

(£ 2k = (v 3gg) = Mupug) = A, 8)e-
Y finalmente tenemos que:

(£ 90 = Wr:¥0)s = Warvr)n = (6 e

por lo que, de todo esto podemos afirmar lo siguiente:

Il = sup Iz, 40! = llurlle = (s HE-
ll=li<y

Dado que ya definimos el producto escalar en H' = £(H : K) ¥ como este espacio es un espacio de Banach, entonces 7'
es un espacio de Hilbert. (La completitud de H' es consecuencis inmediata de que el mapeo definido es suprayecticvo
€ isométrico.}

Ahora definamos el mapeo lineat ¢ : #' — H con la siguiente relacién:

o(f) =yp.¥feH'.

Lo primero que notamoes es lo siguiente:

le (Ml = llwgllee = [flre, VF € H,

lo que nos dice que ¢ es una isometria. Ademds ¢ es un mapeo suprayectivo dado que: Si y € H, definimes f por
f{z) = (z,y) y entonces o(f) =y, Vy € A
Veamos, ademds, que se trata de un mapeo aditivo, puesto que:

olfi+ fo} =vyn+s =yn +yp = o) +o(f2).

Por otro lado dado que o(Af) = Ae(f) se dice que el mapeo es conjugado-lineal. Finalmente notemos que:

o) olghn = rug)u = . 9)z = (0 P,

con lo que se compieta la demostracién. ¢

1.1.5 Bases Ortonormales

Esta seccién la comenzaremos con la definicién de una base ortonormal.

Definicién

Sea 5 un conjunto ortonormal de un espacio de Hilbert H que no estd completamente contenido en cualquier otro
conjunto ortonormal de H. Decimos entonces que S es una base ortonormal o también que es un sistema ortorormal
de H.

Se mencionarin a continuacién dos teoremas unportantes que establecen la existencia de una base ortonormal en un
espacio de Hilbert asi como algunas propiedades importantes. Se omitirdn las demostraciones pues se considera que
s6lo es importante hacer la mencién de los resultados.

Teorema 1.1.5.1

Todo espacio de Hilbert 4, con al menos un elemento distinto de cero, contiene una base ortonormal.

Teorema 1.1.5.2

Sea H un espacio de Hilbert y sea $ = {z,} una base ortonormal de #. Entonces las siguientes propiedades se
cumplen:

1. (i) Yy € H, tenemos que (y,z,) = 0 para todo conjunto contable (a;)100 que depende de y.
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2. (ii) La férmula de representacion:
oo
¥= Z(?h Lo, )za, .
=1
Es cierta en el sentido de que:

o
i =3 20z, | =0 (1151)
=
3. {iit) La igualdad siguiente se cumple:
el
i =3 |y 2a, ). (1.1.5.2)
=1

.2 Espacios LP. Conceptos Basicos

.2.1 Introduvccién

a importancia de los espacios L? es que para poder entender de que tipo de espacios estamos hablande debemos
e definir los conceptos de espacio medible (equipado con una medida) y una vez definidos esos conceptos se puede
pnstruir una teoria de integracién aplicable a cualquier funeién medible. Definamos entonces para intciar esta seceidn
)5 conceptos primordiales para la comprensién de los espacios LP.

'rimero empezemos con la definicién de lo que es un espacio topolégico.

Yefinicién 1.2.1

‘na coleccién de subconjuntos I' de un conjunto X se llama topologia en X, si [ tiene las siguientes propiedades:

(1) X y @ pertentecen a I
{2) Si {V, | i € I} es una coleccién arbitraria de elementos de I', entonces UserV; pertenece a I
(3) S8iVy y V2 pertenecen a I, entonces V: N V; estd también en T

)] para ordenado {X,I") se le conoce como espacio topolsgico. Los elementos de I' son conocidos como conjuntos
biertos en X. Al complemento de un conjunto abierto se le conoce como conjunto cerrado. Cualquier interseccién de
errados es cerrada; la unidn de dos conjuntos cerrados es cerrada. Sea (X, [un espacio topolégico, un punto = ¢s un
unto limite {0 punto de acumulacidn) de un conjunto B ¢ X si cada conjunto abierto que contenga a & contiene al
aenos, un punto de E distinto de . Un conjunto cerrado contiene todos sus puntos de acumulacidn.

\hora mencionemos los conceptos basicos para el desarrollo de teoria de la medida.

Jefinicion 1.2.2

Jna familia A de subconjuntos del conjunto X se dice que es una o- digebre (sigma-dlgebra) de X si cumple las
iguientes propiedades:

(1) X pertenece a A
(2) Cualquier unién contable de elementos de A, pertenece a A.

(3) El complemento de cualguier elemento de A. pertenece a A.
definicién 1.2.3

ea A una o-dlgebra de un espacio X, entonces al par (X, A) se le conoce como espacio medible, y los elementos de A
on llamados conjuntos medibles.

Jefinicién 1.2.4

jean (X, A) ¥ (Y, 1) dos espacios medibles, cualquier mapeo f: X — ¥ se dice que es A — Il — medible si para cada
2 ¢ I, f~1(B) pertenece 2 A

Nota Importante:

i f y g son dos funciones medibles definidas en X hacia R, entonces sup{f, g},inf{f, ¢} son medibles también. En
articular si f es medible, f* = sup{f,0} v f~ = inf{f,0} son medibles también. f*, f~ son respectivamente las
artes positivas y negativas de f. Notemos que:

f=f-f=5r-s.
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Definicién 1.2.5

Sea ¢ una funcién medible definida de (X, A) 2 R; decimos que ¢ s una funcién simple si sélo toma un numero finito
de valores distinos. Si ¢ es simple ¥ sus valores son: e, ..., Gp, €OtONCES ¢ = 3 o) iy 4, donde A; = {2 : ¢(x) = ;)
La suma, el producto, fa diferencia de dos funciones simples es simple.

Definicién 1.2.6

Sea (X, A) un espacio medible ; una medida positiva en (X; A} es un mapeo g : A = Bt tal que:

(1) @) =0

(2) 5i {A;) es una coleccién contable de elementos de A disjuntos a pares, entonces:
| J4n) =2 s(4n)
L n

Siendo asi (X, A, 1) es un espacio medible. De esta manera una medida, es una funcién definida en una ¢ — algebra a
[0, 0]

1.2.2 Integrales de funciones medibles

Consideremos primero la definiciée de integral de una funcién simple en un espacio medible (X, A, 2}
Definicion 1.2.2.1

Sea ¢ ura funcién simple positiva. Entonces definimos a:

[oau= ga,ﬁw

Como la integral de ¢ con respecto a la medida g.

Recordemos que las o, = 1,...,n son los valores que puede tomar la funcién positiva simple.

La integral de ¢ con respecto a g es finita si y s6lo si, la medida del conjunto {z/¢(z) # 0} es finita.
La integral de una funcién simple tiene las siguientes propiedades.

Teorema 1.2.2.2

Sean ¢, y ¢ dos funciones simples positivas, y sea A un mimero real positivo; entonces:

1)
f(fih + fo)dp = /¢zdﬁ+ [¢zd#,

)
fAldﬂ = f\fﬁhd.u;
(3}
[oies [, 5 s
Demostracidn:
Sean:
n m
= ZG{XA' ¢ = ZﬁjXB,s
=] =1
entonces.

n m

Brtda=3 3 (o +Bxans,,

=1 =1

y por lo tanto:
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[+ oau=3"3 (o +8)u4in By

i=1 y=2

=3 D mp(A B+ Bu(d. 0 B)

=1 3=2 i=1 y=2

=3 o) + 3 Bu(B;)

=1 =1

= [ordu+ [ dna.

as demostraciones de los incisos (2) y (3) son evidentes.$
hora definamos la integral para una funcidn medible cualquiera.
Yefinicién 1.2.2.3

ea f una funcién medible positiva, entonces:
J fdp=sup [ ¢ dp.
yonde el supremo es tomado en todas las funciones ¢ tales que ¢ < f. A esta integral se le concoce como la integral
e f con respecto a la medida p. f se dice que es u — integrable si la integral antes definida es finita.
‘inalmete mencionaremos las definicién de la integral de una funcién medible (real-valuada o compleja) con respecto

12 medida p.
Yefinicion 1.2.2.4

{1} Decimos que una funcién f real valuada es p — integrable (o integrable con respecto a la medida g} si f*+ y f~

son u — integrables y la integral de f es:
[rau= [ rau~ [ raw.

{2) Se dice que una funcién compleja-valuada es i ~ integrable (o integrable con respecto a la medida u) st Rf y
& f son g — integrables y la integral de f es:

ffdu=f§2fdp+z‘f‘&fdy.
Nota:

Si f=g en casi todo punto entonces [ fdu = [ gdu.

\hora mencionemos un teoxema de utilidad en préximas secciones:
ema 1.2.2.5 (Lema de Beppo-Levi)
ea (fn) una sucesién de funciones medibles positivas, tal que:

{(¥n & N),(Vz € X)fnlz) < farr(z),
- ademds:
(Vz € X), nli.ngo fr(2) = H=),

ntonces se tiene que:

Jim [ fadu= [ feu
[eorema 1.2.2.6 (Lema de Fatou)
ea (fa) una sucesién de funciones medibles no-negativas definidas en un espacio medible (X, A, ) entonces se tiene
ue:
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[t int fud) < i i [ fod.
Definamos ahora un teorema fundamental.

Teorema 1.2.2.7

El conjunto de todatl las funciones p: — integrables es un espacio vectorial. Hste espacio estd denotade por £}
Demostracion:

Consideremos primero las siguientes desigualdades, consecuencia de las propiedades del infimo y del supremo.

e <fragt,(F+a) SF +a7,
por lo que se tiene que:

f(f+9)+d.u5 ff*d#-t-fg*dn,

f(f+9)‘d.u < ff‘d#+fg“dn,

y de esta manera se verifica que (f + g}t ¥ (F + g)— son integrables, por 1o que f + ¢ también lo es. Més adn, dado
que:

(fra)=(f+a -(f+o) =" -F +gt-¢",

se tiene que (si se hace la extensién del teorema (1.2.1.2) para funciones medibles.)

f(f+y)drx=f(f+g}+dﬂ—f(f+g)" - =[f*dn—ff"dwjg*da—fg-du.

Para el caso de finciones a valores complejos es suficiente con considerar R(f +¢), ¥(F + g) ¥ versficar que las anteriores
relaciones se cumplen también en ese caso.
Consideremos ahora el caso cuando A € R, entonces tenemos que:

AFHA >0
(Y ={ ~Af7,A<0

AfT,A
('\f)+={ _A{_}-l-jg_o

De esta forma, st A > 0, se tiene que:

Jonaw=x [ rra-n [ rau=x [ o

Y si A < 0, entonces se tiene que:
f(/\f)d.u = (=) ] fdu—(=A) ff+d,u = ,\ffd,u.

Por otro lado pata el caso de funciones a valores complejos y considerando que, A € C se tiene que cbservar que:

Af = (RARS — SASF) + i(QARf + RAGS),

Jonas=x] sa.

si se aphea el mismo razonamiento que para el caso real.Q
Ahora enunciemnos otro teorema til:

Teorema 1.2.2.8

Si f es u— integrable, también lo es |f|, y se tienc ademds que

de 1a que se deduce gue:
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TEZE [ifidu.
Demeostraciin:

El resultado es evidente si se consideran las siguientes desigualdades:

Hfl=ft+f,
si f es real-vehiade. Y ademés:
[ £ 1Rf| + 3]
st f es compleja-valuada. §
Una funcién f es p — integrable, si y sdlo si [f] es p — integrable.

1.2.3 Funciones convexas y desigualdades

Dada la importancia de estos conceptos en el desarrollo de la construccién de los espacios LF es necesario incluir estas
desigualdades y la nocién de convexidad en las funciones reales.
Definicién 1.2.3.1

Una funcién real ¢ definida en un intervale abierto {(a, b} se dice que es convesa si la siguiente desigualdad se cumple:

B((1 = XNz + Ay < (1 - Ndlz) + A(y)

Para cualesquiera = € (a,b),y € (a,b) ¥ para A € [0, 1]. Se dice que ¢ es céncava si —¢ es convexa.
Definicién 1.2.3.2
Los dos nimeros positivos p ¥ g se dice que son exponentes conjugados si:

1 + l =1

P q
Otra manera de verlo es como p+ g = pg.
Ahora definiremos dos desigualdades muy importantes en los espacios medibles.

Teorema 1.2.3.3 (Desigualdad de Hélder)

Sea (X, A, p) un espacio medible y sea f, ¢ dos funciones positivas u — medibles definidas en X, entonces:

ffﬂus(ffmﬂé(ffwai

Donde p, g son expenentes conjugados y 1 < p < co.
Demostracidn:
Si resulta que uno de los términos de lado derecho es nulo la desigualdad es evidente; de esta manera consideremos
que 0 < [ fPdu < oo y que 0 < f g%du < 00, asi las cosas, escribamos:

Y G=—9%

i

F= -,
(J fedu)” (Jgean)’

[F’d,u =1, fG“ci,u =1

0< Flz) <00, 0<G(z) <0,

De esta manera, se tiene que:

Ahora, st £ € X es tal que:

entonces existen dos nimeros reales ¢, u tales que:
¢ u
F(z) =exp—~, G(z)=exp-—.
(=) > (=) »

Dado que £ + 1 =1, la convexidad de la funcién exponencial implica que.
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t . u 1 1
exp(~ + =) £ —expt+ —expu.
B( »t ) S poPity
Como F(z) = o0, G(z) = oo solo en un conjunto de medida cero, puesto que:
f F(a) < oo, f G(z) < oo,
se tiene que para casi toda ¢ € X:
1 1
Flx)G(z) £ E(F(&'))”E(G(x))°:
integrando con respecto a la medida p se tiene que;
1 1
FRdp<~-+-=1
[ BEpTeTo

si remplazamos a F' y (7 por sus expresiones originales, la designaldad de Hdlder se obtiene.

Nota:

Mais adelante daremos el significado a la desigualdad cuando p= 1y p = oo.

Corolario 1.2.3.4 (Desigualdad de Minkowski)

Sea (X, A, i) un espacio medible, y sean f, g dos funciones u -- medibles positivas definidas en X; entonces:

[(f+9)"d.u < ([f”dn (f ”d.ﬂ
Donde 1 < p < o0.

Para el caso p=1 el resultado es evidente. Asi que consideraremos el caso cuando p > I. Escribamos:

(F+g) = FF+9P 7 +9(f + 9%,
y si aplicamos la desigualdad de Halder obtenemos:

ff(f + )P ldp < (ff”dﬂ)#(j(f +9)(”_1)"d,u)%

[ots+artans ([ pan)* ( [+ ae-ean)’.

Dado que (p — 1)g = p, la adicién de estas desigualdades nos da:

f(f+y)’°dps(([f’d#"+(fg”du [(f-i-g”d#) )
Nota:

La desigualdad de Minkowski puede ser generalizada. Sea (X, A, p) un espacio medible, y sea (fn) una sucesién de
funciones u — medibles positivas definidas en X; entonces:

(f(g‘;fn)w)‘* Sg(/ﬁfdﬁ)%»

Donde I < p < oo.
Demostracidn:
Sin es finita por la destgualdad de Minkowski se tiene que:

(f(gfk)”dﬁ)*S(j ka’d# /f”d,u )

lo que st se aplica progresivamente n-veces la desigualdad de Minkowski se tiene gue:

([(gfk)"du)i’ Sg(/ffdﬂ)#

La desigualdad de Minkowski generalizada es una consecuencia de aplicar el Lema de Beppo Levi {Lema 1.2.2.5).
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1.2.4 Espacios £7 y LP

Jefinicidn 1.2.3.1
sea, (X, A, 1£) un espacio medible, es espacio vectorial de todas las funciones f g — medibles defimdo en X a R (0 C),
ales que {f|? con 1 £ p < oo es integrable con respecto a la medida g, se le conoce como espacio L5{X).
=2 La anterior seccidn, en el teorema 1.2.2.6, se demostrd que el espacio £1(X) es un espacio vectorial Para demostrac
jue los espacios £Z(X) son espacios vectoriales basta con observar lo siguiente.
31 f € L{X) es fécil ver que , para todo escalar A, Af € £5(X). Ademdssi f,g € LE(X) entonces f + g también
ertenece a L5{X),puesto que:

If+alP <2271 + 9P

Jue se puede deducir por la convexidad de la funcién f(t) i1 — ¥ con A = %
Je aquf en adelante en lugar de £E(X) utilizaremos dnicamente £7.

i
i f € £P entonces ( fIf F’d;:) ¥ serd denotado por || filp, Con esta notacién se obtiene que:

li£glie < I Fllligllg
(Desigualded de Holder)

I + gl < liFllp -+ llgllz

(Deswgualdod de Minkowskt)
Teorema 1.2.3.2
.a funcién f — || f||, definida de £7 a R, es una seminorma.
Demostracidn:
13 demostracién es sencilla pues; || f|| = 0 implica que f = 0 en casi todo punto. Ademéss de que ||f||, > 0 siempre
jue f > 0; por otro lado, la condicién de que [[Af{l, = JAlllfllp (A escalar) es evidente; finalmente la desigualdad del
ridngulo es consecuencia de la desigualdad de Minkowski.{
Dbservemos queflfi — fo|| = 0 = fi = fo para casi todo punto. Por lo que se puede establecer una relacién de
:quivalencia en L? que parte a L7 en clases de equivalencia.
Definicién 1.2.3.3
3t ¢ denota lal relacidn de equivalencia :

(h € L2 f2 € £7), frefe = i - follp = 0.

Al espacio vectorial £7/g lo conoceremos como espacio LP, 6 LE(X) st queremos especificar el espacio X y la medida
b
.03 elementos de L™ son clases de funciones, no funciones. 5i f € L7, denotaremos a f a la clase de funciones
quivalentes a f y denotaremos ||fll = |If||. De esta forma podemos ver que la funcidn f — ||f||definida de I* a R
S Una norma.

Jefinicion 1.2.3.4

Sea f una funcidn real valuada medible definida en el espacio medible (X, A, 12}, entonces inf{M : f{z) € Ma.e} (ae=
-asi todo punto) es llamado el supremo esencial de f y esta denotado por esssup f.

Jefinicion 1.2.3.5

Sea, (X, A, u) un espacio medible, el espacio vectorial de las funciones f p — medibles definidas en X hacia R (0 C)
ales que esssup|f| < oo se denota por £3°(X).

Je manera sencilla se puede verificar que £3°(X} o £* es un espacico vectorial. Cuando |f|] < oo se dice que f es
sencialmente acotada .

i f € L%, esssup |f| estd denotada por || f]le. Esta dltima notacidn se justifica en la siguiente proposicién:
Proposicién 1.2.3.6

i la medida # es tal que p(X) < oo, para cualquier funcién esencialmente acotada f se tiene que:

Iflheo = Jim, 151y

Demostracién:
Dado que el conjunto {x € X | [f{z)] > || fliec} tiene medida cero, se ticne que para toda p € [1, 00):
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1
P
’

170 = ([ 1Pa) < ke (0t0)
v dado que u(X) < oo:

Jim sup|{fllp < | flleo-

De manera conversa, si o < || flleo, €l conjunto {z € X/f(z) > ¢} no tiene medida. cero y se tiene que-

f£1 > [E 1Pds)? 2 o{u®)’

por lo que se tiene que:
Jim int 171 > e,

y como a es arbitrario, entonces se tiene que

Ji);glo inf ”f”p > “f”cm

con lo que la proposicién se demuestra.{
Notemos que la desigualdad de Halder se conserva para el caso de los exponentes conjugados {1, oo} ¥ podemos escribir:

lgils < Hfflaliglon-

Para probar esto se tiene que considerar una funcién k = g en casi todo punto, y tal que, ¥z € X, |hi(z)| < ligle-
Entonces se tiene que:

Ilfglh = lifRily < sup Ih(m}lflfld# < liglleo i £l
zEX

La desigualdad de Minkowski tarbién se cumple en el caso que p = o0, esto es:

If + gllee £ N Flfee + llglleo-

Para probarlo se debe de considerar a dos funciones fi, g1 iguales a f,g (respectivamente) en casi todo punto, ¥ tales
que ¥z € X, |fi(#)] < |l flloo: lg1 (=)l < [iglloo, entonces se tiene que:

1f(2) + @) = filz) + qulz)] ae  <{llflic +llglicc) 2

por fo que [|ffloc + |[gllee €5 un supremo esencial de |f + g|, ¥ el resultado est4 probado.
La desigualdad de Munskowki implica que el mapeo definido como f = || filee de £% a R, es una seminorma dado
que || filee =0 = F =0 a.e,; por lo que nuevamente es posible definir un espacio normado:

Definicion 1.2.3.7
Si p denota la relacion de equivalencia siguiente:

(Helo¥fee ™), fiehe =i - falle =0,

Al espacio vectorial £ /g se le conoce como espacio L™ o L3 (X) s1 se necesita especificar al espacio X y a la medida
.

Nuevamente los elementos del espacic L* son clases de funciones, ¥ si f € £°° denotaremos como fala cdlase de
funciones equivalentes a f y si ademds denotamos ||f]la = ||f]|co» entonces el mapeo denotado como f — [ filao
definido de L*° hacia R.. es una norma.

Para terminar esta seacién mencionaremos el siguiente resultado.

Teorema 1.2.3.8

LP(Q) es un espacio de Banach si 1 £ p £ co.

Demostracion.
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Primero asumarmos que 1 < p < oo, t sea {un} una sucesién de Cauchy en L?({2}. Entonces podemos encontrar una
subsucesion {un,} de {u,} tal que:

1 .
”'“n_,.,.; "“n,”p S '2_;3 I= 1: 2a

Tomemos vy, (2} = z;’_‘__l {ttn, ;1 {x) — g, (x)). Entonces:

m
1
lomllp < Z(’z"_?‘) <1, m=12,..
=1
5i tomamos v{z) = 1My, e0 ¥m (%), que puede ser infinita para alguna z, obtendremos aplicando ef Lema de Fatou
1.2.2.4)
\

[ b@ras < tm inf [ P <.

Por 1o que v{z) < ¢o a.e. en Q y las series:

<0
Un, (.’u") + Z(u“:-H (x) = Un, (x))
=1
convergen al mite u{z) < oo a.e. en £, Consideremos u(z) = @ cuando el limite de a serie es oo se tiene que:
limyp, 00 Un. (T} = u(z) a.e.
Ahora para cualguier € > 0 existe una N tal que sin,m > N entonces [|um, — taljp < €, entonces por el Lema de Fatou
se tiene que:

f 4(z) — wn(z)Pdz = / i Juun, (&) — un(z)Pde
a R

< lim inff [tn, (£) — un(z)[Pdz < €.

Sin = N. Porloque u = (u—un)+u, € LP(R) y ademds |ju — u,}| = 0 cuando n ~ oo Por lo que LP(Q) es completo
en 1 < p < o0.

Ahora consideremos p = oo.

Sea {un} una sucesidn de Cauchy en L%°(£2), entonces existe un subconjunto A C 2 con medida cero tal que siz € 4,
se tiene que para cadan,m = 1,2, .

Jun{@) < [l lun(2) = wn{e) € llun — tmllee-

Dado que [funl|« €5 2cotado en R, u, converge uniformemente en el complemento de A. Si consideramos u(z) =0
para r € A entonces se tiene que u € L* y ademas {|lu,, —ul| = 0 cuando n ~+ oo. Lo que imphca que L™ es completo.

1.3 Espacios de Sobolev. Conceptos Basices

Los espacios de Sobolev fueron introducidos por Soboley, junto con el estudio de otros epacios estudiados por numerosos
escritores. La notacion de estos espacios es muy variada y la importancia de ellos, en este caso, radica que este tipo
de espacios resultan estar encajados en los espacios LP; alge que serd de gran utilidad para la comprensién de las
demostraciones del articulo presentado en el dltimo capitule de esta tess,

Antes de iniciar la discusidn de los aspectos basicos de los cspacios de Sobolev, debemos introducir dos conceptos
necesarios; el primero es el concepto de distribucién y el otro es el concepte de encejamiento de un espacio normado
en otro.

Empezaremos esta seccidn con una breve discusidn sobre lo que son las distribuciones.
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1.3.1 Funciones de prueba y Distribuciones

Consideremos antes que nada al espacio vectorial C°{R) que es el espacio de todas las funciones infinitamente
diferenciables y que tienen soporte compacto. {El soporte de una funcién ¢ definida er B y denotado por suppd, es
la cerradura del conjunto {z € B | ¢{z) # 0}}. Usualmente en teoria de distribuciones este espacio se denota por D.
a los elementos de D se les conoce como funciones de prueba.

Definicién 1.3.1

Una sucesién de funciones de prueba (¢,) se dice que converge en D a otra funcién ¢ si:

(1) Todos los soportes de las funciores de la sucesién estén contenidos er un subconjunto acotado de R;

(2) Para cualquier p entero positivo, la sucesién {05519)) de las derivadas de orden p convergen uniformemente a la

derivada de orden p de ¢.

El hecho de que e! limite ¢ se encuentre ya en D proviene del hecho de que por (1) su soporte es acotado.
Definicién 1.3.2
Cualquier elemento del espacio dual de P, es decir cualquier funcional continua definida en T(R) se le llama distribu-
cidn. Este espacio estd denotado por 7.
Si T es una distribucidn, 12 linealidad implica que:

T{dads + Aedbz) = MT($1) + AT(¢2),

Donde ¢, ¥ ¢ pertenecen a D, ¥ A1, Az son elementos de R, y por la continuidad se sigue que:

Jim T(a) =T(9)

Donde (¢} es una sucesién de funciones de prueba que convergen a ¢ en D.
D' es un espacio vectorial, es decir, para cualquier funcidn ¢ en D se tiene que:

T+ 2 T3) (@) = MTh(é) + A Ta(d),

Donde T y T3 pertenecen a D', y Aj, Az son elementos de R.

Definiremos ahora el concepto de derivacion en la distribucién.

Una propiedad muy importante de Jas distribuciones es la siguiente, las distribuciones son siempre diferenciables, ¥ su
derivada es siempre una distribucién. Definiremos entonces el concepto de derivada de la distribucién.

Definicién 1.3.3

Sea T una distribucién, su derivada T es la distribucién definida por:

T'(¢) = ~T(p)

Donde ¢ es una funcién de prueba.
Abora si la distribucién estd definida en R®, la derivada con respecto a z, estd dada por:

ar 8y
ol PAWN, ok 8
g, W) = T,
De esta manera se puede derivar de esta definicidn que:
T &Py
s (1) = (=1 )P T ———————
o aeeer- GO LAY my. ey P
Donde p es cualquier mimero positivo.
Daremos como ejemplo un tipo de distribucién muy comuin:
Ezemplo:
Sea f una funciéu de R a B v a €' que es localmente integrable (Una funcién localmente integrable es aquella que

es integrable para cualquier conjunto acotado de R, y se denota usualmente por L} ). Asi defimunos la siguiente
funcional (forma lineal) Ty definida en .D por:

Tylp) = ff(z)w(m)d-r (1.3.1)
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Y podemos demostrar que se trata de una distribucién puesto que es una funcional continua definida en D.

Ahora que se han dade nociones basicas de distribuciones, prodeceremos a dar una defiricién de mucha importancia
para el tiltimo capitulo de la tesis, la definicion de encajamiento (embedding).

Definicién 1.3.4

Decimos que un espacic normado X esta encayado en otro espacio normado Y, y Io denotamos como X — V', si se
prueba que:

(i) X es un subespacio vectorial de ¥

(ii} Si el operador identidad definido de X 2 Y por Iz = 2Vx € X es continuc. (Dado que I es un operador lineal
esta condicién es equivalente 2 afirmar la existencia de una constante M tal que | Izlly < M||#llx,z € X)

Ahora si, procederemos a definir, los espacios de Sobolev.

1.3.2 Definicién de los espacios de Sobolev

Definicion 1.3.5
Sea |} - |lmp (Donde m es un entero no negative y 1 < p < o) ura funcional definida como sigue:

1
llellme =4 > [D*ul}? (1.3.2)
ogial<m
—_— [+]
ollmeo =, m5x._1D%ulles

Donde u es una funcién tal que el lado derecho de cada una de las ecuaciones (1.3.2), tenga sentido. Podemos notar
ademds que las ecuaciones (1.3.2) definen una norma para funciones en las que el lado derecho de la ignaldad toma
valores finitos, ademas de que las funciones se hacen equivalentes si son iguales en casi todo punto. De esta forma
podemos definir los siguientes espacios:

(i) H™P{{1) = el completamiento de {u € C™({)) : |[u||mp < o0} con respecto a la norma |- [lmp. (& C B™ abierto.)
(i) WP() = {u € L7(Q) : Du € LP(§2) para 1 < ja| € m}. ?
(i) Wy ? = la cerradura de C5°({2) en el espacio W™P(Q}.
(1.3.3)

Equipados ¢on la norma adecuada definida en las ecuaciores (1.3.2), estos espacios son llamados espacios de Sobolev,
sobre (t. Se puede ver de manera clara que W2(Q) = LP({l). Ademds tambien se pueden observar los siguientes
encajamientos:

WP () — W) = LP(f)

Existe un teorema que estabelece que H™P(Q) = W™P(Q2) para cualquier {2, 2 este resultado estabiece la relacién
entre dichos espacios. Lo que procederemos a hacer entonces serd demostrar que el espacio W™P(£) es completo.
Tecrema 1.3.6

W™P() es un espacic de Banach.

Demostracidn:

Sea {un} una sucesién de Cauchy definida en W™?((2) , entonces {I*u} es también una sucesién de Cauchy en LP{(})
para 0 < |o| < m. Dado que LP(2) es completo entonces existen dos funciones © y uy,,0 € |a] € m, en LP{R), tales

tdebemos mencionat en este moments lo siguiente:
51 & = (a1,. .,&n) €3 Una f-upla de nimeros no negativos a,, entonces decimos que o es un multi-indhce y denotaremos por @ al monomia
=i - z3", que tiene orden |a| = ;‘m a;-
De manera similar si D, = 3% para 1 < § < n, entonces:

D% = DY . DEn,

denota un operador diferencial de orden [o]. DO Oy =y,
2[1}Teorema 3.16
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que iy — ¢ ¥ D% -+ uy en LP(§1) cuando n -+ co. Abora dado que LP(0) C L}, ({1} entonces u, puede definir una
distribucién Ty, € D'(£2} del tipo (1.3.1), de forma que, para cualquier ¢ € D(Q):

T, () — Tul@)] < [ﬂ bt (2) — w(EW|$(2) iz < {llgHn — ]l

Por la desigiialdad de Halder, donde p,q son exponentes conjugados, es decir, ¢ = ;27 (og=cosip=1l,0p=ocosi
g = 1.) De esta forma T, {¢) —+ T.{¢} para cualquier ¢ € D{(Q) crando n ~+ co. De manera sitilar se puede observar
que Tpay, () = Tu., (#) pare cada ¢ € D(Q). De este modo se sigue que:

Too(9) = Hm Tpeu, (@) = lim (~1)!*(D) = (-1)IT.(D%¢)

Para cada ¢ € D(Q). Por tanto ue = D%u en el sentido distribucional en § para 0 < || € m y por consiguiente
u € W™P($2), Y dado que fju, — uflm,, = 0, W™P({2), es completo.

Finalizaremos este capitulo enunciando el resultado que més se utilizard para la demostracién de algunos resultados
del articulo (que se discutird en el cuarto capitulo de esta tesis) y que es el Teorema De Encajemiento de Soboley 3
Teorema 1.3.7

Sea Q un dominio de B* y sea F es dominio de k-dimensiones que se obtiene por intersectar {2 con un plano k-
dimensional en B™,1 < k £ n (de forma que Q™ = (1), ademds sean j,m dos enteros no negativos y sea p que satisface
1 £ p < 0. Entonces:

Parte !

5i © cumple 12 propiedad de cono ? entonces, los siguientes encajamientos se cumplen:

CASO A
Supéngase que mp < n y que n ~ mp < k < n, entonces:

Wopm p(82) =+ W, o (0%}, (1.3.4}
conpLgs n—f;,—p, en particular:

Witmp(f8) = W, 4(Q), {1.3.5)
con p < q < = n_mp,
o

W p(@) = L,(2), {1.3.6)

conp <g= n—'_‘%, mas atn, si p = 1 y por tanto m < n, ¢l encajamiento {1.3.4) se cumple para el caso
k=n—m.
CASO B

Supongamos que mp = n, entonces para cada &,1 € k < n se tiene que:

Wi, p (@) = W, 0(2%), (1.3.7)

con p < g < 00, en particular:
Wen (82} = Lq(£), (1.3.8)

con p £ ¢ < oo, Mas alin si p =1 y por tanto m = 7, entonces los encajamientos (1.3.7) ¥ (1.3.8) existen para
el caso ¢ = co y ademas:
Wisn1 () = C.:'s(n)-s (1.3.9)

CASOC

Supongamos que mp > p. enionces.
W,H-m.l(n') s CJB(Q) (1‘3‘10)

3[1] Teorema 5.4 p. 97
*La propiedad de tono de 2 s¢ enuncia en (4.2) pp.66 de [1]
3CH() = {u € CV{N2) D*u es acotada en 2 para |a| € 7}
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PARTE I}
8i  cumple 1a propiedad de Lipschitz fuerte y localmente ® |, entonces el Caso C de la Parte I se puede escribir como:
CASOC
Supongamos que mp > 7 > (m — 1)p. Entonces:
Wiztma () = CHHQ)T, {1.3.11)
con0<A<m— %
CASC C
supongamos que n = (m — 1)p. Entonces:
Wyma(0) = CFA(9), (13.12)

con0 < A<] También sin=m—1y p=1 entonces {1.2.12) se cumple para s = 1.
PARTE Ili

Todas las conclusiones de las partes Iy TI, son vélidas para dominios arbitrarios, con lo que se puede reemplazar a los
espacios W por los espacios W.

SLa propiedad Lipschulz fuctie 3¢ enuncia eb {4 5) pp.66 de 1]
7810 < X £ 1, defimimos C™ (1) como €l subespacis de C™(S) que contiene a todas las funciones ¢ que cumplen que, para
0 < laf € v, D¢ sausface en €t la condiién de Hélder, esto ¢s, que existe una constante K tal que

1D%8(z) - DPo{y} < K|z -yt 2y 0



Capitulo 2

Operadores lineales

2.1 Resultados Preliminares

Por lo que se ha podido observar con anterioridad, un operador lineal es un mapeo lineal entre elementos de dos
espacios vectoriales. Un operador lineal A esta definido por su dominio, ie. un campo lineal D(A4) € #, y por un
mapeo lineal A definido en D(A). Recordemos que, linealidad significa que si f,g € D(A), A € K(R o C), entonces
A + @) = AA{f) + A(g). 8i M es un subconjunto de D(A), entonces A{M) es el conjunto de vectores de f €
tales que f = Ag para algin g € M. El conjunto A{){A)) se conoce como el range de! operador A.

Para iniciar més a fondo el estudio de los operadores estableceremos primero algurnos resultados que serdn de impor-
tancia posteriormente:

Sean X,Y dos espacios lineales normados. Consideremos que £(X,Y’) es el conjunto de todos los mapeos continuos
existentes de X -+ Y. Definiremos asi la siguiente funcién:

T € {(X,Y) = [T € [0,2),
por la sigutente relacién:
17N = sup [Tl (2.1.1)
=<2

Notemos que si X € X,z # 0 (el elemento cero de X), entonces ﬁ-ﬂ tiene norma unitaria, por lo que se tendrd lo
siguiente: z
!IT(———"ﬂl)Ii L ITRANT=I < (T liw]], V2 € X (2.1.2)

Es evidente que si T' = 0 {El operador nulo), entonces [|T|| = 0. De manera conversa 51 {{Tll¢x,¥) = 0 entonces se
sigue que Tz = 0¥z € X y por tanto T" = 0. Més ain, si A € K, entonces para T" € £(X,Y) tenemos que:

IMTI} = sup ||IATz]) = sup ATl = AT
llzll<1 li=ll<z

Y finalmente tendremos que para Th,Tp € £(X,Y):
J(1 + T)zl| € 1Thel + [Tzl £ (1] + [ T20L 2]l £ 1,

por lo que podemos ver que la funcién (2.1.1) define una norma.
Estableceremos ahora un primer resultado:

Proposicién 2.1.1

Para T € £(X,Y) tenemos que:

IZl =inf{C > 0,||Tz| < Cliz[ivz e X} = ||Tl. {21
z#o izl
Demaostracidn:
Usando (2.1.2} se tiene que si z # 0 entonces'
T
U2k < iy,

=l

25
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¥ por tanto:

sup bl <,
por otro lado, siz # 0y ||z]] < 1, tenemos gue:

[Tz
veat < B < mp B
siendo asi que: 2]
I
Il < sup S

Consideremos ahora a & = inf{C > 0,||Tz| < Cliz]lvVz € X}. Dada la definicién de € se tiene que que [|Tzf] <
C|lx|¥x € X entonces de tiene que SUPyz|<1 HT:cﬂ < €.Por lo que [T} < €. Asumamos ahora que §iTY| < C, entonces
podemos decir que existe una € < € tal que [|T]| < C por lo que [|T#l| < C|l=zfj, ¥ por lo tanto € no ser ¢l mfimo
que se habia afirmado. Por ello se debe de asumir que € = ||T}.O

El siguiente resultado es importante:

Teoremna 2.1.2

Sea ¥ un espacio de Banach. Entonces el espacio £{X,Y) es de Banach también. (Notemos que si ¥ = K entonces
obtendremes £(X, K} = X’ que es el espacio dual de X, ¥y que como se vié antes es un espacio de Banach atin si X no
es completo.)

Demostracion:

Consideremos primero una sucesién de Cauchy en £(X,Y) : (T)2°. Entonces Ve > 037{e) € Nt al que ||Th — Tl < ¢,
para »,m > fi{e).Se sigue que ¥z € X, la sucesién {Thz) es una sucesion de Cauchy en Y. Como Y es un espacio
completo entonces limy o TnZ = ¥, existe Yz € X

Ahora definamos un operador T, X = ¥, con T = y, = lim T,z. Podemos notar de este operador lo siguiente:

T{oxy + Bza) = hm T, (a:c; + f52) = i:m [(aT,,:z:l + fTnzs) = alzy + 8Tz,

Vo, ¢ KV, 22 € X

Por lo que 7" es un operadeor lineal de X —+ Y.

Notemos que Tz} = litnoeo [[Tnz]|- Y por otro lado notemos ques |||Tall — [Tmlll £ [Th — Twmli € € 51 7, m > f(e),
lo que significa que la susecién {{|T.||) es también una sucesién de Cauchy, y por tanto es también una sucesién
acotada: 3C > 0 tal que [[Tu]| € C¥n € N: De acuerdo con esto entonces [[Thz| < Cllz][,¥r € N,Vz € X, y ademés
limtpyoo |[Thz]l £ Cllzll. Esto per tante implica que (|T'z]| < Cllz||, Yz € X, por lo que en operador T' es continuo (De
hecho tenemos lo siguiente [[Tuz] < |[Tllz]] ¥ por tanto [T < (lim-seo [Tall)lz).

Finalmente notemos lo siguiente: ||Thz — Tzl < {|Tn — Twllllzll < € si n,m > fife), ¥ st ||| < 1. Entonces
[[Thz — Tz|| = liMmooo [Taz — Tzl € € sin 2> Ale), =]l € 1. Entonces ||Thn ~ Ti| £ € para n > fife), por lo que
T TelXyY) ¢

2.2 Operadores en espacios de Hilbert
Sea M un espacio de Hilbert. Denotemos a B(H) como ¢l espacio de todos los operadores lineales acotados definidos
de H a H. Notemos primero lo siguiente:

Teorema 2.2.1
Sea A € B(H). Entonces existe un operador Uinico A* € B{H) tal que

(Az,y)r = {2, A"y)eVT,y € H (2.2.1)

A" es el Operador Adjunto de A. Por otro lado se puede ver que A** = Ay [|A"]| = [[4]].
Demostracidn:

Sea un y € H. Dado que A es lineal y acotado, se puede definir una funcional acotada y lineal en ¥ definida como:

¢y (2) = (dz.y), (2.2.2)
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Yz € H, el hecho de que ¢y sez acotada se deriva de la desigualdad de Cauchy-Shwarz:

ley(@)] = (T, 9l < WT=lllwl < IIZTl=t-
Ahora por el teorema de Representacion de Riesz (1.1.4.2) se tiene que Ilz £ H tal que:
by = (z.2), (2.2.3)
vz € H, Dado que z depende sélamente de y, se puede definir un operader A%y = 2z que satisfaga:
(Az,y) = (z, A"y) Vz,yeH (2.2.4)
Para ver que dicho operador, 4*, es lineal, tomemos 31,y2 € H ¥ A1, Az € C y veamos que ¥z € H se tiene que:
(2, A" (hgr + M) = (Ao, My + dage) = (Ax, M) + (A, dae) = M {Az 1) + Da(Az,10) =

M (m ATy) + Aalz, AT} = (&, M A + Aed™y2),
lo que nos da la linealidad de A*. Ahora notemos que Vz € H se tiene que:

ll4*z|* = (A*z, A*z) = (AA"z, z) < || AA ] llz]| < AN A =l l]

De esto se concluye que [JA*z|| < [|Al}|=]|. pues st ||A*z]| = 0, el resultado es trivial. Esto nos muestra que }|4*[| < [[4},
y por lo tanto el operador A* es acotado. Si ahora seguimos un procedimiento andlogo y sustituimos A por 4*, se
obtendrd que [|A} < [|4*]}, por lo que se concluye que [|A*|| =} 4]. &

Notemos que en esta demostracién €l factor primordial se debi6 al Teorema de Representacién de Riesz que nos
define una funcional ¢, = (Az,y),Vz,¥ € H acotada y esto determina la existencia {iGnica) de una z € # tal que
{Az,y} = (z,2). En el caso en que el Qperador A no sea acotado la existencia de dicha 2 no es clara y es por ello que
se debe de definir al operador adjunto como sigue:

Lo primero que se tiene que asumir es que D{A) es denso en ¥ (i.e. D(A) = H)} ¥ tomemos una z € D{A), si ahora
asumimos que para cada ¥ € H existe una z € ¥ tal que tiene la propiedad de que {Az,y} = (z, 2)¥z € D(A), entonces
podremos ver que dicha 2z es {inica por la propiedad de densidad de D(A4). (Pues si (z,z1) = (2,22) = z1 — 22 €
D(Ay* = {0}.) De este modo entonces se tiene que la pareja ordenada (y,z) pertenece a la grifica de un operador que
denotaremos por A*. Y de esta forma se podré definir al operador adjunto A* de un operador A no acotado.
Proposicién 2.2.2
Sez A un operador lineal con dominio D(A) denso en un espacio de Hilbert H. El operador adjunto A* de A estd
dado por:

(Az,y} = (z, A%y}

Para z € D{A) y y € D(A"), dorde D{A") es el subespacic de ¥ para el cual existe una z € H que satisfaga que
{Az,y) = (z,2), para cualquier y € D{A") y z € D{A}, y ademds se tiene que A"y = z.

Nota:

El operador A" es siempre un operador cerrado (lo que significa que: si (kn} es una sucesién en D{A*) y pasa que
hy = h, € E y ademiés A™h, —+ k, € E entonces tendremos que &, € D(A4") y ademds A"k, = k,). Esto se observa de
lo siguiente: (Az, kq) = (3, A*hn}Vz € D(A),n = 1,2.. Cuando n = oo tenemos que {Az, h,) = (2, k.), Yz € D(4),
Io que significa que k, € D(A*), A%k, = k.

Proposicion 2.2.3

Sea A, D(4) C H = ¥ un operador simétrico ((Az,y) = (=, Ay)Ve,y € D(A)) Asumiremos que D(A} es denso en
E. Entonces A ¢ A* (Decimos que dos operadores lineales Ly, L, con dominios D(L,}, D(L2) € H tienen la siguiente
relacién L1 C Lg, si y s6lo sit D{L;) C D(Ly) y L2 = Iy en D(L,).) De manera conversa, si ¢l operador 4 con
dominio D(A4) denso, estd contenido en su operador adjunto, entonces A4 es simétrico.

Demostracion:

St (Az,y) = (z, Ay} Y2,y € D(A), vemos que y € D(A) pertenece a D* y que Ay = Ayv¥y € D(4) Porlo
que D(A) € D(A") y asi 4 € A*. De manera conversa , tomemos A C 4%, entonces D{A) € D(A*) y ademds
(Ax,y) = (z, A*y),¥z,y € D{A4),. Mas ain 4 = A" en D(4), por lo que (4z,y) = (=, Ay)Vr,y € D{A).O

Definicién 2.2.4

Sea A, D(A) C H -+ M un operader lineal con dominio denso. Entonces si A = A” decimos que A es un operador
agte-adjunto.

De esto podemos deducir que los operadores auto-zdjuntos son operadores cerrados y simétricos.
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Proposicién 2.2.5

Sea # un espacio de Hilbert, y sea A, B dos operadores lineales con la propiedad de que A € B ademis de que D(4)
es denso en H, entonces B* C A*

Demostracion:

Dado que D({B) contiene un conjunto I3{A) denso en H entonces, es también denso. Por lo que [os operadores A*, B*
estdn bien defimdos. Ahora tomemos un 2 € D*(B) y un k& € D(A). Entonces tenemos que:

(Akv h) = (Bk, h) = (k:B*h)? (225)

puesto que A C B. Esta igualdad nos dice que £ € D(4*) y ademds A™h = B*h. Por lo que D(B*) C D(A") ¥
A* =B*en D(B"}.$

Proposicidn 2.2.6

Sea A un operador simétrico con dominio D{A) denso en un espacio de Hilbert #. Entonces el dominio A* es también
densoen H y A C (A*)*.

Demostracién:

De la proposicién (2.2.3} tenemos que A € A%, o0 lo que es lo misme D(4*) D D{A4) ahora como D(A) es denso esto
implica que D{A™) es densc también y que D(A*} = H. Lo que nos dice que el operador adjunto (4*)" = A** esta
bien definido.

Ahora tomemos b € D(A) y k € D(A*). De esto se tiene que:

(Ah,k) = (b, A%K),
a que:
(A*k,h) = (k, Ah) Vk € D(4*).

De estas ignaldades se tiene que b € D{A**) ¥ que A™ = Ak. Como origiralmente A € D(A4)} ¢ntonces se concluye
que A C A*.$
Notas:

1. Del hecho que A C A* y de la proposicién (2.2.6) se deduce que 4** C 4*

2. El dominio D(A") contiene a D(A), por lo que es denso en H  Si 4* es simétrico se tiene que (por la prop.
(2.2.6)): 4" C (A™)" y como A™ C A* entonces A** C (A**)*, si ahora se aplica la proposicién (2.2.3) entonces
se concluye que A** es simétrico.

Ahora definamos la suma de dos operadores T\, T, definidos en D(T}), D(T2) € H, donde H es un espacio de Hilbert.
La suma sera un operador T' =17 + T} definido en un dominio D(T") = D(T1) N.D{T:) como sigue:

Tz =Tz + Tz, Vz e I{T). (2.2.6)

De esta forma podemos establecer las siguientes proposiciones:
Proposicién 2.2.7
Sean Ty, T> dos operadores lineales en 7 con dominios densos D(Ty), D(Th}, y asumamos también que D(T}) 1 D{Th)
es denso también. Entonces:
(N+Te)" DTV +To*. (227

Demostracién:
Por la definicién de suma tenemos que D(TY* + T2") = D(Ty) N D(73), por lo que si tomamos una £ € D(T," + 1%")
y una y € D(T)) 1 D(Ty) tendremos:
(le,:t} = (y,T‘,'t],(T-ly,a:) = ((y, Tez},
¥ por lo tanto por adicidn:
(T + o)y, 2) = (v, Tz + T52), ¥y € D{T) N D(TY) = DT + Tw),

lo cunl prucba que z € D(TL + oY yque (T + To)* s =Trz+ Tz, porioque (T + T o + 1*. &
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Proposicién 2.2.8

Sea T en operador lineal con dominio denso D(T) en un espacio de Hilbert #, y asumamos que D{T™) es también
denso en H, Entonces T C (T*)*. (Notemos que la proposicién es muy parecida con la prop. (2.2.6) Ademss notemos
que T™** aparece como una extensién lineal cerrada de 7.}

Demostracion:

Sea z € D(T),y € D(T*), entonces tenemos que:

{Tz,y) = (.T),{T"y2) = (.Tz) Yy €D(IT"),

por lo tanto z € D(T**} y Tz = Tz.{
Finalizaremos esta seccién definiendo las nociones de convergencia para una sucesién de operadores lineales definidos
en el espacio de Hilbert #. Esto es si {4} s una sucesiér de operadores acotados con D(4,) = H,¥n, decimos que
el operador A es ¢l limite fuerte de Aq St para cada f € M la sucesién {A,f} converge fuerterente al vector Af, esto
es:
lim {Af — Aufli=0, VfeH, (2.2.8)
n—od

entonces escribimos A, =+ A 0 A = 5 — liMy_y00 An. Por otro lado, decimos que A es el mite débil de {A,} si:
Tim (f, Ang) = (f,4g) Vig€H, (2.29)

¥ escribiremos A = w —im, o, As- Tenemos también un tercer tipo de convergencia en las sucesiones de operadores
{Axn}, que se conoce come convergencia uniforme o convergencia en norma, en este caso decimos que una sucesidn de
operadores {4, } converge en norma si:

| A—Anl—0 (2.2.10)

cuando n ~» o0. Este tipo de convergencia es equivalente, por la definicién de norma de un operador, a pedir
convergencia fuerte y uniforme en el conjunto {f € # : [[fll = 1}. En este caso escribiremos v — limp 400 An = 4. Se
puede ver que convergencia uniforme implica convergencia fuerte, y a su vez convergencia fuerte implica convergencia
débil.

2.3 Operadores en Espacios de Banach

Iniciaremos mencionando algunos resultados importantes concernientes 2 las propiedades de operadores acotados
(continuos). Recordemos que la definicidn de operadores acotados en espacios de Banach esta dada por lz desigualdad
1.1.4.16.

Teorema 2.3.1

Sea A y B dos operadores acotados definidos en dos espacios de Banach, y sea A un escalar; siendo asi se sigue lo
siguiente-

1.
IAAll = 1a%14]].
2.
i4 + Bl < hAll + 1B]l.
3.
J1ABil < |IAl B
Demostracidn.

{1) es inmediate de la definicién. (2) se sigue del hecho de que por la definicidn ||Az + Bzl < {|Ax|| + {|Bz]| vdlido
para todo z € Danp. Para (3) basta con cbservar lo siguiente:

iABl| = sup ||ABz|| < sup {|AllllBzli < i4ll sup [|B=].
llzli<1 iz <1 Iz
<

En este momento podremos afirmar que si £ es un espacio de Banach entonces el conjunto de operadores acotados
definidos en £ es también un conjunto de Banach. Ademss podemos mencionar que un espacio vectorial en el cual la
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operacién de multiplicacién ha sido definida se conoce como un dlgebra. Si el espacio ademds es normado entonees se
le conoce como dlgebra normadz y si ademads es completo ¥ tados sus elementos satisfacen la condicién (3) del teorema
2.3.1 entonces estamos hablando de un 4lgebrs de Banach. De esto titimo podemos deducir que el conjunto de todos
los aperadores aeotadas eon dominio E es un lgebra de Banach. Y la denotaremos como B{E).

Ahora mencionaremos un teorema que serd de wutilidad.

Teorema 2.3.2

Sea E un espacio de Banach v sea A un operador lineal acotade definido en E tal que [|A|| < 1: entonces F — A ( T es
el operador identidad ) es invertible y acotado y tenemos que:

F-A)l= i A", {2.3.1)
n=0

Demostracicn:
Sea Sn = ¥ ., A" Probaremos primero que (S} es una sucesién de Cauchy. Para p > ¢ se tiene que:

18 — Sgil = 1AH" + A2 + 4 AP]| < [ATHHL + 4] + LA420) + ... + [lARP=EH)).

Puesto que JABI| < JAIYB] implica que [14%]) < ||All%, dado que jjAft < 1, las series geométricas 320 i 4ll* son
convergentes y ademds se tiene que:
15 — Sqll < BAHTHHT - AN

Ademds dado que [|A|| < 1, dado un € > 0, entonces existe un ng(e) tal que, para p > ¢ > n(e) el lado derecho de la
ecuacion es menor que €, y por tanto {S.} s una sucesién de Cauchy. Dado que el conjunto de operadores acotados
definidos en E es un espacio (4lgebra) de Banach podemos decir que esta sucesién de Cauchy converge a un operador
lineal acotado. Finalmente podemos notar lo signiente mediante la verificacién directa.

(I—A)iA"ziA“(I—A):L

n=0 n=>0

$
Luego definiremos lo que se ¢onoce como la gréifica de un operador A (denotado por (F(A)) definido en espacios de
Banach.

La gréfica de un operador A, G(A), estd definida como €l siguiente producto cartesiano E x F:
G(A) = {(v, Au)}uep. (2.3.2)

El rango del operador A es el conjunto R(A) = {Au}uep. Este conjunto es un subespacic lineal de F. El kernel
de A4, KerA, es el conjunto {u € D, Au = 0}, que es un subconjunto lineal de D. Siendoc asi se puede establecer lo
siguiente:

Definicién 2.3.3

Se dice que el operador lineal A, IM(A) C E = F, es cerrado si G(A) es un subconjunto cerrado de E x F.

Debemos hacer notar que el espacio de Banach E x F tiere come norma definida en cualquiera de su elementos
{{e. )} 2 |I{te, H}I = Helle + || f]l# Ademss debemos establecer la coneccién entre esta 1dea de cerradura y la idea
de cerradura establecida en 1a nota de la proposicién (2.2.2). Ello es lo que se establecerd en la siguiente proposicién:
Praposicidn 2.3.4

El operador lineal 4, D(A) C E = F, es un operador cerrado si y sélo si, para todas las sucesiones {1, }{* en D(4),
tales que u, — u, en £, mientras que Au,, — v, en F resulte que u, € D{A} y que Au, = v,.

Demostracion:

Asumamos primere que G(A) es cerrado en B x F, esto significa que si {(un, Aun)}§® es una sucesién de G(4) que
converge en B x F 2 {{1,,v)}, entonces {(ug,v,)}G(A)

Ahora {(un, Aun)} es convergente a (u,,v,) €s equivalente a u, = 4, en E y Au, =+ v, donde u, € D(4),¥n € N.
La conclusion de que {{u,, vo)} € G{A) significa que uo € D{A4) ¥y que v, = Au,.

5i ahora tomamos la conversa, asumimos que se tiere una sucesién {(uy,, vn)} en G{A) tal que {(un,vn)} = {{us, %)}
Esto es equivalente a que su u, € D{A),Vn € N,v, = Aun,un ~+ uy, Au, — v,. Y por hipdtesis se tiene gue
u, € D(A) y ademds que v, = Axu, lo que significa que {(u.. )] € G(4).¢

Remarquemos lo siguiente:
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Si A es un operador lineal cerrado entonces KerA e un subconjunto cerrado de E. Esto se observa del hecho de que,
si se toma u, € Kerd,Vn € N con u, = 4, € Ey como se tiene que Au, = 0 v A es cerrado entonces se concluye
que u, € D(A) y que Au, = 0 lo que significa que u, € KerA.
Sea D un subespacio lineal de E, y sea A un operador lineal contimuo A : D 3 F, entonces A es un operador cerrado.
Esto se concluye de lo siguiente:
Sea {un}™ una sucesi6n de D, tal que %, — u, y tal que Au, = v.- Como I es cerrado en E se concluye que u, € D,
¥ como A es continuo , se sigue que Aety, — Au,. Por lo que v, = Au,.
Ahora mencionaremos una clase de operadores de especial interés, los cperadores cerrables.
Definicién 2.3.5
El operador lineal T, I{T) C E — F se dice que es cerrable, si tiene una extensién cerrada. {Recordemos que una
extensi6n cerrada de un operador T es un operador T : D(T) C B = F que es cerrado y que T C 1)
Siendo asi se puede establecer 1o siguiente:
Proposicién 2.3.6
Sea T un operador lineal I(T) C E — F, donde E, F son espacios de Banach. Entonces T es cerrable si y sélosi Vv
las sucesiones {z,} en D{(T"), tales que £, =+ 0 y 75, — y, resubta que y = 0 (esto es {{0,)} € G(T) = y =0).
Demostracién:
Primero asumamos que T es cerrable, y entonces sea T su extension cerrada. Dado esto se puede tomar una sucesién
{z.} en D(T), tal que 2, = 0 ¥ Tz = ¥, lo que implica que y = T(0) =
Ahora definiremos § de la manera, siguiente:

D(8) = {z € E tal que 3 una sucesién {x,), en D(T),

donde z, —+ z mientras que Tz, —+ y}

¥ por tanto
Sz=y.

De esta manera podemos observar lo siguiente concerniente al operador S

1. S es un operador bien definide, y valuado de manera dnica, de hecho sea {z]} otra sucesién, donde z!, = =
mientras que Tz}, -+ 3. De esta manera (2, —24) 2 0y T(zn-2,) 2y —9¢', porloquey—3' =0,y =¢".

2. S es un operador lineal: Sean z),z; € D(S);entonces 3 una sucesidn {z1,,} en D{T), donde z;, — =1,
mientras que T'r) . —+ 31 = 5y; por otro lado 3 una sucesién {z2.} en I{T), donde =3, = %3, mientras que
Tz3,n —» y2 = Szy; ahora se puede ver que la sucesién {x1,,, 22,0} que estd en D(T) converge a z1 + 2, mientras
qQue T(21 n+%2,n) = T(21,0)+T(22,n) converge a yy 4y, esto s x1+2 € D(8) y S(z1+2q) = g1 +yz = Sz +S22.
De manera similar se puede observar que:

S(Az) = AS(z) Yze D(S), VA€ K

3. El operador S es una extensién de T, puesto que si £ € D(T), entonces si se toma la sucesién {x,} donde
Tn = zV¥n € N, podremos ver que Tz, =Tz = Tz, porloque z € D(S) y Sz = Tz,

4. El operador § es un operador cerrado, de hecho , sea {w,} una sucesién de D{S) donde w, — w, mientras que
Swn — u. De esto se sigue que existe al menos una sucesion {z,,}32, en D(T) tal que z,p — Wa, (cuando
P = 00) mientras que Tz, , =+ Swy, de hecho se tiene que Ye > 0,)i#n, — wall < ¢, )T 20, — Swall < € para
P2 ple,n),¥n=1,23..

Si ahora se toma € = & y pa = H(1,n), obtendremos:
1 1
[|Zn,p. — wall < R,HT:,,J,“ m St || < ;Vn EN.
Podemos notar ahora que 2np, € D(T),¥YnN, y mis adn:
1
Izn,p = 2l < [|2n,5, = wn]l +flwn — wl] < =t [lwn = wli,
que tiende a cero conforme n —+ co. También se puede notar lo siguiente.

1050 = 6ll < UT50p, = Stll + 1S = ull < % + 1S =

que también tiende a cero cuando n = oo,
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De acuerdo a la definicién de D(S) y S esto quiere decir que w € D{S), mientras que Sw = u, por lo que T tiene una
extensidn cerrada y por tanto T es cerrable.{
Ahora mencionemos lo siguiente:

(i) Podemos ver que la grafica G{5) es la clausura de G(T"), G(8) = G(T'), esto se observa pues G(T7) est4 compuesta
de los pares {(z,y)} € ExF tal que , para alguna sucesién {(z,, Tz,)} en G(T'), es verdad que 5, — =, € D{T)
v Tz, = ¥ ,Jo que sigaifica que G{T') = G(S).

(it} El operador § previamente construido es la minima extensién cerrada que tiene el operador T.en el sentido de
que si T es otra extensién cerrada entonees S C T esto es debido a que sea = € D{5), entonces 3 una sucesién
(25,) en D{T} y también en D(T) tal que z, — z, mientras que Tz, = ¥ = Sz, lo que prueba, como T es
cerrado, que z € DT y que F = Sz, porloque § ¢ T

Por todo esto podemos observar que S = T' y también denotaremos G{T) = G(T).

Mencionaremos akora dos resultados que nos ayudaran a la comprensién de la siguiente seccin:

Teorema 2.3.7 (Teorema de [a grifica cerrada)

Sea T un operador cerrado, ' : E —+ F, donde E y F son espacios de Banach. Entonces T es un operador continuo.
Demostracidn:

La grafica de T, G(T'} = {(z, T'z)}.cE es un subespacio lineal cerrado del espacio de Banach F x F. Por lo que G(T)
es un espacic de Banach también,

Ahora consideremos el siguiente mapeo U definido de G(T") — E cuya definicién es:

U{{z,Tz)} ==
Se puede ver de manera répida que U es un mapeo lineal, biyective y continuo:
U({(I]_,Txl)} + {(.‘l:z,T-Tz)}} = U{(ﬂ:l +aaTay + Tzz)} =Xyt =

U{(w1,Tz)} + U{(z2, Tez)}

Ademés de que si U{(zx, T'x)} = 0 entonces z = 0, porlo que {(z, Tz}} = {(0,0}}. PorotroladoVzo € E, U{(zp, Tzo)} =
zy.
Finalmente tenemos que:

U {(z, Tx)} e = llzile < llzfle + 1Tzl = {{z. T=)Hexr

lo que prueba que U es continmo.
Aheora consideremos la siguiente transformacién V : G(T') =+ R(T), definida por:

V{(z,Tz)} =Tz, Vze€ E

Entonces se tiene que:
IV {(z. 7o) }Hlr = IT2l[r < [{(z, T2)}l|pxr (23.3)

Lo que implica que V' es también un mapeo continuo.
Si ahora regresamos a nuestro mapeo lineal {7, podemos ver que al tratarse de un mapeo biyectivo se tiene que existe
U~': E = G(T) donde:

U~tz = {{z,Tz}}, YzeE (2.3.4)

De las ecuaciones {2.3.3) y (2.3.4) se obtiene que:
Tz=VU 2, Vzek.

Y para llegar al resultado esperado se tiene uno que auxiliar de un teorema en el que sc establece que:

Sean X,Y dos espacios de Banach y sea T un mapeo lineal injectivo y suprayectivo T : X — V. Entonces T-% ex
también un mapeo lineal continuo.

Dicho esto podemos ver que ™! es continuo y al ser T = VU ~! (producto de dos mapeos continuos) entonces T es
un mapso continue.

Se concluird la seccién con Ja siguiente propos:cién:
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Proposicion 2.3.8
Sean E, F dos espacios de Banach, y sea T, D(T) C E — F un operador lineal cerrado inyectivo. Entonces 771 :
R(T) C F = D(T) C E es también un operador cerrado.
Demostracidn:
Tenemos que G{T) = {(2,T2)}acnry: G ?) = {{#. 779 }yerery. Notemos que st T—'y = z € D(T'), entonces
y = Tz,lo que puede ser escrito como:

G(T™) = {(Tz 2} }senm)

Ahora se puede observar que G(T) C E x F y que G{T~!) ¢ F x E. Notemos que el mapeo, P : {{z,3)} = {{y.2)}
de E x F sobre F x E es un homeomeorfismo {continuo ¥ con inverso continuo}, lo que implica que P mapea conjuntos
cerrados de £ x F en conjuntos cerrados de F x E, como G(T') es cerrado en E x F y como G(T™!) = PG(T") podemos
ver que G(T~!) es cerrado en F x E y por la definicién (2.3.3) T~ es cerrado.$

2.4 Operadores Compactos. Aspectos Importantes

Esta clase de operadores es muy importante pues en ella se encuentran operadores muy importantes y necesarios para
el desarrollo de posteriores teoremas menciorados en las siguientes secciones.

Una definicién sencilla de lo que es un operador lineal compacto es la siguiente:

Definicién 2.4.1

Sean E,F dos espacios normados y sea ' : E — F un operador lineal, entonces decimos que T es un operador
compacto si cumple con la signiente propiedad, ¥ sucesién acotada {£,}3° en E, la sucesién {Tz,}{° tiene una
subsucesién conivergente en F.

Dada esta definicién se puede establecer la siguiente proposicion:

Proposicién 2.4.2

Cualquier operador compacto T" es un operador continuo.

Demostracidn:

Tenemos que si I" no es contineo, entonces existe un conjunto acotado A C E, tal que T{A), no es acotado en F, por
lo tante ¥n € N, existe una =, € A, tal que {|Tz,)| = 1, lo que implica que,evidentemente, no existe una subsucesién
acotada de {T'za}{° que sea convergente.$

Mencionaremos ahora un importante teorema.

Teorema 2.4.3

Sean E,F dos espacios de Banach. El conjunto de los operadores compactos de £(E, F) (Espacio de log operadores
Imeales definidos de E —+ F), es cerrado en €(E, F) con respecto & la norma del operador.

Ahora mencionaremos un resultado toncerniente a la suma de operadores compactos.

Proposicién 2.4.4

Sean E, F dos espacios normados, ¥ sean Ty,7% dos operadores compactos de £ -+ F. Entonces el operador T3 + T2
es también compacto.

Demostracidn:

Tomemos una. sucesidn {z,}° acotada en F. Entonces existe una subsucesion {n,}§° tal que itpee T1Zn, = 21
existe en F. También existe una subsucesidn {:c,,” I tal que Umgooo Tazn, ., = Z2 XiSiE e F. De todo esto se
concluye que limg_q T;:c,,,g = &1 Y que limy oo T2n,, = 22 , por lo que lirngosee (1 + Tg)z,lw existe y es igual a
ata€F.Q

En la siguiente proposicién mencionaremos una propiedad que tiene que ver con los productos (izquierdo y derecho)
de operadores continuos con operaderes compactos.

Proposicién 2.4.5

Sea E un espacio normado y sea T 1 £ — E un operador compacto. Asumamos ademds que tenemos un operador
A € B(E). Entonces los operadores AT y T A son compactos.

Demostracion:

Tomemos una sucesién {z,}32., acotada en E. Entonces existe una subsucesién {Zn, }32%,; tal que limy o0 T2, = 2
existe en F, por tanto Lnp.,o ATZ,, = Az. Por lo tanto el operador AT es compacto.

Por otro lado si tomamos una sucesion {z, }52, acotadaen E, entonces la sucesion { A, }32, es también acotada en E,
pero esto implica que dado que T es compacto debe de existir una subsucesion {Az,,} tal que Bmyoo T{Azn,) = =,
dado que T{Azn,) = (T4)z,,), esto implica que T A es compacto.{

Mencionaremos ahora la siguiente propiedad importante respecto a operadores compactos definidos en espacios de
Hitbert.
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’mposu:mn 2.4.6

i consideramos un espacio de Hilbert H, y oons1dera.mos un operador compacto T : H —+ H y ademas tenemos a su
perador adjunto, T* {que recordaremos estd dado por la igualdad (Th, k) = (h, T*k)¥h, k € H) entonces podemos
firmar que T* es también un operador compacto.

Demostracion:

rimero tomemos {h,}{° una sucesién acotada en H. Ahora tenemos que, por la proposicién (2.4.5), el operador
"T* . H - H es compacto, ¥ asi podemos hallar una subsucesion {hnp} tal que [im,_co TT*h,, = z. Pero dado
sto podemos observar ademds que la sucesién {T*hy,} es una sucesion de Cauchy, con lo que la proposicién estaria
robada, para ello observemos lo siguiente:

1T, = Fn 2 = (i, — Fongs TT* (i, ~ )
< 250 o, HT T hny =TTy | < 6,902 {0
B

Jon este tiltimo resultado finalizamos la seccién .

2.5 Operadores simétricos. Proyecciones

Tnos operadores simétricos en espacios de Hilbert muy importantes por su utilidad en teoria espectral, son los opera-
lores de proyeccién, o mejor conacidos como proyecciones o proyectores. (Recordemos que, un operador es simétrico
n un espacio de Hilbert H st (Ah, k) = (h, AK),Vh, k € %), a los operadores simétricos con dominio en H esto es,
wtoadjuntos, también se les conoce como operadores Hermicianos.

Ahora si H es un espacio de Hilbert y M es un subespacio lineal cerrado, entonces, por Io establecido en el teorema
ie la Proyeccién (1.1.3.1), tenemos que, cada z € H puede ser escrita de manera 1inica como sigue: z = y + 2, donde
y € M y z € M+ Al vector y se le conoce como Ja proyeccidn de z en M y al operador P que esta definido por Pz =y
¢ le conoce como proyeccién en M, para una mejor notacion se escribird al operador P, Ahora podremos ver como
s que un operador de este tipo es simétrico.

S¢an I,y € H, podemos entonces escribir £ = z; + o,y = Y1 + Y2, donde z1,1, € M ¥ Ta,y2 € M1 y asf las cosas
>odremos observar que: {(Pz,¥y) = (21, 11 + ¥2) = (&1,%1) ¥ ademds (z, Py) = (zy + 22,3n) = {z1,1n) lo que nos da la
ondicién de simetrfa.

Vlencionaremos ahora otras propiedades de las proyecciones:

(i) P es un operador lineal, en efecto sean' £ = 2; + 22,y = %1 + 32 € H,af € K (R 0 C) entonces se tiene que
Plaz + By) = Pla{z, + 72) + B{y1 + 32)) = P((awr + Bur} + (azz + Byp)) = oz + Bz = aP(z) + SP(y).

{i%) Tenemos que P2 = P, esto s¢ observa de lo siguiente: Sea = = 2y + 22,y = w1 +3: € H, = (Plr,3) = (P, Py) =
(z131) = (21,71, %) = (Pr¥)

(it} Notemos que el operador @ = I — P es la proyeccidn al subespacio M L.

{tv) Se puede obtener de manera ficil la siguiente estimacién | Pllyqy < 1, de la cval se infiere que las proyecciones
son operadores continuos. Esta se obtiene de que ¥z € H, ||z]]* = ||P:t:[|2 + 1Qz(|? por lo que |[Pz]| < ||=]].

(v) Se obtienen la siguientes relaciones de orden; # < P < I, Donde & es el operador nulo e I' es el operador
identidad, v esta se deriva de lo siguiente: Va € H(Pz,z) = (P%z,1) = (Px, Pz) > 0y de que: ¥z € H{Pz,z) =
I1Pzllflzll < l=i? = (I=,2)

(vi) Notemos adema4s que si M = H, Py = I (Operador Identidad} y si M = {0}, P = 6. Si P 3 6 entonces existe
un punto z € M = P(H) donde z # 0, por lo que || Pz|| = {|z|| de io que se deriva que ||P|| = 1.

Ahora estableceremos el siguiente teorema que es importante.

Teorema 2.5.1

3ea PP un operador lineal continuo y simétrico definido en un espacio de Hilbert H, es decir autoadjunto, tal que
P? = P. Entonces P es una proyeccidn ortogonal en el espacio P(#).

Demostracidn-

Ya habiamos notado que M = P(M) = {Pz,z € #H} es un espacio lineal de H Se¢ puede observar ademds que se
‘rata de un conjunto cerrado de £ puesto que es ol kernel del eperador continuo I — P : H -+ H. Ahora notemos que
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(x — Pz, Py) =(Pz — P?z,y) =0,V € }, por lo que & — Pz € M. Asi podemos afirmar que z = Pz + (z — Pz) es
1a tinica descomposicién de & como una suma y + z con y € M y con 2 € ML, Lo que prueba que P es la proyeccidn
a Mo
Debemos mencionar lo siguiente.
Definicién 2.5.2
Dos proyecciones Py, Py son ortogonales si y sdlo si 1P =0
También debemos mencionar el siguiente teorema:
Teorema 2.5.3
Dos proyecciones Pyr, Py son orlogonales si y sélo si M1LN.
Demostracién:
Dado que M N se tiene que Y,y € H pasa que 0 = (Purz, Pny) = (z, Py Pry), st tomamos z = Pas Py entonces
podemos conluir que Py Prvy = OVy € H, por lo que Pas, Py son ortogonales.
Ahora enunciaremos una propiedad muy importante de los operadores Hermicianos.
Proposicidn 2.5.4
Sea A un operador lineal definido en H, Entonces A es Hermiciano si y sélo si {4z, ) es real Vo € K.
Demostracidn
supongamos gue (Ax,z) es real, entonces:
Im{Az,z) = 0 (2.5.1)

Ahora por otro lado tenemos lo siguiente:
(AGiz + y), iz + y) = (Az, 2) + i(Az,¥) — i{Ay, ) + {4y, 9).
Y tomando las partes imaginarias, y considerando {2.5.1) se tiene que:
Re(4z,y) = Re(x, Ay). (2.5.2)
Finalmente observemos que:
Im(Az,y) = Im({—)(Aiz,y) = —Re(Aix,y} = —Re(tz, Ay}
= (—i)Rel(z, Ay) = Im(z, 4y)

Con lo que junto con (2.5.2) se obtiene que A es simétrico. El regreso de la demostracién es andlogo.

Finalizaremos esta seccién mencionando dos conceptos importantes: Los conceptos de Isometria Parcial y de Operador
Unitario en un espacio de Hilbert.

Definicién 2.5.5

Sea U : H - H un operador defirido en un espacio de Hilbert H. Entonces decimos que U es unitario si cumple ¢on
las siguientes propiedades:

®
(UrUg)=(fgi¥f,gc H
(i)
Uy =00 =1

Cuando un operador sélo cumple con la primera propiedad se dice que el operador ¢s una wsomeiria. Observemos que
(i) implica (ii).
Definicién 2.5.6
Sea (! un operador defimdo en un espacio de Hilbert H. Se dice que ) es un Jsometria Parcial si eumple con lo
siguiente:
00 = E, donde E es una proyeccion.

De esto se concluye lo siguiente.

U, Q) = {f,070g) = (f, Bg) = (Ef, Eg). (2.5.3)

Porlo que si: f,g € E'H entonces sc tiene que (f,€2g) = {f,g). Lo que prucba que el operador es una isometria en
cierta parte de H, llamada EH, esto quiere decir que [a longitud de los vectores que estén en EFH y los dngulos entre
dichos vectores se congervardn bajoe Q. Es por cllo que se {e da el nombre de Isometris parcial
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De la ecuacién (2.5.3) también podemos concluir que {2 es cero en el complemento crtogonal de EH; esto es, si
f € (EH)L entonces, ||Qf|]2 = ||EFI[? =0 por lo que &f =4, o lo que es lo mismo:

QI-E)f=86 YfeH (2.5.4)

Dtra manera, por tanto de definir una isometria parcial serd mediante la siguiente proposicién.

Proposicion 2.5.7

i 0 es un operador lineal con D(2) = H y E es una proyeccién tal que ||Qf]| = | Ef|IVf € H, entonces (I* = E,
Demostracidn:

Dado que ||Qf]| = |EFIVS € H, se tiene entonces que [|2f] = [[E]|, 0 lo que es lo mismo ||| = 1 a menos que E = 0.
Por otro lado es ficil ver que de esto se tiene que [[*]] = || B[} y que Q* est4 definido en cualquier punto de H. (esto
e conhuye del hecho que dado un operador acotado A definido en #, entonces se tiene que A* es acotado también,
D(A*) = H y que [[A*]] = [}4]|.) Ahora por la identidad de polarizacién ! se puede deducir que:

@ Qf, g} = (f,Qg) =
%(Q(f + @), 0F +g}) ~ (QUF - 9), Q(f — g)) — S(F +14g), QS + igh) +i(QUSf - g}, O —ig)) =

E(E(f +9), B(f + ) — (B(f - g%, B(f - g)) ~ H(E(f +ig), B(f +ig)) + i(E{f — ig), E(f —ig)) =

(Ef, Bg) = (Ef.q)-
Por lo tante 20 f — Ef es ortogonal a cualquier g € # y por tanto Q*(f = EfVf € H.
Bl operador adjunto 9* de la isometria parcial 12 es también una isometria parcial. Esto se observa del hecho que si
Jefinimos F' = {}(1" entonces podremos que F? = QQ"QN" = QEQ* = Q0= F y que F* = (Q*)" = Q™" = F.
Mencionaremos ahora un resultado (que serd de mucha utilidad en en tercer capitulo puesto que nos sexvird para
tescribir de manera matematica un sistermna de dispersién dependiente del tiempo).
Proposicion 2.5.8
Sea {) una isometria parcial, y definamos a 2" = E y 101" = F . Entonces se tiene que:

(a) (1€2] = [12*[| = 1 & menos que BE=0
(b) QE = 0, EQ" = O
FQ=0,0F=0"
(c) El rango de £ es un subespacio, y F es la proyeccion ortogonal en ese subespacio. Esto es FH = R{(2)

(d) La restriccién 2 de 2 al subespacio EH es invertible y dicha inversa est4 dada por Q* { De forma més precisa
por la restriccién de 2* en FH). Estoes 072 f = Q*fYf € F'H.

Demostracién:

El inciso (2) se demostré ya en la proposicién anterior (2.5.7), la primera igualdad del insciso (b) es una consecuencia
inmediata de la ecuacién (2.5.4). Ahora dado que EQ* = B*Q* = (QE)* = Q* la segunda igualdad se cumple. Para
[a siguiente se tiene que observar que FQ = 1Q"0 = QF = . Finalmente para probar la dltima desigualdad se tiene
que {I*F' = Q*Q0° = EQ* = 0.

Para la demostracion del inciso {¢) se tiene que por la definicién de F el rango de este estd contenido en el rango de
(2, esto es puesto que si f € H y si ademés f = Fg entonces se tiene que, f = Q(2*g) 1o que implica que fR(Q). Por
lo que FH € QH, por otro lado si f € O entonces f = g ¥ como F = (1 entonces f = F(§g) por lo que f € FH
y por ello se concinye que 1H = FH.

Finalmente para la. demostracién de {d) supongamos que f € EH ¥ que f = 8 entonces de la ecuacién (2.5.3)
se tiene que [[fIZ = IQF17 = 0 por lo que f = & Por lo tanto la restriccién de £ en EH es invertible, dado que
*'Qf = fvf € EH, entonces es claro que la inversa de la resttriccién de §) en EH esta dada por ls restricadn de O*
en FH=QM, &

Para una isometria parcial , las proyecciones E sobre el subespacio (llamado espacio imicial) EH y F sobre el
subespacio FH {llamado espacio final} que es ¢l rango de Q2 son diferentes del operador identidad Cuando existe una
isometria se tiene que B = I pero F puede no serlo. En ef caso de un espacio de Hilbert de dimensién finita se tiene
que el rango de la isometria es el espacio de Hilbert completo, esto es F' = I,

L407,9) = IIf 4 gli* = If = gll* = alif + 2] +ellf = sglP ¥fg€ H
TRecordemos que dos operadores A C 8 cuande D(A) € D{B) y ademds Af = Bfvf ¢ D(A). En cste caso ge dice que A es la
restriceidn de B a D{A) y que B es la extensdn de A o D(8)
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2.6 Grupos unitarios

¥Ya en la seccién anterior definimos lo que es un operador unitario. Ahora definiremos lo que es un grupo unitaric a
an pardmetro, que desempefia un pape] fundamental en la mecinica cuintica.

Definicion 2.6.1

Un grupo unitario uniparametral fuertemente {por convergencia fuerte entendemos que si {fu} es una sucesién de
vectores, entonces decimos que {f,} converge fuertemente al vector f si {|f — f|l = 0 cuande n —= oo,con una norma
definida en el espacio; este tipo de convergencia se denota como § — lim,.y00 fn = f) estd definido como un mapeo U
con dominic en la recta real ¥ rango en B(#) {E! conjunto de todos los operadores acotadoes definidos en un espacio
de Hilbert H) y que cumplen con las siguientes propiedades:

(i} Continuidad Fuerte: s — lim,yo{Us4r ~U) =0 VtE R
(i) Unitariedad: U7 = U, Vie R
(it} Propiedad de Grupe: hU, =U Uy =U,, t,s€R y U, =1

Un importante teorema que mas adelantes sers utilizado es el que se conoce como Teoreme de Stone en el que se
establece que cualquier operador auto-adjunto genera un grupo unitario uniparametral fuertemente continuo.

Teorema 2.6.2 {Teorema de Stone)
Sea {U:}, —oc < ¢ < o0, un grupo unitaric uniparametral fuertemente continuo. Definimos un operador lineal A { que
seri llamado en lo sucesivo el generador infinitessmal de {U;}) como sigue:

D{A) = {f | s — lim,soir~ (U, — I)f existe }

Af =s~lmir (U, - I)f VfeD(4)

Entonces se tiene que D{A) es denso ¥ que A es un operador lineal auto-adjunto.

2.7 Contracciones y puntos fijos

Mencionaremos para terminar ] capitulo dos definiciones dtiles en un futuro que dan pie 2 un teorema de ulilidad: Bl
teorema de la contraccién. Dicho resultado es muy utilizado para la resolucién de ecuaciones integrales. Definamos
entonces primero que es un punto fijo.

Definicién 2.7.1
Sea T : X = X un mapeo en un conjunto X. Decimos que 2 € X es un punto fjode Tsi Tx =2
Ahora definames lo que es una contraccién.

Definicién 2.7.2

Sea (X, d) un espacio métrico. Un mapeo T : X — X tal que d(T'z, Ty) < d(x, ¥) es llamado contraceidn, Si existe un
K < 1tal que d(Tz, Ty) € Kd(z,y) entonces se trata de una contraccién estricta.
Mencionemos ahora el teorema que serd de nuestra utilidad.

Teorema 2.7.3 (Teorema de la Contraccién)

Una contraccidn estricta en un cspacio métrico completo tiene un daico punto fijo.

Demostracién’
Primero se establece la unicidad. Si Tz = 2, Ty = y, entonces diz,y) = d{(Tz,Ty) < Kd{z,y) dadoque K < 1y
que d(z,¥) 2 0 entonces se tiene que d(z,y) = O y por tanto z = y. Para probar la existencia , primero debemos de
notar que la continuidad de T es imediata puesto que si d(x,y) < K ~'e entonces se tiene que d(Tz, Ty} < ¢. tomemos
entonces X COMO Un punto arbitrario y sea Tz = 2, podemos probar que {z,.} es de Cauchy por el siguiente
razonamiento: Primero observemos que:

d(mmmnﬂ.) = d(T“:n—thn) < Kd(zn—ha:n)

< sz(In-z.In—-l) g KHWId(J:O)-TJ)

por ello se tiene que si n > m, entonces.

n n
den,zm) S Y. dezm) SK™ Y KTy, @)

1=m+1l FEXT 3
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n k(3
<K™ Y Kld(zo,z,) < K™Y KPd(zo,21)

I=—1 p=0
< K™(1+ K) Yd(zg, 7)) = 0,m — o0

por lo que se tiene que {z,} es de Cauchy y por tante z, — = para algiin z y dado que T' es contimuo entonces
Tr =My 00 T2y = im0 Zn41 = # lo que prueba el resultado



Capitulo 3

Teoria de la dispersién

3.1 Introduccién

A lo largo del desarrollo de la fisica, se ha visto que una pregunta ha sido fundamental en su historia, la pregunta es
a de conocer as leyes que gobiernan el comportamiento de fos fenémenos fisicos. Durante el desarrollo de las ciencias
isicas se han venido realizando experimentos que se fundamentan en un fendémeno fisico conocido con el nombre
le dispersin y que han otorgado muchas respuestas para poder dar a conocer al mundo algunas de las leyes que
actualmente rigen en el mundo atémico; por mencionar algunos de los experimentos que se desarrollan actualmente
»ajo este principio estan: los experimentos de espectroscopia, los experimentos de difraccién, los experimentos que
e encargan de conocer la forma que constituye al 4dtomo, asi como los experimentos involucrades con particulas
lementales en los aceleradores de particulas que actualmente existen.

Fn esta parte introductoria se pretende adentrar al lector dentro de lo que es un fenémeno de dispersién a rasgos
zenerales para despues dar el tratamiento matemdtico necesario para la total comprensién del problema.

La Teoria de Dispersi6én es una herramienta que sirve para explicar algunocs de los fenémenos del mundo atémico,
forma una parte importante de la gran teoriz de la fisica que se conoce como Mec4nica Cudntica. En teorfa de la
dispersién se involucran sistemas que se encuentran en ciertos estados que son conocidos como estados de dispersién.
fixisten muchas variedades de experimentos de dispersién, pero en general dichos experimentos constan de cuatro
partes esenciales que son:

(i) Lo fuente que es un aparato que producird las particulas que han de interactuar con las que se encuentran en
el Blanco. Aqui es importante mencionar que la fuente debe de producir las particulas de manera repetida,
continua y bajo pricticamente las mismas condiciones, esto es por que todos los experimentos de dispersién
involucran mediciones repetidas para sistemas que son idénticos.

(if) Un eparato” preparader” (que puede ser por ejemplo un colimador, el tayo de un espectrémetro o un polarizador)
¥ que sirve para definir las condiciones iniciales de las particulas idénticas que van incidiendo en €1

(iii) £l blaneo que contiene a las particulas que interactuardn con las partfculas incidentes. Las condiciones en que
se encuentre el blanco influirdn mucho en las mediciones, por lo que deben de conocerse para poder dar la
interpretacién correcta. Por ejemplo si el blanco es grueso entonces sexrd posible observar dispersidn muliiple, y
si por ejemplo el blanco tiene estructura cristalina entonces serd posible observar un patrén de difraccién. Por
otro lado si se trata de un blanco mévil {por ejemplo un gas) entonces este efecto también serd reflejado en las
mediciones que se realizen. La interpretacion mas sencilla de los resultados se encuentra cuando el blanco es
muy fino y contiene una distribucién aleatoria de particulas en reposo.

{iv

—

El detector que es un aparato que se encarga de registrar los resultados y que usualmente se encuentra en un
lugar en el gue sea posible detectar Unicamente las particulas dispersadas, dicho de otra forma si el blanco se
retiva del arreglo experimental entonces el detector no puede registrar nada. En ia practica esta condicién no
es tan facit de levar a cabo pues no siempre es posible tener un rayo lo suficenterpente bien colimado, o por
que existen residuos de dispersidn en el matertal debido a otras interacciones (es por ello la importancia de
la buena calibracién del detector). También es muy importante situar al detector lo suficientemente lejos del
blanco para que no detecte las interacciones entre las partfeulas dispersadas y las particulas del blance. En
casi todos los casos el detector tiene un dngule finito de resolucidn, lo mejor que s¢ puede hacer es que dicho
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sngulo sea lo suficientermente pequefio para tener mejores mediciones, pero también es cierto que existen clertas
limitaciones fisicas que no permiten hacer la resolucién muy precisa, y este mismo problema sucede con el aparato
”preparador”.

3.1.1 Caracteristicas fisicas de los sistemas de dispersién

.a8 caracteristicas fisicas esenciales de un sistema de dispersién son las signientes:

’n un proceso de dispersién debemos distinguir tres momentos en la evolucién temporal del sistema. En el primer
romento el estado del sistema se encuentra en el pasado remoto. Durante este momento la particula incidente y la
articula del blanco se encuentran lo suficientemente lejanas como para poder despreciar la interaccién entre elias, en
érminos de teoria de dispersidn clésica las particnlas incidentes se comportan como particulas libres. De esta forma se
spera que el estado del sistema evolucione en este primer momento obedeciendo las leyes que rigen el comportamiento
le las particulas libres.

Jurante el segundo momento las particulas interaccionan mutuamente y la evolucién del sisterna es gobernada por una
cuacién de movimiento para la cnal el término de interaccién desempefia un papel fundamental. Es en el momento
le la interaccién que la dispersién ocurre.

Jurante €l tercer momento uNo se encuentra en yna situacién andloga que en el primer momento. De hecho en el
romento en el que el fendmeno de dispersién ha ocurrido las particulas se han alejado de tal forma que la interaccién
nutua es nuevamente despreciable y no tiene efecto en €l futurc de la evolucién del sistema. En el futuro del sistema,
] detector, observa el nnevn estado de las particulas ocasionado por el proceso de dispersidn.

.a. condicién de que los estados que describen los fenémenos de dispersién deban de ser caracterizables en el tiempo
emotamente pasado { —oo} ¥ en el tiempo remotamente lejanc (+-o0o) por cantidades que conciernen a Ja dindmica de
articulas libres, se conoce como la condicién asintética. Para poder describir dicha condicién en términos matematicos
s necesario estudiar la descripeién de la evolucién en el tiempo de sistemas mecdnico cudnticos y también es necesario
ntroducir una topologia (una nocién de convergencia) que servird para expresar la diferencia entre ¢l sistema actual y
L sistemna libre { en €l pasado remoto y el futuro lejano). En la préxima seccién se entrars de lleno a este planteamiento.

3.2 Descripciéon de los Sistemas Mecdnico Cuanticos

La descripcidn de los sistemas ¢ndnticos necesita de la definicién de dos conceptos principales; uno de ellos es la
lefinicién de los estades mecdnico cudnticos ¥ el otro es la definicidn de las observables del sistema.

In estede de un sistema mecdnico cudntico est4 representade por un cperador positive ! de clase traza p definido
:nt un espacio de Hilbert #, y se le conoce con el nombre de operador de densidad. Ademds dicho operador satisface
] hecho de que Trp = 1. Lo que quiere decir todo esto es que el espectro puntual de p que consiste en todos los
igenvalores positivos );, satisacen que: 37, A, = 1, donde A; se repite segiin el grado de degeneracidn que tenga. 2 En
] caso de que p? = p, p es una proyeccién ortogonal con range unidimensional; en este caso el estado es llamado puro.
3i consideramos el siguiente subespacio unidimensional, M = {af | « € C}, donde f es un vector unitario definido
m un espacio de Hilbert H. Entonces podemos denotar a Fy come la correspondiente proyeccién ortogonal en dicho
13pacio y que opera de la siguiente manera:

Frg={f,0)f YeeH

Se puede establecer una relacién entre Fy (visto como un estado puro} y un rayo unitario en H y que se define como
laf | la| = 1}. La correspondencia entre los estados puros y los rayo unitarios es uno a uno, uno puede identificar a
m estado puro mediante un vector unitario que pertenezca a su rango.

zas observables de un sistema estdn representadas por operadores auto-adjuntos definidos en #. Debemos entonces
dentificar a una observable fisica con un respective operador auto-adjunto A definido en H.

il el valor de expectacién de una observable A en un estade puro f estd definido como:

Eaxps(A) = (f, Af).

1Un operador lineal se dice que es positivo , y se eseribe A 2 0, si (f, Af) 2 0¥f € D(A)
2Consideremos un operador T defirido en un espacio de Banach X que a su vez estd defirido sobre un campo K (R o C). El espectro
suntual de T" esta compuesto por Jos eigenvalores de T este conjunto es denotado por op(T"} v estd defimdo por.
op(T) = {A € K/x € X, £ # 0,Tz = Ax}.

i 1a dimensién del espacio vectorial Ey = ker{AJ — T} es mayor que uno, entonces decimos que ¢l eigenvalor esta degencrade, y la dimensidn
le £y serd et grado de degeneracidn del eigenvalor.,
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Cuando este existe.

Dado que las observables de un sistema fisico estdn determinadas por operadores anto-adjuntos, nos interesa conocer
un resultado en el que se afirma que cada operador auto-adjunto A admite una descomposicién espectral. En el
siguiente feorema. se establece este concepto.

Teorema 3.2.1 (Teorema Especiral para operedores Auto-adpuntos)

Sea A un operador auvto-adjunto definido en un espacic de Hilbert ¥, entonces dicho operador admite una descom-
posicién espectral, es decir, existe una tunica familia de proyecciones {E,} definidos en H, que tienen las signientes
propiedades:

(i) Ex = Exto = s — limp10 Exen
i) 5 — limamce B = 0,8 — limpyyyoe By = 7
{1if) Si A < p, entonces EyE, = E, E) = E),
(iv) Un vector f pertenece a D{A) si y sélo si:
+o0
[ s B < oo,
~o0

ademds para una f dada y para cualquier g € H, se tiene que:
-
@An= [ e, 1)
-0

La familia {E,} se le llama familia espectral del operader auto-adjunto A. Con la ayuda de la familia espectral {Ej}
es posible definir una medida de probalididad Pf;,b], s en R como sigue:

b
Hos = [ 1B,

Donde —00 < a < b < 00, f € H,[ifl} = 1. El hecho de que sea una medida de probalilidad proviene de la misma
definicién, de la cual se deriva que:

Proosars = [ 5B =HAIP = 1.

Uno puede interpretar que Pﬂ:,b]. ;o8 la probalilidad de que la medida de una cbservable A del sisterna en el estado f
tome algin valor en el intervale (e, B
Para un vector de estado f € D{A), el valor de expectacidn de la observable A en el estado f, estd dado por:

Bapy= (A = [ dhE = | ol

La evolucién en el tiempo de un sistema mecénico cudntico estd dada por un grupo unitario. Sea {U;} dicho grupo.
Si el vector f representa al estado en el tiempe ¢ = ( entonces f; representa. al estado en el tiempo ¢ y esta dado por:

fe =Usf. 3.2.1)

Por la unicidad del grupo {U;} es claro que || 2] = |[fi] = 1. Un requerimiento natural es el esperar que el valor de
expectacién para cualquier observable en un estado f al tiempo & sea una funcién continua de £ Esto significa que
Ezpy, (A) = (£, Af)} es continuo.
Por el Teorema de Stone (2.6.2) se deriva que existe un operador auto-adjunto ( en general no acotado) H que esta
dado por:
= g — Lmiht=Y L, -

Hg=3s Lh_r:rsiht (U -~ Ng
con k= .;‘—” Este operador desempeiia el mismo papel que ta funcién Hamiltomana desempefia en mecdnica cldsica es
por ello que a este operador se le conoce como operador Hamiltoniano.



CAPITULO 3. TEORIA DE LA DISPERSION 42
3ea f € D(H), entonces fr = Uz € D(T) de este modo la ecuacién (3.2.1) se puede ver coma:

d
E‘ft =k HS, (3.2.2)

En donde entenderemos que la derivada es un limite fuerte, Esta ecuacion {3.2.2) es conocida en la literatura como la
acuacién de Shrodinger lineal en su forma diferencial (la forma integral es la ecuacidn (3.2.1)).

Esta ecuacién desempefia un papel parecido al papel que desempefian las ecuaciones de Hamilton en mecénica cldsica.
La ecuacién de Schridinger es una ecuacién de primer orden ( definida en un espacio de Hilbert) cuyas soluciones son
trayectorias {estados puros). El grupo {U;} puede ser escrivo en términos de su generador infinitesimal puesto que:

=25
Up=e™%

St f un eigenvector de H, es decir Hf = A\f para alguna A € R. Entonces U, f = exp(—ith). Esto implica que f y
U.f difieren sélo por un factor de fase y por lo tanto definen el mismo rayo y estado. En otras palabras, el valor de
expectacién para cada observable A en el estado f; €s el mismo er todos los tiempos, esto es:

Ezpy, (A} = (Uef, AULf) = (f, Af) = Ezps(4),

por Io que se dice que f es un estedo estacionsrio. De manera inversa también se puede verificar que si se tiene un
estado estacionario entonces el estado es un eigenestado de la observable con un eigenvalor A. Esto se puede deducir
de manera sencilla pero primero se debe de observar que cualquier grupo unitario de un parametro a valores complejos
c(t) acepta una inica representacién del tipo e* donde f es un mimero complejo. Esto se deduce de la siguiente
propiedad que se cumple para todo aft):

/:‘H a(s)ds = a(t) jof a(s)ds

Puesto que si esto pasa entonces dado que «{0) = 1 y dado que T << 1 entonces se tiene que
t+T
alt) = / (s)ds]™* / afs)ds
t

= ats)aslotr) - 1ot
[}
Si ahora definimos a 8 = { [ a{s)ds]~![a(r) — 1] entonces 3 € C' pues ¢l grupo toma. valores complejos. Y asi:

2  patt)

Por lo que:

Por lo que:
alt) =

Una vez demostrado esto entonces se procede 2 utilizer este resultado para demostrar la inversa de la proposicidn.
Siendo asf se supone que Expy, (4) = (U f, AULS) = Ezpy (A} = (f, Af) para cada observable, entonces si tomamos
A = F,, (aqut A = F, es un operador de proyeccién, el efecto que produce dicho proyector en un vector f € Hse

puede ver como:
Af =F;f=(a.fg

donde g es un vector unitario de ), se tiene que (f;, Af,) = (ULf, AU ) = (@, U /U f, g) = [(Uf, ) ¥ que
(£, Af) = (9, F)(f,9) = 1(f,9)[? por lo que (U, f,9)I* = |(f,9)I°. Entonces si tomamos g de tal modo que (f,g) = 0
entonces (Ui f,g) = 0 y por tanto (por el teorema de la proyeccién) U, f pertenece al subespacio unidimensional
generado por £, esto es Uy f = a(t)f, donde oft) es un grupo unitario uniparametral 2 valores complejos. ¥ como
ya se demostré antes esto quierc decir que ¢l grupo acepta una dnica representacién exponencial; mas ain dado que
[ex(£)} = 1 entonces se tiene que a(t) = e~** con A € R. Por todo esto entonces se tiene que U, f = ¢™*** f, se puede ver
que el lado derecho de la igualdad acepta la derivada (limite fuerte) al tiempo ¢t = 0 y dada la ecuacién de Scrhddinger
en su forma diferencial se concluye que Hf = BAf por lo que f es un cigenvector de H con eigenvalor fid.
Llamaremos a una observable A constente de movimiento si Expy, (F)) = Expy(F\)para todo f € H y para todo real
A t, donde {F\} es la familia espectral de A.
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Se puede deducir ademds lo siguiente:

U AU, = F\, Y\te R
Esto se deduce del hecho que dada una observable A con familia espectral {Fa} es ficil ver que bajo condiciones
favorables que definan el dominio y tomando una ¢ fija entonces {Uf Fal);} es la familia espectral del operador auto-
adjunto A; = U AU, y con esto si ademds se tiene que Exzps (Fi) = Ezp;(F\) Vf € H y At € R entonces se puede
concluir que Uy Fy Uy = Fy. Esto dltimo se observa de lo siguiente:

{fo.Fofo} = (UfL BAUF) = (FULRUS) = (f A fNfe H
Y dado que se tiene la identidad de potarizacién ® se puede deducir que:

4{f, U Falig) =
(f+a P(f +9)) — (f~ g, Fu(f — @) — i(f +ig, Fa(f +i9)) +i(f — ig, FA(F — 4g)}

= 4(f E) F .\g)
por lo que se tiene gue:

([ Ui Rlhgy = (f,Fag) YfgeH
esto es:

VR, =F,

3.3 Teoria de Dispersién Dependiente del Tiempo

En mecédnica cudntica el sistema de dispersion (dependiente del tiempo) més simple con el que se puede trabajar puede
ser descrito por dos grupos unitarios {U:} y {Vi} que actiiar sobre un espacio de Hilbert  que est4 formado por todos
los estados posibles (puros) del sisterna fisico en consideracién. El grupo {U;} se encargari de describir la evolucién
en el tiempo del sistema en ausencia de una perturbacién o de una interaccién entre los elementos constituyentes del
mismo. A este grupo por elio se le larmard el grupo de evolucién sin perturbacidn o libre. El otro grupo unitario {V;}
se asumird que representard la evolucidn en el tiempo del sistema considerando la interaccién que se de y sera llamado
el grupo de evolucidrn total o perturbado del sistema. El objetivo fundamental de esta secci6n ser |z de presentar la
condicién asintética de un sistema de dispersidén como el que se acaba de describir.

3.3.1 La Condicién Asintdntica

Matemdticamente la condicién asintética puede ser planteada en términos de los pardmetros {U;} y {Vi} que se
mencionaron con anterioridad. Como se vi6 en la seccién 3.1.2 se puede eseribir 2 estos grupos en términos de sus
generadores infinitesimales que estdn determinados de manera tinica. Dichos generadores estardn denotados por H, ¥
H respectivamente, es decir que los grupos pueden expresarse como:

Up = exp (~iH,t), ¥} = exp (—iH't). {3.3.1)

H, es interpretado coma el operador en la augencia de interaceidn v se le Hama el Hamiltoniaro hbre, por otro lado
a H se le conoce como el Hamiltoniano Total y es la suma entre H, y el Hamiltoniano de interaccién V', esto es,
H = H, + V. En muchos de los casos H, y V son operadores auto-adjuntos no acotados y es por ello que la suma,
H, +V definida en D = D(H,) N D(V) no es necesariamente un operador auto-adjunto, En este caso entonces se
define 2 H como una extensién auto-adjunta de H, + V.

En presencia de la interaccidn la evolucién en el tiempo de un estade ¢ € H estd gobernada por el grupe {V:}, esto
es, el correspondiente estado al tiempo ¢ serd Vig. Como se menciond en la seccién 3.1.1, en un sistema de dispersién
lo que se espera de la evolucién total del sistema es que esta se aproxime a la evolucién de un sistera libre cuando
t — £oo. Esta condicidn se puede expresar en términos matemdticos st se supone que, dado un g € 7, entonces
existen dos estados fi tales que Vg converge fuertemente a U, fy cuando t — +o0, respectivamente. Esto es:

Jm WVig ~ Uef-|l =0, lim |[Vig - Ucfoll = 0. {3.3.2)

ML= N A gl = N1 = gl = S+ 30l +allf —glP g€ M
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L0 que esta aseveracidn implica es que los estados Vg v Ugfson indistinguibles en el pasado remoto (—co) del sistema
7 en el futuro lejano (+o00). El hecho de que los grupos {T:} y {V:} cumplan la condicién (3.3.2) representa una
estriccién fundamental y es en dicha restriccién que se encuentra el cardcter dispersive de la dindmica del sistema.En
a figura (3.1} se puede observar la representacion gréifica de la condicién asintética, en dicha represenyacidn se debe de
onsiderar que 1os puntos en el plano son vectores del espacio de Hilbert H, que las lineas rectas describen el sistema
in perturbacién y que la linea curva representa al sistema perturbado.

Vig " W- 8
Lo U f-t=0) 7

Figura 3.1: Representacién grafica de la condicidn asintética.
Las ecuaciénes (3.3.2) implican que para cualquier proyeceién ortogonal F se tiene que:
Jim {|FVigl? ~ |FUf2 |7} = 0. (333)
Esto se puede ver de las siguientes desigualdades:

Jim BFVigll + IFUFIP] = lim [1F(Vig — Uefo) + PUI ~ |FUI_IP)

UF(Veg = U SN + (F{Veg = ULf-), FUS) & (FUf-, F(Vog = Upf-)))

lit
t——c0
< lim_[IF(Veg = Uef-)I1* + 2 F(Vag — U LI FUS_|
< lim [IF(Vig — Ul + 21F (Vig — U YlIF-Il = 0

Algo que hay que observar es el conjunto de vectores ¢ € H que cumplen la condicién asintética, a dichos estados se
es [lamard estados de dispersidn del operador H. Una condicién que debe ser inherente también para los sistemas de
lispersién, es que cualquier estado que se maneja bajo evolucidn libre {U;} debe de mantererse lejos del centro de
lispersién cuando se trate de tiempos muy remotos o muy lejaros.

Ahora si g € H es un eigenvector de H entonces Vg = exp (iA¢)g por lo que el vector de estado del sistema al tiernpo t
serd solo un multiplo de ¢ y por tanto no podré cumplir con lz conditién asintdtica y no serd un estado de dispersién.
s por este motivo que los estados de dispersidn en el sistema estan asociados al espectro continuo y no al espectro
suntual del Hamiltoniano .

De esta manera se asumird que para cada Hammltoniano H se puede ascciar un conjunto de estados de dispersién
Moo (H) que tienen las signientes propiedades:

(i) Moo(H) es un subespacio de .
(3.3.4)

(i) Mco{H) esinvariante bajo el grupo {exp (—iH{)}, esto es: si g € Mo (H) entonces, exp (=iHt)g € Mo.(H) Yi&
R.
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El hecho que Moo (H) sea un subespacio de H quiere decir que en este conjunto se define una topologia fuerte Lo que
quiere decir esto también es que dado un estado de dispersidn se le asocia una observable, E..(H) que es la proyeccién
ortogonal autoadjunta cuyo rango es My (H). Por otro lado la condicidn (ii) de (3.2.4)puede ser escrita como:

Eoo(H) exp (—iITt) = exxp (~2 HE) Eoo (H). (3.3.5)

Esto dltimo se deriva del sigulente razonamiento:
8i g € My {H) entonces En(H)g € Moo(H} ¥ por tanto e~#H B, (H)g € M, (H) siendo asf se tiene que:

e By (H)g = Boo{H)e " Eo(H)g = Eoc(H)e Mg

Ahora si g € MZ(H) entonces se tiene que e~*H g ¢ ML(H). (Esto se debe a que: (e~#*Hg, f) = (g, e ¥ f) = O¥f €
Mo (H),¥g € ML). De esta manera la ecuacién {3.3.5) se cumple trivialmente.

Para poder precisar mas en términos matemdticos la condicidn asint6tica, se debe considerar primero que en un sistema
de dispersién, se parte de un estado de dispersién al tiempo ¢ = 0 el cual serd gobernado por el grupo de evolucidn
libre de perturbacidn. Este estado es el que hemos llamado f_ y que se observa en las ecuaciones (3.3.2). De esta
manera el estado preparado al tiempo £ negativo serd Uy f_, de este modo f_ deberd pertenecer a Mo (H,). Una vez
dado este estado preparado la primera parte de la condicidn asintética implica que debers de existir un g € M (H)
tal que la primera ecuacién de las ecuaciones (3.3.2) se cumpla. La segunda parte de la condicidn asintética implica
que debe de existir un vector fy. € M. (H,} tal que verifique la segunda ecuacién de las (3.3.2), en donde g es el vector
que se obtuvo de verificar la primera parte de lz condicién asintética.

Lo gque quiere decir tode esto es que el efecto de dispersién en esta descripcién estard determinado de manera fun-
damental cop la asociacién que se pueda dar de un estade inicial f- € M (H,) con un estado final f € M (H,).
Ambos deberdn ser interpretados como estados al tiempo ¢ = (. De las ecuaciones (3.3.2) se puede ver que cuando
no hay interaccién, esto es, cuando Uy = V;, se tiene que f_ = fy. Podremos ver mas adelante que la relacién de
correspondencia que relaciona a los estados f_ — £ define un operador en el subespacio Mo, (H,). A este operador se
le conocers como Operedor de Dispersidn y se le denotard con la letra S. La diferencia que existe entre este operador
y el operador identidad estard directamente relacionada con el efecto de dispersién.

Dado que V; es unitario, unc puede utilizar dicha propiedad para ver que la primera ecuacion {3.3.2) puede ser escrita
como:

Jim Vg = Oefll = lim_ g = VoUS-]| = 0. (33)

De esto se puede ver que si queremos que esta condicién se cumpla entonces para cada fo € Mo (H,) debe de existir
un vector g tal que la ecuacién (3.3.6} se cumpla. En ese caso esta condicidn es equivalente 2 pedir que exista el limite
(fuerte) de Vi*U; cuando ¢ — —o0, en el subespacio Mo, (H,). Este limite fuerte sera Ramado operador de onda W_:

W_=s-, lim V,UpBoo(Ho). (33.7)

De acuerdo a esta definicién se puede ver que W_ estd definido para tode f € ¥, para hacer acorde la definicidn basta
con tomar W_f = 0VF € (Moo(H,))*L.
De manera simétrica para la segunda parte de la condicién asinténtica se define el operador de onda W, como sigue:

Wi ms— lim V;UiBoo(Ho) (3.3.8)

Cuando dicho limite existe. Es entonces que decirnos que la condicidn asintética se cumple si (3.3.7-3.3.8) se cumplen.
Se puede ver que § = 5 — limy_yco V;*ULf sy s8lo si f == 5 — limgeo Vi"Uhg, de esto se puede concluir que la segunda
parte de la condrcién asintotica, en la que se pide la existencia de un vector f; estard determinada por la existencia
de g y como g debe de estar contenido en ¢l rango de W. esto quiere decir que, para garantizar que ¢ € W_.H,se debe
de pedir que el rango de W_ debe de estar contenido en e] rango de W,

Veremos mas adelante que los operadores de onda son 1sometrfas parciales (tal y como se definieron en el capitulo
anterior) y es por ello que se procede a definir los siguientes proyectores.

Fy = WoW,. (3.3.9)
De todo esto podemos concluir que la Formulacidn de la condicidn asiniética esta dada por las siguientes condiciones:

(CA1) La existencia de los lmites:
H’:k =85— :—loiﬁmm E'U[EN(HO)-
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0AZ)
FHCFEMH.

Los subespacios F.. deben de estar contenidos en el subespacio M, (H) . El caso mas simple se da cuando:
CA3) FyH = F_H = My(H).

Si la condicién {CA3) se cumple entonces se dice que la teoriz es asintdlicamente completa, esto se debe al hecho de
que cualquier estado evolutivo Vig, g € H se podra describir de manera asintética por un estado libremente evolutivo,
como lo indican las ecuaciones (3.3.2}. Este tipo de sistemas son por tanto log sistemas mas sencillos de describir. De
esta forma al sistema que cumpla con las tres condiciones se le llamara sisteme de dispersion simple.

Demostraremos shora, pata que todo sea acorde, que los operadores de onda son isometrias parciales y daremos la
definicién del operador de dispersidn.

Proposicién 3.3.1

Los operadores de onda son isometrias parciales cuyo conjunto inicial es Moo{Ho,).

Demostracidn:(Para W_)

De la definicién de W_ se tiene que D{WW_) = H. Ahora se puede ver que:

W-sll =, bim {1 UeBoo (Ho)f|| = | Boe (Ho)S I,

pues U; ¥ V; son operadores unitarios. Lo que implica esta dltima igualdad es que W_ es una isometria parcial, por
la proposicidn {2.5.7).

Ahora definamos lo operadores de onda adjuntos.

Proposicién 3.3.2

Los operadores de onda adjuntos, W3, estdn dados por:

Wi=s— t_1’i§m U ViFy. (3.3.10)
Demostracion:(para W_}
Se tiene que:
Jm WEVIW_ f - B (Ho)fl| = Jim W f ~ U7V EwolHo)fI| = O,

1o que es lo mismo:

5= lim USViW- = Beo(H,).

Ahoza si multiplicamos esta dltima igualdad por W2 por el lado derecho , utilizamos (3.3.9) v el resultado (b} de la
proposicién (2.5.8) se tiene que:
St_l'im UPVF_ =W,
-0

Q
Proposicién 3.3.3
51 W existen, entonces para cualquier 7 € R se cumple que:

ViWy = Wi lU: (3.3.11)
U, WL = WiV, (3.3.12)

Lo que nos dicen estas ignaldades es que los operadores de onda guardan cierta relacién con los grupos de evolucién
libre y perturbada. A estas igualdades se les conoce como releciones de entrelozamiento.
Demostracidn{Para W_)

Debemos de tener en ceanta en esta demostracién la definicién de grupo unitano, la ecuacién (3.3.5) y la condicién
(CA1). Sicndo asi se tiene que:

ViW. =Vis— lim VUi Bol(Ho) =5 — lim VU Ew(H,) =
-0 1——ot
s= lim VeUpsrEo{Ho) =5— lim ViUpEw(Ho)Ur = W.U,,
o0 by oo
la desigualdad (3.3.12) se obtiene de tomar of adjunto de (3.3 11) y considerando que U} = U,
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Proposicidn 3.3.4
(a) Si f € D{H,), entonces Wi f € D(H) y HWyf = Wi H,f.
(b) Sige ID(H), entonces Wige D(H,) y HWif=WiHg.

Demostracion:
Sea W cualquiers de los operadores de enda. Entonces se tiene que:

fler= WU = D)f = WHLfI} < [Wililir (Ur — I)f — Hf]],

que converge a cero cuando T — 0 por el Teorema de Store. Por lo que z“%WU, f=WH,f. Ahora de las relaciones
de entrelazamiento se tiene que: P
d

iEVTWf = ZEWUTf = WHof.

Ahora dado que iE";VTWf = HW § (Por el Teorema de Stone, nuevamente) se tiene que Wf € D(H} y que HWf =
W H,§. Lo que prueba (2}, para la prueba de {b) se utiliza la segunda relacién de entrelazamiento, la ecnacion (3.3.12)
siguiendo un razonamiento andlogo.

Praposiciin 3.3.5

St (CA1) se cumple entonces se tiene que, para toda 7 € R:

iV, = V. Fe. (3.3.13)

Debemos observar que si la condicién (CA3) se cumple entonces este resultado es €l mismo que el resultado expresado
en la ecuacién (3.3.5).

Demostracidn:

Podemos observar de la definicicién de Fi y de las relaciones de entrelazamiento que-

FaoVo s W WiV, = W, W = VLW, WL =V F, .
¢

Ahora definamos lo que se conoce como el eperador de Dispersién:

S=wilw_,

ver figura {3.1).

La definicién tiene sentido si se cumple la segunda condicién de Ia formulacidn de la condicién asintética. Dado que
se necesita que el rango de W_ este contenido en el rango de W, ¥ ademas se sabe que W, es invertible por lo diche
en la proposicién (2.5.8) y es también por esta proposicién que la inversa W, ! puede ser reemplazada por W;. Es
por ello que se adopta la siguiente definicién como la definicién del operador de dispersion:

S=WiWw_. (3.3.14)

Proposicidn 3.3.6
S es una isometria parcial con conjunto inicial Mu (H,) esto es:

5°5 = Eoo(H,)

El rango de $ es un subespacio de Me(H,} nvariante bajo {I7;}.

Diemostracién:

Dado que D{W_) = D(W.) = H, se tiene que D{S) = H. Por otro lado por la definicién de 5 y de Fy se tiene que
S*S=WrW, o WiW. = WF, W_. Dado que el rango de W_ estd contemido en el rango de Wy se tiene que por la
definicidén de F. que F,W_ = W. Por tanto se tiene que 5°S = W*W_ = E(H,}, lo que prueba que $ es una
isometria parcial.

El rango de S es subespacio del rango de W} . (Esto se puede ver pues por la definicién de S se tiene que el rango de
§ es un subconjunto de W3 y como S es una isometria parcial el subconjunto es cerrado y por tanto un subespacio)
Ahora como el rango de Wy es Mo, (H,) entonces se tiene que, por la proposicién 2.5.8, el rango de S es un subespacio
de Moo{H,). La invariancia de 5 frente al grupo {U},} se demosirard en la siguiente proposicién.
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Proposicion 3.3.7

(a) Para cualquier T € R se ticne que:
SU, = 1. 8. (3.3.15)

(b) S deja a D(H,) invariante y adem4s:
$H,C H,S. {3.3.16}

Demostracidn:
Lz demostracién de (3.3.15) se obtiene inmediatamente de la definicidn de § y de las relaciones de entrelazamiento,
puesto que:
SU, =WiW_U, =WV, W =UWIW_=U.S

Para probar la ecuacidn (3.3.16) se debe de observar lo siguiente:
SH, C H,S quiere decir que SH,f = H,Sfvf € D(H,).
Ahora por la ecuacién (3.3.15) y el Teorema de Stone ( Teorema 3.3.1) se tiene que :

d _d el .
HuSf=iZUSf =i=8U, f = SiU.f = SHofNf € D(H.)

Mas atin se puede observar que la igualdad del resultade (3.3.16) se obtiene cuando nos restringimos al subespacio
Moo (H,), esto es:
SH,Eoo(H,) = H,S.

Ello se ve del hecho de que 81 g € Moo (H,) ¥ Sg € D(H,) se tiene que:
. d - — d - — o d - —
H,8q = zEUfSS Sg= tESU,S Sg= SzEUTS Sg=SH,E {H,)g

Por lo que E(H,)g =g € D(H,) y la igualdad se cumple.{

Este dltime resultado demostrado tiene mucha importancia en el sentido fisico pues esto nos dice que la energia libre
de perturbacién se conserva dentro del proceso de dispersién, o en otras palabras que el proceso de dispersién es
eldstico. De esta refacin se puede obtener que el valor de expectacion en el estado final £, es el mismo que el valor
de expectacién del estado inicial f € M, (H,) N D(H,):

(ForHofs) = (S H8f_) = (875 Hof-) = (f_, Hof).

Enunciaremos ahora la siguiente proposicién fundamental para poder establecer la unitariedad de §.

Proposicién 3.3.8

El operador de dispersién es un operador unitario en Meo(H,) st y s6lo si el rango de W_ es igual al de W,. En
particular 5 es unitario si la teoria es asint6ticamente completa.

Demostracién.

Ya que el operador de dispersién es una isometria parcial, para poder observar que se trata de un operador unitario es
necesario observar que 5*§ = 55* = I. Puesto que 5*S = Euo(H,} basta con pedir que §5° = Ey(H,) (recordemos
que estamos hablando del caso en que My (H,) = H), pero si pedimos que $$8* = E,,(H,) entonces dado que
S5 = WIW_W*W, = Wi F.W,, para poder garantizar que S5* = Buo(H,) debemos de pedir que el rango de W
aste contenido en el rango de W_, para as{ observar que F_W, = W, y por tanto S5* = WiW, = E(H,).

Ahora si pasara que el rango de W_ fuese estrictamente més pequefio que el rango de W, entonces se tendria que
F_W, seria nulo en un subespacio de H y por tanto §§* seria una proyeccién mas pequehia que E {H,) ¥ § no seria
unitario. Y como hemos supuesto que el range de W.. estd contenido en el rango de W, sélo queda que para que se
cumpla la unitariedad debemos tener que WoH = W, H.

Ahora veremos algunas consideraciones de simetr{a en la teoria de dispersién.

Las simetrias en la teorfa de dispersién como en todas las teorias de Ia fisica juegan un pape! fundamental puesto que
ellas involucran la conservacién de ciertas propicdades fundamentales del sistema fisico en cuestidn.

Debemos de definir primeroe que nada o que es una simetria en el sentido matemdtico. Una simetria es una trans-
formacién en el espacio que describe el sistema fisico que al actuar en la evolucién del sistema deja invarientes Jas
leyes de movimiento que lo rigen. En mecdnica cudntice debemos de observar que una trarsformeadn simdirica estd
representada por un grupo unitano o ant:-unitario.
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nota:
Un operador lineal U definido en un espacio de Hulbert H, es entr-unifario su
i)
Ut =UU =1
1)

Ulef) =al{f) VYael fel

De esta forma decimos que un sistema de Dispersién es invariante bajo un grupo G si existe una representacién de
G hecha por operadores (unitarios o anti-unitarios) definidos en H y que es tal que conmuta con Us ¥ V; ¥ que deja
Moo(H L), Moo H) invariantes. De este modo para cada elemento v € & existe un operador (unitario o anti-unitaro)
U, tal que:

Uyine = Uy Uy (3.3.17)
Uy Boo(Ho) = Eoo(Ho)Uy, UyFo (H) = Ex{H)U, (3.3.18)
U’}tUt = Uﬂ:tUwU‘th = Vi:tU-y (3'3'19)

En la ecuacién (3.3.19) se toma ¢l signo negativo cuando el operador ¢s anti-unitario y el signo positive cuando el
operador €5 unitario.

Proposicion 3.3.9

Consideremos que se tiene un sistema fisico que es invariante bajo el grupo G, entonces:
sU,=U,5

Si U, es unitario.
s, =U,8

8i U, es anti-unitario.
Podemos observar que si la representacién esta hecha por operadores anti-unitarios entornces se tiene que:

U,SUS = 8°

Demostracion:
Supongamos que U, es unitario, entonces se tiene que por (3.3.18):

ULV, Us B (Ho) = Vi UtBoo (HL)Uy
Si ahora tomamos los limrtes cuando ¢t = +oo se tiene que, por fa definicién de operadores de onda’
U Wi =W,U,,

lo que implica que WU = USW]. Ahora dade que: UaUS = I = Uy = UyU.-1 56 tiene entonces que U} = Uy,
¥ por tanto se tiene que: WiU.,-1 = U,-1 W1 o lo que s lo mismo renombrando a : Wil, = U,W1. De esta forma
se tene que:

SU, =W;W_U, =WiUW_=UW;W_=U,S

Ahora supongamos que Uy es anti-unitario, sigwiendo los mismos argumentos que en la demostracién del caso unitario
se obtiene la otra relacién de conmutacién.{

Se mencionard ahora una proposicién en la que se vera como mediante ¢l cumplimiento de las dos primeras condiciones
de la condicién asintdtica se puede establecer la unitariedad del operador de dispersion.

Proposicidn 3.3.10

Supongamos que (CAL) y (CA2) se cumplen y supongamos también que existe una transformacién simétrica anti-
uritaria, ¢sto es que existé un operador U anti-unitario que verifica las ecuaciones (3.3.17) ¥ (3.3.18) Entonces se
tiene que Fy = F._ y que 5 es unitario en Moo (H,).

Demostractdn:

Dado que se cumple (CA2) entonces tenemos que F_H € FyH, por tanto sole falta demostrar que FLH 2 Fi M
por la proposicién (3.3 9). Para cllo tomemos una g € F.H; ahora por la propiedad de que U, W. = WU, y por
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U,Wi = Wi, se puede ver que FLU = UF_ y por tante U*Fy = F_U*. Asi se tiene que U*g = U*Fyg =
F.U*ye F_H C Fy'H y por tanto U*g € F o o que es lo mismo F.U"g = U*g, por otro lado se tiene que.

g — W-UWT"gi) = llg — UW. W3 U"gll = jU*g ~ F1U"gl) = 0.

Lo que demuestraque g€ W_H =F_HVge FyH por loque Fu H C F_H.$

Ahora veremos la relacidn existente entre las observables de un sistema fisico y los operadores de onda.

Hemos dicho que una observable de un sistema fisico esta representada por un operador auto-adjunto defintdo en
un espacio de Hilbert ¥, también definimos de esta observable su valor de expectacién para un estado dado, ahora
debemos ver a dicho valor de expectacién como una funcidn del tiempo que involucra estados que se ercuentran bajo
la influencia del grupo de evolucion perturbativa. De este modo y en analogia a la definicién de valor de expectacién
antes mencionada diremos que €l valor de expectacién de un estado g que se encuentra bajo la influencia de la evolucién
perturbativa V; al tiempo ¢ estard dado por (Vig, AVig) = (g, Vi* AVig).

Tenemos que ver gue para clertas observables resulta ser que los valores de expectacién se vuelven constantes cuando
t — %00. Y es con estas observables con las que debemos trabajar puesto que ellas son muy Gtiles para describir
los sistemas de dispersién, pues pueden ser usadas para caracterizar las propiedades asintéticas de los estados de
dispersién. Esto se debe a que si uno mide el valor de expectacién de una de estas observables a un tiempo finito pero
suficientemente grande uno obtiene lo que se conoce como el valor asintético de la observable. De esta forma lo que
nos interesa en realidad es relacionar a los valores asintéticos de las observables con los operadores de onda y dado que
los operadores de onda se definieron como limites fuertes lo que se pretende ahora es definir de una manera analoga
lz relacién existente entre los valores asintdticos y los operadores de onda. De este modo se tomaré el limite fuerte
de las sucesiones de operadores {V;*AV;} cuando esto tenga sentide. Podemos ver que la existencia de dichos limites
garantiza la existencia de los limites de los valores de expectacién de la observable, visto como funcién.

Puesto que usualmente lo que se hace es caracterizar el comportamiento asintStico de los estados de dispersién mediante
estados pertencientes a la evolucién libre (sin preturbacién), lo que se pide también a la observable del sistema fisico
en consideracién es que también sea tal que {U} AU;} tenga lmite fuerte cuando ¢ = too. Ademds sele pedird ala
observable que solo actie en el subespacio M, (H,), esto es:

A= AFoo(H,) = Eao(H,)A. (3.3.20)

Siendo asf se puede establecer el siguiente resultado.

Proposicion 3.3.11

Supongamos que (CAl) y (CA3) se verifican. Supongamos ademés que existe un A € B(H) (B{H) es el conjunto
de todos los operadores lineales acotados definidos en el espacio de Hlibert # ) tal que cumple (3.3.20) ¥ que es tal
que cumple que {U;AU;} converge fuertemente cuando ¢ — oo, Entonces tenemos que {V;"AV.E(H)} converge
fuertemente también cuando £ -+ +oo.

Demostracién:

Debemos de notar que:

Vi AV.Eoe (H) = VU U AUUS Vi Eoo (H) =

VU Eao(Ho}AU U ViEoo (H) = Vi Ui Eoo (Ho)U AU Vi Eoo{ H).

Ahora dado que:
ViU B (Ho) = Wa

UlVeEoo(H) = Wi
UAU, — A,
se concluye entonces que:

VS AViEL(H} = Wi A3 W, (3.2.21)
esto es debido a que dados: {An}, {Bn}, A, B € B(H) se tiene que §i s — liMyoee An = A y que 81 9 - himpooc Br = B
entonces § — limp_yoo ApBn = AB. ¢
Consideremos ahora a A, como el conjunto de todas las observables que venfican (3.3.20} y que adernds conmutan
con {U;}, entonces para A € A, se tienc que Ay = A y ademds se tiene que (3.3.21) se escribe como.

VAV E(H) & W AWS.
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De este modo se puede pedir la existencia de los [imites fuertes de:
{VE AV EL (H)IVS € Ao,

en lugar de la existencia de los limites fuertes que definen a los operadores de onda. Fisicamente lo gue esto quiere decir
es que todas las constantes del movimiento sin perturbacién serdn constantes asintdticas del movimiento perturbado
y es en este sentido que el movimiento perturbado podra ser caracterizado de manera asintética por cantidades que
pertenezcan al sistema sin perturbacion.



Capitulo 4

La ecuacion de Schrodinger No lineal

4.1 Discusidon General del Articulo

Dado que existen fenoménos de dispersién que se presentan en la naturaleza y que tienen una forma no lineal lo que
se pretende en este capitulo es tomar un caso en el que la evolucién del sistema no sea lineal ¥ discutir la forms en
jue dicho problema es tratado. Recordemos que la ecuacién, en el caso lineal, que nos da la evolucién del sistema en
sualquier tiempo es la llamada ecuacién de Schrédinger lineal y que se indica en la ecuacion (3.2.2).

Para poder abarcar entonces el caso no lineal discutiremos con detalle el tratamiento del problema que se trata en
2l articulo: "Inverse Scattering for the Nonlinear Schrddinger Equation Reconstrucction of the Potential and the
Nonlinearity”[10]. En dicho articulo se resuelve el caso en el que la ecuacién de Schridinger no es lineal estableciendo
la condicién asintética del sistema de dispersidn, construyendo el operador de dispersién de este caso y recuperando
sl potencial V, y en el caso de que la forma de 12 no linearidad sea de cierta manera recuperando dicha forma de ta no
inealidad mediante el operador de dispersién. Para ser mas especifica, lo que se hace en el articulo es demostrar que
considerando €] problema de la ecuacién de Schradinger no lineal unidimensional:

z%u(t,z) = u(t z) + Vo(z)ult, 2) + Z V, (@) 2o D (e, 2),
=1

se probaré que bajo ciertas condiciones, el limite para bajas amplitudes del operador de dispersién determina univocamente
as funciones V,,7 = 0,1--- El método también sirve para reconstruir los potenciales V,,j =0,1,---

La manera como se procede en el articulo es la siguiente: Primero se establecen las condiciones y definiciones necesarias
para poder establecer la definicién del operador de dispersién de la ecuacién de Schrddinger no lineal ent su forma
peneral.

Recordemos que la ecuacién de Schrédinger no lineal en su forma general es:

i%u(t, ) = - %u(t, z) + Volzhu(t, z) + Flz,u), u{0,z) = ¢{x) {4.1)
Primero s¢ da la definicién de funcifn continua C* en el sentido real:

Sea F(z,u) una funcién a valores complejos, decimos que la funcién F(z, u) es una funcidn C¥ en el sentido real s
para cada £ € R, la parte real de la funcién, RF, y la parte imaginaria, QF, son funciones C* con respecto 3 las
partes real e imaginaria de .

Una vez hecho esto se procede a definir la naturaleza de la no linealidad F = F(z,u) asumiendo que se trata de una
funcién C7 continua cuya derivada es C! en el sentido real, y que se puede dividir en dos funciones real-valuadas
Fi, P, deformaque F=F +ify yu=r+isconrse R

Definamos:

2

FOzu) =% H%chz,uﬂ + |a BSF (z, u)| + [571-" (z, u)” (4.2

=1

—

(27) e =3[ 2 (25)ww] « [2(25) e 3

=1

52
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Todo ello nos sirve para cavacterizar a la funcién 7.
Luego se procede & definir para cualquier v € R, a Lf, como el espacio de Banach de todas las funciones medibles,
cemplejo-valuadas, ¢, definidas en R y que estdn equipadas con la norma:

Iélley = [ 10N +laly"ds < co (4.4)

Lo que sigue a continuacion es la definicién del operador H como la \inica realizacion autoadjurta de otro operador
7=~ + Vo(z) (con V;, € L]} que es esencialmente auto-adjunto en el siguiente dominio:

D(7):= {6 € L% : ¢ ¥ £ ¢ son absolutamente continuas y 7¢ € L*},
donde LZ es el espacio de todas las funciones (clases de equivalencia) de I? con soporte compacto.
Se menciona ademds el hecho de que el espectro puntual de H no tiene valores positivos o iguales que cero, que no
tiene un espectro singular continno y que su espectro continuo es [0, o0). Ademds se define al operador H, como la
realizacién auto-adjunta del operador —55 definida en el espacio de Sobolev W» » (Recordemos la definicién hecha en
la ecuacién {1.3.3-ii}). Todo esto sirve para definir los operadores de onda y sus adjuntos, de forma que estdn definidos
como sigue:

Wi=s~ lim gitfgmitis {4.5)
Wi=¢-— \ _]’iinoo gtHeg 8l p (4.6)

Dichos limites tienen sentide (como se vié en el capitulo anterior) y se puede demostrar que existen, que el rango de
W4 = H. que es el subespacio de continutidad de H y ademés se tiene que F. es la proyeccién ortogonal sobre #..
Lo que sigue es establecer la condicién asintética pero primero se dan las siguientes definiciones.

Para cualesquiera u, v soluciones de la ecuacién de Schridinger estacionaria:

-—g«iu +Vou=KukeC 4.7

se denota como el Wronskiane [z, 7] de u,

[u,v] :== (%u)v - u(d%_v).

Sean f,(z, k), § = 1,2 84 2 0 las soluciones de Jost, de la ecuacion (4.7). (Las soluciones de Jost (fi(z, &) (i = 1,2}
con k € R se comportan como: fi(z, k) ~ &% si x — 00, fa(z, k) ~ e™* 51z — —00.) Un potencial V; se dice que es
genérico si [f1(z,0), f2(z,0)] # 0 ¥ se dice que V; es exepcional st [f(z,0), f2(z,0)] = 0.

Ahora definimos el signiente espacio métrico:

M i= (u € O, Wipr) 80001+ liulbmo,) < 20}

Con la siguiente norma:
Huflar = f‘;}i(l + [t el 1o

Donde p > 1 y ademds d = ;—&;LR. Ademds recordemos que las normas definidas en los espacios de Sobolev Wi p
estan definidas en la ecuacién (1.3.2) notando que: [[ulim,» = lluflw,. .-
Dichas estas condiciones se puede establecer el primer resultado del articule que es el siguiente:
Teorema 4.1¢
Sea V, € L, que en ¢l caso genérico es v > g- y en el caso excepcional 7y > %, supéngase que H no tiene eigenvalores
negativos, ¥y que: ;
z+
M) = [ W)y < oo (48)
FERVI

Ademads asumamos que F es C* en el sentido real y que F(z,0) = 0, y que para cada = € R, todas las derivadas de

primer orden, en cl sentido real de F' se anulan cn cero. Mas adn, supongamos que 22 F o5 C1) en ¢l sentido real, y
que las siguientes estimaciones se cumplen:

'{10]Teorema, 1 1
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F®(z,u) = Oju|F?), {G‘%F)m(z, u) = O(ufP~1), uw = 0 uniformemente pata © € R

(4.9)
»ara alguna p < p < oo, donde g s la rafz positiva de } "+;) 2
Entonces, existe un § > 0 tal que para toda ¢_ € Waa N W, 1_,_1 con [ig_ Iy, + llé-flw, i+l < ¢ existe ura inica

solucién, u, de (4.1} tal que u € C(R, Wi ) NM

lim |tu{t) — e fiw,, = 0, {4.10)

L —cd

nas atin, existe también una dnica ¢, € Wi 2 tal que:

Jim [[a(t) - e gl » = 0. (a11)

Ademés que: e~ ®Hg, € M y: )
H = e~ *Hglly < Clle™H g1, (4.12)
e+ — d-llwaa £ Clllp-Hway + |I¢—||w,.,+%] (413)

El operador de dispersién Sy, : ¢-. <+ ¢4 es inyectivo en WI,,_,_% NWzs.
En la demostracién det Teorema 4.1 se nos dice que un principal resultado que se utiliza es la estimacién L? — L7 que
fue probada por el autor en otro articuio [11], dicha estimacidn es:

i c
fle= | g(pe o) < e 414
v

p lo que €8 1o mismo:

e flipw < i Iz, {4.35)

donde debemos de observar que p,p' son exponentes conjuga.dos {Recordemos la definicién de exponentes conjugados
dada.en(1232), +i =1)yademdsl<p<2

También por los resultados de otro articulo {9] se demuestra que los operadores de onda Wy y sus adjuntos W} son
operadores acotados en los espacios de Sobolev Wy 5,1 < p < .

El resultade que sigue es el que nos dice que se puede ver que existe una equivalencia entre las normas de los espacios
Wi ¥ la norma del espacio L definida como sigue:

IF 1+ A FH N

Donde F es la transformada de Fourier 2. Probaremos que dicha equivalencia se cumple en el caso p = 2.
Por la definicién de espacio de Sobolev, se tiene que:

£ = 2 1Dl = 3 HERYSFR)a
tal<e lal<e

Esta dltima igualdad es debida a las propiedades de la Transformada de Fourier definida en L?, tomando en conside-
racién que § = ik = |#] = k. Se demostrard entonces que |§}'¢l < C(1 + |#12},0 < Ja! < x. Para ello se toman dos
cas0s:

() (18t <)
Bl <1< +i8E

® (812 1)
181 < (BT < 1+ (B < (1 + 182

2[8] p.135
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De este modo se tiene que:

WAy, £ 3 MBI f®IEe < 3 A+ FRIG: < Ol + 5% fiff..

|l %k lor] 2

Dado que [[f]lzz = |fliz2 = [|fllz> se concluye entonees que:

1By, < CIFT* (1 + FYEFF(R)13-.
Ahora, para observar que:
1F1(L + ¢ Fflizz < Chfliwas
debemos de notar que:
IF1 1+ ) EFflife = N1+ EYEFflIEa =

[a+ériita.
Tomando de nuevo dos casos se tiene qgue:
®
ffl S LA+ <2x
¥y por tanto:
[ Qeariitds [ 2P
lgl=1 lei=1
(i)
lol 2 L1+ 6" < (¢ + %) = 2™
v por tanto:

[ avorifras [ it
laiz1 lefz1
En ambos ¢asos podemos observar que:

fldy,. = Y Nigl®FfigliEa =

lalSx
S [lareirs@pda= [0+l 4t + -+ lg @ dg
s

De esta manera si consideramos C = 2* concluiremos que:
Para |¢f <1

IF-t 1+ ) FAlS < f 2| f2dq <

¢ [1fPar<C [+ igl +lalt+ -+ (@ dg = OISR, .
Paca |g} 2 3

NP+ ) FAZ < [ 2°¢*|f|°dg < C f L+ lgf® + 1al* + - + gl F (@) [Pdg = Ol fllEy, ,-

En ambos casos se tiene:
IFL+ @) Fflliz £ Cllfliw. s

por lo que la equivalencia de normas estd establecida parael casoenque p= 2. ¢

El resultado de la equivalencia de normas es til en el articulo puesto que sirve para establecer la estimacién Wy p ~
W, p, como veremos a continuacién y la cual serd utilizada despues.

Primero %ue nada se debe de observar que si se generaliza el resultado demostrado sc puede concluir que la norma
[[(f + H)¥ fllza, ¢s equivalente a la norma de Wi, para k = 0,1y para 1 < p < 0o [9]. Luego, podremos ver que:
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e fliw, . < cn{r +Hy e ), < cne-'*’*(r + HE £l

%"(I'{"H)Eflllﬂ’ €C—1 .L %”f”w&,:

v asi se establece ¢l resultado.

Lo que sigue a continuacion es el establecimiento de la existencia de w € C(R, W 2} N M como solucién de la ecuacién
no lneal de Schrédinger que cumple 12 condicién asint6tica para § — —oo siempre y cuando sea solucién de la ecuacidn
integral:

t
w=e""Hg 4 % f e~ D B ()T (4.16)

Lo primero que se debe demostrar es que la integral del lado derecho converge absclutamente en Wiz y en M lo que
se procede a hacer es definir el siguiente operador integral para u € A

Quit) := % f_ ; e~X=TH Pz, ulr))dr (4.17)

De este modo se nos dice que dada la existencia del encajamiento del espacio LF en W p11, (1.3.7), dada la estimacién
L —I7 s concluye gue:

11Qut) ~ Qvlliwy,y, € COL+ 1D Uludbar + llollae)® e = ollar, {4.18)
Para el caso en el que pd > 1,y se nos dice también que las constantes C pueden ser tomadas uniformes en vecindades
abtertas de M.
Antes de demostar dicho resultado, en un caso particulax, se debe establecer el siguiente lema que servird no sélo en
esta demostracidn sino que tambien en el establecimiento de la unicidad de la solucién.
Lema 4.1.1
Sean 0 < d £d< L,dp>1,p> 1, entonces:

° 1 P
Lo g o
j.m F= R e e < Gt

Demostracidn:
Sea:
I-—jw = na+
R T T
donde:
oo 1 1 o0 1 1 2
i [ e Ot B [ X e

Veamos primero que pasa con 1, consideremos dos casos | < 2 Zylt > 5, en el primer caso se tiene que:

o0 1 1 dr d€ (1+ [2)*
1:[ - -r——————--—--,—d'rsC’f —-—=-f B ==L T o+
P XS D S periet T = g TP (e fepe = CHED
Ahorasi [t 2 & se tiene que |r| = |t ~t+#) > [t| — |r—t| > [} = 1> & y ast:
. dr - c” 1+ -
I < [ L+IF < < 1+t
1SC | e R S s = e e ST

Veamos ahora que pasa en [y
ct 1
{1+t -7 {1 + |7))27

I =f X(It-rlzl)("'J,‘t"__ﬂ? g dr 5] xXije-r1z1)(7)
-0 -00

T+ TR =Ia+ L

donde -
_ ¢ L,
Iy = /_l_oa xtl:-rlé‘?)(r) T+ =78 1+ rhEr i
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2 c 1
IF[@ X{ia—rls%l}(T)(1+;t-r|)d {1+ |TH¥* "

Notemos gue:

> ¢ 1 V,
= [ X O e S O+

v ademés como Jr| = |+ — ¢+ > |t - & = K.

= lod 1 . —a & - 1-d _
o [t O T e SO [ T =

C(L+ e 2+ < (1 + 1) ™ < C(L + )7,

de esta forma se demuestra ] lema.$
Este lema nos sirve de manera directa para demostrar la desigualdad {4.18) en e caso en que v = §, puesto que en
este caso lo que se quiere demostrar es que:

1Qu(t)lir < C(1+ Je) ™ flu(e)I
12 Quie)lzes < CCL+ )~ Hueitly
Pero como:
IQutlizen <€ f == Plz, u(r))||grtrdr < C f dlIF(z W zgadr

La ltima desigualdad se observa de que de acuerdo con (4.15) el exponente de ¢ seré -i= ;é’-’_—'_- d.

Tomando en cuenta la primera de las estimaciones de {4.9) y la definicién de la segunda. derwada de F dada en (4.2)
se tiene que: F(z,u} = O'(Jul?) ¥ por tanto:

c [ |d|:(F(m,u(r)>1| warso [ eIl egedr = € Je

1 1

<0 [l I+ )i S Oy [ e

<O+ 1) NIty

como consecuencia. del lema 4.1.1, de manera angloga se estima:
a -
||";:'$'-21“(¢)||1,»+l 2 C(L+ )4l
pues como 225 = O'(jul)r-t) = &€ = O"(|uf?). Asi el resultado {(4.18) queda demostrado para ¢l caso en que

z
v(t) = 0.
El resultado (4.18) sirve para demostrar la desigualdad:

QutHig,, , < CR /_ e (VTTEF (@ w VITH Qu(t))z

3 ¢ £
<¢ [ P, Ol < O [ driulgy, . G+ ull < € [ arQenir 4wl
-0 L4 —-o0 —c0

< C(1 + maz{0, -t}) (=D ju)3. (4.19)

Para demostrar la primera desigualdad de esta expresién debemos de obsecvar lo siguiente:

IIQu(t)llf,‘;ml < CVI+ HQu(t) vVI+ HQu(t))=
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=of o[ w(IFEA R VT B R GY),
—cf ; a(VITEF ), [ _eTCTIVIR R )
~o[ ; ar| (VT ERwir), [ m T AIVIR Rl )
[ ar(VIFR [ e pueper TR GY) ]
o[ (VIR ITE o) o [ TR [t TR ),
=of [ ar(vTF R VT Hu) ,+ [ i (VT Rue VIR RRG) )

34
= [ ar(VIFEF@).VITHQu)
—oe
Ja 1iltima desigualdad de (4.19), se obtiene de evaluar directamente la integral cuando + > 0 o 7 < 0. Para lo que

e utiliza dicha desigualdad es para observar la unicidad de la solucién puesto que se utiliza la definicién de Q ¥ la
cuacion integral (4.16) para demostrar que:

u(t) — v(t) = Qu{t) — Qu(t)ve

*ara u, v soluciones de la ecuacién de Scrodinger no lineal.
.0 que esto implica es que si se define ur 1= X(—o,Tu(t) donde X(—o k) es la funcién caracteristica del intervalo
—o0, T} ¥ donde T € R entonces se tiene que:

ur(t) —or(t) = Qurlt) - Qur(t) = j: e e tH [ Flur) — Plup)idr.

Notemos gue:

[1Qur(t) — Quri{tpen < [ fle~ ¥t R (up) ~ Flor)|l|presdr € f T3 Id]t[F(uT) = Flog)lll 243 dr.

Y ahora veamos que:

|dt--[ | aF alﬁu‘ oF auzrrd =

|Fur) - F(v'r|<|F(u(0)) Py s [ |8 < [0 dur | OF Suar

[Iam (vir ~ “1T)+ (Uzz- ‘uzr)l f|VF||UT = upldt < ClulPfur = vr| € Clur| + [or)P ur — vel,

Jonde se condsiderd u(t) = (1 — thur + tur, tomando en consideracién que ur = (uyyp, oy}, vy = (yp.v27) ¥ que
F' = F(ur). Una vez obtenido esto se concluye que:

IF @) = Pl ey < ur) + r)lur —orll ey S UQlurl+ e g ller — orllices,
sta 1iltima desigualdad como consecuencra de la aplicacién de la desigualdad de Holder (2.2.3.3). Ahora como:
Ulturl +lor P~ 2y = {f(lurl + |orl) P = l(lurl + ordeh < Dlurllzen + ozl

e tiene que:

fuz () = vr()lLrer < C f l,[nufu,,m + lerliies P lur — vplljpevdr
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1 + B
< C/ A ITD [“ﬂ’rf g + lorilad?® Hlur - vrliaedr,

en donde: ,
(leell oz = sup(1 + £ [fllees
teR

entonces por el Lema 4.1.1:
lur() ~ er®llr < OO+ ) Haerlla + llezllad? " ler — vrlla,

0 sea que:
Hur —orila < llurllae + ozl Hler ~ vrliia, {4.20)

pero Ccomo:
erllan = sup(L + ) Turllgrer < D s furllan = s Burllae < ellurllac
t<T e<t (1+ t])a-¢ (1 +|T[ye-o
8 T < T, por Io que (4.20) queda como:

1
[ler —vrilm < Sllur ~ vrfl|ats

16 que nos dice que ur(t) ~ vr(t) = 0 si £ £ Ty. Luego, por un métedo estandar, ¢ se extiende a todo R.
La unicidad de ¢, se puede observar del razonamiento signiente:

0= Jim fu(t) ~ e gl , (4.21)

‘l_l’lgo “e_ﬂH[ “Hu(t) - ¢+}“W\ z
2 C Jim [le™ 5T+ Hle*Fu(t) — #alllzz
2 € Jim WWT+ Hle*¥ult) - dolllze
> C fim e u(t) - $alllwia =0,
por lo que se puede observar que:
— o — WH
¢+ =5 lm e*Tult), (422)
y por tanto, si existen ¢L, 42 que son solucién de (4.21) entonces por {4.22) se tiene que:
R AR
El resultado que se presenta a continuacién es el que nos dice la equivalenda de !a norma de W y la norma:

(IKH + Il .o

Dicho resultado es derivado de lo siguiente:

Primero se debe de ver que la norma en W 2 y 1a norma || (H, + F)ufl» son equivalentes, para ello debemos de observar
que:

fullv,,, = f[lﬂi + Rl + |kl )dk < © f(l + A ak = C|(F + Ho)ullRa,
y por otro lado se tiene que:

W+ oyl = [ (1 + K[ aitak = [ (18] + 206137 + R[5k < Cliul,

ESTA TESIS NO SALE
DE LA BIBLIOTECA
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Je esta forma entonces 1o que basta por demostrar es que los operadores H:i-V., ¥ —iﬁvi— son acotados puesto que

i ello pasara:
H,+1

T e T Het Vot Dullze < KIH + Dullzs,
a <o

(8o + Iulle= = |
r por el otro lado se tendria que:

lH
H-i»I

le forma que se obtendria e resultado deseado:

(Ho+ Dulirz < K'|H, +Ilizz < K|[ulbws.,

ClH + Dullzz < llullwz, < CHH + Dl s

Para, ver que Jos operadores sean acotados a lo que 5e recurre es a un resultado ? que nos dice que si D{4) > D{B) donde
Ay B son operadores lineales cerrados B~! es acotado entonces AB™! es acotado. Como en este caso D{H + 1) =
D(H, + I} y como ambos son cerrados y tienen inversa acotada entonces €l teorema se cumple y queda demostrada la
aquivalencia de normas,

Por este resultado y por el Tecrema de encajamiento de Sobolev, (1.3.7), se deriva:

”e_izH"b— ”wl,p-i-l < C”¢—”Waz -

Lo que implica que:
o6 ljae < Cllo-lwsz +Uo-lbw, ., ], (4.23)

esto debido a que:

. c
e F ¢l per < Cilig-ln, < u—_‘_fﬁ)—;-il'f’n"m.mlﬂ <1

- Cy Ca(1+ 8¢ 1
tH
“E * ¢—E|Wl.p+l < |t|d“¢_”wl.l+} = Md (1+ |ti)¢ l|¢_“W:,:+$ <

Cy
m‘glw—“w, ,+J_,|ti 1=

- 1
lle™F b liw, ps < Cs(l—+'|t—l)'a[l|¢-llwm +lie-lw, ,, M € R,

que inmediatamente implica el resultado {4.23)
Se utiliza este resultado para definir una funcién z - e~* ¢_ + Q(1) que sea una contraccién (recordemos la definicién
{2.7.2)) de Mg a MR, para toda ¢ € Wp;NW, 1 donde Mg = {u € M . jlulix < R}, tel que [|¢—[l22+[i¢-l, .1 <6

con la condicién de que: C(2R)P~ < L con C como en (4.18) y 6 > 0 tal que €6 < 2 con €' como en (4.23), podemos
ver que la anterior funcién es una contraccién del siguiente razonamiento, sea 7" la funcién antes definida, entonces se
tiene que:

ITCllar < e - llae +1Q)lae
1Tl € ClHo-lza + 1|¢_nl.1+1} + Cllulfy
R
$3¥

T ()l < C8 + CRP =< < + CRP = [ + CRP- 1]R<( ¥ )R<R

Ademds que:

T () = T(willar = 1Q0u) - QUu)ltar = CRRY jlu~vljar £ -ilu—vllm

3Este resultado ¢s una consceuencia det Teorema (2 3 7), Teorema de la grifica cerrada, pues otra forma en 1a que s¢ eauncia al teorema
¢5 la siguicnte:
TEOREMA
Sea A up operador cecrado definide de un espacio de Hilbert # a otro con la propiedad de que 2(A) = H entonces A s acotado,
La demastronidn de esle teorema #¢ puede ver en 0] Apdndice B p. 519
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por lo que T es una contraceién. Aplicando ahora, €l teorema de la Contraccién (2.7.3) existe, entonces, un punto fijo
que es solucién de la ecuacion integral (4.16) definida en Mg. 'Y més ain se tiene que.

Heellar < Nle™*H_liag + iQullar < lle™¥&_llar + Cllulify lullm

" _ - 1
< Ml laa + CRHiuflar < o™ | + 5 lluling,
de modo que:
llellae < Clie™*Fé_|ins. {4.24)
La deduccién de la estimacién (4.12) (en el caso ¢_) es una consecuencia de (4.18) y (4.24) y2 que:

lle — e™*# ¢ llar = 1 QeeHlae 5 Cllully < Clle™ p_llar-
Ahora observemos que, como consecuencia de (4.19}:
. _ il . 1 Nuh?, =
‘HEIOO [lectt) — € d-tlw,, € Ct—]:t—noo (1 + maz{0, —}) i gp=i [leliyy =0

Por lo que la ecuacién {4.10) del Teorema 4.1 queda demostrada y ademds tenemos que u € C(R, Wi 3) es una
consecuencia de la estimacién (4.19) tamnbién, puesto que si se tiene £;,#; € R con ¢; — ¢5 entonces:

leelte) — ultadllw,a = [[Qult) — Quita}llwn, €€ fz " dr(1+ Iy~ e,

1
que puede observarse tiende & cero cuando t; — ta.
Se procede a definir, después, a ¢4 como:

br=d_+} j " eH (g, u(r))dr. (4.25)

y siguiendo ¢l mismo procedimiento que en el caso de la estimacidn (4.19) se puede probar que ¢, € W: 2 ¥ ademés
se puede notar de inmediato que:

ll$+ — S-llw.,. < Cliullf,.
De este modo se puede probar la ecuacidn (4.13), puesto que:

flé+ — ¢-llwsa < Cllulll < Clle™ 61} < Cllig-lwaz +llé-lw, ,,, 1"
Dada la definicién de ¢4 se puede observar que la ecuacién integral (4.16) cambia a:
. 1 @ .
u(t) = e g, — < f e~ P (g, u(r)dr,
t

y siguiendo el mismo razonamiento que en la deduccién de la ecuacién (4.19) se tiene que:

00
L[ e B, wrarlas < Cllulf,
]

Io que hace que la ecuacién (4.11) se cumpla ¥ que e~*F ¢, € M. Dada la nueva defincién de u se puede seguir un
tratamiento simétrico al del caso de ¢— para que se tenga en el caso de ¢y:

lleliar < Clle™ ™ pellar,

y por tanto la ecuacién (4.12), se cumple de inmediato.
Finalmente se prueba la invectividad de Sy, para ello se observa que si se supone ¢y = Sy, $- =0 se tiene que:

u) = -1 /: " =T P u(r)dr,

de este modo, si se vuelve a denotar a up(t) = X(1.00) (t)ult) ¥ se sigue el mismo razonamiento que cl que se siguid en
(4.20), sélo que ahora los limites de integracién han variado, se tiene que:
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oz (@llae < 5lurtelin,

ara T > T, con Tp, > 0 De este modo u(t) = 0 para ¢ > Ty, ¥ nuevamente por un metodo estandar se establece a
micidad en C'(R, W, 2) ¥ por tanto u(f) = 0 y ello implica, dado el resultado {4.10}), que ¢_ = 0 lo que prueba que
v, es inyectivo.

Jon esto finaliza, en el articulo, la demostracion del teorema 4.1. El tratamiento que sigue se centra ahora en la
econstruceién del potencial en la ecuacién de Schrddinger no lineal. Por ello es que se establece la definicién de un
wevo operador de dispersitn § que relacione al operador de dispersién de la ecuacitn no lineal S5y, con los cperadores
le onda W+ ¥ que nos sirva para reconstruir el operador de dispersién del caso lineal que se denota por Si. Por ello
e define a S como:

S:=W.8,W-.

5] por qué se define al operador de dispersién de esta manera est4 relacionado directamente con las propiedades de
os operadores de onda y de dispersién en el caso lineal, para ver ello de manera clara recordemos la figura (3.1).
Jonsideremos que ¢4 son los estados de dispersién del sistema sin perturbacién al tiempo (¢ = 0), es decir, fo(t = (),
espectivamente {de acuerdo con la figura (3.1}} y consideremos que 1+ es el estado de dispersién perturbado al tiempo
= {), es decir, g{t = 0}, de esta forma se tiene gue:

Widse = o, Wog =y
\hora, en analogia al operador de dispersién lineal 5y, se tiene que, para Sy;:
Svd- = ¢+,
yor lo que para este nuevo operador de dispersién S:
S =ty = Wiy = WiSu o = WIS, W_y_.

Jicho esto se establece el siguiente resultado en el que se da el método de la reconstruccién de S ¥ que se da a
ontinuacion:

Teorema 4.2 *

Supéngase que las condiciones del Teorema 4.1 estin dadas. Entonces, paracada ¢ € Wy 2 N Wl_l_g_% se tiene que:

%S(w) ,=5ié {4.26)

=i

n donde la derivada del lado izquierdo de la ecuacion (4.25) existe en la topologia fuerte de W) 5.
*ara la demostracidn de dicho resultado se observa primero que dado que 5{0) = 0 y que Wy son acotados en
Va5 GW,‘H_’; [9] es suficiente probar que:

1
s — lim = (Sy, (¢¢) —e¢) = 0
st es debido a que:

d
Z.5(68} o= Sé =
WSy, W.(ed) ~ S(0)

S—E_!f(l) p ~-WiW_¢=0=
s = lim Wiby, W.icp) — WIW_o 0o
¢=0 €
s lim W;[S\.'QW_(cqa} - W_tbc! 0=
el &
8- lim[-——-—v——sv"w_(w) - W_w] =0=
] 4

410} Tearema 1.2
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s — lim|
=0

Sy, (ev) — 671’] =0
6 - k)

en el dltimo paso se considerd W_g = ¢.
Para demostrar entonces que dicho hmite existe se debe de ver que si se renombra e = ¢— entonces lo que se debe
de demostrar es:
e
RTINS SN
€0 I3
PEre como:

lips — ¢ il < Cllullfy € Crlle ™™ o_1R, < ClelPllldllz2 + 111 14217
se tiene que:

1 — ;
H|I¢+ = glliz < ClefP Wl + Hell 12

y por tanto el resultado queda demostrado.{

En ¢l siguiente resultado se establece la forma en que se puede recuperar el potencial V, a partir de 5.

Corolario 4.3°

Bajo las condiciones del Teorema 4.1 el potencial V, estd determinado de manera inica por el operador de dispersion,
s.

Para demostrar este resultado se tiene que, por el teorema 4.2, § determina de manera vinica a Sz, de 51 se obtienen
los coeficientes de refleccién para la dispersién de Schrédinger lineal. Dado que H no tiene estados acotados se puede
reconstruir V, de algiin coeficiente de refleccién, usando un método de dispersién inversa lineal.$

Finalmente se establece que si la forma de la no linealidad, F, es:

oo
F(z’ u} = E V;(x)luiz(hti)u

=1
Entonces es también posible recuperar los ¥; con j = 1,2,... y precisamente, en el cuarto resuitado , se establecen las
condiciones para poder aplicar el procedimiento de la reconstruccién de las V):
Lema 4.4 ¢ _
Supongamos que las condiciones del teorema 4.1 estan dadas y que ademds F(z,u) = 77, V,(z)|u[Z* Dy, donde jo
es un entero tal que j, > 1%31 para |u| < 7, para alguna 7 > 0, y donde V, € W o con |[Wjlw, o < C*, 5 =12...
para alguna constante C. Entonces para cualquier ¢ € Wa2 MW, 541, existe una ¢ > 0 tal que para todas las
0 < ¢ < ¢ se tiene que: ’

(S, = De), 8122 = 3 s [ [ty @lemrgpnsn 1 )] (427)

=1

donde @; =0y @Q;,7 > 1, depende tinicamente de ¢ y de Vi con k < j, mas ain, para cualesquierza £ € R y A > 0; si

denotamos ¢ (£) := ¢(M(z — £)), entonces si ¢ 5 0 se tiene que:

limp oo A2 [ [ dtdzVj{z)je 8 ¢, |2o+s+1)
J‘ fdtdxie—ztﬁg¢l2(?o+j+ﬂ ’

V(#) = (4.28)

Lo que primero se procederd a demostrar es que por el teorema de la contraccidn podemos ver que u(t) se puede
escribir como:

oo
u(t) = e Hep + z e~ eg,
n=]

esto es debido a que:

n
)= Jim T 0) = i e 3R] = e 4 Qe e QI o+ QR e

*[10) Corolario 1.3
9[10] Lema 1.4
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{Recordemos que T esta definido por e mapeo u — e~ ¢_ + Q(u)).
Una vez escrita de esta forma u{t) se utiliza la definicién de ¢ (4.23) para observar que:

(8- Dt =1 [ FEun), e)d: =

zl f Pz, u(), e~ gyt =

! f (3 V@l e gyt = [ [ Zv(znuﬁw)u(e~=w¢)m_

=1

1 f f Z V, (2)le—"Heg + Z QreitH e[t t3) (g~ H g 4 Z Q" e H e\l G dtd. (4.29)

n=1

Para analizar esta desigualdad consideremos el caso en que u(t) = e~

queda como:

ep. De esta forma podremos ver que (4.29}

f f ZV(z)!e“‘”eaﬁlz‘h’f”(e“‘*" $)e~ F g)dids = = f f 262(’”’)"'11/(:t}}c“mq’;]?“"“'”‘”dtdx‘

0 5=1 * 3=t

_Zﬁz(:o-l-:)ﬂ/ f Vi(a)e—tH g2l o Dagpge (4.30)
J,_. {= =]

que como puede darse uno cuenta son los términos principales de la relacién (4.27).

Ahora, para poder ver la forma de los términos correctores, @, de (4.27) empezemos considerando el caso més simple,
(j = 1), de este modo se tiene que:

1
'u.(t) - e—:tHE¢ + Qe_“HEfﬁ - e"tHEtﬁ + _1]: f eml(t-f)HF{I’ e“'Heq&)d'r -
-0
t
e4Heg 4 lf ==Y, ()| ~H ¢ g2liot D) g~ H g
tJoo

e-—:!H€¢+ _tl_ft e—!(t—r)HE2(in+l)+lVL(x)]e—i£H¢|2(fu+l}e—ltﬂ'¢d,r,
-0
por ello (4.29) queda come:

2{30+1)

1 o0 o0 1 L .
- f / Y (z)|e“‘He¢ += f e-x(i—r)Hc2(3a+1)+1V1 (:c)|8_‘tﬂ¢12(3°+1)e_nﬁ¢'dr|
tJowdco o

H
(e—z!ffE¢+ %f

—00

e“'(“’”"cz(“‘*”*lVl(:c)ie"“""qblz(’““)e“mq&dr) (e~H g)dtdz.
De esta ecuacifn nos interesa la parte:

t B
'e—i£H€¢ + %/ e—|{t—r)H62(Jg+1)+1V](z)|e—lth‘¢|2(Jn+1)c-ztﬁ¢d1-|2(h+:)
-20

t
(e—sme¢+ %/ c—l(ﬁ—r)HCQ(Jo'H)'HVl(I)le—!!HszJo'*"I)e—l¢H¢dT)1 {4.31)

-0

puesto que al desarrollar ¢l primer binemeo.

ok}

L
|e-|LH€¢+ %f e MEmT VT 20U AL, ()| =0t G20t D) it H g (4.32)
-0
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obtendremos potencias menores o iguales a 2(s,+7). El término (e~"t# ¢$)20+2} de dicho desarrollo, al ser multiplicado
por e~ *Hep, de otro binomio de (4.31) nos dard el primer término principal de (4.27) cuando 7 = 1 (lo que concuerda
con la obtencion de la ecnacién (4.30) cuando w = e~ ¥ eg).

Los demds términos del desarrollo de (4.32) al ser multiplicados por el segundo binomic de (4.31) nos dardn tnicamente
términos correctores. Esto se sigue del siguiente razonamiento:

Tomemos el término del desarrollo del binomio (4.32) (e *H¢)2U-tD—1 v luego multlipiquémoslo por:

1t ]
("T f e—s(t—r)Hez{Jo+1}+1V1(z)le—ztﬂ¢|2(1¢+1)e-:tﬁ¢d1_)’
-0
con ello obtendremos el siguiente resultado:

1t .
|(e—:tHE¢)2(J.,+).)—1(_§ f e—i(t-—f)HEZ(Ja+1)+IV1(z)|e—1sﬂ¢12(_1,+1)e—=tH¢dT)l -

64(.1o+1)|(e—ieH¢)2(ja+1)—;{% f‘ e-,(g—f)HVl(z)|e—A:H¢lz(3,+1)e—=tH¢dT)| (4.33)
—oa

Que puede observarse se trata de un término con una potencia en € més grande que la del principal cuando j =1 (la
potenciz de e que corresponde en este caso es 2(j, + 1) + 1, como puede verse en (4.27)).
Podemos concluir que no existe término correctivo para el caso j = 1, por lo que @ = 0 {en todo caso este término
pertenecerd a algiin término correctivo, de orden superier). Notemos ademds que dicho (4.33) depende de ¢ ¥ V1, lo
que nos dice que los términos correctores @, con 7 > 1 podrin depender de {4.33).
Para el caso siguiente (7 = 2) el término mds simple le pasard algo parecido y al compararlo con el término principal
en el caso j = 2 se observard que la potencia obtenida serd mayor que la del término principal y por tanto el término
obtenido pertenecerd a un correctivo de orden mayor (el término correctivo al que pertencezan estard determinado
por el valor de j,}, que tinicamente depende de 1] o V; (o ambas).
En conclusién los términos correctivos I, dependerdn siempre de partes que involucren a términos con ¢ y V; con
J < n, que es lo que se pide en el Lema 4.4

Lo que sigue es Ja demostracién de la ecuacién (4.28). Para ello primero se tiene que ver que la integral:

¢s decir, es finita.
Dado que como consecuencia del Teorema de Sobolev (1.3.7) se tiene que:

|£e—:t!f¢£| < Cqﬂe_ltH‘#’“Wz.: < Celldliw,.z

Para una constante Cp, 2 £ ¢ < 00.
Para ello consideraremos dos casos, el primero serd para |¢| < 1, de modo que

- 2070+} i .
[t faslengpurini L [ geutgen) < [ achaint s
fr<1 Il it

Luego se considera el caso en [¢| > 1 observando ademds que, 2(3, + 7+ 1) > {p+1):

~atH g1 2o —stH 420 —(pH8))
f‘|>1dtfdx|e o) Getatd) _/I;pldtfdzle wH g Gatar1)-(o+ )Ie -.m¢|(p+l) <

L 1P
/ dt[ie_'tff¢fli(3:+'7+l)—(p+l)|e_“”¢|“’+” < Cf -ath"b“i:-il < [ _.._‘_+_ <
21 kit iz e

La dltima desigualdad se basa en el hecho que $(p — 1) > 1 puesto que 3.56 = p < p. Por todo esto se puede ver que
Jdt [ dz|e~tH g0t o0,
Una vez establecido esto se procede a definir €} sigwente operador anto-adjunte en L?

Hy = H, + W(x)
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con: : .
£
Wil(z) = XQVB(X +4£).

Puesto que H no tiene eigenvalores, entonces Hy tampoco tiene eigenvalores, esto es My > 0. También se puede ver
que se puede establecer la siguiente equivalencia de normas 7:

Clldlbw,, < IKHx + Déllez < Caliglln» {4.34)

Dado que N{(V3) = +N(V,) para X > 1 entonces se pueden fijar las C1,C; para toda A > 1. Definamos { = 3%t y
E=Mz—4).
Podemos notar, adetmnds, que se cumple lo siguiente.

e ¥ g(3) = e g (1), {4.35)

elto se puede ver si se plantea, el signiente problema. Consideremos 2 siguiente ecuacidn:

2'22 = Hyv

bt
v(0,2) = ¢

Se puede observar que #(%, %) = et 5(3) es solucién de la ecuacién antes planteada. Y ademds se puede ver que
ul(t,z) = e~*H ¢, () también lo es, puesto que:
N O un 1 —itH
1a—£u(t, T}= v g () = ﬁ{_'ﬂ’ + V(e g (x)
= [—Az + Wkt ) = Hhult, o)

Dado que u(0, ) = ¢{A{z — £)) = ¢(Z) entonces se tiene que v = @ y el resultado estd demostrado.
El resultado:
L=X f [ dtdaV, (z)|e Y gy [Ploi+D) = f f dEdEV, (3 + &)™ w47+, (4.36)

es inmediato del cambio de variable £:= Xt y % := Az — £).

Para ver los siguientes resultados debemos de mencionar el siguiente teorema:

Teorema 4.4.1 2

Sean A, y A dos operadores autoadjuntos, entonces si (I — An)™+ = (k] — A)7" en la topologfa fuerte (ecuacién
(2.2.8)), donde & es elemento del conjunto resolvente de A, ? y ademds f es una fupcidn continua y acotada en R
entonces, f{4,) — f(4) = 0.

Dado que las normas {{uflyw, , ¥ |[(I + He)ullz: son equivalentes y se tiene (4.34) entonces:

(I - H;\)_l - {I - HQ)—I
en la topologra fuerte de Wh s y por tanto como f(z) : e~ "= es una funcidn continua y acotada en R se tiene que:
- T —wHs g — o—itHo
5 J‘ll.nroaoe p=e [ (4.37)
donde el limite existe en la topologfa fuerte de W; o.
Ademds por e} teorema de encajamiento de Sobolev, (1.3.7), se tiene que dicho limite existe también en la topologia
de £9,2 < ¢ < oo, ¥y mas alin:
e~ gllie < Colidllmaa, 2S¢ <00, AR, (4.38)

de esta forma, utilizando la estimacion {4.14) y el resultado (4.35) se obtiene que:

7[6) Teoremn 2.7.1

8[4] Vol.i Teorema VIIL 20 p 286

9Sea T . X — Y. un operador hneal acotado, con X, Y espacios normados ineales Se dice que x ¢ € ey elemento del conzunto resalvente
de un operador T mi (7 = T1*! vs una biyeccin con inversa acotada, Al operador (af — T st lo conoce como ol resofvente de 7 en A
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1|3_“H"¢'||Lp+1 = )\||e"‘H¢,\HL,H < Ctd(p-!-l) A||¢xi|”:1_,_ = Ctd(pﬂ) ”¢”p’+l’ (4.39)

on d = L2221

T
os resultados {4.36)-(4.39) y el tecrema de convergencia dominada (1.2.2.5) sirven para poder calcular el limite .
Tim J\sf[dtdﬂ/}(m)le“’”q&,\lz{’"”“) = lim [[dfdf]/](f. ”f)|€'t£H"¢(i)|2{’°+"+1) -
Area Asvoo by

V}(i-)[/dtda:le“‘i‘g°¢|2(’°+-'+”,

otando que 2(jo +j+1) 2 p+ 1, que d{p + I} > 1 y que V, es continua. Por tanto la ecuacién (4.28) del articulo se
ample.

inalmente , corno tiltimo resultado se establece la forma de la reconstruccidn de las V., 7 = 1.2, ...,

orolario 4.5 1©

ajo las condiciones del Lema 4.4, el operador de dispersidn S, determina de manera tinica los potenciales V;,j =0,1. ..
n la demostracién que se menciona en €l articulo, la discusién se centra er la forma en que se reconstruird Sy,
or medio de S, una vez establecido ello se menciona que los coeficientes pueden ser recuperados por medio de las
cuaciones (4.27} y (4.28) . Para ver dicha reconstruccion se debe de observar que la ecuacién (4.27) uos define una
rie con potencias en ¢ ¥ por ello es posible calcular los coeficientes de dicha serie.

1 procese por el que se recuperan los coeficientes se sigue del siguiente razonamiento:

ea f(e) = 1o ko ¢*az una setie de potencias de e entonces podernos observar que:

M—lim[ak + i 7% a] = ay,
=0 o

£—|0 cte k=ko+1
=ko

i ahora se calcula:
i 108} = 85.€ ke

o0
= lim[a Z kg =a .
e limfax, 41 + k] = ai,41

k=k.+2
hora veamos para k =k, + 2:

lim £(e) — ag % —eFotlay 4y
m P

L=
— % Kk —2 —
= limfay 42+ k;ﬁé * o] = ok

endo asf, si se quiere obtener el coeficiente az, +n,n = 1,2, 3... de la serie se tendrd que cafcular el siguiente limite:

lim £l€) = 050 onpete™
bt ghotn

= Gkytn

)e este modo el primer coeficients de la serie definida en (4.27), no serd otra cosa que:

%f[dtdxvl (E) —It.ﬁr¢|2‘:]o+2) = lim ((Sv - I)(E(b)a ¢)L2 ,

u—m 20re+1)+1

) que nos permite introducirle en la ecuacién (4.48) y ello mismo nos permite conocer quien es 13(£). Una vez
onocido V) entonces se pueden conocer todos los términos correctores que tengan a V) que podran ser los términos
orrectores Qn,n = 2,3,.... De este modo a! calcular €l segundo coeficiente de la sene de potencias de ¢ que es
' [ dtdzVa{z)|e =" 9|22 +3) 4 @, se podr4 conocer la integral puesto que Qo se conoce, ya que, si existe, sélo depende
e V. De este modo se podrd obtener V3. Para los demds términos se proceders de manera andloga, y de esta forma
| procese de reconstruccién de las V; estd dado.

’ con esto damos por terminada la discusién. & ¢

19119] Corolane 1.5
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