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Introduccion

Los Modelos de Néron fueron propuestos por André Néron a principios de la
década de los 60’s (1960), con la intensidn de estudiar la estructura entera
de las variedades abelianas sobre campos numéricos. Desde entonces, en
Arntmética y Geometria Algebraica se ha aplicado la teorfa de los modelos
de Néron con gran éxito. Reclentemente, gracias al desarrollo de la Geometria
Aritmética, se ha reactivado el interés por saber més sobre los modelos de
Néron v profundizar en las bases de su construccidn.

En este trabajo explicaremos qué es un modelo de Néron para un caso
especial de variedades abelianas: las curvas elipticas. Aunque suponemos
que s¢ cuenta con cierto conocimiento de la teoria de esquemas y, en general,
de geometria algebraica; mencionaré las definiciones y resultados que serdn
ut:lizados,

De manera breve podemaos decir, sea 12 es un anillo de valuacidn discreta
con campo de fracciones K, y E/K es la curva eliptica dada por la ecuacidn

de Welerstrass
E: j..',tz + oy Ty + azy = 7+ (1.2.1"2 + a4% + ag,

donde cada ¢, € R. Sabemos que con esta ecuacion podemos definir un
esquema certado W< P4, donde ademis cada punto K-racional en B(K)
se puede extender a un punio en W{IK), es decir, a un seccidn Spec (R) —
1. También sabemos que en los puntos K-racionales de F, teneimnos una
estructura de grupo, misina que, como veremos en oste trabajo, se pucde
extender o un mapeo racional de W oxp W — W que, en general, no es un
morfismo, por lo que B no os slempre un grupe-csquenta. Sin embarpo, si
qurtamos todos los puntos smaulares en la fibra especial de B v Hamamos al
esaieima esultante WP entonees la ley de grupo se extiende a un morfismo

P2, 139 o 10 que convierte a ¥ en un grupe-esquema sobre IFL pero
I I RIg | 1
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cada punto en E(K) 1o se extiende necesariamente a an punto en IR,

Asi. un modelo de Néron para E /K es un esquema £/F que cample con
las propiedades de que cada punto en E{X) se extiende a un punto en £(R)
v la ley de grupo se extiende a un morfismo de £ xp & — £ que hace de &
un grapo-esquema sobre R

Er el primer capitulo damos un repasc de conceptos algebraicos tales
como anillos de Dedekind, anillos de valuacidrn discreta. completaciones v
extensiones ramificadas. Este material serd utilizado durante todo el trabajo.

Debido a que estamos trabajando con modelos de Néron para curvas
¢elipticas, el segundo capitulo lo dedicamos a dar un repaso general de las
mismas. Es importante mencionar que dentro del desarrollo de la tesis se
trabaja con propiedades de algunos esquemas que son andlogas a las que
tienen las curvas elipticas; tales como la estructura de grupo en sus puntos
racionales y las curvas obtenidas al reducir modulo .

En el capitulo tres trabajamos con esquemas. Definimos sus propiedades
generales v aquellas que serdn utilizadas més adelante. También centramos
nuestra atencion en una construceidén que serd de gran utilidad: el producto
fibrade. Este producto nos permitird dar el andlogo a la reduccitn modulo
7 para un esquema y extender la estructura de grupo a éstos.

Finalmente, en €l capitulo cuatro iniciamos trabajando con grupos alge-
braicos como preambulo a lo que definiremos como grupos esquemas. De-
spués estudiaremos a las superficies aritméticas, mismas que podemmos pensar
como una superficte formada de curvas. De esta manera podremos relacionar
directamente las propiedades que nos interesan de las curvas elipticas con las
de los esquemas. Esto nos permitird definir a los modelos de Néron y dar

algunas de sus caracteristicas.
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Capitulo 1
Campos locales

Eiste capitulo tiere por objetivo presentar ios conceptos bdsicos de la teoria
algebraica de nimeros que serdn utilizados durante el trabajo. Particular-
mente se estudian aquellos resultados que estan refacionados con los dominios
de Dedekind.

1.1 Dominios de Dedekind

Definicién 1.1.1. Un anillo R es de wvaluacidn discreta. si es un dominio
de ideales principales que tiene un dnico ideal primo M # 0 que es. por lo

tanto, maximal.

Como R es principal, el ideal M estd generado por un elemento 7, cs

deciv, M = 7 R que ¢s inico salve multiplicacion por unidades.

Definicién 1.1.2. Al clemento 7 € If que genera al ideal maximal M C R

lo llamamos pardmetro uniformazador de R.

Notemos que el clemento 7 es irreducible.
Tenemos que todos los ideales diferentes de cero en R son de la forma =™ 17
{[AMEO]) donde m ¢s un pardmetro uniformizador, por lo que cada clemento

™ ocon e € Ny ow una unidad, Al

& € B puede ser escrito como ¢ = w
entero m o llamamos la weluacidn o of orden de & ¥ lo denotamos pov wix).

Notemos que este niimero no depende de Lo cleecidén de 7,

Proposicion 1.1.3. Sca K of campo de fruecrones del aaflo de calvaecidn

diwereta Wy sea N fos wdades en W0 Se cumnplen les sigrecintes propredudes
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e bl mapeo v : K* — Z es suprayectivo,
* v(xy) = v(r) + v{y),
» vz +y) > min{v(z), v(y)}
Demostracion. Es inmediata de la definicidn. 1

Extendamos la definicidn de v a todo K haciendo v(0) = oc.

El conocimiento de 1z funcién v determina al anillo R, en efecto R = {x €
K:v{r) >0}y M= {z € K :v(z) > 0}. Con esto vemos que pudimos
haber inicjado definjende 2l mapeo v.

Ejemplo 1.1.4. 1. Sea K = Q. Tomemos un nimero primo p € Z fjo.
Cada z € Q se puede escribir de forma tnica como p*(r/s) donde
e,1,8 € Z v r,5 son primos con p. Definimos v, : @ — Z como
vp{T) = @ vp es una valuacién discreta en @ con anillo de valnacién el

anillo local Zg,).

2. Sea K(z) el campo de fracciones del anillo K[z]. Para f € Kfz] ir-
reducible, definimos vy : K(z)* — Z de manera andloga al parrafo
anterior. También v; es una valuacidn discreta de K(z} con anillo
de valnacién igual a K{z]is): la localizacién de K[z] respecto al ideal
generado por f.

Proposicion 1.1.5. Sea B un dominio local noetherieno de dimensidn uno,
M su ideal mézimo, k = R/M su campo residual. Las siguientes afirma-

ciones son eguivelentes:
1. R es un anillo de valuacién discreta.
2. R es enteramente cerrado’.
F. M es un ideal principal.

4. dimy (M/UM?®) =1 como k-espacio nectorial

1Un dominio es enteramente cerrado, si los elementos en su campo de fracciones que
son cero de un polinomio ménico con coeficientes en el anillo, son sdlo los elementos del
anillo (ver [AMEY]).
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3. Enste un elemento w € R tal gue cada wdeal no nule es de la forma
(7%} n >0,

Teorema 1.1.6. Sca R un anillo noetheriano de dimensién uno. Las sigu-

ientes afirmaciones son equivalentes:

1. R es enteramente cerrado.

[

Cada ideal primario en R es potencia de un primo.
3. Cada anillo local Ry (B # 0) es un anillo de valuacién discreta.

Definicién 1.1.7. Una anillo que satisface 1as condiciones del teorema an-

terior se denomina: domamio de Dedekind.

Corolario 1.1.8. En un domimo de Dedekind, cada ideal no nule itene una

factorizacion dnica como producto de ideales primos.

Ejemplo 1.1.9. Sea B un anillo de ideales principales, entonces R es noethe-
riano v de dimensidn uno Sea P # 0 un ideal primo en R, entonces también
Ry es noetheriano v de dimensién uno ya que R lo es Por la proposicion
1.1 5 Ly es de valuacién discreta (ya que también es de ideales principales);
usando ahora el Teorema 1.1 6. concluimos que R es dominio de Dedekind

Asi, todo dominio de ideales principales es de Dedekind.
Ejemplo 1.1.10. Elanillo Z de los niimeros enteros es un anilto de Dedekmd.

Definicidn 1.1.11. Un wdeql fraccional I de R es un subconjunto T C K
que es un f-modulo fimtamente penerado. Dewnos ¢ue I oes wvertible si

existe I ideal fraccionano tal que I.J7 = A,

Proposicién 1.1.12. En un dominio de Dedckmd R cade wdeal fraccionario

diferente de coro es mvertable.

Demostracidon. Do un dommo de valuacidn disereta, un ideal fraccional tiene
la forma 7™ donde n € 7, por lo que es mvertible  Ahors tomemos en

cuenta que localiwando, se cumple que
([.])'p:[p .];l; ([ |- Jr),u =" [I‘ f .][-: ([..j)pr(lrp'-]‘n)

swempie que S sea hintamente genetado, Ahorn, como para cada wdeal primo

£ el idead Tpoes bacaonanoe, concluimoes que ! es fiaccionano ([AAGON U]
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Corolario 1.1.13. Los ideales fraccionarios diferentes de cero de un do-

minio de Dedekind forman un grupo bajo le multiplicacion.

Definicién 1.1.14. Al grupo de ideales fraccionarios de un dominio de Dedekind
lo llamamos grupo ideal det anillo.

1.2 Completaciones

Sea K un campo con una valuacion discreta v y anillo de valuacidn R. Sia

es un namero real enire cero v uno, definimos
lz] == @) paraz#0 y|0|=0.
Tenemos que se cumplen las signientes férmulas:

|z-y| = |zl |y}
iz + y| < sup(|z, [y])

[z]=0siysflosiz=0
vemos que | | nos define un wvalor absoluto discreto (ver[Ser79])

Definicién 1.2.1. Una sucesién {a,} de elementos en K es una sucesién de

Cauchi, st para cnalguier real positivo £ existe un niimero natural ¥ tal que
lem — a,| < £, para todos m,n > N.
Sabemos que lo anterior es equivalente a decir que limy, o |am — e =0

Definicidn 1.2.2. Decimos que una sucesion converge hacia a s1 lim,, ., |a—

@nj =10

Definicion 1.2.3. Un campo K es completo respecto al valor absoluto, si
toda sucesién de Cauchi converge en K. Un campo que &5 completo respecto

a un valor absoluto discreto es un campo local

Ahora mostraremos que todo campo con una valuacién discreta puede ser

encajado en un campo local.
Denotemos por C' al conjunto de todas las sucesiones de Cauchi de el-

ementos en K v por W al subconjunto de todas las sucesiones tales que
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fimlz,] = 0. Definamos suma y multiplicacién en C por las reglas tradi-
cionales:

{an} +{ba} ={an + b} {an}{bn} = {anbu]}.

Es facil ver que con estas operaciones C es un anillo conmutativo con unidad
1c = {1}.

Ahora veamos que W es un ideal de . En efecto, notemos que {y,} es
una sucesidn de Cauchi en K, entonces {|y.|} es de Cauchi en los reales R y
los términos |y, estdn acotados, por lo que lim |z,y,] = tim |z, |ly,|- Ahora
si.si {yn} € 10 ¥ {z,} € C tenemos que {z,y.} € W.

Definicidn 1.2.4. Definimos la completacién del campo K como el anillo
K.=cC/w.

Teorema 1.2.5. El anillo K es un campo completo respecto a un valor
absoluto discreto que ademas contiene encajado a X, v cuye valor absoluto
extiende al de K.

Demostracidn. Ver el libro [Jan96) 0

El encaje ¢ : K — K estd dado por z — {z}+W es decir, a z lo mandamos
a la clase de la sucesién constante, que es claramente de Cauchi. Para ver
eémo estd defimdo el valor absoluto en K, definamos {{z,} + Wlo := lim |z,,|
por le que |i{z)]p = lim |z| = |z| y asi vemos que este valor absoluto exticnde,
en efecto, al de K.

Ejemplo 1.2.6. Tomemos ¢l campo de los ndmeros racionales @ Definamos
el valor absoluto discreto dado por la valuacién discreta del ejemplo 77 al
que llamaremos valor abseluto p-ddico y al que denotaremos por | [, Mds

precisamente tomemos ¢ = 1/p para p un mimero primo fijo. Definimos
Lelp = ¢elr)
donde v,{x) = n st v = p*(a/fb) con @, b enteres prunos con p.

Definicidn 1.2.7, Definimos al canpo @, de los recionales p-ddicos comao

e completacon de @ respecto al valor absoluto p-ddica | ],
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Una manera alternativa de construir a @, es la siguiente: Para cada n > 1
sea 4, = Z/p"Z. Un clemento en A, define de manera natural un elemento

en A,_;. por lo que tenemos un homomorfismo
O Ap — An_y

que ¢s supravectivo ¥ cuyo kernel es p* 1A,

La sucesidén
= Ay Ay == Ay
forma un sistema proyectivo indexado por los enteros mavores que uno.

Definicién 1.2.8. El anille de los enteros p-ddicos Z,, es el limite proyectivo

del sistema (A, ¢n) recién definido.

Proposicion 1.2.8. Sea g, : Z, — A, el mapeo que asocia a cada entero

p-ddico, su n-€sima componente. La sucesidn de grupos abelianos
0-2,52,3 4,0
es ezacta.
Demosiracidn. Ver el libro [Ser73) o
Con esta proposicién vemos que podemos identificar Z,/p"Z, con Z/p"Z.

Definicién 1.2.10. Alternativamente definimos el campo de los racionales

p-adicos (), como el campo de fracciones del aniilo Z,,.

Este campo serd de gran utilidad en este trabajo y serd citado frecuente-

mente.

Ejemplo 1.2.11. El campo @, es un egjemplo de un campo local cuyo anillo

de valuacién es Z,. La valuacién estd dada por la propledad de que @, =

Zylp~ ] v de aqui que cada elemento z € (, puede ser escrito de forma Gnica
(salvo unidades) como z = p™u donde  es una unidad en Z, y entonces

vp(x) = .
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1.3 Extensiones Ramificadas

En esta scccién simplemente daremos algunas definicrones ¥ MencionarcInos
algunos resultados que seran de utilidad para la parte final del srabajo.

Sea K un campo y L una extension finita de A. Denotemos por [L:K]
al grado de la extension. Sea a un dominio noetheriano enteramente cerrado
tal que K es su campo de fracciones. Denotemos por B ala cerradura? entera
de A en L. Por las propiedades de la cerradura entera, tenemos que Lesel
campo de fracciones de B ([Lor96]}.

Supongamos (ue ademéas B es un A-médulo finitamente generado.
Proposicién 1.3.1. Si A es un domno de Dedekind, también lo es B.
Demostracion. Ver el libro de Atiyah [AM69]. O

En adelante supondremos que A es un dominio de Dedekind.

Definicién 1.3.2. Si Besun ideal primo de By si P = B A, decimos que
B duwde a Py escribimos B|P.

Notemos que esta definicion es equivalente a decir que B contiene al ideal
PB generado por F.

Definicién 1.3.3. Sea eg el exponente de B en la descomposicién de pB cn

ideales primos, ¢s decir

es = v PB), pB=][B*
5P
Al entero ep lo llamamos  induce de ramaficacaon de B en la extensiéon L/K.

Si B divide 2 P, el campo B/B cs una extension del campo A/P Como

B os finitamente generado sobre A, B/B es una extension finita de A/

Definicién 1.3.4. Al grado de extension

fo = \B/B AT

to Hamamos gredo de iesudio de B en Ly extension LK

AL eorrachina entera de L en L oo ol comuute de todos Jos clementos en I que som

Catens ~obie U Psre congunto Lot st Lambicn un antllo (ver [\,\1{3{1})
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Definicién 1.3.5. * Si Sélo hay un ideal primo B que divide a P v s

fs5 =1, decimos que L/K es totolmente ramificada en P.

* Sies =1y B/B es una extension separable® de A/P. decimos que
L/K es no ramificads en B.

e 5i L/K es no ramificada para todos los primos B que dividen a P,
decimos que L/K es no ramificada sobre P,

Para un estudio completo sobre el tema, se puede revisar el libro [Ser79].

*Una extensién algebraica L/K de Campos es separable, si el polinomio ménimo sobre
K de cada elemento en I no tiene factores irreducibles repetidos en el

anillo de polinomics
sobre K (ver Mor96}).




Capitulo 2
Curvas elipticas

Nuestro interés principal en este trabajo es estudiar a los modelos de Néron
para curvas elipticas 4, por lo que en este capitulo daremos un repaso general
de la teoria de las mismas. En particular se mencionaran las propiedades que
generalizaremos a esquemas v aquellas que nos gustaria que cumplieran los
modelos de Neron. Asi, estudiaremos la estructura de grupo en los puntos

racionales y a las curvas que se obtienen al reducir médulo 7.

2.1 Curvas

Sea k un campo. El plano afin definido sobre & es ¢l conjunto A2 = k2. Si
tomamos un polinomio no constante f € k[z,y] tal que no tenga factores
repetidos en k[z, y] y tomamos un campo K O & (por lo que A2 < A%)
donde R puede ser tan grande como sc guste, podemoes definir una curva
afin Cf (= C si queda claro) sobie k, como el conjunto de ceros en AZ del
polinomio f y para cada campe F tal que k C £ C A definimos los puntes
E-racionales de Cf como:
Cy(F) = {(a,b) € A% . fa,b) = 0}.

La curva C es irreducible si f es ureducible, ¥ ¢s geométrnicamente {to-
talinente) irreducible, st f resulta irreducible en L. Ademias. come los poli-
nomios sobre un campo forman un amlile de factorizacién Grica, podenos
descomponer a f como ol producte f = fify--- fr de distintos polinemios

nreducibles v enlonees

A NN N e A
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con cada (', irreducible. Llamamos a las Cy, las componentes irreducibles
de C,

Definiendo de manera natural las derivadas parciales de un polinomio,
podemos dar el concepto de singularidad v de recta tangente: un punto
p = {a,b} € C es no singular si no es cero simultdneamente de las derivadas

parciales 8f/8z y 8f/8y. La linea tangente a C en p est4 dada por:

(g—g_)p (x—a)+ (g—g)p (y-b =0

La curva C es no singular si todos sus puntos en C(k} son no singulares. Un
punto o una curva que no €s no singular es, por lo tanto, singular.

Sea » = {a,b) € C(K). Podemos escribir a f como una suma de poli-
nomiocs en £ — a y = — b con coeficientes en K de la siguiente manera (la

expansion de Taylor de f):
f(xry) =fl(asw—a,yﬁvb)—}-fg(z-—a,y—b)+---+f,(:c—a,,y—b)

donde cada f; es un polinomio homogéneo en z —a y = - b de grado ¢ . El
punto p es no singular si, y sélo si, f; # 0, en cuyo caso la ecuacidn de la
recta tangente por pes f; = 0.

Si C es singular en p, decimos que p tiene multiplicidad m, st f = fo(r—
a,y — b)+ {términos de orden mayor}, donde f, #0ym > 1. Sim =2
decimos que p es un punto doble.

Si escribimos

Jmlz — 0,y — ) =HL?

donde cada L; es un polinomio lineal en x — e y £ — b con coeficientes en
E, decimos que las lineas L, = 0 son las Ifneas tangentes 2 C en p, v 15 la
multiplicidad de L;. El punto p es una singularided ordinaria si las lineas
tangentes son todas distintas, i.e, r; = 1; v decimos que un punto ordinaric
doble es un node. Un punto doble es una cidspide, si solo hay una lnea
tangente por este punto, i.e., si rp = 2.

Ahora estudiemos el caso proyective—Defipimes el-plano-proyeetivesobre———

k como

Py = {(z,v,2) € K : (z,,2) # 0}/ ~
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donde {x,y.2) ~ (&' ¢, 2") sl v sélo sl existe un ¢ € &' = & — {0} tal que
(2, 9,27 = (e, ey, ¢3). Escubimos {2y, €] para la clase de equivalencia de
(o, 9.2). Asi B2 = ([ 2ll( 0, 2) € K

Un polinomio homogéneo no constante F € kfz, y, 2] que no tenga facroies
repetidos en k[z,y. z] define una curva proyectiva plana Cp sobre & cuyos

puntos en cualquier campo I\ 2 k estdn dados por el subconjunto de P.):
Cr(K) = {[z,y,z2]|F(z,v,2) = 0}

Debido a que el polinemio es homogéneo, podemos notar que este conjun-
to estd bien definido. Llamaremos grads de la curva, al grado del polinomio
F (o el grado de f para el caso afin). De manera andloga al caso affn, la
curva es unién de curvas planas irreducibles.

Sean Uy = {fz.y,z] € Bilz # 0}, Uy = {[z,y,2) e Pily £ 0} v U; =
{lz,y, z] € P2|z # 0}; entonces tenemos que

IP?C=UQUU1UU2
v para una curva C = Cp
C=CUCiUC; donde C.=CnNU,

ademdés podemos identificar a Uy (de hecho a cada U7,) con ¢l plano afin via el
mapeo [1,y. z] — {z,v) (o el equivalente), por lo que decimos que el plano
proyectivo estd cublerto por plancs afines Mds adn, podemos identificar a

Co, €, C» con las curvas afines dadas por los polinomios
F(ly,z). Fla, Lz}, Pl u, 1)

respectivamente Con esto podemnos decit que la curva plana proyectiva Cp
cstd cubrerta por las tres curvas afines Cy, Cy, Cy aunque en algunos (asos
s6lo esta cubierta por dos de éstas {ver [Mil96]).

Consideremos que & s un campo perfecto, por ejemplo R = Z y &k =
y tomemos una curva afin Cr definida sobre & (lo que denotaremos por C/E)
y ademids tomemosla geométricamente irteducible. Si /7 es una extension de
Galows de kv f == 3 a0t € bl gl tenemos que stun punto (a. ) ¢ Cy,

entonees tambidn o{a,b) € O, donde 7 ¢ Gal(R/k} B clecto:

0—aflab)-n (Sﬂu,,,!‘:f;q . S—\u,;(m;]‘((ﬁb)i Sloa . nb)
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Por 1o que Gal(K/k) actia en C(K). M4s generalmente, si C;, Cs, ... son
curvas sobre k, entonces Gal(K/k) estabiliza al conjunte N;C,. por lo que
sl tomamos a f junto con sus derivadas parciales, Gal(K/k) estabiliza al
conjunto de puntos singulares de Cy. Andlogamente podemos trabajar con
curvas provectivas planas y obtendremos el mismo resultado.

Tenemos especial interés en estudiar a las curvas cibicas no singulares,
va que en ellas podemos definir una estructura de grupo sobre sus puntos.

Consideremos los siguientes lemas:

Lema 2.1.1. 5i C/k tiene un punto singular, entonces tiene uno en C(k),

y st C es una cubica, éste es el dnico punto singular.

Demosiracidn. Supongamos que p € C(E) donde E es una extensién de k.
Notemos que basta snponer que la curva es afin, va que la curva provectiva
esta cubierta por curvas afines. Consideremos elideal I =< f,8f/8z,8f/8y >.
Corno ideal de Efz,y], I = Iz #< 1 > ya que sus generadores tienen a p
como rafz, esto implica que el ideal I = I visto como ideal de |z, y] también
es diferente de <1 > ya que si

I =<1> = L= <l> = Ip = <1>.

Por 1o tanto, nsando el Nullstellensatz, tenemos que I también tiene un
cero en k; es decir, hay un punto singular ¢ en C(k) y, por lo tanto, en una
extensién finita de & que ademas la podemos suponer normal (se puede tomar
la cerradura normal) ¥y, por consecuencia, es de Galois. Para ver que el punto
g es el inico punto singular, supongamos que existe otro r, entonces la recta
gue une a estos dos puntos se intersecta con la curva en al menos 4 puntos
contando las multiplicidades, lo que contradice ¢l teorema de Bezout! Asi,
como el grupo de Galois Gal(E£/k) estabiliza a los puntos singulares, fija a g,
pero éste sélo fija a los puntos de &, conclulmos que g € C}. 0

'El teorema de Bezout dice que si CyyD, son curvas proyectivas de gradosm y n y
ademds asumimos que no tienen una componente en comun, entonces ellas se intersectan,

sobre E, en exactamente mn puntos contando multiplicidades; o bien

mn=ZI(p,Cf nD,)
o5

donde la suma es sobre todos los puntos en }1’%, y donde definimos I(p,Cr N D,) = 0 si
p ¢ CrNDy; yvsip € CpriDy entonces I{p,Cy 1 D,) es la multiplicidad de p en la
interseccidn, definida como el ntmero dimgklz, y]/{f. 4)-
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Con este lema y el teorema de Bezout, vemos que si € tiene un punto
singular, podemos parametrizar a los puntos de de la curva con las rectas

por el punto singular (posiblemente salvo un nimerc finito).

2.2 La ley de grupo

Ahora veamos que si C' es cibica no singular, podemos definir ura suma
sobre los puntos C(K). Nuestro objetivo es ilustrar esta suma v su manera
de operar, asi como saber que C(X) resuita un grupo. Sin embargo, para un
tratamiento mas delicado de este hecho, asi como para una demostracidn, se
pueden revisar los libros [Sil85], [Ful69] entre otros.

Tomemos dos puntos »,q € C(K). Por el teorema de Bezout, la linea que
une & p y ¢ intersecta en exactamente un punto mis a C que denotaremos
por pg y que también tiene coordenadas en K. Fijemos un punto 0 en C(K)

quien servira como origen. Definimos

p+q:= 0{pg),

es deair;, ¢l punto resultante de la suma entre p y g es el otro punto de
interseccidn de la recta por 0 ¥ por pg con €. Es necesario precisar algunos
casos particulares tales como: Sip = g entonces pp es el punto de interseccién
de la tangente por p con la ciibica; si la linea por p v ¢ es tangente a la curva

cn g, entonces pg = ¢; y sl p es un punto de inflexion, entonces vp = p.

Teorema 2.2.1. Tencmos que C(K), yunio con la suma anterer, forme un

grupo abeliano.

Aqui daremos una demostracion para el case £ = &£, Una demostracién
general se puede cncontaar en [Ful69)

Sea Cp una curva proyvectiva no singular sobre of campo k.

Definicion 2.2.2. El Grupo de dinsores Div(C) en € es el grapo abeliano
libre generado por los elementos de C{k). Fntonces un clemento de 1iv(C)

8 una sum. finita

D= Z ad. € F pe O

[l grado de 1y e Np

»
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pHQ

Figura 2.1: En esta figura se muestra cémo se suman dos puntos en una

cubica.

Tenemos un orden parcial en Div(C) de la siguiente manera:

Z”P[p} <> mylpl = > n, <> my paratodo p.

- - ep - [}
Sea ¢ un mapeo tacional en C. Por definicidén ¢ es un cociente ﬁ%%% de

dos pelinomios homogéneos del mismo grado, digamoes de grado m, y ademés
F no divide a H. Si ¢ # 0, podemnos suponer que F' tampoco divide a &,

Por el teorema de Bezout, tenemos gue:
(deg Fym =" I(p,CrNCs) = I{p,Cr N Chr).
B »

Definimos el divisor asociado a ¢ como:
divg =Y I(p,CrnCe)lp) — 3 I(p, Cr N Cy)[p].
» ®

Los p que aparecen en dive con coeficientes positivos son llamados ceros

y los que aparecen con coeficientes negativos polos. Notemos que dive tiene

grado cero, por lo que tiene el mismo ntimero de ceros que de polos contando
multiplicidades. También notemos que las {inicas funciones que no tienen ni

ceros ni polos son las constantes.
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Dado un divisor D, definimos
L(D) = {sldive + D > 0} L {0}.

De tal manera que si D = [p] + 2[g], entonces L{I}) estd formado por todos
los mapeos racionales que no tienen polos diferentes de p. g v que tienen a lo
mads un polo simple en p ¥ un polo doble en ¢. Cada L{D) es un k-espacio
vectorial de dimensién finita (ver signiente teorema) misma que denotaremos
por (D).

Teorema 2.2.3 (Riemann-Roch). Fziste un entero g tal que para todos

los divisores D
KDY >degD+ 1~ g,
con igualdad para deg D > 2g — 2.

Una demostracion de este famoso teorema se puede encontrar el el libro
de Fulton [Ful69)].

Definicién 2.2.4. Definrimos el génere de la curva C como el entero g del

teorema anterior.

Definicidn 2.2.5. Al divisor de un mapeo racional lo lamaremos principal
y al conjurnto de divisores principales de € lo denotamos P{C) Decimos que
dos divisores D, DY son linealmente eguivalentes D ~ D' g1 difieren por un

divisor principal.
Si denotamos por Div®(C) a los divisores de grado cero en €, tenemos
Div(C) 2 Div?(C) > P{C).
Definicién 2.2.6. Defimmos los grupos de Prcard
Pic(CY = Div{C)/ P{C) Pic!(€) = Div{C)/ P(C).

Consideremos una curva proyectiva de género 1. De acuerdo al teorema

de Riemann-Roch

I ccdeg 10 sllv SOloste dep 12001
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Proposicién 2.2.7. Sea C una curva proyectiva no singular de género 1, y
sea O € C(k) donde k =%. El mapeo

C(k) — Pic®(€), pr— [p] - [O)
es biyectivo.

Demostracidn. Definamos un inverso. Sea D un divisor de grado cero. En-
tonces D-+[0] tiene grado 1 ¥, por o tanto, existe un mapeo racional ¢, dnico
salvo multiplicacién por constantes. tal que dive + D + [0] > 0. Los dnicos
divisores mayores o igunales al divisor cero de grado uno, son los puntos. Es
decir, los de la forma [p]- Por lo que existe un punto bien definido p € C(k}
tal que D + [0] ~ [p], o bien, D ~ [p] — [0]. |

Esta biyeccién candnica nos dota a C(k) de una estructura de grupo
abeliano (con la suma &) que, ¢omo veremos en seguida, es la misma definida
anteriormente. En efecto, notemos que esta nueva estructura estd determi-

nada por la condicién:
p®g=s si,ysolosi, {p]+[g]=1{s]+10]

Supongamos que p+ ¢ = s (con la suma anterior). Sea I; la inea porpy g,
v Iy 1a linea por 0 y 5. Por la definicién de s sabemos que §; y I; tienen un
punto en comun r con . Si vemos a estas lineas como funciones lineales en
las variables z,y, z, ¥ hacemos ¢ = I Iz, entonces ¢ tiene ceros en p,¢,7 ¥

polos en 0, 5,7 v por lo tanto

éivg = [p]+{g] + [r] — [0] = [s] = [r] = [p] + [g] - [s] - [0]

con o que [p} + [g] ~ [0] + 5], ¥ 2 ® g = 5 segiin la nueva estructura.
Con esto nos queda ya una buena idea de cuél es la manera de demostrar
que, en general, C(K) es un grupo con la estructura inicial. S5i se quiere

revisar la demostracién completa, es recomendable revisar el libro de [Sil85].

2.3 Curvas elipticas

Befimicin--3-1—Pefni - oo : _

tiva C como el niimero:

Ry ==Y 5,
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donde d es el grado de . la suma es sobre todos los puntos singulares p ¢
Clk). v é, = mp(mpy—1}/2 si p es una singularidad ordinaria de mulsiplicidad

s

Definicidon 2.3.2. Sea K un campo. Una curve eliptrea sobre K es cualquiera

de las siguientes:

1. Una curva E sobre /i completa ¥ no singular de género 1 junto con un
punto 0 € C'(K).

2. Una curva proyectiva plana F de grado 3 junto con un punto 0 € E(K).

3. Una curva proyectiva no singular de la forma

yzz + arxye + a3yz2 =+ G2$2Z + &4I22 + a523.

Estas definiciones estdn relacionadas. En efecto, Sea E como en 3, en-
tonces E(K) contiene un punto candnico 0 = [0, 1,0}, y el par {E, () satisface
las otras dos definiciones: la 2 es inmediata v la 1 se sigue de la férmula para
el género geornétrico. 3i tomamos (F,0) como en I, se puede ver que existe
un isomorfismo de E sobre una curva como en 3 mandando O en [0,1,0] Si
(E,0) es como en 2, también es posible demostrar que hay un cambio de
varizbles que transforma £ cn una curva como en C v a 0 en [0,1,0] (ver
[51183)).

Definicidn 2.3.3. A la ccuacién
Eiyfs+ e ryz + agyz’ = ' + a2%2 + agws® + . (2.1}

que determina a la curva cliptica F, la llamamos la ecuacidon de Weicrsirass

de la curva.

Se demnestia que st una curva eliptica estd dada por dos ecuaciones del

tipo 2.1, entonces existe un cambio de coordenadas del tipo
. 2
a =t + g=wty sl

con w.ros b€ K v st 0 v s suponemos que la caracteristica del campo A

o8 diferente de 2 ¢ 3, podemos hacer el canshio de variables
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para eliminar al término xyz. ¥ un con un cambio més por

elimiraremos los términos 22 v y. Asi, finalmente llegaremos a una ecuacién

de la forma
E(a,b) :== ¢°z = 1* + azz® + b2, (2.2)

El siguiente teorema rmmestra la importancia de las ecuaciones del tipo

2.2. Una demostracién de estos hechos se puede encontrar en [Sil85].

Teorema 2.3.4. Asumamos que el campo K tiene caracteristica diferente
de2o 8.

o Lo curve E(a,b) ==z =2+ azz2 +b2® a,b€ K es no singular y,
por lo tanto, junto con el punito 0 = [0, 1,0] define una curva eliptica.

o Cada curva eliptice sobre K es isomorfa a una de la forma Ea,b).

o Dos curvas elipticas E(a,b) y E(d',¥) son isomorfas si, y sdlo si, existe
unc e K* tal quea’ = c*a, ¥’ = b y entonces el isomorfismo estd dado

por

[$1 y: Z:[ — [C2I: 033/: Z}‘

Respecto a la ley de grupo de una curva eliptica dada por E{a, b), pode-
mos decir que el punto al infinito es el elemento cero y que la lev de grupo

esta determinada por:
p+g+r=0 < pg,7 estin en la misma linea recta
y que

sip= [.’5, Y, z] entonces —p= [33, -4 Z]:

de donde vemos que un punto de orden dos (—p = p) es de la forma [z, 0, 1]
donde = es rafz del polinomio z° + ax + b.

Ahora estudiemos los morfismos entre curvas elipticas.
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-

Definicién 2.3.5. Scan E), v E, dos curvas elipticas. Una wsogenca entre
E; v E» es un morfismo (mapeo polinomial de curvag)

’§02E1 "'""‘)EQ

que satisface la condicién {0) = (0). Las curvas F; v L son isogeneas si

existe una isogenea no cero {Y(E;) # {0}) entre ellas.

El siguiente teorema muestra la importancia de las isogeneas ya gue mues-

tra que éstas conservan la estructura de grupo.
Teorema 2.3.6. Sea

By — By
una isogenea. Entonces

¥{p+q) = &(p) +¥(g) paratodop,g& E.

Demostracién. Ver [S1183]. O

Fijemos la siguiente notacidn que usaremos durante el resto del capitulo,
salvo especificacion.

Por K denotaremos un campo local respecto a la valuacidn v con anillo
de enteros R = {z € K : v(z) = 0}. Por M al ideal mdximo de R dado
por {z € K : v(z) > G}. Por = al pardmetro uniformizador de R, ie.,
M = zR. Finalmente denotarcmos por & al campo de residuos de R, es
decir, k= R/ M.

Ademds supondremos que la valuacidn cumple con que v{r) = 1.
Definicidén 2.3.7. Sea E/K una curva cliptica con ecuacidn de Weierstrass

yzz + ajxyz + aayz'“) =z 4 (1,2.'1222' -+ cq:r::‘! + a.c;z3.

Definimos el discriminante A de la curva eliptica como el pimero

A = —blby — 8b) — 2702 + Shybab,

donde
o
by = uf - luy,
by = day Faag
[ - n'z 1y,

o 3

'
{1y BRI {e i, ARSI Y ay
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Cuando la curva eliptica estd dada por una ecnacién de la forma
E % = 2% + axz® 4+ 025,
entonces A = —16(4a® + 276%) ([Sil83)).

Dada una curva, aunque no sea eliptica. podemos asociarle su discrim-
inante ([Sil85]). Sin embargo una curva es una curva eliptica si’y sélo si
A#Q

Sea F/K una curva eliptica con ecuacion de Weiersirass

ylz+ ayzyz + aayzt = 1% + 00x%z + agn2® + 0625,

2z, u"%y, 2] cada a; se transforma

Si hacemos la substitucidn [z, y, 2} — [u™
en uiae;, por lo que, si escogemos a u como una potencia suficientemente
grande de 7 tenemos gue podemos encontrar una ecuacién de Weierstrass
con todos los coeficientes en R y, por 1o tanto, v(A) > 0 y entonces podemos

escoger una ecuacién tal que v{A) sea lo més pequefio posible.

Definicién 2.3.8. Sea E/K una curva eliptica. Una ecuacién de Weier-
strass con las condiciones del parrafo anterior es llamada ecuacién minimal

de Weierstrass de la curva eliptica.
Teorema 2.3.9. Se cumple que:
e Cada curva eliptica tiene una ecuacién minimal de Welerstrass.

e Una ecuacién minimal de Weierstrass es 1nica salvo por cambio de

coordenadas

z=wa'+r y=uvd+tsalc+t z=2
conr,s,t€E Ryvue R

Ahora definamos una operacién de “reduccién médulo 7™ a la que de-

notaremos por una tilde. Asf por ejemplo, el mapeo natural de reduccién
B — R/xR =k es denotado por ¢ —3 £.
Teniendo una ecuacién minimal de Weierstrass para la curva eliptica

E/K, podemos reducir sus coeficientes médulo # para obtener una curva
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sobre k {que podria ser singular). A esta curva la denotaremos por E [kyla

llamaremos la reduccidn de F mddulo 7.
E yzz 4+ dyTyz + ﬁ3y32 = 2% + Garls + B4z + G5

Debido a que iniciamos con una ecuacion minimal, la ecuacién de E es tnica
salvo el cambio de coordenadas del teorema 2.3.9.

Sip € E(K), podemos encontrar coordenadas homogéneas de p = [z, Yo, 20}
donde cada zq,y9, 20 € R v donde al menos una es diferente de cerc. Defin-
imos el punte reducido § = [F¢. %, Zo] Que estd en E(k). Esto nos da un
mapeo de reduccién

E(K) — E(k)
D — P

Definicién 2.3.10. Sea E/K una curva eliptica y sea E su reduccién para

una ecuacién minimal. Decimos que:
e E tiene buena reduccidn (estable) sobre K, si E es no singular.
e E tiene reduccion multiphcatwa (semi estable) si E tienc un nodo.
o E tiene reduccion adibwa (inestable) s1 E tiene una cispide.

En los casos 2 y 3 también decimos que E tiene mala reduccidn.

Proposicién 2.3.11. Sea E/RK une curva cliptica con ecuacidn maamal de

Weiersirass
y"!z + a xyz + a3y:2 =2t + a-z:z:zz + (:.(;:r;:“Z -+ ag,:“.

E tiene buena reduccign s1 y sdlo st 0{A) =0 En este caso B es una curva

eliptica

Ejemplo 2.3.12. Sea ¢ > 5 un numere primo. La curva eliptica (en su

parte afin)
Foopt=at tgrt 41

tiene buena reduecidn sobre @, micnlras que



24

Curvas

elipticas

tiene reduccién multiplicativa sobre Q,

tiene reduccién aditiva sobre Q.




Capitulo 3
Esquemas

Con el objetivo de fijar notacién, iniciamos este capitulo con las primeras
definicicnes en la teorfa de esquemas. Después introduciremos una familia
de esquemas en la que estamos particularmente interesados: Los S-esquemas
o bien, los esquemas con base 5. Estudiaremos al producto fibrado, con-
struccidon que nos permitird dar las generalizaciones o las extensiones de las
propiedades de las curvas elipticas a algunos esquemas. Se znalizaran con-
ceptos tales como propiedad, suavidad y regularidad que son caracteristicas

necesarias para la teoria de los modelos de Néron

3.1 Espacios anillados y localmente anillados

Un espacio andiodo cs un espacie topeoldgico X junto con una gavilla de
anillos Oy

Decimos que (X, Ox) es lecalmente amllado si para todo = € X la fibra
@, cn z de la gavilla Ox es un amllo local Denotavemos por My su ideal
maximo y por k{z) al campo residual Oz /M.

Si U es un abierto de X denotaremos por (I Oy} al anillo de sceciones
dee Oy sobre U7 v para tedo v € U, f. € O, s o] germen de [ oen oo
Denotemos por f{z) ala unagen de £ en el campo residual k(x).

Un homomorfisimo de espacios anillados (X, Ox) v (Y, Oy es una pareja
(/. f#) dounde [ es una aplicacion contimua de X en ¥ ov donde [# e un mor-

fismo de gavillas de Oy en £,0O0), donde [0 denota T gas illa rieagen
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directa bajo f de Oy definida por
D(V, fu{Ox)} =T (fH{V), Ox).

Si ademds (X, Oy) y (¥, @y) son localmente anillados, pedimos que e}
homomorfismo inducido por f# sobre las fibras, Fi Of(z) — O sea local,
es decir que My, = (f#)71{AL).

Para simplificar la notacién, desde ahora denctaremos simplemente por

F al morfismo de espacios anillados (f, f¥).

3.2 Esquemas

Sea R un anillo. Construyamos un espacio anillado (Spec R, Ospec ) de la

siguiente manera:

» El conjunto asociado & Spec R es el conjunto de los ideales primos de

R.

» La topologia de Spec R, llamada topologia de Zarisk:, es definida por
sus cerrados: si p € SpecR v si f € R, denotamos por f {p) ala
imagen de f en el campo de residuos de B,. Asi, decir que f {(r)=0¢es
equivalente & que f € p. Decimos que F C Spec R es cerrado, si existe
un subconjunto M de R tal que F sea el conjunto de ceros de M, es
decir, F = V(M) :={p: f{p) =0V f € M} ={p: M C p}. De esto
tenemos que la familia de conjuntos de Ia forma

D(f):={p € SpecR!f(p) # 0} = {p € Spec R|f # p}

&s una base para los abiertos de Spec R.

Proposicidn 3.2.1. Se cumple lo siguiente:

1. D(f)=0 & f es nilpoienie.

2. Una familia de abiertos {D{f;)}ies es una cubierta de Spec R si y

solamente st el ideal generado por las f, es el total B. En particular
D(f) = Spec R si y sélo si f es une unidad.

& D(fIND(g)= D(fg). En particular D(f*)= D(f).
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4. D(g) C D{f)y siysolossg € ) (\V(f) es el deal radical del
ideal (f), es decir, lo interseccidn de todos los wdeales primos que
contienen a f ).

La demostracién de estos hechos es consecuencia directa de la defini-

c16n.

Observacién 3.2.2. Observemos que si D{f) C D(g), entonces pode-
mos escoger g de manera gue éste sea un miultiple de f. En efecto, por
la parte 4 de la proposicidn, tenemos que existe un entero n tal que
g® = ff' pero sabemos que D(g*) = D{g). Por otro lado, el abier-
to D{f) se identifica, junto con su topologia, con el espacio Spec By
{[Har770).

e Ahora construyamos la gavilla estructural de Spec R. Para eso, aso-
ciemos a cada abierto basico no vaclo D{f) el anillo ;. De la propiedad
1 v la observacién deducimos que si D{g) € D(f) tenemos un morfis-
mo candnico By — Ry = Rep = (Ry)pr v st D{f) = D{f"), entonces
R; se identifica candnicamente con Ry . Esta construccién la pode-
mos extender a una pregavilla en Spec R haciendo para cada abierto
U e8pec R

DU, Cspecr) = lim Ry
tnev
(ver [Har77] para los detalles). Sabemos que esta pregavilla es una
eavilla si v solamente s1 para todo recubrimiento de todo abierto D{f)
por los D(f f'} se tiene que la sucesidn signiente os exacta
00— RJ‘ E) H RH‘, i)H Rfflf_‘
T 4,2
donde 3(e), s la imagen candnica de g en Ryy = (Rply, v ¢(e,), es

la diferencia de las imdgenes candnicas de a, v a, en Ry g
Nutemos que para todo punto p € K, la fibra es el anillo local 1, ya que

C)Spv(' Rp = E{I‘l) R_{ = j?}'?'
féw

Notemos que con lo antenor

U(Spec RoOweow) A




28 Esquemas

Definicién 3.2.3. Un esquema afin cs un espacio anillado isomorfo al es-

pectro de un anillo.

Sea (X,Ox) un espacio localmente aniliado. Drecimos que éste ¢s un

esquema. st es localmente isomorfo a un esquema afin.

Proposicién 3.2.4. 5 (X, Ox) es un esquema y U es un ebierto de X,

(U, OxIL7Y es un esquema.
Demaostracidn. ver [Har77] O

Definicion 3.2.5. Un subesguema abierio de un esquema X es un esquema
U, cuvo espacio topoldgico es un abierto del espacio V. v cuya gavilla Oy
es isomorfa a la gavilla restriccién Oy de la gavilla estructuzal de X, Una
inmersién abierfa es un morfismo f : X — ¥ que induce ua isomorfismo

de X con un subesquema abierto de Y.

Definicién 3.2.6. Ura inmersidn cerrade es un morfismo f : X — Y de
esquemas tal que f induce un homeomorfismo del espacio topolégico X en un
conjunto cerrado del espacio topoidgico ¥ v que ademés ¢l morfismo inducido
Fii Oy — £.Ox de gavillas en Y sea suprayvectivo. Un subesquema cerrado
de X es una clase de eguivalencia de inmersiones cerradas, donde decimos
que f: X =Yy f: X' — Y son equivalentes si existe un isomorfismo
it X' > Xtalque ff=fou

Ejemplo 3.2.7. Si X es el esguema afin Spec A v V es Spec A/7 donde [
es un ideal de A, tenemos que €] morfismo candnico 4 — A/T induce un
morfismo de esquemas f : ¥ — X que es una inmersién cerrada. En efecto,
el mapeo f es un homeomorfismo entre ¥ v el cerrado V(I) ¢ X. El mapeo
de las gavillas es suprayectivo ya que el mapeo en los tallos, que son las
iocalizaciones de A v A/T respectivamente, es suprayectivo ([Har77]). Asi,
para cada ideal I C A teremos una estructura de esquema cerrado sobre
V' (I). Notemos que cada cerrado ¥ de X puede tener muchas estructuras de

esquema, al menos una para cada ideal 7 C A tal que V(J) = Y ¥ de hecho,

— —————cadaestractura de-subestpremacerrado proviens deun idest-(ver THar77)-

Ejemplo 3.2.8. Sea V' una variedad afin sobre el campo K, y sea W una

subvariedad cerrada. Tenemos que W estd en correspondencia con con un
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ideal primo P del anillo de coordenadas A de V. Sea X = Spec A el esquema
asociado a 17y ¥ = Spec A/ P el esquema asociado a 17, entonces ¥ es un

subesquema cerrado de X.
Ahora definamos a los esquemas espacic afin y proyectivo sobre un anillo.

Definicién 3.2.9. Sea R un anillo. Definimos el n-espacio affn sobre 2 A%
COMo

AL = Spec R[z1,29, ... , Zn)-

51 R = k donde k es un campo algebraicamente cerrado, vemos que los
puntos cerrados de A% estdn en correspondencia biyectiva con las n-adas de
elementos en k.

Para construir ¢l espacio proyectivo necesitamos introducir una manera
de crear nuevos esquemas: el pegado de esquemas.

Sea X; una familia de esquemas tales que para cada 7 #£ j tenemos un
ablerto U; € X, que es un esquema con la gavilla restriccidén. También
supongamos que tenemos un isomorfismo de esquemas &, : U,, —» U}, para
i# 7 tal que

¢y = ¢} v que para cada 4, §, k6, (U, NU) = Uy N U,
¥ que
o = Oy 0 by, o Uy MU

Construyamos el esquema X resuttante de pegar a los esquemas Y, de la
siguiente manera. Toniemos a .\ cotro la unién ajena de los X, médulo una
relacion de equivalencia

X=X/~
k4
donde z, € U, C X, estd relacionado con ¢, (z,) para todo § (si x, # Uy,
entonees lo relacionamoes consigo mismo). Sean 1, 1 X, = X los morfismos
canonicos. Tenemos que X os un ¢spacio topoldgico con la topologia coctente,
es deor, VO X es abierto s, y solo si, o, ](V) C X, vs abierto para todo @

Defimmos la gavilla en X como

POLOV T s T OO oy e 1Y Sy,
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Tenemos que Oy es una gavilla y que (X, Oy) es un espacio localmente
anillado. Més ain, como cada X; es un esquema, cada punto de X tiene
una vecindad que es afin, por lo que X también es un esquema ([Har77] o
[EH99]).

Ahora si podemos definir al espacio provectivo.

Sea § = Rlzg,1;,...2,] el anillo de polinomios en n + 1 variables con
coeficientes en el anillo B. Sea A; := [S(;,)]0 12 componente homogénea de

, grado cero del anillo focal Sy, es decir,

F(ﬂfo,ﬁ g---TLn - ~ -~
. {ﬁ“") | Fes homogeneo} = Rlyo, ¥15- - » Gis- - - Y]

donde ¢l ¢; indica que se estd suprimiendo la variable ;. Sea X; = Spec A,,

tenemos que el anillo
Aij = (AZ}I{/IJ

se identifica candnicamente con Aj;. Asi, tenemos que I]; = Spec 4;; se iden-
tifica candnicamente con Uj; = Spec A;; ademds, médulo una identificacidn

(inmersién abierta), podemos considerar a U; abierto de X;.

Definicidon 3.2.10. Definimos el n-espacio proyectivo sobre R, P} como el
esquema resultante de pegar por los U7,; a los esquemas X; definidos anteri-

ormente.
Alternativamente, podemos hacer la siguiente definicién.

Definicién 3.2.11. Sea R un anillo. Definimos el n-espacio proyectivo sobre

R, P; como
ProjR[zg, 22, ... ,Zn)

donde ProjR[zg, T2,... ,z,| denota al conjunto de todos los ideales primos

———— 7777~7vmwmmﬁivmmﬁz7 R -"ﬂ]-

Para ver la equivalencia v los detalles, revisar el libro de Hartshorne
{Har77] o el de Eisenbud-Harris [EH99]
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3.3 Propiedades basicas

Sea X = Spec R un esquema afin. Sea B un subconjunte de X. Definimos

la cerradura B de B, de manera tradicional. es decir,
?zﬂ{FC X :BCFyF escerrado} = V(B).
Asi, sl z,y € X tenemos que:

yemenSpecR = zCy en R

Proposicién 3.3.1. Un esquema es un espacro T-cero, es decwr, dedos dos
puntos distintos en un esquema X existe un abierto que sdlo contiene a uno

de estos puntos.

Demostracién. Si X = Spec R tenemos que sl y ¢ Eﬂ_}, entonces el abierto
X - m resuelve el problema. s1y € {_IF vIé& r{";}" entonces ct CyyyCx
por lo que z = y.

Si X no es afin, entonces existe un ebierto afin U que contiene a z. Si
y & U, el problema estd resuelto, pero st y € U, entonces pasamos al caso
anterior. O

Proposicidén 3.3.2. Un esquema afin X = Spec A es compacio.

Demostracidn. Sea (U,),er una cubierta abierta de X como cada U, cs com-
plemento de un cerrado, éstos estin definidos por conjuntos M, C A de la

siguicnte manera:

U={peX:3fedM, f(p)#0}.

Decir que los U, cubren Y es equivalente a decir que los conjuntos M, generan
al anillo A, por lo que existe un ndmero hnito de m; € M) tales que 1 =
Y m,a, v, por lo tanto, los U, asociados 4 estos m, € M, también cubren
. 0

Definicién 3.3.3. Decimos que un espacio topoldgico es irreducible, si no

puiede ser eserito como union de dos cerrados propios, es deeir,

A 2ol con 2w L eertados propios, entoneos £y 0 2. Ay
| 2 1 ; 1 :
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Ejemplo 3.3.4. La cerradura de un punto en un espacio topoldgico sicmpre

es un subespacio irreducible.

Sabemos que el conjunto de subconjuntos irreducibles de un espacio topoldgi-

co ordenado por inclusién tiene méximos.

Definicién 3.3.5. Los subrenjuntos irreducibles méximoes son llamados com-
ponentes irreducibles. Estas son cerradas ya que la cerradura de un irre-

ducible es nuevamente irreducible.

Proposicién 3.3.6. Un abierio no vacio de un espacio irreducible es irre-
ducible.

Demostracién. Sea X irreducible, U un abierto en X, v Z1, 2 cerrados de

X. Tenemos que

U={Zinyu(Znl).
de esto deducimos que

X={X-U)UuZUZ,.

Como X —U # X, X = Z; U Z>, de donde tenemos, sin pérdida de general-
idad, que X =Z, y U= FnU. [

Proposicién 3.3.7. Sea X = Spec R y sec Ang el cociente de A médulo su
nilradical. Pore que X sen wrreducible es necesario y suficiente que Apq sea

dominto entero.

Demostracién. Como también X = Spec Areq, tenemos que si Apg es dominio
entero, {0) es un ideal primo contznido en todos los otros ideales y, por lo
tanto, X = {0} v X es irreducible.

Reciprocamente, si A..q 10 es dominio, entonces existen a,b diferentes
de cero tales que ab = 0. Sean V(a} y V() los cerrados definidos por los
ideales (&) ¥ (b). Tememos que V(a) y V(b) son distintos de X ya que de lo
contrario V{a) = X implica que o es un elemento nilpotente y, por lo tanto,

igual a 0, pero

Vi) uV () =V{(a) N (b)) =o((a)(B)) =V(0) = X

v X no es irreducible. U
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De la demostracidn anterior. tenemos el siguicute corolario.

Corolario 3.3.8. Sea X un esquema. Todo subcongunto cevrado rrreducible
de X es la cerradure de un punto dnice laemedo punto genérico de este

subcongunto.

Demostracion. la unicidad se sigue del hecho que X es TO. Para demostrar
la existencia consideremos primero el caso afin. Sea X = Spec K v sea Z un
cerrado irreducible de X. Sea Z,.4y = Spec R/ el esquema reducido defimido
por Z, como Z es irreducible tenemos que /I es un dominio entero y, por
lo tanto, T es un ideal primo. Claramente tenemos que {1} = Z.

Para el caso general tomemos a Z un cerrado irreducible de X, vsea z €
Z. Por ser esquema existe un abierto afin U7 que contiene a . Tenemos que
Z NI es un abierto no vacio de un irreducible ¥, por lo tanto, es irreducible.
Por lo que Z NU = {y} para algin y. Bntonces Z = {y} U (Z ~ U) y, dado
que Z es irreducible, Z = {y1. ]

Ahora trabajaremos con una clase especial de esquemas a los que llamare-
mos noetherianos. La demostracion de las proposiciones referentes a éstos se
pueden encontrar en [Har77] o [EHS9].

Definicidn 3.3.9. Decimos que un csquema es noetheriano s1, v solamente
si, dste es la unidén finita de ablertos afines U, = Spec 4, donde cada A, es

noctheriano.

Proposicién 3.3.10. 5 X es un esqueme noetheriane, entonces ol cspacio
lopoldgico asocrado a X es un cspacio noetheriano, es decwr, toda cadena

descendente de cerrados de X es estucronanae.

Corolario 3.3.11. Toda famlia no vacia de cerrados de X tiene un elemen-

to manimal.

Proposicidon 3.3.12. 5t X es un esquema que pueds ser cubierlo por un
nimere findo de abiertos afines, entonees X es compacto Parlievlarmente

los csquemas noctherianos son compactos.

Proposicion 3.3.13. En un esquema noctheriang todo errrade bene sola-

miente wir o miinero finrio de eomponendes irredine ibles
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Teorema 3.3.14. Un esquema X es noetheriano si, v sdlo si, toda cadena

creciente de ideales de Oy es estacionaria.

Definicién 3.3.15. Un esquema X es reducido si para cada conjunto abierto

U, el anillo I'(U. Oy) no tiene nilpotentes.

Proposicidn 3.3.16. Un esquema X es reducido si, y sélo si, para todo
P &£ X el anillo local Ox p no tiene nilpotentes.

Notemos que dado un esquema (X, Ox) siempre podemos asociarto a un
esquema reducido tomando (X, (Ox }rea) tal como hicimos en la proposicién
3.3.7.

Definicién 3.3.17. Un esquema es entero si para cada abierto U C X, el
anillo (¥, @) es un dominio entero. ’

Proposicidn 3.3.18. Un esquema es entero si, y s6lo si, es reducido e ir-

reducible.

Definicién 3.3.19. Un morfismo f : X — Y de esquemas es localmente de
tipo finito si existe una cubierta para ¥ de ablertos afines V; = Spec B; tal
que para cada ¢, f~(V;) puede ser cubierto por abiertos afines Us; = Spec Aj;
donde cada A;; es una B,-4lgebra finitamente generada. Bl morfismo f es de
tipo finito st ademds cada f~1(V;} puede ser cubierto por un nimero finito
de los U;;.

Definicién 3.3.20. Un morfistno f : X —» Y es finito si existe una cubierta
para Y de abiertos afines V; = Spec B, tal que para cada ¢, f~!(V;) es afin
igual a Spec A,, donde A, es una B;-dlgebra que es finitamente generada como

By-maduto.

Ejemplo 3.3.21. Si V' es una variedad sobre un campo algebraicamente
cerrade k, entonces su esquema asociado W es un esquema noetheriano,

entero y de tipo finito sobre k.

Definicion 3.4.1. Fijemos a un esquema S. Un S-esquema es un esquema

X equipado de un morfismo X — 5. Un morfismo de S-esquemas, al que
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llamaremos S-morfismo, es un morfismoe X — Y tal que el diagrama

N—Y
S
es conmutativo. 31§ = Spec R, nos referiremos como R-esquema y K-

morfismo, en vez de Spec(R)-esquema v Spec{R)-morfismo.

Definicién 3.4.2. Sean X y T S-esquemas. El conjunto de puntos T-
valuados de X es ¢l conjunto

X(T) == Homg(T, X) = {5 — morfismes 7" — X}.

5i 8 = T diremos también que X(S) es el conjunto de seccisnes del S-
esquema X. Si § = Spec(&) diremos que son los puntos R-valuados y los
denotaremos por X (R).

Para ver ciia! es la analogia con los puntos K-racionales de una variedad,

veamos lo siguicnte:

Ejemplo 3.4.3. Sea K un campo v .S = Spec(K). Sea X/K un esque-
ma afin dado por las ccuaciones fi = fp = --- = f, = 0 con cada f, €

Kz, T2, ..., Tm). Entonces

X(5) = {I — motfismos Spec(K) = X}
, . Kz, za, ..., 2] }
= ¢{ K — homomorfismos de algebras ——2"nlo2 5 K
{ ! 5 (fl:f‘z----‘fn)
={P e A} (P)= fi(P)=-- = fu(P) =0}

asf vemos que X {A) es compatible con lo que son los puntos racionales de la
variedad definida por estos polinomios. Cabe mencionar que andlogamente
se puede ver que X(R) se puede identificar con las m-tuplas en 2™ que
satisfacen los polinomios fi, fo. .., f. € Rlry, 2o,

- 7-“:14}-

Definicién 3.4.4. Sea 5 un esquema, v sean X, Y dos S-esqitemnag, Defin-
imos ¢l producto filrade de N v Y sobre S, denotado por X x5 Y como un

csgtctaa junto con mofismos pr Va0 2 N v XY - Y que
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hacen conmutar el diagrama

X Xs}'

X‘y KY
AN

v que ademds cumple con la siguiente propiedad universal: para todo S-
esquema Z junto con morfismos f: Z — X y g: 7 — ¥ tal que hace

conmutativo al diagrama

z
YN
X Y ’
S
existe un Unico morfismo §: £ — X XgY tal que f =pyofyg=1pz 00,

es decir, el diagrama

9
Z T X xgY

r1 K
f g
X \ /Y
s
es conmutativo. Los morfismos py ¥y p2 son Hamados las proyecciones del

producto fibrado en sus factores.

Teorema 3.4.5. Para cualesquiera dos S-esquemas, el producto fibrado X x5 ¥

existe y es iinico salvo isomorfismo.

Demostracion. Para el caso afin, veamos quesi X = Spec 4, ¥ =Spec B, S =
Spec R, entonces A v B son R-dlgebras. Aseguramos que Spec(A &p B) es

el producto fibrado de X v Y. En efecto, para un esquema 7, dar un mor-

fismo de Z a Spec(A Qg B) es lo mismo que dar un morfismo de anillos de
A®pB al(Z,0z), pero dar un homomorfismo de A ®p B en cualquier anillo

es equivalente a dar morfismos de A ¥ B a ese anillo induciendo el mismo
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homomorfismo en B. Con lo que dar un morfistno de Z a Spec(d @p B) os
equivalente a dar morfismos de Z a X v a Y, que 1esultan los morfismos de
Zen 5 As, Spec(d @z B) es el producto fibrado. El caso general se hace

pegando en las cartas afines (ver [Har77) para la demostracién completa). O

Podemos pensar que el producto fibrado X x5 Y es, en clerto sentido,
como ¢l conjunto de pares (¢.y) con la propiedad de que z y v tienen la

misma imagen en S, hecho que es verdad para la categoria de conjuntos.

Definicién 3.4.6. Sea f: ¥ — ¥ (X es un Y-esquema) un morfismo de
esquemas, y sea ¥ € ¥ un punto. Sea k(y) = Oy, /M, su campo de residuos
y sea k(y) — ¥ el morfismo natural. Definimos la fibra del morfismo f

sobre el punto y, como el esquema
Xy = X xy Speck(y) = X xy {y}

Notemos que X, es un esquema sobre k(y) cuyo espacio topoldgico es home-
omorfo a f~Hy) ((Har77]), por lo que ia definicion de la fibra concuerda con

nuestra intuicion.

Definicién 3.4.7. Sea R un anllo y P un ideal méximo de R. Sea X un

R-esquema. Definimos la reduccion médulo P del esquema X como:
./Yp =X Xn {P}:X XRR
Este es un esquema sobre R/P.

De acucrdo con la definicion anterior, vemos que si X os un esquema afin
definido por polinomios con coeficientes en R, entonces Xp os el esquema

sobre L2/ P definido por los mismos polinomios reducidos médule P.

Definicién 3.4.8. Sea IV un domino entero, y sea = (0) € Spec It ¢l punto
genérico de Spee B 81 X ¢s un R-esquema, definimos a la fibra genédrica de

X como
_\,’, =X X1
Fste es un esquema sobre ol eampo de fracciones A de R

Natemos que st A0 es un amllo de valuacion disereta con deal ndxuno P2,
entonees el -esquema X tene dos fibnas, la fibra pencnea N /K v su fibra

epreia! (o corrada) Ny donde 4 Ly
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Ejemplo 3.4.9. Sea X C P% un esquema dado por una sola ecuacién poli-

nomial
Flz,y,z)=0

con coeficientes en R. La fibra genérica X, C P% es la variedad definida por
la misma ecuacién F(x,y,z) = 0, y la fibra especial Xp C P2 es la variedad
definida por la ecuacion F(x, y, 2}, donde F se obtiene reduciendo médulo P

a los coeficientes del polinomio F.

Definicién 3.4.10. Sea X — 5 un S-esquerna. S5i en la definicién de pro-
ducto fibrado tomamos Z = X y f,g los morfismos identidad X — X

entonces obtenemos el morfismo diagonal

) ¥ X — X % 5 X )
esto es. dx es el 1inico morfismo hacia el producto fibrado con la propiedad
de que p; o dx ¥ p2 0 6x son la identidad.

Definicidén 3.4.11. Sea ¢ : X — Y un S-morfismo. Entonces la grifica de

1 es el dnico morfismo
by X — X xgY
tal que p 0 &y es la identidad en X v paody =1

Notemos que el morfismo diagonal es !a grafica del mapeo identidad X —
X.

Definicién 3.4.12. Tomando en cuenta que cada esquema S admite un
dAnico morfismo S — SpecZ, definimos el espacio afin y proyective sobre

5 como:
A=Az %z 8 v FPg:i=Fzxzs
La proyeccion en el segundo factor hace que estos espacios sean S-esquemas.

Notemos que si S5 = Spec R, entonces tenemos que A"(S5) = AL y que
P*(S) = L por lo que estas definiciones son compatibles con las definiciones

de espacio afin y proyectivo sobre un anillo.

Definicién 3.4.13. Sea X un S-esquema. Supongamos que tenemos un

morfismo 5’ —+ 5. Entonces el esquema X' := X xg & es un esquema
sobre 5'. Decimos que obtuvimos a X’ de X haciendo una eriensidn de base

5 = 5.
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3.5 Morfismos propios y separados
Para comenzar recordemos algunas definiciones de Algebra Conmmitativa.

Definicién 3.5.1. e La dimensidn de Krull de un anillo A es el entero
mas grande d tal que existe una cadena de ideales primnos distintos en

A, con la propiedad de que

FCPhC---CP;

e Un anillo local A con ideal méximo M es regular si la dimensidén de
M A es igual a la dimensién de Krull de A.

Intuitivamente M/AM? es ¢l espacio cotangente de Spec A en el punto
M, por lo que la regularidad de A nos dice que el punto M es no singular
en Spec A,

Definicién 3.5.2. La dimensiin de un punto P de un esquema X es la
dimensién de Krull del anillo local Ox p. Si cada punto cerrado P € X tiene

la misma dimensidn, decimos que ésta es la dimensiin de X.

Definicién 3.5.3. Un punto P en un esquema X ¢s regular {0 no singular)
si el anillo local Oy p es un anillo local regular. Un esquema X es regular (o

no singular) si cada punto de A es regular.

Proposicidon 3.5.4. Seca B un dominzo de Dedelnd. El esquema afin Spec IR

es regular de dimensidn uno

Demastracion. Por definicidn sabemos que en un dominio de Dedekind R
tiene dimensién uno (ver 11 6) ¥ que cada localizacién Rp es de valoracidn
discreta, por lo gque su ideal méximo My cs principal v, por lo tanto, el
By Mp-vspacio vectorial MM es de dimension uno, por lo que Ry es

regular 0

Ejcmplo 3.5.5. 51 Spee ff o5 regular, entonees los espacios A v Py son

CHGILCTILAS 1'(‘glll£!.l(‘h.

Ahora paseinos a revisar la propredad v suavidad de esguemas o sus or-

fistnos
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Definicién 3.5.6. Sea f: X — 1" un morfismo de esquemas. Decimos que
f es separado si el morfismo diagonal dy : X' — X xy- X es una inmersicn
cerrada. En este caso también decimos que X es separade sobre Y. Un

esquema X es separado si es separado sobre Spec Z.

Proposicién 3.5.7. e Sea V' una veriedad algebraica sobre un campo
algebraicamente cerrado k. S5i W es su esquema asociads entonces es

separado sobre k.

e 5i f: X — Y es un morfismo de esquemas afines, enionces f es

separado.

e Un morfismo [ X — Y es separadoe s4, y sélo si, la imagen del mapeo

diagonal es un cerrodo de X Xy X.
Demaostracién. Ver Hartshorne [Har77], pdgina 96. |

Ahora enunciemos el eriterio veluativo de separabilidad. La idea de éste
S que para que un esquema sea separado, éste no debe contener subesquemas
tales como curvas con puntos dobles, es decir, 81 € es una curva y P € C,
entonces un morfismo de C' — P a X debe admitir a lo mds un morfismo de

todo C a X que lo extienda.

Teorema 3.5.8 (Criterio valnativo de saparabilidad). Sea f: X = Y
un morfismo de esquemas, y supongamos que X es noetheriano. Entonces f
es separado si, v s6lo si, las siguientes condiciones se cumplen:

Para cada campo K con anillo de valuacidn R sean T = Spec R, U =
Spec K v 1 : U = T el morfismo inducido por la inclusién B € K. Dado un
morfismo T a ¥ v uno de U7 a X tales que hagan conmutativo al cuadro

U—X

bl

T'—Y

existe a lo més un morfismo de 7' 2 X que hace a todo el diagrama conmu-

tativo.

Demostracidn. [Har77][pagina 97). O
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Definicién 3.5.9. Un morfismo f : X — Y es cerrado. st la imagen de un
subconjunto cerrado es cerrado. f es wnwersalmente cerrado, s1 os cerrado
v para eada morfismo Y — Y el morfismo ' @ N — 7. obtenido por

extensidn de base, es también cerrado.

Definicién 3.5.10. Un morfismo f : X — Y es propio si es separado. de

tipo finito y universalmente cerrado.

Ejemplo 3.5.11. Sea k un campo y sea X = Spec k[z] la linea afin sobre £,
entonces X es separado y de tipo finito sobre k&, pero no es propio scbre k.
En efecto, si tomamos la extension de base X — Spec k, entences el mapeo
X %z X -+ X esla proyeccién del plano afin sobre la linea afin. que en general
no ¢s cerrado. Por ejemplo, la hipérbola dada por la ecuacidn xy = 1 es un
cerrado del plano, pero su proyeccién a la linea afin consiste en toda la linea

menos el origen, que no es un cerrado.

Intuitivamente un morfismo de esquemas X — S es propio si todas sus
fibras son completas y separadas. Es el andlogo algebraico de la propiedad
de Hausdorfl. Esencialmente esto significa que a las fibras de X — S no les

falta ningldn punto ¥ que no tienen muchos puntos.

Teorema 3.5.12 (Criterio valuativo para propiedad). Sea ¢ : X — S5
un morfisme de tipo finite de esquemas nocthenianos. El mapeo ¢ es propio
81, y $0lo si, para cada amllo de valuacidn discreta B con campo de fracciones

Ky para cada cuadrado conmutativo de morfismos

Speck — X
e
Spe¢ B —- 5,
existe un morfisino inico Spec B —+ X que hace a todo el diagrama conmu-
tativo.
Demostracin. [HarT7)|pigina 101] 3

Notemos que s1 2 os un anllo de valuacion disereta con campo de frac-
aones A, enlonves Spee f1es un anillo 1egular de dimension uno (caso partice-
ulat de 3.5.44), v Spec A es Spec /2 conun punto certado removido Entonces

podetnos mterpretar a Spec A como una curve con un panto removido,
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Ejemplo 3.5.13. Supongamos que tenemos una curva ¢’ v un punto v € C.

También supongamos que tenemos el siguiente diagrama conmutativo

c—I—~5

51 X — & es un morfismo propio, entonces la fibra de X sobre f(v) es
separada y completa {universalmente cerrada), por lo que deberia haber una

finica manera de extender 7 2 todo C por el criterio anterior.

Una coleccidn importante de S-esquemas propios son 10s esquemas proyec-

tivos sobre S, como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 3.5.14. Sea S un esquema noetheriano, y sea X C P% un subesque-
ma cerrado del espacio proyectivo sobre 5. Entonces X es propio sobre S,
en particular I} es propio sobre 5.

Demostracidn. Ver [Har77]. i

Definicidn 3.5.15. Sea ¢ : X — S un morfismo de tipo finito, sea s € X,
v 5= ¢(z) € S. El mapeo ¢ es suave de dimension relativa r en el punto z,
si existen abiertos afines

sE€SpecRCS yv zeSpecACX

con

R[t17 t21 ] in+r]
(f13f21 ... 7fn)

tales que los menores de n x n de la matriz jacobiana (8f,/8%,) generen a

A= para algunos fi, fz, ... . fu € Rt1, %2, - -« 1 fnar]

todo A como ideal. Decimos que ¢ es suave (0 que X es suave sobre Y) si
es suave en todos los puntos de X. Un morfismo que es suave de dimensién

relativa igual a cero, lo llamamos morfismo étale.

Para nuestros propésitos, los ejemplos mis importantes de morfismos

suaves serdn cuando X es un esquems Suave sobre un anillo de valuacién

discreta o sobre un anillo de Dedekind R. En esta situacidn, la condicidn de
que X sea suave sobre R es esencialmente equivalente a la afirmacion de que

sus fibras sean no singulares v que tengan la misma dimensién.
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Teorema 3.5.16. Sea R un anillo de valuacién discreta con campo de co-
cientes K, campo de residuos k e ideal méximo P. Sea X un R-esquema
entero de tipo finito sobre It cuya fibra genérica X, /K es no vacia. Entonces

X es suave si, v s6lo si, X,(K) ¥y Xp(k) no tienen puntos singulares.
Demostracién. Ver [Sil94]. 0

Hay muchas propiedades de los morfismos, tales como propiedad, sep-
arabilidad, suavidad, que se preservan bajo composiciones. Nosotros solo
usaremos el siguiente:

Proposicién 3.5.17. Si¢: X - Y y 1 : Y = Z son morfismos suaves,

entonces lg composicion Yo ¢ : X = Y es un morfismo suave.
Demaostracién. Ver [Har77] O

Intuitivamente un morfismo de esquemas X — 5 es suave si todas sus
fibras son no singulares, o, por decirlo de otra manera, X es una familia de
esquemas regulares.

Para ilustrar todo lo anterior estudiemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.5.18. Sea R un anillo de valuacidn discreta, y sea 7 €l pardmetro
uniformizador de A. Asumamos que 2,3 € R*. Sea ¢ € R. Definamos un

esquema X ¢ P2 or la ecuacidn
i rP
X y2z = 2% + g%

Aseguramos que X os regular si, ¥ sélo si, 7% no divide a2 a. En efecto,

pata checar la regulandad de X, basta checar que X es regular en los puntos
singulares de sus fibras X, y Xp (recordar que suavidad implica regularidad).
La fibra geuénica X, es la curva eliptica definida por la ecuacién y2z = 2°+az®
que es una curva eliptica y, por lo tanto, no tienc puntos sigulares. En la
fibra especial Xp el dnico punto que puede ser stngular es {0,0,17 {es decir,
en ol primeo ¢ = (m, 2,9, 2 — 1)), pero dste sélo es singular st « divide a a,
asf que s1 1 no divide a o, X s regalar.

Sapougamos pues que @ € M = 7. Como ¢l punto v no estd en el
certado determinado por 2 = 0, y temando en cuenta gue o regularidad es
una propicdad local, pudemos deshomogenizar respecto a z, os decir, hacemos

=~ 1 Tenemos que el ideal maximo AL del anillo loca O esta penerade por
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las imdgenes correspondientes de x,y v 7 en (,, es decir, M, estd generado

por x.y. 7 ¥ éstas estdn relacionadas por

y2 =2 +a.
Si 7% no divide a a, entonces @ = 7u donde © s una unidad v. entonces, o es

otro pardmetro uniformizador de R, por lo que
TeaR= (- )RC M2,

de donde z,y generan a M, /M2, lo que implica que O, es regular.

Conversamente, si 7” divide a a, entonces ninguno de z.y, 7 estd en M?
v, de hecho, M, /Mf, no puede ser generado por menos de tres elementos,
por lo que &, no es regular.

Siguiendo con el mismo ejemplo, notemos que X es propic sobre R, ya
que es un subesquema cerrado de P%, ya vimos que si 7 divide a @, entonces
la fibra especial Xp/k es singular, v entonces X no es suave ¥ su punto
singular es . Sea X® := X — v el esquema obtenido por remaver v de X.
Esto hace a la fibra especial X3 no singular, por lo que X° es un esquema
suave sobre R, sin embargo, quitando al purto v se destruve la completés de
la fibra especial, ¥ siguiendo la definicién intuitiva de propiedad, vemos que
X no es propio sobre R. Sin embargo, més adelante probaremos que los
puntos R-valuados son iguales, es decir X°(R) = X(R), lo que resultara de
gran lmportancia en nuestro estudio.




Capitulo 4

Modelos de Neron

Un modelo de Néron para una curva eliptica es un esquema que, en clerto
sentido, recupera la estructura de grupo de la curva. Ademds cada punto
racional se extiende a un punto R-valuado del esquema. En este capitulo
utilizamos todo el material antes estudiado para definir con precision a los

modelos de Néron v estudiar algunas de sus caracteristicas.

4.1 Grupos algebraicos

Esta scccion es un preambale a lo que llamaremos grupos ¢squemas y mostraremos
que las curvas elipticas son un caso particular de los mismos. Mostraremos
también algunos hechos importantes, sin embargo, no prefundizaremos de-

masiado ya que no es nuestro objetivo fundamental en el trabajo.

Definicién 4.1.1. Un grupo algebraico es una variedad algebraica &y dos

moLfismos
pu GxG -G y :G—G
tales que satisfacen las siguientes propicdades.
. Hay un punto 0 € & al que p(20) = p(0, ) = P para todo P ¢ G.
2P = p((P).P)=0paratodo P e G

oo Pop(Q0R)Y = a(p{ o) 1.

Dyecnios que € os conmntatng s1ademy satisfaer
!
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4. p(P,Q) = p(Q, P).

Una grupo algebraico G esté definido sobre K si la variedad & estd defini-
da sobre K, los morfismos u ¢ £ estdn definidos sobre K y 0 € G(X).

Ejemplo 4.1.2. Una curva eliptica es un grupo algebraico.

Definicién 4.1.3. El grupe aditive G, y el grupo multiplicative Gy, son los

grupos algebraicos conmutativos
G, 2A vy Gp={zcA:x#0}

las leyes de grupo estdn dadas por la suma y la multiplicacién respectivas.
Notemos que el grupo multiplicativo, aunque no es exactamente una var-

iedad, st es regular o isomorfa a la variedad dada por zy —1 = 0.

Definicién 4.1.4. Un homomerfismo de grupos algebraicos ¥ : G — H es
un morfismo de variedades tal que también es un homomorfisme de grupos.

Ejemplo 4.1.5. Una isogenea v : By — E5 entre dos curvas elipticas, es

un morfismo de gmpos algebraicos.

Proposicidn 4.1.6. Sea G un grupo algebroico definido sobre el campo K.
EI conjunto de puntos K-racioneles G(K) es un subgrupo de G.

Demostracidon. Se sigue de la definicidn. |

Definicidon 4.1.7. Sea G un grupoe algebraico. A la componente conexa de
(7 que contiene al elemento identidad 0, la lamamos componente identidad

v la denotaremos por G°. Al grupo cociente G/G?
Proposicién 4.1.8. Sea G un grupo algebraico.
1. G es una variedad no singular

2. Cada componente conese de G_es drreducible

5. La componente coneza de G que contiene a la ideniided, es un subgrupo

normal de G de indice finito.
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Demostracion 1. Hay un abierto de Zariski U < G tal que es no singular.
Para cada P € G sea ip . G — ( la translacidn por P, es decir,
tp(Q) = w{P, Q). Notemos que { es un isomorfismo de G con él mismo.
Tenemos que G lo podemos cubrir, entonces, por abiertos no singulares

1,{U), p € G, por lo que G es no singular.

2. Supongamos que G = Z; U Z; con Z; cerrado. Como & es conexo
tenemos que 2, N2y # @, pero todo p € Z; N Z; # O es singular, lo que

contradice la parte 1.

3. Sabernos que una variedad sélo tiene un ndmero finito de componentes
irreducibles por lo que también tiene sélo un atmero finito de compo-
nentes conexas: G°, G}, ..., G" donde GP es la componente conexa que
contiene al 0. Sea P € G% dado que t, es un isomorfismo, ¢, manda

componentes conexas en componentes conexas, por lo que
tp(G") =G? paraalgin 7,

pero P = tp(0) € G7 porlo que P € G NG’ vy como & es no sin-
gular G% = G7, esto significa que u(P, Q) € G° para todo P,Q € G°,
similarmente {(G®) = G° por lo que G® es un subgrupo.

Ahora mostraremos que s normal. Fijemos un punto @ € G y consid-

eremos ¢l mapeo conjugacidn por @, es decir,
P(P) = p(u(2), n(P, Q)

Tenemos que ¢ s un automorfismo de G, por lo que también permuta
las componentes de G. Mds ain, $(0) = 0 por lo que ¢(G®) = G lo que
demuestra que GV es un sabgrupo normal. Para ver que tiene indice

finito, cscojamos nn ) € &7 para cada 3 y definamos los mapeos

&, G

y G b (P) = p(P (1)),

que, pot un argmento attlogo o los anteriores, Lambién permuta com-
ponentes en Gy salisface 4, (1) = 0, por lo que concluimos que
¢, (G5) = GO Untonees [, /3., .., meluye un Juego completo de

tepresentantes de las calases de G/GY por lo gue G¥ nene indiee hatto
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Para terminar enunciemos un importante teorema que nos dice quicnes
son 1os grupos algebraicos de dimensién uno. Para ver la demostracidn ver
el Iibro de Silverman [Sil94].

Teorema 4.1.9. Sea G un grupo algebraico conexo de dimensién uno defini-
da sobre un campo algebraicamente cerrado. Entonces tenemos que G =2 G,

o G 2 G, o bien, G es una curva eliptica.

4.2 Esquemas grupo

Un grupo esquema sobre S es un S-esquema & cuyas fibras forman una fa-
milia de grupos, lo que significa que scmos capaces de multiplicar dos puntos
que vivan en la misma fbra. Ademés esta multiplicacidn debe ser lo suficien-
temente apropiada para ser compatible con el producto fibrado G x5 G.

Definicién 4.2.1. Sea S un esquema. Un esquema grupo sobre S es un

S-esquema & — S y S-morfismos
gy: 88— @, §:G—G, u:GxsG— G,
tales que los siguientes diagramas son conmmtativos:

¢ Identidad

GXsG' GX[,‘G
=7 =)
SxsG o G SxsG ) &
¢ Inverso

CxsG s O xs G

se] s

GX_gG 1 GXSG

o Js

G G G G
5 5
e Asociatividad
GXg GX5G G X7
1“‘“ 1
Gxg@G G
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Sea R un anillo de valuacién discreta con ideal maximal PP v campo de
fracciones K. Sea F/K una curva eliptica con buena reduceidn madulo P.

Tomernos una cenacidn minimal de Welerstrass para E.
: 3 : 2
E: 3;22 + @y + n3y32 = 2% 4 02”2 + aars® + gt

Entonces los coeficientes estdn en R, por lo que podemos usar esta ecuacién
para defirir un esquema & C P?(&). El hecho de que F tenga buena reduc-
cién implica que el esquema £ es suave sobre B, ya que buena reduccién es
equivalente al hecho de que la fibra especial £p de un curva sea suave sobre
el campo de residucs RB/P.

La ley de suma en F estd dada por funciones racionales con coeficientes

en R, por lo que induce un mapeo racional
piExg€é —£.

Sabemos que la ley de suma en F (la fibra genérica) estd dada por un mor-
fismo. M4ds adelante probaremos que también p resulta un morfisreo de
esquemas.

Ahora veamos que los puntos T-valuados de un esquema resultan ser un

grupo.

Teorema 4.2.2. Sea GG un grupo csquema sobre S. sea T ur S-esquema
cualquiera v sea G(T) el conjunio de puntos T-valuados de G. Para cua-
lesquiera dos elementos ¢, ¢ € G(T), definimos un nueve elemento o« ¢ €
G(T) por ¢l siguiente diagrama conmutativo:

Wxeh

Txs T4 6 xe G
]67' i.’"
T——0G,

W

en otras palabras:
rhi= o (i K ) ody € G(T)

Lo operacién da a G una estructwa de grupo Bl elemento identidad es

la composicion
" Coan
Py 5T

voelamverso eatd dado por ror
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Demostracidn. Si X es un S-esquema, denotemos por 7y : X — 5 al mor-
fismo que lo hace S-esquema.
Veamos que op o7 €8, en efecto, el elemento identidad. para esto notemos

que el signiente diagrama es conmutativo:

1xwr

GXST

\bxl)I llxu—o

TXST GXSG

3
T vx{ogory) G

sts

¥x(spowr)
_—

Ahora, tomando en cuenta que zo{l X 6p) : G x5 8 — G es la proyeccion

en el primer factor (pégina 48), tenemos que
(o omr) =pro(lx mr)o (¥ x D)odr =pyo (¥ x 1) o b= .

Por lo que gy o 7; es el elemento identidad (Es andlogo demostrar la com-
posicién en el otro sentido).
Para demostrar que el inverso de ¢ es ¢ o ¢ notemos que el siguiente

diagrama conmuta:

e
¥ 5
7= G xsG
mI 1xi
T xsT—20% . 6 xs6
JTT P

T dra{151)) G
Como po (1 x 1) o ég = oy 0 mg por la propiedad del inverso (pégina 48), v

COmMo TG © Y = T ya que -

es conmutativo, tenemos que

v (ioy) =ggong ey =g9omr.
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Es andlogo la composicidn en of otro sentido.

Finalmente, para checar la asociatividad, notemos que por las propiedades
del producto fibrado, existe un inico morfismo ér : T = T x5 T x5 T tal
que al componerlo con las provecciones, queda el mapeo identidad de T.

Tenemos que el siguiente diagrama es conrmutative:

T x5 (T xsT) PR G xs (G xs Q) =G xsCxsC
1xd
Ixp
TxsT gxiErs) G xsC
JTT 1#
i onleme) z

Ademds, la composicién &7 o (1 x dr) coincide con el mapeo ér : T —

T xsT x5 T por lo que se tiene:

YXPXp

TxsTxsT GxsGxsG
5r l(lw)%
T $r{iirxp) G,

es decir,

dx{bsp)= (L xp)opo(y X ¢xp)odp
Andlogamente tenemos que:

- " PREXD
ToxeTxe T — » G xsGxsG

d;T i(,u):l)u_u
0 ) ~
T (e)wp G,

es decir,
(px)ysp={uxopo(h x¢xp)odp,

pere la propredad de asociatividad (pdgina 48) nos dice que (o x 1) op =

(1 % g2} o e por lo gue
(e ) v = (ux Hopo (¢ xdx p)ody = (1x ool xbxphods (v

voae hiene Lo asocanvidad en GUPY L por To tanto, GUPY es ane o, I
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4.3 Superficies aritméticas

Para los objetivos de esta tesis, la definicién formal® de superficie aritmética
es innecesaria, va que se requieren definir conceptos técnicos de la geometria
algebraica, mismos que no utilizaremos. Para nosotros bastard saber que una

superficie aritmética cumple con lo siguiente:

Definicién 4.3.1. Sea R urn anillo de valuacion discreta con campo de frac-
ciones K. Una superficie aritmética C es un R-esquema adecuado euya fibra
genérica es una curva proyectiva conexa ro singular C/K y sus fibras espe-
ciales son uniones de curvas sobre los campos de residuos apropiados. Asi,
una superficie aritmética es una familia de dimensién uno, de variedades de

dimensién uno, por lo que € es un esquema de dimensién dos.

Nosotros estaremos interesados en superficies aritméticas que sean reg-
ulares, propias sobre R, o suaves sobre E. Recordemos que intuitivamente
esto es: C es regular si es no singular como superficie, C es propia sobre R si
sus fibras estdn completas, v C es suave sobre R si sus fibras son no singu-
lares. Notemos que si C es suave sobre R, es automaticamente regular, pero

Yo converso no siempre es verdadero.

Nota 4.3.2. Es posible demostrar que si C es una superficie aritmética, en-
tonces el conjunto de puntos singulares es un conjunto finito de puntos cer-
rados (ver [Sil94}).

Para que tengamos uUna nocidn més clara de lo que es una superficie

aritmética, daremos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 4.3.3. La linea proyectiva PL sobre R es una superficie aritmética
sobre B. En efecto, para cada ideal maximo P ¢ R, la fibra sobre P es P},
la linea proyectiva sobre el campo de residuos k = B/P. Notemos que F}, es

propic y suave sobre R.

1La definicién formal es la signiente: Sea B un anillo de valuacién discreta con campo
de fracciones K. Una superficie ariiméiica es un R-esquema plano de tipo finito sobre

R que es emtero, normal ¥ excelente.” Ademas su fibra genérica €5 Lna curva. proyectiva
conexa no singular C/K y sus fibras especiales son uniones de curvas sobre los campos de
residuos apropiados. Para ver las definiciores que se involucran en la anterior, se puede
eonsultar [Har77] y [Mat80].
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Ejemplo 4.3.4. Sea € C P} el subesquema cerrado de P2 dado por la
ecuacién
C:y*z = 2% + 2%z 4+ 62°

la fibra gendrica de C es la curva eliptica £/Q con discriminante A =
—28.3.97, entonces para todos los primos p # 2,3,97, la fibra C, es una

cuzva eliptica sobre F,. Las otras fibras son:

Coiylz=1", Ciiyfz=12{x+22), Cor:9fz=(z-+662)%(z+64z).

Como C/Z es un subesquema cerrado de PZ, tenemos que es propio sobre

Z. Como C tiene fibras singulares, no es suave sobre Z. Aseguramos que

ey

Figura 4.1: Aqui se ilustra la superficie aritmética C : y%z = 2% + 22%2 + 62°
sobre Spec Z

C es regular. Para ver esto, cs suficiente verificar que C s regular en los
puntos singulares de las fibras. Para facilitar los cdlculos, deshomogenerce-
mos haciendo z = 1 (la regularidad es una propiedad local, por lo que el
deshomogeneizar no afecta a los cdleulos).

Primero veamos que el punto P € C coirespondiente a la cispide z =
y=2=0 (es deur, P = (z,4,2) en la fibra Cy : 4% = 27 es regular. El ideal
maximo Mp del apilio local Op cn P estd generado por o,y ¥ 2, ¥ el campo

de residuos de P es Op /M, 2 Fy. Por definreién € es regular en P s
B
dinz, My M = 2.

Sabemos que esta dimmension no puede ser menor que dos (AN, por lo

que tenemos que mostrar que M/ prede ser generado por dos elementos
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(algunos entre z,y v 2). Usando la ecuacién de C vemos que
2=37"(y" - & — 22%) € M3,

por lo que v y generan y, por lo tanto, C es regular en P.

Ahora veamos que la fibra C; - v° = z%(z + 2), es regular en su punto
singular correspondiente al ideal P = (3, z, ). La demostracién es andloga a
la anterior, en efecto, el ideal maximo est4 generado por z,y ¥ 3 ¥ el campo

de restduos Op /M, = F;. Tenemos que checar que
dimgz, Mp/ M2 =3.
Usando la ecuacidn de C, tenemos
3=2"1y® — 2% — 22%) € M3,

¥, por lo tanto, C es regular en P.

El caso del punto singular P = (z + 66, y,97) en la fibra Cor es un poco
diferente. El ideal méiximo M del anillo local Op estd generado por z +
66, v, 97, ¥ tenemos que

6=19%—12° — 2% € M?,

ademds 6 = (66)%64, por lo que existe un k tal que 97k = (66)°64 — 6 y

entonces
97 = k((66)%64 — 6) = k71 (642> — o2 + 2 + 22%) € M?,
por lo que M/ M? est4 generado por = ¥ y y entonces
dimp, e M/M? =2

v, por lo tanto € es regular.
Asi tenemos que el esquema C es regular v propio sobre Z. 51 descarta-
mos los tres puntos singulares en loas tres fibras singulares, obtenemos un

subesquema abierto C? C € con la propiedad de que C® es suave? sobre Z.

. . Sin embargo, siguiendo la idea intuitiva de propiedad, C° no es propio sobre

Z ya que a sus fibras le faltan puntos.

Zesto se debe a que C es excelente, que es una de las propiedades que se le piden

formalmente a una superficie aritmética (ver [Mat80])
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Ejemplo 4.3.5. Sea C C P% el subesquema cerrado de P dado por la
ecuacién

C:y?=2%4+222 4+ 4.

Las fibras singulares son C,.C; y C7. En este caso el esquema C no es regular
va que el punto singuiar P = {z,y, 2) de la fibra C5 no es regular. En efecto,
el ideal maximo Mp estd generado por ,%,2 vy ni 2, ni v, ni 2 estdn en M?,
por lo que

dimop/_MP MP/MQP =3#dimsp =€,
v entonces P es un punto no regular v C es no regular.

Dentro de la definicién formal de superficie aritmética® C, se tiene que si C
no es regular. su conjunto de puntos singulares es un conjunto finito formado
por puntos cerrados, lo gue quiere decir que una superficie aritmética es
regular en codimensidn uno. es decir, cada anillo local O, ¢ de codimensién
uno es regular. Esto implica que para cada curva irreducible F C C, o para
cada punto F' C C de codimensién uno, el anillo local @p es un anillo de

valuacidn discreta ([Har77]). Denotemos por
v KO — Z

a la valuacién normalizada’ correspondiente, donde K (C) es es el campo de

funciones® de C.

Definicién 4.3.6. Sca X un esquema noetheriano, entero y separado, que
es repular en codimension uno. Un dunsor promoe en X os un subesquema
entere y certado ¥ de codimensién uno. Un dumsor de Weil ¢s nn clemento
del grupo abelianoe libre Div.Y generado por los divisores primos. Eseribimos

un divisor ¢omo

D= Z Y,

donde cada ¥, es un divisor primo, y los n, sou enteros v sole un mimero

[inito de ellos son distintos de coro.

'La propiedad de exeelencia
YEs deei, upe(w) = 1o donde 7 o o pacimetio umfornmuzado
CAECY es el amllo O donde s oes ol punto gendiico de 0 Notemos e como oes

cetenica, O esoan e o
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Sea s : C — Spec R una superficie aritmética v sea P un punto con campo
de residuos k(P) = R/P. La fibra

Cp =C XRP=C xspeCRSpeck(P)

&5 una curva, pero puede ser reducible, singular o hasta no reducida. Esto

1105 permite escribir, a manera de divisor, a la fibra

Cp= iniFi
=1

para ciertas curvas irreducibles F;, Fs, ... , Fp y multiplicidades iy, ng,... . 1,
con n; > 1 de la signiente manera: fijemos un uniformizador # € R para P,
es decir ordp(u) = 1. Entonces 7*(u) = v o 7 es una funcién racional en C,
v la fibra de € sobre P estd dada por

Cp = Z vp(T u)F.

Fea—1(P)

Para ilustrar esto, veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3.7. Consideremos la superficie aritmética afin ¢ € AZ definida

por la ecuacidn

C:2¢° — (z+ Dy — (228 + 22 + o) + {2 — 2* — 32%)y°

+ (gt +32¥ )y — 2 — 2P+ 27 =5

Pongamos atencién a la fibra especial C; de € sobre el punto (3) € SpecZ.
Esta fibra especial es una cura en A% definida por reducir la ecuacién de C

mébdulo 5. Tenemos que
C = —z* =32y — 22y —z - 3) =0.
Entonces (s estd formada por tres componenies irreducibles -
Fiiy -5 —322=0, Fo:y—-2=0, F:2y—z-3=0.

La componente Fy de C; tiene multiplicidad 2 y las otras componentes

- ——tienen multiplicidad uno, por lo que_como esquema a manera de divisor Ia
fibra especial tiene la forma

Ca =FI+2F2+F3
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En particular, el esquema Cs no os irreducible ni singular. Cada punto en
Fy es un punto singular de C; va que aparcee con multiplicidad mayor que
1. Los ofros puntos singulares son e primo correspondiente al nodo (0, 0) en
Fy v los puntos de interseccién de las Fi.

Ahora veamos una proposicion que nos permite saber. en algunos casos,
si un punto es no singular. Concretamente nos dice que st un punto x € Cp

es la imagen de un punto R-valuado, entonces es no singular.

Proposicién 4.3.8. Sea 7 : C — Spec R una superficie aritmética regular

sobre un dominio de Dedekind R, y sea P € Spec R.

1. Seaz € Cp C C un punio cerrado en la fibra de C sobre P. Entonces Cp
es no singular en z, st y sélo st 7*(p) g’é Mg,r, donde 7 es el morfismo

natural ©° 1 B = Op ; inducido por m.
2. Sea ¢ € C(R). Entonces Cp es no singulor en ¢(P).
Demaostracién. Denotemos por 8 al ideal extendido de #*(P), es decir
B=7(P)Oc.

Notemos que 8 C MZ, (M3, es el ideal mdximo de Op ), ya que z vive en

la fibra especial sobe P.

1 Primero asumamos que 3 € MZ . y probaremos que z es un punto
no singular de Cp. Como C es regular, el anillo Qg ; es local regular
de dimension dos. Esto significa que podemos encontrar elementos
fi. fo € M, tales que

Mee = [Ocn + 200+ M%,m-

Como R ¢s dominio de Dedekind, todo ideal primo es principal, por
o que existe £ € R tal que P = (R, y entonces =°(8) € 8 C Me,

entonces
= () = ar fi -+ ayfa(mod Mg)r)

> . i
para algunos ¢y, ee € O, . Como supusunos que % M2 L entenees

St d ML por Lo que al nienos una de oy voas no estd en Mle, v por
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lo tanto, alguna es unidad. Intercambiando f; ¥ fo ¢l fuera necesario,

lo anterior nos dice que
Moz =m"#)0cp + o0z + Mio = 3+ 200 + Mz ,.

Como Cp = C x g (R/P), su anillo local en r se obtiene del anillo local

de € reduciendo médulo P. Er otras palabras,
Oz =0c2/3 ¥y Mepz=Mc/B.
Por lo que
Mepz = (84 f20cz+ M) B = 20,z + M, .,

lo que muestra gue Mg, ./ M%p,:: estd generado solamente por f; v, por
lo tanto, Op, - es un anillo local regular de dimensién uno ¥, entonces,
2 es un punto no singular de Cp.

Conversamente, supongamos que Cp es no singular en z y que 7*(F) C
M2 - Dot la regularidad de C, tenemos que

Mez= [0cq+ F2O0cz + Mz .
v, entonces, reduciendo modulo P tenemos

Mo =(/10cz+ FoOcz + M?;x)/ﬁ
H10c, 2+ F20c,2 + M2, .,

Pero O, . es no singular en « por lo que Mc, ./ M, _ tiene dimensién
uno y, entonces alguno de f; o f; estd en 3, pero como supusimos que
7 {P) C M2, entonces también 8 C MZ _, pero entonces fi( o fa) €
MZ ., lo que contradice el hecho de que f; y f> son generadores de
MC,I/M(%,E‘ )

2. Supongamos que 7*(P) ¢ Mop, usando el hecho de que m o ¢ es el

mapeo identidad en Spec R, caiculamos que

P=(roe) (Py="¢" on(PyC "Mz ) ={¢' Mezy =P~

La tiliima igualdad se sigue del hecho de que @ : Spec B — € es un

morfismo de esquemas, que son espacios localmente anillados, por lo
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tanto el mapeo inducido ¢* : O¢, — Rp es un homomorfismo local ¥
&M= P.

Sin embargo, como R es de Dedekind, P es maximo y la inclusion
P C P? es imposible. Entonces 7*(P) € MZ . Aplicando la primera

parte de esta proposicidn, concluimos que x es no singular en la fibra
Cp.

a

Corolario 4.3.9. See R un dominic de Dedekind con campo de fracciones

K. Sea C/R una superficie aritmética y sea C/K su fibra genérica .

1 51 C es propia sobre R, enfonces
C(K)=C(R).

2. Supongamos que el esquema C es reqular, y sea C° C C el subesque-
ma mds grande tal que el mapeo C° — Spec R es un morfismo suave.

Entonces
C(Ry =C*(R).
3. En porticular, 51 C es regular y propic sobre R, entonces
C(K) =C(R) = C°(R).

Demostracion. L. Notemos que cualquier punto en C(R) sc puede llevar
a un punto en la fibra genérica C(K) por especializacién, por lo que
existe un mapeo natural C(R) — C(R). Este mapco es inyectivo ya
que dos motfisimos Spec 2 — C que coinciden en un abierto denso,
coinciden en todos lados. Ahora veamos que también es suprayectivo.
Tomemos ¢ € C(K). Como C s propio sobre I, el enterio valuativa
nos dice que existe un morfismo ou, @+ Spec 7 — € tal que el siguiente

diagrama conimuta

=7 X R N C

.p] ,[

Spee N —-8pec R

[isto prucha gque cada punto en C{R) vieae de an punto en CUA. Por

loque C{AY - (R

TN A T T T A
Il - AR R -, gl w2
AT A G N I R S o

e e e
c e T LT
[ N
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2. La proposicién anterior 4.3.8 nos dice que cada punto en C(R) intersecta
a cada fibra en un punto no singular de la fibra, pero, por defimicién. C°
es el complemento en C de los puntos singulares en Jas fibras. Entonces

l2 inclusién natural C°(R) — C{R) es una biyeccién.

3. Se sigue de las dos partes anteriores.
O

Este corolario nos dice que si € es una superficie aritmética regular que es
propiza sobre R, entonces la parte suave C° de C es lo suficientemente grande
para gue todos los puntos K-valuados de la fibra genérica se extiendan a
puntos R-valuados de C°.

Fl siguiente teorema es muy importante para nuesiro trabajo por que
resuelve €l problema: Dada una curva C/K, saber si existe una superficie
aritmética C tal que su fibra genérica sea C/K v, en un sentido que verermnos
mas adelante, nos permite saber si esta superficie es minima. Sin embargo,
la demostracién de este teorema es muy técnica y las herramientas que se
usan para la demostracién, no son de utilidad para nuestros objetivos, es por

es0 que la omitiremos. Para las referencias de la prueba ver el libro [Sil94].

Teorema 4.3.10. Sea R un dominio de Dedekind con campo de fracciones

K,y sea /K una curva proyectiva no singular de género g.

1. (Resolucidén de singularidades para superficies aritméticas).
Existe una superficie aritmética regular C/R, propia sobre I, cuya
fibra genérica es isomorfa a C/K. A C/R la llamamos Modelo regular
y propio para la curva C/K.

2]

. (Modelos minimales). Asumamos que g > 1. Entonces existe un
modelo regular y propio C™* /R para C/K con la siguiente propiedad

de minimalidad:

Sea C/R otro modelo regular y propio para C/K. Fijemos

———un-isomerisme-dela-fibra-genérica-de-Graia fibragenérica——————
de €™ Entonces el mapeo R-birracional

¢ —s cmin
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es un R-isomorfismo. Llamarmos a C™® ¢l modelo minunal
regular y propio para C/K. Hste es Gnico salve R-isomorfismno

unico.

Proposicién 4.3.11. Sea R un dominic de Dedekind con campo de frac-
ciones K. Sea C/N wna curva proyectiva no singular de género g > 1. Sea
C/R un modelo minymal regular y propio para C/K. Sea C° el subesque-
ma mds grande de C gque es suave sobre R. Entonces cade K -automorfismo

T:C/K — C/K de la fibra genérica de C, se extiende a un R-cutomorfismo
7:C—C y  1:0% - (.

Demosiracion. De la definicién de modelo minimal, podemos inferir que 7
se extiende a un R-automorfismo € — €. Tomemos un punto r € C% ¥
tomemos una vecindad abierta U < C° de 1. Entonces U es suave sobe R,
més aun U es abierto de € ya que C" es abierto de C. Debido a que 7 es un
R-automeorfismo, 7(U} es una vecindad abierta de 7{z) y es suave sobre R;
esto implica que 7(x) € C° lo que prueba que 7(C%) ¢ C° Ahora apliquemos
el mismo argumento para 7! con lo que concluimos que 7~ 1(C% < €° v, por

lo tanto, 7 da un R-automorfismo de C°. O

4.4 Modelos de Neron

Definicién 4.4.1. Sca R ur dominie de Dedekind con campo de fracciones
K,y sea E/K una curva cliptica. Un modelo de Néron para E/K ¢s un
esquema grupo suave £/R cuya fibra genérica es E/K y que satisface la

siguiente propiedad.

[Propiedad del mapeo de Neron) Sea X/ un Re-esquema suave
con fibra genérica X/K. Sea ¢p : X/K — E/K un mapeo
racional defimdo sobre K. Entonces existe un dnice R-morfismo
G XIR v ESR que extiende a ¢y

Notemos que on a defintadn no se dice gue & es proplo sobre 1t

Proposicion 4.4.2, Sea IV un domave de Dedekmd con campo de fraceiones

W.oysea FIRN ura cwea oliptice
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1. Supongamos que & y & son modelos de Néron pare E.Enionces ez-
iste un dnico R-isomorfismo psi : £1 — & cuya resiriccidn a la fibra
genérica es el mapeo identidad en E/K. Es decir, el modelo de Néron

es unico salvo dnico isomorfismo.

2. Sea K'/K una extensicn finita no ramificade®, y sea R lo cerradura
entera de R en K'. Sea £/R un modelo de Néron para E/K. Entonces
& xg R es un modelo de Néron pare E/K’.

Demostracién. 1. Elmapeoidentidad E/K — E/K es un mapeo racional
de la fibra genérica de &; a la fibra genérica de &, v, como & es
suave sobre R la propiedad del mapeo de Néron para £, nos asegura
que podemos extender el mapeo identidad de manera tnica a un R-
morfismo 1 - £/R — £ /R. Anélogamente tenemos un E-morfismo
@ : Ex — £ que es la identidad en la fibra genérica. Entonces tenemos
dos morfismos ¢y o ¢ : £ - &; v el identidad & — &; tal que son el
mismo en la fibra genérica, pero la propiedad del mapeo de Néron nos
asegura que sélo hay un mapeo con esta propiedad, por lo que 1 ¢ ¢ es
la identidad. Andlogamente vemos que ¢ o ¢ es la identidad y, por Io

tanto ¢ y % son isomorfismos.

2. Sea X'/R' un R'-esquema suave con fibra genérica X'/K’. Sea ¢x

X'/K' — E/K' un mapeo racional. La composicién
X' —s SpecR — R

hace a X' un R-esquema. M4ds atin, como el morfismo Spec R — Spec R
es skave, la composicién es también suave, por lo que X’ es un R-

esquema suave.

Ahora, la propiedad del del mapeo de Néron para £/R nos dice que
existe un R-morfismo ¢rXx” — £ cuya restriccién a la fibra genérica es
1a composicidon

Xy K" E.

Los-dos-R-morfismoes-¢p +Al-—r & y-srye- X~ Spee-B donde mayw——

es el morfismo que lo hace R’ esquema, determinan un R-morfismo

SPara la definicién, ver la péigina 10. Esta definicién implica, en particular que el
morfismo Spec B' — Spec R sea suave (ver [Art84])
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op = ¢px 7wy a el producto fibrado,
@R' - X ‘—“#EXRR’.

Mas atdn, la restriccidn de ¢ a la fibra genérica es ¢y, por lo que
tenemos la existencia. Para demostrar la unicidad supongamos que

dado un morfismo
p: X'/K —E/K'=ExgK'
se tienen dos morfismos
dr P X —Exp R

tales que p = ¢pr = Yy , es decir, coinciden con p en su restriceidn a
la fibra genérica. Haclendo la composicién

X —ExzgR —&
y tomando en cuenta que
X' — Spec R’ — Spec R

hace a A" un R-esquema suave, tenemos que dp = p1 0 dp ¥ ¥ =
p1 o P son dos morfismos de A7 a £ tales que sus restricciones a la

fibra genérica coinciden. Esto es
mop=dx =9x,

Pero, por la unicidad del mapeo de Néron para X tencmos que ¢ = g,

pero entonces
' 1
$p =opXp M =vpxp ' =yYp,

lo gue nos da la unicidad ¥ 1o prucha estd terminada.

O

Alora usaretuos ol ceuacian de Weierstrass de uni curva eliptica para

COnsrHir nn prupo esquenie cuava Al gendnea e fa cotva eliphicn.
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Teorema 4-4.3. Sea R Un anillo de valuaeién discreta con campo de frac-
ciones &, sea F/K una curva eliptica dada por la ccuacidn de Weierstrass

con coeficlentes en [

2 \ 2 2 3
Fiyz4+aryr +aszyz” = T+ 0,2.’]322 + aqTz” + agz".

Esta ecuaci6n define un esquema 1V C P%,. Sea W° C W el subesquema mds

grande de W que es suave sobre K. Entonces
1. Tanto W/R como 11"%/R& tienen fibra genérica igual a £/J.

9. El mapeo natural V¥ (R) — E(K) es una biveccién. 5t W es regular,
entonces el mapeo natural WO(R) — W (R) es una biveccitn, y en este
caso hay una identificacién WO(R) = B(K).

3. Los mapeos de adicién v de inverso en F se extienden a R-morfismos
WoxpgW' —Sw? v Woeo W0

que hacen a WP un grupo esquema sobre B. Mds atin, el mapeo adicién

se extiende a un R-morfismo
WoxgW — W
que da una axién de W° en W,

Demostracidn. Primero observemos que si E/K tiene mala reduccidn, en-
tonces E tiene sélo un punto singular en la reduccién module P, E, donde
P es el inico primo de R. En otras palabras, la fibra especial de W contiene
exactamente ur punto singular. Siy € Wp C W es este punto, entonces W

es obtenida por quitarle a W el punto v, es decir
W =W — {~}.

1. W es es proyectivo sobre B ya que es el subesquema cerrado de P%

definido por la ecuacion

2 | 2 3 2, . R
LA il P73 1% A P X ¥ ) [ SR I > 5 6 2 T U

Su fibra genérica es la variedad en P definida por esia misma ecuacion.

Entonces la fibra genérica de W es precisamente F/K.
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2. Como W es un subesquema cerrado de P%, es propio sobre R. Usando
la parte 1, vemos que E/K es su fibra genérica, y entonces, usandoe la

parte 1 del corolario 4.3.9 tenemos que
W(R) = E(K).

Ademias W es regular, por lo que gracias al covolario 4.3.9 parte 2

tenemos que W(R) = 1V%(R), v entonces concluimos que

E(K) =W°R).

3.8 can - WxgW — W y ¢ : W — W los mapeos racionzles
en W inducidos por el mapeo adicidn y el mapeo inverso en la fibra
genérica E/K de W. El hecho de que la fibra genérica sea un grupo
algebraico, significa que g e ¢ satisfacen todos los axiomas de grupo en
un un subesquerna abierto no vacié de W, por lo que deben satisfacer
los axiomas de grupo en el abierto mas grande en el que estén definidos.
Es decir, si si podemos mostrar que tanto g como @ son son morflsmos
en W2 %z W y en W respectivamente, entonces los axiomas de grupo

se cumplen automdticamente

Supongamos que 2,3 € R*, entonces podemos hacer cambios de vari-
ables para obtener la ecuacién de Weierstrass en la forma F(a,b) (ver
pépina20) y definir a W como

WPz = 2° + azz® + b2*.

Sca W, ¢l abierto afin de W determinado por
W, ={z£0}CW,

entonces las coordenadas afines se obticnen haciendo la substitucién
z = L. Usando la formula explicita para g en la parte afin (ver [S1185])

Lenemos que

piCrrn ks (s ga)] = [ (e — ) (2 = !/1)2 =~ (re — -Fa)z(’z 4 ).
{4, — !Il)" + {4y — .L‘l}?(‘rlyl — By + 2o

~2ryn) (e - 11){}
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En realidad, esta férmula nos da la restriccion de pp a W, xg 1V, v
en este esquema afin, y serd nn morfismo excepto posiblemente en el
subesquema cerrado donde las tres coordenadas se anulen. Si ponemos
atencién a la tercera coordenada ¥ luego a la segunda, encontramos que
4 es un morfismo de W, x o117, excepto posiblemente para el subesque-
ma cerrado definido por las ecuaciones z2 — 2 = o —th = 0, con lo

que vemos que y es un morfismo satvo posiblemente en la diagonal.

Para trabajar con los puntos er la diagonal, veamos las signienies rela-

ciones que son verdaderas en 11, xz W,
B=2tan+b v y=13+az.+b

Usando estas igualdades, podemos reescribir las coordenadas de p de

la siguiente manera:

el vz, 12)] =
(w1 + w){{z2 + 22} (1 + 12)° + (& + 2122 + 25 + 0)°);
(@3 + 2132 + 75 + 0)° — (11 + 12)* ({71 + 22)° + afz1 + 25)
+b— p1te); (11 + 92)°)-

Asi, vemos que p es un morfismo en W, xr W, salvo posiblemente en
el subesquema cerrado definido por las ecuaciones 1 +y2 = 23+ 2132+
+a=0

Juntando las ecuaciones, vemos que pu s un morfismo de W, xz W,

excepto en el subesquema defirido por las ecuacicnes
Iy —m =Ry =yt =2+ T+ ta=0,

que, haciendo los cdleulos y tomando en cuenta que 2 € R” resultan
equivalentes a o) = 25, 3 = y» = 0, 37% +a = 0. Ademsds vemos
que este subesquema estd metido en la diagonal. Si identificamos W,
con la diagonal de W, xp W, entonces g es un morfismo excepto en

el subesquema dado por y = 3z% + @ = 0. Usando la relacién yf =

x3+az;+by el hecho que 3 € R*, vemos que el discriminante 4a+275
esté contenido en el ideal generado por ¥ ¥ 322 + a, entonces, si W es

suave sobre R, lo que implica que el discriminante es una unidad en R,
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tenemos que g es un morfismo en todoe W, x 1¥,. Andlogamente, si
W no es suave sobe R entonces u serd un morfismo en W, x g1, salvo

por el esquema dado por
— e — 2 3 2 _
To=z1, N=%=0, 3zi+a 4da”+27" =0,

que es, precisamente, el punto singular en la fibra especial de la diago-
nal.

Sea W) el subesquema afin ablerto de W dado por
W, ={y#£0c W
Notemos que W estd cubierto por los cuatro subesquemas afines
W, xgW,, WoxgW!, W!xzxW, W xgW,

va que W no intersecta al esquema y = z = 0. As{ como mostramos
que p es un morfismo en W, x g W), de una manera aniloga se puede
mostrar que g morfismo en los otros tres esquemas abiertos afines con
lo que pricticamente hemos terminado. So6lo tenemos que ver que el

mapee Inverso
P W xg W — W, [z,y.2] — [z,-y, 2],

es un morfisme en W, pero esto ¢s verdad va que es la restriceidén de

un morfismo en P x g P%,.

O

Corvolario 4.4.4. S: E/K liene buena reduccion, entonces W es suave sobre

R. Porlo que W es un grupe csquema sobre R.

Demostracion. La demostracion es inmediata después de notar que bajo las

condiciones del corolario, W = W? Despuds aplicamos el teorema. O
Ahora tlustremos lo anterior con unos ejemples

Ejemplo 4.4.5. Notemos que ol esquemna W/R del teorema anterior 4.4.3,
es propio sobre /7 ya que es un subesquema cereado de FLL Del eritenio

valiativo para ta propedad conchimos gqne W) = F{A) Sin embargo.
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en general el esquema W no es regular, ya que un punto singular en Ia fibra
especial es casi siempre singular en W. Estudiemos un caso particular.

Supongamos que E estd dada por la ecuacién
E 9’z 4 zyz=12% + a2®,

donde o € R™. Aseguramos que 11", el esqnema asociado a E, es suave sobre
R. En efecto,

OF [0z = yz — 32%, OE/dy=2yz +zz, OE/82z=y" +zy — 3az62,

que no tienen ningdn cero comin el el proyectivo. Entonces W es un modelo
de Néron para E.
Sia g B* yv(a) > 1, entonces su fibra especial (la reduccién médulo el

pardmetro uniformizador )

Wp : 9%z + zyz = 2°.

Wp tiene como punto singular a ¢ = [0,0,1] {0 bién o es el ideal primo
maximal (z,y, z = 1,7)}). Entonces
WP =W — {a}.

Como ¢ no estd en el subesquema z = (1, podemos deshomogeneizar respecto
a z y decir que 1 ideal maximal My, del anillo local Ow, en el punto o
est4d generado por z,y, 7. Si v(e)—1, entonces a es también un uniformizador

de A y entonces
TE€aR= (P +zy—z* )R C vaﬂ,
¥ entonces MW,Q/M%’V’Q estd generado por x v ¥, lo que implica que
My My,

tiene dimensién dos como O,/ Mw -espacio vectorial y, por lo tanto, es
W es regular en a. Del corolaric 4.3.9 en la pdgina 59 parte 3, deducimos
que WY(R) = W(R) = E(K).

Si v(e) > 2, Entonces W no es un esquema regular y W? no serd un

modelo de Néron para E aunque WP si es un grupo esquema con fibra genérica

E ya que si por ejemplo a = & con w(b) > 1, enfonces el punto ¢ = (0,4) €
E(K) = W{R) no ests en W{R) ya que £ = (0, 0)}{(mod P), por 1o que no es

un modelo de Néron.
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Ejemplo 4.4.6. Bajo las condiciones de la definicién del modelo de Neron,
si X = Spec By X = Spec K, entonces el conjunto de A-mapeos de X/K —
E/K coincide con E(E) (ver ejemplo 3.4.3 en la pagina 35), ¥ el conjunto
de de R-moxfismos es e! grupo de secciones £(RR). Entonces la propiedad del
mapeo de Néron nos dice que cada punto en E(K) proviene de uno en £{R),

es decir que el mapeo de inclusién natural
E(R) — E(K)

es también suprayectivo, por lo que hay una identificacion (biyeccidn) entre
E(K)y E(R).
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