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Introducción 

Los :"Iodelos de Neron fueron propuestos por André Neron a principios de la 

década de los 60's (1960), con la intensión de estudiar la estructura entera 

de las variedades abelianas sobre campos numéricos. Desde entonces, en 

ArItmética y Geometría Algebraica se ha aplicado la teoría de los modelos 

de ?\eron con gran éxito. Recientemente, gracias al desarrollo de la Geometría 

Aritmética, se ha reactivado el interés por saber más sobre los modelos de 

Neron y profundizar en las bases de su construcción. 

En este trabajo explicaremos qué es un modelo de Néron para un caso 

especial de variedades abelianas: las curvas elípticas. Aunque suponemos 

que se cuenta con cierto conocimiento de la teoría de esquemas y, en general, 

de geometría algebraica; mencionaré las defimciones y resultados que serán 

utIlizados. 

De manera breve podemos decir , sea R es un anillo de valuación discreta 

con campo de fracciones 1(, y E/ J{ es la curva elíptica dada por la. ecuación 

de \\'eier~trass 

donde caJa a¡ E R. Sabemos que con esta ecuación podernos definir un 

C'squcrna cenado VV e 1?7(1 donde además cada punto K-racIOnal en E(I<) 

$(' PU(;clc> ('x tender a un punto P.ll vV(K), es decir, a un sección Spec (R) ~ 

1V. Tarnhirn satlC'1ll0S que' en los puntos [{-racionales de E, tenemos UI1<t 

C'structurA de grupo, mislt1,l que, como vcr('1ll0S en e::"t(' trabaJO, se puede 

('xt.ell<!<'r a un map<'o r<H'IOllal ele VV Xn IV -> vV qu<" en W'llcr<ll, no ('S un 

lIlorhsIl\o, por lo qllC' H' !lO ('S t'>i(,llIpre UB grupo-esquema. Sin ('rnbar~o) si 

q\llt.amos t.odos Jos puntos s!ll¡!,ulan's ('11 la !lhra /'sp('c¡,tl d(~ n' y 1l:l.m¡UllOS al 

l'S(!lWlll,t !t'slllt;1Il1c n;o, ('ntollC('S la ley de grupo se' ('xt.iC'ut!(' a UB Illorfismo 

\1 (l ;<u \\'0 ---, It 11 que co!\yintc ,t ~{.I) CH \lll g,11l!Hl-i'sqlH'llJ,l sohl'(, N, pero 
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cada punto en B(I ... -) no se E'xtieuc}(> Il{'('{'sarlalIlC'ute a un punto ('11 l1"°(A"). 

Así. un modelo de );"eroll para E/ JoC es un esqlH'lll<l E/ R qm' ClUllplf' ("OH 

las propiedades de que' cada punto en E(X) se ('..xtiende a un punto ('11 E(R) 

Y la ley de grupo se C'xtiende a un morfismo de E x R [ ---+ E quC' hace de [; 

un grupo-esquema sobre R. 

En el primer capítulo damos un repaso de conceptos algebraicos tales 

como anillos de Dedekilld, anillos de valuación discreta. completaciones y 

extensiones ramificadas. Este material será utilizado durante todo el trabajo. 

Debido a que estamos trabajando con modelos de ):Jeron para curvas 

elípticas, el segundo capítulo lo dedicamos a dar un repaso general de las 

mismas. Es importante mencionar que dentro del desarrollo de la tesis se 

trabaja con propiedades de algunos esquemas que son análogas a las que 

tienen las curvas elípticas; tales como la estructura de grupo en sus puntos 

racionales y las curvas obtenidas al reducir modulo 'ir. 

En el capítulo tres trabajamos con esquemas. Definimos sus propiedades 

generales y aquellas que serán utilizadas más adelante. También centramos 

nuestra atención en una construcción que será de gran utilidad: el producto 

fibrado. Este producto nos permitirá dar el análogo a la reducción modulo 

11 para un esquema y extender la estructura de grupo a éstos. 

Finalmente, en el capítulo cuatro iniciamos trabajando con grupos alge

braicos como preámbulo a lo que definiremos como grupos esquemas. De

spués estudiaremos a las superficies aritméticas, mismas que podemos pensar 

como una superficie formada de curvas. De esta manera podremos relacionar 

directamente las propiedades que nos interesan de las curvas elípticas con las 

de los esquemas. Esto nos permitirá definir a los modelos de .Keron y dar 

algunas de sus características. 

íilíiílfiMJ1f,!, 
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Capítulo 1 

Campos locales 

Este capítulo tiene por objetivo presentar los conceptos básicos de la teoría 

algebraica de números que serán utilizados durante el trabajo. Particular

mente se estudian aquellos resultados que están relacionados con los dominios 

de Dedekind. 

1.1 Dominios de Dedekind 

Definición 1.1.1. Un amllo R es de valuaczón discreta. si es un domimo 

de ideales principales que tiene un único ideal primo M i- O que es. por lo 

tanto, maximal. 

Como R es principal, rl ideal M cfitá generado por un ckmcnto 11, es 

clrdr, M = Ti R que es único salvo multiplicación por unidades. 

Definición 1.1.2. Al clrllH'nto 7r E R que genera al ideal maximal M e R 

lo llamarnos panímetro uniformzzadoT' ele H. 

Notemos que el elemento ÍI es irreducible. 

Tcnemo~ que' Lodos lo¡; idc,-1lcs diferentes de eero en R ~OJl de Lt forw<l ífn R 

([AM69]) donde 7f ('S un parámetro uniforruizador, por lo (jlH' cada ('krrH'uto 

,l- E n p1l0de sel (':-,nit.o como :¡: = 1r7rl u con m E N Y u una unidad. Al 

('ULelO m lo llama1l\os la valuación () el orden dp x y lo <!('J]ot.amos pOi 1:(:/:). 

Not.mllos q\l(~ (lstt' nÚlllt'rO llO (kpeuclc (}(' tt {'!t>tTiÓll elt' 71'. 

Proposieióll 1.1.;i. SUI [\' d ('(f7flf!O dr' 1711/·("1071.(· . ..; del (/wl!o dI' n¡[u(J( IÓIl 

(/¡:-'('n'icl R 1/ .~I (/ !\" [u., 1t1l1dllllr'.~ 1'1/ !\' :.,'1' I'I0I1¡'llc71 {Il.~ ,\1(/1111 '111('.~ PI(l!J!(·ducl('.~ 
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• El mapeo v : ]{* --t íl C.'i suprayectivo, 

• r(.ry) = v(.r) + v(y), 

• v(x+y)? min{v(x),v(y)} 

Demostración. Es inmediata de la definición. o 

Extendamos la definición de v a todo K haciendo veO) = oo. 

El conocimiento de la función v determina al anillo R, en efecto R = {x E 

K : v(x) ? O} Y M = {x E K : v(x) > O}. Con esto vemos que pudimos 

haber iniciado definiendo al mapeo v. 

Ejemplo 1.1.4. 1. Sea I< = Q. Tomemos un número primo pEZ fijo. 

Cada x E Q se puede escribir de forma única como pa(rjs) donde 

a, T, s E Z y T, S son primos con p. Definimos vp : Q* --t Z como 

vp(x) = a. vp es una valuación discreta en Q con anillo de valuación el 

anillo local Z(p). 

2. Sea K(x) el campo de fracciones del anillo K[x}. Para f E K[x} ir

reducible, definimos vf : K(x)' --+ Z de manera análoga al párrafo 

anterior. También vf es una valuación discreta de K(x) con anillo 

de valuación igual a K[x}(J): la localización de K[x} respecto al ideal 

generado por f. 

Proposición 1.1.5. Sea R un dominio local noeiheriano de dimensión uno, 

M su ideal máximo, k = Rj M su campo residual. Las siguientes afirma

ciones son equivalentes: 

1. R es un anillo de valuación discreta. 

2. R es enteramente cerradol • 

3. M es un ideal principal. 

4. ~im¡.(ML~·f2) 1 comIJ--.k~pa.t!c",iQ2.Ll1ree"cf"o>1:T7U·o"l~~~ _______ _ 

1 Un d::>minio es enteramente cerrado, si los elementos en su campo de fracciones que 

son cero de un polinomio mónico con coeficientes en el anillo, son sólo los elementos del 

anillo (ver [AM691J. 
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,5. Ex,tste un elemento 7i" E R tal que coda 'Ideal no H'Ulo es de la. fonua 

(7i"11) 11. 2: o. 

Teorema 1.1.6. Sra R un anillo noetheriano de dimpnsión lUlO. Las sigu

ientes afirmacIOnes son equivalentes: 

1. R es enteramente crrradoo 

2 Cada ideal primario en R es potencia de un primo. 

3. Cada anillo local R'Il (13 '" O) es un anillo de valuación discreta. 

Definición 1.1.7. ena anillo que satisface las condiciones del teorema an

terior se denomina: dommzo de Dedekind. 

Corolario 1.1.8. En un domimo de Dedekmd, cada ideal no nulo tzene una 

factorización única como producto de zdeales przmos. 

Ejemplo 1.1.9. Sea R un anillo de ideales principales, entonces Res noethe

riano y de dimensión uno Sea '11 #- O un ideal primo en R, entonces también 

R'1) es noetheriano y de dimensión uno ya que R lo es Por la proposición 

1.15 R<:[3 es de valua.C1ón dIscreta (ya que también es de ideales principales); 

usando ahora el Teorema 1.16. concluimos que R es dominio de Dedekind 

ASÍ, todo dominio de ideales princIpales es de Dedekind. 

Ejernplo 1.1.10. El anillo Z de los números enteros ('s un anillo ek Dcdckmd. 

Definición 1.1.11. en uieal fmccional 1 de R es tUl sllbcOllJllIlto 1 e ]{ 
que es un H-módulo nllltamcntr g,c~IH~rado. Dcumor-, que 1 ('$ lIlv('rti1Jk si 

eXiste Ji idc<ll fraC:(;lonano tal que [.jI = A. 

Proposición 1.1.12. En '/I.n doumáo de DGdcki,nd R cada zdcal fracrionarúJ 

dzJcrcnlc dc cero es mvcrt?blco 

Dcmoslmcúin. En un dormOlo de valu;)'Clón discwLa, Ul1 iclPal fracciooal ti(>!H' 

la forma 7f" H dondc' fi E ~) por lo que' ('5 1Ilv('rtihk Ahora LOllH'lUO:-' ('11 

("ll('nt ,t qll(, locall'l.ilndo, Se' ( \llHph' quP 

(1.1),. = [" .1,.: (1 1- .1),.~. [,. I .1,.; (J . .1),. ~ (J, .. .J,.) 

,Sll'lllPIP qllc.f :-'(,,1 11llll,lIIH'l\Lc gt'\n'Iadu. :\hora, (OIIlO p,tril (,,¡da ¡tlpal primo 

P ('\ id(" ti J f' ( . ..., 11, \{ { I ( ) 1I;t 11 (). (001\( 1t llllll);, q lit· 1 ( .. ..., fl (1("(' i(llldll l) (1 \:-. !(¡IJ I ) 1. 1 
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Corolario 1.1.13. Los ideales fraccionarios diferentes de cero de un do

minio de Dedekind forman un grupo bajo la multiplicación. 

Definición 1.1.14. Al grupo de ideales fraccionarios de un dominio de Dedekind 

10 llamamos grupo ideal del anillo. 

1.2 Completaciones 

Sea K un campo con una valuación discreta v y anillo de valuación R. Si a 

es un número real entre cero y uno, definimos 

Ixl := au(r) para x ! O Y 101 = o. 

Tenemos que se cumplen las siguientes fórmulas: 

Ix·yl = Ixl-Iyl 

Ix + yl :S sup(lxl, Iyl) 

Ixl = O si y sólo si x = O 

vemos que II nos define un valor absoluto discreto (ver[Ser79]) 

Definición 1.2.1. Una sucesión {Un} de elementos en K es una sucesión de 

Cauchi, si para cualquier real positivo c existe un número natural N tal que 

¡am - anl < é, para todos m, n > N. 

Sabemos que lo anterior es equivalente a decir que limn-l-oo lam - anl = O 

Definición 1.2.2. Decimos que una sucesión converge hacia a si limn--t= la
",,1 = O 

Definición 1.2.3. Un campo K es completo respecto al valor absoluto, si 

toda sucesión de Cauchi converge en K. Un campo que es completo respecto 

a un valor absoluto discreto es un campo local. 

Ahora mostraremos que todo campo con una valuación discreta puede SJ~:.Lr ___ _ 

encajado en un campo local. 

Denotemos por e al conjunto de todas las sucesiones de Cauchi de el

ementos en K y por W al subconjunto de todas las sucesiones tales que 
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lim \Xnl = O- Definamos suma y multiplicación en e por las reglas tradi

cionales: 

Es fácil ver que con estas operaciones e es un anillo conmutativo con unidad 

le = {l}. 

Ahora veamos que "VV es un ideal de C_ En efecto, notemos que {Yn} es 

una sucesión de Cauchi en ]{, entonces {IYnl} es de Cauchi en los reales IR y 

los términos IYnl están acotados, por lo que lim IXnYnl = ¡im IxnllYnl. Ahora 

sí. si {Yn} E ll" Y {Xn} E C tenemos que {XnYn} E W. 

Definición 1.2.4. Definimos la completación del campo K como el anillo 

K:=C/W. 

Teorema 1.2.5. El anillo ¡{ es un campo completo respecto a un valor 

absoluto discreto que además contiene encajado a K, y cuyo valor absoluto 

extiende al de ]{_ 

Demostraelón. Ver el libro [.Jan96] o 

El encaje i : K -)- ¡{ está dado por x 1-> {x}+ W es decir, a x lo mandamos 

a la clase de la sucesión constante, que es claramente de Cauchi_ Para ver 

Cómo está defimdo el valor absoluto en k, definamos I{xn} + Wlo:= lim Ixnl 
por lo que [1:(1;)10 = lim Ixl = [xl y así vemos que este valor absoluto extiende, 

en efecto, al de ]{_ 

Ejemplo 1.2.6. Tomemos el campo de los números racionales Q Definamos 

el valor ~lhsoluto <ilscrrto dado por la valuación discreta del ejemplo ?? ;ti 

qu(' llamaremos valor absoluto p-ád1:CO y al que clpnot,uemos por I [p_ MAs 

precisamente tomemos (; = 1/1' para p un número primo fijo_ Dcfinirno..., 

donde' v¡lr) -: n SI t = p"(II/h) ("OB a,/) ('HU'lOS pnlllos COl) p_ 

Definición 1.2.7. DdinillJos al ("altlpO Q¡I dl: lo:> 1anonales p-ádi('os como 

\.1 (olllpl('LU-\i'¡JI I1r Q n'.-..:p(·( to ,tI Y,¡Jm dh:-'(l]\I(o p-:uli,-n I !I' 
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Una llHlllPra alt('rnativa dp construir a Qp es la Siglli(,IltC: Pma cada 11 ~ 1 

sea A,) = ZJ¡/IZ. "Cn plerncllto Pll An define dC' manera natural un ('klllcnto 

en An- 1 - por lo que t('llE'lllOS un homomorfismo 

que es suprayectiYo y cuyo kE'rnel es p1t-l An' 

La sucesión 

forma un sistema proyectivo inde.-...:ado por los enteros mayores que uno. 

Definición 1.2.8. El anillo de los enteros p-ádicos 'llp es el límite proyectivo 

del sistema (.4n , 911) recién definido. 

Proposición 1.2.9. Sea En : 'llp --7 An el mapeo que asocia a cada entero 

p-ádico, su n-ésima componente. La sucesión de grupos abelianos 

es exacta. 

Demostración. Ver el libro [Ser73] o 

Con esta proposición vemos que podemos identificar Zp/pnzp con Zlpn'll. 

Definición 1.2.10. Alternativamente definimos el campo de los racionales 

p-ádicos Qp como el campo de fracciones del anillo Zp-

Este campo será de gran utilidad en este trabajo y será citado freGuente

mente. 

Ejemplo 1.2.11. El campo Qp es un ejemplo de un campo local cuyo anillo 

de valuación es Zp_ La valuación está dada por la propiedad de que Q, = 

--~"--'------;¡;'7!ptp 1] Y de aquí que cada elemento x E Qp puede ser escrito de forma única 

(salvo unidades) como x = pnu donde u es una unidad en Zp y entonces 

vp(x) = n. 
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1.3 Extensiones Ramificadas 

En ('st,\' sección simplcmC'nte daremos algunas ctdiniclOIl('S y llH'uciollarelll
os 

algunos resultados que serán de utilidad para la parte final del trabajo. 

Sea K un campo y L una extensión finita de I':. Denotemos por [L : ¡':] 

al grado de la extensión. Sea a un dominio noetheriano enteramente cerrado 

tal que I< es su campo de fracciones. Denotemos por B a la cerradUfJ? entera 

de A en L. Por las propiedades de la cerradura entera, tenemos que L es el 

campo de fracciones de B ([Lor96]). 
Supongamos que además B es un A-módulo finitamente generado. 

Proposición 1.3.1. Si A es un dommw de Dedekmd, también lo es B. 

Demostración. Ver el libro de Atiyah [AM69J. 
o 

En adelante supondremos que A es un dominio de Dedekind. 

Definición 1.3.2. Si B es un ideal primo de B y si P = B n A, decimos que 

B dwzde a P y escribimos BIP. 

:\otemos que esta definición es equivalente el decir que B contiene al ideal 

P B generado por P. 

Definición 1.3.3. Sea el) el exponente de B en la descomposición de pB cn 

idcd.les primos, es decir 

Ca = VB(? 13), ?B= TIBO<' 
BIP 

Al ('ntero Cl) lo llamamo::. índ'l.ce de rarmjicaczón de 13 en la extensión LI J(. 

Si B divIde a P 1 el earnpo DI B e:-, Ulla cxtC'llS¡Ón del campo Al P Como 

n es finit<lIHcnte generado sobre A, J3IS ('s Hna extensión finita de Al P. 

Definición 1.3.4. Al grado de ('xtcllS¡Ón 

h:= IDjB:. \j T'J 

lo lLUIl,ll!lOS yrlLilo ¡JI' II'.'wluo d(' 6 ('ll b ('::-.t.('¡l~lÚIl LI h· 

"L., ('{'l!,td\ll.t l't\11'I,t rIP .1 CH L 1''> 1'1 (('tl]lllllu ti\' todo;, lo'> dl'Il)('lltO'> ('Il 1, q\J(' ",on 

:lt('I,\' ,-nl':I' \ [:,,11' C,)ll]\\l!to 11',,\\\Cl "1'1 t.111 Ihi"'1l 1II1 ,\])11\" (VI'f l \;"Hi~)l) 
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Definición 1.3.5. • Si Sólo hay un ideal primo B que divide a P ~. si 

15 = 1, decimos quC' L/K es totalmente ramificada en P . 

• Si es = 1 Y BjB es una extensión separable3 de AIP, decimos que 
L/ f{ es no ramificada en B . 

• Si Lj K es no ramificada para todos los primos B que dividen a P, 

decimos que LJ K es no ramificada sobre P. 

Para un estudio completo sobre el tema, se puede revisar el libro [Ser79J_ 

3Una extensión algebraica L/K de campos es separable, si el polinomio mínimo sobrE' 

J( de cada elemento en L no tiene factores irreducibles repetidos en el anillo de polinomios 
sobre K (ver [Mor96]). 



Capítulo 2 

Curvas elípticas 

Nuestro interés principal en este trabajo es estudiar a los modelos de Neron 

para curvas elípticas 4, por lo que en este capítulo daremos un repaso general 

de la teoría de las mismas. En particular se mencionaran las propiedades que 

generalizaremos a esquemas y aquellas que nos gustaría que cumplieran los 

modelos de Neron. ASÍ, estudiaremos la estructura de grupo en los puntos 

racionales y a las curvas que se obtienen al reducir módulo 1i. 

2.1 Curvas 

Sea k un campo. El plano afín definido sobre k es el conjunto A~ = k2
. Si 

tomarnos un pohnomio no constante f E k[x, y] tal que no tenga factores 

repetidos en k[x, y] y tomamos un campo f{ ::) f.o. (por lo que Ai e A;,.) 

clonclr !\" puede ser tan grande como se gu¡,tc, podernos drfinir una curv/t 

afín C¡ (= C si queda claro) soble k, como el conjunto de ceros en A7{ del 

polinomio f y para cada campo E tal que k e E e K definimos los puutos 

E-raciomllcs de e ¡ COmo: 

el(E) := {(a, b) E A~ . ¡(a, b) = al. 
La curva e ('s irrcducjbll' ",j f ('s llTC<lucihlc, y es g('om(~tncamcnt.e (1.0-

t,almelltp) irredllnblC', ~i J l'1':-'1l1t.il jrn'dl!(:jbl(~ en L Ad('m;'ts. ('omo los poli

HOll\ios :-'01>1'(' UIl (',UllPO forman \l1I mullo (!c- f¡¡ctonzación ún¡ca, pot!('llln" 

(ks(olllj>OIl('!' a J cOlllO d prod\]{'\.() J ~- Jlr~·,· JI' (k dlst.int.os polinolllio:-, 

ll!"('<lllnllk:; y <'l¡(llH'('S 
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con cada C¡, irreducible. Llamalllos a las G¡, las COmpOllf'utes irreducibks 

de C. 

Definiendo de manera natural las derh'adas parciales de un polinomio, 

podemos dar el concepto de singularidad y de recta tangente: un punto 

p = (a, b) E C es no singular si no es cero simultáneamente de las deriyadas 

parciales af fax y af f[)y. La linea tangente a C en p está dada por: 

(af ) (x-a)+ (af ) (y-b) =0. 
ax p ay p 

La cunra C es no singular si todos sus puntos en C(k) son no singulares. Un 

punto o una curva que no es no singular es, por lo tanto, singular. 

Sea p = (a, b) E C(K). Podemos escribir a f como una suma de poli

nomios en x - a y x - b con coeficientes en K de la siguiente manera (la 

expansión de Taylor de !l: 

f(x, y) = Mx - a, y - b) + j,(x - a, y - b) + ... + f,(x - a, y - b) 

donde cada Ji es un polinomio homogéneo en x - a y x -- b de grado i . El 

punto p es no singular si, y sólo si, JI =1- O, en cuyo caso la ecuación de la 

recta tangente por p es JI = O. 

Si C es singular en p, decimos que p tiene multiplicidad m, sí J = Jm(x

a, y - b)+ {términos de orden mayor}, donde fm # O y m > 1. Si m = 2 

decimos que p es un punto doble. 

Si escribimos 

donde cada Li es un polinomio l¡:leal en x - a y x - b con coeficientes en 

Ji, decimos que las líneas Lt = O son las líneas tangentes a C en p, y ri la 

multiplicidad de Li' El punto p es una singularidad ordinaria si las líneas 

tangentes son todas distintas, Le., Ti = 1; Y decimos que un punto ordinario 

doble es un nodo. Un punto doble es una cúspide, si sólo hay una línea 

tangente por este punto, Le., si T2 = 2 . 

. ____ Ah.o.r:a..estudiemoS-e!..cas~e~aR<>i>~-eetivo-sobre,~~~~ 

k como 

IPi = {(x,y,z) E k3
: (x, y, z) # O}f ~ 
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donde' (.l:,y.z) '" (.I:',¡/,,::') si y sólo si existe un e E k* = J..: - {O} t,ll que 

(:1", y/, ,::') = ((,:1,', C,I;, e.:). ESl"ubillloS [.r . .I), el pan\ b clase dt' eqUlvah'nrid d(' 

Cr,y,z). Así 1'; ~ {[.r.y,z]¡(.r,y,z) E ¡,'}. 

Un polinomio homogéneo no constante F E k[x, y, z] qUE' no tenga factOlcs 

repetidos en k[J;,y,z] define una cun'a proyectiva plana Cp sobre J..: cuyos 

puntos en cualquier campo X J k están dados por el subconjunto de f]J: 

CF(J{) ~ {[x, y, z]lF(x, y, z) = O}. 

Debido a que el polinomio es homogéneo, podemos notar que este conjun

to está bien definido. Llamaremos grado de la curva, al grado del polinomio 

F (o el grado de f para el caso afín). De manera análoga al caso afín, la 

curva es unión de cun·as planas irreducibles. 

Sean Ua = {[x,y,z] E I'i¡x # O}, U¡ ~ {[x,y,z] E I'i¡y # O} Y U2 ~ 

{[x,y,z] E I'i¡z # O}; entonces tenemos que 

1'; = Ua U U¡ U U, 

y para una curva e = eF 

C ~ Ca U C¡ U C, donde C, = C n U" 

además podemos identificar a Uo (de hecho a cada U1 ) con el plano afín vía, el 

mapeo [1, y. z] -} (x, y) (o el equivalente), por lo que deCImos que el plano 

proyectivo está cubierto por planos afines M,í.s aún, podemos identificar a 

Co, el, C2 con las curvas afiuC's dadas por los polinomios 

nI, y, z). F(:r:, 1, z), F(:1:, y, 1) 

respectivamente' Con e:,to podemos dCcÍI qnc la curva plana proyC'cti\'<t Cl-' 

está cul)H"'!rta por las tres curvas afines Co, el, G2 aunque eH alguIlo:-, (aso~ 

sólo está C:Hbj(~rta por do:, de ést.as (ver [Mil96]). 

Consid('J'(,lltos <¡u<' /; es un campo perfecto, por <'jcmplo J? = Z y k = Q, 

y tOIllC'IIlOS un,l {,lll'va ,tfín C'I <kfinida sobre k (lo <}1H' d(~llotarclllos por G/k) 

.v ,lde!l¡¡i:-, iOlllcl!Iosla ,l!,ColIH'tnc,uu<'t!t<, in<'dllcibk. Si f{ P,> ulIa ('XÜ'IL,>U)n d<, 

Galols dI' ~', Y f ~-: L<I!;.1"!JJ E: k[.r:,y]. t.l'1H'1ll0S qlle SIIlIl punto (n./)) (; el' 

entonces talll!Héll o(ll.b) E: C'I, dOlld(' 1/ e (;;d(h'jk) En dedo: 
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Por lo que Gal(Kjk) actúa en e(K). Más generalmente, si el, e2 , •• ' son 

curvas sobre k, entonces Gal{K/k) estabiliza al conjunto niCl , por lo que 

si tomamos a J junto con sus derivadas parciales, Gal(Kjk) estabiliza al 

conjunto de puntos singulares de eJo Análogamente podemos trabajar con 

curvas proyectivas planas y obtendremos el mismo resultado. 

Tenemos especial interés en estudiar a las curvas cúbicas no singulares, 

ya que en ellas podemos definir una estructura de grupo sobre sus puntos. 

Consideremos los siguientes lemas: 

Lema 2.1.1. Si G/k tiene un punto singular, entonces tiene uno en C(k), 

y si e es una cúbica, éste es el único punto singular. 

Demostración. Supongamos que p E C(E) donde E es una extensión de k. 

Notemos que basta suponer que la curva es afín, ya que la curva proyectiva 

está cubierta por curvas afines. Consideremos el ideal 1 =< J, aJ jax, aJ jay >. 
Como ideal de E[x, y], 1 = lE #-< 1 > ya que sus generadores tienen a p 

como raíz, esto implica que el ideal 1 = Ik visto como ideal de k[x, yJ también 

es diferente de < 1 > ya que si 

Ir = <1> = h= <1>.= h = <1>. 

Por lo tanto, usando el Nullstellensatz, tenemos que 1 también tiene un 

cero en k; es decir, hay un punto singular q en C(k) y, por lo tanto, en una 

extensión finita de k que además la podemos suponer normal (se puede tomar 

la cerradura normal) y, por consecuencia, es de Galois. Para ver que el punto 

q es el único punto singular, supongamos que existe otro T, entonces la recta 

que une a estos dos puntos se intersecta con la curva en al menos 4 puntos 

contando las multiplicidades, lo que contradice el teorema de Bezout1 Así, 

como el grupo de Galois Gal(Ejk) estabiliza a los puntos singulares, fija a q, 

pero éste sólo fija a los puntos de k, concluimos que q E Ck • O 

IEI teorema de Bezout dice que si C¡yDg son curvas proyectivas de grados m y n y 

además asumimos que no tienen una componente en común, entonces ellas se intersectan, 

sobre k, en exactamente mn puntos contando multiplicidades; o bien 

mn= ¿I(p,C¡nD,) 

• 
donde la suma es sobre todos los puntos en IP~, y donde definimos [(p,e¡ n Dg) = O si 

p 1. e¡ n Dg; y si p E e¡ n Dg entonces l(p, e¡ n Dg) es la multiplicidad de p en la 

intersección, definida como el número dimkk[x,yJ/U,g). 
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Con este lema y el teorema de' Bczont, vemos que si e tiene un punto 

singular, podemos parametriZc'lT a los puntos de de la curva con las rectas 

por el punto singular (posiblement(' salvo un número finito). 

2.2 La ley de grupo 

Ahora veamos que si e es cúbica no singular, podemos definir una suma 

sobre los puntos C(K). Nuestro objetivo es ilustrar esta suma y su manera 

de operar, así como saber que C(K) resulta un grupo. Sin embargo, para un 

tratamiento más delicado de este hecho, así como para una demostración, se 

pueden revisar los libros [SiI85], [FuI69] entre otros. 

Tomemos dos puntos p, q E C(K). Por el teorema de Bezout, la línea que 

une a p y q intersecta en exactamente un punto más a e que denotaremos 

por pq y que también tiene coordenadas en K. Fijemos un punto O en C(K) 

quien servirá como origen. Definimos 

p + q := O(pq), 

es decir, el punto resultante de la suma entre p y q es el otro punto de 

intersección de la recta por O y por pq con C. Es necesario precisar algunos 

casos particulares tales como: Si p = q entonces pp es el punto de intersección 

de la tangente por p con la cúbica; si la línea por p y q es tangente a la curva 

en q, entonces pq = q; y si p es un punto de inflexión, entonces pp = p. 

Teorema 2.2.1. Tenernos que C(I<)! Junto con la .mma. antcTZ01! fonna un 

g1"UpO abeliano. 

Aquí daremos una demostración para ,,1 e<l. ... <;o k = k. Una demostración 

gf!ueral ~e puede encon\.lar pn [FulG9] 

Sra el-' UBa curva proy('ctiva no singuLu sobre ('1 campo k. 

Definición 2.2.2. El Grupo <ir. rliVZSOT('S Div(C) ('1\ e ('s ('1 grllpo (~b('liano 

libr(' gt'l\r.rado por los d('IlH'IILos (h' ce!.} ElIt.ol)(:cs IllI demrnto dr Div(C) 

(~s liBa SllIll,~ finita 
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ptQ 

Figura 2.1: En esta figura se muestra cómo se suman dos puntos en una 

cúbica. 

Tenemos un orden parcial en Div( C) de la siguiente manera: 

¿ n,,[p] S ¿ rn,,[p] -=- ¿ np S ¿ rn" para todo p. 

Sea ~ un mapeo racional en C. Por definición <p es un cociente HGCcX,y,Z)) de 
x,y,z 

dos polinomios homogéneos del mismo grado, digamos de grado m, y además 

F no divide a H. Si cP i- O, podemos suponer que F tampoco divide a G. 

Por el teorema de Bezaut, tenemos que: 

p p 

Definimos el divisor asociado a <p como: 

divql = ¿/(p, CF n CG)[P]- ¿/(P, CF n CH)[P]. 
p p 

Los p que aparecen en divq) con coeficientes positivos son llamados ceros 

____ -"y_l::o::s'-q"u=::e aparecen con coeficientes negativos polos. Notemos que div<p tiene 

grado cero, por lo que tiene el mismo número de ceros que de polos contando 

multiplicidades. También notemos que las únicas funciones que no tienen ni 

ceros ni polos son las constantes. 
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Dado un divisor D, definimos 

L(D) = {,,¡div</> + D 2: Ol U {O}. 

De tal manera que si D = [P] + 2[q]' entonces L(D) está formado por todos 

los mapeos racionales que> no tienen polos diferentes de p. q y que tienen a lo 

más un polo simple en p y un polo doble en q. Cada L(D) es un k-espacio 

yeetarial de dimensión finita (ver siguiente teorema) misma que denotaremos 

por I(D). 

Teorema 2.2.3 (Riemann-Roch). Exzste un entero 9 tal que para todos 

los divisores D 

I(D) 2: degD + 1- g, 

con igualdad para deg D > 2g - 2. 

Una demostración de este famoso teorema se puede encontrar el el libro 

de Fulton [Fu169]. 

Definición 2.2.4. Definimos el género de la curva e corno el entero 9 del 

teorema anterior. 

Definición 2.2.5. Al divisor de un mapco racional lo llama.remos pnncipal 

y al conjunto de divisores principales de e lo denotamos P(C) Decimos que' 

dos divbores D, D' son linealmente equivalentes D '" D' si difieren por un 

divisor principal. 

Si denotamos por Divo(C) a los divisores de grado cero en C, tenemos 

Div(e) ~ DivO(C) ~ p(e). 

Definición 2.2.6. D('fiIllrnos los grupos d(' PlCard 

Pi, (e) = Div(e)j ['(e) PicO(e) = Diyo(C)j I'(C). 

COIlsiden'ltlos una curva proyC'ctl va <1(' ,!.!/llClO 1. De ,1cllcrdo ;tI teorema 

de lli('Ill,wrl-]{orh 

!(f)) -- dq~ f) si. V ,,(ílo :-.i. deg f) :' 
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Proposición 2.2.7. Sea e una curva proyectiva no singular de géneTO 1, y 

sea ° E C(k) donde k = k. El mapeo 

C(k) ----> Pico(C), p>---+ [p]- [O] 

es biyectivo. 

Demostración. Definamos un inyerso. Sea D un divisor de grado cero. En

tonces D + [O] tiene grado 1 y, por lo tanto, existe un mapeo racional cj;, único 

salvo multiplicación por constantes. tal que divr,& + D + [O] 2: O. Los únicos 

divisores mayores o iguales al divisor cero de grado uno, son los puntos. Es 

decir, los de la forma [p]. Por lo que existe un punto bien definido p E C(k) 

tal que D + [O] ~ [P], o bien, D ~ [P]- [O]. O 

Esta biyección canónica nos dota a C(k) de una estructura de grupo 

abeliano (con la suma e) que, como veremos en seguida, es la misma definida 

anteriormente. En efecto, notemos que esta nueva estructura está determi

nada por la condición: 

p (jJ q = s si, y sólo si, [P] + [q] = [s] + [O]. 

Supongamos que p + q = s (con la suma anterior). Sea II la línea por p y q, 

y l2 la línea por O y s. Por la definición de s sabemos que h y l2 tienen un 

punto en común r con C. Si vemos a estas líneas como funciones lineales en 

las 'variables x, y, z, y hacemos <1> = 11/l2, entonces </J tiene ceros en p, q, T Y 

polos en O, s, T y por lo tanto 

con lo que [P] + [q] ~ [O] + [8], Y p 8l q = s según la nueva estructura. 

Con esto nos queda ya una buena idea de cuál es la manera de demostrar 

que, en general, C(K) es un grupo con la estructura inicial. Si se quiere 

revisar la demostración completa, es recomendable revisar el libro de [SiI85]. 

2.3 Curvas elípticas 

-----iD'mefifiTIlrfcicrÓl'r"2:3.1. Definimos el géJte! v gWntétl iw de Ulla CUI va plana PI O) et 

tiva C como el número: 
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donde d es el graJo de C. la suma es sobre todos los puntos singulares p E 

C(k). y Op = rnp(mp-l)j2 si p es una singularidad ordinaria de lllllltlpliciddd 

mp. 

Definición 2.3.2. Sea f{ un campo. Gna curva elíptzca sobre J( es cualquiera 

de las siguientes: 

1. Una curva E sobre ]( completa y no singular de género 1 junto con un 

punto O E C(K). 

2. "Cna curva proyectiva plana E de grado 3 junto con un punto O E E(K). 

3. üna curva proyechva no singular de la forma 

Estas definiciones están relacionadas. En efecto, Sea E como en 3, en

tonces E(K) contiene un punto canónico O = [0,1, O], Y el par (E, O) satisface 

las otras dos definiciones: la 2 es inmediata y la 1 se sigue de la fórmula para 

el género geométrico. Si tomamos (E, O) como en 1, se puede ver que existe 

un isomorfismo de E sobre una curva como en 3 mandando O en [0,1, O] Si 

(E, O) es como en 2, también es posible demostrar que hay un cambio de 

variables que transforma E en una curva como en e y a O en [0,1, OJ (ver 

[SiI8511· 

Definición 2.3.3. A la. ecuación 

que determina a la curva díptica E, la llamamos la ecuacuSn de WeicTstras8 

de Lt curva. 

Se demncstl<t que si una curva elíptica ('!:itA dada por dos ecud.cioIH'S del 

tipo 2.1, entonces ('XlstC UB cambio de coonknadas d('] tipo 

l I ') I 
!/::::u 11 +;-,u-.l' +l 

('on 1/" /" s, t. E= !{ ,\' 11 • .¡c () y ~l SIl!H)!¡('IllOS qlH' !,l car,lct príst.inl dpl (,anlJlo !{ 

('S clifp!(,lltc' d(' :2 o :~, POd('IllO)-' h,u'('r ('1 cambio dt' v,tri<lbles 

, , "1 
r .1', .'1 . 11 .1 ., 
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para eliminar al ténnino xy::. y un con un cambio unls por 

:r:' =.1;. °3 y'~y+-- 2' z' =.:::: 

eliminaremos los ténninos X2 y y. ASÍ: finalmente llegaremos a una ecuación 

de la fOTIna 

(2.2) 

El siguiente teorema muestra la importancia de las ecuaciones del tipo 

2.2. Una demostración de estos hechos se puede encontrar en [SiI85]. 

Teorema 2.3.4. Asumamos que el campo K tiene característica diferente 

de 2 o 3. 

• La curva E(a, b) := y2z = x3 + axz2 + bz3 a, b E K es no singular y, 

por lo tanto, junto con el punto O = [O, 1, O] define una curva elíptica. 

• Cada curva elíptica sobre K es isomorfa a una de la forma E(a, b). 

• Dos curvas elípticas E(a, b) y E(a', b') son isomorfas si, y sólo si, existe 

un e E K" tal que a' = c4a, b' = c5b y entonces el isomorfismo está dado 

por 

[x, y, z]--+ [c2x, c'y, z]. 

Respecto a la ley de grupo de una curva elíptica dada por E(a, b), pode

mos decir que el punto al infinito es el elemento cero y que la ley de grupo 

está determinada por: 

p + q + r = O -{:::=} p, q, r están en la misma línea recta 

y que 

si p = [x, y, z] entonces - p = [x, -y, z], 

de donde vemos que un punto de orden dos (~p = p) es de la forma [x, 0, 1J 

donde x es raíz del polinomio x3 + ax + b. 

Ahora estudiemos los morfismos entre curvas elípticas. 
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Definición 2.3.5. S('iln El y El dos curvas dípticas. 'l·na zsoqellca t'ntr(' 

El y E2 es un lllorfislllo (lllapeo polinomial de curva,;) 

que satisf<'lcE' la condición 1/;(0) = (O). Las CUlTas El y E2 son isogelleas si 

existe una isogenea no C<'rO (1j;(E¡) oF {O}) entre ellas. 

El siguiente teorem<'l muestra la importancia de las isogeneas ya que mues

tra que éstas conservan la estructura de grupo. 

Teorema 2.3.6. Sea 

una iso gen ea. Entonces 

1j;(p+q)=1j;(p)+1j;(q) paratodop,qEE¡. 

Demostración. Ver [SiI851. o 

Fijemos la siguiente notación que usaremos durante el resto del capítulo, 

salvo especificación. 

Por K denotaremos un campo local respecto a la valuación v con anillo 

de enteros R = {x E J( : v(x) 2: O}. Por M al ideal máximo de R dado 

por {x E!( V(X) > O}. Por 71 al parámetro umfonmzador de R, Le., 

M = 7f R. Finalmente denotaremos por k al campo de residuos de R, es 

decir, k = RIM. 

Además supondremos que la valuación cumple con que v(7f) = L 

Definición 2.3.7. Sea E/!( UIla curnl elíptica con ecuación de vVeier~trass 

Definimos E~l disériminante 6. de la curva elíptKa como el llúllwro 

donde 

1>2 " (ji + '11L.!) 

/It ¿at !- (J ¡ fI.,\ 

h() .t 
I la I! n, 

I¡~ (I.¡ 11 () , !(I:II" (I¡(J ;11 \ (1 di n 
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Cuando la curva elíptica está dada por una ecuación de la forma 

entonces .él. = -16(4a3 + 27b') ([SiI8o]). 

Dada una curva, aunque no sea elíptica, podemos asociarle su discrim

inante ([Sil85]). Sin embargo una curva es una curva elíptica si'y sólo si 

.él. '" O. 
Sea E/K una curva elíptica con ecuación de \Veierstrass 

Si hacemos la substitución [x, y, z] ~ [u- 2x, u- 3y, z] cada ai se transforma 

en uia,z, por lo que, si escogemos a u como una potencia suficientemente 

grande de 1r tenemos que podemos encontrar una ecuación de \Veierstrass 

con todos los coeficientes en R y, por lo tanto: v(.6.) ~ O Y entonces podemos 

escoger una ecuación tal que VeA) sea lo más pequeño posible. 

Definición 2.3.8. Sea E/K una curva elíptica. Una ecuación de \Veier

strass con las condiciones del párrafo anterior es llamada ecuación minimal 

de Weierstrass de la curva elíptica. 

Teorema 2.3.9. Se cumple que: 

• Cada curva elíptica tiene una ecuación minimal de \\·eierstrass . 

• Una ecuación minimal de \Veierstrass es única sah'o por cambio de 

coordenadas 

con r, s, tER Y u E R*. 

Ahora definamos una operación de "reducción módulo íT" a la que de

notaremos por una tilde. Así por ejemplo, el mapeo natural de reducción 

R ---+ R/1rR = k es denotado por t ---+ t. 
Teniendo una ecuación minimal de Weierstrass para la curva elíptica 

E/K, podemos reducir sus coeficientes módulo íT para obtener una curva 
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sobre k (que podría ser singular) . .-\ esta Clu\"d.la denotaremos por E/k y la 

llamaremos la reducción de E módulo 1i. 

Debido a que iniciamos con una ecuación minimal, la ecuación de E es única 

salvo el cambio de coordenadas del teorema 2.3.9. 

Si pE E(K), podemos encontrar coordenadas homogéneas de p = [xo, Yo, zol 
donde cada xo, Yo, Zo E R y donde al menos una es diferente de cero. Defin

imos el punto reducido p = [xo. Yo, zal que está en E(k). Esto nos da un 

mapeo de reducción 

E(K) --+ E(k) 

p >-+ p. 

Definición 2.3.10. Sea E/K una curva elíptica y sea E su reducción para 

una ecuación minimal. Decimos que: 

• E tiene buena reducción (estable) sobre K, si E es no singular. 

• E tiene reducción multiphcatzva (semi estable) si E tiene un nodo. 

• E tiene reducczón adztzva (inestable) Sl E tiene una cúspide. 

En los casos 2 y 3 también decimos que E tiene mala rcducczón. 

Proposición 2.3.11. Sea E/ 1": una curva clíptzca con ecuacu;n m1.nzmal de 

Weierstrass 

E tiene buena Teducc¡ón 81. y sólo 8Z v(.6.) = O En c.~t.(' caso F C~ una ("/trva 

r.H.pti('(L 

Ejemplo 2.3.12. S('i't q 2: 5 un núnlC'l"o pnrno. La curva rlíptica. ('11 Sil 

parte afín) 
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tiE'ne reducción multiplicativa ::>obn' IQrp 

E3:y"2=X.3+ q 

tiene reducción aditiY<l sobre Qq. 

Curvas elípticas 



Capítulo 3 

Esquemas 

Con el objetivo de fijar notación, iniciamos este capítulo con las primeras 

definiciones en la teoría de esquemas. Después introduciremos una familia 

de esquemas en la que estamos particularmente interesados: Los S-esquemas 

o bien, los esquemas con base S. Estudiaremos al producto fibrado, con

strucción que nos permitirá dar las generalizaciones o las extensiones de las 

propiedades de las curvas elípticas a algunos esquemas. Se analizaran con

ceptos tales como propiedad, suavIdad y regulalidad que son características 

necesarias para la teoría de los modelos de Neron 

3.1 Espacios anillados y localmente anillados 

Un e8pacio anzllado C~ un espacio topológ,ico )( junto con UD,). gavilla de 

anillos Ox. 

D('cirnos qnc (X, Ox) es localmente (1.n1{{ar!o si paLt todo J: E X la fibra 

V x en x de la ¡;uvllla Ox es un amllo lOCAl De!lotarPlIlos por ivfr, su ideal 

máximo y por k(,1:) a.l campo residual OxlAlT , 

Si U ('S HU ilbiprLo (k .\ d(moLarcTl\os por r(U, Ox) al anillo de :-;CCCiOll('S 

de: 0,\ sohr(' U 'y' par,t Lodo T E lJ, 1.r c= O.r (':-' t'\ gcnnen d{' 1 ('11 :1". 

DCllot.(,ll\OS pOI' 1(:1;) a la IInagpn d(' Ir C'lt d campo r('sidu,ll k(:¡;). 

UlJ hOIllOHlOrfi:-illlo de (~spildos <l.llilhdo:'"l (S, 0,\ ) Y (V, Od es tilla p,tn'ja 

(J. Ji;) dOIlc!(' J (':-, Hila apli('¡tcJ¡')!1 contlllll;¡ (\(' Y ('11 }' y dUlIdv J'I (':-' 111\ lIlor

fi:-'!Il\) de g,t\'llla.", rk O) ('11 !.lO,\), t!nIld(' !.(()\) rkll(ll,¡ la ~a\ilL\ 111/(/.(/1'/1 
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dírecia bajo f de Os definida por 

qv, f.(Ox)) := q¡-I(V), Ox), 

Si además (S, Ox) Y (Y, 0 1.) son localmente anillados, pedimos que el 

homomorfismo inducido por f# sobre las fibras, IX' : (] J(x) --+ Ox sea local) 

es decir que Mf(x) = (J#);;;I(Jlx). 

Para simplificar la notación, desde ahora denotaremos simplemente por 

f, al morfismo de espacios anillados (J,j#). 

3.2 Esquemas 

Sea R un anillo. Construyamos un espacio anillado (Spec R, OSpec R) de la 
siguiente manera: 

• El conjunto asociado a Spec R es el conjunto de los ideales primos de 

R. 

• La topología de Spec R, llamada topología de Zariskz, es definida por 

sus cerrados: si p E Spec R y si f E R, denotamos por f (P) a la 

imagen de f en el campo de residuos de Rp. Así, decir que f(p) = O es 

equivalente a que f E p. Decimos que F e Spec R es cerrado, si existe 

un subconjunto M de R tal que F sea el conjunto de ceros de }vI, es 

decir, F = V(M) := {p : f(P) = O \f f E M} = {p : M e p}. De esto 

tenemos que la familia de conjuntos de la forma 

D(J):= {p E SpecRIJ(p) # O} = {p E SpecRlf # p} 

es una base para los abiertos de Spec R. 

Proposición 3.2.1. Se cumple lo siguiente: 

1. D(J) = 0 {? f es ni/potente. 

2. Una familia de abiertos {D(Ji) }¡E¡ es una cubierta de Spec R si y 

solamente sz el zdeat generado por las ft es el total R. En panicular 

D(J) = Spec R si y sólo si f es una unidad. 

3. D(J) n D(g) = D(Jg). En particular D(Jn) = D(J). 



3.2 Esquemas 27 

4. D(g) e D(f) si y sólo sr 9 E vm (vm es el rdeal radical del 

ideal (j), es decir, la intersecczón de todos los zdeales pnmos que 

contzenen a j J. 

La demostración de estos hechos es consecuencia dIrecta de la defini

clón. 

Observación 3.2.2. Observemos que si D(J) e D(g), entonces pode

mos escoger 9 de manera que éste sea un múltiplo de f. En efecto, por 

la parte 4 de la proposición, tenemos que existe un entero n tal que 

gn = f f' pero sabemos que D(gn) = D(g). Por otro lado, el abier

to D(f) se identifica, junto con su topología, con el espacio Spec R¡ 

([Har77]) . 

• Ahora construyamos la ga,·illa estructural de Spec R. Para eso, aso

ciemos a cada abierto básico no vacío D(j) el anillo R¡. De la propiedad 

.J y la observación deducimos que si D(g) e D(f) tenemos un morfis

mo canónico R¡ -> R, = R¡f' = (R¡)f' y si D(J) = D(J'), entonces 

R¡ se identifica canónicamente con RJ'. Esta construcción la pode

mos extender a una pregavilla en Spec R haciendo para cada abierto 

[J E Spec R 

r(U, OSp", R) = Em R¡ ,--
f)(f)CU 

(ver [Har77] para los detalles). Sabemos que esta pregavilla es una 

g;willa si y solamente SI para todo recuhrimiento de todo abi('rto D(f) 

por los D(f 1') Sr' tiene que b sucesión slguiente P8 PXdJ.:ta 

'.) 

donde '1j;((L)¡ es la imag,cn canónica U(' a ('11 R ff1 = (RI )¡" Y (p(o¡)'J es 

la diferencia (h' las im,í.gerH's callólll('a~ de al Y (/.J en RI !,!)· 

Notemos qm' para todo punto p E a, la fibra í'S (,1 ,Ulillo lo(',tI RI' ya quP 

OSllO'C n,p = hlll R ¡ = l?w 
-_.} 

¡VI-

\()!<'IIHlS q\U' (OH !\) itllt<'!J()r 
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Definición 3.2.3. "Cn esquema afín es un espacio anillado isomorfo al (';.:¡

pectro dE' un anillo. 

Sea (S,Ox) un espacio localmente anillado. Decimos que éstE' ('8 UU 

esquema. si es localmente isomorfo a un esquema afín. 

Proposición 3.2.4. Si (X, Os) es un esquema y F es un abierto de X. 

(U,OxILO) es un esquemao 

Demostración. ver [Har77] o 

Definición 3.2.5. 'Gn subesquema abierto de un esquema X es un esquema 

U, cuyo espacio topológico es un abierto del espacio X. y cuya ga\illa Ou 

es isomorfa a la gavilla restricción OX]U de la gavilla estructural de X. Una 

inmersión abierta es un morfismo f : X ----+ Y que induce un isomorfismo 

de X con un subesquema abierto de Y. 

Definición 3.2.6. Gna inmersión cerrada es un morfismo f : X ---+ Y de 

esquemas tal que f induce un homeomorfismo del espacio topológico X en un 

conjunto cerrado del espacio topológico Y y que además el morfismo inducido 

f'J : 01' ---+ f*Ox de gavillas en Y sea suprayectivo. un subesquema cerrado 

de X es una clase de equivalencia de inmersiones cerradas, donde decimos 

que J : X -+ Y Y J' : X' -+ Y son equivalentes si existe un isomorfismo 

i : X' --+ X tal que l' = f o io 

Ejemplo 3.2.7. Si X es el esquema afín SpecA y y es SpecA/I donde 1 

es un ideal de A, tenemos que el morfismo canónico A ---+ AII induce un 

morfismo de esquemas j : Y --+ X que es una inmersión cerrada. En efecto, 

el mapeo j es un homeomorfismo entre Y y el cerrado V(I) e X. El mapeo 

de las gavillas es suprayectivo ya que el mapeo en los tallos, que son las 

localizaciones de A y AII respectivamente, es suprayectivo ([Har??]). ASÍ, 

para cada ideal 1 e A tenemos una estructura de esquema cerrado sobre 

V(I). Notemos que cada cerrado Y de X puede tener muchas estructuras de 

esquema, al menos una para cada ideal 1 e A tal que V (1) = Y Y de hecho, 

----~trncLUIa de subesquema Cdlado pl0viene---rlF1miTt~attverfña1'77'i]iT)o~~~~~ 

Ejemplo 3.2.8. Sea V una variedad afín sobre el campo K, Y sea W una 

subvariedad cerrada. Tenemos que W está en correspondencia con con un 
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ideal primo P del anillo de roorc1pnadas A de \ T. Sea X = S1'('(; A el ('¡-¡quema 

asociado a \. Y Y = Spcc A/ P el esquema asociado a 1\ 'o t'utoncc¡.¡ )' ('¡-¡ un 

sllbesquema cerrado de .X. 

Ahora definamos a los esquemas espacio afín y proyertlYO sobre un anillo. 

Definición 3.2.9. Sea R un anillo, Definimos el n-espacio afín 50br€' R Ajt( 

como 

Si R = k donde k es un campo algebraicamente cerrado, vemos que los 

puntos cerrados de Al. están en correspondencia biyectl\'a con las n-adas de 

elementos en k. 

Para construir el espacio proyectivo necesitamos introducir una manera 

de crear nuevos esquemas: el pegado de esquemas. 

Sea Xi una familia de esquemas tales que para cada i -# j tenemos un 

abierto Utj e Xl que es un esquema con la gavilla restricción. Tamblén 

supongamos que tenemos un isomorfismo de esquemas 01J : U2J ---+ UJl para 

i f. j tal que 

y que 

Construyd.mos el esquema X rcsult<ll1te de pegar a los e~qucmas X, de la 

siguiente manera. Tomemos a X como la unión ajena de los Xl módulo una 

rel<lóón de equivalencia 

donde 3'1 E U¡J e ... "x, c¡.¡tá rc:laclOnaclo con 0,)(:7,,) para toclo ) (si :f;, 1- U,) 

(\lltOll('('S lo relacionarnos consi~o mismo). Se¡l.ll 'II)¡ : X, -> .\ los modismos 

canónicos. TC'n(\IllOS q1lC' X (\S \lB espacio topolóp,i('o ('011 la topologÍ<t cocicnt(" 

('S dcnr, \l e x ('S abierto SI, y súlo si, 'I(): 1 (V) e X, (':-' abierto par,t t.odo i 

Ddlrmllo:-, la gavilla ('11 X COlI\O 
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Tenemos que Ox es una ga\-illa y que (X, Ox) es un espacio localmente 

anillado. Más aún, como cada Xi es un esquema, cada punto de X tiene 

una yecindad que es afín, por lo que X también es un esquema ([Har77] o 

[EH99]). 

Ahora sí podemos definir al espacio proyectivo. 

Sea S = R[xo, Xl, ... In] el anillo de polinomios en n + 1 variables con 

coeficientes en el anillo R. Sea Ai := [S(x,)]o la componente homogénea de 

grado cero del anillo local S(X,), es decir, 

A {
F(XO.Xl, ... xn)IF h • }~R[ '] 

i = xtegF es omogeneo = Yo, Yl,··· ,Yi,··· Yn 

donde el Yi indica que se está suprimiendo la variable Yi- Sea Xi = Spec At, 

tenemos que el anillo 

se identifica canónicamente con Aji _ Así, tenemos t'}ne lJ~j = Spec Aij se iden

tifica canónicamente con Uji = Spec Ají además, módulo una identificación 

(inmersión abierta), podemos considerar a Uij abierto de Xi. 

Definición 3.2.10. Definimos el n-espacio proyectivo sobre R, lP'1t como el 

esquema resultante de pegar por los U1j a los esquemas Xi definidos anteri

ormente. 

Alternativamente, podernos hacer la siguiente definición. 

Definición 3.2.11. Sea R un anillo. Definimos el n-espacio proyectivo sobre 

R,1Fk como 

donde ProjR[xo, X2, ••• ,xn ] denota al conjunto de todos los ideales primos 

~~- - -------~__<le_grad<Tj'XlSittv<>-del-anille R[X=2~,"¡¡1-.-J.~~~~-·~~~~ 

Para ver la equivalencia y los detalles, revisar el libro de Hartshorne 

[Har77] o el de Eisenbud-Harris [EH99] 
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3.3 Propiedades básicas 

Sea .\ = Spec R un esquema afín. Sea B un subconjunto de .\. Definimos 

la cerradura B de B, de manera tradicional. es decir, 

B = n{F e X: B e F y F es cerrado} = V(B). 

Así, si x, y E X tenemos que: 

YE{x}enSpecR = xey enR 

Proposición 3.3.1. Un esquema es un espacw T-cero, es deczr, dados dos 

puntos distintos en un esquema .\ existe un abzerto que sólo contiene a uno 

de estos puntos. 

Demosimczón. Si X = Spec R tenernos que si y rt {x}, entonces el abierto 

X - {x} resuelve el problema. SI y E {x} y x E {y} entonces x e y y y e x 

por lo que x = y. 

Si X no es afín, entonces existe un ¿bierto afín U que contiene a x. Si 

y rt U, el problema está resuelto, pero si y E U, entonces pasamos al caso 

anterior. o 

Proposición 3.3.2. Un esquema afín X = Spec A es compacto. 

Dcmoslmczón. Sea (U¡)¡El una cubierta abiert.a de X corno cada V, es com

plemento de un cerrado, éstos C'stán ddimdos por conJu¡üos Al¡ e A dC' la 

siguiente mancr<l: 

u, = {p E X : :J f E M" f(p) f O}. 

Decir que los U¡ cubren X es eqUl\"alenLc a decir que los conjuntos NI, g,cIll:'ran 

al anillo A, por lo que ('xist,(' Hll nÚlll('fO Imito (h' m) E NI) tales que 1 = 

¿ TTlJa) y, por lo tanto, los VI asoci,tdos ,1 ('stos m I e lvI¡ tambi{'n cubren 

s, o 

Definición 3.3.3. Decimos quC' llIl t'sp;lCio topológi('o (':-, irr('ducibk, si JlO 

PIH'dC' sn ('sen Lo como uIlión di' (]()S C('! radu ... propios, {'s decir, 

.\ 
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Ejemplo 3.3.4. La cerradura de un punto en un espacio topológico siC'Illpn' 

es un subrspacio irreducible. 

Sabf'IllOS que el conjunto de subconjuntos irreducibles de un espacio topológi

co ordenado por inclusión t.iene máximos. 

Definición 3.3.5. Los subconjuntos irreducibles máximoes sOllllamados com

ponentes irreducibles. Estas son cerradas ya que la cerradura de un irre

ducible es nuevamente irreducible. 

Proposición 3.3.6. Un abierto no vacío de un espacio irreducible es irre

ducible. 

Demostración. Sea X irreducible, U un abierto en X, y Z1, Z2 cerrados de 

X _ Tenemos que 

u = (Z¡ n U) U (Z, n U). 

de esto deducimos que 

x = (X - U) U Z, U Z,. 

Como X - U =/: X: X = Zl U Z2, de donde tenemos, sin pérdida de general

idad, que X = Z¡ y U = F n U. O 

Proposición 3.3.7. Sea X = Spec R y sea Ared el cociente de A módulo su 

nilradicaL Para que X sea 'tíTeducible es necesario y suficiente que Ared sea 

dominio entero. 

Demostración. Como también X = Spec Ared , tenemos que si ArOO es dominio 

entero: (O) es un ideal primo contenido en todos los otros ideales y, por lo 

tanto, X = {O} Y X es irreducible. 

Recíprocamente, si Ared no es dominio, entonces existen a, b diferentes 

de cero tales que ab = O. Sean Vea) y V(b) los cerrados definidos por los 

ideales (a) y (b). Tememos que Vea) y V(b) son distintos de X ya que de lo 

contrario V(a) = X implica que a es un elemento nilpotente y, por lo tanto, 

_____ i~al a O. pero 

Vea) U V(b) = V((a) n (b)) = v((a)(b)) = VeO) = X 

y X no es irreducible. o 
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De la demostración anterior. tC'IH:'IllOS el siguicntC' corolario. 

Corolario 3.3.8. Sea S un esquema. Todo subco'f/:'lunto c('rrado 11"1cduciblc 

de .\ es la cerradüm de un punto único llamado punto genérico de este 

subconjunto. 

Demostración. la unicidad se sigue del hecho que X es TO. Para demostrar 

la existencia consideremos primero el caso afín. Sea X = Spec R y sC'a Z un 

cerrado irreducible de X. Sea Zred = Spec R/I el esquema reducido dcfillldo 

por Z, como Z es irreducible tenemos que R/I es un dominio entero y, por 

lo tanto, 1 es un ideal primo. Claramente tenemos que {I} = Z. 

Para el caso general tomemos a Z un cerrado irreducible de X, Y sea x E 

Z. Por ser esquema existe un abierto afín U que contiene a x. Tenemos que 

Z n U es un abierto no vaCÍo de un irreducible y, por lo tanto, es irreducible. 

Por lo que Z n U = {y} para algún y. Entonces Z = {y} U (Z - U) y, dado 

que Z es irreducible, Z = {y}. O 

Ahora trabajaremos con una clase especial de esquemas a los que llamare

mos noetherianos. La demostración de las proposiciones referentes a éstos se 

pueden encontrar en [Har77] o [EH99]. 

Definición 3.3.9. DecImos que un esquema es noetheriano SI, y solamente 

si, éste es la unión finita de ablCrtos afines U¡ = Spcc A, donde cada Al es 

noctheriano. 

Proposición 3.3.10. S, X (;,-; wn (;.~quema nOdhenano, entonces el cspacw 

lopolág'ico asocwdo a X C$ un espacw noetherwno, es d(;n7~ lodo. cadena 

descendente de cerrados de X es c8lacwnano .. 

Corolario 3.3.11. Todafarnzlza no vacía de ccrrado . ., de X tzcne un rlcm(!n-

lo mznimal. 

Proposición 3.3.12. Sz X C8 1m (:8(jUC1II.fL (1'11.(: pueril; .~(T c1Úne1'l,o l)()T un 

número fin'do de ab¡('1"I,u,~ afines, ('ufullces .\ 1'8 C01n¡;ar!.o PIlT'fu'lIlan!l.('fI,I,I' 

los C81jW'mOS 110dlu:l'lIl1I,08 807l cornpru:l,08. 

Proposición 3.3.13. Hu UII ('.~r;Il!'TlW 11()('I!u'!,/ll1!O IlIdo ('('nluio tu'm; SO{II

lIu'nll' /11/ n!Í.nu'ro .ImIto di' eOlTljJOT/ITllr'\ 1I'T'1'dllll/¡f(',\ 
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Teorema 3.3.14. Un esquema X es noetheriano si, y sólo si, toda cadena 

creciente de ideales de Ox es estacionaria. 

Definición 3.3.15. Un esquema X es reducido si paraeada conjunto abierto 

U, el anillo [(U. Ox) no tiene nilpotentes. 

Proposición 3.3.16. Un esquema X es reducido si, y sólo si, para todo 

P E X el anillo local Ox,p no tiene nilpotentes. 

?\otemos que dado un esquema (X, Ox) siempre podemos asociarlo a un 

esquema reducido tomando (X, (OX)red) tal como hicimos en la proposición 

3.3.7. 

Definición 3.3.17. Un esquema es entero si para cada abierto U e X, el 

anillo r(U, Ox) es un dominio entero. 

Proposición 3.3.18. Un esquema es entero si, y sólo si, es reducido e ir

reducible. 

Definición 3.3.19. Un morfismo f : X -+ Y de esquemas es localmente de 

tipo finito si existe una cubierta para Y de abiertos afines vi = Spec Bi tal 

que para cada z, ¡-1(V¡) puede ser cubierto por abiertos afines Uij = SpecAij 

donde cada Aij es una Bt-álgebra finitamente generada. El morfismo ¡ es de 

tipo finito si además cada ¡-I(V¡) puede ser cubierto por un número finito 

de los UiJ . 

Definición 3.3.20. Un morfismo ¡ : X -+ Y es finito si existe una cubierta 

para y de abiertos afines V¡ = Spec Bt tal que para cada i, ¡-1 (V¡) es afín 

igual a Spec A 1 , donde At es una Bi-álgebra que es finitamente generada como 

Bi-módulo. 

Ejemplo 3.3.21. Si V es una variedad sobre un campo algebraicamente 

cerrado k, entonces su esquema asociado W es un esquema noetheriano, 

entero y de tipo finito sobre k. 

Definición 3.4.1. Fijemos a un esquema S. Un S -esquema es un esquema 

X equipado de un modismo X --+ S. Un morfismo de S-esquemas, al que 
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llamaremos S-morfismo, es un morfismo "y ---t Y tal que el diagrama 

.': Y 

~/ 
S 

es conmutativo. Si S = Spec R, nos referiremos como R-esquema y R

morfismo, en vez de Spec(R)·esquema y Spec(R)-morfismo. 

Definición 3.4.2. Sean X y T S-esquemas. El conjunto de puntos T

valuados de X es el conjunto 

X(T) := Homs(T X) = {S - morfismos T -+ X}. 

Si S = T diremos también que X(S) es el conjunto de secciones del S

esquema X. Si S = Spec(R) diremos que son los puntos R-valuados y los 

denotaremos por X(R). 

Para ver cúal es la analogía con los puntos K-racionales de una variedad, 

veamos lo siguiente: 

Ejemplo 3.4.3. Sea J( un campo y S = Spec(I<). Sea XII< un esque

ma afín dado por las ecuaCIOnes JI = h ::::: .. - = Jn = O con cada JI E 

1<[:l:1,X2'··· ,xm ]. Entonces 

.':(S) = {J\ - modismos Spcc(K) -, Xl 

~ { ]( - homornorfismos de álgebras 
(Jl,h· .. ,J,,) 

= J,,(P) = al = (r E A;~ : JI (P) = J,(r) = . 

-, J(} 

a",í vemos que X (K) e:s compatible con lo que son los puntos racionales de la 

variedad definida por csto~ polinomios. Cabe m0uóonar que aruí.logamente 

Sí' plH'<!e ver que X(R) se PII('<!e identific,lr ron las m-tllplas en Rm que 

s,ltisfaccnlos polinomios JI'!"l ... ,!" E R!-rl,_12' . ,.¿",j. 

Definición 3.-1.4. S('a S UI! {':-oqU('lIla, ~' :-0(',\11 X, Y dos S'-(':-oqll('mas. D('liu

illlO", ('1 ¡¡mill/c!o J¡{l1udo de.\ .\")' ",obr(' .S, deBotado por X x . .,·)' como un 

(':-.q\l\'llId lUllttl ("(Jll llllllfi:-.lllO .... ¡il .\" >-" j. -} X \' 1); X~,,)· .»' '111(' 
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hacen conmutar el diagrama 

y que además cumple con la sigüente propiedad universal: para todo S

esquema Z junto con mor.flsmos f : Z -+ X Y 9 : Z -+ y tal que hace 

conmutativo al diagrama 

z 

Y"Z. 
X Y 

~/ 
S 

existe un único morfismo () : Z -----t X X S Y tal que f = PI o B y 9 = P2 o () 1 

es decir, el diagrama 

, 

es conmutativo. Los morfismos PI y P2 son llamados las proyecciones del 

producto fibrado en sus factores. 

Teorema 3.4.5. Para cualesquiera dos S-esquemas, el producto fibrado X Xs Y 

existe y es único salvo isomorfismo. 

Demostración. Para el cascafín, veamos que si X = SpecA, y = SpecB, S = 

SpecR, entonces A y E son R-álgebras. Aseguramos que Spec(A 0R E) es 

el producto fibIado de X y Y. En efecto. para un esquema Z, dar un mOT-

fismo de Z a Spec(A 0R B) es lo mismo que dar un modismo de anillos de 

A0R B a r(Z, Oz), pero dar un homomorfismo de A0R B en cualquier anillo 

es equivalente a dar morfismos de A y B a ese anillo induciendo el mismo 
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homomorfismo en R. Con lo que dar un morfislllo de Z a Spcc(A 0R B) C~ 

eqUlwt-lellte a dar lllorfislllO~ de Z a X y a Y, que H'sllltan lo~ morfismos dp 

Z P11 S A~í, SpCC(.-l0R B) ('$ ~'I producto fibrado. El caso gener,tl se helce 

pegando en las cartas afines (\"el' [Har77] para la demostI<:lción completa). O 

Podemos pensar que el producto fibrado X Xs Y es, en cierto sentido, 

como el conjunto de pares (:1'. y) con la propiedad de que x y y tienen la 

misma imagen en S, hecho que es \"erdad para la categoría de conjuntos. 

Definición 3.4.6. Sea ¡ : X ---+ Y (X es un Y-esquema) un morfismo de 

esquemas, y sea y E Y un punto. Sea k(y) = Oy,y/Jv/y su campo de residuos 

y sea k(y) ---+ Y el morfismo natural. Definimos la fibra del morfismo f 
sobre el punto y, como el esquema 

X y := X Xl' Speck(y) = X Xl' {y}. 

Notemos que X y es un esquema sobre k(y) cuyo espacio topológico es home

omorfo a ¡-l(y) ([Har77]), por lo que la definición de la fibra concuerda con 

nuestra intuición. 

Definición 3.4.7. Sea R un amllo y P un ideal máximo de R. Sea X un 

R-esquema. Definimos la reducclón módulo P del esquema X como: 

Xl':= X XR {P} = X XR P. 

Éste es un C'sqllema sobre R/ P. 

Dp aCllC'rJo con la definición anterior, vemos que si X es un esquema afín 

d('finido por polinomios COIl coefi{'ientes en R, entonces Xl' es el esquema 

soore R/ P definido por los llll:-.mos polinomios reducidos módulo P. 

Definición 3.4.8. S('il R un domimo entero, y sea T} = (O) E Spcc R el punto 

gcn{~rico de Spec R Sí X es un R-(>squema, definimos a la fibra genénca de 

X como 

X" = X XU'I} 

l"'\Ot,('!llOS que SI H ('-,", \111 dlJlllo d(' va!u,lciúll dv,;rn'ta <"OH I<kal 1Il.1XlJ1lO }») 

('lIl,oll("('S ('1 H-{':-'(¡ltclll,l .\ tH'Il(' dos ¡¡¡¡las. la ftl>r<l gt'Il('1 !(',l .\"1// ¡-¡: y Sil Jilna 

I ',¡if ('101 (() t ('1 ra( ¡: \) .\. l' / 1,. I! 11: j( 1" J, /? /1) 
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Ejemplo 3.4.9. Sea X e IP'k un esquema dado por una sola ecuación poli

nomial 

F(x,y,o) = O 

con coeficientes en R. La fibra genérica X7] e Pi<- es ia variedad definida por 

la misma ecuación F(x, y, z) = 0, y la fibra especial X p e lP~ es la variedad 

definida por la ecuación F(x, y, z), donde P se obtiene reduciendo módulo P 

a los coeficientes del polinomio F. 

Definición 3.4.10. Sea X --t S un S-esquema. Si en la definición de pro

ducto fibrado tomamos Z = X Y j, g los morfismos identidad X ---+ X 

entonces obtenemos el morfismo diagonal 

bx:X ---+X xsX; 

esto es. 6x es el único morfismo hacia el producto fibrado con la propiedad 

de que PI o 6x Y P2 o Óx son la identidad. 

Definición 3.4.11. Sea?jJ: X ---+ Y un S-morfismo, Entonces la gráfica de 

1/J es el único morfismo 

6l/J : X --+ X Xs Y 

tal que Pl o o" es la identidad en X y P2 o o" = ?jJ, 

Notemos que el morfismo diagonal es la gráfica del mapeo identidad X -+ 

X, 

Definición 3.4.12. Tomando en cuenta que cada esquema S admite un 

único morfismo S --+ Spec Z, definimos el espacio afín y proyectivo sobre 

S como: 

As := Az Xz S y lP's := lP'z Xz S. 

La proyección en el segundo factor hace que estos espacios sean S-esquemas. 

Notemos que si S = Spec R, entonces tenemos que An (S) ~ AH Y que 

!F(S) ~ PR por lo que estas definiciones son compatibles con las definiciones 

de espacio afín y proyectivo sobre un anillo. 

Definición 3.4.13. Sea X un S-esquema. Supongamos que tenemos un 
.~~~~~~~._-~~-

morfismo S' -+ S. Entonces el esquema X' := X Xs S' es un esquema 

sobre S'. Decimos que obtuvimos a X' de X haciendo una extensión de base 

S' ---+ S. 
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3.5 Morfismos propios y separados 

Para comenZ<'If }'rcoro.emos algunas definiciones de .Álgebra ConrTlntativa. 

Definición 3.5.1. • La dzmensión de K rull de un anillo A es el entero 

más grande d tal que existe una cadena de ideales primos distintos en 

.4, con la propiedad de que 

Po e P, e ... e Pd • 

• Un anillo local A con ideal máximo M es regular si la dimensión de 

MI M' es igual a la dimensión de Krull de A. 

Intuitivamente MI M 2 es el espacio cotangente de Spec A en el punto 

M, por lo que la regularidad de A nos dice que el punto M es no singular 

en SpecA. 

Definición 3.5.2. La dímenszón de un punto P de un esquema X es la 

dimensión de Krull del anillo local Ox,p. Si cada punto cerrado P E X tIene 

la misma dimensión, decimos que ésta es la dimenszón de X. 

Definición 3.5.3. Un punto P en un esquema X es regular (o no singular) 

si el anillo local Ox,P es un anillo local regular. Un esquema X es regular (o 

no singular) si cada punto de X es regular. 

Proposición 3.5.4. Sea R un dormnw de Dede~md. El esquema afín Spcc R 

es n;gulaT de dirru::nsú5n uno 

Derno,,:>tmcu5n. Por definición sabemos que en un dominio de Dcdckind R 

tienc dimcnsión \lno (ver 1 1 G) Y qnC' cada loca!i"ación RI) es d(' valoración 

dis('l"rta, por lo que su id(',ll máXImo M¡> es principal y, por lo tanto, el 

Rl'livll'-('spaClo v(:ctorial MIMl. ('S (1(' (1IIlH'llsión uno, por lo q\l(' R I , ('S 

r{'.t',lll,lr o 

Ejemplo 3.5.5. SI Sprc H ('S n'gular, ('IlU)Jl("('S los ('SP<1("1OS A~'¡ y !p1'¡ SOIl 

('S(jl1Cltli\:-, n'!-';lll¡u{'~ . 

. \J¡ora PdS('lllOS a l"!'\'¡:-';u la propl('d;lIl y S\l;l\"ldad dt' ('SqlJ('!ll;l~ y sus lllnr

¡¡~Ill< ).., 
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Definición 3.5.6. SC'a f : X ---+ 1" un morfismo de esquemas. Decimos 'tu{" 

f es separado si el modismo diagonal 6x : X -+ X Xy X {'s una inlIl('rsión 

cerrada. En f'stE' C<1 ... '>O también decimos que X es separ-ado sobre Y. Un 

esqUE'ma X es separado si es separado sobre Spec Z . 

Proposición 3.5.7. • Sea \/" una variedad algebraica sobre un campo 

algebraicamente cerrado k. Si lV es su esquema asociado entonces es 

separado sobre k . 

• Si J : X -+ Y es un morfismo de esquemas afines] entonces J es 

separado. 

• Un morfismo f : X -+ Y es separado si, y s6lo si, la imagen del mapeo 

diagonal es un cerrado de X x y X _ 

Demostración. Ver Hartshorne [Har7?], página 96. o 

Ahora enunciemos el criterio valuaiivo de separabilidad. La idea de éste 

es que para que un esquema sea separado, éste no debe contener subesquemas 

tales como curvas con puntos dobles, es decir, si e es una curva y P E e, 
entonces un morfismo de e - P a X debe admitir a lo más un mornsmo de 

todo e a X que lo extienda. 

Teorema 3.5.8 (Criterio valuativo de saparabilidad). Sea f : X -t Y 

un morfismo de esquemas, y supongamos que X es noetheriano. Entonces f 
es separado si, y sólo si) las siguientes condiciones se cumplen: 

Para cada campo K COn anillo de valuación R sean T = Spec R , U = 

Spec K y i : U ---1- T el morfismo inducido por la inclusión R e K. Dado un 

morfismo T a Y y uno de U a X tales que hagan conmutativo al cuadro 

U~X 

j,/jI 
T~Y 

existe a 10 más un morfism~ de ~ a X que hace a todo el diagrama conmu

tativo. 

Demostración. [Har77][página 971. o 



3.5 Morfismos propios y separados 41 

Definición 3.5.9. Un morfismo f : X -----t Y es cClIYldo. SI la imagPll (k Ull 

subconjunto cerrado es cerrado. J PS nmven;alrnentc cernIdo, si ('S n'nado 

y para rada lllorfislllo )"/ --t )' el lllorfislllO l' S/ -----t } '/. obtenido por 

extensión de base, es también cerrado. 

Definición 3.5.10. Un morfismo f : X -----t Y es propw si ('s separado. de 

tipo finito y universalmente cerrado. 

Ejemplo 3.5.11. Sea k un campo y sea X = Spec k[x] la línea afín sobre k, 

entonces X es separado y de tipo finito sobre k, pero no es propio sobre k. 

En efecto, si tomamos la extensión de base X -----t Spec k, entonces el mapeo 

X XkX -----t X es la proyección del plano afín sobre la línea afín. que en general 

no es cerrado. Por ejemplo, la hipérbola dada por la ecuación xy = 1 es un 

cerrado del plano, pero su proyección a la línea afín consiste en toda la línea 

menos el origen, que no es un cerrado. 

Intuitivamente un morfismo de esquemas X -----t S es propio si todas sus 

fibras son completas y separadas. Es el análogo algebraico de la propiedad 

de Hausdorff. Esencialmente esto significa que a las fibras de X -----t S no les 

falta mngún punto y que no tienen muchos puntos. 

Teorema 3.5.12 (Criterio valuativo para propiedad). Sea 1> : X -) S 

un morfismo de tipo finito de csqu(~mas nocthenanos. El mapco <p es propio 

SI, y sólo si, para cada amllo de valuación discreta R con campo de fracciones 

f{ y para cada cuadrado conrnut.ati\'o de morfisrnos 

Speck -->.Y 

¡ / J. 
SpecR->S, 

('xislt~ un morfi::.rno único Spec R -} X que hace a todo el diagrama conmu

tativo. 

!)(·71!,()s!,mCl,Ó7I.. [II'lr77] [I),ig,ina 10 l] o 

:\otemos que si R ('::' \lB audio de valuación dis('[(>t;~ ('()Il call1po d(' hac

( 1011(':-' 1\', ('ut ouces S¡)('(" n es \lB anillo 1 q!,lIJar de' dIl!l('n:-,¡tJu 11110 (ca .... o ¡m! tic

ul.u de :3.;i..1), y S]H'{, 1\' ( .. .., S¡WC H {'OH Illl punto (('IIad() !('!ll()\,idll Ell!()!H'(':-' 

!)()(!t-H)O.., lllk! Pl('(,lf (l Sp{'( [\' COIl\{) l\ll;l (lln';! ((¡ti lJJl ]lIIJlt() r('!!l()\,id(). 
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Ejemplo 3.5.13. Supongamos que tenemos una curva e y un punto lEC. 

También supongamos que tenemos el siguiente diagrama conmutativo 

C-''¡'~X. 

¡ f J 
C~S 

Si X --> S es un mornsmo propio, entonces la fibra de X sobre Jbl es 

separada y completa (uniyersalmente cerrada), por lo que debería haber una 

única manera de extender F a todo e por el criterio anterior. 

Una colección importante de S-esquemas propios son los esquemas proyec

tivos sobre S, como lo muestra el siguiente teorema. 

Teorema 3.5.14. Sea S un esquema noetheriano, y sea X e lPS un subesque

roa cerrado del espacio pTOj'ectivo sobre S. Entonces X es propio sobre S, 

en particular lfS es propio sobre S. 

Demostración_ Ver [Har77]_ o 

Definición 3.5.15. Sea rP : X -+ S un morfismo de tipo finito, sea s E X: 

y S = q)(x) E S. El mapeo rjJ es suave de dimensión relativa r en el punto x, 

si existen abiertos afines 

sESpecRCS y xESpecAcX 

con 

R[t l , t" --- ,tn +, 1 J J [ ] A = l para algunos 1, 2,···, in E R tI, t2,··· , tn+T 

(JI, ¡" -- - ,Jn 

tales que los menores de n x n de la matriz jacobiana (8ft/8t)) generen a 

todo A como ideal. Decimos que cP es suave (o que X es suave sobre Y) si 

es suave en todos los puntos de X. Un morfismo que es suave de dimensión 

relativa igual a cero, lo llamamos morfismo étale. 

Para nuestros propósitos, los ejemplos más importantes de morfismos 

suaves serán cuando X es un esquema suave sobre un anillo de valuación 

discreta o sobre un anillo de Dedekind R. En esta situación, la condición de 

que X sea suave sobre R es esencialmente equivalente a la afinnación de que 

sus fibras sean no singulares y que tengan la misma dimensión. 
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Teorema 3.5.16. Sea R un anillo de yaluación discreta con campo de co

ciC'ntl's K, campo de residuos k e ideal máximo P. Sea X un R-esquema 

cntC'lO de tipo finito sobre R cuya fibra genérica .Yr¡I]{ es no yacía. Entonces 

X es suave si, y sólo si, X l1 (I{) y Xp(k) no tienen puntos singulares. 

Demostrae,ón. Ver [Si194]. o 

Hay muchas propiedades de los morfismos, tales como propiedad, sep

arabilidad, suavidad, que se preservan bajo composiciones. Nosotros sólo 

usaremos el siguiente: 

Proposición 3.5.17. Si (jJ : X -+ Y Y 1jJ : Y --+ Z son morfismos suaves, 

entonces la composición W o cP : X --+ Y es un morfismo suave. 

Demostración. Ver [Har77] o 

Intuitivamente un morfismo de esquemas X ----+ S es suave si todas sus 

fibras son no singulares, 0, por decirlo de otra manera, X es una familia de 

esquemas regulares. 

Para ilustrar todo lo anterior estudiemos el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 3.5.18. Sea R un anillo de valuación discreta, y sea 1f el parámetro 

uniformizador de R. Asumamos que 2,3 E R*. Sea a E R. Definamos un 

esquema X e IP'h por la ecuación 

ASf'g,uramos que X es regular si, y sólo si, 1f2 no dIvide a a. En efecto, 

par a clH'car la regulandad de X, basta checar que X es regular en los puntos 

singulares de sus fibras XT] y X p (recordar quc suavidad implica reguLtridad). 

La fibra gcnénca XII es la curva E'líptic<l defilllda por la ('('u ación y2z = J:3+az3 

que ('$ una curva elíptica y, por lo tanto, no tiene puntos smgularcs. En la 

fibra ('S!)C('I<i.1 X p rl único punto que puede ser smgular es [O: O, 1] (es decir, 

('n d primo 'Y = (1f,:l:,y,z -1)), prro {~st(' sólo es singular si 1f divide a a, 

así qlll.' SI ÍL 110 divide' a (1" X es l"E'gnlar. 

Supongamos pllC'S qll(, a E M ::= 1f R. Como el plinto 'Y no estA en el 

("CIlitdo dl'L('l'!llill,ldo por;; :::: O, y LOlllando ('11 ('\\('!lLt <¡1I(, la H'gularidad ('s 

ll1lil propipd,ullo("<Ll, pudemos dl':-,holllogt'llil':ar rl's!J('rt,o tl.:, (" ... d('l"ir, haCClllO" 

- .- 1 T('IH'lll()~ q\lt' d ideall\l,lxi!!lo ;\;1., dd anillu lo( ,ti C), (,:-,!;í. ,l.',Vll('I<I<lO pm 
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las imágenes corrC'spondicntes de' X,1) y TI en "'1' es d{'cir, JV!.., está gpIH'rado 

por :r. y. ír Y éstas están rela.cionadas por 

Si íT
2 no divide a a, entonces a = JiU donde u es una unidad ~'. entonces, a es 

otro parámetro uniformizador de R, por lo que 

11" E aR = (y' ~ x')R e M~, 

de donde x, y generan a M¡I M;, lo que implica que CJ.., es regular. 

Conversamentc, si 1[2 divide a a, entonces ninguno de x. y, 7i está en M~ 

y, de hecho, M-ti M; no puede ser generado por menos de tres elementos, 

por lo que O"{ no es regular. 

Siguiendo con el mismo ejemplo, notemos que X es propio sobre R, ya 

que es un subesquema cerrado de ~, ya vimos que si 7r diYide a a, entonces 

la fibra especial Xp/k es singular, y entonces X no es suave y su punto 

singular es 'Y. Sea XO := X ~ 'Y el esquema obtenido por remover 'Y de X. 

Esto hace a la fibra especial x~ no singular, por 10 que XO es un esquema 

suave sobre R, sin embargo, quitando al punto 'Y se destruye la completés de 

la fibra especial, y siguiendo la definición intuitiva de propiedad, vemos que 

XO no es propio sobre R. Sin embargo, más adelante probaremos que los 

puntos R-valuados son iguales, es decir XO(R) = X(R), lo que resultará de 

gran importancia en nuestro estudio. 



Capítulo 4 

Modelos de Neron 

Un modelo de Neron para una curva elíptica es un esquema que, en cierto 

sentido, recupera la estructura de grupo de la curva. Además cada punto 

racional se extiende a un punto R-valuado del esquema. En este capítulo 

utilizamos todo el material antes estudiado para definir con precisión a los 

modelos de Neron y estudlar algunas de sus características. 

4.1 Grupos algebraicos 

Esta sección es un preámbulo a lo que llamaremos grupos esquemas y mostraremos 

que las curvas elípticas son un caso particular de los mismos. Mostraremos 

también algunos hechos importantes, sin embargo, no profundizaremos de

masiado ya que no es nuestro obJdivo fundamental en el trabaJO. 

Definición 4.1.1. Un [¡TUPO algcbT(1,ZW es una variedad algebraica G y dos 

UlOlfismos 

'" . C x C --) C y i: C --) C 

tales q\l{' satisfac('H las sigllie!lt(~s propic:dil,d(~s. 

l. lLly un punto O 0 (; tal que II.(P,O)::::: IJ.(O, P)::::: P para todo PE G. 

2. 1,(1'.1(1')) = 1'(1(1').1') ~ 11 para t.odo rE G 
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4. J1.(P,Q) = ¡L(Q,P). 

una grupo algebraico G está definido sobre J{ si la variedad G está defini

da sobre K, los modismos J1. e i están definidos sobre K y O E G(K). 

Ejemplo 4.1.2. Una curva elíptica es un grupo algebraico. 

Definición 4.1.3. El grupo aditivo Ga Y el grupo multiplicativo Gm son los 

grupos algebraicos conmutativos 

las leyes de grupo están dadas por la suma y la multiplicación respectivas. 

Notemos que el grupo multiplicativo, aunque no es exactamente una var

iedad, si es regular o isomorfa a la variedad dada por xy - 1 = O. 

Definición 4.1.4. Un homomorfismo de grupos algebraicos 1j; : G ---+ H es 

un morfismo de variedades tal que también es un homomorfismo de grupos. 

Ejemplo 4.1.5. Una isogenea 'IjJ : El ---+ E2 entre dos curvas elípticas, es 

un modismo de grupos algebraicos. 

Proposición 4.1.6. Sea G un grupo algebraico definido sobre el campo K. 

El conjunto de puntos K-racionales G(K) es un subgrupo de G. 

Demostración. Se sigue de la definición. o 

Definición 4.1.7. Sea G un grupo algebraico. A la componente conexa de 

G que contiene al elemento identidad 0, la llamamos componente identidad 

y la denotaremos por GO. Al grupo cociente G/Go 

Proposición 4.1.8. Sea G un grupo algebraico. 

l. G es una variedad no singular 

9 Cada componente conexa de G.-ees:uirrrrep:adU1Jc;r;lu;·b,""e'---___ ~------__ _ 

3. La componente conexa de G que contiene a la identidad, es un subgrupo 

normal de G de índice finito. 
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Demostraczón 1. Hay un abierto de Zariski U e e tal que es no singular. 

Para cada P E e sea t p e -+ G la translación por P 1 es decir, 

tp(Q) = tl(P, Q). ::\otemos que t es un ioomorfismo de G con él mismo. 

Tenemos que e lo podemos cubrir, entonces, por abiertos no singulares 

tp(U), pE G, por lo que G es no singular. 

2. Supongamos que e = ZI U Z2 con Zi cerrado. Como e es conexo 

tenemos que ZI n Z2 =f=. 0, pero todo p E ZI n Z2 =f=. 0 es singular, lo que 

contradice la parte l. 

3. Sabemos que una variedad sólo tiene un número finito de componentes 

irreducibles por lo que también tIene sólo un número finito de compo

nentes conexas: eO 1 el, ... ,en donde eO es la componente conexa que 

contiene al o. Sea PEGo; dado que tp es un isomorfismo, tp manda 

componentes conexas en componentes conexas, por lo que 

tp(OO) = OJ para algún ], 

pero P = tp(O) E eJ por lo que PECo n eJ y como G E'S no sin

gular 0° = OJ, esto significa que ~(P, Q) E 0° para todo P, Q E 0°, 

similarmente i(GO) = CO por lo que eO es un subgrupo. 

Ahol"a mostraremos que es normal. Fijemos un punto Q E G Y con~id

cremas el mapeo conjugación por Q, es decir, 

q,(P) = jl(I((J), jl(P, Q)) 

Tenemos que cP es un d.utornorfi::"rno (k G l por lo que tamblól permuta 

las <.:omponentes de G. MAs aún, ~6(O) = O por lo que q)(GO) = CO lo que 

demuestIa que eO es \l1I subgrllpo nornkll. Para ver que ti('IlC índic(' 

finito, ('scojamos un PJ E G7 panl (·ada J y definamos los rnapcos 

qu(', pO! 1111 aq,!,l111If'llt () ,tll,ílogo a los ,m(.('l iOI ('S, (.;tltlbi(;ll ppnnuLl (OIll

pOllenL('s CH G y saLbfan.' f/J,(f>,) =:'0 0, pOllo que' cOllcluimos qu<, 

(¡)'(C'J) = (/0. Entol!ces n, n, ... />" llldu,w 11Il JtH'go compkto de 

I ('j)l('",('llt allt ('s de' la ..... (',d.L"i(':-' dI' (,'j(;o.jH)! ]u que G lI t1l'lH' índl(,(' JUl1to 
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Para terminar enunciemos un importante teorema que nos dice quienes 

son los grupos algf'braicos dE' dimensión uno. Para ver la dcrnostr¡,u-ión ver 

el libro de SilYerman [SiI94]. 

Teorema 4.1.9. Sea G un grupo algebraico conexo de dimensión uno defini

da sobre un campo algehraicamente cerrado. Entonces tenemos que G ~ Ga 

o G ~ Gm o bien, G es una cun-a elíptica. 

4.2 Esquemas grupo 

Un grupo esquema sobre S es un S-esquema G cuyas fibras forman una fa

milia de grupos, lo que significa que somos capaces de multiplicar dos puntos 

que vivan en la misma fibra. Además esta multiplicación debe ser lo suficien

temente apropiada para ser compatible con el producto fibrado G Xs G. 

Definición 4.2.1. Sea S un esquema. Un esquema grupo sobre S es un 

S-esquema e -+ S Y S-morfismos 

(Jo : S -+ e, i: e -+ e, ¡;,: e Xs G -+ e, 
tales que los siguientes diagramas son conmutativos: 

• Identidad 

• Inverso 
lxi G x s e _-"."'--~ G x s e ixl 

e Xs e---""'-~G Xs G 

~f J. ~f ~ 
e e 

~/o 
S 

e e 

~/o 
S 

• Asociatividad 
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Sea R un anillo de ntluaCÍóll discretd con ideal maximal P y campo eh' 

fracciones!\.. Sea EjI'; \lIl,) CurYH elíptica (·ou bm'll<1 n,(IUCClÓIl módulo P. 

Tomemos una ecuanón miniuldl dc vVeipl'strass para E. 

Entonces los coeficientes están en R, por lo que podemos usar esta ecuación 

para definir un esquema E e .f2(R). El hecho de que E tenga bUellel. reduc

ción implica que el esquema E es suave sobre R, ya que buena reducción es 

equl\·alente al hecho de que la fibra especial E p de un curva sea suave sobre 

el campo de residuos Rj P. 

La ley de suma en E está dada por funciones racionales con coeficientes 

en R, por lo que induce un mapeo racional 

Sabemos que la ley de suma en E (la fibra genérica) está dada por un mo[

fismo. Más adelante probaremos que también JL resulta un morfismo de 

esquemas. 

Ahora veamos que los puntos T-valuados de un esquema resultan ser un 

grupo. 

Teorema 4.2.2. Sea G un grupo C'squema sobrc S. :,ca T un S-esquema 

cualquiera y sea G(T) el conjunt.o de puntos T-valuados de G. Para cua

lesquiera dos elementos 4),~) E G(T), ddinimos un IH1C'\"O elemE'nto '1/) * cP E 

G(T) por el ~iguicntc diagrama conmutativo: 

L.l. operación da a G(1") IIna es! n¡ct \ll a de gl upo El ('1C'IIH'lIto ic!ellt.ldad es 

la ("OlllposicJ('lll 

\ \'1 1!l\('¡""(J ('.'-,Li d,¡do I)(,r I u l' 
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Demostración. Si X es un S-esquema, denotemos por írx : X -)- S al maI

fismo que lo hace S-esquema. 

Veamos que 0"0 07rT es, en efecto, el elemento identidad. para esto notemos 

que el siguiente diagrama es conmutativo: 

GxsT 
lX7rT 

GxsS 

•
x11 

wx (aOO7rT) 

¡ lxu, 

TxsT , GxsG 

'T 1 
llh(uOOT.T) 1" 

T G 

Ahora, tomando en cuenta que ¡.LO (1 x 0"0) : G Xs S -----t G es la proyección 

en el primer factor (página 48), tenemos que 

¡j; * (0-0 o "T) = PI o (1 X "T) o (¡j; x 1) o OT = PI o (1/! xl) o OT = ¡j;. 

Por lo que Uo o 7ít es el elemento identidad (Es análogo demostrar la com

posición en el otro sentido). 

Para demostrar que el inverso de 'Ij; es i o V; notemos que el siguiente 

diagrama conmuta: 

Como Ji o (1 x i) o Óc = 0"0 o '!re por la propiedad del inverso (página 48), y 

como 7rG o 'Ij; = 7fT ya que 

s 
es conmutativo, tenernos que 

v * (i o 1/;) = 0"0 o 7IG o 'Ij; = (lo o 7rT· 
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Es análogo la composición en el otro s('ntido. 

Finalmente, par,l checar la asociatividad, notemos qm> por las propicdadC's 

del producto fibrado, existt' un único morfismo 01' : T --+ T Xs T Xs T tal 

que al componerlo con las proyecciones, queda el mclpeo identidad de T. 

Tenemos que el siguiente diagrama es C'onmutatiyo: 

Además, la composición OT o (1 X OT) coincide con el mapeo OT T--+ 

T Xs T Xs T por lo que se tiene: 

es decir, 

Análogamente tenemos quc' 

(4¡*,ji)*P= (p. x l)opo(',j) X rp X p)orí-¡·, 

pero la propH'd,ld (!<- d.S()( Ltt.ividad (p,iglllil /18) 110S dice qu<' (¡t x 1) 011. 

(1 X 11) o ¡l por lo qU{' 

\ ;-,~' lH'IJ(' 1.\ ,I'-,(I(l.ll¡nd,ld 1'11 (;(/') \,1)(11 jn 1,mlll, (;(1') I':-'llll '~lllp:), 1") 
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4.3 Superficies aritméticas 

Para los objetivos de esta tesis, la definición formal! de superficie aritmética 

es innecesaria, ya que se requieren definir conceptos técnicos de la geometría 

algebraica, mismos que no utilizaremos. Para nosotros bastará saber que una 

superficie aritmética cumple con lo siguiente: 

Definición 4.3.1. Sea R un anillo de valuación discreta con campo de frac

ciones K. Una superficie aritmética e es un R-esquema adecuado cuya fibra 

genérica es una curva proyectiva conexa no singular e/K Y sus fibras espe

ciales son uniones de curvas sobre los campos de residuos apropiados. Así, 

una superficie aritmética es una familia de dimensión uno, de variedades de 

dimensión uno, por 10 que e es un esquema de dimensión dos. 

Nosotros estaremos interesados en superficies aritméticas que sean reg

ulares, propias sobre R, o suaves sobre R. Recordemos que intuitivamente 

esto es: e es regular si es no singular como superficie, e es propia sobre R si 

sus fibras están completas, y e es suave sobre R si sus fibras son no singu

lares. Notemos que si e es suave sobre R, es automáticamente regular, pero 

lo converso no siempre es verdadero. 

Nota 4.3.2. Es posible demostrar que si e es una superficie aritmética, en

tOnces el conjunto de puntos singulares es un conjunto finito de puntos cer

rados (ver [5iI94]). 

Para que tengamos una noción más cIara de lo que es una superficie 

aritmética, daremos los siguientes ejemplos. 

Ejemplo 4.3.3. La línea proyectiva lP'1. sobre R es una superficie aritmética 

sobre R. En efecto, para cada ideal máximo P E R, la fibra sobre P es lP'i, 
la línea proyectiva sobre el campo de residuos k = RIP. Notemos que IPk es 

propio y suave sobre R. 

1 La definición formal es la siguiente: Sea R un anillo de valuación discreta con campo 

de fracciones K. Una superficie aritmética es un R-esquema plano de tipo finito sobre 

R que es entero, nonnaJ y excelente. Ademas su fibra genenca es una curva proyecuva 

conexa no singular e/K y sus fibras especiales son uniones de curvas sobre los campos de 

residuos apropiados. Para ver las definiciones que se involucran en :a anterior, se puede 

consultar [Har77] y [Mat80]_ 
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Ejemplo 4.3.4. Sea C e lP~ el subesquema cerrado de lP~ dado por la 

ecuación 

la fibra genérica de C es la curva elíptica E /Q con discriminante ~ = 

-26 .3.97, entonces para todos los primos p -# 2,3,97, la fibra Cp es una 

curva elíptica sobre IFp . Las otras fibras son: 

C, : y2z = x3, C3 : y'z = x'(x + 2z), C97 : y2z = (x + 66z)'(x + 64z). 

Como C /71 es un subesquema cerrado de ri, tenemos que es propio sobre 

Z. Como C tiene fibras singulares, no es suave sobre Z. Aseguramos que 

. 
2 3 o 

Figura 4.1: Aquí se ilustra la superficie d.ritmética C: 1lz = x3 + 2x2z + Gz3 

sobre Spec Z 

e es regular. Para ver esto, es suficlCnte verificar que C es regular en los 

puntos singulares de las fibra". Para facilitar los cálculos, dcshomogcnclcc

mos haciendo z = 1 (la. regularidad es ulla propiedad local, por lo que ('} 

desholllogeneizar no afecta el. los cálculos). 

Primero veamos que el punto P E C conespondiente a la cúspide x 

y = 2 = O (('s declr, r = (x,.I}, 2)) en la fibra C2 : y2 = ;¡;3 es regular. El ideal 

lll.ixirno MI' del anillo local O/) eH P ('sLá generado por '1:, y y 2, Y el ("mupo 

de r<"';idnos de P ('s O,'¡MI' ~ 1F2. Por ddilllclón C l'S rl'guIar en P si 

S,lbt'I!lOS qne ('st.a dillH'llSiúll !lO ¡)1J('dt, :-,('r I1H'llor que do~ ([A:"WD]), por lo 

qlH' 1 ('IlC¡llO~ q\lC lllo;-:t.r,\l qU(' ./I,,1} , 1-'vi 1, Pl!C(!v ~('f ,t~('ll('l ,ldu pur d()~ d('llH'll( {}:. 
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(algunos entre x, y y 2). Usando la ecuación Jf" e yemos que 

por lo que x y y generan y, por lo tanto, e es regular en P. 

Ahora veamos que la fibra e3 : y2 = X2(X + 2), es regular en su punto 

singular correspondiente al ideal P = (3, x, y). La demostración es análoga a 

la anterior, en efecto, el ideal máximo está generado por x, y y 3 Y el campo 

de residuos Opf M p ~ JF'3_ Tenemos que checar que 

Usando la ecuación de e, tenemos 

y, por lo tanto, e es regular en P. 

El caso del punto singular P = (x + 66, y, 97) en la fibra C97 es un poco 

diferente. El ideal máximo M del anillo local Op está generado por x + 
66, y, 97, Y tenemos que 

además 6 ~ (66)264, por lo que existe un k tal que 97k = (66)264 - 6 Y 

entonces 

97 = k-l((66)264 _ 6) = k-1 (64x2 _ y2 + x 3 + 2x') E .NI2
, 

por lo que MI M 2 está generado por x y y y entonces 

y, por lo tanto e es regular. 

Así tenemos que el esquema e es regular y propio sobre Z. Si descarta

mos los tres puntos singulares en loas tres fibras singulares: obtenemos un 

subesquema abierto CO e e con la propiedad de que CO es suave2 sobre Z. 

_______ ~~Sin_~mltqTgp~eJlg.9J_"!. idea intuitiva de nrop,iedad, CO no es propio sobre 

Z ya que a sus fibras le faltan puntos. 

2esto se debe a que e es excelente, que es una de las propiedades que se le piden 

formalmente a una superficie aritmética (ver [M:at80]) 
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Ejemplo 4.3.5. Sea C e r~ el subesquema cerrado de lP~ dado por la 

ecuación 

Las fibras singulares son C2 • C5 y C7 • En este caso el esquema C no es regular 

ya que el punto singular P = (x, y, 2) de la fibra C2 no es regular. En efecto, 

el ideal máximo M p está generado por x, y, 2 Y ni x, ni y , ni 2 están en M 2 , 

por lo que 

y entonces P es un punto no regular y e es no regular. 

Dentro de la definición formal de superficie aritmética3 e, se tiene que si e 
no es regular. su conjunto de puntos singulares es un conjunto finito formado 

por puntos cerrados1 lo que quiere decir que una superficie aritmética es 

regular en codimenszón uno. es decir, cada anillo local Ox,c de codimensión 

uno es regular. Esto implica que para cada curva irreducible F ce, o para 

cada punto F e C de codimensión uno, el anillo local Op es un anillo de 

valuación discreta ([Har77]). Denotemos por 

VF : I«C)' ---} Z 

a la yaluación normalizada'1 correspondicntc, donde K(C) es es el campo de 

funciones;' de c. 

Definición 4.3.6. Sea X un esqucma lloethcriano, cntero y separado, que 

(':-, regular en c:odim011sión uno. Un t!ZVZ.<;oT pnrno í?'ll X cs un subesquema 

entero y ccnado Y de codimensi6n UIlO. Un dw'¿sor de Weil es un elemento 

dd grupo ab('liano libre Div X gerH'rado por los divisores primos. Escnbimos 

un divisor corno 

donde Cad¡l }', es un dIvisor pruno, y los n, son enteros y sólo 1111 nÚlllNo 

fillito (h' dios son distintos <!{' C('ro. 

l La propipd,¡r] rit- {'X("('!eIl( i,l 

lEs d('(,11 , lid,,)::::: 1. dondp;r ('.., l'] P,U:ttllPtlO 1lI11fOlllllZadol 

'/\'((') (':-; ('] ,1lIi1]o 0, ¡]Oll¡]I'"\ ('!'o l'] jl\1!ltO g¡'lll"ll(() ¡JI' (' \'U!¡'ltIIJ.., ql1l' como .... : 1'''' 
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Sea'if : e -> Spcc R una superficie aritmética y ~{'a P U11 punto ('on campo 

de residuos k(P) = Rf P. La fibra 

Cp = C XR P = C XSpecR Spcc k(P) 

es una curva, pero puede ser reducible, singular o hasta no IC'ducida. Esto 

nos permite escribir: a manera de diyisor, a la fibra 

para ciertas curvas irreducibles Fi , F2 , ••• ,Fr Y multiplicidades n}, 11.21 •••• nr 

con ni 2: 1 de la siguiente manera: fijemos un uniformizador u E R para P: 

es decir ordp(u) = 1. Entonces 7r*(u) = u o 1T es una [unción racional en C, 

y la fibra de C sobre P está dada por 

Cp = L vp(,,'u)F 
Fcr.- 1 (P) 

Para ilustrar esto, veamos el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 4.3.7. Consideremos la superficie aritmética afín e e ~ definida 

por la ecuación 

C: 2y' - (x + l)Y' - (2x3 + X2 + X)y3 + (x' - x3 - 3X2)y2 

+ (x' + 3x3)y - x' - x3 + X2 = 5. 

PongaJI!OS atención a la fibra especial C5 de e sobre el punto (5) E Spec Z. 

Esta fibra especial es una cura en ~5 definida por reducir la ecuación de e 
módulo 5. Tenemos que 

C, = (y2 _ x' - 3x2) (y - 2)2(2y - x - 3) = O. 

Entonces es está formada por tres componentes irreducibles 

F, : y2 - x' - 3X2 = O, F2 : y - 2 = O. F,: 2y - x - 3 = O. 

La componente F2 de es tiene multiplicidad 2 y las otras componentes 

fibra especial tiene la forma 

C, = F, + 2F2 + F3' 
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En particular, el esquC'ma Cs no eH irredu('iblr ni singular. Cada punto (In 

F2 es un punto singular de C3 ya qm> apaH'C(, con multiplicidad mayor quC' 

1. Los otros puntos singulares son el primo COlTcspondientt> al nodo (O, O) en 

Fl y los puntos de intersección de las F¡. 

Ahora veamos una proposición que nos permite sabel". (>n algunos casos, 

si un punto es no singular. Concretamente nos dice que si un punto x E C p 

es la imagen de un punto R-valuado, entonces es no singular. 

Proposición 4.3.8. Sea 1í : C ---t Spec Runa superficze aritmética regular 

sobre un dominio de Dedekznd R: Y sea P E Spec R. 

1. Sea x E ep e e un punto cerrado en la fibra de e sobre P. Entonces ep 

es no singular en x, si y sólo si n*(p) % M~,x' donde n* es el morfismo 

naturaln* : R -+ OC,x inducido por 1T. 

2. Sea q, E C(R). Entonces Cp es no singular en q,(P). 

Demostración. Denotemos por f3 al ideal extendido de 1f*(P), es decir 

fJ = 7f' (P)Oc,x' 

.l\otemos que j3 e M~,x (M~,x es el ideal máximo de OC,x), ya que x vive en 

la fibra especial sobe P. 

Primero asumamos que j3 % M~,x Y probaremos que x es un punto 

no singular de ep . Como e es regular, el anillo OC,x es local regular 

de dimensión dos. Esto significa que podemos encontrar elementos 

f¡, h E Mc,x tales quC' 

Mc,x = f¡ Oc,x + hOc,x + M2,x· 

Como R es dominio dI.' DC!dekind, tocIo ideal primo ('5 prillcipi'l\ por 

lo que cxi::;t(~ t, E R tal que r = tR, Y entollce:::; Ti"(t) E ,U e MC,n 

('lltOIl("(~S 

par,t aJ,e,uI10S {J¡,U·2 E OC.,. (;OlIlO SI1!)lIS11ll0S (111(' ,11 <f. /v1.~.r. (\ll!'(Jl\("('S 

:.' -/ .v( .. PO! l(J qtU' ,tl llH'llO'- \lila (k (/1 \. u'.' ¡j() (, ... t:: ('!I ~\,j(,~ \", por 
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lo tanto, alguna es unidad. Intercambiando JI y 12 si fuera necesario, 

lo anterior nos dice que 

Mc,x = n*(t)Oc,x + hOc.x + M~,x =.3 + hOc,x + M~,x' 

Como Cp = C XR (RI P), su anillo local en x se obtiene del anillo local 

de e reduciendo módulo P. En otras palabras, 

Oep,x = Oe.xl3 Y Mep,x = Me,xl (3. 

Por lo que 

lo que muestra que Mcp,x/ M~p,x está generado solamente por 12 y, por 

lo tanto, OCp,x es un anillo local regular de dimensión uno y, entonces, 

x es un punto no singular de Cp • 

Conversarnente, supongamos que Cp es no singular en x y que 1i*(P) e 

M~,x' Por la regularidad de e, tenemos que 

Me,x = f¡ Oe,x + hOe,x + M2,x· 

y, entonces, reduciendo modulo P tenemos 

Mep,x =(f¡Oe.x + hOe,x + M~,x)l(3 
JI 0 Cp,x + hOcp.x + M~p,.xl 

Pero OCp,x es no singular en x por lo que Mcp,x/ M~p,x tiene dimensión 

uno y~ entonces alguno de JI o 12 está en /3, pero como supusimos que 

7r*(P) e M~,x entonces también f3 e M~,Xl pero entonces fl( o 12) E 

M~,Xl lo que contradice el hecho de que f1 y 12 son generadores de 

Me,xIM~,x-

2. Supongamos que 7r'(P) e Me,x> usando el hecho de que 7r o r/> es el 

mapeo identidad en Spec R, calculamos que 

La última igualdad se sigue del hecho de que <p : Spec R ----+ e es un 

morfismo de esquemas, que son espacios localmente anillados, por 10 
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tanto el mapeo inducido cjJ* : OC,x --t R p es un homomorfismo local y 

do'Me,x = P. 

Sin embargo, como R es de Dedekind, P es máximo y la inclusión 

Pe p2 es imposible. Entonces 7r*(P) i. M2,x' Aplicando la primera 

parte de esta proposición, concluimos que x es no singular en la fibra 

CP . 

o 
Corolario 4.3.9. Sea R un dominio de Dedekind con campo de fracciones 

K. Sea e/Runa superficie aritmética y sea e/ K su fibra genérica. 

1 Sz C es propza sobre R, entonces 

C(K) = C(R). 

2. Supongamos que el esquema e es regular, y sea eO e e el subes que

ma más grande tal que el mapeo eO --t Spec R es un morfismo suave. 

Entonces 

C(R) = CO(R) 

S. En particular, sz e es regular y propia sobre R, entonces 

C(K) = C(R) = CO(R). 

Demostración. L Notemos que cualquier punto en C(R) se puede llevar 

a un punto en la fibra genérica C(J() por espcci~\lizaci6n, por lo que 

existe Ull mapeo llatural C(R) -)- G(R). Este mapco es inycctivo ya 

que dos modismos Spcc R -)- e que coincidC'Il en un abiC'rto denso, 

coinCiden eH todos lados. Ahora veamos que tarnhi{;Il es sUlnayectivo. 

Tomemos r,b E C(K). Como e ('s propIO sohre R, el cntnlo valuativo 

nos dice que exist.e un morfismo fTpln : 51)('(' R -)- e tal que L'l siguirntC' 

(J¡agrama conmuta 

e = C XII I\--,,C 

,,1 "1 ¡ 
Sp('(' 1\ ---- S¡H'(' fl 

Fstn pnwha <¡t\(I C,ULl p1lnto ('H ('(f\-) V!('!H' de nn jlll/lto ('11 C(U). ¡lor 

I() q\W ('(N) ('(/\'). 
.,.-<\,'..,n;,,\ f< ,.....,..,., ...... '-,._.-" 

L~ ,11:' !~ '}:.~ -:..~-:: - -, . 
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2. La proposición ,Ulterior -1.3.8 nos dirE' que cada punto en C(R) int,erseeta 

a cada fibra en un punto no singular de la fibra, pt'ro, por dpfinición. eO 

es el complemento en e dE' los puntos singulares en la . .'> fibras. Entonces 

la inclusión natural CO(R) ----+ C(R) es una biyeccióll. 

3. Se sigue de las dos partes anteriores. 

o 

Este corolario nos dice que si e es una superficie aritmética regular que es 

propia sobre R, entonces la parte suave Ca de e es lo suficientemente grande 

para que todos los puntos K-valuados de la fibra genérica se extiendan a 

puntos R-valuados de Co_ 

El siguiente teorema es muy importante para nuestro trabajo por que 

resuelve el problema: Dada una curva e/K, saber si existe una superficie 

aritmética e tal que su fibra genérica sea e/K y, en un sentido que veremos 

más adelante, nos permite saber si esta superficie es mínima. Sin embargo, 

la demostración de este teorema es muy técnica y las herramientas que se 

usan para la demostración, no son de utilidad para nuestros objetivos, es por 

eso que la omitiremos. Para las referencias de la prueba ver el libro [Sn94]. 

Teorema 4.3.10. Sea R un dominio de Dedekind con campo de fracciones 

K, y sea e/ K una curva proyectiva no singular de género g. 

1. (Resolución de singularidades para superficies aritméticas). 

Existe una superficie aritmética regular e/ R, propia sobre R, cuya 

fibra genérica es isomorfa a e/K. A C/R la llamamos Modelo regular 

y propio para la curva e/K. 

2. (Modelos minimaIes). Asumamos que g 2: 1. Entonces existe un 

modelo regular y propio cmm / R para e/ K con la siguiente propiedad 

de minimalidad: 

Sea C / R otro modelo regular y propio para e/K. Fijemos 

------~ -----1>lffifiHisomOrRsmG <le la-4ibr~~·~"a---

de cmin. Entonces el mapeo R-birracional 

e -+cmin 
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E'S un R-1somorfismo. Llamamos a CllUll el 'modelo mintmal 

regulár y pTOpio para e/ K. Éste es único salvo R-isomorfismo 

único. 
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Proposición 4.3.11. Sea R un dominio de Dedekind con campo de frac

ciones 1\. Sea CI]{ una curva proyectiva no singular de género 9 2: 1. Sea 

e/ R un modelo mimmal regular y propio para c/]{. Sea eO el subesque

ma más grande de e que es suave sobre R. Entonces cada K -automorfismo 

T : el ]{ --+ e/K de la fibra genénca de e, se extiende a un R-automorfismo 

y 

Demostraczón. De la definición de modelo minimal, podemos inferir que T 

se extiende a un R-automorfismo e --+ C. Tomemos un punto x E CO y 
tomemos una vecindad abierta U e CO de x. Entonces U es suave sobe R: 

más aún U es abierto de C ya que CO es abierto de C. Debido a que T es un 

R-automorfismo, T(U) es una vecindad abierta de 7(X) y es suave sobre R; 

esto implica que T(X) E Co, lo que prueba que T(CO) e CO Ahora apliquemos 

el mismo argumento para 7- 1 con lo que concluimos que 7- 1 (CO) e CO y, por 

lo tanto, T da un R-automorfismo de CO. o 

4.4 Modelos de Neron 

Definición 4.4.1. Sca R un dominio de Dedckilld con campo de fracciones 

K, y sea E/]<.." una curva elíptica. Un modelo de Neron para E/K es un 

('squ('rna grupo Suave E/ R cuya fibra genérica cs E/]( y que satIsface la 

siguient<' propiedad, 

[Propiedad delmapco de Nb'ou] S('a X/R un R-psqucma suave 

(on fibra gerH;riea XI R.', Sea (h· X/]{ -} El J( un mapeo 

r,H'ional ddirlldo sohr(' K. Ent.onces ('xist.(' un único R-morfisrno 

(¡'>I{: XII? )- E/!? que ('xtwud(' a ~6f\'. 

Xot ClllOS qU(' ('11 la ddilllllÓIl 110 s(' <li( (' <j\H' [; ('~ propIO :-,ohn' l? 

Proposición ,1.4.2. ,S'1'll H 1m d01nuuo de fJ('rlckmd C01/. (mI/po dr:jnU'(·w1/f'.\ 

1\', 1/ ,'1 (/ F/ !\' ili'[¡ ( 111 ,'U ¡'U¡Jlu'([ 



62 Modelos de Neron 

1. Supongamos que El y &2 son modelos de Neron para E.Entonces ex~ 

iste un único R-isomorjismo psi: El -+ &2 cuya restricción a la fibra 

genérica es el mapeo identidad en E/J{. Es decir, el modelo de NeTOn 

es único salvo único isomorfismo. 

2. Sea K' / K una extensión finita no ramificada6, y sea R' la cerradura 

entera de R en K'. Sea [IR un modelo de NeTOn para E/K. Entonces 

E x R R' es un modelo de Neron para E/K'. 

Demostración. 1. El mapeo identidad E/K -> E/K es un mapeo racional 

de la fibra genérica de El a la fibra genérica de [2, y, como El es 

suave sobre R la propiedad del mapeo de Neron para &2 nos asegura 

que podemos extender el mapeo identidad de manera única a un R

morfismo 1/J : [,j R -> [2/ R. Análogamente tenemos un R-mornsmo 

<P : &2 --+ El que es la identidad en la fibra genérica. Entonces tenemos 

dos morfismos 'lj; o <P : El ----t El Y el identidad El ----t El tal que son el 

mismo en la fibra genérica, pero la propiedad del mapeo de Neron nos 

asegura que sólo hay un mapeo con esta propiedad, por 10 que 'lj; o c/> es 

la identidad. Análogamente vemos que cP o 'IjJ es la identidad y, por lo 

tanto 4> y ?j; son isomorfismos. 

2. Sea XIIRI un R'-esquema suave con fibra genérica X'/K'. Sea cPK' 
X' / K' ----t E/ K 1 un mapeo racional. La composición 

x' ---+ Spec El! ---+ R 

hace a X' un R-esquema. Más aún, como el morfismo Spec R' ----t Spec R 

es suave, la composición es también suave, por lo que X' es un R

esquema suave. 

Ahora, la propiedad del del mapeo de Neron para El R nos dice que 

existe un R-morfismo cPRX' ----t E cuya restricción a la fibra genérica es 

la composición 

X'~ExKK'~E. 

~~~~~~:tt--~~~~----t_-SpeG-Rf, dQBde.--.fr.-x,t.---------,-~~ 

es el morfismo que lo hace R' esquema, determinan un R-morfismo 

6Para la definición, ver la página 10_ Esta definición implica, en particular que el 

momsmo Spec R' --t Spec R sea suave (ver [Art84J) 



4.4 Modelos de Neron 63 

OR' = ePR X 1fx' a el producto fibrado, 

:'Iás aún) la restricción de ePR' a la fibra genérica es ePK', por lo que 

tenemos la existencia. Para demostrar la unicidad supongamos que 

dado un morfismo 

p: X'/K --> E/K' = E XK K' 

se tienen dos morfismos 

tales que p = q;k' = 'l/JK' , es decir, coinciden con p en su restricción a 

la fibra genérica. Haciendo la composición 

Xl ---+ E XR RI ---+ E 

y tomando en cuenta que 

X' --> Spec R' -, Spec R 

hace a X' un R-esquema suave, tenemos que q;n = PI o <PR' y VJr = 

p¡ o 1!Jf{' son dos morfismos de X' a E tales que sus restricciones a la 

fibra genérica coinciden. Esto es 

Pero, por la unicidad del ruapco de Neron para X tenemos que (!>n = '~bR, 
P(~ro (>ntonccs 

~&R' ::::: 1>u Xu R';::::: ,~I)R X}l ni;::::: 'I/J/1' , 

lo qne nos ("1 la ulIici(LHI ;¡ Ll pruch,l ('sLí. t<'rlllill,lCb. 

o 

Ailom t1S,ut>tlIOS l'] ('(,llat"Íún d(' \\'I'i('l:-.t.r;Lc,:-, <\(' Hila C1lrva díptic,l para 

«(l1l:-.1 rnir 1111 !',fllpn ('~qtletll;l t'l1Y,l tilll,l g('l\{'lH;¡ "l'a L\ ('\11 va ('liptH';t, 
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Teorema 4.4.3. Sea R en anillo de valuación dis('l"('ta t'Oll campo de' fr,w

dones 1\, sea E/ J{ una curva elíptica dclda por la ('('u ación dí' \Vciprstrass 

con coeficientes en R 

Esta ecuación define un esquema lF e lF'1. Sea 'Mio e T-F el subesquema más 

grande de W que es suaye sobre R. Entonces 

1. Tanto ¡VI R como ll~o 1 R tienen fibra genérica igual a Elle 

2. El mapeo natural ll'(R) -> E(K) es una biyección. Si W es regular, 

entonces el mapeo natural vv'O(R) ~ W(R) es una biyección, yen este 

caso hay una identificación WO(R) = E(K). 

3. Los mapeos de adición y de inverso en E se extienden a R-rnorfismos 

que hacen a WO un grupo esquema sobre R. Más aún, el mapeo adición 

se extiende a un R-morfismo 

que da una axión de WO en W. 

Demostración. Primero observemos que si El K tiene mala reducción, en

tonces E tiene sólo un punto singular en la reducción modulo P, E, donde 

P es el único primo de R. En otras palabras, la fibra especial de W contiene 

exactamente un punto singular. Si 7 E W p e W es este punto, entonces 1110 

es obtenida por quitarle a W el punto ,,/, es decir 

WO = W - h}. 

1. W es es proyectivo sobre R ya que es el subesquema cerrado de 1P~ 

definido por la ecuación 

Su fibra genérica es la variedad en IP~ definida por esta misma ecuación. 

Entonces la fibra genérica de W es precisamente E/K. 
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2. Como Ir es un subesquema cerrado de lP'"k, es propio sobH' R. Usando 

la parte 1, yernos que E/X es su fibra genérica, y entonces, usando la 

parte 1 del corolario .. 1:.3.9 tenemos que 

W(R) = E(K). 

Además VV es regular, por lo que gracias al corolario 4.3.9 parte 2 

tenemos que W(R) = lFO(R), Y emonces concluimos que 

E(K) = WO(R). 

3. Sean f.l : VV X R W --+ 'VV y t W --+ W los mapeos racionales 

en W inducidos por el mapeo adición y el mapeo inverso en la fibra 

genérica E/K de W. El hecho de que la fibra genérica sea un grupo 

algebraico, significa que f.l e t satisfacen todos los axiomas de grupo en 

un un subesquema abierto no vació de W, por lo que deben satisfacer 

los axiomas de grupo en el abierto más grande en el que están definidos. 

Es decir, si si podemos mostrar que tanto ¡.t como t son son morfismos 

en WO XR 'VV y en W respectivamente, entonces los axiomas de grupo 

se cumplen automáticamente 

Supongamos que 2,3 E R·, entonces podemos hacer cambios de vari

ables para obtener la ecuación de Weierstrass en la forma E(a, b) (ver 

página20) y definir a W como 

Sea vVn el abierto afín de W determinado por 

Wa = {z ¡f al e w, 

cntonce:; las coordelladas afines se obtienen haciendo la substitución 

z = 1. Usando la fórmula explicita para ¡.t en la parte afín (ver [SJ!85]) 

tf'n('l!lOS qll(~ 

//[(r,.!/,): (.1',. !/,)] =[(./:, - ./:, )((y, - !/,)' - (1', - .c, f( / 2 + 1',)) 

(1/2 ~ .1/\).1 + (./"2 ~ .¡;d?(.t¡!I¡ ~ .1:'¿!I'2 + 2./:?!I\ 

., "2r\!J2). (J':.! _ .. /\)1] 
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En realidad, esta fórmula nos da la restricción de 11, a \-Va X RIFa, Y 

en este esquema afín, ¡;, será un morfismo excepto posiblemente en el 

subesquema cerrado donde las tres coordenadas se anulen. Si ponemos 

atención a la tercera coordenada y luego a la segunda, encontramos que 

Jl es un morfismo de lVa x R Tra excepto posiblemente para el subesque

ma cerrado definido por las ecuaciones X2 - Xl = Y2 - Yl = 0, con lo 

que yernos que Ji es un morfismo salvo posiblemente en la diagonaL 

Para trabajar con los puntos en la diagonal, veamos las siguientes rela

ciones que son verdaderas en Ira XR W a 

yi = xf + axl + b Y y~ = x~ + aX2 + b. 

Usando estas igualdades, podemos reescribir las coordenadas de J1 de 

la siguiente manera: 

I'[(x¡, y,);(X2, Y2)] = 

[(y, + Y2)((X, + X2)(Y' + V2)2 + (x; + X,X2 + ~ + a)2); 

(x; + X,X2 + x~ + a)' - (V, + Y2j2((X, + X2)3 + a(x, + X2) 

+b - V'Y2); (y, + Y2)']' 

A.sí, vemos que f1 es un modismo en W a XR Wa salvo posiblemente en 

el subesquema cerrado definido por las ecuaciones Yl +Y2 = xi +XIX2+ 

x§ +a = o. 
Juntando las ecuaciones, vemos que fL es un mornsmo de Wa X R W a 

excepto en el subesquema definido por las ecuaciones 

que, haciendo los cálculos y tomando en cuenta que 2 E R* resultan 

equivalentes a Xl = X2, Yl = Y2 = 0, 3xi + a = O. Además vemos 

que este subesquema está metido en la diagonal. Si identificamos W a 

con la diagonal de Wa XR Wo., entonces fL es un morfismo excepto en 

el subesquema dado por y = 3x2 + a = O. Usando la relación y; = 

Xr+axl +b y el hecho que 3' E R*, vemos que el discriminante 4a3 +27b2 

está contenido en el ideal generado por y y 3x2 + a, entonces, si W es 

suave sobre R, lo que implica que el discriminante es una unidad en R, 
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tenemos que Il es un modismo en todo vVa x n n:a . Análogamente, si 

W no es suave sobe R entonces J-l será un morfismo en Wa XR n"a salvo 

por el esquema dado por 

X2 = Xl, YI = Y2 = 0, 3xi + a, 4a3 + 27b2 = O, 

que es, precisamente, el punto singular en la fibra especial de la diago

nal. 

Sea W~ el subesquema afín abierto de W dado por 

w~ = {y 01 O} e W. 

Notemos que W está cubierto por los cuatro subesquemas afines 

ya que W no intersecta al esquema y = z = O. Así como mostramos 

que ¡.t es un morfismo en W a X R W~, de una manera análoga se puede 

mostrar que J..l morfismo en los otros tres esquemas abiertos afines con 

lo que prácticamente hemos terminado. Sólo tenemos que ver que el 

mapeo inverso 

i : W X R W --> W, Ix, y.z] >--> Ix, -y, z], 

es un morfismo en W, pero esto es verdad ya que es la restricción de 

un morfismo en lP'Jt x R IP}{. 

o 

Corolario 4.4.4. Sz El J( tu-me buena reduccu5n, entonces W es suave .',Obre 

R. Por lo que W ('8 un grupo esquema sobre R. 

Demoslraczón. La demostración es inmediata después de nota.r que bajo las 

condiciones del ('orol-tno, W = H;o Dcsp\l(~s apbcamos el t('orema. O 

Ahora Ilustremos lo ant.('} ior ('OH lIIlOS rj('lllplos 

Ejemplo 4.4.5. NOt.t'lllOS {JII(' ('1 <'SqlH'lIl<l {VI R del tt'OU'Ill<\ anterior 'lA.3, 

(~S propiO solm' H ya (jll(' ('::' nu :-.ulH':-,qnPlll<l ('('nado di' Pito rk] nit,('no 
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en general el esquema lV no es regular, ya que un punto singular en la fibra 

especial es casi siempre singular en ¡V. Estudiemos un caso particular. 

Supongamos que E está dada por la ecuación 

donde a E R*. Aseguramos que lr: el esquema asociado a E, es suave sobre 

R. En efecto, 

8E/8x=yz-3x2
, 8E/8y=2yz+xz, 8Ej8z = y'+xy-3az62, 

que no tienen ningún cero común el el proyectivo. Entonces H' es un modelo 

de Neron para E. 

Si a ~ R* y v(a) 2 1, entonces su fibra especial (la reducción módulo el 

parámetro uniformizador 1[) 

Wp:y2Z+xyz=X3. 

Wp tiene como punto singular a '" = [O,O,lJ (o bién" es el ideal primo 

maximal (x, y, z = 1, ,,)). Entonces 

WO=W-{fr}. 

Como a no está en el subesquema z = 0, podemos deshomogeneizar respecto 

a z y decir que 1 ideal maximal M W,Q del anillo local OW,a en el punto a 

está generado por x, y, 1f. Si v(a) -1, entonces a es también un uniformizador 

de R y entonces 

'ir E aR = (y2 + xy - x 3)R e M?v,o:, 

y entonces Mw,o:/ M?v,a está generado por x y y, lo que implica que 

.M w,o/ .Mlv,o 

tiene dimensión dos como OW,a/ Mw,o:-espacio vectorial y, por lo tanto, es 

W es regular en u. Del corolario 4.3.9 en la página 59 parte 3, deducimos 

que WO(R) = W(R) = E(K). 

Si vea) 2: 2, Entonces W no es un esquema regular y WO no será un 

modelo de Neron para E aunque WO si es un grupo esquem~ con fibra genérica 

E ya que si por ejemplo a = 11 con v(b) <': 1, entonces el punto t = (O, b) E 

E(K) = W(R) no está en WO(R) ya que t = (O, O){modP), por lo que no es 

un modelo de Neroll. 
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Ejemplo 4.4.6. Bajo las condic.:iolles etc> la d{,llnicióll dpl modelo de 1\('1'011, 

si X = Spec R y X = Sp('C' J(, entonces el conjunto de h--mapeo::; de XII": --r 

EII< coincide con E(E) (ver ejemplo 3.-1.3 ell la púgilla 35), y pI conjunto 

de de R-morfismos es el grupo de secciones &(R). EntoIlcPs la propiedad del 

mapeo de Neron nos dice que cada punto en E(I<) pronE'ne de uno en E(R), 

es decir que el mapeo de inclusión natural 

E(R) y E(K) 

es también suprayectivo, por lo que hay una identificación (biyección) entre 

E(K) y E(R). 
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