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Introduccién

El constante desarrollo de los mercados, productos y competidores, aunado a
cambics en las disposiciones legales, han dado lugar en nuestro pais a la integracién
de grupos financiercs con las caracteristicas de la llamada Banca Universal. Por otra
parte, el proceso de apertura que ha experimentado México y que puede observarse en
la participacidn del capital extranjero en las instituciones financieras, es un reflejo de
los grandes cambios que en fechas recientes ha experimentado la industria financiera,
tanto en el 4rea bancaria como en la de seguros. Estos cambios, que no son exclusivos
de México sino que, por el contrario, estdn teniendo lugar en todo el mundo, obedecen
al fenémeno de globalizacién que estamos viviendo, y se manifiestan también mediante
el surgimiento de productos financieros més complejos. Al mismo tiempo, la industria
de reaseguro ha sufrido un incremento tanto en la magnitud como en la intensidad
de las pérdidas debidas a catéstrofes naturales o causadas por el hombre. Ante esto,
las instituciones financieras buscan cada vez mds tener y poder ofrecer & sus clientes
productos “securitizados” de manera apropiada que les permitan lidiar con eventos
catastréficos. Por ello, la transferencia alternativa de riesgos y “securitizacién” se
ha convertido en una importante 4drea de investigacidn en las industrias bancaria y

aseguradora.



Las grandes catdstrofes, sean de indole natural —como tremendas inundaciones
o fuertes terremotos— o causadas por el hombre —tales como crashes bursdtiles o
grandes pérdidas industriales, digamos, por incendios provocados— son manifesta-
ciones de eventos extremos. La posibilidad de ocurrencia de estos eventos entrana
riesgos que las instituciones financieras deben considerar.

La meta de este trabajo es la obtencién de estimadores de medidas de riesgo
extremo que estén basados en un modelo matematico sélido. Para ello, usaremos el
enfoque matemdtico estandar para modelar riesgos, el cual utiliza el lenguaje de la
Teoria de Probabilidad. El planteamiento probabilistico es el siguiente: tenemos la
pareja (0,.4), donde © # @ es un corjunto arbitrario y A es un og—algebra de (.
Pensamos en cada w € £ como un estado del mundo en el futuro; suponemos que
todos los participantes estdn de acuerdo en los posibles estados futuros del mundo,
pero pueden no estar de acuerdo en la probabilidad de ocurrencia de cada uno de
ellos.

Usaremos notacién matemdtica sencilla: un riesgo X; tiene distribucién marginal
Fi(z) = P{X; < z}. Un vector de riesgos tiene la funcién de distribucién conjunta

T F(z4,.7n) = P{X, <2),.., X, € 2} - Puesto que F; y F son las funciones de~
distribucién de los valores potenciales de un riesgo, estas son distribuciones que nunca
podremos observar exactamente.

Sabemos, por otra parte, que las instituciones financieras tienen clasificaciones
para. diferentes tipos de riesgo, de manera que si consideramos X;, X»,... variables

aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.), con funcién de dis-

tribucién F' desconocida, X; puede representar, por ejemplo, cualquiera de los si-
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guientes conceptos:

s La pérdida en la transaccién i-ésima.

» La ganancia en el portafolio i-ésimo.

El i-ésimo valor absoluto del logaritmo del rendimiento de un instrumento fi-

nanciero subyacente (como aproximacién al rendimiento porcentual |£L§;_f‘fﬂ|}

El i-ésimo reclamo relativo a una pérdida en seguros.

La i-ésima pérdida crediticia,

Puesto que, matemdticamente, los eventos extremos ocurren cuando un riesgo to-
ma valores de la cola de su distribucién, una rama de la Teoria de la Probabilidad que
cobra gran importancia cuando s¢ trata de modelar eventos extremos es la Teoria de
Valores Extremos (TVE}. La TVE proporciona métodos que permiten cuantificar los
eventos extremos y sus consecuencias de manera éptima desde el punto de vista esta-
distico. Esto hace que la TVE sea particularmente 1itil en el 4rea de Administracién
de Riesgos, donde, de acuerdo con la definicién de la Comisién Nacional Bancaria y
de Valores, la Administracién de Riesgos es el conjunto de objetivos, politicas, proce-
dimientos y acciones que se implementan para identificar, medir, monitorear, limiiar,

controlar, informar y revelar los distintos tipos de riesgo a que se encueniren ezpues-

1

tas las instituciones.!

El administrador de riesgos se encarga de estimar probabilidades de colas y altos

cuantiles de distribuciones de pérdida y ganancia (P&L) y de datos financieros en

1 Tomado de la Circnlar 1473 del 17 de julio de 2000, de la Comisién Nacional Bancaria y de Valores.



general. Es por ello que en Administracién de Riesgos se busca modelar el riesgo
de manera que se contemple la posibilidad de un resultado extremo. Al usar este
modelo, se quiere medir el riesgo con una medida que proporcione informacién acerca
del resultado extremo.

Ademds, puesto que, desde el punto de vista de un administrador de riesgos, el
tamafio de las pérdidas resulta tan importante como el saber qué tan frecuentemente
ocurrer, la TVE se ha convertido en una herramienta de gran importancia para las
instituciones financieras, ya que proporciona métodos para estimar probabilidades re-
lacionadas con eventos-cola, es decir, dado que se ha incurrido en ena pérdida mayor
que cierta cantidad, nos indica qué tan grande esperarnos que sea este exceso. Esta es
la idea bésica de la medida de riesgo extremo conocida como Esperanza Condicional
dela Cola (ES) que, como veremos en el desarrollo de este trabajo, satisface las propie-
dades deseables de una medida de riesgo: monotonia, subaditividad, homogeneidad
positiva e invariancia bajo translaciones; por su parte, €] Valor en Riesgo (VaR) y la
Varianza en general no curnplen con una de estas propiedades: la subaditividad. Asf,

el uso de la Varianza o del VaR puede ocasionar problemas en los cases en gue un

" portafolio se subdivide en varios subportafolios, pues es posible que la suma, del VaR ~
(o de la varianza) correspondiente a los subportafolics sea menor que el VaR (o la
vm.“ia.nza.) del portafolio total. A pesar de este inconveniente, el VaR es una medida
de riesgo muy usada en la practica, por lo que en este trabajo expondremos métodos

para estimar tanto la FXS como el VaR, utilizando la TVE.

Otro punto a favor de la TVE es que permite cuantificar los riesgos extremos

de una manera més adecuada que dos de los enfoques utilizados anteriormente: la




Simulacién Histérica (SH) y los modelos que utilizan aproximaciones normales. En
el enfoque de SH la distribucién P&L estimada para €l portafolio queda dada sim-
plemente por la distribucién empirica de las ganancias y pérdidas anteriores de este
portafolio. El método es por tanto facil de implementar y evita la suposicién de una
forma especifica para la distribucién P&L, pero tiene un seria desventaja: los cuantiles
extremos son notoriamente dificiles de estimar, puesto que la extrapolacién més alld
de las observaciones anteriores es imposible y los estimadores de cuantiles extremos
dentro de la muestra tienden a ser muy ineficientes, pues el estimador estd sujeto a
una alta varianza. Por su parte, la principal debilidad de los modelos que suponen
norrna.l‘{idad s que esta suposicién en general no es viable para datos reales, los cuales,
particularmente en finanzas y seguros, tienden a mostrar colas mds pesadas, que no
pueden modelarse utilizando la distribucién Normal. En cambio, los métodos basados
en la TVE tienen dos caracteristicas que los hacen atractivos para la estimacién de
colas: estdn basados en una fuerte teorfa estadistica y ofrecen una forma paramétrica
para la cola de la distribucién. Asf) estos métodos permiten cierta extrapolacidn mas
alld del rango de los datos, lo que permite la obtencién de estimadores de medidas de
riesgo extremo.

La importancia de las medidas de riesgo radica en que, ademds de ser una base
para la determinacién del capital de riesgo, ayudan también a que la Direccién de la
institucién financiera pueda entender mejor el riesgo inherente a su portafolio. Y si
bien es imposible que una institucién financiera ajuste rdpidamente su base de capital
a las condiciones ca.mbia.nt,gs del mercado, que quedarian reflejadas en el célculo de

una medida de riesgo, lo que la institucién si puede hacer es ajustar el tamano de su
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exXposicién.

Tenemos pues que la Administracién de Riesgos es llevada a cabo por las institu-
ciones financieras {Bancos, Casas de Bolsa y Aseguradoras), tanto con fines de control
interno como por érdenes de sus reguladores. En este sentido, la Administracién de
Riesgos en México ha cobrado un papel mucho mds importante en fechas recientes,
puesto que por 6rdenes de la Comisién Nacional Bancaria y de Valores (CNBV), el
Consejo Directivo de los Bancos -a partir del 1 de febrero de 1999 - y de las Casas
de Bolsa -a partir del 4 de diciembre de 2000- deberd constituir un Comité de Ries-
gos, cuyo objeto serd la administracién de los riesgos a que se encuentra expuesta la
institucién. Este Comité de Riesgos estard encargado de aprobar:

a) La metodologia para identificar, medir, monitorear, limitar, controler, informar
y revelar los distintos tipos de riesgos a que se encuentra expuesta la institucién; b)
los modelos, parémetros y escenarios que habrin de utilizarse para llevar a cabo la
medicion y el control de los riesgos; ¢) le realizacion de nuevas operaciones que por
su propta naturaleza conlleven un riesgo.

Para llevar a cabo la administracién de riesgos, el Comité de Riesgos sc apoyard

en una Unidad para la Administracién Integral de Riesgos. Una de las obligaciones de

esta Unidad serd la realizacién de pruebas bajo condiciones extremas, que permitan
identificar el riesgo que enfrentaria la institucién en dichas condiciones y reconocer

las posiciones o estrategias que hacen mas vulnerable a la propia institucién.

La aplicacién de modelos basados en la TVE podria ser de gran utilidad para

2 Tomado de las Circulares 1473, 10-247 y 1423 de la Comisién Nacional Bancaria y de Valores.




vii
por parte de la Unidad para la Administracién Integral de Riesgos. El hecho de
que la CNBV requiera que se lleven a cabo estas pruebas es una muestra de que
los extremos son tremendamente importantes en el mundo financiero. Cabe senalar
que este tipo de requisitos no son exclusivos de México: algunos reguladores de la
actividad financiera internacional, como el Bank for International Settlement (BIS),
piden a las instituciones a las que regulan que obtengan estimadores del Valor en
Riesgo (VaR) y de la Esperanza Condicional de la Cola (ES). Estos estimadores,
para aproximarse mds a la realidad, requieren la utilizacién de métodos que tomen
en cuenta que los datos financieros muestran colas pesadas.

Otro hecho importante es que la globalizacién y las précticas seguidas a partir del
primer Acuerdo de Basilea (1988), han tendido a estandarizar en el mundo préicticas
bancarias y también regulatorias. Hasta la fecha, mds de 100 pafses, incluyendo
a Meéxico, han adoptado las disposiciones de este Acuerdo. Debido a la continua
revolucién en las précticas comerciales, en la informética y a la innovacién financiera,
€l Comité de Basilea decidié revisar el Acuerdo de 1988, haciendo énfasis en estrechar
la relacién que guarda el riesgo que toma un Banco y el capital que requiere tener,
proponiendo estimulos para que los Bancos mejoren sus capacidades de administracién
y de medidas de riesgo. Se busca lograr un acuerdo definitivo para diciembre de 2001
e instrumentarlo a partir del 2004. Este tipo de acuerdos pueden ayudar a mostrar
la importancia y extender la prictica de los modelos basados en la TVE.

En palabras del Sr. William Routledge, Vicepresidente Ejecutivo del Banco de la
Reserva Federal de Nueva York e integrante del Comité de Basilea: La administracisn

de riesgos debe ser un proceso dindmico y los reguladores tienen que estar atentos pare
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asegurar que sus politicas alienten mayores avances.

En conclusién, sabemos que crear un modelo para un riesgo implica seleccionar una
distribucién particular. Para hacerlo apropiadamente es necesario, ademds de utilizar
datos histéricos, tener una base tedrica que fundamente la eleccién de la funcién de
distribucién. En este sentido, la Tecria de Valores Extremos es una herramienta ideal,
pues nos indica el tipo de distribucién que tedricamente nos permite aproximar la cola
de un riesgo y nos proporciona el mejor estimador posible basdndose en la informacién
histérica disponible. Para ello, la TVE se basa en los Teoremas de Fisher-Tippet y de
Gnedenko-Balkema-Pickands-deHaan {TGBPdH). El primero afirma que las tinicas
tres posibles distribuciones limite (no-degeneradas) para madximos apropiadamente
normalizados de n v.a.l.i.d. son las llamnadas distribuciones de valores extremos, es
decir, la Fréchet (@,), la Weibull {(¥,) y la Gumbel (A)}; en este sentido, el Teorema
de Fisher-Tippet es el equivalente —para el caso de méximos de n v.a.i.id.— del
Teorema de Limite Central. Por su parte, el TGBPdH ncs permite aproxirar la
funcién de distribucién de excesos F, por encima de un umbral alto u mediante una
Distribucién Pareto Generalizada (DPG); esto, a su vez, nos permite estimar la cola

_?(x) de la distrib;ci_én, para valores grandes de z. T

Hay que enfatizar que la eleccién de un modelo siempre conlleva el uso de suposi-
ciones adicionales sin las cuales el modelo no serfa vélido. La motivacién para el uso
de la TVE es que la condicién de que una funcién de distribucién F esté en el Do-
minio de Atraccién del Maximo de la distribucién de Valores Extremos Generalizada

H, (F i i i datos

Estamos conscientes de que muchos de los temas que se tratardn a lo largo de este
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trabajo —entre los que se mencionan, a manera de ejemplo, las distribuciones elipti-
cas, la variacién regular y algunos estimadores— podrian tratarse de manera mucho
mds extensa, pero no pretendemos que la naturaleza de este trabajo sea exhaustiva;
de la misma manera, sabemos quc otros métodos, otras medidas de riesgo y otros
estimadores podrian también aplicarse para la obtencién de estimados de medidas de
riesgo extremo, pero nuestra intencién aqui es la de dar un panorama general sobre
la medicién de riesgos extremos usando la Teoria de Valores Extremos (TVE) como
base tedrica y, como medidas de riesgo extremo, la Esperanza Condicional de la Cola
(ES) y el Valor en Riesgo (VaR).

A continuacién se da una breve descripcién de la organizacién de este trabajo.
En el Capitulo 1 se aborda la parte tedrica, a través de los resultados mas importan-
tes de la TVE, entre los que destacan el Teorema de Fisher-Tippet y el Teorema de
Gnedenko-Balkema-Pickands-de Haan; se dan, asimismo, las propiedades mds impor-
tantes de la Distribucién Pareto Generalizada (DPG) y las caracterizaciones de los
Dominios de Atraccién del Maximo de las tres distribuciones de Valores Extremos:
la Fréchet {®,), la Weibull (¥,) y la Gumbel (A). En el Capitulo 2 se tratan las
caracteristicas deseables de una medida de riesgo y se analizan, a través de ejem-
plos, las ventajas y desventajas de tres conocidas medidas de riesgo: la varianza, el
Valor en Riesgo (VaR) y la Esperanza Condicional de la Cola (ES}. Se hace notar
que la ES es una medida de riesgo coherente, en el sentido de Arizer el al. [4], es
decir, satisface las caracteristicas deseables de una medida de riesgo. El Capitulo 3
expone dos modelos que nos permiten obtener estimadores de dos medidas‘de riesgo

extremo —el VaR y la ES. Estos modelos son el Modelo de Picos sobre el Umbral
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(POT) y el Modelo de Méximos de Bloque, los cuales estdn fundamentados en la
teoria presentada en el Capitulo 1. Finalmente, el Capitulo 4 comienza con una breve
exposicidn de técnicas para el andlisis gréfico de los datos; inmediatamente después
se pone en préctica la teorfa expuesta en los capftulos anteriores, mediante el an4lisis
estadistico de tres conjuntos de datos, correspondientes, respectivamente, a pérdidas
por incendios industriales en Dinamarca, a variaciones en el precio diario de la accidn
de BMW y a las pérdidas en el tipo de cambio FIX de pesos mexicanos a délares
americanos (MXIN/USD). Cada uno de estos conjuntos de datos se analizan tanto
con e! Modelo de Méximos de Bloque como con el de Picos sobre el Umbral; el uso de
ambos modelos estd ampliamente ilustrado con gréficas y tablas. Para estos andlisis
se utiliza el seftware EVIS ( Eztreme Values in S-Plus), desarrollado en ETH-Zurich,
disponible a través del internet en http : //www.math.ethz.ch/ ~ mcneil.

El lector puede elegir si desea comenzar por el Capitulo 1 y estudiar la teorfa
allf presentada para después pasar a los capitulos posteriores o, si lo prefiere, puede
comenzar directamente por el Capitulo 2, continuar con el Capitulo 3 y s6lo regresar
al Capitulo 1 2 medida que requiera —en el contexto de los Modelos expuestos en

" el Capitulo 3— los resultados tedricos pertinentes. Por su parte, los ejemplos del
Capitulo 4 pueden ser muy ttiles para aclarar el funcionamiento de los Modelos del

Capitulo 3, ya que muestran posibles aplicaciones pricticas de estos.




Capitulo 1

Preliminares

En la teoria cldsica de probabilidad, la mayoria de los resultados relevantes para las
finanzas y los seguros se basan en sumas de la forma S, = 3°7_ X,.

El resultado mds importante en este sentido es el Teorema del Limite Central (ver
Apéndice A), que nos dice que, para valores de n suficientemente grandes, tenemos que
la suma S, de observaciones mutuamente independientes X, X,,..., X, deunav.a. X
(que a su vez pueden verse como 1 v.a.i.i.d.) tiene una distribucién aproximadamente

. . 2 . . __ Sa-n
normal con media np, y varianza noy. Matemdticamente, si Z, = 7;5%1,

§— My - f8—nuy
< = e N v P S
P{Sn =~ 5} P{Zn = \/TEO’X } f‘z ( ﬁo'x )

-~

Ixisten, ademds, generalizaciones del Teorema del Limite Central, disenadas pa-
ra incluir los casos de las distribuciones cv—estables, con 0 < & < 2, los procesos
a—estables, con 0 < & < 2, e incluso el movimiento Browniano.

Sin embargo, €l utilizar modelos basados en sumas funciona de manera adecuads

solamente cuando nos interesan los promedios de los fenémenos aleatorios que estu-



diamos. Pero no podemos pretender ampliar ¢l campo de aplicacién de las sumas si
lo que nos interesa son los eventos extremos, como en nuestro caso. Para estudiar los
eventos extremos existe una herramienta que, tanto desde el punto de vista intuitivo
como desde el punto de vista teérico, es mucho mds adecuada: esta herramienta se

basa en el miximo M, de n v.a.l.i.d. con funcién de distribucién F:

M, = max { X7, Xo,.... X}

Intuitivamente, el méximo M, representa la observacién mds extrema dentro de
un conjunto de n observaciones.

Puesto que la mayoria de las veces lo que nos interesa en finanzas es tratar de
cuantificar las pérdidas, en este trabajo consideraremos a las pérdidas como positivas.
Sin embargo, todos los resultados que veremos para méximos pueden formularse de
manera equivalente para minimos. Es mds comin encontrar los resultados de la Teoria
de Valores Extremos para mdximos puesto que ésta se desarrolla més fAcilmente como
una teoria de grandes pérdidas que eomo una tedria de pequeias ganancias.

La crganizacién de este Capitulo es la siguiente: en la Seccidn 1.1 se trata el te-

ma de la convergenéia de maximos M, de viaii.d. - Para este-propésito; se ofrecen.
resultados de convergencia en probabilidad, convergencia casi segura. y, m4s importan-
temente, convergencia en distribucién. Se proporcionan, asimismo, algunos ejemplos
en los que no existe un limite no-degenerado para M, lo que nos permite pereibir la
importancia que tiene el compartamiento de la cola de la distribucién F en el caso de

los mdximos. En la Seccién 1.2 se prueba un resnltado fundamental, conocido como

Teorema de Fisher-Tippet, que nos indica las tres posibles distribuciones limite para




los méximos M, de v.a.i.i.d., bajo la normalizacién adecuada. M4s especificamente,
este resultado cldsico nos dice que, si existen sucesiones de constantes normalizantes
¢n > 0y d, € R para las cuales ¢! (M, — d,.) converge a una funcién de distribucién
lfmite no-degenerada H({z), entonces H debe ser del tipo de una de las tres distri-
buciones de valores extremes: la Fréchet (9,), la Weibull {¥,) vy la Gumbel (A).
Se verd, ademds, que estas tres distribuciones pueden identificarse con una clase que
tiene cierta propiedad de estabilidad: las distribuciones max-estables. En la Seccién
1.3 se introduce el concepto de Dominio de Atraccién del Maximo (DAM) de una
distribucién y se analizan las condiciones que se requieren de la cola F y del extremo
derecho zr de una f.d. F para poder pertenecer al DAM de cada una de las tres
distribuciones de valores extremos. Se obtienen también férmulas para las constantes
normalizantes ¢, y d, en cada uno de los casos. Esta Seccidn se acompaia de nume-
rosos €jemplos; ademds, al final se presenta un cuadro que resume los resultados mis
importantes acerca de los tres DAM, de manera que se facilite su consulta. Final-
mente, la Seccién 1.4 introduce el concepto de funcién de distribucidn de exceso F,
asi como otra importante distribucién: la Distribucién Pareto Generalizada (DPG).
La relacién entre ellas queda dada por el Teorema Gnedenko-Balkema-Pickands-de
Haan (TGBPdH), que nos dice que, para una eleccién suficientemente alta del um-
bral u, la funcién de distribucién de exceso F), puede aproximarse por medio de una
DPG. Asimismo, se exponen algunas propiedades de la DPG que resultardn de gran
importancia para los Modelos que consideraremos en el Capftulo 3.

Este Capitulo estd tomado principalmente de [6], [22] y [8). Otras referencias de

gran utilidad son [15] ¥ [14].
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1.1  Convergencia de Maximos.

Hemos dicho que la herramienta que utilizaremos para modelar los ejventos extremos
es el maximo muestral M,, para una sucesién de v.a.iild. X, X;, X, .... con funcién de
distribucién F. A continuacién, investigaremos las propiedades asintéticas de estos
méximos. Nos interesa encontrar un resultado para méximos que nos proporcione
inférmacién semejante a la que se obtiene para sumas con el Teorema del Limite
Central. Como se menciond anteriormente, la teorfa se desarrollard en términes de
mdximos porque se concibe mas fdcilmente como una teorfa de grandes pérdidas que
como una teorfa de ganacias pequenas. Sin embargo, los resultados para minimos
pueden obtenerse facilmente a partir de los correspondientes a maximos, usando la

identidad

min(X,,Xg, '“:Xn) = - max(—Xl, "‘".Xz, ey —X")
Recordemos que la distribucién del mdximo M, de v.a.iid. estd dada por:

PM, <z)=PX,<2,X2<2,..,. X, <2)=F"(z), z€R, neN

soporte de la distribucién, tendriamos que, intuitivamente, la conducta asintética de
M, debe estar relacionada con la cola derecha de F' cerca de su extremo derecho.

Denotaremos por F =1 — F a la cola derecha de la distribucién F y por

zr =sup{z € R: F(z) < 1} (1.1)

Ahora bien, puesto que los extremos ocurren ‘cerca’ del extFemo superior ‘del —=

al extremo derecho de la distribucién F.
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De acuerdo a esta definicién de zp, es fécil notar que, para todo T < L, se tiene
PM,<z)=F'2) >0, n—oo (1.2)

puesto que para < zp se da F(z) < 1.

Si adem4s z < oo, para toda x > zr se tendré que F(x) =1y, por tanto,
PM, <z)=FYz)=1" (1.3)
Proposicién 1.1.1 M, 5 zp, cuando n ~ oo, para Tp < 00,

Demostracién:

PD.:Ve>0, limpg P(|M, —zr| <€) =1

Sea € > 0.

P(|My — zp| < €) = F [(zr +¢)-] = F*(zr —€)

donde F™ [(xp + ¢).] es el limite por la izquierda de F"™(m) en m = (zr +€).

Ahora bien, por (1.3), lim,_. F"{(zr +€)_] = 1 si zr < oo. Esto sucede aiin si
Tr = 00, pues una propiedad de las funciones de distribucién es lim, ., F(x) = 1.

Por otra parte, (1.2) nos asegura que lim,_.o, F*(zr — €} = 0.

De aqui que limy, oo P{|M,, — 2] <€) =1 -0 = 1, es decir, M, & 2 cuando
n— oo, para tp < ool

De hecho, gracias a que la sucesién (M,) es no-decreciente, se puede asegurar algo

mdés fuerte en términos de convergencia:
Proposicién 1.1.2 M, 5 g, cuando n — .

Demostracién:



P.D.: P(limperco Mo =xp) =1
Supongamos que P(lima..e Mn = zr) < 1.

Entonces, 3(Mn, }n,>1 subsucesién de (M,) tal que para zg # zr,

P(lim M, ==z¢) > 0.

n—od

Puesto que (M,) es no-decreciente, tenemos que My > M, VreR

Supongamos que T > Tp.

Entonces 34 € (M,,) tal que A > M, ¥n € N; esto es, pa. k € N, M, >
M, vn € N.

Pero (M,,) cs subsucesién de (My), asi que Vnr,  Is € N tal que M, = M,. Por
tanto, To P Tr.

Supongamos ahora que zp > Z¢.

Entonces IM, € (My)ny1 tal que M, > M, Vk € N. Esto significa que, como
(M,) es no-decreciente, Vs > v, VA E (Myinln>1, A & (Mn,)n,»1. Pero entonces,
tendriamos que (M,,) es finita, lo cual es una contradiccién. Por tanto, z7 ¥ zg.

Entonces se ticne 5 = 2, de donde P(limy..oo My, = Tp) = 1, es decir, M, = zp,

cuando n — co. B T T e e e =

Desafortunadamente, este hecho tampoco nos proporciona suficiente informacién
acerca de la magnitud de los méximos, pues para cua.lesqui.era dos variables aleatorias
con soporte infinito -por ejemplo, la Normal y la Poisson- obtendriamos exactamente
el mismo resultado: que sus méximos convergen casi seguramente a infinito; asi,

para_fines pricticos, no habria diferencia entre el comportamiento del méaximo de

una variable aleatoria Normal y el de una variable aleatoria Poisson. Para saber
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un poco més al respecto, necesitamos considerar resultados de convergencia débil
(convergencia en distribucién) para maximos.

Antes de dar los resultados de manera gencral, consideraremos algunos cjemplos
que pueden proporcionarnos una idea intuitiva sobre ¢l comportamiento de los mdxi-

mos de v.a.iid. y su relacidn con la cola de la distribucién.

Ejemplo 1.1.3 (Distribucién Ezponencial) Sea F(z) = 1 -e™** A > 0. Toman-

dou, = 4 (logn —log 7}, 7 > 0, se obliene

1— F(un) =1- (1 _ e—A[%(logn—]og‘r)]) = g llogn-logr) _ gloslr/n) _ T/Il.
Por otra parte,
P{M, S up) = F" (un) = (l _ e—,\[%(logn-]ogq-)])" _ (1 B z)n et
n

Asf, vemos gue para v.a.i. con distribucion ezponencial, tomando la sucesion (un)

antes mencionade se da
nFlug) =7 y P(M, <u,) —e.

Ejemplo 1.1.4 (Distribucidn Uniforme (0,1}) Sex F{z) =z, 0 <z < 1. Sea

T>0yu,=1~71/n Enlonces
1-Flu)=1-(1~7/n)=7/n
para n > 7. También se cumple
PM, Su)=F'{un)=(1 -7/n}" - e,
por lo que parg la distribucidn uniforme, {omando u, =1 — 7/n, se satisface

nF(u) =7 y P(My<u,)—e . _



Ejemplo 1.1.5 (Distribucién Pareto) Sea F(z) = 1~ Kz™®, ¢ > 0, K > 0,

2> K2, Seau, = (Kn/T)® . Entonces, tenemos que
1/a —a -1
1-Flu)=1- (1 ~K ((Kn/r) ) ) = K {(Kn/T)™") = /n.

De la misma manera,

P(My S ) = F (1) = (1 -K ((Kn/'r)”“)_a)n - (1 - 1)" e

Vemos entonces que también la distribucidn Pareto satisface

nﬁ(u,,) =7 y PM.<Zu,)—eT,

para up = (Kn/'r)lla.

En los gjemplos anteriores hemos visto que se requicre que la funcién de distri-
bucién F satisfaga ciertas condiciones para que sc tenga que el limp_.q P(M, € uy)
existe para constantes u, adecuadas. Fl siguiente resultado nos confirma esta supo-

siciém.

Proposicién 1.1.6 {Aprozimacién de Poisson) Para T € [0,cc] y una sucesicn

(un) de ndmeros reales, son equivalentes: T T

nF(un) — 1 (1.4)

P(My <) — €™ (L5)

Demostracién:

“(1.4) => (L5)"



Sea 0 < 7 < co. Supongamos que se satisface {1.4). Entonces

= (L 1\\"
P(My < ) = F™{un) = 1= (1 = F'(ua)) = (1 = Fla))” & (1 S (H))
Y puesto que sabemos que limp—.0o (1 + E + i&‘ﬂ) = ¢, donde b, ¢ no dependen
denylimy_.o 9(n) = 0, tenemos que (1 — = + o (%))" es equivalente a (1.5), de donde
(1.4) = (1.5).
“(15) == (1.4)"

Supongamos que se da (1.5). Entonces,
P(My Sun)=Fup) =1~ (1~ F'(up)) = (1 - Flun))" — e
Sacando logaritmos, se obtiene
—nn (1 - Pu)) — -7 {1.6)

Ahara bien, sabemos que —In (1 — x) ~ z si z — 0. En este caso. si tuviéramos
F(uy) — 0, obtendriamos de (1.6) que nf'(u,) = 7 + o(1).que es equivalente a (1.4).
Por tanto, basta probar que se da F{u,) — 0.

Supongamos que F(u,) -+ 0. Entonces 3(uy, ) tal que para almine > 0y VN €
N,3nx > N pera el cual F(u,,) > ¢. Pero entonces (1 — Flua, )™ < (1)™, por lo
que P (M, <up )= (1- Fu,,))™ — 0. Pero esto contradice a {1.5). De aquf que
debe darse Fu,) — 0.

Ahora, s1 7 = 00 y se da (1.4) pero ne se da (1.5), entonces I(u,,) tal que para
algin 7 < co, se tiene P (M,, < 4,,} — ¢~ cuando n; — oo. Pero entonces, puesto
que para 7 € (0,00) (1.5) implica (1.4), tendrfamos ngf(u,,) — 7' < oo, lo cual

contradice que se dé (1.4) con 7 = oo como se habfa supuesto. De la misma manera,
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si 7 = 00 y se da (1.5) pero no se da (1.4), entonces 3{u,,) tal que para algin
7' < oo, se tiene ngF(u,,) — T < 0o. Pero entonces, puesto que en este caso ya se
probé que (1.4) implica (1.5), se tendrfa P (M, < un,) — e~ cuando ny — oo,lo
cual contradice el que se dé {1.5) con T = co como se habfa supuesto.l

Es importante notar que si existe una sucesién (us.r)) que satisfaga (1.4) para
algin 7 > 0 fijo, entonces podemos encontrar este tipo de sucesiones para cualquier
T > 0. Por ejemplo, si (u},l))sat.isface {1.4) con T = 1, entonces ul = u([;)] satisface
{1.4) para 7 > 0 arbitrario, donde [z] representa al mayor entero menor o igual que
z.

Antes de enunciar la Aproximacién de Poisson se expusieron tres gjemplos de
distribuciones (la Exponencial, la Uniforme (0,1) y la Pareto) que satisfacen las rela-

ciones (1.4) y (1.5). El siguiente Corolario nos dice que no siempre podemos encontrar

limites no-degenerados para méximos de v.a.ii.d.

Corolario 1.1.7 Supdngese que Tp < 00 ¥ que

Fzp=)= F(zg)— Flzp—) > 0.
751:&)?(:&8;;);&?0;7 éﬁcé_sid;tf(ﬂ,;) tal que
P(Mn < un) -0

selienequep=0o0p=1.

Demostracién:

Puesto p es el limite de una probabilidad, 0 € p < 1. Entonces podemos expresar

p=¢e"",con 0 £ 7 < co. Pero esto, por la Proposicién anterior, significa que tenemos
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nF(Un) — 7 conforme n — o,

CASO I Si u, < zp para una infinidad de n's, tenemos que, para esas 7,
F(ua) € Flzp-) & 1=F(u,) 2 1=F(zp=) > F (s}~ F (zp~) © F(un) > Flzp=)>0

Y puesto que nF(u,) —+ 00, esto significa que T = co.

CASO IL Si 3K € N tal que Vn > K se tenga u,, > Ty, entonces Flu,) = 1
Vi, = tigrs, 5 € N. En este caso, se tiene Flu,) = 1— Flu,) =1-1=0, lo cual
hace nf(1,) — 0 conforme n — co. Asi, tenemos 7 == 0.

Hemos visto entonces que las 1inicas dos opciones son tener 7 = 0 o 7 = o0, que
nos dan, respectivamente, p=10p =0.BE

Este resultado nos muestra que no existe una distribucién lfmite no-degenerada
(es decir, distinta de 0 y de 1) para €]l maximo M, de una funcién de distribucién con
un salto en su extremo derecho finito, sin importar cudl sea la normalizacién de M,
que se utilice.

A continuacién se enuncia un resultado similar que cubre también a ciertas dis-

tribuciones con extremo derecho infinito.

Teorema 1.1.8 Sea F un f.d. con extremo derecho zp < 0o yseaT € (0,00). &

. Flz)
A ooy o

entonces eziste una sucesion {u,} para la cual se satisface nF(u,) — 7 cuando n —

o0,

Demostracién:
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Supongamos que se da (1.7) y sea {u,} cualquier sucesién para la cual F(u,—) <

1—7/n < F (un) {por ejemplo, puede ser un = F~1(1 — 7/n}}. De aqui se signe que:

- < n,
Fus—)
r > aF (tn),
de donde se obticne
F () T<nF(u,) <7
F{u,—)

El resultado se sigue de aqui puesto que u, — Tp ctandon — oo, B

Este resultado se aplica en particular a las distribuciones discretas con extremo
derecho infinito. Si las alturas de los saltos de la £d. no decaen suficientemente
répido, entonces no existe una distribucién limite no-degenerada para el méaxdimo de
la distribucidn. FEn particular si X toma valores en los enteros y oy = 00, entonces
(1.7) se traduce a I (n) /F (n — 1) — 1 cuando n — co.

Vemos entonces que, en contraste con el caso de las sumas, para maximos stempre
necesitamos condiciones de continuidad relativamente delicadas en la cola F para

asegurar la convergencia de P(M, < u,) a un limite no trivial. Fsto deja fuera a

algunas distribuciones importantes, como la Poisson y la Geométrica.

Ejemplo 1.1.9 (Distribucion Poisson) Tenemos que P[X = k| = e~ MK ke

NU{0}, A>0.

Entonces

FB)  _ 1-FRO+FE-D-FE-1) | _FE-_FE-T]
Fk—1) Fk—1) B F(k-1)
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-1 -1
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Esta dllima suma puede reescribirse como

3 A - Ak !
¥k+1(k+2) (k+s) Z() m k> A,

=] a=1

lo cual tiende a cero cuando k — oc, de donde F (k) /F (k—1) — 0. Bsto sig-
nifica, por el Teorema 1.1.8 que no existe una distribucién limite no-degenerada
para el médximo de v.a. Poisson y, mds atin, no existe ningin limite de la forma
PM, <u,] — pe (0,1), sin importar cudl sea la sucesién de constantes (u,) que

tomemaos.

Ejemplo 1.1.10 (Distribucién Geométrica) Se tiene P[X = k| =p(1-p)*"!, ke

N, O0<p<l

En este caso

Fik) _ oot [ - _1__ B
F"(k_l)—l_(l_p) (;(1—1?) ) =1-p€(0,1}.

Nuevamente, esto muestra que no existe el limite F [M, < 1q) — p, salvo para p =0
4 1; también nos dice que no existe una distribucién limite no-degenerada para el

miximo de v.a.s Geométricas.
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1.2 Las Distribuciones de Valores Extremos y el

Teorema de Fisher-Tippet.

Esta seccién se ocupa principalmente de une de los resultados mds importantes en la
Teoria de Valores Extremos: el Teorema de Fisher-Tippet. Este teorema espedifica
las tres posibles formas de las distribuciones limite para méximos apropiadamente
normalizados de sucesiones de v.a.i.i.d. Estos tres tipos de distribuciones se conocen.
por este motivo, como distribuciones de valores extremos. Veremos también que
podemos identificarlas con una clase de distribuciones que posec una cierta condicidn
de estabilidad: las ilamadas distribuciones max-estables.

Comenzaremos pues dando las definiciones de tres distribuciones que resultardn
muy importantes para el estudio de la convergencia de méximos apropiadamente

normalizados.

Deflnicién 1.2.1 La funcidn de distribucion de una veriable aleatoria Fréchet, para

a > 0, estd dada por

0 IR e
Da(x) = {1.10}

exp(—z7?} siz >0

Definicién 1.2.2 La funcidén de disiribucién de una veriable aleatoria Gumbel esid

dada por

Az) =exp(—-e®), zeR (L.11)

Deflnicién 1.2.3 La funcién de distribucién de una variable aleatorin Weibull pura



@ > 0, estd dada por

To(e) = exp (—(~z)®) st z <0 (112)

1 st >0

De la definicién de estas tres distribuciones de valores extremos, es facil notar que
la Fréchet corresponde a un modelo con cota inferior finita y cota superior infinita;
la Weibull corresponde a un modelo con cota superior finita y cota inferior infinita;

mientras que la Gumbel es no-acotada por ambos lados.

Distribuciones Fréchet (sélido) y Weibull (guiones) con « = 3; distribucidn Gumbel

(punteada).

El siguiente resultado nos muestra que existe una cercana relacién entre las dis-

tribuciones I'réchet, Weibull y Gumbel.

Proposicién 1.2.4 X ~ &,(z) © log X® ~ A(z) & —¢ ~ U, (z).

Demostracién:

Xrd,(z)e PIX<zl=exp(-~z™®)paraz >0y PIX <z]=0paraz <0



16

e PR =Px2L =1-PX<P]=1-ew(-(-1) ) =1-

=1
X
exp {— (—z)°} pamn:<0yP['7'$:c}=1—P[X5:I—’]=1--0=1pmag;20

o Pllog X* < z]=P[X® <expz]=P [X < (expi:)”"] = (exp{—exp (:n)}_“)l/n

=exp{—exp[z(—a)(2)]} =exp{—exp(-z)} =A(z). B

Definicién 1.2.5 Dos variables aleatorias Z y Y son del mismo tipo si y sélo si
ZLay + b, paraa > 0 y b &€ R. En términos de sus funciones de distribucion Fz y

Fy, esto significa que Fy(z) = Fy (¥2).

Esto cs, dos variables del mismo tipo tienen la misma funcién de distribucién,
excepto por posibles cambios en los pardmetros de escala y localizacién.

Una propiedad muy relevante de las distribuciones Fréchet, Weibull y Gumbel es
que, cuando considerarnes sus m4ximos, obtenunos que estos son del mismo tipo que

la distribucién original. Esta propiedad se precisa a continuacidn.

Definicién 1.2.6 (Distribucidn maz-estable) Una v.a. X no-degenerada (la dis-
tribucidn o f.d. correspondienie) es maz-estable si, para X, X1.... X, v.i.d. y para

constantes adecuadas ¢, > 0 y d, € R satisface

-ch+d,.,, n_é 2. - _(Tl_ST

I'-ﬂaX(..Xl, ...,Xn)

Ejemplo 1.2.7 {Propiedad maz-estable de la f.d. Fréchet ,) Sean X, ..., X,

vt con distribucién Fréchet ©,. Entonces

l

PMy <z = @ (x) = (exp(~a7%))" = (exp(—z™*)n)

(exp(—am‘”c')'“) = d, (nfl/"z).

il

De donde, la f.d. Iréchet es maz-estable.
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Ejemplo 1.2.8 (Propiedad mazx-estable de la f.d. Weibull ¥,) Consideremos

X1, o, Xy vead. con distribucidn Weibull U,. Bl mdximo de estas v.a.it.d. satisfoce

PMy <z] = ¥ (x)= (exp(- (~x)"))" = exp(— (-2)"n)

= exp{— (—xn”")ﬁ) =9, (n”“;t:) .
de donde es claro que la disiribucidn Weibull €s maz-estable.

Ejemplo 1.2.9 (Propiedad maz-estable de la f.d. Gumbel A) Supongamos que

tenemos X,,..., X, v.a.i. con distribucidn Gumbel A. Entonces

P[M, <z} = A"(z) = (exp(—e™™))" = (exp{—e "))

= exp (—e(‘”’“’ ")) =A{z—Inn).
Ast, también la distribucion Gumbel es maz-estable.

Cuando introdujimes las distribuciones Fréchet, Weibull y Gumbel mencionamos
que éstas resultarfan de gran impeortancia para el estudio de la convergencia de maéxi-
mos de v.a.iid. apropiadamente normalizadcs. Esta afirmacién estd parcialmente
Justificada por el hecho de que las tres distribuciones son max-estables. Pero, mds
all4 de esto, las distribuciones Fréchet, Weibull y Gumbel aparecen como limites de
méximos de v.a.iid. apropiadamente normalizados. Los siguientes ejemplos ilustran

este hecho:

Ejemplo 1.2.10 (Distribucién Exponencial) Sean X),.. X, v.a.i. con distribu-

cidn ezponencial con pardmetro A. En el Fjemplo 1.1.3 obtuvimos que

P(Mp < up) > e
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para u, = 3 (logn — logT). Si tomamos ahora T = e~%, se obtiene

P [M,, < -;—\(logn - log'r)] P [M <l (logn — log e'”)]

"=A
1 -
= P [M,,S X(I+logn)] — exp (—e™%).

Otra forma de ver esto, sin necesidad de ufilizar la Aprozimacion de Poisson, es

tomande en cuenta que P[M, <z] = F"(z) = (1~ e=*2)". De esta manera,

=T

P [M,. < %(.’L‘ + logn)] =(1- e M/ Ntlog )" = (1 - e—) — exp (~€7%).

n

Obsérvese que la distribucidn Hmile es precisamente la distribucidn Gumbel A arviba

definida.

Ejemplo 1.2.11 (Distribucidn Uniforme (0,1)) En el Ejemplo 1.1.4 vimos que,
para u, =1 — T/n, se tiene

P(M, < ) —r e’

cuando Xi,..., X, son v.a.i. con distribucidn uniforme en (0,1). 5t hacemos 7= —T

para x < 0, oblenemos

e PMs <3 —r/n =P My < 1 ()= P Mo < Z 1| exp (= (z2))

También en este caso se puede hacer el cdlculo de manera dirccta: puesto que PM, S2]=

F*(z) = 2", tenemos que
P [Mn < -E-}-l] = (%-l-l)n — exp(—(—2)).

Nétese que aquf la distribucidn lmite corresponde a una distribucion Weibull con

pardmetro o = 1, es decir, ;.
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Ejemplo 1.2.12 (Distribucién Parete) Para X,,..., X, v.ai. con distribucidn

Fareto, en el Ejemplo 1.1.5 se calculé que
P(My Sun) —e™,

conu, = (Kn/T)"/* . Tomando ahoraT = - para z > 0, esta expresién se convierte

en

P M,,S(Kn/?)”a] - P

I/
s (22"
T

P [Mﬂ < (Kn)lla 2:] — exp (—m’c‘) .

il

O bien, utilizando el hecho de que conocemos la f.d., podemos legar al mismo resultado

haciendo el céiculo directamente:

"

P M, < (Km)ea| = P ((Ifn)llum)z[1—K((Kn)”"u:)_u]

1 n —a
(1 - :L“’n) - exp (—:ic ) .

Es importante seialar que la distribucidn lfmite obtenida en este ejemplo es precise-

Il

mente una distribucidn Fréchet con pardmelro o la cual, como hemos visto, se denota

3,

Estos tres ejemplos nos han mostrado que podemos obtener a las distribuciones
Fréchet, Weibull y Gumbel como limites de méximos apropiadamente normalizados.
Surge entonces una pregunta: jes posible obtener alguna otra distribucidn lmite no-
degenerada para méximos apropiadamente normalizados? El siguiente Teorema, ¢ue
data de 1928, nos permite responder esta pregunta. Por esta razén es uno de los

resultados mas importantes de la Teoria de Valores Extremos.
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Teorema 1.2.13 (FISHER-TIPPET) Sean X, Xy,..., X, v.a.iid con funcidn
de distribucion F, y sean (a,), (bn) constantes tales gue para alguna distribucidn limite

H no degenerada se tiene

My — bn

Gn

I"'“(anx-&bn):P( S:c) -d—rH(:r:), zeER (1.14)

Entonces H es del tipo de alguna de las tres distribuciones siguientes; la Fréchet @,

la Weibull U, ¢ lo Gumbel A.

Demostracién:
Se procede por pasos:

PASO 1) De acuerdo con (1.14), ¥t > 0 se tiene
F[M] (al,,,iz + b'ng]) —d* H(:ﬂ)
donde [y] representa el mayor entero menor o igual que y. Por otra parte
[nt] n ol g4 i
F' g,z +b,) = (F* (apz + bp)) ™ — HY(z)

Entonces, por el Tecrema de Convergencia a Tipos {ver Apéndice A} H y H* son

__.._ __del mismo tipo, cs decir, existen a(t) > 0y (t) tales que para toda t > o, i’: -

aft), ==, g (t) con las cuales

Binyj

H(z) = H{a()z + B(t). (1.15)

PASO II) Observamos que les funciones a (t) v B (t) son Lebesgue-medibles.

P.D.1: a(t) es Lebesgue-medible.

Puesta que log limites de funciones medibles son medibles, basta mostrar que, para

cada n € N, la funcién t — ﬁ es medible. Como a, no depende de ¢, lo anterior
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es cierto si £ — apuy s medible; pero el rango de esta funcién es {a;: 7 2 1}, que
es numerable, por lo que basta probar que {t > 0: ag =2 ;} es medible. Pero este
conjunto es igual a Ugay=a; [ﬁ, "‘—;’;—]] el cual, por ser unién de intervalos, &s un conjunto
medible.

P.D.;; A(t) es Lebesgue-medible.

Para ello basta mostrar que, para cada n > 0, la funcién t— Eﬁfr_‘l es medible.
Como bn no depende de t, esto cquivale a mostrar que { — :ﬁiﬂ es medible.
Acabamos de mostrar que t —= g, es medible; procediendo de la misma manera,
puede verse que t — —bpy e medible. Y puesto que el cociente de funciones
medibles es medible, ¢ — '—‘[’1—]1 es medible.

PASO IT1) Utilizando (1.15) se tiene, para t,s > 0, por un lado
H®(z) = H{a(ts)z + 3(ts));
y por otra parte,

H¥(z) = (H* () = H(a(s)z+ 8 (8)) = H{a(t) {a{s)z+ B(s)} +3{t)

— Hat)a(s)z+al)fs)+6().

Sabemos que si una distribucién I no-degenerada satisface que F' (az + b) = I (cz + d)
para todo z € R y para algunos a > 0, ¢ > 0, entonces debe darse que ¢ = cy b=d.

Puesto que suponemos que H es no degenerada, concluimos entonces que

a(ts) =a(t)a(s) (1.16)

Alts) =) f(s)+B(t)=al(e) Blt)+ A (s) = H{st). (1.17)
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Nétese que (1.16) es precisamente la ecuacién de Hamel (ver Apéndice A), cuya inica

solucidn finita, medible y no-negativa es de la forma
aty=t" 6eR.

PASO IV) Tenemos entonces tres casos: (¢} 6 =0; (b) 0 > 0; (c) 6 <0.
Caso (a), § =0.

En este caso o (t) = 1, asi que (1.17) se convierte en
Blts)=3(t)+B(s).

De manera que exp {3 (-}} satisface la ecuacién de Hamel, lo que implica que exp {5 (¢)} =

£° para alguna ¢ € R; esto quiere decir gque
B(t) =—clogt. t>0, ceR,

y (1.15) se convierte en

H* (z) = H (z — clogt) (1.18)

Ahora bien, si ¢ fuera 0, no podria darse que H sea no-degenerada. De modo que

¢ # 0. Ademds, para = ﬁj;, H (:c_) @s no-creciente en t,iloiqu;nos;iﬁ’d_ice;_qu; ¢>0,

pies de otra manera el lado derecho de la expresién {1.18) no seria decreciente. Si

pars, algiin zp € R se tiene que H {zp) = 1, entonces, de (1.18) se obtiene

1= H{ze—clogl), ¥t>0,

lo cual, mediante un cambio de variable, implica que H {u) = 1 para toda v €R, lo

que contradice que H sea no-degenerada. De la misma manera, si para algiin zp € R
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se tiene que H {zq) = 0, entonces, de (1.18) se obtiene
0= H"(2q) = H (zp — clogt), Vt>0,

lo cual implica que H (z) = 0 para todo z € R, lo que contradice de nuevo el que H
sea no-degenerada. Concluimos entonces que 0 < H (y) < 1 para todo y € R. Basta

ahora sustituir = 0 en la expresién (1.18), para obtener, para { > 0,
H (0} = H (—clogt) . (1.19)

Sean exp {—e™?} = H (0) € (0,1) y u = —clogt. Como el rango de ¢ es (0,00), el
rango de u queda dado por (—co,00) , v aplicando el cambio de variable en (1.19) se

obtiene

Hw) = (exp{—c}) = exp {—e Pt} = exp {—e~@/o1)

A(g+p).

il

Caso (b}, 0> 0.

Para 0 # 0 se tiene, de (1.17),
a(t)B(s)+0(t) =als)B(L)+8(s) = B{st).
Si fijamos sp # 1 (pues de lo contrario & {sp) = s5° = 1) se obtiene
a(t)B{so) + B{t) = a(so) B(t) + B (s0),

de manera que, para so # 1, ¢ # 1

(1 '{35:?)30)) T fg)(t)’
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es decir, la funcién F(-) /{1 — a (') es igual a una constante c. Entonces, para t 3 1

50 - (72 ) a-aw)=c(1-).

De esta manera, {1.15) se convierte en este caso en
H (@) =H({tz+c(1-¢?)=H{t " (z—c)+¢);
haciendo el cambio de variable y = £ — ¢ obtenemos
Hy+c)=H{ty+c).

Sea G (y) = H (y +¢) . Entonces G y H son del mismo tipo, por lo que basta resolver

para (7. La funcién G es no-degenerada y satisface

Gt y) =G (t™%). (1.20)
Si hacernos y = 0 y sacamos logaritmos en la expresién (1.20), tenemos, para ¢t > 0,
que ¢log G (1) = log G (0), de donde log G (0) = 0 6 —oo; es decir, G(0) =06 1. Sin
embargo, G (0) = 1 es imposible, porque implicarfa la existencia de z < 0 para el cual
el lado izquierdo de (1.20) es decreciente en t, mientras que el lado derecho de (1.20)

es creciente en ¢. Concluimes entonces que 7 (0) = 0.

— “También de la expresién-(1:20)-sc obtiene,-para y.=.1, G* (1) = G (t7%) . Con esto

es facil ver que si tuviéramos que G (1) = 0, entonces G = 0; y si G (1) = 1, entonces
G = 1. En ambos casos se contradice que G sea no-degenerada, por lo que debe darse

G()e(01).

Sea 07! =@, H(1) =exp {—p7?}, u=t"? (nélese que esto implica que u

(t'")fw =t). Al sustituir esto en (1.20) con y = 1 se obtiene, para u > 0

G(u) = (exp {—p™}) = exp {~pt} =exp {~ (pu) "} = 3o (pu).
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Caso {cj}, # < 0.

De la misma manera que en el caso (b),se obtiene (1.20), de medo que, al hacer
% == 0 en esta expresidn tenemos que también en este caso debe darse G{0) =0 ¢
1. Pero G (0) = 0 es imposible, pues implicaria la existencia de £ > 0 tal que el
lado izquierdo de (1.20) es decreciente en ¢, mientras que el lado derecho de (1.20)

es creciente en t. Por lo tanto, G {0) = 1. Si ahora hacemos y = —1, tendremos que

G'(-1) =G (—t7%) . Pero

SiG(-1) = 0=>G(~t7%)=0"=0 VteR,

SiG(-1) = 1=G(—t)=1'=1 VteR

En ambos casos se contradice que (G sea no-degenerada, por lo que G(—1) € (0,1).
Sea 6! = —a, H(-1) = exp{—(-p)*}, u = t7? {nétese que esto implica que

u® = (t“’)_llﬂ =t). Al sustituir esto en (1.20) con ¥ = —1 se cbtiene, para v > 0

G{~u) = (exp {= (=p)"})" = exp {— (~1)" t} = exp {~ (—pw)°} = Lo (p) W

Esencialmente, el teorema nos dice que si tenemos méximos apropiladamente nor-
malizados que convergen en distribucién a un limite no-degenerado, entonces este
limite debe ser una distribucién de valores extremos. En este sentido, el Teorema de
Fisher-Tippet nos proporcicna un resultado para mdximos del mismo tipo del que
ofrece el Teorema del Limite Central para sumas.

Mencionamos antes que las distribuciones Fréchet ®,, Weibull ¥, y Gumbel A

—esto s, las tres posibles distribuciones limites no-degeneradas para méximos de
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v.a.1.1.d apropiadamente normalizados-— son max-estables, es decir, satisfacen que sus
méximos son del mismo tipo que la distribucién original. El siguiente Teorema nos

dice que no existe ningin otro tipo de distribucién max-estable que sea no-degenerada.

Teorema 1.2.14 (Propiedad limite de las distribuciones maoz-estables) La
clase de las distribuciones mar-estables coincide con la clase de las posibles distri-
buciones limite (no-degeneradas) para mézimos de v.a.i.id., con la normulizacion

gpropiada.

Demostracién:
Supongamos que (X,,) es una sucesién de v.a.1.i.d max-estables, Entonces pode-

mos reescribir (1,13} de la siguiente manera:
e (M —da) £ X.

De manera que toda distribucién max-estable es una distribucidn limite para maximos
de v.a.iid
Falta demostrar que la distribucién limite de méximos apropiadamente normali-

zados es max-establc.-Para ello,. supongamos que, para constantes adecuadas y para

alguna f.d. H no degenerada, se tiene que
lim F*{caz +dn) = H(z), z€R
n—00

Puesto que, de acuerdo con el Teorema de Fisher-Tippet, las posibles f.d. limite H

son funciones continuas en R, tenemos que, para cada k € N

k
lim F™* (coz +.dy) = ( lim F™ (c,.$+d,,)) —H*(z), zeR

N0 (n—.oo
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Por otra parte,

lim F™ (cxz +dnx) = H(z), z€R

n—oo

Esto significa, por el Teorema de Convergencia a Tipos {ver Apéndice A), que existen

constantes ¢y >0y Ek € R tales que

. Cnk -~ dy — dy ~
lim —=¢ y lim ———
n—00 Cp n—+co [

[

T

Y, para vaaiid. Y,..., Y. con f.d. H,
max (Y],...,Yk) =Eng1 "}'&’k- .

Introduciremos ahora una f.d. que nos permitird reescribir en una sola expresidn a

las f.d. Fréchet, Weibull y Gumbel.

Definicién 1.2.16 (Distribucidn VEG) La funcién de distribucion de Volores Fx-

tremos Generalizada (VEG) estd dada por

exp (— (1 +E$)‘é) siE#£0

He(z) = (1.21)

exp(—e %) st€=10
donde {1+ £x) > 0 y £ es el pardmetro de forma.

El nombre de la VEG proviene del hecho de que Fréchet, la Weibuil y la Gumbel
son, de acuerdo con el Teorema de Fisher-Tippet, los tres tipos de distribuciones de
valores extremos, las cuales pueden obtenerse de la expresién (1.21) para la distribu-
cién VEG de la siguiente manera:

£>0 Fréchet H, (-zg—l) = ()
£ =0 Gumbel Hy(x) = A(x)

£<0 Weibul He(=&1) =
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Observacién 1.2.16 Le parameirizacién dada por la VEG es continua en £.
Demostracion:
En efecto, limgoexp (— {1+ EI)-%) = exp (—e™*} = limg)p exp (-- {1 +£:1:)“%) |

También pueden introducirse pardmetros de localizacién i y de escala ¢ > 0 en

la VEG. Para ello, se define

[}

Hepo(z) := He (““ - ,u)

Asi, se tiene que He o es del tipo H,.

Utilizando la definicion de la VEG y los resultados de distribuciones max-estables
podemos reenunciar el Teorema de Fisher-Tippet de dos maneras aliernativas: Sean
Xi,Xs,...,X, vaaiid con funcidn de distribucién F, y sean (a,).(b,) constantes
tales que para alguna distribucién limite H no degenerada, se tiene la relacién (1.14).

Entonces:
e [l es una distribucién max-estable.

® [ es del tipo de una distribucién VEG H para algin £ € R.

Tenemos pues qu;, de la misma manera “que en el Teorema del Limite CeéntTal = -
la distribucién Normal aparece como limite asintético para la suma de v.a.iid., sin
importar cudl era su distribucién original, en el Teorema de Fisher-Tippet las tres
distribuciones de valores extremos o, equivalentemente, las tres distribuciones max-

estables —a saber, la Fréchet ®,, la Weibull ¥, y la Gumbel A— aparecen como

linicns limites no-degeperados posibles para los maximos M, de v.a.ii.d., bajo la

normalizacién adecuada. En la siguiente seccién veremos que no necesitamos conocer
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a detalle a la £d. F para saber a cial de las tres posibles distribuciones limites dard

lugar; este hecho quedara determinado por las propiedades de la cola ¥ para valores

grandes de x.

1.3 Dominio de Atraccién del Maximo de las Dis-

tribuciones de Valores Extremos.

Ahora que sabemos que las distribuciones de valores extremos son las unicas distribu-
ciones limite para maximos apropiadamente normalizados de v.a.i.i.d (por el Teorema
de Fisher-Tippet), queremos saber bajo qué condiciones sobre I los mdximos M, con-
vergen débilmente a una distribucién de valores extremos /. Ademds, necesitamos
un método para elegir las constantes ¢, > 0, d; € R, tales que et (M, —da) <, H.

Sabemos, por el Teorema de Convergencia a Tipos {ver Apéndice A), que la elec-
cién de constantes ¢, # ¢, dn # &, no puede ocasionar que ¢, {(Mn —dr) =, Hyy
()} (M — &) <+ H, para distribuciones de valores extremos H; y Ha de distin-
tos tipos, ya que la distribucién limite est4 determinada de manera inica, salvoe por

transformaciones afines.

Definicién 1.3.1 Decimos gue una v.a. X [su distribucién F] perienece al Dominio
de Atraccién del Mdazimo (DAM) de la distribucidn de valores estremos H si ezisten
constantes ¢, > 0, d, € R tales que ¢! (M, — ds) 2, H. Denotaremos esto X €

DAM(H) [F € DAM(H)].

Fsto quiere decir que reunimos cn una sola clase a todas las distribuciones F cuyos
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méximos normalizados tienen el mismo tipo de distribucién limite.
La siguiente proposicién es una consecuencia de la aproximacién de Poisson, dada

en la Proposicién 1.1.6.

Proposicién 1.3.2 La fd. F € DAM(H), con H una distribucidn de valores eztre-

mos y constanies ¢, > 0, d, € R si y sdlo st

lim n¥F (c,z+d,)=—InH(z), z€R {1.22)

n—od

(Cuando H(z) = 0, el limite se interpreta como o).

A continuacién sc presentan dos definiciones que resultan itiles para la carac-
terizacién del Dominio de Atraccién del Mdximo de las tres distribuciones de va-
lores extremos y para la eleccién de las constantes ¢, > 0, d, € R, tales que

eV (M, —d,) = He.

Definicién 1.3.3 (Equivalencia de Colas) Dos fd. F y G se llaman de cola
equivalente si Henen el mismo extremo derecho (es decir. zp = zg )y, para alguna

_ . __constante c.€ (0,00) - __

. F(z) _

Definicién 1.3.4 (Funcidn cuantil o inverso generalizado) El inverso genera-

lizado de la f.d. F es

Fo(t)=inf{zeR:F(z)>t}, 0<t<1 (1.24)

La cantidad x, = F~(t) define el t-cuantil de F'.
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1.3.1 ElDominio de Atraccién del M#ximo de la Distribucién
Fréchet @,(z) =exp {-z7°}, a > 0.

En esta seccién daremos una caracterizacién del Dominio de Atraccién del Méximo de
la distribucién Fréchet (DAM(®,)); veremos que, para pertenecer al DAM(®,), las
f.d. deben satisfacer que su extremo derecho zr sea infinito; es precisamente por esto
que la Fréchet resulta ser un modelo apropiade para distribuciones de cola pesada.
Veremos también que la condicién més importante para pertenecer al DAM(®,) es
que la £d. F sea de variacién regular (ver Apéndice B). Daremocs, asimismo, la
forma de las constantes normantes ¢, y d, bajo las cuales se satisface el Teorema de
Fisher-Tippet (ver 1.14) en el caso Fréchet.

Puesto que M, s la versidn empirica del (1 — n~!}-cuantil de la distribucién
subyacente I, esto nos sugiere que este cuantil podria utilizarse para normalizar M,.
El siguiente toorema nos confirma esta observacién. Para caracterizar el DAM ($,),
usaremos las nociones de variacién lenta y variacién regular, que se denotardn Ry y

R, respectivamente (ver Apéndice B).

Teorema 1.3.5 (DAM(®,)) La f.d. F € DAM(®,), a > 0, si y sélo si F(z) =
27 L{x) pare alguna funcidn L € Re.

Si F € DAM(®,), entonces c;'M, % &, donde c, = F~(1 —n™1).
Antes de dar la demostracién de este Teorema haremos algunas observaciones.
Observacién 1.3.6

= Fl-nl)=inf{zeR: Fiz)21-n"'}
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= inf{xemzn‘lzl-F(m)=F($)}

= inf{a;E]R: (%) (x)zn}=( )'_(n)

Observacién 1.3.7 F(z) = z7°L{z) es equivalente a F € R_,.

|l —

En efecto,
— o . Flzt) . (st)CL{zt) .zt °L{zt)
Fe) = oL@ e lim = = I Ty A el
ot L(xt) . E{zt) _ —
= lim ——={t"¢% =t= FeR_,
2 ) I ere

Observacién 1.3.8 4, =0, es decir, no es necesario centrar a los mdzimos cuando

su distribucidn subyacente cumple F € DAM(®,).

Observacién 1.3.9 FEste resultado implica en particular que toda F € DAM(D,)
tiene extremo derecho infinito.

St suponemos que eriste G € DAM(D,), a > 0, tad que xg < 00, enlonces, para
toda z > z¢, G(2) = 1, y G(2) = 0. Pero entonces lim,_.o %((%1 =1, lo que nos dirfa

que G € Ry, contradiciendo el que G € DAM(D,).

Procedernos ahora a d; laﬁeﬁ;o;f&;c_iién &e;l-r 'G;J;m;?l_.&.'i_.i T —
Demostracién:

“4=" Sea F € R_, para algin a > 0 y ¢, como se pide en el Teorema. Entonces

Flea) = 1=Flea)=1=F(F~(1-n")>1-(1-n")=n"

= Fla)~n"", n—ooo

Asi, F(c,) = 0, lo que nos dice que ¢, — oo.
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Para z > 0, tenemos, debido a que F € R_,, lo signiente:

o F - F(cat) ne
Flen) ~ : >~ —1 =~ _—F(c'fL— = nF{c,x) ~ _{S(,"r) Sy
n Fcn) Fleaz) Fca) (cn)
Para x < 0,
F{(caz) € F*(0) — 0, (1.25)

porque la variacién regular requiere que F(0) < 1. {De lo contrario se tendria F(o)=0
y F(y) = 0 para todo y > 0, lo que querrfa decir que T € Ry).
Como las distribuciones de valores extremos son continuas en IR, entonces ¢; ' (Mn—

d .
d,) — H es equivalente a tener

lim P(M, < caz +dy) = lim F" (caz +dn} = H(z). z€R

A=
Asf, (1.25) nos dice que, para & < 0, debe darse H(z) = 0. Y de (1.22) y el caso
T > 0, tenemos que lim,_o nF {c.z) = —In H(z) y que limy_.» nF{caz) = 277, de
donde
~InH(z)=z"% & H(z) =exp {—z7°}.
Por lo tanto, F € DAM(d,.).
“= " Sypongamos que liMu—,a F™ {¢aZ + dn) = P4 (z) paratodoz > 0y ¢y > G

d, € R apropiadas. Entonces, para s > 0, z > { se tiene

lim F™ (clm]:r: + d[nsg) = (I’y’(a:) = (exp {—z"’})”s = exp {% (—x"’)}

Ti—r00
exp {— (zs”c‘)_n} = d, (s'/°2).

Y, por el Teorema de Convergencia a Tipos (ver Apéndice A), esto significa

Cins Ay — dn
dnal _ gMe y ZhA_ R 9, s5>0. (1.26)

Cn n
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Nétese que {1.26) es justamente la definicién de que (¢,) es una sucesién de variacién
regular con indice 1/c. En particular, esto significa que (ver Apéndice B) ¢, — oco.
Supondremos que 4, = 0.
Por (1.22), limp_,p F™(cn) = Do(z) & liMp. oo nF(caT) = —Ind,(z) = 270
Esto nos dice (ver Apéndice B) que F € R_,,.
Si suponemos que d, # 0, hay que demostrar primero que d,,/c, — 0. La demos-
tracién en este caso es més complicada y puede encontrarse en [22]. W

Con esto se ha demostrado que
FeDAM(@®,) e FeR_,

Nétese que, por propiedades de F € R_, (ver Apéndice B), el Dominio de Atraccién
del Mdximo de la Fréchet contiene distribuciones de cola muy pesada, en el sentido
de que E[X*]' = o0 para § > @, donde X* = max {X,0}, . Por ello, esta clase de
distribuciones puede ser apropiada para modelar grandes reclamaciones de seguros y
fluctuaciones de precios, log-returns, etc.

El teorcma anterior y las propiedades de F € R_, (ver Apéndice B) dan lugar al

siguienie resultado:

Corolario 1.3.10 (Condicidn de von Mises) Sea F una f.d.absolutamente con-

tinua cuya densidad f satisface

Entonces F € DAM(®,,).
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El siguiente resultado afirma que DAM(®,) es cerrado respecto a equivalencia

de colas, asf que si F y G son de cola equivalente, tendremos £ € DAM(D,) &
G € DAM(®,). Ademés, podemos utilizar las mismas constantes normantes para F'

y para G,

Proposicién 1.3.11 (Cerradura del DAM(2,)) Sean F y G f.d. y supongamos

que ' € DAM(®,) con constantes normantes ¢, > 0, es decir

lim F*(cpz) = Ba(z), = > 0. (1.27)
n—oo

Entonces
llm G"(cpz) = Polez), z >0 (1.28)

para aljpin ¢ > 0 si y sdlo si F' y G tienen cola equivalente con

P _ o

lim =—+ =
=% (a)
Demostracidon:

“= * Supongamos que sabemos que se dan (1.27) y (1.28) y queremos mostrar

que F y G tienen cola equivalente. Sean

v= (1) ©. %0-(r2g) O

Asf, (1.27) y (1.28) pueden reescribirse en términos de inversos de la siguiente manera:

(_—log—;.(;))‘_(y) =y,

b (o) e0) = (g ) 0=

lim (Vi (t9) /e (1)
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lo cual significa que Vi (t) ~ ¢V (t). Ahora, puesto que Ve € Rijay 8l invertir sc

obtiene

1 {1
1- F () 1-G()/)’
es decir, limpco (1 — F () /(1 -G (t)) = ¢
“e » Supongamos que F(z) ~ qG(z) si = — oo para alguna ¢ > 0. Por (1.22), el

limite (1.27) es equivalente a
lim nF{c,z) =27%, x>0

n—od

Para tales 7, cnT — 35 sin — 0Oy, Por equivalencia de colas, nG(cn) ~ ng~ F{caz) —

g~ 'z, Lo que, significa, por (1.22), que
lim G"(caz) = exp {— (g"/°x) _a} =&, (¢"/°z).
Basta ahora tomar ¢ = ¢/<.l

Ejemplo 1.3.12 (Distribucidn Fréchet) Consideremos la [.d. Fréchet

cona >0
Notemos que

an(wrez) = [exp { (~en®) ] = [exp {% (—m)"f*}]" — exp (—27%) = ®a(2)

Iisto nos indica que &, € DAM {®q) y, mis ain,

P [M, < n'/°z] = &,(z),
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para todo n, de manera que las constantes normantes para los meiximos de la f.d.

Fréchet son

Ejemplo 1.3.13 (Distribuciones Pareto y similares) Como ya se ha mencio-
nado, la f.d. Pareto esté dada por F(z) =1- Kz~ %, 0, K >0,z 2 KYe Je manera
que su cola es F(z) = Kz7*°,

Por su parte, la cola de la f.d. Burr estd dada por F(z) = (A—_ﬁ,—,)n . o k.T>0

En ambos casos, tenemos que las colas derechas de estas f.d. son de la [orma
Fz) ~ Kz~°, & = oo, para alguna K,a > 0. Es en este sentido que decimos que la
Burr es una distribucién similar a la Pareto.

Tenemos

L Fat) K@)

T TKae L P70

Por lo tanto F € R_g, lo que implica F € DAM(®,). Podemos escoger como cons-

tantes normantes

e = (1) { ( )(m))n}:inf{zeR:%ZTﬁ(z)}

mf{ % } inf {z € R:z® > nK}

inf{a:E R:z> (nK)”"‘} = (nK)'=.

De donde (nK)"* My 5 @q.

Ejemplo 1.3.14 (Méximo de v.a.s Cauchy) Sea (X;) una sucesion de v.a.iid

Cauchy. La distribucion Cauchy es absolutamente continua y su densidad estd duda



_ Proposicion 1.2.4, ¥ y P, estdn cercanamente relacionadas; en efecto,

por

f@=(T1+23))", zeR

Usando la regla de ’Hbpital se obtiene

1— 2
lim —Ff"f)= fim L8 g T
I—00 (ﬂ-m) zo00 A lg=2 zoeo T (1 + a';?)

lo que quicre decir que F(z) ~ (7‘r.'.\:)_1 . Claramente, F € R_;, lo que significa que
F € DAM (3,). Basta entonces resolver F(z) = n™", es decir, resolver (mz)™' = n~}
para ast obtener ¢, = n/w. Esto implica que

Pl <] = (1-F(3))

— exp{-z'} =& (), z>0.

1.3.2 El Dominio de Atraccién del Maximo de la Distribucidén
Weibull ¥, (z) = exp {— (-2)*}, a > 0.

Un hecho importante, que no resulta en absoluto obvio, es que todas las f.d. F'en ¢l

DAM(¥,) tlenen extremo derccho zp finito. Recordemos que, como se afirmé en la

To(—z71) = Bo(z), >0,

Asl, es de esperarse que haya también una relacién cercana entre el DAM(¥,,) vy el

DAM(®,). El siguiente teorema confirma esta idea intuitiva.

Teorema 1.3.15 (DAM(V,)) La f.d. F pertenece al dominio de atraccidn del mdi-

iy e~} o= (o) marg alounafuncidn
T LF T

- ¢ a . ; .
mu e Y >t STy sttestar—<ooy

L de variacion lenta.
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Si F e DAM(¥,), entonces
¢at (My — d) = ¥,
donde las constantes normantes ¢, pueden elegirse como ¢, = zp —~ F~ (1-n"1) y
dnp = ZF.

Demostracién:
“= 7 Jista parte es larga y complicada, pero puede encontrarse en [22].
“e= " Supongamos que Tp < 00 Y F (z;— 7'} = 2~ L(z). Definamos
F(g)=F(zp—-2z"), z>0. (1.29)
Entonces F, (x) = z~*L(z), es decir, ', € R. 4. Asl, por el Teorema 1.3.5, se tiene
F, € DAM (®,), con constantes normantes ¢, = F;" (1 — n™'} y d;, = 0. Ahora bien,

F. € DAM (2,) significa que
Fiez) — 2o (z), >0,
es decir,
F" (zp — (Gz)") — exp{-z™°}, z>0. -
Si hacemos la substitucién z =y~ !, entonces

o (:cp + ci) —exp{—(-1)%}, y<O. (1.30)

™

De aquf es claro que d,, = zF. Finalmente,

: Fr(l-n"")=inf{zeR:Flzgr—g')21-n""}

£
I

I

inf {{zr - w) ™ Flu) > 1- n'} = (zp —inf {u: Flu) 21~ n“})—'l

= (:cp - (1 - n_l))_] .
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Al sustituir este valor de ¢}, en (1.30), se obtiene

y —y)° y < 0.
Fm(xF_F(:BF—F"(l—n'l))_l) — exp{—(—¥)°}, y<O

Frlzp+y{ar— F~(1-n""))) — exp{—{(-9)"}, »<0
Pero esto puede escribirse como
(zr — F~ (1= n"")) " (Mg - z¢) - Lo,

lo que prueba el Teorema.ll

Iin consecuencia, hemos visto que
FeDAM(¥,) = zp <0, F(zp—27")€R

Asi, el DAM(,,} estd conformado por f.d. F cuyo soporte estd acotado por la derecha.
Precisamente porque zr < 00, pudieran no ser la mejor eleccién para modelar eventos
cxtremos en seguros y en finanzas. Si bien es claro que en la prdctica siempre hay

un limite superior (aunque éste puede ser excesivamente alto), es posible que no

queramos incorporar el pardmetro adicional %y a nuestro modelo. ~Ademés casi = — - -

siempre es preferible utilizar distribuciones con zr = o0, porque asf s¢ permiten
valores arbitrariamente grandes para una muestra. Tales distribuciones pertenecen

tipicamente al DAM(®,) o al DAM(A).

También podemos caracterizar a las distribuciones que pertenecen al DAM(W,,)

T través—deans-funeiones-de-densidad Para ello. basta recordar la transformacién

(1.29) y aplicarla al Corolario 1.3.10 para obtener el siguiente Corolario.
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Corolario 1.3.16 (Cond. de von Mises) Sea F una f.d absolutamente continua,

cuya densidad | es positiva en algin intervalo finito (z,zp). 5i

lim EP_0) @ _ 0, (1.31)

dtzr F(a)

entonces F € DAM(¥,).

Demostracién:
Recordemos que F' € DAM(¥,) si y s6losi F.(z) = F (2 —z7') € DAM (®,).

La Condicién de von Mises para F, nos dice que

zf, (x)

= lim ——*. 1.32
o= lim (o) (1.32)

Al aplicar la transformacién de F, a F en (1.32) se obtiene

Pero esto sucede si y sélo si

También aplicando la transformacién (1.29), podemos reformular la Proposicién

1.3.11 de la siguiente manera:

Proposicién 1.3.17 (Cerradura del DAM(V,)) Sean F y G distribuciones con
extremos derechos Tp = Tg < 00 y supongamos que F € DAM(¥,) con constanies

normantes ¢, > 0; esto es,

bim F*(c,z 4+ zp) = ¥o{z), =<0

— 00
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Entonces

lim G™ (cyz +zr) = ¥y (cz), =<0,

n—0

para algunac > 0 si y sdlo 5t F' y G son de cola equivalente y satisfacen

lim F(z) /G (z) = ¢™°.

zlzp

Por otra parte, el Teorema de Representacién para Funciones de Variacién Regular
{ver Apéndice B) implica que toda F € DAM (¥,) tiene cola equivalente a una {.d.
absolutamente continua que satisface (1.31). Esta ¢s una manera de caracterizar al

DAM(,,).

Ejemplo 1.3.18 (Distribucion Weibull) Como hemaos visto antes, lu f.d. Weibull

W, @ > 0 estd dada por

Notese que, para cada n,

(o0 = [exp (- (~n7 Vo))" = e;p"(__’ (a) )‘ exp (S (S3)) S aE)
de manera que ¥, € DAM (0,) y, ademds,
P [Mn < n'”":z:] = W,(z),

lo que nos indics que las conslantes normanles son, en esle caso,

en=n""" 4, =0

]
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Ejemplo 1.3.19 (Distribucién Uniforme en (0,1)) Claramente, se tienexp =1
yFl-z)=1-F(1—2 ) =1-(1-2Y) =2z € R_,. Esto implica, por ¢l
Teorema 1.5.15, que F € DAM (¥). Ya que F(1—n~}) =n"", se tienee ¢, =n".
Enlonces, se tiene

n(M,~1) -5 ¥,

1.3.3 El Dominio de Atraccién del Maximo de la Distribucién
Gumbel A(z) = exp{—e™*}.

El Dominio de Atraccién del Mdximo de la distribucién Gumbel A conticne f.d. con
colas muy diferentes, que van desde las moderadamente pesadas (como la distribucién
lognormal) hasta ligeras (como la distribucién normal). Ademds, se dan tanto zF = oo

como Tp < co. Los siguientes dos ejemplos nos dejan ver este hecho.

Ejemplo 1.3.20 En el Ejemplo 1.2.10 vimos que, pare la distribucién crponencial

Flzy=1—e%, x>0, se tiene que
Fm (:L' +logn) = (]_ — c—(z+bgn))n

_ (1_2)"~,exp{_e-w}=1\(z),

n
es decir, FF € DAM(A) conc¢, =1 yd, = logn. Este es un ejemplo de una f.d. en
el DAM(A) para la cual zp = oo.

Ejemplo 1.3.21 Un ejemplo de una f.d. F € DAM (A) donde zr < oo es
1—-e' s z<0,

Fz) =
1 si x> 0.
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Aqué, por la Proposicion 1.1.6, para sucesiones {uy,} tales que net/*s — 1 > 0 se

tiene que

PM, <u,)—e.

Si toames T=€™% (—o0 < T < &) y un = {logT — logn)~", se sigue que
P (M, < (log7 —logn)™') = P(M, < ~(z+logn)™') mexp {—e"} =A(x).
Empezaremos a estudiar el DAM(A} considerando un caso especial.

Definicién 1.3.22 (Funcidn de von Mises) Una f.d. F con extremo derecho zp
se llama una funcién de von Mises si existe 2o < zf tal que para zp < & < &p yc > 0

se tiene la representacidn

Ti(x) = cexp {—fo ﬁdu} , (1.33)

donde a{u) > 0, 29 < u < Tr y a es absolutamente continua en (zy, Tp) con densidad

a'(u) y limyrz, o' (u) = 0. En este caso Hamamos a a lo funcién auxiliar de F.

Lema 1.3.23 Supdngase que a(u) es una funcién auzilier absolutamente continua

con limytg, a'{u) = 0.
(a) Si zp = oo, entonces lim,— ot~ a(t) = 0.

(b) Si zp < 00, entonces a(zr) = limyg, a(t) = 0 y limye, (2r — )" a(t) = 0.

En cualquier caso, para tode © € R se tiene

lim (£ + zalt)) = zp.

tizp

Demostracién:
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{a) Cuando ¢ — oo se tiene

tla(t) ~ ¢! /zt a'(u)du

0

¥, puesto que de acuerdo con la definicién anterior el integrando tiende a cero, también

¢t~ 'a(t) tiende a cero. De modo que
t+za(t) =t(l +zalt)/t) ~t, t— o0
{b) Si zF < 00, entonces F{zp) = 1 — F(xp) =0, asi que, de (1.33),

r ]
/ —du=00, zp<z<ZIp.
: o(u)

De aqui se deduce que para toda = € {2, %F)

1
su — =00
ISHSPEF afu) '
asf que
inf af{u)=0

rLulzp

Entonces, por continuidad existe una sucesién u, | zr con af{u,) = 0, de donde

0(.‘13;-‘) =0.

Ahora, puesto que a{zg) =0,
t X ’
tim —2 )Yy, (1.34)
tizp (.’BF - t) tizp t (.’Iip - t)

Si hacemos el cambio de variables y = ©p —u ¥y 8 = Tp — t, la ecuacidén (1.34) se

convierte en

1im-3'1[ a' (zr — y)dy,
2|0 0
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el cual es cero, puesto que a' (£r —y) — 0 cuando y — 0. Finalmente, puesto que

a(t) — 0 cuando ¢ — zp, se tiene que

limt+ za(t) = zp.0

tizp
Lema 1.3.24 Si a satisface las condiciones del Lema 1.3.23, entonces

. a(t+ za(t))
e

localmente uniformemente para T € R.

Demostracién:

Sea z(t) una funcién tal que lim,_, ., z(t) = = € R. Entonces

t+x(t)a(t)
f a'(u)du| .
3

Puesto que por el Lema 1.3.23, cuando ¢t — oo se tiene t + z(t)a(t) — zF, ¥ del hecho

|a{t + z(t)a(t)) — a(t)} <

de que a'(z) — 0 cuando v — zp, se sigue que, dado £ > 0

t+z{t}a(t)
f a'{u)du
t

<elz(t)alt)l, t=tale).

alt4+zt)alt))--- b oo
ma"mﬂ__—l’s.slm(t)[. e

Pero £ > 0 es arbitrario y |z(t)| est4 acotado, de donde se sigue el resultado.ll

Proposicion 1.3.25 (a) 5i F es una funcién de von Mises con representacion (1.33),

entonces ' € DAM(A). Las constantes normantes pueden escogerse como

dn

/(1= F))" (n)

e = ald,).
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(b) Supéngase que F es absolutamente continua y que su sequnda derivada F* es

negativa para todo T € {z0,xF). Si

i @) (1~ {:(fc)) N (1.35)
stze (' (x))

entonces F es una funcidn de von Mises y F € DAM(A). Puede escogerse a =

(1~ F)/F.

Demostracién:
{a) De la caracterizacién (1.33) de una funcién de von Mises se tiene que, para

z € R y ¢ suficientemente grande

1— F(t+za(t)) wrza(t) g
1- F(t) _exP{_/a M‘“‘}‘

Si hacemos el cambio de variable s = (u —t) /a(t) se obtiene

1— F(t+ zeaft)) 2 aft)
T =exp{_£ a(t+sa(f-))d's}

¥, puesto que el Lema 1.3.24 nos dice que el integrando converge a 1 uniformemente
en (0,z), se obtiene

1 — F{t+za(t))

m ————— 2~ =77

trzp 1 — F(L)

Sea U/ = 1/(1 — F). Entonces la expresién anterior pucde recseribirse como

Uttaalt)
Uiy '

Como U/ es continua por la derecha, se tiene que U (U™ (t)) ~ ¢, de donde

U )4zl @) | .
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Haciendo d, = U™ (n) = (1/(1 — F) {n)ye.=0a(U~ (n)) = a{dn), se obtiene

U {eaz + dn) N
n

De manera que
n{l = Flcax+da)) — e,
lo cual, par la Proposicién 1.1.6, es equivalente a F € DAM (A)
(b) Sea 1~ F" = exp {—R}. Entonces, la representacién dada en (1 33) es posible
con f=1/Ryf —0sy s6lo si (1/R'Y — 0. Pero R= —log (1l — F), de manera
que R =F/(1-F)y (1/R) = {1 - F}/F. As

(1)‘=—(P)2—(1ﬂ _l_(l—F)F”

R’ "y ) Py

de donde se sigue que

L@ O-FE)
e (F ()

Ejemplo 1.3.26 Sea F(x) = P(z) la distribucion normal esténdar. Se lienc que

\/—% s

et = =z p(T). — - — -

Flz) = ¢la)= i
=1,

P ===
@ = 7
La razén de Mill nos dice que 1 — B(z) ~ ' Px), de donde

LA FE) ), 2 )
e I C

es decir, ®(x) es una funcién de Von Mises (y por tanto ® € DAM (A)) con funcién

= —1,

auxiliar

o(z) = T (@=FEN T P T

RGIC)IRC
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Lema 1.3.27 Supdngase que F € DAM (A) ysea V := (1/(1 — F))™ . Sean Vi(1) =

t [ Vi{wutdu y Valt) = t [~ Vi(upu 2du. Definimos también
(1/(1-F)" =V, i=12

Entonces
1~-Flx)~a(l - F(z), ©—z2r

donde ¢y = e~ !, cp = e 2.

Demostracion:

Tenemos que V € II (ver Apéndice B), de modo que, para z > 0. cuando £ — o,

Vitz) - Wi(t) _ Vitz) - V(1) 4 Vi) - Wil (logz) — 1.

aft) aft) a(t)

Al invertir esta ecuacién se obtiene, para y € R,

Vo (yat)+ Vi ()

; —exp{y +1}.
Si hacemos y =0
lim 14 (Vl (L)) — e,
t—eo 4

de donde, notando que V; es continua y estrictamente creciente {ver Apéndice B), se

obtiene que
V™= (s} _

lo que nos dice que
1-F(z)~e (1 - FAz), z—zp

El resultado para F; se obtiene de la misma manera. W
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Teorema 1.3.28 (Caracterizacién del DAMA)) F € DAM(A) si y sdlo si

eiste una funcion de von Mises F* tal que para z € (20,%F)

1~ F(z) = c(z} (1 - F'(z)) = ¢(x) exp {— [2 Eg-:)du} (1.36)

lim c{t) =¢> 0.

t—zTFp

Demostracién:
4= Qupongamos que se da (1.36). Entonces, por la Proposicién 1.3.25, existen

an > 0, b, € R tales que
n(l— F (anz+ba)) — €™,

de manera que

n (1= F (anz -+ by)) = 677,

lo cual, por (1.22), significa que

F7 (anm ot bn) —mexp {ece™},

es decir, F € DAM (A).
42" Supongamos que F' € DAM (A) y sca F* = Fy del Lema 1.3.27, de manera
que 1 — F* =1/V;~, asf que basta probar que F* es una funcién de von Mises. Sea

R = —log(1 — F*); debemos verificar, al igual que en (b) de la Proposicién 1.3.25

~Que
T

(1/RY — 0.
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Sin embargo

1
R’ = n = r 7 = 5
ey T e (72

=V V),
de manera que

(I/RY =V AV () (V) + V5 (V) (VD).
De aquf que

Jim (/R () = lim (05 @) /V; () +1= ~1+1=0,

por la relacién entre II—variacién y el DAM(A) (ver Apéndice B). Esto prueba que
F* es una funcién de von Mises, de lo cual se sigue el resultado. W
La siguiente caracterizacién del DAM(A) en ocasiones es m4s 1itil que la del Teo-

rema 1.3.28.

Corolario 1.3.29 La fd F con exiremo derecho xp < oo pertencce al dominio
de atraccidn del mdzimo de A si y sdlo si existe alguna 29 < zp tol que ' puede

representarse mediante

F(m):c(:c)exp{—/:%dt}, < T <Ly, (1.37)

donde ¢ y g son funciones medibles que satisfacen c(z) = ¢ >0, g(z) — 1 cuando
z T xr ya(z) es una funcidn auziliar positiva en {2, Tr), a es absolutamente continua
y a'(z) satisface limgys, o' (z) = 0.

Una posible eleccidn pare la funcidn auzilior a en (1.97) es

a(:c)——L f(z)dt’ < T (1.38)
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Demostracion:
“=3" 81 F € DAM(A), aplicar el Teorema 1.3.28 con ¢ = 1.

“&" Si se da (1.37), entonces para cualquier z € R,

1-F{t+zalt) el g (s)
D) A, {_/; st}

Hm
Jim exp {— fo Ig (t + sa{t)) a—(ﬁ%‘)](—m@} -

Por los Lemas 1.3.23 y 1.3.24 es claro que el integrando converge a 1 uniformemente

para s € (0.z), de manera que

i 1m0 _ L,
t—xp 1-F(t)

lo cual, por la Proposicién 1.3.25, es equivalente a decir F € DAM(A). B

Observacién 1.3.30 Pare une v.a. X, la funcidn a(z) definida en (1.38) es preci-

samente la funcidn media de exceso
alz)=EX ~z|X >z], z<zp

== -— qUue,-comae.veremos. mds adelante, resultard ser una herramienta importanie pare ajus-

tar estadisticamente una funcidn a los dalos de evenlos extremos.

Aligual que para los DAM de las distribuciones Fréchet y Weibull la equivalencia
de colas es una herramienta que puede ayudarnos a decidir si una distribucidn parti-
cular pertencce al dominio de atraccién del mdximo de A y a calcular sus constantes

————normantes,—Dehido a ]a grap variedad de colas F que podemos encontrar en DAM(A),

esta herramienta es atin m4s importante.
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Proposicién 1.3.31 (Cerradura del DAM(A) bajo Equivalencia de Colas)

Sean F y G f.d. con el mismo extremo derecho Tp = g y supdngasc que I €

DAM{A) con constantes normantes ¢, > 0 y d, € R; es decir,

lim F*(c,z 4+ d,) = Alz), z€R. (1.39)
Entonces
lim G™(chx +d,) =A(z+b), 2eR, (1.40)

sty solo st F y G tienen cola equivalente con

lim F(z) /G {z) = €".

zlzF

Demostracidn:

“4" Esta parte es complicada; puede consultarse en [22], Proposicién 1.19.
“=" Supongamos que F (x) ~ ¢G(z) cuando x | xp para alguna ¢ > 0. La

expresién (1.22) nos dice que la relacién (1.39) es equivalente a
r}n_'rgo nF (caz+d,) =€, z€R
Para tales z, caZ + d,, — T r; de manera que, por equivalencia de colas,
G (enZ + dn) ~ 1 F (o + dn) — ¢ 'e™%, zER
Asi, por (1.22)
nanolo G" (cnz + dy) = exp {—e_(”]“ “)} =A(z+Inc}, z€R.

Basta ahora hacer Inc = b para obtener (1.40). B
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Tenemos entonces que el DAM(A) estd formado por una gran variedad de distri-
buciones cuyas colas pueden ser muy distintas. Las colas pueden ser desde modera-
damente pesadas (como la lognormal) a muy ligeras (exponencial y f.d. con soporte
acotado por la derecha). Una consecuencia natural de la gran variedad de colas en el
DAMI(A) es que las constantes normantes varian mucho también. El siguiente ejemplo

ilustra. la utilidad del resuitado de la Proposicidn 1.3.31.

Ejemaplo 1.3.32 (Distribucién Gumbel) La f.d. Gumbel estd dade por A{z) =
exp (~e~%). Al igual que en los casos de la Fréchet y le Weibull, esta distribucién de

valores extremos pertenece a su propio dominio de afraccion del mdzimo (DAM).
Observemos que
A" (z) = [exp (—¢™7)]" = exp (—e™"n) = exp (—el*E"=)) |
de manera que, para toda n,
P[M, <z+logn] =A"(z+logn) = A(z).
Es claro entonces que las constantes normantes son, en cste caso

dn=logn. ' T

Ejemplo 1.3.33 (Distribucidn Lognormal) Es claro que, si f es una funcidn

mondlona creciente y X[ = f(X;), entonces
M, = max(X},.., X)) = f(M,).

Si (Xi) es una sucesion de v.a.i.i.d. que salisface

P My < oz +d,] = Hiz),
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entonces se tendrd

P[M, < f(caZ +dn)] — H (z).

La distribucidn lognormal es el resultado de eplicar una fransformacién mondtona (el

logaritmo) a la distribucién normal.

Asf, si tenemos (X;} v.a.i. con distribucién Normal y tomamos f(z) = €%, obte-

nemos (X))} lognormales y
P[M, < exp(caz + dp)] — H (z) = exp {—e™7).

pues en el Ejemplo 1.3.26 vimos que la distribucién Normal (0,1) pertenece al dominio

de atraccién del maximo de la distribucién Gumbel. Esio se traduce en
Ple™™ M, <1+4caz+0(ca)] — exp (—e™7)
¥, puesto que ¢, — 00, se sigue que
P cyle™® (M — ™) < z] — exp (—e™7),

de manera que la distribucién lognormal est4 en el DAM(A) con constantes normantes

donde ¢, ¥ dr son las constantes normantes de la distribucién Normal. En el siguiente

Capitulo veremos que los valores explicitos de ¢, y d, son

e = (2logn)™V?,

1
d, = (2logn)'/* - 2 (2log 7)™ "% (loglog n + log4x).
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Hemos visto hasta ahora las caracteristicas de los dominios de atraccién del méaxi-

mo {(DAM]) de las tres distribuciones de valores extremos, dando algunes resultados

que nos permiten verificar si una distribucién determinada pertenece o no a cada uno

de estos DAMs. Al mismo tiempo, se proporcionaron métodos para la determinacién

de las constantes normantes en cada easo. La siguiente tabla es un pequenio resumen

de los resultados mds importantes presentados en esta seccién. En todos los casos el

resultado limite es

con H una distribucién de valores extremos.

e (M - du) S H,

Tipo Fréchet @,(z), a > 0 Weibull ¥o(z), a > 0 Gumbel A ()
exp(—z %), exp (= (-z)7),
F. de distr. exp (—e™)
z>0 <0
Zr =oc < o0 < oo
1- Fltz 1-F(zp—th) limte lﬁfj-:‘:; :
. - . —Flzp—
limgzco 77 limaj0 T=F =) .
— =e 7,
FEDAM(HY | — T=Fe T T e =g — - e o
z € R, para alguna
t>0,a>0. t>0,a>0
a(t) posit. medible.
€n F={1-n"1) zp—F(1—n"1) a(da)
thn 0 TF F={1-n"1)
Gumbel, Normal
Ejemplos Fréchet, Cauchy, Pareto. § Weibull, Untforme, Beta.
EAIJ., IJUE“UAIH—‘

Resumen de las caracterizaciones de los DAMs de las distribuciones de valores extremos.
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1.4 La Distribucién Pareto Generalizada (DPG)

para Aproximar Excesos sobre un Umbral

En esta Seccién daremos una breve introduceién a la Distribucién Pareto Generalizada
(DPG), la cual resultard ser un modelo natural para los excesos por encima de un
umbral alto u. Ademds, veremos que la DPG est4 intimamente relacionada con
las condiciones del Dominio de Atraccién del Maximo de la distribucién de Valores
Extremos Generalizada (DAM(F;)) que analizamos en la Seccidn anterior.

Precisemos, antes que nada, la nocién de exceso.

Definicién 1.4.1 (Funcidn de Distribucion de Ezxceso) Sea X una v.a. con f.d.

F y extremo derecho zg. Para u fijo, u < xp, decimos que
Fz)=PX-—u<z|X>u, 20 (1.41)
es lo funcidn de distribucidn de exceso sobre el umbral v de la v.a. X.

Definicién 1.4.2 (Funcidn Media de Ezceso) La funcién media de exceso de una

va X con fd F estd dade por
efu)=E[X —u| X >4]. (1.42)

Los excesos por encima de un umbral u son fundamentales en muchos campos.
Por ejemplo, en el lenguaje utilizado en las estadisticas médicas Fy se conoce como
la f.d. de exceso de vida o de vida residual; en el contexto de seguros, se utiliza el

término f.d. de exceso de pérdida para referirse a F,,.
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El calculo de la funcién media de exceso e(u} puede realizarse utilizando la defi-
nicién de e(u) e integracién por partes. Supongamos que X es una v.a. positiva con
fd. F y esperanza finita. Entonces

e(u) = jzp (z — w)dF (z) /T (u) (1.43)

1 i
/ Flryde, 0<u<azp.
() Ju

F

Si F' es continua,

F(z) = :Eg)) exp{--—‘/;z e—(%ﬁdu} . z>0 (1.44)

De la expresién (1.44) se sigue que una L.d. continua queda determinada de manera
tinica por su funcién media de exceso. Si, ademds. F € R_, para algin o > 1,
entonces aplicando el Teorema de Karamata (ver Apéndice B) se obticne que e(u) ~
u/ (o — 1) cuando u — co.

Presentaremos ahora una nueva familia de f.d. la cual, como veremos mds adelante,

estd muy relacionada con los excesos por encima de un umbral alto.

Definicién 1.4.3 (Distribucién Pareto Generalizada (DPG)) La [.d G de-

Tinida como R DR O
1—(Q+€2)™ s €40
Ge (z) = :
1—g® si £=0
donde
x>0 si €20

0<x<—1/8 si £<0

se—conoce—eomo-la-Lisiribucidn Parefo Ceneralizade (DPG). $i se reempluza el ar-

. gumento T por (x ~v) /B parav € R y § > 0 se obtiene -haciendo los cambios de
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soporte pertinentes- la familia G¢ . 5 con parémetros de localizacidn y escale; también

nos referimos a Gy p como DPG.

Izual que en el caso de la distribucién VEG Ho, podemos interpretar a Go como
el limite de G cuando £ — 0.

En el Capitulo 3 veremos que la f.d. Ggpp juega una papel importante en la
préctica, puesto que el ajuste de DPGs es uno de los conceptos mds importantes en
la estadistica de eventos extremos. Abusando un poco de la notacién la denotaremos

-1/
Ge.a(m)=1—(1+£§) , TzeD,f),

donde

[0,00) si £20
z€D(E.f) =
[0,-B/€ si €<

Asi, cuando digamos que X tiene una DPG con pardmetros £ y 3, deberd entenderse
que X tiene f.d. Geg.
A continnacién se presentan gréaficas de la DPG para tres valores distintos de &,

Nétese la diferencia en las escalas. En todos los casos se tienen =0y v =0

1 ! 1
08 08 f’/‘ 08
06 0.6 06
0.4 04 04
0.2 ez 02
0p 0.l 02 03 04 0p 200 400 600 800 1000 [11] 1 F 3 4 5

DPG con £ = —3 {(G-300). DPG con & =3 (Gagp). DPG con £ =0 {Goop).

Los signientes ejemplos nos dardn una idea intuitiva de la importancia de la DPG

en el contexto de los excesos sobre un umbral alto u.
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Ejemplo 1.4.4 (Distribucién Ezponencial} Tenemos F(z) = e, z,A > 0.

Consideremos la siquiente eTpresion:

Flutza(u)) e dwraelel o~ Aza(n)
) e

Si ahora tomamos a(u) = X\™', entonces sc obticne

F(ui— za (u) g
F(u)

(Obsérvese que este es precisamente el valor de la cola de la DPG en el caso en que

£=0.

Ejemplo 1.4.5 (Distribucion Uniforme (0,1)) Se tiene F(z) = 1-z,0 < 2 < 1.

Entonces

F(u + za (u)) _1- (u + za(u)) _1- alu) .

F (u) 1-u 1-—u
Sea a(u) =1 —u; ast
Flu+za(u
whsote) _,_,
Fste resultado corresponde a la cola de une DPG con £ = —1.

‘Ejemplo 1.4.6-(Distribucion -Pareto)-En.este_caso, F(z) = Kz™® K,a > 0,

z > KV, Byaluamos

F(u};—(zc; () _ K(u;zfiu))-° _ (u+za(u))_a _ (1 +I@)‘°,

St hacemos a{u) = ufa y a = 1/€, se oblienc

M — (1+§)«a= (1+tf:1:)_1/f.

?{11‘
7

Notese que esto es la cola de una DPG donde £ > 0,
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Los resultados obtenidos en estos ejemplos no son casualidad. Habiamos visto an-

tes (ver Fjemplo 1.2.10) que la [.d. exponencial est4 en el DAM(A), lo cual, hablando

en términos de la distribucién VEG He, puede expresarse diciendo que la exponencinl

estd en el DAM(Hp). También vimos {FEjemplo 1.2.12) que la f.d. Pareto estd en ¢l

DAM(®,) para a > 0, lo cual puede reformularse diciendo que la £.d. Pareto estd

en el DAM(H;) para £ > 0. Por iiltimo, de acuerdo con el Ejemplo 1.2.11,.1a f.d.
Uniforme (0,1) estd en el DAM{¥,), es decir, en el DAM(H_,}.

El siguiente teorema, que es uno de los resultados bisicos en la TVE, nos confirma

la relacién existente entre el DAM(H,)y la DPG.

Teorema 1.4.7 (Gnedenko-Balkema-Pickands-de Haan) Sea £ R Son equi-
valentes:
(a) F € DAM (He).

(b) Eziste una funcién positiva y medible a (') tal que para 1 +&x > 0 se tiene que

— 2" VE g
F(ui—:ca(u))z-c_f(x)= (1+¢&z) st £#0 (1.45)

e * gt £=0.

lim
uizp F(u)

{c) Parax,y >0, y # 1,

zf~1 :

. Ulsz)-Ufs) | w1 & £#0

PRTCH-UE | ne L (1.46)
£ 5 £=0

donde U (t) = F~ (1 = ¢}, t> 0 pare F'~ la funcién cuantil de una f.d. F.

Demostracién:

{a) <=+ (b) Para £ =0, esto es equivalente a lo dicho en ¢l Corolario 1.3.29.
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Para £ > 0 se tiene que H¢ () = @, (67! (z + a)) para a = 1/£. De acverdo al
Teorema 1.3.5, vemos que (a) es equivalente a tener F € R.,. Por el Teorema de
Representacién para Funciones de Variacién Regular (ver Apéndice B) sabemos que,

para alguna z > 0,

F(z) =c(z)exp{—£za%jdt}, 2 <E <00,

donde ¢(z) -+ ¢ > 0y {a(x) /z) — a~! cuando £ — oo localmente uniformemente.

De donde

. Flutza(u) A -1
- (+a) =0

que es la expresién (1.45). Si se da (b), basta tomar d, = (1/F)" (n) = U{n), de

manera que 1/F (d,) ~ n. Haciendo u = d,, en (1.45) se obtiene

(1 + g)_a = lim M = lim nF (dn + za(d,)),

T FE
lo que, por la Proposicién 1.3.2, implica que F' € DAM (He) para £ = oL

() <= (¢) Restringimos nuestra atencién al caso £ # 0, siendo la demostracién
andloga para el caso £ = 0. Por simplicidad, supondremos que F' es continua y

- creciefite en (=05, z7) “Sea s =1/F{u}; entonces-podemas reescribir {1.45) como B

Ay(z) = (SF(U () +2a (U (5)))" = (1 +£0)¢, s c0.

Ahora, para cada s > 0, A, (z) es decreciente y, cuando s — 00, A,(z) converge a
una funcién continua. Esto significa que también A] (¢) converge puntualmente a la

inversa de la funcién limite correspondiente, es decir,

lim Ust)-Ufs) t8-1

Y (75 (147)



63

Para obtener (1.46) basta ahora usar la relacién (1.47) parat =z y t = y y tomar el

cociente. El reciproco puede probarse de manera similar. W

Observacién 1.4.8 Le condicion expresada en (1.45) tiene una interpretacién pro-
babilistica muy til e interesante: sea X una v.a. cwn f.d. F € DAM (H), entonces

(1.45) puede reformularse de lo siguiente manera

- (1+€z)™ si £40
liTmP %>x|X>u: {1.48)
i e® si £=0.

De modo que (1.48) da una aprozimacidn (en escala) a la distribucidn de los excesos
sobre un umbral alto u, donde el factor de escala es a(u). Esta interpretacidn es
crucial para muchas de las aplicaciones de la TVE que veremos en los siguienies

capttulos. Fsta importante relacion puede reescribirse de la siguiente manera:

lim |F, (z) — Cgpw ()] = 0

ulzp

Observacion 1.4.9 Fn el Capfiule 3, dentro de los Modelos de Mdzimos de Blogue,
veremos cémo el reformular ligeramente lo relacion dada en (1.46) se obliene un

métode pare estimar cuantiles fuera del rango de los datos.

El Teorema anterior nos ha hecho ver la importancia de la DPG. El siguiente
Tecrema menciona algunas de sus propiedades bdsicas, las cuales serdn ampliamente

utilizadas en el Capitulo 3.

Teorema 1.4.10 {Propiedades de la DPG) Supongamos que X tiene una DPC

con pardmetros £ y B. Entonces:
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(a) Para cada £ € R, ' € DAM (H¢) si y sélo si

im  sup  |Fi () — Geppm) (z)l =0

ulZF 0cz<op—n

pare alguna funcién positiva G.

(b} Supongames que z; € D{£,3),1=1,2; entonces

Cep (o +7) =
Ceplm b m) _ Geprer, (T2) - {1.49)
Gep (1)

{c} Supongamos que X tiene DPG con pardmelros £ <1 y 8. Entonces, pare

U< ITp,

B+Eu

e(W)=E[X —u]|X>u= 7

B+ uf >0,

Demostracién:

(a) En el Teorema 1.4.7 se probé que F' € DAM {H) sl y sélo si
Jim [Py (2) = Geow (2)] =0,

donde B(u) =

a({u). Puesto que la DPG es continua, se sigue el que la convergencia

sea uniforme (ver Apéndice A).

~ (b)) Basta Hacer @l cileulo-directamente: - -

Ty ~-if€ zy -1/
0+e5) | |(+ove)
\ -1/
(+63) (o505

£ [tz z.f |1 7M¢
tg [ﬁ+6 a”1+ﬁ+5x:J}

£

A

14 (ﬂ+£:ﬂ1 zl+x2)]}_m_—

Al pitm = Gep o1+ ).

[Ee.ﬁﬂn (372)] [éi.ﬂ (51)]

I

|
g
{

() Se sigue inmediatamente de la representacién (1.43). W
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Observacién 1.4.11 La propiedad (b) arribe mencionada puede reformularse como
sigue: la clase de las DPQs es cerrada con respecio a cambios en el umbral. Esto
puede verse de la siguiente manere: el lado izquierdo de la expresion (1.49) es la
probabitidad condicional de que, dado que nuestra v.a. subyacente excede ,, también
exceda el umbral z; + x5. El lado derecho de (1.49) nos dice que esta probabilidad
es nuevamente de tipo Pareto Generolizada. Este propiedad de cerradure es muy
importanie en reasequro, donde las DP(Gs se utilizan en los contratos de exceso de

pérdida.

Observacién 1.4.12 La propiedad (a) nos sugiere a la DPG como una aprozimacidn
adecuadae de la f.d. de exceso F, para u grande. Este resultado puede reformularse de

la siguiente manera: para alguna funcidn 8 que deberd estimarse de los dutos,
Fu(z)=PX —u>z|X >umGep(z), >0
De forma ulternativa, puede considerarse, para 2 > u,
PX >2| X >ul & Cpupp ()
En ambos casos u debe lomarse suficientemente grande.

Observacion 1.4.13 Junias, les propiedades (a) y (c) nos proporcionan un buen
método grifico para elegir el umbral u suﬁcienteme:nte alto como para justificar una
aprommacién de la f.d. de exceso F, mediante una DPG: dada una muestra i.i.d.
Xy, ..., Xn, construimos la funcidn media de exceso empfrica e,{u) como una versién
muestral de la funcidn media de ezeeso e(u). Por (¢) sabemos que lu funcidn media

de exceso de una DPG es lineal, de manera que buscamos una regidn de valores de u
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donde la gréifica de e,,(u) sea aprozimadamente lineal. Para una u en ¢sa regidn parece
razonable aprovimar F, mediante una DPG. Este enfoque se usard en el Capflulo &

para ajustar excesos por encima de umbrales altos.

Hemos visto que la DPG es de cola pesada cuando £ > 0, por lo cual éste es
el caso mds relevante para administracién de riesgos. Mientras que la distribucién
normal tiene momentos de todos los érdenes, una distribucién de cola pesada no tienc
un conjunto completo de momentos. En el caso de la DPG con £ > 0, tenemos que
E [Xk] es infinita para & > 1/¢. Cuando £ = 1/2, la DPG es una distribucién con
segundo momento {varianza) infinito; cuando £ = 1/4, Ia DPG tiene cuarto momento
infinito. Algunos tipos de datos de grandes reclamaciones de segures sugieren un
segundo momento infinito; de la misma manera, ciertos rendimientos de mercado in-
dican una distribucién con cuarto momento infinito. La distribucién normal no puede
modelar estos fenémenos, pero la DPG se usa para capturar este tipo de conducta

precisamente.

Iin este Capitulo vimos que la distribucién VEG He, £ € R, describe las distri-

buciones limitc_ﬁ;;a mé.ximos;a;;rc-;piz-i.-(lzaa.m;(:ri;e:ngrr;éﬁzafdé_'s. “Por suparte, la"DPG-
Gep, £ € R, 7> 0 se obtiene como la distribucién limite de los excesos (bajo escala)
por encima de un umbral. Se mencionaron también algunas de las propiedades proba-
bilisticas de ambos tipos de distribuciones generalizadas; estas propiedades serdn de

gran importancia para el andlisis estadistico de eventos extremos, tal como se verd en

eFCapitilo-d—Asi-usaremos la distribucién VEG para el andlisis de datos que se nos

presentan como mdaximos i..d. de una serie de tiempo, come por gjemplo méximos
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anuales de niveles de rios, velocidad del viento, etc. El Teorema 1.4.7 nos da las bases
para poder estimar la cola y altos cuantiles para este tipo de datos. La parte (b)
de ese mismo Teorema nos gufa directamente a la definicién de la DPG, en la cual
se basa el método llamado Picos Sobre el Umbral {(POT, Peaks Over Thresholds)
para aproximar la [.d. de exceso. El método POT nos permite asimismo estimar dos
importantes medidas de riesgo: el Valor en Riesgo (VaR) y la Esperanza Condicional

de la Cola (ES).



Capitulo 2

Medidas de Riesgo

Antes de considerar las medidas de riesgo, debemos definir mateméticamente lo que
es un riesgo. Desde esta perspectiva, diremos que un riesgo es una variable aleatoria
que mapea estedos futuros del mundo a valores que represenian pérdidas o ganancias.
Los objetos bésicos de nuestro estudio serdn entonces las variables aleatorias del
conjunto de estados de la naturaleza (o del mundo) en una fecha futura, interpretados
como posibles valores futuros de las posiciones o portalolios que se tienen actualmente.
Estos riesgos pueden considerarse ya sea de manera individual o como parte de
un proceso estocdstico en el que los riesgos actuales dependen de los riesgos previos.
En este estudio, las variables aleatorias que consideremos {los riesgos) represen-
tardn pérdidas. Asf, al pensar en la parte derecha del soporte de una distribucién,
estaremos pensando en pérdidas muy grandes, mientras que al pensar en la parte
izquierda del soporte de la distribucién hablaremos de pérdidas pequetias (que, en su
caso, pueden ser ganancias).
Los valores potenciales de un riesgo tienen una distribucién F' que nunca podremos
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observar exactamente, si bien es pasible que las pérdidas ocurridas anteriormente y
debidas a riesgos similares, en caso de existir, nos den informacién parcial acerca de
la distribucién.

Una primera aproximacién a la nocidn de medida de riesgo es pensar en una
medida de riesgo como un mimero que “resume” la distribucién de un riesgo. Esto
proporciona una especie de idea intuitiva sobre el concepto, si bien resulta un tanto
ambigua. Para precisar un poco esta nocién, diremos que una medida de riesgo g es
una funcién de valores reales sobre el espacio de variables aleatorias de valores reales.

St es positivo, el nimere g (X) asignado por la medida p al riesgo X puede in-
terpretarse como el capital necesario (requerido por un regulador, por ejemplo) para
mantener la posicién. Si p (X) es negativa, la cantidad —g{X) puede retirarse de la
posicién.

Si bien es cierto que describir un riesge mediante un solo niimero puede conllevar
una pérdida enorme de informacién, la decisién basica sobre tomar un riesgo (permitir
a alguien tomar un riesgo, respectivamente) es fundamentalmente del tipo “sf o no”

y, de hecho, este es el origen de las medidas de riesgo. Si la medida de riesgo nos

indica gue nos encontramos ante un riesgo inaceptable (es decir, una posicién con
valor futuro inaceptable), tenemos como remedio el alterar la posicién.

Es claro que debe existir un balance entre el rigor de la medida de riesgo y el
nivel de actividades en el 4rea supervisada. En efecto, existe una gran variedad de

medidas de riesgo y la eleccién de una medida de riesgo especifica debe tomar en

— —cuenta qué-tan-bien—se-adeptamrsus caracvterfstitas & o5 Tequerimientos del area en

que ésta serd aplicada. Por ejemplo, es posible que un regulador que debe tomar en



cuenta los estados desfavorables cuando permite que se tome una posicién riesgosa
cuya garant{a de dltimo recurso est4 dada por el gobierno utilice una medida. de riesgo
distinta a la utilizada por la compania liquidadora de una Bolsa, que debe cumplir
las promesas hechas a cada una de las partes, sobre completar todas las transacciones
de manera segura.

La organizacién del resto de este Capitulo se da a continuacién. n la Seccién 2.1
se mencionan las propiedades deseables de una medida de riesgo y se justifica el que se
pida cada una de ellas para las medidas de riesgo coherentes; asimismo, se presentan
las definiciones de tres medidas de riesgo muy comunes: la varianza ¢?, el Valor en
Riesgo {VaR, por sus siglas en inglés: Value at Risk) y la Esperanza Condicional de la
Cola (ES, Ezpected Shortfall}, también llamada Déficit Esperado. Enla Seccién 2.2 se
describen las propiedades y caracteristicas de la varianza; en esta Seccién se muestra,
a través de ejemplos, que la varianza en general no es una medida de riesgo coherente.
La Secctén 2.3 est4 dedicada al Valor en Riesgo (VaR). En ella se muestra la utilidad
del VaR, como medida de riesgo, pero también se subraya que el VaR. no es subaditivo
( ¥ por tanto no es una medida de riesgo coherente}, lo cual se hace evidente a través
de diversos ejemplos. En la Seccién 2.4 se presenta la Esperanza Condicional de la
Cola (ES) y se demuestra que esta medida de riesgo si es coherente, por lo que, en
este sentido, es una medida de riesgo mucho més confiable que la varianza o el VaR.
Finalmente, en la Seccién 2.5 se describen las distribuciones esféricas y elipticas, que
son generalizaciones de la distribucién Gaussiana multivariada. Alli se explica que la
utilizacién del VaR. y de la varianza como medidas de riesgo fue planeada para levarse

a cabo con distribuciones Gaussianas multivariadas, que es un escenario donde tanto
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la varianza como el VaR resultan coherentes. De hecho, en esta Seccién se demucstra
que dentro del mundo elfptico €l VaR. si es subaditivo, y que, cuando se trabaja con
distribuciones elipticas, la varianza, el VaRl y la ES pueden utilizarse indistintamente
para elegir el portalolio de Markowitz que minimiza el riesgo.

Las ejemplos presentados en este capitulo est4n tomados de [4], [2], [9] ¥ [10]

Otras referencias son (3], {8], [7], [6] ¥ [21].

A continuacién se describen las propiedades que deberia satisfacer una medida de

riesgo para no incurrir en contradicciones en su utilizacién.

2.1 Propiedades Deseables de Medidas de Riesgo

Sea p una medida de riesgo, es decir, una funcién de valores reales sobre ¢l espacio
de variables aleatorias de valores reales. Pediremos que p satisfaga las siguientes
propieclades:

L. Monotonia: Para cualesquiera dos v.a.con X > Y, setiene que  p(X) > p(Y').

Esto significa que, si hay un riesgo mayor que otro en todos los sentidos, la

medida de riesgo debe indicdrnoslo.

2. Bubaditividad: Para cualesquiera dos v.a. X y Y, se tiene que

PX +Y) < p(X)+p(Y). (2.1)

Esta propiedad puede expresarse mediante la frase “Una fusién no crea riesgo

de lo contrario:



¢ Si un individuo deseara tomar el riesgo X +Y en una Bolsa, y la medida de
riesgo utilizada para fijar los mérgenes en la Bolsa no fuera subaditiva, este
individuo podrfa decidir abrir dos cuentas por separado, una para ¢l riesgo
X y otra para el riesgo Y, para que s margen requerido fuera menor, a
saber g(X) +p(Y).

* 5i un regulador impone a una compaifa un requerimiento de capital extra
que no satisface la propiedad de subaditividad, la companfa podria decidir

dividirse en dos afiliadas separadas.

¢ Supongamos que dos gerencias de una compaiifa calculan, de manera de-
centralizada, las medidas p (X) y p(Y") de los riesgos que han tomado. Si
la medida g que utilizan es subaditiva, entonces el supervisor de estas ge-
rencias puede estar seguro de que p (X) + p (Y) es una garantia aceptable
relativa al riesgo global X + Y. Asi, si dispone de una cantidad m para sus
negocios conjuntos, puede imponer l{mites iy y Mg, con m = m, + my a

sus gerencias, y as{ decentralizar su restriccién de capital.

3. Homogeneidad Positiva: Para A > 0 se tiene que

p(AX) = Ap(X). (2.2)

Significa que el tamaific de la posicién influencia directamente el riesgo.

Obsérvese que la condicién de subaditividad implica que p (rX) < np (X) para
n=1,2,... .En la condicién de Homogeneidad positiva, lo que se requiere es la

desigualdad contraria -y, de hecho, la igualdad para cualguier X positiva- para
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modelar lo que podria ocurrir en un caso en que no se dé diversificacién de

riesgos.
4. Invariante bajo translaciones: Para cualquier v.a. X y a € R se tiene que

plX +a)=p{lX) +a. (2.3)

Significa. que sumar (restar) la cantidad inicial asegurada, a a la posicién incial

simplemente aumenta (disminuye) la medida de riesgo en a.

Definicién 2.1.1 (Medidas de Riesgo Coherentes) Una medida de- riesgo cohe-
rente, de acuerdo con la definicidn de Artzner et al. [{/, es una funcién p de valores
reales sobre el espacio de variables aleatorias de valores reales (donde los wvalores
positivos de esta v.a. representan pérdidas) que cumple con las cuatro propiedades

anteriores.

Hemos mencionado ya algunas medidas de riesgo muy conocidas, a saber la va-

rianza, el VaR y la ES. A continuacién se presentan sus definiciones:

Definicién 2.1.2 (Varianza) La varianze 0% de una variable aleatoric X es una
medida de la dispersion de la distribucién de X alrededor de la media py, donde

Var(X) =o% = B [(X — py)*].

En el caso de dos variables aleatorias X y Y, es necesario definir la covarianza de

X y Y, dada por

Cov(X,Y) = E[(X = ux) (¥ — )] = E[XY] = BX|E[Y].  (24)
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La varianza se utiliza como medida de riesgo en ¢l enfoque de Markowitz. Esto se

verd con més detalle en la Seccién 2.2.

Definicién 2.1.3 (VaR) E! Valor en Riesgo (VaR) es un allo cuanlil de la distri-

bucién de pérdidas F. Matemdticamente, para g € (0.5,1),
VaR,=F g)=inf{z€eR: F(z) > q}

Es una especie de cota superior para una pérdida que se excede sélo en pocas
ocasiones. Asf, si tenemos que el VaRygs = 3 millones, la informacién que se obtiene

es que el 95% de las veces, la pérdida en que se incurra serd menor que 3 millones,

Definicién 2.1.4 {(ES) La Esperanza Condicional de la Cola (ES) o Déficit Espe-
rado es el tamanio esperado de una pérdida, dedo que sabemos que el VaR ha sido

excedido. Mateméticamente, para ¢ € (0.5,1),
ES;=F[X | X > VaR,]

Analizaremos ahora algunas de las caracteristicas principales de estas tres medidas

de riesgo.

2.2 La Varianza

Sea P un conjunto de portafolios lineales

P= {Z=Zﬂ:)\iX‘-|/\;ER, iAi:l}‘
i=1 i=1

Supongamos que tenemos un cierto rendimiento esperado, es decir, pedimos ademés

que E [Z] = r. Qucremos entonces determinar los pesos dptimos de cada uno de los
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X; de manera que se minimice el riesgo de un portafolio bajo la condicién £ [Z) =,
El enfoque de Markowitz hace precisamente esto, midiendo el riesgo a través de la
varianza; asf, Markowitz selecciona el portalolio de mfnima de varianza de entre los
Z € P que satisfacen E [Z] = r. Markowitz utiliza el hecho de que
n n n
Var (Z Xg) = Z Var (X;) + Z Cou(X;, X;)
=1 i=1 ig=1

y supone que los rendimientos X; siguen una distribucién Normal multivariada.

Asf, la nocién de varianza es un concepto central en la teorfa financiera. Tanto
el Modelo de Valuacién del Activo Fijo (CAPM; Capital Asset Pricing Model) como
la Teoria de Precios por Arbitraje (APT; Arbitrage Pricing Theory) utilizan la va-
rianza como medida de riesgo para los diferentes instrumentos financieros y emplean
una bonita teoria, que se basa esencialmente en la suposicién de que los rendimien-
tos siguen una distribucién normal multivariada, para asi llegar a la seleccién del
portafolio éptimo.

La popularidad de la varianza puede explicarse de varias maneras. La varianza

a menudo puede calcularse directamente: para muchas distribuciones bivariadas es

muy facil calcular los segundos momentos (varianzas y covarianzas). Ademés,lz_x
covarianza pueden manipularse ficilmente bajo transformaciones lineales: dadas A :
R* — R®, z+— Ax+a y B:R" — R™ x+— Br+b para A, B €
R™", a,b € R™ se tiene que Cov [AX +a, BY + 8 = ACon[X,Y] B, siendo un
caso especial de este hecho la relacidn Var [0 X]| = o*Cov[X| a, para o € R®. Asi,

N N Sttt ] totepmimad ]

covarianzas dos-a-dos entre los componentes. FEste hecho se utiliza mucho en teorfa
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de portafolios, sobre todo en el enfoque de Markowitz (media-varianza).

Otra razén para la popularidad de la varianza es su facilidad de nso y la cantidad
de informacién que nos brinda cnando se trata de las distribuciones normales multiva-
riadas, en las que tener covarianza igual a ccro es equivalente a tener independencia.

Sin embargo, la varianza y covarianza ticnen también sus desventajas, por lo que
su uso puede acarrearnos serios problemas, si se manejan sin los supuestos adecuados.

Los siguientes ejemplos muestran las dificultades a las que podemos enfrentarnos,

2.2.1 Ejemplos de Problemas al Usar la Varianza

Recordemos que dentro del mundo gaussiano, la especificacidn de las distribuciones
marginales X y Y y de su covarianza Cou( X, Y') nos proporciona informacién suficien-
te para conocer la distribucién conjunta. Sin embargo, cuandeo no nos encentramos en
este mundo {o no sabemos si podemos suponer que la distribucién conjunta es gaus-
siana), las marginales y la covarianza no determinan de manera inica la distribucién

conjunta. Los siguientes ejemplos ilustran este hecho.

Observacién 2.2.1 Si bien estos ejemplos también son dtiles para notar que la co-
rrelacidn lineal tiene algunos tnconvenientes como medida de dependencia de variables

aleatorias, en este trabajo no trataremos este tema.

Ejemplo 2.2.2 Sean X y Y va. con distribucidn normal estdndar y supongamos
que la covarianza Cov (X,Y) = p. Esta informacién no determina de manera unica
la distribucién conjunte de (X,Y)", ya que podemos construir distintas disiribuciones

conjuntas para (X,Y)" que satisfagan Cov (X,Y) = p y tengan marginales N(0,1).
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Ast, si (X, Y) se distribuye normal bivariado, entonces la funcién de distribucién

F de (X,Y)" est4 dada por

Y A 1 o — (8% — 2pst + %) .
Fp (x’ y) - .[—oo ./:m 211' (1 -_ ,02)% P{ 2 (1 - p2} }d a (25)

Si sabemos que Cov(X,Y) = 0, entonces p(X,Y) = 0, de modo que su distribucién

conjunta queda dada por

Fy(z,y) = ff—ex{ (52“2)}(13&

En este caso tenemos que X y Y son independientes,

Consideremos ahora la funcién

G(w,y)=/oz]0yh(u,v)dudv=xy+ (j‘;xf(u)du) (/Oyg(v)dv)

donde
2
f () = 1ypz0m) (u) - gl{(o.s,o.v)"} (u)
2
g () = ~Lipaon () + 31{0s0n°} ()
y e — . - - . = = - e = — -
1 s ue A
1y{u) =
0 si ug A

es la funcién indicadora del conjunto A.
Es facil observar que h(z,y) = 1+ f (2) g (v) se anula en el cuadrado (03,07 :
si z € [03,07], y € [03,0.7], se tiene que h(z,y) = 1 + {1){(—1) = 0. Esto

nos garantiza que al tomar F(z y) = C(P () & (y)}" tsta no serd yunce normal—

t C(z,y) se lama una copula y e la funcién de distribucién de un vector aleatorio en R"™ con
marginales U(0,1). Pare obtener mds informacién sobre cépulas, puede consultarse [20].
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bivariada. Ademés, puesto que si 1 —u € [0.3,0.7] = —u € [-0.7,—03] = u €
[0.3,0.7], tenemos que C es simétrica, es decir, C (z,v) =C (1 —u,v}, 0<u, v< 1
Esta simetrfa nos dice que Cov (u,v) = Cov(l —u,v), 0 < u, v <1, lo que implica

que la covarianza es cero.

: R RO T
STy Pt
AL ooty
LTS AaRe T

e el ra et el

Densidad de C(z,y), con marginales N(0,1) pero ne Normal bivariada.

Si queremos comparar estas dos distribuciones en base a sus marginales y sus va-
rianzas y covarianza, tenemos que, como X ~ N(0,1) y ¥ ~ N(0, 1), entonces Var [X] =
Var[Y] = 1y, como se mencioné anteriormente, Cou [X,Y] = 0 para ambos mode-

los. Asf, si usdramos el enfoque de Markowitz para comparar dos portafolios con

ESTA TESIS NO SALE
DE LA BIBLIOTECA
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estos tipos de distribuciones, obtendriamos que, puesto que la varianza es la medida
de riesgo que deseamos minimizar, en este caso particular los dos modelos tendrfan
el mismo riesgo. Pero esto es falso: basta observar la grifica de sus densidades para

notar que hay grandes diferencias entre ellos.

Tenemos entonces dos modelos con comportamientos muy diferentes, que no pue-
den ser diferenciados el uno del otro en base a las distribuciones marginales y la

covarianza.

Ejemplo 2.2.3 Consideremos dos distribuciones bivariadas con marginales Gam-
ma(3,1), que se denotardn I'sy y con la misma covarianza Cov(X,Y) = 2.1, pero

con estructuras distinias, o saber

¢ 0@y peH W) — (g% = 2
raten= [ [ e e e I
~o0 —o o (1= (0.71)%)? 2{1-(0.711)%)

Lo e A VAP et L

Las expresiones (2.6) y (2.7) se conocen como Cépula Gaussiana y Cépula Gumbel,

respectivamente.

dos modelos probabilisticos distintos para (X,Y).
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Gaussiana Gumbel
o o .
= o )
. 1-
[-+] (-]
put g
w [1+]
-r -4
od 0o~
o 4] =
0 2 4 -] a 10 12 Q 2 4 6 8 10 12
X1 X2

1000 observaciones bivariadas de dos distribuciones con marginales I'y; y con

Cov(X,Y) = 2.1, pero con distribucién conjunta distinta.

A pesar de que en ambos modelos X v Y tienen distribuciones marginales Gamma
idénticas y de que la covarianza entre ellas es de 2.1 en ambos casos, es evidente que
la relacién entre X y Y en los modelos (2.6) y (2.7) es muy diferente desde el punto
de vista cualitativo y, si pensamos que las variables aleatorias representan pérdidas,
el segundo modelo es mucho més peligroso, puesto que las pérdidas extremas tienen
tendencia a ocurrir juntas. Si fijamos u = 3 (0.99) = 8.405947 y considerames la

probabilidad condicional de exceso P[Y > u | X > u] bajo los dos modelos podemos,
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mediante una estimacién empfrica basada en la Figura 3, notar que

Pr,, [Y >u| X >u] = 3/9,

Il

Pro Y >u| X >4 12/16

En el modelo (2.7) los excesos por encima del umbral 4 en un margen tienden a
acompaiiarse de excesos en el otro margen, mientras que en el modelo (2.6) los excesos
coenjuntos en ambos mérgenes son raros. Asf, hay menos “diversificacién” de riesgos
grandes en el modelo (2.7). Sin embargo, en ambos casos se tiene que Cov [X,Y] =

2.1 y, por tratarse de marginales Gamma,

E[X* = j:oz" (%) dx:-l:‘-%3—)/om$k+"’exp(—$)dx

I'(k+3)
T = @@ Brr-),

de donde Var(X) = Var(Y) = 12 — § = 3; asi, se tiene que estas dos distribuciones
bivariadas no podrian diferenciarse en términos de las distribuciones marginales y de

la covarianza.

_Ejemplo 2.2.4 Supongamos_que (X,Y ) _se_distribuye normal bivariado con margi-.
nales normal estdndar y covarianza p; denotemos la funcidn de distribucion bivariada
Iy, Cualquier combinacion conveza I' = AF, + (1— M) F,, 0< X <1, de distri-
buciones normales bivariadas F,, y F,, tiene también marginales normal estdndar y
covarianza p = Apy + (1 — A) pp. Pere ln suma X +Y tiene cola mds larga bajo F que

bajo F, :

PelX+Y >z =A(1—®) (ﬁli—p,))+(l‘)‘)(l'¢)~(2(l_igﬁ)
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mientras gue

sy >3-0-9)(55)

Al aeplicar la regla de UHépital o
1—3(z)
z71¢(z)

se obtiene

que nos do la razén de Mill

1— @ () = 6 (z) (é+o (%))

Usando esto razdn, podemos ver que

lim PF[X+Y>Z] _
szPpn[X+Y>z] .

(2.8)
lo que nos muestra que los altos cuantiles de la distribucidn F' son mucho mayores

que los de la distribucion F,. En el Ejemplo 2.3.1 veremos que las colas de estas des

distribuciones si pueden diferenciarse utilizando el VaR como medida de miesgo.

Una alternativa a la varianza que podria utilizarse en este caso es la kurtosis.
La kurtosis de una distribucién es su cuarto momento centrado uk, y nos da una
indicacién de qué tan puntiaguda es la distribucién. Una medida de kurtosis sin

dimensidn estd dada por

_ oy E{(X - )]

ok Bl —px]”

Para determinar la kurtosis de una distribucién usando +,, tomamos como referencia a

la distribucién gaussiana, puesto que para cualquier distribucién de este tipo, se tiene
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“t, = 3. Para cualquier otro tipo de distribucién de X, decimos que esta distribucién es
“menos puntiaguda” (o tiene mayor kurtosis) que la distribucién gaussiana si v, > 3,
y que la distribucién es “més puntiaguda” (tiene menor kurtosis) que la distribucién
gaussiana si ¥, < 3.

Ahora bien, al calcular la kurlosis de las distribuciones I y [, tratadas en este
ejemplo, se obtiene lo siguiente: para F,, puesto que {X, Y) se distribuye normal
bivariado con marginales normal estdndar y covarianza p, sabemos que Z = X +Y
tiene distribucién normal con media E [Z] = 0 y varianza Var(Z) = 2(1 + p). Asf,
su funcién generadora de momentos est4 dada por ¥(t) = exp {(1 + p)t*} . De aqui
que E [(Z—pz)'] = B2 = YY) (0) = 3[2(1+ p))*, de donde

32(1+ ) _

’)’2(Fo)= [2(1_'_'0)]2

L]

lo que era de esperarse, por tenerse que Z tiene distribucién gaussiana. Ahora bien,

en el caso de F se tiene que:

AR+ +30 - N [20+p))

2(1 +p)]
3.2 [’\ (1 '*'101)2 +{1- A1+ P2)2]
U .1 ¢ S 15 VN o) | S § )

Y2 (F)

3AA+p) +1 - +p)]
A +p)+ (1= XA +p)

puesto que
a4+ (1= 2) 8% — [Aa? + (1= 28] = A (A - 1)l {a—b)’ < 0.

La comparacién entre las kurtosis nos indica que, como era de esperarse de acuerdo

1 1 hd .
CTON & m;mmr(%B?—F-esmnm—“mmmnm“—mm—F—dvesth s ] 3

F estd més concentrada en las colas, es decir, es de cola mds pesada que F,.
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Asi, resulta que la kurtosis puede ser una herramienta itil para comparar las
colas de las distribuciones. El problema de la kurtosis es que se requicre que el cuarto
momento de la distribucién sea finito, y las distribuciones de cola muy pesada no
cumplen, en general, con este requisito.

En esta Seccién hemos proporcionado varios ejemplos que nos hacen ver que la
varianza tiene serios defectos como medida de riesgo. A través de ellos podemos ver
que, en general, la varianza no es una medida de riesgo coherente. A continuacién se

da un resumen de los problemas que pueden surgir al utilizar la varianza.

Desventajas del uso de la Varianza

Los ejemplos anteriores nos han mostrado que no podemos confiar plenamente en
la varianza como medida de riesgo, pues podemos obtener el mismo resultado (la
misma varianza y covarianzas) para dos distribuciones cuyas colas se comportan de
manera distinta, siendo una de ellas mucho mds peligrosa que la otra en términcs de
administracién de riesgos. Para resumir los problemas que se presentan al utilizar la
varianza como medida de riesgo, consideremos el caso de dos v.a. de valores reales X

y Y.

e Las varianzas de X y Y pueden ser infinitas. Esto no es ideal para una medida
de riesgo y causa problemas al trabajar con distribuciones de cola pesada. Por
ejemplo, la varianza de los dos componentes de un vector aleatorio bivariado
con distribucién t, (es decir, para f (z) = ¢(1 + w‘z/u)_(pﬂ)/z) no existe para

v<2
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e La especificacién de lag distribuciones marginales y de la matriz de covarianzas
no siempre determina una distribucién conjunta dnica; de hecho, esto sélo su-
cede si se trata de una distribucién normal multivariada o, més generalmente,
de distribuciones elfpticas (ver Seccién 2.5): si sabemos que (X,Y)" signen una
distribucién normal bivariada y conocernos las medias, las varianzes y la co-
varianza, entonces si queda determinada una idnica distribucién conjunta. Sin
embargo, si s6lo conocemas las distribuciones marginales X y Y y su covarianza,
entonces existe una infinidad de posibles distribuciones bivariadas para (X,Y)*
{ver Ejemplo 2.2.3). Por ello, para efectos de medicién de riesgos, resulta muy
osado el utilizar un modelo para la distribucién conjunta que se basa solamente

en las distribuciones marginales y la covarianza.

e Suponiendo que se conocen las distribuciones marginales X y Y, ni siquiera en
los casos en que se tiene que la covarianza entre estas dos variables aleatorias
es cero (Cov (X,Y} = 0) se puede determinar de manera inica la distribucién

conjunta {ver Ejemplo 2.2.2).

Esta Seccién ha servido para resumir los problemas que podemos encontrar al
usar la varianza como medida de riesgo; tenemos que un problema grave de la va-
rianza es que —ya sea. por si sola o incluso conociendo las funciones de distribucién
marginales— en ocasiones no nos permite distinguir entre dos distribuciones conjuntas

que pueden presentar un comportamiento muy distinto en los extremos (ver Ejernplo

———3-23)-esbe-esumrseriotToveniETte Para efectos tE AdMmiTiSiTacion de RIcsg0s, donde

los valores extremos pueden significar la diferencia entre la supervivencia y la quiebra
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de una institucién financiera. Esto hace que busquemos comnsiderar otras medidas de
riesgo, con el objeto de encontrar alguna(s) que tenga(n) mejores cualidades que la
varianza y cuyo uso sea, por tanto, més conflable. Para ello, en la siguiente Seccidn
examinaremos las propiedades de una medida de riesgo cuyo uso estd muy extendido

en el mundo financiero de nuestros dfas: el Valor en Riesgo (VaR).

2.3 Valor en Riesgo

El Valor en Riesgo es una de las medidas de riesgo mds usadas en la practica. De
hecho, el BIS (Bank for International Settlement) requiere, como parte de los acuerdos
de Basilea, que las instituciones financieras a las cuales regula calculen el VaR.
Recordemos que el Valor en Riesgo {VaR) es un alto cuantil de la distribucién de
pérdidas F, la cual, como se menciond anteriormente, es desconocida.
Mateméticamente, para ¢ € (0.5,1), VaR, = F~(g) {(esto es, es el g-ésimo
cuantil de F), donde definimos la funcién cuantil {también conocida como el inverso

generalizado de F') mediante
F () =inf {reR: F(z) > t} (2.9)

Generalmente, se emplea el VaR para ¢ > 0.9, si bien tedricamente éste puede
calcularse para cualquier ¢ € (0.5,1).

Pese a la gran popularidad del VaR, esta medida de riesgo tarnpoco est4 libre de
problemas. Uno de los més importantes de ellos es que no es necesariamente subadi-

tivo. Con esto queremos decir que hay casos en que un portafolio puede dividirse en
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variog subportafolios de menera que la suma del VaR correspondiente a los subpor-
tafolios es menor que el VaR del portafolio total, Esto puede ocasionar problemas si
el sisterna de administracién de riesgos de la institucién se basa en el establecimiento
de limites al VaR por secciones individuales. Otro serio inconveniente del VaR es
que no habla del tamafio potencial de la pérdida en caso de excederse el VaR. Asi,
podemos tener que VaRgg9 = 10 millones, y sin embargo puede ocurrir una pérdida
de 100 millones, porque la tinica informacién que se obtiene de VaRg e es que el 99%
de las ocasiones, la pérdida serd. menor que 10 millones; pero en el 1% de casos en que
se rebase esta pérdida, el VaRgge no nos dice qué tanto més grande que 10 millones
puede ser la pérdida.

En el siguiente ejemplo podemos c\onsta.ta.r la utilidad del VaR como medida de

riesgo.

Ejemplo 2.3.1 Retomando el Ejemplo 2.£.4, podemos notar gue, conforme se avanza
mds en las respectivas colas de las dos distribuciones, el Valor en Riesgo para la

distribucidn mezclada F' es mayor que el de la distribucidn original F,.

En efecto, usando de nuevo la razén de Mill, se tiene que

5(z)=l—¢(m)~@=\/—2l_ﬁ;exp{%mz}, T — co.

El lado derecho de esta igualdad puede tomarse como la cola F, de la £.d. F,, asi

que por la cerradura del DAM(A) (ver Seccién 1.3.3) bajo equivalencia de colas, la

el . :
o—Gao ) Aas CoIlS €3 NoT. Y Un,

dn = F; (1 —n"'}. Buscamos entonces una solucién a —InF, (d,) = In(n), es
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decir, a —In [7,%“: exp{-_—g?i}] = Inn, que se reduce a
%di+lndﬂ+%ln271’ =lInn. {2.10)

Por expansién de Taylor en (2.10), se obtiene

Ininn+ ndr —1/2
dp=(2Inn)"? - =——T—Z 1 6((Inn)
(2Inm) 2(2Inn)"? (( )

Puesto que puede tomarse a (z) = @ (x) /¢ (z) , se tiene que a(z)} ~ z™!, de modo

“<2(11p))”2(1z+p)'

que

Asi

en = a(dp) ~ [(21111»)1/2]"1 2(+p)]=2{(1+p) [ﬁzm ﬂ 1/2.

! se obtiene

Basta ahora recordar que VaR, r, = F;” (o}, asi que al hacer v = 1 —n~
n = ﬁ, y de aqui

en = 2(1+ p)[=2In(1 - a)]'/?,

de modo que, cuando & T 1,
VaRar (X +Y)~2(1+p)[-2ln (1 — &))"/

Consideremos ahora lo que ocurre con F. Para 0 < o) < o5 se tiene

S P L 7 —Gosjeryjasd loy [ e
ot [me ide = o, _me 2 2d$=——27r0102 [m e V/*dy

1 P vt 1 sl —v*/203
- 2oy ¢ dy+ 27T, € *dy
v/ oo v A

1 z 20,2
eV /g,
V2mo, -/:oo v
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para valores “grandes” de z. En el caso de F, tenemos 07 = 2(1 4 p,) , 03 = 2(1 + py),

Py > p1, de manera que la f.d. de X -+ Y cuya f.d. conjunta es F' queda dada por:

1 * 2 192 1 * 2 02
-z /‘lald ¥ (1 _ /\) -z /207d
e I [ T
V2mo, ]:m Vanos Jewo

/!
= 1 /z e/ ¥idg + A - _/z“ i e =%y
-0 z

V2mros Vemoa
1 * 21J203
~ e idy
Veng, /_co ’

ya que el segundo término es despreciable para valores grandes de z.

M +(1-NF3 = A

Asi, procediendo de la misma forma que en el caso de F}, se obtiene para F'
VaRes (X +Y) ~ 2(1+ pg) [-2In (1 — )}

¥, puesto que py > p,

g Yolap (X +Y) _1+p,
ati VaRap, (X +Y)  1+p

> 1.

Lema 2.3.2 El VaR es una medida de riesgo mondiona, homogénea posiliva e inva-

riante bajo translaciones.

Demostracién:

1) Monotonfa. PD:si X >Y = VGR;;( > VGR;’.

Para cualquier z € R, Fx(z) = P[X < z] < P[Y < 2] = Fy (z). De manera que
Va.R;( =inf{z €R: Fx(z) 2 q} > inf{y e R: Fy(y) > q} = VaRY

2) Homogeneidad Positiva. P.D.: Para X > 0, VaR)* = AVaRY.

Fx (y/\).
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Supongarnos que VaRY = inf {z € R: Fx(z) > q} = 2.

Entonceses claro que VaR} =inf {y € R: Fx(y/}) > q} = Az*,dedonde AVaR] =
Va.R;,‘X .

3) Invariante bajo Translaciones. P.D.: Para a € R, VaR}** = VaRY +a.

Seaa € RyseaY = X+a.Entonces P[Y <y]=P[X +a<y=P[X <y—d]=
Fx (y —~ a}. Supongamos que VaRY = z*. Entonces, si y = z* + g, se tiene que
Fx (y — a) = Fx ((z* + a) — @) = Fx(z*), de donde es claro que VaRX"* = VaRY =

inflyeR: Fx(y—a) > ¢} =2"+a=VaR  +a. B

2.3.1 Ejemplos de Problemas al Utilizar el VaR

Acabamos de probar que el VaR es una medida de riesgo monétona, homogénea
positiva e invariante bajo translaciones. Sin ernbargo, el VaR no es una medida de
riesgo coherente, porque en general no satisface la propiedad de subaditividad (ver
(2.1)). Los siguientes ejemplos nos muestran algunos problemas ocasionados por la

no-subaditividad del VaR.

Ejemplo 2.3.3 Sean X y Y variables aleatorias con distribucidn idéntica Fx (z} =
1—z"Y2 x> 1. Esta distribucidn es de cola muy pesada y su esperanza E [X] no es

finita. Considérense los riesgos X +Y y 2X.

z=3/2

Se tiene que fx () = *—. Haciendo Z = X + Y, podemos calcular

Fz(z)=1—2——"‘2‘1, 2> 2

Si hacemos W = 2X, tenemos que

Fuw(w)=PW <ul=PRX <ul=P[X < Z] = Fx () = 1—(-‘23)‘”2, w9
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Entonces

2v/z—-1 2
p[x+ys;]=1__%—<1_g=p[zxgzl

para z > 2. Se sigue que
VaRo (X +Y) > VaR, (2X) = VaR, (X) + VaR, (Y)

para o € (0.5,1). El VaR no es subaditivo para esta distribucién, con lo que los
argumentos de diversificacién no funcionan: resulta mejor tomar un solo riesgo y

duplicarlo que tomar dos riesgos independientes.

Ejemplo 2.3.4 Sea © un conjunto infinito y consideremos dos v.a.i.id. X; y X»

con funcion de densidad

0.90 siz€[-1,0]
fx, (@) = fx. (2) = 005 sizel0,2
0 en otro caso.
Supongamos que cada una representa, tomando las pérdidas como positivas, un valor

future neto aleatorio, es decir, un riesgo que puede resultar inferesante.

*7 7 'Ténémoséntonces que T T

0 si < -1

0.9z +0.9 s ze€{-1,0
Fx, (I)=an($) = 4
0.05z 409 si z€(0,2]

1 si r>2

.

De modo que, si nos interesa el valor en riesgo al 90% de X; o de X, obtendremos

VaRog(X1) = VaRge{X,y) =inf {z €R: F(z) > 09} =0
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Sin embargo, usando la independencia de X; y X; es fécil notar que el valor en riesgo

al 90% para Z = X 4+ X3 es definitivamente mayor que 0; en efecto

'3

0 st
0.405 (z + 2)* si
0.81 — 0.4052% +0.045 (1 + 2)* s
Fx2x,(2) = ¢ 0.855 +0.092 si
0.985 + 0.005z — 0.045 (2 — 2)* si
1 —0.00125 (4 — 2)* si
1 at

de donde

z< -2

z €[-2,-1]
z € [-1,0
z€[0,1]
z€[1,7]

z € [2,4]

z24

V&R{)‘g(xl + Xz) = mf {I € R : FX1+X2 (Z) 2 09} =0.5

De aquf que el control por separado de estos riesgos no nos permitiria controlar su

suma, si nos interesara el valor en riesgo al 90%.

Ejemplo 2.3.5 Se tienen dos opciones sobre una accidn con la misma fecha de ejer-

cicio T. Lo primera opcion, que se denofard A, con precio iniciel u, page 1000 si

el valor de la accidn en el tiempo T es mayor que la cantidad fija U y nada en caso

contrario; la segunde opcidn, que se denoterd B, con precio inicial I, paga 1000 si el

valor de la accién al tiempo T es menor que L {con L < U} y nada en caso contrario.

Asi,

—u st Sp LU

—1000+u 8t Sp>U
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i st Sp=2 L

~1000+1 s Sy <L

Se escogen L y U de manera que P {Sr < L} = P {Sr > I/} = 0.008 y se calculan
los valores en riesgo al 99% del valor futuro neto de ias posiciones de dos inversionistas
que emiten, respectivamente, dos opciones A y dos opciones B. Estos son —2-u y
—2 .1, respectivamente. En contraste, el nimero positivo 1000 — I — u es €l valor en
riesgo al 99% del valor futuro neto de la posicién de un inversionista que emite A+ B,

pues

1000 —u—1 si Sp <L
A+B=¢ 4| si L<Sr<U

1000 -1 —u st U<S:r

En los ejemplos que hemos visto surgen problemas relacionados con la subaditivi-

dad al utilizar el Valor en Riesgo porque la distribucién conjunta con que se trabaja
no es una distribucién normal o, mis generalmente, elfptica (ver Seccidn 2.5); mds
adelante veremos que el VaR si se comporta “bien” respecto a la suma (es decir, si

es subaditivo) cuando la distribucién conjunta con que se trabaja es una distribucién

Gaussiana. Sin embargo, al igual que para la varianza y covarianza, no basta con

seguro de que la distribucién conjunta es Gaussiana,
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2.4 Esperanza Condicional de la Cola

Desde hace mucho tiempo, los actuarios han calculado la prima para pélizas con
deducible usando el tamano condicional de la reclamacién, dado que la reclamacién
excede el deducible. De la misma manera, los tratados de reaseguro han involuerado la
distribucién condicional de una reclamacién para una péliza (o de la reclamacién total
para un portafolio de pdlizas), dado que ésta est4 por encima del nivel de retencién del

B

asegurador cesionista. Para responder a la pregunta de *jqué tan malo es lo malo?”,
la cual e] Valor en Riesgo deja sin responder, algunas personas han idensificado el
deducible {o el nivel de retencién) con el cuantil utilizado en la medicién de riesgos
financieros. Asi es como surge la Esperanza Condicional de la Cola.

Recordemos que la Esperanza Condicionul de la Cola {ES) es el tamarfio esperado
de una pérdida, dado que sabemos que el VaR ha sido excedido. Tenemos entonces

que, para ¢ € (0.5, 1),

ES,(X)=E[X|X > VaR]]

Ademds de considerar el tamafo potencial de la pérdida dado que se ha excedido
el VaR, la esperanza condicional de la cola {o el déficit esperado) es una medida de
riesgo subaditiva, por lo que no tiene las limitaciones y problemas que se mencionaron
para la varianza y el VaR.

Utilizando la igualdad
B[X|X>VaR | =E [X - VaR} +VaR;,¥ | X > VaR;']

el hecho de que VaR¥ es una constante, se obtiene la siguiente relacién entre
y q 2
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ES,{X) y VaRX:
ES,(X) = VaRX + E [X — VaRX | X > VaRY]. (2.11)

Recordemos la definicién de la funcién media de exceso e(u):

Definicién 2.4.1 (Func. Media de Exceso)} Lo funcidn media de exceso de una

v.a. X con f.d. F estd dade por

e(u)=FX-u|X >4 {2.12)

Vemos entonces que el segundo término del lado derecho de la igualdad (2.11) es

precisamente e(VaR,). Asi, tenemos la siguiente relacién:
ES,(X) = VaR] +e(VaR)). (2.13)

Ademds, sabemos que la funcidn media de exceso es precisamente la media de
la distribucién de exceso expresada como una funcién del umbral u, dende, como se

mencioné en el capitulo anterior, la funcién de distribucién de exceso cstd dada por

Fyu(z) = PX—-u<gz|X >4y (2.14)
_ Flz+u) = Fu)
1— F(u) '

para 0 € £ < zp — u, donde zr es el extremo derecho de F.

De manera que, de acuerdo con (1.42) v (2.14), e{u) est4 dada por:

- [ [T [ [T

=t
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Esto puede calcularse para varias distribuciones continuas, obteniéndose la siguiente

tabla:
Nombre [ Cola F o densidad f | Pardmetros e{u)

Pareto Flz)= (ﬁ)a a,k>0 ML a1
Lognormal | f(z) = me"%ﬁﬁ LER >0 ln"jf» (1+0(1))
Exponencial F(z)=e A>0 A

Weibull F(r)=e=" ¢>0,a>0 2 (1 +0(1))

Gamma flz) = %x“‘le‘ﬁz o, >0 |87 (1 +2l 40 (ﬁ))

Normal flz)= \/ge‘”?/2 - u (1 +0(1)

truncada
DPG F($)=(1+£%)_% £€ER, B>0 %{%, B+Eu>0

Funcién Media de Exceso para algunas distribuciones continuas.

Observacién 2.4.2 Claramente, esta distribucidn Weibull F,, conc,a >0, z2 0

es la f.d. de una v.a. positiva. Sin embargo, en el contexto de la Teorfa de Valores

Fxtremos, la distribucién Weibull U, estd concentrada en (—o00,0): U, (z) = 1 —

Fl.a (—I) , <0

Haciendo uso de esta tabla, es [cil calcular la ES para las distribuciones alli

mencionadas.

Ejemplo 2.4.3 Para calcular la ESygs de una v.a. X que tiene distribucién expo-

nencial con A = 3, procedemos de la siguiente manera:
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Sabemos que la f.d. de X es F'(z) = 1 — e, Ahora bien, por (2.13), tenemos

que

ESpe5(X) VaRges +€ (VaRj)(.os)

I

VG'R()\TQS + (3)_1 ’

de acuerdo con los resultados de la Tabla 1.

Por otra parte

VaRyy = inf{zeR|F(z) > 0.95}
= inf{zeR|1-e* >095}
= inf{zx e R|In(0.05) = -3z}

= 0.99857,

de donde

FSpg5 (X) = 0.99857 + 1/3 = 1.33191,

lo que quiere decir que, si sabeinos que se ha excedido el VaR§g,, el tamaiio potencial

de la pérdida es 1.3319.

Teorema 2.4.4 ES es una medida de riesgo coherente en el sentido de la Definicién

2.1.1

Demostracion:
1) Monotonfa. P.D.: si X > Y = ES,(X) 2 ES, (Y).

Supongameos que X > Y. Entonces,

ES(Y) = E[Y|Y>VaR/]<E[X|Y >VaR}]
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= VaR} +E[X —VaR} |Y > VaR]]

B [(X - VaR§) Yy vary)
PlY > VaRY]

E[(X = VaR) ysvany]]

= Vaqu +

= VaR;r + T
_ VaR;{ n E [(X - VaR&‘-)ll!r;Va.R:]l‘[X>VuR‘:l]
+E [(X - VaRy) 1[Y>Vuﬂ3’]1[x5v¢m§]]
1-gq )

El tercer término del 1iltimo renglén es menor o igual que cero, de modo que
£ _(X - VaR‘;) 1[Y>VaRg']1[x>VaRﬂ]
1-g¢
E [(X = VaRY) 1y, yony]]
1-¢

ES,(Y) £ VaR] +

A

VaR;“ +

Il

VaR) + E[(X — VeR}) | X > VaR]] = ES,(X).

2) Subaditividad. P.D.: ES,(X +Y) < ES, (X)+ ES; (Y).

Sabemos que

Il

ES,(X+Y) = E[X+Y|X+Y > VaR}]

EX|X+Y>VaRBI"|+E[Y | X+Y > VaR"].
Ahora bien, por (2.11) se tiene

E[X|X+Y >VeRf"Y] = VeRf+E[(X-VaR))|X+Y > VaR "]

E [(X - V‘JRQY) 1[x+Y>vﬂn§+‘”]]
P{X +Y > VaRftY]

B [(X = VaR) ey o o ven)

VaR;." -+

I

X
VaRy + 1-¢
E [(X - VaRff) 1[X+Y>Vanf+"]1[x<_:vmgf]]

+ )
1—g¢q
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Pero si X £ VaR;;f , entonces X — VaR;f <0, por lo que ¢l tercer términe del lado

derecho es negativo o cero, de donde

& [(A - Very) 1[.\'+Y>VaR;,"+"]1[.\'>VnR-'\']]
l-q
E [(X - VaR{) 1[.\'>1fan;f]}
1-4q
VaR 4 E[(X = VaRY) | X > VaR)] = ES,(X).

E[X|X+Y >VaR} ]

IA

VaR;;( +

IA

VG.R;}Y +

i

De la misma manera, E [V | X +Y > VaR;;{'H’} < ES,(Y}. Asi,
ES (X +Y) < ES(X)+ ES (Y).

3) Homogeneidad Positiva. P.D.: Si A > 0, entonces £5,(AX) = AES,(X).

Haciendo uso del Lema 2.3.2, se tiene

ES, (AX) E[AX |AX > VaR}] = E[AX | AX > M\VaR]]

Il

1

EAX | X >VaR]| =M [X | X > VaR)] = AES,(X).

1) Invariante bajo_Translaciones. P.D.: Para a € R, BS,(X +0) = BS,(X) +o. __

ESy(X +a)=E[X+a|X+a>VaeRI].
Por el Lema 2.3.2, esto se reduce a

ESH{X +a) E'[X+a}X+a>VaR:"+a]

EIX|X> VaRX 4+ Blai X > VaR¥]
| T i T

]

ES(X)+a. W
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Este Teorema resulta muy importante, pues afirma que la Esperanza Condicional
de la Cola (ES) es una medida de riesgo coherente. Es, por tanto, una medida de
riesgo mucho més confiable que la varianza y el VaR, ya que éstas no son subaditivas
en general y pueden ocasionar serios problemas si son usadas como tinico recurso en
la medicién de riesgos. En cambio, de acuerdo con este Teorema, la ES no causara
ningun problema, inclusive si las distribuciones conjuntas con que se trabaja no son
Gaussianas.

Puesto que el VaR es una medida de riesgo muy usada en la préciica e incluso
a veces es requerida por los reguladores, en este trabajo seguiremos considerdndolo
como una medida de riesgo importante. Sin embargo, hay que enfatizar que, en
estos casos, el VaR deberia ser usado en conjunto con la ES, de modo que puedan
entregérsele al regulador los resultados que requiere pero que, al mismo tiempo, la
empresa esté utilizando, internamente, una medida de riesgo coherente que le permita

controlar su exposicién al riesgo de manera efectiva.

2.5 El Mundo Eliptico y la Medicién de Riesgos

En las secciones anteriores hemos visto que pueden surgir problemas al utilizar el
VaR y la varianza como medidas de riesgo. Esto se debe a que, originalmente, el VaR
y la varianza fueron concebidos para utilizarse con la distribucién Gaussiana o, méas
generalmente, con distribuciones elipticas; asi, cnando estas medidas de riesgo se usan
con distribuciones que ne pertenccen al mundo elfptico, no puede garantizarse que

cumplan con la propiedad de subaditividad. En csta seccién describiremos brevemente
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las distribuciones esféricas y elipticas, asi como el comportamiento de la varianza, el
VaR y la ES dentro del mundo elfptico. Para obtener mds informacién sobre las
distribuciones elipticas puede consultarse [11].

Las distribuciones esféricas son una extensién de la distribucién normal estdn-
dar multivariada N, (0,1}, es decir, de la distribucién de variables normal estdndar
independientes. Son una familia de distribuciones simétricas para vectores no corre-

lacionados y con media cero.

Definicién 2.5.1 Un vector aleatorio X = (X, ..., X,)' tiene una distribucién es-
férica si pare cualguier mapeo ortogonal T € R™™" (es decir, los mapeos que satisfacen
TT' =TT = I,,.,) se tiene que

TX £ X. (2.15)

La funcién caracteristica ¢ (t) = F [exp (it*X)] de las distribuciores esféricas tiene
una forma particularmente sencilla. Existe una funcién ¢ : Ry — R tal que ¢ (t} =
d(t't) = (L} + ... +t2). A esta funcién ¢ se le llama el generador caracteristico de

la distribucién esférica X, lo cual se denota

T T "_TX:I-T'S“(qﬁ);_ T T o T

Si X tiene densidad f (x) = f(zi,...,2Zn), entonces esto es equivalente a f (x) =
g (x*x) = g(z? + ... + z2) para alguna funcién g : R, — Ry, por lo que la interpre-
tactén mds sencilla de las distribuciones esféricas nos dice que hablamos de aquellas

distribuciones cuya densidad es constante en esferas.

cion t multivariada con v grados de libertad [ (x) = c(1+ x*x/v) "™/ y 1y dis-
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tribucion logtstica f (x) = cexp (—x'x) /{1 + exp (—x*x)]?, donde ¢ es una constante
normalizadora. Hay gue noter que éstas son las distribuciones de variables aleatorias
no-correlacionadas pero, conirariamente al caso de la normal, no son las distribu-
ciones de variables aleatorias independientes. De hecho, dentro de la clase de las
distribuciones esféricas la normal multivariada es la tnica distribucion de variables

aleatorias independientes.

Las distribuciones esféricas tienen una representacién estocéstica alternativa: X ~
5, (¢) st y sélo si

X&Rr U,

donde €l vector aleatorio U se distribuye uniformemente sobre la hiperesfera unita-
ria Spoy = {x€eR*[x'x=1} en R® y A > 0 (Hamada la variable generadora) es
una variable aleatoria positiva, independiente de U. Asi, las distribuciones esféricas
pueden interpretarse como mezclas de distribuciones uniformes en esferas de distintos

radios en R™.

Ejemplo 2.5.3 Fn el caso de la distribucién normal estdndar multivariada, la varia-
ble generadora satisface R ~ \/xZ. En el caso de la distribucién t multivariada con
v grados de libertad, se da R*fn ~ F (n,v), donde F (n,v) denota una distribucidn

F conn y v grados de libertad.

Un paso més alld de las distribuciones esféricas se encuentran las distribuciones
elipticas.

Las distribuciones elipticas extienden a la distribucién normal multivariada N, (g, T)
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es decir, la distribucién normal con media z¢ y matriz de covarianzas X. Matermdtica-

mente, son los mapeos afines de las distribuciones esféricas en R™.

Definicién 2.5.4 Sea T : R* — R un mapeo afin tal que T (x) = AX + p para

algunas A € BR™" y p € R". X ftiene ung distribucién elfptica si X = T(Y) v

Y ~ Sn ().

Puesto que la funcién caracteristica puede escribirse de la siguiente manera

$(t) = E[exp(it'X)] = E [exp (it* (AY + p)}]

= exp (it'u) exp (z (A’t)t Y) = exp (it's) ¢ (t'Et)

donde T := AAL

La notacién para las distribuciones elipticas es la siguiente:
X~ Ey (»Uvsznd’)-

Por ejemplo, la distribucién normal mullivariada Nn (12, 3) = £, (12, Z,¢), con

p(¢) =exp (=t7/2).

7S Y tiene densidad f {y) = g (y'y) y si Aes una matriz regular (es decir, det (A)#
0 y, por tanto, & es definida estrictamente positiva), entouces X = AY + u tiene
densidad

hix) = —— 9 (0= 'S (<= )

det (2
por lo que los contornos de igual densidad ahora son elipsoides.
F b rstribcE 3¢ i . et y

eliptica B, (i, I, ), pues determina de manera. dnica g, pero no 5y ¢, las cuales
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quedan determinadas excepto por constantes positivas. En efecto, si X es eliptica
¥ no-degenerada, existen g, A y Y ~ S, (¢) tales que X LAY + Jt, DErc para
cualquier A € R\ {0} se tiene que también X L (A/X) AY + p. donde AY ~5, (5)
¥ a(u) = (,\Qu) . En general, si X ~ E, (4. Z,¢) = E, (ﬁ,i]. :)), entonces p=pQ y

existe ¢ > 0 tal que 5= ety E(U) = ¢{u/c).

Un enfoque particular serfa el elegir 3 de manera que pueda interpretarse directa-
metite como la matriz de covarianzas de X. Paraello, sea X ~ E, (¢, L, ¢} , de manera
que X & AY +ppara § = AA'y Y un vector aleatorio que satisfaga Y ~ S, (¢) . Es
equivalente tener Y LS R.U, donde U se distribuye uniformementeen S*~ ! y R es una
variable aleatoria positiva independiente de U. Si B [R?] < oc. se sigue que E [X] = g
y Cov[X] = AAE [R?] /n = ZE [R?] /n, puesto que Cov [U] = luxa/n. Asi, si empe-
zamos con el generador caracteristico 5{1;) := ¢ (u/c), donde c = n/FE [R?], asegura-
mos que Cou [X] = L. De manera que una distribucién eliptica queda completamente

determinada por su media, su matriz de covarianzas y su generador caracteristico.

Veremos ahara algunas de las razones por las que la varianza (y covarianza) es
una medida de riesgo que surge de manera natural en el mundo de las distribuciones
elipticas. La primera razén y la mds importante es que las distribuciones elipticas
satisfacen muchas de las propiedades de la distribucién normal multivariada. Asi, las
combinaciones lineales, las distribuciones marginales y las distribuciones condicionales
de las variables aleatorias elfpticas pueden determinarse en gran medida mediante et
uso de é4lgebra lineal, utilizando la matriz de covarianzas, la media y el generador

caracteristico. En particular, se satisfacen las siguientes propiedades:



- ——— - 3. Suponernos que T-esdefinida estrictamente positiva. La distribucién condicional

106
1. Cualquier combinacién lineal de un vector aleatorio con distribucién eliptica
es también eliptica y tiene el mismo generador caracteristico ¢. Esto es, si

X~E,(1,5,¢)y BeR™" bec R™ entonces
BX + b~ Ep, (B,u + b, BEB’, d)) .

En particular las componentes X,, ..., X; de X son todas variables aleatorias

con distribucién eliptica.

2. Las distribuciones marginales de las distribuciones elipticas son también elfp-

Xy
ticas y tienen el mismo generador. Sea X = ~ E{u,L,¢) con
X,
Hy
XeR X €R, prg=mn. Sea EX]=p= s ERP py € R7y
Ha
Zn Ep
= . Entonces
Loy B

XI ~ EP (lul? 211;05)1 x2 ~ Eq (11‘2:2?2196) -

de X, dado X, es también eliptica, aunque, en general, tiene un generador

diferente:

X, | X2~E, (#1,2. 211.2,;5) )

donde py 5 = 1, + D125 (X — Ha), L2 = Zn — Zi2Ey Ta1-

buciones pueden someterse a los enfoques esténdar de la administracién de riesgos.
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Respaldan el uso del Valor en Riesgo (VaR) como medida de riesgo, asi como el en-
foque media-varianza de Markowitz para administracién de riesgos y optimizacién de
portafolios.

Supongamos que X = (X1, ..., X}’ representa n riesgos con distribucién eliptica;
consideremos portafolios lineales de estos riesgos

{Z = i)\,—X,- | A GIR}
i=1
con distribucién Fj.

En el mundo eliptico el uso del Valt como medida de riesgo tiene sentido porque el
VaR es una medida de riesgo coherente en el sentido de Artzner et al.(ver Definicién
2.1.1} en este mundo. De hecho, en el mundo eliptico el uso de cualquier medida
de riesgo homogénea-positiva e invariante bajo translaciones para clasificar riesgos
o para determinar los pesos dptimos que minimizan el riesgo de un portafolio bajo
la condicién de que se obtenga un cierto rendimiento es equivalente al enfoque de
Markowitz, en el que la varianza se usa como medida de riesgo. Medidas de riesgo
alternativas, como podrian ser el VaR,; o la esperanza condicional de la cola ES,,
nos dan distintos valores numeéricos, pero no tienen ningiin efecto en el manejo de los

riesgos. Esto se precisa en el siguiente Teorema.

Teorema 2.5.5 Supongamos que X ~ E, (1, E, ¢} con 6% [X;] < 0o para cadai. Sea

P={Z=ihxi|,\;eﬂl}

i=1

el conjunto de portafolios lineales. Entonces es cierto lo siguiente:
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1. (Subaditividad del VaR). Para cualesquiera dos portafolios 2, Za€P y05 <

g < 1, V!IRq (Zl + Zg) < VGRQ (Zl) + VﬂRq (ZQ) .

2. (Equivalencia de la varianza y otras medidas de riesgo homogéneas positivas).
Sea p una medida de riesgo de valores reales en el espacio de variables aleatorias
de valores reales y que depende sélo de la distribucidn de la variable aleatoria
X. Supongamos que esta medida satisface que, para A2 0, p(AX) = Ap(X) (es
decir, satisface la propiedad de homogeneidad positive dada en (£.2)). Entonces,

para 21, Zy€Pp (Z] -F [le) <p (Zg — E[Zz]) & gt [Z]} < ot [ZQ] .

2. (Portafolio de Markowitz que minimiza el riesgo). Sea p como en el punio
anterior (£) y supongamos que también es invariante bajo transalaciones, €s

decir, satisface que para cualquier a € R, p(X + a) = p(X}+a. Sea

E={Z=i,\.-x.-|/\‘-e]12, Zn:/\,:l, E[Z]=r}

i=1 i=1

el conjunto de portafolios que dan un rendimiento esperado v, [ntonces
arg ]’éléglp (Z)= argrzl;lei? a*(Z].
Demostracién:
La observacién basica para la prueba de este Teorema es que (21, 2,)" tiene una
distribucién eliptica, por lo que Z1, Z3 y Z) + Z, también ticnen distribuciones elip-
ticas.

(1) Sea t, €l g-ésimo cuantil de la distribucién estandarizada del tipo correspon-

diente. Entonces:

VaR,(Z) = E&]+0(Zilt,
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VaR{Zy) = E[Za) + 0 [Z)t,,
VaR (71 + Zy) = E[Z1+ Za] + a0 |21+ Zo)t,.
Puesto que o[£, + Z,) € 0 [Z1]+ 0 [Z,) y ty = 0, se tiene que
VaRy (% + %) < VaRy (Z1)} + VaR,(Z) .

(2) Puesto que Z, y Z; son v.a. del mismo tipo, debe existir a > 0 tal que

2y — EZ) La (Zy — E[2,]) . Se sigue entonces que
p(B1=F2)) < p(Ze— E|Z)) ® a< 1 a®[72)]) < o? 2.

{3) Se sigue del punto anterior y del hecho de que se optimiza sobre portafolios
con la misma esperanza.ll

Este teorema muestra que en el rmundo eliptico el portafolio de Markowitz que
minimiza la varianza, minimiza también otras importantes medidas de riesgo, como
el Valor en Riesgo (VaR) y la Esperanza Condicional de la Cola (ES).

Hasta aqui hemos presentado una introduccién al concepto de medida de riesgo,
asi como las definiciones de tres medidas de riesgo muy utilizadas en la préctica: la
Varianza, el Valor en Riesgo y la Esperanza Condicional de la Cola. También hemos
visto las caracterfsticas de estas medidas de riesgo y hemos ilustrado con ejemplos los
problemas que pueden surgir al utilizar el VaR y la Varianza fuera del mundo eliptico.

Sin embargo, nuestro interés principal es el uso de las medidas de riesgo para
“medir” eventos extremos, los cuales generalmente se nos presentan a través de ob-
servaciones del mundo real. Esto ocasiona que no siempre conozcamos exactamente la
distribucién que siguen estos datos. En el siguiente Capftulo veremos cémo podemos

abordar este problema, utilizando la teoria expuesta en el Capitulo 1 (Preliminares).



Capitulo 3

Medidas de Riesgo y Valores

Extremos

El riesgo por eventos extremos estd presente en todas las dreas de la administracién
de riesgos. Ya sea que nos interese el riesgo de mercado, de crédito, operacional o de
seguros, uno de los mayores retos para el administrador de riesgos es la implementa-
cién de modelos en los que se consideran los eventos raros y dafiinos, haciendo posible
la medicién de sus consecuencias.

Cualquiera que sea el tipo de riesgo que se esté considerando, el enfoque que
usaremos serd el mismo: intentaremos modelarlo de tal manera que se contemple la
posibilidad de un resultado extremo. Utilizando ese modelo, trataremos de medir
el riesgo con una medida que proporcione informacién acerca del resultado extremo.
Puesto que tratamos de medir riesgos extremos, usaremos como medidas de riesgo el
VaR y la Esperanza Condicional de la Cola (ES}, pues ambas medidas de riesgo inten-
tan describir la cola de una distribucién de pérdidas. Como hasta ahora, tomaremos

111
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a las pérdidas como mimeros positivos y a las ganancias como nimeros negativos.

Ejemplo 3.0.6 Supongamos que una compania aseguradora ticne los dalog xy, 1y, ..., Ty,
que son reclamos de seguro por incendio en un perfodo de tiempo especifico. Depen-
diendo del tipo de incendio que ocasiond los reclamos, podria o no justificarse una
condicidn del tipo “zy, ..., T, provienen de una muesire t.i.d. X;, .., X, con f.d F”
Supongamos que st es po&ibla imponer esta condicidn. Supongamos también que ne-
eesitamos poner precio a un conirafo de seguros pare pérdidas excesivas; es claro que
muy pocos de nuestros dalos entrardn en el intervale que hemos caracterizado como
perdidas ezcesivas. St ajustamos la forma peramélrica de una distribucion a todo el
conjunto de dalos, lo mds sequro es que no se ajuste particularmente bien a esta drea
de lo cola en que los datos son escasos. La companfa aseguradora liene enfonces dos
apciones: puede decidir no hacer el contrato de pérdidas excesivas por lener poca ez-
periencia en ese tipo de pérdidas; o bien, st desea vender el contrato, debe oblener un

buen estimado de la distribucidn en el drea de la cola.

Para resolver este problema, la compafiia puede usar los métodos -basados en

~ ~""la Teoria de Valores E;t;erli)s_iT;\f]i)- _que: s; in_troducen er; este capftulo. Estos
métodos nos ofrecen buencs modelos para explicar los eventos extremos que han
ocurrido en el pasado y, si bien no predicen el futuro con certidumbre, si nos dan
una idea bastante aproximada de la frecuencia y magnitud que podrian tener los
eventos extremos en el futuro. Hay que senalar que la estimacién fuera del rango

de los datos, como la requerida en el ejemple anterior-sélees—posible-st sz tmponen

restricciones adicionales al modelo, No existen técnicas mégicas que proporcionen
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resultados confiables a cambio de nada.
Sean Xj, Xz,... variables aleatorias idénticamente distribuidas, con funcién de
distribucidn F desconocida. Estos riesgos aleatorios pueden representar cualquiera

de las siguientes:

¢ Rendimientos (negativos) diarios de un activo o portafolio financiero: pérdidas

¥ ganancias.
¢ Rendimientos de mayor o menor frecuencia.
s Pérdidas operacionales.
s Reclamaciones catastréficas en seguros.
» Pérdidas de crédito.

® Niveles de agua de un rio.

Ademds, pueden representar riesgos que podemos observar directamente o riesgos
que debemos simular mediante un procedimiento Monte Carlo, debido a la dificultad
de obtencién de los datos. Hay situaciones en las que, a pesar de que se lleva a cabo
una simulacién a partir de un modelo estocéstico conocido, la complejidad del sistema
es tan grande que no conocemos exactamente cuél es la distribucidn de pérdidas F.

Confiamos en los resultados para sumas (que incluyen a la distribucién Normal,
las distribuciones a-estables y el movimiento Browniano) cuando queremos mode-
lar/poner precio/determinar el tamafic de las reservas de fenémenos aleatorios ba-

sados en promedics. De la misma manera, conflamos en las técnicas estadisticas
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basadas en estas herramientas cuando se aplican para estimar el comportamiento de
la distribucién “no muy lejos” de la media. Sin embargo, hay ocasiones en que nos
interesan los extremos; en estos casos, los resultados para méximos son una herra-
mienta que se adapta mejor que los resultados para sumas a los datos de eventos

extremos. Considérese el siguiente gjemplo.

Ejemplo 3.0.7 Se dice que dentro de un cierte portafolio las reclamaciones se com-
portan como una distribucidn exponencial con media 10 (millones de pesos). Se han
observado yu 100 reclamaciones de este tipo, siendo la pérdida mds grande 50. ;To-

davia podemos creer en este modelo? ;Y si ln pérdida mds grande hubiera sido 1007

Solucién:

La suposicién bdsica es que
X1, X2, X1 son iid. con P(X) S2)=1—¢"B, >0
Entonces, para M, = max(X,, Xs,..., X,),

P(Mg>z)=1- (P(X; < 2))P=1-(1—e %)™

De aquf se obtiene o

Sin embargo, en vez de hacer los cdleulos exactos que acabamos de llevar a cabo,

consideremos el siguiente argumento asintético. Primero, paratodan> 1y z € R,

M,
P (E —logn < m) = P (M, < 10(z + logn))
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- (1-e (e
(1 - e=weny"
- ()
(-5)-
n

de modo que

lim P (%ﬂ ~logn < x) =e* = Az)

n—eo

Asi, podemos usar la aproximacién
x
P(Ma <o)~ A (S ~ logn)
10
para obtener

P(Mioo

IV

50) s 0.4902

P(Mgo

v

100) = 0.00453

que es muy similar a lo obtenido con los calculos exactos que realizamos.

il punto importante aqui es que si nos hicieran esta misma pregunta en un caso en
el que tuviéramos mucha menos informacién especifica acerca de Fi(z) = P(X; < 1),
podrfamos aplicar TVE para poder proceder.

A continuacién se proporciona una breve descripeién del contenido de este ca-
pitulo. En la Seccién 3.1 se mencionan dos diferentes tipos de modelos para medir
riesgos extremos que pueden construirse con base en la TVE: el Modelo de Picos so-
bre €] Umbral (POT) y el Modelo de Méximos de Bloque; asimismo, se dan algunos

ejernplos para cuya solucidn estos modelos resultan de gran utilidad. En la Seccién
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3.2 se expone el Modelo de Picos sobre el Umbral en el que, utilizando el Teorema
Gnedenko-Balkema-Pickands-de Haan (TGBPdH) (ver Teorema 1.4.7), se aproxima
la distribucién de exceso F, por encima del umbral » mediante una Distribucién Pa-
reto Generalizada (DPG). Aqui vemos, paso a paso, cémo obtener los estimadores
necesarios {el de la distribucién de exceso, el de la cola de la distribucién y el del
VaR,) para finalmente obtener el estimador de la esperanza condicional de la cola
ES,. Se proporciona, asimismo, el Estimador de Mdxima Verosimilitud (EMV) como
una opcién para obtener los estimados de los pardmetros de la DPG. La Seccién 3.3
estd dedicada al Modelo de Maximos de Bloque. Este modelo utiliza el Teorema de
Fisher-Tippet (ver Tecrema 1.2.13) para justificar el ajuste de una Distribucién de
Valores Extremos Generalizada (VEG) a los méximos por bloque de la distribucién
subyacente desconocida. Puede entonces calcularse una especie de cuantil, conoci-
do como el nivel de retorno, que puede usarse para obtener estimaciones del VaR,.
Puesto que la parte estadistica se encuentra asociada también al Modelo de Méximos
de Bloque, en la Seccién 3.4 se ofrecen tres técnicas para estimar los pardmetros de

la distribucién VEG: el Estimador de Méxima Verosimilitud (EMV), el Estimador de

Hill (EH) y el_Estimador Deckers-Finmahl-de Haan (EDEdH); al mismo tiempo, se
hace mencién de algunas de las propiedades de cada uno de ellos.

En este Capitulo no se presentan ejemplos que ilustren detalladamente la aplica-
cién del Modelo de M4ximos de Blogue o del Modelo de Picos sobre el Umbral porque

ambos modelos se utilizardn en el Capitulo 4 para el anélisis de datos reales.

(7]. Otras referencias son [16), [19], [5] ¥ [23].
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3.1 La TVE puesta en accién

Crear un modelo para un riesgo implica seleccionar una distribucién particular. Para
hacerlo apropiadamente es necesario, ademsés de utilizar datos histéricos, tener una
base tedrica que fundamente la eleccién de la funcién de distribucién. Esta base
tedrica es, en nuestro caso, la Teorfa de Valores Extremos.

Consideraremos dos tipos de modelos para valores extremos. El grupo de modelos
més antiguo es el de los Modelos de Mdximos de Bloque, que son modelos para las
maycres observaciones recolectadas de grandes muestras de observaciones idéntica-
mente distribuidas. Por ejemplo, si anotamos cada hora o diariamente las pérdidas
y ganancias de un instrumento o grupo de instrumentos financieros particulares, el
método de méximos de bloque nos proporcionaria un modelo que pudiera ser ade-
cuado para el mdximo trimestral o anual de tales observaciones. Podemos ver una
posible aplicacién para este método en la definicién de pérdidas acentuadas, que se

presenta en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.1 Los grandes bancos se estdn interesando por los métodos actuariales
para determinar el tamano de sus reservas y asi poder profegerse conlra pérdidas
crediticias futuras. Asf, Swiss Bank Corporation diserid el ACRA (Actuarial Credit
Risk Accounting) para la administracidn de riesgos. En su estructura de medicion de

riesgos, wtilizan las siguientes definiciones para pérdidas:

» Pérdidas Esperadas: Son las pérdidas que debe suponerse que ocurrirdn conti-

nuamente corno consecuencia de participar en cierto tipo de negocios.
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¢ Pérdidas Inesperadas: Son las pérdidas inusuales, aunque predecibles, que el

Banco debe ser capaz de absorber en el curso normal de su negocio.

» Pérdidas Acentuadas: Son las situaciones posibles, aunque improbables, que el

Banco debe poder sobrevivir.

La TVE permite cuantificar las fronteras entre estos distintos tipos de pérdidas,
lo que el Banco utiliza para determinar qué tipo de recursos (ganacias, reservas o
capital contable) son los que deben utilizarse para cubrir cada una de sus pérdidas.

Un grupo de modelos mds moderno es e de los modelos de Picos Sobre el Umbral
(POT; Peaks Over Threshold), que son modelos para todas las observaciones (gran-
des) que exceden un umbral alto. Los modelos POT se consideran en general mds
litiles para aplicaciones pricticas, debido a que usan mds eficientemente los datos de
valores extremos, que a menudo son limitados.

Dentro de ia clase de los modelos POT pueden distinguirse dos estilos de anélisis.

Existen los modelos semi-paramétricos, construidos alrededor del estimador de IHill y

sus similares; y los modelos completamente parar-r;étri-c;s, basa.dos-en- la Distribucién
de Pareto Generalizada (DPG). Si bien ambos enfoques est4n justificados tedricamen-
te y son ttiles en la practica cuando se utilizan de manera correcta, en este trabajo
utilizaremos los modelos paramétricos. Con ellos se obtienen férmulas paramétricas

sencillas de medidas de riesgo extremo para las cuales es relativamente facil dar esti-

maciones de

Recordemos que nuestras medidas de riesgo extremo estdn definidas en términos
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de la distribucién de pérdidas F'. Tenemos que, para g € [0.95,1)},
VaR, = F (g),

ES,=E[X|X >VaR,),

donde la restriccién para los valores de g conforme al capitulo anterior se debe a que
ahora nos interesan los riesgos extremos, lo que nos sitia en la cola de la distribucién.
Al ignal que nos ocurre con F, VaR, y ES; son cantidades tedricas que nunca

. . - Cr =

conoceremos. Nuestra meta en la medicién de riesgos es obtener estimadores VaR,

y E—-E, de estas medidas.

3.2 Modelo de Picos Sobre el Umbral (POT)

La meta del modelo POT es obtener un estimador de la esperanza condicional de
la cola ES,, para ¢ € (0.95,1). Para ello, se usa el Teorema Gnedenko-Balkema-
Pickands-de Haan {ver Teorema 1.4.7) para aproximar la distribucién de exceso F,
por encima de un umbral determinado u mediante una DPG. Una vez que se tiene el
estimador de la distribucién de exceso, es fdcil reformular las expresiones en términos
de la cola F de la distribucién y, puesto que el Vafl, es un alto cuantil de la distribu-
cién, éste puede obtenerse invirtiendo la férmula para el estimador de colas. Podemos
entonces proceder a estimar el valor de ES,, utilizando la relacién que, como vimos

en la Seccidn 2.4, existe entre la esperanza condicional de la cola y el VaR, :
ES;=VaR,+ E[X —VaR, | X > VaR].

Estos pasos se explican detalladamente a continuacién.
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Supongamos que X, Xi,...,X, son i.id. con Ld. F € DAM (Ifg) para algin
£eR

En general, supondremos que la distribucién F' subyacente es una distribucién
con extremo derecho infinito, es decir, que permite la posibilidad de que ocurran
pérdidas arbitrariamente grandes, atin cuando atribuye probabilidades insignificantes
a los resultados irrazonablemente grandes, como lo hacen la distribucién normal y la
distribucién i-student. Sin embargo, también puede darse el caso de que se utilice £
con extremo derecho finito. Un ejemplo de esto es la distribucidn Beta en el intervalo
(0,1], que asigna probabilidad cero a los resultados mayores que 1 y que podria usarse,
por ejemplo, como la distribucién de pérdidas de crédito expresadas en proporcién a
la exposicidn.

Empezamos por elegir un umnbral u y denotamos

Ny=card{i:i=1,...,n, X;>u}

el nimero de excesos de u por parte de X3, ..., X,. Denotemos a los correspondientes

excesos Yi,..., Yy,.

En el Capitulo 1 (ver 1.41) hemos definido la distribucién de pérdidas excesivas

por encima de un umbral alto © mediante
Foy)=PX—u<ly|X>u=PV<y|X>u, 0y<zrp—u (31)

La distribucién de exceso representa la probabilidad de que una pérdida exceda el

Es muy itil notar que la distribucién de exceso F,, puede escribirse en términos de la
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distribucién F' subyacente:
Futy)=F@u)Fu(y). (3.2)

Recordemos ahora la definicién de la Distribucién Pareto Generalizada (DPG):
una DPG esta dada por

1—(1+&2/8)7V¢ si €40,
Geplz) =

1 —exp(—z/f) si £=0,
donde # >0, ydonde z > 0 cuando £ > 0y 0 < 2 < —f/£ cuando £ < 0. De aqui,

es claro que la cola de una DPG G¢ g con pardmetros EER y 7> O es

1+ BRARY 0,
Geslz) = (1% &=/6) w e ze D(.6),

exp(—z/8) st £€=0.
donde

[0,00) st £20,
D{,8) = (3.3)

[0,-8/¢] si £<0.
El Teorema Gnedenko-Balkema-Pickands-de Haan nos dice que si X, ..., X, son

iid con fd. F e DAM{H;), £ € R, entonces existe una funcién 3: R — R* tal

que

Hm sup |F, (z) — Gepr) (x)] = 0. (3.4)
ITF Ocz<aep—u

Baséndonos en este resultado limite para Fy(y), podemos pensar en la siguiente

aproximacién para valores grandes de u:
Fuly) » Gepy () - (3.5)

Es importante notar que que 3 es una funcién del umbral w. En la practica, u debe
tomarse suficientemente grande. Dado un valor {grande) de u, £ y 8 = f(u) se estiman

a partir de los datos de excesos, por lo que los estimados resultantes dependen de w.
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La relacién (3.2) nos deja ver un método para estimar la cola de F' mediante la
estimacién, por separado, de F, (y) y F{u). Un estimador natural para F(u) estd

dado por la f.d. empirica

(F@) = Falw) = 23" Lo = 2.

il n
Esto estd justificado por el Tecrema de Glivenko-Cantelli {ver Apéndice C), que nos
dice que la funcién de distribucién empirica es una aproximacién uniforme a la ver-
dadera funcién de distribucidn.

Por otra parte, la aproximacién de la distribucién de exceso mediante una DPG
dada en la relacién {3.5) -la cual podemos utilizar porque u es grande- motiva un
estimado de la forma

(Fut)) »Gz50) (36)
para E = EN“ ¥ @ = EN., apropiados. En el Apartado 3.2.1 se mencionard un método
para obtener estos estimadores de los pardmetros de la DPG.

Una pregunta que surge en este momento es jpor qué no utilizamos el estimador

empfrico (o, dicho de otra manera, el método de Simulacién Histérica) para estimar

toda la cola de I, es decir, F'(z) para toda x 2 u? La respuesta es que la Simulacién
Histérica (SH) es un método bastante pobre en la cola de la distribucién, pues los
datos se vuelven escasos. Al fijar el umbal en u estamos considerando que se tienen
suficientes ohservaciones que exceden a u como para permitir que obtengamos un

estimado razonable de F(u) a través de SH, pero para niveles més altos el método

s L FAR Y
ST L NI UO PROTT COIITA T

Al sustituir nuestro estimado de F(u) obtenido por SH, junto con el estimado
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sugerido por (3.6), se obtiene el estimado de la cola F (u+ 1) :

- o\~
(F(u + y)) =M (1 +§%) , y >0 (3.7)

n
Este estimado puede verse como un tipo de estimado por SH aumentado con TVE
¥ puede construirse siempre que creamos que los datos vienen de una distribucidn
comiin, aunque sus propiedades estadfsticas se entienden mejor en—las situaciones en
que los datos se suponen independientes o sélo “levemente dependientes”.

Es f4cil notar que %(u-{-y) es también una Distribucién Pareto Generalizada
{DPG) con el misme pardmetro de forma £, pero con pardmetro de escala 8 =
B(1— F(u))f y pardmetro de localizacién & = v — [(1 - Fu))™* - 1] /£

Lo que estamos haciendo es extrapolar al drea en que los datos se vuelven escasos
y son, por tanto, una gufa poco confiable para su distribucién.

En los casos Fréchet y Gumbel {§ > 0), la restriccién para el dominio en (3.7) es
y > 0, enfatizando el hecho de que estimamos F en la cola superior {0 cola derecha).

Ahora, dada una probabilidad ¢ > F (), lo dnico que necesitamos para obtener

el estimador m de VaR, es invertir la f6rmula (3.7) del estimador de colas. Asi,

F(u+y)_( ﬁy)"’z

de donde

2 N -E

% ((I—;L:?(u+y)) - 1) _y (3.8)
Sea z = u+y. Entonces, al hacer %(u+y) =F(x)=1—gsetieneque z =y-+u =

ﬁ:&:, y al sustituirlo en (3.8) se obtiene la férmula de estimacién del Vaf2,:

‘v"&}i;=u+§((h,1u(1—q))ﬁz—1). (3.9)
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En lenguaje estadistico estdndar, éste es €l estimador de un cuantil, donde el
cuantil es un pardmetro desconocido de una distribucién subyacente desconocida.

Més atin, si E < 0, un estimado del extremo derecho zr de £ estd dado por

Tp=u—

o T

Esta relacién se obtiene haciendo Tp = Z, (es decir, ¢ = 1) en la relacién (3.9).
Como dijimos antes, la meta del método POT es la obtencidn de un estimado de
la Esperanza Condicional de la Cola {ES). Tenemos, ademds, que ES y VaR estdn

relacionados mediante la expresidn
ES,=VaR,+ E[X - VaR, | X > VaR,].

Es f4cil notar que el término £ [X — VaR, | X > ValR,] es simplemente la espe-
ranza de la distribucién de exceso Fyag, () por encima del umbral Vafl;. Ademds,
nuestro modelo (3.3) para la distribucién de exceso por encima del umbral « tiene
la propiedad de que, para umbrales més altos VaR, con ¢ > F{u} la distribucién
de exceso por encima de este umbral més alto es también una DPG con el mismo

pardmetro de forma, aunque con escala distinta. Esto se demostré en el Teorema

1.4.7, y un argumento alternativo es el siguiente: si suponemos que los excesos sobre
el umbral « tienen distribucién DPG, es decir, (X — u | X > u) ~ G¢p, basta notar

que para VaHl, > u podemos escribir
X =Vally| X > Vally = (X = u) — (VaR, —u) | (X —u) > (Velt, - u),

de donde es facil ver que

Fyar, (¥) ™ Ge paevor,-w (y). {3.10)
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La ecuacisn (3.10) nos proporciona un modelo explicito para las pérdidas de exceso
por encima del VaR,. Con este modelo podemos calcular muchas de las caracleristicas
de este tipo de pérdidas; por ejemplo, si notamos que (para £ < 1) la funcién media de
exceso de la distribucién dada en (3.10) es (8 + £ (VaR, — u)) /(1 - &) (ver Tabla en
la Seccién 2.4 para ¢(u) de una DPG), podemos calcular el estimado de la esperanza
condicional de la cola. Se obtiene que

——

ES; = mﬁe(ﬂﬁ,,)
__ Br(veR,-v)

= VaRs+ =
1-¢

ViR, D&

_ Yok  B-cu
1-¢ 1-¢
Reacomodando, tenremos
o A =
5 1, f-& (3.11)

VaR, 1-¢ (1—2) VaR,
Vale la pena examinar esta razén més detenidamente en los casos en que la distribu-
cién subyacente tiene un extremo derecho zp infinito. En este caso la razén queda
mayormente determinada por el factor 1/ (1 — E) . Bl segundo término del lado de-
recho de (3.11) se vuelve insignificantemente pequefio conforme la probabilidad g se
va acercando més y méds a 1. Esta observacién asintética subraya la importancia
del parémetro de forma £ en la estimacién de la cola, pues es este pardmetro el que
determina cémo difieren nuestras dos medidas de riesgo en las regiones extremas de
la distribucién de pérdidas.
Ahora que obtuvimos un estimado de ES, debemos subrayar que nunca debe

hacerse el andlisis para un tnico valor de u. De hecho, es recomendable hacer graficas
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para comparar las estimaciones resultantes a través de un amplio rango de valores de
u. La mayorfa de las gréficas exhibirdn una conducta de este tipo: gran variabilidad
para valores grandes de u (pocas observaciones) contra sesgo para valores pequefios de
u {muchas observaciones pero, al mismo tiempo, puede no ser vélida la aproximacién
(3.5)). En el Capitulo 4 veremos algunas técnicas grificas que pueden ayudarnos a
elegir un valor adecuado para u.

Tenemos entonces que, para la utilizacién del método POT, necesitamos:

o Un umbral u suficientemente alto.

e Estimados £ y 8 para la DPG.

Ya hemos comentado sobre las dificultades para elegir un umbral “éptimo”. A con-
tinuacién presentamos uno de los métodos més conocidos para obtener los estimados

de los pardmetros de la DPG.

_3.2.1 FEstimador de Méxima Verosimilitud para los pardme-

tros de la DPG

En la relacién (3.6) se hace necesaria la obtencién de estimados de los pardmetros
de la DPG con la que se aproximard la funcién de distribucién de exceso F, por

encima del umbral w. Uno de los métodos para obtener estos estimados es usando el

—HMBMMMMLEM‘ i i 1mili cual se presenta enseguida,

Partimos de datos X = (X,,...,X,) iid. conf.d. F. Suponemos que F es una
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DPG con pardmetros £ y 3, de manera que su densidad f es

J
£ 1

f0)-5(1+65) . senE),

donde D (£, 8} estd dado en (3.3).

La funcién logaritmica de verosimilitud es igual a

H(EB):; X)=—nn3- (é— + 1) gln (1 + %X,-) .
Nétese que los argumentos de esta funcién deben satisfacer la restriccién X; € D (€, 5).
Ahora, las ecuaciones de verosimilitud pueden derivarse y resolverse numéricamente,
dando como resultado los EMV E,, v ?3,,. El método funciona bien si £ > —1/2 y, en

este caso, puede probarse que
vl 7 ﬁn d -1
n &n — &, -1 —vN(D,M ), 1 — 00,

donde

y N{p,Z) denota una distribucién normal bivariada cuya media es el vector u y
con matriz de covarianzas . Se dan las propiedades usuales del EMV, es decir, la
eficiencia y la consistencia.

Debido a la relacién (3.5), resulta mds realista el suponer un modelo DPG para
los excesos Y1,..,Yn, donde N = N, es independiente de las ¥;. Las ecuaciones
condicionales de verosimilitud que resultan se resuelven mds facilmente mediante la

reparametrizacién (€, 8) — (£,7), donde T = —£/f. Esto nos da la solucién

E:E(T) = N"IZln(l -7Y;),

i=1
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donde T satisface

1 1/ 1 v
’1(1—)=;+ﬁ(%+1)§1—fﬂ=0'

La funcién A(7), definida para T € (~00, max (¥4, ..., Yn)) es continua en 0.
Tenemos pues ya un método, llamado Picos Sobre el Umbral (PO1), que nos
permite calcular los estimados de dos importantes medidas de riesgo (la ES y el
VaR), utilizando una apraximacién de la funcién de excesos F, mediante una DPG.
En la siguiente seccién se presenta el modelo de Mdximos de Blogue, el cual nos

permitird obtener estimados del VaR.

3.3 Modelo de Mdximos de Bloque

Consideremeos una muestra Xy,..., X, de v.aiid. con £d. F &€ DAM (He) para
algin £ € R. Sea 0 < p < 1 y sea z, el p-cuantil correspondiente. Todo el sentido de
requerir la condicién F € DAM (H) es el poder estimar cuantiles fuera del rango de
los datos, es decir, p > 1 — 1/n. Por supuesto, esto 1iltimo es equivalente a encontrar

. estimadores.para la cola Fi(z) para.z.grande. . . - ___ - e

Ejemplo 3.3.1 Un conjunto de datos muy conocido en TVE es el del caudal del
rio Nidd en Yorkshire, Inglaterra. El conjunto bdsico estd integrade por 154 obser-
vaciones de caudales por encima de los 65 CUMECS durente el perfodo de tiempo

comprendide entre 1994 y 1970. Los hidrdlogos prepararon los datos ulilizando una

sncia—de—estacionalidad y-tendencia en log

datos. Aunque el conjunto completo contiene una serie de valores para cada afio, para
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el primer andlisis se consideran solamente los mézrimos anuales. De este manera, se
evitan la dependencin infre-anual y resulta vdlido suponer que los datos x,, ..., Tas son
observaciones de una sucesion X, ..., Xas de v.a.ii.d. con distribucién de valores
extremos H. Queremos contestar preguntas como: ;Cud! es la probabilidad de que el
nivel mérimo de agua del afio prozimo excedu un nivel z? jCudl es lo probabilidad
de que el nivel mdrimo de agua del ano prézimo exceda todos los niveles anteriores?
¢ Cudnto tiempo (en afios, digamos) esperamos que pase antes de que se dé un cierto

nivel (elevado) de agua?

Es claro que el poder responder estas preguntas depende de lo que sepamos acerca
de la f.d. H,. Para ello serd de gran utilidad el Teorema de Fisher-Tippet, que
recordamos a continuacién.

Sean Xy, X,,.., X, v.a.iid. con funcién de distribucién I, y sean (a,), (bs) su-
cesiones de constantes tales que para alguna distribucién limite A no degenerada se

tiene
My — by

< x) Ly H(z), z€eR (3.12)
(n

F'{a,z +b,) =P (
Entonces H es del tipo de la Distribucién de Valores Extremos Generalizada (VEG),

es decir, H (z) = He ((z — 1) /o), donde

exp (— (1+£$)_%) si€#£0
He ($) = .
exp (—e %) si€=0
Este Teorema es la base tedrica que necesitamos para el modelo de maximos de bloque,

pues sugiere ajustar tna distribucién VEG a los datos de méximos muestrales, siempre

que podamos conscguir ese tipo de datos.
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Para implementar un andlisis de pérdidas acentuadas basado en ¢l modelo de
méximos de bloque se requiere muchisima informacién, ya que debemos definir blo-
ques y reducir los datos a mdximos de bloque solamente. Supongamos que se tienen
datos de rendimientos (negativos) diarios, los cuales se dividen en k grandes bloques
de tamaho aproximadamente igual; por ejemplo, podemos tomar bloques anuales o
semestrales, Sea MY = max (X%j),Xé’-), ...,X.(.j)) el méximo de las n observaciones
que integran el bloque j-ésimo. No conocemos la distribucién subyacente de nuestros
rendimientos, pero hacemos uso del Teorema de Fisher-Tippet: empleando el método
de méxima verosimilitud (o algin otro método para estimar los pardmetros de la
f.d. VEG), ajustamos la distribucién de VEG a los datos de los méximos de bloque
M'(;l), ,(;2), ey M,(lk). Esto es, suponemos que el tamafio de nuestros bloques es sufi-
cienternente grande como para que el resultado Iimite del Teorema de Fisher-Tippet
pueda tomarse como aproximadamente exacto. Asi, tendrfamos que existen a, > 0,

b, € R tales que, para algin £

P{Mgm} == He(z).

Qn

- - -- - —<Ahora, haciendo.y.= a,% +by,-se.obtiepe-  — .. . ____ .

—b,
(%)

Hf'bnrﬂn (y) ’

b4

P{Mn <y}

Esto nos muestra que las constantes normantes an, y by, se encargan de los pardmetros

de localizacién y escala (g y ¢) de la distribucién VEG. El parmetro crucial es

estimnacién de £,
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Para un anélisis completo debemos intentar con diferentes tamafios de bloque y
comparar los resultados. Al definir apropiadamente los perfodos de tiempo (es decir,
los tamafios de los bloques) creamos independencia en el modelo. Asi, podemos
suponer que nuestros datos constan de n observaciones de méximos i.i.d. que tienen
exactamente una distribucién VEG Hy = He ..

La definicién usual del g-ésimo cuantil de una distribucién con f.d. F es
Te=F" (q) . (3.13)

Consideraremos una especie alternativa de cuantil que es particularmente f4cil de

estimar a partir de nuestro modelo ajustado: el nivel de retorno. Este es un concepto

tomado de la hidrologia que resulta 1itil en la administracién de riesgos.
Supongamos que consideramos un modelo de maximos anuales. Definimos el nivel

de retorno de k-anos fagsx mediante
P[Mags > Rygs ] = 1/k, k> 1.

Este es un nivel que esperarfamos que fuera excedido solamente en un ano de cada
k anhos, en promedio. De manera similar, R, es un nivel que esperamos que sea
excedido en un n-bloque (es decir, un bloque de tamafio 1) de entre cada & n-bloques,
en promedio. En general, el nivel R, ; de retorno k para bloques de tamafio n se define
como

P{Mn p- Rn,k.} = -, (314)

x|

Llamamos periodos dificiles o acentuados a los n-bloques en que se excede el nivel de

retorno.
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De modo que si pensamos que los méximos de bloques de tamano n siguen la

distribucién VEG con f.d. He,., entonces Rnx es una funcién de los pardmetros de

ot 1) == (1= (e(1-1)) )

Por tanto, podemos estimar R, ; usando los estimadores de los pardmetros (&, u,0),

esta f.d.:

los cuales, como ya se menciond, pueden obtenerse por el método de Maxima Verosi-
militud o por algin otro método.

Bl nivel de retorno es un cuantil particular de la distribucién marginal asociado
con una probabilidad particular. En los casos en que los datos son iid. es fAcil

calcular esta probabilidad, puesto que de (3.13) y (3.14) se deduce que
1 1/n

lo que quiere decir que R, = Ty ypyitne El nivel de retorno de 20 anos serfa el
cuantil 0.99985% y el nivel de retorno de 10 semestres serfa el cuantil 0.9994244. De
manera similar, para caleular el cuantil (.999 podriames calcular el nivel de retorno

de 6 semestres o de 11.5 trimestres.

Si nuestros datos no son i.i.d., lo que podemos decir acerca de los niveles de retorno

se vuelve vago. Sabemos que el nivel de retorno F,x se excede en promedio en un
n-bloque de entre £ n-bloques. Sin embargo, no sabemos cudntos excesos ocurrirdn en
ese n-bloque extremo o perfodo acentuado en particular, puesto que esto dependerd
de la propensidad de la serie a apifionarse. En este sentido, Ry nos darfa una idea

dala o { i
dela-frecuenein-de oo periodos-assntuades,pero node la verdadera frecuepcia de los

resultados extremos promediados a largo plazo. Si queremos informacién més precisa



133
necesitamos conocer el indice extremo 0 de la serie, que nos indica qué tan propensa
es la serie a formar “grupos”.

Alternativamente, en el lenguaje utilizado por los ingenieros, un evento de t-afios

relativo a una v.a. X con f.d. F corresponde al valor
= F (1=,

Su interpretacién obvia es que, con probabilidad 1 —¢™1, el nivel z; no serd excedido.
Con una formulacién diferente, z; es el cuantil superior (1 —t"!) de F. Puesto que a
través de los niveles de retorno podemos calcular cuantiles, entonces también podemos

determinar eventos de t-anos.

Ejemplo 3.3.2 El ! de febrero de 1953, varios diques se colapsaron en Holanda
debido a una fuerte tormenta, la cual ocasiond severas inundaciones y lo muerte de
mas de 1800 personas. El gobierno holandés nombré un Comité que debfa determinar
cudl deberta de ser la altura de los diques {en sus diferentes localizaciones) para evitar
inundaciones fuluras con una probabilidad suficientemente alta. Es decir, el gobierno
holandés pidic al Comité estimar las alturas de los digues que tmplicaran un evento
de t-afios, para t suficientemente grande. [l Comité utilizd 166 observaciones del
mdzimo nivel de ague registrado anualmente, tomando en cuente una inundacidn
comparable ocurrida en 1570, en la que el nivel del agua fue de NAP+4m, donde NAP
es el Nivel Normal de Amsterdam. Lo inundacién de 1958 correspondid a un nivel
de NAP+3.85m. En base ¢ estos datos, el Comité estimé que el cuentil {1 —107%)
era NAP+5.1{m. Es evidente que la estimacidn de este tipo de evento de 10000-arios

requiere catimar mucho mds alld del rango de los datos, La tinica manera de resolver
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un problema de este lipo es haciendo suposiciones adicionales sobre el modelo, es

decir, sobre la f.d. F de los mdzimos anuales.

Ejemplo 3.3.3 Consideremos un tratado de Erceso de Pérdidas (XI-Treaty). Para
poner precio a estos fratados, la prioridad u tfpicamente se determine como un evento

de t-arios correspondiente a un reclamo especifico con f.d. F, es decir,

1
TJ.:T,LLZF.—(].—E).

Si llevaramos a cabo un andlisis por el método de Mdzimos de Blogue, podriamos

determinar la prioridad del fratado mediante el nivel de retorno.

3.4 Estimacién de los Pardmetros para la distribu-

cién VEG

En las secciones anteriores se expusieron dos métodos, basados en la TVE, que nos
permiten obtener medidas de riesgo extremo. Estos modelos requerian la estimacién

de pardmetros, en un caso de los correspondientes a la Distribucién de Valores Extre-

mos Generalizada (VEG); y en el otro, los de una Distribucién de Pareto Generaliza-

da (DPG). Vemos asf que el problema estadistico estd implicito en ambos modelos.
Por ello, en esta seccidn se presentan tres estimadores: el de Maxima Verosimilitud

{(EMYV), el de Hill (EH) y el estimador Deckers-Einmahl-de Haan {(EDEdH).

El EMV es extensamente utilizado en la prictica y sus propiedades han sido

disefiado sélo para £ > 0. Por otra parte, el estimador de Hill es una herramienta
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muy popular para detectar colas pesadas y para estimar el indice 1/£ de una DPG
para & > 0.

La pregunta sobre cudl estimador deberfa usarse en la préctica no tiene una res-
puesta definitiva. Todo depende de los posibles valores de £ y de las propiedades

precisas de la f.d. subyacente F.

3.4.1 El Estimador de Méxima Verosimilitud (EMV)

Supongamos que Hj tiene densidad hy. Entonces la funcién de verosimilitud basada

en los datos X = (X, ..., X,,) esta dada por

L(8;X) = [] ko (Xo) Linsecximmyooy-

i1
Denotemos mediante { (6; X) = In L(#; X) la funcidn logarttmica de verosimilitud. El

estimador de mdzima verosimilitud (EMV) para 6 es igual a
O, = argréleaécl @;xX),

es decir, 8, = 0, (X1,...,Xn) maximiza I (8; X} sobre un espacio apropiado de pa-

rimetros ©. En el caso de Hy, o se obtiene

1{(0,u,0);X)=-nlno - Zexp {_ég__ﬂ} - Z%

i=l i=1

Al diferenciar esta funcién con respecto a 4 ¥y a ¢ se obtienen las ecuaciones de

verosimilitud en el caso Gumbel:

0 = n—iexp{—xig_#},

i=1

0 n+ZXia—u(exp{-Xia—ﬂ}—l),
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para las cuales no existe solucién explicita. En los casos en que £ # 0 es necesario
utilizar métodos numéricos.

Las propiedades cldsicas de regularidad del EMV son vdlidas siempre que £ >
—1/2; en estos casos, los estimadores (EN",EN“) , basados en una muestra de N,
excesos sobre un umbral u, tienen distribucién normal asintSticamente.

Especificamente, para un umbral u fijo se tiene que

()= |().( 01 )

g(14+&) 201 +¢)
cuando N, — o0. Este resultado nos permite calcular errores estdndar aproximados
para nuestros estimadores de méxima verostmititud.
Dado que la mayoria de las distribuciones que se encuentran dentro de los seguros
y las finanzas tienen soporte no-acotado por la derecha (lo cual sélo es posible para

£ > 0), la téenica de EMV es un procedimiento ttil y confiable en estos campos.

3.4.2 El Estimador de Hill (EH) para £ =a~! > 0.

fd. Fe DAM(®,), > [j, de mané;a?&:. -

Supongamos (iue X1, X:_son i.i.j-con
(ver Teorema 1.3.5) F () = x™°L(z), =z > 0 para una funcién de variacién lenta
L. Las distribuciones con ese tipo de colas constituyen los ejemplos principales para
modelar fenémenos de cola pesada.

Un estimador natural para a es ¢l Estimador de Hill (EH)

s =1

1 =
& = (E S InXn—tn Xk,,,) , (3.15)
j=1
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donde k = k(n) — co (es decir, usames un niimero suficientemente grande de esta-
disticos de orden) y ﬁ — 0o (puesto que nos interesan las propiedades de la cola.
debemos concentrarnos en los estadisticos de orden superior).

Dijimos que EH es un estimador natural para e porque puede derivarse a partir
de varios métodos, entre ellos el método del EMV:
Supongamos por el momento que X es una v.a. con f.d. F tal que para o >
0, P[X>z]=F(z)=2"" =z> 1 Entonceses inmediato que Y = InX tiene
fd P[Y >yl =e", y2>0,esdecir, Y ~ Exzp(a). De manera que el EMV de o
estd dado por
O 1< . - 1o , -
fn=Y, = (;;mxi) = (;;m.\jvn) :
Una generalizacién trivial es F(z) = Cz™®, z > u > 0, donde u es conocida.
Si interpretamos esta ecuacidn como completamente especificada, es decir, C = u®,

entonces inmediatamente obtenemos como EMV de o
-1 -1
&, = (}lzn:ln(%ﬂ)) = (%Xn:ln){jm—lnu) . (3.16)
Jj=1 =1
Si bien a menudo no tenemos la informacién paramétrica precisa que consideramos
en estos ejemplos, si suponemos que nos encontramos en el DAM(®,) , podemos a su
vez suponer que F se comporta como una f.d. Pareto por encima de cierto umbral

conocido u. Sea

K=card{i: X;n>u, i=1,.,n}. (317

Condicionando con el evento { K = k}, la estimacién de méxima verosimilitud de o

y Cen F (z) = Cz™* se reduce maximizar la densidad conjunta de {Xxn, ..., Xin},
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donde

1 e L
FXimsidam (B oy Tk} = (_n"i-f;;")"l' (1- Ca7®) - (C*aF) H:L"- @) <y < <y

i=1
Asi, los EMV condicionales que se obtienen son

k -1 N o
o 1 Xin (1 -
T (]c ; In (_H_Xk,n)) (k‘ ; InX;n—InXin

k Xa},'_‘;’_)

Ck:“ = H kn -

De esta manera, vemos que el Estimador de Hill tiene la misma forma que el EMV
en el modelo exacto de (3.16), pero reemplazando la cantidad determinista « por el

umbral aleatorio Xi ., para K definida como en (3.17).

Teorema 3.4.1 {Propiedades del Estimador de Hill) Supongamos que (Xn) es
estrictamente estacionario con distribucidn marginal F que satisface, para algin o >
0y LeR,,

Flz)=P[X >z|=z"°L(z), z>0.

Sea & = a},f“ el estimador de Hill

n

(a) (Consistencia débil) Sik — co, k/n — 0 cuande n — oo, entonces

~(HY P
O:( )—*a.

(b) (Consistencia fuerte) Si kfn — 0, k/Inlnn — oo cuando n — oo y (Xa)

es una sucesidon i.i.d., enfonces

i 2% g,
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Observacién 3.4.2 Para obtener normalidad asintdtica se necesita hacer suposicio-
nes de variacion reqular de segundo orden para F. Estas condiciones no pueden ser
verificadas en la prdctica. Generalmente, para la eleccién de k se hace una grdfica de

Hill

{(k,ﬁg}) k=2, n} \

buscando seniales de estabilidad.

Observacién 3.4.3 Fl estimador de Hill es muy senstble con respecto a la dependen-
cia entre los datos. Si se sabe que los datos son dependientes, deben aplicarse técnicas
especiales para poder obtener residuales y aplicar entonces el estimador de Hill o los

residuales.

3.4.3 El Estimador Deckers-Einmahl-de Haan (EDEdH) para

£eR

Una desventaja del Estimador de Hill es que estd disefiado para " € DAM (®,) (es
decir, para F' € DAM (H¢),£ > 0). Ya se menciond que esta clase de modelos sirve
para una gran variedad de aplicaciones en finanzas y seguros. Deckers, Einmahl y
de Haan hicieron una extensién del Estimador de Hill, de manera que pueda cubrirse
toda la clase He, £ € R. En el Teorema 1.3.15 vimos que, para F' € DAM () € < 0,
¢l extremo derecho zp de F es finito; por simplicidad, supondremos que es positivo.
Puesto que todas las condiciones para el dominio de atraccién del méximo de H

_ ticnen alguna relacién con la variacidn regular, éstas pueden reformularse para obtener
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estimadores para todo £ € R. El Estimador Deckers-Einmahl-de Haan estd dado por:

(H,ﬁ”)z 1

-1

-~ 1
— (W {7
E=1+H{ +3 o) :
donde
1 k
1) = § - 4
Hn = k < (lnXM lnAH.m)

es el reciproco del estimador de Hill (modulo un cambio poco importante de k a k+1)

Y

k
1 ,
Hr(f) = E E (l]‘l Xj‘,—, —In -’\k+1.n)2 '

=1

Puesto que aY ¥ H® pueden interpretarse como mormentos empiricos, E también se
conoce como el estimador de momentos de £.

En esta seccién hemos expuesto varics métodos para estimar el pardmetro de
forma £ de las £.d. en el dominio de atraccién del médximo de una distribucién VEG.
Si bien el pardmetro de forma £ es el mas importante, también es necesario estimar
los pardmetros de localizacidn y escala. Las propiedades de los estimadores dados en

esta seccién dependen fuertemente de la conducta de orden superior de la cola F de

la-distribuci-c-‘).r-l- sul;yacente. Desgraciadargente, est:a-..”oonducta no pt;edé verificarse en
la préactica.

Se ha visto que la determinacién del nimero k& de estadisticas de orden superior
que se usardn es un punto delicado del planteamiento. En general ¢s conveniente
hacer una grifica de Hill {o relacionada), buscando una tendencia hacia la cstabilidad

preferible elegir a & dentro de esa regién.
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Es muy impertante recalcar que nunca debe hacerse una solo estimacién. Siem-
pre deben calcularse y graficarse los estimadores de las cantidades relevantes (de los
cuantiles, digamos) en un amplio rango de valores de k.

Para los datos de (rea)seguros normalmente es facil notar que se trata de datos de
cola pesada, cuya cola tiene una conducta muy similar a la Pareto desde valores de z
relativamente bajos. Esto no es tan evidente en el mundo financiero, debido a que los
datos financieros presentan una estructura de dependencia méds complicada. Por esta
razdn, cualquier andlisis que se realice debe apoyarse en técnicas exploratorias para
el andhisis de los datos. En el siguiente Capitulo veremos algunas de estas técnicas.

Hemos visto dos modelos mateméticos para la obtencién de medidas de riesgo para
valores extremos: el modelo de Picos sobre el Umbral v el modelo de Méximes de
Bloque. Al utilizar un modelo matematico intentamos utilizar la herramienta correcta
para deducir conclusiones con base cientifica de los datos. Sin embargo, también es
muy importante que los datos se reporten de manera correcta y que las respuestas
que intentamos obtener del modelo siempre tomen en cuenta las suposiciones en que
este modelo estd basado. Contamos ya con la TVE, que es una base teérica confiable,
Sin embargo, el mundo real nos informa acerca de los eventos extremos a través de
datos estadisticos, tales como grandes reclamos de seguros, niveles de agua de los
rios, grandes caidas (o incrementos) de los valores del mercado accionario durante un
periodo detreminado de tiempo, niveles extremos de indicadores ambientales como el
ozono o €l mondxido de carbono, la velocidad del viento en algin lugar, la altura de

las olas durante una tormenta o los valores maximo y minimo de rendimiento de un

portafolio.
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Siempre existirdn varios niveles de incertidumbre al realizar andlisis de datos. El
primer nivel es la incertidumbre en los pardmetros. Incluso cuando se cuenta con datos
abundantes y de buena calidad, e incluso con un buen modelo, los estimadores de los
pardmetros estin sujetos a un error estdndar. Obtenemos un rango de estimaciones
de pardmetros que son compatibles con las suposiciones del modelo. Pero la inferencia
es sensible a pequefios cambios de los pardmetros, particularmente del pardmetro de
forma £.

También estd presente la incertidumbre del modelo: podemos tener buenos datos
pero un mal modelo. Lo que sabemos es que al usar los métodos de valores extremos
al menos estamos trabajando con una buena clase de modelos, pero sélo son aplicables
por encima de umbrales altos y nosostros debemos elegir dénde fijar el umbral, Si
fijamos un umbral demasiado alto tendremos pocos datos, lo que implicard una mayor
incertidumbre de pardmetros. Si fijjamos un umbral demasiado bajo perderemos la
justificacién tedrica para el modelo. En general, la inferencia es muy sensible a la
cleceidn del umbral, aunque éste no es siempre el caso.

Tan grave como la incertidumbre de pardmetros y de modelo es la incertidumbre

en los datos. En clerto sentido nunca tendremos suficientes datos para el andlisis de
valores extremos. Mientras que una muestra de 1000 puntos puede resultar bastante
amplia para hacer inferencias acerca de la media de una distribucén mediante el uso

del Teorema del Limite Central, nuestra inferencia sobre la cola de la distribucién es

menos segura, puesto que soit pocos los puntos que entran en la regién de la cola.

lo que la introduccién de nuevas pérdidas extremas al conjunto de datos puede tener
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un impacto sustancial. Por ello, cabe ain la utilizacién de escenarios “extremos”,
puesto que los datos histéricos pueden enriquecerse con pérdidas hipotéticas para

investigar las consecuencias de eventos extremos que adin no han sido observados.



Capitulo 4

Analisis de Datos

En este Capitulo se pondrdn en préctica los dos Modelos de anélisis descritos en el
Capitulo 3: el Modelo de Méximos de Bloque (MDB} y el Modelo de Picos Sobre el
Umbral (POT). Para ello, se llevara a cabo el andlisis de tres casos: el primero (Seccién
4.2), correspondiente a datos de incendios industriales en Dinamarca; el segundo
{Seccicn 4.3), donde se examina la variacién (negativa) en el precio diario de la accién
de BMW, y el tercero (4.4), correspondiente a las pérdidas en el tipo de cambio FIX
de pesos mexicanos a dolares americanos (MXN/USD). Para cada uno de estos casos
se realizan cuatro actividades bdsicas: primero, un andlisis preliminar —como se
explica en la Seccidn 4.1— basado en graficas, entre las que se encuentran la gréfica
de la serie de tiempo, el histograma, el Boxplot, el QQ-Plot y la gréfica de la funcién
media de exceso; estas graficas son una herramienta muy atil, que nos proporciona
informacién acerca de nuestros datos y en particular de su comportamiento en el
drea de la cola. Enseguida se realiza el andlisis de Mdximos de Bloque para distintos
tamanos de bloque, obteniendo los correspondientes estimadores del ValR, para ¢ =

145
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0.999; después se lleva a cabo el andlisis de Picos Sobre el Umbral para los mismos
datos, utilizando varios umbrales, donde se toma como umbral inicial el indicado por
ia gréifica de la funcién muestral media de exceso. También en este caso se calculan
los estimadores del VaR, y se obtienen ademds los correspondientes a la Esperanza
Condicional de la Cola (ES,). Por iltimo, se hace una breve comparacién de los
resultados obtenidos para el estimador de VaR, por cada uno de los dos métodos y
se examina cudl de ellos se apega mds a los datos histéricos de la serie. Cada uno
de estos cuatro pascs estd ampliamente ilustrado con gréficas y tablas para los tres
conjuntos de datos. El primer caso es particularmente instructive. FEn la Seccién
4.3 se da ademds un breve resumen de los resultados que justifican la aplicacién del
método de Médximos de Bloque a series estacionarias.

Todas las graficas de este Capitulo estdn realizadas en 5-Plus ¥, a excepcién de las
gréficas correspondientes a la Esperanza Condicional de la Cola (ES), fueron hechas
utilizando las functones del software EVIS (Eztreme Values in S-Plus), creado en

ETH-Zurich per el Dr. Alexander MceNeil. Este software esta disponible en

http : //uww.math.ethz.ch/ mcneil/ .

La gréfica en la que se obtiene el estimador de ES y algunas de las funciones nece-
sarias para la realizacién de las Tablas (especificamente las que evalian niveles de
retorno y los transforman a cuantiles, o viceversa, y la que calcula el indice extre-
mo dado e] mimero de excesos del umbral) son de disefio propio. Los datos de los
primeros dos casos (incendios industriales en Dinamarca y log-refurns de la accién

BMW) forman parte de los_conjuntos de datos incluidos en EVIS, mientras que los
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datos del tipo de cambio FIX se obtuvieron de la pagina web del Banco de México:

www.banxico.org.mx .

4.1 Anadlisis Exploratorio de Datos

Antes de enfrascarse en un anélisis estadistico de los datos, es muy importante exa-
minar los datos mediante su observacién. En nuestra era, con los continuos avances
de la computacién, la exploracién grafica de los datos se estd volviendo cada vez més
importante. Y es que cada conjunto de datos es inico, por lo que debe haber una
persona que analice los datos y considere su significado a cada paso del andlisis. El

proceso no puede y no deberfa automatizarse por completo.

4.1.1 Para Empezar

Dado un conjunto de datos, el andlisis normalmente comienza con la gréifica de la
serie de tiempo, un Boxplot, un histograma y una grdfica de la distribucién empirica

F. A continuacién se da una breve descripcidn de cada una de estas herramientas.

Grifica de la Serie de Tiempo

Nos permite identificar las pérdidas mds cxtremas y sus fechas aproximadas de ocu-
rrencia. También podemos ver si hay evidencia de que las pérdidas grandes se en-
cuentren agrupadas, lo que podria poner en duda la suposicién de que los datos son

independientes e idénticamente distribuidos.
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Boxplot

Los Baxplots son gréficas de las localizaciones de las siguientes caracteristicas bdsicas
de la distribucién de los datos: la mediana, los cuartiles superior e inferior, asi como

la extensién de los datos més alld de los cuartiles.

Fn esta gréfica es muy fécil detectar cudntas observaciones extremas se tienen
y cudles son sus valores. Por ello, los Boxplots nos permiten captar répidamente
la localizacién, la escala (ancho) y la forma aproximada de la distribucién de los
datos. Por ejemplo, si los cuartiles superior e inferior estdn aproximadamente a la
misma distancia de la mediana, entonces la distribucidn de los datos es relativamente

simétrica con respecto al centro.

Histograma

[5l Boxplot es una herramienta sencilla y poderosa para la visualizacién de los datos,
pero conlleva una reduccién importante de los datos. A menudo se quiere que los
- datos no se‘reduzcan-tanto-y-a la vez-obtener-més-detalles acerca de-la forma de.fa—
distribucién; es entonces cuando se hace un histograma. El histograma muestra el
amplio rango de los datos, al tiempo que nos permite ver si hay evidencia de simetria

en los datos,

Por otra parte, si el histograma se realiza en escala logaritmica, esta herramienta
nos permite verificar st los datos tuvieran una cola derecha con distribucién lognormal,

lo cual se evidenciaria en la gréfica a través de una conocida forma de campana.
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4.1.2 Grificas de Probabilidad y de Cuantiles (PP-Plot y

QQ-Plot)

Si se tienen los datos 1.1.d. X, X, ..., X,,, comenzamos por definir la muestra ordenada

(los estadisticos de orden) X,,,, < ... < X} -

Lema 4.1.1 Sean X;...., Xn v.aiid con fd F. Sean U),... U, vaiid con dis-
irtbucidn uniforme en (0,1) y denofemos Unn < ... < Uin los correspondientes esta-

disticos de orden. Entonces es cierto lo siguiente:
L P (U) £X,.
2. Para todon € N

(X1, s Xenm) = (F~ (Urn) s ooy F™ (Unn)) -

3. Lev.a F (X)) tiene distribucidn uniforme en (0, 1) si y sdlo si F es una funcion

continua.

PP-Plot

La transformacién de cuantiles del lema, anterior s la base tedrica sobre la cual yace la
gréfica de probabilidad. Esta transformacién implica que, para F continua, las v.a.s

Ui=F(X;) parai=1,..,n son Lid. con distribucién uniforme en (0,1). Ademds,

-

De aqui, se sigue gue

n—k+1

EF (Xeall = m—

k=1 ..,n

Y
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Nétese también que, st denotamos mediante F, a la distribucién empirica, se tiene
que Fp (Xxn)={n—k+1)/n

Liamamos gréifica de probabilidad o PP-Plot a la gréfica
-~k
{(F(Xk,,,),ff—“):k: 1,...,n}. (4.1)

n-+1

El Teorema Glivenko-Cantelli {(ver Apéndice C) justifica la linealidad aproximada de

esta gréfica.

QQ-Plot

Una grifica mds comin que el PP-Plot es la gréfica de cuantiles (o cuantil contra

cuantil), mejor conocida como QQ-Plot:

(o= (2250)) k0 "

Esto es, los cuantiles de la funcién de distribucién empirica se grafican en el eje—x
contra los cuantiles de la distribucidn que suponemos que siguen los datos.
De la misma manera que para el PP-Plot, la linealidad aproximada de esta grafica

estd justificada por el Teorema Glivenko-Cantelli.

forma:

{{(Xem, F" (pen)) : k=1,...,n},

n—k+0.5

donde py,, es cierta posicién de graficacién; casi siempre tomaremos pgp

lo cual permite cierta correcién de continuidad.
Ejemplo 4.1.2 Para una distribucidn Gumbel

A(z) =exp {—e"}, z€R,
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este método se aplica facilmente. Supongamos que queremos determinar si la mues-
tra Xy, X,,..., X, proviene de A. Para ello, fomamos la muestra ordenada y gra-
ficamos Xy, (mds precisamente la k—ésima observacidn mds grande zy,) contre
A7 (prn) = —In(—Inpy,), donde py, es una posicién de graficacion como la men-
cionada anteriormente. Si la disiribucion Gumbel se ajusta bien a nuestros datos,

enfonces este QQ-Plot deberia ser aprozimadamente lineal.

Propiedades del QQ-Plot. El QQ-Plot es una herramienta muy 1til para:

1. Comparacién de Distribuciones: Si los datos se generaron mediante una
muestra aleatoria de la distribucién de referencia, la grafica deberia verse pric-
ticamente lineal. Esto también es vilido si los datos provienen de una transfor-

macién lineal de la distribucién.

2. “Outliers™: $i uno o varios de los datos estdn contaminados por grandes errores
o sl son por alguna razén muy diferentes en cuanto a sus valores del resto de los
puntos -siendo que estos Gltimos tienen una distribucién que se aproxima a la
distribucién de relerencia- podemos detectar facilmente a los puntos “extratios”

mediante la grafica.

3. Localizacién y escala: Debido a que el aplicar una transformacién lineal a
una distribucién simplemente transforma su grdfica con esta misma transfor-
mactén lineal, podemos estimar graficamente (a través de las intersecciones y la
pendiente) los pardmetros de escala y localizacién para una muestra de datos,

si suponemos que los datos provienen de la distribucién de referencia.
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4. Forma: Podemos utilizar la grdfica para saber si los datos provicnen de una
distribucién con cola mds pesada o con cola mds ligera que la de la distribucién
de referencia. Si la distribucién empirica tiene cola derecha mds pesada (ten-
dencia a presentar mayores valores) que la distribucién de referencia, entonces
la grifica mostrard tendencia hacia la concavidad con respecto a la forma ideal;
mientras que si la distribucién empirica tiene cola derecha menos pesada que
la distribucién de referencia, habrd tendencia hacia la convexidad. Para la cola

izquierda, el comportamiento es el opuesto.

Advertencia sobre ¢l QQ-Plot

Debemos mencionar, sin embargo, que, en ocasiones, incluso los datos generados me-
diante determinada distribucién pueden mostrar desviaciones de la conducta tipica
para ese tipo de distribucién (digamos, por ejemplo, datos generados con la distribu-
cidn exponencial). Fn general, mientras mas datos se tengan, mds podemos confiar

en el mensaje que nos da el QQ-Plot,

~=—4.,1.3— La Funcién Media-de Exceso. . _ . I

La grdfica de la funcién media de exceso es una herramienta titil para distinguir entre
distribuciones de cola pesada y distribuciones de cola. corta. Recordemos la definicién

de la funcién media de excesc:

Definicion 4.1.3 Sea X una v.e. con eztremo derecho zr, entonces

e(w)=EX-u|X>u, 0<u<zp (4.3)
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es lg funcién media de exceso de X, También decimos, para cada w fijo. que la

cantidad e(u) es el ezceso medio sobre el umbral u.

La funcién media de exceso describe el exceso esperado de un umbral u dado que
sabemos que éste ha sido excedido.

Podemos hacer un andlisis gréfico de la conducta de la cola utilizando la funcién
muestral media de exceso e,(u), que es un estimador empirico de la funcidén media de

exceso dada en (4.3). La funcién muestral media de exceso se define

E?:] (Xi _ 7"")+
Tim Lixow (14

es decir, es la suma de los excesos por encima del umbral v dividida entre el mimero

en(u) =

de puntos que exceden este umbral.
Supongamos que tenemos la muestra X,,..., X,,. Como de costumbre, ordenamos
esta muestra para obtener los estadisticos de orden X, > ... > X, . Se procede

entonces a hacer la gréfica de la funcién muestral media de exceso, dada por
{('U,, €n (u)) I Xn.n <u< Xl,n} . (45)

La interpretacién de e{t) es la siguiente: si los puntos muestran tendencia hacia
arriba, entonces hay sefiales de conducta de cola pesada. Los datos con distribucidén
exponencial darfan una recta aproximadamente horizontal; mientras que los datos de
una distribucién de cola corta mostrarfan una tendencia hacia abajo. En particular,
si la grafica empirica {41.5) parece seguir una linea razonablemente recta con pendiente
positiva por encima de un cierto valor de u, entonces podemos suponer que los datos

siguen, en el drea de la cola y por encima del valor del umbral u, una Distribucién

Pareto Generalizada (DPG) con pardmetro de forma £ positivo.
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Nétese que, puesto que cerca de la mayor observacién X, son muy pocos los
datos que forman parte del cdlculo de e,(u), existe un aumento en la variabilidad
(sensibilidad a cambios en los datos) cerca del extremo superior de la grafica. En
ocasiones conviene detener el proceso de graficacién en X3, 0 Xj, para evitar esta

conducta errdtica.

Funcién media de exceso tedrica para distribuciones Pareto (sélida), Normal

(puntos), Exponencial (guiones) y Lognormal {mezcla).

4.1.4 Observaciones sobre el Andlisis Exploratorio de Datos

Las técnicas graficas de exploracién de datos que se expusieron en esta seccién parten
de la sposicidn de que 158 datos son independientes e idénticamente™ distribuidos—5i -
bien a menudo es posible suporer que los datos en el drea de seguros representan
observaciones 1.i.d., éste no es el caso en general cuando se trata de datos financieros:
es bien sabido que, aunque a primera vista pudieran parecer independientes con baja
correlacidn, si se toman las rafces cuadradas o los valores absolutos de los datos, se
podré evidenciar la presencia de una alta correlacién, por lo que hay una tendencia

a que los valores grandes (aunque muy posiblemente de signos contrarios, es decir,
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pérdidas y ganancias) ocurran juntos. Sin embargo, podemos suponer que la serie de
tlempo subyacente es estacionaria, con lo que muchos resultados para limites (como
la Ley Fuerte de los Grandes Niimeros) siguen siendo vélidos en general. Esto nos
permite interpretar las grificas exploratorias empiricas que hemos descrito (el histo-
grama, la funcién media de exceso muestral, el QQ-Plot, etc.) como cercanas a sus
contrapartes tedricas. También existen varios métodos estadisticos para eliminar las
tendencias que pudieran mostrar los datos, como seria agregar una variable de ten-
dencia a los datos, sacar promedios o diferenciar. Mediante estos métodos se intenta
obtener residuales i.i.d. a los que puedan aplicarse los métodos gréficos mencionados

en esta seccién.

4.2 Caso 1: Pérdidas Industriales por Incendios en

Dinamarca

La base de datos comprende 2492 pérdidas y puede considerarse esencialmente como
todas las pérdidas danesas por incendios que exceden 1 millén de coronas danesas
{DKK), en el periodo comprendido entre enero de 1980 y diciembre de 1490, més al-
gunas pérdidas més pequefias (por debajo de 1 millén de DKK). La cantidad reflejada
corresponde a la pérdida total del evento mecionado e incluye dafios a edificios, dafios
a los contenidos de los edificios y pérdida de utilidades. Los datos se han ajustado

por inflacién para reflejar valores de 1985.

Restringiremos nuestra atencién a las 2156 pérdidas que exceden un millén de
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DKK, puesto que para nuestros propésitos es menos importante que el modelo ex-
plique las pérdidas més pequeiias; si nos interesaran también las pérdidas menores
podriamos, en todo caso, utilizar una distribucién mezclada, de manera que un mo-
delo pudiera aplicarse a la cola y otro al cuerpo principal de los datos. Hacemos esta
acalaracién porque, ademds, tfpicamente en segurcs tendremos datos histdricos de
pérdidas que exceden cierta cantidad (la cual se conoce como desplazamiento). Es
précticamente imposible obtener datos de todas las pérdidas y, de cualquier manera,
tas pérdidas pequenias son menos importantes. Las aseguradoras en general deben
enfrentarse a pérdidas mayores, pues los asegurades se encargan ellos mismos de las
pérdidas pequefias y pueden incluso no reportarlas. Fn el caso de nuestros datos,
tenemos que el desplazamiento es 1. Esto puede observarse en la siguiente gréfica,
que corresponde a la cola de la funcién de distribucién empirica de los datos daneses,

usando escala logaritmica en ambos gjes.
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Estimador empirico de la cola F de los datos daneses, en doble escala logaritmica.

Supongamos que debemos poner precio a la capa que va de 50 a 200 (millones de
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DKK). En este intervalo sélo tenemos seis pérdidas observadas, por lo que si ajustamos
una distribucién a todo el conjunto de datos, ésta puede no ajustarse particularmente
bien a esta 4rea de la cola donde los datos son escasos. Debemos entonces obtener
un buen estimador del 4rea de la cola para esta distribucién. Para ello, usaremos los

métodes de TVE explicados en el Capitulo anterior.

4.2.1 Anadlisis Preliminar de Datos de Pérdidas por Incendios
en Dinamarca

Al inicio de este Capitulo mencionamos que conviene realizar un andlisis grafico de
los datos antes de llevar a cabo el andlisis estadistico completo. El andlisis grafico
nos puede dar una buena idea acerca del comportamiento de los datos, por lo cual
es una buen punto de partida para decidir si la aplicacién de cierto modelo es o no
plausible.

Comenzaremos pues por la gréfica de la serie de tiempo de los datos daneses.

Paxilday Dangaas

Serie de tiempo de 2157 datos de incendios daneses entre 1980 y 1990
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Con la gréfica de la serie de tiempo podemos notar que las pérdidas mds grandes
ccurrieron en los afios 1980, 1989 y 1990, respectivamente. La grifica no muestra
agrupariento de las pérdidas grandes, por lo que es crefble la suposicién de inde-
pendencia de los datos. Veremos enseguida un Boxplot y un histograma, en escala

LY

logarftmica, de los datos. Se realiza ademés una Tabla con los principales datos

estad{sticos correspondientes a las pérdidas danesas.
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Boxplot de las pérdidas danesas. Histograma en escala logaritmica.
Minimo 1.000

Primer cuartil 1.321

Media | 3385 |5 —— — —— —

Mediana 1.778

Tercer Cuartil 2.967

Méximo 263.250

Desv. Estandar | 8507

Total datos 2167

Resumen Estadistico Daneses.




159

El Boxplot nos muestra que casi todas las pérdidas de nuestra base de datos estdn
por debajo de los 40 miliones de DKK, con sélo 6 pérdidas entre los 50 y los 250
millones de DKK. El resumen estadfstico de los datos daneses nos confirma que la
mayor parte de nuestros datos corresponden a pérdidas entre 1 y 4 millones de DKK,
al mostrar que el tercer cuartil est4 cerca de los 3 millones de DKK y que la media
empirica estd apenas por encima de esta cantidad. Por su parte, el histograma nos
permite ver el amplio rango de los datos; su forma parece indicar que los datos podrian
provenir de una distribucién cuya cola derecha es pesada. Para tratar de corroborar
esta informacién, investigamos ahora la posibilidad de que nuestros datos provengan
de una distribucién exponencial, es decir, de una distribucién de cola mediana. Para

ello, procedemos a hacer un QQ-Plot:

Exponential Quanties

Datts Duneses

QQ-Plot de Datos Daneses

Recordemos que si los datos provinieran de una distribucién exponencial, el QQ-
Plot deberia ser précticamente lineal. En este caso, tenemos que los datos muestran

una desviacién céncava con respecto a la forma ideal, lo que indica que nuestra dis-



160

tribucién tiene la cola més pesada que una distribucién exponencial. Cuando se
expusieron las propiedades del QQ-Plot mencionamos que, en ocastones, incluso si los
datos se generan de una distribucién exponencial, el QQ-Plot puede indicar que los
datos se alejan de la conducta exponencial tipica. En general, mientras mas datos se
tengan, mds claro serd el mensaje que nos envie el QQ-Plot. En este andlisis contamos
con mds de 2000 datos, de manera que parece razonable decir que la cola de nuestros

datos es mas pesada que la de una distribucidn exponencial.

4.2.2 Anadlisis de Médximos de Bloque para Datos Daneses

Procedemos ahora a realizar el andlisis de mdximos de bloque para los datos de
pérdidas por incendios en Dinamarca. Lo primero que debemos decidir es, pues,
el tamano de los bloques. Queremos que los bloques sean bastante grandes como
para que las observaciones puedan tomarse como efectivamente independientes, pero
también queremos tener suficientes bloques como para poder realizar el andlisis. El
andlisis exploratorio que realizamos de los datos nos ha indicado que la distribucién
~subyacente tiene la-coln-més pesada-que-una.distribucién exponencial; esto nos hace
pensar que csta distribucién podria estar en ¢l Dominio de Atraccién del Méximo de
la Fréchet.

Nuestro primer modelo considerard blogques trimestrales: los 2167 datos se reducen
asf a 44 méximos trimestrales. Los estimadores de los pardmetros, obtenidos por
méxima verosimilitud, son en este caso £ = 0.512, & = 11.069 y ji = 19.047. De

acuerdo con estos pardmetros, estamos ajustando los méximos a una distribucién



Fréchet con la cola tan pesada que no tiene segundo momento (vartanza) finito,
El ajuste del modelo Fréchet a los méximos de blogue se verifica usando residuales
ordinarios: para cada méximo de bloque M}, i = 1,..., m, el residual correspondiente

se define mediante

i_ ~1/€
W; = (1 +§M) . (4.6)

o
Estos residuales deberfan ser i.i.d. con distribucién exponencial con pardmetro A = 1,
y esta hipdtesis puede verificarse graficamente mediante un QQ-Plot. De la misma
manera, una grifica de dispersién de los residuales nos permite constatar si el tamano
de los blogues es suficienternente grande como para poder suponer independencia entre

ellos.

Dispersién y QQ-Plot de Residuales para Maximos Trimestrales Daneses.

Vemos que en el caso de bloques trimestrales para los datos daneses, tanto la
suposicién de independencia como la de distribucién exponencial de los residuales
parecen aceptables, lo que sugiere que los méximos de bloque estdn adecuadamente

modelados por la distribucién Fréchet correspondiente.
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Modifiquemos ahora el tamaiio de los bloques: consideraremos ahora los 132 méxi-
mos mensuales. Los estimadores de los pardmetros son, en este caso, E = 0.623,
7 =5971y u=28.376 El QQ-Plot de los residuales de estos mdximos muestra que
también en este caso es aceptable suponer que su comportamiento es exponencial,

por lo que el modelo Fréchet es aceptable.
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QQ-Plot de los residuales de méximos mensuales para datos daneses.

51 hacernos los bloques més grandes y tomamos méximos semestrales, tenemos
dnicamente 22 datos de méximos. Los estimadores de los pardrmetros que se obtienen
sonf =0618,6=1730ByF=26362""— — — ———= — — ——

Utilizando nuestro modelo de datos mensuales, el estimador del nivel de retorno
de 20-meses Rigz0 (el nivel que serd excedido, en promedio, en un mes dentro de
cada perfodo de 20 meses) es 59.763. Los estimadores de los niveles de retorno de
20-trimestres y de 20-semestres g0 ¥ fggzo son 96.348 y 174.135, respectivamente.
Es claro que si nuestros modelos para méximos para los diferentes tamafios de bloque

son consistentes, entonces el nivel de retorno de 20-semestres deberia parecerse al
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nivel de retorno de 40-trimestres y al de 120-meses. En la Tabla siguiente se confirma
que éste es el caso ealculando Rig 120, Raga0 ¥ Floe20; estos valores se muestran en
el renglén Rog. La Tabla también resume los estimadores de los pardmetros, con el
Error Est4dndar (E.E.) correspondiente, obtenidos para nuestros modelos de méximos

mensuales, trimestrales y semestrales.

Mes | E.E. | Trimestre | E.E. | Semestre | E.E.

"2 16 49 99

m 132 44 22

£ 0.623 | 0.103 0.512 0.133 0.618 0.249

o 5971 | 0.633 11.069 1.807 17.333 4.457

7 8376 | 0.612 19.047 1.855 26.362 4.326

R.q20 | 99.763 96.348 174.135
Ry | 187.454 139.426 174.135
Rie | 12097 96.348 111.00

Estimadores VEG y niveles de retorno para datos daneses.
Puesto que, como hemos mencionado antes,

Roje = Zgy_ypppim

tenemos que el nivel de retorno de 20-semestres corresponde al cuantil 0.99948, el
nivel de retorno de 20-trimestres al 0.99895 y el de 20-meses al cuantil 0.99679.
Reciprocamente, el cuantil 0.995 corresponde, aproximadamente, a los niveles de

retorno de 13—meses, 5-trimestres o 3—semestres. Los estimadores puntuales son,
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respectivamente, 45.03, 44.03 y 47.31.

4.2.3 Andlisis POT para Datos Daneses

En el Capitulo 3 se dijo que el primer paso para realizar una andlisis de datos utili-
zando el método de Picos Sobre el Umbral (POT) es la eleccién de un umbral. Como
se menciond en la Seccién 4.1, una herramienta que puede darnos una indicacidén so-
bre qué umbral podriamos escoger para un primer andlisis es la grafica de la funcién

muestral media de exceso.
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- = -=— Gréfica.de la funcién muestral media de exceso para datos daneses.

La grifica de la funcién media de exceso empfrica para los datos daneses tiene
pendiente positiva, lo que nos indica que los datos provienen de una distribucién de
cola pesada. Por otro lado, puede evidenciarse que la gréfica se vuelve bastante recta
al llegar al umbral u = 10, y tal vez de nuevo a partir de u = 20. De hecho, la grafica
en general es bastante recta como para sugerir que el ajuste de la Distribucién Pareto

Generalizada (DPG) podrfa ser razonable inclusive para todo el conjunto de datos.
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Intentaremos primero realizar el ajuste de la DPG a los datos que exceden el umbral
u = 10. Para ello, utilizamos la forma de tres pardmetros de la DPG, asigndndole el
valor del umbral al pardmetro de localizacién v. De esta manera, nuestros n = 2156
datos de pérdidas se transforman en N, = 109 excesos del umbral. Con base a estos
datos, obtenemos que los estimadores de méxima verosimiltud de los pardmetros
de forma y de escala son, respectivamente, E = (.497 y B = 6.98. El valor de E
muestra que los datos son de cola pesada y sugiere que un buen modelo explicativo
pudiera tener varianza infinita. En la siguiente Figura se grafica, sobreimpuesta
sobre la funcién de distribucién empirica (punteada} de los 109 excesos, la curva

correspondiente al modelo de DPG estimado.

-
=

Fuals-uy

La DPG se ajusta a los 109 excesos del umbral 10. Los estimadores de los

parémetros son £ = 0.497, 7 = 10 y = 6.98.

Fl ajuste obtenido parece bastante bueno a simple vista. Recordemos que é&ste es
un estimador de la distribucién de exceso por encima del umbral 10, Como se deseribié

en la Seccién 3.2, podemos transformar los pardmetros de escala y localizacién para
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obtener un modelo DPG que se ajuste a la zona de la cola (por encima del umbral
u = 10 dado) de la distribucién subyacente. En este caso, el estimador de F{u) que
se obtiene por Simulacién Histérica (SH) es 0.95 (lo cual corresponde a 2128-109) ge
manera gue el umbral se encuentra (aproximadamente) en ¢l 850. percentil muestral.
Al combinar esto con nuestro modelo paramétrico para la distribucién de exceso se
obtiene el estimador de colas que se muestra en la signiente Figura. En ella, el eje-y
indica las probabilidades de la cola F(z) = 1— F(x). La esquina superior izquierda de
la grafica muestra que el umbral de 10 corresponde a una probabilidad de la cola de
0.05, lo cual esté de acuerdo con lo estimado por SH. También en este caso los puntos
representan las 109 mayores pérdidas, mientras que la curva sélida muestra que la
férmula del estimador de colas permite extrapolar hacia el drea en que los datos

se vuelven escasos y son, por tanto, una guia poco confiable para la distribucién

subyacente.

M
I D005 o601
—_

|

|

‘1
l-F(mebéscth

1

0.0005 0.004
L

0 0.0001
1

T Y T

2{0n g $calv)

Ajuste de la DPG a la cola de la distribucién por encima del umbral 10. Los

estimadores de los pardmetros son E =0.497,7 = —0.859 y B = 1.58.
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Hemos dicho que el andlisis nunca debe realizarse para un inico umbral. En
nuestro caso, la gréfica de la funcién media de exceso daba cierta indicacién de que el
modelo DPG podria ser plausible también para el umbral u = 20. Escogemos entonces

u = 20 y obtenemos lo siguiente:
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La DPG se ajusta a los 36 excesos del umbral 20. Los estimadores de los pardmetros

son £ = 0.684, =20 y A = 9.64.
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Ajuste de la cola de la DPG a los datos daneses con umbral 20. Los estimadores de

los pardmetros son £ = 0.684,0 = 6.77 y § = 0.584.
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Ambas Figuras evidencian que el ajuste de la DPC a los datos daneses por encima
del umbral 1 = 20 es bastante bueno, si bien la cantidad de datos que se consideran
{36) es mucho menor que los 109 datos que tomaban parte en el anglisis con u = 10.
Finalmente, en vista de que habfa evidencia de que el modelo DPG era razonable

para el conjunto completo de los datos, realizamos el ajuste para el umbral v = 4;
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Ajuste de la DPG a los 362 excesos del umbral 4. Los estitadores de los parémetros

son€=0720=4yf8 = 263.
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Ajuste de la cola de la DPG a los datos daneses, con umbral 4. Se tiene E= 0.72,

P=135y f=0725.
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Las dos Figuras anteriores muestran que la DPG se ajusta de manera aceptable
a los datos por encima del umbral u = 4, si bien el ajuste en el drea de la cola no es
tan bueno como el obtenido para u = 10 o para u = 20.

El pardmetro crucial para la estimacién de altos cuantiles o la determinacién de
precios de capas altas utilizando el modelo DPG es el pardmetro de forma £, llamado
también indice de la cola. Bésicamente, entre mayor sea el valor de £, mayores seran
los estimadores que obtendremos para los cuantiles. En la siguiente Figura se ajustan
los modelos DPG con distintos umbrales, para obtener estimadores de &, asl como
intervalos de confianza asintéticos para los estimadores del pardmetro. En el eje-z
inferior se marca el nimero de puntos que exceden el umbral; en el eje-z superior se

marca el umbral. El pardmetro de forma £ se grafica en el eje-y. En total se ajustan

30 modelos.
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Estabilidad del pardmetro de forma £ conforme se varfa el umbral.

Al usar esta Figura para elegir un umbral “éptimc” nos enfrentamos a un inter-

cambio entre sesgo y varianza: puesto que nuestro modelo se basa en un resultado
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limite para umbrales altos, si escogemos un umbral demasiado bajo nuestros estima-
dores podrian estar sesgados porque el resultado limite no puede aplicarse. Por otra
parte, si escogemos un umbral demasiado alto, tendremos muy pocos datos y nues-
tros estimadores estardn sujetos a altos errores estdndar. Asf, una eleccién sensible
estaria apraximadamente en el centro de la grafica, tal vez en un umbral entre 4 y
10 en este caso. Sin embargo, la decisién sobre qué umbral es mas conveniente elegir
depende del uso que se dard a los resultados. Si estamos intentando poner precio
al seguro de una alta capa, es posible que queramos ser mds blen conservadores y
obtener respuestas que sean quizd demasiado altas y no demasiado bajas. Fn el caso
de los datos daneses, es posible que decidiéramos utilizar un umbral menor a 10, tal
vez tomar u = 4. El modelo de la DPG puede no ajustarse tan bien a los datos por
encima de este umbral més bajo como lo hace a los datos por encima de © = 10, pero
puede resultar mds segurc utilizar el umbral més bajo para hacer los cdlculos. Por
otra parte, puede haber razones de negocios {competencia) para intentar mantener
la prima baja; esto pudiera significar que se prefiera basar los cdlculos sélo en las
pérdidas mas grandes, de manera que escogerfamos un umbral mayor.

" Sirealizamos el analisis fijando el umbral én% = 10, Seobtiene quedl estimador del— =~ -
VaRg g9y para los datos daneses es 94.34. Esto se muestra en la siguiente figura: la linea
punteada vertical se intersecta con el estimador de la cola en el punto (94.34,0.001),
lo que nos permite leer el estimador del VaR en el eje-z. La curva punteada es una
herramienta que nos permite calcular intervalos de confianza (mediante el método
de verosimilitud de perfiles) para ¢l VaR. El eje-y del lado derecho de la grafica es

una escala de conflanza (no una escala de cuantiles). La linea punteada horizontal
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corresponde a una confianza del 95%; las coordenadas en x de los dos puntos donde
la curva punteada intersecta a la linea horizontal son los extremos del intervalo de
confianza del 95%: (65.24,188.30). Es importante notar que el intervalo obtenido
es asimétrico: esto refleja el problema de estimar altos cuantiles para datos de cola
pesada: es més fdcil acotar el intervalo por abajo que hacerlo por arriba. Obsérvese
que se obtiene un intervalo de confianza del 99% m4s amplio si se baja la linea

horizontal al valor 99 del eje de confianza.

il o g acam)

El estimador del Vafilpge es 94.34.

En la siguiente Figura se grafican los estimadores del cuantil 0.999 para distintos
umbrales; de esta manera, se muestra que los estimadores de los cuantiles dependen
de la eleccién del umbral. Si el modelo es bueno, se esperaria que este cuantil sea
excedido por aproximadamente una de cada mil pérdidas que excedan un millén de
DKK; estas pérdidas son raras, pero peligrosas para el asegurador. En un conjunto
de 2156 pérdidas, es posible que hayamos visto solamente dos o tres pérdidas de esta

magnitud, de manera que éste es un problema dificil de estimacién de cuantiles que



172

involucra interpolacién —basada en el modelo— en el drea de la cola.

0990 Cuariie [C2.5. = 0 #1)
100

Estimadores del cuantil 0.999 conforme se incrementa el umbral {eje = superior) y se

disminuyen el mimero de excesos (gje x inferior).

Tenernos pues que, de la misma manera en que los estimadores de los pardmetros
(particularmente el estimador del importante pardmetro de forma £} varfan conforme
se mueve el umbral, los estimadores de los cuantiles también varian si se aumenta o se
disminuye el umbral. Hemos visto que, utilizando el modelo con un umbral u = 10,

el estimador de VaRggee es 94.34. Pero si aumentamos el umbral hasta u = 20, el

fianza del 95% est4 dado por (63.583,309.536). De la misma manera, si disminuimos
el umbral a u = 4, €l estimador de VaRp g9 aumenta hasta 146.26. Claramente, hay
una. diferencia considerable entre los estimadores de VaRggeg cuando u = 4 yu=10;
si intentamos estimar cuantiles m4s altos, como VaRygno la diferencia se vuelve aiin
mds marcada. Estimar el cuantil 0.9999 es equivalente a estimar el tamafio de una

pérdida entre 10000. En nuestro conjunto de datos es posible que atin no hayamos

est{mglérﬁéiﬁﬁoggg s¢ convierte en 102.23, donde el amplfsimo-intefvalo-de con=— —
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visto una pérdida de esta magnitud, de manera que éste es un problema extrema-

damente dificil, que conlleva la extrapolacién del modelo mas alld del rango de los

datos,

Lia estimacién del VaRgeos €s un problema ligeramente méas sencillo: es muy po-
sible que ya hayamos visto alrededor de diez u once pérdidas de esta magnitud en
nuestra base de datos. Para los umbrales de 10 y 4 los estimadores son 40.17 y 46.11,

respectivamente, de manera que la discrepancia no es tan grande.

Asi, la sensibilidad de los estimadores de los cuantiles puede no ser muy severa
cuande se trata de estimar cuantiles moderadamente altos, dentro del rango de los
datos, pero se incrementa para los cuantiles més lejanos. Esto no es sorprendente,
pues la estimacién de cuantiles en las orillas de los datos o mds alld del rango dc los
datos es un problema inherentemente diffeil que representa un reto para cualquier

método.

Calculemos ahora los estimadares de la Esperanza Condicional de la Cola. Recor-

demos que

ES, = VaR,  S-&u
1-¢  1-¢

Asi, para u = 10, tenemos que 1/ (1 - E) ~20y ([3 - Eu) / (1 - E) =2 4.0. Esto
nos dice que, esencialmente, ET'TS'., se obtiene duplicando el valor de m. Asi, el
estimador de ESpae es 191.54, €l cual se ha marcado en la siguiente Figura con una

segunda recta vertical.
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El estimador de la Esperanza Condicional de la Cola para u = 10 es

ESo.00 = 191.54.

De la misma manera, se obtiene que Ego_ggs = 83.85 para u = 10; asi, de acuerdo
con este ajuste del modelo, esperamos que cuando VaRggees sea excedido {es decir,
cuando se exceda 40.17 millones de DKK) el tamafio aproximado de estas pérdidas
sea 83.85 millones de DKK. Puesto que VaRgggs es el tamaifio de cinco de entre cada
mil pérdidas, aproximadamente, nuestros 2167 datos podrian incluir 10 u 11 pérdidas

que hayan excedido esta cantidad; al revisar los datos, notamos que hay 10 pérdidas

por encima de VaRo.0s, como cra de esperarse. Estis pétdidas tienen-las siguientes -
magnitudes {en millones de DKK): 263.250, 56.225, 50.066, 65.708, 46.500, 57.411,
47.020, 42.092, 152.413 y 144.658. El valor promedio de estas pérdidas es 92.53, si
bien hay que notar la presencia de tres pérdidas que est4n muy por encima de este
valor. Por su parte, para VaRp gy, tenemos 3 datos en nuestra serie de datos daneses
que han exqedido esta cantidad: el promedio de estas tres pérdidas es 186.77; esta

cantidad est4 muy de acuerdo con el estimador E“J“‘S‘oggg = 191.53.
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La siguiente Tabla muestra estimadores del VaR, para g = 0.995,0.999 y 0.9999 y

de ES; para ¢ = 0.995 y 0.999, para algunos umbrales, junto con los correspondientes

estimadores de forma £ y de escala § de la DPG. Se indica también el error estdndar

(E.E.) en la estimacién de €.

u 3 4 5 10 20
Excesos 532 362 254 109 36

3 067 | 0.72 | 063 | 050 | 068
E.BE. | 007 ] 009 | 011 | 014 | 028

A 219 | 263 | 381 | 698 | 9.64
VaRgees | 43.85 | 46.11 | 4320 | 40.17 | 37.94
VaRogee | 128.96 | 146.23 | 121.17 | 94.34 [ 102.23
VaRoga90 | 600.87 | 766.95 | 522.10 | 304.90 | 471.32
ESoges | 13249 | 164.06 | 118.99 | 83.85 | 107.31
ESogee | 388.52 | 522.35 | 330.62 | 191.53 | 310.84

Estimadores de £, 3, VaR y ES para varios umbrales.

4.2,4 Comparacién de Cuantiles Obtenidos con el Método

Msximos de Bloque y con el Método POT para Pérdi-

das por Incendios en Dinamarca

A continuacién se presenta una comparacién entre los estimadores obtenidos mediante

el Modelo de Mdximos de Bloque (MDB) y los obtenidos mediante cl Modelo de Picos
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sobre el Umbral {POT), Los umbrales del método POT estén tomados de manera que
se considere el mismo mimeroc de datos que los que se utilizan en el modelo de Méximos
de Bloque (MDB); asf, por ejemplo, tenemos 132 excesos del umbral 7.99, 44 excesos
del umbral 18.55 y 22 excesos del umbral 25.95. El promedio del valor del estimador
de £ en el Modelo MDB es 0.584, mientras que en €l POT es 0.671. Los estimadores
del VaR. son mayores en los ajustes de la £.d. VEG que en los de la DPG, salvo en el

caso de mu_ggg para bloques trimestrales (u = 18.55).

Max de Bloque
Nimero de Méximos | 132 44 22
£ 0.623 | 0512 | 0.618
VaRosss 45.03 | 44.03 | 47.31
VaRog0 12478 | 98.92 | 118.20
POT
Urnbral 7.99 | 1855 | 25.95
[ 0.415 | 0.761 | 0.837
T T VaRew T 2047 73718 |T3656 ——  — —
VaRossm 89.51 | 107.98 | 105.67

Comparacién entre el POT y el Modelo MDB.

Intentaremos ver ahora cudl de los dos métodos arroja estimadores de VaR que se
asemejen mas con la informacién histérica de nuestra serie. Iniciamos con los estima-
dores de Valiygs: en la serie tenemos 11 pérdidas que han excedido los estimadores

puntuales 36.56 y 37.18; hemos visto 10 excesos de 40.97; 9 pérdidas por encima de
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las cantidades 44.03 y 45.03; y sélo 8 que han excedido 47.31 millones de DKK. Para
los estimadores de VaRogge hemos visto 3 excesos en todos los cascs. Puesto que
la serie consta de 2157 observaciones, esperamos haber visto alrededor de 10 u 11
excesos de VaRpges v 2 de VaRogoe. Utilizando este criterio, podemos decir que, en
el caso de los datos daneses, los estimadores del VaFo.o0s obtenidos por el método

POT reflejan mejor lo visto histéricamente.

4.3 Caso 2: Datos acciéon BMW

La serie consta de 6146 rendimientos logaritmicos diarios del precio de la accién de
BMW durante el periodo comprendido entre enero de 1973 y julio de 1996. Si el
precio de la accién en el tiempo © es S, el rendimiento logaritmico {log-return) estd
dado por
re = log (S5¢/5:-1) .

el cual, para movimientos pequenios del precio, es aproximadamente igual al rendi-
miento relativo (S, — S;_1) /Si-1. Nos interesan los movimientos de los precios a la
baja, los cuales estdn representados por los rendimientos logaritmicos menores que

CETO.

4.3.1 Andlisis Preliminar de Datos de Pérdidas en el Precio
de la Accién BMW

Comenzamos nuestro andlisis examinando la serie de tiempo de los datos. Esto nos

muestra que los valores més extremos se dieron en 1974, 1985, 1986, 1987, 1989, 1991
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y 1994.
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Serie de tiempo BMW,

La serie de tiempo de BMW no muestra particular evidencia de que los rendi-
mientos no sean i.i.d. Sin embargo, si consideramos la serie de los valores absolutos
de los rendimientos de los datos, podemos ver que hay evidencia de que los valores
grandes se dan por “grupos” o aglomeraciones (clusters). Este comportamiento es

tipico para datos financieros.
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Serie de tiempo de los valores absolutos de los rendimientos BMW. Se ohservan

clusters de valores grandes.
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Realizamos a continuacién el andlisis del Boxplot, del QQ-Plot contra la distri-
bucién Normal y del histograma de la serie BMW. En el Boxplet vemos que las
pérdidas extremas han sido mayores (en tamafio) que las ganancias extremas, si bien
hay aproeximadamente el mismo niimero de pérdidas que de ganancias; la distribucién
parece bastante simétrica con respecto al cero. Por su parte, el QQ-Plot nos deja ver
claramente que tanto la cola inferior como la cola superior de nuestra distribucién
son mucho mds pesadas que las colas de la distribucidn Normal, lo cual sugiere que
deberfamos utilizar un modelo con cola mds pesada. Finalmente, en el histograma de
los datos se sobrelmpuso la distribucién Normal que, aungue aparentemente no es un
mal ajuste para el centra de la distribucién, sabemos (por el QQ-Plot) que subestima
las colas de la distribucién de nuestros datos, que es el drea que nos interesa en este

andlisis.
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Boxplot log-returms BMW. QQ-Plot BMW contra distrib. Normal.
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Histograma datos BMW, con distribucién Normal sobreimpuesta.

La siguiente Tabla resume los principales datos estadisticos para nuestra serie de
rendimientos de la accién BMW. El resumen estadistico se calcula para todos los
datos (segunda columna), para los datos de ganancias (tercera columna) y para los

datos de pérdidas {iltima columna).

BMW (Todos) | BMW (Ganancias) | BMW {Pérdidas)
Minimo -0.141 0.000 0.000
Primer cuartil -0-.007 0.004 0.004
| Mean | oo | oo 1 eon T

Mediana 0.000 0.008 0.008

Tercer Cuartil 0.007 0.015 0.014
Méximo 0.117 0.117 0.141

Desv. Estandar 0.015 0.011 0.011
Total Datos 6146 2766 2769

Resumen estadistico datos BMW,
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El siguiente paso de nuestro andlisis preliminar es investigar el ajuste de la distri-
bucién exponencial & nuestros datos de pérdidas (izquierda) y de ganancias (derecha).
El ajuste de la exponencial a los datos de ganancias es aceptable, pero nuestros datos

de pérdidas parecen tener la cola un poco més pesada que la distribucién exponencial.
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QQ-Plot Pérdidas BAMW. QQ-Plot Ganancias BMV.
Queda tinicamente por trazar la grafica de la Funcidn Media de Exceso (F.M.E.)

empirica, tanto para pérdidas como para ganancias. Recordemos que si la grifica

presenta pendiente positiva, esto es un indicio de que la cola de nuestros datos es

pesada.
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Gréfica F.M. e Pérdidas BMW. Gréfica ' M.E. Ganancias BMW.

La gréfica de la funcidn muestral media de exceso de los valores absolutos de

los rendimientos negativos {que corresponden, por tanto, a las pérdidas) muestra
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claramente que los rendimientos tienen cola pesada. También es claro el cambio en
la curvatura de la gréfica alrededor de 0.02 6 0.025, por lo que podriamos considerar

estos valores como umbrales iniciales para realizar el andlisis POT.

4.3.2 TVE para Series Estacionarias

En los Capitulos 1 y 3 se presenté una gran cantidad de material sobre extremos, en
el cual nos restringimos al caso de observaciones i.i.d.; sin embargo, en la realidad
los eventos extremos ocurren a menudo en clusters (agrupamientos o aglomeracio-
nes), ocasionados por dependencias locales de los datos. Por ejemplo, las grandes
reclamaciones en seguros se deben principalmente a huracanes, tormentas, inundacio-
nes, terremotos, etc. Las reclamactones estdn por tanto asociadas a cste evento y no
ocurren de mancra independiente. Lo mismo puede observarse con datos financieros,
como los tipos de cambio y los precios de activos. Si ocurre un valor grande cn una
serie de tiempo de este tipo, usualmente podremos observar un cluster de valores

grandes en un corto perfodo de tiempo después de este evento.

" Veamos qué sucede si relnjamos nuéstra SUpGsiciom dé i:i:d- yeonsideramos-una- - — -
serte de tiempo estrictamente estacionaria con dependencias serizles. De acuerdo con
lo dicho sobre los clusters de datos financieros, las series de tiempo estacionarias
deberfan ser un mejor modelo para nuestros log-returns.

Por supuesto, no hay nada que nos impida simplemente ajustar la distribucién de
Valores Bxtremos Generalizada (VEG) a los méximos de bloque como se describié en

la Seccién 3.3 y como se hizo en el caso de los datos daneses; lo que queremos es tener
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una justificacién tedrica para escoger esta distribucién limite especifica en el caso
estacionario, asi como la que tenfamos para el caso i.i.d. Los resultados relevantes se
detallan en [15] y en [6]. Aquf presentamos sélo un breve resumen.

Un concepto que cobra gran importancia es el de indice extremo de una serie
estacionaria. El indice extremo es una cantidad que, de manera intuitiva, nos per-
mite caracterizar la relacién entre la estructura de dependencia de los datos y su
comportamiento extremo. Para entender mecjor este concepto, recordemos primero
la Aproximacién de Poisson (Proposicién 1.1.6): Sean X, ..., A v.aiid. y sea (un)

una sucesién de mimeros reales. Para 0 <7 < o0

lim nFlu,) =1
si v sélo si
lim P{M, <u,j=-exp(—7). (4.7)

n—co

Esto puede interpretarse de la siguiente manera: si la probabilidad de que el
méximo de un bloque exceda {6 no exceda) un umbral alto (u,) tiene un limite
asintético cuando se incrementan el umbral y el tamano del bloque, entonces el mimero
esperado de observaciones dentro del bloque que exceden el umbral también tendrd
un limite asintdtico, y viceversa.

Necesitamos la siguiente notacién: (X,) serd ahora nuestra serie de tiempo es-
tacionaria, donde la distribucién {marginal) de cada observacién X; es 'y M, =
max(Xy, ..., Xn). Denotaremos mediante (X':,) a una serie 1.i.d. asociada, con la mis-

ma distribucién marginal I y hacemos A‘}; = m&x(:‘a, ey Xn)-

Definicién 4.3.1 Sea 0 < 0 <1 un nimero real y supongamoes que pare cade T > 0
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eriste una sucesion u,(7) tal que se da lo siguiente:

lim nfi(u, (7)) = 7 (1.8)

n—o

lim P{M, < u,{(7)} exp (—01).
e

Diremos entonces que (X,,) liene indice extremo 0.

Puede demostrarse que @ estd bien definido de esta manera y no depende de la
eleccién especifica de la sucesidn (u,(7)). De hecho, si (X)) tiene indice extremo 8,
entonces para u, en general y 7 > 0 puede demostrarse que las siguientes expresiones

son equivalentes:

lim nf{u,) = 7
lim P{ﬁn < u,,} = exp(—T}

lim P{M, un} = exp(—97).

Ti—r o0
Estas tres expresiones equivalentes para el caso de series de tiempo estacicnarias
con fndice extremo § pueden compararse con las dos expresiones equivalentes dadas
en (4.7) para series i.i.d.

~Un&importante consecuencia de-esta definicién es el siguiente resultado para series

estacionarias:

Teorema 4.3.2 5i (X,,) es estacionaria con indice extremo 0 € (0, 1], entonces

tim P{ (M, - b.) jan < 5} = Hiz)

n—o0

pura alguna f.d. H(z) no-degeneruda si y sdlo si

lim P {(M, — b,) Jan <z} = H(3),

n—oo



con H%(z) también no-degenerada.

Puesto que las distribuciones de valores extremos son max-estables (ver Definicidn
1.2.6), para I' € DAM (H). la distribucién asintética de los méximos normalizades
de la serie estacionaria (X,) con indicc extremo § también es una distribucién de
valores extremos {pues (H E)U es del mismo tipo que H¢). El pardmetro de forma £ s
el mismo que en el caso i.i.d.. puesto que elevar una f.d. a la potencia # sélo afecta
los pardmetros de localizacién y escala.

A partir de la definicién del indice extremo @ (relacién (4.8)), podemos deducir

que, para valores grandes de n,
P{AlL <un} = P {fg:, < u.n} — J (un) . (4.9)

siempre que nF (u,) — 7 > 0.

Esta es una especie de definicién informal de 0. Asi, diremos gue si una serie
estacionaria exhibe la propiedad (4.9), la serie tiene indice extremo §.

IZsta definicién ros da cierta intuicién acerca de la relacién entre el efecto de aglo-
meracién y la naturaleza de 6. Vemos que el miximo de n observaciones de una serie
estacionaria con indice extremo & se comporta como el maximo de nf observaciones
de la seric 1.i.d. asociada. De esta manera, podemos pensar que nf cuenta el nimero
de clusters pseudo-independientes dertro de un total de n observaciones, por lo que
0 pucde interpretarse como el reciproco del tamano medio de las aglomeraciones.

Esta ¢s la justificacidn que necesitdbamos para ajustar la distribucién VEG a
los indximos de bloque de una serie de tiempo estacionaria con tendencia a formar

clusters de valores grandes, comno es el caso de las series de tiempo financieras, La
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dependencia de las X; tiene el efecto de que la convergencia a la distribucién VEG
es mds lenta, puesto que el tamafio efectivo de la muestra es nd, que es mds pequeno
que n. Asi, debe tenerse ain mds cuidado de que los bloques sean suficientemente
grandes como para que sus méximos puedan admitir un modelo de VEG. Del mismo
modo, los blogues deben ser suficienternente prandes como para poder suponer que
los méximos de distintos bloques son efectivamente independientes.

En la Seccién 3.3 y en el caso de los datos daneses mencionamos que el nivel de
retorno H, es un cuantil especifico de la distribucién marginal. Hemos visto que, en

los casos en que se tienen datos 1.i.d., la probabilidad asociada es
(1~ 1/k)" = PV (M S R} = F (Bag), (4.10)

de manera que R,y = Z(;_1x)i/». Sin embargo, cuando nuestros datos no son iid.,
en lugar de la identidad (4.10) podemos utilizar nuestra definicién informal del tdice

extremo (4.9) para obtener la aproximacién asintética

(1= 1/k)Y0 = pYOS M, < Rog} s F(Rag),

~~de'maneraque” — — — -=— . .. ..
Ry = Bej_178)1n0) - (4.11)

Tenemos pues que en el caso de series de tiempo estacionarias es mds dificil decir
exactamente cudl es la probabilidad asociada a clerto nivel de retorno. Si deseamos
responder esta pregunta debemos conocer, o poder estimar, el indice extremo ¢ de
la serie. Si no conocemos el indice extremo, sabemos que el nivel de retorno &, sc

excede en un n—blogue de entre cada k n—bloques, en promedio, pero no sabemos
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cuéntos excesos ocurtiran en ese n—bloque extremo o perfodo acentuado, puesto que
eso depende de la propensidad de la serie a formar clusters. En este sentido, Hax
nos da una idea acerca de la frecuencia de los periodos acentuados, pero no de la
verdadera frecuencia de los rendimientos extremos promediada a largo plazo. Para
obtener informacién més precisa necesitamos el indice extremo .

La relacién (4.9) sugiere cémo podria construirse un estimador de § mediante el
llamado método de bloques. Este método estd basado en argumentos asintéticos que
pueden encontrarse en [6, Cap. 8. El método de bloques para estimar el indice
extremo consiste en dividir los datos X1, ..., X, en m bloques de tamafio n, como se
hace para ajustar la distribucién VEG, y poner umbrales altos, digamos en u. Asi, el
estimador asintético natural para # es

. log(l ~ K,/m)
log (1 — N,/ {mn))’

5: n

donde N, es el nimero de excesos del umbral y K, es el mimero de bloques en los
que hay uno o més excesos del umbral. Cuando K, /m y N,/(mn) son pequefios, este
estimador se reduce a K, /N,.

También para aplicar el Modelo de Picos Sobre el Umbral deben hacerse ligeras
modificaciones. La idea de aproximar F,(z} mediante una Distribucién Pareto Gene-
ralizada (DPG) G 5 (z} para algin umbral = alto y para los pardmetros £ y 3 sigue
teniendo sentido. [l problema es estadistico: jcdmo estimar los pardmetros de la
DPG a partir de una muestra dependiente de pérdidas que exceden el umbral u?

Dos posibles enfoques para este problema son:

1. Hacer algunas suposiciones sobre la naturaleza de la dependencia de los datos y
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maximizar una verosimilitud adecuada para la muestra. de excesos dependientes.

9, Intentar hacer que los excesos sean “més independientes”. Puesto que n ob-
servaciones extremas de un proceso con indice extremo # proporcionan apro-
ximadamente la misma cantidad de informacién sobre la cola de F que la que
obtendriames de nd observaciones independientes, podemos intentar reducir los
datos a observaciones 1.i.d. deshaciendo los clusters (declustering). Para ello,
identificamos los clusters de excesos del umbral u y reducimos cada cluster a
un iinico representante, como podria ser el méximo dentro del cluster. Uno de
los métodos que puede utilizarse para llevar a cabo este proceso ¢s el método
de runs {corridas): cuando decimos que run = 7, consideramos que cualquier
sucesién de r observaciones consecutivas por debajo del umbral separa dos clus-

ters.

Tenemos ya la informacién necesaria acerca de la importancia del indice extremo
de una serie estacionaria y tenemos también un método para calcular, a partir de los

datos, un estimador del indice extremo. Podemos. por tanto comenzar nuestro andlisis

4.3.3 AnAdlisis de Maximos de Bloque para Pérdidas en el

Precio de la Accién BMW

il primer andlisis se realiza para bloques mensuales. [s importante recalcar que
estamos interesados en los rendimientos negativos, de manera que nuestros 6146 datos

se reducen a 2769 pérdidas, que a su vez se convierten en 283 méximos de bloque, para
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bloques que contienen aproximadamente 22 observaciones cada uno. Los estimadores
de los pardmetros son E =0.232, 7 = 0.009 y i = 0.019. El ajuste del modelo Fréchet a
estos maximos de bloque se verific6 utilizando, como en el caso de los datos daneses,
residuales exponenciales (4.6). Tanto el QQ-Plot como la gréfica de dispersidn de

estos nos indican que el ajuste es adecuado.

Exponsres Carmes
.

e % 2 3
\
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QQ-Plot y Dispersién de Residuales pérdidas BMW mensuales.

Se realiza también el andlisis para bloques de mayor tamano, Los estimadores del
parédmetro de forma £ son 0.241, 0.274 y 0.207 para bloques trimestrales, semestrales
y anuales, respectivamente. También en estos casos se investigé el ajuste Fréchet
mediante €l uso de residuales. Los QQ-plots de la siguiente Figura muestran que el

ajuste parece adecuado.
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QQ-Plots para residuales de las pérdides BMW para méximos trimestrales

(izquierda) y semestrales (derecha).

La siguiente Tabla muestra los estimadores de los pardmetros obtenidos al ajustar

la distribucién VEG a méximos de bloque mensuales, trimestrales, semestrales y

anuales. Se incluyen asimismo los niveles de retorno de 20-perjodos. Asi, puede

verse que el nivel de retorno de 20 trimestres es 0.076, de manera que en un bloque

trimestral cada 5 afios esperamos ver pérdidas diarias de alrededor det 7.6%. El

estimador del nivel de retorno de 80 trimestres (marcado en la columna Rgp) es (1115,

lo que significa que cada 20 afios veremos rendimientos logarftmicos negativos de, en

promedio, -0.115.

~n|{m E E.E.| ¢ |EE.| i |EE.|Ry2| Ry

Mensual 22 (2830232 0.05 | 0.009f 0.00 { 0.019| 0.00 | 0.057 | 0.118
Trimestral | 65 95 | 0.241 | 0.08 | 0.011 | 0.00 | 0.027{ 0.00 ] 0.076 | 0.115
Semestral | 128 | 48 [ 0.274 | 0.13 | 0.014 | 0.00 | 0.033 | 0.00 { 0.096 | 0.120
Anual 256 | 24 1 0.207 | .19 | 0.019| 0.00 | 0.044 | 0.00 | 0.120 } 0.120

Estimadores de pardmetros VEG y niveles de retorno Pérdidas BMW.
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En la columna Hsqg se muestran los niveles de retorno de 240-meses, 80-trimestres,
40-semestres y 20-afios. Obsérvese que los estimadores de Rap para los diferentes
tamajios de bloque son pricticamente iguales, lo que muestra que nuestro modelo
para méximos es consistente.

Nos interesa ahora estimar los cuantiles correspondientes a los niveles de retor-
no calculados. Puesto que suponemos que nuestros datos son una serie de tiempo
estacionaria, sabemos por (4.11) que necesitamos conocer el indice extremo de la se-
rie para pasar de la informacién expresada como niveles de retorno a informacién
en términos de cuantiles. Intentamos entonces estimar €l {ndice extremo # para los
distintos tamafios de bloque que hemos considerado. La siguiente Tabla muestra los
estimadores de # obtenidos mediante el método de bloques, para miximos mensuales,

trimestrales y semestrales, conforme se varfa el nimero N, de excesos del umbral,

(m,n) | N, | 15 20 25 30 40 50 100 150 | 200

u | 0.065 | 0.056 | 0.051 | 0.049 | 0.045 | 0.043 | 0.034 | 0.029 | 0.026

mes K. 11 14 17 19 26 32 59 90 110

(283,22) 6 |0.748 | 0.718 | 0.701 | 0.655 | 0.681 | 0.678 | 0.658 | 0.717 | 0.680
trim. K. 8 10 13 15 21 25 40 55 65
(95,65) 9 {0554 0525 | 0.555] 0.540 | 0.589 | 0.575 | 0.513 | 0.589 | 0.536

sermn. K, 8 10 13 14 17 21 28 3 42

{48,128) G | 05870565 | 0611 | 0.556 | 0.529 | 0.558 | 0.425 | 0.400 | 0.521

Estimadores del Indice Extremo 6 para log-returns negativos BMW.

En la Tabla anterior vemos que los estimadores del indice extremo # para bloques
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mensuales estdn entre 0.655 y 0.748, para un promedio de 0.694. Por su parte,
los bloques trimestrales dan estimadores 0 entre 0.513 y 0.589, para un promedio
de 0.555; mientras que en los blogues semestrales los estimadores de # estdn entre
0.400 y 0.611, para un promedio de 0.528. En el caso de bloques trimestrales y
semestrales, los promedios de los estimadores de & obtenidos son suficientemente
parecidos; para blogues mensuales el valor de n es demasiado pequeno como para
utilizar un argumento asintético. Las siguientes gréficas muestran que el estimador
del indice extremo  es m4ds estable cuando se trabaja con bloques trimestrales; esto
era de esperarse, pues tanto m como n son suficientemente grandes. En el ejex

superior se indica el umbral © y en el eje-z inferior se marca el nimero de excesos.

Estabilidad del indice extremo & de la seric de pérdidas BMW al variar el umbral
para bloques de tamafio: 22 (meses), arriba; 65 (trimestres), centro; y 128

(semestres), abajo.

Supondremos entonces que, como nos indica nuestro andlisis de bloques trimes-

trales, la serie de los log-returns negativos de BMW tiene fndice extremo 0.55, de
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modo que el tamafio promedio de los clusters es 1.8. Esto significa que podemos
utilizar la ecuacién (4.11) para calcular que nuestro nivel de retorno de 20-trimestres
corresponde apreximadamente al cuantil 0.9985. Asi, se estima que la probabilidad
de exceder este nivel de retorno es (.015.

Podemos ahora expresar nuestros resultados en términos de la frecuencia tanto de
los bloques extremos como de los rendimientos extremos. En un perfodo de 5 afics
esperamos tener un trimestre acentuado en el que las pérdidas serdn de alrededor
del 7.6%, en promedio. Cuando ocurran pérdidas de esta magnitud, esperamos ver
clusters de rendimientos negativos grandes, con un tamano promedio de 1.8, Mis
aiin, puesto que en estos 5 afios hay alrededor de 1305 dias hébiles, esperamos que
haya aproximadamente 0.0015 x 1305 a2 1. 9575 dias en los que veremos pérdidas de
esta magnitud.

Reciprocamente, supongamos que necesitamos un estimador del cuantil 0.999 de
la distribucién de los rendimientos logaritmicos negativos. Utilizando de nuevo la
expresion {4.11) y el valor de & = 0.55, obtenemos que esto es equivalente a estimar el
nivel de retorno de 28.89-trimestres. Cerramos este nimero y estimamos el nivel de
retorno de 29-trimestres. Obtenemos el estimador puntual 0.085. La siguiente Figura
muestra que este valor corresponde aceptablemente con lo ohservado histéricamente.
Sobreimpuesta en la gréfica de la serie de tiempo de los rendimientos negativos se
marcéd el estimador del cuantil 0.999 o nivel de retorno de 29-trimestres mediante
una recta horizontal. La longitud total de la serie BMW es 6146, de manera que
esperamos que alrededor de 6.1 rendimientos excedan el cuantil 0.999. Tenemos que

5 rendimientos lo exceden en la préctica.
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Serie (con pérdidas positivas) BMW, con el cuantil 0.999 marcado.

4.3.4 Andlisis POT para Pérdidas en el Precio de la Accién

BMW

Al igual que en el caso del ajuste de la distribucién VEG, al aplicar este método tam-
bién debermos tomar en cuenta que nuestros datos no son i.i.d., sino que se presentan

en clusters. Para ello, ademds de elegir un umbral, debemos elegir un run {corrida)

pz-x.rz;,- nuestros dates. 7 T I — =
La grifica de la funcién media de exceso nos sugiere elegir como umbral inicial
una cantidad de alrededor de 0.02 6 0.03. Elegimos pues, para iniciar, © = (.025.
Las siguientes graficas muestran el ajuste de la DPG a la distribucién de exceso F,
(izquierda) y a la cola F' de la distribucién subyacente (derecha), cuando los clusters
estdn separades por 0 {es decir, no estdn separadas), 20 y 30 observaciones por debajo

del umbral, respectivamente.
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Run =0, u = 0.025. Se obtiene £ = 0.178.

Run = 30, u = 0.025. Se obtiene £ = 0.215.

Las graficas anteriores muestran que el ajuste es bueno en todos los casos. La
siguiente Tabla muestra los estirnadores de los pardmetros de la DPG para umbrales

desde 0.02 hasta 0.04, cuando run = (1, 20 y 30.



196

U Excesos 13 E.E. il run

0.02 23 0.2373 | 0.137 | 0.0133 | 30

0.025 70 0.2149 | 0.153 | 0.0142 | 30

0.03 58 0.2351 ] 0.173 | 0.0139 | 30

0.04 33 0208201563 | 0.0148 | 30,

0.02 i11 0.2007 | 0.116 | 0.0131 | 20

0.025 &9 0.2201 { 0.130 | 0.0126 | 20

0.03 66 0.2624 | 0.163 | 0.0124 | 20

0.04 35 0.3030 | 0.252 | 0.0136 | 20

0.02 354 0.2232 | 0.069 | 0.0093 | 0

0.025 212 0.1778 | 0.082 | 0.0110 | O

0.03 136 0.1428 | 0.095 | 0.0126 | O

0.04 65 0.2644| 0.172 | 0.0118 | O
Estimadores DPG para distintos umbrales, BMW.

Nétese que, particularmente cuando run = 30, los estimadores del pardmetro de

el promedio de £ es (.2461.

Ilustraremos el célculo del VaR para u = 0.025, run = 30. Sin tomar en cuenta
que los excesos se presentan en clusters, estariamos hablando de aproxiradamente
200 excesos del umbral; pero al escoger run = 30, se toman en cuenta solamente 70
excesos del umbral. En este caso, obtenemos que ¢l estimador del VaRggee para las

pérdidas BMW es 0.1004. Esto se muestra en la siguiente Figura: la recta punteada

forma £ son bastante es}_ablésuic:on lil_n-p;l_";nieaic;_de 0.2239. En el caso en que ruin = 20, —



197

vertical se intersecta con el estimador de la cola en el punto (0.1004,0.001), lo que nos
permite leer el estimador del VaR en el eje-r. La curva punteada es una herramienta
que nos permite caleular intervalos de confianza (mediante el método de verosimilitud
de perfiles) para el VaR. El eje-y del lado derecho de la grafica es una escala de
confianza (70 una escala de cuantiles). La linea punteada horizontal corresponde a
una confianza del 95%; las coordenadas en x de los dos puntos donde la curva punteada
intersecta a la linea horizontal son los extremos del intervalo de confianza del 95%:
(0.07924,0.16823). Es importante notar que el intervalo obtenido es asimétrico, lo
cual refleja el problema de estimar altos cuantiles para datos de cola pesada: es més
fécil acotar el intervalo por abajo que hacerlo por arriba. Obsérvese que se obtiene
un intervalo de conflanza del 99% més amplio si se baja la linea horizontal al valor

99 del eje de confianza.

1

) {on by et
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— .

# Ton g wcsle)

Estimador de Vafngg para ¢ = 0.025 y run = 30.

El estimador de ESpges se ilustra en la sigulente Figura mediante una segunda

recta vertical, a la derecha de la correspondicnte al VaRgggg. El estimador puntual
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que se obtiene es 0.1392.
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Estimador de ESpg99 con u = 0.025 y run = 30.

La siguiente Tabla muestra los estimadores de VaR y de ES para dos distintos

valores del umbral (0.02 y 0.025), donde separamos los clusters por 0, 20 y 30 obser-

vaciones por debajo del umbral.

u | run| VaRgees VaRye | Vallsgmm ESpggs ESp.90
0.02 { 0 ;0.05007033 0.080980_86_ —0 149794? 700706189_ "6.1-10417
0.025| 0 {0.05039095 | 0.07933166 | 0.138161 | 0.06928087 | 0.1044779
0.02 | 20 | 0.06136126 ; 0.1020376 | 0.1886009 | 0.08814847 | 0.1390375
0.025 | 20 | 0.05541479 | 0.09275413 | 0.17563751 | 0.08020455 | 0.1280845
0.02 | 30 | 0.0640145 | 0.1105334 | 0.2170801 | 0.09513455 | 0.15613
0.025 | 30 | 0.05902148 | 0.1004137 | (.191061 | 0.08644162 | (.1391701

Estimadores VaR y ES para Pérdidas BMW con distintos.umbrales y runs.
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La Tabla anterior muestra que todos los estimadores de VaR y ES son més altos
para 4 = 0.02 y run = 30, mientras que para los demds modelos los valores que se
obtienen son muy similares.

En la practica, los estimadores de Vafygge que parecen més acertados son aquellos
en los que se ignora que la serie forma clusters y se toma run = 0; en este caso,
obtenemos 6 observaciones (tanto para v = 0.25 como para « = 0.2) que han excedido
este valor, lo cual es de esperarse para una serie de 6146 rendimientos. En cambio,
para run = 20 y run = 30, se obtiene que el estimador de Vaflgss ha sido excedido
solamente en cuatro ocasiones {excepto para u = 0.02 y run = 30, donde VaRygy
s6lo se ha excedido una vez}, lo que nos indica que posiblemente hemos sobreestimado
ligeramente el valor de VaRoges. El caso de VaRagos es similar: aqui para u =
0.025, run = 20 se tiener 22 excesos. v en los demds casos (run = 20 y run = 30)
hay 16 excesos. Para run = 0 hay 27 excesos para los umbrales © = 0.02 y u = 0.25.
En teoria, deberiamoes haber visto va alrededor de 30 6 31 excesos de VaRyoos.

En cuanto a los estimadores de ES, sc tiene lo siguiente: en el caso de run = 0,
el promedio de los 27 excesos de VaRgoos es 0.07159, lo cual es muy parecido a los
estimadores de F Spgps obtenidos tanto para v = 0.02 como para © = 0.025. Para
u = 0.025 y run = 20, el promedio de los 22 excescs que hemos visto de VaRgo0s es
0.07596, cantidad que el estimador de E'Sy gg5 parece sobreestimar ligeramente. En los
demés casos, el promedio histérico de los 16 excesos es 0.08314, que es bastante similar
a los estimadores obtenidos para ESp g5, excepto en el caso uw = 0.02 y run = 30.
Veamos ahora lo que ocurre con ESyggy: para run = 0, el promedio de los 6 excesos

que hemos visto de ValRg g9 es 0.10468, lo cual es casi exactamente el estimador de
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ESp.o9e obtenido para u == 0.025. Para ¢ = 0.02 y run = 30, el tamaiio del tinico
exceso que contiene nuestra serie histérica es 0.1406, que resulta ligeramente inferior
al estimador de ESpgge obtenido. En los demds casos, los 4 excesos de Vafpgg

promedian 0.11527, de manera que £ Sq g9 parece estar ligeramente sobreestimada.

4.3.5 Comparacién de Cuantiles Obtenidos con el Método
M4ximos de Bloque y con el Método POT para Pérdi-

das en el Precio de la Accién BMW

La siguiente Tabla presenta una comparacién entre los estimadores de VaRygos ob-
tenidos por el Método de Maximos de Bloque y los obtenideos por el Método POT. El
umbral del método POT se escoge de manera que haya el mismo nimero de excesos
de ese umbral que el nimero de miximos con que se estd comparando. Asi, por ejem-
plo, hay 283 excesos del umbral u = (.0218. Cuando run # 0, el mimero efectivo de
excesos se reduce para tomar en-cuenta la tendencia de la serie a formar clusters; asi,
——por ejemplo, para~run =-20;los 283-excesos-se-convicrten-en-101- excesos efectivos;
95 excescs se transforman en 45 efectivos y 48 excesos se vuelven 27.
Los estimadores de VaHy g99 obtenidos mediante el método POT son més parecidos

a los obtenidos a través del método de Méximos de Blogue cuando se toma run = 20,

es decir, cuando 20 observaciones por debajo del umbral separan 2 clusters.

En la prdctica, para el estimador Vmg = 0.079 hay 6 excesos; para (.085 hay

5 excesos; para los estimadores entre {0.086 y 0.104 hay 4 excesos.
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Max de Bloque Mes | Trimestre | Semestre

Nimero de Maximos [ 283 95 48
£ 0232 | o0.241 0.274
VaRoom 0.089 | 0.085 0.087
POT
u 0.0218 | 0.0347 | 0.0433

(Run=0) £ 0.171 | 0.189 0.217

VaRoom 0.079 | 0.079 0.079

(Run=20) ¢ | 0170 | 0.207 0.258

VaRos00 0.097 { 0.000 0.086

(Run=130) ¢ | 0217 | 0181 0.211

VaFoos 0.087 | 0.001 0.104
Comparacién Métodos POT y MDB, Pérdidas BMW.

4.4 Caso 3: Tipo de cambio FIX peso/ddlar

En este caso, nuestros datos corresponden a la variacién porcentual del tipo de cam-
bio FIX de pesos mexicanos a délares americanos (MXN/USD}, durante el periodo
comprendido entre enero de 1992 y mayo del 2001. Tenemas pues 2357 datos para
realizar nuestros andlisis. En este anilisis tomamos como pérdidas las devaluaciones

del peso con respecto al délar, y les asignaremos su variacién porcentual positiva.
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4.4.1 Andlisis Preliminar de Datos de Pérdidas en el Tipo de
Cambio FIX

Como en los dos casos anteriores, comenzamos por realizar el andlisis preliminar,

mediante graficas, de los datos. Iniciamos con la grafica de la serie de tiempo.
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Serie de tiempo de! tipo de cambio FIX, con pérdidas positivas.

La serie de tiempo (nétese que las pérdidas aparecen como valores positivos) nos

permite observar que las pérdidas y las ganancias mds extremas ocurrieron entre

finales de 1994 y principios de 19953/ q;e sus 1 m-z_),ait,_uaies7fﬁ§6hfﬁuéﬁmiay_o'rés;qhé';”’ =

las de las otras pérdidas y ganancias extremas que podemos identificar. Asimismo,
el valor de la pérdida mds grande es mayor que el valor absoluto de la ganancia mas
grande que se registré en el periodo 1992-2001.

La siguiente Tabla muestra los principales datos estadisticos de la serie del tipo de
cambio FIX. En la segunda columna se toman todos los datos (con pérdidas positivas),

en la tercera Unicamente las ganancias y en la iiltima sélo las pérdidas.
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FIX {Todos) | FIX (Ganancias) | FIX (Pérdidas)
Minimo -0.148 0.000 0.000
Primer cuartil -0.002 0.001 0.001
Media 0.001 0.004 0.005
Mediana 0.000 0.002 0.002
Tercer Cuartil 0.002 0.005 0.005
Méximo 0.223 .148 0.223
Desv. Estandar 0.012 0.008 0.013
Total Datos 2357 1161 1155

Resumen estadistico datos Tipo de Cambio FIX.

Veamos ahora el Boxplot y el histograma de la serie FIX, asi como un QQ-Plot

de nuestros datos contra la distribucién Normal.
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QQ-Plot distrib. Normal contra FIX.
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Histograma tipo de cambio FIX.

El Boxplot nos muestra que hay cinco pérdidas por encima de (.1, mientras que
sélo tenemos una ganancia que excede esa cantidad. La distribucién parece bastante
simétrica respecto al cero, si bien, como aparentemente confirma el histograma, hay
cierta evidencia de que la cola derecha (pérdidas) sea més pesada que la cola izquierda.

Por su parte, el QQ-Plot contra la distribucién Normal nos muestra clara evidencia

de que las dos colas de nuestros datos son mucho mas pesadas qiu_e las colas de la

distribucién Normal.

Investigamos a continuacién el hecho de que nuestros datos provengan de una
distribucién exponencial, mediante la creacién de dos QQ-Plots, en los cuales se
analizard esta posibilidad, por separado, para pérdidas y para ganancias del tipo de

cambio FIX,
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QQ-Plot Pérdidas FIX vs. Exponencial.

QQ-Plot Ganancias FIX vs. Exponencial.

Estos QQ-Plots nos indican que tanto la cola derecha (que, en nuestro caso son las

pérdidas) como la cola tzquierda (las ganancias) de nuestra serie del tipo de cambio

FIX son més pesadas que la cola de una distribucién exponencial.

Finalmente, analizamos las gréficas de la funcién media de exceso (F.M.E.) em-

pirica para pérdidas y para ganacias por separado.
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Gréfica F.M.E. para Pérdidas FIX.

Gréfica ["M.I5. para Ganancias FIX.
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Las gréficas de la funcién muestral media de exceso tanto para pérdidas como para
ganancias del tipo de caml;io FIX muestran claramente que nuestros datos tienen cola
pesada. Mis ain, la diferencie en las pendientes parece mostrar que la cola de las
pérdidas es mds pesada que la de las ganancias. La gréfica de la F.M.E. para pérdidas
es bastante recta en general, aunque hay un ligero cambio en la pendiente alrededor
de 0.008; esta podria ser, por tanto, nuestra primera eleccién para el umbral en €]

método POT.

4.4.2 Andlisis de Mdximos de Bloque para el Tipo de Cambio

FIX

Il andlisis se realiza para blogues mensuales, trimestrales y semestrales. De esta
manera, nuestros 2357 datos se convierten en: 113 méximos de bloque, donde el
nimero aproximado de observaciones en cada uno de los bloques es n & 21 para
bloques mensuales; 38 méximos de bloque de tamafio apraximado 62 para bloques
trimestrales; y 19 méaximos de blogue dealrededor de 124 sbservaciones-cada uno-en- -
¢l caso semestral. Los estimadores del pardmetro de forma £ son, respectivamente,
0.5926, 0.7224 y 0.6292, lo que nes indica que la distribucién GEV que se ajusta es

del tipo Fréchet y la hipétesis de varianza infinita parece plausible en todos los casos.

Se investigs el ajuste de la Fréchet a los tres distintos tamafios de blogue utilizando
los residuales descritos en {4.6). La suposicién de exponencialidad de los residuales

parece aceptable en todos los casos, como los signientes QQ-Plots nos muestran.
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QQ-Plot de residuales pérdidas FIX vs. distribucién Exponencial para bloques

mensuales (izq.), trimestrales (centro) y semestrales (der.).

La siguiente Tabla muestra los estimadores de los pardmetros obtenidos al ajustar

la distribucién VEG a médximos de bloque mensuales, trimestrales y semestrales de

las pérdidas en el tipo de cambio FIX. Se ineluyen asimismo los niveles de retorno de

20-periodos.
~n m E E.E. [+8 E.E. H E.E. Rn.zo R20
Mes | 21 |113| 0593 | 0.09 | 0.004 | 0.00 | 0.006 | 0.00 | 0.0427 | 0.1233
Trim. | 62 | 38 | 0.722 | 0.20 | 0.007 | 0.00 | 0.010 | 0.00 | 0.0886 | 0.1479
Sermn. | 124 | 19 [ 0.629 | 0.27 | 0.014 | 0.00 | 0.018 | 0.00 | 0.1366 | 0.1366

Estimadores y niveles de retorno (VEG) para Pérdidas en Tipo de Cambio FIX .

Asi, puede verse que el nivel de retorno de 20 semestres es (0.1366, de manera que

en un semestre cada 10 afios esperamos ver pérdides diarias de alrededor de -0.1366.

Fl estimador del nivel de retorno de 40 trnimestres (marcado en la columna Rap) es
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0.1479, lo que significa que cada 10 afios veremos rendimientos logaritmicos negativos
de, en promedio, -0.148. Los estimadores de fiy para los diferentes tamaiios de bloque
son similares, si bien no son tan cercanos como los obtenidos en ¢l caso de las pérdidas
de BMW.

Queremos ahora estimar los cuantiles correspondientes a los niveles de retorno cal-
culados. Para ello, utilizaremos la aproximacién (4.11), de manera que necesitamos
conocer el {ndice extremo de la serie para pasar de la informacién expresada como ni-
veles de retorno a informacién en términos de cuantiles. Intentamos entonces estimar
el indice extremo 8 para bloques mensuales, trimestrales y setnestrales. La siguiente
Tabla muestra los estimadores de @ obtenidos mediante el método de bloques, para
méximos mensuales, trimestrales y semestrales, conforme se varia el mimero N, de

excesos del umbral u.

{m,n) | N, | 15 20 25 30 40 50 100 | 150 | 200

u | 0.042 | 0.040 | 0.036 | 0.030 | 0.024 | 0.018 | 0.011 | 0.008 | 0.007

mensual | Ko | 6 8 9 10 14 18 | 35 52 | 67

(113,21) | 0 [ 0.411 | 0.414 | 0374 | 0348 | 0372 | 0380 | 074127 0.452|0.4907|

trimestral | K, 4 5 6 7 11 13 23 29 32

(38,62) g |0.285 | 0.270 0.263 | 0.260 | 0.327 | 0.321 | 0.356 | 0.370 | 0.358

semestral | K, 4 5 6 7 10 11 17 17 18

(19,124) 0 |0.296 | 0.287 | 0.285 | 0.287 | 0.349 | 0.323 | 0.415 | 0.274 | 0.266

Estimadores del Indice Extremo para Pérdidas en el tipo de cambio FIX.

En la Tabla anterior vemos que los bloques mensuales dan estimadores de entre
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0.348 y 0.490, para un promedio de 0.407. Por su parte, los bloques trimestrales
dan estimadores entre 0.260 y 0.370, para un promedio de 0.312; mientras que en
los bloques semestrales, los estimadores estdn entre 0.266 y 0.415, para un promedio
de 0.309. En el caso de bloques trimestrales y semestrales, los promedio de los es-
timadores de 8 obtenidos son suficientemente parecidos; para bloques mensuales el
valor de n (= 21) es demasiado pequefic como para utilizar un argumento asintético.
Las siguientes gréficas {nétense las diferentes escalas) muestran que el estimador del

indice extremo es més estable cuando se trabaja con bloques trimestrales; esto era de

esperarse pues tanto m como n son suficientemente grandes.

———
[T
. \

Estabilidad del estimador del fndice extremo # para bloques mensuales (arriba),
trimestrales {centro) y scmestrales {abajo) de las pérdidas del Tipo de Cambio FIX,

conforme se varia el umbral u.

Supondremos que nuestros estimadores del indice extremo para datos trimestrales
son los mas aproximados a la realidad, de manera que tomaremos § = 0,31 para nues-

tra serie de pérdidas en el tipo de cambio FIX. Esto significa que el tamafio promedio
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de los clusters es 3.23. Asf, utilizando nuestro modelo para bloques trimestrales, el
cuantil 0.995 corresponde al nivel de retorno de 10.887-trimestres. Redondeamos este
nimero 11 y obtenemos que el nivel de retorno de 11-trimestres estd dado por 0.0565;
de la misma manera, el cuantil 0.999 corresponde apraximadamente al nivel de retor-
no de 33-trimestres y es (L1817, mientras que el estimador del cuantil 0.9999 —o el
nivel de retorno de 521-trimestres—es 0.9546.

La siguiente Tabla muestra los estimadores de VaR obtenidos para la serie de
pérdidas en el tipo de cambio FIX, con los correspondientes niveles de retorno. En

todos los casos se considera 6 = 0.31.

VaRogws | VaRpow | VaRogooe

Mensuales 0.0587 0.1537 0.6064

R R Ra1a62 | Raieia

Trimestrales | 0.0565 0.1817 0.9546

R‘n.k Rﬁ2,ll ]?62,53 1262,521

Semestrales | 0.0594 | 0.1665 0.7140

R
Estimadores del VaR {VEG) para Pérdidas FIX.

R124,27 RI‘M“ZGI

Sobreimpuestos en la grifica de la serie de tiempo de las pérdidas en el tipo de
cambio FIX se marcaron los estimadores de los cuantiles 0.995 y 0.999 (correspondien-
tes a los niveles de retorno de 11 y de 53-trimestres, respectivamente) mediante rectas
horizontales. La longitud total de la serie FIX es 2357, de manera que esperamos que

alrededor de 11 o 12 pérdidas excedan el cuantil 0.995 y que aproximadamente 2
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rendimientos excedan el cuantit 0.999. En la practica, tenemos que 11 rendimientos
exceden el cuantil 0.995, lo cual estd de acuerdo con nuestra estimacién, mientras que
hay un rendimiento que excede el cuantil 0.999, que es solamente una vez menos que

nuestra estimacién.

i
|
|

CU0IM9R2 [ B [hatile-] Q1908 03012000
Tigrpe

Serie de tiempo pérdidas FIX con estimadores de VaRgges ¥ VaRogs

sobreimpuestos.

4.4.3 Andlisis POT para Pérdidas en el Tipo de Cambio FIX

La gréfica de la funcién media de exceso sugiere que podemos empezar este andlisis
con un umbral de alrededor de 0.008. Sin embargo, este umbral reduce demasiado el
numero de excesos cuando se toman run = 20 y run = 30, de manera que decidimos

empezar el andlisis con un umbral ligeramente m4s bajo. Tomaremos pues 4 = 0.006,
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1

1@ = 0.006, run = 0. El estimador de £ es (1.745.

oy

o — -

u == 0.006, run = 30. El estimador de £ es 0.674

Las gréficas anteriores muestran que el ajuste de la DPG parece aceptable para
los casos run = 0 y run = 20. Cuando run = 30 son unicamente 26 los excesos que

efectivamente se toman en cuenta; esta es una cantidad de datos demasiado pequeiia,
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por lo que el ajuste obtenido en este caso no es tan confiable. Los estimadores del
pardmetro de forma £ no son muy estables para « = 0.006 al variar rurnt. La Tabla que
se presenta a continuacién nos permite observar que los estimadores del pardmetro £
son m4s estables para umbrales més altos, a pesar de que se usan muy pocos excesos

para. realizar los ajustes a la DPG cuando run # 0.

u 0.005 { 0.006 | 0.008 { 0.008 | 0.01 | 0.013

run =0

3 0.8179 | 0.7449 1 0.7778 | 0.5609 | 0.5686 | 0.5036

E.E 0.110 ! 0.120 | 0.165 | 0.152 | 0.164 | 0.1N

8 0.003 } 0.005 | 0.006 | 0.009 | 0.010 | 0.013

Excesos 292 219 148 118 107 79

run = 20

£ 0.9041 | 0.5981 | 0.7692 | 0.4778 | 0.5294 | 0.5013

E.E. 0318 | 0.235 | 0.339 | 0.270 | 0.295 | 0.313

B 0.004 | 0.006 | 0.005 | 0.011 | 0.010 | 0.012

Excesos 48 46 36 27 26 20

run = 30

£ 0.5653 | 0.6741 | 0.7619 | 0.4737 | 0.4517 | 0.5266

E.E. 0.332 | 0.340 | 0395 | 0.300 | 0.300 | 0.361

B 0.010 | 0.008 | 0.007 { 0.013 | 0.014 | 0.013

Excesos 23 26 26 22 - 20 17

Estimadores de los Pardmetros DPG para varios umbrales y runs.
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Al fijar run —es decir, el nimero de observaciones por debajo del umbral que
separardn dos clusters— y variar el umbral, podemos notar que en ninguno de los
casos puede decirse que hay estabilidad de los estimadores del pardmetro de forma €.
Para run = 30, el promedio es de 0.5756, para run = 20 se obtiene 0.6299, mientras
que el promedic para run = 0 es 0.6623.

Tlustraremos el cdlculo del VaR para u = 0.008, run = 20; sin tomar en cuenta
que los excesos se presentan en clusters, estariamos hablendo de apraximadamente
148 excesos del umbral, pero al escoger run = 20, se toman en cuenta solarnente
36 excesos del umnbral. En este caso, obtenemos que el estimador del VaHygey para
las pérdidas en el tipo de cambio FIX es 0.0524. Esto se muestra en la siguiente
figura mediante una recta punteada vertical. El intervalo de conflanza (asimétrico)
del 95% puede leerse en las intersecciones de la curva punteada y la la linea punteada
horizontal: (0.0315,0.1717). Obsérvese que se obtiene un intervalo de confianza del
99% més amplio si se baja la linea horizontal al valor 99 del eje de confianza (eje—y,

lado derecho).

15 mioniog sms)
0050
1

Estimador de VaRg g5 para u = 0.008 y run = 20.
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El estimador de ESgggs se ilustra en la siguiente Figura mediante una segunda
recta vertical, a la derecha de la correspondiente al VaRgggs. El estimador puntual

que se obtiene es 0.2251.

1-F(x) {¢n Jog scale)
0.0050
!
Fal

0.0003
%

00 0.05 aic

Estimador de ESqg9s con u = 0.008 y run = 20.

La siguiente Tabla muestra los estimadores de VaR y de ES para tres distintos
valores del umbral (0.006, 0.008 y 0.010), donde separamos los clusters por 0, 20 y
por 30 observaciones por debajo del umbral. Obsérvese que todos los estimadores son

muy altos para u = 0.008 y u = 0.006 cuando run = 30,
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U run | VaHgoeos VaRoose | VaRowsww ES0.995 ESpom

0.006 | O | 0.05464107 [ 0.1817237 | 1.010989 | 0.2148426 | 0.7130112

0.008 [ O | 0.05576091 | 0.1944254 { 1.164584 { 0.2502175 | 0.8744287

0.010 | 0 {0.05419454 | 0.1467676 | 0.5642077 { 0.1356573 | 0.3502925

0.006 | 20 | 0.05539596 } 0.1522037 | 0.6163804 | 0.1444086 | 0.3852844

0.008 | 20 | 0.05241205 | 0.1792757 | 1.05077 | 0.2250805 | 0.774745

0.010 | 20 | 0.05094708 | 0.1308515 | 0.4630129 | 0.1178088 | 0.2876071

0.006 | 30 | 0.07556453 | 0.2339585 | 1.124417 | 0.2428026 | 0.7288832

0.008 | 30 | 0.05907985 | 0.2030319 | 1.176713 | 0.2503317 | 0.8548645

0.010 | 30 | 0.06127548 | 0.1481615 | 0.4558557 | 0.1282469 | 0.2867228

Estimadores de VaR y ES para serie FIX, usando distintos umbrales y runs.

Los estimadores de VaRpgys son bastante estables para variaciones del umbral
y de run. En la practica, hemos visto entre 14 y 11 excesos de VaRgges, excepto
en el caso en que u = 0.006 y run = 30, en el cual sélo hay 8 excesos. Puesto

que la serie FIX consta de 2357 observaciones, esperamnos aproximadamente 11 & 12°

excesos del cuantilro.ﬁ. 7 En cuﬁEo_;ilésieEr'ﬁ;di_m'eg ‘de VaRg g9, hemos visto 3
excesos del correspondiente a u = 0.010 y run = 20 y sélo uno en los demés casos,
excepto para el estimador l’/?fi!o_ggg obtenido cuando © = 0.086 y run = 30, que no
ha sido excedido histéricamente. Por su parte, los estimadores de VaRygeg parecen
tener sentido solamente cuando se toma u = 0.010, y tal vez también cuando se tiene
2 = 0.006 y run = 20. Axin asf, en la serie FIX nunca hemos visto una pérdida que

exceda a ninguno de los estimadores de VaRg go09, o cual es de esperarse, puesto que
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estamos hablando del tamafio que excederd, en promedio, una pérdida entre 10,000.
Los estimadores que mejor se adaptan a lo visto en la serie histérica son los
correspondientes a u = 0.010, run = 20. En este caso incluso la Esperanza Condicional
de la Cola (que nos indica los tamanos esperados de las pérdidas dado que se ha
excedido el VaR) no parece estar tan sobreestimada como en los otros casos: el
promedio de los 14 excesos de VaRy gy es 0.0967, contra un prondstico de 0.1178, y
el promedio de los 3 excesos de VaRggee es 0.1671, contra un prondstico de 0.2876.
Nétese que la mayor observacién dentro de la serie de pérdidas en el tipo de cambio
FEX toma el valor 0.2228.
Los estimadores de £Spg00 parecen estar menos sobreestimados cuando se toma
un umbral suficientemente alto {en este caso, al tomar « = 0.010). Sin embargp,
ain en esta situacidn, los estimadores E;:So‘ggg que se obtienen son, aparentemente,

bastante elevados en comparacién con lo que hemos visto en la serie FIX.

4.4.4 Comparacién de Cuantiles Obtenidos con el Método
Madximos de Bloque y con el Método POT para Pérdi-

das en el Tipo de Cambio FIX

La siguiente Tabla presenta una Eomparacién entre los estimadores de VaFRoges ¥
VaRygee obtenidos por el Método de Méximos de Bloque y los obtenidos por el
Método POT, para pérdidas en el Tipo de Cambio FIX. El umbral del método POT
se escoge de manera que haya el mismo nimero de excesos de ese umbral que el

mimero de mAximos con que se estd comparando. Asi, por ejemplo, hay 113 excesos
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del umbral u = 0.0094, de manera que los cuantiles obtenidos mediante el método
MDB para bloques mensuales se comparan con los obtenidos a través del método
POT usando cl umbral u = 0.0084. Cuando run £ 0, el mimero efectivo de excesos
se reduce para tomar en cuenta la tendencia de la serie a formar clusters; asf, por
ejemplo, para run = 20, los 113 excesos se convierten en 27 excesos cfectivos, y para

run = 30 en sélo 21 excesos efectivos.

Comparacién entre el POT y el Modelo MDB, serie FIX.

FMax de Bloque Mes Trimestre | Semestre
Nimero de Méximos | 113 38 19
e 0.593 0.722 0.629
VaRogmm 00587 | 00565 | 0.0594
Valtoses 0.1537 0.1817 | 0.1665
POT w=0.0094 | u=0.027 | u=0.040
(Run=0) ¢ 0.561 0.491 0.257
Valingas 0.0542 0.0546 | 0.0566
VaRosm0 I 01457 | 01302 | 01287
7(121&: 20); 'é | esos | ose | im |
Valog0s 0.0517 0.0465 | 0.0474
Valgose 01294 | 0.1325 | 0.1578
(Run =30) ¢ 0.460 0.816 1.331
Vallosos 00614 | 0.0465 | 0.0474
Valtnsm 0.1495 0.1325 | 0.1578
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Los estimadores de VaRpggs con run = 0 son muy similares a los obtenidos
mediante el método de Méximos de Bloque, perc los de VaFRypee de Mdximos de
Bloque se parecen més a los obtenidos en el POT con run = 30. En el caso de bloques
semestrales hay que recordar que, al tomar 19 méximos con run = 20 o run = 30, en
realidad estamos reduciendo los datos a una cantidad minima (4 excesos efectivos),
por lo que los estimadores no deberifan ser demasiado confiables.

En la prictica, para los estimadores Vm;. = 0.1287 y 0.1294 hay 4 excesos;
para 0.1302 y 0.1325 hay 3 excesos; y para los estimadores entre 0.1457 y 0.1817 hay 1
exceso. Por su parte, para el estimador 175%0_995 = 0.0614 hay 10 excesos histéricos;
para los estimadores entre 0.0565 y 0.0594 hay 11 excesos; para 0.0542 y 0.0546 hay
12 excesos en nuestros datos; y para 0.0465 y 0.0474 hay 14 excesos. De acuerdo con
la longitud de la serie FIX (2357 datos), esperamos alrededor de 2 excesos del cuantil

0.999 y aproximadamente 11 o 12 del cuantil (.995.

4.5 Conclusién

Los desastres naturales o causados por el hombre, los crashes de la Bolsa y otros
eventos extremos forman parte de la sociedad actual. La metodologia expuesta en
este trabajo puede ser iitil para llevar a cabo el andlisis de estos eventos.

El reconocimiento de que una distribucién tiene cola pesada es un hecho clave
para la medicién de los riesgos extremos. Mas ain, existe la necesidad de evaluar los
riesgos extremos dentro de los mercados financieros. El BIS (Bank for International

Settlement) ha decretado reglas que los bancos deben seguir para controlar sus riesgos,
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pero la mayoria de los modelos actuales para la medicidn de riesgos se basan en la
suposicién de que los activos financieros siguen una distribucidn Ganssiana.

En este trabajo hemos dicho que, si nos interesan las colas de alguna distribucién
(es decir, los eventos extremos), es natural considerar la aplicacién de los métodos
de la Teorfa de Valores Extremos {TVE). Los métodos basados en la supostcion de
normalidad de las distribuciones tienden a subestimar el riesgo del drea de la cola. Los
métodos basados en Simulacién Histérica nos ofrecen estimadores muy imprecisos del
riesgo extremo. En cambio, tanto el Modelo de Mdximos de Bloque (MDB) como el
Modeto de Picos Sobre el Umbral {(POT) tienen la base cientifica de la TVE; esta base
tedrica nos permite enfrentarnos a un problema inherentemente dificil: la prediccién
del tamano de un evento extremo.

Ea este Capitulo hemos demostrado la aplicacién de los Modelos ¥DB y POT a
tres conjuntos de datos; uno de ellos pertenece al drea de seguros, mientras que los
otros dos corresponden a datos financieros. En todos los casos vimoes que el ajuste
de la Distribucién Pareto Generalizada (DPG) a las pérdidas que exceden un umbral

alto es un método 1itil para la cstimacién de las colas, los altos cuantiles {VaR),

y la Esperanza Condicionat do la Cola (E2S) de las distribuciones. Vilmos tambien
que podemos utilizar el ajuste de la distribucién de Valores Extremos Generalizada
(VEG) a los méximos de bloques de tamafio suficientemente grande para obtener
estimadores de la cola y de los altos cuantiles (VaR) de la distribucién subyacente.
Mi4s ain, pudimos constatar que la implementacién de los Modelos MDB y POT a

un sistema de medicién de riesgos es bastante sencilla.

Como hemos dicho antes, tanto el Modelo MDB como el POT estan sélidamente
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fundamentados en la teoria matemdtica del comportamiento de los extremos; no s
simplemente cuestidn de ajustar una curva ad hee. Bien podria suceder que, al tanteo,
se encuentre alguna otra distribucién que se ajuste atin mejor al drea de la cola de los
datos que estemos considerando. Pero tal distribucién serfa una eleecién arbitraria,
de manera que tendriamos mucho menos confianza al momento de extrapolar mds
alld del rango de los datos para obtener medidas de riesgo extremo,

Esperamos haber mostrado la utilidad de los Modelos de la Teoria de Valores
Extremos para el anélisis de datos de cola pesada y la obtencidn de medidas de riesgo
extremo; queremos recalcar particularmente la posibilidad de obtener estimadores de
la Esperanza Condicional de la Cola (ES) que, como se menciond anteriormente, es

una medida de riesgo coherente.



Apéndice A

Convergencia

Definicién A.1 (Variable aleatoria) Una variable aleatoria (v.a) X es una fun-
cidn que asocia un numere X{w) a cada resultado w, elemento del espacio muestral

Q.

La definicién de los conceptos de convergencia para v.a. se basa en la manipulacién

de sucestones de eventos que requieren limites de conjuntos. Sea A, C 2. Definimos

inf Ay :=N3,Ag, sup Ax = Up Ax.
k>n k2n

Definicién A.2 (liminf) Diremos que

lim inf A, = U, N2, Ag.

T+ 00

Puede demostrarse que

lim inf A, = lim (inf Ak) .

100 n—sco \k2n

Para liminf se tiene la siguiente interpretacién:

lim inf A, = {w:w € A, para toda n excepto por un nimero finito}

— 00

223
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{w : Zl,‘g (w) < oo}

fw:we Ay, ¥n z np{w)}.

il

Definicién A.3 (limsup) Se tiene que

lim sup A, = N2, U2, Ax.

=+

Puede demostrarse que

lim sup A, = lim (sup Ak) .

n—oo =00 \ kg

Para limsup se tiene la interpretacién siguiente:

lim sup 4, = {w : Zl“’" (w) = oo}
n=t

n—+oo

= {w:we€ A, ,k=1,2,..}
para alguna subsucesidn ny que depende de w.

Definicién A.4 {Convergencia Débil o en Distribucidn) Sea Uy, Uy, Uy, ... una
sucesion de variables aleatorias (v.a.). Decimos que {U,) converge en distribucion o

débilmente a la v.a. Uy (lo cual denotamos U, 2, Ug) si para toda funcidn continua

y acotada f_seic}_ataire[ag_zdni )

E[f (Ua)] = E[f{Us)], n— oo

La convergencia en distribucién también puede describirse en términos de las
. e . . d
funciones de distribucién (£.d.} 7, y £y de U, y Uy, respectivamente: U, — U se da

si y s6lo si para todos los puntos de continuidad y de la f.d. £} sc satisface la relacién

Fn(y)_’pl)(y)! T = 00. (Al)
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Més aiin, si Fy es continua entonces (A.l) puede incluso fortalecerse a convergencia
uniforme:

sup [Fy (2) — Fol(x)] -+ 0, n — oo, (A.2)
zER

En efecto, sabemos que si f,, 7 > 0 son funciones de valores reales en R (o en

cualquier otro espacio métrico) entonces f,, converge uniformemente a fo en A C Rsi
sup |f, (x) = fo(z)] — 0
reA

cuando n — oo.
Si {7, n > 0 son funciones reales no-decrecientes v si Uy es continua y U, (z) —
Up () cuando n — oo para todo x € R. entonces U, — Uy localmente nniformemente;

es decir, para cualesquiera a < b

sup |Un(r) - Uo(s)| — 0. (A.3)

refa.t|

El siguiente argumento muestra que si Up es continua en [a,b], entonces es uni-
formemente continua: para cualquier z existe una vecindad 0y que contiene a = y en
la cual I/ oscila por menos que €. De esta manera, podemos construir una cubierta
abierta C de |a, b] . Por la compacidad de {a, ] podemos obtener una subcubierta finita
a partir de € = {0, : T € [a,b]} . Usando esta subcubierta finita y la monotonia de las
funciones se obtiene directamente la convergencia uniforme en |a, 4] .

Si F,, n > 0 son funciones de distribucién (no-degeneradas) en R, entonces la
convergencia puntual de [, a Fpy y la continuidad de Fy implican la convergencia
uniforme en R. La convergencia uniforme local s¢ obtiene de (A3} y afuera de un

intervalo grande (g, b] no hay muchas posibilidades de oscilacién: dado £ > () se escoge
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b tal que Fy (b) > 1—¢; por la convergencia puntual, existe ng € N tal que paran > ny

|Fo (b) — Fa(b)] < &

De este modo, para z > b

Fa(@) = Fa(0)| £ 1 - Fa(b) S 1—15(b) +|Fo (b) — Fu(b)] < 2e.

Asi, paran > ng

Sll};an (z) — Fofz)l < Sl;};!Fn () = Fn (B)| + [ Fn (6) — Fo (B)| + £ (b) — Fo (=)
T x
< 2e+4+e+4-c

Para = < a se procede de manera similar. Al combinar estos resultados con cl de
convergencia uniforme en {u, b} se¢ obtiene la convergencia uniforme en R, es decir, la

expresién {A.2).

Definiciéon A.5 (Convergencia en Probabilidad) Decimos que la sucesion de v.a.
(An) converge en probabilidad e lo v.a. A (lo cual denotamos A, i A) si para todo

€ > 0 se da la relacidn
P(lAn,— Al >¢) — 0, n— oo

La convergencia en probabilidad implica la convergencia en distribucidn. [l re-
ciproco es cierto si y s6lo si A = a casi seguramente para alguna constante «.
. P . P
La relacién A, — co debe interpretarse como 1/4,, — 0.
En un espacio métrico S la convergencia a, — a para los elementos a,a,, @y, ... ¢s

equivalente al principio de la subsucesign: toda subsucesién (a,, ) conliene a su ves



227

una subsucesién (a,,kj) que converge a a. Asi, A, £ Asi y s6lo si toda subsucesidn

(A, ) contiene una subsucesién (A,.kj) que converge en probabilidad a A.

Definicién A.6 (Convergencia Casi Segura) Decimos que (A,) converge casi
sequramente (c.s.) o con probabilidad I a la v.a. A (lo cual denotamos A, <5 A) si
la relacién

Ap(w) - Alw), n— oo

se da para P—casi todo w € €.
Esto significa que
PlAs = Ay=P{w: Ay (w) —» A(w)}] =L
La convergencia casi segura es equivalente a la relacién

sup [ Ay - A 5 0.

k2n
Asi, la convergencia casi segura implica la convergencia en probabilidad y, por
tanto, la convergencia en distribucién,

La relacién An, =5 co debe interpretarse como 1/4, = 0.

Definicion A.7 (O(1)) e (z) = O (b(z)) cuando z — x; significa que

. a(z)
Hm sup W

I—IQ

[<oo.

Definicién A.8 {o(1)) a(z) = o(b(z)) cuando x — xp significa que

. alz)
dim v =
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Teorema A.9 (del Limite Central) Sean X,, Xz, ..., X, observaciones mulnamen-

te independientes de una variable aleatoria X con media puy y varianza 0% < 0o. Sea

(l) D oict i = piy (%) Sa—px S, npy

7 = An X _ _
n - -

y sea Fz (z) la funcidn de distribucidn (acumulativa) de la variable aleatoria Z,.

FEntonces, para z € (—o0,00) se liene que

llm FZ"(Z) = Fz(z)

n—oo

donde Fz(z) es la funcicn de distribucién acumulativa de Z ~ N(0,1),

Teorema A.10 (Convergencia a Tipos). Sean X,,X,,.. v.a. con funcién de
distribucién [y, paran > 1, y sean U,V wva. con fd Uxz) y V{(z) respectivamente,

que no s¢ conceniran en un punto. Sean a, >0, o, > 0, b, € R, G, € R constantes.

(a} Si

Frloaz + b)) 5 U(x) v Fp(owz +8,) -2 V(z) (A.4)

o, equivalentemente

Dbty oy 2hdy (A5)

entonces eristen constanies A >0, B € R tales que

lim 2 —A>0 y him 22 _per (A6)
n—od a,n n—0d a‘ﬂ
Y
V(z)=U(Az+B), V< v-8 (A7)
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(b} 8i se da (A.6), entonces cualquiera de las relaciones de (A.4) implica lu

otra y se da (A.7).

Demostracién:

b) Supongamos que G,.(z) := F.(a,z + b,) 4, U{x) vy fu A >0,
Eﬂn:i =% B € R. Entonces G, (%::1:+ i"ﬂ:i‘-) = F, (a,. (f:'n"iﬂ + Eﬂ;ﬂ) +bn) =
Fy ({anz + 8, = ba) + ba) = F, (0uz + 3,) Sea x un punto de continuidad de la [un-
cidn U/ al aplicarse en (A - +B), es decir, z € C (U (4 - +B)).

Supongamos que r > 0 (el razonamiento es similar para z < 0). Sea ¢ > 0.

Entonces, para n grande, se tiene que

g.ﬂ_A < € M—B{Se
an 433
= *CSQ—Q*.’IS& ~e§ﬁ"—_-ﬁ'~-BS6
an an
= A—cg-‘n—”gA+e! B—‘CSMSB+E..
@y A
De donde
Op B, — b,
(A-¢)z+ (B-¢) < —z+ <(A+ez+{(B+e).
n a'ﬂ

Entonces

n an n—x

n _ bﬂ .
lim sup P {anz + 3,) = lim sup G, (z—z + ﬁ—"—) <limsup Go{(A+€)z+ (B+e)).

n—oo Lidange o)

Asi, Yz e C(U(-)) tal que z > (A + ¢}z + (B +¢€), se tiene que

lim sup Fy{anz+ f,) < lim sup G, (2}} = U(z),

Lilemde t] n—oo

donde la iiltima igualdad se da por la hipétesis (A.4). Entonces

Ulz).

lim sup I {anz + f,) < inf
n—ex z>({ At e}z (B+e), zeC{U(-})
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Como € > 0 es arbitrario, puede hacerse tan pequefio como se desee, por lo que

lim sup F,, (anz + 5,) < U(z) =U{Ax + B)

inf
n—100 z»Ax+B, zeC(U())

por ser I/ funcién de distribucién y, por tanto, continua por la derecha. Ademds

— by .
lim inf F,{tnz+ B,) =lim inf G, (iﬂx+ L) >lim inf G, ((A—€)z+ (B -¢).

On

Entonces, ¥z € C{U () tal que z < (A — €}z + (B — €), se tiene que
lim inf Fy(owz + ;) > lim inf G, (2) = U {2},

donde la dltima igualdad se obtiene de la hipdtesis (A.4). Puesto que esto se da para

toda € >0,y yaque Az + Be C(U{})

lim inf F,las+8,) > sup Uz) = U{Az+ B3).
n—roa z<{A—e)z+(B—¢), 2eC(U())

"~
Tenemos entonces

lim sup F, (aaz + 8,,) S U(Az + B) <lim inf F, (o,z+5,).
. ™= O

n—00

Por tanto, T T me— e e o

Fa(egz+B,) 2 U(Az+ B) =V (z).

a) Supongamos que Fy, (a,z + b,) LN Ulz) v F(o.z+5,) LN V(z). Sabe-

. d . .
mos que si G, — G, entonces también G 2 G- Asi, se tiene que

Wby, yecwn)

oy Vo), weCvr).
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Puesto que U{z) y V(z) no se concentran en un punto, podemos encontrar i < I
tales que i € [C(U)NC(V7)] parai = 1,2y —oo < U™ {gn) < U™ (1) <

00, oo < V™ (1) < V' (¥2) < co. Entonces, para i = 1,2 se tiene

Fr@d=be ey BB ey (A8)
Gn 22

Al restar las expresiones de (A.8) con i = 1 de las de i = 2, se obtiene

Fy {y2) — ba _ F () —bn

1% [0

— U7 (%) - U™ (w1),

es decir,
Fr )= FL ) e e
n
Y
Fr (yz); ) | - (1) — V"~ ()
Al dividir

el 6, U ()= U ()

an

Faln ROl o, V- (w2} ~ V(1)

Qn

También de (A.8) obtenemos

F';_(yl)_b“—»U'—(yl) y F'r‘t—(yl)_ngnzFr‘l—(yl)_ﬁn%_.VP( I)A

an ay Qn Qy

Restando estas dos 1ltimas expresiones se tiene

F- _bn Fr:_ — Mn n_bﬂ — — ,
n W) =be Fr @B Bazbe ey _y-ya= s,

an p fn

Asi, vemos que se da (A.6). For la parte b), ¢l que se den (A.6) y (A.4) implica que

se da (A.7).0H
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Observacién A.11 (Ecuaciones de Cauchy y de Hamel) Si f(z), = > 0 e

finita, medible y de valores reales y satisface la ecuacién de Cauchy
flE+y)=f@}+fy), z>0,y>0,
entonces [ es necesariamente de la forma
flz)=cx, =>0,

para algin ¢ € R. Una variante de esto es la ecuacion de Hamel Si ¢{z), x> 0 es

finita, medible, de valores reales y satisface la ecuacion de Hamel
dlzy) =¢(z)e(y), >0, y>0,

entonces ¢ es de la forma

pura algin p € R,



Apéndice B

Variacién Regular

Definicion B.1 (Variacién Lenta) Una funcidn positive, Lebesgue-medible L en

{0, co) es de variacién lenta en oo si

i L(xt)
T—0) L(I)

=1, t>0.
Esto se denote I € Ry,

Ejemplo B.2 Las constantes positivas, las funciones que convergen a una constante

positiva, los logaritmos y los logarilmos iterados son elementos de Ry.

Definicién B.3 (Variacion Regular) Una funcidn positiva, Lebesgue-medible 1 en
{0,c0) es de variacidn regular en oo st

lim 2t _ o

Jim Gy =t t>0

Esto se denota h € R,

Ejemplo B.4 z%, z%In(1 + z), (zIn(l + 5))%, 2*In{ln{e+z)) son elementos de

Ra-

233
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Definicién B.5 (Cola de Variacidn Regular) La cola F' de una distribucién es
de variacion regular con fndice —a para alguna a > 0 (escribimos F € R..,) si

im Fat)
i

=t t>0.

Teorema B.G (Representacidn de funciones de variacion regular) Decimos

que h € R, para algin a € R, st y sdio si

h(z) = e(z) exp {/ ‘Sfu—“)du} -

para alguna z > 0, donde ¢ y § son funciones medibles, c{x) — ¢, € (0,00), §(z) — o

cuando T — o,
Una consecuencia inmediata del Teorema anterior es el siguiente Corolario.

Corolario B.7 5i h € R, para alpin o # 0, entonces, cuando z — oo

oo st a>0
h{z)y —
0 st a<0

La Demostracién puede encontrarse en [22], Prop 0.8.
' Proposicién B.8 (Variacidn Regular pard colds de fid:) Siponga que F es—
una f.d. con F(z) < 1 para tode z > 0.

1. Si las sucesiones (ay,) ¥ (zn) satisfacen an/any — 1, T, — 00, ¥ si para alguna

funcidn real g y todo A de un subconjunto denso de (0,00)

lim @, F(Azn) = g{}) € (0,00),

N—1o0

enfonces g(A) = A para alguna o > 0 y F es de variccion reqular.
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2. Suponga que F es absolutamente continua con densidad [ tal que, para alguna

a > 0, lime_ozf(z)}/F(z) = a. Entonces f € R_1_o ¥, en consecuencia,

FeR_,.

2. Suponga que f € R_1—_, para alguna a > 0. Entonces limzoo zf(x)/F(z) =
Esto tiltimo también es vélido si F € R_, para alguna o > 0 y la densidad f

es finalmente mondiona.

4. Suponga que X es una v.a. no negativa y que para la cola F de su f.d. se tiene

que FeR_, para algin a > 0. Enionces

E[X"](oo si A<

E{X)=wx si f>a

Definicién B.9 (Sucesiones de variacidn reqular) Una sucesidn (c,} de niime-

ros posilivas es de variacion regular con indice a € R si

. Citn
lim —tend

n—oo Cp

=t*, t>0

Siempre que (c,,) es de variacién regular con indice o, entonces e{x) = ¢y pertene-
ce a R,. A través de esta propiedad, la mayorfa de los resuitados de R4 se extienden

al caso de sucesiones.

Teorema B.10 (Karamata) (¢} Sia > —1, entonces U € R, implica que fo t)dt e

Ra+l ¥

a:—-on f[) )dt
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Sia<—1(osia=—1y["U(s)ds < c0) entonces U € R, implica que [, U {t) dt

es finita, f°° t)dt € Roapr ¥

(b) Si U satisface

entonces U € Ry_;. 5i J:c Ut)dt < oo ¥

_xlifz)
LT U U@yd

entonces J € R_,_,.
La Demostracién puede encontrarse en [22], ‘Teorema 0.6.

Corolario B.11 {La Representacién de Karamata) L es de variacidn lenta si

y sdlo si L puede representarse como

L(z) = ¢(z) exp {[I L‘la(t)dt}

parax >0, dondec: R* = R*, e : Rt = R* y

o ii’ﬁmc(;fs)‘ =ce(liso) T T —
1lilrglcf:(t) = 0

Definicién B.12 (II- Variacidn) Una funcidén no-negativa y no-decreciente V{z)
definida en un intervalo semi-infinito (z,00) es de T1— Variacidn (lo cual se denota
V € 1) si emisten funciones a(t) > 0, b(t) € R lales que paraxz > 0

V(ts) —b(t)

Jim ol =lnz (B.1)



Nétese que en la relacién {B.1) podemos tomar b(t) = ¥ (¢}, puesio que

Vitz) -V (1) _V(t)~b(t) V() —b(t) _

0! = 2 o) Inz —int =Inz. (B.2)

Més atn, haciendo = = e en la expresién (B.2) muestra que podemos tomar
a(t) =V(te) — V{t).

La [uncién a{-) es inica excepto por equivalencia asintética: si a(-) satisface la
expresién (B.1) y a{t) ~ a;(¢), entonces a;(¢) satisface (B.1). Cualquier funcién a(t)

que satisfaga (B.1) se llama funcién auxiliar.

Proposicién B.13 (Relacion entre el DAM(A) y II- Variacidn) Sca F una
Suncidn de distribucidn y sea

U:=1/(1-F),

de manera que U™ estd definido en (1,00). Son equivalentes:

(i) F € DAM (A)
(i) U~ €.

Para la Demostracién, ver [22], Prop. 0.10.
Proposicién B.14 SeaV € IT y sean Vi (t) = ¢ [ V{uju%du y Va(t) = ¢ [ Vi{u)u .
Entonces Vi es conlinua, y estriclamente creciente, Vo es dos veces diferencicble y se
satisface que
Wity > v,

Wa(t) > V(i)



Apéndice C

Estadistica

Cuando se debe tomar una decisién entre dos o méas estimadores para un mismo pa-
rametro es importante tener criterios para compararlos. A continuacién se presentan
los criterios que se utilizan mds comunmente. Sea X1, ..., X}, una muestra aleatoria

de una distribucion con pardmetro 8 cuyo valor es desconocido y sc debe estimar.

Definicién C.1 (Estimador Insesgado) Un estimador § (X,,..., X)) es un esti-
mador insesgado de un pardmetro 8 si B{§(X,,...,X,)] = 0 para todo valor posible

de 0.

En otras palabras, un estimador de un pardmetro # es insesgado si su esperanza
es igual al verdadero valor desconocido de 8.

Si un estimador es insesgado, entonces €l promedio de los valores que toma en un
mimero gue ticnde a infinito de mucstras es el pardmetro estimado; sin embargo, esto
no implica que ¢l estimador tenga muy alta probabilidad de estar cerca del pardmetro
desconocido para cualquier muestra dada. Conviene entonces considerar la varianza
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de los estimadores insesgados, pues el estimador insesgado que ticne kit menor varianza
tiene mayor probabilidad de estar “cerca” del pardmetro desconocido. Bsto sc precisa

en la siguiente definicién.

Definicién C.2 (Eficiencia Relativa de un Estimador) Si tanto 6, como & son
estimadores insesgados de 8 para la misma muestra, entonces §; €s mds ¢ficiente que
52 st

Var(6,) < Var ().
Tenemos pues que el estimador méds eficiente es el que ticne la menor varianza.

Definicién C.3 (Eficiencia de un Estimador) Sea © un intervalo abierto en
la recta real y sea {fy : § € O} una familia de funciones de densidad. Sea x =
(zy, 22, ..., o) . Supongamos que el conjunto {x: fy (x) > 0} es independiente de § y
que, para cada 0, estd definida 8f; (x) /80. Sea s definida y diferenciable en ©, y see
T un estimador insesgado de ' tal que By [T?] < oo para toda 6. Supongamos que
a%]f,, (x)dx=/8%fg(x)'dx 0 (1)

a1, e 0 y
O—O/F(x)fg (x)dx—]!(x)é—afg {x)dx (C.2)
para loda § € O se satisfacen pare lu familia de f.d. {Fy: 8 € ©}. Bajo estas condi-

ciones, diremos que un estimador insesgado T para el pardmetro 0 es eficiente para

n {20k (X)}T
;) _Bb_ .

lo familia { Fp} si

Vary (T} =
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Observacién C.4 Las condiciones (C. 1)} y (C.2) se conoven como Condiciones e
Regularidad. Es claro que Ey {81n fo (X) /661}2 estd bicn definida y que satisface

Aln f, (X)) *

< B _— < 00.
0 By { 30 < oo
Deflnicién C.5 (Consistencia de un Estimador) Sce @, un cstimador del pa-

rémetro § para una muestra de tamaiio n. O, es un estimador consistente de § si
lim P[|6, -8 >:]=0
K=
0, en forma equivalente, si
lim P[|©, — 8| < 2] =1,
n—+o0
para todo ¢ > 0.

En primer lugar, es preciso notar que un estimador ©, es consistente si una
sucesién de probabilidades converge a cero (o a uno} conforme crece el tamano de
la muestra. Por tanto, siendo rigurosos, la consistencia de un estimador depende
inicamente de su comportamiento en el limite conforme crece el tamano de la muestra,
y no implica que el valor observado de G, esté necesariamente cercano a § para
cualquier tamalio especifico n de la muestra. Por ello, la consistencia de un estimador

es una propiedad asintdtica.

Teorema C.6 5i

lim E[0,) =0

Nn—+00

lim Var(8,) =0,

n—0o

donde n es el tamano de lo muestra, enlonces ©,, es un estimador consistente de 0.
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Teorema C.7 (Glivenko-Cantelli) Sean {X,, n > 1} v.a.iid con fd F. Supo-
nemos que F' es desconocida y en buse o la muestra X, ..., Xn queremos estimar F.

El estimador serd la funcidn de disiribucion empirica (f.d.e.} definida mediante
- 1 —
Fale) = Y Lxso
j=1
Una aplicacién de la Ley Fuerte de los Grandes Nimeros (LFGN} nos dice que
Fi(z) = E[lixgny) = F (o)

para todo x € R. Esto tltimo es equivalente a

-~

A, =sup i Fp {z) = F(z)| 250, n— oo

zeR

Demostracién:

La demostracién se hard para ¢l caso de una f.d. I continua. Sean
—OO=Ip < T <. <L Ty =00

puntos tales que F (zy,) — I {z;) < ¢ para € > 0 dado, i = 0,...,k. F{£co) sc
interpretan como limites en la manera natural. Por la monotonia de I y ﬁn 56

obtiene

Fuz) - F(z)

A, = max sup
i=l,....k TE(T;,mi41)

(P @) = F (20, F (@) = P (a).

1A
3
o
”

i=0,...,

Al aplicar la LFGN al lado derecho se obtiene

lim sup A, < 'g(])axk(F (Zin) - Flz)) <e cs

=00

.....
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