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Introducción 

El constante desarrollo de los mercados, productos y competidores, aunado a 

cambios en las disposiciones legales, han dado lugar en nuestro país a la integración 

de grupos financieros con las características de la llamada Banca U ni versal. Por otra 

parte, el proceso de apertura que ha experimentado Mé.xico y que puede observarse en 

la participación del capital extranjero en las instituciones financieras. es un reflejo de 

los grandes cambios que en fechas recientes ha experimentado la industria financiera, 

tanto en el área bancaria como en la de seguros. Estos cambios, que no son exclusivos 

de México sino que, por el contrario, están teniendo lugar en todo el mundo, obedecen 

al fenómeno de globalización que estamos viviendo, y se manifiestan también mediante 

el surgimiento de productos financieros más complejos. Al mismo tiempo, la industria 

de reaseguro ha sufrido un incremento tanto en la magnitud como en la intensidad 

de las pérdidas debidas a catástrofes naturales o causadas por el hombre. Ante esto) 

las instituciones financieras buscan cada vez más tener y poder ofrecer a sus clientes 

productos "securitizados" de manera apropiada que les permitan lidiar con eventos 

catastróficos. Por ello, la transferencia alternativa de riesgos y "securitizaci6n" se 

ha convertido en una importante área de investigación en las industrias bancaria y 

aseguradora. 



ii 

Las grandes catástrofes, sean de índole natural --como tremendas inundaciones 

o fuertes terremotos- o causadas por el hombre -tales como crashes bursátiles o 

grandes pérdidas industriales, digamos, por incendios provocados- son manifesta

ciones de eventos extremos. La posibilidad de ocurrencia de estos eventos entraña 

riesgos que las instituciones financieras deben considerar. 

La meta de este trabajo es la o.btenci6n de estimadores de medidas de riesgo 

extremo que estén basados en un modelo matemático sólido. Para ello, usaremos el 

enfoque matemático estándar para modelar riesgos, el cual utiliza el lenguaje de la 

Teoría de Probabilidad. El planteamiento probabilístico es el siguiente: tenemos la 

pareja (n,Al , donde n '" 0 es un conjunto arbitrario y A es un a-álgebra de n. 

Pensamos en cada w E n como un estado del mundo en el futuro; suponemos que 

todos los participantes están de acuerdo en los posibles estados futuros del mundo, 

pero pueden no estar de acuerdo en la probabilidad de ocurrencia de cada uno de 

ellos. 

Usaremos notación matemática sencilla: un riesgo Xi tiene distribución marginal 

Pi (x) = P {Xi::; x}. Un vector de riesgos tiene la función de distribución conjunta 

-F(x~~ .. ,x~r = P {Xl $·Xl~~n ~ Xn} -:-Puesto que ·Fi·-~i F son las -funClones de --

distribución de los valores potenciales de un riesgo, estas son distribuciones que nunca 

podremos observar exactamente. 

Sabemos, por otra parte, que las instituciones financieras tienen clasificaciones 

para diferentes tipos de riesgo, de manera que si consideramos XII X2, ... variables 

aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.), con función de dis-

tribuci6n F desconocida, Xi puede representar, por ejemplo, cualquiera de los si-
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guientes conceptos: 

• La pérdida en la transacción i--ésima. 

• La ganancia en el portafolio i-ésimo. 

• El i-ésimo valor absoluto del logaritmo del rendimiento de un instrumento fi

nanciero subyacente (como aproximación al rendimiento porcentualls!;,~:-.! 1). 

• El i-ésimo reclamo relativo a una pérdida en seguros. 

• La i-ésima pérdida crediticia. 

Puesto que, matemáticamente, los eventos extremos ocurren cuando un riesgo to-

ma valores de la cola de su distribución, una rama de la Teoría de la Probabilidad que 

cobra gran importancia cuando se trata de modelar eventos extremos es la Teoría de 

Valores Extremos (TVE). La TVE proporciona métodos que permiten cuantificar los 

eventos extremos y sus consecuencias de manera óptima desde el punto de vista esta-

dístico. Esto hace que la TVE sea particularmente útil en el área de Administración 

de Riesgos, donde, de acuerdo con la definición de la Comisión Nacional Bancaria y 

de Valores, la Administración de Riesgos es el conjunto de objetivos, políticas, proce· 

dimientos y acciones que se implemeQtan para identificar, medir, monitoreaT, limitar, 

controlar, informar y revelar los distintos tipos de riesgo a que se encuentran expues· 

tas las instituciones. l 

El administrador de riesgos se encarga de estimar probabilidades de colas y altos 

cuantiles de distribuciones de pérdida y ganancia (P&L) y de datos financieros en 

1 Tomado de la Circular 1473 del 17 de julio de 2000, de la Comisión Nacional Bancaria y de Valores. 
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general. Es por ello que en Administración de Riesgos se busca modelar el riesgo 

de manera que se contemple la posibilidad de un resultado extremo. Al usar este 

modelo, se quiere medir el riesgo con una medida que proporcione información acerca 

del resultado extremo. 

Además, puesto que, desde el punto de vista de un administrador de riesgos, el 

tamaño de las pérdidas resulta tan importante como el saber qué tan frecuentemente 

ocurreri, la TVE se ha convertido en una herramienta de gran importancia para las 

instituciones financieras, ya que proporciona métodos para estimar probabilidades re

lacionadas con eventos-cola, es decir, dado que se ha incurrido en una pérdida mayor 

que cierta cantidad, nos indica qué tan grande esperamos que sea este exceso. Esta es 

la idea básica de la medida de riesgo e.xtremo conocida como Esperanza Condicional 

de la Cola (ES) que, como veremos en el desarrollo de este trabajo, satisface las propie

dades deseables de una medida de riesgo: monotonía, subaditividad, homogeneidad 

positiva e invariancia bajo translaciones; por su parte, el Valor en Riesgo (VaR) y la 

Varianza en general no cumplen con una de estas propiedades: la subaditividad. ASÍ, 

el uso de la Varianza o del VaR puede ocasionar problemas en los casos en que un 

- part8Iolio se subaivide en -Varios suhportafolios;=-pues es positle -que la suma ael VaR -

(o de la varianza) correspondiente a los subportafolios sea menor que el VaR (o la 

~ianza) del portafolio total. A pesar de este inconveniente, el VaR es una medida 

de riesgo muy usada en la práctica, por lo que en este trabajo expondremos métodos 

para estimar tanto la ES como el VaR, utilizando la TVE. 

Otro punto a favor de la TVE es que permite cuantificar los riesgos extremos 

de una manera más adecuada que dos de loo enfoques utilizados anteriormente: la 
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Simulación Histórica (SH) y los modelos que utilizan apro.,,<imaciones normales. En 

el enfoque de SH la distribución P&L estimada para el portafolio queda dada sim

plemente por la distribución empírica de las ganancias y pérdidas anteriores de este 

portafolio. El método es por tanto fácil de implementar y evita la suposición de una 

forma específica para la distribución P&L, pero tiene un seria desventaja: los cuantiles 

extremos son notoriamente difíciles de estimar 1 puesto que la extrapolación más allá 

de las observaciones anteriores es imposible y los estimadores de cuantiles extremos 

dentro de la muestra tienden a ser muy ineficientes, pues el estimador está sujeto a 

una alta varianza. Por su parte, la principal debilidad de los modelos que suponen 

normalidad es que esta suposición en general no es viable para datos reales, los cuales, 

particularmente en finanzas y seguros, tienden a mostrar colas más pesadas~ que no 

pueden modelarse utilizando la distribución Normal. En cambio, los métodos basados 

en la TVE tienen dos características que los hacen atractivos para la estimación de 

colas: están basados en una fuerte teoría estadística y ofrecen una forma pararnétrica 

para la cola de la distribución. Así, estos métodos permiten cierta extrapolación más 

allá del rango de los datos, lo que pennite la obtención de estimadores de medidas de 

riesgo extremo. 

La importancia de las medidas de riesgo radica en que, además de ser una base 

para la determinación del capital de riesgo, ayudan también a que la Dirección de la 

institución financiera pueda entender mejor el riesgo inherente a su portafolio. Y si 

bien ffi imposible que una institución financiera ajuste rápidamente su base de capital 

a las condiciones cambiantes del mercado, que quedarían reflejadas en el cálculo de 

una medida de riesgo, lo que la institución sí puede hacer es ajustar el tamaño de su 
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exposición. 

Tenemos pues que la Administración de Riesgos es llevada a cabo por las institu

ciones financieras (Bancos, Casas de Bolsa y Aseguradoras), tanto con fines de control 

interno como por órdenes de sus reguladores. En este sentido, la Administración de 

Riesgos en México ha cobrado un papel mucho más importante en fechas recientes, 

puesto que por órdenes de la Comisión Nacional Bancaria y de Valores (CNBV), el 

Consejo Directivo de los Bancos -a partir del 1 de febrero de 1999 - Y de Jas Casas 

de Bolsa -a partir del 4 de diciembre de 2000- deberá constituir un Comité de Ries

goS, cuyo objeto será la administración de los riesgos a que se encuentra expuesta la 

institución. Este Comité de Riesgos estará encargado de aprobar: 

a) La metodología para identificar, medir, monitorwr, limitar, controlar, informar 

y revelar los distintos tipos de riesgos a que se encuentro expuesta la institución; b) 

los modelos, parámetros y escenarios que habrán de utilizarse pam llevar a cabo la 

medici6n y el control de los riesgos; c) la realizaci6n de nuevas operaciones que por 

su propia naturaleza conlleven un riesgo.2 

Para llevar a cabo la administración de riesgos, el Comité de Riesgos se apoyará 

en una Unidad para la Administración Integral de Riesgos. Una de las obligaciones de 

esta Unidad será la realización de pruebas bajo condiciones extremas, que permitan 

identificar el riesgo que enfrentaría la institución en dichas condiciones y reconocer 

las posiciones o estrategias que hacen más vulnerable a la propia institución. 

La aplicación de modelos basados en la TVE podría ser de gran utilidad para 

estOB Gomitls de Riesgos, pm tÍCulrumente en la tea1izaciÓli de las pruebas extremas 

.~ Tomado de las Circulart'S 1473, 10-247 Y 1423 de la Comisión Nacional Bancaria y de Vlllort'S. 
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por parte de la Unidad para la Administración Integral de lliesgos. El hecho de 

que la CNBV requiera que se lleven a cabo estas pruebas es una muestra de que 

los extremos son tremendamente importantes en el mundo financiero. Cabe señalar 

que este tipo de requisitos no son exclusivos de México: algunos reguladores de la 

actividad financiera internacional, como el Bank fOT lnternational Settlement (BIS), 

piden a las instituciones a las que regulan que obtengan estimadores del Valor en 

lliesgo (VaR) y de la Esperanza Condicional de la Cola (ES). Estos estimadores, 

para aproximarse más a la realidad, requieren la utilización de métodos que tornen 

en cuenta que los datos financieros muestran colas pesadas. 

Otro hecho importante es que la globalización y las prácticas seguidas a partir del 

primer Acuerdo de Basilea (1988), han tendido a estandarizar en el mundo prácticas 

bancarias y también regulatorias. Hasta la fecha, más de 100 países, incluyendo 

a México, han adoptado las disposiciones de elte Acuerdo. Debido a la continua 

revolución en las prácticas comerciales, en la informática y a la innovación financiera, 

el Comité de Basilea decidió revisar el Acuerdo de 1988, haciendo énfasis en estrechar 

la relación que guarda el riesgo que toma un Banco y el capital que requiere tener, 

proponiendo estímulos para que los Bancos mejoren sus capacidades de administración 

y de medidas de riesgo. Se busca lograr un acuerdo definitivo para diciembre de 2001 

e instrumentarlo a partir del 2004. Este tiJX> de acuerdos pueden ayudar a mostrar 

la importancia y extender la práctica de los modelos basados en la TVE. 

En palabras del Sr. William Routledge, Vicepresidente Ejecutivo del Banco de la 

Reserva Federal de Nueva York e integrante del Comité de Basilca: La administración 

.de riesgos debe ser un proceso dinámico y los reguladores tienen que estar atentos para 
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asegurar que sus polfticas alienten mayores avances. 

En conclusión, sabemos que crear un modelo para un riesgo implica seleccionar una 

distribución particular. Para hacerlo apropiadamente es necesario, además de utilizar 

datos históricos, tener una base teórica que fundamente la elección de la función de 

distribución. En este sentido, la Teoría de Valores Extremos es una herramienta ideal, 

pues nos indica el tipo de distribución que teóricamente nos permite aproximar la cola 

de un riesgo y nos proporciona el mejor estimador posible basándose en la información 

histórica disponible. Para ello, la TVE se basa en los Teoremas de Fisher-Tippet y de 

Gnedenlro-Balkema-Pickands-deHaan (TGBPdH). El primero afirma que las únicas 

tres posibles distribuciones límite (no-degeneradas) para máximos apropiadamente 

normalizados de n v.a.i.i.d. son las llamadas distribuciones de valores extremos, es 

decir, la Fréchet (<1>0), la Weibull (w o ) y la Gumbel (A); en este sentido, el Teorema 

de Fisher-Tippet es el equivalente -para el caso de máximos de n v.a.i.i.d.- del 

Teorema de Límite Central. Por su parte, el TGBPdH nos permite aproximar la 

función de distribución de excesos Fu por encima de un umbral alto u mediante una 

Distribuci6n Pareto Generalizada (DPG); esto, a su vez, nos permite estimar la cola 

F(x) de la distribución, para valores grandes de x. 

Hay que enfatizar que la elección de un modelo siempre conlleva el uso de suposi-

ciones adicionales sin las cuales el modelo no sería válido. La motivación para el uso 

de la TVE es que la condición de que una función de distribución F esté en el Do-

minio de Atracción del Máximo de la distribución de Valores Extremos Generalizada 

Ht¡ (F E DAM(YC)) DOS permite estjmar cllantjlf:) fllera del rantW de los datos 

Estamos conscientes de que muchos de los temas que se tratarán a lo largo de este 



trabajo --entre los que se mencionan, a manera de ejemplo, las dist.ribuciones elípt.i~ 

cas, la variación regular y algunos estimadores- podrían tratarse de manera mucho 

más extensa, pero no pretendemos que la naturaleza de este trabajo sea e..xhau~tiva; 

de la misma manera1 sabemos que otros métodos, otras medidas de riesgo y otros 

estimadores podrían también aplicarse para la obtención de estimados de medidas de 

riesgo extremo, pero nuestra intención aquí es la de dar un panorama general sobre 

"la medición de riesgos extremos usando la Teoría de Valores Extremos (TVE) como 

base teórica y, como medidas de riesgo extremo, la Esperanza Condicional de la Cola 

(ES) Y el Valor en Riesgo (VaR). 

A continuación se da una breye descripción de la organización de este trabajo. 

En el Capítulo 1 se aborda la parte teórica: a través de los resultados más importan

tes de la TVE, entre los que destacan el Teorema de Fisher-Tippet y el Teorema de 

Gnedenko-Balkema-Pickands-de Haanj se dan, asimismo, las propiedades más impor~ 

tantes de la Distribución Pareto Generalizada (DPG) y las caracterizaciones de los 

Dominios de Atracción del Má.ximo de las tres distribuciones de Valores Extremos: 

la Fréchet (<1>0), la Weibull (ojIo) y la Cumbel (A). En el Capítulo 2 se tratan las 

características deseables de una medida de riesgo y se analizan, a través de ejern~ 

plos, las ventajas y desventajas de tres conocidas medidas de riesgo: la varianza, el 

Valor en Riesgo (VaR) y la Esperanza Condicional de la Cola (ES). Se hace notar 

que la ES es una medida de riesgo coherente, en el sentido de Artzner el al. [4], es 

decir, satisface las características deseables de una medida de riesgo. El Capítulo 3 

expone des modelos que nos permiten obtener estimadores de dos medidas de riesgo 

extremo -el VaR y la ES. Estos modelos son el Modelo de Picos sobre el Umbral 
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(POT) y el Modelo de Máximos de Bloque, los cual", están fundamentad05 en la 

teoría presentada en el Capítulo 1. Finalmente, el Capítulo 4 comienza con una breve 

exposición de técnicas para el análisis gráfico de los datos; inmediatamente después 

se pone en práctica la teoría expuesta en los capítulos anteriores, mediante el análisis 

estadístico de tres conjuntos de datos, correspondientes, respectivamente, a pérdidas 

por incendios industriales en Dinamarca, a variaciones en el precio diario de la acción 

de HMW y a las pérdidas en el tipo de cambio FIX de pesos me...a.canos a dólares 

americanos (MXNjUSD). Cada uno de estos conjuntos de datos se analizan tanto 

con el Modelo de Máximos de Bloque corno con el de Picos sobre el Umbral; el uso de 

ambos mudelos está ampliamente ilustrado con gráficas y tablas. Para estos análisis 

se utiliza el softwore EVIS (Extreme Values in S-Plus), desarrollado en ETH-Zurich, 

disponible a través del internet en http://V\lW.math.ethz.ch/ ...... mcneil. 

El lector puede elegir si desea comenzar por el Capítulo 1 y estudiar la teoría 

allí presentada para después pasar a los capítulos posteriores o, si lo prefiere, puede 

comenzar directamente por el Capítulo 2, continuar con el Capítulo 3 y sólo regresar 

al Capítulo 1 a medida que requiera ---en el contexto de los Modelos expuestos en 

----- - -- -

el Capítulo 3- los resultados teóricos pertinentes. Por su parte, los ejemplos del 

Capítulo 4 pueden ser muy útiles para aclarar el funcionamiento de los Modelos del 

Capítulo 3, ya que muestran posibles aplicaciones prácticas de estos. 



Capítulo 1 

Preliminares 

En la teoría clásica de probabilidad, la mayoría de los resultados relevantes para las 

finanzas y los seguros se basan en sumas de la forma Sn = L~=I X r· 

El resultado más importante en este sentido es el Teorema del Límite Central (ver 

Apéndice A), que nos dice que, para valores de n suficientemente grandes, tenemos que 

la suma Sn de observaciones mutuamente independientes Xl, x2 , o •• ) X n de una v.a. X 

(que a su vez pueden verse como n v.a.i.i.d.) tiene una distribución apro.ximadamente 

normal con media nJ.Lx y varianza nu3c. Matemáticamente, si Zn = sJ~:Xx, 

{ s-nJ1.x} " (s-nJ1.x) 
p {Sn ~ s} = P Zn ~ jñux ~ 1'z jñax . 

Existen, además, generalizaciones del Teorema del Límite Central, diseñadas pa-

ra incluir los casos de las distribuciones a-estables, con O < a < 2, los procesos 

o-estables, con O < o: < 2, e incluso el movimiento Browniano. 

Sin embargo, el utilizar modelos basados en sumas funciona de manera adecuad", 

solamente cuando nos interesan los promedios de los fenómenos aleatorios que estu-

1 
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diamos. Pero no podemos pretender ampliar el campo de aplicación de las surnu .. 'i si 

lo que nos interesa son los eventos extremos, como en nuestro caso. Para estudiar los 

eventos extremos existe una herramienta que, tanto desde el punto de vista intuitivo 

como desde el punto de vista teórico, es mucho más adecuada: esta herramienta se 

basa en el máximo Aln de n v.a.i.i.d. con función de distribución F: 

Aln =max{X"X2,···,Xn l 

Intuitivamente. el má.ximo Aln representa la observación más extrema dentro de 

un conjunto de n observaciones. 

Puesto que la mayoría oe las veces lo que nos interesa en finanzas es tratar de 

cuantificar las pérdidas, en este trabajo consideraremos a las pérdidas como positivas. 

Sin embargo, todos los resultados que veremos para máximos pueden formularse de 

manera equivalente para mínimos. Es más comlÍn encontrar los resultados de la Teoría 

de Valores Extremos para má."Cimos puesto que ésta se desarrolla más fácilmente COmo 

una teoría de grandes pérdidas que como una teóría de pequeñas ganancias. 

La organización de este Capítulo es la siguiente: en la Sección 1.1 se trata el te

made la ~coñvergeni::ia de rnaxirrios- A1~ dé 'V:a.i~i;d; - Para--este=propósito¡-se ofrecen 

resultados de convergencia en probabilidad, convergencia casi segura y, más importan

temente, convergencia en distribución. Se proporcionan, asimismo, algunos ejemplos 

en los que no existe un límite no-degcnerado para Mn1 10 que nos permite percibir la 

importancia que tiene el comportamiento de la cola de la distribución F en el caso de 

los máximos. En la Sección 1.2 se prueba un resultado fundamental, conocido como 

Teorema de Fisher-Tippet, que nos indica las tres posibles distribuciones límite para 
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los máximos Mn de v.a.i.i.d., bajo la normalización adecuada. Más específicamente, 

este resultado clásico nos dice que, si existen sucesiones de constant.es normalizantes 

en > O Y dn E IR para las cuales C~l (Mn - dn) converge a una función de distribución 

límite no-degenerada H(x), entonces H debe ser del tipo de una de las tres dist.ri

buciones de valores extremos: la Fréchet (<1>0)' la Weibull (.vo ) y la Cumbel (A). 

Se verá, además, que estas tres distribuciones pueden identificarse con una clase que 

tiene cierta propiedad de estabilidad: las distribuciones ma.. ... -estables. En la Sección 

1.3 se introduce el concepto de Dominio de Atracción del Má."'{imo (DAM) de UIla 

distribución y se analizan las condiciones que se requieren de la cola F y del extremo 

derecho XF de una r.d, F para poder pertenecer al DAM de cada una de las tres 

distribuciones de valores extremos. Se obtienen también fórmulas para las constantes 

normalizantes Cn y dn en cada uno de los casos. Esta Sección se acompaIia de nume

rosos ejemplos; además1 al final se presenta un cuadro que resume los resultados más 

importantes acerca de los tres DAM1 de manera que se facilite su consulta. Final

mente, la Sección lA introduce el concepto de función de distribución de exceso FUl 

así como otra importante distribución: la Distribución Pareto Generalizada (DPG). 

La relación entre ellas queda dada por el Teorema Gnedenk~Balkema-Pickands-de 

Haan (TGBPdH)1 que nos dice que, para una elección suficientemente alta del um

bral ti, la función de distribución de exceso Fu puede aproximarse por medio de una 

DPG. Asimismo, se exponen algunas propiedades de la DPG que resultarán de gran 

importancia para los Modelos que consideraremos en el Capítulo 3. 

Este Capítulo está tomado principalmente de [6], [22] Y [8]. Otras referencias de 

gran utilidad son [15] y [14]. 
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1.1 Convergencia de Máximos. 

Hemos dicho que la herramienta que utilizaremos para modelar los eventos extremos 

es el máximo muestral Mn para una sucesión de v.a.i.i.d. X,X I ,X2 , •••• con función de 

distribución F. A continuación, investigaremos las propiedades asintóticas de estos 

máximos. Nos interesa encontrar un resultado para máximos que nos proporcione 

información semejante a la que se obtiene para sumas con el Teorema del Límite 

Central. Como se mencionó anteriormente, la teoría se desarrollará en términos de 

máximos porque se concibe má.<; fácilmente como una teoría de grandes pérdidas que 

como una teoría de ganacins pequeñas. Sin embargo, los resultados para mínimos 

pueden obtenerse fácilmente a partir de los correspondientes a máximos, usando la 

identidad 

min(X"X" ... ,X.) = - max(-X" -X" ... , -X.) 

Recordemos que la distribución del máximo Mn de v.a.i.i.d. está dada por: 

P(M.:5x)=P(X,:5x,X,:5x, ... ,X.:5x)=F"(x), xEIR, nEN 

Ahora bien, puesto que los extremos oc;rrert'cerca.' derex:tremo-supcrior-del 

soporte de la distribución, tendríamos que, intuitivamente, la conducta asintótica de 

Mn debe estar relacionada con la cola derecha de P cerca de su extremo derecho. 

Denotaremos por F = 1 - F a la cola derecha de la distribución F y por 

xp = sup {x E IR: F(x) < l} (1.1) 

al extremo derecho de la distribución F. 
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De acuerdo a esta definición de XF, es fácil notar que, para todo x < XPl se tiene 

P(Mn :o; x) = F"(x) ~ O, n ~ 00 

puesto que para x < XF se da F(x) < 1. 

Si además Xp < 00, para toda x ~ XF se tendrá que F(x) = 1 y, por tanto, 

P(Mn :o; x) = F"(x) = 1 

Proposición 1.1.1 Mn !:... Xp, cuando n --+ 00, para Xp :$ oo. 

Demostración: 

P.D.: '1< > O, limn_oo P(IMn - xFI < E) = 1 

Sea < > o. 

P(lMn - xFI < <) = F" [(XF + E)_I- F"(XF - <) 

(1.2) 

(1.3) 

donde F" [(XF + E)_) es el límite por la izquierda de Fn(m) en m = (XF + <l. 

Ahora bien, por (1.3), limn-<ooo pn (XF + I':)-J = 1 si XF < oo. Esto sucede aún si 

Xp = 00, pues una propiedad de las funciones de distribución es lim:z:--+oo F(x) = l. 

Por otra parte, (1.2) nos asegura que limn_oo F"(XF - <) = o. 

De aquí que limn_oo P(IMn - Ipl < €) = 1 - O = 1, es decir, Mn ~ Xp cuando 

n ---+ 00, para Xp :$ oo .• 

De hecho, gracias a que la sucesión (Mn ) es no-decreciente, se puede asegurar algo 

más fuerte en términos de convergencia: 

Proposición 1.1.2 Mn ~ Xp, cuando n'- oo. 

Demostración: 
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Supongamos que P(limn_oo Mn = XF) < 1. 

Entonces, 3(MfI,.)n,.~1 subsucesión de (Mn ) lal que para Xc =1 XF, 

P( lim Mn = xc) > o. 
n-oo 

Puesto que (A1n) es no-decrecientc, tenernos que Mn+l ~ Mn Vn EN. 

Supongamos que xc> XF. 

Entonces 3A E (Mnlo ) tal que A > Mn \In E Ni esto es, p.a. k E N, /vInk > 

Mn 'In E N. 

Pero (Mn,J es subsucesi6n de (Mn), así que Vnk 38 E N tal que A1nk = lvlJ • Por 

Supongamos ahora que xF > xa. 

Entonces 3Mr E (Mn )n;?:l tal que Mr > MT\Jo Vk E N. Esto significa que, como 

tendríamos que (Mn ¡.) es finita, lo cual es una contradicción. Por tanto, XF "f Xc-

cuando n -+ oo .• 

Desafortunadamente, este hecho tampoco nos proporciona suficiente información 

acerca de la magnitud de los máximos, pues para cualesquiera dos variables aleatorias 

con soporte infinito -por ejemplo, la Normal y la Poisson- obtendríamos exactamente 

el mismo resultado: que sus máximos convergen casi seguramente a infinito; así) 

para fines prácticos, no habría diferencia entre el comportamiento del máximo de 

una variable aleatoria Normal y el de una variable aleatoria Poisson. Para saber 
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un poco más al respecto, necesitarnos considerar rcsultados de convergencia d6bil 

(convergencia en distribución) para má.ximos. 

Antes de dar los resultados de manera general, consideraremos alg1l1lOS ejemplos 

que pueden proporcionarnos una idea intuitiva sobre el comportamient.o de los nlé'i.'Ci~ 

mos de v.a.i.i.d. y su relación con la cola de la distribución. 

Ejemplo 1.1.3 (DiBtribución Exponencial) Sea F(x) = l-e->", A > O. Toman· 

do Un = ± (logn - JOgT). T > 0, se obtiene 

1 - F(un) = 1 - (1 - e-'\[±(10gn-IogT)]) = e-(logJl-logT) = elog(r/n) = T/l1. 

Por otra parte, 

Asi, vemos que para v.a.i. con distribución exponencial, lomando la sucesión (un) 

antes mencionada se da 

nF(Un) = T Y P(Mn :<; un) ~ e-'. 

Ejemplo 1.1.4 (DiBtribución Uniforme (0,1)) Sea F(x) = x, ° :<; x :<; 1. Sea 

T > O Y Un = 1 - Tln. Entonces 

1- F(un ) = 1- (1- T/n) = T/n 

para n 2: T. También se cumple 

por lo que para la distribución uniforme, tomando Un = 1 - T In, se satisface 
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Ejemplo 1.1.5 (Distribución Pareto) Sea F(x) = 1 - Kx-a, " > O, K > O, 

x 2: KI/n. Sea Un = (Kn/T)l/o. . Entonces, tenemos que 

1 -F(un ) = 1- (1- K ((Knlr),/ar
a
) = K ((Knlrf') = rln. 

De la misma manera, 

Vemos entonces que también la distribución PaTeto satisface 

paro Un = (Kn/r)'/a. 

En los ejemplos anteriores hemos visto que se requiere que la función de distri

bución F satisfaga ciertas condiciones para que se tenga que ellimn -+oo P(Mn ::; Un) 

existe para constantes Un adecuadas. El siguiente resultado nos confirma esta supo

sición. 

Proposición 1.1.6 (Aproximación de Poisson) Para T E [0,00] Y una sucesión 

(Un) de números reales, son equivalentes: 

nF(un ) ~ T (1.4) 

(1.5) 

Demostración: 

"(1.4) = (1.5)" 
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Sea O::; T < oo. Supongamos que se satisface (1.4). Ent.onces 

P(M,,::; u,,) = F"(u,,) = 1- (1- F"(u,,)) = (1- F(u,,)) = 1- - +0 -- ,,(1.4) ( T (1))" 
n n 

y puesto que sabemos que limn_= (1 + ~ + ~) Cll = c bc • donde b, e no dependen 

de n y limn ..... oo 'I.9(n) = 0, tenemos que (1- ~ + o (~) f' es equivalente a (1.5), de donde 

(1.4) = (1.5). 

"(1.5) = (1.4)" 

Supongamos que se da (1.5). Entonces, 

P (M" ::; u,,) = F"(u,,) = I - (1 - P"(u,,)) = (1 - F(u,,))" ~ e-' 

Sacando logaritmos, se obtiene 

-nln (1 - F(u,,)) ~ -T ( 1.6) 

Ahora bien, sabemos que -In (1 - x) "" x si x ---1' O. En este caso. si tuviéramos 

F(u,,) ~ O, obtendríamos de (1.6) que nP(u,,) = T + o(I),que es equivalente a (1.4). 

Por tanto, basta probar que se da P(u n ) ---1' O. 

Supongamos que F(u,,) ..,.. O. Entonces 3(u",) tal que para algún, > O Y 'iN E 

N, 3nk > N para el cual F(unJe ) > é. Pero entonces (1- F(un¡.)fk < (Irk , por lo 

que P(Mnk ::; u nk ) = (1 - F(unlJrk 
---+ O. Pero esto contradice a (1.5). De aquí que 

debe darse F( u,,) ~ O. 

Ahora, si T = 00 y se da (lA) pero no se da (1.5), entonces :J(uro.J tal quc para 

algún T' < 00, se tiene P (MnJo ::; UnJo) ---+ e-T
' cuando nk ---+ oo. Pero entonce.s, pu(..~to 

que para T E (0,00) (1.5) implica (1.4), tendríamos nkF(llnJ ---+ TI < 00, lo cwd 

contradice que se dé (lA) con T = 00 como se había supuesto. Dc la misma ma.nera, 
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si T = 00 y se da (1.5) pero no se da (1.4), entonoes 3(un,) tal que para algún 

T' < 00, se tiene nkF(UnIl) -t- r < oo. Pero entonces, puesto que en este caso ya se 

probó que (1.4) implica (1.5), se tendría P (Mn , :5 Un,) ~ e-T
' cuando n. ~ 00,10 

cual contradice el que se dé (1.5) con T = 00 como se había supuesto .• 

Es importante notar que si existe una sucesión (U~T») que satisfaga (1.4) para 

algún T > O fijo, entonces podemos encontrar este tipo de sucesiones para cualquier 

T > O. Por ejemplo, si (~l»)satisface (1.4) con T = 1, entonces ~T) = u[~l satisface 

(1.4) para T > O arbitrario, donde [x] representa al mayor entero menor o igual que 

x. 

Antes de enunciar la Aproximación de Poisson se expusip-ron tres ejemplos de 

distribuciones (la E.-...::ponencial, la Uniforme (0,1) y la Pareto) que satisfacen las rela

ciones (lA) y (1.5). El siguiente Corolario nos dice que no siempre podemos encontrar 

límites no-degenerados para máximos de v.a.i.i.d. 

Corolario 1.1.7 Supóngase que XF < 00 y que 

Entonces, para toda sucesión -(un) Tal que-

se tiene que p = O o p = 1. 

Demostración: 

Puesto p es el límite de una probabilidad, O < p < 1. Entonces podemos expresar 

p = e- T
, con O ::; r ~ oo. Pero esto, por la Proposición anterior, significa que tenemos 
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nF(un ) ---t T conforme n -jo oo. 

CASO 1. Si Un < XF para una infinidad de n's, tenemos que, para esas n, 

y puesto que nF(Un) -> 00, esto significa que r = oo. 

CASO n. Si 3K E N tal que 'In > K se tenga Un 2: XF, entonces F(Un) = 1 

VUn = UK+"S E N. En este caso, se tiene F(u,,) = 1 - F(u.,) = 1 - 1 = O, lo cual 

hace nF(Un) --+ O conforme n ---t oo. Así, tenemos T = O. 

Hemos visto entonces que las únicas dos opciones son tener T = O o T = 00, que 

nos dan, respectivamente, p = 1 o P = O .• 

Este resultado nos muestra que no existe una distribución límite no-degenerada 

(es decir, distinta de O y de 1) para el rná."Cimo M n de una función de distribución COn 

un salto en su extremo derecho finito, sin importar cuál sea la normalización de M n 

que se utilice. 

A continuación se enuncia un resultado similar que cubre también a ciertas dis-

tribuciones con extremo derecho infinito. 

Teorema 1.1.8 Sea F un f.d. con extremo derecho XF S 00 y sea r E (0,00). Si 

lim F(x) = 1 
XTXF F(x-) J 

(1. 7) 

entonce,<; exi..,te una sucesi6n (un) para la cual se satisface nj;"=,(Un) --t T cuando n--t 

oo. 

Demostración: 
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Supongamos que se da (1. 7) Y sea {u,,} cualquier sucesión para la cual F (u,,-) :> 

1- T/n:> F(un ) (por ejemplo, puede ser u" = F- 1 (1- T/n)). De aquí se sigue que: 

T 
::; n, 

F (un-) 

T 2: nF (u,,), 

de donde se obtiene 

F (u,,) -
F(u,,-) T:> nF(un ):> T. 

El resultado se sigue de aquí puesto que Un -t XF cuando n --¡. oo .• 

Este resultado se aplica en particular a las distribuciones discretas con extremo 

derecho infinito. Si las alturas de los saltos de la f.d. no decaen suficientemente 

rápido, entonces no existe una distribución límite no-degenerada para el máximo de 

la distribución. gn particular si X toma valores en los enteros y XF = 00, entonces 

(1.7) se traduce a F(n)/7"(n -1) ~ 1 cuando n ~ oo. 

Vemos entonces que, en contraste con el caso de las sumas, para máximos siempre 

necesitamos condiciones de continuidad relativamente delicadas en la cola F para 

asegurar la convergencia de P(Mn ::; un) a un límite no trivial. Esto deja fuera a 

algunas distribuciones importantes, como la Poisson y la Geométrica. 

Ejemplo 1.1.9 (Distribución Poisson) Tenemos que P IX = kJ = e-Á)!/k', k E 

NU{O}, .\ > O. 

Entonces 

F (k) 
F (k - 1) 

_1 _F...>.(k--'.)-,+~F~' (,-k_1L) _F..>..{k_1--'.) = 1 _ ji (h) t' (k 1) 
F(k-l) F(k-l) 



Esta úlLima suma puede reescribirse como 

00 >.' 00 (>')' 
~ (k + l){k + 2) ... (k + s) ::; ~ k 

>.jk 
1->.jk' 
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(1.8) 

( 1.9) 

lo cual tiende a cero cuando k ~ oo. de donde F(k)jF(k-1) ~ o. Esto sig-

nifica, por el Teorema 1.1.8 que no existe una distribución límite no-degenerada 

para el má'Cimo de v.a. Poisson y, más aún, no existe ningún límite de la forma 

P [MtI :::; unJ -----+ P E (0,1), sin importar cuál sea la sucesión de constantes (Un) que 

tomemos. 

Ejemplo 1.1.10 (Distribución Geométrica) Se tie7le P [X = k] = p(1 - p)'-l, k E 

N, 0< P < 1. 

En este caso 

F (k) = I _ (1 _ p)k-1 (~(1 _ pr 1) -1 = 1 _ P E (0,1). 
F(k-l) ~ 

Nuevamente, esto muestra que no existe el límite P [Mn ::; Un] -jo p, salvo para p = O 

6 1¡ también nos dice que no existe una distribución límite no-degenerada para el 

máximo de v.a.s Geométricas. 
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1.2 Las Distribuciones de Valores Extremos y el 

Teorema de Fisher-Tippet. 

Esta. sección se ocupa principalmeIlt.e de lUlO de los result.ados Illás importantes en la 

Teoría de Valores E.xtremos: el Tt.'Orema de Fisher-Tippet. Es! e t.eorema espeéifica 

las tres posibles formas de las dist.ribuciones límite para rmLximos apropiadamente 

normalizados de sucesiones de v.a.i.i.d. Est.os t.res t.ipos de distribuciones se conOcen. 

por este motivo, corno distribuciones de valores extremos. Veremos también que 

podemos identificarlas con una clase de distribuciones que posee una cierta condición 

de estabilidad: las llamadas distribuciones ma.x-est.ahles. 

Comenzaremos pues dando las definiciones de tres distribuciones que resultarán 

muy importantes para el estudio de la convergencia de má.ximos apropiadameute 

normalizados. 

Definición 1.2.1 La funci6n de distribuci6n de una variable ale.atoria Friclwt) pura 

" > O, está dada por 

(1.10) 
si x > O 

Definición 1.2.2 La funci6n de distribuci6n de una variable aleatoria Gurnbel está 

dada por 

A(x) = exp( --e-'), x E IR (1.11) 

Definición 1.2.3 La funci6n de distribuci6n de Una variable aleatoria Weibull, IHLTU 



Q: > O, está dada por 

¡ exp(-(-x)") si 
1l10(x) = 

1 si 
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x:O;O 
(1.12) 

x>O 

De la definición de estas tres distribuciones de valores extremos, es fácil notar que 

la Fréchet corresponde a un modelo con cota inferior finita y cota superior infinita¡ 

la Weibull corresponde a un modelo con cota superior finita y cota inferior infinita¡ 

mientras que la Gumbel es no-acotada por ambos lados . 

:' 
·4 ·2 

! 
. 1 ------------:=.::.:===~ 

I 

(08 
I 
I 
I 0.6 
I 

I 04 
I 

/ .J)2 

00 2 

Distribuciones Fréchet (sólido) y \Vcibull (guiones) con Q:' = 3¡ distribución Gumbel 

(punteada). 

El siguiente resultado nos muestra que existe una cercana relación entre las <.Iis-

tribuciones Fréchet, Weibull y Gumbel. 

Proposición 1.2.4 X ~ <l>u(x) *> logXO ~ A(x) *> -+ ~ wo(x). 

Demostración: 

X ~ <l>o(x) *> P IX :o; xl = exp( -x-O) para x > O Y P IX :o; xl = O para x :o; O 
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*> P [-;.' ~ x] = P [X ~ -;,'] = 1 - P [X ~ -;,'] = 1 - exp (- (-~ro) = 1-

exp{-(-x)"} parax<Oy p[-;.' S x] = l-P[X ~ -;,'] = 1--0= 1 pnrax~ O 

*>P[logXO ~x] =P[XO ~expx]= P [X S (expx)'/o] = (exp{-exp(x)j-O)'/o 

= exp {-exp [x (-a) (~)J) = exp (-exp(-x)} = A(x). • 

Definición 1.2.5 Dos variables aleatorias Z y y son del mismo tipo si y sólo si 

z ,g, aY + b, paro a > O Y b E IR. En témúnos de sus funciones de distribución Fz Y 

Fl', esto significa que Fz(x) = Fy (.7:/1). 

Esto es, dos variables del mismo t.ipo tienen la misma función de distribución, 

excepto por posibles cambios en los parámetros de escala y localización. 

Una propiedad muy relevant.e de las distribuciones Fréchet.. \\'eibull y Gumbel es 

que, cuando consideramos sus rná.. .. ,cimos, obtenem<Y.:i que estos son del mismo tipo que 

la distribución original. Esta propiedad se precisa a continuación. 

Definición 1.2.6 (Distribución max-e8table) Una v.a. X no-degenerada (la dis-

tribución o f. d. correspondiente) es max-estabie si, para X J Xl, .. , X n i. i. d. Y para 

constantes adecuadas Cn > O Y dn E IR satisface 

-~ ---d - ~ 

max(X" ... ,X.) = CnX + d., n:2: 2. (1.13) 

Ejemplo 1.2.7 (Propiedad max-e8table de la I.d. Fréchet <1>0) Sean X" ... , X. 

v.a.t. con distribuci6n Fréchet «1>0' Entonces 

P[M. S x] 'l>~(x) = (exp(-x-O»)" = (exp(-X-U)n) 

De donde, la f d. Préchet es max-cstablc. 
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Ejemplo 1.2.8 (Propiedad max-estable de la I.d. Weibull >1'0) Considemllus 

X1,,,,,Xn v.aj. con distribución Weibull 111 0 - El máximo de estas v.a.i.i.d. satisface 

P[Mo:Sx] = >I'~(x)=(exp(-(-x)"))"=exp(-(-,")"n) 

exp(- (_xn l/O)") = >l'Q (nl/Ox). 

de donde es claro que la distribución Weibull es max-estable. 

Ejemplo 1.2.9 (Propiedad max-estable de la I.d. Gumbel A) Supongamos qlle 

tenemos Xl, "', X n v.a.i. con disl1'ib'ución Gllmbel A. E1lt01lces 

P[Mo :S x] A"(x) = (exp(-e-"))" = (exp(-e-'n)) 

exp (-e(-'+I<"'I) = A (x -In n). 

Así, también la distribución Gumbel es 1IlQ.:z;-Estable. 

Cuando introduji~os las distribuciones Fréchet, Weibull y Gumbel mencionamos 

que éstas resultarían de gran importancia para el estudio de la convergencia de máxi

mos de v.a.i.i.d. apropiadamente normalizados. Esta afirmación está parcialmente 

justificada por el hecho de que las tres distribuciones son max-establcs. Pero, más 

allá de esto, las distribuciones Fréchet, Wcibull y Gumbel aparecen como límites de 

máximos de v.a.i.i.d. apropiadamente normalizados. Los siguientes ejemplos ilustran 

este hecho: 

Ejemplo 1.2.10 (Distribución Exponencial) Sean XII ... X n v.a.i. con distribu· 

ción exponencial con parámetro A. En el Ejemplo 1.1.3 obtuvimos que 
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para Un = f (lag n-lag T). Si tomamos ahora T = e -:1;, se obtiene 

P[Mn:5±(IOgn-logTl) = P[Mn:5±(IOgn-log e-
X

)) 

P [Mn :5 ± (x + IOgnl) ~ exp (_e-X) . 

Otra forma de ver esto, sin necesidad de utilizar la Aproximación de Poisson, es 

tomando en cuenta que P [Mn ~ xl = pn (x) = (1 - e-kz:)n . De esta manera, 

Obsérvese que la distribución límile es precisamente la distribución Gumbel A a1'1"iba 

definida. 

Ejemplo 1.2.11 (Distribución Uniforme (0,1)) En el Ejemplo 1.I.4 vimos que, 

para Un = 1- T/n, se tiene 

cuando Xl! ... , XII son v.a.i. con distribución uniforme en (0,1). Si hacemus T = -x 

para x < 0, obtenemos 

También en este caso se puede hacer el cálculo de manera directa: puesto que P [Mn :5 xl = 

Ji>n (x) = xn , tenemos que 

Nótese que aquf la distribución límite corresponde a una dist1ibución Weibull con 

parámetro o: = 1 J es decir, q, 1-
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Ejemplo 1.2.12 (Distribución Pareta) Para Xl, "',Xn v.a.i. con distribución 

Pareto, en el Ejemplo 1.1.5 se calculó que 

con Un = (Knjr)l/o.. Tomando ahoffir = x-a para x > O, esta expresi6nse convierte 

en 

p [Mn ~ (~~rOl 
p [Mn ~ (Kn)1/0 x] ~ exp (-x-O). 

o bien, utilizando el hecho de que conocemos laId.) podemos llegar al mismo resultado 

haciendo el cálculo directamente: 

( 1)" 1- -- -} exp (-x-O). 
xOn 

Es importante señalar que la distribuci6n limite obtenida en este ejemplo es prccisa-

mente una distribución Fréchct con parámetro a la cual, como hemos visto, se denota 

Estos tres ejemplos nos han mostrado que podemos obtener a las distribuciones 

Fréchet, Weihull y Cumbel como límites de máximos apropiadamente normalizádos. 

Surge entonces una pregunta: ¿es posible obtener alguna otra distribución límite no-

degenerada para máximos apropiadamente normalizados? El siguiente Teorema, que 

data de 19281 nos permite responder esta pregunta. Por esta razón es uno de los 

resultados más importantes de la Teoría de Valores Extremos. 
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Teorema 1.2.13 (FISHER-TIPPET) Sean X¡,X"""Xn v.a.i.i.d. con funci6n 

de di.,tribuci6n F, y sean (an), (bn) constantes tales que para alguna distribuci6n limite 

11 no degenerada se tiene 

(
AIn-bn ) d F" (aox + bn ) = P a

n 
::; x -+ H(x), xER (1.14) 

Entonces H es del tipo de alguna de las treB distribuciones siguientes: la F'réchet cI>aJ 

la WeibuUw Q o la Cumbel A. 

Demostración: 

Se procede por pasos: 

PASO 1) De acuerdo COII (1.14), VI> O se tiene 

donde [U] representa el mayor entero menor o igual que y. Por otra parte 

gntonces, por el Teorema de Convergencia a Tipos (ver Apéndice A) H Y H t son 

~ ~ d~~ ~s~o tipo, es decir, existen a (t) > O Y f3 (t) tales que para toda t > 0, ~ --t 
- - --- -~~ ~_ -~ ___ ~ ~ ___ ~ - ['U[ 

a (t) , "-'[.,[ ti ( ) 
a --t f.I t con las cuales 

[nll 

H' (x) = H (a (1) x + {3 (t)). (1.15) 

PASO Il) Observamos que las funciones a (t) y {3 (t) son Lebesgue-medibles. 

P.D.¡: a (t) es Lebesgue-medible. 

de funciones medibles son rnedibles, basta mostrar que, para 

cada n E N, la función t I--t ...!!n.... es medible. Como an no depende de t, lo anterior ar .. !] 
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es cierto si t ~ a[nt] es medible; pero el rango de esta [unción L'S {aj : j 2:: l}, que 

es numerable, por lo que basta probar que {t > O : alnt] = Q j} es medible. Pero este 

conjunto es igual a Uk:alo=aj [~, ~] el cual, por ser unión de intervalos, es un conjunt.o 

medible. 

P.D.,: (3 (t) es Lebesgue-medible. 

Para ello basta mostrar que, para cada n > 0, la función t !---t b" -b(nt! es medible. 
al"!] . 

Como bn no depende de t, esto equivale a mostrar que f ¡------+ -hlnll es medible. 
<l¡nI: 

Acabamos de mostrar que t ¡------+ alnt) es medible; procediendo de la misma manera, 

puede verse que t t--+ -b[nt] es medible. Y puesto que el cociente de funciones 

rnedibles es medible, t ¡------+ -blnl ! es medible. 
a[n!] 

PASO III) Utilizando (1.15) se tiene, para t, S > O, por uu lado 

H" (x) = H (a (ts) x + (3 (ts)); 

y por otra parte, 

H"(x) = (l1'(x))'= Il(a(s)x+{3(s))'=H(a(t){a(s)x+{3(s)) +(3(t)) 

H (a (t) a (s) x + a (t) {3 (s) + (3(t)). 

Sabemos que si una distribución F no-degenerada satisface que F (ax + b) = F (ex + d) 

para todo x E IR Y para algunos a > O, e > O, entonces debe darse que a = e y b = d, 

Puesto que suponemos que H es no degenerada, concluimos entonces que 

a (t8) = a (t) a (8) (1.16) 

(3(t8) =a(t){3(s)+fj(t) =a(s){3(t)+{3(s) =(3(8t). (1.17) 
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Nótese que (1.16) es precisamente la ecuación de Hamel (ver Apéndice A), cuya única 

solución finita, medible y n<rnegativa es de la fonna 

a(t)=I-', BelR. 

PASO IV) Tenemos entonces tres casos: (a) B = O; (b) O > O; (e) O < O. 

Caso (a), B = O. 

En este caso a (t) == 1, así que (1.1 i) se convierte en 

(J(ts) = ,:3 (t) + (J(s). 

De manera queexp {{J (.)} satisface la ecuación de Hamel, lo que implica que exp {{J (t)} = 

t- C para alguna e E IR; esto quiere decir que 

(J(t) = -elogt. t> O, c E IR, 

y (1.15) se convierte en 

flt (x) = fl (x - clogt) (U8) 

Ahora bien, si e fuera 0, no podría darse que H sea no-degenerada. De modo que 

---- ~--~--

e =F O. Además, para x fija, H t (x) cs- n~cr;ierrte-;n t, lo que= Ilo;i~dic~-qu~ c- :; O~ 

pues de otra manera el lado derecho de la expresión (1.18) no sería decreciente. Si 

para algún Xo E IR se tiene que H (xo) = 1, entonces, de (1.18) se obtiene 

1 = fl (xo - clogt) , Vt > O, 

lo cual, mediante un cambio de variable, implica que H (u) - 1 para toda u ER, 10 

que contradice que H. rea no-degenerada. De la misma manera, si para algün Xo E IR 
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se tiene que H (xo) = O, entonces, de (1.18) se obtiene 

0= H' (xo) = H (xo - elogt) , 'Vt > 0, 

lo cual implica que H (x) = O para todo x E lR, lo que contradice de nuevo el que H 

sea no-degenerada. Concluimos entonces que O < H (y) < 1 para todo y E IR. Basta 

ahora sustituir x = O en la expresión (1.18), para obtener, para t > O, 

[{' (O) = H (-elogt). (119) 

Sean exp{-CP } = ¡.¡ (O) E (0,1) Y u = -elogt. Como el rango de t es (0,00), el 

rango de u queda dado por (-00,00) , y aplicando el cambio de variable en (1.19) se 

obtiene 

Caso (b), O > O. 

Para O i' ° se tiene, de (117), 

n (t),6 (s) +,6 (t) = n (s),6 (t) +,6 (s) =,6 (st). 

Si fijamos So ¡:. 1 (pues de lo contrario Q:' (so) = 80° = 1) se obtiene 

n (t) ,6 (so) + ,6 (t) = n (so) ,6 (t) + ,6 (so) , 

de manera que, para So .¡:. 1, t =F 1 

( 
,6 (so) ) ,6(t) 

1-n(so) = 1-n(t)' 
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es decir, la función ,6 (. ) / (1 - " (.)) es igual a una constante c. Entonces, para t '" 1 

,6(t) = ( ,6(80) )(l-,,(t))=C(l-tO
). 

l-"(so) 

De esta manera, (1.15) se convierte en este caso en 

haciendo el cambio de variable y = x - e obtenemos 

Sen C (y) = H (y + e). Entonces C y H son del mismo tipo, por lo que basta resolver 

para G. La función G es no-degenerada y satisface 

C' (y) = C (C'y). (120) 

Si hacemos y = O Y sacamos logaritmós en la expresión (1.20). tenemos, para t > U, 

que t lag C (O) = 10gC (O), de donde lag G (O) = O ó -00; es decir, G (O) = O ó 1. Sin 

embargo, G (O) = 1 es imposible, porque implicaría la existencia de x < O para el cual 

el lado izquierdo de (1.20) es decreciente en t, mientras que el lado derecho de (1.20) 

es creciente en t. Concluimos entonces que G (O) = O. 

es fácil ver que si tuviéramos que G (1) = O, entonces G:;;:: O; Y si G (1) = 1, entonces 

G == 1. En ambos casos se contradice que G sea no-degenerada, por lo que debe darse 

C(l) E (0,1). 

Sea O~l = n, H (1) = exp {_p-a} , ti = rO (nótese que esto implica que u-a = 

(t-O) ~l/' = t). Al sustituir esto en (1.20) con y = 1 se obtiene, para u> O 

C(u)= (exp{-p-a})'=exp{-p-at} =exp{_(pu¡-a} = 'I>a(PU). 
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Caso (e), e < o. 

De la misma manera que en el caso (b),se obtiene (1.20), de modo que, al hacer 

y = O en esta expresión tenemos que también en este caso debe darse G (O) = O 6 

1. Pero G (O) = O es imposible, pues implicaría la existencia de x > O tal que el 

lado izquierdo de (1.20) es decreciente en t, mientras que el lado derecho de (1.20) 

es creciente en t. Por lo tanto, G (O) = 1. Si ahora hacernos y = -1, tendremos que 

e' ( -1) = e ( -Col . rero 

Si e(-l) 

Si e(-l) 

o"" e (-t-O) = o' = o Vt E IR, 

1"" e (_t-O
) = l' = 1 Vt E IR. 

En ambos casos se contradice que G sea no-degencrada, por lo que G( -1) E (0,1). 

Sea 0- 1 = -o, H(-l) = exp{-(-p)"} , u = t-O (nótese que esto implica que 

un = (t-O)-l//J = t). Al sustituir esto en (1.20) con y = -1 se obtiene, para u > O 

e(-u) = (exp{-(-p)"J)'=exp{-(-p)"t) =exp{-(-pu)"} = 'l'a(PU) .• 

Esencialmente, el teorema nos dice que si tenemos máximos apropiadamente nor

malizados que convergen en distribución a un límite no-degenerado, entonces este 

límite debe ser una distribución de valores extremos. En este sentido, el Teorema de 

Fisher-Tippet nos proporciona un resultado para máximos del mismo tipo del que 

ofrece el Teorema del Límite Central para sumas. 

Mencionamos antes que las distribuciones Fréchet q,Q) Weibull IiJ Q y Gumbel A 

-esto es, las tres posibles distribuciones límites n<?degeneradas para máximos de 
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v.a.i.i.d apropiadamente normalizados- son ma'X-estables, es decir. satisfacen que sus 

máximos ,son del mismo tipo que la distribución original. El siguiente Teorema nos 

dice que no existe ningún otro tipo de distribución ma."X-cstable que sea no-dcg'Cucrada. 

Teorema 1.2.14 (Propiedad limite de w.. distribuciones m=-estables) La 

clase de las distribuciones max-estables coincide con la clase de. las posibles dist1i-

buciones limite (no-degeneradas) para máximos de v.a.i.i.d., COIL la fto1iTlulización 

apropiada. 

Demostración: 

Supongamos que (Xn ) e'> una sucesión de v.a.i.i.d rna..x-estables. Entonces pode-

mos reescribir (1.13) de la siguiente manera: 

De manera que toda distribución ma.-x-estable es una distribución límite para rná.-..;:imos 

de v.a.i.i.d. 

Falta demostrar que la distribución límite de má.ximos apropiadamente normali-

alguna f.d. H no degenerada, se tiene que 

lim F"(c"x+dn)=H(x), xEIR. 
n-oo 

Puesto que, de acuerdo con el Teorema de Fisher-Tippet, las posibles f.d. límite /l 

son funciones continuas en IR, tenemos que, para cada k E N 

lim F'" (c"x +.dn) = (lim l;m (c"x + dn))' = H' (x), x E IR. 
n-oo n-.oo 
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Por otra parte, 

lim F"' (<n.x + dn.) = H (x), x E IR. 
n_oo 

Esto significa, por el Teorema de Convergencia a Tipos (ver Apéndice A), que existen 

constantes Ck > O Y dk E IR tales que 

l . <n. -
1m -=Ck Y 

n-->oo en 

y, para v.a.i.i.d. YI. O"! Yk con f.d. H, 

Introduciremos ahora una f.d. que nos permitirá reescribir en una sola expresión a 

1M f.d. Fréchet, Weibull y Gumbel. 

Definición 1.2.15 (Distribución VEG) La función de distribución de Valores Ex~ 

tremos Generalizada (VEG) está dada por 

( 

exp (- (1 +~x)-t) 
fI,{x) = 

exp (_e-X) 
(1.21) 

si ~ = O 

donde (1 + ~x) > O Y ~ es el parámetro de forma. 

El nombre de la VEG proviene del hecho de que Fréchet, la Weibull y la Gumbel 

son, de acuerdo con el Teorema de Fisher-Tippet, los tres tipos de distribuciones de 

valores extremos, las cuales pueden obtenerse de la expresión (1.21) para la distribu-

ci6n VEG de la siguiente manera: 

~>O Fréehet H, (x"EI) = 'h{x) , 
~=O Gumbel Ho{x) =A{x) 

~<O Weibull fI, (-(~+I)) =W_l{X) , 
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Observación 1.2.16 La pamrnelrización dada por la VEC es continua en~. 

Demostración: 

También pueden introducirse parámetros de localización fL y de escala a > O en 

la VEC. Para ello, se define 

(
X - /L) H¡,p,a(x) := H¡ -,,-

Así, se tiene que H€,}J,u es del tipo lI(. 

Utilizando la definición de la VEG y los resultados de distribuciones max-est.ables 

podemos recnunciar el Teorema de Fisher-Tippct de dos maneras alternativas: Sean 

X¡,X21 ••• ,Xn v.a.i.i.d. con función de distribución F, y sean (a n ). (b71 ) constantes 

tales que para alguna distribución límite IJ no degenerada se tiene la relación (1.14). 

Entonces: 

• 1-/ es una distribución max-estable . 

• H es del Lipo tle una distribución VEG H¡ para algún ~ E IR. 

Tenemos pues que, de la misma maner~~que--en el Toorema:=derLímite -Central 

la distribución Normal aparece como límite asintótico para la suma de v.a.i.i.d., sin 

importar cuál era su distribución original, en el Teorema de Fisher-Tippet las tres 

distribuciones de valores extremos o, equivalentemente, las tres distribuciones max-

estables -a saber, la Fréchet <P01 la Weibull Wo y la Gumbel A- aparecen como 

línims límites Do-detTenerados posibles para los máximos Mn de v.a.i.i.d.) bajo la 

normalización adecuada. En la siguiente sección veremos que no necesitamos cono~~ 
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a det.alle a la f.d. F para saber a eúa} de la<; In.,'S posibles distribucioncs límites dará 

lugarj este hecho quedará determinado por la .. ..; propiedades de la cola F para valores 

grandes de x. 

1.3 Dominio de Atracción del Máximo de las Dis-

tribuciones de Valores Extremos. 

Ahora que sabemos que las distribuciones de mIores extremos son las ünieas distribu-

ciones límite para máximos apropiadamente normalizados de v.a.i.i.d (por el Teorema 

de Fisher-Tippet), queremos saber bajo qué condiciones sobre F los má.'Cimos Mn con-

vergen débilmente a una distribución de valores extremos H. Además, necesitamos 

un método para elegir las constantes en > 0, dr¡ E lR, tales que C~l (M n - dn) ~ H. 

Sabernos, por el Toorema de Convergencia a Tipos (ver Apéndice A), que la elec-

ción de constantes en #: C~, dn =1- d~ no puede ocasionar que C~l (iVfn - dn ) ~ HI Y 

(¿nf 1 (A1n - d~) ~ H 2 para distribuciones de valores extremos Hl y H2 de distin-

tos tipos) ya que la distribución límite está determinada de manera única, salvo por 

transformaciones afines. 

Definición 1.3.1 Decimos que una v.a. X [su distribución F J pertenece al Dominio 

de Atracción del Máximo (DAM) de la distribución de valores extremos H si existen 

d 
constantes Cn > O, dn E 1R tales que C;;I (A1n - dn ) ----T H. Denotaremos esto X E 

DAM(H) [F E /JAM(lI)j. 

l~c:¡to quiere decir que reunimos en una sola clase a todas las distribuciones F cuyos 
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máximos normalizados tienen el mismo tipo de distribución límite. 

La siguiente proposición es una consecuencia de la aproximación de Poisson, dada 

en la Proposición 1.1.6. 

Proposición 1.3.2 Laf.d. FE DAM(H), con H una distribución de valores extre· 

mos y COfLStames en > 0, dn E IR si y s610 si 

lim nF (cnx + dn) = -In H(x), x E IR ( 1.22) 
n_~ 

(Cuando H(x) = 0, ell{mile se interpreta como 00). 

A continuación se presentan dos definiciones que resultan útiles para la carac-

terización del Dominio de Atracción del Máximo de las tres distribuciones de va-

lores extremos y para la elección de las constantes en > 0, dTl E IR, tales que 

C~1 (Mn - dn) ..:!.., He· 

Definición 1.3.3 (Equivalencia de Colas) Dos f.d. P V C se llaman de cola 

equivalente si tienen el mismo extremo derecho (es df;cir. XF = Xc.) V, para alguna 

lim !:(x) = c 
xlxp G(x) 

( 1.23) 

Definición 1.3.4 (Punción cuantil o inverso generalizado) El inverso genera-

lizado de la f. d. F es 

P-(t) = inf {x E IR : F(x) ::o: t}, 0< t < 1 (1.24) 

La cantidad x, = F-(t) define el t-cuantil de F. 
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1.3.1 El Dominio de Atracción del Máximo de la Distribución 

Fréchet <I>a(x) = exp {_x-a}, a > O. 

En esta sección daremos una caracterización del Dominio de Atracción del Máximo de 

la distribución Fréchet (DAM(<I>o)); veremoo que, para pertenecer al DAM(<I>o), las 

f.d. deben satisfacer que su extremo derecho XF sea infinito; es precisamente por esto 

que la Fréchet resulta ser un modelo apropiado para distribuciones de cola pesada. 

Veremos también que la condición más importante para pertenecer al DAM(~Q) es 

que la f.d. F sea de variación regular (ver Apéndice B). Daremos, asimismo, la 

forma de las constantes normantes en y dn bajo las cuales se satisface el Teorema de 

Fisher-Tippet (ver 1.14) en el caso Frécbet. 

Puesto que Mn es la versión empírica del (1 - n- l )-cuantil de la distribución 

subyacente F, esto nos sugiere que este cuantil podría utilizarse para normalizar M n . 

El siguiente toorema nos confirma esta observación. Para caracterizar el DAM(cl>a)' 

usaremos las nociones de variación lenta y variación regular, que se denotarán Ro y 

na, respectivamente (ver Apéndice B). 

Teorema 1.3.5 (DAM(<I>o)) La ¡d. F E DAM(<I>o) , a > O, si y sólo si F(x) = 

x-o L(x) para alguna función L E 'Ro. 

d Si F E DAM(<I>o), entoncea C~I Mn ~ <1>0' donde c" = F-(1- n- I ). 

Antes de dar la demostración de este Teorema haremos algunas observaciones. 

Observación 1.3.6 

c" F-(1- n- I ) = inf {x E IR: F(x);:: 1- n- I } 
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inf {x E IR: n- 1 2: 1- F(x) = F(x)} 

inf{xEIR: (~) (x) 2: n} = Gr (n) 

Observación 1.3.7 F(x) = x-aL(x) es equivalente a F E R_o' 

En efecto, 

F(x) -aL() l' F(xt) . (xt¡-aL(xt) l' ::..x-_O,-:t--;c°L:;-(",x,,-t) = x x {:::> lID -=-- = 11m = Im-
'-00 F(x) '-00 x-oL(x) '_00 x aL(x) 

. t-a L(xt) -a' L(xt) -a -
hm () = t hm -( -) = t ... F E R_a 

x->oo L X x-tOO L X 

Observación 1.3.8 dn = 0, es deci1', no es necesario centrar a los máximos cuando 

SlJ distribución subyacente cumple F E DAM(i!>a)' 

Observación 1.3.9 Este resultado implica en particular que toda F E DAAI(<l\:r) 

tiene extremo derecho infinito. 

Si suponemos que existe G E DAA1(c1>a}, o: > 0, tal que Xc < 00, entonces, para 

toda z > xc, G(z) = 1, ye(z) = O. Pero entonces lim,_oo '?A:'I = L lo que nos diría 

que e E Ro, contradiciendo el que G E DAM(ipa). 

Procedemos ahora a dar la Demostración del Teorema 1.3 . .s.-

Demostración: 

"{:::: " Sea F E 'R._o para algún Q > O Y en como se pide en el Teorema. Entonces 

Así, F(en) ~ 0, lo que nos dice que en ----t oo. 
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Para x > 0, tenemos, debido a que F E n_o, lo sig1ticnt.e: 

_( 1 1 F(c..x) - F(c"x) n-oo o 
F c..) ~ - => n _ ~ => n-=> nF(<:",,,) - -=.---) ~ x-

n F(cn ) F(c..x)F(e,,) l' (en 

Para x < O, 

F"(cnx) :5 F"(O) - O, (1.25) 

porque la variación regular requiere que F(O) < 1. (De lo contrario se tendría F(O) = O 

y F(y) = O para todo y 2: O, lo que querría decir que F E 7<;,). 

Como las distribuciones de valores extremos son cont.inuas clllIt entonces e;; 1 (Mn -

dn ) ~ JJ es equivalente a tener 

limP(Mn :5c,.x+dn)= lim F"(c"x+dn)=H(x), xEIR 
n-oc "-00 

Así, (1.25) nos dice que, pura x < O, debe darse H{x) = O. y de (1.22) y p.l caso 

x> 0, tenemos que limn~= nF (cnx) = -In H(x) y que liron_ x nF(cnx) = x-o, de 

donde 

-In H(x) = x-o .... H(x) = exp { -x-O} . 

Por lo tanto, F E DAM(<Po )' 

"::::} " Supongamos que limn->oo Fn (cnx + dn) = (j>n(x) para todo x > O Y en > O, 

dn E IR apropiadas. Entonces, para s > 0, x > O se tiene 

<p~'(x) = (exp {-x-O} ff' = exp {~ (-x-O) } 

exp {- (xs1for"} = <Po ("lfox ). 

Y, por el Teorema de Convergencia a Tipos (ver Apéndice A), esto significa. 

( 1.26) 
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Nótese que (1.26) es justamente la definición de que (c..) es una sucesión de variación 

regular con índice l/a. En particular, esto significa que (ver Apéndice B) en ---+ oo. 

Supondremos que dT) = O. 

Esto nos dice (ver Apéndice B) que FE R_o. 

Si suponemos que dn ¡. O, hay que demostrar primero que dn/en --+ O. La demos-

tración en este caso es más complicada y puede encontrarse en [22]. • 

Con esto se ha demostrado que 

Nótese que, por propiedades de F E n_o (ver Apéndice B), el Dominio de Atracción 

del Má.'Ximo de la Fréchet contiene distribuciones de cola muy pesada, en el sentido 

de que E [X+l' = 00 para 6 > a, donde X+ = max {X, a}, . Por ello, esta clase de 

distribuciones puede ser apropiada para modelar grandes reclamaciones de seguros y 

fluctuaciones de precios, log-returns, etc. 

El teorema anterior y las propiedades de F E n_o (ver Apéndice B) dan lugar al 

siguiente resultado: 

Corolario 1.3.10 (Condición de von Mises) Sea F una f.d.absolulamenle con-

tinua cuya densidad f satisface 

Entonce, F E DAM(<I>o)' 

xf(x) 
lim -=--- = o: > O 
"-00 F(x) 
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El siguiente resultado afirma que DAM(q,o) es cerrado respecto a equivalencia 

de colas, así que si F y G son de cola equivalente, tendremos F E DAM(4lo ) {::} 

G E DAM(<I>o). Además, podemos utilizar las mismas constantes normantes para F 

y para C. 

Proposición 1.3.11 (Cerradura del DAM(<l>o)) Sean F y C f.d. y supongamos 

que F E DAM{<pa) con constantes normantes en> 0, es decir 

lim F"(c,.x) = i!>o(x) , x> O. 
n-oo 

Entonces 

lim C"(c,.x) = i!>o(CX) , x > O 
"-00 

para algún e > O si y sólo si F y G tienen cola equivalente con 

Demostración: 

lim ~(x) = eO. 
'-00 C(x) 

( 1.27) 

(1.28) 

"=} " Supongamos que sabemos que se dan (1.27) y (1.28) Y queremos mostrar 

que F Y G tienen cola equivalente. Sean 

Así, (1.27) Y (1.28) pueden reescribirse en términos de inversos de la siguiente manera; 

lim (Vp(ty) /e(t)) '_00 ( 
1 ) - ( ) _ l/o 

-log<l>o(x) y -y , 

lim (VG (ty) /e (t)) '_00 ( 
1 ) - ( ) _ -1 l/o 

-logi!>o(cx) y - e y , 
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lo cual significa que VF (t) "" cVe (t). Ahora, puesto que VF E ni/m al invertir se 

obtiene 

1 -o ( 1 ) 
1 - F (t) - e 1 - O (t) , 

es decir, lim,_=(I- F(t))/(1-0(t)) =eO. 

"{=" Supongamos que F(x) _ qG(x) si x ~ 00 para alguna q > O. Por (1.22), el 

límite (1.27) es equiyalente a 

lim nF(cnx) = x-u t x> O. 
0-00 

Pma tales x, c,..x _ x si n _ 00 y, por equivalencia de colas, nG(cnx) ....., nq-lp(Cnx) ---1' 

q-Ix-a, Lo que, significa, por (1.22), que 

Basta ahora tomar e = ql/o. .• 

Ejemplo 1.3.12 (Distribución Fréchet) Consideremos la f.d. F'réchet 

con Q: > O. 

Notemos que 

Esto nos indica que <Pr,r E DAM (<poo) y, más aún, 
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para todo n, de manera que las constantes normantcs pru-l\ los Iu<L...;:illl08 de la f.d. 

Fréchet son 

Ejemplo 1.3.13 (Distribuciones Pareto y similares) Como .'I(t .-;e ha mencio-

nado,laf.d. Pareta está dada por F(x) = l-Kx-o,O',J( > O,;z;2: ¡{l/Q, de manera 

que su cola es F(x) = Kx-o, 

POT su parte, la cola de laf.d. Burr está dada por F(x) = (k:~T)n 1 a,k, T > O. 

En ambos casos, tenemos que las colas derechas de estas f.d. son de la forma 

F(x) '" /{x-o, x -Jo 00, para alguna K,Q > O. Es en este sentido que decimos que la 

Burr es una distribución similar a la Pareto. 

Tenemos 

lim F(xt) = K (xtr
a 

= Ca 
x-= F(x) Kx a ' 

t > O. 

Por lo tanto F E n-en lo que implica F E DAM(q>a} Podemos escoger como cons-

tan tes normantes 

c" = G r (n) = inf {x E ~: G) (x) 2: n} = inf {x E ~ ; 2: F (x) } 

= inf{xE~:; 2: Kx-a} =inf{xE~:xa 2:nK} 

= inf {x E ~: x 2: (nK)l/a} = (nK)l/a . 

De donde (nK)l/a M. -"-. iJ>a. 

Ejemplo 1.3.14 (Máximo de v.a.s Cauchy) Sea (Xi) una sucesión de 11. ".i.;.<1. 

Cauchy. La distribución Cauchy es absolut(J,m~nte continua y su densidad eslá dada 
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por 

¡(x) = (7f (1 + x')f', x E IR. 

Usando la regla de PHópital se obtiene 

. 1 - F(x) 
11m 1 x_= (7fx) 

= 1, 

lo que quiere decir que F(x) '" (7rXr1. Claramente, F E 'R._tI lo que significa que 

FE DAM (epI)' Basta entonces resolver F(x) = n- l) es decir, resolver (1TXr1 = n-1 

para así obtener en = n/7r. Esto implica que 

1.3.2 El Dominio de Atracción del Máximo de la Distribución 

Weibull W,,(x) = exp{- (-x)"}, a> O. 

Un hecho importante, que no resulta en absoluto obvio, es que todas las Ld. F en el 

DAl\1(wa ) tienen extremo derecho XF finito. Recordemos que, como se afirmó en la 

ASÍ, es de esperarse que haya también una relación cercana entre el DAM(wa} y el 

DAM(<I>QJ El siguiente teorema confirma esta idea intuitiva. 

Teorema 1.3.15 (DAM(Wa )) LaJ.d. F pertenece al dominio de atracción del máxi-

litO de tlJ a, U > e, si Ü sólo si Xl < 00 y r (J'!F J'.! 1) !B °b(/iIJ) PQ'FQ 9oIgm:¡g f¡1'Qci6n 

L de variaci6n lenta. 
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Si F E DAM(lJIo ), entonces 

donde las constantes nonnantes en pueden elegirse C017W en = XF - po- (1 - n- 1
) y 

dn = Xp. 

Demostración: 

"=>" Thta parte es larga y complicada, pero puede encontrarse en [22]. 

"{:::)) Supongamos que XF < 00 y F (Xi' - X-l) = x-o L(x). Definamos 

(1.29) 

Entonces F. (x) = x-o L(x), es decir. F. E n_a. Así, por el Teorema 1.3.5, se tiene 

F. E DAM (q,o) , con constantes normantes c~ = F;- (1 - n- 1
) y d~ = O. Ahora bien, 

F. E DAM (<1>0) significa que 

r. (c;.x) ~ <1>0 (x), x> 0, 

es decir, 

Si hacemos la substitución x = y-l, entonces 

po (XF+ ~) ~exp{-(-y)"}, y< O. 
en 

( 1.30) 

De aquí es claro que dn = XF· Finalmente, 

c~ = F;-(1-n-I)=inf{xEIR:F(XF-X-I)2: 1 - n - l
} 

= inf {(XF - U¡-I : F(u) 2: 1 - n- I } = (XF - inf {u: F(u) 2: 1 - n- I } r l 

(XF - F~ (1- n-I))-I. 
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Al sustituir este valor de c~ en (1.30), se obtiene 

~ exp {- (-y)"), y < O. 

~ exp{-(-y)"}, y < o. 

Pero esto puede escribirse como 

lo que prueba el Teorema .• 

En consecuencia, hemos visto que 

Así, el DAM(w a) está conformado por Ld. F cuyo soporte está acotado por la derecha. 

Precisamente porque XF < 00, pudieran no ser la mejor elección para modelar eventos 

extremos en seguros y en finanzas. Si bien es claro que en la práctica siempre hay 

un límite su·perior (aunque éste puede ser excesivamente alto), es posible que no 

queramos incorporar el parámetro adicio~al x F -a -;llestro modelo.- ~ Aaetilás;=-casi -~ --

siempre es preferible utilizar distribuciones con XF = 00, porque así se permiten 

valores arbitrariamente grandes para una muestra. Tales distribuciones pertenecen 

típicamente al DAM(<I>a) o al DAM(A). 

También podemos caracterizar a las distribuciones que pertenecen al DAM( \}lo) 

a través de sus refteiSH88 QG depsidad Para ello basta recordar la transformación 

(1.29) Y aplicarla al Corolario 1.3.10 para obtener el siguiente Corolario. 
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Corolario 1.3.16 (Cand.. de von Mises) Sea F una f.d absolutamente continua, 

cuya densidad J es positiva en algún intervalo finito (z,:1; ¡.-) . Si 

entonces F E DAM(wo)' 

Demostración: 

lim (xF-x)f(x) =a > O. 
xix, F(x) . 

(1.31) 

Recordemos que FE DAM(wo) si y sólo si F. (x) = F CZ:F - X~l) E DAM (<1>0)' 

La Condición de von Mises para F. nos dice que 

Ct = lim xf. (x) 
x_= F.(x) 

Al aplicar la transformación de F. a F en (1.32) se obtiene 

Pero esto sucede si y sólo si 

lim (xF-s)f(s) =a. 

*F F(s) 

• 

(1.32) 

También aplicando la transformación (1.29), podemos reforrnular la Proposición 

1.3.11 de la siguiente manera: 

Proposición 1.3.17 (Cerradura del DAM(wo)) Sean F y G distribuciones con 

extremos derechos XF = Xc < 00 y supongamos que F E DAM(Wa ) con constante.~ 

normantes en > O; esto es, 

tim F" (c"x + ;¡;F) = Wo (x), x < O. 
n--->co 
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Entonces 

lirnCn(c"x+XF)='"o(CX), x<O, 
n_oo 

para alguna e > O si y sólo si F y G SOH de cola equivalente y sat-isfacen 

Por otra parte, el Teorema de Representación para FUnciones de Variación Regular 

(ver Apéndice B) implica que toda F E DAM (wa ) tiene cola equivalente a una f.d. 

absolutamente continua que satisface (1.:31). Esta es una manera de caracterizar al 

Ejemplo 1.3.18 (Distribución Weibull) Gorno hemos visto antes, laf.d. Weibull 

WQ , a > O está dada por 

'"o(X) = ¡ e1xp (- (-xt) si 

si x> O. 

x.::; O, 

Nótese que, para cada n, 

de manera que Wa: E DAM (Wa-) y, además, 

lo que nos indica que las constantes normanles son, en este caso, 
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Ejemplo 1.3.19 (Distribución Uniforme en (0,1)) Glaromente, se tiene XF = 1 

Y F(I-x-') = 1- F(I- x-') = 1- (l-x-') = x-, E 1<--,. Esto implica, por el 

Teorema 1.3.15, que F E DAM ('1',). Ya que F (1 - n-') = n-', se tienee Cn = n- l 

Entonces, se tiene 

d 
n(Mn -1) ~ '1',. 

1.3,3 El Dominio de Atracción del Máximo de la Distribución 

Gumbel A(x) = exp {_e-X}. 

El Dominio de Atracci6n del Má",imo de la distribuci6n Gumbel A contiene Ld. con 

colas muy diferentes, que van desde las moderadamente pesadas (como la distribución 

lognorrnal) hasta ligeras (como la distribución normal). Además, se dan tanto XF = 00 

como XF < oo. Los siguientes dos ejemplos nos dejan ver este hecho. 

Ejemplo 1.3.20 En el Ejemplo 1.2.10 vim"os que, pant la dislrib-uá6n exponencial 

F(x) = 1- e-:t', x> 0, se tiene que 

F" (x + logn) = (1 _ e-(%+Io·n))" 

(1- e:
x

)" -+ exp {_e-X} =A(x), 

es decir, FE DAM (A) con Cn = 1 Y dn = logn. Este es un ejemplo de una Id. en 

el DAM(A) paro la cual XF = oo. 

Ejemplo 1.3.21 Un ejemplo de una Id. FE DAM (A) donde XF < 00 es 

F(x) = ( 11- e'/x si 

si x~ O. 
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Aqu(, por la Proposición 1.1.6, para sucesiones {'U,-¡} tales que ne l / un --+ T > O .-;e 

tiene que 

Si tomamos T = e-~ (-00 < x < 00) y Un = (Iogr -lognr) , se sigue que 

Empezaremos a estudiar el DA?\'l(A) considerando un caso especial. 

Definición 1.3.22 (Punción de von Mises) Una f.d. F' con ext1'emo derecho XF 

se llama una función de von Mises si existe Zo < XF tal que pam 2:0 < X < :¡;F yc > O 

se tiene la representación 

F(x) = cexp {-f a(~)dU}, ( 1.33) 

donde a(u) > O, Zo < u < XF ya es absolutamente continua en (zo,xp) con densidad 

a'(u) y limuT:l'F a'(u) = O. En e8te caso llamamos a a la función auxiliar de F. 

Lema 1.3.23 Supóngase que a(u) es una función auxiliar absolutamente continua 

con liffiuTxF a'(u) = O. 

(a) Si XF = 00, entonces 1ime_=C1a(t) = O. 

(b) Si XF < 00, entonces a(xF) = limtTxF a(t) = O Y lime!XF (XF - t)-l a(t) = O. 

En cualquier caso, para todo x E llt se tiene 

lim (t + xa(t)) = xp. 
tT:z:p 

Demostración: 
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(a) Cuando t --+ 00 se tiene 

¡-Ia(t) ~ t- I [' a'(u)du 
J" 

)', puesto que de acuerdo con la definición anterior el integrando tiende a cero, también 

t-1a(t) tiende a cero. De modo que 

t + xa(t) = t (1 + xa(t)jt) ~ t, t --+ oo. 

(b) Si XF < 00, entonces F(XF) = 1 - F(XF) = O, así que, de (1.33), 

f"P 1 
J, a(u)du = 00, 

De aquí se deduce que para toda x E (Zo, XF) 

así que 

1 
sup -- = 00, 

:z:$u:Sxp a(u) 

inl a(u) = O. 
X$U$XF 

Entonces, por continuidad existe una sucesión Un 1 Xp con a (Un) 

a(XF) = o. 

Ahora, puesto que a(xF) = O, 

bm =hm- duo . a(t) . l'P ( a' (u) ) 
t!xF (XF - t) <I'F t (XF - t) 

O, de donde 

(1.34) 

Si hacemos el cambio de variables y = Xp - u y s = Xp - t, la ecuación (1.34) se 

convierte en 

lim _8-
1 1.' a' (XF - y) dy, 

1110 o 
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el cual es cero, puesto que a' (XF - y) ~ O cuando y ---1' O. Finalment.e, pUC$to que 

a(t) ---Jo O cuando t -+ XF, se tiene que 

lim t + xa(t) = XF .• 
tTxF 

Lema 1.3.24 Si a satisface las condiciones del Lema 1.3.23, entonces 

l
. a(t+xa(t)) 
1m = 1 

'rx,. a(t) 

localmente 'Uniformemente para x E IR. 

Demostración: 

Sea x(t) una función tal que lirnt--o xF x(t) = x E IR. Entonces 

11
<+x1')"I') I 

la (t + x(t)a(t)) - a(t)1 ~, a'(u)du . 

Puesto quc por el Lema 1.3.23, cuando t ~ 00 se tiene t +x(t)a(t) ~ XF, Y del hecho 

de que a'(u) ---t O cuando u ---+ XF, se sigue que, dado € > O 

11
'+XI')"I') I 

' a'(u)du :o: E Ix(t)a(t)1 , 

Así que 

Pero e > O es arbitrario y Ix(t)! está acotado, de donde se sigue el resultado .• 

Proposición 1.3.25 (a) Si F es unafunci6n de van Mises con representaci6n (l.33), 

entonces F E DAM(A). Las constantes normantes pueden escogerse como 

do (1/ (1 FW (n) 
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(b) Supóngase que F es absolutamente continua, y que su $f!lll1lda de1'ivada Ji1/! es 

negativa para todo x E (zo, XF). Si 

. F"(x) (1 - F(x» 
hm 2 =-1 
xl" (F' (x» 

(1.35) 

entonces F es una funci6n de von Alises y F E DA1H(A). Puede escogerse a = 

(1- F) /F'. 

Demostración: 

(a) De la caracterización (1.33) de una función de \'on ~1ise5 se t.iene que, para 

x E IR Y t suficientemente grande 

1 - F (t + xa(t» ~ exp {-1'+"0(') _1_du ~ 
1 - F(t) , a(u.») 

Si hacemos el cambio de variable s = (u - t) /a(t) se obtiene 

l-F(t+xa(t» {J.x a(t) d} 
l-F(t) =exp - o a(t+sa(t.» s 

y, puesto que el Lema 1.3.24 nos dice que el integrando converge a 1 uniformemente 

en (O,X), se obtiene 

lim 1 - F (t + xa(t» = e-x. 
'-XF 1 - F(t) 

Sea U = 1/ (1 - F). Entonces la expresión anterior puede reescribirse como 

U(t+xa(t» -x 
~ e . 

U(I) 

Como U es continua por la derecha) se tiene que U (U'- (l») '" t, de dOIlde 

,,-U-,-( U.::...·_-.:..( n-,-) ...c+_x_ao..:( U,---...c(,-n!..!..!.») ~ eX. 
n 
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Haciendo do = U- (n) = (11 (1 - F))- (n) y c" = a (U- (n)) = a(do ), se obtiene 

U(c"x+dn ) , 
~e . 

n 

De manera que 

lo cual, por la Proposición 1.1.6, es equivalente a FE DAM(A). 

(b) Sea 1- F = exp {-R}. Entonces, la rcpresentación dada en (1.33) es posible 

con f = 11 R! y f' ~ O si y sólo si (11 R!)' ~ O. Pero R = -log (1 - F) , de manera 

que R! = F'/(I- F) Y (1/It) = (1- F)IF'· Así 

(~)' = _ (P)' - (1- F)F" = -1- (1- F)F" 
R' (F')' (F')' ' 

de donde se sigue que 
. FU(x) (1 - F(x)) 

hm =-lo 
*, (E" (x))' 

• 
Ejemplo 1.3.26 Sea F(x) = p(x) la distribución normal estándar. Se tiene que 

F'(x) _ "'( ) - 1 -"/' - '1' x - ,j'jñ-e , 

'-P'(x-)' - o ~1 -ro'/2 "'( ) = ---xe = ~x'f' :z; . --
,j'jñ-

La rawn de Mil! nos dice que 1- p(x) - x-1q,(x), de donde 

lim (1 - F(x)) F"(x) = lim _X-lq,(X)Xq,(x) = -1 
,_= (F'(x))' x_= (q,(x))' ' 

es decir, i!>(x) es una función de Von Mises (y por tanto i!> E DAM (A)) con función 

auxiliar 

( ) _ (1 - F (x)) _:t 'q,(x) _ -1 
a x - (F'(x)) q,(x) - x . 
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Lema 1.3.27 Supóngase que F E DAM (A) y sea V;= (1/ (1 - F)r- . Sn", V¡(t) = 

t.1.= V(u)u·'du y V,(t) = t J,= V¡(u)u·'du. Definimos también 

(1/(1- F;))- = v.-, í = 1,2. 

Entonces 

1 - F(x) ~ C; (1 - F;(x)) , x ~ :c,., 

Demostración: 

Tenemos que V E II (ver Apéndice B), de modo que, para x > O. cuando t --t 00, 

V(tx) - \Ii(t) = V(tx) - V(t) + V(t) - V¡(t) ~ (Iop) _ 1 
a(t) a(t) a(t) 

Al invertir esta ecuación se obtiene, para y E IR, 

Si hacemos y = O 

V- (ya (t) + \Ii (t)) {1) --texp y+ . 
t 

l
. V- (V¡ (t)) 
1m --t e 

t--->oo t ' 

de donde, nolando que Vi es continua y estrictamente creciente (ver Apéndice B), se 

obtiene que 

lo que nos dice que 

lim V- (8) = e 
,-= v;- (8) , 

El resultado para F2 se obtiene de la misma manera. • 
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Teorema 1.3.28 (Caracterización del DAM(A)) F E DAM (A) si y s610 si 

existe una función de von Mises p. tal que para x E (ZO,XF) 

1- F(x) = e(x) (1- F'(x)) = e(x)exp {-f atu)dU} (1.36) 

y 

lim e(t) =e>O. 
t--XF 

Demostración: 

"<=:" Supongamos que se da (1.36). Entonces, por la Proposición 1.3.25, existen 

an > O, bn E IR tales que 

de manera que 

lo cual, por (1.22), significa que 

es decir, FE DAM (A). 

":::::}" Supongamos que F E DAM (A) Y sea F" = F2 del Lema 1.3.27, de manera 

que 1 - F" = l/Vi-, así que basta probar que FO es una función de von Mises. Sea 

R = -log(1 - F'); debemos verificar, al igual que en (b) de la Proposición 1.3.25 

que 

(1/ R')' --> O. 



51 

Sin embargo 

1/[( - 1 - F' _ l/V, _ 1',- _ v,- . v.' (v.-) 
- P' - (V,)' / (V,)' - (V,-)' -, '2' 

de manera que 

(l/[()' = V,· {V;' (1',-) Iv:, (V,)} + V; (V2J M (V,-). 

De aquí que 

lim (l/R' (t))' = lim (yV;' (y) IV; (y)) + 1 = -1 + 1 = O, 
t-XF u-cc 

por la relaci6n entre lI-variaci6n )' el DAM(A) (\'er Apéndice B). Esto prueba que 

F· es una función de von Mises, de lo cual se sigue el resultado. • 

La siguiente caracterización del DA:~l/l(A) en ocasiones es más útil que la del Teo-

rema 1.3.28. 

Corolario 1.3.29 La f d. F con atremo derecho XF ~ 00 pertenece al dominio 

de atrucci6n del máximo de A si y sólo si existe alguna Zo < XF tal que F puede 

representarse mediante 

F(x) = c(x)exp {-f ~~:~dt}, ZQ < x < XF, (1.37) 

donde e y 9 son funciones medibles que satisfacen e (x) ~ e > 0, 9 (x) -+ 1 cuando 

x i XF ya(x) es una/unción auxiliar positiva en (zo, XF), a es absolutamente continua 

ya'(x) satisface lim'!'F a'(x) = O. 

Una posible elección para la función auxiliar' a en (l.37) es 

i
XF 1'(t) 

a(x) = ~dt, 
x F(x) 

(1.38) 
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Demostración: 

":>" Si FE DAM(A), aplicar el Teorema 1.3.28 con 9 :; 1. 

"<=" Si se da (1.37), entonces para cualquier x E IR, 

l
. l-F(t+xa(t)) 
1m 

'-XF 1 F(t) = . {1'+XO(I) 9 (s) } 
bm exp - -( )ds 

t-->:Z:F t a s 

{ ¡X a (1) } 
lim exp - 9 (t + sa(t)) ( ())ds. 
t-xr o a t + sa t. = 

Por los Lemas 1.3.23 y 1.3.24 es claro que el integrando converge a 1 uniformemente 

para s E (O.x), de manera que 

l
· l-F(t+xa(t)) -x 
1m =e 

'-XF 1 - F(t) , 

lo cual, per la Proposición 1.3.25, es equivalente a decir FE DAM(A). • 

Observación 1.3.30 Para una v.a. X, la función a(x) definida en (J.!J8) eB precio 

samente la función media de exceso 

a(x) = E IX - x IX> xl, x < XF 

lar estadfsticamente una funci6n a los datos de eventos extremos. 

Al igual que para los DAM de las distribuciones Fréchet y Weibullla equivalencia 

de colas es una herramienta que puede ayudarnos a decidir si una distribución parti-

euIar pertenece al dominio de atracción del máximo de A y a calcular sus constantes 

variedad de colas F que podemos encontrar en DAM(A)! 

esta herramienta es mín más importante. 



Proposición 1.3.31 (Cerradura del DAM(A) bajo Equivalencia de Colas) 

Sean F Y G f.d. con el mismo extremo derecho Xp = :LG 11 sllpóngase que F E 

DAM(A) con constantes normantes en> O Y dn E IR; es decir, 

lirn 1"" (c"x + dn) = A(x), x E IR. ( 1.39) 
n~~ 

Entonces 

lirnCn(c"x+dn)=A(x+b), xEIR, ( 1.'10) 
n~oo 

si y s610 si F Y G tienen cola equivalente con 

lirn F (x) la (x) = e'. 
:¡:T:J:F 

Demostración: 

"{::::" Esta parte es complicada; puede consultarse en [22]' Proposición 1.19. 

":::}'1 Supongamos que F (x) rv cG(x) cuando x T Xp para algltna e > O. La 

expresión (1.22) nos dice que la relación (1.39) es equivalente a 

lirnnF(c"x+dn)=e-z , xEIR. 
n~oo 

Para tales X, CnX + dn ---1' XF; de manera que, por equivalencia de colas, 

Así, por (1.22) 

lirn Cn (c"x + dn) = exp {_e-(z+lnc)} = A (x + In e), x E IR. 
n~oo 

Basta ahora hacer In c = b para ohtener (1.40) .• 
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Tenemos entonces que el DAM(A) está formado por una gran variedad de distri

buciones cuyas colas pueden ser muy distintas. Las colas pueden ser desde modera

damente pesadas (como la lognormal) a muy ligeras (exponencial y [.d. con soporte 

acotado por la derecha). Una consecuencia natural de la gran variedad de colas en el 

DAM(A) es que las constantes normantes varían mucho también. El siguiente ejemplo 

ilustra la utilidad del resultado de la Proposición 1.3.31. 

Ejemplo 1.3.32 (Distribución Gumbel) La Id. Gumbel está dada por A (x) = 

exp (_eX). Al igual que en los casos de la Fréchet y la Weibull, esta distribución de 

valores extremos pertenece a su pmpio dominio de atracción del máximo (DA M). 

Observemos que 

de manera que, para toda n, 

PIMn :::: x+lognJ = An(x+logn) = A(x). 

8s claro entonces que las constantes normantes son} en este caso 

Ejemplo 1.3.33 (Distribución Lognormal) Es claro que, si f es una función 

monótona creciente y X: = J (Xi) , entonces 

M~ = max(X;, ... ,X~) = f(Mn ). 

Si Xi es una sucesión de v. a. i. i. d. que satisface 
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entonces se tendrá 

La distribuci6n lognormal es el resultado de aplicar una transformación mon6tona (el 

logaritmo) a la distribución normal. 

Así, si tenemos (Xi) v.a.i. con distribución Normal y tomamos f(J:) = eX. obte

nemos (Xi) lognormales y 

P [M~ :o; exp (c,.x + dn)] ~ H (x) = exp (_e-X) . 

pues en el Ejemplo 1.3.26 vimos que la distribución Normal (0,1) pertenece al dominio 

de atracción del má."Cimo de la distribución Gumbel. Esto se traduce en 

y, puesto que en ----t 00, se sigue que 

de manera que la distribución lognormal está en el DAM(A) con constantes normantes 

donde en y dn son las constantes normantes de la distribución Normal. En el siguiente 

Capítulo veremos que los valores explícitos de en y dn son 

c,. (21og n)-1/2 • 

dn (21ogn)I/2 - ~ (21ogn)-1/2 (loglog n + log41l'). 
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Hemos visto hasta ahora las carnctcrísticns de los dominios de atracción del má..xi-

mo (DAlV1) de las tres distribuciones de valores e."Ctrernos, dando algunos resultados 

que nos permiten verificar si una distribución det.erminada pertenece o no a cada uno 

de estos DAMs. Al mismo tiempo, se proporcionaron métodos para la determinación 

de las constantes normantes en cada caso. La siguiente tabla es un pequeño resumcn 

de los resultados más importantes presentados en esta sección. En todos los casos el 

resultado límite es 

con H una distribución de valores e..xtremos. 

Tipo 

F. de distr. 

FEDAM(H) 

Ejemplos 

Fréchet iJ>a(x), " > O 

x>O 

= 00 

1, I-F(tx) 
lmx_.oo 1-F(x) 

t > O, " > O, 

O 

\\'eibllll wa(x), a > O 

exp(-(-x)"), 

x::; O 

<00 

= -- =x!r, ~- -- --- ~ 

t > O, " > O, 

Fréchct, Cauchy, Pareto. Wcibull, Uniforme, Beta. 

Cumbel A (x) 

l' I-F(t+xa(t» 
1ffitTxF l-F(t) 

x E IR, para alguna 

a(t) posit, medible, 

Gumbel, Normal 

'.;.0.11.1-'., 

Resumen de las caracterIzacIOnes de los DAMs de las dlstnbuclones de valores extremos. 
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1.4 La Distribución Pareto Generalizada (DPG) 

para Aproximar Excesos sobre un Umbral 

En esta Sección daremos una breve introducción a la Distribución Parel.o Generalizada 

(DPG), la cual resultará ser un modelo natural para los excesos por encima de un 

umbral alto u. Además, veremos que la DPG está íntimamente relacionada con 

las condiciones del Dominio de Atracción del Máximo de la distribución de Valores 

Extremos Generalizada (DAM(H{)) que analizamos en la Sección anterior. 

Precisemos, antes que nada, la noción de e..'(ceso. 

Definición 1.4.1 (Función de Distribución de Exceso) Sea X una v.a. conf.d. 

F Y extremo derecho XF' Para u fijo, u < XF, decimos que 

Fu (x) = P IX - u :ó x IX> u], x:;: O (1.41) 

es la función de distribución de exceso sobre el umbral u de la v.a. X. 

Definición 1.4.2 (Función Media de Exceso) La función media de exceso de una 

v.a. X con f.d. F está dada por 

e (u) = E IX - u IX> u]. (1.42) 

Los excesos por encima de un umbral u son fundamentales en muchos campos. 

Por ejemplo) en el lenguaje utilizado en las estadísticas médicas Fu se conoce como 

la f.d. de exceso de vida o de vida residual; en el contexto de seguros, se utiliza el 

término f-d. de exceso de pérdida para referirse a Fu-
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El cálculo de la función media de exceso e(u) puede realizarse utilizando la dcfi-

nición de e(u) e integración por partes. Supongamos que X es una v.a. positiva con 

f.d. F Y esperanza finita. Entonces 

e (u) 1" (x - u) dF (x) fF (u) ( 1.43) 

1 1"-= ~ F(x)dx,O<u<XF. 
F(u) u 

Si F es continua, 

(1.44) 

De la expresión (1.44) se sigue que una Ld. continua queda determinada de manera 

única por su función media de excCSQ. Si, además. F E n_o para algún O: > 1, 

entonces aplicando el Teorema de Karamata (ver Apéndice B) se obtiene que c(u) '" 

uf (a - 1) cuando u ~ oo. 

Presentaremos ahora una nueva familia de Ld. la cual, corno veremos más adelante, 

está muy relacionada con los excesos por encima de un umbral alto. 

Definición 1.4.3 (Distribuci6n Pareto Genero/izada (DPG)) La f.d. G( de-

donde 

( 

1- (1 +~xr¡/( si 
G( (x) = 

1 - e-x si 

x2:0 si ~2:0 

o $ x $ -lf~ si ~ < O 

~=O 

3e e8Raee eSfRB lElo JJislri b11ci ó p pardo Generalizada CDPG). Si se reemplaza el ar· 

gumento x por (x - v) /13 para v E IR Y (j > O se obtiene -haciendo los cambios de 
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soporte pe.rtinentes- la familia G{,V,O con parámetros de localización y escala; también 

nos referimos a Gt;,v,{3 como DPG. 

Igual que en el caso de la distribución VEG Ho, podemos interpretar a Co como 

el límite de C, cuando ~ - O. 

En el Capítulo 3 veremos que la f.d. G{,O,jj juega una papel importante en la 

práctica, puesto que el ajuste de DPGs es uno de los conceptos más importantes en 

la estadística de eventos extremos. Abusando un poco de la notación la denotaremos 

donde 

( )

-1/, 
C,.~(x) = 1- 1 +~~ x E D(~,(J), 

si ~ ~ O 

( 

[O, (0) 
x E D(UJ) = 

[O, -(J/~l si ~ < O. 

Así, cuando digamos que X tiene una DPG con parámetros ~ y {j, deberá entenderse 

que X tiene Ld. G{,fj. 

A continuación se presentan gráficas de la DPG para tres valores dist.intos de ~. 

Nótese la diferencia en las escalas. En todos los casos se tienen = O v = O. 

11 

08 08 ¡ 08 

0.6 0.6 06 

DA " O .• 

0.2 0.2 0.2 

00 0.1 0.2 O., DA 00 200 <00 600 800 1000 00 • 

OPG con ~ = -3 (C-,.o,o). OPG cun ~ = 3 (C"o,o). OPG con ~ = O (Co,o.o). 

Los siguientes ejemplos nos darán una idea intuitiva de la importancia de la DPG 

en el contexto de los excesos sobre un umbral alto u. 
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Ejemplo 1.4.4 (Distribución Exponencial) Tenemos F(x) 

Consideremos la siguiente expresión: 

F(u+xa(u)) 

F (u) 

Si ahora tomamos a(u) = A- 1) entonces se obtiene 

F(u+xa(u)) -x 
-'~~-:-'--'-'- = e . 

F (u) 

Obsérvese que este es precisamente el valor de la cola de la DPG en el caso en que 

~ = o. 

Ejemplo 1.4.5 (Distribución Uniforme (0.,1)) Se tiene F(x) = l-x, O < x < 1. 

Entonces 

F (u + xa (u)) = 1 - (u + xa(u)) = 1 _ a(u) x. 
F(u) 1-11 l-u 

Sea a(u) = 1 - u; así 

F(u+xa(u)) 
-',-=;...,--:-,--,-,- = 1 - x. 

F(u) 

Este resultado corresponde a la cola de una DPG con ~ = -1. 

x ;::: KIlo. E'valuamos 

F(u+xa(u)) = K (u+xa(u)¡-a = (u+xa(u))-a = (I+Xa(U))-a 
F(u) Ku-a u u 

Si hacemos a(u) = u/o. yo. = 1/~, se obtiene 

F (u + xa (u)) 
F' (,,) 

(1 + :)-0 u (1+~x)-I/(. 

Nótese que esto es la cola de una DPG donde ~ > o. 
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Los resultados obt.enidos en estos ejemplos no son casualidad. Habiamoo visto an-

tes (ver 8jemplo 1.2.10) que la Ld. exponencial está en el DAM(A), lo cual, hablando 

en términos de la distribución VEG H(! puede expresarse diciendo que la exponencial 

está en el DAM(Ho). También vimos (Ejemplo 1.2.12) que la Ld. Pareto está en d 

DAt\1(cpo) para Ct > O, 10 cual puede reformularse diciendo que la f.tl. Pardo est.á 

en el DAM(He) para ~ > O. Por último, de acuerdo con el Ejemplo 1.2.11,. la Ld. 

Uniforme (0,1) está en el DA~I(W¡) ,es decir, en el DAM(H_¡). 

El siguiente teorema, que es uno de los resultados básicos en la TVE, nos coufirma 

la relación existente entre el DAM(Hely la DPG. 

Teorema 1.4.7 (Gnedenko-Balkema-Pickands-de Haan) Sea ~ E IR. Son equi-

valenles: 

(a) FE DAM (H¡). 

(b) Existe una función positiva y medible a (.) tal que para 1 + ~x > O se tiene que 

lim F(u+xa(u)) = Gdx) = ¡ (1 +~xr'/< si 
UiXF F (u) -;r 

e si 

(e) Parax,y > 0, y'¡' 1, 

r U (sx) - U(s) ¡ 
.'.~ U (sy) - U (s) = 

x(-1 si 
11'-1 

:~: si'; = O 

~ = O. 

donde U (t) = F- (1 - ¡-I) , t > ° para F- la función cuantil de una f. d. F. 

Demostración: 

(1.45) 

(1.46) 

(a) <=> (b) Para ~ = 0, esto es equivalente a lo dicho en el Corolario 1.3.29. 
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Para { > O se tiene que He (x) = <1>0 (a- I (x + a)) para Q = 1/{. De acuerdo al 

Teorema 1.3.5, vemos que (a) es equivalente a tener F E n_o' Por el Teorema de 

Repre;entaci6n para Funciones de Variación Regular (ver Apéndice B) sabemos que, 

para alguna z > O, 

F(x) = c(x)exp {-¡' a;t)dt} , z<x<oo, 

donde e (x) -Jo e > O Y (a (x) Ix) -Jo 0'-1 cuando x ---1' 00 localmente uniformemente. 

De donde 

lim F (u + lOa (u)) = (1+ =)-0 = (1 + {x)-I/e , 
u_~ F(u) Q 

que es la expresión (1.45). Si se da (b), basta tornar dn = (l/Ff (n) = U(n), de 

manera que l/F (dn ) - n. Haciendo u = d" en (1.45) se obtiene 

( 
X)-O F(dn+xa(dn)) _ 

1+ - = lim " = lim nF(dn +xa(dn)), 
a n_oo l' (dn ) n-+co 

lo quc, por la Proposición 1.3.2, implica que F E DAM (H{) para ~ = a-l. 

(b) <==> (e) Restringimos nuestra atención al caso { =/: O, siendo la demostración 

análoga para el caso ~ = O. Por simplicidad, supondremos que P es continua y 

A. (x) = (sF (U (s) + xa (U (s)))r
l ~ (1 + {x)l/e, s ~ oo. 

Ahora, para cada s > O, A,., (x) es decreciente y, cuando s -t 00, As(x) converge a 

una función continua. Esto significa que también A;- (t) converge puntualmcntc a la 

inversa de la función límite correspondiente, es decir, 

l
. U (st) U (s) te 1 
1m 

,-.~ a (U (s)) ~ 
(1.17) 
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Para obtener (1.46) basta ahora usar la relación (1.47) para t = x y t = Y Y tomar el 

cociente. El recíproco puede probarse de manera similar. • 

Observación 1.4.8 La condición expresada en (1..,5) tiene una interpretación pro-

babilfstica muy útil e interesante: sea X una v.a. con ¡.d. FE DAM (He), entonCe3 

(l·45) puede reformularse de la siguiente manera 

(1.48) 

~ = O. 

De modo que (l.48) da una aproximación (en escola) a la distribución de los excesos 

sobre un umbral olto u, donde el factor de escola es a(u). Esta interpretación es 

crucial pam muchas de las aplicaciones de la TVE que veremos en los siguientes 

capitulos. Esta importante relaci6n puede reescribirse de la siguiente manera: 

lim [Fu (x) - G(.~(u) (x)[ = O 
UT:tF 

Observación 1.4.9 En el Capftulo 3, dentro de los Modelos de Máximos de Bloque, 

veremos cómo al reformular ligeramente la relación dada en (l.46) se obtiene un 

método para estimar cuantíles fuera del rango de los datos. 

El Teorema anterior nos ha hecho ver la importancia de la DPG. El siguiente 

Teorema menciona algunas de sus propiedades básicas, las cuales serán ampliamente 

utilizadas en el Capítulo 3. 

Teorema 1.4.10 (Propiedades de la DPG) Supongamos que X tiene una DPG 

con parámetros ~ y {3. Entonces: 
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(a) Para cada € E IR, FE DAM (Hd si y s610 si 

liro sup IF. (x) - G,,~(u) (x)1 = O 
Uf:tF O<x<xp-u 

para alguna función positiva {:J. 

(b) Supongamos que x; E D (€,/3), i = 1,2; entonces 

G,,~ (XI + x,) = G (x ) 
G () 

CM,x,' . 
{,f3 Xl 

(1.49) 

(e) Supongamos que X tiene DPC con parámetros { < 1 y ,8, Entonce.s. para 

Demostraci6n: 

, , ,6 +€u 
e (u) = E IX - u IX> ul = --,-, ,13 + u( > O. 

1-~ 

(a) En el Teorema 1.4.7 se probó que F E DAM (Ud si y sólo si 

donde (3(u) = a(u). Puesto que la DPG es continua, se sigue el que la convergencia 

sea uniforme (ver Apéndice A). 

-~ -=(b)-Ba..<¡ta nacer el cálculoodirectarncnte:--

(e) Se sigue inmediatamente de la representación (1.43). • 
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Observación 1.4.11 La p1'Opiedad (b) arriba mencionada puede n;fo1'1IlullJ,r.';e como 

sigue: la clase de las DPGs es cerrada con respecto a cambios en el umbral. ¡'.I'sto 

puede verse de la siguiente manero: el lado izquierdo de la expresión (J .49) es la 

p1'Obabilidad condicional de que, dado que nuestro v. a. subyacente C1:cClle Xl, también 

exceda el umbral Xl + X2. El lado derecho de (1.49) nos dice que esta probabilidlll¡ 

es nuevamente de tipo Pareto Generalizada. Esta propiedad de ce1'1udura es muy 

importante en reaseguro, donde las DPGs se utilizan en los contratos ele exceso tú: 

pérdida. 

Observación 1.4.12 La propiedad (a) nos sugiere a la DPG como una aproximación 

adecuada de la f.d. de exceso Fu para u grande. Este resultado puede r-eformularse de 

la siguiente manera: para alguna función f3 que deberá estimarse de los datos. 

Fu (x) = p [X - u> X IX> u) "" G(,P(u) (x), x> o. 

De forma alternativa, puede considerarse, para x > u, 

p [X > x IX> u) "" G(,U,P(u) (x). 

En ambos casos u debe tomarse suficientemente grande. 

Observación 1.4.13 Juntas, las propiedades (a) y (e) nos proporcionan un buen 

método gráfico para elegir el umbral u suficienteme;tte alto como para justificar una 

aproximaci6n de la f.d. de exceso Fu mediante una DPG: dada una muestra i.i.d. 

Xl) ... , X n1 construimos la funci6n media de exceso empírica en (u) como una versi6n 

muestral de la función media de exceso e(u). Por (e) sabemos que la función media 

de exceso de una DPG es lineal, de manera que buscamos una regi6n de valores de u 
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donde la gráfica de en(u) sea aproximadamente lineal. Para una ti en esa región parece 

razonable aproximar Fu mediante una DPG. Este enfoque se usará en el Capitulo 3 

para ajustar excesos por encima de umbrales altos. 

Hemos visto que la DPG es de cola pesada cuando E. > 0, por lo cual éste es 

el caso más relevante para administración de riesgos. Mientras que la distribución 

normal tiene momentos de todos los órdenes, una distribución de cola pesada no tiene 

un conjunto completo de momentos. En el caso de la DPG con E. > 0, tenemos que 

E [X'] es infinita para k ;:: 1/(. Cuando ( = 1/2, la DPG es una distribución con 

segundo momento (varianza) infinito; cuando E. = 1/4, In DPG tiene cuarto momento 

infinito. Algunos tipos de datos de grandes reclamaciones de seguros sugieren un 

segundo momento infinito; de la misma manera, ciertos rendimientos de mercado in

dican una distribllción con cuarto momento infinito. La distribución normal no puede 

modelar estos fenómenos, pero la DPG se usa para captunu' este tipo de conducta 

precisamcnte. 

gn este Capítulo vimos que la distribución VEG He, ( E IR, describe las distri

buciones límite para máximos apropiad~rnente n;r~aliZa-dos. ~Por su ~pa.rte;-la -DPG~ 

Cf.,fJ, ~ E IR, (3 > O se obtiene como la distribución límite de los excesos (bajo escala) 

por encima de un umbraL Se mencionaron también algunas de las propiedades proba

bilísticas de ambos tipos de distribuciones gencralizadas; estas propiedades serán de 

gran importancia para el análisis estadístico de eventos extremos, tal como se verá en 

. tribuci6n VEG ara el análisis de datos que se noS 

presentan como rm'i..·dmos i.i.d. de una serie de tiempo, como por ejemplo máximos 
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anuales de niveles de ríos, velocidad del viento, etc. El Teorema 1.4.7 nos da las bases 

para poder estimar la cola. y altos cuantiles para este tipo de datos. La parte (b) 

de ese mismo Teorema nos guía directamente a la definición de la DPG, en la cual 

se basa el método llamado Picos Sobre el Umbral (POT, Peaks Over 7'hresholds) 

para aproximar la f.d. de exceso. El método POT nos permite asimismo estimar dos 

importantes medidas de riesgo: el Valor en Riesgo (VaR) y la Esperanza Condicional 

de la Cola (ES). 



Capítulo 2 

Medidas de Riesgo 

Antes de considerar las medidas de riesgo, debemos definir matemáticamente lo que 

es un riesgo. Desde esta perspectiva, diremos que un riesgo ES una variablE aleatoria 

que mapea estados futuros del mundo a valores que representan pérdidas o ganancias. 

Los objetos básicos de nuestro estudio serán entonces las variables aleatorias del 

conjunto de estados de la naturaleza (o del mundo) en una fecha futura, interpretados 

como posibles valores futuros de las posiciones o portafolios que se tienen actualmente. 

Estos riesgos pueden considerarse ya sea de manera individual o como parte de 

un proceso estocástico en el que los riesgos actuales dependen de los riesgos previos. 

En este estudio, las variables aleatorias que consideremos (los riesgos) represen

tarán pérdidas. Así, al pensar en la parte derecha del soporte de una distribución, 

estaremos pensando en pérdidas muy grandes, mientras que al pensar en la parte 

izquierda del soporte de la distribución hablaremos de pérdidas pequeñas (que, en su 

caso, pueden ser ganancias). 

Los valores potenciales de un riffigo tienen una distriLución F que IlUHca lJ0dremos 
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observar exactamente, si bien es posible que las pérdidas ocurridas anteriormente y 

debidas a riesgos similares, en caso de existir, nos den información parcial acerca de 

la distribución. 

Una primera aproximación a la noción de medida de riesgo es pensar en una 

medida de riesgo como un número que "resume" la distribución de un riesgo. Esto 

proporciona una especie de idea intuitiva sobre el concepto, si bien resulta un tanto 

ambigua. Para precisar un poco esta noción, diremos que una medida de riesgo p es 

una función de valores reales sobre el espacio de variables aleatorias de valores reales. 

Si es positivo, el número p (X) asignado por la medida p al riesgo X puede in

terpretarse como el capital necesario (requerido por un regulador, por ejemplo) para 

mantener la posición. Si p(X) es negativa, la cantidad -p(X) puede retirarse de la 

posición. 

Si bien es cierto que describir un riesgo mediante un solo número puede conllevar 

una pérdida enorme de información, la decisión básica sobre tomar un riesgo (permitir 

a alguien tOffiéU' un riesgo, respectivamente) es fundamentalmente del tipo "sí o nd) 

y) de hecho, este es el origen de las medida,> de riesgo. Si la medida de riesgo nos 

indica que nos encontramos ante un riesgo inaceptable (es decir) una posición con 

valor futuro inaceptable), tenemos como remedio el alterar la posición. 

Es claro que debe existir un balance entre el rigor de la medida de riesgo y el 

nivel de actividades en el área supervisada. En efecto, existe una gran variedad de 

medidas de riesgo y la elección de una medida de riesgo específica debe tomar en 

cuento 'lBS taH Bien se adaptan sus cdlacterlsticas lt lOS requerimIentos del área en 

que ésta será aplicada. Por ejemplo, es posible que un regulador que debe tomar en 



71 

cuenta los estados desfavorables cuando permite que se tome una posición riesgosa 

cuya garantía de último recurso está dada por el gobierno utilice una medida de riesgo 

distinta a la utilizada por la compañía liquidadora de una Bolsa, que debe cumplir 

las promesas hechas a cada una de las partes, sobre completar todas las transacciOlle5 

de manera segura. 

La organización del resto de este Capítulo se da a continuación. En la Sección 2.1 

se mencionan las propiedades deseables de una medida de riesgo y se justifica el que se 

pida cada una de ellas para las medidas de riesgo coherentes; asimismo, se presentan 

las definiciones de tres medidas de riesgo muy comunes: la varianza 0'2, el Valor en 

Riesgo (VaR, por sus siglas en inglés: Value at Risk) Y la Esperanza Condicional de la 

Cola (ES, Expected Shorlfall), también llamada Déficit Esperado. En "la Sección 2.2 se 

describen las propiedades y características de la varianza; en esta Sección se muestra) 

a través de ejemplos) que la varianza en general no es una medida de riesgo coherente. 

La Sección 2.3 está dedicada al Valor en Riesgo (VaR). En ella se muestra la utilidad 

del VaR como medida de riesgo, pero también se subraya que el VaR no es subaditivo 

( y por tanto no es una medida de riesgo coherente), lo cual se hace evidente a través 

de diversos ejemplos. En la Sección 2.4 se presenta la Esperanza Condicional de la 

Cola (ES) y se demuestra que esta medida de riesgo sí es coherente, por lo que, en 

este sentido, es una medida de riesgo mucho más confiable que la varianza o el VaR. 

Finahnente, en la Sección 2.5 se describen las distribuciones esféricas y elípticas, que 

son generalizaciones de la distribución Gaussiana multivariada. Allí se explica que la 

utilización del VaR y de la varianza como medidas de riesgo fue planeada para llevarse 

a cabo con distribuciones Gaussianas multivariadas, que es un escenario donde tanto 
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la varianza como el VaR resultan coherentes. De hecho, en esta Sección se denmcst,ra 

que dentro del mundo elíptico el VaR sí es subaditivo, y que, cuando se trabaja con 

distribuciones elípticas, la varianza, el VaR y la ES pueden utilizarse indistintamente 

para elegir el portafolio de Markowitz que minimiza el riesgo. 

Los ejemplos presentados en este capítulo están tomados de [4], [2], [9] y [lO]. 

Otras referencias son [3], [8], [7], [6] Y [21]. 

A continuación se describen las propiedades que debería satisfacer una medida de 

riesgo para no incurrir en contradicciones en su utilización. 

2.1 Propiedades Deseables de Medidas de Riesgo 

Sea puna meJida de riesgo, es decir, una función de valores reales sobre el espacio 

de variables aleatorias de valores reales. Pediremos que p satisfaga las siguientes 

propiedades: 

1. Monotonía: Para cualesquiera dos v.a.con X 2: Y, se tiene que p(X) 2': p(Y). 

Esto significa que, si hay un riesgo mayor que otro en todos los sentidos, la 

medida de riesgo debe indicárnoslo. 

2. Subaditividad: Para cualesquiera dos v.a. X y Y, se tiene que 

p(X + Y) S p(X) + p(Y). (2.1) 

Esta propiedad puede expresarse mediante la frase uU na fusión no crea riesgo 

adicioum". Pedil esta plOpiedad a una medida de Iiwgo iwulttt lifltlff'fll, fHies 

de lo contrario: 



• Si un individuo deseara tomar el riesgo X + Y en una Bolsa, y la medida de 

riesgo utilizada para fijar los márgenes en la Bolsa no fuera subaditiva" est.c 

individuo podría decidir abrir dos cuentas por separado, una para el riesgo 

X y otra para el riesgo Y, para que su margen requerido fuera menor, a 

saber p (X) + p (Y). 

• Si un regulador impone a una compañía u"n requerimient.o de capital ext.ra 

que no sat.isface la propiedad de subaditividad, la compañía podría decidir 

dividirse en dos afiliadas separadas. 

• Supongamos que dos gerencias de una compañía calculan. de manera dc

centralizada, las medidas p (X) Y P (Y) de los riesgos que han t.omado. Si 

la medida p que ut.ilizan es subaditiva, entonces el supen"isor de estas ge

rencias puede estar seguro de que p (X) + p (Y) es una garantía aceptable 

relativa al riesgo global X + Y. ASÍ, si dispone de una cantidad m para sus 

negocios conjuntos, puede imponer límites mi Y m2, con m = mI + m2 a 

sus gerencias, y así decentralizar su restricción de capital. 

3. Homogeneidad Positiva: Para ...\ 2: O se tiene que 

p(AX) = -Xp(X). (2.2) 

Significa que el tamaño de la posición influencia directamente el riesgo. 

Obsérvese que la condición de subaditividad implica que p (nX) S np (X) para 

n = 1,2, .... En la condición de Homogeneidad positiva, lo que se requiere es la 

desigualdad contraria -y, de hecho, la igualdad para cualquier ...\ positiva- para 
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modelar lo que podría ocurrir en un caso en que no se dé diversificación de 

riesgos. 

4. Invariante bajo translaciones: Para cualquier v.a. X y a E lR se tiene que 

p(X + a) = p(X) + a. (2.3) 

Significa que sumar (restar) la cantidad inicial asegurada a a la posición ¡neial 

simplemente aumenta (disminuye) la medida de riesgo en a. 

Definición 2.1.1 (Medidas de Riesgo Coherentes) Una medida de riesgo cohe· 

rente, de acuerdo con la definici6n de Artzner et al. /4J, es una funci6n p de valores 

reales sobre el espacio de variables aleatorias de valores reales (donde los valores 

positivos de esta v.a. repr-esentan pérdidas) que cumple con las cuatro propiedades 

anteriores. 

Hemos mencionado ya algunas medidas de riesgo muy conocidas, a saber la va

rianza, el VaR y la ES. A continuación se presentan sus definiciones: 

Definición 2.1.2 (Varianza) La varianza u} de una variable aleatoria X es una 

medida de la dispersión de la distribución de X alrededor de la media fl x I donde 

Var(X) = a;" = E [(X -I'.d]. 

En el caso de dos variables aleatorias X y Y I es necesario definir la covarianza de 

X y Y, dada por 

Cov(X, Y) = E [(X -I'x) (Y -I'Y)] = E [XY]- E [X] E [Y]. (2.4) 
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La varianza se utiliza como medida de riesgo en el enfoque de Markowitz. Esto se 

verá con más detalle en la Sección 2.2. 

Definición 2.1.3 (VaR) El Valor en Riesgo (VaR) es un alto cuantil de la distri

bución de pérdidas F. Matemáticamente, para q E (0.5,1), 

VaRq = r'(q) = inf {x E IR: F(x) ~ q} 

Es una especie de cota superior para una pérdida que se excede sólo en pocas 

ocasiones. Así, si tenemos que el VaRo.95 = 3 millones, la información que se obtiene 

es que el 95% de las veces, la pérdida en que se incurra será menor que 3 millones, 

Definición 2.1.4 (ES) La Esperanza Condicional de la Cola (ES) o Déficit Espe

rado es el tamaño esperado de una pérdida, dado que sabemos que el VaR ha sido 

excedido. Matemáticamente, para q E (0.5,1) I 

ES, = E[X IX> VaRq] 

Analizaremos ahora algunas de las características principales de estas tres medidas 

de riesgo. 

2.2 La Varianza 

Sea P un conjunto de portafolios lineales 

Supongamos que tenemos un cierto rendimiento esperado, es decir) pedimos además 

que E (Z] = r. Queremos entonces determinar los pesos óptimos de cada uno de los 
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Xi de manera que se minimice el riesgo de un portafolio bajo la condición E [ZJ = 1', 

El enfoque de Markowitz hace precisamente esto, midiendo el riesgo a través de la 

varianza; así, Markowitz selecciona el portafolio de mínima de varianza de cntre los 

Z E P que satisfacen E [Z[ = ,', Markowitz utiliza el hecho de que 

y supone que los rendimientos Xi siguen una distribución Normal multivariada. 

Así, la noción de varianza es un concepto central en la teoría financiera. Tanto 

el Modelo de Valuación del Activo Fijo (CAPM; Capital Asset Pricing Moriel) como 

la Teoría de Precios por Arbitraje (APT; Arbitrage Pricing Theory) utilizan la va-

rianza corno medida de riesgo para los diferentes instrumentos financieros y emplean 

una bonita teoría, que se basa esencialmente en la suposición de que los rendimien-

tos siguen una distribución normal multivariada) para así llegar a la selección del 

portafolio óptimo. 

La popularidad de la varianza puede explicarse de varias maneras. La varianza 

a menudo puede calcularse directamente: para muchas distribuciones bivariadas es 

muy fácil calcular los segundos momentos (varianzas y covarianzas). Además) la 

covarianza pueden manipularse fácilmente bajo transformaciones lineales: dadas A : 

IR'"X" , a, b E IRm se tiene que C(JIJ [AX + a, BY + b[ = ACov [X, YI B', siendo un 

caso especial de este hecho la relación Vac [,,'XI = ,,'C(JIJ [XI", para" E IR". Así, 

la Val ialiZa de Cualquier combinaci6n linca:l está completamente detet minada pw las 

covarianzas dos·a-dos entre los componentes. Este hecho se utiliza mucho en teoría 
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de portafolios, sobre todo en el enfoque de Mnrkowit,z (media-varinllzn). 

Otra razón para la popularidad de la varianza es su facilidad de uso y la cantidad 

de infonnación que nos brinda cuando se trata de las distribuciones normales multiva

riadas, en las que tener covarianza igual a coro es equivalente a t.ener independencia. 

Sin embargo, la varianza y covarianza tienen también sus desventajas, por lo que 

su uso puede acarrearnos serios problemas, si se manejan sin los supuestos adecuados. 

Los siguientes ejemplos muestran las dificultades a las que podemos enfrentarnos. 

2.2.1 Ejemplos de Problemas al Usar la Varianza 

Recordemos que dentro del mundo gaussiano, la especificación de las distribuciones 

marginales X y Y Y de su covarianza Cov(X, Y) nos proporciona información suficien

te para conocer la distribución conjunta. Sin embargo, cuando no nos encontramos en 

este mundo (o no sabemos si podemos suponer que la distribución conjunta es gaus

siana), las marginales y la covarianza no determinan de manera única la distribución 

conjunta. Los siguientes ejemplos ilustran este hecho. 

ObserVación 2.2.1 Si bien estos ejemplos también son útiles para notar que la co

rrelación lineal tiene algunos inconvenientes como medida de dependencia de variables 

aleatorias, en este trabajo no trataremos este tema. 

Ejemplo 2.2.2 Sean X y Y v. a. con distribución normal estándar y supongamos 

que la covananza Cov (X, Y) = p. Esta informaci6n no determina de manera única 

la distribución conjunta de (X, y)t 1 ya que podemos construir distintlLS distribuciones 

conjuntas pam (X, Y)' que satisfagan Cau (X, Y) = p y tengan marginale., N(O, 1). 
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Así, si (X, y)t se distribuye normal bivariado, entonces la función de distribución 

F de (X, Y)' está dada por 

l' l' 1 {- (S2 - 2pst + t2
)} Fp(x,y) = ,exp 2(1- 2) dsdt 

-~ -~ 2" (1 _ p2), P 
(2.5) 

Si sabemos que Cov(X, Y) = O, entonces p (X, Y) = O, de modo que su distribución 

conjunta queda dada por 

l' l' 1 {_(S2+ t2 )} Fo (x,y) = - exp 2 dsdt 
_IX) -00 271" 

En este caso tenemos que X y Y son independientes. 

Consideremos ahora la función 

C (x,y) = [ [ h(u,v)dmJv = xy+ (1' f(U)dU) ([ 9 (V)dV) 

donde 

2 
¡(u) = l{(o.3,o.7)} (u) - ¡¡1{(o3,o7)C} (u) 

2 
g(v) = -I{(o3,o.7)} (v) + ¡¡1{(o.3,o.7)C} (v) 

y 

- lA (u) = {: :: 
UEA 

es la función indicadora del conjunto A. 

Es fácil observar que h(x,y) = 1 + f (x)g (y) se anula en el cuadrado (0.3,0.712 : 

si x E (0.3,0.7], Y E (0.3,0.7], se tiene que h(x,y) = 1 + (1)(-1) = O. Esto 

nos garantiza que al tomar F (x ll) C (i!> (x) i!> (y)) 1 ésta no será "u .. eo omm.1 

l C(x,y) se llama UDa cópula y es la (unción de distribución de un vector aleatorio en IRn con 
marginales U(O, 1). Para obtener más información sobre cópulas, puede consultarse [20J. 
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bivariada. Además, puesto que si 1 - u E [0.3,0.7) =<> -u E [-0.7,-0.3) '* u E 

[0.3,0.7), tenemos que e es simétrica, es decir, e (u, v) = e (1 - u, v), 0:0; u, v:O; 1. 

Esta simetría nos dice que CQU (ti, v) = Cov(l - u, v), O:::; u, v ~ 1, lo que implica 

que la covarianza es cero. 

0.2 

Densidad de Distrib. Normal Bivariada, con marginales N(O, 1) Y covarianza O. 

0.15 
0.1 

0,05 

·2 
·1 

Densidad de C(x,y), con marginales N(O, 1) pero no Normal bivariada. 

Si queremos comparar estas dos distribuciones en base a sus marginales y sus va-

rianzas y covarianza, tenemos que, como X I'V N(O, 1) Y Y rv N(O, 1), entonces Var (Xl = 

Var {Y] = 1 y, como se mencionó anteriormente, Cov [X, Y] = O para ambos mode-

los. Así, si usáramos el enfoque de Markowitz para comparar dos portafolios con 

E§TA 1rE§][§ NO SAlLE 
DE iA EmUOTECA 
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estos tipos de distribuciones, obtendríamos que, puesto que la varianza es la medida 

de riesgo que deseamos minimizar, en este caso particular los dos modelos tendrían 

el mismo riesgo. Pero esto es falso: basta observar la gráfica de sus densidades para 

notar que hay grandes diferencias entre ellos. 

Tenemos entonces dos modelos con comportamientos muy diferentes, que no pue-

den ser diferenciados el uno del otro en base a las distribuciones marginales y la 

covarianza. 

Ejemplo 2.2.3 Consideremos dos distribuciones bivariadas con marginales Gam-

ma(S, 1), que se denotarán r 3,l y con la misma covarianza Cov(X,y) = 2.1, pero 

con estructuras distintas, a saber 

FGa (x, y) = 1 exp , dsdt 1·~'(r(")) 1'-'(I'(Y)) 1 {- (s' - 2 (0.71) st + t')} 
-= -00 211' (1 _ (0.71)')' 2 (1 - (0.71) ) 

(2.6) 

(2.7) 

Las expresiones (2.6) y (2.7) se conocen oomo Cópula Gaussiana y Cópula Gumbel, 

respectivamente. 

La siguiente figmd, twnada de [9], ilusLrd 1888 obsc! .. acioItw bivatiadM de estas 

dos modelos probabilísticos distintos para (X, Y). 
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Gaussiana Gumbel 

~ ~ . . 
:= ~ 

r 
r' 

. 
~ .~ 

'''1 
~ ..... ~. ~. . . . ,;-: . .... ·1 ;: '. N 

-.:¡ 
>-

'" '" 

V V .. 

'" I 

O I 
O 2 4 6 a 10 12 o 2 4 6 8 10 12 

Xl X2 

1000 observaciones bivariadas de dos distribuciones con marginales r3,l y con 

Cau(X, Y) = 2.1, pero con distribución conjunta distinta. 

A pesar de que en ambos modelos X y Y tienen distribuciones marginales Gamma 

idénticas y de que la covarianza entre ellas es de 2.1 en ambos casos, es evidente que 

la relación entre X y Y en los modelos (2.6) y (2.7) es muy diferente desde el punto 

de vista cllalitativo y, si pensamos que las variables aleatorias representan pérdidas, 

el segundo rnooelo es mucho más peligroso, puesto que las pérdidas extremas tienen 

tendencia a ocurrir juntas. Si fijamos u = r;j (0.99) = 8.405947 y consideramos la 

probabilidad oondicional de exceso P [Y > u IX> u] bajo los dos modelos podemos, 
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mediante una estimación empírica basada en la Figura 3, notar que 

PFao [Y > ti IX> u] 3/9, 

Aa. [Y > U IX> u] 12/16 

En el modelo (2.7) los excesos por encima del umbral ti en un margen tienden a 

acompañarse de excesos en el otro margen, mientras que en el modelo (2.6) los excesos 

conjuntos en ambos márgenes son raros. Así, hay menos "diversificación" de riesgos 

grandes en el modelo (2.7). Sin embargo, en ambos casos se tiene que Cov [X, Y] = 

2. 1 y, por tratarse de marginales Gamma, 

E [X k
) Xk - dx = -- Xk+2 exp (-x) dx L

OO (x2exp( x)) 1 Loo 
o r(3) r (3) o 

r(k + 3) 
r(3) = (3)(4) ... (3+k-l), 

de donde Var(X) = Var(Y) = 12 - 9 = 3; así, se tiene que estas dos distribuciones 

bivariadas no podrían diferenciarse en términos de las distribuciones marginales y de 

la covarianza. 

__ Ejemplo_ 2.2.4 Supongamos_que (X,_y)t_se_~distribuye normal bivariado con margi"" 

nales normal estándar y covarianza Pi denotemos lafunci6n de distribución bivariada 

Fp. Cualquier combinaci6n convexa F = AFp , + (1 - A) Fp" 0:0; A :o; 1, de distri-

buciones normales bivariadas Fpl y Fp2 tiene también marginales normal estándar y 

covarianza p = Ap¡ + (1 - A) p,. Pero la suma X + Y tiene cola más larga bajo F que 

bajo Fp : 



mientras que 

Al aplicar la regla de I'H6pital a 

se obtiene 

1 - iI> (x) 
X 14>(X) 

. 1-iI>(x). -4> (x) 
hm (= hm (1)' 7-00 X 14> x) 7_00 -4> (x) 1 +;r 

que nos da la razón de Mili 

1-iI>(x)=.p(x) (;+0 (:,)). 
Usando esta razón, podemos ver que 

1
. PF [X + y> z[ 
1m =00 

.-00 PF, IX + y > z] 
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(2.8) 

lo que nos muestra que los altos cuantiles de la distribución F son mucho mayores 

que los de la distribución Fp• En el Ejemplo 2.3.1 veremos que las colas de estas dos 

distribuciones sí pueden diferenciarse utilizando el VaR como medida de riesgo. 

Una alternativa a la varianza que podría utilizarse en este caso es la kurtosis. 

La kurtosis de una distribución es su cuarto momento centrado ¡t~ 1 Y nos da una 

indicación de qué tan puntiaguda es la distribución. Una medida de kurtosis sin 

dimensión está dada por 

1'10 E [(X -I'x)'] 
"1, = "k = E [(X -I'x)']'" 

Para determinar la kurtosis de una distribución usando /21 tomamos como referencia a 

la distribución gaussiana, puesto que para cualquier distribución de este tipo, se tiene 
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'12 = 3. Para cualquier otro tipo de distribución de X, decimos que esta distribución es 

"menos puntiaguda" (o tiene mayor kurtosis) que la distribución g;aussiana si "{2 > 3, 

y que la distribución es "más puntiaguda" (tiene menor kurtosis) que la distribución 

gaussiana si '12 < 3. 

Ahora bien: al calcular la kurtosis de las distribuciones F y Fp tratadas en este 

ejemplo, se obtiene lo siguiente: para Fp , puesto que (X, y)t se distribuye normal 

bivariado con marginales normal estándar y covarianza p, sabernos que Z = X + Y 

tiene distribución normal con media E[Z] = O Y varianza Var(Z) = 2(1 +p). Así, 

su función generadora de momentos está dada por >li(t) = exp ((1 + p) t'}. De aquí 

que E [(Z - JLz)'] = E [Z'] = >li(/V) (O) = 3 [2 (1 + p)l', de donde 

"1 (F:) _ 3 [2 (1 + p)]' = 3, 
, p - [2 (1 + p)]' 

lo que era de esperarse, por tenerse que Z tiene distribución gaussiana. Ahora bien, 

en el caso de F se tiene que: 

"1, (F) = 

puesto que 

3A [2 (1 + PI)]' + 3 (1 - A) [2 (1 + p,)]' 
[2 (1 + p)]' 

3· 2' [A (1 + PI)' + (1 - A) (1 + p,)'] 
2' [1_+ API +J1c:-~")I',I' _~ 

3 [A (1 + PI)' + (1 - A) (1 + p,)'] 
[A (1 + PI) + (1 - A) (1 + p,)]' > 3, 

[Aa + (1 - A) b]' - [Aa' + (1 - A) b'] = [A (A - 1)] (a - b)' < O. 

La comparación entre las kurtosis nos indica que, como era de esperarse de acuerdo 

IR I ·ó (28) *' <,. d" '" d con le acLiI. ,1. es IllellOS puntmgn a: qUe 1 p,e esta maneIa, tenemos que 

F está más concentrada e~.las colas, es decir, es de cola más pesada que Fp . 
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Así, resulta. que la kurtosis puede ser una herramienta litil para comparar las 

colas de las distribuciones. El problema de la kurtosis es que se requiere que el cuarto 

momento de la distribución sea finito, y las distribuciones de cola muy pesada no 

cumplen, en general, con este requisito. 

En esta Sección hemos proporcionado varios ejemplos que nos hacen ver que la 

varianza tiene serios defectos como medida de riesgo. A t.ra\'és de ellos podemos ver 

que, en general, la varianza no es una medida de riesgo coherente. A continuación se 

da un resumen de los problemas que pueden surgir al utilizar la varianza. 

Desventaja.;; del uso de la Varianza 

Los ejemplos anteriores nos han mostrado que no podemos confiar plenamente en 

la variánza como medida de riesgo, pues podemos obtener el mismo resultado (la 

misma varianza y covarianzas) para dos distribuciones cuyas colas se comportan de 

manera distinta, siendo una de ellas mucho más peligrosa que la otra en término:; de 

administración de riesgos. Para resumir los problemas que se presentan al utilizar la 

varianza como medida de riesgo, consideremos el caso de dos v.a. de valores reales X 

y Y . 

• Las varianzas de X y Y pueden ser infinitas. Esto no es ideal para una medida 

de riesgo y causa problemas al trabajar con distribuciones de cola pesada. Por 

ejemplo, la varianza de los dos componentes de un vector aleatorio bivariado 

con distribución tv (es decir, para f (x) = c (1 + x Lx/V)-(V+2)/2) no existe para 

v:s 2. 
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• La especificación de las distribuciones marginales y de la matriz de covarianzas 

no siempre determina una distribución conjunta única; de hecho, esto sólo su

cede si se trata de una distribución normal multivariada 0, más generalmente, 

de distribuciones elípticas (ver Sección 2.5): si sabemos que (X, y)t siguen una 

distribución normal bivariada y conocemos las medias, las varianzas y la ro

varianza, entonces sí queda determinada una única distribución conjunta. Sin 

embargo, si sólo conocemos las distribuciones marginales X y Y Y su covarianza, 

entonces existe una infinidad de posibles distribuciones bivariadas para (X, y)t 

(ver Ejemplo 2.2.3). Por ello, para efectos de medición de riesgos, resulta muy 

osado el utilizar un modelo para la distribución conjunta que se basa solamente 

en las distribuciones marginales y la covarianza . 

• Suponiendo que se conocen las distribuciones marginales X y Y, ni siquiera en 

los casos en que se tiene que la covarianza entre estas dos variables aleatorias 

es cero (Cav (X, Y) = O) se puede determinar de manera única la distribución 

conjunta (ver Ejemplo 2.2.2). 

Esta Sección ha servido para resumir los problemas que podemos encontrar al 

usar la varianza como medida de riesgoj tenemos que un problema grave de la va

rianza es que -ya sea por sí sola O incluso conociendo las funciones de distribución 

marginales- en ocasiones no nos permite distinguir entre dos distribuciones conjuntas 

que pueden presentar un comportamiento muy distinto en los extremos (ver Ejemplo 

2.2.3); este es Uh serio incovelliente para efectos de AdrnmlStraclon de ltu::sgos, donde 

los valores extremos pueden significar la diferencia entre la supervivencia y la quiebra 
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de una institución financiera. Esto hace que busquemos considerar otras medidas de 

riesgo, con el objeto de encontrar alguna(s) que tenga(n) mejores cualidades que la 

varianza y cuyo uso sea, por tanto, más confiable. Para ello, en la siguiente Sección 

examinaremos las propiedades de una medida de riesgo cuyo uso está muy extendido 

en el mundo financiero de nuestros días: el Valor en Riesgo (VaR). 

2.3 Valor en Riesgo 

El Valor en Riesgo es una de las medidas de riesgo más usadas en la práctica. De 

hecho, el BIS (Bankfor lnternational Settlement) requiere, como parte de los acuerdos 

de Basilea, que las instituciones financieras a las cuales regula calculen el VaRo 

Recordemos que el Valor en Riesgo (VaR) es un alto cuantil de la distribución de 

pérdidas F, la cual, como se mencionó anteriormente, es desconocida. 

Matemáticamente, para q E (0.5,1), VaR, = F-1(q) (esto es, es el q-ésimo 

cuantil de F), donde definimos la función cuantil (también conocida como el inverso 

generalizado de F) mediante 

p-l(t) = inf {x E IR: F(x):::: t} (2.9) 

Generalmente, se emplea el VaR para q 2: 0.9, si bien teóricamente éste puede 

calcularse para cualquier q E (0.5,1). 

Pese a la gran popularidad del VaR, esta medida de riesgo tampoco está libre de 

problemas. Uno de los más importantes de ellos es que no es necesariamente subadi

tivo. Con esto queremos decir que hay casos en que un portafolio puede dividirse en 
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varios subportafolios de manera que la suma del VaR correspondiente a los subpor~ 

tafolios es menor que el VaR del portafolio total. Esto puede ocasionar problemas si 

el sistema de administración de riesgos de la institución se basa en el establecimiento 

de límites al VaR por secciones individuales. Otro serio inconveniente del VaR es 

que no habla del tamaño potencial de la pérdida en caso de excederse el VaR. Así, 

podemos tener que VaRo.99 = 10 millones, y sin embargo puede ocurrir una pérdida 

de 100 millones, porque la única información que se obtiene de VaRo,99 es que el 99% 

de las ocasiones, la pérdida será menor que 10 millones; pero en ell % de casos en que 

se rebase esta pérdida, el VaRo.99 no nos dice qué tanto más grande que 10 millones 

puede ser la pérdida. 
, 

En el siguiente ejemplo podemos constatar la utilidad del VaR corno medida de 

riesgo. 

Ejemplo 2.3.1 Retomando el Ejemplo 2.2.4, podemos notar que, conforme se avanza 

más en las respectivas colas de las dos distribuciones, el Valor en Riesgo para la 

distribución mezclada F es mayor que el de la distribución original Fp• 

En efecto, usando de nuevo la razón de Mill, se tiene que 

<!>(x)=I-<!>(x)~-=--exp - , - '" (x) 1 {-x'} 
x .,J2iix 2 

x-oo. 

El lado derecho de esta igualdad puede tomarse como la cola Fp de la f.d. Fpl a...;;í 

que por la cerradura del DAM(A) (ver Sección 1.3.3) bajo equivalencia de colas, la 

C.d. Eiaassimta Il}> y F p tienen 1M íIltstnas constaIltes normaUZáiltes en y dn1 dónde 

dn = F¡; (1 - n- 1
). Buscamos entonces Ul\a solución a -In Fp (dn ) = In (n) , es 
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decir, a -In [J~d .. exp { ~ }] = In n, que se reduce a 

(2.10) 

Por expansión de TayIar en (2.10), se obtiene 

( )1/2 lnlnn+ln47f ((1 )-1/2) dn = 21nn - 1/2 +0 nn 
2 (2Inn) 

Puesto que puede tomarse a (x) = "lf! (x) /</J (x) , se tiene que a (x) - x- 1, de modo 

que 

a( z ) _ 2(l+p) 
2(I+p) z 

Así, 

1 - I]V2 

c,,=a(dn)- [(2Inn)I/'r [2(I+ P)J=2(I+ P)l-2ln;;: 

Basta ahora recordar que VaRo.,Fp = F; (a), así que" al hacer a = 1- n- l , se obtiene 

n = I~Ql Y de aquí 

c" = 2 (1 + p) [-2In (1 - a)JI/2, 

de modo que, cuando Ct r 1, 

VaRo,F, (X + Y) - 2 (1 + p) [-2In (1 - a)Jl/2. 

Consideremos ahora lo que ocurre con F. Para O < 0"1 < 0"2 se tiene 
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para valores "grandes" de z. En el caso de F, tenemos <TI = 2 (1 + PI) ,<T~ = 2 (1 + p,) , 

P2 > PI' de manera que la f.d. de X + Y cuya r.d. conjunta es F queda dada por: 

AFU' + (1 - A) Fu' , , 

ya que el segundo término es despreciable para valores grandes de z. 

Así, procediendo de la misma forma que en el caso de FPl se obtiene para F 

VaRo,F (X + Y) ~ 2 (1 + p,) [-2ln (1 - a)JI/' 

y, puesto que P2 > p, 

1
" VaRaF(X + Y) 1 +p, 
1m ' =-->1. 
afl VaRa,F, (X + Y) 1 + P 

Lema 2.3.2 El VaR es una medida de riesgo monótona, homogénea positiva e inva-

nante bajo translaciones. 

Demostración: 

1) Monotonia. P.D.: si X 2 Y "" VaR; 2 VaRio 

Para cualquier z E IR, Fx(z) = P [X::; zJ ::; P [Y::; zJ = Fy (z). De manera que 

VaR; = inf {x E IR: Fx(x) 2 q} 2 inf {y E IR: Fy(y) 2 q} = VaR¡ 

2) Homogeneidad Positiva. P.D.: Para A 2 0, VaR;x = A VaR;. 

Sea J\ > (j y sea )' :XX. Entollces P ¡} S vj P ¡)IX S vj P [X S v/Xj 

Fx (Y/A). 



91 

Supongamos que VaR; = inf {x E IR: Fx(x) 2: q} = x'. 

Entonces es claro que VaR; = inf {y E IR : F x (y fA) 2: q} = ).x', de donde A VaR; = 

3) Invariante bajo 1lunslaciones. P.D.: Para a E IR, VaR;+a = VaR; + a. 

Sea a E IRy sea Y = X+a. EntoncesP[Y:5 y) = P [X + a:5 y) = P[X:5 y - a) = 

F x (y - a). Supongamos que VaR: = x·. Entonces, si y = x· + a, se tiene que 

Fx (y - a) = Fx ((x' + a) - a) = Fx(x'), de donde es claro que VaR;+a = VaR; = 

inf {y E IR: Fx(Y - a) 2: q} = x' + a = VaR; + a. • 

2.3.1 Ejemplos de Problemas al Utilizar el VaR 

Acabamos de probar que el VaR es una medida de riesgo monótona, homogénea 

positiva e invariante bajo translaciones. Sin embargo, el VaR no es una medida de 

riesgo coherente, porque en general no satisface la propiedad de subaditividad (ver 

(2.1)). Los siguientes ejemplos nos muestran algunos problemas ocasionados por la 

no-subaditividad del VaR. 

Ejemplo 2.3.3 Sean X y Y variables aleatorias con distribución idéntica Fx (x) = 

1- X-I/2, X 2: 1. Esta distribución es de cola muy pesada y su espemma E [X) no es 

finita. Considérense los riesgos X + Y Y 2X. 

Se tiene que Ix(x) = :z:-;/'l. Haciendo Z = X + Y , podemos calcular 

2v'Z=l 
Fz(z) = 1- z ' Z > 2 

Si hacemos W = 2X, tenemos que 

[ W] (W) (W) -1/' Fw (w)=P[W:5 w)=P[2X:5 w)=P X:5"2 =Fx "2 =1-"2 ,w2:2. 
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Entonces 

2JZ=l J2z 
p [X + Y < z) = 1 - < 1 - - = P [2X ~ z) 

- z z 

para z > 2. Se sigue que 

VaRa (X + Y) > VaRo (2X) = VaRo (X) + VaRa (Y) 

para a E (0.5,1). El VaR no es subaditivo para esta distribución, con lo que los 

argumentos de diversificación no funcionan: resulta mejor tomar un solo riesgo y 

duplicarlo que tomar dos riesgos independientes. 

Ejemplo 2.3.4 Sea n un conjunto infinito y consideremos dos v.a.i.i.d. Xl y X 2 

con función de densidad 

Ix, (x) = Ix, (x) = 

0.90 si x E [-1, O) 

0.05 si x E [0,2) 

o en otro caso. 

Supongamos que cada una representa, tomando las pérdidas como positivG..S, un valor 

futuro neto aleatorio, es decir, un riesgo que puede resultar interesante. 

Tenemos-entonces que -

O si x < -1 

Fx, (x) = Fx, (x) = 
0.9x+0.9 si x E [-1,0) 

O.05x + 0.9 si x E [0,2) 

1 si x>2 

De modo que, si nos interesa el valor en riesgo al 90% de Xl o de X2J obtendremos 

VaRo.,(X¡) = VaRo,,(X,) = inf {x E IR : F (x) 2: 0.9} = O 
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Sin embargo, usando la independencia de Xl y X2 es fácil notar que el valor en riesgo 

al 90% para Z = Xl + X 2 es definitivamente mayor que O; en efecto 

de donde 

Fx,+x,(z) = 

o si z <-2 

00405 (z + 2)' si z E [-2, -1) 

0.81- OA05z' + 0.045 (1 + z)' si z E [-1,0) 

0.855 + 0.09z si z E [0,1) 

0.985 + 0.005z - 0.045 (2 - z)' si z E [1,2) 

1 - 0.00125 (4 - z)' 

1 

si z E [2,4) 

si z?:: 4 

VaRo.9(X, + X,) = in! {x E lit, Fx,+x, (z) 2: 0.9} = 0.5 

De aquí que el control por separado de estos riesgos no nos permitiría controlar su 

suma, si nos interesara el valor en riesgo al 90%. 

Ejemplo 2.3.5 Se tienen dos opciones sobre una acción con la misma fecha de ejer

cicio T. [Ja primera opción, que se denotará A, con precio inicial u, paga 1000 si 

el valor de la acción en el tiempo T es mayor que la cantidad fija U y nada en caso 

contrario; la segunda opción, que se denotará B J con precio iniciall, paga 1000 si el 

valor de la acción al tiempo T es menor que L (con L < U) Y nada en caso contrario. 

Así, 

( -u si Sr 5, U 
A 

-1000 + u si Sr> U 
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si Sr?' L 

-1000+1 si S,. < L 

Se escogen L y U de manera que P {Sr < L} = P {Sr> U} = 0.008 Y se calculan 

los valores en riesgo al 99% del valor futuro neto de las posiciones de dos inversionistas 

que emiten, respectivamente, dos opciones A y dos opciones B. Estos son -2· u y 

-2 ·l, respectivamente. En contraste, el número positivo 1000 - l- u es el valor en 

riesgo al 99% del valor futuro neto de la posición de un inversionista que emite A + B) 

pues 

1000 - u - 1 si Sr:S L 

A+B= -u-I 

1000 - 1 - u si U < Sr 

En los ejemplos que hemos visto surgen problemas relacionados con la subaditivi

dad al utilizar el Valor en Riesgo porque la distribución conjunta con que se trabaja 

no es una distribución normal 0, más generalmente, elíptica (ver Sección 2.5); más 

adelante veremos que el VaR sí se comporta "bien" respecto a la suma (es decir, sí 

es subaditivo) cuando la distribución conjunta con que se trabaja ffi una distribución 

Gaussiana. Sin embargo, al igual que para la varianza y covarianza, no basta con 

Saber que las disCtibacióíles nnuginales son Gaussialills, Sifl6 qtte es HSgesarie 9Stn 

seguro de que la distribución conjunta es Gaussiana. 
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2.4 Esperanza Condicional de la Cola 

Desde hace mucho tiempo, los actuarios han calculado la prima para pólizas con 

deducible usando el tamaño condicional de la reclamación, dado que la reclamación 

excede el deducible. De la misma manera, los tratados de reaseguro han involucrado la 

distribución condicional de una reclamación para una póliza (o de la reclamación total 

para un portafolio de pólizas), dado que ésta está por encima del nivel de retención del 

asegurador cesionista. Para responder a la pregunta de "¿qué tan malo es lo malo?" 1 

la cual el Valor en Riesgo deja sin responder, algunas personas han identificado el 

deducible (o el nivel de retención) con el cuantil utilizado en la medición de riesgos 

financieros. Así es como surge la Esperanza Condicional de la Cola. 

Ilccordemos que la Esperanza Condicional de la Cola (ES) es el t,amaÍÍo esperado 

de una pérdida, dado que sabemos que el VaR ha sido excedido. Tenemos entonces 

que, para q E (0.5,1), 

ES, (X) = E [X IX> VaR;l 

Además de considerar el tamaño potencial de la pérdida dado que se ha excedido 

el VaR, la esperanza condicional de la cola -(o el déficit esperado) es una medida de 

riesgo subaditiva, por lo que no tiene las limitaciones y problemas que se mencionaron 

para la varianza y el VaRo 

Utilizando la igualdad 

E[X IX > VaR;l = E [X-VaR; +VaR; IX> VaR;l 

y el hecho de que VaR; es una constante, se obtiene l.a siguiente relación entre 
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ESq(X) = VaR; + E [X - VaR; IX> VaR;l. (2.11) 

Recordemos la definición de la función media de exceso e(u): 

Definición 2.4.1 (F\mc. Media de Exceso) La función mp.dia de exceso de una 

v.a. X con J.d. F está dada por 

e (u) = E IX - u IX> ul. (2.12) 

Vemos entonces que el segundo término del lado derecho de la igualdad (~.11) es 

precisamente e(VaRq ). Así, tenemos la siguiente relación: 

ES, (X) = VaR; + e(VaR;). (2.13) 

Además, sabemos que la función media de exceso es precisamente la media de 

la distribución de exceso expresada como una funcióII del umbral u, donde, como se 

mencionó en el capítulo anterior, la funci6n de distribución de exceso está dada por 

Fu (x) = P IX - u :S x IX> u] 

F(x+u) - F(u) 
1 - F (u) 

para O ~ x < XF - u, donde XF es el extremo derecho de F. 

De manera que, de acuerdo con (1.42) y (2.14), e(u) está dada por: 

(2.14) 

e(u)= rXF-uxdFu(x)= rF(x-u)dF(x) = rFP(x)dx=d:- rFp(x)dx. 
J.~o J.~u 1- F(u) Jx~u F(u) F(u) J.~u 
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Esto puede calcularse para varias distribuciones continuas, obteniéndose la siguient,e 

tabla: 

Nombre Cola F o densidad f Parámetros e(u) 

Pareto F(x) = (.~")" Q, K. > O li±..!! <»1 
0-1 ' 

Lognormal f (x) = ~/Pl" 
2><ux 

1" E IR, u > O I::~" (1+ 0(1» 

Exponencial F (x) = e- Áx ,X>O ,X-I 

Weibull F(x) = e-~" c > O) Q: 2: O "::" (1 +0(1» 

Gamma f(x) = ¡fo¡xQ-Ie-~X <>,(3)0 (3-1 (1+ "8--.1 + o (~)) 

Normal 
f (x) = !Fe- x

'/' - u-I(I +0(1» 

truncada 

DPG F (x) = (1 + (~) -i ( E IR, (3 > O .B+{u 8+(u> O 1-( , 

fUnCIón Media de Exceso para algunas dIstribuCIOnes contmuBS. 

Observación 2.4.2 Claramente, esta distribución Weibull Pe,o con C , o: > O) x 2: O 

es la f d. de una v. a. positiva. Sin embargo, en el contexto de la Teoría de Valores 

Extremos, la distribución Weibull WQ está concentrada en (-00,0): WQ (x) = 1-

FI,Q (-x), X < O. 

Haciendo uso de esta tabla, es fácil calcular la ES para las distribuciones allí 

mencionadas. 

Ejemplo 2.4.3 Para calcular la ESO.95 de una v. a. X que tiene distribución expo-

nencial con A = 3, procedemos de la siguiente manera: 
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Sabemos que la f.d. de X es P (x) = 1 - e-3
". Ahora bien, por (2.13), tenemos 

que 

ESo .. (X) = VaRt.9. + e (VaR;i •• ) 

VaRt. •• + (3r1 
, 

de acuerdo con los resultados de la Tabla l. 

Por otra part~ 

de donde 

vaR;i •• inf {x E IR 1 P(x) 2: 0.95} 

inf{x E IR 11- e-'" 2: 0.95} 

inf (x E IR 1 In (0.05) = -3x} 

0.99857, 

ESo .•• (X) = 0.99857 + 1/3 = 1.33191, 

lo que quiere decir que, si sabemos que se ha excedido el VaRii.951 el tamaño potencial 

de la pérdida es 1.3319. 

Teorema 2.4.4 ES es una medida de riesgo coherente en el sentido de la Definici6n 

2.1.1. 

Dernostraci6n: 

1) Monotonta. P,D.: si X 2: y"" ES, (X) 2: ES, (Y). 

Supongamos que X ;:: Y. Entonces, 

ES,(Y) "" E [y 1 Y > VaR;]:;; E [X 1 Y > VaR¡] 



= VaR;+E[X-VaR;IY>VaR;] 

VaRx E [(X - VaR;) l[Y>va~¡] 
• + p[Y> VaRn 

E [(X - VaR;) l[Y>va~¡] 
VaR; + ----'~-___,~--'----'--'-'

l-q 

E [(X - VaR:ll[Y>va~jl[x>vaRXjl 
VaR;+ 1 • 

-q 

E [(X - VaR;) l[Y>va~jl[xsvaR{¡] 
+ . 

l-q 

El tercer término del último renglón es menor o igual que cero, de modo que 

E [(X - VaR;) l[Y>vaRYjl[x>vaRxjl 
:::; VaRx + q q 

• 1- q 

E [(X - VaR;) l[x>vaRXjl 
:::; VaR; + q 

l-q 

VaR; + E [(X - VaR:) IX> VaR;] = ES. (X). 

2) Subaditividad. P.D.: ES. (X + Y) :<; ES. (X) + ES. (Y). 

Sabemos que 

ES. (X + Y) E [X + Y IX + Y > VaR;+Y] 

E[X I X +Y > VaR~HY] +E[Y I X+Y > VaR;+Y]. 

Ahora bien, por (2.11) se tiene 

E [X I X + y> VaR;+Y] = VaR; + E [(X - VaR;) IX + y> VaR;+Y] 

E [(X - VaR;) l[x+Y>vaR{+Yjl 
VaRx + ----'~::-T::_-:-:--;-;-==,'---"-'-

• p[X+Y>VaR;+Y] 
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E [(X - VaR;) l[x+Y>vaR{+Yll[x>vaRXjl 
VaR;+ 1 • 

-q 

+ E [(X - VaR:) l[x+y>vaR{+Yjl[X$vaR:ll. 

l-q 
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Pero si X :::; VaRq\ entonces X - VaRq'( ~ O, por lo que el tercer térmillo del Indo 

derecho es negativo o cero, de donde 

E [(X - VaRq') 1[x+y>v'Rx"·11[x>v'Rxll 
E[X[X+Y>VaR;+Y] :o; VaR-'+ " 

, 1 - q 

E [(X - VaR:J l[x>l'anxll 
:o; VaRx + ' , 1 - q 

VaRq' + E [(X - VaR,') IX> VaR,'] = ES,(X) 

De la misma manera, E [y I X + y> VaRqHl
'] :o; ES,(Y). Así, 

ES, (X + Y) :o; ES, (X) + ES, (Y) . 

3) Homogeneidad Positiva. P.D.: Si .\ ~ O, entonces ES,(.\X) = AES,(X). 

Haciendo uso del Lema 2.3.2, se tiene 

ES, (.\X) = E [.\X I AX > VaR~X] = E [.\X I.\X > AVaR;] 

E [.\X IX> VaR:] = AE [X IX> VaRó'] = .\ES,(X). 

ES,(X + a) = E [X + a IX + a> VaR;+a]. 

Por el Lema 2.3.2, esto se reduce a 

ES,(X + al E[X+aIX+a> VaR; +a] 

R[K I K> Vonv"l + Era I K> Vaa:] 

= ES,(X) +a. • 
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Este Teorema resulta muy importante, pues afirma que la Esperanza Condicional 

de la Cola (ES) es una medida de riesgo coherente. Es, por tanto, una medida de 

riesgo mucho más confiable que la varianza y el VaR, ya que éstas no son subaditivas 

en general y pueden ocasionar serios problemas si son usadas como único recurso en 

la medición de riesgos. En cambio, de acuerdo con este Teorema, la ES no causará 

ningún problema, inclusive si las distribuciones conjuntas con que se trabaja no son 

Gaussianas. 

Puesto que el VaR es una medida de riesgo muy usada en la práctica e incluso 

a veces es requerida por los reguladores, en este trabajo seguiremos considerándolo 

como una medida de riesgo importante. Sin embargo, hay que enfatizar que, en 

estos casos, el VaR debería ser usado en conjunto con la ES, de modo que puedan 

entregársele al regulador los resultados que requiere pero que, al mismo tiempo, la 

empresa esté utilizando, internamente, una medida de riesgo coherente que le permita 

controlar su ex:posición al riesgo de manera efectiva. 

2.5 El Mundo Elíptico y la Medición de Riesgos 

En las secciones anteriores hemos visto que pueden surgir problemas al utilizar el 

VaR y la varianza como medidas de riesgo. Esto se debe a que, originalmente, el VaR 

y la varianza fueron concebidos para utilizarse con la distribución Gaussiana o, más 

generalmente, con distribuciones elípticas; así, cuando estas medidas de riesgo se usan 

con distribuciones que no pertenecen al mundo elíptico, no puede garantizarse que 

cumplan con la propiedad de subaditividad. En esta sección describiremos. brevemente 
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las distribuciones esféricas y elípticas) así como el comportamiento de la varianza, el 

VaR y la ES dentro del mundo elíptico. Para obtener más información sobre las 

distribuciones elípticas puede consultarse [11]. 

Las distribuciones esféricas son una e.xtensi6n de la distribución normal están

dar rnultivariada Nn (O, 1), es decir, de la distribución de variables normal estándar 

independientes. Son una familia de distribuciones simétricas para vectores no corre

lacionados y con media cero. 

Definición 2.5.1 Un vector aleatorio X = (X}l ... ,Xn)t tiene una distribución es

férica si para cualquier mapeo ortogonal TE IRnxn (es decir, los mapeos que satisfacen 

TTt = TtT = lnxn) se tiene que 

TX ª'X. (2.15) 

La función característica ¡P (t) = E [exp (it'X)) de las distribuciones esféricas tiene 

una forma particularmente sencilla. E.xiste una función 4J : lR.+ -7 IR tal que 1jJ (t) = 

1> (t't) = 1> (ti + ... + t~). A esta función 1> se le llama el generador característico de 

la distribución esférica X, lo cual se denota 

Si X tiene densidad f (x) = f (Xl, ... ,xn ), entonces esto es equivalente a f (x) = 

9 (xtx) = 9 (xi + ... + X~) para alguna función 9 : lR..t -7 ~, por lo que la interpre

tación más sencilla de las distribuciones esférica .. nos dice que hablamos de aquellas 

distribuciones cuya densidad es constante en esferas. 

EjelI1p]o 2.3.2 Atgunos ejemploS de cretL9tdude3 en la eMe e3JtI iea son la mst7 ibu-

ción t multivariada con v grodos de libertad f (x) = c (1 + x'x/vr(n+V)/2 y la dis-
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tribución logística f (x) = cexp (-x'x) / {1 + exp (-x'x)1' , dende c es una constante 

normalizadora. Hay que notar que éstas son las distribuciones de variables aleatorias 

no-correlacionadas pero, contrariamente al caso de la normal, no son las distribu-

ciones de variables aleatorias independientes. De hecho, dentro de la clase de las 

distribuciones esféricas la normal multivariada es la 'Única distribuci6n de variables 

aleatorias independientes. 

Las distribuciones esféricas tienen una representación estocástica alternativa: X I'V 

Sn (<1» si y sólo si 

d 
X=R·U, 

donde el vector aleatorio U se distribuye uniformemente sobre la hiperesfera unita-

ria Sn-1 = {x E IRn I x'x = l} en IRn y R 2: O (llamada la variable generadera) es 

una variable aleatoria positiva, independiente de U. Así, las distribuciones esféricas 

pueden interpretarse como mezclas de distribuciones uniformes en esferas de distintos 

radios en lRn. 

Ejemplo 2.5.3 En el caso de la distribución normal estándar multivariada, la varia-

ble generadora satisface R '" a. En el caso de la distribución t multivariada con 

v grados de libertad, se da R'/n ~ F(n,v), dende F(n,v) denota una distribución 

F con n y v grados de libertad. 

Un paso más allá de las distribuciones esféricas se encuentran las distribuciones 

elípticas. 

Las distribuciones elípticas extienden a la distribución normal multivariada Nn (/L, E) , 
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es decir, la distribución normal con media ¡.t y matriz de covariunzas E. Mnlemática-

mente, son los mapeos afines de las distribuciones esféricas en !R
II

• 

Definición 2.5.4 Sea T : lR" _ lRtl un l1Ulpeo afín tal que T (x) = Ax + Jl para 

algunas A E Rllxn y J-t E IR". X tif'.ne una distribución elíptica si X = T (Y) Y 

y ~Sn(1))· 

Puesto que la función característica puede escribirse de la siguiente manera 

1jJ (t) E [exp (it'X)J = E [exp (i1' (AY + I'))J 

exp (it'l') exp (i (A't) , y) = exp (it'l') 1> (t'Et) , 

donde E:= AA'. 

La notación para las distribuciones elípticas es la siguiente: 

Por ejemplo, la distribución normal mult.ivariada Nn (p" E) 

1>(t) =exp(-t'j2). 

Si Y tiene densidad f (y) = 9 (y'y) y si Aes una matriz regut;r'(es decir, det(A)j<~-

o y, por tanto, E es definida estrictamente positiva}, entoIlces X = AY + ¡.t tiene 

densidad 

h(x) = ~g ((x -1')' E- 1 (x -1')), 
det (E) 

por lo que lo.., contornos de igual densidad ahora son elipsoides. 

El COlIOCCI la distribución de X no dctcuuind por eófHfllete lB: F8f3F868RtBoeiéR 

elíptica En (p" E,¡P) , pues determina de manera única /1', pero no E y ¡P, las cuales 



quedan determinadas e..xcepto por constantes positivas. En efecto, si X es elíptica 

y no-degenerada, existen 1', A Y Y ~ Sn (<1» tales que X ~ AY + 1', pero para 

cualquier A E IR \ {O} se tiene que también X ~ (A/A) AY + 1'. donde AY ~Sn (~) 

y J, (u) := <1> (A'u) . En general, si X ~ En (1', E, <1» = En (ji, E.~), entonces l' = ji y 

existe c > O tal que E:= cE y ~(u) = <I>(u/c). 

Un enfoque particular sería el elegir E de manera que pueda interpretarse directa-

mente como la matriz de covarianzas de X. Para ello, sea X ~ En (p, E, 4» ,de manera 

que X ~ AY +p. para E = AAt Y Y un vector aleat.orio que satisfaga y", Sn (<fJ). Es 

equivalente tener Y ~ R· U, donde U se distribuye uniformemente en 3 n
-

1 y R es una 

variable aleatoria positiva independiente de U. Si E [R2
] < ce. se sigue que E [X] = 11 

y Cau [X] = AA' E [R'] /n = EE [R'] In, puesto que Cau [U] = ¡nxn/n. Así, si empe-

zamos con el generador característico ~ (u) := <1> (u/e), donde e = n/ E [R']. asegura-

mos que Cov [X) = E. De manera que una distribución elíptica queda completamente 

determinada por su media, su matriz de covarianzas y su generador característico. 

Veremos ahora algunas de las rawnes por 1M que la varianza (y covarianza) es 

una medida de riesgo que surge de manera natural en el mundo de las distribuciones 

elípticas. La primera razón y la más importante es que las distribuciones elípticas 

satisfacen muchas de las propiedades de la distribución normal multivariada. Así, las 

combinaciones lineales, las distribuciones marginales y las distribuciones condicionales 

de las variables aleatorias elípticas pueden determinarse en gran medida mediante el 

uso de álgebra lineal, utilizando la matriz de covarianzas, la media y el generador 

característico. En particular, se satisfacen las siguientes propiedades: 
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1. Cualquier combinación lineal de un vector aleatorio con distribución elíptica 

es también elíptica y tiene el mismo generador característico rp. Esto es, SI 

BX + b ~ Em (BI' + b, BEB', 4» . 

En particular las componentes XI, ... ,Xn de X son todas variables aleatorias 

con distribución elíptica. 

2. Las distribuciones marginales de las distribuciones elípticas son también elíp

ticas y tienen el mismo generador. Sea X ( ::) ~ En (1', E, 4» con 

XI E IR?, X, E IRq, p + q = n. Sea E [XI = l' = ( : ) , 1'1 E IR", 1', E IRq Y 

~ __ (En El,) 
L.J • Entonces 

E21 E22 

3. Suponemos que E es definida estrictamente positiva .. La ~ki!?uci6n condiciQnal _ 

de Xl dado X 2 es también elíptica, aunque, en general, tiene un generador 

diferente: 

OLla característica im¡x;rtuntc de las distril:HleieRBs elíptiGaB 98 que eitas distrj-

buciones pueden someterse a los enfoques estándar de la administración de riesgos. 
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Respaldan el uso del Valor en Riesgo (VaR) como medida de riesgo, así corno el en

foque media-varianza de Markowitz para administración de riesgos y optimización de 

portafolios. 

Supongamos que X = (Xl, "', Xn)t representa n riesgos con distribución elípticaj 

consideremos portafolios lineales de estos riesgos 

con distribución Fz. 

En el mundo elíptico el uso del VaR como medida de riesgo tiene sentido porque el 

VaR es una medida de riesgo coherente en el sentido de Artzner et al. (ver Definición 

2.1.1) en este mundo. De hecho, en el mundo elíptico el uso de cualquier medida 

de riesgo homogénea-positiva e invariante bajo translaciones para clasificar riesgos 

o para determinar los pesos óptimos que minimizan el riesgo de un portafolio bajo 

la condición de que se obtenga un cierto rendimiento es equivalente al enfoque de 

:l\1arkowitz, en el que la varianza se usa como medida de riesgo. Medidas de riesgo 

alternativas, como podrían ser el VaRq o la esperanza condicional de la cola ESq1 

nos dan distintos valores numéricos, pero no tienen ningún efecto en el manejo de los 

riesgos. Esto se precisa en el siguiente Teorema. 

Teorema 2.5.5 Supongamos que X ~ En (/L, E, <1» con <7' [X,] < 00 para cada i. Sea 

p = { Z = t ",Xi I Ai E IR} 

el conjunto de portafolios lineales. Entonces es cierto lo siguiente: 
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1. (Subaditividad del VaR). Para cualesquiera dos portafolios ZI, Z, E P Y 0.5 :o; 

q < 1,v aR" (ZI + Z,) :o; VaR" (Z¡) + VaRq (Z,). 

2. (Equivalencia de la varianza y otras medidas de riesgo homogéneas positivas). 

Sea p una medida de riesgo de valores reales en el espacio de variables aleatorias 

de valores reales y que depende sólo de la distribuci6n de la var'iable aleatoria 

X. Supongamos que esta medida satIsface que, para>. ~ 0, p(>'X) = ,lp(X) (es 

decir, satisface la propiedad de homogeneidad positiva dada en (2.2)). Entonces. 

para ZI, Z, E Pp(ZI - E [ZI]):O; P (Z, - E [Z,]) "* ,,' [Z¡):O; ,,' [Z,] . 

.Y. (Portafolio de Markowitz que minimiza el riesgo). Sea p como E:H el punto 

anterior (2) Y supongamos que también es invariante bajo transalaciones, es 

decir, satisface que paro cualquier' a E IR, P (X + a) = P (X) + a. Sea 

el conjunto de portafolios que dan un rendimiento esperado r, EntancAs 

argminp (Z) = argmin,,' [Z]. 
ze& ZEl 

Demostración: 

La observación básica para la prueba de este Teorema es que (ZI, Z2}t tiene una 

distribución elíptica) por lo que Z¡, Z2 y ZI + Z2 también tienen distribuciones elíp-

ticas. 

(1) Sea tq el q-ésimo cuantil de la distribución estandarizada del tipo correspon-

diente. Entonces: 

VaRq(Z¡) E [ZI] +" [Z¡) tq, 



E [Z,J + a [Z,J tq, 

VaRq (Z¡ + Z,) = E [Z¡ + Z,J + cr [Z¡ + Z,J t,. 

Puesto que cr [Z¡ + Z,J :5 cr [Z¡J +" [Z,J y tq 2: O, se tiene que 

VaRq(Z¡ + Z,):5 VaRq(Z¡) + VaRq(Z,). 
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(2) Puesto que Z¡ y Z2 son v.a. del mismo tipo, debe e.-xistir a > O tal que 

Z¡ - E [Z¡J ~ a (Z, - E [Z,]). Se sigue entonces que 

p(Z¡-E[Z¡J) :5p(Z,- E [Z,]) ... a:51"',,'[Z¡J :5 ,,'[Z,J. 

(3) Se sigue del punto anterior y del hecho de que se optimiza sobre portafolios 

con la misma esperanza .• 

Este teorema muestra que en el mundo elíptico el portafolio de Markowitz que 

minimiza la varianza, minimiza también otras importantes medidas de riesgo, como 

el Valor en Riesgo (VaR) y la Esperanza Condicional de la Cola (ES). 

Hasta aquí hemos presentado una introducción al concepto de medida de riesgo, 

así como las definiciones de tres medidas de riesgo muy utilizadas en la práctica: la 

Varianza, el Valor en Riesgo y la Esperanza Condicional de la Cola. También hemos 

visto las características de estas medidas de riesgo y hemos ilustrado con ejemplos los 

problemas que pueden surgir al utilizar el VaR y la Varianza fuera del mundo elíptico. 

Sin embargo, nuestro interés principal es el uso de las medidas de riesgo para 

"medir)) eventos extremos, los cuales generalmente se nos presentan a través de ob

servaciones del mundo real. Esto ocasiona que no siempre conozcamos exactamente la 

distribución que siguen estos datos. En el siguiente Capítulo veremos cómo podemos 

abordar este problema, utilizando la teoría expuesta en el Capítulo 1 (Preliminares). 



Capítulo 3 

Medidas de Riesgo y Valores 

Extremos 

El riesgo por eventos extremos está presente en todas las áreas de la administración 

de riesgos. Ya sea que nos interese el riesgo de mercado, de crédito, operacional o de 

seguros, uno de los mayores retos para el administrador de riesgos es la implementa

ción de modelos en los que se consideran los eventos raros y dañinos, haciendo posible 

la medición de sus consecuencias. 

Cualquiera que sea el tipo de riesgo que se esté considerando, el enfoque que 

usaremos será el mismo: intentaremos modelarlo de tal manera que se contemple la 

posibilidad de un resultado extremo. Utilizando ese modelo, trataremos de medir 

el riesgo con una medida que proporcione información acerca del resultado extremo. 

Puesto que tratamos de medir riesgos extremos, usaremos como medidas de riesgo el 

VaR y la Esperanza Condicional de la Cola (ES), pues ambas medidas de riesgo inten

tan describir la cola de una. distribuci6n de pérdidas. Com? hasta ahora, tomaremos 
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a las pérdidas como números positivos y a las ganancias como números negativos. 

Ejemplo 3.0.6 Supongamos que una compañía aseguradora tiene los datos Xl) X2, "0' X fI , 

que son reclamos de seguro por incendio en un periodo de tiempo espedfico. Depen

diendo del tipo de incendio que ocasionó 108 reclamos, pod1'Ía o no justifica1'se una 

condición del tipo ¡~¡, ",)xn provienen de una muestra i.i.d. Xl, ,,,,XIl con fd. F", 

Supongamos que sf es posible imponer esta condición. Supongamos también que ne

cesitamos poner precio a un contrato de seguros para pérdidas excesivas; es claro que 

muy pocos de nuestros dalos entrarán en el intervalo que hemos caracterizado como 

perdidas excesivas. Si ajustamos la forma paramétrica de una distribución a todo el 

conjunto de datos, lo más seguro es que no se ajuste particularmente bien a esta área 

de la cola en que los datos son escasos. La compañía aseguradora tiene entonces dos 

opciones: puede decidir no hacer el contrato de pérdidas excesivas por tener poca ex~ 

periencia en ese tipo de pérdidas; o bien, si desea vender el contrato, debe obtener un 

buen estimado de la distribución en el área de la cola. 

Para resolver este problema, la compañía puede usar los métodos -basados en 

--la Teoría de Valores Extremos (TVE)- que se introducen en este capítulo. Estos 

métodos nos ofrecen buenos modelos para explicar los eventos extremos que han 

ocurrido en el pasado y, si bien no predicen el futuro COn certidumbre, si nos dan 

una idea bastante aproximada de la frecuencia y magnitud que podrían tener los 

eventos extremos en el futuro. Hay que señalar que la estimación fuera del rango 

de los datos, como la requerida en el ejemplo RJlt8FiSF, Bélo w posible si Sé Imponen 

restricciones adicionales al modelo. No existen técnicas mágicas que proporcionen 
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resultados confiables a cambio de nada. 

Sean Xl, X2, ... variables aleat.orias idénticamente distribuidns, con función de 

distribución F desconocida. Estos riesgos aleatorios pueden representar cualquiera 

de las siguientes: 

• Rendimientos (negativos) diarios de un activo o portafolio financiero: pérdidas 

y ganancias. 

• Rendimientos de mayor o menor frecuencia. 

• Pérdidas operacionales. 

• Reclamaciones catastróficas en seguros. 

• Pérdidas de crédito. 

• Niveles de agua de un río. 

Además, pueden representar riesgos que podemos observar directamente o riesgos 

que debemos simular mediante un procedimiento Monte CarIo, debido a la dificultad 

de obtención de los datos. Hay situaciones en las que, a pesar de que se lleva a cabo 

una simulación a partir de un modelo estocástico conocido, la complejidad del sistema 

es tan grande que no conocemos exactamente cuál es la distribución de pérdidas F. 

Confiamos en los resultados para sumas (que incluyen a la distribución Normal) 

las distribuciones a-estables y el movimiento Browniano) cuando querernos mode

lar/poner precio/determinar el tamaño de las reservas de fenómenos aleatorios ba· 

sados en promedios. De la mi~ma manera} confiamos en las técnicas esLadísticas 
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basadas en estas herramientas cuando se aplican para estimar el comportamiento de 

la distribución "no muy lejos" de la media. Sin embargo, hay ocasiones en que nos 

interesan los extremos; en estos casos, los resultados para máximos son una herra

mienta que se adapta mejor que los resultados para sumas a los datos de eventos 

extremos. Considérese el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 3.0.7 Se dice que dentro de un cierto portafolio las reclamaciones se como 

portan como una distribución exponencial con media 10 (millones de pesos). Se han 

observado ya 100 reclamaciones de este tipo, siendo la pérdida más grande 50. ¿ To

davía podemos creer en este modelo? ¿ Y si la pérdida más grande hubiera sido 1 DO? 

Solución: 

La suposición básica es que 

P(M100 > x) = 1- (P(X, :5 x))'oo = 1 - (1 _ e-;'o) 100 

De aquí se obtiene 

P(M,oo 2: 50) = 0.4914 

P(MI(XJ 2: 100) = 0.00453 

Sin embargo, en vez de hacer los cálculos exactos que acabamos de llevar a cabo, 

consideremos el siguiente argumento asintótico. Primero, para toda n > 1 Y x E IR, 

P (~; -logn:5 x) = P (Mn :5 10(x + logn)) 
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= l-e 10 ( -(""+'''''"'))" 

1--( e-X )" 
elogn 

( e-X)" 1--
n 

de modo que 

hmP --logn:Sx =e' =A(x) . (M" ) _ -. 
n--oo 10 

Así, podemos usar la apro.,,<imación 

para obtener 

P(M100 :> 50) '" 0.4902 

P(Mwo :> 100) '" 0.00453 

que es muy similar a lo obtenido con los cálculos exactos que realizamos. 

El punto importante aquí es que si nos hicieran esta misma pregunta en un caso en 

el que tuviéramos mucha menos información específica acerca de F(x) = P(X¡ :oS x), 

podríamos aplicar TVE para poder proceder. 

A continuación se proporciona una breve descripción del contenido de este ca-

pítulo. En la Sección 3.1 se mencionan dos diferentes tipos de modelos para medir 

riesgos extremos que pueden construirse con base en la TVE: el Modelo de Picos so-

bre el Umbral (POT) y el Modelo de Máximos de Bloque; asimismo, se dan algunos 

ejemplos para cuya solución e3tos modelos resultan de gran utilidad. En la Sección 
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3.2 se expone el Modelo de Picos sobre el Umbral en el que, utilizando el Teorema 

Gnedenko-Balkema-Pickands-de Haan (TGBPdH) (ver Teorema 1.4.7), se aproxima 

la distribución de exceso Fu por encima del umbral u mediante una Distribución Pa

reto Generalizada (DPG). Aquí vemos, paso a paso, cómo obtener los estimadores 

necesarios (el de la distribución de exceso, el de la cola de la distribución y el del 

V aRq) para finalmente obtener el estimador de la esperanza condicional de la cola 

ESq • Se proporciona, asimismo, el Estimador de Má."Cima Verosimilitud (EfvlV) como 

una opción para obtener los estimados de los parámetros de la DPG. La Sección 3.3 

está dedicada al Modelo de Má.'Ximos de Bloque. Este modelo utiliza el Teorema de 

Fisher-Tippet (ver Teorema 1.2.13) para justificar el ajuste de una Distribución de 

Valores Extremos Generalizada (VEG) a los má.ximos por bloque de la distribución 

subyacente desconocida. Puede entonces calcularse una especie de cuantil, conoci

do corno el nivel de retorno, que puede usarse para obtener estimaciones del VaRq . 

Puesto que la parte estadística se encuentra asociada también al Modelo de Máximos 

de Bloque, en la Sección 3.4 se ofrecen tres técnicas para estimar los parámetros de 

la distribución VEG: el Estimador de Máxima Verosimilitud (EMV), el Estimador de 

Hill (EH) Y el Estimador Deckers-Einmahl-de Haan (EDEdH); al mismo tiempo, se 

hace mención de algunas de las propiedades de cada uno de ellos. 

En este Capítulo no se presentan ejemplos que ilustren detalladamente la aplica

ción del Modelo de Máximos de Bloque o del Modelo de Picos sobre el Umbral porque 

ambos modelos se utilizarán en el Capítulo 4 para el análisis de datos reales. 

La twIfa y ejemplos de este capítulo pueden €nwntrdIre en [fij, [17], [lBL [Bl y 

[7]. Otras referencias son [16], [19], [5] Y [23]. 
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3.1 La TVE puesta en acción 

Crear un modelo para un riesgo implica seleccionar una distribución particular. Para 

hacerlo apropiadamente es necesario, además de utilizar datos hist.óricos, tener UIla 

base teórica que fundamente la elección de la función de distribuci6n. Esta base 

teórica es, en nuestro caso, la Teoría de Valores Extremos. 

Consideraremos dos tipos de modelos para valores extremos. El grupo de modelos 

más antiguo es el de los Modelos de Máximos de Bloque, que son modelos para las 

mayores observaciones recolectadas de grandes muestras de observaciones idént.ica-

mente distribuidas. Por ejemplo, si anotamos cada hora o diariamente las pérdidas 

y ganancias de un instrumento o grupo de instrumentos financieros particulares, el 

método de máximos de bloque nos proporcionaría un modelo que pudiera ser ade-

cuado para el máximo trimestral o anual de tales observaciones. Podemos ver una 

posible aplicación para este método en la definición de pérdidas acentuadas1 que se 

presenta en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 3.1.1 Los grandes bancos se están interesando por los métodos actuariales 

para determinar el tamaño de sus reservas y así poder protegerse contra pérdidas 

crediticias futuras. As!, 8wiss Bank Corporation diseñó el ACRA (Actuarial Credit 

Risk Accounting) para la administración de riesgos. En su estructura de medición de 

riesgos, utilizan las siguientes definiciones para pérdidas: 

• Pérdidas Esperadas: Son las pérdidas que debe suponerse que ocurrirán conti-

nuamente como consecuencia ue participar en cierto tipo de negocios. 
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• Pérdidas Inesperadas: Son las pérdidas inusuales, aunque predecibles, que el 

Banco debe ser capaz de absorber en el curso normal de su negocio . 

• Pérdidas Acentuadas: Son las situaciones posibles, aunque improbables, que el 

Banco debe poder sobrevivir. 

La TVE permite cuantificar las fronteras entre estos distintos tipos de pérdidas, 

lo que el Banco utiliza para determinar qué tipo de recursos (ganacias, reservas o 

capital contable) son los que deben utilizarse para cubrir cada una de sus pérdidas. 

Un grupo de modelos más moderno es el de los modelos de Picos Sobre el Umbral 

(POT; Peak.s Over Threshold), que son modelos para todas las observaciones (gran

des) que exceden un umbral alto. Los modelos POT se consideran en general más 

útiles para aplicaciones prácticas, debido a que usan más eficientemente los datos de 

valores extremos, que a menudo son limitados. 

Dentro de la clase de los modelos POT pueden distinguirse dos estilos de análisis. 

Existen los modelos semi-paramétricos, construidos alrededor del estimador de Hill y 
~~~--- - --- -

sus similares; y los modelos completamente paramétricos, basados en la Distribución 

de Pareto Generalizada (DPG). Si bien ambos enfoques están justificados te6ricamen-

te y son útiles en la práctica cuando se utilizan de manera correcta, en este trabajo 

utilizaremos los modelos paramétricos. Con ellos se obtienen fórmulas paramétricas 

sencillas de medidas de riesgo extremo para las cuales es relativamente fácil dar esti-

TQ'9cion~ Q€ll €lJ:I'9F estaaístise Htili~aHEl8 lttS téeniee:s €le iftfereneia máxhn..,. .closfmil. 

Recordemos que nuestras medidas de riesgo extremo están definidas en términos 
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de la distribución de pérdidas F. Tenemos que, para q E [0.95, 1) , 

VaR, = F- (q), 

ES, = E [X IX> VaR,] , 

donde la restricción para los valores de q conforme al capítulo anterior se debe a que 

ahora nos interesan los riesgos extremos, lo que nos sitúa en la cola de la distribución. 

Al igual que nos ocurre con F, VaRq y ESq son cantidades teóricas que nunca 

conoceremos. Nuestra meta en la medición de riesgos es obtener estimadores ~ 

y ES, de estas medidas. 

3.2 Modelo de Picos Sobre el Umbral (POT) 

La meta del modelo POT es obtener un estimador de la esperanza condicional de 

la cola ESq ) para q E (0.95,1). Para ello, se usa el Teorema Gnedcnko-Balkema· 

Pickands-de Haan (ver Teorema 1.4.7) para aproximar la distribución de exceso Fu 

por encima de un umbral determinado ti mediante una DPG. Una vez que se tiene el 

estimador de la distribución de exceso, es fácil reformular las expresiones en términos 

de la cola F de la distribución y, puesto que el VaRq es un alto cuantil de la distribu

ción, éste puede obtenerse invirtiendo la fórmula para el estimador de colas. Podemos 

entonces proceder a estimar el valor de ESq, utilizando la relación que, como vimos 

en la Sección 2.4, existe entre la esperanza condicional de la cola y el VaRq : 

ES, = VaR, + E [X - VaR, IX> VaR,]. 

Estos pasos se explican detalladamente a .continuación. 
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Supongamos que X,X¡"",Xn son i.i.d. con f.d. FE DAM(lld para algún 

En general, supondremos que la distribución Ji' subyacente es ulla distribución 

con extremo derecho infinito, es decir, que permite In posibilidad dc que ocurran 

pérdidas arbitrariamente gTandes, aún cuanclo atribuye probabilidades insignificantes 

a los resultados irrazonablemente grandes, como lo hacen la distribución normal y la 

distribución t-student. Sin embargo, también puede darse el caso de que se utilice F 

con extremo derecho finito. Un ejemplo de esto es la distribución Beta en el intervalo 

[0,1], que asigna probabilidad cero a los resultados mayores que 1 y que podría usarse, 

por ejemplo, como la distribución de pérdidas de crédito expresadas en proporción a 

la e.xposición. 

Empezamos por elegir un umbral u y denotamos 

Nu = card{i: i = 1,""",n, Xi> u} 

el número de excesos de u por parte de XI, """, Xn " Denotemos a los correspondientes 

excesos Yi, """, Y;v .. " 

En el Capítulo 1 (ver 1.41) hemos definido la distribución de pérdidas excesivas 

por encima de un umbral alto u mediante 

Fu (y) = P IX - U ::; Y IX> uJ = P IY ::; y IX> uJ, O::; Y < XF - U (3.1) 

La distribución de exceso representa la probabilidad de que una pérdida exceda el 

umbral !t pOi a lo más Ulla cantidad V, dado que S<XbC111W que ha excedido el umuIUl. 

Es muy útil notar que la distribución de exceso I~ puede escribirse en términos de la 
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distribución F subyacente: 

F(u+y) = F(u)F.(y). (3.2) 

Recordemos ahora la definición de la Distribución Parcto GCIlcrali'l .. ada (DPG): 

una DPG está dada por 

( 

I - (1 + ~x/ (3fl/' si 
C,,~ (x) = 

. l-exp(-x/(3) si 

UO, 

,= O, 

donde (3 > O, Y donde x 2: O cuando ~ 2: O Y O S x S -(3/~ cuando ~ < O. De aquí, 

es claro que la cola de una OPG G(,13 con parámetros ~ E IR Y ,[1 > O es 

donde 

_ ( (1 + ~X/(3fl" si 
C"B (x) = 

exp (-x/(3) si 

UO, 
x E D(C6). 

~ = O. 

si ~;::: O, 

(

[0,00) 
D(U)= 

[O, -(3/~1 si ~ < O. 

(3.3) 

El Teorema Gnedenko-Balkerna-Pickands-de Haan nos dice que si Xl, ... ,Xn son 

¡.i.d. con f.d. FE DAM(He), e E IR, entonces existe una función j3 : IR+ -1' IR+ tal 

que 

lim sup IF. (x) - C"B(') (x)1 = O. 
ut:t:F O<z<xp-u 

(3.4) 

Basándonos en este resultado límite para Fu(y), podemos pensar en la siguiente 

aproximación para valores grandes de ti: 

F. (y) '" C"B(') (y). (3.5) 

Es importante notar que que (3 es una función del umbral u. En la práctica, u debe 

tomarse suficientemente grande. Dado un valor (grande) de ti, e y (3 = (j(u) se estiman 

a partir de los datos de excesos, por lo que los estimados resultantes dependen de u. 
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La relación (3.2) nos deja ver un método para estimar la cola de F mediante la 

estimación, por separado, de Fu (y) y F(u). Un estimador natural para F(u) está 

dado por la r.d. empírica 

(~) - l~ Nu 
F(u) = Fn{u) = ñ ¿ l{x.>u) = -;;-. 

i=l 

Esto está justificado por el Teorema de Glivenko-Cantelli (ver Apéndice C), que nos 

dice que la función de distribución empírica es una aproximación uniforme a la ver-

dad era función de distribución. 

Por otra parte, la aproximación de la distribución de exceso mediante una DPG 

dada eu la relación (3.5) -la cual podernos utilizar porque u es grande- motiva un 

estimado de la forma 

(3.6) 

pam ~ = ~Nu y ,8 = :eN .. apropiados. En el Apartado 3.2.1 se mencionará un método 

para obtener estos estimadores de los parámetros de la DPG. 

Una pregunta que surge en este momento es ¿por qué no utilizamos el estimador 

empírico (o, dicho de otra manera, el método de Simulación Histórica) para estimar 

toda la cola de F, es decir, F(x) para toda x 2::: u? La respuesta es que la Simulación 

Histórica (SH) es un método bastante pobre en la cola de la distribución, pues los 

datos se vuelven escasos. Al fijar el umbal en u estamos considerando que se tienen 

suficientes observaciones que exceden a U como para permitir que obtengamos un 

estimado razonable de F(u) a través de SH, pero para niveles más altos el método 

y::r Ín demasiado poco confiable. 

Al sustituir nuestro estimado de F(u) obtenido por SR, junto con el estimado 
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sugerido por (3.6), se obtiene el estimado de la cola F (u + y) : 

- N ( _y)-l/{ 
(F(u+ y )) = n

U l+~~ y> O. (3.7) 

Este estimado puede verse como un tipo de estimado por SR aumentado con TVE 

y puede construirse siempre que creamos que los datos vienen de una distribución 

común, aunque sus propiedades estadísticas se entienden mejor en las situaciones en 

que los datos se suponen independientes o sólo "levemente dependientes" . 

Es fácil notar que F (u + y) es también una Distribución Pareto Generalizada 

(DPG) con el mismo parámetro de forma ~, pero con parámetro de escala ?3 

¡J (1 - F (u))' y parámetro de localización v = v - ~ [(1 - F (uJr' - 1] /~. 

Lo que estamos haciendo es extrapolar al área en que los datos se vuelven escasos 

y son, por tanto, una guía poco confiable para su distribución. 

En los casos Fréchet y Gumbel (~2: O), la restricción para el dominio en (3.7) es 

y 2::: O, enfatizando el hecho de que estimarnos F en la cola superior (o cola derecha). 

Ahora, dada una probabilidad q > F (u) , lo único que necesitamos para obtener 

el estimador VaR; de VaRq es invertir la fórmula (3.7) del estimador de colas. Así, 

F(u+y) 

n 

de donde 

=y (3.8) 

Sea x = u+y. Entonces, al hacer F(u + y) = F(x) ~ 1- q se tiene que x = y+u ~ 

VaR;, y al sustituirlo en (3.8) se obtiene la fórmula de estimación del VaRq: 

(3.9) 
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En lenguaje estadístico estándar, éste es el estimador de un cnant.il, donde el 

cuantil es un parámetro desconocido de una distribución subyacente desconocida. 

Más aún, si E < o, un estimado del ext.remo derecho XF de F está dado por 

Esta relación se obtiene haciendo XF = x) (es decir, q = 1) en la relación (3.9). 

Como dijimos antes, la meta del método POT es la obtención de un estimado de 

la Esperanza Condicional de la Cola (ES). Tenemos, además, que ES y VaR están 

relacionados mediante la expresión 

ES, = VaR,+ E[X - VaR, IX> VaR,]. 

Es fácil notar que el término E [X - VaRq IX> VaRq] es simplemente la espe-

ranza de la distribución de exceso FVaRq(Y) por encima del umbral VaRq. Además, 

nuestro modelo (3.5) para la distribución de exceso por encima del umbral u tiene 

la propiedad de que, para umbrales más altos VaRq con q > F (u) la distribución 

de exceso por encima de este umbral más alto es también una DPe con el mismo 

parámetro de forma, aunque con escala distinta. Esto se demostró en el Teorema 
~~-

1.4.7, Y un argumento alternativo es el siguiente: si suponemos que los excesos sobre 

el umbral u tienen distribución DPG, es decir, (X - u 1 X > u) '" Ce,PI basta notar 

que para VaRq > u podemos escribir 

X - VaR,lX > VaR,= (X-u)- (VaR,-u) I (X-u) > (VaR,-u), 

de donde es fácil ver que 

FVoR, (y) '" G~,H((vO",-U) (y). (aJO) 
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La ecuación (3.10) nos proporciona un modelo explícito para las pérdidéL'i de exc~o 

por encima del VaRq . Con este modelo podemos calcular muchas de las caradcríst.ic(\:¡ 

de este tipo de pérdidas; por ejemplo, si notamos que (para ~ < 1) la función media de 

exceso de la distribución dada en (3.10) es ({3 + ~ (VaR, - u)) / (1 - ~) (ver Tabla en 

la Sección 2.4 para e(u) de una OPG), podemos calcular el estimado de la esperanza 

condicional de la cola. Se obtiene que 

ES, VaR,+e(VaR,) 
_ í3+~(VaR.-u) 
VaR,+ _ 

1-~ 

VaR, í3 - ~u ---+----. 
1-~ 1-~ 

Reacomodando, tenemos 

(3.11) 

Vale la pena examinar esta razón más detenidamente en los casos en que la dislribu-

ción subyacente tiene un extremo derecho XF infinito. En este caso la razón queda 

mayormente determinada por el factor 1/ (1 -~) . El segundo término del lado de

recho de (3.11) se vuelve insignificantemente pequeño conforme la probabilidad q se 

va acercando más y más a 1. Esta observación asintótica subraya la importancia 

del parámetro de forma ( en la estimación de la cola, pues ffi este parámetro el que 

determina cómo difieren nuestras dos medidas de riesgo en las regiones extremas de 

la distribución de pérdidas. 

Ahora que obtuvimos un ffitimado de ES, debernos subrayar que nunca debe 

hacerse el análisis para un único valor de u. De hecho, es rec~mendable hacer gráficas 
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para comparar las estimaciones resultantes a través de un amplio rango de valores de 

u. La mayoría de las gráficas exhibirán una conducta de este tipo: gran variabilidad 

para valores grandes de u (pocas observaciones) contra sesgo para valores pequeños de 

u (muchas observaciones pero, al mismo tiempo, puede no ser válida la aproximación 

(3.5)). En el Capítulo 4 veremos algunas técnicas gráficas que pueden ayudarnos a 

elegir un valor adecuado para u. 

Tenernos entonces que, para la utilización del método POT, necesitamos: 

• Un umbral u suficientemente alto . 

• Estimados ~ y fj para la DPG. 

Ya hemos comentado sobre las dificultades para elegir un umbral ,óóptimo". A con-

tinuación presentamos uno de los métodos más conocidos para obtener los estimados 

de los parámetros de la D PG. 

3.2.1 

tras de la DPG 

En la relación (3.6) se hace necesaria la obtención de estimados de los parámetros 

de la DPG con la que se aproximará la función de distribución de exceso Fu por 

encima del umbral u. Uno de los métodos para obtener estos estimados es usando el 

Estimador de Máxima Verosjmjlitlld (EMV) el ella! se presenta enseg:lljda 

Partimos de datos X = (Xl! ... , Xn ) ¡.i.d. con Ld. F. Suponernos que F es una 
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DPG con parámetros E. y {j, de manera que su densidad f es 

1 ( x)-t- I 

¡(x) = -p 1 H-p xE D(UJ) , 

donde D (~, f]) está dado en (3.3). 

La función logarítmica de verosimilitud e:; igual a 

Nótese que los argumentos de esta función deben satisfacer la restricción Xi E D (E.,!3). 

Ahora, las ecuaciones de verosimilit ud pueden derivarse y resolverse numéricamente, 

dando corno resultado los El\1V en y 8n . El método funciona bien si E. > -1/2 y, en 

este caso, puede probarse que 

donde 

( 1 + ~ -1) M- 1 = (1+.;) 

-1 2 

y N(j1., E) denota una distribución normal bivariada cuya media es el vector J.l. y 

con matriz de covarianzas E. Se dan las propiedades usuales del EMV, es decir, la 

eficiencia y la consistencia. 

Debido a la relación (3.5), resulta más realista el suponer un modelo DPG para 

los excesos Yi, ... , YN , donde N = Nu es independic?te de las Y¡. Las ecuaciones 

condicionales de verosimilitud que resultan se resuelven más fácihnente mediante la 

repaxametrización (~, f]) ~ (~, T) , donde T = -Uf]. Esto nos da la solución 

N 

~ = ~(T) = W l ¿ln(1-TY;), 
i=l 
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donde T satisface 

1 1(1 )~Y; h(r)=-+N =--+1 0-1 Y. =0. 
r ~(T) ;=) -r; 

La función h(T), definida para T E (-00, max (YI , ... , YN)) es continua en O. 

Tenemos pues ya un método, llamado Picos Sobre el Umbral (POT), que nos 

permite calcular los estimados de dos importantes medidas de riesgo (la ES y el 

VaR), utilizando una aproximación de la función de excesos Fu mediante una DPG. 

En la siguiente sección se presenta el modelo de Máximos de Bloque, el cual nos 

permitirá obtener estimados del VaRo 

3.3 Modelo de Máximos de Bloque 

Consideremos una muestra Xl, ,,,,Xn de v.a.i.i.d. con f.d. F E DA1\! (H{) para 

algún ( E lIt Sea O < p < 1 Y sea xp el p-cuantil correspondiente. Todo el sentido de 

requerir la condición F E DAM (H,;) es el poder estimar cuantiles fuera del rango de 

los datos, es decir, p > 1 - l/no Por supuesto, esto último es equivalente a encontrar 

estimadores=para la cola F(x) para=x~grande. 

Ejemplo 3.3.1 Un conjunto de datos muy conocido en TVE es el del caudal del 

rio Nidd en Yorkshire, Inglate7Ta. El conjunto básico está integrado por 154 obser-

uaciones de caudales por encima de los 65 CU MEeS durante el periodo de tiempo 

comprendido entre 1934 y 1970. Los hidrólogos prepararon los datos utilizando una 

datos. Aunque el conjunto completo contiene una serie de valores para cada año, para 
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el primer análisis se consideran solamente los máximos anuales. De esta manero, se 

evitan la dependencia intra-anual y resulta válido suponer que los datos XI, "., X35 son 

observaciones de una sucesión X 1 , ••• ,X35 de v.a.i.i.d. con distribución de valores 

extremos H. Queremos contestar preguntas como: ¿ Cuál es la probabilidad de que el 

nivel máximo de agua del año próximo exceda un nivel x? ¿ Cuál es la p1'Obabilidad 

de que el nivel máximo de agua del año próximo exceda todos los niveles anterior'es? 

¿Cuánto tiempo (en años, digamos) esperamos que pase antes de que se dé un cierto 

nivel (elevado) de agua? 

Es claro que el poder responder estas preguntas depende de lo que sepamos acerca 

de la f.d. Hf.. Para ello será de gran utilidad el Teorema de Fisher-Tippet, que 

recordamos a continuación. 

Sean X})X2 ) ••• )Xn v.a.i.i.d. con función de distribución F, y sean (an),(bn) su-

cesiones de constantes tales que para alguna distribución límite H no degenerada se 

tiene 

pn (a"x + bn) = P (Mn;:. bn :S x) ~ H(x), x E IR. (3.12) 

Entonces H es del tipo de la Distribución de Valores Extremos Generalizada (VEG), 

es decir, H (x) = H( «x - 1') la) , donde 

¡ exp (- (1 + ~x)-t) 
H¡(x) = 

exp (_e-X) si ~ = O 

Este Teorema es la base toorica que necesitamos para el modelo de máximos de bloque, 

pues sugiere ajustar una distribución VEG a los datos de máximos muestrales, siempre 

que podamos conseguir ese tipo de datos. 
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Para implementar un análisis de pérdidas acentuadas basado en el modelo de 

máximos de bloque se requiere muchísima información, ya que debemos definir blo-

ques y reducir los datos a máximos de bloque solamente. Supongamos que se tienen 

datos de rendimientos (negativos) diarios, los cuales se dividen en k grandes bloques 

de tamaño aproximadamente igual; por ejemplo, podemos tomar bloques anuales o 

semestrales. Sea M~j) = max (X~j) , x~j), "', xii») el máximo de las n observaciones 

que integran el bloque j-ésimo. No conocemos la distribución subyacente de nuestros 

rendimientos, pero hacemos uso del Teorema de Fishcr-Tippet: empleando el método 

de máxima verosimilitud (o algún otro método para estimar los parámetros de la 

f.d. VEG), ajustarnos la distribución de VEG a los datos de los máximos de bloque 

M~l» M~2), ... , I\.1~k). Esto es, suponemos que el tamaño de nuestros bloques es sufi-

cientemente grande como para que el resultado límite del Teorema de Fisher-Tippet 

pueda tomarse como aproximadamente e.xacto. ASÍ, tendríamos que existen Un > O, 

bn E IR tales que, para algún ( 

-~AhOIa, haciendocy_= anx + bn,"se-obtiene= 

P{Mn :o; y} '" HE (Y:nb
n

) 

= HE,' .. "" (y). 

Esto nos muestra que las constantes normantes a n y bn se encargan de los parámetros 

de localización y escala (p.. y a) de la distribución VEG. El parámetro crucial es 

el pltlámcho de founa (. En la Sccei6h 3.4 Be l'reseBtan algunas métss86 flaFa ID 

estimación de (. 
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Para un análisis completo debemos intentar con diferentes tamaños de bloque y 

comparar los resultados. Al definir apropiadamente los períodos de tiempo (es decir, 

los tamaños de los bloques) creamos independencia en el modelo. Así, podemos 

suponer que nuestros datos constan de n observaciones de máximos ¡.i.d. que tienen 

exactamente una distribución VEG Ro = Hé,J.',I]' 

La definición usual del q-ésimo cuantil de una distribución con f.d. F es 

X q = F~ (q). (3.13) 

Consideraremos una especie alternativa de cuantil que es particularmente fácil de 

estimar a partir de nuestro modelo ajustado: el nivel de retorno. Este es un concepto 

tomado de la hidrología que resulta útil en la administración de riesgos. 

Supongamos que consideramos un modelo de máximos anuales. Definimos el nivel 

de retorno de k-años R365,k mediante 

P [M365 > R365,.J = l/k, k > 1. 

Este es un nivel que esperaríamos que fuera excedido solamente en un aíio de cada 

k años, en promedio. De manera similar, Rn,k es un nivel que esperamos que sea 

excedido en un n-bloque (es decir, un bloque de tamaño n) de entre cada k n-bloques, 

en promedio. En general, el nivel Rn,k de retorno k para bloques de tamaño n se define 

como 

1 
P {Mn > R",'¡ = k' (3.14) 

Llamamos períodos difíciles o acentuados a los n-bloques en que se excede el nivel de 

retorno. 
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De modo que si pensamos que los má.'Ximos de bloques de tammio n siguen la 

distribución VEG con f.d. Ht,p.,a. entonces Rn,k es una función de los parámetros de 

esta f.d.: 

Por tanto, podemos estimar Ro,k usando los estimadores de los parámetros (€, j-L, a), 

los cuales, como ya se mencionó, pueden obtenerse por el método de ? ... lá..xima Verosi-

militud o por algún otro método. 

El nivel de retorno es un cuantil particular de la distribución marginal asociado 

con una probabilidad particular. En los casos en que los datos son ¡.i.d. es fácil 

calcular esta probabilidad, puesto que de (3.13) y (3.14) se deduce que 

( 
1) I!n 

1- k = pl!n {Aln S Ro . .} = F(Ro .• ), 

lo que quiere decir que Rn,k = X(l_l/k)l!n.. El nivel de retorno de 20 años sería el 

cuantil 0.999859 Y el nivel de retorno de 10 semestres seda el cuantil 0.9994244. De 

manera similar, para calcular el cuantil 0.999 podríamos calcular el nivel de retorno 

de 6 semestres o de 11.5 trimestres, 

Si nuestros datos no son i.i.d., lo que podernos decir acerca de los niveles de retorno 

se vuelve vago. Sabernos que el nivel de retorno Rn,k se excede en promedio en un 

n-bloque de entre k n-bloques. Sin embargo, no sabernos cuántos excesos ocurrirán en 

ese n-bloque extremo o período acentuado en particular, puesto que esto dependerá 

de la propensidad de la serie a apiñonarse. En este sentido, Rn,k nos daría una idea 

de la freeueneia Ele les f18FÍSB9S BG9RtUBd9S, pero no de la verdadera frecllencia de los 

resultados extremos promediados a largo plazo. Si queremos información má.s precisa 



necesitamos conocer el índice e.xt.remo O de la serie, que nos indica qué tan propensa 

es la serie a formar "grupos". 

Alternativamente, en el lenguaje utilizado por los ingenieros, un evento de t-años 

relativo a una v.a. X con f.d. F corresponde al valor 

Su interpretación obvia es que, con probabilidad 1 - t- 1, el niyel Xt no será excedido. 

Con una formulación diferente, Xt es el cuantil superior (1 - t- 1) de F. Puesto que a 

través de los niveles de retorno podemos calcular cuantiles, entonces también podemos 

determinar e\'entos de t-aúos. 

Ejemplo 3.3.2 El 1 de febrero de 1953, varios diques se colapsaron en Holanda 

debido a una fuerte tormenta, la cual ocasionó severas inundaciones y la muerte de 

más de 1800 personas. El gobierno holandés nombr6 un Comiti. que debla determinar 

cuál deberla de ser la altura de los diques (en sus diferentes localizaciones) para evitar 

inundaciones futuras con una probabilidad suficientemente alta. Es decir, el gobie:m.o 

holandés pidi6 al Comité estimar las alturas de los diques que implicaran un evento 

de t-años, para t suficientemente grande. El Comité utilizó 166 observaciones del 

máximo nivel de agua registrado anualmente, tomando en cuenta una inundación 

compamble ocurrida en 1570, en la que el nivel del agua fue de NAP+4m, donde NAP 

es el Nivel Normal de Amstcrdam. La inundaci6n de 1953 correspondió a un nivel 

de NAP+3.85m. En base a estos datos, el Comité estimó que el cuantil (1 - 10-4) 

era NAP+5.14m. Es evidente que la estimaci6n de este tipo de evento de 10000-años 

requiere c.stimar mucho más allá del rango de los datos. La única manera de resolver 
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un problema de este tipo es haciendo suposiciones adicionale3 sobre el modelo, es 

decir, sobre la f.d. F de los máximos anuales. 

Ejemplo 3.3.3 Consideremos un tmtado de Exceso de Pérdidas (XL-Treaty). Para 

poner precio a estos tratados, la prioridad u típicamente se determina como un evento 

de t-años correspondiente a un reclamo específico con f.d. F, es decir, 

Si lleváramos a cabo un análisis por el método de A1áximos de Bloque, podríamos 

determinar la prioridad del tratado mediante el nivel de retomo. 

3.4 Estimación de los Parámetros para la distribu-

ción VEG 

En las secciones anteriores se expusieron dos métodos, basados en la TVE, que nos 

permiten obtener medidas de riesgo extremo. Estos modelos requerían la estimación 

de parámetros, en un caso de los correspondientes a la Distribución de Valores Extre

mos Generalizada (VEG); yen el otro, los de una Distribución de Pareto Generaliza

da (DPG). Vemos así que el problema estadístico está implícito en ambos modelos. 

Por ello, en esta sección se pre5entan tres estimadores: el de Máxima Verosimilitud 

(EMV) , el de Hill (EH) Y el estimador Deckers-Einmahl·de Haan (EDEdH). 

El EMV es extensamente utilizado en la práctica y sus propiedades han sido 

ampliamente in'e"3tigaaM. El EDEElH f~meiefta f18:f'a < E lR, misHtras ftUoe el EH gstiil 

diseñado sólo para ~ > o. Por otra parte, el estimador de Hill es una herramienta 
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muy popular para detectar colas pesadas y para estimar el índice 1/~ de una DPG 

para ~ > o. 

La pregunta sobre cuál estimador debería usarse en la práctica no tiene una res-

puesta definitiva. Todo depende de los posibles valores de ~ y de las propiedades 

precisas de la f.d. subyacente F. 

3.4.1 El Estimador de Máxima Verosimilitud (EMV) 

Supongamos que Ho tiene densidad ho. Entonces la función de verosimilitud basada 

en los datos X = (XI, ... ,Xn ) está dada por 

n 

L(O;X) = rr Izo (Xi) l{I+'(X;-")/u>O¡· 
i=l 

Denotemos mediante 1 (O; X) = In L (O; X) la función logarítmica de verosimilitud. El 

estimador de máxima verosimilitud (EMV) para () es igual a 

On = argmaxl (O; X), 
BES 

es decir, On = On (Xl, "', X n) maximiza l (Bj X) sobre un espacio apropiado de pa-

rámetros e. En el caso de Ho,lJ,u se obtiene 

~ {X-¡¡.} ~X-¡¡. 1((O,¡¡.,cr);X)=-nlncr-L.,exp --'- -L.,-'-. 
1=1 (f 1=1 (f 

Al diferenciar esta función con respecto a 11 y a (J' se obtienen las ecuaciones de 

verosimilitud en el caso Gumbel: 

° = n- texp {_Xi; ¡¡.}, 
l=l 

° n + t Xi; ¡¡. (exp { -Xi; ¡¡. } - 1) , 
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para las cuales no existe solución explícita. En los casos en que { =f:. O es necesario 

utilizar métodos numéricos. 

Las propiedades clásicas de regularidad del EMV son válidas siempre que { > 

-1/2¡ en estos casos) los estimadores (ZN
u

' aN .. ) , basados en una muestra de Nu 

e.xcesos sobre un umbral ti, tienen distribución normal asintóticamcllte. 

Específicamente, para un umbral ti fijo se tiene que 

[

( ),( (1+0' a(l+() )] 

a a(l +0 2a'(1 +~) 

cuando Nv. -- oo. Este resultado nos permite calcular errores estándar apro.ximados 

para nuestros estimadores de máxima verosimilit.ud. 

Dado que la mayoría de las disLribucioIle> que:se:: encucntnm dentro de los seguros 

y las finanzas tienen soporte no-acotado por la derecha (lo cual sólo es posible para 

{ 2. O), la técnica de EMV es un procedimiento útil y confiable en estos campos. 

3.4.2 El Estimador de HiJI (EH) para ~ = 0- 1 > O. 

Supongamos que XI, ... ,Xn son i.i.d. con Ld. F' E DAM (<Po}) o: > O, de manera que 

(ver Teorema 1.3.5) F (x) = x-o L (x), x > O para una función de variación lenta 

L. Las distribuciones con ese tipo de colas constituyen los ejemplos principales para 

modelar fenómenos de cola pesada. 

Un estimador natural para" es el Estimador de HiII (EH) 

-(JI) (1 ~ ) ".,n = k L., InXj,n - InX •. n 
}=1 

(3.15) 
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donde k = k(n) -+ 00 (es decir, usamos un número suficientemente grande de esta· 

dísticos de orden) y k(n) -t 00 (puesto que nos interesan las propiedades de la cola. 

debemos concentrarnos en los estadísticos de orden superior). 

Dijimos que EH es un estimador natural para a porque puede deriwu-se a partir 

de varios métodos, entre ellos el método del EMV: 

Supongamos por el momento que.X es una v.a. con f.d. F tal que para o: > 

o, P(X > xl = F(x) = x-a, x 2: 1. Entonces es inmediato que Y = InX tiene 

f.d. P (Y > yl = e-a" y 2: O, es decir, Y - Exp(a). De manera que el EMV de Q 

está dado por 

Una generalización trivial es F(x) = ex-a, x 2: u > 0, donde u. es conocida. 

Si interpretamos esta ecuación como completamente especificada, es decir, e = un. 

entonces inmediatamente obtenemos como EMV de o: 

(3.16) 

Si bien a menudo no tenemos la información paramétrica precisa que consideramos 

en estos ejemplos, si suponemos que nos encontramos en el DAM(q>aJ , podemos a su 

vez suponer que F se comporta como una f.d. Pareto por encima de cierto umbral 

conocido u. Sea 

K = card{i: Xi,TI > U, i = l, ... ,n}. (3.17) 

Condicionando con el evento {K = k}, la estimación de máxima verosimilitud de o: 

y C en F (x) = Cx-a se reduce maximizar la densidad (;oujunta de {X,I,:,n, ... , XI,n} , 
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donde 

( ) ni ( e _o)n-, (e' ') rr' -(0+1) 
!X¡,n, ... ,XIc,n XI, •• " Xk = (n _ k)! 1 - Xk o: i=l Xi ) U < Xk < o •• < Xl· 

Así, los EMV condicionales que se obtienen son 

(~i>(~~,n))-' = (~tlnXj,n-lnX"n)-1 
j=1 k,n j=1 

k a{H) 
-X Jo, ... 
n k,n . 

De esta manera, vemos que el Estimador de Hill tiene la misma forma que el EMV 

en el modelo exacto de (3.16), pero reemplazando la cantidad determinista u por el 

umbral aleatorio Xk,nl para K definida como en (3.17). 

Teorema 3.4.1 (Propiedades del Estimador de HilI) Supongamos que (Xn) es 

estrictamente estacionario con distribuci6n marginal F que satisface, para algún a > 

° y L E Ro, 

F(x) = P IX> xl = x-OL(x), x> O. 

Sea a(H) = ak~~) el estimador de Hill. 

(a) (Consistencia débil) Si k -+ <Xl, kjn --t O cuando n --t 00, entonces 

(b) (Consistencia fuerte) Si k/n -+ 0, k/lnlnn -+ ce cuando n -+ ce y (Xn) 

es una sucesi6n i.i.d., entonces 

..... (H) c.s. a --t 0:. 
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Observación 3.4.2 Pam obtener normalidad asint6tica se necesita hacer suposicio

nes de variación regular de segundo orden para F. Estas condiciones no pueden ser 

verificadas en la práctica. Generalmente, para la elecci6n de k se hace una gráfica de 

Hill 

buscando señales de estabilidad. 

Observación 3.4.3 El estimador de Hill es muy sensible con respecto a la dependen

cia entre los datos. Si se sabe que los datos son dependientes, deben aplicarse técnicas 

especiales pam poder obtener r'esiduaJes y aplicar entonces el estimador de Hill a los 

residuales. 

3.4.3 El Estimador Deckers-Einmahl-de Haan (EDEdH) para 

E E IR 

Una desventaja del Estimador de Hill es que está diseñado para F E DAM (1)0) (es 

decir, para F E DAM (H{) , ~ > O). Ya se mencionó que esta clase de modelos sirve 

para una gran variedad de aplicaciones en finanzas y seguros. Deckers, Einmahl y 

de Haan hicieron una extensión del Estimador de Hill, de manera que pueda cubrirse 

toda la clase ll" ~ E IR. En el Teorema 1.3.15 vimos que, para FE/) AM (1l.J ,~ < 0, 

el extremo derecho XF de F es finito; por simplicidad, ~upondremos que es positivo. 

Puesto que todas las condiciones para el dominio de atracción del máximo de H{ 

tienen alguna relación con la variación regular, éstas pueJeu reformularse para obtener 
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estimadores para todo ~ E IR. El Estimador Deckers-Einmahl-de Hnan está dado por: 

donde 

• 
H~l) = ~ L (In Xi,n -In Xk+1,n) 

j=1 

es el recíproco del estimador de Hill (modulo un cambio poco importante de k a k+ 1) 

y 

k 

H~2) = ~ L (In Xi,n - In Xk+l,n)2 . 
j=1 

Puesto que H~l) y H~2) pueden interpretarse como momentos empíricos. ~ también se 

conoce como el estimador de momentos de ~. 

En esta sección hemos expuesto varies métodos para estimar el parámetro de 

forma ~ de las f.d. en el dominio de atracción del máximo de una distribución VEG. 

Si bien el parámetro de forma ~ es el más importante, también es necesario estimar 

los parámetros de localización y escala. Las propiedades de los estimadores dados en 

esta sección dependen fuertemente de la conducta de orden superior de la cola F de 

la distribución subyacente. Desgraciadamente, esta conducta no puede verificarse en 

la práctica. 

Se ha visto que la determinación del número k de estadísticas de orden superior 

que se usarán es un punto delicado del planteamiento. En general es conveniente 

hacer una gráfica de Hill (o relacionada), buscando una tendencia hacia la estabilidad 

(w dccd, una Huta medianamente hOíizonttd) a tImé" de .Mies mIeFes se k. Es 

preferible elegir a k dentro de esa región .. 



141 

Es muy importante rec.."dcar que nunca debe hacerse una solo estimación. Siem

pre deben calcularse y graficarse los estimadores de las cantidades relevantes (de los 

cuantiles, digamos) en un amplio rango de valores de k. 

Para los datos de (rea)seguros normalmente es fácil notar que se trata de datos de 

cola pesada, cuya cola tiene una conducta muy similar a la Pareto desde valores de x 

relativamente bajos. Esto no es tan evidente en el mundo financiero, debido a que los 

datos financieros presentan una estructura de dependencia más complicada. Por esta 

razón, cualquier análisis que se realice debe apoyarse en técnicas exploratorias para 

el análisis de los datos. En el siguiente Capítulo veremos algunas de estas técnicas. 

Hemos visto dos modelos matemáticos para la obtención de medidas de riesgo para 

valores extremos: el modelo de Picos sobre el Umbral y el modelo de Má.ximos de 

Bloque. Al utilizar un modelo matemático intentamos utilizar la herramienta correcta 

para deducir conclusiones con base científica de los datos. Sin embargo, también es 

muy importante que los datos se reporten de manera correcta y que las respuestas 

que intentamos obtener del modelo siempre tomen en cuenta las suposiciones en que 

este modelo está basado. Contamos ya con la TVE, que es una base teórica confiable. 

Sin embargo, el mundo real nos informa acerca de los eventos extremos a través de 

datos estadísticos, tales como grandes reclamos de seguros, niveles de agua de los 

ríos, grandes caídas (o incrementos) de los valores del mercado accionario durante un 

período detreminado de tiempo, niveles extremos de indicadores ambientales como el 

mono o el monóxido de carbono, la velocidad del viento en algún lugar, la altura de 

las olas durante una tormenta o los valores máximo y mÚlimo de rendimiento de un 

portafolio. 
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Siempre existirán varios niveles de incertidumbre al realizar análisis de datos. El 

primer nivel es la incertidumbre en los paxárnetros. Incluso cuando se cuenta con datos 

abundantes y de buena calidad, e incluso con un buen modelo, los estimadores de los 

parámetros están sujetos a un error estándar. Obtenemos un rango de estimaciones 

de parámetros que son compatibles con las suposiciones del modelo. Pero la inferencia 

es sensible a pequeños cambios de los parámetros, particularmente del parámetro de 

forma ~. 

También está presente la incertidumbre del modelo: podemos tener buenos datos 

pero un mal modelo. Lo que sabemos es que al usar los métodos de valores extremos 

al menos estamos trabajando con una buena clase de modelos, pero sólo son aplicables 

por encima de umbrales altos y nosostros debemos elegir dónde fijar el umbral. Si 

fijamos un umbral demasiado alto tendremos pocos datos, lo que implicará una mayor 

incert.idumbre de parámetros. Si fijamos un umbral demasiado bajo perderemos la 

justificación teórica para el modelo. En general, la inferencia es muy sensible a la 

elección del umbral, aunque éste no es siempre el caso. 

Tan grave como la incertidumbre de parámetros y de modelo es la incertidumbre 

en los datos. En cierto sentido nunca tendremos suficientes datos para el análisis de 

valores extremos. Mientras que una muestra de 1000 puntos puede resultar bastante 

amplia para hacer inferencias acerca de la media de una distribucón mediante el uso 

del Teorema del Límite Central, nuestra inferencia sobre la cola de la distribución es 

menos segura, puesto que son pocos los puntos que entran en la región de la cola. 

Además, la inferencia es muy sensible al varuI de hm lllfiyOles pérdidas ubsex \ladas, pw 

lo que la introducción de nuevas pérdidas extremas al conjuJ).to de datos puede tener 
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un impacto sustancial. Por ello, cabe aún la utilización de escenarios "extremos") 

puesto que los datos históricos pueden enriquecerse con pérdidas hipotéticas para 

investigar las consecuencias de eventos extremos que aún no han sido observados. 



Capítulo 4 

Análisis de Datos 

En este Capítulo se pondrán en práctica los dos Modelos de análisis descritos en el 

Capítulo 3: el Modelo de Máximos de Bloque (MDB) y el Modelo de Picos Sobre el 

Umbral (POT). Para ello, se llevará a cabo el análisis de tres casos: el primero (Sección 

4.2), correspondiente a datos de incendios industriales en Dinamarcaj el segundo 

(Secci6n 4.3), donde se examina la variación (negativa) en el precio diario de la acción 

de B:rvf\V; y el tercero (4.4), correspondiente a las pérdidas en el tipo de cambio FIX 

de pesos mexicanos a dólares americanos (MXNjUSD). Para cada uno de estos casos 

se realizan cuatro actividades básicas: primero, un análisis preliminar ---corno se 

explica en la Sección 4.1- basado en gráficas, entre las que se encuentran la gráfica 

de la serie de tiempo, el histograma, el Boxplot, el QQ-Plot y la gráfica de la función 

media de exceso; estas gráficas son una herramienta muy útil, que nos proporciona 

información acerca de nuestros datos y en particular de su comportamiento en el 

área de la cola. Enseguida se realiza el análisis de Máximos de Bloque para distintos 

tamaños de bloque, obteniendo los correspondientes estimadore.c; del VaRq para q = 

145 
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0.999¡ después se lleva a cabo el análisis de Picos Sobre el Umbral para los mismos 

datos, utilizando varios umbrales, donde se toma como umbral inicial el indicado por 

la gráfica de la función muestra! media de exceso. También en este caso se calculan 

los estimadores del VaRq y se obtienen además los correspondientes a la Esperanza 

Condicional de la Cola (ESq ). Por último, se hace una breve comparación de los 

resultados obtenidos para el estimador de VaRq por cada uno de los dos métodos y 

se examina cuál de ellos se apega más a los datos históricos de la serie. Cada uno 

de estos cuatro pasos está ampliamente ilustrado con gráficas y tablas para los tres 

conjuntos de datos. El primer caso es particularmente instructivo. En la Sección 

4.3 se da además un breve resumen de los resultados que justifican la aplicación del 

método de Máximos de Bloque a series estacionarias. 

Todas las gráficas de este Capítulo están realizadas en S-Plus y, a excepción de las 

gráficas correspondientes a la Esperanza Condicional de la Cola (ES), fueron hechas 

utilizando las funciones del software EVIS (Extreme Values in S-Plus), creado en 

ETH-Zurich por el Dr. Alexander McNeil. Este software está disponible en 

http://lNy.math.ethz.ch{mcneil/ __ 000 

La gráfica en la que se obtiene el estimador de ES y algunas de las funciones nece

sarias para la realización de las Tablas (específicamente las que evalúan niveles de 

retorno y los transforman a cuantiles, o viceversa! y la que calcula el índice extre

mo dado el número de excesos del umbral) son de diseño propio. Los datos de los 

primeros dos casos (incendios industriales en Dinamarca y log-relurns de la acción 

B?vfW) forman parte de lO;;. conjuntos de datos incluidos en EVIS! mientras que los 
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datos del tipo de cambio FIX se obtm'ieron de la página web del Banco de México: 

lolVW.banxico.org.mx . 

4.1 Análisis Exploratorio de Datos 

Antes de enfrascarse en un análisis estadístico de los datos, es muy importante exa-

minar los datos mediante su observación. En nuestra era} con los continuos avances 

de la computación, la exploración gráfica de los datos se está volviendo cada vez más 

importante. Y es que cada conjunto de datos es único, por lo que debe haber una 

persona que analice los datos y considere su significado a cada paso del análisis. El 

proceso no puede y no debería automatizarse por completo. 

4.1.1 Para Empezar 

Dado un conjunto de datos, el análisis normalmente comienza con la gráfica de la 

serie de tiempo, un Boxplot, un histograma y una gráfica de la distribución empírica 

F. A continuación se da una breve descripción de cada una de estas herramientas. 

Gráfica de la Serie de Tiempo 

Nos permite identificar las pérdidas más ext.remas y sus fechas aproximadas de ocu

rrencia. También podemos ver si hay evidencia de que lao; pérdidas grandes se en

cuentren agrupadas, lo que podría poner en duda la suposición de que los datos son 

independientes e idénticamente distribuidos. 
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Boxplot 

Los Boxplots son gTáficas de las localizaciones de las siguientes cru'acterísticas básicas 

de la distribución de los datos: la mediana, los cuartiles superior e inferior, así como 

la e."Ctensi6n de los datos más allá de los cuartiles. 

En esta gráfica es muy fácil detectar cuántas observaciones extremas se tienen 

y cuáles son sus valores. Por ello, los Boxplots nos permiten captar rápidamente 

la localización, la escala (ancho) y la forma aproximada de la distribución de los 

datos. Por ejemplo, si los cuartiles superior e inferior están apro.ximadamentc a la 

misma distancia de la mediana, entonces la distribución de los datos es relativamente 

simétrica con respecto al centro. 

Histograma 

El Boxplot es una herramienta sencilla y poderosa para la visualización de los datos, 

pero conlleva una reducción importante de los datos. A menudo se quiere que los 

datos-no seoreduzcan-tauto"y-a la vez-obtener-más-detalles-aceI'ca de_ola forma_de_la~ 

distribución; es entonces cuando se hace un histograma. El histograma muestra el 

amplio rango de los datos, al tiempo que nos permite ver si hay evidencia de simetría 

en los datos. 

Por otra parte, si el histograma se realiza en escala logarítmica, esta herramienta 

nos permite verificar si los datos tuvieran una cola derecha con distribución lognormal, 

lo cual se evidenciaría en la gráfica a través de una conocida forma de campana. 
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4.1.2 Gráficas de Probabilidad y de Cuantiles (PP-Plot y 

QQ-Plot) 

Si se tienen los datos i.i.d. X, Xl, "', X n1 comenzarnos por definir la muestra ordenada 

(los estadísticos de orden) X",n ~ ". ~ XI,n' 

Lema 4.1.1 Sean Xl, ... , X n v.a.i.í.d. con J.d. F. Sean U¡, ... , Un v.a.i.i.d. con di:;-

tribución unifo1'me en (0,1) Y denotemos Un,n < oo. < U¡,n los cori'€::,..,pondientes esta-

disticos de orden. Entonces es cierto lo siguiente: 

2. Para todo JI E N 

3. La v.a. F (Xl) tiene distribuci6n uniforme en (O, 1) si y sólo si F es unafunci6n 

continua. 

PP-Plot 

La transformación de cuantiles del lema anterior es la base teórica sobre la cual yace la 

gráfica de probabilidad. Esta transformación implica que, para F continua, las v.a.s 

Ui = F (Xi) para i = 1,,,., n son i.i.d. con distribución uniforme en (0,1). Además, 

De aquí, se sigue que 

E[F(X )}= n-k+l 
k,n n+1' k = 1,.",n. 
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Nótese también que) si denotamos mediante Fn a la distribución empírica, se tiene 

que Fn (X"n) = (n - k + 1) In. 

Llamamos gráfica de probabilidad o PP-Plot a la gráfica 

{( 
n-k+l) } F(X"n), n+l :k=l, ... ,n. (4.1) 

El Teorema Glivenko-Cantelli (ver Apéndice C) justifica la linealidad aproximada de 

esta gráfica. 

QQ-Plot 

Una gráfica más común que el PP-Plot es la gráfica de cuantiles (o cuantil contra 

cuantil), mejor conocida como QQ-Plot: 

{ ( X.,n, P- (n: ~ ~ 1)) : k = 1" n} ( 4.2) 

Esto es, los cuantiles de la función de distribución empírica se g,rafican en el eje-x 

contra los cuantiles de la distribución que suponemos que siguen los datos. 

De la misma manera que para el PP-Plot, la linealidad aproximada de esta gráfica 

está justificada por el Teorema Glivenko-Cantelli. 

__ !?-'<isten algunas variantes del QQ-Plot dado en (4.2)) las cuales son de la siguiente 
--- --==---- --~-- --_-_._ --- --0==---__ _ 

forma: 

{(X.,n, F- (P.,n)): k = l, ... ,n), 

donde Pk,n es cierta posición de graf1cación; casi siempre tornaremos Pk,n = n-~+o.5) 

lo cual permite cierta correción de continuidad. 

Ejemplo 4.1.2 Para una distribuci6n Gumbel 

A(x) = exp {_e-x}, x E IR, 
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este método se aplica fácilmente. Supongamos que queremos determinar si la mues

tra XI,X21 .",Xn proviene de A. Para ello, tomamos la muestra ordenada y gra

ficamos Xk,n (más precisamente la k-ésima observación más grande Xk,n) contra 

A+- (pk,n) = - In (- In Pk,n» donde Pk,n es una posici6n de graficaci6n como la men

cionada anteriormente. Si la distribuci6n Gu.mbel se ajusta bien a nuestros datos, 

entonces este QQ-Plot debería ser aproximadamente lineal. 

Propiedades del QQ-Plot. El QQ·Plot es una herramienta muy útil para: 

1. Comparación de Distribuciones: Si los dalos se generaron mediante una 

muestra aleatoria de la distribución de referencia, la gráfica debería verse prác-

ticamenle lineal. Esto también es válido si los datos provienen de una transfor-

mación lineal de la distribución. 

2. "Outlicrs": Si uno o varios de los datos están contaminados por grandes errores 

o si son por alguna razón muy diferentes en cuanto a sus valores del resto de los 

puntos -siendo que estos últimos tienen una distribución que se aproxima a la 

distribución de referencia- podemos detectar fácilmente a los puntos "extrai'ios l1 

mediante la gráfica. 

3. Localizaci6n y escala: Debido a que el aplicar una transformación lineal a 

una distribución simplemente transforma su gráfica con esta misma transfor

mación lineal, podemos estimar gráfiv'l.mente (a través de las intersecciones y la 

pendiente) los parámetros de escala y localización para una muestra de datos, 

si suponernos que los datos provienen de la distribución de referencia. 
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4. Forma: Podemos utilizar la gráfica para saber si los datos provienen de una 

distribución con cola más pesada o con cola más ligera que la de la distribución 

de referencia. Si la distribución empírica ticne cola derecha nulos pesada (ten

dencia él. presentar mayores valores) que la distribución de referencia, entonces 

la gráfica mostrará tendencia hacia la concavidad con respecto a la forma idcal; 

mientras que si la distribución empírica .tiene cola derecha menos pesada que 

la distribución de referencia, habrá tendencia hacia la convexidad. Para la cola 

izquierda, el comportamiento es el opuesto. 

Advertencia sobre el QQ-Plot 

Debemos mencionar, sin embargo, que, en ocasiones, incluso los datos generados me

diante determinada distribución pueden mostrar desviaciones de la conducta típica 

para ese tipo de distribución (digamos) por ejemplo) datos generados con la distribu

ción exponencial). En general) mientras más datos se tengan) más podernos confiar 

en el mensaje que nos da el QQ-Plot. 

----4.1.3-La Función Media_de_Exceso_ 

La gráfica de la función media de exceso es una herramienta útil para distinguir entre 

distribuciones de cola pesada y distribuciones de cola corta. Recordemos la definición 

de la función media de exceso: 

Definición 4.1.3 Soo X una v.a. con extremo derecho XF; entonces 

e (u) = E IX - ti IX> u], O::; u < XF (4.3) 



es la función media de e..xceso de X. También decimos. pam cada 1[. Jijo. que [¡¿ 

cantidad e(u) es el exceso medio sobre el umbral u. 

La función media de exceso describe el exceso esperado de un umbral fl dado que 

sabemos que éste ha sido excedido. 

Podemos hacer un análisis gráfico de la conducta de la cola utilizando la función 

muestral media de exceso en(u), que es un estimador empírico de la función media de 

exceso dada en (4.3). La función muestral media de e..,ceso se define 

(4.'1) 

es decir, es la suma de los excesos por encima del umbral 11 dividida entre el número 

de puntos que e.xceden este umbral. 

Supongamos que tenemos la muestra Xl, '.') X n . Como de costumbre: ordenamos 

esta muestra para obtener los estadísticos de orden X I,n > > X n ,ll. Se procede 

entonces a hacer la gráfica de la función muestral media de exceso, dada por 

(4.5) 

La interpretación de e(u) es la siguiente: si los puntos muestran tendencia hacia 

arriba, entonces hay señales de conducta de cola pesada. Los datos con distribución 

exponencial darían una recta aproximadamente horizontal; mientras que los datos de 

una distribución de cola corta mostrarían una tendencia hacia abajo. En particular, 

si la gráfica empírica (4.5) parece seguir una línea razonablemente recta con pendiente 

positiva por encima de un cierto valor de u, entonces podemos suponer que los datos 

siguen, en el área de la cola y por encima del valor del umbral u, una Distribución 

Pareto Generalizada (DPG) con parámetro de forma ~ positivo. 
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Nótese que, puesto que cerca de la mayor observación X l,n son muy pocos los 

datos que forman parte del cálculo de en (u), existe un aumento en la variabilidad 

(sensibilidad a cambios en los datos) cerca del extremo superior de la gráfica. En 

ocasiones conviene detener el proceso de graficación en X4,n o X 3,n para evitar esta 

conducta errática. 

Función media de exceso teórica para distribuciones Pareto (sólida), Normal 

(puntos), Exponencial (guiones) y Lognormal (mezcla). 

4.1.4 Observaciones sobre el Análisis Exploratorio de Datos 

Las técnicas gráficas de exploración de datos que se expusieron en esta sección parten 

dela -sup06icion de que los dat¿is-oon-independierites e idénticamente--distribuidos~Si 

bien a menudo es posible suponer que los datos en el área de seguros representan 

observaciones ¡.i.d.) éste no es el caso en general cuando se trata de datos financieros: 

es bien sabido que, aunque a primera vista pudieran parecer independientes con baja 

correlación, si se toman las raíces cuadradas o los valores absolutos de los datos, se 

podrá evidenciar la presencia de una alta correlación, por lo que hay una tendencia 

a que los valores grandes (aunque muy .posiblemente de signos contrarios, es decir, 
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pérdidas y ganancias) ocurran juntos. Sin embargo, podemos suponer que la serie de 

tiempo subyacente es estacionaria, con lo que muchos resultados para límites (como 

la Ley Fuerte de los Grandes Números) siguen siendo válidos en general. Esto nos 

permite interpretar las gráficas exploratorias empíricas que hemos descrito (el histo

grama, la función media de exceso muestral, el QQ-Plot, etc.) como cercanas a sus 

contrapartes teóricas. También existen varios métodos estadísticos para eliminar las 

tendencias que pudieran mostrar los datos, como sería agregar una variable de ten

dencia a los datos, sacar promedios o diferenciar. Mediante estos métodos se intenta 

obtener residuales ¡.i.d. a los que puedan aplicarse los métodos gráficos mencionados 

en esta sección. 

4.2 Caso 1: Pérdidas Industriales por Incendios en 

Dinamarca 

La base de datos comprende 2492 pérdidas y puede considerarse esencialmente corno 

todas las pérdidas danesas por incendios que exceden 1 millón de coronas danesas 

(DKK), en el período comprendido entre enero de 1980 y diciembre de 1990, más al

gunas pérdidas más pequeñas (por debajo de 1 millón de DKK). La cantidad reflejada 

corresponde a la pérdida total del evento mecionado e incluye daños a edificios, daños 

a los contenidos de los edificios y pérdida de utilidades. Los datos se han ajustado 

por inflación para reflejar valores de 1985. 

Restringiremos nuestra atención a las 2156 pérdidas que exceden un millón de 
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DKK, puesto que para nuestros propósitos es menos importante que el modelo ex-

plique las pérdidas más pequeñas; si nos interesaran también las pérdidas menores 

podríamos, en todo caso, utilizar una distribución mezclada, de mrul€r8 que un mo-

delo pudiera aplicarse a la cola y otro al cuerpo principal de los datos. Hacemos esta 

acalaración porque, además, típicamente en seguros tendremos datos históricos de 

pérdidas que exceden cierta cantidad (la cual se conoce como desplazamiento) .. Es 

prácticamente imposible obtener datos de todas las pérdidas y, de cualquier manera, 

las pérdidas pequeñas son menos importantes. Las aseguradoras en general deben 

enfrentarse a pérdidas mayores, pues los asegurados se encargan ellos mismos de las 

pérdidas pequeñas y pueden incluso no reportarlas. En el caso de nuestros datos, 

tenernos que el desplazamiento es 1. Esto puede observarse en la siguiente gráfica, 

que corresponde a la cola de la función de distribución empírica de los datos daneses, 

usando escala logarítmica en ambos ejes. 

8 
o 

10 
~ (Ofllog &Cale) 

100 

o 
o 

o 

Estimador empírico de la cola F de los datos daneses, en doble escala logarítmica. 

Supongamos que debemos poner precio a la capa que va de 50 a 200 (millones de 
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DKK). En este intervalo sólo tenemos seis pérdidas observadas, por lo que si ajustamos 

una distribución a todo el conjunto de datos, ésta puede no ajustarse particularmente 

bien a esta área de la cola donde los datos son escasos. Debemos entonces obtener 

un buen estimador del área de la cola para esta distribución. Para ello, usaremos los 

métodos de TVE explicados en el Capítulo anterior. 

4.2.1 Análisis Preliminar de Datos de Pérdidas por Incendios 

en Dinamarca 

Al inicio de este Capítulo mencionamos que conviene realizar un análisis gráfico de 

los datos antes de llevar a cabo el análisis estadístico completo. El análisis gráfico 

nos puede dar una buena idea acerca del comportamiento de los datos, por lo cual 

es una buen punto de partida para decidir si la aplicación de cierto modelo es o no 

plausible. 

Comenzaremos pues por la gráfica de la serie de tiempo de los datos daneses. 

, ..... , 

Serie de tiempo de 2157 datoe de inoendioe daneses entre 1980 y 1990. 
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Con la gráfica de la serie de tiempo podemos notar que las pérdidas más grandes 

ocurrieron en los años 1980, 1989 Y 1990, respectivamente. La gráfica no muestra 

agrupamiento de las pérdidas grandes, por lo que es creíble la suposición de inde-

pendencia de los datos. Veremos enseguida un Boxplot y un histograma, en escala 

logarítmica, de los datos. Se realiza además una Tabla con los principales datos 

estadísticos correspondientes a las pérdidas danesas 

~ 

~ 

~ 

I 
,~ 

, ~ • ..-, 
Boxplot de las pérdidas danesas. Histograma en escala logarítmica. 

Mínimo 1.000 

Primer cuartil 1.321 

Media 

Mediana 1. 778 

Tercer Cuartil 2.967 

Máximo 263.250 

Desv. Estándar 8.507 

Total datos 2167 

Resumen EstadístiCO Daneses. 
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El Baxplot nos muestra que casi todas las pérdidas de nuestra base de datos están 

por debajo de los 40 millones de DKK, con sólo 6 pérdidas entre los 50 y los 250 

millones de DKK. El resumen estadístico de los datos daneses nos confirma que la 

mayor parte de nuestros datos corresponden a pérdidas entre 1 y 4 millones de DKK, 

al mostrar que el tercer cuartil está cerca de los 3 millones de DKK y que la media 

empírica está apenas por encima de esta cantidad. Por su parte, el histograma nos 

pennite ver el amplio rango de los datos; su forma parece índicar que los datos podrían 

provenir de una distribución cuya cola derecha es pesada. Para tratar de corroborar 

esta información, investigamos ahora la posibilidad de que nuestros datos provengan 

de una distribución exponencial, es decir, de una distribución de cola mediana. Para 

ello, procedemos a hacer un QQ-Plot: 

o 

100 150 
Catea 0._ 

QQ-Plot de Datos Daneses 

Recordemos que si los datos provinieran de una distribución exponencial, el QQ-

PIot debería ser prácticamente lineal. En este caso, tenemos que los datos muestran 

una desviación cóncava con respecto a la forma ideal, lo que indica que nuestra dis-
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tribución tiene la cola más pesada que una distribución exponencial. Cuando se 

expusieron las propiedades del QQ-Plot mencionamos que, en ocnsiones, incluso si los 

datos se generan de una distribución exponencial, el QQ-Plot puede indicar que los 

datos se alejan de la conducta exponencial típica. En general, rnientrns más datos se 

tengan, más claro será el mensaje que nos envíe el QQ-Plot. En este análisis contamos 

con más de 2000 datos, de manera que parece razonable decir que ~a cola de nuestros 

datos es más pesada que la de una distribución c-xponencial. 

4.2.2 Análisis de Máximos de Bloque para Datos Daneses 

Procedemos ahora a realizar el análisis de má..ximos de bloque para los datos de 

pérdidas por incendios en Dinamarca. Lo primero que clebemos decidir es, pues, 

el tamaño de los bloques. Querernos que los bloques sean bastante grandes como 

para que las observaciones puedan tomarse como efectivamente independientes, pero 

también queremos tener suficientes bloques como para poder realizar el análisis. El 

análisis exploratorio que realizamos de los datos nos ha indicado que la distribución 

~suDyaccnte tiene la~colfl.-más-pesada-quc~una-distribución_exponencial; esto_nos h.ª-ce 

pensar que esta distribución podría estar en el Dominio de Atracción del Máximo de 

la Fréchet. 

Nuestro primer modelo considerará bloques trimestrales: los 2167 datos se reducen 

así a 44 máximos trimestralES. Los estimadores de los parámetros, obtenidos por 

máxima verosimilitud, son en este caso ~ = 0.512, a = 11.069 Y 'ji = 19.047. De 

acuerdo con estos parámetros, estamos ajustando los máximos a una distribución 
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Frl::chet con la cola tan pesada que no tiene segundo momento (varianza) finito. 

El ajuste del modelo Fréchet a los máximos de bloque se verifica usando residuales 

ordinarios: para cada máximo de bloque M~, i = 1, o •• , m, el residual correspondiente 

se define mediante 

( ; )-1/, 
W; = 1 +~Mn(7-1-' (4.6) 

Estos residuales deberían ser ¡.i.d. con distribución exponencial con parámetro A = 1, 

y esta hipótesis puede verificarse gráficamente mediante un QQ-Plot. De la misma 

manera, una gráfica de dispersión de los residuales nos permite constatar si el tamaúo 

de los bloques es suficientemente grande corno para poder suponer independencia eut·re 

ellos. 

. .. 

Dispersión y QQ-Plot de Residuales para Máximos Trimestrales Daneses. 

Vemos que en el caso de bloques trimestrales para los datos daneses, tanto la 

suposición de independencia como la de distribución exponencial de los residuales 

parecen aceptables, lo que sugiere que los máximos de bloque están adecuadamente 

modelados por la distribución Fréchet correspondiente. 
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Modifiquemos ahora el tamaño de los bloques: consideraremos ahora los 132 máxi-

mos mensuales. Los estimadores de los parámetros son, en este caso, ~ = 0.623, 

(j = 5.971 Y í1 = 8.376. El QQ-Plot de los residuales de estos máximos muestra que 

también en este caso es aceptable suponer que su comportamiento es exponencial, 

por lo que el modelo Fréchet es aceptable. 

o 

o 
o 

o 

QQ-Plot de los residuales de má.ximos mensuales para datos daneses. 

Si hacemos los bloques más grandes y tomamos máximos semestrales, tenemos 

únicamente 22 datos de máximos. Los estimadores de los parámetros que se obtienen 

Utilizando nuestro modelo de datos mensuales, el estimador del nivel de retorno 

de 20-meses R16•20 (el nivel que será excedido, en promedio, en un mes dentro de 

cada período de 20 meses) es 59.763. Los estimadores de los niveles de retorno de 

20-trimestres y de 20-semestres R.t9,2o y R,g9,20 son 96.348 y 174.135, respectivamente. 

Es claro que si nuestros modelos para máximos para los diferentes tamaños de bloque 

son consistentes} entonces el nivel de retorno de 2~semestres debería parecerse al 
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nivel de retorno de 40-trimestres y al de 120-mese3. En la Tabla siguiente se confirma 

que éste es el caso calculando R16tl201 Rt9,4.0 y Roo:lO; estos valores se muestran en 

el renglón R20. La Tabla también resume los estimadores de los parámetros, con el 

Error Estándar (E.E.) oorrespondiente, obtenidos para nuestros modelos de máximos 

mensuales, trimestrales y semestrales. 

Mes E.E. Trimestre E.E. Semestre E.E. 

""n 16 49 99 

m 132 44 22 

~ 0.623 0.103 0.512 0.133 0.618 0.249 

a 5.971 0.633 11.069 1.807 17.333 4.457 

¡.t 8.376 0.612 19.047 1.855 26.362 4.326 

R..", 59.763 96.348 174.135 

R20 187.454 139.426 174.135 

RIO 120.97 96.348 111.00 

EstImadores VEG Y nIveles de retorno para datos daneses. 

Puesto que, como hemos mencionado antes, 

tenemos que el nivel de retorno de 20-semestres corresponde al cuantil 0,99948, el 

nivel de retorno de 20-trimestres al 0.99895 y el de 20-meses al cuantil 0.99679. 

Recíprocamente, el cuantil 0,995 corresponde, aproximadamente, a los niveles de 

retorno de 13-meses, 5-trimestres o 3-semestres. Los estimadores puntuales son, 



164 

respectivamente, 45.03, 44.03 Y 47.31. 

4.2.3 Análisis POT para Datos Daneses 

En el Capítulo 3 se dijo que el primer paso para realizar una análisis de datos utili-

zando el método de Picos Sobre el Umbral (POT) es la elección de un umbral. Como 

se mencionó en la Sección 4.1, una herramienta que puede darnos una indicación so-

bre qué umbral podríamos escoger para un primer análisis es la gráfica de la función 

muestral media de e."{ceso. 

i 
1 

• 
• 

• 
• 

o 

o 

• 

La gráfica de la función media de exceso empírica para los datos daneses tiene 

pendiente positiva, lo que nos indica que los datos provienen de una distribución de 

cola pesada. Por otro lado, puede evidenciarse que la gráfica se vuelve bastante recta 

al llegar al umbral ti = 10, Y tal vez de nuevo a partir de ti = 20. De hecho, la gráfica 

en general es bastante recta como para sugerir que el ajuste de la Distribución Pareto 

Generalizada (DPG) podría ser razonable inclusive para todo el conjunto de datos. 
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Intentaremos primero realizar el ajuste de la DPG a los datos que exceden el umbral 

u = 10. Para ello, utilizamos la forma de tres parámetros de la DPG, asignándole el 

valor del umbral al parámetro de localización v. De esta manera, nuestros n = 2156 

datos de pérdidas se transforman en Nu = 109 exC€SOS del umbral. Con base a estos 

datos, obtenemos que los estimadores de máxima verosimiltud de los parámetros 

de forma y de escala son, respectivamente, ~ = 0.497 Y ~ = 6.98. El valor de ~ 

muestra que los datos son de cola pesada y sugiere que un buen modelo ex:plicativo 

pudiera tener varianza infinita. En la siguiente Figura se gTafica, sobreimpuesta 

sobre la función de distribución empírica (punteada) de los 109 e.,<cesos, la curva 

correspondiente al modelo de DPG estimado. 

" 
x( .. _1Dg) 

La OPG se ajusta a los 109 excesos del umbral 10. Los estimadores de los 

parámetros son ~ = 0.497, íi = 10 Y '$ = 6.98. 

El ajuste obtenido parece bastante bueno a simple vista. Recordemos que éste es 

un estimador de la distribución de exceso por encima del umbral 10. Como se describió 

en la Sección 3.2, podemos transformar los parámE;':~ros de escala y localización para 
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obtener un modelo DPG que se ajuste a la zona de la cola (por encima del umbral 

u = 10 dado) de la distribución subyacente. En este caso, el estimador de F(u) que 

se obtiene por Simulación Histórica (SR) es 0.95 (lo cual corresponde a 21;~~~(9), de 

manera que el umbral se encuentra (aproximadamente) en el 950. percentil muestra!. 

Al combinar esto ron nuestro modelo paramétrico para la distribución de exceso se 

obtiene el estimador de colas que se muestra en la siguiente Figura. En ella, el eje-y 

indica las probabilidades de la cola F(x) = 1- F(x). La esquina superior izquierda de 

la gráfica muestra que el umbral de 10 corresponde a una probabilidad de la cola de 

0.05, lo cual está de acuerdo con lo estimado por SR. También en este caso los puntos 

representan las 109 mayores pérdidas, mientras que la curva sólida muestra que la 

fórmula del estimador de colas permite extrapolar hacia el área en que los datos 

se vuelven escasos y son, por tanto, una guía poco confiable para la distribución 

subyacente. 

• 

~ 

I ~ 
~Jr --o~ ____ _ .. ¡¡ 
~ 

~ 

o 

~ 

" ". 
'(CWllogscMl 

Ajuste de la DPG a la cola de la distribución por encima del umbral 10. Los 

estimadores de los parámetros son ~ = 0.497, v = -0.859 y jj = 1.58. 
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Hemos dicho que el análisis nunca debe realizarse para un único umbral. En 

nuestro caso, la gráfica de la función media de exceso daba cierta indicación de que el 

modelo DPG podría ser plausible también para el umbral" = 20. Escogemos entonces 

u = 20 Y obtenemos lo siguiente: 

o 

~ o 

o o 

~ 

1 
1 

~ 

~ 

~ 

La DPG se ajusta a los 36 excesos del umbral 20. Los estimadores de los parámetros 

son Z = 0.684, íi = 20 Y ~ = 9.64 . 

• 
! 

f • ! 
~ i 
I • 

Ajuste de la cola de la DPG a los datos daneses con umbral 20. Los estimadores de 

los parámetros son Z = 0.684, íi = 6.77 Y ~ = 0.584. 
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Ambas Figuras evidencian que el ajuste de la DPG a los datos daneses por encima 

del umbral u = 20 es bastante bueno, si bien la cantidad de datos que se consideran 

(36) es mucho meDor que los 109 datos que tomaban parte en el análisis con ti = 10. 

Finalmente, en vista de que había evidencia de que el modelo DPG era razonable 

para el conjunto completo de los datos, realizamos el ajuste para el umbral u = 4: 

, 
: 

: , , 
: 

: 

: ,. 
Ajuste de la DPG a los 362 excesos del umbral 4. Los estimadores de los parámetros 

1 • , 
~ 

son Z = 0.72, íI = 4 Y ~ = 2.63. 

.. 

o 
o 

o 

,. 

Ajuste de la cola de la DPG a los datos daneses, con umbral 4. Se tiene Z = 0.72, 

íI = 1.35 Y íJ = 0.725. 
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Las dos Figuras anteriores muestran que la DPG se ajusta de manera aceptable 

a los datos por encima del umbral u = 4, si bien el ajuste en el área de la cola no es 

tan bueno como el obtenido para u = 10 o para u = 20. 

El parámetro crucial para la estimación de altos cuantiles o la determinación de 

precios de capas altas utilizando el modelo DPG es el parámetro de forma ~, llamado 

también índice de la cola. Básicamente, entre mayor sea el valor de ~, mayores serán 

los estimadores que obtendremos para los cuantiles. En la siguiente Figura se ajustan 

los modelos DPG con distintos umbrales, para obtener estimadores de ~, así como 

intervalos de confianza asintóticos para los estimadores del parámetro. En el eje-x 

inferior se marca el número de puntos que exceden el umbral; en el eje-x superior se 

marca el umbral. El parámetro de forma ~ se grafica en el eje-y. En total se ajustan 

30 modelos. 

, ., 
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Estabilidad del parámetro de forma ~ conforme se varia el umbral. 

Al usar esta Figura para elegir un umbral "óptimo" nos enfrentamos a un inter-

cambio entre sesgo y varianza: puesto que nuestro modelo se basa en un resultado 
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límite para. umbrales altos, si escogemos un umbral demasiado bajo nuestros estima· 

dores podrían estar sesgados porque el resultado límite no puede aplicarse. Por otra 

parte, si escogemos un umbral demasiado alto, tendremos muy pocos datos y nues

tros estimadores estarán sujetos a altos errores estándar. Así, una elección sensible 

estaría aproximadamente en el centro de la gráfica, tal vez en un umbral entre 4 y 

10 en este caso. Sin embargo, la decisión sobre qué umbral es más conveniente elegir 

depende del uso que se dará a los resultados. Si estamos intentando poner precio 

al seguro de una alta capa, es posible que queramos ser más bien conservadores y 

obtener respuestas que sean quizá demasiado altas y no demasiado bajas. En el caso 

de los datos daneses, es posible que decidiéramos utilizar un umbral menor a 10, tal 

vez tomar u = 4. El modelo de la DPG puede no ajustarse tan bien a los datos por 

encima de este umbral más bajo como lo hace a los datos por encima de u = ID, pero 

puede resultar más seguro utilizar el umbral más bajo para hacer los cálculos. Por 

otra parte, puede haber razones de negocios (competencia) para intentar mantener 

la prima bajaj esto pudiera significar que se prefiera basar los cálculos sólo en las 

pérdidas más grandes, de manera que escogeríamos un umbral mayor. 

Si realizamos el análisisfijaildo erum1JraI-en u -~10,=se-obtieñe"-que-erestimador del~

VaRo.999 para los datos daneses es 94.34. Esto se muestra en la siguiente figura: la línea 

punteada vertical se intersecta con el estimador de la cola en el punto (94.34,0.001), 

lo que nos permite leer el estimador del VaR en el ejt7x. La curva punteada es una 

herramienta que nos permite calcular intervalos de confianza (mediante el método 

de verosimilitud de perfiles) para el VaRo El eje-y del lado derecho de la gráfica es 

una escala de confianza (no una escala de cuantiles). La línea punteada horizont&:l_ 
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corresponde a una confianza del 95%; las coordenadas en x de los dos puntos donde 

la curva punteada intersecta a la línea horizontal son los extremos del intervalo de 

confianza del 95%: (65.24,188.30). Es importante notar que el intervalo obtenido 

es asimétrico: esto refleja el problema de estimar altos cuantiles para datos de cola 

pesada: es más fácil acotar el intervalo por abajo que hacerlo por arriba. Obsérvese 

que se obtiene un intervalo de confianza del 99% más amplio si se baja la línea 

horizontal al valor 99 del eje de confianza. 

! 

! 

......, .. 
. ----~.----------+. 

El estimador del VaRo.999 es 94.34. 

En la siguiente Figura se grafican los estimadores del cuantil 0.999 para distintos 

umbrales; de esta manera, se muestra que los estimadores de los cuantiles dependen 

de la elección del umbral. Si el modelo es bueno, se esperaría que este cuantil sea 

excedido por aproximadamente una de cada mil pérdidas que excedan un millón de 

DKK; estas pérdidas son raras, pero peligrosas para el asegurador. En un conjunto 

de 2156 pérdidas, es posible que hayamos visto solamente dos o tres pérdidas de esta 

magnitud, de manera que .. éste es un problema difícil de estimación de cuantilcs que 
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involucra interpolación -basada en el modelo-- en el área de la cola. 
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Estimadores del cuantil 0,999 conforme se incrementa el umbral (eje x superior) y se 

disminuyen el número de excesos (eje x inferior). 

Tenemos pues que, de la misma manera en que los estimadores de los parámetros 

(particularmente el estimador del importante parámetro de foana O varían conforme 

se mueve el umbral, los estimadores de los cuantiles también varían si se aumenta o se 

disminuye el umbral. Hemos visto que, utilizando el modelo con un umbral u = 10, 

el estimador de VaRo.999 es 94.34. Pero si aumentarnos el umbral hasta u = 20, el 

estimador de VaRo.999 se convierte en 102.23~ donaeel-amplísi'riio-intervalo de~con,;--

fianza del 95% está dado por (63.583,309.536). De la misma manera. si disminuimos 

el umbral a u = 4, el estimador de VaRo.999 aumenta hasta 146.26. Claramente, hay 

una diferencia considerable entre los estimadores de VaRo.999 cuando u = 4 Y u = 10; 

si intentamos estimar cuantiles más altos, como VaRo.9009 la diferencia se vuelve aún 

más marcada. Estimar el cuantil 0.9999 es equivalente a estimar el tamaño de una 

pérdida entre 10000. En nuestro conjunto <;l!3 datos es posible que aún no hayarnos 
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visto una pérdida de esta magnit.ud. de mancra que éste es un problema e..'Xt.rema· 

damente difícil, que conlleva la ext.rapolación del modelo más all.1. del rango de los 

datos. 

La estimación del VaRo_995 es un problema ligeramente más sencillo: es muy po-

sible que ya hayamos visto alrededor de diez u once pérdidas de esta magnitud en 

nuestra base de datos. Para los umbrales de 10 y 4 los est.imadores son 40.17 y 46.11, 

respectivamente, de manera que la discrepancia no es tan grande. 

Así, la sensibilidad de los estimadores de los cuantiles puede no ser muy se\"era 

cuando se trata de estimar cuantiles moderadamente altos, dentro del rango de los 

datos, pero se incrementa para los cuantiles más lejanos. Esto no es sorprendente. 

pues la estimación de cuantiles en las orillas de loo datos o más allá del rango de los 

datos es un problema inherentemente difícil que represent.a un reto para cualquier 

método. 

Calculemos ahora los estimadores de la Esperanza Condicional de la Cola. Recor-

demos que 

E-s _ VaR, (3 - ~u 
q ~ .... + ..... 

1-~ 1-~ 

Así, para u = 10, tenemos que 1/ (1 -~) '" 2.0 Y ((3 - Zu) / (1 - Z) '" 4.0. Esto 

nos dice que, esencialmente, Esq se obtiene duplicando el valor de~. Así, el 

estimador de ESO.999 es 191.54, el cual se ha marcado en la si¡:,,'Uientc Figura con una 

se~nda recta vertical. 
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El estimador de la Esperanza Condicional de la Cola para u = 10 es 

EsO.900 = 191.54. 

De la misma manera, se obtiene que ESO.995 = 83.85 para u = 10; así, de acuerdo 

con este ajuste del modelo, esperamos que cuando VaHo.995 sea e.xcedido (es decir, 

cuando se exceda 40.17 millones de DKK) el tamaño aproximado de estas pérdidas 

sea 83.85 millones de DKK. Puesto que VaRo.995 es el tamaño de cinco de entre cada 

mil pérdidas, aproximadamente, nuestros 2167 datos podrían incluir 10 u 11 pérdidas 

que hayan excedido esta cantidad; al revisar los datos, notamos que hay 10 pérdidas 

por encima de VaI1tu9s1 como e¡a de esperarse. "Estas p"éTdiaas tienen-Ia§--siguientes 

magnitudes (en millones de DKK): 263.250, 56.225, 50.066, 65.708, 46.500, 57.411, 

47.020, 42.092, 152.413 Y 144.658. El valor promedio de estas pérdidas es 92.53, si 

bien hay que notar la presencia de tres pérdidas que están muy por encima de este 

valor. Por su parte, para VaRo.999, tenemos 3 datos en nuestra serie de datos daneses 

que han excedido esta cantidad: el promedio de estas tres pérdidas es 186.77; esta 

cantidad está muy de acuerdo con el estimador ÉSO.999 = 191.53. 
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La siguiente Tabla muestra estimadores del VaRq para q = 0.995,0.999 Y 0.9999 y 

de ESq para q = 0.995 Y 0.999, para algunos umbrales, junto con los correspondientes 

estimadores de fonna ~ y de escala (3 de la DPG. Se indica también el error estándar 

(E.E.) en la estimación de~. 

u 3 4 5 10 20 

Excesos 532 362 254 109 36 

e 0.67 0.72 0.63 0.50 0.68 

E. E. 0.07 0.09 0.11 0.14 0.28 

í3 2.19 2.63 3.81 6.98 9.64 

VaRo.90s 43.85 46.11 43.20 40.17 37.94 

VaRo.". 128.96 146.23 121.17 94.34 102.23 

-VaR;,.,99 600.87 766.95 522.10 304.90 471.32 

Eso .... 132.49 164.06 118.99 83.85 107.31 

EsO.999 388.52 522.35 330.62 191.5:3 310.84 

Estimadores de ~, /3, VaR y ES para vanos umbrales. 

4.2.4 Comparación de Cuantiles Obtenidos con el Método 

Máximos de Bloque y con el Método POT para Pérdi-

das por Incendios en Dinamarca 

A continuación se presenta una comparación entre los estimadores obtenidos mediante 

el Modelo de Máximos de Bloque (MDB) y los obtenidos mediante el Modelo de Picos 
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sobre el Umbral (POT). Los umbrales del método POT están tomados de manera que 

se considere el mismo número de datos que los que se utilizan en el modelo de Máximos 

de Bloque (MDB); as!, por ejemplo, tenemos 132 excesos del umbral 7.99, 44 excesos 

del umbral 18.55 y 22 excesos del umbral 25.95. El promedio del valor del estimador 

de ~ en el Modelo MDB es 0.584, mientras que en el POT es 0.671. Los estimadores 

del VaR son mayores en los ajustes de la f.d. VEG que en los de la DPG, salvo en el 

caso de ífaRO.999 para bloques trimestrales (u = 18.55). 

Max de Bloque 

Número de Máximos 132 44 22 

~ 0.623 0.512 0.618 

VaRO.995 45.03 44.03 47.31 

ífaRo.'99 124.78 98.92 118.20 

POT 

Umbral 7.99 18.55 25.95 

~ 0.415 0.761 0.837 

- ~~- - ~ -

VaRo.90s 40.97 
-
37.18 -36.56 

-VaRo.'99 89.51 107.98 105.67 

Comparaclón entre el POT y el Modelo MDB. 

Intentaremos ver ahora cuál de los dos métodos arroja estimadores de VaR que se 

asemejen más con la información hist6rica de nuestra serie. Iniciamos con los estima-

dores de VaRo.995: en la serie tenemos 11 pérdidas que han excedido los estimadores 

puntuales 36.56 Y 37.18; hemos visto 10 excesos de 40.97; 9 pérdidas por encima de 
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las cantidades 44.03 y 45.03; Y s610 8 que han excedido 47.31 millones de DKK. Para 

los estimadores de VaRo.m hemos visto 3 excesos en todos los cases. Puesto que 

la serie consta de 2157 observaciones, esperamos haber visto alrededor de 10 u 11 

excesos de VaRo.9os y 2 de VaRO.OO9' Utilizando este criterio, podernos decir que, en 

el caso de los datos daneses, los estimadores del VaRO.995 obtenidos por el método 

POT reflejan mejor lo visto históricamente. 

4.3 Caso 2: Datos acción BMW 

La serie consta de 6146 rendimientos logarítmicos diarios del precio de la acción de 

B:MW durante el período comprendido entre enero de 1973 y julio de 1996. Si el 

precio de la acción en el tiempo t es St, el rendimiento logarítmico (log-retum) está 

dado por 

r, = 10g(S'¡S,_¡), 

el cual, para movimientos pequeños del precio, es aproximadamente igual al rendi

miento relativo (Se - St-l) 1St-l. Nos interesan los movimientos de los precios a la 

baja, los cuales están representados por los rendimientos logarítmicos menores que 

cero. 

4.3.1 Análisis Preliminar de Datos de Pérdidas en el Precio 

de la Acción BMW 

Comenzamos nuestro análisis examinando la serie de tiempo de los datos. Esto nos 

muestra que los valores más extremos se dieron en 1974, 1985, 1986, 1987, 1989, 1991 
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y 1994. 

• • 

• •• : 
•• 

..0,1$ 

Serie de tiempo HMW. 

La serie de tiempo de BJ\1\V no muestra particular evidencia de que las rendi-

mientos no sean ¡.i.d. Sin embargo, si consideramos la serie de los valores absolutos 

de los rendimientos de los datos, podemos ver que hay evidencia de que los valore::; 

grandes se dan por "grupos» o aglomeraciones (cluslers). Este comportamiento es 

típico para datos financieros. 

Serie de tiempo de los valores absolutos de los rendimientos BMW. Se observan 

clusters de valores grandes. 
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Realizamos a continuación el análisis del Boxplot, del QQ-Plot contra la distri-

bución Normal y del histograma de la serie BMW. En el Boxplot vemos que las 

pérdidas extremas han sido mayores (en tamaño) que las ganancias extremas, si bien 

hay aproximadamente el mismo número de pérdidas que de ganancias; la distribución 

parece bastante simétrica con respecto al cero. Por su parte, el QQ-Plot nos deja ver 

claramente que tanto la cola inferior como la cola superior de nuestra distribución 

son mucho más pesadas que las colas de la distribución Normal, lo cual sugiere que 

deberíamos utilizar un modelo con cola más pesada. Finalmente, en el histograma de 

los datos se sobrcimpuso la distribución Normal que, aunque aparentemente no es un 

mal ajuste para el centro de la distribución, sabemos (por el QQ-Plot) que subestima 

las colas de la distribución de nuestros datos, que es el área que nos interesa en este 

análisis. 

I 
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o 
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~ ·2 o 2 
Dlstnbuci60 Normal 

Boxplot I09-retums BMW. QQ-Plot BMW contra distrib. Normal. 
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Histograma datos B.M\V¡ con distribución Normal sobreimpuesta. 

La siguiente Tabla resume los principales datos estadísticos para nuestra serie de 

rendimientos de la acción BIvfW. El resumen estadístico se calcula para todos los 

datos (segunda columna)} para los datos de ganancias (tercera columna) y para los 

datos de pérdidas (última columna). 

BMW (Todos) BMW (Ganancias) B:vIW (Pérdidas) 

.lvIínimo -0.141 0.000 0.000 

Primer cuartil -0.007 0.00,1 0.00,1 

- - - -

~'ledia 0.0003 0.011 U.UII 

Mediana 0.000 0.008 U.OU8 

Tercer Cuartil 0.007 0.015 0.014 

Máximo 0.117 0.117 1J.141 

Dcsv. Estándar 0.015 0.011 U.Ull 

'rotal Datos 6146 2766 2769 

Resumen estadístlco datos BMW. 
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El siguiente paso de nuest.ro análisis preliminar es investigar el ajuste de la dist.ri-

bución exponencial a nUt,"Stros datos de pérdidas (izquierda) y de ganancias (derecha). 

El ajuste de la e,'Xponencial a los datos de ganancias es aceptable, pero nuest.ros datos 

de pérdidas parecen tener la cola un poco más pesada que la distribución c"'<poncllcial. 

i 
¡-

QQ-Plot Pérdidas BM\V. 

,. o.. ODl O" 
Gon ....... _ 

QQ-Plot Ganancias BM\V. 

Queda únicamente por trazar la gráfica de la Función Media de Exceso (F.M.E.) 

empírica, tanto para pérdidas como para ganancias. Recordemos que si la gráfica 

presenta pendiente positiva, esto es un indicio de que la cola de nuestros datos es 

pesada. 

j , . -, .. 

'. 

,- ,. ,. ,. '. 
Gráfica F.M. E. Pérdidas 13MW. Gráfica F.M.E. Ganancias BM"W. 

La gráfica de la función muestral media de exceso de los valores absolutos de 

los rendimientos negativos (que corresponden, por tanto) a las pérdidas) muestra 
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claramente que los rendimientos tienen cola pesada. También es claro el cambio en 

la curvatura de la gráfica alrededor de 0.02 6 0.025, por lo que podríamos considerar 

estos valores como umbrales iniciales para realizar el análisis POTo 

4.3.2 TVE para Series Estacionarias 

En los Capítulos 1 y 3 se presentó una gran cantidad de material sobre extremos, en 

el cual nos restringimos al caso de observaciones ¡.i.d.; sin embargo, en la realidad 

los eventos extremos ocurren a menudo en cluslers (agrupamientos o aglomeracio

nes), ocasionados por dependencias locales de los datos. Por ejemplo, las grandes 

reclamaciones en seguros se deben principalmente a huracanes, tormentas, inundacio

nes, terremotos, etc. Las reclamaciones están por tanto asociadas a este evento y no 

ocurren de manera independiente. Lo mismo puede observarse con datos financieros, 

como los tipos de cambio y los precios de activos. Si ocurre un valor grande en una 

serie de tiempo de este tipo, usualmente podremos observar un clusler de valores 

grandes en un corto período de tiempo después de este evento. 

Veamos qué sucede si ¡;lajarnosnueshasupcisiCi6n de-i.i~d:- y-=-considcrarnos-una

serie de tiempo estrictamente estacionaria con dependencias seriales. De acuerdo con 

lo dicho sobre los cluslers de datos financieros, las series de tiempo estacionarias 

deberían ser un mejor modelo para nuestros log-retums. 

Por supuesto, no hay nada que nos impida simplemente ajustar la distribución de 

Valores Extremos Generalizada (VEG) a los máximos de bloque corno se describió en 

la Secci6n 3.3 y como se hizo en el caso de los datos danesesj lo que queremos es tener 
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una justificación teórica para escoger esta distribución límite específica en el caso 

estacionario, así como la que teníamos para el caso i.i.d. Los resultados relevantes se 

detallan en [15} y en [6]. Aquí present.amos sólo un breve resumen. 

Un concepto que cobra gran importancia es el de Índice extremo de una serie 

estacionaria. El Índice extremo es una cantidad que, de manera intuitiva, nos per~ 

mite caracterizar la relación entre la estructura de dependencia de los dalos y su 

comportamiento extremo. Para entender mejor este concepto, n.!cordernos primero 

la Aproximación de POiSSOIl (Proposición 1.1.6): Sean Xl, "', X n v.a.i.i.d. y sea (Un) 

una sucesión de números reales. Para O ~ T :S 00 

Iim nF( un) = T 
n-."'>:: 

si y sólo si 

lim PI¡\[" <: Un} = exp(-T). (4.7) 
"-= 

Esto puede interpretarse de la siguiente manera: si la probabilidad de que el 

máximo de un bloque exceda (o no exceda) un umbral alto (Un) tiene un límite 

asintótico cuando se incrementan el umbral y el t.amaño del bloque, entonces el número 

esperado de observaciones dentro del bloque que exceden el umbral también tendrá 

un límitc asintótico, y viceversa. 

Necesitamos la siguiente notación: (Xn ) será ahora nuest.ra serie de tiempo es-

tacionaria, donde la distribución (marginnl) dc cada observación Xi es P y Mn = 

max(X1 , "', Xn). Denot.aremos mediante (Xn) a una serie ¡.i.d. asociada, con la mis-

ma distribución marginal F y hacernos Mn = max(X1 , ••• ,Xn). 

Definición 4.3.1 Sea O :S O :S 1 un número real y supongamos que para cada T > O 
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existe una sucesión Un (T) tal que se da lo siguiente: 

lim nF(u. (r)) T .-00 
limP{M.Sun(r)) = exp(-Or). 

n-'oo 

Diremos entonces que (Xn ) tiene índice extremo O. 

Puede demostrarse que O está bien definido de esta manera y no depende de la 

elección específica de la sucesión (Un(T». De hecho, si (Xn) tiene índice e.\:tremo (), 

entonces para Un en general y T > O puede demostrarse que las sig,1lient.es e..xpresiollcs 

son equivalent.es: 

lim nF(u.) T ·-00 
exp (-T) 

limP{A/.Su.} = exp(-OT). 
n-'oo 

Estas tres e,.\:presiones equivalentes para el caso de series de tiempo estacionarias 

con Índice extremo O pueden compararse con las dos expresiones equivalentes dadas 

en( 4. 7) para series i.i.d. 

estacionarias: 

Teorema 4.3.2 Si (Xn) es estacionaria con {ndice extremo Ú E (0,1], entonces 

!!.?~f {( M. - b.) jan S x} = ll(x) 

para algunaJ.d. H(x) no-degenerada si y s610 si 

lim P{(M.-bn)ja. Sx} = ll"(x), ._00 
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con fjO(x) también no-degenerada. 

Puest.o que las distribuciones de valores e.,xtremos son max-est.ablcs (ver Ikfinición 

1.2.6), para F E DAA! (HtJ, la dist.ribución asintótica de los má.ximos nonnalir.ados 

de la serie est.acionaria (X,,) con índice e.xtremo O también es una distribución de 

valores e.xtremos (pues (f/{/ es del mismo tipo que lId. El parámetro de forma E, es 

el mismo que en el caso ¡.¡.d .. puesto que elevar una f.d. a la potencia O sólo afecta 

los parámetros de localización y escala, 

A partir de la definición del índice extremo O (relación (4.8», podemos deducir 

que, para valores gTandes de n. 

P{i\!,,:S Un) '" pO {Aln:S un} = F'" (Un), (4,9) 

siempre que nF(un ) --t T > O. 

Est.a es una especie de definición informal de O. Así, diremos que si una serie 

estacionaria exhibe la propiedad (4.9), la serie tiene índice extremo O. 

Esta definición nos da cierta intuición acerca de la relación entre el efecto de aglo

meración y la naturaleza de O. Vemos que el máximo de n observaciones de una serie 

estacionaria con índice extremo O se comporta como el máximo de nO observaciones 

de la serie i.i.d. asociada. De esta manera, podemos pensar que nO cuenta el mÍmero 

de clusters pseudo-independientes dentro de un total de n observaciones, por lo que 

O puede interpretarse como el recíproco elel tamaño medio de ta.o:;; aglomeraciones. 

Esta (~s la justificación que necesitábamos para ajustar la distribución VEG a 

los mfÍxirnos de bloque de una serie de tiempo estacionaria con tendencia a formar 

clusters de valores grandes, como es el caso oe las series de tiempo financieras. La 
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dependencia de las Xi tiene el efecto de que la convergencia a la distribución VEG 

es más lenta, puesto que el tamaño efectivo de la muestra es nO, que es más pequeño 

que n. Así, debe tenerse aún más cuidado de que los bloques sean suficientemente 

grandes como para que sus máximos puedan admitir un modelo de VEG. Del mismo 

modo, los bloques deben ser suficientemente grandes COmo para poder suponer que 

los máximos de distintos bloques son efectivamente independientes. 

En la Sección 3.3 y en el caso de los datos daneses mencionamos que el nivel de 

retorno !?n,k es un cuantil específico de la distribución marginal. Hemos visto qllC, en 

los casos en que se tienen datos i.i.d.) la probabilidad asociada es 

(1 - l/k)I/" = pl/" (M" :5 R,.,d = F (R,.,k) , (4.10) 

de manera que Rn,k = x(J_l/k)l/n. Sin embargo, cuanuo nuestros datos no son i.i.d., 

en lugar de la identidad (4.10) podemos utilizar nuestra definición informal del índice 

extremo (1.9) para obtener la aproximación asintótica 

(4.11 ) 

Tenemos pues que en el caso de series de tiempo estacionarias es más difícil decir 

exactamente cuál es la probabilidad a.':iociada a cierto nivel ele ret.orno. Si deseamos 

responder esta pregunta debemos conocer, o poder estimar, el índice ext.remo O ele 

la serie. Si no conocemos el índice extremo, sabemos que el nivel de retorno H'TI,k se 

excede en un n-bloque de entre cada k n-bloques, en promedio, pero no sabemos 
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cuántos excesos ocurrirán en ese n-bloque extremo o período acentuado, puesto que 

eso depende de la propensidad de la serie a formar clusters. En este sentido, fin,k 

nos da una idea acerca de la frecuencia de los períodos acentuados, pero no de la 

verdadera frecuencia de los rendimientos extremos promediada a largo plazo. Para 

obtener información más precisa necesitamos el Índice extremo O. 

La relación (4.9) sugiere cómo podría construirse un e:;timador de () mediante el 

llamado método de bloques. Este método está basado en argumentos asintóticos que 

pueden encontrarse en [6, Cap. 8]. El método de bloques para estimar el Índice 

extremo consiste en dividir los datos Xl. ""Xr en m bloques de tamaiio n, como se 

hace para ajustar la distribución VEC, y poner umbrales altos, digamos en u. Así, el 

estimador asintótico natural para O es 

'O = n~1 log (1 - Ku/m ) 
log (1 - N u / (mn)) , 

donde Nu el el número de excesos del umbral y /(u es el número de bloques en los 

que hay uno o más ex:CelOS del umbraL Cuando Ku/m y Nu/(mn) son pequeños, este 

estimador se reduce a Ku/Nu. 

También para aplicar el Modelo de Picos Sobre el Umbra.l deben hacerse ligeras 

modificaciones. La idea de aproximar Fu(x) mediante una Distribución Pareto Gene· 

ralizada (DPG) G{,(J (x) para algún umbral u alto y para los parámetros { y f3 sigue 

teniendo sentido. El problema es estadístico: ¿cómo estimar los parámetros de la 

DPG a partir de una muestra dependiente de pérdidas que exceden el umbral u'! 

Dos posibles enfoques para este problema son: 

1. Hacer algunas suposiciones sobre la naturaleza de la dependencia de los datos y 



188 

maximizar una verosimilitud adecuada para la muestra de excesos dependientes. 

2. Intentar hacer que los excesos sean "más independientcs'~. Puesto que n 01>-

servaciones extremas de un proceso con índice extremo O proporcionan apro

ximadamente la misma cantidad de información sobre la cola de F que la que 

obtendríamos de nO observaciones independientes, podemos intentar n."(iucir los 

datos a observaciones ¡.i.d. deshaciendo los clusters (dé.clustering). Pro'a ello, 

identificamos los clusters de excesos del umbral u y reducimos cada cluster a 

un único representante, como podría ser el máximo dentro del cluster. Uno de 

los métodos que puede utilizarse para llevar a cabo este proceso es el método 

de runs (corridas): cuando decimos que run = 1', consideramos que cualquier 

sucesión de r observaciones consecutivas por debajo del umbral separa dos clus

terso 

Tenemos ya la información necesaria acerca de la importancia del índice extremo 

de una serie estacionaria y tenemos también un método para calcular, a partir de los 

datos, un estimador del Índice extremo. Podemos. por tanto comenzar nuestro análisis 

-- de-Ia- serie de -pérdidas-enoel precio-de laoacción BIvIW.'---_ 

4.3.3 Análisis de Máximos de Bloque para Pérdidas en el 

Precio de la Acción BMW 

El primer análisis se realiza para bloques mensuales. Es importante recalcar que 

estamos interesados en los rendimientos negativos, de manera que nuestros 6146 datos 

se reducen a 2769 pérdidas, que a su vez se convierten en 283 máx:imos de bloque, para 
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bloques que contienen apro.ximadamente 22 observaciones cada uno. Los estimadores 

de los parámetros son ~ ~ 0.232, (j ~ 0.009 Y íi ~ 0.019. El ajuste del modelo Fréchet a 

esta; má..,"<imos de bloque se verificó utilizando, como en el caso de loo datos danese:;, 

residuales exponenciales (4.6). Tanto el QQ-Plot como la gráfica de dispersión de 

estos nos indican que el ajuste es adecuado. 

, 
'---

QQ-Plot y Dispersión de Residuales pérdidas BMW mensuales. 

Se realiza también el análisis para bloques de mayor tamaño. Los estimadores del 

parámetro de forma ~ son 0.241, 0.274 Y 0.207 para bloques trimestrales, semestrales 

y anuales, respectivamente. También en estos casos se investigó el ajuste Fréchet 

mediante el uso de residuales. Los QQ-plots de la siguiente Figura muestran que el 

ajuste parece adecuado. 
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QQ-Plots para residuales de !as pérdid!l-'l BMW para máximos trimestrales 

(izquierda) y semestrales (derecha). 

La siguiente Tabla muestra los estimadores de los parámetros obtenidos al ajustar 

la distribución VEG a máximos de bloque mensuales, trimestrales, semestrales y 

anuales. Se incluyen asimismo los niveles de retorno de 20-períodos. Así, puede 

verse que el nivel de retorno de 20 trimestres es 0.070, de manera que en UI1 bloque 

trimestral cada 5 años esperamos ver pérdidas diarias de alrededor del 7.6%. El 

estimador del nivel de retorno de 80 trimestres (marcado en la columna R20 ) es 0.115, 

lo que significa que cada 20 años veremos rendimientos logarítmicos negativos de, en 

promedio, -0.115. 

"'n m e E.E. a E.E. p. E.E. Rn ,20 R2Q 

Mensual 22 283 0.232 0.05 0.009 0.00 0.019 0.00 0.057 0.118 

Trimestral 65 95 0.241 0.08 0.011 0.00 0.027 0.00 0.076 0.115 

Semestral 128 48 0.274 0.13 0.014 0.00 0.033 0.00 0.096 0.120 

Anual 256 24 0.207 0.19 0.019 0.00 0.044 0.00 0.120 0.120 

EstImadores de parámetros VEG y niveles de retorno Péniidas BMW. 
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En la columna R20 se muestran los nivele:; de retorno de 240-meses, 8O-trirnestres, 

40-semestres y 20-años. Obsérvese que los estimadores de R20 para los diferentes 

tamaños de bloque son prácticamente iguales, lo que muestra que nuestro modelo 

para máximos es consistente. 

Nos interesa ahora estimar los cuantiles correspondientes a los niveles de retor

no calculados. Puesto que suponemos que nuestros datos son una serie de tiempo 

estacionaria, sabemos por (4.11) que necesitamos conocer el índice e.xtremo de la se

rie para pasar de la información expresada como niveles de retorno a información 

en ténninos de cuantiles. Intentamos entonces estimar el índice extremo () para los 

distintos tamaños de bloque que hemos considerado. La siguiente Tabla muestra los 

estimadores de O obtenidos mediante el método de bloques, para má..ximos mensuales, 

trimestrales y semestrales, conforme se varía el número Nu de excesos del umbral. 

(m,n) N. 15 20 25 30 40 50 100 150 200 

u 0.065 0.056 0.051 0.049 0.045 0.043 0.034 0.029 0.026 

mes K. 11 14 17 19 26 32 59 90 110 

(283,22) O 0.748 0.718 0.701 0.655 0.681 0.678 0.658 0.717 0.689 

trim. K. 8 10 13 15 21 25 40 55 65 

(95,65) O 0.554 0.525 0.555 0.540 0.589 0.575 0.513 0.589 0.536 

sern. K. 8 10 13 14 17 21 28 34 42 

(48,128) O 0.587 0.565 0.611 0.556 0.529 0.558 0.425 0.400 0.521 

Estimadores del Índice Extremo O para log-returns negativos BMW. 

En la Tabla anterior vemos qu~.los estimadores del índice extremo (J para bloques 
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mensuales están entre 0.655 y 0.748, para un promedio de 0.694. Por su parte, 

los bloques trimestrales dan estimadores O entre 0.513 y 0.589, para un promedio 

de 0.555; mientras que en los bloques semestrales los estimadores de O están entre 

0.400 Y 0.611, para un promedio de 0.528. En el caso de bloques trimestrales y 

semestrales, los promedios de los estimadores de e obtenidos son suficientemente 

parecidos; para bloques mensuales el valor de n es demasiado pequeño como para 

utilizar un argumento asintótico. Las siguientes gráficas muestran que el estimador 

del índice extremo () es más estable cuando se trabaja con bloques trimestrales; esto 

era de esperarse, pues tanlo m como n son suficientemente grandes. En el eje-x 

superior se indica el umbral u y en el eje-x inferior se marca el número de e.xcesos. 

:::::=; I 

I~ 

Estabilidad del Índice extremo O de la serie de pérdidas BM'W" al variar el umbral 

para bloques de tamaño: 22 (meses), arriba; 65 (trimestres), centro; y 128 

(semestres), abajo. 

Supondremos entonces que, como nos indica nuestro análisis de bloques trimes-

trales, la serie de los log-returns negativos de B:M\V tiene índice extremo 0.55, de 
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modo que el tamaño promedio de los cluslers es 1.8. Esto siglüfica que podemos 

utilizar la ecuación (4.11) para calcular que nuestro nivel de retorno de 20-trimestres 

corresponde aproximadamente al cuantil 0.9985. Así, se estima que la probabilidad 

de exceder este nivel de retorno es 0.015. 

Podemos ahora e."<presar nuestros resultados en términos de la frecuencia tanto de 

los bloques extremos como de los rendimientos extremos. En un período de 5 años 

esperamos tener un trimestre acentuado en el que las pérdidas serán de alrededor 

del 7.6%, en promedio. Cuando ocurran pérdidas de esta magnitud, esperamos ver 

clusters de rendimientos negativos grandes, con un tamaño promedio de 1.8. Más 

aún, puesto que en estos 5 años hay alrededor de 1305 días hábiles, esperamos que 

haya apra.ximadamente 0.0015 X 1305 ~ 1. 9575 días en los que veremos pérdidas de 

esta magnitud. 

Recíprocamente, supongamos que necesitamos un estimador del cuantil 0.999 de 

la distribución de los rendimientos logarítmicos negativos. Utilizando de nuevo la 

expresión (4.11) Y el valor de B = 0.55, obtenemos que esto es equivalente a estimar el 

nivel de retorno de 28.89-trimestres. Cerramos este número y estimamos el nivel de 

retorno de 29-trimestres. Obtenemos el estimador puntual 0.085. La siguiente Figura 

muestra que este valor corresponde aceptablemente con lo observado históricamente. 

Sobreimpuesta en la gráfica de la serie de tiempo de los rendimientos negativos se 

marcó el estimador del cuantil 0.999 o nivel de retorno de 29-trimestres mediante 

una recta horizontal. La longitud total de la serie BMVV es 6146, de manera que 

esperamos que alrededor de 6.1 rendimientos excedan el cuantil 0.999. Tenemos que 

5 rendimientos lo exceden en la práctica. 
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o¡."" Ol.", 0I0,a 

Serie (con pérdidas positivas) B:MW", con el cuantil 0,999 marcado. 

4.3.4 Análisis POT para Pérdidas en el Precio de la Acción 

BMW 

Al igual que en el caso del ajuste de la distribución VEG, al aplicar este método tam-

bién debemos tomar en cuenta que nuestros datos no son Li.d., sino que se presentan 

en clusters. Para ello, además de elegir un umbral, debemos elegir un run (corrida) 

para nuestros datos. 

La gráfica de la función media de exceso nos sugiere elegir como umbral inicial 

una cantidad de alrededor de 0.02 Ó 0.03. Elegimos pues, para iniciar, u = 0.025. 

Las siguientes gráficas muestran el ajuste de la DPG a la distribución de exceso l;~ 

(izquierda) ya la cola F de la distribución subyacente (derecha), cuando los clusters 

están separados por O (es decir, no están separadas), 20 y 30 observaciones por debajo 

del umbral, respectivamente. 
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: 

Run = O, u = 0.025. Se obtiene ~ = 0.178. 

Run = 20, u = 0.025. Se obtiene ~ = 0.220. 

Run = 30, u = 0.025. Se obtiene ( = 0.215. 

Las gráficas anteriores muestran que el ajuste es bueno en todos los casos. La 

siguiente Tabla muestra los estimadores de los parámetros de la DPG para umbrales 

desde 0.02 hasta 0.04, cuando run = O, 20 Y 30. 
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ti Excesos ~ E.E. (3 run 

0.02 83 0.2373 0.137 0.0133 30 

0.025 70 0.2149 0.153 0.0142 30 

0.03 58 0.2351 0.173 0.0139 30 

0.04 33 ·0.2082 0.153 0.0148 30. 

0.02 111 0.2007 0.116 0.0131 20 

0.025 89 0.2201 0.130 0.0126 20 

0.03 66 0.2624 0.163 0.0124 20 

0.04 35 0.3030 0.252 0.0136 20 

0.02 354 0.2232 0.069 0.0093 O 

0.025 212 0.1778 0.082 0.0110 O 

0.03 136 0.1428 0.095 0.0126 O 

0.04 65 0.2644 0.172 0.0118 O 

Estimadores DPG para distintos umbrales, BMVV. 

Nótese que, particularmente cuando run = 30, los estimadores del parámetro de 

forma ~ son bastante estables, con un promedio de 0.2239. --En el caso e-TI querun-~20) ~ 

el promedio de ~ es 0.246l. 

Ilustraremos el cálculo del VaR para u = 0.025, run = 30. Sin tomar en cuenta 

que los excesos se presentan en clusters, estaríamos hablando de aproximadamente 

200 excesos del umbral; pero al escoger run = 30, se toman en cuenta solamente 70 

excesos del umbral. En rete caso, obtenemos que el estimador del VaRo.999 para las 

pérdidas B!v1W es 0.1004. Esto se muestra en la siguiente Figura: la recta punteada 
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vertical se intersecta con el estimador de la cola en el punto (0.1004,0.001), lo que nos 

permite leer el estimador del VaR en el eje-x. La curva punteada es una herramient.a 

que nos permite calcular inten'alos de confianza (mediante el método de verosimilitud 

de perfiles) para el VaK El eje-y del lado derecho de la gráfica es una escala de 

confianza (no una escala de cuantiles). La línea punteada horizontal corresponde el 

una confianza del 95%; las coordenadas en x de los dos puntos donde la curva punteada 

intersecta a la línea horizontal son los extremos del intervalo de confianza del 95%: 

(0.07924,0.16823). Es importante notar que el intervalo obtenido es asimétrico, lo 

cual refleja el problema de estimar altos cuantiles para datos de cola pesada: es más 

fácil acotar el intervalo por abajo que hacerlo por arriba. Obsérvese que se obtiene 

un intervalo de confianza del 99% más amplio si se baja la línea horizontal al valor 

99 del eje de confianza. 

-
¡ 

1 L-__________ --------~~--------~ ,. 
""'.",.,,., 

Estimador de VaRo.999 para ti = 0.025 Y Tun = 30. 

El estimador de ESO.999 se ilustra en la siguiente Figura mediante una segunda 

recta vertical, a la derecha de la correspondiente al VaRo.999. El estimador puntual 
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que se obtiene es 0.1392. 

", 

'. 

1 !r-----------~~+_~----~,.~--+. 
f 'o ~ 
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¡ 
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Estimador de ESo.oo• con u = 0.025 Y run = 30. 

La siguiente Tabla muestra los estimadores de VaR y de ES para dos distintos 

valores del umbral (0.02 y 0.025), donde separamos los clusters por O, 20 Y 30 obser, 

vaciones por debajo del umbral. 

u run VaRo.99. VaRo.99' VaR".9999 ESo.". ESo.90C! 

0.02 O 0.05007033 0.08098086 0.1497941 0.0706189 0.11041 

0.025 O 0.05039095 0.07933166 0.138161 0.06928087 0.1044779 

0.02 20 0.06136126 0.1020376 0.1886009 0.08814847 0.1390375 

0.025 20 0.05541479 0.09275413 0.1753751 0.08020455 0.1280845 

0.02 30 0.0640145 0.1105334 0.2170801 0.09513455 0.15613 

0.025 30 0.05902148 0.1004137 0.191061 0.08644162 0.1391701 

EstImadores VaR y ES para PérdIdas BMW con dIstIntos. umbrales y runs. 
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La Tabla anterior muestra que todos los estimadores de VaR y ES son más altos 

para u = 0.02 Y run = 30, mientras que para los demás modelos los valores que se 

obtienen son muy similares. 

En la práctica, los estimadores de VaRO.999 que parecen más acertados son aquellos 

en los que se ignora que la serie forma clusters y se toma run = O; en este caso, 

obtenemos 6 observaciones (tanto para u = 0.25 como para u = 0.2) que han excedido 

este valor, lo cual es de esperarse para una serie de 6146 rendimientos. En cambio, 

para run = 20 Y run = 30, se obt.iene que el estimador de Val4l.999 ha sido excedido 

solamente en cuatro ocasiones (excepto para u = 0.02 Y run = 30, donde VaRo.999 

sólo se ha excedido una vez), lo que nos indica que posiblemente hemos sobreestimado 

ligeramente el valor de VaRo.Do9 . El caso de VaRO.9OS es similar: aquí para U = 

0.025, run = 20 se tienen 22 excesos, y en los demás casos (run = 20 Y run = 30) 

hay 16 excesos. Para 1'un = O hay 27 e."(cesos para los umbrales u = 0.02 Y ti. = 0.25. 

En teoría, deberíamos haber visto ya alrededor de 30 6 31 excesos de VaRo.995. 

En cuanto a los estimadores de ES, se tiene lo siguiente: en el caso de run = O, 

el promedio de los 27 excesos de VaRO.995 es 0.07159, lo cual es muy parecido a los 

estimadores de ESO.995 obtenidos tanto para u = 0.02 como para U = 0.025. Para 

u = 0.025 y run = 20, el promedio de los 22 excesos que hemos visto de VaRo.995 es 

0.07596, cantidad que el estimador de ESO.995 parece sobreestimar ligeramente. En los 

demás casos, el promedio histórico de los 16 excesos es 0.08314, que es bastante similar 

a los estimadores obtenidos para ESO.995 , excepto en el caso u = 0.02 Y run = 30. 

Veamos ahora lo que ocurre con ESO.999 : para run = 0, el promedio de los 6 excesos 

que hemos visto de VaRO.999 es 0.10468, lo cual es casi exactamente el estimador de 
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ESO.999 obtenido para ti = 0.025. Para u = 0.02 Y run = 30~ el tamaño del único 

e.xceso que contiene nuestra serie histórica es 0.1406, que remita ligeramente inferior 

al estimador de ESO•999 obtenido. En los demás casos, los 4 excesos de VaR.o.m 

promedian 0.11527, de manera que ESO.999 parece estar ligeramente sobreestimada. 

4.3.5 Comparación de Cuantiles Obtenidos con el Método 

Máximos de Bloque y con el Método POT para Pérdi

das en el Precio de la Acción BMW 

La siguiente Tabla presenta una comparación entre los estimadores de VaRO.999 ob

tenidos por el Método de Máximos de Bloque y los obtenidos por el :l\létodo POT. El 

umbral del método POT se escoge de manera que haya el mismo número de excesos 

de ese umbral que el número de máximos con que se está comparando. ASÍ, por ejem

plo, hay 283 excesos del umbral u = 0.0218. Cuando Tun =1 O, el número efectivo de 

excesos se-reduce para tomar en 'cuenta la tendencia de la serie a formar clusters; así) 

-·-por ejemplo; para=run =-20;o-los 283~excesos-seoconvicrtcn-en--lOl- exce50S efectivos¡ 

95 excesoo se transforman en 45 efectivos y 48 excesos se vuelven 27. 

Los estimadores de VaRo.999 obtenidos mediante el método POT son más parecidos 

a los obtenidos a través del método de Máximos de Bloque cuando se toma run = 20) 

es decir) cuando 20 observaciones por debajo del umbral separan 2 clusters. 

En la práctica) para el estimador V~9 = 0.079 hay 6 exccSOS¡ para 0.085 hay 

5 excesos; para los estimadores entre 0.086 y 0.104 hay 4 excesos. 
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Max de Bloque Mes Trimestre Semestre 

Número de Máximos 283 95 48 

~ 0.232 0.2-11 0.274 

VaRo.o", 0.089 0.085 0.087 

POT 

u 0.0218 0.0347 0.0433 

(Run = O) ~ 0.171 0.189 0.217 

lfaRO.999 0.079 0.079 0.079 

(Run = 20) ~ 0.170 0.207 0.258 

-VaRo.o", 0.097 0.090 0.086 

(Run = 30) ( 0.217 0.181 0.211 

-VaRo.o9!) 0.087 0.091 0.104 

ComparacIón Métodos POT y MDB, PérdIdas BMW. 

4.4 Caso 3: Tipo de cambio FIX peso/dólar 

En este caso, nuestros datos corresponden a la variación porcentual del tipo de cam-

bio FIX de pesos mexicanos a dólares americanos (MXNjUSD), durante el período 

comprendido entre enero de 1992 y mayo del 2001. Tenemos pues 2357 datos para 

realizar nuestros análisis. En este análisis tornamos como pérdidas las devaluaciones 

del peso con respecto al dólar, y les asignaremos su variación porcentual positiva. 
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4.4.1 Análisis Preliminar de Datos de Pérdidas en el Tipo de 

Cambio FIX 

Como en los dos casos anteriores, comenzamos por realizar el análisis preliminar, 

mediante gráficas, de los datos. Iniciamos con la gráfica de la serie de tiempo. 
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Serie de tiempo del tipo de cambio FIX, con pérdida.':> positivas. 

La serie de tiempo (nótese que las pérdidas aparecen como valores positivos) nos 

permite observar que las pérdidas y las ganancias más extremas ocurrieron entre 

finales de 1994 y principios de 1995 y que sus magnitudes fueronrnucho mayores q1.H)-~--- ~ 

las de las otras pérdidas y ganancias extremas que podemos identificar. Asimismo, 

el valor de la pérdida más grande es mayor que el valor absoluto de la ganancia más 

grande que se registró en el período 1992-2001. 

La siguiente Tabla muestra los principales datos estadísticos de la serie del tipo de 

cambio FIX. En la segunda columna se toman todos los datos (con pérdidas positivas), 

en la tercera únicamente las ganancias y en la última sólo las pérdidas. 



203 

FIX ('Ibdos) FIX (Ganancias) FIX (Pérdidas) 

Mínimo -0.148 0.000 0.000 

Primer cuartil -0.002 0.001 0.001 

Media 0.001 0.004 0.005 

Mediana 0.000 0.002 0.002 

Tercer Cuartil 0.002 0.005 0.005 

Máximo 0.223 0.148 0.223 

Desv. Estándar 0.012 0.008 0.013 

Total Datos 2357 1161 1155 

Resumen estadístico datos Tipo de Cambio FIX. 

Veamos ahora el Boxplot y el histograma de la serie FIX, así como un QQ-Plot 

de nuestros datos contra la distribución NormaL 
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Boxplot Tipo de Cambio FIX. QQ-Plot distrib. Normal contra FIX. 
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Histograma tipo de cambio FIX. 

El Boxplot nos muestra que hay cinco pérdidas por encima de 0.1. mientras que 

sólo tenemos una ganancia que excede esa cantidad. La distribución parece bastante 

simétrica respecto al cero, si bien, como aparentemente confirma el histograma, hay 

cierta evidencia de que la cola derecha (pérdidas) sea más pesada que la cola izquierda. 

Por su parte, el QQ-Plot contra la distribución Normal nos muestra clara evidencia 

de que las dos colas de nuestros datos son mucho más pesadas que l~ colas d~ la-

distribución Normal. 

Investigamos a continuación el hecho de que nuestros datos provengan oe una 

distribución exponencial, mediante la creación de dos QQ-Plots, en los cuales se 

analizará esta posibilidad, por separado, para pérdidas y para ganancias del tipo de 

cambio FIX. 
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QQ-Plot Ganancias FIX vs. Exponencial. 

Estos QQ-Plots nos indican que tanto la cola derecha (que, en nuestro caso son las 

pérdidas) como la cola izquierda (las ganancias) de nuestra serie del tipo de cambio 

FIX son más pesadas que la cola de una distribución exponencial. 

Finalmente, analizamos las gráficas de la función media de exceso (F.M.E.) em-

pírica para pérdidas y para ganadas por separado. 
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Gráfica F.M.E. para Pérdidas FIX. 
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Gráfica F.M.E. para Ganancias FIX. 
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Las gráficas de la función muestral media de exceso tanto para pérdidas como para 

ganancias del tipo de cambio FIX muestran claramente que nuestros datos tienen cola 

pesada. Más aún, la diferencia en las pendientes parece mostrar que la cola de las 

pérdidas es más pesada que la de las ganancias. La gráfica de la F.M.E. para pérdidas 

es bastante recta en general, aunque hay un ligero cambio en la pendiente alrededor 

de 0.008; esta podría ser, por tanto, nuestra primera elección para el umbral en el 

método POTo 

4.4.2 Análisis de Máximos de Bloque para el Tipo de Cambio 

FIX 

El análisis se realiza para bloques mensuales, trimestrales y semestrales. De esta 

manera, nuestros 2357 datos se convierten en: 113 máximos de bloque, donde el 

número apro."Cimado de observaciones en cada uno de los bloques es n ~ 21 para 

bloques mensuales; 38 máximos de bloque de tamaño aproximado 62 para bloques 

-tiimestriiles;-y 19 maxinlc)S ce bloque -dealredCdór-de- 124'-bbservacioncs~cada uno-en-

el caso semestraL Los estimadores del parámetro de forma ~ son, respectivamente, 

0.5926,0.7224 Y 0.6292, lo que nos indica que la distribución GEV que se ajusta es 

del tipo Fréchet y la hipótesis de varianza infinita parece plausible en todos los casos. 

Se investigó el ajuste de la Fréchet a los tres distintos tamaños de bloque utilizando 

los residuales descritos en (4.6). La suposición de exponencialidad de los residuales 

parece aceptable en todos los casos, como los siguientes QQ-Plots nos muestran. 
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QQ-Plot de residuales pérdidas FIX vs. distribución Exponencial para bloques 

mensuales (izq.), trimestrales (centro) y semestrales (der.). 

La siguiente Tabla muestra los estimadores de los parámetros obtenidos al ajustar 

la distribución VEG a máximos de bloque mensuales, trimestrales y semestrales de 

las pérdidas en el tipo de cambio FIX. Se incluyen asimismo los niveles de retorno de 

20-períodos. 

"'n m { E.E. (T E.E. l' E.E. R n ,2o R,o 

Mes 21 113 0.593 0.09 0.004 0.00 0.006 0.00 0.0427 0.1283 

Trim. 62 38 0.722 0.20 0.007 0.00 0.010 0.00 0.0886 0.1479 

Sem. 124 19 0.629 0.27 0.014 0.00 0.018 0.00 0.1366 0.1366 

estImadores y nIveles de retorno (VEG) para PérdIdas en TIpo de CambIO FIX . 

Así, puede verse que el nivel de retorno de 20 semestres es 0.1366, de manera que 

en un semestre cada 10 años esperamos ver pérdidas diarias de alrededor de -0.1366. 

El estimador del nivel de retorno de 40 trimestres (marcado en la columna R20 ) es 
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0.1479, lo que significa que cada 10 años veremos rendimientos logarítmicos negativos 

de, en promedio, -0.148. Los estimadores de R20 para los diferentes lamalios de bloque 

son similares, si bien no son tan cercanos como los obtenidos en el caso de las pérdidas 

deBMW. 

Queremos ahora estimar los cuantiles correspondientes a los niveles de retorno cal-

cuIados. Para ello, utilizaremos la aproximación (4.11), de manera que necesitamos 

conocer el índice e.xtremo de la serie para pasar de la información expresada como ní-

veles de retorno a información en términos de cuantilcs. Int.entamos entonces estimar 

el Índice extremo O para bloques mensuales, trimestrales y semestrales. La siguiente 

Tabla muestra los estimadores de () obtenidos mediante el método de bloques, para 

máximos mensuales, trimestrales y semestrales, conforme se varía el rnímero Nu de 

excesos del umbral u. 

(m,n) 15 20 25 30 40 50 100 150 200 

u 0.042 0.040 0.036 0.030 0.024 0.018 0.011 0.008 0.007 

mensual Ku 6 8 9 10 14 18 35 52 67 

(113,21) 

trimestral Ku 5 6 7 11 13 23 29 .12 

(38,62) 'O 0.285 0.270 0.263 0.260 0.327 0.321 0.356 0.370 0.358 

semestral Ku 4 5 6 7 10 11 17 17 18 

(19,124) 'O 0.296 0.287 0.285 0.287 0.349 0.323 0.415 0.274 0.266 

Estimadores del Índice Extremo para Pérdidas en el tipo de cambio FIX. 

En la Tabla anterior vemos que los bloques mensuales dan estimadores de entre 
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0.348 Y 0.490, para un promedio de 0.407. Por su parte, los bloques trimestrales 

dan estimadores entre 0.260 y 0.370, para un promedio de 0.312¡ mientras que en 

los bloques semestrales, los estimadores están entre 0.266 y 0.415, para un promedio 

de 0.309. En el caso de bloques trimestrales y semestrales, los promedio de los es-

timadores de B obtenidos son suficientemente parecidos; para bloques mensuales el 

valor de n (= 21) es demasiado pequeño como para utilizar un argumento asintótico. 

Las siguientes gráficas (nótense las diferentes escalas) muestran que el estimador del 

Índice extremo es más estable cuando se trabaja con bloques trimestrales; esto era de 

esperarse pues tanto m como n son suficientemente grandes. 

• • i ¡ , 

I~ 

Estabilidad del estimador del Índice extremo B para bloques mensuales (arriba), 

trimestrales (centro) y semestrales (abajo) de las pérdidas del Tipo de Cambio FIX, 

conforme se varía el umbral u. 

Supondremos que nuestros estimadores del Índice extremo para datos trimestrales 

son los más aproximados a la realidad, de manera que tomaremos B = 0.31 para nues-

tra serie de pérdidas en el tipo de cambio FIX. Esto significa que el tamaño promedio 
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de los clusters es 3.23. Así, utilizando nuestro modelo para bloques trimestrales, el 

cuantil 0.995 corresponde al nivel de retorno de lO.887-trimestres. Redondeamos este 

número 11 Y obtenemos que el nivel de retorno de 1I-trimestres está. dado por 0.0565; 

de la misma manera, el cuantil 0,999 corresponde aproximadamente al nivel de retor-

no de 5~trimestres y es 0.1817, mientras que el estimador del cuantil 0.9999 ---o el 

nivel de retorno de 521-trimestres-es 0.9546. 

La siguiente Tabla muestra los estimadores de VaR obtenidos para la serie de 

pérdidas en el tipo de cambio FIX, con los correspondientes niveles de retorno. En 

todos los casos se considera () = 0.31. 

VaRo.9O' VaRo .• 99 VaRo.'99' 

Mensuales 0.0587 0.1537 0.6064 

R21 ,162 R21 ,1614 

Trimestrales 0.0565 0.1817 0.9546 

R,.,. R.2,1l ~2,53 11,,2,521 

Semestrales 0.0594 0.1665 0.7140 

R,." R124,27 

Esllmadores del VaR (VEG) para Pérdidas FIX. 

Sobreimpuestos en la gráfica de la serie de tiempo de las pérdidas en el tipo de 

cambio F1X se marcaron los estimadores de los cuantiles 0.995 y 0.999 (correspondien-

tes a los niveles de retorno de 11 y de 53-trimestres, respectivamente) mediante rectas 

horizontales. La longitud total de la serie FIX es 2357! de manera que esperamos que 

alrededor de 11 o 12 pérdidas exced~. el cuantil 0.995 y que aproximadamente 2 



211 

rendimientos excedan el cuantil 0.999. En la práctica, tenemos que 11 rendimientos 

exceden el cuantil 0.995, lo cual está de acuerdo con nuestra estimación, mientras que 

hay un rendimiento que excede el cuantil 0.999, que es solamente una vez menos que 

nuestra estimación. 

1 1 l 
, 

• ,~ol\ ..,1 JI I~; , ~~ /\lIt ¡ 01 I~ ,.,. ~II' 
I 

03/01/1!1R2 -

Serie de tiempo pérdidas FIX con estimadores de VaRü.995 y Va~.999 

sobreimpuestos. 

4.4.3 Análisis POT para Pérdidas en el Tipo de Cambio FIX 

La gráfica de la función media de exceso sugiere que podemos empezar este análisis 

con un umbral de alrededor de 0.008. Sin embargo, este umbral reduce demasiado el 

número de excesos cuando se toman run = 20 Y run = 3D, de manera que decidimos 

empezar el análisis con un umbral ligeramente más bajo. Tornaremos pues 'U = 0.006. 
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u = 0.006, run = O. El estimador de ~ es 0.745. 

-0, 

/ 

u = 0.006, run = 20. El estimador de ~ es 0.598. 

: 

=t-

u = 0.006, run = 30. El estimador de ~ es 0.674. 

Las gráficas anteriores muestran que el ajuste de la DPG parece aceptable para 

los casos run = O Y run = 20. Cuando run = 30 son únicamente 26 los excesos que 

efectivamente se toman en cuenta; esta es una cantidad de datos demasiado pequeña, 
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por lo que el ajuste obtenido en este caso no es tan confiable. Los estimadores del 

parámetro de forma ~ no son muy estables para ti = 0.006 al variar Tun. La 1'abla que 

se presenta a continuación nos permite observar que los estimadores del parámetro ~ 

son más estables para umbrales más altos, a pesar de que se usan muy pocos e.xcesos 

para realizar los ajustes a la DPG cuando run .¡. O. 

u 0.005 0.006 0.008 0.009 0.01 0.013 

run = O 

~ 0.8179 0.7449 0.7778 0.5609 0.5686 0.5036 

E.E. 0.110 0.120 0.165 0.152 0.164 0.191 

{3 0.003 0.005 0.006 0.009 0.010 0.013 

E.xcesos 292 219 148 118 107 79 

run = 20 

~ 0.9041 0.5981 0.7692 0.4778 0.5294 0.5013 

E.E. 0.318 0.235 0.339 0.270 0.295 0.313 

{3 0.004 0.006 0.005 0.011 0.010 0.012 

Excesos 48 46 36 27 26 20 

run = 30 

~ 0.5653 0.6741 0.7619 0.4737 0.4517 0.5266 

E.E. 0.332 0.340 0.395 0.300 0.300 0.361 

{3 0.010 0.008 0.007 0.013 0.014 0.013 

Excesos 23 26 26 22 20 17 

Estimadores de los Parámetros DPG para varIOS umbrales y runs. 
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Al fijar run -es decir, el número de observaciones por debajo del umbral que 

separarán dos clusters- y variar el umbral, podemos notar que en ninguno de los 

casos puede decirse que hay estabilidad de los estimadores del parámetro de forma~. 

Para run = 30, el promedio es de 0.5756, para run = 20 se obtiene 0.6299, mientras 

que el promedio para run = O es 0.6623. 

ilustraremos el cálculo del VaR para ti = 0.008, run = 20; sin tomar en cuenta 

que los excesos se presentan en clusters, estaríamos hablando de aproximadamente 

148 excesos del umbral, pero al escoger run = 20, se toman en cuenta solamente 

36 excesos del umbral. En este caso, obtenemos que el estimador del VaRO.990 para 

las pérdidas en el tipo de cambio FIX es 0.0524. Esto se muestra en la siguiente 

figura mediante una recta punteada vertical. El intervalo de confianza (asimétrico) 

del 95% puede leerse en las intersecciones de la curva punteada y la la línea punteada 

horizontal: (0.0315,0.1717). Obsérvese que se obtiene un intervalo de confianza del 

99% más amplio si se baja la línea horizont.al al valor 99 del eje de confianza (eje-y, 

lado derecho). 

Estimador de VaRO.995 para u = 0.008 Y run = 20. 
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El estimador de ESO.9gs se ilustra en la siguiente Figura mediante una segllnda 

recta vertical) a la derecha de la correspondiente al VaRo.995. El estimador puntual 

que se obtiene es 0.2251. 
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La siguiente Tabla muestra los estimadores de VaR y de ES para tres distintos 

valores del umbral (0.006, 0.008 Y 0.010), donde separamos los clusters por O, 20 Y 

por 30 observaciones por debajo del umbral. Obsérvese que todos los estimadores son 

muy altos para u = 0.008 y u = 0.006 cuando run = 30. 
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'U run VaRo .... VaRo .... VaRo ..... ESo.99• ESo .... 

0.006 O 0.05464107 0.1817237 1.010989 0.2148426 0.7130112 

0.008 O 0.05576991 0.1944254 1.164584 0.2502175 0.8744287 

0.010 O 0.05419454 0.1467676 0.5642077 0.1356973 0.3502925 

0.006 20 0.05539596 0.1522037 0.6163804 0.1444086 0.3852844 

0.008 20 0.05241205 0.1792757 1.05077 0.2250805 0.774745 

0.010 20 0.05094708 0.1308515 0.4630129 0.1178088 0.2876071 

0.006 30 0.07556453 0.2339585 1.124417 0.2428026 0.7288832 

0.008 30 0.05907985 0.2030319 1.176713 0.2503317 0.8548645 

0.010 30 0.06127548 0.1481615 0.4558557 0.1282469 0.2867228 

Estimadores de VaR y ES para sene FIX, usando dlstmtos umbrales y runs. 

Los estimadores de VaRo.90s son bastante estables para \'ariaciones del umbral 

y de runo En la práctica, hemos visto entre 14 y 11 excesos de VaRo.995, excepto 

en el caso en que ti = 0.006 Y Tun = 30, en el cual s610 hay 8 excesos. Puesto 

que la serie FIX consta de 2357 observaciones, esperarnos aproximadamente 11 Ó 12' 

excesos del cuantil 0,995. En cuanto a los estirnadore; de VaR{;.99~~hernOs 'visto :j -

excesos del correspondiente a ti = 0.010 Y run = 20 Y s610 uno en los demás casos, 

excepto para el estimador VaRo.999 obtenido cuando ti = 0.006 Y run = 30, que no 

ha sido excedido históricamente. Por su parte, los estimadores de VaRO.9999 parecen 

tener sentido solamente cuando se toma u = 0.010, Y tal vez también cuando se tiene 

u = 0.006 Y run = 20. Aún así, en la serie FIX nunca hemos visto una pérdida que 

exceda a ninguno de los estimadores de VaRo.9999, lo cual es de esperarse, puesto que 
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estamos hablando del tamalio que excederá, en promedio, una pérdida. entre 10,000. 

Los estimadores que mejor se adaptan a lo visto en la serie histórica son los 

correspondientes a u = 0.010, run = 20. En este caso incluso la Esperanza Condicional 

de la Cola (que nos indica los tamarios esperados de las pérdidas dado que se ha 

excedido el VaR) no parece estar tan sobreestimada corno en los otros casos: el 

promedio de los 14 excesos de VaRO.OO5 es 0.0967, contra un pronóstico de 0.1178, y 

el promedio de los 3 excesos de VaRO.999 es 0.1671, contra un pronóstico de 0.2876. 

Nótese que la mayor observación dentro de la serie de pérdidas en el tipo de cambio 

FIX toma el valor 0.2228. 

Los estimadores de ESO.999 parecen estar menos sobreestimados cuando se tOma 

un umbral suficientemente alto (en este caso, al tomar u = 0.010). Sin embargo, 

aún en esta situación, los estimadores EsO.999 que se obtienen son, aparentemente, 

bastante eleyados en comparación con lo que hemos visto en la serie FIX. 

4.4.4 Comparación de Cuantiles Obtenidos con el Método 

Máximos de Bloque y con el Método POT para Pérdi

das en el Tipo de Cambio FIX 

La siguiente Tabla presenta una -comparación entre los estimadores de VaRo.ggs y 

VaRo.ggg obtenidos por el Método de Máximos de Bloque y los obtenidos por el 

Método POT, para pérdidas en el Tipo de Cambio FIX. El umbral del método POT 

se escoge de manera que haya el mismo número de excesos de ese umbral que el 

número de máximos con que se está comparando. Así, por ejemplo, hay 113 excesos 



218 

del umbral u = 0.0094, de manera que los cuantiles obtenidos mediante el método 

MDB para bloques mensuales se compaJ'an con los obtenidos a través del método 

POT usando el umbral u = 0.0094. Cuando run .¡:. 0, el número efectivo de excesos 

se reduce para tomar en cuenta la tendencia de la serie a formar clusters; así, por 

ejemplo, para run = 20, los 113 excesos se convierten en 27 excesos efectivos, y para 

run = 30 en sólo 21 excesos efectivos. 

Max de Bloque ~-fes Trimestre Semest.re 

Número de Máximos 113 38 19 

0.593 0.722 0.629 

iÍaRO.!105 0.0587 0.0565 0.0594 

lIaRO.999 0.1537 0.1817 0.1665 

POT u = 0.0094 u = 0.027 u = 0.040 

(Run=O) ( 0.561 0.491 0.257 

~O.995 0.0542 0.0546 0.0566 

0.1457 0.1302 0.1287 

(Run = 20) ~ 0.503 0.816 1.331 

~O.905 0.0517 0.0465 0.0474 

VaRo.999 0.1294 0.1325 0.1578 

(Run = 30) ( 0.460 0.816 1.331 

~O.995 0.0614 0.0465 0.0474 

lfaRO.999 0.1495 0.1325 0.1578 

ComparaCIón entre el POT y el Modelo MDB, sene FIX. 
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Los estimadores de VaRo/Jos con Tun = O son muy similares a los obtenidos 

mediante el método de Máximos de Bloque, pero los de VaRo.fJoo de Máximos de 

Bloque se parecen más a los obtenidos en el POT con run = 30. En el caso de bloques 

semestrales hay que recordar que, al tomar 19 máximos con Tun = 20 o 1'un = 30, en 

realidad estamos reduciendo los datos a una cantidad mínima (4 excesos efectivos), 

por lo que los estimadores no deberían ser demasiado confiables. 

En la práctica, para los estimadores V~g = 0.1287 Y 0.1294 hay 4 excesos; 

para 0.1302 y 0.1325 hay 3 excesos; y para los estimadores entre 0.1457 y 0.1817 hay 1 

exceso. Por su parte, para el estimador ~O.995 = 0.0614 hay 10 excesos históricos; 

para los estimadores entre 0.0565 y 0.0594 hay 11 excesos; para 0.0542 y 0.0546 hay 

12 excesos en nuestros datos; y para 0.0465 y 0.0474 hay 14 excesos. De acuerdo con 

la longitud de la serie FIX (2357 datos), esperamos alrededor de 2 excesos del cuantil 

0.999 y aproximadamente 11 o 12 del cuantil 0.995. 

4.5 Conclusión 

Los desastres naturales o causados por el hombre, los crashes de la Bolsa y otros 

eventos extremos forman parte de la sociedad actual. La metouología expuesta en 

este trabajo puede ser útil para llevar a cabo el análisis de estos eventos. 

El reconocimiento de que una distribución tiene cola pesada es un hecho clave 

para la medición de los riesgos extremos. Más aún, existe la necesidad de evaluar los 

riesgos extremos dentro de los mercados financieros. El BIS (Bank far lnternational 

Settlement) ha decretado reglas que los bancos deben seguir para controlar sus riesgos, 
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pero la mayoría de los modelos actuales para la medición de riesgos se basan en la 

suposición de que los activos financieros siguen una distribución Ganssiana. 

En este trabajo hemos dicho que, si nos interesan las colas de algll1lfi distribución 

(es decir, los eventos extremos), es natural considerar la aplicación de los métodos 

de la Teoría de Valores Extremos (TVE). Los métodos basados en la suposición de 

normalidad de las distribuciones tienden a subestimar el riesgo del áren. de la cola. Los 

métodos basados en Simulación Histórica nos ofrecen estimadores muy imprecisos del 

riesgo extremo. En cambio, tanto el Modelo de Máximos de Bloque (:~lDB) corno el 

Modelo de Picos Sobre el Umbral (POT) tienen la base científica de la TVE: esta base 

teórica nos permite enfrentarnos a un problema inherentemente difícil: la predicción 

del tamaño de un e\'ento extremo. 

En este Capítulo hemos demostrado la aplicación de los Modelos }IDB y POl' a 

tres conjuntos de datos; uno de ellos pertenece al área de seguros 1 mientras que los 

otros dos corresponden a datos financieros. En todos los casos vimos que el aj11ste 

de la Distribución Pareto Generalizada eDPG) a las pérdidas que e.xceden un umbral 

alto es un método útil para la estimación de las colas, los altos cuantiles (VaR) 1 

y la Esperanza Condicional de la Cola (ES) deJas distribuCIones'-- Vimos -tamoicn

que podemos utilizar el ajuste de la distribución de Valores Extremos Generalizada 

(VEG) a los máximos de bloques de tamaño suficientemente grande para obtener 

estimadores de la cola y de los altos cuantilcs (Van.) de la distribución subyacente. 

Más aún, pudimos constatar que la implementación de los Modelos MOB y POl' a 

un sistema de medición de riesgos es bastante sencilla. 

Como hemos dicho antes, tanto el Modelo MDB como el POT estún sólidamente 
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fundamentados en la teoría matemática del comportamiento de lo...., ext.remos; no c:-; 

simplemente cuestión de ajustar una curva ad !toco Bien podría suceder que, al t.ant.eo, 

se encuentre alguna otra distribución que se ajuste aún mejor al área de la cola de los 

datos que estemos considerando. Pero t.al distribución sería una elección arbitraria, 

de manera que tendríamos mucho menos confianza al momento de extrapolar más 

allá del rango de los datos para obt.ener medidas de riesgo extremo. 

Esperamos haber mostrado la ut ¡lidad de los Modelos de la Teoría de Valores 

Extremos para el análisis de datos de cola pesada y la obtención de medidas de riesgo 

extremoj queremos recalcar particularmente la posibilidad de obtener estimadores de 

la Esperanza Condicional de la Cola (ES) que, como se mencionó anteriormente, es 

una medida de riesgo coherente. 



Apéndice A 

Convergencia 

Definición A.l (Variable aleatoria) Una variable aleatoria (v.a) X es una Jun· 

ci6n que asocia un número X(w) a cada resultado w, elemento del espacio muestral 

n. 

La definición de los conceptos de convergencia para v.a. se basa en la manipulación 

de sucesiones de eventos que requieren límites de conjuntos. Sea An e n. Definimos 

Definición A.2 (liminf) Diremos que 

Puede demostrarse que 

lim inf An = lim (inf A.) . 
n ....... oo n_oo k;?:n 

Para lim ¡nf se tiene la siguiente interpretación: 

lim inf A,. {w : w E An para toda n excepto por un número finito} 
n~~ 

223 
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= {w: ~?Adw) < 00 } 

= {w: w E ;\,.,\111;:0: 11o(W)). 

Definición A.3 (li1Tlllup) Se tiene que 

Puede demostrarse que 

lim sup An = tim (sup Ak) . 
11->00 n __ oc k~n 

Para tim sup se tiene la interpretación siguiente: 

lim sup An n_= {w : ~ lA" (w) = oo} 
{w: w E An"k = 1,2, ... } 

para alguna su bsucesión nk que depende Je w. 

Definición A.4 (Convergencia Débil o en DiBtribución) Sea Uo) UI , U2 , o •• una 

sucesión de variables aleatorias (v.a.). Decimos que (Un) converge en distribución o 

débilmente a la v.a. Ua (lo cual denotamos 'Un ~ Ua) si para toda función continua 

y acotada f se da la relación 

E [f (Un )]--> E If (U,,)], 11 --> oo. 

La convergencia en distribución también puede describirse en términos de las 

funciones de distribución (f.d.) J;>'" Y Po de Un Y Uo, respectivamente: Un ~ Ua se da 

si y sólo si para todos los puntos de continuidad y de la f.d. 1"'0 se satisface la relación 

Fn(Y) --> Fo (y), 11 --> oo. (A.l) 



Más aún, si Fo es continua entonces (A.1) puede incluso fort.alecersc a couvcrgcIlI . .:ia 

uniforme: 

sup 11;;. (x) - Fo (x)1 ~ 0, 11 ~ CO. (A.2) 
xE' 

En efecto, sabemos que si in. n 2': O son funciolles de valores reales en JR (o en 

cualquier otro espacio métrico) entonces In converge uniformement.e A. lo en A e JR si 

Slip IJ" (.r) - Jo (x)1 ~ o 
xEA 

cuando n ---t oo. 

Si Un) n 2': O son funciones reales no-decrecientes y si Uo es continua y Un (x) ---t 

Ua (x) cuando n ---t 00 para todo x E IR. entonces Un - Uo localmente uniformemente: 

es decir, para cualesquiera Q < b 

sup IU,,(.r) - Uo(x)l- O. (A.3) 
IEja.b] 

El siguiente argumento muestra que si Ua es, continua en [a, b] : entonces es uni· 

formemente continua: para cualquier x existe una \'ecindad O;r: que contiene a x y en 

la cual U oscila por menos que é. De esta manera, podemos construir una cubierta 

abierta e de la, b]. Por la compacidad de [a, b] podemos obtener una subcubierta finita 

a partir de e = {O;r: : x E [a, bl}. Usando esta subcubierta finita y la monot.onÍa de las 

funciones se obtiene directamente la convergencia uniforme en [a, b]. 

Si r""n, n 2:: O son funciones de distribución (no-degeneradas) en IR, entonces la 

convergencia puntual de ¡;." a Fo y la continuidad de .1"0 implican la convergencia 

uniforme en lit La convergencia uniformc local se obtiene de (A.:3) y afuera de un 

intervalo grande [a, b] no hay muchas posihilidades de oscilación: dado é > O se escoge 
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b tal que Po (b) > l-€; por la convergencia puntual, existe no E N tal que para n 2: no 

¡r" (b) - 1"0 (b)1 < 13:. 

De este modo, para x 2: b 

¡r" (x) - 1"" (b)1 :o: 1 - 1"" (b) :o: 1 - 1"0 (b) + ¡ro (b) - 1"" (b)1 < 213:. 

Así, para n '2: 11.0 

sup ¡r" (x) - 1"0 (x)1 :o: sup ¡r" (x) - 1"" (b)1 + ¡r" (b) - Fo (b)1 + 11;0 (b) - Fa (x)1 
x>b x>b 

Para x < a se procede de manera similar. Al combinar estos resultados con el dc 

convergencia uniforme eIl [a, h] se obtiene la convergencia uniforme en IR, es decir, In 

expresión (A.2). 

Definición A.5 (Converyencia en Probabilidad) Decimos que la sucesi6n de v. f.L. 

(Ao) converge en probabilidad a la v.a. A (lo cual denotamos A1\ ~ 11) si para lodo 

f: > O se da la relaci6n 

P(IA..-AI>é)~O, n~oo. 

La convergencia en probabilidad implica la convergencia en distribución. El rc~ 

cíproco es cierto si y sólo si A = a CH..si seguramente para alguna constante fL. 

La relación An ~ 00 debe interpretarse como 1/ An ~ o. 

En un espacio m6trico S la convergencia Un -+ a para los elementos a, al, a2,,,, es 

equivalente al principio de la subsucesi6n: toda. subsuccsi6n (ar¡¡.} contiene a Sl1 VC'h 
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una suhsucesi6n (Un
lrj

) que converge a a. Así, Al'} ~ A si y sólo si toda subsucesión 

(An¡J contiene una subsucesi6n (Ank j
) que converge en probabilidad a A. 

Definición A.6 (Convergencia Casi Segura) Decimos que (An ) converge casi 

seguramente (e.s.) o con probabilidad 1 a la v.a. A (lo cual denotamos An '::..! A) si 

la relación 

se da para P-casi todo w E n. 

Esto significa que 

P(A" ~ A) = P[{w: A" (w) ~ A (w)}] = 1. 

La convergencia casi segura es equivalente a la relación 

p 
sup IAk - Al ~ o. 
k~n 

Así, la convergencia casi segura implica la convergencia en probabilidad y, por 

tanto, la convergencia en distribución. 

La relación An '::!; 00 debe interpretarse como l/An ~ O. 

Definición A.7 (0(1)) a(x) = O(b(x)) cuando x~ Xo significa que 

. la (x) I hm sup -( -) < oo. 
:1:->7:0 b x 

Definición A.S (0(1)) a (x) = o (b (x)) cuando x ~ Xo significa que 

¡im a(x) = o. 
x-x, b(x) 
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Teorema A.9 (del Límite Central) SeanX¡,X2 , ... ,X" observflciones mut-tw.men-

te independientes de una variable aleatoria X con media I./,x II varianza cr~ < oo. Sea 

(1) "n X. _ " 
TI L..¡-¡ 1 fA'X 

7n 
m S .. -!Lx 

7n 
Sr¡ - nps 

axJií 

y sea FzJz) la función de distribución (acumulativa) de la variable aleato1'ia Zn' 

Entonces, para z E (-00,00) se tiene que 

donde Fz(z) es la función de distr"ibución acumulativa de Z '" N(O.l). 

Teorema A.10 (Convergencia a Tipos). Sean X 1,X2 , ••• v.a. con función de 

distribución Fr¡ para 11 2: 1, Y sean U, V V.a. con f.d. U(x) y V(x) respectivamente, 

que no se concentran en un punto. Sean an > O, frn > O, bn E IR, en E IR constantes. 

(a) Si 

o, equivalentemente 

entonces existen constantes A > O, 13 E IR. tales que 

y 

1· "n A 1m - = > O Y 
n ___ = a

rl 

lim (Jn - bn = 13 E IR 
n-->oo ltn 

V(x) = U(Ax + 13), 
d U - B 

V=-A-· 

(A.5) 

(A.6) 

(A.7) 
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(b) Si se da (A.6), entonces cualquiem de las Tclacio1U~.'i de (A.4J implica lit 

otra y se da (A. 7). 

Demostración: 

b) Supongamos que en(x) := F"(a,,x + bn) ...:!..., U(:e) y & f~~ 11 > O, 
n. 

~ -b. n_= 8 ~, e (0 " -b ) ~ --t E ll\.. Entonces ~1I !:.!..D.;¡; +::::.a........: 
TI 1I n G n 

}' ( ("" +~) + b ) = "1 a'l x 11 = 
Un G n 

Fn ((QnX + /3n - bn) + bn) = Fn (o.1IX + ¡3,J Sea:1; un punto de cont.inuidad de la fun-

ción U al aplicarse en (A· +8), es decir, x E e (U (A· +8)). 

Supongamos que x > O (el razonamiento es similar para x :S O). Sea € > O. 

Entonces: para n grande, se tiene que 

A nn A => -(:S -:::; +c. 
On 

De donde 

(A - E) X + (B - E) :o: o" x + .13" - b" :o: (A + E) X + (B + E) . 
Qn Qn 

Entonces 

lim sup F" (anx + (3,,) = lim sup e" (n" x + (3" - b,,) :o: lim sup en «A + E) X + (B + E)). 
11--->= 11 ...... = an Un 11->00 

Así, 'iz E e (U (-)) tal que z > (A + E) x + (B + E), SE tiene que 

lim sup F" (a"x + (3,,) :o: lim sup e" (z)) = U (z), 

donde la tiltima igualdad se da por la hipótesis (A.4). Entonces 

lim sup F. (a"x + (3.) :o: inf U (z). 
1I--+(Xl z>(A+t)x+(B+(), zEC{U(-» 
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Como € > O es arbitrario, puede hacerse tan pequeño como se desee, por lo que 

I¡m sup Fu (anx + {Jn) :S ¡nf U (z) = U (Ax + B) 
n->oo z>Ax+B, zEC(U(.» 

por ser U función de distribución y, por tanto, continua por la derecha. Además 

lim ¡nf Fn (OnX + {Jn) = I¡m inf en (an x + {Jn - bn) :2: lim ¡nf en ((A - ,)x + (B - ,)). 
n->oo n-+oo Un aH n-+oo 

Entonces, '1z E C (U (.)) tal que z < (A - ,) x + (B - ,) , se tiene que 

I¡m inf Fn (anx + {Jn) :2: I¡m inf en (z) = U (z), 
n-'oo n_oo 

donde la última igualdad se obtiene de la hipótesis (A.4). Puesto que esto se da para 

toda (> O, Y ya que Ax + B E C (U (.)) 

lim ¡nf 1';. (anx + (Jn) :2: sup U(z) = U (Ax + 13). 
n-oo z«A-~):z;.f.(B-(), zEC(lJ(.» 

Tenemos entonces 

I¡m sup 1'-;' (anx + {Jn) :S U (Ax + B) :S lim ¡nf Fn (anx + {Jn)' 
n ..... oo n->oo 

Por tanto, 

Fu (anx + {Jn) -"--. U (Ax + B) = V (x). 

a) Supongamos que Fn (anx + bn) -"--. U(x) y Fn (anx + {Jn) --'-. V(x). Sabe-

mos que si Gn ~ G, entonces también G;; ~ C-. Así, se tiene que 

1<;;-(y)-b.. 
~ U- (y), yE C(U-) 

an 
F;: (y) - {Jn 

~ V- (y), y E C (V'-¡' 
a u 



Puesto que U(x) y V(x) no se concentran en un punto, podemos encontrar YI < Y2 

tales que Yi E le (U-) n e (V-)I para i = 1,2 Y -00 < U- (y¡) < U- (112) < 

<Xl, -00 < V- (YI) < V- (y,) < oo. Entonces, para i = 1,2 se tiene 

F;: (Yi) - {J" V- ( ) 
-- Yi· 

"'" 
(A.8) 

Al restar las expresiones de (A.8) con i = 1 de las de i = 2, :se obtiene 

F;: (V,) - b" F;: (YI) - b" U- ( ) U- ( ) 
- ---t Y2- YI, 

an Qn 

es decir, 

F;: (V,) - F;: (y¡) U- ( ) U- ( ) 
----+ Y2 - YI 

a" 

y 

F;: (V,) - F;: (y¡) V- ( ) V- ( ) 
-- Y2- YI· 

a" 

Al dividir 

También de (A.S) obtenemos 

Restando estas dos últimas expresiones se tiene 

Así, vemos que se da (A.6). Por la parte b), el que se den (A.6) y (A.4) implica que 

se da (A.7) .• 
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Observación A.ll (Ecuaciones de Cauchy y de Hamel) Si f (x) , JO > O es 

finita, medible y de valores reales y satisface la ecuación de Cauchy 

f (x + y) = f (:e) + f (y), x> O, y> O, 

entonces f es necesaT'iamente de la forma 

f(x)=cx. x>O, 

para algún e E IR. Una var'¡ante de esto es la ecuación de llame!. Si c1>(x), x> O es 

finita, medible. de valores reales y satisface la ecuación de llamel 

q,(xy) = q, (x) q,(y) , x> O, y> O, 

entonces cP es de la forma 

,,(x) = xP, 

para algún p E IR. 



Apéndice B 

Variación Regular 

Definición D.l (Variación Lenta) Una funci6n positiva. Lebesgue-medible L en 

(0,00) es de variación lenta en 00 si 

. L(xt) 
hm -(-) = 1. 
x~oo Lx 

t > O. 

Esto se denota L E 'Ro. 

Ejemplo B.2 Las constantes positivas, las funciones que convergen a una constante 

positiva, los logaritmos y los logaritmos iterados son elementos de 'R.o. 

Definición B.3 (Variación Regular) Una función positiva, Lebesguc-medible h en 

(O, (0) es de variación regular en 00 si 

Esto se denota h E 'Ro.. 

l . h(xt) " 
lm-h()=t, 

:1:-"00 x t > O. 

Ejemplo E.4 x", x"ln(l +x), (xln(l +x))", x"ln{ln(e+x)) son elementos de 

233 
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Definición B.5 (Cola de Variación Regular) La cola F de una distribución es 

de variación regular con índice -a para alguna o: ;::: O (escribimos F E 'R._o) si 

lim ~(xt) = t-O, t > O. 
x~oo F(x) 

Teorema B.O (Representación de funciones de variación regular) Decimos 

que h E Ro para algún o: E IR, si y sólo si 

para alguna z > 0, donde e y Ó son funciones medibles, c(x) ---jo Ca E (0,00), ó(x) -t a 

cuando x --l- oo. 

Una consecuencia inmediata del Teorema anterior es el siguiente Corolario. 

Corolario B.7 Si h E nO. para algún o: f; O, entonces, cuando x -. 00 

¡DO si ,,>0 
h(x) ~ 

O si 0:<0 

La Demostración puede encontrarse en [22], Prop 0.8. 

Proposici6n il:S-(VaMación Reriular paro coláS-de f.-a;) Suponga que F' es- --C~ 

una f.d. con F(x) < 1 para toda x 2: o. 

1. Si las sucesiones (an.) y (xn) satisfacen an/an+t -Jo 1, X n ---jo 00, y si pam alguna 

función real 9 y todo .\ de un subconjunto denso de (O, DO) 

lim o.,.F(.\xn ) = g(.\) E (O, DO) , 
n~oo 

entonces g(A) = ..\-0 para alguna O:' 2:: O Y F es de variación regular. 
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2. Suponga que F es absolutamente continua con densidad f tal que, para alguna 

a > O, limx ..... ooxf(x)/P(x) = Q. Entonces f E R-l-o: y, en consecuencia, 

3. Suponga que f E 'R_1_o: para algu.na Q; > O. Ento1lce.'3limx ..... oo xj(x)/F(x) = Ct. 

Esto último también es válido si F E 'R_o paro alguna a > O Y la densidad f 

es finalmente monótona. 

4. Suponga que X es una v.a. no negativa y que para la cola F de su f.d. se tiene 

que F E n_O. para algún o: > O. Entonces 

E [.'eJ < 00 si (J < Ct 

E [.'eJ = 00 st (J > Ct 

Definición n.9 (Sucesiones de variación regular) Una sucesión (en) de m¿me-

ros positivos es de variación regular con índice o: E IR si 

Siempre que (en) es de variación regular con Índice 0:, entonces c(x) = c[xl pertenc-

ce a 'Ra. A través de esta propiedad) la mayoría de los resultados de Ro. se extienden 

al caso de sucesiones. 

Teorema U.lO (Karamata) (a) Si Q ~ -1, entonces U E 'Ro implica que J; U (t) dt E 

lim xU(x) =<>+l. 
"-~ J; U (t)dt 
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Si Q < -1 (o si a = -1 Y f:roo U (s) ds < 00) entonces U E 'Rn implica qw; ,C .... , U (l,) di. 

es finita, J.oo U (1) dt E 'Ro+1 Y 

l
. xU (x) 
1m ¡oo x-oo x U (t) dt 

-a-1. 

(b) Si U satisface 

. xU (x) 
hm J.x () = A E (O, (0) 

:r_co o U t dt 

entonces U E 'RA_I. Si j~~ U (t) dt < 00 y 

entonces U E 'R_ .\-1' 

. xU (x) 
hm r () = A E (0,00) 

X-'OO x U t dt 

La Demostración puede encontrarse en [22]' Teorema 0.6. 

Corolario B.l! (La Representación de Karamata) L es de variación lenta si 

y sólo si L puede representarse como 

L (x) = c(:e) exp {¡X t-Ie(t)dt} 

para x > O, donde e : IR+ -t R+ , é : R+ -t lR+ Y 

¡im cUT =cE (O;-cior~ 
x_ro 

lime(t) o. '_00 

Definición B.12 (TI- Variación) Una función no-negativa y no-decreciente V(x) 

definida en un intervalo semi-infinito (z, (0) es de TI - Variación (lo cual se denota 

V E ll) si existen funciones a(t) > 0, b(t) E IR tales que para x> ° 
l
· V(tx)-b(t)_l 
1m ( ) - nx. 

t->oo a t 
(B.l) 



Nótese que en la relación (B.1) podemos tomar b (t) = V (1). puesto '1ue 

V(tx)-V(t) = V(tx)-b(t) _ V(t)-b(t) ~lnx-ln1=lnx. (B.2) 
a(t) a(t) a(t) 

Más aún, haciendo x = e en la ex:presión (B.2) muestra que podemos t.omill 

a (t) = V (te) - V (t). 

La función a(.) es única excepto por equivalencia asint.ótica: si a(·) sat.isface la 

expresión (B.1) Y a(t) - al(t), entollces al(t) satisface (B.1). Cualquier fUllción a(t) 

que satisfaga (B.l) se llama función al.Dciliar. 

Proposición B.13 (Relación entre el DAM(A) y II- Variación) Sea F una 

función de distribución y sea 

U := 11 (1 - F) , 

de manera que U'- está definido en (1,00). Son equivalentes: 

(i) FE DAM (A) 

(ii) U- E II. 

Para la Dcmostración, ver [22], Prop. 0.10. 

Proposición 13.14 Sea V E II Y sean VI (t) = t 1,00 V(u)u-'du y V,(t) = t.r.
oo 

VI (u)u-'du. 

Entonces VI es continua, y estrictamente creciente, V2 es dos veces diferenciable y se 

satisface que 

VI(t) > V(t), 

V,(t) > V(t) 



Apéndice e 

Estadística 

Cuando se debe tomar una decisión entre dos o más est.imadores para un mismo pa

rámetro es importante tener criterios para compararlos. A continuación se presentan 

los criterios que se utilizan más comunmentc. Sea Xl, ... , X n una muestra aleatoria 

de una distribución con parámetro O cuyo valor es desconocido y se debe estimar. 

Definición C.I (Estimador lruesgado) Un estimador 6(X¡, ... ,Xn ) es un esti· 

mador insesgado de un parámetro O si E [6 (Xl, "', X n )] = O para todo valor posible 

de O. 

En otras palabras, un estimador de un parámetro O es insesgado si su esperanza 

es igual al verdadero valor desconocido de O. 

Si un estimador es insesgado, entonces el promedio de los valores que toma en un 

mímero que tiende a infinito de muestras es el parámetro estimado; sin embargo, esto 

no implica que el estimador tenga muy alta probabilidad de estar cerca del parámetro 

desconocido pa.ra cualquier muestra dada. Conviene entonces com>iderar la varianza 
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de los estimadores insesgados1 pues el estimador insesgado que t.icue In lllCllOf vmilulza 

tiene mayor probabilidad de estar ¡'cerca)) del panímet.ro desconocido. E~to se precisa 

en la siguiente definición. 

Definición C.2 (Eficiencia Relativa de un Estimador) ,S'j tanto (51 como 02 .'ion 

estimadores insesgados de () para la misma muestra, entonces 81 es más eficienlc que 

Var(óI) < Var(ó,). 

Tenemos pues que el estimador más eficiente es el que t.icne In Illenor wuianza. 

Definición C.3 (Eficiencia de un Estimador) Sea e UIl intervalo abieTto en 

la meta renL y .~ea {Jo: O E e} una familia de funciones de densidad. Sea x = 

(XI, X" ... ,x"). Supongamos que el conjunto {x: fo (x) > Ol es independiente de O y 

que, para cada O, está definida afo (x) /ao. Sea 'Ij; definida y diferenciable en e, y sw 

T un estimador insesgado de 1/J tal que E'o [T 2 ] < 00 para toda (J. Supongamos que 

a J J a . ao fo (x) dx = aofo (x) dx =0 (Cl) 

y 

%o J T(x)fo (x) dx = J T(x) %ofo (x) dx (C.Z) 

paro toda O E e se satisfacen paro la familia de f. d. {Fo : O E el. Bajo estas coruJi-

ciones, diremos que un estimador insesgado T para el parámetro O es eficiente para 

la familia {Fo l si 



Observación C.4 Las condiciones (C.l) y (C.2) se C01WC(;n como C01Ulicivll(· .. ~ dl: 

Regularidad. Es claro que E, {a ln Jo (X) ¡DO}' estd biCII definida y <Jite s¡¡tisl,,,'" 

O<E {Dln Jo (X)}2 <oo. 
- o DO -

Definición e.S (Consistencia de 'Un Estirna,d,or) Sea en un cstimwl07' dcll'a-

rámetro O para una muestra de tamaño n. en es un estimador cOll~j~tente de O ~i 

lim P lIen - el > El = o 
1¡_= 

o, en forma equ-ivalente, si 

lim Pllen -01 < El = 1, n-= 

para todo E > O. 

En primer lugar, es preciso notar que un estimador en es consistente si UBa 

sucesión de probabilidades converge a cero (o auno) conforme crece el tamaiio de 

la muestra. Por tanto, siendo rigurosos, la consistencia de un est ¡mador depende 

únicamente de su comportamiento en el límite conforme crece el tamaiio de la muestra, 

y no implica que el valor observado de 8 n esté necesariamente cercano a O para 

cualquier tamaño específico n de la muestra. Por ello, la consistencia de un estimador 

es una propiedad asintótica. 

Teorema C.G Si 

lim Elenl = e 
n-'oo 

y 

lim Var (en) = O, n_= 

donde n es el tamaño de la muestra, entonces en es un estimador consistente de O. 
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Teorema C.7 (Glivenko-Cantelli) Sean {X"' n::: 1} v.a.i.i.d. conf.d. F. Supo. 

nemas que F es desconocida y en base a la muestra XI, "', X n queremos estimar F. 

El estimador será la función de distribución emplrica (f.d.e.) definida mediante 

_ 1 " 
F" (x) = - '" l{x<r}' n L- J_ 

j=l 

Una aplicación de la Ley Fuerte de los Grandes Números (LFGN) nos dice que 

P., (x) ~ E [l{x~r}l = F (x) 

para todo x E IR. Esto último es equivalente a 

L':." = sup IF" (x) - F (x)1 "::'; 0, n ~ oo. 
re. 

Demostracióll: 

La demostración se hará para el caso de una rd. F cont.intla. Sean 

-00 = Xo < Xl < .. < Xk < Xk+l = 00 

puntos tales que F (Xi+') - F (Xi) < , para o > O dado, i = 0, "', k. F (±oo) se 

interpretan corno límites en la manera natural. Por la monotonía de F y Fn se 

obtiene 

L':." i~~~kxe(~~~+d If.-;.(x) - F(x)1 

< i~~\ (p., (Xi,',') - F (x;) , F (Xi+') - F" (Xi)) . 

Al aplicar la LF'GN alIado derecho se obtiene 

lim supL':.,,:<; max (F(Xi+¡) - F(Xi)) < o C.s. 
n-.co l=O, ... ,k 

• 
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