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RESUMEN DE LA TESIS DE MAESTRIA

TRANSFORMADA DE RADON Y CURVATURA DE UN UNIVERSO.

En esia tesis se hace primero un estudio de la Transformada de Radon Clasica que
sirvié para desarroliar la tomegrafia computarizada. Y llevé al Premio Nobel de medicina
1979 a un Fisico v un Ingeniero. Tomando. después del Premio Nobel. un gran auge el area
de Geometria Imegral. Esta Transformada ademas de ser una wransformada con fuertes
caracteristicas geométricas tlene un gran interés. por su refacion con la Transformada de
Founer.

Como segunda parte se investigd sobre las generalizaciones de la Transformada de
Radon. En particular Ja generalizacion cuando se cambian espacios R" por Variedades
Diferenciales. Y cuando las rectas son cambiadas por geodésicas. Asi se empezd un estudio
tomografico de variedades.

El resultado més importante de esta tesis viene en el capitulo 0 que se avoca a tratar
de recuperar la curvatura de un espacio alrededor de un punto. si la informacion que se
tiene es la integral sobre distintas geodésicas. Esio es un PROBLEMA INVERSO.
Usualmente en los cursos de geometria nos ensefian a calcular por ejemplo Ja curvatura
teniendo toda la informacion disponible. Pero en la practica queremos saber el
comportamiento de una variedad en lugares inaccesibles. De ahi la idea de usar el principio
de tomografia para conocer por un método indirecto la curvatura sin estar “parado ahi”.

“Curvatura de una variedad”.

La fundamentacidén Matematica para que podamos, con ulirasonido “Hacer la
imagen dé la forma de drganos inaccesibles™ estd basado en la Transformada de Radon
Vectorial. Y la fundamentacién Matematica para “Saber cual es la curvatura de una
~variedad” es una generalizacion de la Transformada de Radon a variedades y una

interpretacion correcta de los conceptos de curvatura y de integral de Radon .
Es en el Capituio 0 donde presentamos la fundamentacion matematica del problema de
Curvatura v Transformada de Radon .

Se complementa la tesis agregando un ejemplo en el capitulo 4 que trata de

contestar la pregunta ;Coémo se calcularia la curvatura de una region del universo, si solo se
puede conocer integrales sobre los ravos de luz que recorren geodésicas?.

Mat. Francisco Bulnes Aguirre.




CAPITULO 6
TRANSFORMADA DE RADON Y CURVATURA



8.1. Correspondencius Generales,
Sea M y I veriedades diferenciables de dimension finfta Considérese a T una subvariedad de
M. La transformada de Radon {geteralizada) es el mapeo lineal

R:C 70 - O%E)

ve regls de correspondencia es

ey

thay Rify:=foniu

donde ¥ 3. ve M. dicha repla de cormespondennis en forms expliaia viens daga somd

R(G = Joof (x)umz)

nde pars cads FEL exmis uns correspondieme subvariedad I de M con semsidad uy soors

B

opetve o demostar gue K(C M) es ups subVENRGad deb spacit oo fubCiwe
generalizadas D'OMD C IXMD) - = C _SOMD v ocaloular su curvaturs exmmseca. 3B Cuki s
caicuinrg come el Hessianc compuesto con 2 ransformads de Radon.
Sea © 2! mapeo suave defimdo como
ac I DOV

cuve réga de corresponginsia es

vio o
donde D'(M) = L(D(M), R). Por el principie de acotacion uniforme. ei mapeoc O es suave si v
sOko 51 ia composiadn por la evaluacion

ev,: HDM), R) » R
cuva regla de correspondencia es
o(FND I <o(v). >
2c suave V fEDMD, es decin R(N : ¥ — R es suave pers cade £ D{M). Emoncas
R DH=CGoev;: X3 R
con regla de corespondencia
R o(y)f) I <o(). £
Ast mismo 6 X — D'(M) e un encaje de una subvaniedad oncajada de dimensien finita suave
2n el espacio vectorial locabtments convexo D'M). Por lo tamto 1s ransformads de Radon en si
misme exta definide también ep forma mas general como un mapeo suave de este Bpo, ex desir;
&¢ Un encaje suave en el espacio D'(M).
Consideremos cl signieme ejempio trivinl. Considérese ¢l mapeo
5 M o D'OM)
us encaje de Dirac cuva regla de correspondencia es
x i 8,

donde &_ es ta medida de Dirac. Emonces

Rgfy:=<é_ >=L ¥ eB'(M).1eM
0.2. Curvatura.
Demos la definicidn de Ia segunds forms fundamemal o curvatura extsecs de una
subvariedad de dimension finfta T del espacio localmente convexe D'(M).
Wo asumiremos la exisiencia de un producto imemo sobre gerwe subespacic de dimensido
finite de D'(M). Lo que haremos sera considerar pars este caso general, el haz normal
N(D) : = (TD' (M) TE
v 12 proyeccion candnica
2 : TD(Mlg — N(E)
de haces vectonales sobre . La eswucturs lincal de D'(M} da como es obvio la derivada
coveriente VoY de los cemmos vectoriales X, Y sobre INOMY. la cual esti definida por



(VxY)$) = AY@X@) V $eD'(M)
Para campos vectoriales (locales) X. Y e X(D'(M)) los cuales son a lo Jarge de T tangemmes a
T, Constderernos la seccidén S(X. Y) de N(T), 1a cual esta dada por SCX, Y) = (VY ). Estz
seccion depende solo de Xly ¥ Yly, por Io cual podemos considerar ¢l flujo F1, %z del campo
vectorial Xby sobre la variedad de dimension finita I, v tenemos que
(VY = didi (Y o FLYs3, g
Consideremos el mapeo suave
Yo DYME o DM
Tuve regia de COTESPODGENICIR e .
& - Y(§)
Obviamemme S(X. 1) es CO(M-limeal exx X v estz es simétrica va que
S Y- &Y, X = (@YX - XY = x(X. Y= ¢
Asi mismo la forma fundamemal ¢ curvanira mtrinseca de in subvariedad T de P'(M) esia
dands por &l maped
5:TIap TZ o NE
cuve regiz de correspondencia es
XY b5 SOL Y= 2V ) VR Y XD
Para veX el sepacic vectorial convemiemie N(T) = D'(MYT (I} es el espasio dual del
subespacio lipea! cerradc ' '
{eD(M; 1 <TyoX, £>= 0 V X T (D)}
Teoremsn.0.2.1. Sea ¢ ' £ 5 D'(M) un encaje suave de una vanedad suave de dumensidn
finita T en el espacic de distribuciones D'(M), v sea Ry, 1 C (M) — C%(T) 1a ransformada
~ de Radon asociada a dicho encaje. Entonces la curvanira extrinseca de a(Z) en D'(M) es el
bessiano conpuesto con la ransformada de Radon.

Prueba: 0(T) es una subvariedad encajada de dimension finmta en I'(M}, la cual puede ser
seccionada v por lo wamo para cada campo vectorial X € (X)) existe uns extenmion (local)
X~e X{D'(M)). No es pmy conocido que el espacio D'(M) admita particiones snaves de e
unided (ver cita [17] v el libro de Kriegl, A “Foundetions of Giobal Analysiz" ). Pero ei
zspacio C,P(M) de funciones de prueba si admoite particiones suaves de la unidad. Ahora bien.
una fimcién de proeba [ € C_ (M) es1a en el espacic aniguitador sty solo s <TyvoX. >~ 0 ¥
X ET},C’_'). Elijamos una curva suave
aRo X
conc{d)=v v (8)=X. Entonces
<TyeX. f>=<d/dt c{c(), _ o > = <didt o(c()). > L _
= &/ R f(e(tD L _ g
= 4(Ry0,(%)
Ahora calenlemos bz curvatura extrinseca de 6(Z). Sean X, Y € X(X) campos vectoriales. Sean
X~ v Y™ sus estensiones suaves para D'(M). Sea yeX v elijamos £ €C *(M) con d(Rf), =
0. Emonces tenemos que:
<SCL Y)), £ = <(VrYUGE)), > = <dY ™ (o(F).X (o). 1>
= <d Y™ (o(y)).00{¥).X(¥). >
= <d{da. Y)¥) . X). >

Y}




For otro lado
YR N=IR,N. V=86t RJoFl_ ¥ = didt<c o FLY. >4, _,
=<dG .Y, >
Emonces
XY R DY) = didt (VIR MFPLY ()L - o= drdt <tac . YXFL (), 1>
= wg{ds . Y}, X{v). >
= <X, Y)(E). >
donde <5 Y){r). > ex el hessiano de R Ten ¥ aplicade a (X(¥}. Y(¥ry). &
Zor lo wamo lg curvaitra extrinseca en uns seccion T de M de o(T) en D'(M) e
K@) : T Iy T,.._" — .-\'3,(‘_’)
2o regla de comespondencia '
XYRLP))Lf b= <SERY))(FL >

2o decir, K(G(TY) = <8 X_Y)¥L > v ia curvanra 1ozl exirinsecs e

KM) = by K(o(S)d vy
donde dV) es Ia {orma de volumen de Ja variedad M de la cual es subvanedad T.
0.3. Glosario Técnico.
C.P(M) = D{M) - Es el espacio de funciones diferenciabies con soporte compacte sobre 1o
. vaniedad M. ) 7
HC M), R) = C,2(M)' = D'(M) - Espacio de mapeos lineales cuve espacio dual es el espanio
de funciones suaves de soporte compacte localmente convexo.
Lema. 0.3.1. CP(IARI(M)) es denso en D'(M).
Prueba: Ver citas [12}, [17] v [25].
evy : (DM R) ~ R - Es el mapeo "evaluacion de £ cuva regla de correspendencia es
o¥Xn - <o(y), £~
Proposicién. 03.1. R : C_Z(M) - CP(T) es invectivo & ¥ 810 s el subconjunto a(Z) C
D'(M) separa pumos sobre C (M) v kerR, es ¢l aniquilador de o(I) en C (M)
(kerR(0(Z)) = {0}).
Prueba: Ver citas [17], [12] v [25].
TD'(Mly - Haz vectoria! del espacio D'(M) restringido a la subvariedad T de M.
TX — Haz vectorial de la subvariedad ¥
TF)I — Haz wngeme local de la vanedad X,
N(T) - Haz normal, e! cual es TD'(M)ly ~ TL.
1y - Producto vectorial inducido por la variedad I
K (D'(MD) - Espacio de campos vectoriates aplicados al espacio de distribuciones DY(M).
TD' (VD = D'(M) V ye I - Haz tangente local restringido a X del espacio de distibucionss
DOV,
N (Z) - Haz normal local de la vaniedad I.
Curvatura Extrinseca:- Curvatura medida desde el exterior de una variedad.
Encaje: - Un encaje ex 12 inmersion & : M — M’ tai que §(p) 2 ${Q) V p. a¢e M.
Encaje en D'(M}: - Es tods inmersion invectiva de M en D*'(M).
Encaje snave! - Es toda inmersion invectiva diferenciable de M en M,
Encaje de Dirac: - Es toda inmersion inyectiva del mapeo 8 - M — D'(M).
Immnersiéon: - Es un encaje locat dé M en M, Todo encaje es ipmersion pero no viceversa. En
topologia general no existe diferencia entre inmersion y encaje, va que en esta no existe la
diferencial.
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1.1 Transformada de Radon sobre R*.

Sea f(x)e f(R',R) Elijamos una orientacién en R"de tal forma que toda medida de un
clemento de volumen del espacio R" sea positiva y completamente determinada.
Empecemos definiendo las integrales de f(x) sobre un hiperplano. Sea A _, muestro
espacio afin real de dimension o, constimido de los puntos x=(x,,X,,...,X, ) A esta
oricntado,por lo cual podemos considerar que ua elemento de volumen cn tal espacio
afin real estd dado como:

dx = dx,.......... dx, (i)
el cual ayuda a deﬁmr la imegral

[ awf@dx @

Se desea obiener 1a medida de f(x) sobre algiin hiperespacio de codimensién 1 ¢ hiperplano
de Apn Sea HC A,  al hiperplano de ecuacién

HE,x)=&x,+...... +H£x,=p &
Para esto definamos un clemento de volumen sobre el hiperplano,nombrando una forma
diferencial perieneciente al espacio A™" (R " }dando la orientacién del hiperplano. Por o
1anto para el hiperpiano asociamos la forma diferencial definida por

d(€,x)o = dx,.......dx, ()
la cual es una manera sxmple de obtener una expresidn para @ en cuaiquier sistema de
coordenadas sobre un hiperplano Por un instante,si los puntos sobre el hiperplano son dados
por -1 coordenadas

Xiyeeo Xy gy Xpyyenr X, )
@ toma la forma

o= [(_l)l-’ dx,...dXH . H-l dx ]/& (6)
Entonces definimos la integral de f(x) sobre e! hiperplano (E_, ,x) p por

fA (gsp) = I ({.l)ﬂr(x)m N

{1} Aqui se ha utilizado la notagjon . Tepresentando al espacio R gars resaltar que nos interess expiotar Ls
mdeﬂpcioaﬁntbR Asi el espacio afin e ¢l mismo

(2)Tumbie ido como subespacio en "

(3)La erma @,

Sea la hiperuperficic S; P(515:5.)= 0 donde P € C"(R*) wlque
gradP={op/bx,,........0P bx,}
no a¢ anule schre S {Is cual por lo tanto tiene punios Do singulares)
Saa® TATRY) @ eaumh determinsds por P sobre P = 0.La forma esti definida por
dPso =dv

donde dvwdy, . __dy, ydP e hdiferencial de P.En ls vecindad de uns superficie podemcos inroducir un
sistema de coordepadas locales Uppemntl,  tales que uma de las coordenadas, digamos vy es P(x)y tal que

ls zamsformacidn de x; a w (i=1,2........,n) eatd dada por finciones infinitamente diferencisbles con jacoblane
positive D{ £ ) En este xistema de coordenadas ecribimos:

dv= D(: )du,.....du_du,,.....du

¥ per lo tanto hacemos comresponder
o={1)" D()du,...du du,...du (1)

U, = Xyyuerenes u, =P,..... Ju, =X,

entonces D()=DK )] -116P16x, y la forma diferencial definida por (I) sz convierte en




vy la orientacién del plano esta elegida de tal modo que ésie hiperplano esta en la frontera de
la regién (£ , x ).Usando 1a propiedad de escudrifiamiento de la funcién & (1) para todo
x € R" la imtegral (7)puede escribirse como:

& €, ={ @8- & (5

la Cual expresa el hecho de obtencr el valor de f(x)en el hiperespacio G, x) p del e
R con p>p .Asi mismo dicha imegral esté dada sobre todo ¢l espacio R*¥gen RP e]

cspac:o pl‘(?' de todos los hiperplanos en R®.
c‘fcl"( *)  Definimos la Transformada de Radon de f como la funcion

RE@I=1"Ep)= [ e 0 = [ F@BO-Ex)dx (9)

uonde f (&,p) € L' (RP")y dicha imegral existe para todos los valores de é para los cuales
£*(£,p)converge,cont € H*?yP €R.

Los aspectos relevanes de estudio sobre ®e £ (HP) son laexistencia v convergencia
{campo de definicion de la transformada de Radon), propiedad de unicidad y evaluacién
formalde ® y ® "'.Laexistencia de la transformada de Radon en el dominio R® esta su
jeta a la convergencia absoluta de f(x) en wodo el espacio R™

La dlfcrem(lghdad de ® {f }queda sujeta 2 la condicién de que f(x) sea ripidamente
decmcu:nte

Prop.LL:f*(£,p) € C"(R")paratwdo £ eR"yp€R.

Un hecho notabie acerca de 1a funcién £ (£,p) ,expresada ésta por 1a imegral (8)y que sirve
posteriormente para establecer launicidad de 1 ormada de Raddén como una
distribucién en el espacio S (R")  es quelafuncion f(5,P)  es homogénea en §

'pde -1, S
Y ema it Sear? (,p) €L'(R")y @ € R.Entonces f* (a£,ap) = o " 1'€,p)

paratodo a € R
Prueba: Escribiendo ala funcién f{oZ. ¢ p)como la integral (8), esta toma la forma

(4) Sea K uma hipasupwﬁcié swave arbitraris de ecuacién P{x)=0 donde la integracidn esté definids sobre dicha hipersuperficic.
Es menester obmorvar que

[rmfay = [ B@aNr@ma
En efecio,por definicidn, con cada f{x} en K ssociamos el namero -

frametare
Pare
Este claramente da un funcionai lineal continwe xobre K Denotemos éste funcional par (5 (P).f) , & decir,escribamos

BELD = [ LB@) 6= [ rupf)®

la invariancia de @ respets la eleccidn de coordensdasde lo cualsesigueque & s independicnte de la eleccidn de ba forms
diferencial @ , dependiende sélo de P(x). Pan verificar que esta definicién eoincide con In del inicio del capimlo sdlo &2 necesario
recordar s la ecuacién

o=-D"'DCY S du,du,,,........du,
que en ¢] sisterna de coordmﬁunl =P gy eeaneaene,ly, t0Mma la forma

o= (-1 M dx;.eeneee. dx, / 9P/ Bx,.
(5)Es menester primero saber camo esth definida la integracién sobre uns superficic susve arbitraria P(x)=0 en el espacio R".

(s):i'a{.ea'k;g=,} donde(, )= el producto interior usual§ = (& ...-vee 8.) el vector unitarioy P €R |

(TDel.:Sea f(x) & F (R R):s ripidamente decrecicnte si parar todo k >0 ac satiface que Hm, Hf(;) ] paru wda
medids métries f e R




4 (ak,0p) = [ . F(x)0(p ~ (0F,xp))dx
Por la propiedad de escala®de 1a funcion 8(x) sobre R” s¢ tiene que
1 g,ap)= [ 1ot/ ~E.ppax
=[irlel] f L t@B@~ Eppax

=l 14 €,p)0
Tomando en consideracién la propiedad de homogeneidad de 1a funcion 1 (&,p) v teniendo
encuenta que la transformada de Radon esuna distribucion en el espacio S(R), es util
definir el espacio funcional siguiente:

Def.: Sy (R") = {F €S(R") paratodo k€Z*,] ,F(xE)E"dE es un  polinomio
homogéneo en (Xj.--eee-- X.) de grado k

El cual es Gtil para establecer el teorema de nsonmrﬁsmo siguiente:

Teo.L1:La transformada de Radon ® : f —> f"es un mapeo uno 2 uno lineal de S(R”) en
Su(R").

El tecorema anterior viene a establecer con precisién el problema de unicidad dela
transformada de Radon reduciendo éste a la biyectividad del operador ® sobre e] espacio de
Schwarz S(R") De ésta manera en ¢l problema de ia determinacion de ® {f} se hace
naural considerar la medida definida por Ia forma 2, 1a cual se define explicitamente sobre

el conjunto compacto {{(E,x) - p)ERP'lx EH'}

el cual s invariante bajo el grupo de rotaciones alrededorde x €H" y para lacualla
medida del conjunto singular es 1.

Nota: Notese que los pares (§,x)y(—E,~x) dan el mismo H® ; ya que el mapeo  (5,1) =
H® esun doble cubriente d&¢ S® 'x Ren RP® Porlo tanto RP" tiene una estructura de
variedad candnica con respecto a la cual éste mapeo cubrienie es diferenciable y regular.

(Fropiodsd de Escale:  Ser 3(x) €€ (R*.R)y @ € R enowms  2(00) = frif]ec
Prushbe : Consid las ] Bx=zaxmz/@yde =()/a)rpastodo x r€R "yo €R., Esmenecster
mE o cuomts lod sigwomes casos:

S 2 > (ctua
J L2 EDID &\ = (1/a) J' BBz )k = (uu)I._ Brx)t(r/e)dx = (/o)f(zre)] = xrfaprooxy
proporle opiedsd de  escudrifsrmento de 1s fumsaon &(x)en R*",
J oso-a-mumas] smima = o)
ensonoos N
[1el]Jem =1kl . 20-cormae =] mi]f RO I__[l k] st me (an
de donde upendo las  ogresions () y (H)se tiee que

I-' {u(ux) - [ulc!]a(,) } P

de dande d  especioilimitado y sobee cimlquaer  regién erbitnria del mizmo se comple que

sary = [1r | af] sx)penwimacr.
Pandoeso O < Dsetiene que

Jinsentme=are) [ L3arra)m=qgr-a) I LBtz a)s = (17| )1(0) pen ot @ ¢ 5]
Netr :Reculrdess quls  eocion 0 W mbevo  sisemade cootermdas w, = Py......,w, pamite  scobr o)
funciorml  lineal cantinuo { 8 (), feomeo

| amrme = [ Lo p(l )e

o PRLICRITOT R




Condicién(condicién analoga a laAde rapido crecimiento para f(x)):
Para todo k € Z"1a integral | rf" (§,p)p"“dppuede escribirse como el k - ésimo homogéneo

en
[T PO o

Prueba:Es inmediata de 1a relacién
[ =t*&pp ap = [ xpdp [

D(RP")=C.“(RP") y comsideramos Dy (RP") =S, (RP") " D(RP®).

(e = [ raxxe) a0

(x,®)=p

lSealatransformadadeRadon
& {r}= [ o fP@-&x)d

de f(x).Se desea quef* (E,p) se obtenga a través de una formula expresando af(x) en
Erminos de sus integrales sobre hiperplanos Esta formula puede encontrarse para espacios de
dimension impar & par,aunque con ciertas diferencias ® . Consideremos el caso impar. Sea n
{un entero impar)la dimension del espacio R” Derivando " (§,p) o1 veces con respecto
a p obtenemos '

wE,p) =1, " (E,p) A

Luego promediamos¥ (5,P) sobre el conjunto de hiperplanos RP” que pasan a través de
algun punto fijo x Asi mismo se puede demostrar que &ste promedio es igual a un factor
constante en ¢l momento en €l que se obtien: el valorde fen x.

Elproblema que se Plamaa en la biyectividad de} operador ®es la determinacién del campo

de definicionde R~ el cual debe establecerse a través de alguna funcién ¥ (5:P) que
dependa del componamiento diferenciable def? (€, p)como distribucion:es decir, suponiendo
af” (&,p)de soporie compacto, e} dominio de definicion de ® 'quedars entonces definido
en un hiperplano compacto de la forma

H= {(§;I)=p €RP®| x€H }

Notando que un hiperplano que pasa a ravés del punto™ tiene ecuacién (&1 = &,%o)
los promedios sobre ¢ seran las funciones-de la forma¥(6:(5,3)) Asi mismo podemos
definir estos promedios por las integrales

[ rvE,Exyoe)
donde la forma diferencial definida en el ¢ -espacio,es decir ; el espacio de coordenadas

(12

viene dada como

{9)La divisién en dos casos segun la paridad de la dimensién del cspacio es pecesaria, va que Ja codimensién de los
hiperplanos es siempre | respecio & Is dimensién del espacio al cual perienecen dichos hiperplanos ,haciendo
necesaric un criterio de diferencia en cada caso para ¢ espacio que los contiene.,
(10)De hecho sobre éste compacto se definird la ransformada inversa de Radon.




Prop.L1.2. Sea I' unasuperficie cerrada con origen £ =0 enel & -espacio y cuya forma
diferencial 2 =o (£ )esid definida sobre todo ¢l £ — espacio determinando una medida en el
mismo ®° Entonces (12) es un iovariante bajo cualquier deformacién de T .

Teo.L1.2.:Sea £* (§,p) la trasformada de Radon de f(x) en un espacio de dimension par.
Emonces la trasformada de Radon es

[ M E G 0 @) =dm) *® 4)

donde la integral estd dada sobre cualquier hipersuperficie 1 encerrandc el orngen en el
E — €spacio Yay (£) s la forma diferencial en el £ -espacio.
Prueba:Demostremos 1a validez de 1a formula integral (14) para e] caso x=0,

[ 2 E Em e E) =cf@) (15

Esta imegral define un funcional contimo sobre el espacio de funciones ripidamerme
decrecientes e infinitamente diferenciables la cual pueden ser escrita en la forma

F.0=[ " PEHeE s

de io cual es deseable demostrar que F(X) = ¢8(X) Para ello primero es menester demostrar
que F(x) satisface la condicién

(F,f(A70)) = (F,1(x)) (17)
Donde A es cualquier transformacién lineal no singular™ Esto se sigue de la propiedad de la
transformada de Radon sobre la composicion

f,(x)=f(A"x) a9
lo cual csl det A | (A" E,p) donde A'esla traspuesta de A.

(11)Elemento de volumen en cig-espacio.

(12)Para ci caso de 1a dimension par de) espacio Rn 1a constante toma la forma

c= (_1)112(:.—1) 2(2m) 1

v para e caso impxr ¢ = [(~I) 1"2"']/(1:—])!.

(13) A €L (R™R"™) gefinida por la comespondencia

donde Yu=Im"aw x; , det |ag|=0.

(14) Sea A una transformacion lineal no singufar de x 4 ;escribimos
Ay T (Frreermemenrans ¥au)

donde ¥ = Ijmy™sw X, , et |2y |* 0.Entonces Ia transformads de Radon de o (x)= f(A 1) es
12 E,py={ det A}r" (A E,p)
donde (% P e latransformada de f{x),y A'es Ia traspuesta de A. Ehnupuuu esta definida por (5, AX) =
ALy | - '
Prueba:La transformada de Radon de TA(X} esth dada por
PPa@p)= | gaf(a™5) 8 - &,x) ax

Escribamos x = A y. De lo cual queda que
A=l s Al [ 0150~ Gamdy=|deal | o) 86-('Empay = [ s alr*@a'epO
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Por lo tanto
(Fr(a™ )= [ ] det a1, (A" 8, 0y (2) (18)

Luego reemplazando por At (&) enla formula (14)se tiene que

v
-

Ain-1) -1

(F.fiary= fri, (A1 2.0 )0 (A )

i | ¢ Mamhy -iox ey f 53
[+ b (A1 7S ) e ()N

- PR =1 . 1 A : 3 P . -
porioque (F.f(x)=(F.f(A" x)) .Promediando el lado izquierdo de {17} sobie el COPURIG
de wansformacicnes ortogonales A, ie: sobre todas las ransformaciones que dejan
mvariante :

ra

| ;:=.-_.-_; —_
15 S TR U SR Xp

¢s10 da
(F.fi(x)) = (F.f(x)) (20
donde ©(X) esel promedio de f(x) sobre 1z esfera | x 12 = r? .Porlo wanic en el caleulo
de (F.f) podemos reemplazar { por su promedio sobre tales esferas. En omras palabras.F puede -
ser ratado como un funcional sobre funciones definidas en 1as semilineas 05T £ =,
Notemos que recordando a la ecuacién {17),paraodo a € R,
(F.f(ox) = (F.A(x)) (2n
tal que sobre la semilinea. F es homogénea de grado-1.Por lo cual es facil demostrar que
salvo un factor constante la tnica funcién homogénea generalizada de grado -1 es la funcién
5(x)u%  lo cual prueba que F = cd(x).
Ahora bien | la expresion para f(x) en cualquier punto ¥o puede ser obtenida de
[ret @ 0 0@) = ef(0)

Para ello . requerimos aplicar 2] formula integral ala funcién f evaluada en la waslacion
X ¥ X909, es decir si definimos como ft 2 tal imagen de 1a waslacién bajo f entonces
fi{x}=1T(x+xg)
En efecto
Jer™ e ™@  xrxg) @ Gy =ef(0) (22)
pues para ello considérese
[er £ 8 (= () dx= [ o f(x 7 x0) 8 (= (3 X+ xo)) dx = (£ .p = x+xg)) (23)

Pero conviene usar el cambio de variable v=x+x .Entonces por la propiedad de la
ransformada de Radon aplicada a una imagen de [ sobre la traslacion  x + x , S€ uene que

fx0(3.p) = 17 (E.p* X+ x0)) foaf(x+%0) 8 (= (2.3) ax
con x =y-x . Luego _

(8 .p) = fa-f(.\') S (p+(€.x)~ (. Ndy =1 (E .p+ (€ . x¢))
Obs. Para el caso de dimensién par del espacio R' la imtegral

[reM 0@ (&L xp) 0 (8)

(15)Proposicidn.La ransformada de Radonde f,(x)=f(x+a)y=1T(x;+a,000ecnnnnns X, Ta,} esta determinada
como f,%(&.py = 1 (E.p+(Eua))
donde 1" (£.1) es la wransformada de Radon de ftx).
Prueba:Sea
Y () = fR. Tx+8) 8 (p- (5.2 dx
Elijiendo el cambio de variable x = v -a se tiene que

[orfxs 218 o tEandr= [t 60+ Ga- Gan ay = 12 Ep- (oo, - on




se anula,ya que por cada n par
YE =1 E, €, 10)
es una funcién impar de g estoes;
. y(-€) = -w(E) (24
El caso impar se anaﬁza en f(onnfa azuiloga considerando c={(-1)"** }/(n-1)!, y utilizando la
relacién existente entre 1a transformada de Radon y de Fourier.
E] dltmo problema reievanie en el esmudio de la transformada de Radon esla forma
operativa de la transformada,como transformada integral aplicada a un espacio de funciones
CUYO Tequisito minimo es que pertenezcan al espacio L' (R®); en el caso mas simple (clase
minima de funciones cuya transformada de Radon existe). N .
Ejemplo 1.Una interpretacion facilmente de visualizar de (£ ,p) es la siguiente:
Sea 1(x) la densidad con 1a cual alguna masa finita es digribuida a través del espacio.
Sea M(5 ap)hmasatota]cnlaregiénddespacio:fm.(g , X ) < p. Entonces
M( ,p)= I & ay<pf (1} dx =_f (@8 (- ,1))dx, (22)

donde como esusual 9 =1 para todo p>0 Y ©(p)=0 paratodop<0.
Ademss sea g la funcion tal que
0'(p)=08/0p=38(p) (23)
Por lo tanto 1a derivada parcial de M( £, p} respecto a p da:
OM(E ,p)/0p=[ 5 f(x) 8 @~ &x) dx=1"(5,p) (24)

Consecuentemente si f{x)es 1a densidad con la cual una masa finita ¢s distribuida a través
del espacio, su transformada de Radon es }

A& ,p) =8 M(E ,p) /8 p,(25)

donde M(5,P) es la masa en el semiespacio (6,%) <p-
Ejemplo 2. Determinemos la transformada de Radon de 1a funcién caracteristica de cierta
region acotada del espacio.  Sea V la regién acotada y sea f(x) su funcion caracteristica ; es

decir, . .
f(x)={1sixev, 0si eV}

Entonoces la transformada de Radon 1" (€ ,p)= p f(x) est4 dada por:
t4¢,p)=0V(x,p)/8p, (26)

- donde V( g ,p) es el volumen de la parte de V que cas en €. <P,es decir ;

V&)= o f @) C - G dx= o S @~ G0 dx# g o ID T Esx) dx
= [ e () C - &,1)) dx

Asi mismo nuestro espacio Ag. siendo R" podemos tratarlo como espacio euclidiano con

metrica
ds® =dx,® +.ooeeeeene +dx,? 27)
y podemos dar los hipcrglal?;)s por medio de las ecuaciones normalizadas (i.c.tales que
£ =(§1 Forerinennrens é. Y ' =1 en la ecuacién (E..,l):p)_

Entonces f* (E,p) essimplemente el 4rea de la interseccién de V y E,x)=p,
Proposicién.L13. Sea f la funcion caracteristica en una region acotada V < R".

n . .
& {f(x) } con f(x) €F(V,R )es el hiperdrea del subespacio V {¢Ex)=p} -
Prueba : Ver la obra del cientifico Gelfand Volumen I de "Generalized Functions™.

1.2 Relaci6n entre 1a transformada de Radon y de Fourier. .
Debido a que las trasformadas de Fourier y Radon pertenecen al espacio £(H)con H=L* (R )
(6 S(R ®)),éstas deben estar intimamente relacionadas bajo alguna transformada integral en
H,

12



Sea {*(£) = ¢ {(x) }definida por la correspondencia
€)= [ f 0 €5V ax (28)

Dicha transformada integral puede ser escrita directamente en términos de integrales de f(x)
sobre hiperplanos.es decir,

£ @ =[x ([ guef@o ) e? dp 29)

la cual representa la relacién entre la transformada de Radon v de Fourier de f(x).

Esta expresion imegral puede Ser reescrita reemplazando E Por af VaeR -{0 })‘
rmhzandouncambmdcvanablcapmp:adoenelmtcgrandodelaforma p=ep
ademgs la homogeneidad de f* (£ ,p) ,obtenemos

thag)=[t"E.perap oo

Esto muestra que la transformada de Fourier en n dimensiones se reduce a la transformada de
Radon seguida por una transformada de Fourier unidimensional.

Asi mismo obteniendo la transformada inversa de Fourier de la formula integral (30)
obtenemos que

{1 @8 Fl122] [ Jrt@ B eoraa

=f (é P)
Deestamammseobscwaqucemm espacio afin real la transformada de Radon de f(x) estd
estrechamente relacionada a su transformada de Fourier unidimensional.
La transformada de Radon tiene la ventaja sobre la transformada de Fourier de que
geométricamente sobre un espacio homogéneo (no necesariamente euclidiano) es mis
manipulable,
Asi mismo una transformada de Fourier en el espacio homogéneo euclidiano R* se obtiene
a través de dos transformaciones sucesivas, una la transformada de Radon en el espacio R *
seguida de una transformada de Fourier unidimensional.
De alguna forma la distribucion espectral de hiperplanos en un espacio euclidiano E  trae
consige todo el espacio espectral definido en un espacio euclidiano (continuo espectral).
ProposiciénL 2.1. Sea ¥ » R €L (H),p22 y H =SE") Considérese ademais
el autoformismo de grupo O¢ =X ' F ® € O (n,E)donde O (1.E) &5 un grupo
ortogonal unimodular de transformaciones Euclidianas Entonces

L {‘F {fA(En ) l)}} -E, {f(z')}(Bl)

Prueba:Debido-a que la transformada de Fourier es invariante enun espacio euclidianc , es
decir ; se construye de igual forma y permanece invariante bajo transformaciones del espacio
euclidiano (transformaciones rigidas (traslaciones y rotaciones)), tenemos que

o {t}}=]x{ [ot@80-E& ma}e” dp
=IR{ [ f@oe® } e'® D ap

=I peep FE, D0 E) e &P dp

=‘F{fA }eEr{r(t"') }=E' f{f([') },l=1,z,3.4 ......... o

Luego completando el automorfismo con la aplicacién del operador de grupo K™ sc¢ tiene

que .
R_l{ {f } d(’)efr{aa—')} cr{r(t" 38 _Rfo{rtz")}
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Y puesto que el espacio de espectros E ¢ o 1xRE S"'xRdonde $"'xR & un
cubriente diferenciable de EP" = E"™! eﬂntoncez cf(x) ERxE, {ggn} }= E, {;(En, }
Nota:Una de las veniajas de la transformacién de Radon sobre ofras transformadas
integrales definidas en diferentes espacios homogéneos . v que da un caracter mas general de
uso para un calculo operacional de tipo geomérrico en dichos espacios : es la existencia de |
transformada de Radon en cualquier espacio homogéneo (hiperbélico.eliptico.etc. ). sin
necesidad de ser construida en forma diferente en cada espacio distinto.  No siendo asi . por
eiemplo para la ransformada de Fourier. 1a cual debe ser construida en forma diferente para
cada espacio homogéneo diferente,

Lz rransiormada de Fourier solo puede ser construida de ieual forma en espacios euclidianos.
g p
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2.1. Generalizacion de la Transformada de Radon a Espacios Homogéneos no
Euclidianos.

Sea M una variedad Riemanniana completa®™®, x un punio de M y T.{M) el espacio
tangente a M en x. Sea Exp. el mapeo exponencial de T-(M) en M dado por

Expuu) = yu{1) e
oonoe su regla de correspondencia es R

=y {33,

es la geodesica en M a través de x con vector tangenie ¢ en x = Y.{0).
Asi mismo una subvariedad conexa S de la variedad Riemanniana M se dice ser
tolaimente geodésica si cada geodésica en M, la cual es tangenie a § en cafa punto cae
enteramente en S.
Las supvariedades totalmente geodésicas en R" son los hiperplanos en R™. Por lo cual
generalizando la transformada de Radon a variedades Riemannianas. es natural
considerar quée la integracién sobre subvariedades iotaimente geodésicas en nuestra
discusidn serd cornpletamente andloga a la integracion sobre subvariedages tolalmente
geodésicas en R" (hiperplanos) considerande ahora nuestras variedades Riemannianas
M como espacios homogéneos dos puntos, es decir; espacios homogéneos en los
cuales para dos pares de puntos p,GEM y p’, ' €M se satisfaga que

dip. Q) =d(P.aq) (32
(donde d es la distancia), entonces exisie una isometria ¢ de M tal que ¢-p=p' y g =
q.
Asi mismo definiendo de ésta forma a nuestro espacio homogéneo podremos hacer
posible definir una geometria integral inducida por la transformada integral de Radon la
cual debido a su caracter invariante sobre cualquier espacio homogéneo aunado el
hecho de ser un automorfismo invariante bajo la accion de cualquier otro endomoriismo
del grupo cociente subyacente en la variedad Riemanniana compleia e isométrica gue
define tal espacio homogéneo, serd de gran utilidad e importancia para la obtencién de
algun método para la determinacidn de la curvatura en una regién (subvariedad) del
cosmos M.
Describiendo a la variedad Riemanniana a través de! grupo oe Lie que la define®®, es
decir como el conjunto de clases G/H con H un subgrupo cerrado!®™, podremos afirmar
que el subgrupo que divide al grupo G para formar el grupo cociente que es de tipo
compacto o no compacto en la descripcién del espacio homogéneo, es el que actuia
transitivamente y trivialmente con sus elementos sobre los automorfismos de G.

(18)Nota: Una variedad Riemanniana M se dice ser completa si cada sucesidn de Cauchy en M es
convergente. Asi mismo una sucesion {x,) en un espacio métrico con mélrica d es llamada de Cauchy si para

cadae> 03 un NeZtal que d(n, Xm} <V R, m>N.

{19) Nota: El grupo analitico subyacente en una variedad Riemanniana es un grupo de Lie semisimple!™
conexo, el cual en la teoria de los grupos semisimples se sabe que es de centro {e] (es decir, de centro finito),
Entonces sabiendo éslo, se puede demostrar que éste grupo €s un espacio homogénec simétrico. Este
hecho serd de gran importancia para la obtencidén de un espacio de horociclos de! espacio de clases G/K el
cual es un caso particular de un espacio homogéneo simétrico cuando K es un subgrupo compacto de G, con G
congxo no necesariamente compacto de centro finito.

Por la misma teoria de grupos semisimples, se sabe que dicho grupo semisimple conexo se puede
descomponer en dos componentes conexas, Una compacta y otra no compacta. Luego a su vez la componente
compacta puede descomponerse en dos componenies, una abeliana y ora no abeliana. Hoy en dia, la teoria
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Proposicion il. 1. 1. El grupo semisimple subyacente a !a variedad Riemanniana M es
un grupo unimodular.

Prueba: Si G es semisimple entonces su forma de Killing que es el funcional Bu{X, Y} =
gle} es no degenerada.(donde g es el tensor métrico que establece la estructura
diferenciable de la variedad M). Luego dicha forma bilineai es invarianie bajo la accion
del mapec

{=zc
U: G- Ad(C) AL
{e’ cual establece una represenacion lineal del grupc G). pues se uene gue
Bu{A3(O)X, Ad(O)Y)} = By(X, Y) (z€)

V 6EG y X. YEq. Porlotanio By(X, Y) es invariani¢ bajo ia accién de Aal.,.

Ahora bren, es invariante 1zquierdo y derecho puesto que
(det(Ad{C)))2 =1V c€G"
Nota: Es aecir ia accion de los endomorfismas Rgy Ly soore By saiisfacen que:

Buo R, = |det{Ad(0))|Bu = BuoL, {37}
Pero (Buole) oBuoRg= Lete Ry = HO) ¥V 0€G. Entonces joei{Aa(o);® = 1.
Por lo cual se concluye que el grupo G es unimogular. 2
2.2, Integracion Invariante en un espacio de curvatura constante.
Sea G/H el grupo de transformaciones integrales de funciones sobre un espacio de
curvatura constante cuyas transformadas integrales estan definidas sobre LP(M) con
MCE™'una variedad diferenciable no euclidiana de curvatura constante.
Se requiere, como para el caso del grupo de transformadas integrales que los
endomorfismos de M tales como las formas  y las integrales ﬁw sean invariantes bajo
la aceion de automorfismos (movimientos en M) de M, es decir

f(x) dx = fixo) dx® V ceG. (2&)
M= GH M= GH

donde xo designa el punto en el cual x es llevado bajo la accidon del movimiento ©
{automorifismo). Asi mismo el problema de la medida es definir un elemento de volumen
dv = w (forma diferencial} el cual sea invariante bajo los movimientos del espacio propio

de grupos de Lie abeliancs esta casi terminada en cuante a los grupos compaclos abelianos. Sin embargo se
estd creando apenas una teoria general de los grupos no abelianos.
Algunos grupos compaclos no abelianos tales come SU(n) estan siendo eswdiados a vaves de la

descomposicion en espacios radiciales de su correspondiente &lgebra de Lie sl(n). Sin = 2, la idea esta

basada parz éste caso en la exislencia de subgrupos Kg de G un grupo de Lie conexo y compacto, localmente
isomérficos @ SU(2), lo cual sirve para describir explicitamenie todas las representaciones lineales de SU(2).

Det.: Decimos que G es de centro finito si su centro es {e}, lo cual es complelamente equivalente a decir que G

acioa rivialmente sobre G/H, 6 también es completamente equivalente a decir gue . sHs ' = &) ¥ sh, hs

€G/H ¥V seG y heH. Eslo también es equivalente a afirmar que el subgrupe no normal de G que contiene a
H debe ser uno gque no sea {e} (en oras palabras gue H no contiene un subgrupe normal de G que no sea {e}.

{20} Nota: En general el grupo G que describe al Universo es un grupo de tipo no compacto, Sin embargo para
los reguerimientos técnicos de la geometria integral que desarrollaremos, se hara necesario utilizar al grupo de
transformaciones como del tipa compacte. Asi mismo nuestra variedad la supondremos un espacio simétrico
de la forma M = G/K donde K es un subgrupo compacto maximo en G {a G lo consideraremes localmente
compacto y conexo.).
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M = G/H, con H un subgrupo cerrade de G.
Proposicion. Il. 2. 1: Sea m = dim M = dim G/H. Enionces las siguienies congiciones
sen equivalentes:

(i). G/H tiene una m - forma w G - invanante.

(). det Adg{h} = det Adu(h} V h€H.
entonces G/H tiene una orientacidn G - invarianie v :a m - forma @ G - invariante s
anica salvo un factor consiante.
Prueba: (i) =(ii): Sea w una m - forma G - mnvarianie soore G/H, wW#0. Enionces 1&
relacion " (h)w = w en el punto o implica que det{dT(h)} = 1. de donde entonces

oet (Adg(h)) = det (Adu(n)) V hEH. Por otro lado (i) = (i). En efecio, Xs,..oon... Xe una

base del espacio tangente To{G/H) y sea w',........ w™ las funciones lineales sobre

To{G/H) determinadas por las ecuaciones «'(X) = 8,. Consideremos ef elemenio
WwaA.... AW™

en el algebra de Grassmann del espacio tangente To(G/H). La condicidn (ii) implica que
det{dt(h)) = 1 y el eiemenio W'A........ AW™ es invariante bajo ia transformacion lineal
dt(h). Se sigue entonces que existe una unica m - forma G - invariante & sobre G/H tal
gue w°= w'A....... AW™. Si W es otra m -forma invariante sobre G/H, entonces @ =
donde f€ Cc™(G/H). Pero por la G - invariancia de w y ", f puede ser constante.
Ahora demostremos la preservacién de la orientacion bajo los movimientos producidos
por los automorfismos de G.
Asumiendo (i), sea ¢: p = (X (P)eennnns xm{p)} un sisi¢ma de coordenadas sobre una
vecindad abierta U del 0 € G/H sobre la cual w tiene una expresion local

Wu = F{X1,ene. Xm} QX4 Ao Adxm  (23)
con F> 0. Asi mismo, el par (T(6)U, ¢ o 1{0""))scs €5 una carta local sobre una vecindad
conexa de ¢ - 0€ G/H. Ponemos ¢ o T(G)(P) = (Y1(P),.-ocvvevnee. Yn(p)) V pet(0)U.
Nota: Una forma G - invariante w da una integral [ fw G - invariante en el sentido de que

fw=]., (foro) w V 0eG, 1eL’(R" y T eDif{G/H).

GH

Entonces el mapeo T{o): U — T(0)U tiene la expresidn en coordenadas candnicas
(Y1, Ym) = (X Xn)

y sobre T{a)U, la m - forma G - invariante W tiene la expresion

Weigiw = GY1, v ¥m)dy A AGYm
de Wq= T(0) Wygyq tenemos para ge U NT(o)U que
We= Gyi{g)....... JelaOy A Alynla= GO (@), e Xn{QIUAX A AdXm)q
de donde

F(X4(@)sroerrroren Xm(Q)) = G{X1(G), oo Xml(Q))

y
Fxa(@) e Xm{@)) = F{ya(Q)yeeo Ym{@HIBY (@)oo Yl @)/ (%:(@), oo Xa(@))] (40)

lo cual muestra que el jacobiano del mapeo (P o T(C)) o ¢'es positivo.
Consecuentemente, la coleccion (T(0)U, ¢po T(0"))ge s d€ Cartas locales que caracterizan
a G/H como una variedad orientada y cada T(0) es una orientacion que se pres =rva
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bajo las acciones del grupo G.J

Debido a que el grupo es semisimple y unimodular, aunado el hecho de gue se
satisface el teorema de existencia de una medida invariante sobre espacios homogeneos
(siendo que nuestra variedad es un espacio homogéneo), resulta entonces que la
medida que se deduce de la m - forma diferencial & es una mediga G - invariante.
Asimismo, algunos ejemplos de tales formas diferenciales que inducen una mecica sobre
espacios homogéneos no euclideanos son los siguientes: Es bien sabido que sobre una
estera multigimensional

X6Z F e, + %¥ = R? su elemenio ge vowmen G - invarianie, o simplemenie
invariante bajo los automorfismos del grupo de transformaciones subyacente en la
variedad de curvatura constante (medida invariante) esta ¢aco por

Cx = Rdxs...... an/IXDi =R d)(n/[R2 - (X2 e, A )

En forma anadloga podemos deducir ig expresion analoga para un elemento de volumer
de un espacio hiperbdlico (Espacio de Lobachevsky) tomando el modelo sobre un
hiperboloide S: [x, x] = Xo® - 2% - - x:2 = 1, X0 » x en E™'. El elemento de
volumen duv = dxo dXq..... dxn en E™' permanece invariante bajo todas las
transformaciones lineales con determinante unidad, los cuales son rofaciones
hiperbdlicas. Sea X1,.............. Xn, UN nuevo sistema de coordenadas tal que r = [x, x]"2 en
la regidn [x, x]> 0, o > 0. En éste nuevo sistema ce coordenadas du se convierte en

dv =rardxs......... dxnfXo =T GF GX1.eoenveoe dxn/(*i FX 2 X2y (4T )
rotaciones hiperboiicas en E"’ dejan ambas dv y r invariantes y por lo cual también

dx = dx',.,.........d)(n/xo = dX1 .............. an/“ + X12 E R -é-an)wz (45)
Esto d4 una medida invariante en un espacio hiperbolico. Asi observemos gue i ienemcs

cualguier hipersuperficie en el espacio E™’, |a expresion en coordenadas xi,........ Xn del
elemento de volumen es de la forma

dx = dXp..ooeneevnnns (o} (AT o b RN T dxn/ixol, k=1,2,3,....ccoen. N
y éste se concerva aplicando los automorfismos del grupo G en el espacio E™' que
correspongden al tipo de hipersuperficie que tienen como espacic ambiente E™.
Nota: Aqui la hipersuperficie estd encajaca en E™" o inmersa en E™'.
La integral invariante sobre el hiperboloide [x, x) = 1 puede entonces ser escrita por
medio de la funcién O([x, x] - 1) como:

i(x) dx = 2'|‘

Eﬂ+1

o xi i) d(lx,x)- 1) gv (44

(tal integral representa la extensién continua a todo el espacio E" * ' de la funcidn
definida sobre la hipersuperficie hiperbdlica [x, x] = 1).
En efecto,

. 1(]=1f(x) dx =J.[x_ 1> 0=E™ e 1w 120 o f(x) O(x, x] - 1) dv +
f(x) &{[x, x] - 1) dv

+ ¥ € 0aE™ N x 2] = 1, xp¢ D

i 2J'Em\"" x=1= [0 x)> 0 x> of () B([x, x] - 1) ¢v. O
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La invariancia de ia integral M\ . o Jfix) O(fx, x} - 1) 0L se sigue de la invariancia de

dv y [x, x] bajo rotaciones hiperbdlicas del espacio E® * 1. Lo anélogo se establece en
cuanto a la integracion invariante de una funcidn f(x) scbre el hiperboloige imaginario.
2. 3. Integracion sobre subvariedades totalmente geodésicas en espacios

homogéneos de curvatura constante. Integraies orbitales.
Las orbitas de un espacio niperbdlico como espacio oe clases iaierales son ias lamacas
esteras generalizadas v horoesferas las cuaies juegan el mismo papel gque 108
hiperplanos en un espacio euclidiano, teniendo entonces su geometria intrinseca en una
variedad Riemanniana a la de un hiperplano en un espacio EM?,
Ahora bien, nuestro espacio hiperbdlico es una variedad Riermanniana {de curvatura
consianie negativa) cuyas hipersuperficies son 105 hiperpoloides [x, x} = *, La estruciura
causal estd daca por la conificacion daca por ia familia [§, £] = 0 determinaco por e
subgrupo de isotropia Gy gue acta en M en el punio EEM el cual queda fijo.
Precisamente la horoesfera serd la orbita G- x ¥V x€M cuya ecuacién a través de ésa
realizacion en ¢! espacio hiperbdlico toma ia forma

[x, §FF = A?

donde A = kix, x) V x€EE"*'V x€C.
Det. Una horoesfera o esfera generalizada es una érbita Gy - x en M para algun x€M
bajo el subgrupo de isotropia Gg.

Asi mismo, por la seccién 2.1 se sabe gue la integral J-Gmfw es G - invariante ya que su

forma diferencial w es también G - invariante. Ahora debido a que J.G,Hiu) puede

determinarse a través de las integrales sobre las clases laterales G/H U ¢rbitas integrales
(ya que éstas orbitas son subgrupos compactos sobre l0s cuaies exisie una medida de
Haar G - invariante), los subgrupos de isotropia son compacios para cualquier x € Hg (Hg
una clase lateral del espacio G/H, de! cual es un subgrupo cerrado). Asi mismo la medida
invariante sobre la orbita Gy - x (V E€G/M y x€Hp puede entonces ser
consistentemente normalizada‘?® como sigue:
Fijando una medida de Haar dgo sobre Go. Si § = g - 0 tenemos Gg = gGeg’'y podemos
aplicar dgo sobre una medida dgg sobre Cg por simple conjugacion sobre G: es decir
mediante la identificacién zt~ gzg" (V z€Go). Luego dgo es bi-invariante y dgg es
independiente de la eleccion de g satisfaciendo § = g - ©, y ésta es bi-invariante.
(21) La necesidad de calcular una integral sobre G/H a través de sus orbitas (i e. a través de integrales
orbitaies) estriba en el hecho de que éstas conforman subgrupos cerrados en G, Asi mismo X = G/Hx y =
G/Rg son espacios Ge clases integraies izquierdas donde Hx y He son subgrupos cerrados en G. Ahora si G es
un grupo ‘ocalmente compacto entonces Hy y Hx como subgrupos cerrados de G necesariamente son grupos
compactos. Pero se sabe por la teoria de grupos compactos que €slos siempre son unimodulares de ahl que
sus medidas de Haar invariantes izquierdas sean invariantes derechas sobre tales subgrupos de G. Por lo cual
la integral sobre G puede quedar reescrita a través de integrales definidas sobre subgrupos compactos de G.
(22) Def.: Se dice que una medida sobre G/H es normalizada sl y sdlo si es G - invariante y satisface la formula
integral (Identidad de Fubini):
CLN)
f@dg=J . ( Hgh) ch)dgk veCG)

{es decir, dicha relacion integral entre las medidas dg y dh son normalizadas).
Nota: Para la demostracién del teorema de existencia de una medida G - invariante en G/H ver cita [1].
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Luego (Gg)x es compacto por lo cual éste tiene una unica medica de Haar dgg. » con
medida total 1 y ahora dgg ¥ dgg. » determinan candnicamente una medica invariante U
sobre la Orbita Gg - x = Gg/ (Gg)x. Por o tanto es valida la integracion de mefu) mediante
185 integraies orbiiales; (es decir, medianie ia integracion de horoesferas):

o x fxydu(x) V xeM=GH.
Asi mismo, la transiormada iniegral de Radon como un automortfismo cel grupo G/H

con H compacto puede escribirse a través de ias horoesferas G orbitas Ge x = Zenel
espacio hiperbdlico H” como:

f(x -1 = _[ fix) d 25
‘ E™*Yx, x] =1 TH? ( ) b([x’ E] ) ex E'(X) ac L 27 . o .
gonge Cx es la medida invarianie. La integral asi definida es invanante bajo
desplazamientos de 12 horoesfera Z. Esto significa que tajo movimientos g del espacio
H" mapeando E en la nueva horoesfera Zg, obtenemos

f(x) do = | i(x)do; (a€;
donde doyg es la medida sobre =g. Sien particular g transforma Z en si mismo entonces

ftxg)do =] fixjdo (47}

Lo andlogo para el espaciB hiperbdlico"imaginario, tomando el hiperboloide H™: [x, x] = -1.
Ahora bien, como es necesaric que las Orbitas definidas por las horoesferas sean
transitivamente permutadas bajo acciones def grupo {movimientos de la variedad), {es
decir éstas deben pertenecer a un subgrupo conjugade al subgrupo normal N de G para
dar mayor flexibilidad a su representacion a iraveés de subgrupos compactos, aunado el
hecho de que éstas horoesferas tengan alguna propiedad que les permita permutarse de
una a oira buscando la orbita invariante mas indicada para ef calcuio de la integral.fG., H ]
segun la orientacion exigida por la variedad), tales horoesferas deben ser horocicios‘%).
Precisamente explotando la idea de caleutar ta integral _[G,wa a través de sus Orbitas
{integrales orbitales) y teniendo en cuenta ia estructura analitica de la variedad
riemanniana del espacio homogeneo G/H para calcular la medida de las secciones
{subvariedades cerradas) de la variedad riemanniana M, es menester hacer recursc de
un concepio que involucre alguna propiedad invariante de las subvariedades de G/H bajo
las acciones del grupo semisimple subyacente en la variedad M. Dicha propiecad es la
inducida por las subvariedades encajadas en M%), ia cual caracteriza a tales Orbitas
como subvariedades totalmente geodésicas!®®.

{23) Def_(Horociclo); Sea M un espacio simétrico de tipo no compacie definido como el espacio de clases G/K,
donde G es un grupo de Lie semisimple conexo no compacto con centro finitc y K un subgrupo compacto
maximo en G. Admitamos la descomposicidn de iwasawa de G dada por G = KAN, con A ¥ N grupos abeliano y
nilpotente, respectivamente, Un horociclo en M es una &rbitz en M de un subgrupo de G conjugago a N. Por un
lado N es cerrado en G y K es compacto, entonces los horociclos son siempre subvariedades cerradas de M.
(24) Diche encaje exisle en forma natural, ya que existe un difeomorfismo loca! entre el espacio tangente en

x€ My M cuyz imagen es un subconjunto propic de una subvariedad cerrada en M. Si la variedad difeomorta a
M es N, dicho encaje es el mapeo

E:N— E(N)c S
con S una subvariedag en M. De heche diche encaje es una inmersién.
{25) Det. (Subvariedad Totalmente Geodesica): Una subvariedad conexa S de una variedad riemanniana M se
dice ser lotalmente geodésica si ésta es geodésica en cada uno de los puntos de M.
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Proposicidn Il. 3. 1: Un horociclo es una subvariedad totaimente geodésica.

Prueba: Por definicion el horociclo es una subvariedad cerrrada en M. Puesto que todo
Hg, cumple la propiedad de conjugacion en el grupo de Lie semisimple conexe G gue
admite ia descomposicion de wasawa, G = ANK. es decir

HE= gNg'< G v He

enionces éste es un grupo de isoiropia en M, y i0da Orbita de M bajo la accion de dicho
subgrupo es una geodésica paralela. Luego Oebido a aque Jos nhorociclos son
perpendiculares a las geodésicas paralelas a lo largo de!l transporte paralelo de la

subvariedad cerrada S € M entonces los horocicios son subvariedades toialmente
geodésicas en MO
Ahora pasemos a identificar a los horociclos ce una variedad riemanniana completa
simplemente conexa de dimension n22 y de curvatura seccional constanie a través del
difeorr;lorfi%mo locai que mapea al espacio Tx«(M) en M.
Lema: Séa x€M, V un subespacio del espacio tangente T.{M), entonces Exp,(V) es una
subvariedad totalmente geodésica de M.
Prueba: Para ésto elijamos un encaje especifico de M en R" - ', y asumamos por
simplicidad ia curvatura € = 1. Consideremos la forma cuadratica

BefX) = X+Z 4uerreernan. +%n2 + EXnor?  (4E)
y la cuadrica Q, dada por Bg(x) = €. Ei grupo oriogonal O(B,) actia transitivamente sobre
Q.. La forma B, es definida positiva sobre el espacio tangente R"x {0} a Q; en x? =
(0,........ . 0, 1); por ia transitividad B, induce una forma cuadratica definida positiva en
cada punto de Q. cambiando Q. deniro de una variedad riemanniana sobre 1a cual O(Bg)
actlia como un grupo transitivo de isometrias. El grupo de isotropia en et punto x° es
isomorfico a O(n) y éste actia transitivamente sobre el conjunto de subespacios dos -
dimensionales del espacio tangente (Qg. De ésto se sigue que iodas las curvaturas
seccionaies en x° son la misma, llamada €, luego por la homogeneidad, Q tiene
curvatura constante €. Debido a la conexidad de las variedates con las cuales se esta
realizando éste estudio, podemos reemplazar Q. por su interseccidn Q.,.* con el
semiespacio x, . :» 0. Entonces Q. y Q.* son variedades simplemente conexas
compietas riemannianas de curvatura constante. Por un laco tales variedades son
univocamente determinadas por la dimension y la curvatura. De ésio se sigue gue
podemos identificar M con Q.+ 6 Q4™

La geodésica en M a través de x° con vector tangente (1, 0,............, 0) puede ser dejada
fijamente por la isocmetria

) (X1, X2, ceeeirenrnns cXny Xnat) = (Xa, Xz, e yXn, Xna1)

Esta geodésica es por Io tanto la interseccion de M con os dos planos xz =......... =Xn=0

en R™". Por la transitividad de O(n) todas las geodésicas en M a través de x°® intersectan
a M con dos planos a traves del 0. Por la transitividad de O{Q;) se sigue entonces gque
las geodésicas en M s0n prescisamente las intersecciones no vacias de M con dos
planos a traves del origen. Ahora si VC T,o{M) es un subespacio de T:(M}, Expso{V) es
por lo anterior |a interseccién de M con el subespacio de R™’ desarroliado por V y x°.

Por lo tanto Expe(V) es una cuddrica en V @ Rx° y su estructura riemanniana inducida
por M es la misma como la inducida por la restriccion Bgiv g Rx0) .
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Por lo cual, por lo anterior, las geodésicas en Exp.o{V) son obtenidas por interseccion
con 2 planos en V@ RxP a través de 0. Reciprocamente; fas geodésicas en Expxo(V) son
geodesicas en M ial que Expse(V) es una subvariedad totalmente geodésica en M. Por la
homogeneidad de M, reemplazando x® por un punto arbitrario xEM. El lemz es
probade.3
Identificaciones &n el espacio de clases:
De acuerdo con |a teoria de espacios homogéneos, consideramos a M como un espacic
homogéneo de |z componente identidad G del grupo O(G,). Sea Hu el subgrupo
isotropico de G en el punto x® = {0,........... , 0, 1) entonces Hu puede ser identificado con
el grupo oriogonal especial SO(n). Sea k un entero fijo; 1 £ k€ n- 1, sea L C Muna
subvariedad totalmente geodésica fijada de dimension k pasande a través de x°y sea Hz
el subgrupo de G dejando & invariante, entonces tenemos

M = G/Huw, = = G/H=
Tal espacio Z es un espacio de drbitas que son subvariedades cerradas de M llamacas
horociclos®” las cuales son invariantes bajo acciones de G?%.
Sea Z el espacio de horociclos en M. Si o es el origen {K} en My &; el horocicio N - o, €l
subgrupo de G que deja Epinvariante es igual @ MN donde M es el centralizador de A en

K, admitiendo la descomposicion de Iwasawa de G. Por lo tanto tenemos las
identificaciones

M= G/, Z = G/MN,
Usando la descomposicidn de G, se observa rapidamente que el mapeo (kM, a) — § =
ka.£s es un difeomorfismo de K/M x A en Z. Asi mismo el espacio de clases kM es
liamado e! normal a £ y a la distancia compleja de 0 a £. Sea B = K/M, dados x€ M,
beB, enionces existe exactamente un horociclo a través de x con normal b.
Consideremos nuevamente el caso cuando M es el disco unitario. Si § es un horocicio y
X un punto sobre £ existe exactamente otro horociclo a través de x tangente a E. Por lo
cual en la analogia existente entre horocicios e hiperplanps en R" (ambos
perpendiculares a la familia de geodésicas paraielas), los hiperplanos pueden ser

considerados como hiperplanos orientados.
Para mayor generalidad, consideremos a M’ el normalizador de A en K y W el grupo de

Weyl M'/M. Para cierto o€ W seleccionemos un representante mgz€M' mod M. Ahora
bien, correspondiendo a la descomposicién de twasawa G = KA{m,'Nmy,), los horociclos
(meNm,"- o) tienen el mismo espacio tangente en o. En general si E€E y x€E, existen
precisamente |W| horociclos distintos a través de x tangentes a £ en x.(|W| denota el
orden de W.)

(28) € es el conjunto de subvariedades k - dimensicnales totalmente geodésicas de M.
{27) Para el caso simple cuande G = SU(1, 1), el grupo de mapeos conformes dei disco unitasio jz| < 1, las
nociones de horoesfera y horociclo coinciden y son los circulos tangentes a la frontera |2| = 1.
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2.4. El Espacio Hiperbélico.

(a). Existencia y convergencia de la transformada de Radon(dominio de definicién).
Consideremos una variedad riemanniana simplemente conexa y completa de curvatura
negativa £ =-1. La transformada de Radon es ahora dada por

S(x)) = &) = | 100 omx)  (49)
donde £ es cualquier subvariedad totalmente geodésica k - dimensional de Mcon 1S K S
n - 1 ¢con una estructura riemanniana inducida y dm su correspondiente medida en M.

Es claro que dos puntos en M pueden ser unidos por una Unica geodésica en M. Sea o el -

origen en M. Considérese la geodésica Exp.Y = ‘yv(1) en coordenadas polares para M en
0, esto es; considérese el mapeo

EXpoY (M., .8a.1)%® (50)
donde Y corre a través del espacio tangente To(M) v r = |Y! (la norma dada por la
estructura riermanniana)® y (By,.............. . Ba - 1) las coordenadas del vector unitario

{28) Todas las geadéscas empezando del origen 0 son obtenidas oe la geodésica Exp.Y = y(1) por rotaciones
en el grupo SO(n). Por lo cual para tener un diteomorfismo transitivo podemos considerar la torma polar de
tales geodésicas para que la accion de SO(n) sea trivial. De ésta manaera cualquier subvariedad totalmente
geodésica en una componente conexa M’ de |a variedad M (por ajempio una subvariedad totalmente geodasica
de la hipersuperficie F(x, x} = -1 con x° 2 1) puede ser transformada por una accion de SO(n) Juna rotacion de
8S0O{n)] a la subvariedad
{2EM]X™ = e = X" = 0)

entonces la representacion local de 1a variedad M puede ser realizada a través de una bola abierta unitaria D
enR™1, ésto es; si ¥ = x/|x| con 1 < i € n de donde con ésta se define en forma explicita como

D™ ={y = (¥ e yED™ Y™ = . =y = 0)
la cual es compistamente isomorta a la anterior y es SO{n) - invariante, situasidn gue ayuda a estudiar la
estructura diferenciable inducida por la métrica riemanniana*.0
{29) Proposicion: Sea M una variedad diferenciable. Sea ¢ : T{M) — T (M) con regla de correspondencia ¢
(M}vm, -} = ®y donde U es una vecindad en meM. Ef producte interno &y dota a M de una estructura
riemanniana cuya norma es la deducida por dicho producto internp.
Comenterio: Es decir se tiene que demosirar gue el producto interne en A~ define una métrica riemanniana
sobre cada V, v i el siando V; € or u, pero ademas sabemos que el producto internc en R es simétrico. Luego
ésta propiedad en cada V; coni= 1, 2, 3, .... se puet extender usando cierta particion de la unidad subordinada
al atlas <oy on M.
Prueba: Sea o = {{V. ¢}l un atlas de M y sea {(V,, f)}. una panicién de la unidad subordinada a dicho
atlas en M. Luago en cada Vic MV icl, @, = &Y es una forma bilineal donde ¥ es el producto interno en R®
&' = (@@)m: TeV - TeM = A", ), ¥ @: TV x TV — [R con ragla de correspondencia <Xm Ym> = T, XY, pues
TeM = (R -)], a cual define una métrica riemanniana sobra cada V, ¥ i €1, 8s daci; ®m(X, Y} = ¢, ¥m(X, Y} =
Fem{Tm ¢{X), Tod(Y)) = <X, Yom = Xem, Yoor YMEV: ¥ X, YmETm $(V) Vel Ahora bien, dicho tensor ¢ es
diferenciable puestoque vi X, Y e ¥F{V), <X,Yom= ®(X,Y) eC-(V) vmeV.cMé =l Luegofd, esun
elemento del espacio de tensores diferenciables [™({T°{U)}), ya que f, por ser una panicién de la unidad en U, es
diferenciable en todo U,. Dicho tensor es un tensor simétrico en cada Vi debido ,a que &, es simétrico sobre V..
Tomemos una f en U, para cualquierk 1 de la particion de la unidad {(V., f)}.. con fud, > 0 en ¢'{M) y cero
fuera de ¢ (M).
Ahocra extendamos dicho tensor simétrico y diferenciable a tode M. Puesto que M = U, .V, y para cada V., &,
>0 entonces ®n =3 I, f(m)Pel(im}) > 0. En efecto, ya que fim) > 0 en U,, luego por ofro lade 0 = @m(X, Y)
= T, T, h(m)PilXen Ym) STy S0 5i (X, Ym) = O @1tONCES =0 Si y SOI0 Si para cualquier Yme Tm(M), Xm=0
por lo tanto &m > 0 si para cualquier Xm & Tm{M), ¥Ym = 0. Luego 0efinimos @ qie) = { h{M)Pemy gi meVi. 0 Si
me Supp £, V;, pues T, 1,{m) = 1 para todo me M y ${m)2 0 para cualquier me M y lodo ie |, y donde @gm = {1
enV, 0 tuera de V. Entonces 3T, f,(m)Pam €5 cOnvexa en {0, 1] y por lo lanto diferenciabie. Cada fi{m)dym
es diferenciable ya que I y @4 lo Son. La'suma de funciones diferenciables es diferenciable por lo cual &, =
Z, Z, t{m)®eim s diferenciatie en M, de donde la métrica definida @m(X, Y) da una estructura diferenciable a
la variedad riemanniana M. O

24




Y/tY.Entonces la estructura riemanniana de M est4 dada por
do® = dr* + (senb r)? go?2 D

donde 49”¢s Ia estructura riemanniana
0% = I, 10, gy ( () perenenn, 0.1) 68,08, o

;obgc 12 esfera unitaria en 1 (™) (es decir, 1a expresion local de la mémica riemanniana
oy,

El drea de la superficie A(r) y Volumen V() =I:A(t) dt de una esfera en M de Radior

estén dados por
A(r)=Q_ (cech r) *!

V(r)=Q, [ ceoh®tar (53)

donde tal V(r ) decrece como la funcién e V" es decir ; se satisface la igualdad de limites

Nm , o, V(F) ~lim "' =0 (54)
Ahora bien,la condicién de crecimiento esi4 dado por en el siguienie resultadd®donde 9(0, %)
denota la distancia del punto o a la subvariedad £ .
Teo.IL4.1.(Teprema del coporte): Supdngase feC' (M) satisface:

(i).Por cada ® > 0,1(x) ™" e5 acotada,

(i)Existe R >0 tal quef™ (€)= g {f(x) }= 0 paratoda d(03)}>R,
entonces f(x)=9 para d(6,x)>R.
Prm:lm!:.'j Inducimos la demostracidon del caso euclideano al caso riemanniano (ver Helgason,
1972))
Ahora bien,tomardo R = 0 obtenemos la siguiente consecuencia, 1a cual da un criterio de
decrecimiento valido para la transformada de Radon en la variedad M,es decir ;que ésta sea
una distribucién perteneciente al espacio S(M),
Corolario: & {f }=1" es 1:1 en C° (M) tal que satisface (i)
Prueba: En efecto,usando la suavidad de M en 1a forma funcional

[co@f@™ . x) de

para todo 9 € C ¢(G), 48 una medida de Haar sobre G, se puede asumir que ¢ €C (M) en
(49). -

Consideremos a f una funcion radial. Sea p el punto en el horociclo £ (subvariedad cerrada
totalmente geodésica en M) de distancia minima P=4(0, ¢ ),sea Q¢ 3 .arbitrario y sea q=d(0
Q) , r=d (P,Q). Siendo ¢ totalmente geodésica, d (P,Q)es también la distancia entre P y

Qeng .
Consi‘zaercmos ahora el plano totalmente geodésico =  a través de las geodésicas OP v 0Q.
Siendo gue una subvariedad totalmente geodésica contiene la geodésica que une cualesquiera
dos punios de sus puntos, ® contiene la geodésica PQ.
Elingulo OPQ mide 90 grados ( Helgason,1978;77). Se concluve por geometria
hiperboélica (Coxeter,1957) que

cosch g =cosh p- cosh r (56)
Puesto que f es radial se sigue de (56) que la restriccién f& es constante sobre esferas en
M (ver nota pie de pdgina 28),con centro en P.Siendo que éstas tienen arez Q_ (senhr)"”}
por la formula (49) tenemos que,

£€) =% 1(s)(senkr) " dr

Puesto que f es radial ésta es invariante bagq el subgrupoHx © G el cual fija O PeroHx
no es sdlo transitivo scbre cada esfera S (O) con centro O, pues éste es para k fijo,
transitivo sobre cada esfera S"(0) con subvariedades k-dimensionales totalmente

(39) D elguna meners Lo condicién de decrecimiento regida a través de Ja funcidn <@ presupone que el crecimiento también
estd regido por une funcién expononcisl cuyo argumento debe ser 1o distancia d (¢,x)

(1) 5i f o redie), laintegrol orbital de 1o cual puede calcujarse 3u tramformeds de Radon , resulia simple de caleularse y Is
inveriencia de Thajo el subgrupo de isotropia Hx— G puede inducirse,de 1es &rbitas (horoesferss) a toda ia varicdsd Riemannienas M.
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geodésicas , las cuales son tangentes a S'(0) Reciprocamente, f(§) depende sélo sobre la
distancia 9(0,8) _Por lo tanto podemos escribir

F(Q)=F(coshq) ,  {(E)=F(coshp)
para cientas funciones univariables F y ,l\' tal que por (56) obienemos
F(coshp) =2, I: F(cosh p © cosh r){gends r)* *dr
Escribiendo 2qui t=cesh p, 7=cesh r, esti expresion integral se reduce 2
() = 2, Fta)s® - ™ ds
Si sustituimos 1 = (ts)” yv= 17, emonces (sq) toma la forma
vIF(v ) = Q,L {F(n‘l) u’ }(v’ —u®y* du,
Esta ecuacién integral es de la forma simnilar al caso euclideano ©2.

(32)En ¢l capftulo I de éste trabojo s enuncid solamenie ¢l teorema del soporne para e} caso Euclideano, de uns manera informal en
tlizorema 11,5 embargo resuha necesario enunciarlo explicit ¥ dar su & Bcitn, va gue en ésle MomEnto se fequieTe
realizar una aplication anfloga del discurso de tal weonemas sobre la variedad riemarmians M

Teo.(del Soporte eoo0 Duclideeno): Sea  f e C @M), savsfaciendo
(i) Pora cedo entero  bovo, h} 1(x) & acowdy.,
(i)Existe unp constente 4 5 o tal que fct }=0 gy d(WEI > A

Entonces X} = O purs H>A,

Pruebn:  Recmplazondo fpor convalusion 6°f donde 0 ¢s radial y una funcidn de close CT(R") ¢on soporte en el
convexo definido por lo bole de rodio pequshio B‘(O) vemos que ¢ suficiente demoatrar el worema para £ € C° (A®). De
hecho 9" 7 es sunve_si satisfoce (i)Y por Ia condicién

Jreyamey=o

VO €5 donde S es laesfora queenciermalabols g ‘(o) scsatisface (ii) con A reemplazadapor A 4 € Asumiendo €l
Teoremnas pars €] caso sunve, obtenemos ¢} soporte

sup p(¢'f[CB“"(0)

del cual tendiendo€ 50 ,obtenemos el soporte 22 p(f|C C£(B*(0)) . i
Si asumimes ademés que [ es radial entonces £(x) = r(H) donde F € C™( ypar. Emtonces | tendri 1s forme

f(E)= F(d(O) L)) donde P cStidadapor

- 2

ko] Jrorpimmm w20
debide » la definicién de la ransformada de Radon de ta funcidn Fd’b En parucular Fﬂplf!'i‘ 3¢ exticnds & uns funcidn par
e " n) Usande coordenadas polaresen =1 obtenemos

Py =0, JF@ + ) 0w @)

Utilizando |s sustitucion s = (p? + 1°3"® ¥y uw=p™, catonces (T) 3¢ convierte en

u"’i‘(u") =q,_, j‘: (F(l—l)‘—u)(ul - '1)w-—:).b
Ia cual podemos escribir con simplicided como

bu) = I:g(n)(uz S ™

Tal ecuscién integral es muy parccida a Ja ctuscién integral de Abel y puede ser desarrollads como siguc para los fines
demostratives requenidos.
Multiplicando ambos lados por u(t® = u?*)>* ™3 cinegrandosobre ¢SuSt  gbtenemos

j: Bu) (12 — By Ny de =

SN (DT ) I P
[t oof fu] @) @) ] )
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(Rizne Plr da Phc= (1))

N 1_ .3 1 .
LaSustiwcion (=" =7+ D=7 4 00 cvaluasién explicits de s integral dentro de] paréntesis {,) y obtenemos

I:h(u)(t: - u’)w'_nu dy = cj:ﬁl)(t: - :3)"3&1

Aplicando ¢l operador diferencint

a¢ obticne entonces (]
Ft'n™= ﬂ[ — =
Lty

Nmm(ll)wMﬁ ) om »plocualasn  yca™! . Peooenoneos @D umpbeaque  pimfsg w
I1SA " ocuslesm 1 m:m\maelwommlpulelmummdofcaumfmmnndnl(:ammcmmm anors el
mogcntrnlﬁjmdotmp\mo xen" , ¥ ecanderemos la funcido

LI -d—,(. - 1) veres sobre el miembro derecho de un miltipio de 18(1) D 1s cual
h &t

L‘ (1 < w3 0Ty o (I

= [ L F0s e

Como en (I} g, astisfoce (i)y
F®=[ e sy m
donde (285} denota 1s reslocién del uperplano K& por X . La dosigusidsd del inéngulo demuestra que
HO,x+kE )za(o,t)-H- TER" kEeK.
De donde conchyimos de nuestns eseveracion () y (I que
H@=e IV

Si d(o,;;.,\.pH Pero gz et uns funcitn redial ta! que (TV) implica para 1a primers parte de 1o demostracion gue

Jura+kop=o a b‘|>A+H
Ia cual tiene el siguiente significado Fo b
"Lz integrol do Seperficks dr focbre 5 (l)mcerunllnbob B”(x) conticne ol bela B (0},

En efecto,demontremos una generalizacion de éste proountiamiento, ¢l cual podemos counciar del modo siguiente:

Pronesicign:Sea e C(@®) tal que para cada entero k-0
supl" fr(x)f< =
e3*

Supdmgase f con integral de superficic © sobre cads esfera S 1a cual encierra una bols unitaris Entonces £{x} = ¢ para H >1

Prucho:La ides cs perturbor a Ten Ia refacién mtegral

[ s+tors0@)=0
desplazando y derivendo con respecto sl parimetro de perurbacidn © et claro ests obtenicndo relaciones adicionales
Reemplazando como 32 menciono con entericidad a f par vna convolucién convenienie ¢+ ¢ ,vemos que es suficientc demestrar
ésta proposicién pars £ € C™(@°).
Escribicndo  § = §® (x) ¥ escribiendo el exterior de las bolas B® (z)como uns wunidn de eaferas con centro 3 tenemos por las
hipdtesis que
[ o f2y = [ aroey

ia cusl s constente derrvando respecto & 1, obtenemos

[ ooy @0+ ay=0

Usando e] 1eorema de 1a divergencis sobre labola B R(0) tenemos que ésla lomna Ja forma pars un campo veetorial F sohre o

como

[ o, @ POMy=[ 0 @eaM) dm0) VI

dondz B denota e] vector normal exienior 2 la superficie $¥(0) y dw ¢l elemento de superficie sobre s¥0).
Pare ¢] campo vectorial

Fp=Fa+n %,
obtenemos de (V) y (VI}conG =R (O, vvvenees ,0.) que
j#‘tnir(l+ o) o, de(c)=0
Pemwjuf@)dow)ﬂtmmomw

[ ey fx+ @) 3 do(o) = 0

slque [ 47(o)0, do(0)=0
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Por lo cual tomamos la siguiente forma andloga al caso Euclidiano de tal ecuacién integral
-1y -k _ d o — -

Fu™u™*=c o) L(u’-v‘)""“ LR dv.

Asumiendo (i), Fcoshp) =0 SiP >R Porlotanto F(v')=0 & 0 <v < (coshR)™’ pe(s8)

se pueds concluir que F(n }=0si u < {coshR)™ ' :Jo cual significa qmﬂf}’xHyd (0.1)>R. locual
demuestyz el tecrema de soporte pare  f € C™ (M) para el caso fradial ©

Ahora consideremos 1 ¢ C™ (M) Setisfaciendo (i) v (ii) del teorema del soporie.  Fijando un punto
3 €M v sidk esuna medida de Hear normalizada sobre ef subgrupo de  jsotropia H, consideremos

la integral
BO)=[afE@ond ¥ yem

donde ge( esunelemento talque g C=x . Claramente, F,(v) es la variacion de f sobre la esfera
COn Centro en X, pasando & wavés de M g+ v .La funcién F  satisfece la condicion de decrecimiento (i)
v ésta resulta ser redial

Consideremos shora
£.0)= | s, FgkoE)ak

ahora es menester hacer recurso de las siguientes estimaciones:
d(o,gk &£} 2 d{0,E) - d(0,g° 0)
Para ello, sen x, un punto sobre £ que cierra a kg o0 Enwonces por la desigualdad  del
tridngulo. .
d(0,gk°&) = d(k g™ ° 0,£) 2 d(0,1,) ~ &0,k g™ © 0)
2 ¢(0,5) - d(8,g° O)

Por lo tanto se sigue de (i) que Fx(§)=0 sid(0,£)>4d(0,1)+R.
Porunlado F es radial.esto implica por la primera parte de la demostracion que

Jn,f(gk°y)dk=0

Si 4(9°y) > d(8,2° 0) +R (60). Pero el conjunto{ giovk €H, ! s laesfan S%°9(go0)
con centro g <0y radio ¢(0, y). Por otro lado ia desigualdad (60) mmplica la relacion de inclusion.

B’ (0) cBY*7 (g0 Q)
para las bolas gR (0) yB¥*V (g° 0) .Pero considerando la parte en B (0) de l1a geodésica a través
de Oy de g O se veque larelacién reciproca de (61) implicars (60).
El teorema de soporte pars f € C” (M) puede ser por lo tanto demostrado si establecemos el siguiente
lema para fix}=8cuando 4(0,x) >R:
Lemn. IL4.1. Sea f €C(M) satisfaciendo las condiciones:
(1) Para cada enterom > 0, f(x)e=0" acotada,

(ii) 3 un numero R > 0 tal que la superficie intsgral
Jl gf(d)do(o)=0
Siempre y cuando la esfera S encierre a la bola B” (9) Entonces f(x}=0 V d(0,1)>R.

{Sigue pie de pigina 32)....
Exto significs que las hipdtesis de 1o proposicion dedns pars f{x) fueron estoblecidas pora la funcién  x(T(x) Por itcracidn

[ sterpEMe@)=0

pars cualquier polinomio PS:') tel que fo 0 oobre S. Esto demuestre Jo propasicidn , teniendose entonces la demostracidn del
teorems de soports para  €C@°). O

(33) Dealguns scestd do 1n acotacién de les funciones que rauhan e la nplicg:_i?; de la transformada de Raden
medicnte ] decrecimiento de funciopes esféricas (tal es €] czso de Is funcién exponencial de € } . Asi mismo se estudia el
decrecimiento de ¢z sobre { un horociclo en B, {0) C M con r> 0, La idea e3 precisamente que 8 raves de las Srbitas de M
dadas por los horociclos en M, se obtcngs uns forma de acotacion de [sobre dichos horociclos, teniendo entonces garantizads 1a
existencia de la tronsformads de Redon oo ¢l espacio de funciones continuas los cuales tambidn « exén acotadas por funciones
esféricas. 28




Pruebs : Estc lema es el andlogo al lema demostrado en la nota del pie de pégina (32) para la
demostracién del teorema de soporte para f € Co(®0). , Usando un modelo especial hiperbdlico de la
variedad M, podemos edoptar tal demostracién a la presente siwacién en la variedad Riemanniana M.
Pars ello asumamos nuevamente 8 { e CoM) -

. . ] . .
Considérese iz bola unitaria {; enﬂi ZI;}<1}conlamu-ucunRxcxmnmam
1

ds2= P(Xpyenenne. . xn)z(dx%-l' ............. +dx%)

donde P(X . -eceue VX =21 x}, .......... -
Es bien coriocido que esta varieded Riemanniana tiens curvamums constanie -1, la cual puede servirnos
como modelo de la varieded M. Este modelo es usedo ampliamente en esta parte,ya que las esferas en
M son las esferas Euclideanas ordinarias dentro de lg bola

Este hecho es obvio para 1a esfere I con centro O.Parz 18 aftrmacién general es suficiente probar que si
T s una geodésica geométrica con respecto s un  punto (el cual puede tomarse sobre el eje 1, entonces
T(Z) es una esfera euclideans Fl disco unitario D en el planc x,,x, e5 totalmente geodésicoen M , y
por lo tanto mvariante bajo T. Ahora bien,las isometrias de] disco no euclideano D son generadas por la
conjugacién compleja

X, i, —x, —ix,

y las transformaciones lineales fraccionales, las cuales mapean circuios euclideanos en circulos
euclideanos (es decir por las transformaciones conformes d¢ pn T c x,x, -

En particularT(Z A D)= T(Z)N D es un circulo euclideano. Pero Tconmuta con las rotaciones
alrededor del ejex . Porlotanto T(X) esinvariante bajo tales rotaciones e intersecciones D en el
circulo,por lo cual ésta es una esfers euclideana

Pasemos a la demostracion del Lema. Sea S =S"(¥) una esfers en M encerrando B* (@) y sea B’ (y)
denotando la correspondiente bola Expresando el exterior M - B (y) como una unién de esferas en M
con centro g ,se deduce de Ia aseveracion (i) que

j o T()dk = _[ J(xdx  (62)
la cua] es constante para pequeflas vanacionesen r y y.
La medida Riemanniana dx est4 dada por

dx=e"dx, (63)

donde dxp=dx,........ dx; s el elemento de volumen euclideano, SeanTo ¥ Yo respectivamente, ¢l
radio euclideano y centro euclideano de S'(y) . Entonces S (y,) =8"(y) , B"(¥o)=B"(¥)ypor
(62) y (63) tenemos que

j e f(xo)P(x)°dx, = cte  (64)
pare todas las variaciones pequefissen fo ¥ Yo ; por lo tanto por derivacién conrespectoa To
' [yeonf@pE s @)=0  65)
donde do es el elemento de superficie euclideano, Poniendo I (X) = f(3)P(x)” tenemos por (65) que
J- n"'u.)f. (xo)dx, =cte
y derivando respecto a vy ienemos que

I D' (y0) @Gif " Myo +10)dx, =0
Usando el tecrema de la divergencia enunciada en el pie de pégina (32), sobre el campo vectorial
F(x,) =f" (v, +1,)8, definido en una vencidad de B"* (0) , la ultima ecuacién implica que

e TG0 +O)0 40, (@) =0

ia cual en combinaci6n con (65) dd

js"(:.)r.(“) 9 doy(0)=0 (66)
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Las estructuras euclideanes y no euclideanas sobre $”* (¥, ) difieren por el factor P’ se sigue que
do = p(¢)""* 4 51al que (66) toms la forma
¢ 1y T(OIP(O)C 4@ () = 0

Por lo cual faltaris demostrar que la funcién g f(x)p(x)xlsalisfacc las aseversciones del teorema
Pare ello por iteracién oblenemos

[ pf@merc,..... o do@=0 ©7

Ea particular éste identided integral satisface pare y=8 v r > y Entonces X %) = €€\ (67) proporcions
f=0 fueradelabols B (9) por el teorems de sproximacion de Weierstrass.  De esta maners se
completa la demostracién del teorems de soporte pare f €C™(M). [O3.

Ahora para demostrar 1 existencia de }a formuls de 12 tmnsformada de Radon mverse sobre M, es
meneser como en e} caso euchideanc , hacer recurso de un operedor diferencial sobre M . Pars ello
usemos el operedor de Belrami-Laplase L sobre M 049,
Para nuestra variedad hiperbélica,usando la estructura Riemanniana propia de ésta. L toma 1a forma

2

D eotr s ooy
-—arzf(n l)cothrar-}-(nenhr) L

donde L es el operador de Beltrami-Laplace sobre la esfera unitaria en x . Consideremos también
para cada r 2 Qel operador de valor significativoM” definido por

(M0 (x)= f(o)do (o)

':\_:r_}.[ ¥ (x)

Como se vio anteriormente ésta puede ser escrita como
M@= [ Lrghoyds ©8)

Seag€G arbitrarioy Y€M estalquer=d{0,y) . Si f es una funcidn analitica , se puede
desarrollar en serie de Taylor demostrando de (68) que M'es cierta serie de potencias de L (Helgason,
1959:270 -272 ). En Particular tenemos la conmutatividad

M'L=LM" (69)
de lo cual se satisface la ecuacién de Darboux,
L.(F(x,y))=L,(F(1y))
Para la funcién gy, y)= (Md(n-’)f)(x) . De hecho,usando (68) y (69} tenemos que si

ge0=1, r=d(0,v).
Entonces

L (F(x,y)) = (LM"f)(x) = (M"L{)x)
[ man@soya= [ o resey)as

de donde Iz \tima expresion integral es debida a la invariancia del lapiaciano bajo 1a isometria gk.Pero
ésta ltima expresién es Ly (F(x, ¥))

Esta invariancia serd 1til para marcar la invariancia de la expresién integral de la formulz de inversion
para 1(§).

Teoremn IL4.2. (Férmpula de inversién) Pars k par ,sea Qi { k¢ 7) el polinomio

Q=2+ &-D@-k|z+ k-3 -k +D) e

...................... 2+1-(n-2)]
de grado k/2 La transformada de Radon k~dimensional sobre la variedad Riemanniana M es invertida
por la formula para este caso: f =Q,(L)YI”) V feCy(M).

(34) Def. El Operndor de Beltrami Laplace L esté definido sobre V&M por
=L 8 L L
L[‘JE{ZIGI. {Eﬂ ﬁax'}}

vt e[r' (V). Tal expresidn diferencial es invoriante bajo un cambio de coordensdes de tal operador diferencial sobre M, donde
s @

Lo a_x',"'ﬁ ! Ejﬂuﬂ'“gsn Y E=}"‘ (Bu)!.
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Aqui c es la constante c——T—%(ﬂn)yk
}&rk

la formula se da también para f rapidamente decreciente en el sentido de la condicién (1) del tecrems
de decrecimiento rapido para distribuciones,

Prueba : Fijamos un horociclo € €E que pase a través del origen O €M . Si X €M fijamosg € G
elqueg+O=x.Comok corre a ravés deH, , gkof comrea través del conjunto de subvariedades
lolaimente geodésicas de M, passndo por 1 entonces

$@o0)= [ Lok oran™
Por lo cual
@ @0)= [ {f et namefar = [ ot nigo0remesy
donde r=d(0y). Peroporunledo & e totalmente geodésica en M, éste tiene también curvanmra
constante -1 y dos puntosen £  tienen la misme distanciaen £ comcen M. Esdecir £ herede la
isometria de la variedad de M. Por lo cual se iene
7@ =0, [ M) enbe)* ar
Aplicando L a ambos miembros y usando a L en coordenadas hiperbblicas . Entonces
LD =, [ entry L (i e 1 (70)

donde I” esla "parte radial” :r: +{(n- l)cothréa: de L Poniendo shora F(r) = (M f)(x) s¢ bene
que:

Lemsa: Sea i un entero tal que 0 < g < n= dim M . Entonces

Jm senh™ r L Fd, =(m+1-— n)[mr senh” r F(r)dr+(m - I)J‘:enhc"1 r F(r)dr]
L) 0 0

Sim= 1, los términos (m—I) | senh™ % r f(r)dr pueden ser reemplazados por F(0)los cuales se
sigue por la repeticién del m de integracion por partes. De la combinacién de éste lema con la
ecuacién de Darboux en la forma Radial

L, (M'f(x)) =L, (M'T{x))
deducimos

[L,+m@-m-1] rsenh" r(M'f)(x)dx =~(n—m~1)}(m— 1)j:enh=’" r(M'f)(p)dr

Aplicando esto repetidamente a ‘()70; obtenemos satisfechas las condiciones (i) y (ii) del teorema de
decrecimiento répido para (14 .Yporendede § .00

a5
VkeJ/ fijocon{(1SkSn-1)sobre = laveriedsd detodas lessubvariedsdes totalmente geodésices b - dimenzionakes de M.
Sides una funcibn continua sobre= denotamos por & 1a funcién pustual § (5) = [ ;<2 (8) S u(E)
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3.1 CONCEPTO GENERAL DE CURVATURA.

La curvatura es una carecteristica de una variedad no Euclideana la cual ayuda a obtener una
idea de la forma de tal variedad. E! tensor curvamra define un campo de curvaturas
seccionales sobre las cuales puede medirse la curvamra es decir se eligen las direcciones
sobre cada seccién pseudoeuclideana 6 euclideana * y se mide ahi la curvatura,

En el caso d¢ una varieded Riemanniana elegimos el Haz vectorial de espacios provectivos
Q(RD) y se mide ahi la curvatura a través del marco determinedo en el Haz L{PA).

Una forma geperal para determinar la curvatura a través de una conexién proyectiva. siendo
ésta la dedvcida de ia estrectura proyectiva P de la variedzd Riemanniana M(el cual se define
commHazﬁpndpﬂmRﬁ)eslmlm el tensor curvatura provectivo de Weyl con
componemes Wya La idea es utilizar algin subgrupo isomérfico al grupo de Weyl W(G)
definido sobre la varieded Riemanniana(es decir,el grupo semisimple que subsiste en M cuya
identificacién canbnica es como un espacio simétrico en M). El tensor provectivo de
curvatura de Weyl |, por S mismo induce a una medida de la curvatura por espacios
pscudocuclidearos en una variedad no Euclideana y 1a medida de curvahuras seccionales se
vuelve mais natural en M, por medio del tensor W, Asi mismo, en el caso de una variedad
Riemanniana M , se elige el haz de espacios provectivos #:P-—R y se mudeahi Iz
CUIvamra T{(g} V§ eM

De la conexién Lineal asociada a la corexidn principal de una variedad no euclideana M cuya
1-forma diferencial de 1a corexién principal sea ® , se tien¢ la forma de curvatura QQ v 1a
forma de torgén &*%donde 1a prispera es una 2-forma de Ia corexidn principal de 1a vaniedad
M definida como una 2 forma en el espacio C* (M) y con valores en€, = T, (M) ;la cual es
12 diferencial exterior covariante d¢ @ de tal conexi6n principal . La segunda forma de la
conexién principal daga por @ también esuna 2 formade 5 , la cual se cbtiene como la
derivada exterior covariante d¢ la forma canénica de tal conexién principal.

Entonces los campos tensoriales de torsidn y cwvatura respectvamente, pueden definirse
como sigue:
Torisa : TOLY) =u (2B(X%, YY) ¥V X, Y € T,(M) (71)

donde u es cualquier punto del haz vectorial de marcos L{M) con B(u)=x y X, Y*
son vectores de L{M) enu con ®(X*)=(X)y ®(Y*) =Y.
LaTorsién T (X,Y )esindependiente de Ia eleccion dew, X®y Y= locual puede ser
verificado directamente.
Porlotanto en cada X €M T define un mapeo bilineal simétrico
T (M)x T, (M} — T, (M)
En otras palabras, T es un campo tensorial de tipo (1,2) tal que T(X,Y )=-T( Y, X).
Puede llamarse sin confusién alguna y deseando ser mas técnicosa T (X, Y ), la traslacion
torsidn en T, (M) determinada por X y Y . Similarmente tenemos que

R(X, VZ=u(@UX* Y)'Z) ¥V X,Y,ZeT,(M) (1)

dondew, X*yY* sonelegidos arbitrariamente en L(P) Entonces R (X, Y ) Z depende
solosobre X,Y y Z posobre u, X°y Y*.

En la definicion anterior (Z(X®, Y*)u'Z) denota Jaimagende u 'Z €R™ por el
endomorfismo de 20(X°,Y*)e gl{n,R)de R, "Por lo tanto RELY) es un endomorfismo de
T, (M) , BRELY) € E=d(T,(M)) y es llamada la transformacion curvatura de T, (M)
dct:rmmadopor Xy Y Sesgucqmnsuncanmotmsomldzlum(w)talqm
R(XY)=-R(Y,X).

(36) Operedores de forma de M
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En términos de la diferenciacién covariante, latorsién T y la curvatura R pueden ser
expresadas como

TLY) =V, Y~ Vy X~[X,Y] (73)

rx,vz=[ V.V, ] 2-Vp 4 Z 74
donde X, Y ¥ Z son campaos vectorialesscbre M.

3.2 PROPIEDADES DI LA CURVATURA COMGC UN MAPEQ CUADRILINEAL
SORRE UN ESPACIQ VECTORIAL o-DIMENSIONAL

5ea B un esproio vectorial n-dimensional y R:E,E,E,E~—Q  un mapeo cuadrilineal
con las siguientes tres propiedades;

(0) R{vl,vhva!vd) = —R{"I!Vh‘":!vd)
) R(“'L"z;":s"d) =-R(¥,,¥3,V4¥3a)

(€) R(v1,V2, Vs,V ) H RV}, Vs, ¥4, V2 ) F RV, V4, V2, v, )0

Proposicién. ITL2.1. Si I} satisface las propiedades anteriores entonces éste posee también la
siguiente propiedad
R(vy,v2,¥y,v4) = R(Vy,V4y ¥y V3) (€4

Prueba:Denotando por S(v,,v,,¥,,v,) el miembro izquierdo de 1a propiedad (¢} anteriormente
mencionada y realizando un calculo antisimétrico en S tenemos que

0=5(v,,¥2,V3,¥4) = S(¥3,¥3, V4, ¥y) ~S(Va, ¥4, ¥1,V2) F5(v4,¥y,v5,V3)

=R(v),V2,V3¥a) “R(v3,¥;,v3,v4) ~R(vs, Vs Vi, V2) TR(V4, Vs, ¥y, V2)

Aplicando las propiedades (2) v (b) amtsriores tenemos que
2R(v,,V,4,V3,¥4) — 2R(V;3,¥,,¥,,V5) =0

esdecir R(v,,v,,vs,vy) — 2R(¥va,v,,v,,v1 3.0

Proposicién INL2.2. Sean R y T dos mapees cuadrilineales con propiedades (a), (b) , (c).

Si R=(¥1,¥2,v,¥2) = T(vsva,v,vy) V. ov, v EV=2R=T.

Lateralmente al mapeo cuadrilineal R consideremos un producto interior sobre V (i.c. una
forma bilineal simétrica definida positiva sobre V),1a cual puede ser depotada por ;). Sea P
un plano que es un subespacio 2-dimensional en V y sea v; ¥ v una base ortonormal para
- P.Sea K(P)=R(v,¥;V,V,) Como la notacién sugiere , KX(P) es independiente de la
eleccién de una basc ortonormal para P. De hecho si w,yw, forman otra base
ortonormal de I entonces W, = av, +bv, , W, =~bv, +av; (6 bv,—av,) donde
ayb €R tales que n* +b* =1, Usando (2) y (b) se obtiene facilmente que

R(¥1,¥32sV1y V1) = BR(¥{,7,,W,,7;) (76)

Proposicién ITL2.3. Si v, , v, es una base (no necesariamente ortopormal) de un plano P en
V, entonces R(v )
Va,Vy,V
K(P) - 1Y2yY]1sY2 (77)
(VisVa)(¥3,¥2) = (v4,¥3) 34




Prueba: Obtenemos la formula usando la siguiente base ortonormal para P :
vy 1
(v1,v2) "2

donde 5= Evl’vl)((vl9"l)("2"'z) - (\',,vz):)}} %.D

Sea Ri(vi,¥3,vy, V) (v, ¥ad(vy, ¥ ) = (v, V3 v ¥;) ¥ v, vy, Vi, v EV.
Es un hecho trivial verificar que R es un mapeo cuadrilineal que satisface las propiedades (a).
(b) ¥ (c), ¥ que para cualquier plano P en V, tcnemos

K,®)= Rl(vn"h"n":): 1 (78)
donde vj,V3 esuna base ortonormal para P .

[(Vu"l)"z - ("h":)"l]

Propogicién.ITL 2.4. Sea R un mapeo cuadrilineal con las propiedades (a).(b) ¥ (c). Si K(P)
=C con C e I? paratodos los planos P = R = CR,

Prueba: Por la Proposicién TIL2.1 tenemos que

R(vy,¥y,¥1,v2) = CR1 (v ,va,v,,¥v3) YV vi,v, €V

Aplicando la proposicién IIL2.2. aRy CR, , se concluye ficilmente que R = CR:. O

Sea Eryeriennene €, una base ortonormal para V con respecto al producto interno (). Para
cada mapeo cuadrilineal R que satisface las propiedades {8}, (b) v (¢) asociamos la forma
bilineal simétrica S sobre V como sigue

S(vl‘vl) = R(elvl ’el’vl) +R(e2vl !eZ!v1)+ """"""" +R(en1v17eu !"1)! v Vi,¥2 € V
se puede verificar ficilmente que S es independiente de la eleccién de vna base ortonormal
Cryemesanens €, .De la definicion de S obtenemos
Propogicién.TIL2.5. Sea® € V un vector unitario y $€a  Vs€2.000vvee €, una base ortonormal
para V. Entonces

S(v,v) = K@) +.uunns +K(P,) (79

donde cada P, es el plano generado por v ¥ ;.

Prueba: Completamente inmediato de la definicién de  S(v,v3) considerando v, = v,

con¥,,v; EV. OO

3.3. CURVATURA SECCIONAL.

Sea M una variedad Riemanniana n-dimensional con tensor métrico £.Sea R(X,Y) 1la
transformacién curvatura de Ty (M) determinada por X, Y € Ty (M).
El campo tensorial curvatura Riemanniano de ™ denotado por R es el campo vectorial de
grado 4-covariante definido por

R(X;, X, X5, X)) = 8(R(X,,X ), X;, X)) (80)

VvV XieTy(M), i=1,...... 4.
Proposicién. T 3.1. El tensor Riemanniano considerado como un mapeo cuadrilineal
Ty (M)xTyx (M) sTy, (M)xTy (M) — R (81)
en cada posee las propiedades (a),(b) vy (¢) de laseccién 2, anterior y también
R(u,,u;,uy,u,) = R(uy,ug,uy,u,) ¥V oug,u;,u5,u, €Ty (M)
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Prueba: Sea u cualquier punto del haz O(M) de marcosortogonales talesque = (u) = X
Sean X,°,X,* € T, (O(M)) con ®(X,*) =X, y #(X,*)=X,. De la definicién de la
transformacién curvatura R(X,X,) , dada en ia seccién ] de éste capitulo se tiene que :

BR(X, X,) » 05, X,)) = a2, X, )0 X,)], X,)
= (2%, X, ™ (X (X)) (85)

donde (, ) es el producto interno natural en R °. Ahora vemos que la propiedad () es
consecuencia del hecho de que {)(Xs® X4*) € (m) .estoes.tienc la forma de una matnz
simétrica. (b) se sigue de R(X; X,) = -R(X,,X,) Finalmente (c) es consecuencia de ia

primera identidad de Bianchi 0

Para cualquier plano P en el espacio tangente  1x{M) 13 curvatura seccional K(P) estd
definida por

K(P)=R(X1,X1,x1,xz)= g(R(xlsxz)anl) (86)

donde X,y X, esuna base ortonormal de P.Como s¢ vioen laseccion 2 de éste capitulo,
K(P) es independiente de la eleccion de la base ortonormal {xl , xz} v la proposicion
ML 1.3. Implica que el conjunto de valores de K(P) vV los planos Pen” T (M)  determina
el tensor curvatura Riemanniano en XL

SiK(P) esuna constante V. PenT, (M) y paratodos lospuntos x € M , entonces M
es llamado un espacio de curvatura constante.

Teorema.IT1.3.1.Sea M una variedad Riemanniana conexa de dimensidn mayor que 3. Si la
curvatura seccional K(P) , donde P es un plano en T_ (M),depende sélo de x , entonces M es
un espacic de curvatura constame.

Prueba: Definamos un campo tensorial covanante de B de grado 4-covariante como sigue:

R;(W,Z,X,Y) = g(W,X)Z,Y) - §(Z,X)R(Y,W),W,Z,X,Y €T, (M) . (82)
Por la proposicién IXL2.4. Tenemos que:
R=kR,
donde k es una funcién sobre M. Por un lado g es paralelo en R, . De donde

(VUR)(W! vav Y) = (VUR)RI (w’ sts Y) v Ue T:. (M) (83)
Esto significa que para cualquier X,¥,Z,U € T, (M) tenemos:
[FuR) (X, 1)] Z = (URXEZ, VX - R(Z, X)Y) (84)

Considerando la suma ciclica de la identidad anterior con respecto a (UX,Y) , el lado
izquierdo s¢ anula por la segunda identidad de Bianchi. Por lo tanto tenemos:

0= (TK)R(Z, )X~ §(Z,X)Y) +(Xk)N(Z, V)Y

= 8(Z, Y)U) + (YR)NR(Z, X)U - &(Z, U)X. ®5)
Para un X arbitrario clegimos Y,Zy U detal formaque X,Y v Z sean mutuamente
ortogonales y que U= Z con g(Z,Z) = 1. Esto es posible porque dim M >3 .

@7 Sea T y R l2 torsidn y curvenura de una conexion linesl de M. Entonces para cualesquiers XY ¥ Z €Tx(M)
tenemos: 1ra Identidad de Bianchi:

S {R(x,t')z} = S {'r( X, ¥)2)+( vxer,Z)}
2ds Identidad de Birnchi:

S {(V,nxv.z&nrr(x.nm}: ')
donde 3 denots 1 sums ciclics con rospecto & X, Yy Z . Enponicularsi T=0= | Ira Identidad de Bianchi €3

H
\s { R(xyy)z}:ﬂ
y 18 2ds Identidsd de Bianchi es
o4

< {Emen} -

36



Entonces obtenemos

XR)Y-(YK)X=0 (89)
Por lo cual Xy Y son linealmente independientes teniendo Xk=Yk=9, lo cual muestra que k
€s constante.

Corolarie: Para un gspacio de curvatura constante k , tenemos que

. RX.Y)Z=k((Z, )X - $Z,X)Y). (87)
Si R ¥ By sonlas componentes del tensor curvatura y el tensor métrico con respecto a
un sistema de coordenadas iocales,entonces las componentes Ry  del tensor curvatura
Riemanniano estin dadas por

Ry = 2 BB (88)
Si M es un espacio de curvatura constante con IK(P)=k entonces

Ryw = K(8u8p —Bju8a) (89)

Rju = k(Gigy ~gud1) (50)
Definamos el conjunto de funciones &, sobre L(M) ® por

3

donde (3 - (3! es la forma de curvatura de la conexién Riemanniana . Para un punto
arbitrario u &c B(‘M’) elegimos un sistema de coordenadas locales x!,..................,x"CON
origen x = 5(y) tal que u es el marco dado por

(%xl)x,............,(%x")x

(38) Definimos un conjunto de funciones TL ¥ i'm sobre LM) por

el=zu%ﬂ_aue',?;:_§;,

1=1 ok = =
Q=X as R0 A0 Ry oRL

Estas funciones son relacionadss a las componentes de )a torsién Ty Is curvatura R como sigue.Sea 0 :U——L(M}]a scceitn a
tavés de U definida como aquella scecidn a través de LM) la cual asigns 8 cads x € V un marco lineal ((3/83' % ..., (881" )3
Entonces =i =1 1
6*Th =Ty, o*Ry =Ry,

Se siguen de
Th =Fh -T"
a=ip &
Ry = (&0, /&% - a0 rax'y+ ¥ L (TN - TRTL)
y d'de'=-z,u'm',nu'9' +a"@'

cegm|=-F arwl acrel+oe 0
o8 = di! ¥ om}:X,I‘{,m'.
{*) Nota: Los simbolos de Christoffe] {que no son tensores)

ra=l{3‘“+ﬂi -y ]=ﬂu'{ 4}

2 &+ &

={r }

Son los coeficientes de 1a conexidn Riemanniana.

Estos simbolos de Christoffe] tienen el significedo Ssico de representar sguellos elementos que son nulos en una reforonoia wertial loreiznans

que permite poner la métrica en 1s forma

&7 = (dr'y+ (dn?)? + (@) - ().
Mientras que enun sistema arbitranio (o necesariumente inercial) no son hulos. Esta propicded permite deducir que aquellos
s{imbolos estén en relocién con fuerzas aparentes.

Asi mismo Levi-Civita sefald acertad e que el clemento de la teor{s de lu relatividad general que hace posible eludir el
sislema inercial y sdlo considerar o Ja métrics de Riemann fomo elemento fundamental de dichs teoria ; fue considerar e] campo de
desplazamiento infinitesimal definido por los simbolos Ty .

La métrica ¢ el tensor simétrico de campo 88 que Ia define extd sélo relacionada indirectamente con la posibilidad de evitar el
sistema inercial en cunnto que detertning un campo de desplazamiento,
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Con respecto a este sistema de coordenadas tenemos
gy =8y
en 1, de donde
Riy = Ryu = k(8pd) -8,5,) (92)

enx. Sea g unaseccionlocal a través de L(M) dada por el campo de marcos lineales

COmO Se mostrd en la nota de pie de pégina (38), tenemos que 6* R, = R}, de donde
Rj = k(Budy -3 ;) (93)

en u€O (M) con) =k8' AB) en w € O(M). Debidoaqueu esun punto arbitrario de
O(®) , tenemos ;
Proposiciém.IIL3.2. _ Si M es un espacio de curvatura constante con curvatura seccional k ,
entonces la forma de curvatura O = (Q;) est4 dada por:

Q) =10' a6 (94)
sobre O(M),donde g = (8') es la forma canénica sobre G(RM).

Para el caso de una variedad hiperbolica , k=-1y €} =-8' A6/ LY
Demostremos 1a proposicion.

Prueba: Lo primero que es menester demostrar es que 1a relacion (94) es una 2-forma de
valor vectorial la cuales unmapeode AT, (M) en End(T,(M)), identificado con
T, (M) = ®T, (M) ,es ¢l mapeo lineal definido como

Q)" A8") =k(X(G,0) 80/ - (G, 8)ee) (55
donde el mapeo lineal G, ' T,(M)——T,(M)* es candnicamente identificado por

e[ @ )=(e. 0.0)] (97

donde éste mapeo no depende de la eleccion de la base en T, (M) ,por lo cual la expresion
para la 2-forma es consistente y k es independiente dei y j.
Ahorabien.si ' =YE'9,(x) , 6)=31'0,(x)tenemos

i i

/

in

(K(x),0' @06/ @6'®6)) = Tk, ,;, (x)E" n'E!n" (¢
bk
yésteesiguala k(x)] 8' A0 [ =k@mT(EH (n?) +EH (M) - 28 E ' nd); de o
i<}

cual es claro que los nimeros K, (x) son nulos excepto para K, (x)= ~ K (x)(i#j),
los cuales son todos iguales a k(x).
En virud de Ky, = £, (2,9, 76,) ¢

Qy = T &Ky S, A0, (99,
K
y del hecho de que o;(x) A O, (x) forma una base de A’T,(M)* dualalabase
(61(x) A8, (x) de A™T, (M),
se sigue que (99) es equivalente a (94), O
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4.1. Eil Cosmos ¥ Ia Justificacion del Uso de Elememos Electrodinamicos {Héces de
Luz Provenientes de Ias Estrellas) en Iz Medicion de su Curvatara,
Calibrar al umverso 5 waves de las ecuaciones de Maxwell e posible, va que la estrocmira
loregriane debide 2 ls hiperbelicidad de 18 métrics psendoriemammiana del espacio-tiempe lo
permite. Es dectr el espacto-tienipo se asemeis mas peometricamenls & un espacio mperbolico. Asi
mismo, 12 idea de obiener una teona de campo del universe 2 Traves del campo elecromagnetico ¥
s e MlethcSofes. pomblements entas uititpac detestada: por medic e evioc cADEKe
clecromagnences, puede ser viabie en mme que 1or clectos del tempo grniacionnl s¢ pPUEGED
describir en ternnnos de utia conexion que especifics i relacion ey marcos de referensia looples
defimidos en cads pumo o suceso del espacic-tiempo.
Lin coshityenies de cogeXion (:;_} aruboius de Christoffel; pare este car0 sop o defimdis por 2
conexnon en una variedad Riemamniane de dimersion o = 4, ot cuales consttuven el conjuman de
parametros de esvals para s aphcacions de liss ecuamiones de Maxweldl en cade remor del epaoe-
uemipa, siendd estas invaniame: baje las wansformacionsy zitbre del grups de hoionome SO04
en toda Is region del cosmos.

Scz M el espacte de Minkowski 4-dimensional, e denr coteadersrmos g M ~ome Ja variedad R
equipada con 18 metrica g sobre R de forme diagonel (1. 1. 1. -1) en coordenadas (1 ¥, 2. 3. E°
espacio sideral e un espacio de Minkowski el cual es une variedad hiperbolica wducide por iz
estructura diferencial definida por su tensor metrice g Eso significa que en ia vecndad do
cuzlquier pumo p del cosmos M existe un sistema de coordenades suadndimensionales {(x. 3, 2

" )} para describir 8 M como un espacio-tiempo. Por otro lade la distancia infinitesimal entre dos

puitos proximos en dicho espacio que se curva localmente, sera medida por un tensor 2€T,%\)
tal que para cualquier pumo peM

g(p) = ds = at* - dx? - d¥° - d° (109)
Hamada la neetrics loreniana de M, 1» cual posee una invarisncsa de wratsfonuacon bayo la
accién de cualquier vansformacion ACE = O(1. 337 v que tiene ceracter de métrice
pseudonemanmmana en M. Ahora bien, debide a que toda variedad lorentzinrna de dimensién n
e womoerfa Jocalmente 2 un espacio de Minkowski de dimension n emonces la metnica £3
también metrica caracienstica del espacio de Minkowskl. Por definicion £ = {Ae GL{R*) 1
g(A%. AV) = g(£. ¥) V L. veR*}. El campe elecromagnstice de Maxwell es la 2-forma
diferencial

F=F_dx rdy, € O3(RY) (101)
sobre 3 v cuva forma ez &l espacio de endomorfivtmos de M definido por el haz vectorial
fibrade (haz tangeme!T 1 @ Tes ta correspondicmie forms mamicizl

o B -B® ¥ |
F=|"B> 0 E E

B’ .B* .0 E’

-g' . -E* 1

(102)
El campo elecoemagnetico de Maxwell es una section diferencigble del haz iangeme

AT 2(M) @ E? donde E? es el espacio eiclideano de dimension 3.

De tal menera, podemos definir al espacic E1 @A como el algebre de Lie de los campos F
invariantes bajo acciones euclideanas del subgrupe onogonal de Lie £= O(1. 3) del grupo de
Lie GL{R*), el cual como subemos es un grupo analitico.

{3%) Dhcho gruzpo £s un grupo de rotcionss ¥ wansformanmonss mersnaiss en RrRY.
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Dicha aluebra de Lie ex un algebra antisimdtrica cuvo grupo de Lie corresporadiente e &
grupe SU(2) 1 TP con = 2. Cobe mencionar que ¢f algebra s anusimetnics Wambien
sobre R3. Asi mistno explicitameme
E1QH = (FeGLRY) I £F=F} (103)

por 1o cual cualguier sistema de ecuaciones deducide dal haz taneente elecromegnético 56 HeM
es invariante bajo la accion enclideans del grupo de Loremz £. En otwas palabres, siendo esta
invenanda valide para todos Jos fencmenos electromagneticos v cousiderande gue el haz
vectonal fibrado E:@ H es uns vanedad L-invaname isomorfa a todo haz lineal de tode
variedad loremzianz. emonces poderaos calibrar tode campo sideral 3¢ M por medic de lar

ecuzttones de Maxwell a2 travér de 2 ronexion respertive.

\si puss. 3 primers imstancie uxic ¢l espacie de Mimbhowsld puede ser calibrade & raver &
las U{lyhm coneonones (potenaales vectonales) puss parese naturnl medr iz coorm:
cleciromagnetice o0 10de pumRe del espacie M s wrves de une geodesica donde cete sasisiace
cierto funcional de estructura pseudonemanninna. v donde F es comorvmivo,

Ahors bien. 1a ides en segimda insiancia es exiender esta forma de conexion pars calibrar ozo:
zampos telee como el campo wraviacionzl Pare ello se necesita saber stoias 1 formes de
conexaon del baz % ®FM) dadas como operadores de cenexdon baye el erupe U(1) pueden
escribiree 4 SOMERIe 42 un Eupe de Lie po sheliano v de dpoe ounupacts. Wy come SU2Y por
gjemplo. o con maver generatidud SU(N) los cuales como sabemos sen grupes holonomazo:
sobre i vanedad My come sabemos por ef czprmic T del presenie irebgyo, las subvariedade
totalmente geodésicas que son mveriames baje el grupo SO(n) conforman los grupos de
isotropia O(1, n) ¥ O(1, s~1) en MP, Tales subvariedades imalmeme geodesicas son hos
horociclos contenidos en M v que se mantienen fijos bajo {as respectivas acciones de SO(n).
Aceptando tode lo mencionado con amelazion v por las observaciones en asrofisicat“C), jox
campos imersiderales son ep particular campos electromagneticos v estos pueden ser medidos
v/b detectados directamiente por instrumentos de sefiales de energma finita De exia manera
resulta factible lz medida de Ia curvanira de M a través de la deflexion de los haces de luz que
provengan de fuemtes compactas de Juz distribuides estas en alguna region del espacio,
En s mrayectoria de vigje sxtne haces luminosos experimeman deflexiones cuando pasan cerca
de campos gravitacionales, fo que de alguma manera sirve para corroborar que el espacic se
curva en presencia de cuerpos siderales.
42, Transformada de Radon Vectorial.
Consideremos una region del espacic sideral con un pumere finito de estrellas, considerando
estas sstrelles, come punios de {g vanadad M que models mestro universo. Debido a que las
esu'elin_ofue:nesdeluzsoncua'posenmovimiﬂn.oendespacio es menester hablar dei
camp< de velocidndes de uno de estos clememor siderales parn describir su posicion eo el
espatio. Asi aasmo, cuslguer propredad de localizamon, wovimiento & brillo atribuible 2 2
fuente de luz 1endrd que ser expresado en funcion de dichoe campe de velocidades.
Conmderemos una regmon acotada stuplemente conexa del espamo, £ < M v X un canpe
definide en dicha region expresado come la funcion de fos bomeomorfismos pertinemtes sobre
R4, & saber;

X:RP 3R™(n=m=4)

¥ X I, = 8 sobre 8Q con i, el vector pormal en 1a frontera de Q. Sea A un comjunte de liveas
oriemadas en la region Q © M cuya esouctura causal es ia heredada por el haz principal

idemtificado como el baz de lineas que definen provectivamente a M, es decir ¢l subhaz ¥ e 2

del algebra no simetrica  £62 (M Emonces la ransformada

{40, Estudios realizagos en magnetordrodinamste esiabiecan que 12 evoiuodn v formatidn esiear,
gaigctcz v 06 cudlouler ente ol espacie obedece g igs lever ce comporamientd ge un fuids
Sieciramagnatico
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de Radon del campo u sobre alguna de éstas lineas satisface que
R(u,L)=[,uods (164)

Con dg una mediada de Radén positiva. A mismo si llamamos a G el haz lineal vectorial de
T, @ A0, entonces el conjunto de medidas realizedas en G serd el conjunto de los
valores en L:

du(u,l.;,v)=mim{z EL‘VSCL °u(z)5v+d\'} (105)

Asi mismo usando sélo 1a medida para funciones no decrecientes, i.¢ : que crecen con el
tempo ( caso en el cual se considera la expansién del Universo 1a cual proveca un aumenio
gradual de la imensidad de campo de velocidades),

$(o,L,v) =min{ z€ Lleg on(z) S v} (185)

donde S (u, L, <0} =0y § (11, L, ) =min (L. Q2 }oon S { 0, w , L}y=min(L N Q2 )b(v).donde
b(v)es la funcion escaldn 6 de Henvinidz definida por la regla de correspondencia

DR a0
entonces la integral de linea (104) toma 1a forma con ésta nueva medida de Radon:
R(, L) =fyueds=[ vds(u, L,v)=f udo,  (108)

con dg;=¢;=ds  donde €; es el versor de linea que describe la orientacién de cada linea
en el espacio euclideano E® . Contrario al caso escalar la orientacion de las lineas es
importante cuando trabajamos con campos vectoriales E* En este caso resulta natural tal
orientacion ya que cada campo vectorial de velocidades estelares es una fibra del haz
vectonal respectivo (haz vectorial fibrado de 1a estrella).

Asi mismo para este fin dotaremos a cada linea en E® con una orientacién g descrita por
un vector unitario ¢; paralelo a Ly acorde con la estructura casual del espacio E* que es la
inducida por la estructura causal en E*. (Recuérdese que toda conexién afin que define la
estructura diferencial de una variedad que contiene una subvariedad inmersa enellaes
inducida en la subvariedad si la variedad es de curvatura seccional constante; en este ¢aso
nuestra variedad es una variedad hipérbolica la cual es Riemanniana y de curvatura cte).

Finalmente diremos que el par (L, e, ) determina una linea orientada denotada por [, .

Si L= (L,e ), entonces - L= (L, ¢, ). Deestaforma el conjunto de lineas orientadas es
¢l conjunto 6 haz vectorial lineal G .

De tal manera s¢ puede demostrar que cada cono de luz C(®) € en cada punto de p €M
{Comnsiderando ademis que cada uno de éstos puntos es la fuente de luz estreila ¢ galaxia), el
cual ademds ¢s un subespacio vectorial de cada espacio %(M) ,conforma un 4lgebra de Lie
Universal ©D) @ isomorfa localmente al haz tangente 77, @71 ¢l cual puede ser extendido a
toda la variedad ML

En efecto,considérese C(p) € € entonces C(p)c T, (M)  ( Ver apéndice B ) de
donde UT, (M) > UC(p) = ¢ donde G es un dlgebra de’ Licentonces como dlgebra de Lie
€ =T, (M) ¥V pedM. PorotroladoUAPT) (E*)®E® = U, ®71 (p) =T, @11 - Pero @
en un espacio de Minkowski es isomorfa a toda subvaniedad lorentziana lineal y como se
sabe 77, ® 71 s una subvariedad Lorentziana cuya conexién afin es la inducida porla
conexién afin de la variedad lorentziana que modela el espacio sideral . Entonces

®gj =@, V peM. Esto nos permite adecuar la medida en algunas propiedades del

niverso M al contexto de los haces de Luz que obedecen causalmente 1a estructura de .

Un problema dificil es el problema inverso de la transformada de Radon ,es decir como
recuperar el campo de velocidades u si se conocen sus valores espectrales sobre L < (2
donde €2 es la regi6én acotada tomada en ML

{41) Aqui el término Universal se reficre o que ef dlgebra T, ® T ests dotads come dlgebro modular (en el caso més general) de un
producta tensorial del cual deriva uns propieded universal que tiene éste producto @ | ¢l epacia de formes diferencisles respectivo
pars ste coso electrodinkmico i.¢. les § formes definidas en 0 como F=Fg,dx, Adx .
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Para elio se utiliza el campo rotacional y deseando probar la biyectividad de R,se
demuestra la unicidad de la transformada de Radon inversa a través de la unicidad de dicho
campo vectorial,

Sea L lalinea obtenida por traslacién de la linea orientada L por sn ,donde n es un vector
normal de L.
Def. IV.2.1. Sea 2 una region acotada en M y O el respectivo haz vectorial de lineas L.
Definimos a la transformada directa de Radon del campo u sobre una linea L de & como el
mapeo

Rp:C'{(zc— R@)
¢on regla de cotrespondencia

(u, Ly Luds,
Entonces R~ {R(u,l)}=£;ﬁ(mls)ls=oecl @sz{o}.

Esta definicidén es de utilidzd para fijar las correspordencias de 1a transformada de Radon en
el 1eorema sobre la existencia de la transformeda inversa de Radon ,va que solo basta elegir
lineas orientadas del haz vectorial lineal G para demostrar su existencia entodo el haz
tangente Q.
TeoremafV.2.1 Sea®,v €C'(€)., con Q cE°.

(i) Sea rot,u la componente de rot ven la direccion nxep -

Entonces
d

‘d‘_SR(“ 9LS)[S=0= I Lmtlu ds
@) Si R(v) =R{m) ,entonces existe una inica funcién
¢ eC*(), tal quev=n+grnd® con @ =90 sobre 8 Q2

(i) Si R(v) = B(u), y v, u tienen componentes normales iguales a través de 5 Q2 ,

entonces Ae -
v(z)=u(z)+ﬁg e¢CAdC,

con® € C*(£2),¢ =0,grad @ =0 sobre dLL
(i) Prueba: Considérese el rectingulo Qg formado por las lineas Ly y Lg, conadas y
conectadas en dos partes ¢ piezas fucrade Q. Sea P=v({,n)Vpe E* delcampo
vectorial definido por la funcién p |—» u(p)conteniendo las variablesx, ¥ y z. Esclaro
que x, ¥,y z resultan funciones de £ yn .
De tal manera la integral de linea que define R(u , L) toma la forma

frudsy = [ ruov(, C)[ d§+&—ac] (109)

L)
es decir se ha tomado el homomorfismo v cuya imagen inversa es vi@)y=I*  Hagamos
entonces

}P=uov(’€,C)--ﬁ y Q=llo\'(§,g)i

F3 &
de donde por la férmula de Green se tiene que
if. [E-E)déo@ (110)
T s _dwen o, i
—- Ue¥V o
i AL LT
Y N . (111)
__a(ro) v
% "% e 5
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De donde sustituyendo en (110}, ésta toma la forma:
Ouov) H_S(mov) av)
I A ( % X & d€ ¢C (112)

Tomando un marco del espacio de Banach E* tomando éste marco por la base orionormal
{é,,é,,é,}ycxpremndoclpqmtopconrwpectoadmhabaseasahcr

P = x@; +v&, +zi, v p €g’
resulta que
Susv) Ov [&,ax+may+aua;]( O, LB )
. X XK \GE nE Kk X XTE
mev) BV (auax da By auazJ (_@i WOy _e)
e BE. ol oyd Bpag) \oE 5-5, }

Restando las dos desigualdzdes miembro a miembro tal y como se describe en (112) , Iz
diferericia puede escribirse en la forma:

D(y,z)(e ) n(s,z)(e &, au) D(y,2)
PEO\ "y ) DEL *3x/ DE,C)

Ou
[ -é T) 113
Fu (z "By (113)
de donde el teorema de Green con u(p) = u { v{ £, { )) s¢ tiene que

':—DR(H,LS )ls=o= R(u,Ls)-R(u,Lo)=

wdg= D(sz)( e &‘)
I I I {n(c O\ Ty
]D(z,x)( B au) D(x,v)[ & 31!] }
+—D(§,C) &, £ é,ax DED) [ 61 dzdl. (118)
luego debido a que
& & _Dym). Dy, DBy
f=—0n— ¢ ¢
% % pEL " T BEDH T T DEL
v siendo por definicién
du da
rot u =e1 A'a"'e; A"é;""és /\a
entonces (113) es precisamente
rotu i = rot;u

Entonces dividiendo por S y pasando al limite cuando §—> O , obtenemos que

s=0~ _[ Lrotuds O

d
—R(w,L
dg( 5)

(ii) Prueba:  Si R(v) -R(u} = B(v-u) =0 = rot (v-u) =0, por (iLIndiquemos v-u = grad ¢
para algin potencial @ € C* (Q) (esto puede siempre hacerse por el teorema de  Helmbo)tz
el cual afirma que v=utgrad ¢ donde u=rot U donde U es un potencial vectorial
Denotando los puntos finales de L (1 Q por P, y P, , se tiens que

0= (v-wds=[Erndo+u)ds

=ILgmd€Pds+ILudu

=@(p;)—?(p;) +R(u)

= R(u) = ¢(p,)~®(p,). Siendo L arbitrario
‘= ¢@=cte sobre E‘Q.D
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4.3 GENERALIZACION
Sea G el grupo semisimple subyacente a la variedad M4 isomorfa candnicamente a R™"y sca
Gy, ¢l conjunto de puntos reales de dicho grupo semisimpie. Sea g el lgebra de Lie de Gy .
Sabemos que en g existe siempre un dlgebra de Carton ,de hecho;no es Gnica. Consideremos
las érbitas G, xV 1 € G del espacio cociente G/G,, y también consideremos la orientacién
de G ,1a cual debido a que G es un grupo de Lie,siempre es posible de darse.
Considérense las n-formas invariantes izquierdas sobre G. Una tal forma es univocamente
determiunada por su valor en un punto y por otro lado la n-ésima potencia exterior de un
espacio n-dimensional § es exactamente un espacio 1-dimensional de o-formas invariantes
izquierdas scbre G. Este uitimo hecho se da en forma natural para una subdlgebra de Caran
del dlgebra y de un grupo semisimple comoloes G,. Asi mismo comsideremos un
algebra de Cartan de g . El haz tangemie determinzdo por la ymidm de espacios tangentes
ad(p ), .2 saber

U nd(g)a =TM (113)
esta en correspondencia con el haz fibrado definido en Gy el cual como sabemos por la
teoria de grupos reductivos reales , es una variedad algebraica en G cuvos puntos reales son
las dlgebras de Cartan del dlgebra de Lie reductiva g.
Sea Xe § c 5. Entonces la integral sobre G viene dada como

chzjlﬁxo:J'c Xof, v Xeyg (116)
donde £, es la traslacion izquierda por o de G (s decir )a integral es invariante bajo
traslaciones izquierdas).
Dicha integral puede escribirse para la parte compacta G a través de las clases laierales
izquierdas sebre G con punto fijo x € G, como sigue:

Jax=fex=fc,xa v xey am

| = I Exp ) X®
Puesto que todo grupo compacto es unimodular,es inmediato que dicha integral también es
invanante derecha bajo traslaciones r_ por o de G. Luego la integral

IGEX=IGBXm v X ey

es consistente

En particular si consideramos las drbitas en G de un subgrupo de G conjugadoa Ny
llamamos a una variedad E como la variedad formeda de todas las subvariedades
totalmente geodésicas k-dimensionales con (1<k<n)de la variedad M yX e 3£ (M)
entonces las integrales para éstas clases especificas toman la forma

[xdst=20n= -[«.o( L Xas®) )

sl E=

donde S¢£) es la medida definida positiva no decreciente sobre el borociclo £ |, invariante
bajo rotaciones (acciones del grupo SO(n)) alrededor de x € £ y cuya medida total es 1.
Dicha integral es un caso particular de (117) y es la generalizacion en variedades de la
transformada de Radon de un campo vectonial continuo en ML

NOTA:  Puesto que las Orbitas £ son esferas generalizadas en el grupo G éstas son
traslaciones izquierdas y derechas de su clase correspondiente de donde la invariancia
izquierda y derecha de la integral (118) es clara.
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44. RECEPCION DE LAS SERNALESDE LUZ

Sea HZ(S) el espacio de Hilbert H con estructura causal sentada en cada punto por un
cono convexo Ced definido sobre 1a regidn acotada (), y cuyas sefiales de energia finita bajo
esta estructura causal scan las sefiales < (f) = e'®°! transmitidas a lo largo de una linea
-Lc ¢ € G2 provenientes de alguna estreila sitnzda en P e Q , manifestadas éstas en
forma de luz coincidente con la orientabilided del dlgebra de Lie T, ®UY que hereden su
SC(n)-invariaoein en la variedad M con grupo subyacente G.

Puesto que se considera la expansién del Universo podemos suponer a v como ¢l valor del
campo de velocidades u € 3= ' (2 ) en la direccién inversa a la de la propagacion de la luz
emitida por la fuente emtonces ia frecvencia de la onda refiejzda es aumentada por

LA
®e2-v2
donde @0 es la frecuencia de iaonda de luz proveniente de la estrella v captada por los
instrumenteg (a3) de exploracion, c es la velocidad de 1a luz.
Cbservemos que la misma formula puede tomarse sila fuente se mueve en la misma
direccién que la propagacion de onda,con v y 5, negativos.

Si |v|<<¢ sesigued, =kv conk=?

(119)

Supdngase un sisterna de observacion telescopico de tipo Optico cuvo espejo principal u
objetivo concentra la sefial de luz en la forma ,!°*™)t para toda w la frecuencia de
reflexién de la onda reficjada proveniente de la fuente de luz. Sila sefial T (t) = e' ™ es
transmitida a lo largo de - L entonces por (119),1a sefial recibida después de una reflexion
sobre el ab‘(igu;\’kg)tdel instrumento de cbservacidn ,considerando la velocidad v de la estrella,
eso()=¢€" = . Si consideramos un grupo de estrellas sobre 12 misma latirud celeste
con diferentes velocidades a lolargo de L , ¢l teorema de superposicion de seflales en
HZ(Q)) es valido y puede aplicarse para las distintas frecuencias de ordas reflejadas para
cada estrella en la forma:

cf(t)=2lﬂ I '@ EN g n L) (120)

donde la integracion se realiza con respecto a v, ds es la medida de Radon Positiva
caracterizada por (105).

En particular siw=3 sobre un intervalo I ¢ L entonces ds contiene una medida de Dirac de
magnitud un multiple escalar de la identidad en G en el origen. Por el contrario fuera de Q2 ¢l
medio interestelar se supone no reflejante y por lo cual no contribuye para la determinacion
dec () e HI(EY). -

4.5 MEDICION DE LA CURVATURA MEDIANTE LA TRANSFORMADA DE RADON

Sea Isom (T © 11 x M,d ke9el haz principal asociado al baz vectorial E*— Mcon grupo
estructural el grupo semisimple G subvacente en la variedad Riemanniana M. Sea g el
dlgebradeLicenGyseaR: T @0— T @7 laaccidnde Gen T @ T definida  como
$ F—>5gV g € G.Dada um }Horma o : TE @7 )} ; sea R (@) el pullback de @
bajo el difeomorfismo Rz. Entonces la 2-forma de curvatura en M con valores en
End @°) = g de la conexién V es:

Q=Ro= Vo V jeG (121)

(42) Existen dos tipos de instrumentos épticos de observacion telescépica:el reflector y el refractor:ambos instrumentos captan
directamente los sefiales de huz de los fuentes estelares y a trovés de una reflexidn 6 refraccitn respectivemente concentran ls luz en
upa frecuencis © «+ O, dondr O e3 Is frecuzncis de 1s onds reficjada
(43) C Agul esciconoinversonlcono C € @ Le.  El cono de todas las troyectorias de onds tranemitides por la fuente
(44) Por lo snteriormente expuesio en s seccidn 4.2, Se pusde demostror que Ibor=(R @ 1 xML ) = iao::(ﬂ‘ =M T(M))
Ls interpretacién fisica del hez principal Isess (@ @ 11 sMJ ) es simplemente el “tacimo” 6 torrente de seBales de Juz proveniente de
Ia estrella que es medido como haz vectorial por e xM, T(M)). Y euya conexién 3

0 Joec(@*s M. TM)—— T (Isom (@*s M, T(M)))
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donde V es la derivada exterior covariante de la 1-forma o . Asi mismo por la seccién 4. 3 la
forma de curvatura €2 es invariante bajo 1a accién

(X,0)—> Ad(s ™)X
definida de G sobre ge .
El haz diferenciable Tt @ T1 (M) es isométrico a todo haz T(S ")con n par En efecto, sabemos
que tedo campo no es singular en una variedad diferenciable si ésta es isomorfaaS" con n
impar En particular esto se cumple para una variedad Riemanniana.
Ahora bien ,sabemos que tedo haz fibrado es una variedad cuya estructura diferenciable es la
inducida por la varieded de 1a cual es haz vectorial Entonces la estrectura diferenciable de la
variedad Riemsmmiena deda por la fibra métrica g, tembién eh deda por 1z misma fibra
métrica en el haz fibredo de 1a variedad |y puesto que por defiritidn g define un producto
interno g que depende diferencirblemente sobre 3= e baz es un kaz vectorial diferenciabie,
¢l cual tiene una estructura Riemonniana y por lo cual es un haz vectorial Riemanniano.
Porla seccién 4.1 y el Apéinize D el haz vectorial T @ 71 (RJ) que es un Algebra de Liz,
sabemos que es isométrico a un flgebra de Lie del grupo £ (M) y edemas SO{n)-mvariante,
el cual tiene equivalencia estructural de invariancia a las acciones del grupo ortogonal G(1,3)
sobre M= °. En oftras palabras T @ 71 (M) tiene estructura de (1, ) = £ (M) cuyo haz
principal tiene como grupo GL(R %) el cual se identifica por T(S ¢ ). Por lo tanto siguiendo
€sta relacién transitiva de isomorfismos heredada a través de los difeomorfismos respectivos

(45) s satisface que T(S4) —E= 5 59
£ (M) u ) | u
I
Te®nM) = T(M) —E2> ] = R*

entonces T © 71 (M) =T(S*).
Esto coincide con el hecho fisico de que todo campo electromagnético de los haces de luz es
singular en las fuentes donde se produce.

Ahora bien, considérese una region local del espacio sideral y en dicha regién abierta del
espacio considérese una subvariedad compacta N de dimensién m+1=n en la variedad
inmersa M® en R 77,

Sea T(S ") el haz de esferas unitarias normales sobre M. Sea U, una e-vecindad cerrada
de M. Para s suficientemente pequefia U, es una variedad diferenciable con frontera 6 .

Cabe mencionar que la estructura diferenciable de toda subvariedad de M es la deducida

de la variedad Riemanniana a través de la restriccién de su respectiva conexion (m
Riemanniana en el subhaz () del haz vectorial de esferas unitarias isomorfo al haz
electrodindmico sobre M. Siendo M una variedad Riemanniana orientada (de hecho es una

hipersuperficie en R **')el mapeo haz [ ® 7lx M—»M induce un mapeo ¢ del espacio base
MdeT @p(M)mclmpamobaseS“deT(S")elcualmunmapeo esférico de Gauss.

(45) Pors uns variedad R conexa de curvatura constante pegativa como lo es nuestro espacio hiperbdlico
que modela nuestro cosmon,cl espacio (E::p.M') e un cubrients diferencisble de ML

{46) Este escl cese andlogo pars vanedades wkdlmmslmalu con k=1, cuando £stas son veriedades orientadas 3-dimensionales
Riemannianss, cuyas subvaniedades son regiones 2-di i plemente conexas acotedas por una curva C diferenciable por

partes consistenic de m-curvas diferencicbley,
(47) SeaM=0=* ElHaz E(M') g2 I (M) =S0(x+1) sobre &(r1)=5" dmde 6(nt) = la correspondiente identificacidn

de Grocamong de la esfers § ° de T(S “Jequivalente al espacic homogéneoO{o+1M0{b) con grupo SOKp),punds ser identificado con
el haz d¢ marcos orionommales orientados sobre S de unaforme patural y por lo cual Is conexidn candnica en + @ (6 E (M)
puede ser identificads con ls copexidn Riemonniznade 87,

{48) Dicho subhaz es e} conformedo por el ba2 vectorial electrodinimico restringido a la subvariedsd de dimensién m de la
variedad M. Tal puede ser el coso par ejempio del baz de sefisles de energis finita Gtiles (ya rectificadas) pura los instrumentos de
control de un oparalo de obstrvacién sstrondmice cuyas scflales s¢ puedon medir a trovés de los potencias consumidas en los
diferentes instrumentos del penel que lo conforma. Asimismo las fibros pars éste subhaz del haz vectoriel § (@ 11 (M) serén  los
vectores de Poyaticg.Dicho subhaz de sefisles de vectores de Poyntizg puede per definide explicitamente como:

15°%h 0= G@DM ly= (v RHOIM IN(v)eR)

con grupo eatructoral O3)Recuérdese que b codim N=l es My =, @S (M)—— M o un haz principal fibrado sobre M con
grupo estructurnt el grupo de Lorentz £(M) e GLO )

Puesto que M e orieptable ¥ orienteda podemon tomar aquellos marcos sdapiados,los cuales son compatibles con los oricotaciones
de M obteniendo un subbez del baz R ®Dx(M)—— M con gupe  SO{p+))  Fisicamente podemos interpretar
» dicho subhaz d= uno forma tnés universal ¥ bajo las relaciones isomérficas restringides s los comespondientes  espacios tangenies
que competen al baz ff, ® [1{M) ¥ como ¢! eapocio de densidedes de energis debido @ loa campos ¢l gnéticos, es decir; al
espacio d= vectores de Poyting. Este subhsz €2 SO{o)-invoricate eo M.  Desde un punto de vigts estrictamente fisico, éste

puede ser definido como el espacio vectorial: [ SE] B(M)'—'{‘ - Zay HE‘&@D(M)%&"@E!H)=‘%T}
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Por lo cual considerando el mapeo esférico U,——S °y utilizando el lema de Hopf () sobre
la e-vecindnd diferenciable U, ,tenemos que el grado de dicho mapeo es x (U_) y puesto que
éste es un invariante topolégico sobre la variedad M que contiene U, ¢ independiente de la
eleccion de coordenadas tomado 6 elegido;x (U, )= x (R). Lucgocllcma Hopf implica que
elgmdodzlmapeoesféncodsﬁamm’(}—u-a»s es igual al mimero de Euler x (M) de PL
Sea d el grado del mapeo esférico M— S °. Consderando que el mimero de Euleres un
invariante topolégico de cierta carecterictica de la varieded relecionzda con la determinacion
del érea de su frontera 6 de cualquier hipersuperficie inmersa en la variedad y que permite
expresar ¢l grzdo d a través d¢ alguma expresion imegral que unliza una propiedad
topolégica deduvcida de las formas diferenciales del especio F (M) que expresan la conexién
Riemannisvn ¢z MJa expresion integral del grado para M puede encontrarse ficilmenie.

Sea 3°, ¥'smwe ¥° un sistema de coordenzdas en [ 7L, El elemento de volumen de 1a esfera
unitaria § © ecth dedo por

2D Y A Ay A Ady® (122)

=0
Sea E: M——§ " dadoporlas(ml)—tfw:cwwé,ﬁ‘,.mi sobre M con métrica esférica
euclidiana (€ %)%+ (£')? +....t (£ °) > =1 . Entonces

d_J. Z gd;o /‘l\' o

=|n oo 85 Avennennes AdEl AL AdE {(113)

La formula de Weingriten establece que
.00 =-A(X) (124)

V X un campo vectorial scbre ®, donde A=A, es una transformacion simétrica de cada
espacio tangente Tz (M) definido por la segunda forma fundamental.
Por un simple cilculo y utilizando el concepto de curvatura Gounsiana de M se llega a:

d--—-—-IMk dv (129)

donde @ o es el volumen de la p-esfern unitarin, I es la curvatura Gonssiang de My dv el
elemento de volumen de L Puesto que la dimension de la vanedad M que modela al cosmos
es par,podemos reemplazar ¢l niimero d por 1/2x (M) y expresar k como un polinomio de la
curvatura Riemanniana dorde ésta curvatura Riemanniana se deberd calcular a través de las
curvaturas seccionales respectivas sobre todas las secciones de ML
Luego el teorema de Gouns-Bonmet para éste caso establece que:

Zklmhﬂfmk dveg + [ ghadv=o,  (126)

donde se ba consndcmd.o una regién M simplemente conexa sobre M acotada por unz
hipersuperficie diferencisble oM excepto posiblemente por algunas secciones X y también
singularidedes de X del haz tangente de esferas unitarias de dirzensida 4 el cual sabemos es
isomorfo al haz electrodindmico [T ®IWM) y sus secciones y punios
singulares del propio haz T, ®7)(M) ¢s0). Asi mismo considerando a M una regién
simplemente conexa y acotada scbre M por M ;ésta regidon puede considerdrsele de hecho,
una variedad 4 dimrensional Riemanniana compacta orientabie cuyo haz asociado es el haz
T(S") =S (1) =%, ®0 (M ). Sea P:S () —»Wisu proveccion sobre S(M).Construimos
pa.raéstccasolasl]amadasl’oformm de Chern sobreS(M)tanuedn—p*(-y)VyeS(M)*
que la integral de 7 a lo largo de mdaﬁbrach(M)sca 1.Sea X un campo vectorial unitario
sobre M con singularidades aisladas en x ... 25 Sea 1, peny?)y 10§ Indices de X en x,....,xx.
Por un Teorema de Hopf, o +..+nnes igual al mimero de Euler x (Bl)es1).

(49) NOTA:E! lema dz Hepf relotive o I penernlizocién det teorema de Goom-Bennct afirma que el grodo del mapeo exférico de
un mapeo esférico de uns variedsd compacts de dimesidn 022 e igual su coracteristics de Rotar.

(50) NOTA: En e] haz electrodindmi .dichos puntos singul san les fuentes de Juz que determina s fibracitn de seBales de luz
entodaln & M,

(51) NOTA: VerTopology from the Differentichle Viewpoint™ de Milnor,J W. Univ. Virginia Press, 1965.
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La seccidn X que atraviesa al haz S@H) puede ser considerada como una subvariedad de S(V)
con frontera y su frontera 3 X esté dada por o, 8,+....+n 5, donde g, ,....,3, son las fibras de
S(M) en x,......x, . Porlo cual

k k
ZDIIS.T"=ZUI={(M)=IXP°(7)'IMT 'jxd“""ja,f‘ (127
i=t =1

Luego el Teorema de Gampo-Benret toma la forma

j,;,k.,dv=., -[iﬂih“‘jm"r"‘”ﬁ]

1=
=o, ‘[{(ﬁ)‘ {2“‘{(6&)']‘1 By ds}]
=o, ~x(f)+ 2 - x () - [ , &, @ (128)

de donde por el teorema de Hepf , los mapeos esféricos M —8° y M—>S" ticnen ¢l
mismo grado,a seber ; x(M) = x (M) , de donde

[t ov=fuk, dv=0,-xon+2m-x@0- [ xgas  29)
mmmshmgm&m&l?mafmhmmm Asi mismo la integral
kg dS

k)

relaciona la curvatura total de un 2-cegmento con la cantidzd total de flexién de su frontera.

Def.TV.5.1. Sea v : [ a,b}—» con segmento regular de curva en una superficie geométrica
oﬁemadaw.hmgecd&i%)tmaldc I , kg ds dey es

Is(n)kB(S)ds (130)
donde k4 (S) es 1a curvatura geodésica de una reparametrizacion de rapidez unitaria de y.
La curvatura geodésica total dey en M? es por tanto la analogia de la curvatura Gaugsiana
total de una hipersuperficie en R =,
Las geodésicas son trayectorias minimales propias de una variedad My relacionadas a través
de su transporte paralelo al haz vectorial sentado en la variedad M. donde M es una variedad
hiperbélica El haz como se ha visto es un haz principal lineal cuyas fibras son los campos de
tension electromagnética Asi mismo y debido a que el haz de esferas unitarias el cual es
isomérfico al haz electredinimico (con grupo estructural GL{R ) y cuyas clases son SO(n) -
invarinmtes),es un haz de direcciones normales (haz normal) entonces toda gecdésica de Ia
variedad M es perpendicular a toda geodésica paralela 6 trayectoria sentada en el espacio
tangente Tx(M)V x € M, resultando entonces que ésta geodeésica sobre 1a cual se realiza la
mediciéon de 1a desviacidn de la flexién de su transporte paralelo es un borociclo en R De
hecho dicko horociclo en M es una subvariedad totalmente geodésica en M y geodésica en
una hipersuperficie M? de M. De este modo , debido a que M es una variedad completa,
simplemente conexa,orientable ¢ isométrica, toda hipersuperficie como subvariedad de M es
completa, simplemente conexa e isométrica y la hiperbolicidad de M? es la inducida de la
hiperbolicided de M™ por ser ésta una subvariedad inmersa en M™"' Por lo cual los
horociclos en M™"'son horociclos unidimensionales en M. Scbre dichos horociclos se
realizard 1a medicidn de nuestra curvatura,usando la correspondiente adaptacion del concepto
de curvatura geodésica al ambito de los horociclos en M. Para ello resulta util definir 1o
siguiente;
Def: El horociclo caracterizado como una geodésica (horociclo unidimensional) es toda
geodésica tnmgemte a una geodésica paralela Entonces la curvatura horociclo en K, (s)
simplemente seré 2quella curvatura geodésica que se mide sobre el tnngeate a través de  las
distintas direcciones normales del triedro movil, sentzdo en el punto del espacio tangente(Es
decir,los campos T, Ny V ). Por lo tanto la curvatura horociclo X, (S) serd la respectiva
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curvatura normal calculada sobre 1a direccién del vector tamgemte unitario delvector T. (s2)

Para dar precisién al término ~direccién”,vamos a definir una direccion tangente a M en
x € M como un subespacio unidimensional L de T, (M),es decir,una recta que pasa por 0 €
Tx (M). Asi cuslquier vector tangente distinto de cero en x determina una direccion L.El haz
contenido en este espacio vectorial es una seccidn del baz de lineas © descrito en la seccion
4.2 . Pero es deseable usar una orientacién positiva de L, por lo cual solo puede elegirse el
vector unitario n tangente de direccién positiva. Asi mismo si evaluamos k en vectores
uniterios , en realidzd cbteremos una funcién de valores reales definida en el conjunto de
todas 1z direcciones tangemies a ML De ésta manera si o=/ |[Tj| con T un vector tangente del
triedro mévii semtado en x de T, (M) y wda curvatura normal viene definida para ésta
direccién como

k (@) =<-V: Un > (131)

donde U es el vector unitario normal la curvatura geodésica expresada a 1o largo de una de
éstas lineas orientzdas en ia seccién sobre T (M) de G positivamente vendra dada como:

[ LK, e@x=] (- v.U,u)e (132)

donde g € [ es una parametrizacién dela curva L. De tal forma si deseamos calcular dicha
curvamra,ésta serd igual a 0 para €sie caso y al elegir una lirea como subespacio del espacio
T,(™M), ésta iltima integral peeda escribirse haciendo recurso de la funcién especiat & ()

o Jnm)kg(ﬂ(ﬂ))ﬁ(ll)dﬂ=0 V SeRl V LeG (133)

De tal modo si £e ha dicho que la curvatura horociclo es una curvatura geodésica , calculada
ésta sobre la direccitn de todo vector o tom unitario entorces , VE € £

K(u,é)—_[;k (s)ds= I;k(u(s))ds = | (- V,U,u)ds —j’M, (-V,U,u)3(E)ds’ (134)

donde ds’ =n o () la correspondiente medida de Radon positiva en un horociclo £ en ¢l
espacio hiperbdlico M? de M™™!. La funcién asi cbtenida IK(u.E) es la transformada de
Radon de 12 curvatura geedésica I, (S). Luego a través de la transformada inversa de Radon
recuperamos toda la curvatura usando el caso paryaque M= R ¢

Pasemos a la clase de las sefiales del espacio H3(£2) (Con £ undominio cerrado de M)
subvacente en la estructura ™[] HI(Z ) ,donde = es una componente isotopica del espacio
de Hilbert H () inducido por 1z estructura diferenciable del producto interno g, V x e M
determinzdo por Ia métrica pseudoriemanntana propia de la vanedad M.

Debido a que en toda variedad Riemanniana conexa y completa e isométrica exisie una
estructura de espacio de Hilbert inducida por la estructura diferenciable del producto interno
g,VxieM determinado por el tensor métrico ¢ ,es posible asignar una topologia de espacio de
Hilbert a Ia variedad M (s4), permitiendo de esta manera que sea posible la medida de los
campos vectoriales correspondientes a las secciones del baz fibrado T« ® 7 (M) y de los
respectivos subhdces, a través de un funcional que satisfaga | |u |},<0. Sea X e @, ® (VD)
donde (T, ® 71 (M) es un espacio de seilales de Juz finitas ( espacio de Hilbert del haz
electrodindmijco)dotado de la estructura causal definida en el cosmos M.  Por la teoria de
Espacios de Hilbert tenemos que toda esfera de Riemannn es difeomérfica a todo
subespacio prehil bertiano cuya completacién sea un espacio de Hilbert H.  Ep Particular
para sefiales de energia finita,la esfera de Riemano B3 ,n=3 en M= R * es difeomérfica a
todo subespacio prehilbertiano cuya completaci6bn sea un espacio de sefiales de energia
(53) NOTA: Lo ecfinles de luz son los debides o la de loo campos electromagnétices que son secciones del har vectorial i1 @11
sentodo en M y caryrs fibres son loa ertl tngentes & interpidadem de compos electromegnéticos ¥ que en €] ceso més general
son lta teaeres Mingocltinrss de it éica evalundos ep coda punto de X € M
Po-rlocuallnmmcbwﬂlnmmmdclummmmh(bﬂwp&m;&nmmﬂmT
(33) NOTA: Dx hecho H e3 un espacic de Hil bert separzhie y como tal sctisface que

H-9H(E)
Sex~
donde k ~es el dual a k un subgrupo orbital en G.
(34 NOTA: VerCin[15)
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finitaH? (Q) ,y originado por cicrtas fuentes aisladas ( singularidades del campo
electromagnético ). El espacio de seflales de energia finita H2 (Q0) podemos definirio como

el espacio de Hilbert Hf(nt)={ f(t) €¥(POE) 1 Mlz < } {133)

con estructura causal determinzda por la resolucion de operedoresen £3@) < c(H).  Asi
mismo todo campo de sefisles de energia finita como una seccidn diferenciable del haz
tangente electrodinémico §f, ® 11 *(M) serd todo mapeo

XHG(E) sHREQ)L.. BEFQ)~—H(Q, oo ) (136)
con regla de correspondencia
By @t © X0, 3 (D 1,1 (137

Considerando a ceda esfera tangeme unitaria del baz T(S?) como un2 esfera de Riemann
difeomérfica en cada pumo a czda subespecio prehilbertiano de Hf((l)cogo compietacion
en1* Ledrillo de Hilbert) con estructura czusal en G en cada B3 | toda sefial
c(t)eB: (Q)mapeadaatravés deBa toma la forma

o(t) = ¢ O (138)

los cuales son fasores vectoriales cuyos campos de velocidad son v,

En particular los conos convexos de la estructura causal O coinciden en convexidadala
convexidad del espacio de transformaciomes £ () sobre ¢l espacio B7 y los conos de luz
son transformzciones conformes del espacio H; (Q2,)enB § respetando su causalidad e
invariancia bajo las acciones del subgrupo £(MM) del grupo GLAR 9).De hecho por la teoria de
Lovechevoky sobre el espacio hiperbélico ,podemos identificar tedos los puntos de nuestra
variedad M ™! por lineas que pasan a través del origen de un espacio euclideano E™? con
N=m+1 y que caen dentro del cono C(p):[ex]=0Vze M . Estopermite identificar a M
dentro del interior de cada hiperesfera unitaria ss) de haz tangente T(S ') = M ™' como el

interior d¢ una esfera o-girmeaniennl de radio unitario Esta region en Ia variedad M™"'es una

subvariedad totalmente geodésica en M " identificada como una horcesfera ,que para este
caso particular resultan ser transitrvas bajo la accién de los grapos O(1,m+1) y G(2,n ) que
actian transitivamente sobre las componentes conexas deM ™' que son Q@ , v Q.
respectivamente (57 .
Considérese la orientacién positiva de M™* tomando la componente conexa de R
determinada por la cuddrica Q,,:{x,x] =1V3eM""! (un hiperboloide en 13! )s La distancia
r entre cualesquiera dos puntos estd entonces dada por
cochr = [x, y]

donde para esta componente de orientacién positiva de M ™ consideramos que [x,x]21. De
ésta formula cbtenemos inmediatamente la expresion

K3de’ = —dx} +ds? +....... +dx?
para el elemento diferencial de longited de arco,donde las diferenciales dx, ,~—..dx estin
relacionadas en virtud del hecho de que [x,x]=1. Por la ecuacion

Xpdx, —x,dg, -...... ~x,dx, =0
dicha forma es definida positiva.
Realicemos nuevamente al espacio hiperbélico M™! a través del l4piz de lineas que pasan a
través del origen de E™* con n =N-1y que caen en ¢l cono convexo C(p):[z,x]=0VxeM"*1

Elijamos el sistema de coordenadas x = (x,,-...,5) con [£,x}>0. En éste sistema de

coordenadas homogéneo la ecuacion de una esfera es

[x,a] = c[a,a] [x,x] (140)
donde o=(g,,.....,11) son las coordenadas de su centro. Desplacemos dicho centro al infinito.

(55) Esta ctribucién d=l ezpocio sudzral 6 M e debido o s existencia d= uns infinided de otles en S * difeomérficas s B ¢
(Ver “Tepotay fron Differecticte Virgpelmt™ MEzor ). W. Unhverstty Virgi=is Press, 1955).

(56) NOTA: Hiperesferns difeomérficas 3 mibespocias de HE (Q) ecn 0 = Qo M ™Y,

(57) Lo cuhdrica Q,g:lidmﬁﬂmda como e3pacio homogénco bajo la sccibn de éctos grupos como OR2,0Y0(1,a)

(50) NOTmmqﬂM”'mwm“nnm.Qj YQ:I‘
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En nuestra realizacién debida a la representacién lineal que estamos haciendo de la variedad
M1, esto significa que o se aproxima a algun vector £ de un cono de ecuacién [€, & ]=0.
Podemos obtener este limite dejands ¢ { 0,0 Joonstante Entorces en el timite®cbtenemos la

i6n: [x,§] = ¢ [x,x] {141)

que es la ecueciém de la correspondiente horoesfers ,donde ¢,>0 yaque [£E] 20y [xx] >0
tal que ¢,2 0. Y afiediendo el hecho de que ¢, no se amia ya que no exicte un punto xe ™
tal que [%, § =0 = ¢, > 8. Su direccién de 1a horoesfera serd el generzdor del cono que pasa
a través de § . Luego la horoesfera en la cuidrica Q,,:[x,x}=1V x e M™" toma la forma bajo
la corresporndieme relizecion de la represemtecién lineal de Q,, como sebvariedad de M™;

[E]7=» (142)

donde nuevamente [£ £ =3,y A= 0. Cabe notar que tal ecuzcién permanece invariante bajo
el reemplazo de £ por -& ,y podemos considerar que £ czeenla itiva_del cono
[ 5 )=0. Aborabiensix € Q,, y§ €C(F )=>[ % E) >0)'law1&=i6in:§T§l= ' pusde
escribirse como [%E]=2 (143)
¥ > 0. Si reemplazamos A porai yE poraf V o e [*emonces la ecuacion [£,EF =3 *es
una horoesfera Si normalizamos la ecuzcién tomando A=1 =

i5ngl=1 (144)
la cual es una horcesfera unitaria cuyo centro estd en la parte positiva del cono [£ £ ]=0.

Y puesto que la geometria intrinseca de una horossfera en una variedad hiperbblica M
es completamente isomorfa en e sentido de las correspondientes releciones y propiedades
invariantes bajo Ia accién de los mismos grupos y subgrupos de isotropia;a la geometria
intrinseca de los hiperplanos en [} ™, entonces las regiones de interseccion de hiperplanos y
horcesferas con los respectivos conos en ceda caso ¢ son isomorfas y puesto que éstas
horcesferas en particular,son transitivas bajo la accién de los grupoes O(1,a+1),0(2,n) y sus
subgrupos de isotropia son conexos entonces toda subvarieded totalmente geodésica en
D? = M™'~C* (p) = SU(1,1¥SO(2) tal que B?, c M*c M es un horociclo. De tal modo
la medicion de las sefiales de huz se realiza sobre dichos horociclos contenidos como “rayos
de luz” en una esfera de Riemann B °; localmente isométrica al espzcio de sefiales de
energia finita P (Q) y que modela a la varieded M™"* y la cual proviene de la interseccion
{{ horeecleras } ~ C(p))de donde B °, resulta ser con estructura Riemanniana de curvatura
negativa constante. Es importante resaltar que el negativo de 1a estructura Lorentziana de la
variedad M™? es heredada por tales subvariedades totalmente geodésicas y en particular por
los horociclos del disco de Poincaré D?, como seceion transversal de la esfera unitaria B °;
la cual V y € M tienc una estructura Riemanniana d¢ curvatura negativa constante.  En
efecto sea M™* el cosmos y considere la propiedad de isotropia propia de su hiperbolicidad ,
a través de todo subgrupo conexo del grupo H=0,(1,a)que 2ctie transitivamente sobre toda
esfera de luz B ° {0).Se sabe que tal subgrupo de isotropia que deja fija toda geodésica desde
0 con vector v, es O (m).Pero Oy (ades el grupo de Loremtz £(M)cuyo grupo general lineal
es GL@®™).

Sea f(x) € SappC” (Q2), () ¢ M™" recordemos por el capitulo IT secciéon 2 que la
integral de f(x) scbre una homea A" cuya ecuacidn sea [£,E}-1 viene dada como:

pf@E0 = ) e S [,E]-D ax  (149)
(3%} NOTA: 1 ]
25 e =[xt
(60) NOTA:
En EMI
fipeplncs enEen } N CY=B"
Eam™! -
[borocter=] N c6)=B°
OBSERVACION: Obzérvese que el disco wunitario D’, es compieto y ocerrado debido 8 ls clausura que le dotala

interseccién del especio interior [ { Horessferss } m C(p) | con Iz veriedad Riemanmicna M™*? la cual hemes supuesto siempre
completa isomttrica y conexa .




De donde en particular para el disco de Peincaré B?| es claro que en forma andloga

[otao= [ arep(RE}1) & e
donde £ es un horociclo en D7, el cual forma una drbita del gnupo semisimple en D,
Como sabemos por el capitmlo I de éste trzbajo 1a imtegracién sobre una érbita del espacio
M™! tal como una horoesfera es invariante bajo las zcciones del grupo semisimple que
subyace en la varieded RM°" en particular bajo las zcciones del gnupo que actua
transitivamente sobre los horociclos en B?, .
Asi mismo teremos entonces que. las formas dx v [x£] permanecen invariantes bajo
movimientos simultipeos de x y £ v la imegral definida es invariame bajo desplazamientos
del horociclo. Esto significa que bajo un movimiento g € G del espacio hiperbélico M™"
mapeando el horocicio 4 en el nuevo horociclo 4 i ,obtenemos

[daio=[tame0,,  aem
donde do; es la medida sobre £g . Si en particular g transforma 4 en si mismo, =
[stomeo=[aaps,  asm
de <al modo definimos la integracion sobre un horociclo de ler Orden como el definido en
(146) .Ahora es menester escribir la formula de curvatura horociclo usardo las sefiales de Juz
descritas en B (Q) por (138). Usando la causalided de M y tomardo en cuenta en la
resolucién del espacio de Hilbert H subyacente en M°*! para dotar a H? (02) como espacio
vectorial topologico causal (@), teremos que Ia transformeda integral para las sefiales de luz
puede expresarse como;
ROX,6) = [ Eap(00 S(X,6,v)
= [ o, D) S CLEVIY  (149)
= [ e a5 x,6,v) (149)

donde (@ +kv) =X ex' (M YWM =R 6 €Z y§ QLAY) contiens la medida de Dirzc de
1 os puntos de discontinuidad de SCLAY). v es la velocidad de expansion del espacio sideral,

(61) Espacio de Resolucion de Hilbert.
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Para el caso de nuestra 2 - variedad dimensional. ia transformada de Radon es
R, )= Ih ey il * gy = »‘DZ(:) el * Mg 3 1)) 8S' (150)
Propogicion ]V .5.1, Considérese 1a variedad Riemanmizne Dlu) v considérese el grupo
de Wrvariancia gue actia transitivamenme sobre Dl(l) dado por
SU(L. 1) = {(a'b, béa) I laP - [bl?= 1} {151}
cuyo subgrupo de isotropia es SO(2). Toda geodesica en D- 4 es un arco crrcular.
Prueba: Debide 2z la funcion homografica gue define 1z accion de SU{I. 33 sobre 1)*,,,
defimde por la correspondenca
' 2b ez + Bi(be -~ 2) ¥ 2 D%, (152)
se esablece una comespondencia comforme del disco D7y en RZD isomurfo & C
temendose que dicho tapeo, mapea circnios (v hneas) en crcuics v imess. Luego ine
bineas determminadas por cnalesquiers par de pumtos 2,. 2, € D%, satisfacen Ia condicion de
optimizacion de distancia sobre ef arce determinade por tales pumos, 2 saber:
&z;. 2.)= mLI(Y) (153)
de io cual se infiere que tales curvas som geodesicas en Dzm, v debide 2 que tajes
geodésicas estan en Dy, , estas son arcos de arculos perpendiculares a la fromtera ki =
1. Pucsto que tales pumos z;, 2, € D%y sc han wmado arbitrariamente, estos determinan
una curva arbitraria, ia cual es geodesica. Luego toda geodésica en 24, 2,€D%y &s un
arco cireular. =
Proposicion. IV.5.2. Sitoda funcién en D:(I) defimda por la correspondencia
2l D) (154)
V z€D%;;. ueC y beEeZ esuna onda bidimensional con normal b que es constare
en cada peodesica perpendicular a b, emtonces toda sehal de luz que es una onda
proveniente de la fuente iocalizada en b cuyo desplazamiermo haca el pumo zeDzm,
considerando la velocidad de expansion del untverso: es
z 1 eile 1 kvt = gimt (155)
donde v es ia velocidad de expansién del espacio sideral, © la frecuencia angular del rayo
lnminoso determinado por ia geodésica en Dzm.
Prueba: Ver cita [11].
4.6 CONSISTENC1A DE LA MEDIDA.
Ahora lo que sigue, es demostrar la consistencig de la medida obtenida. Para ello es
menester demostrar que 1a miedida de curvatura asi obtenida es un mvariante de
observacion,es decir;, que Ia medida de curvatura es independiente del marco de referencia
utilizado para medir el haz de luz. Esto nos Heva s que las medidas obtenidas a través de
dichas sefiales de luz, las cuales son mndependiemtes del marco de referencis utilizado, son

invarianies y por ende cualquier propiedad del espacio sideral deducida de estas sefiales,
inciuso la curvatura, sera un invantame de observacion, ¢laro esta. considerando uba

evolucion causal de las sefiales a un tempo t* 1, para todo operador de evolucion
T, : B2,(§) - R, en diha region del universo enfocada por el sisterna de observacion
Asi mistmo, si consideramos al funcional T, : B2 (€2) — R con regla de correspondencia
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o(t) L T,o(1) (156)

Y o(t) EHIS(Q), donde T,o(1) es el estado descrito por el sistema en el punto G(1) de
H2 (Q) (schal de luzys2",
Ls medida realizads para una familia de observables sobre un dominio Cyp del espasio
sidersl debe satsfacer v K’ esappC™(Qp) v 5(t) € B2,(02) que

WK ") = B (1T KT o) dt< o« (157
s ciaro que cualquier medida realizads sobre alguna propredad de vnn region del espacio
~g & traves del observable E, debe ser uns medids en L (Q2).
PropostciémIV.5.3. La region de espacio-iempo sobre 1a cual existe 10da medida de une
sefial de enerma firmta es (.
Prueba: Debdo a la propredad de uraespacio del cosmos (ver apendice C, de esta obras. »
temendo por analisis funcional que wda medida realizada sobre un espacio de funciones
contmuas sobre un dormuame medible e una medida intrnseca del espacio de funciones ii.e.
una medida que ne depende del observador), consideremos una region sbiena(®3? debido &
la propiedad de cubriente del uniespacio del espacio sideral, huego dicha region es medible
v su medida debe ser algun observable de B? (Q) (teoria de la medida), en particuiar es
Lebesgue-medible, y pucste que toda Lebesgue-medida se caracteriza por ser una tnedida
~opstruida a partir de una familia de abiertos medibles, aunado el hecho de que nuestra
region de observacion (region donde se realiza la medide) representa ums femihia de
conjuntos cerrados medibles, emonces tode dommo abierto de £ cuvo observable es Ia
medids Eel (Q)es Qp.o

7821 O(t) es ia sefinl de luz sobre ¢l Gasce 812 = D"u) Que en BSe CASC €5 1A SUpeTacie dc energia ©
Gommuo Gei espamc st(ﬂl.

(€3} Recutrdese que. Sea (0 el espacio total ¥ Qg abuerto en () cuys mechda Wlp)=E €L :(Q] T sean
102}, .y cerrados. emtonces toda Lebesgue-medida de Dp s W) = 5, "y (0D pi 0.
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NUESTRO ABOLLADD SISTEMA SOLAR
Un moteiv er bemo muestts como e gol

Para probar la consistencia de ls medida de ls curvoture, es menester demostrar que ai
la curvatura

KMo)o P<voU, o> dt  (199)

que debiendo ertigfreer que
BT 1) PTECHTiol) 62 < o0 (155)
es decir, exista tol Hmite porn unn celinl de luz o{Q) tomeds en formn arbitreria en 1o
regidn de obsarveciéa OF, antontes exista ved medida p eobre €27 wl que
BT PR Ro) 6= [% KD dutot)  (160)
Pearo dicho Mimitz e finito yo quz 5{)) S N@) V ¢ el y £ > 0 puecio que o{©eDIC
dozde BIC o icomord ol egosio de schintes & cagh fimitn ERQ) of ad o8
m&mmm.mbmmwﬁm'@mdﬁsm
W’.mmmmmmmmamm@
D28 ¢y meao? 0 gzt 0 vm voror N o er aaprem o boagitrd de ol cron geoditeo
Csrzminnd's 7 90 prom peRmsnsetso o dicso ¢z Podmecss PP,
En ponicrlos, o 2, DeDHD y coa %0 a2 oo evanss €2 va kamosicle, econrees
LA B Ol g O, B $ (3400 - o) 4 0 B - 2680 - ) - B - 2} (161)

Si w7 es un pr@io cokee & horoeciclo &, D) ED camrdo becin o, eatontes

FoLo (1 +1oiMI- D {163 )
paro [ pusde car eolopinds por € ueo d2 b riocita cocemo cobre los tidagelos
hiparbdlices o y caz dondz ¢ s el centro el homediclo. Emonces obiznamtos
eecpe) = (1 ¢ R« 1 b - cBYE o [ < (Wl ¢ W) - (319 - WR)FpRald «

&)
{263)

tal quz ¢2® D (1 + A - . Asi micmo 5 [KNe) © P <99, o &1 y i $906e))
SCM

lemarilic) y los planetos gue o rodeon. to-
3°% Cremm EuL QIDDC S CUTVOS o ¢l eEDOLID
come ye oetin b tecrie ce Emsteir £s1e pro.
CyD oM B COUSE Ot B2 CUVBLoh. 108 ra
205 D6 LT ogae Rpsit DETLE O¢ gy fuetrds

telesiés ae lprtenee A2t m. spefiz

$-Teze tognd ne etzatal s, tayetiona 0

cecls B areves ¢ Ias  sscorenioness el

Cosmor ex~0 b fupta yne peiste oe golf o

{64)Foorsma. 80 [ o vorlcded Rizeaieo egn wluico & Poro eoty peld eomrecpocds va o220 0{p)
>0w) gu2 ol Ocp S WP coimecs DD e b sicontss prepicdodan (o) CXP) © wa wexzdnd
romeed &2 eedy wno &2 oo pere. (b), Scco n, balND) yeo v bt taroodidea. ... ...
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entonces TN = LM a(e)}) PG (C/R) Nee) con bo(®)) < Nee)-
En efecto, usando la representecién ¢#® ¥ = (1 + i)z - bY el cual es jusiamente el
micleo clésico dz Poisson

Pz, D) = (2 + Mz - b = (1 - Y1 - 2recsfo - B) + 73)  (364)
donde z = refB, b = &7 y teniendo que tofn sefal de hiz z = o(t) satisfece pam la
conexitm de R que

ol sCMparald<1-R (18

v 2e D¥Y), En efecto, considezend' a io fencitn [{1z}{65) srméaicn

K%)=WMLW)JM—EIQ(M® (365)

para el disco It < R, el cenl implicn In difererciccitn

(EXOBRYE) = VT Pty eccddsy  (167)
v usendo la desigusided de Schworz sz tens que

HVINE) ©)) € YR oozl ISR (169)
Luego teniendo que V welXD), wez Ia ecuwcién (160) eplicedz 2 la funcién
w4, ecota a ofz) = I0D) en [l < 7, entonces

NGO 2R eopllKNGY, KISR (169)
quz es la cota pedid=(65). En efecto;
TeaL.V.6.1. La ronsformeda de Redon de la curvetura panssiens satisfeee gue:
e, 15, 1) - 0, 15 . 191 anaig) o (i) [tz meorsy
Axy(E70)
Proeln: Tomemos ums seccidn transvernal de upa esfera umitaria del haz
T(S°}®Misomorfa a ¥ ©3 y tomemos una linea del l4piz de linees perteneciente al haz
vertarinl de linens & sentzdo en ln varieded M y crasedo por la estructura causal de M
mhmgiéndzobsqvwiénﬂmdcm,dichohomcicb&eneclaspwwﬁguiemc

Sea z = 6(3) uns sefial de luz sobre D). Fijamos un pumo (elStal quez =262 = 28
donde o es un erco de longited de LY, y © es el 4ngulo de la figura. Usando la funcién
escalén uniterio de Heoveside definida en la seccidn 3 de éste capitulo. podemos
escribir ia funcidn curvetura scbre el campo de velocidedes o como

Ko L5 v) = Aoy - ok otz a8 (1)
donde la integrecidn es realizeda sobre la parte de LS, donde w esth dafinida, os
dacir; L¢ n QF | Heciendo lo mismo para el campo de velocidedes v st tiene que
K, L5, v) = Loy - vz @8 (172)
de dopde entonces la diferencia de (171) y (172) se establece como
Ko, LY, v) - K L5, v) = S5y - o) - v - v (€8 o
=I1>mwzh{<.vum, o>el}8(L%) aS = ,E.Cb{<-vum,m>e!-ms=
o hS(n -t ofe) by - VU] dS (173)
Si v = 0 entonces S0, L) = s, con ¢ = rain{L5 QT ). En este caso, para fijar la

frecuencia vi%9), el imegrando o cambiaré de signo en = a Jo largo de L5~ QF . Por
lo cual

Sigus pla ¢ plgina (84)............. cn BA{p) uniendo 0 y b. Entonces 12 es el (mico segmento dz curva en
M dz longited o, by el corluime oo y b
Recxdodzer que se ko comsidercdo wn haz ¢ esferns nommales T(SY) womorfos £ (@ H dorde locohmente
codn eafern camo wza region QU es identificada con la bola &5C la cual s isomdrfica a R2YN).
{65) Yo quz b funciéa curvotur prads toer b formn

i) = PAEEEm) o> = FE1 0. tR Py
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Los veatrjos de tamer esto icegrl de Poiseon dz b imeprol de distribucion dz Poiszon pera ko mismn funcién
curvotum, es Io d2 poder wilizor los coies k2l S Ceay coprdt [R=ic(ret?) & < w, (Ver Helgason, §.
“Groups (=4 Intzmro) Geomesry® Accdemic Press. NUY, 1974,

(65) E1 némoro EXT (61t} es pocible d oinere dobidp o qre cobre mmo ineo L€, man covmo poms) es
2o, 1) - KD, LYM Vo vesa o, ve yB).

(67) B} dicon ¢z Poizeesd DAY coyo borociclo t2o of circulo O,

{83) Vor b oooeidn rel~rento o reecpoitn 62 oofic’ss do he on ot Ceamos,

Tt 15, v) - Kev, Lo, i 2 Ll - b o) - Dol 5 (170)
Itegrando con respecto a v obtenemos

Mo, LY - 100, 1974 = J oy - o ey - bovp ecov = [ ey 1 85 079)
Cira imtepreciéa sobre el - plano, s tizne que
[V ente, 19) - e, L Wriezamy i = [ it et v e yeeaw oy 170)
Sobre el mizmbro derecho de la ecuecién (276) integremos sotre Lo G2 |, pora fijer £,
y extonces integrenrss sobie € coa respecto a 4. Usendo uns trensformeciéa poler en el
~-plemo, podemos integrer sobre el borociclo C2= C¥® para fijar . A sober, realizamos
ua peremetrizesita de la linea L5 por medio def parkmetro 6
£ = pocc
W = prean
emonces s = p tn® . Luego parametrizando al plano F2- ploro isomdrfico al
D im0 ¢ introduciendo las coordenadas polures, tentmos qus
Pp=Trcosh
asn<¢d,
i = Regon
PR ate)
(dounde p = r cosh es ln ecurtién para el circulo de) horociclo C®Y), Por o cual

M acmyiasyazenicn = =222 Aoy 1 1000020 09 ) dp aa o

= [ (P2 ooty 1 00 ririe a7y
Silfi<Rosa R >0y R el rdio del circulo tungente en z al borociclo T y
denotando por v{z, I{) el éngulo entre I{(z} y ¢l radio vector en 2, entonces
1 MzP) = 1 (o) 1 besa{n/2 + 6 - Yizo)})
Pare la integral intermedia de (177) tenemos que

Frany oty 1 68 = 1 Keotn 1722 keao(w2 + 8 - vizaiao = 2R ]t K¥o(n)
1 dudly

ys que | Kfe(t) 1 < 2R ompiKHQY, 11O

Luego usando ia relacion existente entre la ransformeda de Rnden y Ia transformeda
de Foorier demostrada en 1a seccién L.2. de éste trabajo, se demuestra ia invariancia de
Iz medida realizeds bajo la sociéa del operador de evolucién TP (que en este caso es Ia
transformeda de Feoeizr) demostrendo con ello la varizcién tempomal de 1a medida
realizeda, es decir; las sefiales wtilizedas en la medida de ia curvatura que son las
salidas del sisterna de observecién, prrienscen a un sistema causal cuyes salidas varien
solo ea frecuencia.

Dz esta manera e concluye que la medida realizeda de la curvatura por medio de la
ransformeds de Reden es uns medida consistente desde el punto de vista formal, es
decir; es una medida motemdtica. Akom es solo menester si dicha medida matemética
es una medida real, ecorde con las carecteristicas fisicas del universo. Para ello se
recomicnds tomar cualquier regidn del espreio sideral con alta definicién para los
instrumentos de observecién, y wtilizar ias paralajes de las distintas estrellas que se
identifique dentro de lasegion observable QT para distinguir la familia de seBales de
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energia finita que provenga de cada estrella (ver apéndice E), y cuya posicidn relativa
respecto a la Tierra y su ecliptica sirva para determinar los radios vectores de las esferas
normales & los planos tangentes donde actian las subvariededes totalmente geodésicas
(borociclos)®). La curvatura seré la medida de la desviacién del transporte paralelo, es
gecir; ¢zl isomorfismo

OF: TR ) »THOT)  (178)
{que depende de manera liza de Ia curva Y que une los puntos p, ge M), respzeto a la
idennded cvando recorra un horociclo.
Asi mitmo, usando una identificecién dz) espacio de distribuciones D{E) en DK™
(Qc0%) (ver Weiss (compiledor) "Syimmetric Spaces” Acedemic Press. 1970) puede
obtenerse una distribucién comtinue y uniforme de valores reales en L3R) que
mediante la aplicecién de un edecvedo musstreo de las sefinles de juz, lleven a Iz
aproximecién del valor de la curvaturs en dicha regién del especio sidersl el cual debe
vaniar entre -1 y 1. Cabs mencionar que para regiones locales siderales tal valor
obtenido por esta aproximecion debe ser un valor que varis entre -1 € «.

Cuos posibles métodos seguidos a través de mediciones estedisticas que pueden ser
utiles para tal medicién de la curvatura real, es la eleccién de paralajes de tipo
espectrosedpico, fotométrico ¢ las deducidas de los movimientos propios. En tal
confirmecion de la medida de la curvatura, se eligen las sefiales de Juz emitidas por
distintas fuemtes (estrelias) pestenecientes a la regién observable QF y se clasifican en
¢} espectro de Iuz segun su indice de color de la estrella; esta determina ¢l alejamiento
de ecuerdo a la formula de parslaje espectroscdpica, v en apzgo al efecto Doppler
observedo en Ia resonancia de las sefiales debido a 1a expansitn del universo. Se elige
uns distribucién de tipo esférico , tal como la Gaussiana o la de Maxwell, v se procede
a su medida.

25T A TESIS NO SALE

N P
e T:_J&,\ BA

b i

(69). Como sobzmos 1odo horociclo es ortogonal o toda geodésica en ¢l disco DX,

(70). D2 Lacho in roosformnds d2 Rodon es un icomorfismo entre bos espectos €2 distribuciin D) ¥ B{).
Decde ef pumn d2 vimn de ks Slgebres de oporodores diferercinies subyrcenies on dickos espocios, ol
icomorficmo e5 {n extensitn evare of iomorfismo subyrcente entre Ios Algebros dr opercdores unitcrios B{A)
y ¢l flgebro de opordores diferescintes d2 horosicles E(ver £rficulo do Holpmaon, S “Conitd
Dicyributions end Growp Repreconictons” LT, | 1672 portonceionts of Boro clintlo en of pla d5
pizna (89) da b pgina orizriss).

. B e ataurn Tl
B_{T,(\ 1 .L‘:(L'-!
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Ejernplo. Sea M ia vanedad hiperbolica cuva curvawra seccional es k= -1. Demwstremos
esie hecho a waves del algormmo de geomerin miegral desarrollade por Iz tansformada de
Radon. En efects, considerando 1a identidad mmegral
K = bk, 4v =0, - 3(M) = (@) - |iyds + 2m

Epemis por o teorems e Hopf que ef grade del mapeo edferice parz este caso dada b
dimenzion par de la variedad somorfa al espacic sideral; es (M) = 2d.Por otro lado, ef area
de un disco unmano de Poincare es @, = 7. La curvanira geodésica para esie caso se calcula
sobre cualguier horocicle (siendo estos espacios de codimensicn 1 oniogopales 8 1ode
peodesica del disso D?p,) por toedio de fa transformada de Radon

{xgs= [v vw>ds=2a

Por lo que finaimente se tiene que -1 = 7 — 2d - 7(M) de donde 7(M) =-2d - (7 + 1) [Se
puede consultar Kobavachi, "Hiperbolic Manifolds” Acadermic Prese. XY.1969].
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5.1.EL DISCO DE POINCARE D" ;,.
Definamos exphcnamemne al disco de Poincare como Ia vanedad lperbolica 2-dimwensional

P, =iz=0uy)ER™ T L1} 179)
cuva estruciura como variedad es 1a estructura rieamrmiana indncids por el enser mémico

gixdy) = <x ve = {0y ) - 2P (1807
£n Dy, exime concervation Ge angulos, es decirs ¥ u \'ETZ(Dzm) enronCes

<a, VRS ey v, v o=, v):!{u_. uk¥v, v} (181}

donde ( , ) es el producto tmerno en R< y <, > el producte imerno en H-= D7 (5.
Asi mismo toda longitud de una curva W) (@ <1< B) en PPy viene dada en apego a la
definicion de jongitud de una curva en uns variedad riemanrians como

Ly = Lﬁqm (0> 2d (182)

‘e

d(z. w) = iof L{y) ¥V z.veD ;.
Si ity = (x(t), vt < Dzm v 5{1) es el arco de longitud del segmento de curva Y1) {(a <1< P)
del producto tmemo de la estructura riemanniana en Dzm se tiene que
{ds/dx)? = {1 - x{(7)? - W(t)?)2[(dxide)” + (dy/ds)?] {183)
lo cual significa que
ds? = du® + dyi/1 - x2 - y2¥2 {184)
En particular si ¥(a) = 0 = onigen v Y{B) = x un pumo sobre el eje x y denotamos por ¥, el
segmento de lines que va de O & x, se tiene que de la destgualdad
RO - (TP S (TP + W (1 - x(3)? - yiz))E (185)
se desprende la desigualdad
L{y.) £ LLy) (186)
Esto muestra, por el principio variacional que determina travestonas munimas en un espacic no
euclideano: que las lineas rectas que pasan a través del origen son geodesicas en Dzu) . Asi
mismo se tiene que
dlo, x)=L{y, )= _‘-O] xl1-12%2dt = (1/2)og [1 + Ixl/1 - Ix1) (187)
Consideremos al disco de Pomearé comoe un espacio homogéneo SUCL, 1YSO(2) donde SO{2) ec
un subgriapo cerrado en SU(1, 1) cuyas acciones se mantienen fijas sobre el onigen o y SU(1, 1)
se define explicitameme como
SU(1, 1) = {{(ab, b/a) I lal - Ibl = 1} (188)
¢l cual actiza sobre el disco Dy, 2 través del mapee
gzl (az+bY(bz +a) ¥zeD¥y,
¥ la accion de dicho grape SU(Y, 1) sobre .D? 4y es trausitiva.
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La estructurs riemanmians determinads por le forma bilineal g{x 1) = =3 v®_ ex precervada per
«] mapeo amonor. Por cjemplo, siendo 21} lp curva cop 2700 = 2 v 2108 — 4 omionees

£all = Al mZTNi = 2V 0 (o2 ~ &
en gz curaphendose is relasion

Cgell. gaUZ L = U U, 18¢2%

El mapec 2 I— {az ~ b)/{bz + 2z j &= un mapeo condorme ¥ s¢ puede epunciar gue:
Propogiciém V.1.1. Considsrese is variedsd nemanmars D, considérese e grupe ae
Invariancis que aclia rransitivamerce sobre Iy, dado por 1188} uve subgrupa de isctropia e
SO(2). Toda geodesica et DAy, €5 1 arco circular.
Prueba: Debido & ia fmcion homografica que define 1a secion de SVl 1) sobre Dzm defimida
por la comrespondencia
zlo>(az+b)y(hz+%a) ¥ zenlm {196}
se establece una correspondencia conforme del disco D*(p) en R? = C teniéndose gue diche
mapeo, mapea circulos (v liness) en circulos v bmeas, Luego las hneas determimadas por
cualesquiera par de pumtos z,, zzel)zm gatisfacen la condicién de opumuzacion de distancia o
longrnid sobre el arce deternnnade por teles pumtos, a saber,
d(zy, 2p) = mb,1dy) {121}

de o cual st iofioe que tales amvas son poodésicas en D:(l) ¥ debide & que tales peodésicar
csm.ncnl):m Lestas son arcos de circulos parpendiculares a la fromtera Izl = i, Puesto que tales
pumos z,, z?_ED:m s¢ han tomado arbirariamente, estos deternunan vaas curva arbrrana, ia cual
es peodésica. Luego toda geodésica en z, L’.ED:(I) es un mroo crcular. 3

Asi mismo 5 2, L,UEI);“) , la isometra

2zl (z-2)(1 - *2,2)(192)
mapea z; hacia ¢l pumo O ¥ z; al pumo (24 - 21 (1 - °2,2,). Seguide esto de una rowacion
alrededor del origen © , tal pumo es mapeado en Iz, - 2,111 - “2,2.1 de donde por (187) se
deduce que
dizy, 20} = (1/2)iog [11 - %22} + Loy~ 2,111 - 2,250 - lzn- 2, 1] (193)

5.2. LOS HORCOCICLOS

Estudiando la ecuacion de Beltrarm-Laplace en el comexto del planc hiperbdhico, se deduce en
particular que algunas funciones caracteristicas del operador L de Beloami-Laplace en dicho
comexto (gue son solucionss de la ecnacion de onda en el plano hiperbélico) son certas
funciones de 1z forma

e, p121s e =PV e DYy

analogas a algunas funciones caracieristicas de L para el caso en R (soluciones de la ecuacion de
onda en e espacio euclideano).
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AS] mismo podemes Observar lay signiermes annloeirs pars lales funciopes carasiensucas de L ez
= W I)zm er cada caso:
En R=:
-Las funciones 2aractenistica: dej operador L que son soluciones de ia ecuasion de ondr se defmen
como &f mapeo
R- - Sn-.‘
cop regla de correspondencie
e i

exn‘

18 o Son gigenfunciones del lapiaciano Lya sobre R,

-Lss funciones e, o, son SU(L, 1 rinvariames sobre R,

2, fEpresenta una onda hiperplana con normal & , que es Constame sobre cada hiperplanc
perpendicular a @.

En Dzu):
-Las funciones caracteristicas del operador L que son soluciones de 1a ecuacion de onda se definen
como el mapeo
Dz{l) = &

cuva regla de correspondencia es

: €, pi2 ko e¥ b=>
{e: y son eigenfunciones del laplacianc Ly;Z sobre Dzu)').
-Las funciones e, , son SU(1, 1 }-mvariantes sobre D:(I)‘
-€, v Tepresenta una onda plana con normal b, que es constame sobre cada horoccio

perpendicular a b.

En el capimulo I se estudiaren los horociclos como orbitas de una variedad hiperbolica para «l
ceso general, encomtrandose que dichas ¢rbitas tenien proptedzdes similares a las orbias en R7.
En consecuencia s¢ observo que horociclos en una vanedad hiperbolica de dimension o juegan el
misme papel que los hiperplanos en el espacio R, Asi mustoo en R™ | un hiperplano es ortogonal a
uns familia de lineas paralelas, mientras que en D7y dicho papel lo juegan los horociclos. es
decir; los circulos en D2y, tangentes a lg frontera 8D 1, . Asi mismo tales circulos & son
onogonales a teda geodésica en Dzm tendiendo up punto de contacto en b, De esta maners si z es
un pumio sobre un horociclo £, tenemos el producto interno <z, b> el cual define la distancia de 0
a E . Este producto imterno. es de hecho el analogo no euclideano del 'pmducto merno euchideano
{x, @), el cual peometricamerrte significa la distancia dirigida del 0eR® al hiperplano en x con
normal .
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£35. LA TRANSFORMADA DE RADON SOBRE LOS HOROCICLOS,
Cor fundamento cn e caphnlo I v usando la invariancia de la definicion de la transdormada de
Radon en una vanedad hiperbolica podemo:s definir para el caso de nuestra Z-variedac
dimensiomal hiperbolicn a la wansformads de Radon come:

Riz, &)= i.(z S bY) = |2 H2oz, bl (194)

donde f1z) es una funcién analitica v holomorfa en 1zl € 1. 5(z, bi es el horooicio wangeme en by
que pasa por z en dicha region liperbobicn. dS es la medida de Radon positiva que comcide con la

ruedida usual, en el caso hiperbolico; a la medida ds = dz = {1 - x7 - vy Zdwdv.
Comsidérese 12 fimason f{z) holomerfa v de soporte compacio sobre 2} disco de Poincare
D2y clzi <t

y supongase ademas que fiz) converge absohstameme en izl £ 1. Emonces f{z) tene wansiormagi
de Radon sobre el disco de 1a forma (194). Determinemos su forms. explicita de tal ransformada
de Radon a través de lz evaluacion de f{z) sobre horocicios. Para ello tomemos uno de taies

horociclosmnganecnaalaﬁ-omzraél)’m,unmces

P B = Jp2 Re)BE(z i (195)
siendo dz = dxdyA1- x°- y°F v puesto que ia medida de Radon pif) esta dewerminada por la
SU(1. 1}medida dS(4(z, b)) = dz en D", entonces

-[ DRz b))dz = .{Dlmf(z)ii(;(z, BN - x2- v 2dxdy (196)

Pero por la propiedad de escudrifiarmeno de 5 en z = a se satisface gue

B(E(, b)) = Jp2 e ™2 5(b - a)1 - i2db =
=l [,fsl &2 5>(1 - b, 2 + b2y 28(a;, 0)db; Je¥ <% 227(1 - b, 2 + b, 2250, 8- )db-

= pti<zy. 8>(] . 312 + bEB)-Eeu‘:z.l_ a-?(] . b] RS aEZ‘J-E
= bz a/(] - .2 + bo?)H(1 - b, 2 + 8,2
Emonces
.l;(,_ b)ﬁz)dS(E.-(Z, b)) = JD‘?fl (2)ed™* 741 - 312 + b22)2(1 -b 2+ 332)2](}‘ x3- ¥7y2dxdy =
=1[(1-8;2 + 521 - b7 + n.zz)z]_[Dwa(z)eu"- ¥dz

pero

Ip2fioeses »az = Fifiny = H0u B) (197
es 1a transformada de Fourier sobre Dy, Enunciemos una definicién formal de la transformada
de Founer hiperbohica
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DefV.3.3. $ifiz) es una funcon de valor sompleic sobre D:!: ;o tansdormads de Founer ermz
aelimaa por !
by Ip2gfizsess =d (198,
para wdo peC. beB = 8D ;) para I cual osta miegral cxase.
Anajogamenie al caso real ¥ euclideano, se puede dar uns condicion de tpo exponencial pams &
decrecimiento uodiorne de ia transformads de Fourler hiperbolion Ax ouistme. deciowe gue une
funcion holomorfa ™ IL bien Uy C% en Dzm . &= de upo exponenciat uniiorme R si 7 N£Z se
Tiene que )
SUp, ¢ wen = % efedmu v} — i Wiorz bl < « 1199
donde Imy denota la parte imaginaris de 1L
Asi mistmo si considernmos en la mayor forma general posible que T 51D- (4. ia wansformasda de
Fourier cuya regla de correspondencia sea B
fl- ™ (200)
e una biveccion de .é’r{D:m) dentro del expacio de funciones holomorfas {p, b) de gpo
exponencial uniforme satisfaciendo o la ecuacion funcioual
Jenem i1 bidb = Joer<= 2o, bib (201)
lo cual es analogoe para la transformada de Fourier de (87} dentro del espacic de funciones
cominuas de upo exponencial uniforme en R?,
Usando 1a transformada de Radan sobre lineas SU(L, Ih-invanames del disco D:{I) se puede
obtener zina formula integral deducida del teorema de Fubird para determinar la trancformada de
Fourter hiperbolica sobre el disco Dzm. En efecto, considerese & by el punto de imerseccién de B
con el eje x posiave. Consideremos los horeacios infinftestmalmente proximos
Si=Nge o Lop=Nay,, -0
v las geodesicas miinitesimalmene proximas que son perpendiculases 2 dichos horociclos
DU:A‘ 0, nr‘rﬂ.xA' o
tal y como se muesira en la siguiemte fgura

FIGURA I
Notemos {por un calenlo endomérfico) que 3{"”}:"1 =f,-2V que 4 es una sometria en e disco
Dzm mapeando N, 0 en Na,» 0. El rectinguie sombreado en 1a figurs tiene lados A, e ZAx, At
y e-20 A Ax 1al que ¢l elememo de superficie dz esta dado por
|2 fizde = Ig | o fiogas odeXdudt (202)
v el elemento de arce de, sobre el horociclo &, esta dado por
do, = e %dx (203)

Para el caso complejo, la formula (202) determina una forma diferencial dz igual a (203). Basta
tomar
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== B A, 07 8- X py ol - peh (204
iecoal ds
dz = (12) [d5 » deCIH1 - 250 = e Sdwdt {208
Asi mmeme la formuls omegral (207) puede ser escrita como

.IDE(:JﬁZ."dZ = -iR (-! r: fizwdw.fz))d (20€)

Rowndo § vmdades. podemos por Jo tanio ascribir a la trandormada taparbelica sobre ef disoe

dada por (1987 come

Py &%y _ _{Re-‘q- ‘"'u 2 (o e, cm;ﬁ_ z)dwt(z))dt {267
la cua! determinz el valor de ta trandormads de Founer hperbolica 71980
D¢ esta manera queda determinads la waosformadn de Redon sobre
horociclos, Pera recuperar a la funcion f{z) sobre todo el disco, solo es
menester aplicar el caso de dimension pwr para Iz aplicacion de la
transformada inpverse de Radon
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APENDICE A
Espacio Simétlrico Hoemogéneo

Def.A.1. Un espacio simétrico e$ una tripleta (G, H.o) consistente de un grupo de Lie G.un
subgrupo cerado H de G v un auwtomorfismo imolntivo o de Gtalque Heaeenre G, v 12
componente idemtidad de G ,donde G denota el subgrupo cerrado de G consistente de todos
los elementos fljos 6 o imvariantes bajo wraslaciones izquierdas (clases laterales izquierdas).

Dado un espacio siméirico (G.H.c) podemos construr para cada pumc x del espacio coniems
G/H un difeomorfismo S, .llamado 1a simetria en x.Ia cual tiene x como pumio fijo aislado.
Si se toma el origen o € G/H, S,esta definiendo para ser el difeomorfisme 1mvolutivo de G/H
en si mismo inducido por el automorfisme o € G.

Para demostrar que o es un punto fijo aislado para ésta simetria S .sea g(o) un pumo fijo de
S, .donde g e G.Esto significa que o(g) € gH. Luego teniendo que b=g'o(g) € H de donde
o{h)=h emonces 1enemos b*=ha(h) = g'o(glo(go(g)) = g'o(g)o(g™) g=1 por lo tanmo
hemos demostrado que b es el clemenio identidad.

Si g es suficientemente cercano al elememo identidad 1al que h es también cercano al
elemento ideruidad .= h es en si mismo el elemento identidad ¥ por lo tanio o(g)=g¢.

Siendo invariante por ¢ ¥ cercano al elememo identidad .g cae en la componente identidad de
G, v por lo 1ame en BLEsto implica que g(0) = o.v por lo tanto queda demostrada nuestra
afirmacion de que 0 es un punto fijo aislado de S,,.

Para x=g(0) .utilizamos S =goS;cg'=S_ esindependiente de la eleccién de gial que
x = g(0).

Ahora bien 1a versidn infinitesimal de un espacio simetrico viene dada por el dlgebra de Lie
del grupo de Lie G.

Def.A.2. Un Algebra de Lie simétrica (algunas veces llamada un algebra de Lie involutiva)es
una tripleta (g, 4 , 0): considerando de un algebra de Lie g ,una subalgebra de Lie § de g v
un automorfismo involutivo o de g tal que k consiste de todos los elementos de g los <uales
son invariantes izquierdos por G

Sea un dlgebra de Lie simétrica (i.e. un espacie simetrico infinitesimal) . Por un lado . o es
involutiva.sus eigenvalores como transformacion lincal de g sort 1 v -1 v | es el eigenespacio
1. Sea m ¢l eigenespacio -1. La descomposicion

3=k O m

es llamada la descomposicién candnica de (g, k , o).

Prop.A.l. Sea (G, H, o )un espacio simétrico ¥ (g, k. o) su dlgebra de Lie simétrica.
Sig= k @ m esladescomposicion candnica de (g, h,o0). =

ad(H) mcm
Este hecho es de gran relevancia para demostrar la G-invariancia del tensor métrico
Riemanniano § sobre el espacio homogéneo G/H .el cual dotado de laforma bilineal
simétrica que define tal tensor. es un espacio homogéneo simétrico.
Analicemos el caso mas general el cual es el pseudoriemanniano. Cons:deremos primeramenie
al grupo G subyvacenite a la variedad pesudoriemanniana M. .
La forma de Killing no degenerada del grupo analitco G subvacente en la variedad pseudo-
riemanniana M es el tensor métrico pseudoriemanniano. Por lo cual existe una estructura
pseudoriemanniana en dicho grupo analitico G cuyo tensor métrico g e T%(G) satisface

g(e) =B[’

el coal es invariante bajo los automorfismos (traslacio-derechas e izquierdas)de G.
Enefecto:sea mc g x g con g =T, (G). Porla propiedad de la variedad producto dei
espacio tangemnie en e € G se tiene que

T,(GxG)=T (G)xT,(G)=g,x3,.

ra



Emonces el mapeo definido sobre ¢l subespacio m : O:m=T,(H)xT,(H—R
Con HcG. con regla de correspondencia
X, Y)}—<X,.Y, >
es una métrica pseudoriemanniana en G. Considerando la representacion lineal
U:G——>GL{(n, E),
tenemos que By. asociada canomicamente a U esta dada por
BI'(X~Y) = B,\d LY=L, (xl,} oL, (Y? 1
=<X, .Y >
donde U, = adzg , — gl , (n.E)

TAG) — T, (GL(n.E), c)
v puesto que
T, (G)=(R"-)
con regla de cormspondencia
X, B (B errreerrees b) =T (GxT (G)=@®R" xR"..)
con regla de corresponden~ia
=(X..Y.)) | (bae.....b a)
= <X, .Y, >=tr{ad(X), ad(Y )
por lo tano dicha forma bilineal ¥ XY #0eg satisface que < X, Y, >= ®(X,.Y,) = £ (¢}
es decir es una métrica pseudoniemanniana.  Dicha métrica pseudoriemanniana es invananie
bajo traslaciones derechas e izquierdas de G.es decir,
SeaceG=

re(x) = 8(x)° o = §(xe)C = xf(e)0
= (x0)(6 " §(e)o)
= x Of(e) = #(x0).

v por otro lado
LoB8(x) = O g(x)=0°g(ex) =T f(en
= of(e)o ' (Ox)
~ &(e)(ox)
= §(ox)
Nota: i~ (ﬁ»éi ®é.i>

g= Z g & 9¢
Ahora bien. el grupo analitico con dicha estructura pseudoriemanriana es un grupo de Lie
semisimple conexe el cual porla teonia de grupos semisimples se sabe que éste es de centro
{ e } Entonces podemos demostrar que éste grupo es un espacio simétrico homogéneo.

NOTA: (Véase la nota de pie de pagina (19) de 1a pagina 16,CAPITULOQ ILSeccién 2.1)

El cosmos como una vanedad pseudoriemanniana ¢ Riemanniana tiene como grupo natural

subyacente un grupo semisimpi¢ né compacto.

Esto es precisamente lo que se acaba de demostrar anleriormente con la identidad tensonial
g(e)=B,.

Prop.A.2. Sea G un grupo de Lie conexocuvocentroes{e},y cuva forma bilineal

asociada a su representacién lineal en un espacio vectonal de dimension finita es no

degenerada . Entonces G puede ser considerado un Espacio Homogéneo Simétrico.cuvo

lensor pseudoriemanniand ¢s$ invariante bajo acciones del grupo G sobre elementos del

espacio pseudoriemanniano del cual G es un grupo natural.

Prueba :Debido a que 1a forma bilineat asociada a la representacion lineal U de G en GL(E)

con E(un espacio vectorial de dimension finita) es no degenerada (B, : g, x 3,—3[ (E})

entonces consideremos el grupo producto g, x g,. Sea 6:G x G—— G x G el aulomorfismo
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involutorio con regla de correspondencia (sa) —— (t.5)
El conjunto de elememntos c—invariantes de G es el subgrupo diagonal de G x G. Por lo cual
el conjunio que caracteriza a G como un espacio homogéneo ¢s el conjunto de clases
laterales (cuva forma bilineal es im-ariante bajo Ia accidn de automorfismos de G ) G x G/D
Cuvo grupo transitivo de homeomorfismos es el grupo de automorfismos imvolutorios sobre
clememos de 1z variedad inducida por la estructurz 1opolégica de G.
Asi mismo ¢l subgrupe diagonal de G x G formade por los elemenios (5.8).e8 aquel que no
contiene a un subgropo normal distinto del no uivial de G x G (an, porque
(s 0xx) e D=sxs T rat?)

el cual vuehe a peneneceraD v (s.1) € G x G s v solo si x esta en el cenoo de G.El
subespacio m de g, x g, formado por eigemvectores de ©. pam el exgem alor-1 es clarameme
¢l espacio de vectores (U.-u) donde W € 3 v tenemos que

Ad(s . s} o (0. ) =(Ad({s) T.-Ad(s) TV s € G.
Luego la estructura simétrica de G viene establecida por su forma bilineal la cual e de
Killing v €sta es una forma bilineal simétrica no degenerada sobre g, .Entonces ¢l espacio as
definido es un espacio homogéneo simetrico pues la restriccion de la forma de Killing de g
enm define una métrica pseudoriemanniana G-invariante sobre G/H { Kobavashi -Nomizu
Vol. II Cap. X. Corolarie 3.2).
Ahora bien . lo que sigue es demostrar que el tensor métrico definido por dicha forma de
Killing es invariante bajo operadores Ad(s)e T (G)=g, Vs € G.

Sea G, el subgrupo {e}xGdeGx G. Elmapeo ¢:(3.¥ ) — ((e3x7) (xX))
es un difeomorfismo de G x G sobre G, xD v el difeomorfismo inverso es

@6 1), (5,8)) s (8.19)
lenemos entonces gue

@:(x5,¥s8).((e.¥yx"),(1s.13)),
de donde si m: Gx G—— (G xG) /N es la proveccion canonica = 3 un difeomorfismo
¥: (G x G)/D— G, tal que ¥ (= (x,¥))=(e, ¥x') v @ esporlioianio un isomorfismo del
haz principal

{(GxG, (GxG)/D.x).
Es el haz principal trivial (G, xD, G, , pr,) con el mismo grupo D. El mapeo lineal tangente
b @ es @ V) —(( 0,V 4). (W, v .. define por restricciona m v la identificacion
candnica de Lie (G,) con g, a un isomorfismo e(b.2) ——(-2u)
de m a g . Vemos por lo tanto que existe una tinica estructura pseudoriemanniana sobre G la
cual es invariante bajo las traslaciones izquierdas por elementos de G v cuvo tensor métrico
¢ es 1al que g (e} =d.Laimananciade ® bajo la representacion adjunia muestra ademas
que § &£stambién imvanante bajo
g (x)os=xg(e)os =(xs) (s’ g(e)es)=(xos)g (e)
=§ (x,8)y -

{Al)Secs m el conjunio de todos los veciores(U,u) g3 g lalesque o (u)=(-§.—u)=-(0,u) donde @ sea un suplemenic de
B.iheeng xg, v puede ser :dentificado canémicamente con g% g,/ ¢ % M, PO proyeccion paralela a k .5 § . Pnmerc
demostemnos que con esta idenuficacionel aulomorfismo
(KK — 1tk k)
degexg, k.xh,dondet,t)eD esidentificade come el avtomorfisma
L (u, T ——{Ad{U)u, Ad(t)u) o
dem Si (k,k) es la clase de (G,u)modulo § . x § entonces (1, t) (KK ) ¢s laimagen bajo dAt de (L.1) (D,0) €T, ,(GxC) ¥
(LG, 0} L7 Y )= Adtta)i.uy € w

El hecho de que G x G actia trivialmente sobre(G x G YD implica que ¢l homomorfisme pde Den GL(3 .1 4, §, 1k, Kefimdo
v construide por mecio de © 1 G/D es invectvo. Pero éste puede ser 1dentificado con el homomorfismo (ta)=—r Ad (Lt ) de D

en GL{m).51 N es su niclen,donde N ¢5 un subgrupe normal de G x G«

Entonces N centraliza a exp (=) ¥ por lo tanto exp( § . x b , ) D normahiza N.de esto se stgue que exp (§ .3 § ) expto{penera
al grupo conexe G x G viéndose de inmeditlo que N C DY es normal en G 1 G | de donde N={ ¢ ].

(") NOTA: Puesio que § 3 .= 1 ® k3 b, ¢ mapeo exp es un dfcomarfismo de una vecindad del O€ 3, 3 § (en una vecindad
del elemento idénucoe €G3 G.




APERDICEB

CRCXOCGECNETRIA
Definamos primerameme 1a causalided en un espacic vectona! lineal, conmderandoe al espacc-
tempo como um espacio vectonial krenl de dimension w1, pars después aplicar el concepto de
cansalidad a un comexio mas general de modelacion del espacic-tiempo como una veredad
nemammans o de upo Lobachevski'®i., pars postenormeme desarrollar el concepto de
causalidad sobre dichos espacios que son mas penerales que los euclideanos en la geometia
DefB.1. Sca E un espacio vectorial lineal pr-1-dimensionat. E es causal 51 para todo JEXE |
existe un cone comvexo en E representando el finture de 1.
Fisicamente el cono represerta el fumro de cada pumo del espacio E.
DefB.2. Un cone convexe en ou espacic vecworial real E es un subespacio CCE  ial que ¥
LyeC v & beR* emonces a3 + by €C. Tal conv es triviel @ C=E & C = {0}: en otro caso
se dice no wivial,
Dof.B.3.{Camsatided). La causalidad en un espacio vectorial de espacio-tiemmpo, es la
existencia de conos de luz cerrados v comvexos pars cada pumo del espacio vectorial,
representando fisicamente el frare de todo punio del espacie vectorial

El cono de huz C es nn subespacio diferenciable del espacic vectorial E si v solo si ¥ 3€CCE.
exaste un conpurdo fimto

O = {LeCOE) 0. F bo. Jn}
{de funciones diferenciables en acada punic xe CCE).
Debide a que la finalidad e utilizar una teoria de tipe o lmeal. pues ex 1n que describe de
mejor forma a un universo isomorfo al espacio sideral constiiyamos a esle COmO una
varicdnd lisa (i.e. C® i todn su cxtension) excepto en un sureero finfio de pumtos donde
radican las fuemes o surpideros materisles del universo (estrellas o galawias), v dotado de una
criemacicn causal infinitesnal.
DefB.4. Una orientacién causal infinfiestmal en una variedad M es uns asignacion p d—+ C(p)
de cada peM a un cono de luz convexv carmade po wivial (e = {0} ¢ M), C(p) €T (M), <
cual defimimos comoe el subespacie vectorial

Cm = X eT,(M) IX=Ch

Asi ntigmo, 1a signacion & cada pumo de un cono cerrado convexo en e} espacio de cada punto
de la variedad M, facilits la especificacion de un firturo infinfesimal en el universo M, pues
almenos et cada vecinded pequefis del universe M se puede determminar el conjunto de todas
ias direcciones fuwras del punto.
Es decir, cada punto en una vecindad coordenada de M tienc todas sus direcciones futuras en
el cono de luz {region infinftesiogal de evertos finiros del pumo). Esto equivale a decar que en
cada punto p tiene una vecindad UCM en la cual exdste un sistema de coordenadas locales

(81} Espacios geométicos ne euchideanos y espacios topoldgices mas finos

tri



11.........1[‘
¥ un conqumo finnoe de funciones commuas
O= {feCOMNIL:U IR R}
tales que si elejimos un pumo particular g€ U vy un vestor tangente eq el cono pare el pumo g
XQET (M) entonces cualquier vector tangemte en q esta  en el cono de 4. es decin XEC(P)
st v solo st
Xg ™ Sk a0y » §(G1-gpemrngpy)2 0
para todo conjumto {B/6%,} | g.<,: base canomica del espazio T,y fed
81 la veriedad M es diferenciable. excepto en un  mimero finito de puntos {respectivamene
aualitica o algebrmca), la onemacion cansal es también vna orientacidn causal diferenciable
{analitica o algebraica) excepto si esta esta similarmente defimida por un oumerc finito de
funciones £;€C®(respectivamente aftaliticas o algebraicas) excepto en el conjumic de puntos
smgnlares,
Posteledo. El commes esta dotado con nocion de cemselided,
Especificamente; (2). en cada pumto del cosmos existe un cono comvexo dado, de direcciones
infonitesimales futuras en el espacio tangente a la variedad nemanniana que la representa, en
cada punto. Asi mismo ssbemos que el cosmos es un espacio de Minkowski isomorfo al

espacio H(2), el cual a su vez es isomorfo a un grupo de Lie semisimple de tipo no compacto,
curva ortemtacion causal es iods Algebra de Lie semisimple, (b). ef futuro no puede emerger del

pasado, es decir, no existe una travectoria o curvy cerrada en el firwro.
La aseveracién de 1a  convexidad de up cono futuro en el espacio tangeme de cada punto del
cosmos M no es uns consideracion de mera conveniencis técnice, pues estd fundamentada por
consideraciones de concepeion general. Una consideracion es que cualquier desplazamiemo en
el cosmos, el cual es el resultado de una sucesion de desplazamientos demtro del futuro, es
en si mismo un desplazamiento en el futuro.
Proposicion.B.1. Sea C(p) = (X, €T, (M) | XeG. C(p) es convexo.
Prueba: Considérese el grupo causal subvacemie en 1a variedad diferenciable M | cuya algebrs
de Lie es el espacio vectorial de los campos direccionales €, Sean X v Y cualesquiera dos
generadores infinitesimales de grupos de desplazamierto uniparamétricos en el futuro, es decir:
grupos de ia forma {¢=X} generados por X, los cuales llevan a cada pumo peM {con M el
cOSmos) a un pumo geeXp(M) af cual es lemporalmente precedida por p cuandc t-0 Emoncas
existe uh arco ¥y, de p a8 § cuva fravectoria tangenie en cada punto es en la direccion fumira
Emtonces considerando la sucesién futura (e%/e'¥/7) un desplazamiemto en M, emonces
ﬁ,nn_bm(etx.fnet‘iin)n = otRptY = UXY)
cuyo generador es e elememo X+Y. Por lo tamo, si X v Y estan en la direccion futura
enionces también X+Y esta, lo cual significa que el conjumo ade direcciones futiras
mfmmitesimales en cada pumto & es cerrado bajo adicion, siempre con el evidente  hecho de que
X estd siempre en direccién futura, pues X es tal y t > 0. Finalmente ésto significa que el
comumio de todas las direcciones fihuras infinitesimales en cada punto expresado por el
espacio vectorial C(p) es convexo, D
D2fB.S. Una orientacidn giobalmente causal en un espacio topolégico Hansdorf M es unn
relacién transitiva x <+ ¥y defirida para cualesguiera x, veM lamada “"prescencia™ es M,




satisfaciendo ademas lac propiedades del conjumoe de pumos (x. ¥) cMaM wique 1 + ¥ sen
cerrada vouex + 3 ¥ xeh
Asi mistno todz variedsd riemanniana M tene uns oriemacion globalmente cansal definida
por ¢} convide 2 = Lis(K) con KCG 1al que ¥V ecK, K-CK v G semisumple. Dicho conoide
puede ser desormo formatmeme como el espacio

f= LizjwxleKlax ¢ oy v e€G
Tel criemasitn e Givariame o v vole o el ic K © ecG
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APENDPICE C

EL UNIESPACIO
( CUBRIENTIE UNIVERSAL )

Def. C.1. Sea M una variedad Riemanniana, conexa y completa. Definimos M el cubriente universal de M (
uniespacic de M ) como el espacio cubriente cuyo grupo de transformaciones causales y conformes es un
ETUpO universal. N
Propssicién.C.1. Sea M o uniespacio de M. donde M es isomorfa a Rées el cosmos.

5i M esta hecho todo de energia entonces M es todo de energia.

Prucbn: Sea M un cubriente universal del cosmos M, este es isomorfo localmente & un espacio de
Minkowsla ( rix S3 Yo( RliR3=R* } (e1) cuyas componentes conexas son grupos de Lie compactos ¥
no compactos. Entonces dichos conjumos de transformaciones del espacio forman un conjunte de
generadores temporales (c2) { es decir. energias ) ( subvariedades del espacio sideral ), v debido a que este
cubriente universal cubre homeomorficamente & todo el cosmos ( es decir , en cada punto de! cosmos M
existe una fibra del haz tangente fibrado ¥ @2t cuva conexion{3) es una C- forma lineal ) emtonces se
concluye que el cosmos esta hecho de energia. Dicha energia cambia semin el parametro T de tiempo
definido por la direccion del fotdn, segin Ia mecanica cuantica y teoria de Spinores.[J

De la demostracion anterior surgen como naturales las siguientes cuestiones:

¢ Cudl es el grupo de Lie isomorfo a dicho espacio cubriente universal ? El grupo de Lie G de acciones
caussles sobre M. Para la teoria de sistemas en espacios de Hilbert, los grupos de Lie son espacios de
resolucion cuyas acciones causales son operadores de resolucion en .

i Por qué se necesita ? Se necesita para establecer que c ( el grupo de Lie de M‘J actia causalmente sobre
eIumespac:oM Deestama.nera,s:GacumcausaJmemasobreMszobreM se puede establecer un
conjunto de morfismos causales conocidos como automorfismos causales de G e y M —-M
repectivamente, lo cual finalmente ayuda a establecer un comportamiento endomorfico para la composicion
de cualquier transformacion con la transformacion de Lorentz. La transformacién de Lorentz en una
transformacion causal.

(C1) Pues son idénticosﬁwmo variedades causales locaimente,

{C2) En cada punto de G * El gnupo cubriente de G * donde G es el grupo de Lie isomorfo a ln variedad de M existe un grupo
uniparamétrico cuvos elementos 6 acciones son operadores de evolucion.

(C3) Y calibra Jos desplazamientos por Ja presencie de materia.
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APENDICE D

EL ALGEBRA NO SIMETRICA T80

B LIntrcdoectss y dosmolso general,

El esudio del universo nos llevo a que el Sigabin dz Lie que cosresponde al grupo de Lie semisimple que
subyece en la vanieded riemennians que modela al espacio es un élgchra no mmétrica cuyo grupo
comrespondiente €s un grupo dz tipo no compzeto y oo sbeliono.

Sin emabergo porn lss aplicotiorss de control y manipulecién d2 sefiales, osf como su medids en los
instruerenies de lectura de un panzi de mando; mnsdo ¢l kocho de ceepinr el lema dzl umespeeio o especio
cubriente universal del coamos, es deseable obtener upn represzaizcion de éste grupo semisimple en un
flgebra dz Lie, que cim siendo dz tipo ro siméirico en la dimennitn del especio de Minkowski, éste 2dmita
uns deccomposicion en dlgebrus de Lie de menor dimensién que cean siméirices y de tipo compecto.

Estn flgebm de Lie no simétrica debe £e7 isomérin o un baz vectorial fibredo cuyes fibras sean los vectores
tangentes en ceda punto de las lineas de fuerza ( subvariededes integroles ) del campo que se desea
coztrolar a vohmrted ( crear o destruir ) y que ienga todas ias carecteristicss de conexién del campo no
sim#rico general. Aceplando In teoria dz “ calibres “ debida a H. Weyl y 1a gran tooria de umificecién de
fucrzas en la electrodindmica cudntica, se puzde deducir que ¢l campo que tenga ésta propieds de
representecién del campo genaral es el campo electromagnéico.

D1



D2E 8 H(M)
Sea G un grupo reductivo real cuyn dlgebm de Lie correspondiente o ¢ = 91(&4) v Ulp
el dlgebra envolverte untversal comespondieme de G, cuya subilgebru simétrica compacta es
: S8pr=U0) s, 5]
Sen M isomortfa 8 R um veriednd diferemcinble con metricn Loremziznn (ie.
pseudoriemanmiana) g sobre R? de Ding(g) = (1. 1. 1. -1} en el sisteme de coordenadas
candnicas
d(V. fnynth)

¥ comsideremos a los modulos T, v # como R- mbdulos, es decir: modulos pertenecientes al
anillo conmstativo con elemento identided R entonces

E, 0% = {FeQ*(M) L iF=F}
donde £ = 011, 3) C GL(RY), es decir;

ERANF, Bl =%203=(E,H) = AEMAE () *
puesto que
EQ®F = (F,®F, - /HOF,-(F, K]

Considérese el anillo conmutotivo con clemento identidad R. Sean £,y 3 los R-modulos
definidos expliciiamente como:

= (Ecz(M) | EP = .i 0/&t F}

y 3 ={Bex) |B*=-18/01*F}

Propogicion. D.1. Dichos R-médulos son invarizmes bajo los movimientos euclideanos del
grupo C(1, 3) y por Jo cual son £-modulos.
Proeba: Por defimaon

£ = {Eex®) | EP= 4140 F}
Luego V A€e& definido por la correspondencia

A: Flo A®F
se tiene que
A(F) = AYO/BHF
de donde
(B)P = 4 5 (8/60)A"F
= A*(1D/0LF) = A*EP

pero (EDP = A*RP€L E, amtomcss £, = F, - Luego %, o un £-modulo (modulo £
mvarianie). Analogamente, si

¥ = {Bese(M) | B> = -i &/dt *F}
esclaroque £LH = ¥ porlocual H es un £- modulo bajo A en el algebra de Banach
2 a a(M)J.
Proposicion.D.2. El espacio electrodinamico % @ 3 es un algebra cerrada bajo la ley de
composicion [ , |.
Prueba: En efecto, sean Fy=V 1A, 1 -V JA L F,=V 24,2 -V 2A Zex @ WA ()% O3,
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V peR_ Vs R, Eatonces In composicién [Fy, F] tomn Is forma en funcion de fas G(1)-
baz corzmiones:
[Fp ol = (VAT - ValAD (V242 - V240 - (V2 - 9240 (7,14, 1 - 94 1A0)
- Vu!Ahxvu:Abz - Vbe‘BivnzAbl - anAtlvblAbl & VbIA'alvbzAa: _ (\Tnﬁ_&bﬁvnl&&bi -
Vptay? VA - VANV A VAV IAT
- Vol -%1("7; Abz - vbz A2y - vbl Aux(vnz Abz - th Auz) - [Vuz Abz(vnl Abl - vbl ADI) -
- VbzAbl(vnlAbl - VblAnl)] - vnlAblvnzAbz - VniAblvbzﬁuz - VblAaIVDZAbl &+
+ VBIADIVbzAnz . VulAvaDIAbl + VDZAbZVbIADI + VbzAbzvnlA'bl _ Vb:'AuzvbIAnl
puesto que F = - Fy . en R¢ entonces
VRIAI VAR + VATV LAyt = VIV 2A2 - VA BV 1A Te BB B
por lo cual [Fy, FoleE @A VFy, Freeea D
Propocietio. D3. El blgebra cerrada (@ ¥, [, ]) es un Algebra de Lie.
Proala: [F, F1 = VoAVIA - VEA VA - [ VALVIAL - VEA VAT = 6. Luego Ins
dermas propiedades de Algebra de Lie s satisfacen trivialmente. Por lo tante £, ® 3 tienc
estructura de un algebrs de Lie bajo la operacion [, ]. D
Propoeaeidm D4 B ® F es un hez vectonial fibredo, curyas fibras son los  vectores tangemes
o cedo punto de las linens del compo electromagnético { geodésicas).
Pricaba: Puesto que como algebra de Lie el espacio @) satisface E 1 ® % =T (S(M) x
ZM)) = T (E(M) 1 T (&) V ec L(MD), entonces a lo largo de 10da 1a variedad V peM,

Upc el TLEMD x T,(-{-(M)]P = Ti(M)
Por lo cual & (@ (M) = TE(M). De donde entonces por la proposicion .D.1.%, ©H M) es el haz
vectorial fibrado de los vectores tangentes EP= -1 &5 F y BP = 4 8/81 *F los cuales son
vectores en B3 y won las fibras del espacio TE(M) cuyas secciones sop  los  campos
E.Be 22 (R%.0 '
Proposictén D3, £,@H  exum algebra involutiva
Praosho: Basta tomar todas iss lineas de fuerza del campo electromagnético. ias cuales son
subvariedades iniegrales, (soluciones de las ecuaciones diferencinles sobre cada seccion del haz
vectorial E ; ®#  segun el teorema de Frobenius)de la variedad hiperbolica M = R* donde
esta semtado el haz TE(M) v demostrar que las secciones E, Be 3 (R%) ssusfacen la
propiedad de alpebre involutive, Pero esto es trivial segun la proposicion. D.3.0




APENDICE E

Poralaiies

. El concepto ¢z distancia suele substituirse por el de paraleje. En astronomia estelar se
designa asi el &ngulo, siempre muy pequedo, bajo el cual se veria 12 unided
ostrondinica dz distancia desde In estrella. Esta unided se define a su vez como el
redio de 1a é7bima circuler que describiria alrededor del sol un plencia de masa
desprecinble, substraido o cualquier perturbeciba, y cuyo periedo dz wreslecién,
expresedo en déss medios, firese:

R, o 3L, 2ZECRO B3233
{ El semicje mayoz de ls 6rbita tervestye mide 1,000 000 23 unidzdes astrondmicas. )

La paralsjc se expresa en segundos de zrco; si es igeal a un segundo, la
comrespondiente distancia r, vendré deda por:

acconi®s 9 ,
Fo 203 285

stendo a la unidad astrondémica de distancia, o sea:
6
145,6 n 10 [uw;

y se tendra: 6
r, = 208265 x 149,686 1 10 [un.
12
z 30,84 x 10 lom.

En distancia r, se toma como unidad de distancia en astronomia estelar y se le deno-

mina parsec ( distancia correspondiente a una paralaje de un segundo ); si  esla
paralaje de una estrella en segundos de arco, y r su distancia en parsecs, se tiene:

rxsen¥=sen 1",
rxw= 1.
Un afio-fuz Vvale 0,307 parsecs ( el afto-luz es una verdadera unidad de distancia,

mientras que el parsec s6lo sirve para expresar distancias relafivas, independientes de
todo patrén material *
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APENDICE F

TRANSFORMADA DE RADON DE LA DOBLE FIBRACION.

F1 La doble fibrecion en el problams de geperzlizecion de Iz
srdsssformats o Regon

c ; - i - .
Sz Courogwpe benituem- st N Todor ecpamiy de clase de O eghe

e - "
X=CH.. =18 1
.. T TT + 3 - bl T ey ol Ly - = ’:u-\-.' : .
Q0T T b Dz 00 SUDENUDwe Cemtndor G UL LTHODCEY S0L VIOOIY M SiCUICTLE: SAnTnaliones:

n Low grwpx G B, o By-mHoosop todos unimodubaree
N Sih Bo T HoH.. emomres b, T V:
Si h=Hy C HyHe emonzes b T Hy
(u1). El conjumo HyH- © G e cerrado,
Notese que {ia1) e satsfecho s uno de jos subgrupos Hz , Hy, es compusto.
Todas esias afirmaciones son smisfechas para ambos espacios de clases X v = asi defimdos,
Asi musmoe, dos elementos xTeX v EeZ se dicen ser intnidentes 1 como clases en G estos se
mmarsectan Por io cual defunmos exphoramenne
I x v = iuciden)
= {xmeX]xymaden}.

Uszude Iy notadion A9 = 047 ¢ T @50, ATG ropsideremo: o sigirieme lems:
Lemz. K1, Sea g=G. x = gHy, & = oH-. koicnces

7). x e una orbitz de { H--¥ v tenemior la cormespendsente identificacion de espacios de clases
T TR
3= Ay FiH~H ¥

b,

i

s uma orbita de { H- ' v tenemes la rorrespondieme idenmficacion de espacios de clases

= O WML ~He e

21 POoT Golmcion

7
&

Lo sund podemes reessyibiy rome

-
2
&
¥
o
.ﬁl
z
i
[
i

=

Z

=
1t

en = bayo ef grupo wedve™ . T subestipe goe deta o of punio pH.

es gt - 3 {eFae - ) Fsto demuestrs s Para el ibeso bl se slgue 2 nusows demosrasw,

defintendo g la clase £ en forme auadoge 212,03
Seanx, = (M v = THo denctando Jos ongemer en X 3 2 respeotivensute. Imomey por (27

¢e Lens que

e
-

yr

o

|




donde ef pumo . demroiz s acdon deb wupe G sobre e evpado Botwseenso X o+ st e espriw
Yomoegereo = respetrvaments.

Lema B2 s mapeos x — 2 ¥ & — I son imvectivos.
Prueba: Suponease que x-. x-€3 1 3- = 3-. Sean adema: g-. g-€( tales gue 5 = g Hw. ¥- =

g-H.; Emonces por {2) gy « X ™ 8- « Zg. tal que escribiendo £ = g, g 1enemos gue

En nwucnlar, 2 . Sn€an.1al oue s 1n o 38 orbas 62 Lnc bayo B se hene gue

e =k =
. = oo
B of T iy

parn zigon by Hy, oonde by” g - o« Hz. Se sigue gue bze X~ 30wl guc

b=Hy. Eg=Hy. i
ial que h=Hy T By H- . Por la affmacién (1) de la unimodulandad h-e M- lo cual nos permst
tener que ¥; = ¥a. Lo cual demmiéstrm Ia invectividad de ambos mapens. O
En virtud de cste lema, los espacios homogéncos X v I son cspacios homogencos de! usme
grupo Gl gue cada punto oo Z pueds sox visto 2omo une tose en Xy cadn punte de X puede ser
visualizade como una clase de Z. De esta manesa X v I se dicen ser espacies homogéneos en
dualidad (Probierz de duaiidad en peometnia negral}.
Los mapeos X — 3 ¥ ® -—» £ =op wambien convenmismemernr descriics por ol significado de le

-

"‘"’":Cﬂ‘“ doble fThramdy I

phﬁ b (3
1‘::6}1}: E=Gr}1:
donde los mipeos g3 & son dader pir pgHao~HY = gBy ®leH G HSY = oble Eototees por 20

3¢ UERe Gue

1=mp o), Eo=pimi
F.IL La transformada d¢ Radon para 12 doble ﬁhracmn.
De aonerdo ron le afirmacion de unin duleridad dade snteriormente. filemos myedidas invarizney
dg, dh,, dbs v db sobre los grupos G, Hy, Az ¥ B = Hy e, respectrvamerme.Por ei teoremins fe
oastenciy pars mediday wyvarianter sobre espacios homoseneos exist una unica Hy-medida du -

6k 1os s0bre 2g = By H satifeiends

,{:ij\:-}d}h, 'i!.'- l ﬁ’a-h'hkﬁ}d}l{h\'H.} ':4:‘
v {2C_{Hy) Simiarmene, esta defimda vng Ho-medida imvaneme dm sobre §n = Ho R Par
waslaciones podemes obtener tus wedida variente consisterdemende definida cobre cada clase

in-




Lema F.3. ¥xiste una medida no mila sobre cadn x . commdtendo con du sobre xn 1l que g+ 3

= X corresponden dondegqurera bajo &
Prueba: Si 1 = g . Iy wonsferimos ja medids dpt sobre zp subvaceme z 3 debido al

pomermoerfisme £ -+ g . 2 st do ups medide {B-E-mvanome sobre 3, pere por un lade tales
medida: 20t sule deteniimdas sabve un factor 2onsame &0 cual puede demostraerse Independients

de 1a e;e:‘mnndep_ Feross E - 1- = -1 1EHeTIOS QUECIE « dn . 2 b For et lema B. 2. -
e, = T —

BeFg=g 3
de donde g€oHy-. Siendo du sobre 1, H-inrvariaate e} lema se sigoe.

Las medidas sobre 1 v £ definidas por el lema B.3. pueden ser denowades por du v dm
respectivameme. También denotemnos por desy ¥V 88u, las medidas G-invariames sobre X v =
respectivamente, las cuales sor ormalizadas por ias relacioes

§o Fape = yllos, Flahidi g ©5)

.i':.

For simpiicidad ebgamos que dx = d-ﬂx y df = dgy, emonces definimoos s transformads de

pare feC N o€ TN

Proposicion. F.1. Sea feC (X}, ¢eC (Z). Emonces {7 v 0" son conmtmuas v

:..-...-‘

Tovumy

SN (ki = el (Dl
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INSTITUTO DE CIENCIAS NUCLEARES
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

Noviembre 28, 2000

Dr. Fedenco Sanchez

Coordinador de Posgrado de Matematicas
Facultad de Ciencias, UNAM

Presente

Me dirijo a usted en relacion con el trabajo "Transformada de Radon y Curvatura®,
presentado por el Mat. Francisco Bulnes como Tesis de Maestria en el Departamento de
Matematicas de la Facultad de Ciencias.

Luego de leer el manuscrito, he hecho algunas sugerencias de cambios menores en su
Capitulo IV, donde se realiza una aplicacién a la medicion de la curvatura de un modelo de

Universo.

Considero que el trabajo satisface los requisitos para la obtencion de dicho grado.

Atentamente,

Gt
; L

Dr. M:g%] el Socolovsky |

¢.c.p. Dr. Fernando Brambila




Departamento de Matematicas
Facultad de Ciencias, UNAM
Cd. Universitaria

04510 Mexico D. F.

Dr. Fernando Brambila Paz
Profesor-Investgador
Departamento de Matematicas
Facultad de Ciencias, UNAM
Present e

Después de haber leido cuidadosamente el trabajo de tesis "TRANSFORMADA DE RADON Y L4
CURVATURA DEL UNIVERSO", que para obtener el grado de Maestria en Ciencias
(Matematicas) presenta el Mat. Francisco José Bulnes Aguirre, bajo su direccion. Y también
de haber tenido varias sesiones de exposicion sobre dicho trabajo, por parte del sustentante. me

permito comunicarle que tal trabajo de tesis reune todos los méritos de una tesis de maestria en
Matematicas.

Atenta mente,
Cd. Universitaria, a 22 de mayo de 2001.




20 de Mayo de 2001
Facultad de Ciencias, UNAM
Mexico D .F.

Dr. Fernando Brambila Paz
PRESENTE:

Reciba un cordial saludo de mi parte. Le escribo enrelacion al trabajo del
Matematico Francisco Buines, Transformada de Radon y Curvatura, trabajo de
investigacidn que sera presentado por el Mat. Bulnes para obtener el grado de Maestro en
Ciencias.

Considero que el material es lo suficientemente completo para considerarse una
tesis de maestria. Por mi parte estoy muy conforme con el contenido del trabajo y doy mu
aprobacion a dicho trabajo.

Sin mas por el momento me despido.

Atte.

M.C. Juan Rico Arvizu

Profesor de la Facuitad de Ciencias.




OIS VR INSTITUTO DE MATEMATICAS

AREA DE LA INVESTIGACION CIENTIFICA
CIRCUITO EXTERIOR
CiUuDAD URNIVERSITARIA
Mexico, D, F. C. P. 4510
EPADAD A‘“AQQ\A:‘ hurp://www . matem.unam,. mx
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S 21 de Meyc de 2071

2r. Fernendo Brambilea Pa:z
Profesor-Investigador
Departamento de Matemétices
Facultac de Ciencias

.

o . A M.
Estimado Dr. EBrambile:

Por este conducto me permito comunicarle 1o
siguiente: el haber tenido acceso al manuscrito de lz gue
seria la Tesis de Maestria del Sr. Mat. Francisco José --
Bulnes Aguirre, de buena hora, me did la cportunidad de
poder apreciar sus bondades comc trabajo exigido para ob-
tener el Grazdo de Maestro en Ciencias (en Matemdticas) en
nuegstra Facultad de Ciencias.

La versidn final, que ahora tengo a la mano,
me parece mas accesible, lo gue permitird & los estucdiosos
leer con mayor facilidad el Capitulo IV, MEDICION DE LA ~-
CURVATURA DE UN UNIVERSO MEDIANTE LA TRANSFORMADA DE EADCHN
y encontrar una clara exposicidén de las ideas del autfor.
Estas consideraciones me hacen pensar gue este trabajo es
suficiente para obtener el Grado de Meestro en Ciencieas
{en Mateméticas) de nuestra Facultad.

Agradeciendo la atencidn que se sirva prestar a

la presente, gque de usted atto. y s. s.

Dr. Félix Recillas Juérez




FACULTAD DE CIENCIAS
Departamento de Matematicas

Dr. ¥ernando Brambila Paz
Presente:

Por este medio hago de su conocimiento que he leido el trabajo “Transformada de
Radon y curvatura” que realizé el Mat. Francisco José Bulnes Aguirre v considero que
satisface los requisitos para la obtencion del grado de Maestria.

Sin otro asunto, quedo de usted

Atentamente
Cd. Universitaria D. F., a29 de mayo de 2001

\u/g -
G, ."/V
=1
Dra. Flor de Maria Aceff Sanchez
Profra. de T. C. del
Departamento de Matematicas
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