
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA 

DE MEXICO 

FACULTAD DE CIENCIAS 

DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO 

TRANSFORMADA DE RADON 
y LA CURVATURA DE UN 

UNIVERSO 

T E S I S 

QUE PARA OBTENER EL GRADO ACADEMICO DE 

MAESTRO EN CIENCIAS 
. (MATEMÁTICAS) 

PRESENTA: 

FRANCISCO JOSE BULNES AGUIRRE 

M EXICO, D. F. 
\ , 

200' 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



TRA.lIISFORMADA DE RWON y 
LA CURVATURA DE UN IDilVERSO 

Francisco J. Bulnes Aguirre 

fjbulnes@lomas verdes.uvrnnet.edu 

Marzo 2000 

1 Director de Tesis: Dr. Fernando Brambila Paz. 1 



A. P;::flChlW 



~:":"u:. ;;-.. h..:, .. \ .. ";',.!. rili:::r". un ti;:..::,~·¡cl .il~d~¡~,:"!;::U~,:'!I~, .• : 

!!?;-,y!..: ! :~,>1!(".r.. P?,I[! ií: r:1Z'.i:ri~i::..~::~~ '!. d:- ::::¡:-:- ::-:::.":.:::::' 
"'.-i¡ a~o&-;:l..~C::--~0 ül ~.v··~, ;-.e.:::;'h~.:':.:, :.l. 
:~\~':_~.".4t.·Vt . i:L~"t;:~lk ~:~ :' .. ¡¡~t':::::llll!J:.:;';.:. ,:~' J¡: 

• ~;!..:.:..:;;:: 
- -:;:. !I",::-n:":.!i. -, -,!:;L~·." ~'~:.!,r:-.:- r ... ..; ~-;.: '5;-;:: 



Contenido 

71 

C!U"IThWO 
TRANSFOR.1\UDA DE RAIXIN Y Cl'RYATURA 
0.1. Correspornlencias Genersl"L _____ .......................................................................... 2 
0.2. Cllrvatnra......_. __ . __ ............... _._ •.... _____ ... _ .....•.............. - ......• - .. -.-... --.... 2 
0.3. Glosario T éc::niro-_ .. __ ... __ .... _ .. __ .... _ .. _ ...................... _ .................... _ .... _.. " 

CAPITULO! 
TRA."ISFORMADA DE RADON CLASICA 
1.1. Tnnsformada de RadOD $Ob ... R" .• _._ .• _ ... __ ._ ......... __ ..... _._ ............ _ ........... __ 6 
1.2. Reladón mnre ID Tnmsronnada de Radon y de Fourier __ ....... _ ....... _.".............. 1 2 

CAPITULOD 
GEl'<"ERALlZACION DE LA TRANSFORMADA DE RADON 
2.1. Generalización de ID transfonnada d. Hadon a ""pados 
holDO!! ........ DO euciidea:nos. ......... _ .. _ .......... __ ..................... _ .................................... _.. 1 6 

2.2. Integración lnvariant.- {ID UD _do de rnrvllhlra con5lm1t ...... _........................... 1 7 
2.3. brtegración sobre sulYvariedades totahnent~. @eodésicas 
{ID espaao. bomog ......... d. curvllhlra comlaJrte. lntegndeo 0rbItaIes. •. _..................... 2 O 
2.4.Espado hiperbólk:o ................. _ .................. _...................................................................... 24 

CAPIThWill 
CURVATUR" 
3.1. C<>JIc.p1o G .. _ra1 d. CurvIlT1lnl ..................................................................................... . 
3.2. Propiedades de b Con·atora como UD Mapoo Cuadrilineal 
>ob ... UD Espacio V octorial D-DlmensiOJlaL ........................................................................ . 

3.3. Con'Jltora SeccionaL ...................................................................................................... . 

33 

34 
35 



C-'.?ITLl.ü j\' 
MEDlCJON DE LA CURVATURA DE F" tNIVERSO MEDLo\.o"'T.E LA 
TRA."iSFORMADA DE RAOO!\ 
4.1. El Cosmos y la J~ del 1Lq) dt·EJementm- FJectrodinámico~ 

rtiaces de Luz Pro"e.nientes de las E.s1re.U:Dj en b Medición de su CnrvSlura._ .. _ ...... 4 e 
4.2. Tnmsronuda d. Radon VoctoriaL_ ..• _ .. __ ._ .. __ ......• _ •... _ .. _. __ .•..•... _ .. _._ ••..• _04 1 
4.3. Generaliz.ación. ...•...•. __ .. ___ ..• __ ............... _ .... _. __ ._._ ........... _ ......•...... _ .. 4 5 
...... &..cepción d. la. Señale> el, Lm. •........•........•..•.... _ •...• _ ...•.•...•..•........................ _......... 4 ¿. 
4.5. Medición de la Cunlatur2 mediante la Tnmsronnada de P-"óOO. .•... _ ...................... 4 é 
... 6. Co_encía el. la "fedida ................................................... _ ......................................... ~ 4 

C.'\PITULO V 
TRANSFORMADA DE RADON SOBRE BOROCICLOS 
5.1.E! Disco de PoiDcarO. ___ .• _. __ ........ _ ..•••..•...... _ .•....•. _._ ••.••...... _ ......... _ ...•. _ ..•..•... 62 
5.2.Horociclos. ...•. ___ ..• _ .. _. __ •...•...•..•...••..•.•.......•....• _ .....•... __ ._ ..........................•.•. _ ......•.. 63 
5.3.La Transronnada de Radoll sobre Horociclos. __ .. _ ....•. _ .. _ ........ _ ... _._ •. __ .. _ •..... 65 

Apéndices 

APENDlCE A: Espoocio Simetrico Bo_éJleo. 
APENDlCE B: Cronogeometria. 
APENDlCE C: E! UJÚespacio (Cubriellt. Univ .. rsal). 

APENDlCE D: E! A1gebra no Simétrico 
APENDlCE E: Paralaje&. 
APENDlCE F: La Transfonnada de Radon de la Doble Fibraciór. 

Referencias 



RESUMEN DE LA TESIS DE MAESTRÍA 

TRA.NSFOR.I\1ADA DE RADON y CURVATURA DE UN UNIVERSO. 

En eS12 tesis se hace primero un eSTudio de la T ransforrnada de Radon Clásica que 
sinió para desarrollar la tomografía computarizada. )' lievó al Premio ~obel de mcdicinJ 
1979 a un Físico \" un Ingeniero, Tomando. después del Premio ~obeJ. un gran auge el área 
de Geometría Integral. Esta Transformada ademas de ser una ¡ransfom1ada con fuertes 
características geométricas tiene un gran interés. por su relación con la Transformada de 
Fourier. 

Como segunda parte se investigó sobre las generalizaciones de la Transformada de 
Radon, En particular la generalización cuando se cambian espacios R" por Variedades 
Diferenciales. Y cuando las rectas son cambiadas por geodésicas. Así se empezó un estudio 
tomográfico de \'ariedades, 

El resultado más importante de esta tesis viene en el capítulo O que se avoca a tratar 
de recuperar la curvatura de un espacío alrededor de un punto. si la información que se 
tiene es la integral sobre distintas geodésicas. Esto es un PROBLEMA INVERSO. 
Usualmente en los cursos de geometría nos enseñan a calcular por ejemplo la curvatura 
teniendo toda la información disponible, Pero en la practica queremos saber el 
comportamiento de una variedad en lugares inaccesibles. De ahí la idea de usar el principio 
de tomografia para conocer por un método indirecto la curvatura sin estar "parado ahí", 

"Curvatura de una variedad", 

La fundamentación Matemática para que podamos. con ultrasonido "Hacer la 
imagen de la forma de órganos inaccesibles" está basado en la T:'aDsformada de Radon 
Vectorial. Y la fundamentación Matemática para "Saber cual es la curvatura de una 
variedad" es una generalización de la Transformada de Radon a \'ariedades y una 
interpretación correcta de los conceptos de cun'atura y de integral de Radon , 
Es en el Capítulo O donde presentamos la fundamentación 1;1atemática del problema de 
Curvatura y Transformada de Radon . 

Se complementa la tesis agregando un ejemplo en el capítulo 4 que trata de 
contestar la pregunta ¿Cómo se calcularía la cun'atura de una región del universo, si solo se 
puede conocer integrales sobre los rayos de luz que recorren geodésicas?, 

Mal. Francisco Bulnes Aguirre. 
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CAPITULO O 
TRA."SFOR'1ADA DE R4.DON Y CURVATUR4. 



0.1. COITl'SpondrutCÚls C~nerales. 

Sea M y ~ variedades diferenciables de dimensión fm.1..a Con.c:tdére:se a 2: una ~;ubYariedad ó.~ 
M. La tr311Sf\Jflrutrla d~ Radl.lll (gt."ll~) es el n~0 liueal 

R : C(" (l)(?l1) _.). CD(l-:) 

r 
f 1-..., FJ!j : = .t L" fu 

donrit- V 3. YE~t dicha. ~~ de C:~1fj~ t:rJ forma t!..1;ph~-u.a \rl.t:!l~ dwa :..:t-'Illi0 

R(!) = J !",f (1.J¡¡',,(>,) 

d.,,~ pa."l! Cádz y-E ~ eXl.."o-t Un.E. :::OITes-po...náiemc subvarib3.'ló ~;:' dé 1\f -:,.)..<,¡ 3eIb-'ri.-V:: ;.l~ ;::::X}f~ 
~ 
~. 

El 1)~1eri:v0 ~ óemomrnr o,nl!' R(C: :':"0rn e::: UIlH !."lJO'\'HI1t'.d<LÓ del ~acJ(' el{' ÍlIDClPue 

~eraliz.adas D'(!\f) e ~'1\1) : = c: ~(.\f) >. :",-uc-ular su r.urvatUIli eX!:!'1!.l.\(".:'-.a., 1/1 ,.:"_tu:í ~.~ 

cul-::ulm-8 como el Hesrum" compuesw ':f"Li 1l! n-unsf0rmada cir Rih-1Qn. 
Sea a el ruapeo t;U3ve de:finidt. c,:.m~l 

e ~ -) D'(M) 

y 1-4 O(~·) 
donde Dt(M) = i(D(M), R). Por- el principio de acOtaci0D uniform~ d mapeú a e:5 :mave_ sí y 

sólo si ia CooJ::po:.-iciún por la evaluación 

el' f : .L.'IXM), R) -¡ R 

cuya reglo de rorrespondenda ~ 

OCT)(f) I-¡ <o(v), 1> 
~ suaVe V fED(]\1). es decir: Roa:: : !: -+ R C5 suav(" pa..~ CD-.rW !ED(1\1). E!!L.")n.:e:; 

R,,(f)= o o "',: r -¡ R 
:'On regia dr rorrespondm.::ill 

R,,: o(y)(1) I-¡ <O(y), 1> 

Asi mismo o ~ --1 D'(1\1) a:: un encaje de Ull<! ~"ubvnrit".da.d encajada de dimcnslC'Il finita S .... Jü-..T 

en el espacio vectoriallocalrnen1e oorrvexo D'(1\{). Por 10 tanto la. trnnsfoIIIla.dl1 df' Radon en si 
rIDSmB ~"tá defInida también en íorma Ill8.S ~eneral como un .n:.w.peú suave de este tipo: es decir~ 
"" un encaje !'llave en el ""pacio D'(M). 
Consideremos el sigulCIItf' ejemplo tri,,-iru. Considérese el mnpeo 

S: M -¡D'(M) 
UD enc<l:.ie de Dime cuya regla de correspondencia es 

• 1 .... S, 

donde 6, e> la medida de Di.":lC. EIJIoIJoe! 

Rt(1) : = <8 .. 1> - Ir 'i fED'CM). lEM 

O~2. Curvatura. 
Demos la definición de la segund8 í.:~nnfi fundamental o ('.urvarura c},."'tI'1nSec.n de una 

subvariedad de dimensión finita r del "'J"I"Í0 localmf'1l1e convexo D'(lIf). 
No asumiranos la exi..c;,te:ncLa de un producto interno sobre cieJ1.(. subc:::.""P3Cio de dimerui':'fi 
finita de. D'(M). Lo que haTemos ,mí consideraJ' paro este =0 general, elhnz 00=1 

N(L) : = (TD'(M)I¡)Tr 

y la proyección canóni~ 
71 : TD'(M)lr -) NL) 

de bá= v<C!oriala; ,ob", r. La <>1rucrurn lineal de D'(M) da como es oh,io la derivnaa 

eovariante v~y delus """IDOS vectorial"" X, Y sobre D'(Ml. la eual está dd'11lida oor 
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e\'x'l)(+) = dY(+)X(+) v $ED'CM) 

Para campos ve:toriales (locales) X. \' E }{(D'(M}) los cuales son a lo lar~(\ de :!: tangentes a 
2:. Consideremos la sección S(X, Y) de )\'(2:), la cual e>ü druIa por S(X, Y) = lIe\' X Y ). ESIJl 

sección depende solo de Xlr y Ylr , por lo cual podemos considerar el flujo FI, XI: del =I?O 

vectorial X lE sobre la variedad de dimensión fmita L, Y tenemos que 

(v,y )Ir = d'd' {V o F~ XI"}~ = Q 

y : n'(M) --; D'(M) 

~ 1 ..... 1'('1') 

Obviame:me S(X. \) ~ CD(M)-línea1 d.l X )' esta e:; simétrica )'11 que 

~"X, Y) - S,,:"\-: Xj =. ~(d\'X - L~Y) == xcrx. V11 == ú 

Asi mismo la forma fundamental o curvatura intrínseca de in subvariedad :: de D'CM) es'..a 

ahaa por el IDapeO 

cuya regia de corn::spondencia es 
X, y 1--; Sex. Y) = !l(V X y ) 'ti X, Y d{(2:) 

J'ar'd yE L el espacit, vecroriJil convemc:m.e ~y(L) = D'(M)tT y(~ ~ el e!.1>R.:lO dual de! 
SIl bespacio linea! cerrad0 

¡fED'(M) 1 <TyaX, 1>= O V X E Ty(2:)} 

Toorema.0.2.1. Sea Cí . !: -Jo D'(M) un encaje suave de una variedad suave. de dimensi':'[l 

finita 2: en el espacio de dis1nbuciOIle!' D'(M), y sea R., : Ce "'CM) ..... C"'(2:) la transformarla 

de RBdon asociada a dicho encaje. Entonces in curvanlTll exIrinseca de 0(::) en D'CM) es el 
bessiano compuesto coo la trdDSfOllDllda de RBdon. 

PnJeba: 0(2:) es UIlB subVBriedad encajado de dimensión finita en D'CM), la cual puede ser 
seccionada y por lo taII10 para cada campo ve::rorial XE )(2:) existe una exIellSi&n (local) 

-X""'EX(D'(M)). No e.<:: muy conociJo que el espacio D'(1\f) admita panicioo~ ~lle.y~ ttt' h: 

unidad (ver cita [1 i] Y d libro de Kri.gl, A,"Foundatiom o[ Global Analy';" ). Pero .,¡ 

espacio C, "'(M) de fimciones de prueba si admite. particiones suaves de In unidad. Ahora bien 

una función de prueba f E C, "'CM) esta en el espacio aniquilador sí y sólo si <TyoX. 1> '" O ~. 

X E Ty{2:). Elijamos una curva suave 

(": R ~!: 
C0Il c(O) = ,. ~. cl(O) = X. Emonces 

<T~'oX. r> = <d/dl o(c(t»)~ = Q. r> = <d/dl 0(c(1)), r> ~ = o 

~ d.'dt R.,f(c(I)) ~. o 

= d(R.,I),.(X) 

.:,I10m calculemos la curvallIra cxtrínse"" de 0(2:). Se:m X, y E )( (2:) campos vectoriales. Sean 

X' Y Y' su, esumion<S suaves para D'(M). Sea yE 2: Y elijamos f ECc "'(M) OOD d(R.,fJy ~ 

O. EDL.')DCes tenelIlVS que: 

<S(X, Y)(y), r> = «Vx~Y)(o(y).1> = <dY'(ol ... )).x'(ol.,,)),1> 

= <dY"(o(y)).do(y).x(y). r> 
= <dedo . Y)(y) . X(y). r> 



Por .:~tro lado 

Y(R.,f)= d(R.,l). Y = dldt R"f oF~=oY = dldt <o o F~)'. r>~= O 

=<da.Y.r> 

=-- ... ..d(dC . Y). XlV). t'> 

= <S(.\.. \' ley). r> 
donrie <s,:X. YK"J. r> "" el ho,iano a. R"r en )' aplioado 3 (X(: .. ). "l")j. O 

.?0f lo tamo lB .:un.-mllra extrirlSe2:a en una se:::ci6n ~ dt- M de o(!:) en D'CM) c:...<;; 

K(a~) ; T ~:11 T;: --.:,. ~yC:) 

XWR"l(y)). r 1--. <S(X. \X~). 1'>,. 

~ decir" K1o(~)) = <~'X_ Y)(y"). f>~,:v in curvarurn t"'W eA1:i:n.o:;e:::::a e::: 

K(M) = t K(,,~)dVM 
ó0Dde dVM es la íOmla de volumen de la variedad:!\f de la cual e5- sub .... ·a,.;edad r:. 
0.3. Glosari .. Técnico. 

e, "'(M) = D(M) . Es el espacio de funciones diferenciabl"" con soporte comp ....... o ",bre In 

. variedad M. 

~(C,"'(M). R) = C,"'(M)' = D'(M)· Espacio de in.apeos lineales ""yo espacio dual es el e"pa:oio 

de funciones suaves de soporte compacto localmenu convexo. 

Lema. 0.3.1. C'"(IAml(M) es denso en D'(M). 
Prueba: Ver ~ [12], [17] Y [25]. 
f'·"'r : .lro(M)~ R) --} R - Es e1 mapeí' "evaluación de r' cuya regla de. correspondencia ~ 

olv)(1) I~ <olv), r> 
ProposiciólL 0..3.1. p~ : Ce ~(M) --+ ccn(I') es in3-'ectivo ~i y i:¿.10 t;j el suh.:~(lnjunt(\ o:(~ e 

D'(M) separa puntos sobre C, "'(M) y kerR" es el aniquilador d. a(L) en C/"(M). 

(kerR,,(o(L) = ¡O}). 

Prueba: Ver citas [17], [12J Y [25]. 
TD'(M)lt · Haz vectorial óel espacio D'(M) restringid" n l. ;llh'ariedad r óe ~f. 

Tr - Haz \'~ctoria1 de la subvariedad L. 
T yL - HIU tangente lo .... al de la variedad r. 
N eL) . Haz normal, el ""al es TD'(M)I¡: - n:. 
XI • Producto vectorial inducido por l. variedad r. 
t{\D·(M))· Espacio <k ClI!IIpOS v<Ctoriol", aplicados ol ",,.pacio de dimib~cjones D'(M). 
TD'(M)I,. = D'(M) V yE r . Haz tarlgffiLe local restringido a I del espacio de distribuciones 

D'(M). 
l'yCL) . Haz nonruU local de la variedad L. 

Cur",atura Extrínseca:- Cur..'atura medida desde el aaer10r di" una variedad, 
Enoje:· Un enca,je es la inmersión ~ : !\f ~ M' tal que CP(p) * cp(c¡) V p. qF M. 
Encaje en O'(M): . Es toda inmersión inyectlva de M en D'(M). 
Enoje suave: . Es tDda inmersión inyectlva diferenciable de M en M'. 
Encgje de Dinc: . Es tDda imnersión inyectlva del mapeo ¿¡ : M -> D'(M). 
ImneI"5Íón: - Es un encaje local de 1\1 en "1'. Todo encaje es inmersión pero no \;ceversa. En 
topología general no existe diferencia entre inmersión y encaje., ya que en esta nI) existe la 
diferencial. 
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1.1 TrlIIISCormada de Radon sobre R •• 

Seaf(xle/(R',R).Elijamosunaorientaciónen R'de tal forma que toda medida de UD 

elemeDlO de volumen del espacio R' sea positiva y completamente detenninada 
Empecemos definiendo las integrales de f(x) sobre UD hipelJllano. Sea A ,m,¡estro 

espacio afio real de dimensión 0(1). constiruido de los puntos ,,= (x" x, , ... , x.) "A ,está 
orieDlado,por lo cual podemos considerar que un elemento de volumeo en tal espacio " 
arw real eSIá dado como: 

dx =o dx, .......... dx. (1) 
el cual ayuda a deflnir la integral 

f A •• f(x)dx (2) 

Se desea obIcncr la medida de f(x) sobre algún biperespacio de codimeosión I 6 bipelJllano 
de A.",...Sea H e A R' tal biperplano de ecuación 

H(/;,x) =o 1;,1,+ ...... +1;.x. = P (3) 

Para esto defioamo~ un elemeDlD de volumen sobre el biperplano.oombraodo una forma 
diferencial perteDecieme al espacio 11.~' (R')dando la orieDlación del biperplano. Por lo 
tamo para el bipelJllano asociamos la forma diferencial defmida por 

d(1;,x)co =o dx,; ...... dx. (4) 
la cual es una manera simple de obtener una expresión para ID eo cuaiquier sistema de 
coordenadas sobre un bipelJllano.Por un instante,si los puntos sobre el hipelJllano son dados 
por n-l coordenadas 

xJ' .... Xt-HXt+J' ••• ,x. (5) 
ID toma la forma 

ID =o [(-l)t-'dx, ... dxl-l . dXf+, ... dx. ]/1;, (6) 

Entonces deflnimos la integral de f(x) sobre el bipelJllano (1;,,,)= p por 

fA (1;,p) = f (t •• ).,f(x)co (7) 

(I)Aqwaeba utiliDdolanotarJÓD A. repracmaodoalcapKioR" Ranres.lw-quc DOS intcrCN ClCplotat la 
cmuctura de e.¡:.cio &Cm de R .Asl ~ d capa.cio afm es el mismo R. 
(2)T ambiéll eaoocido como subcsp • .cio a:I R· 
(3)lA r.r-_. 
Sca 11 hipcnupcrficie S: P(I., •••. .J..)cO donde PE C·(R") talque 

gnlliP= {Op/O' .......... Op/O"} 

no se anule aobTc S O. cual par lo t&Dto tiene pun10I DO singulares). 
Sea· eA .... (R·). m es unfvocamlCl1le dctcrminad.I por P sobre P R" O.La forma esta definida por 

dp·.,=4v 

donde dv" chl-a. y dP es la difermcw de P.Bo la vecindad de UDI supcrlicie podemos introducir I.m 

siSLCma de coordcoad.u locales ul .. --.. u.., taJes que una de las coon:ic:oadu,dipmos la¡ es p(x).y tal que 
la lTansfomw:i6rr. de" a U, (i=l,l... . .. .n) cslÍ. dada por ñmciones infm.itamm1c difc:rcocit.blcs COl! J.eobia_ 
potJth .. D( ~ ).& c:stc: aist.cma de coordenadas escribimos: 

IIIv- D(:) dul ..... du}-ldu,..I .••.. du. 

)" por lo tamo baoc:m.os corresponda-

"~(-lr D(:)du,,,,,.d"Hdu,.,.,,,,du. (1) 

y ID cUs&.c.Si c:o pcticular,CD la vecindad de cualquier punto bp I Ox
1 

;t O ,la coordenada U¡ puede ser 

U. = :I:., ....•.. U, = P, ...... ,U. =:1:. 
CIlloDCa D(:)= DI:)] -1 = 1/ éJp 1 OxJ y la forma difCRDCiaJ dcfmidl por (I) le coovicrte ca 

m = E-tr· dI •••••••. dJ:J_1 dJ:j+l ...... dx. 1/ c3p IOx,] y por lo cual m es única. 
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y la orientación del plano está elegida de tal modo que éste hiperplano está en la fromera de 
la región (1; , x ).Usando la propiedad de eocudriiiamiento de la función ¡; (x) parn todo 
x E R" ,la integral (7)puede escribirse como: 

~fA (!;,p) = J .' r(x)o(p - (!;,x»dx('l (8) 

la cual expresa el hecho de obteocr el valor de f(x)en el hiperespacio (!;,x) = p del e:'.l""'io 
R' con n>p .Así mismo dicha imegral eSIá dada sobre todo el espacio R -<'I.Sea RP el 
espacio prol'ecti~e todos los hiperplanos en RO. 
Def.:Sea J E ').Definimos la Ttamformada de Radon de f como la función 

~ {r(x)}= r A (~,p) = J ._,_.,..f(1)<D = J .,f(x)O(P - (~,1»d1 (9) 

donde fA (!;,p) E e (RP')y dicha iru:gra1 existe parn todos los vaJores de ~ parn los cuales 
fA(~,p)converge,con1; E H,(6)yP ER. 
Los aspectoS relevantes de estudio sobre ~ E L (H") son la existencia y convergencia 
(campo de definición de la transformada de Radon), propiedad de unicidad Y evaluación 
formal de ~ Y ~ ·'.La existencia de la transformada de Radon en el dominio R' esta su 
jeta a la convergencia absoluta de f(x) en todo el espacio R ~ 
La diferenc~dad de ~ {f}queda sujeta a la condición de que f(x) sea rápidamente 
decrecienle. 
Prop.L1:rA (!;,p) E C-(R')parntodo!; ER'ypER. 
Un hecho notable acerca de la función r (I;,p) ,expresada ésta por la integral (8)y que sirve 
posteriormente parn establecer la unicidad de la ~ormada de Radón como una 
distnbución en el espacio S (R') ,es que la función ¡(I;,p) es homogénea en 1; 

v p de W<Ido -1. A A Ir.\-' A-< 
·Lema:l.1: Sea r (I;,p) EL' (R ')y a E R. EnIonces r (a/;,ap) = ¡- ',<"p) 

par.! todo a E R. 
Prueba: Escnbiendo a la función r(a.;. a p )como la imegral (8), esta tDma la fOIma 

(4) Sea K una hipenuperflt:ie SlUve arbitrvi. de ecuación p(x)=O donde 1, intq:racián csli definida sobr-e dicha hipcnupcrlicie. 

Es meaClllCr obsc:rvar que 

f .,.)r(:r.)CD:: I .. 6(p(:r.»f(:r.)cb. 

En d'celo,por dd"mición,con cada f(x) en K UOCiamOl el número . 

1 p{.,..~r(J.)G 
Este clarameatc da \IIl funcionai lineal CODtiaMo .abre K.Dmotc:mos éste fUDCioIW por (6 (P).1) • es dr.cir,cscrib.mo. 

(6(P), f) = J •. 6(P)f ct. >= 1 Pf.,...f(:r.)CD 

la invariaDcia de. respct& la c1eccióo ck coordcoadu.dc: lo cual.e .igue que O es ~iCl1tc: de la elección de l. fonna 

dücrcrw::il1 •• dependiendo 5610 de p(x). Pan. verificar .que estl definición coincide coa la dd inicio del capitulo sólo es necesario 
recordar a la ecuación 

CD = (-1»)-I D (:) dul.·.····· .. ,..I.'.I· ...... · ... 

que CZI el sistc:me de coordenadas lIa "" p.ID;t, •••• _ •••• 9a. toma l. forma 

ID - (-1)1-1 Ih: ••••••••••.. dx. ¡(Jp ¡ Osi_ 
(5)Es mencstc" primero saber como está definida l. integración IObre UD' superficie sWlve arbitrarla p(x)=O en d espacio R·. 

(6) H' .. {:IE'R"kt.s):.) dondc(,p d producto interior usuaJ.~ e (~I""'"'' ~.) d vector unitario y p ER . 

(7)Def'.:Sca f(x) E F (R. ,R)es rlpid.ll.mc:nte decrcciCDtc si parar todo k >0 al: satid"ace que H~ W"r(x)= O par" toda 
mcdidro mélrica. ¡:q GI. R • , . • 
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Por la propiedad de escala(')de la función ¡¡(x) sobre R· se tiene que 

rA(w;,a.p}= J R.f(x)~/¡a.I)8(p-(!;,P»dx 
= [1Iia.1] J It. f(x)li(p- (I;,p»dx 

= Inl-' r A CI;,p).O 

Tomando en consideración la propiedad de homogeneidad de la función fA (I;,p) Y teniendo 
en cuenta que la transformada de Radon es una distribución en el espacio S(R"), es útil 
definir el espacio funcional siguiente: 

Der.: SH(R") = {F ES(R·) para todo ~ EZ+,J R.F(x,I;)l;kdl; es 
homogéneoen (x, ........ x.) degradokl. 

un polinomio 

El cual es útil para establecer el teorema de lSOmoñlSDlO signiente: 
Teo.L1:La transformada de Radon !1{. ; f r--7 rAes un mapeo uno a uno lineal de S(R·) en 
SH(R"). 
El teorema anterior viene a establecer con precisión el problema de unicidad de la 
transformada de Radon,reduciendo éste a la biyectividad del operador !1{. sobre el espacio de 
Schwartz S(R·) .De ésta manera en el problema de la determinación de !1{."{f} se hace 
natural considerar la medida definida por la forma n, la cnal se define explícitamente sobre 

el conjunto compacto {«> ) _ "L"} ",X - p)E RP t" EH 
yparalacnalla el cnal es invariante bajo el grupo de rotaciones alrededor de 

medida del conjwllo singular es 1. 
Nota: Nótese que los pares (s,x)y(-s,-x) dan el mismo H· ; ya que el mapeo (1;,:1) ..... 

H· es un doble cubriente de S·-'x R en RP· .Por Jo tanto RP· tiene una estructura de 
variedad canónica con respecto a la cnal éste mapeo cubriente es diferenciable y regular. 

(I)Propiaild de &cU: Sea 6(:.:) E. (a-,.) y. E R ~ &(o,q" ~/rl]'(J:). 
,.,...... :CtNidc:raooe. las m<;titu::icn:s IIlX-z"x-z'.ydK -o lo)dz".. todo X. zER -ya. ER. Esmtne.ter 
tea. en c:ucnta lw si¡ui~ CUOI5: 

Si • > Oaamca 

1 •. 6 (el J:)I (.) lb: '" (l I el) 1 •. li (.)1 (1: la.) lb. = (J la.) J •• li (x)1 (I I .. ) G '" (J I a. )1 (J. f el ) I .. 0 '" (J 'Jo. PI (IX 1) 

pero por" ¡roplaW Ik eacudriñaiDmlo de la funcim li (x) en R·, 

1 ._6(, - (~- '»f(I)a el •. 6(1)I(s) tI:I = f(') 

de cknk micndo ID c:qnsiorrs (l) y ( D) te ti_ q.K 

f., {'(.') - [11 1-1] .(,) } .... 
de ckftdc: ~ d espKio ilimitado y ~ cwkp.úr rqiórl wbitnria del .m.mo ae c:un:Pc ~ 

I{.I:). [1 f \ ClI] 1(1:) peAto:k. e R +, 

Pan. .. CIlIO • < O. tiene ~ 

1 •. I(ClI:)r(S)U""(I/.) 1 •. 6(1)f(I/.)~=(Jf-.) I .. 6(II:)f(S/.)u=(1/lml)r ct}palltoda Cle .('J 

N ... : ~ que b elección de ~ ~ Asa=ma de coonkmda : _1 '" •••••••• I _. pcmite cscIibir al 
fin;:ionll WaI omtinuo ( 60'), f}c:oIno 

1 •. 6(F)f(II:)1Ib: so 1 •. 6(F)'¡h) D(:)" 

s 



Condici6n(condición análog¡ a la de rápido crecimiento para f(x»: 
Para todo k E z'la integral Rf

A (~.p)p·dppuede escribine como el k - ésimo homogéneo 
en 

Q)1,CD 2 ,········ffi D • 

Pl1Ieba:Es inmediata de la relación 

(J.,GI)=p 
f(x)O)(x) = J Rof(x)(x.")"dx.O 

D(RP') = Ce ~ (RP') Y consideramos 

Sea la tIlIDSformada de Radon 

~ {f} = J Rof(x)li(p-(~.x»dx 

de f(x).Se desea quefA (~.p) se obtenga a través de una fórmula expresando a f(x) en 
términos de sus integrales sobre hipetplanos.Esta fórmula puede enco= para espacios de 
dimensión impar ó par,aunque con ciertas diferencias '" . Consideremos el caso impar. Sea n 
(un entero impar)la dimensión del espacio R" .Derivando fA (~.p) 0-1 veces con respecto 
a p obtenemos . -

"'(~.p) =f/(·-I)(~.p) (11) 

Luego promOOiamos"'(~'p) sobre el co'liunto de hipeIplanos RP" que pasan a través de 
algún punto fijo x.Así mismo se puede demostrar que éste promedio es igual a un factor 
constante en el momento en el que se obtiene el valor de f en x. 
El problema que se_plantea en la biyectividad del operador ~s la determinación del campo 
de definición de ~ el cual debe establecerse a través de alguna función ",(~.p) que 
deP."nda del comportamiento diferenciable de fA (~.P )como distnbución;es decir, suponiendo 
a f A (~. p) de soporte compacto, el dominio de defmición de ~ -1 quedará entonces defmido 
en un hipeIplano compacto de la forma 

H = {(~.x) = p ERP"I x EH} 

Notando que un hipeIplano que pasa a través del punto x, tiene ecuación (~. x) = (~. x.). 
los promedios sobre ~ serán las funciones-de la forma ",(~.(~.x» .Así mismo podemos 
defmir estos promedios por las integrales 

J r ",(~.(~.x» .,(~) (12) 

donde la forma diferencial defmida en el ~ -espacio,es decir ; el espacio de coordenadas 

~, ~2"'" •••••••• ~" 

viene dada como 

n = O) (~) = L"=I n (-1)" ~kd ~,.d ~,,,,, d ~"_I d ~kH .......... ~" (13) 

(9)La divi.ión al dos casos según la paridad de lA dimensión del espacio es nccesari&,. ya que la codimensiÓD de los 
hipcrplanOl el siempre 1 respecto a la dimensión del espacio al cual pertenecen dichos hipcrplanos .haciendo 
Dcceurio UD criterio de diferencia en cada caso p .... el espacio que 101 contiene. 
(lO)De hecho sobre éste compacto se defmirá la nnsformada invena de RadOll. 
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Prop.L1.1. Sea r una superficie cerrada con origen ~ = O en el ~ ..,spacio y cuya forma 
diferencial n =ro(~)está definida sobre todo el ¡; - espacio detenninando una medida en el 
mismo ('~.Entonces (12) es un invariante bajo cualquier deformación de r . 

Teo.L1~:Sea fA (S,p) la trasformada de Radon de f(x) en un espacio de dimensión par. 
Emonces la trnsformada de Radon es 

f rf. A(o-') (1;.(;,1» ID es) = d(x) ('%¡ (14) 

donde la integral está dada sobre cualquier hipezsuperlicie r encerrando el origen en el 
¡; _ espacio y ID (1;) es la forma diferencial en el ~ -<:spacio. 

Pnleba:Demostremos la validez de la fórmula integral (14) para el caso x=O. 

J rf. A(o-') (;,(1;,0» ID (~) = deO) (15) 

Esta inlegral define un funcional continuo sobre el espacio de funciones r.ipidameme 
decrecientes e infinitamente diferenciables,la cual pueden ser escrita en la forma 

(F,f) = J rf/(O-') (1;,0) ID m (16) 

de 10 cual es deseable demostrar que F(1) = cO(x) .Para eUo primero es menester demostrar 
que F(x) satisface la condición 

(F,f(A -'x» = (F,r(1» (11) 
Donde A es cualquier transformación lineal no singuJaf'll.Esto se sigue de la propiedad de la 
transformada de Radon sobre la composición 

fA(x)=f(A-'x) 0<) 

10 cual esl det Al fA(A' I;,p) .donde Ates la trnspuesta de A. 

(ll)Elanc:nto de volumen en el ~ -espacio. 

D 
(12)Pan el caso de la dimensión par del espacio R la oonstan1e toma 1. forma 

e = (_1)112(0-1) 2(21t) ..... 1 

yparaelcaaoimpa:r c:= [Col) 1"2~]/(n-l)l. 

(13) A EL (R"R -) definidll por la correspondencia 

A.J; = (YJ ••....... ,y .. ) 

doodc 

(14) Sea A una tnru:formación lineal no singular de J: I ;cscn"bimos 

As = (y1.·············.Y.) 

rA(~p)=1 de' A IrA(A' ~,p) 

doode r"c ~ p es la transfomlada de ftx),y A· es la traspuesta de A. [La traspuesta está dcfinidapor (;'AI) e 

(A'~,.)J . . 

Prua.a:La traDSformada de Radon de fA (x) está dada por 

rA.(.,,)D J •. f(A-J,)¡;(p-(~,.»d. 
Escribamos x - A y. De 10 cual queda que 

rA(~p)=1 dd Al J .,f(J°) ¡; (p- (~Ay»dY=1 dd Al J •• r(y) ¡; (P-(A' ~y)}dy = I d.tA I rA(A' ~p)O 
10 



Por lo tanto 

(F,f(A-\)l= j rl det Alr,-',o-I)(A'~, O)ro(S) (18) 

Luego reemplazando ~ por Al -, (S) en la fórmula (14)5e tiene que 

(F.f(At·')) = r rfp·',o-"(At-'~. O ) ()) (At-'~) 

= J ¡.! del Al r,""-"( A1 0-1 :. O)~' (~)(i9) 

pOí lo que (F. f(x))=' (F. f(-\ -\)) .Promediando el lado izquierdo de (l-'j 50t,,-e el con.11..:mw 
dé' rransformaclcnes onogonales A. i.e: sobre lOdas las transformaciones qUé' dejan 

esto da 
(F.f,(x)) = (F.f(x») (201 

donde f 1 (x) es el promedio de [(xl sobre la esfera ¡x 1
1 = r~ .POí lo tamo en el :.-alculo 

de (F.f) podemos reemplazar f por su prornedlO sobre tales esferas.En o!:"as pab::'r2s.F puede 
ser rratado como un funcional sobre funciones defmidas en las semilineas 0:5: r :$ x. 
):Olemo~ que recordando a la ecuación (j "I),para lodo Q. (. R, 

(F.f(a x)) = (F.f(x» (21) 

tal que sobre la semi línea. F es homogénea de grado -l.Por lo cual es fácil demostrar que 
sah'o un faclOr constante la única función homogénea generalizada de grado -1 es la función 

D(')(I" .locualpruebaque F=c8(x). - - -

Ahora bien, la expresión para f(x) en cualquier punlO lO puede ser obtenida de 

f rr·',o-I)p(l; .0) ())(S) = cr(O) 

Para ello . requerirnos aplicar tal fónnula integral a la función f e\'aluada en la traslación 
x...;. XO(l5). es decir si definirnos como f 1 a tal imag~n de la traslación bajo f entonces 

rdx) = f(x + xo), 
En efecto 

r f ,\(n-I) (' _ r fl ': • x + xo) ()) (S) = cf(O) (22) 

pues para ello considérese 

J R" r, (x) o (p - (!; . x» dx = J R" f (x;' xo) 8 (p - (~ . x';' xo» dx = f<' (~ . p - x ;. xo)) (23) 

Pero con\'iene usar el cambio de \'ariable ~' = x + x (1 .Entonces por la propiedad de la 
transformada de Radon aplicada a una imagen de f sobre la traslación x -:- x o se tlene que 

f 'xo (S . p) = f" (S . p .;. x ;. xo)) fR' r (x + xo) 8 (p - (S , x)) dx 

con x = y- x . Luego 

r" Xo (S . p) = fR' r ().) 8 (p + (~ , xo ) - (i; . y)ld)' = e' (~ . p + (S , xo)l. 

<o d R" Obs. Para el caso de dimenslOn par .el espacio .la integral 

f r["'O-l)p(1;. (1;, xo) ro (é) 

(15Wroposición.La transformada de Radon de r. (x) = fe). + a) = fe). J + al'·.·· ...... )." ""'" a n) esta determinada 

como fa·\(~.P)= f'\(;,p"'(~,a» 

dcmde f',<~,p) es la transformad::! de Radon de nA). 
Prucba:Sea 

ra·'(~.p)= fR~rp,.;-a)ó(p-(;,:\»d). 
Elijiendo el cambio de variable x "" y -a se tiene que 

f 11. n f(x + a) 8 (p- (~,:\.» dx = f Rn r(y) (, (P+ (~.a) - (;.y)) dy = r A 
(;,p.,. (';.3». 11 



se anula,ya que por cada n par 
\jI(I;) = fA(.-I)p(I;, (1;, x.» 

es una función impar de 1; ,esto es; 

\jI~jJz: -\jI(!;) (24) 
El caso impar se en (onna aíláloga considerando ('""[(_l)lll. )/(o-l)!, Y utilizando la 
relación existente entre la ttansformada de Radon y de Fourier. 
El último problema relevante en el eslUdio de la ttansformada de Radon es la fonna 
operativa de la ttansformada,como ttansformada inlegral aplicada a un espacio de funciones 
cuyo requisito minimo es que perteneW!n al espacio L' (R'): en el caso más simple (clase 
mínima de funciones cuya transformada de Radon existe). 
Ejemplo l. Una interprcIacíón fiícilmcnte de visualizar de f A (~ ,p) es la siguieote: 
Sea f(x) la densidad con la cual alguna masa finita es disttibuida a través del espacio. 
Sea M(I; ,p) la masa total eo la región del espacio mm , ( E. ' x ) < p. Entonces 

M(I; ,p) = J (~ .• )<pf(x) dx = J RO f(x) 9 (p - (1; ,x) dx. (22) 

donde como es usual 9(P) = 1 ,para todo 
Además sea 9 la función tal que 

9'(P)=o9/op=o(p) (23) 

p>O y 9(P)=O ,paratodop<O. 

Por lo tanto la derivada parcial de M( 1;, p) respecto a p da: 

oM(I;,p)/op= J Rof(X) o (P-{1;,x» dx=fA(1; ,p) (24) 

Consecuentemeote si f(x)es la densidad con la cual una masa f'mita es distribuida a través 
del espacio, su transfonnada de Radon es 

fA (1; ,p) =0 M(I; ,p) / o p,(25) 

donde M(I;,p) es la masa en el semiespacio (1;,x) < p. 
Ejemplo 2. Determinemos la ttansformada de Radon de la función caracteristica de cierta 
región acotada del espacio. Sea V la región acotada y sea f(x) su función caracteristica; es 

decir, { . V } f(x) = 1 IIX E ,O si ti! V 

Entonces la ttansformada de Radon fA (1; ,p)= P f(x) está dada por: 

fA(/; ,p) =oV(x,p)/op, (26) 

. donde V( 1; ,p) es el volumen de la parte de V que cae en (1; ,x) <P,es decir; 

V(l; ,p) = J Rof(x) 1,; (P-(1;,x» dx= J ~.W(x) 1,; (P-(1;,x» dx+J ROIV~ .• )>pf(x) 1,; (p-(I; ;x» dx 

= J (~.,)<pr(x) 1,; (P - (I;,x» dx 

Así mismo nuestro espacio ARo siendo R ,. podemos tratarlo como espacio euclidiano con 
métrica 

l _ l l (27) 
d •. - dx l + .......... +dx. 

Y podemof dar los hipe~lanos por medio de las ecuaciones normalizadas (i.e. tales que 
1; = (1;1 + ............ 1;. )"1 = 1 en la ecuación (1; ,x) =P). 

Entonces rA(I;,p) essimplementeeláreadelainterseccióndeV y (I;,x)=p. 
Proposición.L13. Sea f la función caracteristica en una región acotada veR·. 
~{r(x)} con r(x) Ef'(V,R·les el hiperárea del subespacio V,,{(I;,x)=p} . 
Prueba: Ver la obra del cientifico GeIfand Volumen 1 de -Generalized Functions-. 

1.2 Relación entre la transformada de Radon y de Fourier. 
Debido a que las trasformadas de Fourier y Radon pertenecen al espacio r.(H)con H=L' (R o) 
(ó SIR ·»,éstas deben estar íntimamente relacionadas bajo alguna ttansformada íntegral en 
H. 
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Sea fA (~); ~{f(x) }definida por la correspondencia 

fA(~); J~,f(x)el(~.') eh (28) 

Dicha transformada integral puede ser escrita directamente en términos de integrales de f(x) 
sobre hiperplanos,es decir; 

fA (1;) ; J R ( J (~.,)<pf(x) ID ) el • dp (29) 

la cual representa la relación entre la transformada de Radan y de Fourier de f(x). 
Esta expresión integral puede ser reescrita reemplazando ~ por a. ~ '¡f a. E R - {O } Y 
realizando un cambio de variable apropiado en el integrando de la fonna p; a. PI usando 
además la bomogeoeidad de fA (1; ,p) ,obtenemos 

fA ( a. ;); J " f A (S ,p) el" • dp (30) 

Esto muestra que la transformada de Fourier en n dimeoSioDes se reduce a la tranSformada de 
Radon seguida por una transformada de Fourier unidimensional. 
Así mismo obteniendo la transformada inversa de Fourier de la fónnula integral (30) 
obtenemos que 

~{fL(a.S) }=[1/2xJ J-':fA(a.,s)elaPda. 

;fA(I;,p) 

De ésta manera se observa que en un espacio afin real la transformada de Radon de f(x) está 
estrechamente relacionada a su transformada de Fourier unidimensional. 
La transformada de Radan tieDO la ventaja sobre la transformada de Fourier de que 
geométricamente sobre un espacio homogéneo (no necesariamente euclidiano) es más 
manipulable. 
Así mismo una transformada de Fourier en el espacio homogéDeo euclidiano R' se obtiene 
a través de dos transformaciones sucesivas, una la transformada de Radan en el espacio R' 
seguida de una transformada de Fourier unidimensional. 
De alguna forma la distribución espectra\ de hiperplanos en un espacio euclidiano E trae 
consigo todo el espacio espectral definido en un espacio euclidiano (continuo espectral). 
ProposiciÓD.L 2.1_ Sea ~, !l(. EL (HP), P ~ 2 Y H"; S(E") . Considérese además 
el autoformismo de grupo O'F = !l(.-' ~ !l(. E O (D ,E ) donde O (D.E) es un grupo 
ortogonal unimodular de transformaciones Euclidianas.Entonces 

!l(.-' {~ {fA (E" - ')}} =E
F
{,«,)} (31) 

Prueha:Debidoa que la transformada de Fourier es invariante en un espacio euclidiano. es 
decir ; se construye de igual fonna y permanece invarianu: hajo transformaciones del espacio 
euclidiano (transformaciones rigidas (traslaciones y rotaciones», tenemos que 

'F {!l(. {f}}; J R { J (.f(x) o (P-(S ,x» eh} e
lp 

dp 

= J" { J , ... f(x) ID (S) } el(~.') dp 

= J R,(P' feS, x) ID (S)el(~.') dp 

Luego completando el automomsmo con la aplicación del operador de grupo !l(.... se tiene 

que 

" 

13 



y puesto que el espacio de espectros E F f flE"'"') ~ x R =- Sn-I X R donde Sn-I X R es un 
cubrientediferenciabledeEP" =E"-I eil1oncel cf (x)ERxE F {r(E""') }=E F {f(E")}O. 
Nota:Una de las ventajas de la transformación de Radon sol,re otras transformaoas 
integrales definidas en diferentes espacios homogéneos, y que da un carácter mas general de 
uso para un calculo operacional de tipo geométrico en dichos espacios: es la existencia de la 
transformada de Radon en cualquier espacio homogéneo (hiperbólico.elíptico.etc ... J. sin 
necesidad de ser construida en fanna diferente en cada espacio distinto. 1\'0 siendo asi . por 
e)emplo para la transformada de Fourier. la cual debe ser construida en fomia dIferente para 
cada espacio homogéneo difereme. 

La ¡ra~sfo:-maja de Fourier solo puede ser construida de iguai forma en espacios euclidi::!nos. 
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2.1. Generalización de la Transformada de Radon a Espacios Homogéneos no 
Euclidianos. 

Sea M una variedad Riemanniana completa(1BI, x un punto de M y T.(M) el espacio 
tangente a M en x. Sea Exp. el mapeo exponenc',al de T,(M) en M dado por 

Exp,(u) = Yu(1) . .,. ; 

conce su regla de correspondenCia es 
tf-+Yu(1) (:: 5, 

es la geodésica en M a través de x con vector tangeme J en x = y"(O). 
Asi mismo una subvariedad conexa S de la variedad Riemanniana M se dice ser 
totalmente geodésica si cada geodésica en M, la cual es tangente a S er, cada puntO cae 
enteramente en S. 
Las suovariedades totalmente geodésicas en R" son los hlperplanos en W. Por lo cual 
generalizando la transformada de Radon a variedades Rieman~ianas. es nat:Jral 
considerar que la integración sobre subvariedades totalmente geodésicas en nuestra 
discusión será completamente análoga a la integración sobre subvariedaoes totalmente 
geodésicas en Rn (hiperplanos) considerando ahora nuestras variedades Riemannianas 
M como espacios homogéneos dos puntos, es decir; espacios homogéneos en los 
cuales para dos pares de puntos p,qE M Y p', q'EM se satisfaga que 

d(p, q) = d(p', q') (34 '; 
(donde d es la distancia), entonces existe una Isometria cj> de M tal que cj>.p = p' y cj>.q = 

q'. 
Asi mismo definiendo de ésta forma a nuestro espacio homogéneo podremos hacer 
posible definir una geometría Integral inducida por la transformada integral de Radon la 
cual debido a su carácter Invariante sobre cualquier espacio homogéneo aunado el 
hecho de ser un automorfísmo invariante bajo la acción de cualquier otro endomorfísmo 
del grupo cociente subyacente en la variedad Riemanniana completa e isométrica que 
define tal espacio homogéneo, será de gran utilidad e importancia para la obtención de 
algun método para la determinación de la curvatura en una región (subvariedad) del 
cosmos M. 
Describiendo a la variedad Riemanniana a través del grupo de Líe que la define(191, es 
decir como el conjunto de clases G/H con H un subgrupo cerrado'20I, pOdremos afirmar 
que el subgrupo que divide al grupo G para formar el grupo cociente que es de tipo 
compacto o no compacto en la descripción del espacio homogéneo, es el que actúa 
transitivamente y trivialmente con sus elementos sobre los automorfísmos de G. 

(1S)Nota: Una variedad Riemanniana M se dice ser completa si cada sucesión de Cauchy en M es 
convergente.AsI m'lsmo una sucesión (Xn} en un espacio métrico con métrica d es llamada de Cauchy si para 

cada e> O 3 un N(Z tal que d(x." x,.,) < (. 'r/ n, m > N. 

(19) Nota: El grupo analltico subyacente en una variedad Riemanniana es un grupo de Lie semisimple'w) 
conexo, el cual en la teoria de los grupos semisimples se sabe que es de centro {e} (es decir, de centro finito). 
Entonces sabiendo ésto, se puede demostrar que éste grupo es un espacio homogeneo simelrico. Este 
hecho será de gran importancia para la obtención de un espacio de horoclclos del espacio de clases G/K el 
cual es un caso particular de un espacio homogéneo simétrico cuando K es un subgrupo compacto de G, con G 
conexo no necesariamente compacto de centro finito. 
Por la misma teoria de grupos semisimples, se sabe que dicho grupo semisimple conexo se puede 
descomponer en dos componentes conexas, una compacta y otra no compacta. Luego a su vez la componente 
compacta puede descomponerse en dos componentes, una abe liana y otra no abeliana. Hoy en dla, la teeria 
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Proposición 11. 1. 1. El grupo semisimple subyacente a la variedad Riemanniana M es 
un grupo unimodular. 
Prueba: Si G es semisimple entonces su forma de Killing que es el funcional Bu(X, Y) : 
g(e) es no degenerada.(donde 9 es el tensor métrico que establece la estructura 
diferenciaole de la variedad M). Luego dicha forma billneai es invariante bajo la acción 
del mapeo 

U: G-+ Ad(G) 
17;~ 
\., ..- , 

le cual establece ~na representación lineal del grUDo G:. DJes se llene aJe 
Bu(Ad(a)X, Ad(a)Y) = Bu(X, Y) (?E) 

'V crEG y x. YEB. Por lO tanto Bu(X, Y) es invaria~te bajo la acción oe Aal.;. 

Ahora bien, es invariante Izquierdo y dereCho puesto qJe 
(det(Ad(a)))': 1 'VaEG.' 
Nota: Es oecir la acción de los enoomorfismos Ro Y La SODre Bu satisfacen que: 

Bu o Ro: jdet(Ad(a))jBu : Bu o La (-; 7 ) 
Pero (Bu o La)''oBu o Ro: Lo"o Ro = I(a) 'V crE G. Entonces ¡oe,(Ao(a)),' = 1. 
Par lo cual se concluye que el grupo G es unimodular. :J 
2.2. Integración Invariante en un espacio de curvatura constante. 
Sea G/H el grupo de transformaciones integrales de funciones sobre un espacio de 
curvatura constante cuyas transformadas integrales estan definidas sobre LP(M) con 
MCEn.'una variedad diferenciable no euclidiana de curvatura constante. 
Se requiere, como para el casa del grupo de transformadas integrales. que los 
endomorfismos de M tales coma las formas w y las integrales ffW sean invariantes bajo 
la aoción de automorfismos (movimientos en M) de M, es decir 

f f(X)dX:f f(xa)dx''') 'V crEG. (32) 
M.GIH M.GIH 

donde xa designa el punto en el cual x es llevado bajo la acción del movimiento a 
(automorfismo). Asi mismo el problema de la medida es definir un elemento de volumen 
du = W (forma diferencial) el cual sea invariante bajo los movimientos del espacio propio 

de grupos de lie abeJianos está casi terminada en cuanto a los grupos compactos abelianos. Sin embargo se 
está creando apenas una teoría general de los grupos no abeHanos. 
Algunos grupos compactos no abelianos tales como SU(n) están siendo estudiados a través de la 

descomposición en espacios radiciales de su correspondiente álgebra de Lie 51(n). Si n .. 2, la idea está 

basada para éste caso en la existencia de subgrupos Ka. de G un grupo de lie conexo y compacto, localmente 

isom6rficos a 5U(2), lo cual sirve para describir expllcitamente todas las representaciones lineales de 5U(2). 

Def.: Decimos que G es de centro finito si su centro es le}, lo cual es completamente equivalente a decir que G 

actúa trivialmente sobre G/H, 6 también es completamente equivalente a decir que n ¡ sHs' , = {e} 'ti sh, hs 

eGJH "'1 seG y heH. Esto también es equivalente a afirmar que el subgrupo no normal de G que contiene a 
H debe ser uno que no sea {e} (en otras palabras que H no contiene un subgrupo normal de G que no sea {e}. 

(20) Nota: En general el grupo G que describe al Universo es un grupo de tipo no compacto. Sin embargo para 
los requerimientos técnicos de la geometría integral que desarrollaremos, se haré necesario utilizar al grupo de 
transformaciones como del tipo compacto. As; mismo nuestra variedad la supondremos un espacio simétrico 
de la torma M "" G/K donde K es un subgrupo compacto máximo en G (a G lo consideraremos localmente 
compaétó y conexo.). 
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M = G/H, con H un subgrupo cerrado de G. 
Proposición. 11. 2. 1: Sea m = dim M = dim G/H. Entonces las siguientes condiciones 
son equivalentes: 

(i). G/H tiene una m - forma w G - invanante. 

(i;). det AdG(h) = del AdH(h) V hE H. 

entonces G/H tiene una orientación G - invariante y la m - forma w G - Invanante es 
única salvo un faClor constante. 
Prueba: (i) =(ii): Sea w una m - forma G - Invariante soore G/H. U)"O. Entonces la 

relación T"(h)w = w en el punto o implica que det(dT(h)) = 1. de donde entonces 

oet (AdG(h)) = det (AdH(h)) V hE H. Por otro lado (ii) = (1). En efecto, X" ........ ,X,. una 

base del espacio tangente To(G/H) y sea w· .......... U)m las funCiones lineales sobre 

To(G/H) determinadas por las ecuaciones úJ'(X,) = 5". Consideremos el elemento 
W'I\ ........ AW m 

en el álgebra de Grassmann del espacio tangente To(G/H). La condición (ii) implica que 
det(dT(h)) = 1 Y el eiemento w' 1I ........ IIWm es invariante bajo la transformación lineal 

dT(h). Se sigue entonces que existe una única m - forma G - invariante w sobre G/H tal 

que wo= w'~ ........ IIWm. Si w· es otra m -..forma invariante sobre G/H, entonces w· = fU) 

donde fE Ce -(G/H). Pero por la G - invariancia de w y w·, f puede ser constante. 
Ahora demostremos la preservación de la orientac'lón bajo los movimientos produc'ldos 
por los automorfismos de G. 
Asumiendo (i), sea <1>: p -> (x,(p), ........... xm(p)) un sistema de coordenadas sobre una 
vecindad abierta U del oEG/H sobre la cual w tiene una expresión local 

Wu = F(x" .......... xm) dx," ............ lIdxm (: 9) 
con F> O. Asi mismo, el par (T(cr)U, <1> oT(cr"))OEG es una carta local sobre una vecindad 

conexa de cr . oEG/H. Ponemos <1> oT(cr")(p) = (y,(p), .............. ,ym(p)) V pET(cr)U. 
Nota: Una forma G - invariante O) da una integral J fO) G - invariante en el sentido de que 

fGIH fO) = fGIH (f o T(")) 0), 'V "EG, fE LP(¡¡:¡n) yT E DiH(G/H). 

Entonces el mapeo T(cr): U -+ T(cr)U tiene la expresión en coordenadas canónicas 
(y" ........... ,ym) = (x" ............. ,Xn) 

y sobre T(cr)U, la m - forma G - invariante w tiene la expresión 

WTiolU = G(y" ........... ,ym)dy,fl ............ lldym 

de w, = T(crrWTiol' tenemos para qE U nT(cr)U que 

w, = G(y,(q), ........ ,ym(q))(dy,II ............ lIdym)' = G(x,(q), ............. ,xm(q))(dx,II ............ lIdxm)' 
de donde 

F(x,(q), ............. ,xm(q)) = G(x,(q), ............. ,xm(q)) 
y 

F(x, (q), ............. ,Xm(q)) = F(y,(q), ....... ,ym(q))[O(y, (q), ........ ,ym(q))jO(X, (q), ...... ,Xm(q))] (4 O) 

lo cual muestra que el jacobiano del mapeo (<1> o T(cr")) o <I>"es positivo. 

Consecuentemente, la colección (T(cr)U, <l>oT(cr"))oEG de cartas locales que caracterizan 

a G/H como una variedad orientada y cada T(cr) es una orientación que se pres "rva 
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bajo las acciones del grupo G.o 
Debido a que el grupo es semisimple y unimodular, aunado el hecho de que se 
satisface el teorema de existencia de una medida invariante sobre espacios homogéneos 
(siendo que nuestra variedad es un espacio homogéneo), resulta entonces que la 
medida que se deduce de la m - forma diferencial wes una medida G - invariante. 
Asimismo, algunos ejemplos de tales formas diferenciales que inducen una medida sobre 
espacios homogéneos no euclideanos son los siguientes: Es bien sabido q~e sobre una 
esfera multidimensional 
xc? + ................. + Xn2 = R2, SU elemento oe vOlumen G . InVariante, o Simplemente 
invariante bajo los aUl0morfismos del grupo de transformaciones subyacente en la 
variedad de curvatura constante (medida invariante) está daoo por 

( '. 
dx = R dx, ...... dXn/IXol = R dx, ............ dx,.j[R' - (x,' + ............ +Xn2)r·1 ,L"" 

En forma análoga podemos deducir la expresión análoga para un elemento de volumer. 
de un espacio hiperbólioo (Espacio de Lobachevsky) tomando el modelo sobre un 
hiperboloide S: [x, xl = xo' - x,, -.................. - Xn' = 1, Xo > x en En.,. El elemento de 

volumen du = dxo dx, ........ dxn en En., permanece invariante bajo todas las 
transformaciones lineales con determinante unidad, los cuales son rotaciones 
hiperbólicas. Sea x, , .............. ,xn. un nuevo sistema de coordenadas tal que r = [x, x]''' en 
la región [x, xl> O, Xo > O. En éste nuevo sistema de coordenadas du se convierte en 

, ' 
du = r dr dx, .......... dxn/xo = r dr dx, ............ dxn/(1 + x,, + ............ +Xn')'" \, t 2 ) 

rotaciones hiperbólicas en En., dejan ambas du y r invariantes y por lo cual también 

dx = dx, ........... dxn/xo = dx, .............. dxn/(1 + x,' + ............ +xn')',., (43) 
Ésto dá una medida invariante en un espacio hiperbólioo. Asi observemos que si =em~ 
cualquier hipersuperficie en el espacio P", la expresión en coordenadas x, , ........ ,Xn del 
elemento de volumen es de la forma 

dx = dxo ............. dx,. ,dx,+ , ........... dxn/lxol, k = 1,2,3, ............. , n 

y éste se ooncerva aplicando los automorfismos del grupo G en el espacio p" que 
corresponden al tipo de hipersuperficie que tienen como espacio ambiente En". 
Nota: Aquí la hipersuperficie está encajada en p" o inmersa en En". 
La integral invariante sobre el hiperboloide [x, xl = 1 puede entonces ser escrita por 
medio de la función b([x, xl - 1) oomo: 

~,. 'J= ,f(x) dx = 2fEn.,f(X) b([x, xl- 1) du (44 ) 

(tal integral representa la extensión continua a todo el espacio En • , de la función 
definida sobre la hipersuperficie hiperbólica [x, xl = 1). 
En efecto, 

~" 'J = , f(x) dx = ~" 'J >O _En. '\;" ,J. Uo> O f(x) b([x, xl - 1) du + 

+ ~,. 'J < O .En"\I'. ,J.,. '0< O f(x) b([x, Xl- 1) du 

= 2fEn+\I', 'J =, = 1'. '1> o. 'o> of(x) b([x, xl - 1) dUo O 
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La invariancia de la integral S, 0+'\ f(x) 1\([x, xl - ') du se sigue de la invariancia de 
E [x, xl .. 1 

du y [x, xl bajo rotaciones hiperbólicas del espacio E" + '. Lo análogo se establece en 
cuanto a la integración invariante de una función f(x) sobre el hiperboloide imaginario. 
2. 3. Integración sobre subvariedades totalmente geodésicas en espacios 

homogéneos de curvatura constante. Integrales orbitales. 
Las órbitas de un espacIo nlperbólico como espacIo oe clases laterales son las I,amaoas 
esferas generalizadas u horoesferas las cuales Juegan el mismo papel q~e lOS 
hiperplanos en un espacio euclidiano, teniendo entonces su geometría intrínseca en una 
variedad Riemanniana a la de un hiperplano en un espacio p(21). 

Ahora bien, nuestro espacio hiperbólico es una variedad Riemanniana (de curvatura 
constante negativa) cuyas hlpersuperficles son 105 niperboloioes [x, xl = •. ~2 eSTCuc:ura 
causal está dada por la conificación daca por la familia [~, ~j = O determlnaao por e: 

subgrupo de isotropía G( que actúa en !JI en el punto ~ e: M el cual queda fiJo. 

Precisamente la horoesfera será la órbita G( . x V x e: !JI cuya ecuación a través de és¡a 
realización en el espacio hiperbólico toma la forma 

[x, ~l' = 'A' 
donde 'A = k[x, xl V xE En +' V xEC. 

Del. Una horoesfera o esfera generalizada es una órbita G( . x en M para algun xE M 
bajo el subgrupo de isotropia GI;. 

Asi mismo, por la sección 2.1 se sabe que la integral fGlHfW es G - invariante ya que su 

forma diferencial w es también G - invariante. Ahora debido a que fGlHfW puede 

determinarse a través de las integrales sobre las clases laterales G/H ú órbitas integrales 
(ya que éstas órbitas son subgrupos compactos sobre los cuaies existe una medida de 
Haar G - invariante), los subgrupos de isotropía son compactos para cualquier xE HI; (HI; 
una clase lateral del espacio G/H, del cual es un subgrupo cerrado). Asi mismo la medida 
invariante sobre la órbita GI; . x (V ~ E G/H Y x E H() puede entonces ser 
consistentemente normalizada(") como sigue: 

Fijando una medida de Haar dgo sobre Go. Si ~ = 9 . o tenemos G( = gGoQ" y podemos 

aplicar dgo sobre una medida dg( sobre GI; por simple conjugación sobre Gc es decir 

mediante la identificación zf-+ gzg-' (V zE Go). Luego dgo es bi-invariante y dgl; es 

independiente de la elección de 9 satisfaciendo ~ = g . o, y ésta es bi-invariante. 
(21) La necesidad de calcular una integral sobre G/H a través de sus órbitas (i. e. a través de integrales 

orbitales) estriba en el hecho de que éstas conforman subgrupos cerrados en G. Asi mismo X = G/Hx y ::: = 

G/H~ son espacjo~ de clases integrales izquierdas donde Hx y H~ son subgrup:>s cerrados en G. Ahora si G es 
un grupo localmente compacto entonces Hx y H! como subgrupos cerrados de G necesariamente son grupos 
compactos. Pero se sabe por la teoda de grupos compactos que éstos siempre son unimodulares de ahl que 
sus medidas de Haar invariantes izquierdas sean invariantes derechas sobre tales subgrupos de G. Por lo cual 
la integral sobre G puede quedar reescrita a través de integrales definidas sobre subgrupos compactos de G. 
(22) Oef.: Se dice que una medida sobre G/H es normalizada 51 y 5610 si es G • invariante y satisface la fórmula 
integral (Identidad de Fubini): 

fG f(g) dg = fGIH JHf(gh) dh)dgH V fE C,(G) 

(es decir, dicha relación integral entre las medidas dg y dh son normalizadas). 
Nota: Para la demostración del teorema de existencia de una medida G· invariante en GlH ver cita !1]. 
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Luego (G~), es compacto por lo cual éste tiene una única medida de Haar dg(., con 
medida total' y ahora dge y dg~., determinan canónicamente una medica invariante ¡.¡ 
sobre la órbita Ge . x = Ge / (G~),. Por lo tanto es válida la integración de fGlHfw mediante 
:as integrales orbi¡ales; (es decir, mediante la integración oe horoesferas): 

fGe" f(x)d¡.¡(x) V xE M = G/H. 

Asi mismo, la transformada imegral de Radon como un automortismo oel gruDo G!H 
con H compacto puede escribirse a través de las hOroesferas Ú orbilas Ge' x = :=: e-, el 
espacio hiperbólico Hn como: 

J. f(x) O([x, ~] - 1) ox =J i(x) dO (Lo 5 ¡ 
E"·'flx,xjE1 :H" ~ 

donde dx es la medida invariante. La Integral asi definida es invar¡ante bajo 
desplazamientos de la horoesfera 3. Ésto significa cue bajo movimientos 9 del espacio 

H' mapeando :=: en la nueva horoesfera :=:g, obtenemos 

Lf(x) do = L f(x) do, (t f ; 
.::::. :::.; 

donde dOg es la medida sobre Sg. Si en particular g transforma 3 en sí mismo entonces 

Lf(xg) do = lf(x) do (47 ) 
Lo análogo para el espaci~ hiperbólico"imaginario, tomando el hiperboloide Hn : [x, x] = -l. 
Ahora bien, como es necesario que las órbitas definidas por las horoesferas sean 
transitivamente permutadas bajo acciones del grupo (movimientos de la variedad), (es 
decir éstas deben pertenecer a un subgrupo conjugado al subgrupo normal N de G para 
dar mayor flexibilidad a su representación a través de subgrupos compactos, aunado el 
hecho de que éstas horoesferas tengan alguna propiedad que les permita permutarse de 
una a otra buscando la órbita invariante mas indicada para el calculo de la integral fG! fw 
segun la orientación exigida por la variedad), tales horoesferas deben ser horociclosl~>' 
Precisamente explotando la idea de calcular la integral fGlHfW a través de sus órbitas 
(integrales orbitales) y teniendo en cuenta la estructura analítica de la variedad 
riemanniana del espacio homogéneo G/H para calcular la medida de las secciones 
(subvariedades cerradas) de la variedad riemanniana M, es menester hacer recurso de 
un concepto que involucre alguna propiedad invariante de las subvariedades de G/H bajo 
las acciones del grupo semisimple subyacente en la variedad M. Dicha propiedad es la 
inducida por las subvariedades encajadas en MI24I, la cual caracteriza a tales órbitas 
como subvariedades totalmente geodésicas '25I . 
(23) Def.(Horociclo): Sea M un espacio simétrico de tipo no compacto definido como el espacio de clases G/K, 
donde G es un grupo de Lle semisimple conexo no compacto con centro finito y K un subgrupo compacto 
máximo en G. Admitamos la descomposición de Iwasawa de G dada por G =- KAN, con A y N grupos abeliano y 
nilpotente, respectivamente. Un horociclo en M es una órbita en M de un subgrupo de G conjugado a N. Por un 
lado N es cerrado en G y K es compacto, entonces los horocicJos son siempre subvariedades cerradas de M. 
(24) Dicho encaje existe en forma natural, ya que existe un difeomorlismo local entre el espacio tangente en 

x E M Y M cuya imágen es un subconjunto propio de una subvariedad cerrada en M. Si la variedad difeomorfa a 

M es N, dicho encaje es el mapeo 

E: N--+ E(NI e S 
con S una subvariedad en M. De hecho dicho encaje es una inmersión. 
(25) Del. (Subvariedad Totalmente Geodésica): Una sub...,ariedad conexa S de una variedad riemanniana M se 
dice ser totalmente geodésica si ésta es geodésica en cada uno de los puntos de M. 
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Proposición 11. 3. 1: Un horociclo es una subvariedad totalmenle geodésica. 
Prueba: Por definición el horociclo es una subvariedad cerrrada en M. Puesto que todo 
He. cumple la propiedad de conjugación en el grupo de Lie semisimple conexo G que 
admite la descomposición de Iwasawa. G = ANK. es decir 

He = gNg"e G V He 
entonces éste es un grupo de isotropia en M, y toda órbita de M bajo la accíón de dicho 
subgrupo es una geodésica paralela. Luego debido a oue los hOrociclos son 
perpendiculares a las geodésicas paralelas a lo largo del !'ansporte paralelo de la 
subvariedad cerrada S e M entonces los horociclos son subvariedades totalmente 
geodésicas en M.:J 
Ahora pasemos a identificar a los horociclos oe una variedad riemanniana completa 
simplemente conexa de dimensión n~ y de curvatura secclonal constante a través del 
difeomorfismo local que mapea al espacio T,(M) en M. 

11 • .a.~ 
Lema: ~ea xE M. V un subespacio del espacio tangente T,(M). entonces Exp,(V) es una 
subvariedad totalmente geodésica de M. 
Prueba: Para ésto elijamos un encaje específico de M en R' • '. y asumamos por 
simplicidad la curvatura E = ±1. Consideremos la forma cuadrática 

B.(x) = x,' + ................ + x,2 + EXo ," (4E) 
y la cuádrica OE dada por B.(x) = E. El grupo ortogonal O(B.) actúa transiiivamente sobre 

0t. La forma BE es definida positiva sobre el espacio tangente 1R0x {O) a O. en XO = 

(O •........• O. 1); por la transitividad BE induce una forma cuadrática definida positiva en 

cada punto de O, cambiando O, dentro de una variedad riemanniana sobre la cual O(B,) 
actúa como un grupo transitivo de isometrías. El grupo de isotropía en el punto XO es 
isomórfico a O(n) y éste actúa transitivamente sobre el conjunto de subespacios dos· 
dimensionales del espacio tangente (0.),0. De ésto se sigue que lodas las curvaturas 

seccionales en XO son la misma. llamada E. luego por la homogeneidad. OE tiene 

curvatura constante E. Debido a la conexidad de las variedades con las cuales se está 
realizando éste estudio. podemos reemplazar O., por su intersección O.,· con el 
semiespacio Xo • '.> O. Entonces O., ya.,· son variedades simplemente conexas 
completas riemannianas de curvatura constante. Por un lado tales variedades son 
unívocamente determinadas por la dimensión y la curvatura. De ésto se sigue que 
podemos identificar M con O., ó O.,'. 
La geodésica en M a través de XO con vector tangente (1. O .............. O) puede ser dejada 
fijamente por la isometría 

(X1, X2 •............. , Xn, Xn+,) -+ (x" -X2, .................. , -X n• Xn+,) 
Ésta geodésica es por lo tanto la intersección de M con los dos planos x, = ......... = Xo = O 
en IR o.'. Por la transitividad de O(n) todas las geodésicas en M a través de XO intersectan 
a M con dos planos a través del O. Por la transitividad de 0(0.) se sigue entonces que 
las geodésicas en M son prescisamente las intersecciones no vacías de M con dos 
planos a través del origen. Ahora si ve T,o(M) es un subespacio de T,(M). Exp,o(V) es 
por lo anterior la intersección de M con el sUbespacio de IR"·' desarrollado por V y x"-

Por lo tanto Exp,o(V) es una cuádrica en V EIl IRxo y su estructura riemanniana inducida 

por M es la misma como la inducida por la restricción BEllv ElR,o). 

~eut;~l.I.Ó« 
1~IO"Jl978 2O;)];0!i; p.:U (22); [O.7S0, 1.:50) 
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Por lo cual, por lo anterior, las geodésicas en Exp,o(V) son obtenidas por intersección 

con 2 planos en ve Rxo a través de O. Recíprocamente; las geodésicas en Exp,o(V) son 
geodésicas en M tal que Exp,o(V) es una subvariedad totalmente geodésica en M. Por la 
homogeneidad de M, reemplazando XO por un punto arb;t~ario xE M. El lema es 
probado.:J 
Identificaciones en el espacio de clases: 
De acuerdo con la teoria de espacios homogéneos, consideramos a M como un espacIo 
homogéneo de la componente identidad G del grupo O(GJ. Sea HM el subgrupo 
isotrópico de G en el punto XO = (O, ............. , O, ') entonces HM puede ser identificado con 
el grupo ortogonal especial SO(n). Sea k un entero fijo; , :>: k :>: n - ~, sea ~o e M una 

subvariedad totalmente geodésica fijada de dimensión k pasando a través de XO y sea HE; 

el subgrupo de G dejando ~o invariante, entonces tenemos 

M = G/HM, ::: = G/HE;. 

Tal espacio::: es un espacio de órbitas que son subvariedades cerradas de M llamadas 
horociclosl271 las cuales son invariantes bajo acciones de G(2.1. 
Sea::: el espacio de horociclos en M. Si o es el origen {K} en M y ~o el horociclo N . o, el 

subgrupo de G que deja ~o invariante es igual a MN donde M es el centralizador de A en 
K, admitiendo la descomposición de Iwasawa de G. Por lo tanto tenemos las 
identificaciónes 

M = G/K, 2 = G/MN, 

Usando la descomposición de G, se observa rapidamente que el mapeo (kM, a) -+ ~ = 

ka.!;o es un difeomorfísmo de KlM x A en 2. Asi mismo el espacio de clases kM es 

llamado el normal a ~ y a la distancia compleja de o a e. Sea S = K/M, dados x E M, 

bES, entonces existe exactamente un horociclo a través de x con normal b. 

Consideremos nuevamente el caso cuando M es el disco un"ttario. Si e es un horoe·,clo y 
x un punto sobre ~ existe exactamente otro horociclo a través de x tangente a ~. Por lo 
cual en la analogía existente entre horociclos e hiperplanos en IR n (ambos 
perpendiculares a la familia de geodésicas paralelas), los hiperplanos pueden ser 
considerados como hiperplanos orientados. 
Para mayor generalidad, consideremos a M' el normalizador de A en K y W el grupo de 
Weyl M'/M. Para cierto aE W seleccionemos un representante moE M' mod M. Ahora 

bien, correspondiendo a la descomposición de Iwasawa G = KA (m;' Nmo), los horociclos 

(moNm;'· o) tienen el mismo espacio tangente en o. En general si eE2 y xE~, existen 

precisamente IWI horociclos distintos a través de x tangentes a ~ en x.(lWI denota el 
orden de w.) 

(26) E es el conjunto de subvariedades k - dimensionales totalmente geodésicas de M. 
(27) Para el caso simple cuando G - SUp, 1), el grupo de mapeos conformes del disco unitario jzl < 1, las 
nociones de horoesfera y horociclo coinciden y son los circulas tangentes a la frontera jzl ... 1. 

Du<:um=L: J>arT.l.l.doc 
lIi/02/1978 ZO.ll:}i; Pille Z3 (::!3j; IO.7SC, J.250) 
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2.4. El Espacio Hiperbólico. 
(a). Existencia y convergencia de la transformada de Radon(dominio de definición). 
Consideremos una variedad riemanniana simplemente conexa y completa de curvatura 
negativa E = ·1. La transformada de Radon es ahora dada por 

~f(x)} = f'(~) = J,f(X) dm(x) (49) , 
donde ~ es cualquier subvariedad totalmente geodésica k - dimensional de M con 1$ k $ 
n . 1 con una estructura riemanniana inducida y dm su correspondiente medida en M. 
Es claro que dos puntos en M pueden ser unidos por una única geodésica en M. Sea o el . 
origen en M. Considérese la geodésica Exp. Y = )v(1) en coordenadas polares para M en 
o, esto es; considérese el mapeo 

Exp.Y-+(r9,,. .............. , en. ,)12') (50) 
donde Y corre a través del espacio tangente T o(M) Y r = IYI (la norma dada por la 
estructura riemanniana)I29) y (r9" ............... , en. ,) las coordenadas del vector unitario 
(28) Todas las g98d~IC'as empezando del origen o son obtenidas oe la geodéstca Exp.,Y:: y...(1l por rotaciones 
en el grupo SO(n). Por lo cual para tener un difeomorfismo transitivo podemos considerar la forma polar de 
tales geodésk:as para que la acción de SO(n) sea trivial. De ésta manera cualquier subvariedad totalmente 
geodésica en una componente conexa M' de la variedad M (por ejemplo una subva6edad totalmente geodésK:a 
de la hipersuperficte F(x, x) = -, con y.O ~ 1) puede ser transformada por una acción de SO(n) [una rotación de 
SO(n)) a la subvariedad 

{xeM'1 x""' ............... = 'I!' =Ol 
entonces la representactón local de la variedad M' puede ser realizada a través de una bola abierta unitaria Dn 

en IR"", ésto es; si y' = x'/lx, con 1 :s; i :s; n de donde con ésta se define en forma exp¡jcita como 
O'" = {y = (y' ........... ym)e 0"'1 y"'" = ........... =y" = Ol 

la cual es comp~tamente isomorta a la anterior y es SO(n) • invariante, situasi6n que ayuda a estudiar la 
estructura diferenciab'e inducida por la métrica riemanniana-.D 
(29) Proposictón: Sea M una variedad diferenciable. Sea Cll : T ..,(M) ....... T m~(M) con regla de correspondencia q, 
(m)(v .... . ) = ~u donde U es una vecindad en me M. El producto interno 4>u dota a M de una estructura 
riemanniana cuya norma es la deducida por dicho producto interno. 
Comentario: Es decir se tiene que demostrar que el producto interno en IR~ define una métrica rtemanniana 
sobre cada Vi'r/ ¡El siendo Vi e dIf M, pero además sabemos Que el producto interno en IRn es simétrico. Luego 
ésta propiedad en cada Vi con i = 1, 2, 3, .... se pueQ:o extender usando cierta partici6n de la unidad subordinada 
al atlas cR., en M. 
Prueba: Sea ~ = {{V .. 4;I¡)}/E 1 un atlas de M Y sea {(V" '.)},.J una part~ón de la unidad subordinada a dicho 
atlas en M. Luego en cada Vi e M 'r:I i E 1, 4l, = 4;I¡*'f es una forma bilineal donde 'f es el producto interno en IRn 
I~m' = (d~)m: TmV -.T",M = ~", .). y 4>: TmVx TmV -.IR con regla de correspondencia <X~ Y",> =:1:, X,Y" pues 
T mM. (IR". ')J, la cual define una métrca riemanniana sobre cada V, " i E 1, es deo"; 4>m(X. Y) = ~''I'm(X, Y) = 
'I'~m){Tm~Xl, T"MY)). <X, Y'm = <X~ Y",> IfmeV, y Xm, YmeTm~V,) "iel. Ahora bien, dicho tensor 4> es 

diferenciablepuestoque '!ti X.YE F'(V,) , <X,Y'm: 4>m{X,Y) EC"(V,) "mEV,cMé .,,1. Luegof<l1, es un 
elemento del espacio de tensores diferencia bies r-rTtl

2(U,)), ya que " por ser una partici6n de la unidad en U, es 
diferenciable en todo U,. Dicho tensor es un tensor simétrico en cada Vi deJido ,a que 4>, es simétrico Sobre V ~ 
Tomemos una f en U. para cualqui!.'rk E 1 de la partici6n de la unidad {(V" fJ)},.J con forll, > O en cfl·'(M,) y cero 

fuera de ~·'(M;I. 

Ahora extendamos dicho tensor simétrico y diferenciable a todo M. Puesto Que M = U, .N, y para cada V" f.4>, 

> O entonces ~rn = L, L. f.(m)41oi(<<m)) > O. En efecto, ya que fk(m) > O en U~, luego por otro lado O = cl>",(X, Y) 

"" I:, !. h.(m)41¡,(x.... y ... ) sr y sólo si cJ:t.(X .... Y..,) = o entonces 4l", o:::: O si Y sólo sipara cualquier Y mE T m(M), X ... :c O 
por lo tanto 4l ... > O si para cualquier X ... eT ... (M), y ... t: O. Luego definimos 410.("') = {'k(m}4>o(ml si mE Vi, O si 

m¡; Supp f, e Vi, pues LI; '.(m) = 1 para todo me M y ~(m):2:: O para cualquier me M y todo iE 1, Y donde 4l'i(m) = {1 

en Vi, O IUBI'a de Vi. Entonces Li I. fk(m)4>~m) es convexa en rO, 1] y por lo tanto diferenciable. Cada fk(m)~':m} 

es diferenciable ya que fi y ~o(m) lo son. La 'suma de funciones diferenciables es diferenciable por lo cual 41 ... = 
r, ro fO;(m)~c(m) es diferenciab1e en M, de donde la métrica definida 4l",{X, Y) da una estructura diferenciable a 

la .... ariedad riemanniana M. O 
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y /IYLEotonces la estructura riemanniana de M está dada por 

da' = dr' + (oeob r)' da' (51) 

doode da' es la estructura riemanniana 

da' = L'J=,c-'&ij( (r6" ...........• e._,) 119, d9¡ (52) 

sobre la esfera unitaria en To (M) (es decir. la expresióo local de la métrica riemanniana 
da'). 

El área de la supo:rficie A(r) y Volumeo V(r) = J • A(t) dt de WI3 esfera eo M de Radio r 

están dru!<ls por • 
A(r) = Oc (=11 r) ,-, 

V(r) = Oc I : =l>c-' t di (53) 

donde tal V( r) decrece como la funcióo .(·-')·.es decir; se satisface la igualdad de lunites 
full .... _ V(r) = lim e'-' = O (54) 

Ahora bien,la condicióo de crecimiento'~ dado por eo el siguiente resultadó"')dooded(O.<;) 
deoota la distancia del punto O a la subvariedad S . 
Teo.ll.4.1.(Ieore!llll8 del .opone): Supóo~ f E c' (M) satisface: 

(i).Por cada m> O.f(I) e (O.,) es acotada. 
(ü)Exisre n >0 tal quefA(s) = ~ {f(x) }= O paratnda d(O,x»R, 

entonces l(x)=ll1'1lI1l d(O,x»R. 
P~n: Inducimos la demostración del caso euclideano al caso riemaooiaoo (ver Helgasen, 
1972»0 
Ahora bien,tomando n -+ O obtenemos la siguiente consecuencia, la cual da un criterio de 
decrecimiento válido para la transformada de Radoo en la variedad M,es decir ;que ésta sea 
WI3 distribucióo perteoeciente al espacio S(M), 
Corolario: ~ {f }= f A es 1:1 eo c" (M)tal que satisface (i). 
Pruebn: Eo efecto,usando la suavidad de M eo la forma funcional 

J G ~(g) f(g-'.I) dg 

para todo Q E C-c(G). dg una medida de Haar sobre G, se puede asumir que + EC ~(M) eo 
(49). • 

Consideremos a funa funcióo radial. Sea p el punto en el borociclo S (subvariedad cerrada 
tota1mente geodésica en M) de distancia mínima P--d(O, <; ),sea QE S ,arbitrario y sea q=d(O 
.Q). r=d <»,.Q). Siendo S tota1mente geodésica, d (P,Q) es tamb,éo la distancia entre P y 
Qen¡; . 
Consiileremos abara el plano totalmente geodésico" a través de las geodésicas OP y OQ. 
Siendo que una subvariedad totalmente geodésica contiene la geodésica que une cualesquiera 
dos puntos de sus puntos," cootieoe la geodésica PQ. 
El ángulo OPQ mide 90 grados (Helgasen, 1978 ; 77). Se concluye por geometria 
hiperbólica (Coxeter,1957) que 

coob q = cogb p - cogb r (56) 
Puesto que f es radial se sigue de (56) que la restriccióo f ¡; es constante sobre esferas eo 
M (ver nota pie de página W,con centro en P.Siendo que éstas tieoen área 0. (seob r)"-! 
por la fórmula (49) tenemos que, 

I(s) = Oar f(.)(oeobr)"-'dr 

Puesto que f es radial,ésta es invariante bajo el subgrupoDx e G el cual fija O .PeraD • 
no es sólo transitivo sobre cada esfera S· (O) coo centro O. pues éste es para k fijo, 
transitivo sobre cada esfera S' (O) con subvariedades k-&mensionales totalmente 

PO) IX r.llJWll ma=ro l. cODdici6n de decrecimiento n:gida a través de l. función ¿'-" p!UUpOOt que el crecimicn10 wnbién 
está rqpdo pea' UlI6 fimción cxponc:nci41 cuyo argumcn10 debe ser 1, diDDci, d (O.x) 
(31) Si t m rr.dicJ. lA iDte¡Rl orbitAl de 1, CUAl puede cA1CWIlSC su trAnSformldA de R6don. rcsula simple de celCWIlf'SC y 1, 
mvllrittlci. eh: tbG.jo el .ubgrupo de iaotropl, H:.c G pucch: inducirx.dc les 6rbitas (borocsfCTllS) , toda 1, variedad RiemlJ'aliGfl' M 25 



geodésicas> las cuales SOIl tangentes a S' (O) .Recíprocamente, I(/;) depende sólo sobre la 
distancia d(O,I;) . Por lo tanto podemos escribir 

F(Q) = F(co!lbq) I(/;) = p(co!Ibp) 

para cienas ñmciones univariables}" y 't tal que por (56) obtenemos 

t(coo!lp) = n.J; F(coolll p o cogll r)(=IIr)'-ldr 

Escribiendo 2!j11Í ~ p. !FCOOII r , está expresión integral se reduce a 

t(t) = n.J; JF(tD)(n'-l)""'-l d• 

Si sustituimos" = (tDr
l 

y v = t-
I

, .entonces (gq) toma la forma 

,. -IJF(V-I) = 0.( {F(o -1) U -1 }(v' - ,,')""'-101 ... 

Esta ecuación integral es de la forma similar al caso euclideano (31). 

(31)En el capíu¡.lo 1 de éste trobo.jo ~ eD.l.mClÓ solamente el tc:CIretn.ll del sopOrte pM1I el CASO Ew:hdcano, de Ima manera mfonn~ I:n 

el teorema 1 1.5m e:mhmBo ~ DCOCSArio CDunciGrlo cxplicit.amen1e y du $U dmlosulICIIJn, ya que en Csle mOmento se rc:qulCTe 
realizar UlUlo o.phC6ción lUlÁlosa del dzs.cuBo de tallCOrema. IObR t, varicdaci riemumilllla M. 

Teo.(deISoporu~n.ecUc!=:nl): Sea feC(Rhl SAtIsfacIendo 
(i)Pcn cWbeot.ero lPo. \:11"'(1) es~7 
{ii)Exjll.eunac:onstmte A >0 talque I ( ~ )=0 pon d(o.&»A. 

Emcmces f{x) - O pmlI Ix I > A • 

~ Rec:mphw::ndo fpor convolución ~. r doude c) es rcdiG1 y una ñmción de clase e" (a·) con soporte en el 

COIlvcx.O definido por la bolo. de ndio pequdio B' (O ) ,vemo:l q\IC CI suficiente derru:JGttar el teorema para r E c:-' (n") De 
hecho 9·' es ~ .si a41isfaoe (i)y por l. condición 

f ,t(a) cm (0') = O 

"la E S donde S cs la ClIfcra quec:ncie:nlabola B·(O} seS4tisfllcc(ü)conA~plazadapor A" (; ~endo. el 
Teorema para el cmo su.ave, obtenemos el soporte 

lUp p(Q"'fB"u(O) 

~lcual.tcndiendo~ aO .o~melsoportc cap P('F CI(BA(O». 
SI DSU!lUmm Ademi:s que res rGdiGl,cntanccs r(J;) = F(r~ donde F E e (tl) y par. Entonccs 

¡(~)= F(d(O).~» donde i c:stí.dWpor 

F(p)= J J,!,«P' + ~I')''') <1m (r~ (p >') 

\l::ndrá la fonna 

debido ala definicián de la transfonn.da de RadClrl dr: la fi.mclon FQz.P.En particular F CI par Y F se eXlIcndc a una funCión par 
en C· (ti) U1IIDdo coordenadas poI~ en ti'" obtenemos 

Utilizando la sustitución. = (p2 + t 1) 112 Y U = P -1 .,entonccs (J) se convierte en 

u --'F(u -) = O_-d: (F(. -I)s -1O)(u 2 _ .2 )1fl(_-J) lb 

la cual podemos escribir COn simplicidad como 

b(u) = f. 0(1){U2 _.2)1fl("-l)cb 

Tal ecuaci6n mtegr-.! es muy parecida a la ecuación integral de Abe) Y pacde ser desatroll&da como sigue para los fines 
demostrativos Rqucridos. 
MultiplicAndo GDlbos lados por \I(t2 - u1)11l(1I-3) e integrando sobre o:S; u S t ,obtenemos 

I: t::(tI) (t2 - .2)112( .... 3) U du = 
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~~"Nc:=o(l:Z.~ 

La SustituciÓrl (t
1 

- .1)v = (t
2 

+ I~ _lu
2 

c1aun.evalu.aci6c explicita de la inLegrlll dentro del paréntesis (.) y obtenemos 

f;b(U)(t1 - u l )V2Co-l}u ckI = cJ; a(1)(t 2 _ .2)0-1= 

Aplicmdo el opctodor dif~cial ~=...!... :..!...(D -1) vecn aobR el miembro dcn:cbo de un mwtiplo de t-1a(t)De 1. cual 
loe obtiCDe cmoDOCl c!(1'") 11 eh 

AsIUlU~(ii)~~ V{a-I)=OSl 0-1 >A lo cual es S\ a.~A-1 .Petocntonecs(lI)Lmpbcaque F(t-I):O Si 

t :S A .10 euttl es SI 1 ~ A .Esto Oemucm-a el ~ pe ... el CAKI cu.t.ndo r Q wu. [unclOO nadllll. Consl(iercm~ anora el 
c.=o gcncrnJ ñJCldtI un puIIlO S E o" . 'j comidetcmos la ÍlmClOo 

a.. (y) = I ,r(s+ky)cel 

Como en (ll) Il. acrisface (i) y 

~(~): J a;(J:~~)~ ID 

donde (J. ~ k~) denota la treslOClOo del bJperplano k ~ por:1 . La OcsaguaJ&d. dd ménsulo demuestra que 

c!:(O.J.+k~ )~d(O.~)-p;. :1EOo ,b:EK. 
De donde oonclllimo; cic nuc::m. =tY'CTOClÓD (i)y (III) que 

¡¡.~)= O IV 

Si d(O, ~ > A + ~ Pero [p. es una f\Dlci6n radial t.ol que (1\') implica pua l. primera ~ de la demostración que 

1 kf(S+b;oy)d!t=O Sl ~>A+~ 
la cual tiene el mauicmc sisnifiuado poIQ$ico: 
"lA1atcarcl6k;lerikbbfKlb" SP'l(s) ~eero~mbom B\7l(s) ~olobolo BACO).· 

En efecto.dcmo:nranos unaJlCDCfalizJw:i6D de éste pronunciamiento.el CUAl podemos enunciu del modo siguic:nte: 

ProDolld6niScIl f E CW) tal que pua coda entero lPG 

Sup6n¡ase f con iotcsrol de superficie: O .obre cado C5Íera S la cual encierra una bola unitari .. Emonccs f(J.)" O para [xl> L 

fl-uH,o:u idea es penurblU' a a en la ~Joci6n Ult.c¡ral 

f..+(0')dm(0') = O 

desplazando y dcriv.mdo can ~spccto al parámetro de perturbación O' .esto claro esti,oblalicodo ~Iaciones adicionales 
Reemplazando como IC mcnciODO con tntcioridod a rpor \ma convolución convcnic:mc Q. f .vemos que es suficiente demostrar 
éstaproposici6npm-a f eC·(C°). 

Escribiendo S = Sil (J.) Y csenbiendo el exterior de las bolas SR (J.)como una unión de esferas oon centro J. tenemos por las 
hip6tcsis que 

I D-(S/(y)dy = f Ir" r(y)dy 

la cual el const:;nte dcrivnndo ~C1D o s, obtcnc:mos 

I D_(D)(iI,t)(J.+Y)cty=O V 

UAndo el \e~ de la divergencia sotn la bola B JI. (O) 1enc:mos que ésto LOma la fOTlml plln un campo vectorial F sobre n· 

como 1 1 ~(O,(dtvY)(y)dy= ""(O¡(FOi!i)(I)dID(.) VI 

donde e. denota c:I vector nonna¡ exterior a la superficie Sil (O) Y d" el elemento de supc:rlicie sobre s~o). 
Pora el campo vec:torio.J 

r(y)= 1(s+ y) o~Y _l/a , 
obtenemos de M y (VI) cooO = R (OJt ............ O.) que 

pero por I G f(O'}do(o) = O tenemos que 

f gAlO) f(1 + a) 1, _(a) = O 

tal que 1 .f(I:1)o', dGr(O')=O 
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Por lo cual tomamos la siguiente forma análoga al caso Euclidiano de tal o:uación integn¡! 

F(U-').-h =c (_d_)" IcU'-V')Vu.-, p(v-') dv. 
'\d(u') ° 

Asumiendo(ü),~(CO\lbp)=O SiP >R Porlotanto 1<'(v-')=O si O <v < (co.bR¡-'.De(58) 

se puede concluir que F(u )=3 si u < (coobR)-' ;locual~C8que&)=lIyd(o..»R Locual 
demues1I8 el teorema de soporte ""'" (e C· (M) ""'" el caso (radial . 

Ahora considcranos (e C· (M) satisfaciendo (i) y (ü) del teorema del soporte. Fijando un punto 
I E M Y si dk es una medida de Hitar normalizada sobre el subgrupo de i50tropío Hz consideremos 

la intq¡ral 
F,(y) = f u,f(gkoy)dk V yeM 

donde R e G es un de:mmto tal que !l. O=x . Claram:nte, F, (y) es la variación de (sobre la esfera 
con centro en X, pasando a través de M g. Y .La función F, satisf""" la condición de decrecimiento (i) 
Y ésta resulta .,.. radial. 

Considcranos ahora 
1<',(y) = f B,f(gk O~)dk 

ahora es menester hacer recurso de las siguientes estimaciones: 

d(o,Rk o;):!: d(o,;) - d(o.goO) 

Para ello, sea'o un punto sobre ~ que cierra a k -'g-' o O .Entonces por la desigualdad del 
triángulo. 

Por lo tanto se sigue de (ü) que ~,(~) = O si d(O,~) > d(O,.) + R. 
Por un lado F es radial,esto implica por la primera parte de la demos1Iación que 

f .,f(gk oy)dk = O 

Si d(ooy»d(O,goO)+R(60~ Pero el conjunto { Rko~keH,} es laesfera S",OJ)(goO) 
con centro g o() y radio d(0 , y). Por otro lado la desigualdad (60) implica la relación de inclusión. 

B' (O) e B'<o,,) (g o O) 

para las bolas B" (O) Y B,<o")(goO) .Pero cousiderando la parte en Ba (O) de la geodésica a través 
de O Y de g. O se ve que la relac,ón recíproca de (61) implicará (60). 
El teorema de soporte ""'" (e C· (M) puede ser por lo tanto demostndo si establecemos el siguiente 
lema para f(.)=llcuando d(O,.) >R: 
Lamo. 114.1. Sea (e C(M) satisfaciendo las condiciones: 

(i) Para cada.ent.ro m > O, (')00«0.,) es acotada, 

(ii) 3 un numero R > O tal que la superficie integral 

f • (a)cI<D (a) = O 

Siempre y cuando la esfera S encierre ala bolaBa (O) .Entonces (x) = O V d(O,.) > R 

(Sigue pie dr pAgino. 32) ... 
Esto sisnifiCll que las h.ip6tcsis de l. propo:nCiÓD cledD.s pAra f{x) fueron ~blccidas puola función 1.f(s) .Por iu;r.ción 

I 11 f(a)p(O')dCl(a) = O 

pura CU4lquier polinomio pea) uJ que r .. O GObre S. EIto demuestra l. propcaición. tcmcDdose enl.Ooces l. demostncióc del 
teorem. de sopor1.t pan , E C(tID ). [). 

(33) De alsuno ~ ac CItA UWldo l. GC~6n de les fuocioocs Cf\te resultan en t. Apli~ipp de l. tnns.formada de R.adon 
medicnte el dcauimiento de funcioacs csféricm (t.aI es el c¡:so de l. función cx:poDCllCiAl de e ). Así mamo se estudia el 
decrecimiClJ10 de ;ct) sobR ~ UD borncic:lo en B. (O) e M COD r> O . L. idea es precisamente que a través de las 6rbitas deM 
dadas por lo. borocicrm en M . te obtcJl¡a uno forma de acot.aciÓD de r sobre dichos horocíclos, teniendo entonces garantiz.ad.lla 
existencia de la trcnsformada dcRodon CII el es.pDCio de funciollCS continua les cuAles también· eAén acotadas por funcione, 
esfl!riCIlS. 28 



P",ebD : Este lema es el análogo al lema demostrado en la DOta del pie de página (32) para la 
demostración del teorema de soporte para f E C~D) .. Usando un modelo especial hiperl>6lico de la 
variedad M • podemos adoptar tal demostración a la presente situación en la variedad Riemanniana M. 
Para ello asumamos nuevamente a f E C"'(M) . 

Considérese la bola unitaria {x EL'l1 ~x:< 1} con la es1ruCtUre Riemanniana 

d.2 = p(xl' .........• xJ2(dxt+ ............. +dl;> 

donde p(x!' .........• x.) = l(l-xy •..........• l¡>-i 
Es bien conocido que esta variedid Riemarmiana tiene cu:rvaturB constante -1. la cual puerie SC"\'UllOS 

como modelo de la variedad M. Este modelo es usado ampliamente en esta parte,ya que las esferas en 
M son las esferas Euclideanas ordinarias dentro de la bola 

Este htcbo es obvio para la .. fcm !: con centro O.Pma la afirmación general es suficiente probar q"" si 
T es una geodésica geométrica con respecto a un punto (el cual puede tomarse sobre el eje 1, entonces 
T(!:) es una esfcm euclideana.El disco unitario D en el plano 1,.X, es totalmente geodésico en M,)' 
por lo tanto invariante bajo T. Ahora bien,las isometrias del disco no euclideano D son generadas por la 
conjugación compleja 

y las transfonnaciones lineales fra.;cionales, las cuales mapean circulos euclideanos en círculos 
euclideanos (es decir por las transformaciones conformes de Dn!: e XIX, ). 

En particularT(!: nD) = T(!:) n D es un circulo euclideano. Pero T conmuta con las rotaciones 
alred<dor del qe x . Por lo tanto T(!:) es invariante bl!jo tales rotaciones e intersecciones D en el 
círculo.por lo cual ésta es una esfcm euclideana. 

Pasemos ala demostnu:ión del Lema. Sea S = S' (y) una esfC!1l en M encerrando B" (O) Y sea B' (y) 
denotando la cOlJespoudiente bola Expresando el ext<rior M - B' (y) como una unión de esferas en M 
con centro g ,se deduce de la aseveración (ü) que 

f., f(x)dk = f ,f(l)dx (62) 

la cual es constante para pequdlas variaciones en r y y. 
La medida RiemADDiaD8 dI estA dada por 

dI = cDd", (63) 

donde dxo = dx l · .... ··· dl.a es el elemento de volumen eudideano. Sean ro y Yo respectivamente, el 
radio euclideano y centro euclideano de S'(y).Entonces S'°(y,)=S'(y) , B'°(y,)=B'(y)ypor 
(62) y (63) tenemos que 

f 'o f(x,)p(x,)Ddx, = de (64) 
B (,.) 

para todas las vmiaciones pequefias en ro y Yo ~ por lo tanto por derivación con respecto 8 ro , 

fJ' f(",)p(",)Ddm,(",) = O (65) 
.., (:J,) 

donde dm es el elemento de superficie euclideano. Poniendo fO (x) = f(X)P(X)D ,tenemos por (65) que 

J Drt{Jo)r-(l.o)1lxo =cte 
y derivando respecto 8 Y tenemos que 

f .. (o,f°}(y,+x,)dx,=O 
D (10) 

Usando el teorema de la divergencia enunciada en el pie de página (32), sobre el campo vectorial 
F(x,) = fO (y, + x,)O, definido en una vencidad de B'o (O) ,la última ecuación implica que 

f f°(y,+")<1da>,(")=O 
¡f '(' 

la cual en combinación con (65) dá 

f s' .(,./0 (") ",dm, (,,) = O (66) 29 



Las estnu:turas euclidcaruis y DO euclidcaruis sobre S" (yo) difieren por el factor p'. Se sigue que 
dm = p(CJ)~'dm ,tal que (66) toma la forma 

J g"(J/(CJ)p(CJ)CJ,dm(CJ) =0 

Por lo cual faltaría demostrar que la función I ---.f(I)P(I)1 satisface las aseveraciones del teorema. 
Para ello por itaación obtenemos I 

J g'.(J/(CJ)P(CJ)·", •...........• CJ .. d .. (CJ)=O (67) 

En particu1ar óstai~int.egra1 satisfucc paray=9 Y r > y .Entonces PeCJ) = <te Y (67) proporciOllll 
f "O fuora de la bola B (O) por el teorema de aproximación de Weiemrass. De esta manera se 

completa la demostnu:iÓD del teorema de soporte pan! f e C· (M). O. 

Ahora para demostIar la ~ de la f6nnnla de la trnnsformada. de Radon ID"""'" sobre M, es 
menecqer como en el caso euclideano , hacer recurso de un opc:nt:dor difc:rc:ncial sobre M. Para ello 
usemos el op<:ntdcrr de BeItnuni-Lapla.oe L sobre M (>4). 

PBI1l nuestra variedad hipabólica.,usando la estructunl Riemannj8D8 propia de ésta L toma la fonna 

a' a 
L= 0.-' f(n-l)cothr o.- + (oenhr)-'L, 

dande L, es el operador de Beltrami-Laplace sobre la esfera unitaria en lo' Consideremos tambié:n 
pan! cada r ~ Oel operador de valor significativoM' definido por 

(M'I) (1) = _1_J g' f(CJ)d"(CJ) 
A(r) (.) 

Como se vio anteriormente ésta puede ser escrita como 

(M'f)(goO)= J H.f(gkoy)dk. (68) 

Sea R e G arbitrario y y e M es tal que r = d ( O , y) . Si f es una funcióD analitica, se puede 
desarrollar en serie de raylor demostnmdo de (68) que M' es cierta serie de potencias de L (Helgason, 
1959 : 270 - 272 ) . En Particn1ar tenemos la conmutatividad 

M'L=LM' (69) 

de lo cual se satisfAC(" la ecuación de Darboux. 

L.(F(l,y» = L,(F(l,y» 

Para la funcióD F(l,y) = (MO(''')f)(I)' De hecho.usando (68) y (69) tenemos que si 

goO=I, r=d(O.y). 

Entonces 
L.(F(l,Y» = (LM'f)(I) = (M'Lf)(I) 

J H. (Lf)(gk o y)dk = J H. (Lf(f(gk °y»dk 

de donde la última expresión integral es debida a la invarlancia dellaplaciano bajo la isometria gk.Pero 
ésta última expresiÓD es Lv (F(l, y»). 
Esta invariancia será útil para marcar la invariancia de la expresión integral de la fórmula de inversión 
pan! '(~). 

r..,,,,mn.Il.4.2. (Fónpula de inversiónl)'ara k par ,sea Q. f V 1.1 el polinomio 
Q.(z) = Lz+(k -!.l(n-k llz+(k -3)(n -k +2)j ........... . 
.. · .......... ····· .... Lz+l-(n-l)] 

de grado kI2 .La transformada de Radon k-dimensional sobre la variedad Riemanniana M es invertida 
por la fórmula pan! este caso: cf=Q.(L)(f') V feC;(M). 

(34) UlLEI OpenIdor de Beltntmi Lcplacc L csú definido .obn ve M por 

L,= },{~'.:. {~.'.F.::'}} 
'd rE 7- (V).. TaJ ~iÓD dücrencial es invcricnte bojo w cambio de coordcnadu de tal operodor difcn:ncilll sobn:: M, donde 

BIJ=cta~l·a~J. LJBIJUJt=Su. y i=\*t(o'J~' 30 



AquJ c es la constante C=~(-4")y,· 
r(Y><~.J 

la fórmula se da también para frápidamente decreciente en el sentido do la condición (i) del teorema 
do decrecimiento rápido para distribuciones. 

Prueba: Fijamos un borociclo ; Ea qUl: pase a1Illvés del origen O E M. Si x E M fijamos g E G 
tal que g • O = x . Como k corre 8 través de HI • gk o ~ corre 8 través del conjW1to de subvariedades 
totalmente gcodesicas de M . pasando por x entonces 

Por lo cual 

(1)'(goO) = J .U tf(a!<oY)dm(y)}dk = J t(Jlllf)(goO)dm(y) 

dondo r = d{ll,y). Pero por un lBdo ; es totaJmente geodésica en M • ésI<: ti= también cwvatura 
constante -l y dos puntos en; tienen la misma distancia en ; como en M. Es decir; hereda la 
isometria de la variedad ~ M. Por lo cual se tiene 

(r)' (x) = n, J,(M'f)(X)( .. nh r)'-I dr 

Aplicando L a ambos miembros y usando a L en coordenadas hiperl>ólicas. flltonces 

(L(t)')(x) = n, J,(.enhr)h-JL,(M'f)(X)dr; (70) 

dondoL' esla -parte radiar :',+(n-l)cothr: doLPoniendoahOI1!F(r)=(M'f)(x)setiene 
que: vr vr 

Lemn: Sea DI un entero tal que O < ID < D = mm M . Entonces 

J: oenhc r L,Fd, = (m +1-n>[ m [ IOnh c r F(r)dr+(m -1) [",nh~' rF(r)dr] 

Si ro = 1 ,los ténninos (m -1) r;eDb~' rf(r)dr pueden ser reemplazados por F(O»)os cuales se 
sigue por la repetición dol m~ do integración por partes. De la combinación do ésI<: lema con la 
ecuación do Darboux en la forma Radial 

L,(M'f(x)) = L, (M'f(x)) 

deducimos 

[L, +m(n -m -1)] r .enhc r(M'f)(x)dx = -(n -m -1)(m -1) J,:'nh"'" r(M'f)(p)dr 

Apli~do esln repetidamente a!751) obtenemos satisfechas las condiciones (i) y (ii) dol teorema do 
decreclIDlento rápido para (L(f) )(x). . y por endo do 1 . O . 

(35) 

V 11: E 7l .. fijo con (1 S I:r. :S D . 1) sobre E la variedad de todAS las subvariodade:s totalmente gcodésicm 11: - di_dOlUlIes de M. 
Si r) es una funci6n contÍDU4 .obreE dcnoUlml.» por ~ l. fu.nci6n puntUAl ~ (1) = 1 1" t cX~) d ~~) 31 
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3.1 CONCJIll'TO GlZNlZaAL DlZ CURVATURA. 

La curvatura es una cat2ácristica de una variedad no EuctiMana,1a cual ayuda a obtener una 
idea de la forma de tal variedad. El tensor curvatura define un campo de curvaturaS 
secciona1es sobre las cuales puede mOOirse la curvatura ,es decir se eligen las direcciones 
sobre C2lIa sección pseud""nclideana ó euclideana o y se mide ahí la curvatura. 

En e! caso de una variedad RiemanniaDa elegimos e! Haz vectori2l de espacios proyectivos 
O(M) y se mide ahí la curvatura a través del marco detertDim<d<l en e! Haz L(M). 

Una fmma gem:raI para determinar la curvatura a través de una conexión proyectiva. siendo 
ésta la «kxhrcida de la esuuaura proyectiva l? de la variec!cl Riemanniana M(e! cual se define 
comn UD Haz P.¡inciJllÚ en M) es lIlilizar e! tensor curvatura proyectivo de Weyl con 
componemes W¡", .La idea es lIlilizar algún subgrupo isomórfico al grupo de Weyl W(G) 
definido sobIe la ~ Riemanniana(es decir,e! grupo mnioimple que subsiste en M cuya 
identifiC?Ción canónica es como un espacio simétrico en 00). El tensor proyectivo de 
curvatura de Weyl , por sí mismo induce a una medida de la cur'l'atma por espacios 
psewk>euclideanos en una variedad no Euclideana y la medida de curvaIlJnIS seccionales se 
vuelve más lWUJ'al en M, por medio del tensor W. Asi mismo, en el caso de una variedad 
Riemanniana M, se elige e! haz de esp2Cios proyectivos ":ll' -----l> M Y se mide ahí la 
curvmura K(o) V S eM . 

De la conexión Iineal arocjada a la conexión principal de una varied2d no euclideana M cuya 
l-forma diferencial de la conexión principal sea ro, se ti~ la forma de curvatura n y la 
forma de tor.;ión 8""donde la primera es una 2-forma de la conexión principal de la variedad 
M definida como una 2 forma en e! espacio C"' (M) y con valores en~. = 1'. (M) ;la cual es 
la diferen.cial exterior covariante de ro de tal conexión principal. La segunda forma de la 
conexión principal dada por e también es una 2 forma de ro ' la cual se obtiene como la 
deriV2da exterior covariante de la forma canónica de tal conexión principal 

Entonces los campos tensoriales de torsión y curvawra respectivamente,pueden definirse 
como sigue: 
Torciro : T(X, V) = IJ (18(X", Y"» V X, Y e T. (M) (71) 

donde IJ es cualquier punto del haz vectorial de marcos L(M) con ,,(u) = x y X", Y· 
son vectores de L(M) en ti con "(X") = (X) Y x(Y") = Y. 
La Torsión T ( X , Y ) es independiente de la elección de I!, X· y Y· , lo cual pl!Cde ser 
verificado directamente. 
Por lo tanto en cada x e M , T define un mapeo bilineal simétrico 

1'. (M)>> T. (M) -----l> T. (M) 
En otras palabras, T es un campo tensorial de tipo (1,2) tal que T( X,V)= -T( Y, X). 
Puede llamarse sin confusión alguna y deseando ser más técnicos a T ( X, Y ) , la traslación 
torsión en 1'. (M) determinada por X y V . Similannente tenemOS que 

R(X, Y)Z = I!«20(X·, Y·»(I! -'Z) V X, Y,Z e T. (M). (72) 

donde I!, X· y Y· son elegidos aIbitrarlamente en L(M) .Entonces R ( X , Y ) Z depende 
sólo sobre X, V Y Z no sobre u, X· y Y·. 

En la definición amerior (20(X·, Y"»(u -. Z) denota la imagen de U -·Z e Ll" por el 
endomorfismo de lO(X. ,Y·)e ¡¡I(n,II!)de ~D. "Por lo tanto lR(X, Y) es un endomorfismo de 
T. (M) , (lll(x, Y) e ¡z .. d(T. (M) y es llamada la transformación curvaJuIa de T. (M) 
determinado por X Y Y. Se sigue que R es un campo tensorial del tipo (1,3) tal que 
R(X, V)=-R(Y,X). 
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En términos de la diferenciación covariante, la tomón T y la curvatura R pueden ser 
expresadas como 

(73) 

(74) 

donde X, y y Z son campos veaorialc:&sobre M. 

3.2 PROll'mIll>AJIl)ItS 1Il>ll: LA CURVATURA COMO UN MAPI:l:O CUADRILINEAL 
SOJiM UN ItSll"AOO WC1roruAL o-lIl>!Mll:NS!ONAL 

Sea I:l: un ee¡m:io veaori8l n-<limensional y R: JJ:,JJ:,JJ:,1Z ----+ el UD mapeo cuadrilineal 
con las siguicnIes tres propiedades: 

(n) R(v"v;,v"v.) = -R(v"v"v"v.) 

(b) R(v"V;,\'H\·') = -R(v,,\';,v.,\',) 

(e) R(v"v"\',,v.) + R(v"\',,V .,v;) + R(v" \'.,\'"v,)=O 

Proposición. II[!.2.l. Si R satisface las propiedades anteriores entonces éste posee también la 
siguiente propiedad 

(75) 

Pruebn:Denotando por S(v"v"v"v,) el miembro izquierdo de la propiedad (e) anteriormente 
mencionada y realizando UD cálculo antisimétrico en S tenemos que 

0= 5(v1, Vl' V J' v 4) - S(Vl' y J t v .. , VI) - S(l'~, v." VI' "2) + S(v 4' l' l' V 2' v 3 ) 

= 1l(V)tV1 'VJ'V oC) - R(,'"v 1,v"v 4) - R(V3,V."V]tVl) + R(\-'""',, VI ,\-'2) 

Aplicando las propiedades (n) y (b) aeriores tenemos que 

2R(v"v"v"v.) - 2R(v"\'.,v,,v,) = O 

es decir R(v" v;, v" v.) - 2R(v" v" v" V;).D 

ProDosiclós.m.2.2. Sean R Y T dos mapegs cuadrilioeales con propiedades (n), (b) , (e). 

Si R=(v"v"v"v;)=T(v"v"v"v;) V v"v, eV=>R=T. 
Lateralmente al mapeo cuadrilineal R, consideremos UD producto interior sobre V (i.e. una 
forma bilineal simétrica definida positiva sobre V),la cual puede ser denotada por (,). Sea P 
UD plano que es UD subespacio 2-dimensional en V y sea v, Y v, una base ortonormal para 
P. Sear«P)=R(v"vl,v"v,). Como la notación sugiere, K(P) es independiente de la 
elección de una base ortonormal para P. De hecho si w, y w, forman otra base 
ortonormal de I? entonces "', = nv, + bv; , w, = -bv, + llV, (ó bv, - llV;) donde 
II y b E L"J tales que n' + b; = 1, Usando (n) y (b) se obtiene fácilmente que 

R(v" v;, v" v;) '" R(W" w" w" "';) (76) 

ProDosició ... m2.3. Si v" v, es una base (no necesariamcote ortonormal) de UD plano P en 
V, entonces 

K(P) = R(v,v;,v"v;) 
(v,. v;)(v,. v,) - (v,. v;) 

(77) 
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Prueba: Obtenemos la fónnula usando la siguiente base ortonormaJ para P : 

(. v, ) • .![(v"v,)V, - (v,.v,)v,] 
\¡,v 1 n 

donde n = ~v,.,.,)~v,.,.,)(,.,.\.,) -(V,.v,),)]v,.O 

Sea Rt(V¡,V2tV"V.)=(Vt,V,)(\'l,V4)-(VltV,)(\'4,\'J) 'V VJ,'!],"""'. eV. 
Es un hecho Irivial,vcrificar que a es un mapeo cuadrilincaJ que satisfatt las propiedades (oj. 
(b) y (e), y que para cualquier plano P en V, tenemos 

K,(P) = n,(v"\',.v,,v,)= 1 (711) 

oonde v,. v, es una base ortononnal para P. 

ProDonicióLllI..2.4. Sea n un mapeo cuadrilineal con las propiedades (n),(b) y (e). Si rc(P) 
=C con C E CI para todos los planos P => a = ca, 

Pruebn: Por la Proposición ill2.1 tenemos que 

Aplicando la proposición ill2.2. a n y c;a •• se concluye fácilmente que R = CR, . O 

Sea e, •••.•.•••• e. una base ortonormaJ para V con respecto al producto interno ( .). Para 
cada mapeo cuadrilineaJ R que satisface las propiedades (n). (b) y (e) asociamos la fonna 
bilineaJ simétrica S sobre V como sigue 

S(v 1 '\'2) = R(e.vl'e1 ,v:z) + R(el'\' J ,e:¡,v l )+ ..... o ••••••• +R(eD, "l,e. ~ "2)' \1 "1'\'2 E V 

se puede verificar fácilmente que S es independiente de la elección de una base ortonormaJ 
e, , •...•••.. e. .De la definición de S obtenemos 

ProDogiciólILID.2.!\ Sea u E V un vector unitario y sea v,e,. .•.•... e. una base ortonormal 
para V. Entonces 

S(v.v) = K(P,)+ ........ +K(P.) (79) 

donde cada P, es el plano generado por v y e,. 

Pruebn: Completamente inmediato de la definición de S(v,.\',) considerando \', = v, 

con l'HV1 EVo D 

3.3. CURVA TORA SECCIONAL 

Sea M una variedad Riemanniana n-<limensionaJ con tensor métrico g.sea R( X • Y) la 
transformación curvatura de T x (M) detenninada por X. y E T x (M). 
El campo tensorial curvatura Riemanniano de M denotado por R es el campo vectorial de 
grado 4-<Xlvariante definido por 

(80) 

v Xi E Tx(lW) • i = 1 ....... ,4. 
ProDosición.ID.3.1. El tensor Riemanniano considerado como un mapeo cuadrilineaJ 

Tx (M)ITx (M)xTx (M)xTx(M)---+1JI (111) 
en cada posee las propiedades (n).(b) y (e) de la sección 2 ,anterior y también 

R(u"u,.u,.u.)~R{u,.u.,u,.u,) V u"u,.u"u. ETx{M) 
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Pruebn: Sea .. cualquier punto del haz O(M) de marcosortogonales tales que ,,(u) = x. 
Sean X,o,X" E T. (O(M» con "(X, 0) =x, y "(X") = X.. De la definición de la 

transfonnación curvatura R(X,X.) , dada en la sección I de éste capírulo se tiene que: 

t(R(X,.X.), (X"XI» = t(U~X,o,x .. )(u -IXl~ ,Xl) 

= «20(X,o,X.O»(U-I(X, ), .. -I(XI» (115) 

donde (, ) es el producto interno natural en L'I D • Ahora vemos que la propiedad (a) es 
consecuencia del hecho de que O(X,o,X.O) E (m) ,esto es.ticnc la forma de una rnatnz 
simétrica.(b) se sigue de n(X"x.) = -n(x.,X,) FinalmeDle (e) es consecuencia de la 
primera idemid2d de Bianchi. ""O 

Para cualquier piano li' en el espacio tangente T x (M) . la curvarura seccional K(P) está 
definida por 

donde Xl Y X, es una hase ortonormal de li'.Como se vio en la sección 2 de éste capirulo, 
K(P) es independiente de la elección de la hase Ortonormal {Xl' X,} Y la proposición 
llLl.3.lmpIica que el conjunto de valores de K(P) V los plános li' en T.(M) detennina 
el tensor curvatura Riemanniano en X. 
Si K(P) es una constante V P en T.(M) y para todos los puntos X E M ,entonces M 
es llamado un es¡¡acio de curvatura constante. 
Teorem8.ill.3.LSea M una variedad Riernanniana conexa de dimensión mayor que 3. Si la 
curvatuIa seccional K(P) , donde P es un plano en T. (M),depende sólo de x, entonces M es 
un espacio de cur.:murn .:onstante. 

Prueba: Definamos un campo tensorial covariante de n ,de grado 4-alVariante como sigue: 

nI (W,Z,x, Y) = t(W,X)t(Z, Y) - t(Z,X)t(Y, WJ,W,Z,X, y E T, (M) (82) 

Por la proposición m.2.4. Tenemos que: 
n=kR;. 

donde !< es una función sobre M. Por un lado g es paralelo en la." De donde 

(VuR)(W,Z,X, Y) = (Vuk)R1(W,Z,X, Y) V U ET.(M) 

Esto significa que para cualquier x,y,z,U E T,(M) tenemos: 

[(V un) (X, Y)] Z = (Uk)(2(Z,y)X)-~(Z,X)y) 

(83) 

(34) 

Considerando la suma cíclica de la identidad anterior con respecto a (U ,x,Y) , el lado 
izquierdo se anula por la segunda identidad de Bianchi. Por lo tanto tenemos: 

0= (Uk)(t(Z, Y)X- t(Z,X)y) + (Xk)(t(Z, U)Y 

-tez, Y)U)+(Th)(j!(Z,X)U-e(z,U)x. (115) 

Para un X 31bitrario elegimos Y, Z y U de tal forma que X, Y Y Z sean mutuamente 
ortogonales y que U= Z con g(z,z) = l. Esto es posible porque dim M ::: 3 • 

(31). Sea T y R la torsión y curvctura de una conexión lineal de M. EntoDces para cualesquiera X, y Y Z ETx(M) 
tenemos: Ira ldaltidod de Bianchi: 

.:3 {R(X,y)Z} = 

2d.I Identidad de Bimchi: 

do"'" 

.:3 {(V.R)(y,Z)+R(T(X,V),Z)}= O 

denota l. lUma cíclica coo nspecto .. X, Y Y Z. En particular Ii T =G ~ 1, tra Identidad de Bianchi es 

y la 2da Identidad de Bianchi es 
.:3 {R(X,V)Z}=o 

.:3 {(Vx R)(V,Z)} =. 36 



Entonces obtenemos 
(Xk)Y -(Yk)X9l (~ 

Por lo cual X Y Y son linealmente independientes,teniendo X!r=Yk9l.lo cual muestra que k 
es constante. 

Corolnrio: Para un ~ de curvatura constante k • tenemos que 

R(X, Y)Z = k(e(z. Y)X - e(Z.X)Y). (117) 

Si R ~Id Y gu son las componentes del tensor cun'3lura y el tensor méuico con respecto a 
un sistema de coordenadas locaIes,entonces las componentes R u"' del tensor cun'atura 
Riemanniano están dadas por 

RUId = I: crlbRp. 

Si M es un espacio de cun'3lUI3 constante con J:{(P)=!< entonces 

]!tu", = 1«&"gJ' - (¡J.&a) 

Rl", = k(l{gJ' -gJhli :) 
Definamos el conjunto de funciones al", sobre L(M) (l:!) por 

n' ~ 1-, ah a' 
J = ..... ¡-=RJId " 

2 

(l1li) 

(119) 

('XI) 

(91) 

donde n = ~\) es la forma de curvatura de la conexión Riemanniana . Para un punto 
arbitrario!l O(M) elegimos un sistema de coordenadas locales ,,' .................... x·con 
origen" = 1t(u) tal que u es el marco dado por 

(%"'), .............. (%".), 
(38) Dcfinim~ Wl conjunto de funciones i1 y ii.~ solm L(M) por 

E3tas funciones soo relacionadlls a las componen1t:s de 1. toniÓD T Y l. curvlltura R como sigue.Sea o : U --+ L(M) 1, ~cci6a • 
través de U definida como aqueUllección a troves de L(M) 1, cual asigna • cadA J. eV un muoo lineal «alos.1 P •..... ,CiJ/oJ."'p). 

Emon= 

Se silNCD de : 

T1 :::r1-r~ (") 

R~ = (arlJ lOs" - ar~ ,»sl)+ ~D(rl~r:a - r=r:".> 

y 

(.) Nob: Len símbolos de ChriSlOffel (que no Ion tem.on:s) 

r~ =.!.{~+ .. , -.. ~ }= ... { ~ } 
... 1 axJ 8,;" 011 

= { •• 1' } 
Soolos coeticieotes de 1, conexiÓCl RJemanniana. 
Estos símbolos de Christoffel tienen el si¡nifiClldD fisico de representar oouellos elementos quc 100 DujOS CD una re.."'c:rcncu. WC1:lal lcr~ 
que permite poner la métrica en l. fonnl 

cb1 ::: (dsY+ (dIl)2 .. (d:l')l _ (dX 4)l, 
Mic:DU'u que en \lD. sistema arbitrario (no DCcesariamente inerciDl) no son nulos. Esta propiedad permik deducir que aquellos 
slmbolca ctén en relACión ~oo fuerDs apCRD1es. 

As! mismo Levi..civita seftDl6 ~darncnte que el demento de la \cOría de l. n:latividad general que hll~e: posible: c:ludir el 
sistema inc:rciDl y .610 ooDliderllf a la metricr. de Riemann fOlDO e1e:mento fundamental de dich. kma; fue considerar el ~ampo de 
desplazamiento infmitcsimDl definido por 10:1 .ímbolos r Id . 
L, métrica 6 el tensor simétrico de cmnpo no que: 1, define está sólo relAciooada indirec:tameDtc con la posibilidad de ~t.a:r el 
.iskm, inerc:iDl en cuanto que dctennina un campo de desplazamiento. 37 



Con respecto a este sistema de coordenadas tenemos 

gy = Oy 

en x , de donde 

a:,. = ay", = "(O",oJ' -OJ.O.) (92) 

en x . Sea a una sección local a través de L(M) dada por el campo de marros lineales 

a~ 1 a(. • 
/c3x , .............. ,/ax. 

como se mostró en la nota de pie de página (3ft), tenemos que a' R: .. = a \Id de donde 
-, a J .. = "(O",oJ' -oJ. 0.) (93) 

en u E O (M) con 0: = !<El' 1\ SJ en u E O(M). Debido a que u es un punto arbitrario de 
O(M),tenemos: 
ProDO!licióiLm3.2. Si M es un espacio de curvatura constante con curvatura seccional k , 
entonces la forma de curvatura ° = (0:) está dada por: 

O¡=!<El'I\S' (94) 

sobre O(M),donde S = (S') es la forma canónica sobre O(M). 

Para el caso de una variedad hiperbólica, 1<=-1 Y 0: = -e' 1\ SJ ( 95 i 
Demostremos la proposición. 

Prueba: Lo primero que es menester demostrar es que la relación (94) es una 2·forma de 
valor vectorial la cual es un mapeo de A'T, (M) en Illld(T, (M», identificado con 
T. (M)" ®T, (M) ,es el mapeo lineal definido como 

O:(x)(S'I\S')="(x)(G,S')®SJ_(G, sJ)®S') ('36) 
donde el mapeo lineal G,: T,(M)--->T,(M)" es canónicamente identificado por 

e(x)[~'~'}(G, s',s')J (97) 
donde éste mapeo no depende de la elección de la base en T, (M) ,por lo cual la expresión 
para la 2·forma es consistente y k es independiente de i Y j. 
Ahora bien ,si S' = L ~ 'S, (x) , SJ = L ,,'S, (x) tenemos , , 

(K(x),S' ®SJ ® S' ®SJ) = L kb'J o (x)~ b"'~J,,O 
b,lJ,k 

y éste es igual a k(lt)~ S'I\SJ 1I'=k(x)L«~')'("J)'+(~J)'("')'-2~'~J,,',,J); de lo 
,<) 

cual es claro que los números K b,). (x) son nulos excepto para K w' (XF - Kuu (x)(i;<j), 
los cuales son todos iguales a k(x). 
En virtud de Kbij. = &0(0 .. ,S) I\S.) 6 

0 .. = L&.KbIJ.aJ I\a. (93) 
J •• 

ydelhechodeque a;(X)l\a)(x) forma una base de }\'T,(M)" dual a la base 

(S,(x)1\6J (x)) deA'T,(M), 

se sigue que (99) es equivalente a (94). O 
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4.1. El CosmOoS y 12 Justiñcacióo de] Uso d~ Elementos Ek-ctrodi.JI2mko-s (Hsces de 
Luz Prol'enientt".$ de las EstreDas) en la Mt"..dición de su Curv3tnr2. 

Calibrar al UI.J.iVe!:iO a u-a.vcs de ~ ecuaciü~ de M.m..'"Well es ~ible, ya que la. e:;rrucrura 
k'remziane dt"bj~ l! le h.~licidn.d de la metricn ~('udman8IDliD11a del ~"d~tieII1p'0 lo 
~. E~, dt!::tt d e:paci(> .. tiempo se asenlej~ n~ ge~ni:amerr-..e a t.'!! b-paciO b.iperbúlico. ,tc;i 

mi..,""ID.O~ 1& idc-..lI de- obt.cncr IJILB U'Qnu ck C'.tllIlJX" dd universo l! trl:Jv~ del ClIlIIpO dt"ctJ"(l~C'tiC:(J )-' 

ia.-,. ~ ~~'.·hd. ~ib¡e:n:tt:D1.2 6"1JlS úlrinlai' dd:!:'"~ ?O! llJt!rui.. ik ~i.~l;, ..:.amp.:~ 
eic::tr~Ml~, pUeOt' :.er ,:iable en !l1IIl.r' que ¡o,:. cie_ct..o..~ de: =-nmp.:' g;1i.-~7..a:l{'\nn1 'Se pueciGL 
describir t>ll t.erl.ll1no':l ere utlR. c\.me.xiot. qu€. esped.fi.::z lB rel~OI/. entrt: r.UlT"~';f dt: :eie:e::..i3. b~~ 
definid"" en cada pun\(> " succse- del esp8Ci<>-tiempo. 

LA.·: ~,:¿fiCl~ de .:\..lfte..xlC-'I! [:!. j ,St .. n..ltx.\kl5 de Chri...~ffe{: pa.-r est.i ~(, S':'-1: k~ O:::Ttrna..:r. !}.)~ l1::. 

Cooe:XIon en una variedad Rier:wwniann. de di.mens.ion n =o 4, lN rual~ roostiruyen el conjum0 d~ 
~oS <k d-t.:.a.la para la apiicaciull dt:: lía c=C:uaci~ de: !via>.-v.·di r!1l .:.ad.a T!!';;'¡oJ!.! dd ~1-la.....'L~ 

':leIllp0. ;:;ie::n.ck es...as inva..-=~ baj ... las r:-ans:f~(r.Je· ::alibre de.! g;tu¡h' d.t::. hú;oo..:mua SO: 4' 
en 1 ... >da lh reg;.on del ~-m05. 

Sd ?vI el ~,.pa::i(. ck Mili.v.'Ski 4-dimrn::i0D.8.l, e:: de.:r: ":~ldt:r!:nK~ a !\-l ::::·.)!l:!t' Ja va.;edad R~ 
equipada ron lB mmca g sobre R" de fC'rma dí~onnl (l. 1. l. -1) en LN"rdenada: (].. :". z.. cJ. E; 
espacio oidern! es un espacio de Minlwwslci el ouaJ es una ,·arierlad hiperl>.olioa inducida pvr '" 
estructnra dife:re:ncial definida p<..>r su temor metric0 g. Esto significa qUe d1 ia vecmdad dt: 
cualquier punro p del cosmos !\1 existe un sistema de coc'lfde:nadas ::uadridimensiotll1le::; {(x." :, L 

. t)} para d .. ""bir a M como un espaci<>-uempo. Por <'!ro lado la dirumcia infiniterimal entre do. 

pUntof; próximos en dicho espacio que se curva loca1meme• será medida pox UD temor ªET .2 O~f) 

tal que parn cualquier punto pEM 

r.(p) = cts1 = dl2 - dx2 - dy2 - c!z2 (l (0) 
llamada la DiCtriCél lorentzjao8 de 1\-l la cual p...l!See uua invuriatt.cia de trale,{Ot'lllltl.;iuu 'bajo la 
a.....--ción de curuquier tronsfom::1A.:::ión Ac! ".. 0(1. 3}C39' :-. que tiene ca..1"!l...~ df' métrica 

psrudociannnniDlll1 CII M. Ah"", bim, dcl>ido • que wdn variedad lormIZinna ck dimaJ>ión n 
e::; isomorfa k~c:nk a un ~,.pacio de ]o.,finkowski de d.in:tertci0n n t:nton::~ la IDi=tric.a ~ 

uunbién mettica C8I1lCI.t:r1StÍcn del espacie- ck MÍDkowskI. Por definicie-D f ~ {AEGL(R4) 1 

g(A1. A~·) ~ ~(L y) V L yER4). El campo el~ti"" <k MaxwelJ es la 2-forma 
diferenCial 

F = F obdx,.l\tb.b E Q1(R4) (lOl) 

f>obre ] ... i ); ;::u:-:a fu.:ma ~. el t!'s~o de endomorlh:mt,)S de ~d d6-lido jXor -eJ ru-:.z v~.:t0rÜJ 
fibrnd0 (hllZ tnnl"'ffie)'¡i' ® tJes In correspondiente r"!lI1ll mmricinJ 

[O B' _B' 
E' 1 F = -B' O E 

1 • 
E 

B' _B ' -O E' 
-El _E' _E' 1 

(102) 

El campo electroma.gnetico de Mll.'¡well es una. Se'"'"....clOD difo-enoiable del 1= trulgent.r-

U:\2T'(M) ® EJ donde EJ es el .,,-pru..-;o ciclid",,110 <k dimeosie-D 3. 

De tal l1ll!DeTIl, pOOemc. definir a.l esJ>""io ~ T Q9 ~ ""me el a.l~ebrn de Lie de 1"" Ci!mp<." F 
invariantes bajo acciones euclideanas del subgrup<' onogonal <k Lie .1' = 0(1. 3) del grup.) de 

Lie GL(R4), el cual come- snhen10s es UD 1!lUP" IUllllitice. 
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Di:h.a alg.ebra de ue ~ un algebra anti!;imtt.-ica cuyo grup.:) di' u¿ ,,::·('m~ .. porniie:n .. .e e.:: d 

grupo ~l~(2) .1 Tn ~D tF 2. ClI.r..e men-c-ionar que ('] nlgebrn ~ amisimetrIc-iI mmhH"n 

sobre R3. !\si IllisIllo explícitamente 

~,<:9;¡¡ - {FEGL(R4)l iF - F) (103) 
por lo cual cualquier ~istema de ecr¡aciones deducido del haz tangen1t: decrroma.gnetico 1:, <S li! \11 

es invari8lltt" ba:io la Ao...--cÍóo endideana del grup...'" de !.A'rentz í. En otras palabras. Fiendc. e:,í1i 

invariancia valida para todos los fenoIl..lt!nO$ de=rroma.g:neticLlt' y ~\:.1llsidt:rau&.) que d haz 

vt'"0tOrial librado I f ®:J'l es una variedad i-mvaruun.e isomorfa 8 todo haz fun..a1 de ü...-ia 
'\'n...~u.aé ioren::-:Ümr err..oa::e:; pode:r:l05 .::::ilibrto-r 'L.-xi::- ::''!!!!p<'" Fide:-al .:k !\1' v'''}- :::neéi,~ ck 1<:: 
l:!:ua:::iOIJeS lk r .. iID..-we11 a trBvé!' de la :oneD{ln re~;pe::".i\·G.. 
\si p~~ ::J p.":..mern tnst:m.::ie !{~C' d ~~\' de M.Jru~('\vo..~:k.i vuetk ~c :.rJ.ibm'.i,' ~ tra'-T{": .. 1--

lClf DO)-haz. conooones IjXJtOlcinies veaonDlo:).. ¡:roo; parece natural medir in cnc:rgu.: 
~ie(:lTOIDll~etíC.!l. er!: tod("' pUffi(l de) espnd!" '" n ttnve~ dr urm ~odt':~Jcn dl"'DOe t'::"te sntlSÍlk"':::" 

\:le:rto funaonal ~ estructura pseuóoricmmminna.. Y cion<k F es com::er"Mi'vo, 
-\hora bien. la idea en segJ.1t.ída ÍDS"úlDcia f':!' e.~~ es""...a feorma de :on.e..'!QOD pura calibrar orro= 
~ tale:: ~omo ei c:ampo gra\"ita.ci~ Para dIo ~t: ~~i"'.1l saber ::;i las: 1· fo:t'.lil::. ~ 

:C"IIle..XlOD del haz 't, S J¡ ~ 1\1 f ó~ :ClIDC' (l~ore:5 de c(lIle,1'oon baJo el gnJ'¡)("l DO') pueden 

~bin:c:J ;;:our..exto de un g:-üpc tk Le Dll ci>d..im.to y dt l.~l ';;:;;ru;>&-"1.0. UJ.l ~ -.:umo SU(2) por 
ejemplo. \,1 ;;00 mayor gene::ralidad ::,oUCn) 105 maies como sabemos son grupos: hoionoIDl'::O:: 

::. .. )Ore ia va...-i.edad M y ':::OIúC S.1bem~ p0I' d .::!:pIIDl::' TI del ~a:ue: t...-abajú, las. 5".lbvariedadc:' 
totalme.nte ,geode~i:a5 que son mt,"HI"Ímnes bajo el !!f1lp0 SO(n) conforman 10:3 grupos de 

isoa-op18 0(1~ n) y O{l. n-l) en !\·fIl. Tales subvmiedades 4-n.almente ~ii:&" son k~ 
horociclos contenido:; ro 1\1 y que se mantieD<:n fijO!' bajo 1"" respectiVll' a.."Cion<:s de 50(n) . 
. .I\....~ todo lo menciOD.fLdo con a.melB.cion "Y por las observacionee en astrofuica~ to.l, loo 
C'~'f intersidernl~ S(lD en parti,:-ular ~ampof dectTomagnetiC'\.~ y estOf pue-.den ser me-dió<~ 
yí6 da:ectad~ dire~ por instrumenlüs de señales de ~ finita. De e::.1A maner-'d 

resulta factible la medida de la turVlIlllra de M a través de la deflexion de los hiu:e:; de luz que 
provenfUUl de fuentes oomp-actM de Juz disuibuidas estas en alguna regioD del espacio. 
En su tr.ayecur-'.a. de viaje ~"tt.~. ñilc-~ luminoso~: experimernBn deflexion~ C1J81JOO pasan CfT"'"...A 

de campos grnvitacionnlcs, io que de alguna manero sirve para com:>born:" que el espaci0 se 
curva en presencia de cue:rpos: sidentles. 
4.2. T I'2IISronn:ad3 d. lUdon Vectorial. 
Considcranos UIUl región dd C'SpaOo sidcrnl 000 UD DUffiCJ""Cl finito de estrellas. considcrnnd0 
ec;t.'l.'j estrelli!s. como puIJú~ & ia variedaC ~ que modela nuestro universo. Debido 8 que las 
estrella.s (1 fuemes de luz son cuerpos en movimie:m.o en el espacio, es menester hablar- de] 
Can:J¡)\' de- ve]C\Cidadfs de Un\' de eMOf eJement~ sidera1~ paro ~cripir SU posici0n en el 
o-pa.::iú. A~i mis-ru()~ cuulquid prf.pi.:::dild de l~&u.. lliovinli~l.\ Ó brin!.'" a:tr:tbuibJe a.la 
fuente de luz tcrJdni que ser expresnd0 en funcion de dicho Camp<' de velocidndes. 
Cúnside:remos una regiull acotada s1rupl~)t!li1¿ C~ del e;pario~ Q e 1\01 y X un C:allr~' 
definido en dicha region expresndo como 1" función de 1"" bomeomorfismos pertinentes sobre 
R4; a. .;;aber., 

X: Rn -->Rm (n ~ ID ~ 4) 

Y X 1m -::: Ó ~obTe ro con n ir el vector O¡)rmal: e:IJ la frot:na-a de Q. Sea A un tl.'11junlo de líu~ 

0nanadas t:Il la regiou Q e M l:uya estructura causal es la heredada ¡X1f el haz principal 
identificado como el haz de líneas que definen preyectivamenti' a M., es decir el subtmz 1:, 0 ~ {P.,; 

de1 algebrn. I1ú simetrica ~,0 ¡1 t \1, . Emonco la U'8IlSf!1fIIla.da 

(40j. ~tUCIOS fElailzaoos en magílatO¡¡¡::;f;:):Jlíiém,ce estaolec2n Que :a 2,,·O,UC1Ó.'\ \-' formaCión es.e,ar, 
gaiéctlCZ: y ce CUalQu!er ente oel e5DacIO ooe-oece e las leyes "'e' comoortamte.,to de un ,"U!OO 

61ectrorlagnéticc 
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de Radon del campo u sobre alguna de éstas líneas satisface que 

R(u,L) = J LU ° d. (104) 

Con dlI una roMiada de Radón positivaAsi mismo si !lamamos a Cl el haz líneaJ vectorial de 
'¡i I ® A ¡:¡ (I:l') ,entonces el COI\Íunto de medidas realindas en Cl será el conjunto de los 
valores en L: 

dD(u,L, v) = Imi" {z e Llv ,; CL °u{z)'; "+ ch'} (lOS) 

."üí mismo usando sólo la medida para funciones no decrecientes, i.e ; que crecen con el 
tiempo ( caso en el cual se considera la expansión del Univcn;o la cual provoca un aumenllJ 
gradual de la imensiclad de campo de velocidades), 

S('" L,") = """'{ z e L\eL O,,(>:),;,,} (1~) 
donde S (u, 1., -al) ~ Y S (u, 1.., 00) =cia (L n n)con S (o, tJ ,L)=¡cin(L n n )h("),donde 
b(\')es la función esca1ón ó de Benvillic!z definida por la regla de correspondencia 

b{v) = {o ~ v < o} (107) 1,,\'>0 

entonces la integral de línea (104) toma la forma con ésta nueva medida de Radon: 

R(u, L) = J LlilOd.= J LvdD(u, L,v) = J L"oID L (100) 

con d~ ~ = cID dnnde o,. es el versor de 1ínea que describe la orientación de cada línea 
en el espacio euclideano [3. Contrario al caso escalar la orientación de las líneas es 
imponante cuando trabajamos con campos vectoriales [ 3 .En este caso resulta natural tal 
orientación ya que cada campo vectorial de velocidades estelares es una libra del haz 
vectorial reSpectivo (haz vectorial librado de la estrella). 

Así mismo para este fin.dotaremos a cada 1ínea en [3 con una orientación g descrita por 
un vector unitario «¡, paralelo a L y acorde con la estruetura casual del espacio [ 3 que es la 
inducida por la estructura causal en [4, (Recuérdese que toda conexión afin que define la 
estructura diferencial de una variedad que contiene una subvariedad inmersa en ella es 
inducida en la subvariedad si la variedad es de curvatura secciona! constante; en este caso 
nuestra variedad es una ,'3riedad hipérbolica la cual es Riemanniana y de curvatura ete). 

Finalmente diremos que el par (L, 0,.) determina una línea orienlada,dcnotada por f." 
Si i = (L, o,.).entonces - f., = (L, 0,.). De esta forma el conjunto de líneas orientadas es 

el conjunto ó haz vectoriallínea1 (l . 
De tal manera se puede demostrar que cada cono de luz C(P) e a en cada punto de P e M 

(Considel3Ddo además que cada uno de éstos puntos es la fuente de luz estrella ó galaxia), el 
cual además es un subespacio vectorial de cada espacio T" (M) ,conforma un álgebra de Líe 
Universal (41) a isomoña localmente al haz tangente '¡i T ®¡:¡ el cual puede ser extendido a 
toda la variedad M.. 

En efecto,considérese C(P) e a ,entonces C(p)c T. (M) (Ver apéndice B ) de 
donde UT (M)::> UC(P) = a donde a es un álgebra de Lie,entonces como álgebra de Lie 
Iil. '" T, (IJ) V P e M . Por otro lado UA'T,; ([4 ) ® [s = U'¡í t ® ¡:¡ (P) = '¡i I ® ¡:¡ . Pero a 
en un espacio de Minkowski es isomoña a toda subvariedad lorentziana líneal y como se 
sabe '¡i I ® ¡:¡ es una suir.'3riedad Lorentziana cuya conexión afio es la inducida por la 
conexión afin de la variedad lorentziana que modela el espacio sideral. Entonces 
)i I ® 1l '" a.. V p e M. Esto nos permite adecuar la medida en algunas propiedades del 
Universo M: al contexto de los haces de Luz que obedecen causalmente la estruetura de a. 

Un problema dificil es el problema inverso de la transfonnada de Radon ,es decir como 
recuperar el campo de velocidades u si se conocen sus valores espectrales sobre Len 
donde n es la regi6n acotada tomada en M.. 

(41) Aquí el térmiDO Uni'le1'K1.e rdicn: 11 que el ál¡cbn.lI, 0¡l estÁ dotada como álgebrD modular Cm el caso más ¡cneral) de lIIl 

producto tc:nJoriAl del cual deriva una propiedlld uni\Ia'W que tiene éste producto 0 • el CSp6QO de formos diferenciales respectivo 
pATa éste emo clectrodinúnico i.c. les 8 formes definidas en ti' como F = p .. ~dI..Ads: 42 



Para ello se utiliza el campo rotacional y deseando probar la biyectividad de R.,se 
demuestra la unicidad de la transfonnada de Radon inversa,a través de la wúcidad de dicho 
campo vectorial. 
Sea Ls la linea obtenida por trns1ación de la 1lnea orientada L por O" ,donde n es un vector 
normal de 1.. 
De!. IV .2.1. Sea O una región acotada en M y G el respectivo haz vectorial de lineas 1.. 
Definimos a la transformada directa de Radon del campo " sobre una linea L de e como el 
mapeo 

Ro:C'(O)¡¡(J--' R(L'!) 

con regla de corresporu!eDci 

(u, L) I---i'J LU doL 

Entonces R-'{R(u,l)}= !R(",ls)ls=oEC'(O)x{o}. 

Esta definición es de utilid2d para fijar las corresp<'ru!encias de la transfonnada de Radon en 
el teOrema scbre la existeDcia de la transformada invena de Radou ,ya que sólo basta elegir 
lineas orientadas del haz vectorial lineal G para demosttar su existencia en todo el haz 
tangente a. , - . 
Teoremn.IV.2.1. Sea u, v E C (O)., con O e lE • 

(i) Sea rot,u la componente de rol IIen la dirección nI eL . 
Entonces 

:. R(u ,Ls)!s=o= J Lrol,u d9 

("ul Si lli(v) =R(u) ,eDlOnces existe una única función 

cp E c' (O), tal que v = u + gro cIq> con cp = O sobre o O 

("IÜ) Si R(v) = R(u), y V," tienen componentes normales iguales a través de o O, 
eDIOnces u-

v(z) = u(z) + JI- dI; A dI;, 
I;-z 

concp EC'(O),cp=O,grodcp=0 sobre on. 
(j) Pruebo: Considérese el rectángulo Q. formado por las lineas L. y L s ' cortadas y 
conectadas en dos partes ó pieza.. fuera de O. Sea l!'= v(~ , '1 ) V P E lE 3 del campo 
vectorial definido por la función p I---i' u(p )conteniendo las variables x , y y z. Es claro 
que x , y, y z resultan funciones de ~ y '1 
De tal manera la integral de 1lnea que define lli(u , L) toma la forma 

(
Ov 0..) J L U d9L = J r' u o v(~,I;) Ox d ~ + a:; 111; (109) 

= v-' (L) 
es decir se ha tomado el homomorfismo v cuya imagen inversa es V" (L) = r+. Hagamos 
entonces 

Ov 
p = u ov(1;,I;)- ~ y 

de donde por la fórmula de Grecn se tiene que 

Pero 
é!Q é!{u o v) Ov O'V 
~ = ~ o é!l; +u ov(1;,I;) o o ~ 01; 

y 
02 O(u oV) Ov + O'V 
a:; = a:; o ~ u ov(1;,I;) o 01; 01; 

(110) 

(111) 
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De donde sustituyendo en (110), ésta toma la forma: 

JI (8(u .v) o Ov O(u.v) o Ov) d' dr 
A o¡; o.:; o.:; o¡; '> '> (112) 

Tomandn un marco del espacio de Banach lE' toIll8Dllo éste mara> por la base ononormal 
{é, ,é,,@,} Y expresando el pm!Io P con respecto 8 dicha base;a saber. 

p = x~, + 'le, +zl!, 'rI pElE' 
resulta que 

O(u.\·) o Ov = ("" Ox + "" By + "" 8r.)o(Ox@ + By é, + &z@,) 
o¡; o.:; Ox o¡; oy o¡; 8r. o¡; 0.:;' o.:; o.:; 

0(0. v) o Ov = (a., Ox + a., By + "" 8r.) o( Ox e + ay A. + 8r. e ) 
o.:; o¡; Ox o.:; By o.:; 8r. o.:; o¡; , ~.., 0;' 

Restando las dos desigualda!!es miembro a miembro tal y como se descn1Je en (112) . la 
diferencia puede escribirse en la forma: 

D(y,z) (e "" -é ",,) + D(y,z) (@ "" _@ ",,) + D(y,z) (@ "" -@ ",,) (113) 
D(I;,':;) , By 1 8r. D(~,':;) '8r. ' Ox D(I;,':;) 'Ox ' Oy 

de donde el teorema de Grecn con u(P) = u (v( 1;,':;» se tiene que 

d 
dn R(u,L.)I.=.= R(u,L.)-R(u,Lo ) = 

= J 11 do= JI {D(Y,Z) (~ "" -e ",,) 
8Q" Q, D(I;,':;) , By , 8r. 

+ D(z, x) (é "" -@ ",,) + D(x, y) (e "" _ e ",,) ... ..,..} (114) 
D(I;,':;) I 8r. • 8x D(I;,':;) 1 8x I oy .... .... 

luego debido a que 

d = "" "Ov D(y,x) e + D(z,x) é + D(x,y) e 
~ o.:; D(¡;,':;)' D(I;,':;) , D(¡;,':;)' 

y siendo por definición 

entonces (113) es precisamente 

rol u d = rot,u 

Entonces dividiendo poi- S Y pasando al límite cuando S -l> O • obtenemos que 

:0 R(u,L·)I·=·= J Lrol,u do O 

(ü) Proeba: Si R(v) -R(u) = R(v-u) =O ~ rol (v-u) =O • por (i).Indiquemos v-u = grad '!' 
para algún potencial cp E C' (n) (esto puede siempre hacerse por el teorema de Helmboltz 
el cual afuma que v=u+grnd '!' donde u=rot U donde U es un potencial vectorial 
Denotandn los puntos finales de L n n por P, y P, . se tiene que 

0= J dv-u)d.= J (grndCP+u)dn 

= f Lgrnd'!'d9+ f LU d. 

= CP(P,) -cp(p,) + R(u) 

~ R(u) = '!'(p,) - '!'(p,). Siendo L arbitrario 

~ cp = de sobre on. O 44 



4.3 GllNlZMLIZ.ACION 
Sea G el grupo semisimple subyacente a la variedad M isomorfa canónicamente a Ao+' y sea 
GR el conjunto de puntos reales de dicho grupo semisimple. Sea D el álgebra de Lie de GR' 
Sabemos que en D existe siempre un álgebra de Cnrúllil ,de hecho;no es única Consideremos 
las órbitas Go x V x e G del espacio cociente G/G. y también coosideremos la orientación 
de G ,la cual debido a que G es un grupo de Lie,siempre es posible de darse. 
Considérense las .... formas invariantes izquierdas sobre G. Una tal forma es univocamente 
determinada por su valor en un punto y por otro lado la o-ésima potencia exterior de un 
espacio ....dimensional q es exactamente un espacio l~onal de D-formas invariantes 
izquierdas sobre G. Este último hecho se da en forma lIlItUIal para una subálgebra de Canan 
del álgebra D de un grupo semisimple como lo es Gn . Así mismo consideremos un 
álgebra de Canan de D • El haz 1lIDgente detl:rminclo por la unión de espacios tangentes 

ncl(¡¡ )a ,a saber 
u ncI(D)a = T M 
aeI 

(115) 

está en correspondencia con el haz librado definido en G¡. el cual como sabemos por la 
teoria de grupos reductivos reales , es una variedad algebraica en G cuyos puntos reales son 
las álgebras de Cnrtllm del álgebra de Lie reductiva D • 

Sea Xe ~ e D. Entonces la integral sobre G viene dada como 

JeX=JeXo=JeXolo Xe ~ (116) 

donde lo es la traslación izquierda por a de G ( . 's decir ,la integral es invariante bajo 
traslaciones izquierdas). 
Dicha integral puede escnllirse para la parte compacta GR a través de las clases laterales 
izquierdas sobre G con punto lijo x e G¡. como sigue: 

J e,X= J e .. X = f e .. xm V 

= f IIsp C!I) Xm 

X e q (117) 

Puesto que todo grupo compacto es unimodular,es inmediato que dicha integral también es 
invariante derecha bajo traslaciones ro por a de G. Luego la integral 

es consistente 
En particular si consideramos las órbitas en G de un subgrupo de G conjugado a N y 
llamamos a una variedad E como la variedad formada de todas las sum'ariedades 
totalmente geodésicas k-<limensionales con (1 S k S n) de la variedad NI y X E 3E (NI) 
entonces las integrales para éstas clases especificas toman la forma 

donde S(~) es la medida definida positiva no decreciente sobre el horociclo ~ ,invariante 
bajo rotaciones (acciones del grupo SO(n)) alrededor de x e ~ y cuya medida total es 1. 
Dicha integral es un caso particular de (117) Y es la generalización en variedades de la 
transformada de Radon de un campo vectorial continuo en M. 

NOTA: Puesto que las órbitas ~ son esferas generalizadas en el grupo G éstas son 
traslaciones izquierdas y derechas de su clase correspondiente de donde la invariancia 
izquierda y derecha de la integral (IUI) es clara. 45 



4.4. REClZPOON DE LAS SIlÑAU:S DE LUZ 

Sea H; (O) el espacio de Hilbert 111 con estructura causal sentada en cada punto por un 
cono convexo e E a definido sobre la región acotada n. y cuyas sd!ales de energia finita bajo 
esta estructura causal sean las sd!alcs .. (1) = 1"0.' transmitidas a lo largo de una linea 
-L e e E a(42) provenientes de alguna estrella situ2da en ll' E O , manifestadas éstas en 
forma de luz coincic!f:me con la orienl2bilidRd del élgebra de Lie '¡í T ®p~' que hereden su 
SO("Hmvnri!lI:xio en la variedad M con grupo subyacente G. 

Puesto que se considera la expansión del Universo podemos suponer a ,. como el valor del 
campo de velocidades 11 E:3E I (O ) en la dirección inversa a la de la propagación de la luz 
emitida por la fuente,emonccs la frecuencia de la onda reflejada es amnem2d;¡ por 

<_ = le "'o v u_ _ (119) 
e 2- v 2 

dODde m o es la frecuencia de la amia de luz proveniente de la estrella y captada por los 
in!Jtrommtoo (43) de exploración, e es la velocidad de la luz. 
Observemos que la misma fórmula puede tomarse si la fuente se mueve eD la misma 
clirección que la propagación de onda,COD V y 5m negativos. 

Si I vi « e se sigue 50 = kv con!< = lID o 
e 

Supóngase un sistema de observacióD telescópico de tipo óptico cuyo espejo principal u 
objetivo concentra la señal de luz en la forma .,'(0 •• 0)' para toda '" la frecueDcia de 
reflexión de la onda reflejada proveniente de la fueDte de luz. Si la señal .. (1) = e' m., es 
transmitida a lo largo de - L entonces por (1l9),la setIal recibida después de una reflexióD 
sobre el ob.j;tivo del instnnnento de observacióD ,considerando la velocidad v de la estrella, 
es er (1) = e o,."")'. Si consideramos un grupo de estrellas sobre la misma latirud celeste 
con diferentes velocidades a lo largo de L ,el teorema de superposición de señales en 
ui (O) es válido y puede aplicarse para las distintas frecuencias de ondas reflejadas para 
cada estrella en la forma: 

er(l) =..!.. J e'(m····)'dS(u I,.v) (120) 
2x ' 

donde la integración se realiza con respecto a v, ds es la medida de Radon Positiva 
caracterizada por (105). 
ED particular si u~ sobre un intervalo 1 e L entonces dn cODtiene una medida de Direc de 
magnitud un múltiple escalar de la identidad en Q en el origen. Por el contrario fuera de O el 
medio interestelar se supone no reflejante y por lo cual no contribuye para la determinación 
de er (1) E 111; (O). 

4.5 MEDIClON DI! LA CURVATURA MEDIANTE LA TRANSFORMADA DE RADQN 
Sea 100m @,®pxM,a)<44¡elhazprincipal asociado al haz vectoriallE"--+ Meon grupo 

estructural el grupo semisimple G subyacente eD la variedad Riemanniana NI. Sea g el 

álgebra de Lie en G y sea R : '¡í ,® P--+ '1í ,® P la acción de G en '¡í ,® P definida como 
s t----?sg'o' g E G. Dada ':ma l-formn m : T(1i ,® p}--+g ; sea R; (m) el pullback de m 
bajo el difeomomsmo lllo. Entonces la 2-formn de curvatura en M con valores en 
End (la' ) '" g.de la conexión V es: 

O=R'm= • (121) 

(42) Existen dos tipoa de instnuncntos ópticca de ol:ocrvtICión telC5CÓpica.:c1 reflector y el n::frlICtOr:ambos insu'wnc:nt.os captan 
~a.ament.e los dales de luz de 141 fuentes estelARS y 11. tnIVés de una rdlcxióo 6 refn.ccióo n:spectivAmeDtc c:onc:entren 1, luz en 

UDa mSUCDcia o • + c. donde o = la ~cia de la onda rcOcjodA. 
(43) e Aquí es el cono in~ al CODO e E: a Le. El CODO. tod:Is 141 tnyectoriu de onda ~dcs por la fuente 
(44) Por lo anseriormeot.e cxpueslO en la~i6n 4.l. Se: puede: dcmQ:l:ua que hoc:(P t8 p Dl,a);: boc(tt KM.,T(M). 
La int.erpretbCión fisiCII. del bu principQ] ~ 61 fi!J P zM.,a) es mmplemcml.t el 'f1ICimO' 6 tom:ute de dll.lc:s de luz proveniente de 
1, estrella que es medido eca:no htIz vectorial por hc=(C" sM., T(M). Y tuya cooex.ión es 

O jAOQ«(D4J M, T(M»---+ T ChoCo (041 M. T(M») 46 



donde V' es la derivada exterior covariante de la l-forma ID .Así mismo por la sección 4. 3 la 
forma de C\Ir\'lItura n es in\'8riante bajo la acción 

(X,o)----+ Ad(o-I)X 
definida de G sobre D' . 

El haz diferenciable '!l,® p (M) es isométrico a todo haz T(S ")con D par.En efecto. sabemos 
que todo campo no es singular en WI3 \'lIriedad diferenciable si ésta es isomorfa a S· con • 
impar.En panicular esto se cumple para WI3 \'lIriedad Riernanniana 
Ahora bien ,sabemos que todo haz librado es WI3 \'lIriedad cuya estructura diferenciable es la 
inducida por la \'lIIieckd de la cual es haz vectorial.En!oJ=s la eslnrcrma difcrenciable de la 
variedad Riernmpj.na cW!a JIDf la libra métrica g, tmrl>ién cá:á dcla por la misma fibra 
méuica en el haz librado ere la ,'3riedad ,y puesto que JIDf c!efirieiÓU g crefine un producto 
interno g. que c!tpem!e diferemjrblemente sobre = el hBz es un Imz vectorial diferenciable, 
el cual tiem: WI3 estructura Rienwnniana y por lo cual es UD mz vectorial Riemanniano. 
Por la sección <1.1 Y el ~ lIli ,el haz vectoria1'¡l ,9 11 ~ que es UD álgebra de lli. 
sabemos que es isomf:trico a UD Bgebra ere la del grupo ¡t (W) y I:l!::más ~o}-illlvnri""k, 
el cual tiene equivalencia estroctural de invariancia a las acciones del grupo ortogonal 0(1,3) 
sobre M= C'I". En otras palabras '!l,® 11 (M) tiene estructura de 0(1, " ) ; t (M) cuyo haz 
principal tiene como grupo GL(L'l "> el cual se idelltifica por T(S " ). Por lo tanto siguiendo 
ésta relación transitiva de isomorfismos heredada a través ere los difeomorfismos respectivos 

(4S)se satisface que T~") I!!p I S" 

t(r 111 ,1 111 

'!l' ® P (M) - T(M)--"'b ....... ' MI ; R" 
entonces '!l. ®p (M) ;T(S"). 

Esto coincide con el hecho fisico de que todo campo electromagnético de los haces de luz es 
singular en las fuentes donde se produce. 

Ahora bien, considérese WI3 región local del espacio sideral y en dicba región abierta del 
espacio considérese WI3 subvariedad compacta N de dimensión m+l=n en la ,'3riedad 
inmersa M" en I::l 0+1. 

Sea T(S ") el haz de esferas unitarias normales sobre M. Sea U, WI3 s-veciodlld cerrada 
de·M. Para s suficientemente pequefta U. es una \'lIriedad diferenclable con frontera (46) • 

Cabe mencionar que la estructura diferenciable de toda sub\'llriedad de M es la deducida 
de la \'lIriedad Riemanniana a través de la restricción de su respectiva conexión ("7) 

RiemaDniana en el subhaz (4U) del haz vectorial de esferas unitarias isomorfo al haz 
electrodinámico sobre M. Siendo M una \'lIriedad Riemanniana orientada (de hecho es una 
bipersuperficie en C'I 0+1)el mapeo haz '!l, ® ~ M---+ MI induce un mapeo cp del espacio base 
M de '!l.® P (MI) en el espacio base S· de T(S ") el cual es un mapeo esférico de Gauss. 
(45) PeTa \Irl.D. v4l'ic&.d RicmmÑano simplcmeut.e c:onc:u de curvcturl ccmtnnte DeSAlivI como lo es nuestro espacio hiperbólico 
que modela nuestro CD:JmCll,cl eapacio (Exp.M) es \DI c:u.briente dif~ciablc de M. 
(46) Este es el ceso DllÁiogo pATa vAriedAdes D+k-dimcnsionales con h-l.CUADdo éstu son variedades orientadas3..dimensionales 
RiemmmillDbS,.CUYu subvoricdAdcs,oo n:¡iODCS l-dimcnsiooales ,implemcnt.c: CODCltAS acoudu por una curva e difercnciablc por 
plU'tc:s consistcnlc de o-carvns difercncicblc:s.. _ _ 
(47) Sea Mi!:C!:!....E1 HAZ ((M) == P' l& P(M)-SO(D+l) sobre G (D,l) = S" doode G (D.l) es la correspondiente i&:ntificación 
de Grnc=aatlD de la esfera 5 D de T(S "")cquivAlc:mc al espacio bomoaéncoO(a+l)lO(o) con ¡rupo SO(D).puElde ser idcntificodo (00 
el hu de mGl"co:J ortonormAle, ori~.obre 5 D de Uba {«ma n~Al y por lo e\LfIlla conexi.án canÓDica en p I ® P (ó [ (M» 
puede lCt iclcDtifieada con l. coDCtión Riemanmma de S D • 

(48) Dicho subhaz es el conformado por el hu vecsorilll electrodinámico restrin¡:ido • l. ,ubvariedad de dimensión m de l. 
variedad M. Tal puede acr el CUto por ejemplo del haz de seftales de energí. fmita útiles (y. ~cadu) pGl"I lo. instrumentos de 
cootrol de un aparato de obKrvación utTOIIÓmiCO cuyas seftalcs se pueden medir • troves de les potenciu consumidas en los 
diferentes instrumento, del pCDCl que lo conforme.. Asitni...mo las fibras para éllc: subbA% del haz ~ri .. 1 P: I ® jJ (M) serán lo. 
vcclor'es de Poyaü~cb.o .ubbaz de seftales de vcctoJa; de Po~ puede IICT d:cfmido explicitomcnte como: 
[s".¡, ()l)= ¡t,@P(M) 1.= [ve¡t,@p()l)lIl(v)EN} 
con grupo C$tl'UCt!.Ircl 0(J).Recuérdc=e ql.le l. codim N-l en M y 1l: ~ @pCM)--+M es un haz principal fibudo ,obre M con 
grupo estnlctunU el grupo de Lorenll I(M) CZI GL(Q .. ). 
Puesto que M es oric:ntable y oricnl6da.podemos tomar oquellos marcos odapI.Ado&.lD' c..wes son coz:npll1ibles con las orient.acioncs 
de M obteniendo LDl .ubhGz del bu '\;lt@ps(M)--+M COD ¡vupo 50(0+1). Fisieamcnte podc:mosintcrpretar 
D dicho .uhhD:t de UDa forma mAs univcno.l Y !>bjo las rclGcioncs isom6riieos rcst:riDsidz:s a los c:orRSpODdiCD1cs cspaao:J tangente. 
que competen al hGZ Pt@P(M)y como el eopbcio de dtnaidedcs de energía debido a los campos electromagnéticos. es decir; al 
espacio de vecto~ de Poyd~ Este subhaz es SO(D}invartllat.e CQ M. Desde un punto de vista cstrict&mcnte 11lico. éste 

puede ser dcfinido como el eipD.Ciavect.orial: [s~] B(M):::{' ::::EIT HEP.@P(M~(pltJ:H)=-::} 47 



Por lo cual considerando el mapeo esférico U. ---+S "y utilivmdo el lema de Bopf (<9) sobre 
la s-vec:mdM diferenciable U. ,tenemos que el gruIo de dicho mapeo es ~(U.) y puesto que 
éste es un invariante topológico sobre la variedad M que contiene U. e ind.,...ndiente de la 
elección de coordenadas tomado ó elegido;:t (U.)= ~ (M). Luego cllema Bopf implica que 
el gruIo del mapoo esférico de G!lWlD U.---+ S D es igual al número de Euler ~(M) de M. 
Sea d el gIZlin deJ mapeo esférico M ---+ S". C",u:Wt:l8It!!u que cllllÍIW:rO de Euler es un 
invarian!e to¡m!ógico de cierta c:ar2CIerifIica de la VlIl'iedelI reW:iolWla oon la determin2ción 
del área de su frontera ó de cualquier hipersu¡!:rfu:i imw:Isa en la variedad Y que pennite 
expresar el gm!n el a trIM!s de alguna expn:sión imegral que u:tiliza una propiedad 
topológica ru.brcida de hl5 formas cIifereItci2Ies del especio ci" (M) que expresan la conexión 
RielMnni""" de M,Ia e><preSi6n in:tegml deJ gIZlin para M pm>de encontrarse f2cilmeme. 

Sea 1', 1'.-- y" un siElema de coonlen2das en C3 ~1. El elemento de volumen de la esfera 
unitoria S D eá!\ c!clD por 

D 

L (-1)' y'cayo 1\. ....... l\CIy'I\. ........... l\CIy. (122) 
1=0 

Sea ~: ~ " dado por las (O+I~~, ~ 1_ ~ D sobre M oon métrica esférica 
euclidiana ~ o) 1 + (~ , ) 1 + .. _. + ~ D) 1 =1 . Entonces 

el = S N:E ~=o ~'d1;° A .......... ~ ........ I\d~D (123) 

La fórmula de W~ establece que 

!;.(X) = -A(X) (12.01) 

'rt X un campo vectorial sobre M, donde A=A,. es una tIansformación simétrica de cada 
espacio tangente T. (M) definido por la segunda forma fimdamental. 
Por un simple cálculo y utilivmdo el concepto de curvatura G""llIlimlD de M se Dega a: 

d = _1_J M" D!Iv (125) 
m. 

donde m D es el volumen de la lH'OÍern W>itmin, t(" es la CU1V31Ura G!l!Ill!lioon de M Y dv el 
elemento de volumen de M.Puesto que la dimensión de la variedad M que modela al cosmos 
es par,pndemns reemplazar el número d por 1I4(M) y expresar" Dcomo un polinomio de la 
curvatura Riemanniana donde ésta curvatura Riemannian3 se deberá calcular a través de las 
curvaturas seccionales respectivas sobre todas las secciones de M. 
Luego el teorema de GOMllD-~ para éste caso establece que: 

• L n,S .. ,a S ... " !Iv ... + S ,¡¡"D!Iv = mD (IU) 
1=1 

donde se ha oonsiderndo una región M simplemente conexa sobre M acotada por una 
hipersuperficie diferenciable oM excepto posiblemente por algunas secciones X y también 
singularidades de X del haz tangente de esferas unitarias de cliomeanió .. 4 ,el cual sabemos es 
isomorfo al haz electrodinámico lí 1 ® ¡:J(M) Y sus sec:cion!:, y puntos 
singulares del propio haz '[í t ® ¡:J(M) (50). ArÉ- mismo considerando a M una región 
simplémente conexa y acotada sobre M por 8MI;ésta región puede considerársele de hecho, 
una variedad ~ c!iomeaniOOlnl Riemanniana compacta orientable cuyo haz asociado es el haz 
T(S") = S (frr) =lí 1 ®¡:J (M). Sea P:S oW)---+Msu P!:!lYección sobre S(M).Construimos 
para éste caso las llamadas 3 f01'llll11lll de elle .... sobre S(M) tal que cbt =p.(y) 'rt Y eS (M). y 
que la integral de " a lo largo de cada fibra de S(M) sea I.Sea X un campo vectorial unitario 
sobre M con singularidades aisladas en x. ...-,lIb. Sea n. ...--.'lt.los Indices de X en L,.._,X>. 

Por un Teorema de &I»f, ?' + _ +n. es igual allllÍIW:rO de Euler ~ (M)( .. ~ 
(49) NOTA:.Bl kmo = Hqfrd~ fllZI ~ dd t&!Iorcm:I de G~~ af"um" que el grDdo elel tnqJCO esférico de 
un mapco c:tftrico eh: \mQ VllricdM eom:pectD de climczDi6n ~ es ip su ~ de Uc!:r. 
(MI) NOTA: &. el b.cz clcctrod:in6mico,dichal puntos.mawDI'CS son les fucnles de luz. que determina l. fibración de scftll1cs de luz 
CIl toda 108 M. 
(51) NOTA.; Vcr-ropolOfD' ffom tbc Di1fcnmlicblc ViewpoiDt" de Milnor.1W.,Univ. Vir¡inia Prcu, 1965. 48 



La sección X que alraviesa al haz S~ puede ser considerada como una subvariedad de S~ 
con fronlera y su frontera a X está dada por n, 0,+ ••• +0,. .. donde a, ......... son las fibras de 
S(M) en x¡-x,.. Por lo cual 

• f • ¿n, .. " = ¿n, = -1;(M) = f xPO(y) • f "r . f x"" = J ax" (127) 
1=1 i=l 

Luego el Teorema de Gwoo-~ toma la forma 

f ,¡¡keclv=me -[troJ .. x-f a¡¡¡ke-,dva¡¡¡ ] 

= me -[ -1;(M)- { 1" - -1;(OÑJ) - J T ~ dS }] 

(12fl) 

de donde por el teorema ~ J!l!o¡d , los mapros esféricos M ____ se y M _se tienen el 
mismo gmio,a saber ; -1;(M) = -1;(M), de donde 

f ",It" cIv= f "It" dv=m. --1;(M)+ 2X --1;(OM)-f T kgdS (129) 

donde "" es la c:urva1ura geodésica de la curva r en la variedad M. Así mismo la integral 

LkgdS 

relaciona la c:urva1ura total de UD ~ltClto con la cantidad total de flexión de su frontera. 

Def.IV.5.1. Sea r : [ o,b ~!N con segmento regular de curva en una superficie geométrica 
orientada !N. La c:urva1ura geodésica total de J h¡¡ dS de r es 

$(b) T J. ~(S)da (130) 
5(12) 

donde "" (S) es la curvatura geodésica de una reparametrización de rapidez unitaria de r. 
La C\lIVlIIura geodésica total de r en M2 es por tanto la analogía de la c:urva1ura Goouinnn 
total de una hipersuperficie!Nen L'! ""'. 
Las geodésicas son trayectorias mini maJes propias de una variedad My relacionadas a través 
de su transporte paralelo al haz vectorial senwlo en la variedad M,donde M es una variedad 
hiperbólica.El haz como se ha visto es UD haz principal lineal cuyas fibras son los campos de 
tensión electromagnética. Así mismo y debido a que el haz de esferas unitarias el cual es 
isomórfico al haz electrodinámico (con grupo estructura1 GL(IlI! 4) Y cuyas clases son SO(n)
invnriO!O~),es UD haz de direcciones normales (haz normal) entonces toda geodésica de la 
variedad M es perpendicular a toda geodésica paralela ó trayectoria sentada en el espacio 
tangente y,(Mj'V" e M, resultando entonces que ésta geodésica sobre la cual se realiza la 
medición de la desviación de la flexión de su tranSpOrte paralelo es UD horociclo en M. De 
hecho dicho horociclo en M es una subvariedad totalmente geodésica en M y geodésica en 
una hipersuperiicie M2 de M. De este modo ,debido a que M es una variedad completa, 
simplemente conexa,orientable e isométrica, toda hipersuperficie como suhvariedad de M es 
completa,simplemente conexa e isométrica y la hiperbolicidad de M2 es la inducida de la 
hiperbolicided de ¡W<>+, por ser ésta una subvariedad inmersa en r'. Por lo cual los 
horociclos en r' son horociclos unidimensionales en M 2

• Sobre dichos horociclos se 
reaJizaIá la medición de nuestra curvatura, usando la correspondiente adaptación del concepto 
de curvatura geodésica al ámbito de los horocicJos en M. Para ello resulta útil definír lo 
siguiente: 
Def: El horociclo caracterizado como una geodésica (horociclo unidimensional) es toda 
geodésica t008"'D~ a una geodésica paralela Entonces la c:urva1ura horociclo en K,. (s) 
simplemente será aquella curvatura geodésica que se mide sobre el ÚlDgente a través de las 
distintas direcciones normales del triedro móvil, sentado en el punto del espacio ÚlDgente(Es 
decir,los campos T, I\l Y V ). Por lo tanto la curvatura horociclo K,. (S) será la respectiva 49 



curvatuIa nmmal calculcla sobre la dirección del vector tilrllpte unitario del. ector T. (52) 

Para dar precisión al término -c!íretciOO-,vamos a definir una dirección tangeole a M en 
x e M COIlHl un snhesp2cio lInjdi""""sional L de T,(M),es decir,una recta que pasa por o e 
T, (M). As! CUlIIiquiec vector tangente distinto de cero en x determina una dirección LEl haz 
CODIeDÍdo en esIe espacio vectorial es una sección del baz de líneas 0 descrito en la sección 
4.2 . Pero es deeeable usar una orientación positiva de L por lo cual solo puede elegirse el 
vector unitario " tangente de dirección positiva As! IDÍSIOO si evaluamos " en vectores 
unitarios , en reaIidltd lJ!>tcnemns una función de valores reales definida en el conjunto de 
tod/$la c!inrQones tangentes a M. De ésta maru:ra &i rpT/11TI1 con T un vector tangente del 
triedro móviJ mttado en x de T, (M) y toda curvatura normal viene definida para ésta 
dirección como 

" (m) =<:-V. U,Il > (131) 

donde U es el vector unitario normaI,Ia curvatura geo<Iésica expresada a lo largo de una de 
éstas lineas orientallas en la sección sobre T,(M) de Cl positivamente vendrá dada como: 

f LK,(U(O»dD=f L(- VoU, ... )cIn (132) 

donde o e L'l es una parametriz2ción dela curva L • De tal forma si deseamos calcular dicha 
curvatura,ésta será igual a O para éste caso y al elegir una línea como suhespacio del espacio 
T, (M), ésta última integral pueda escribirse haciendo reeuno de la función especial ¡; (x) 

COIlHl: f T,(M)",(C(D»O(L)C:O=O 'rI SeL'l 'rI LeG. (133) 

De tallllCd1l si se ha dicho que la curvatura horociclo es una curvatura geodésica, calculada 
ésta mbre la dirección de todo vector " trumF, unitario entoru:es , 'rI 1; e E 

K(l!,I;)= f ~"n(g)cIn=f ~"(u(n»dn'= J ~(- VoU, ... )cIo'= J M,(-VoU,u)5(l;)ds' (134) 

donde !ID' 9! <D © la correspondiente medida de Rlldon positiva en un horociclo ~ en el 
espacio hiperbólico M' de M"'"'. La función así obteuida ];((u~ es la transformada de 
Radon de la curvatura geodésica K., (S). Luego a través de la transformada inversa de Radon 
recuperamos toda la curvatura usando el caso par ya que M;;; lJIl 4. 

Pasemos a la clase de las seIlaIes del espacio lIIli(n) (Con n un dominio cerrado de M) 
subyacente en la estructura l!I'" n 1IIl(E) ,donde E es una componente isotópica del espacio 
de HiIbert 1IIl (5)) inducido por la estructura diferenciable del producto interno g, 'rI x e M 
detennin2do por la métrica pseudoriemanniana propia de la variedad M. 

Debido a que en toda variedad Riemanniana conexa y completa e isométrica existe una 
estructura de espacio de HiIbert inducida por la estructura diferenciable del producto interno 
g, 'rIxeM determinado por el teosor métrico e ,es posible asignar una topologia de espacio de 
Hilbert a la variedad M (54) ,permitiendo de esta manera que sea posible la medida de los 
campos vectoriales correspondiemes a las secciones del haz fibrado '1l t ® p (M) y de los 
respectivos subháces,a tIavés de un funcional que satisfaga 11 u 11,<00. Sea X eQít ® pf(M) 
donde Qí t ® pf (M) es un espacio de señales de luz finitas (espacio de Hilbert del haz 
electrodinámico)dotado de la estructura causal definida en el cosmos M. Por la Ieoría de 
Espacios de liiltrerI tenemos que toda esfera de Riemannn es difeomórfica a todo 
subespacio prebil bertiano cuya completación sea un espacio de Hilbert H. Ea Particular 
para señales de enecgia finita,la esfera de Riemann la ~ ,El = 3 en M;;; lJIl 4 es difeomórfica a 
todo subesp2cio prebilbertiano cuya completación sea un esp2cio de señales de energia 

(52) NOTA: Lo ccIales de luzaon lGad:bid.:::s aladc leo camposel~CCJ que IIOtItcCCioncs dcJ Iw:veetor1al pt@p 
~D al M Y c:uycs fibrns IOn 10:11 VISCtDla tmsmte:ll 6 i.n1cmidades m CCZDpC1 e1~DOS Y que en el uso mÁS BCDCfal 
son 10::1 \cD:ICa'es No:mcl~ m tensiÓD cI~ca evlllwldoa en ceda puD1D el: X E M. 
Por lo C\W lA CUI"Vl:taZnr. borociclo =ri la Q.II'Vctunr, norm.cl m loo WdOra; U:IltJCIIlcs CII T 11 CM) cuya dirección normal sea T. 
(SS) NOTA:: De becho H es 1m e:p:¡cio de Hilbcrt u:pcnble Y oomo tal actid"oce q\tC 

H-GlH(E) 
E Eh!' 

dond: h A es el d~ a. 11 UD subsrupo orbital en G. 
(54) NOTA:: VerCiLrt.(15J 50 



finita H! (O) ,y originado por ciertas fuentes aisJadas (singularidades del campo 
electromagnético ). El espacio de sellales de energía finita Hi (O) podemos definirlo como 

elespaciodeHilbert s: (Ot) = { f(t)e9'(ll'C(I) I ~~,<ao} (135) 

con estructura causal ~ por la resolución de opemIores en L '(L'!) e L (H). Así 
mismo todo campo de Edl2les de energía finita como una sección diferenciable del haz 
tangente electmdiruimico '¡Tt ® 1J '(M) .cm todo mapeo 

X:lllI~(n.) ¡¡JllI~(n.)x. .. xl8l¡(Ot)--HI.¡(Ot L ••....• x 0t) (136) 

con regla de: COlie&p'lltdencia 

~I(t) .......... fo (t) ~X(I'I(t).I',(t), ...... ro(t» (137) 

Considmml!n a ccla esfetll tmgen1e uniUlria del haz 1l'(S") como una esfera de Riemann 
difeomórlica en C2da punlD a C2da Slr!uospeciO prebiIberti2m> de ]8[; (O )CQllW completación 
en c:\4 Ladrillo de Hilbert) con estructUIa causal en a en C2da ¡g~ ( ) ,toda selIal 
<> (t) e H; (O) maptada a través de !JI ~ toma la forma 

<>(1) = e -~O,+")t (1311) 

los cuales son fasores vectoriales cuyos campos de velcrcid2d son ". 
En particular los conos convexos de la estructUIa causal a coinciden en convexidad a la 
convexidad del espacio de transformaciones L (llI) sobre el esp2CÍo Ill~ y los conos de luz 
son transfoIJll2ciones conformes del espacio H; (O t) enll! ~ respetando SU causalid2d e 
invari.ancia bajo las acciones del subgrupo l(M) del grupo GL(L':l ").De hecho por la teoria de 
Lov~o!<y sobre el espacio hiperl>ólico ,podemos identificar todos los puntos de nuestra 
variedad M e+l por llncas que pasan a través del origen de un espacio euclideano lE N+I con 
N=w+l y que caen dentro del cono C(P):[x,x)=1J V x e M . Esto permite identificar a M 
dentro del interior de C2da hip:resfera unitaria (SS) del haz tangente T(S 0+1) ;: M 0+1 como el 
interior de una esfetll "...ró"""""""",oJ de radio unitario.Esta región en la variedad FIil""'"tes una 
subvariedad totalmente geodésica en M 0+1 identificada COIll!l una boroesfera ,que para este 

caso particular resuJtan ser transitivas bajo la acción de los grupos O(l .... H) Y O( 2, D ) que 
actúan lIlIIIsitivammt sobre las componentes conexas de M 0+1 que son Q.I Y Q +1 
respectivamente (57) • 

Considérese la orieol2ción positiva de ~I tomando la componellll: conexa de Mc+' 
deter:milll!da por la aWlrica Q..1:[x,x) =lVxe~1 (un hipeJboloide en ClN+I)<5O).La distancia 
r entre cualesquiera dos puntos está entonces dada por 

coo!Ir = [x. y ] 
donde para esta componellll: de orientación positiva de M C+',consideramos que [x.x)~I. De 
ésta fórmula obtenemos imnOOiatamente la expresión 

!<'wr= -dx~ +dx;+ ....... +dx! 
para el elemento diferencial de longitud de arco,donde las diferenciales dIo ~_.,dx" están 
relacionadas en virtud del hecho de que [x,x)=l. Por la ecuación 

:I.dIo - x1dx.-...... ~XDd.xD = O 
dicha forma es definida positiva. 
Realicemos nuevamente al espacio hiperbólico Mc+1 a través del lápiz de lineas que pasan a 
través del origen de lEN+l con 11 =N-l Y que caen en el cono convexo C(P):[x,x)=1JVxeMO+I. 

Elijamos el sistema de coordenadas x = (x, ... -.,xJ con [x,xJ>O. En éste sistema de 
coordeOlldas homogéneo la ecuación de una esfera es 

[x.o] '= c{o.o] [x.x] (1.00) 

donde 0=<0,,.....,0,,) son las coordenadas de SU centro. Desplacemos dicho centro al infinito. 

(!:5) EstA ctribución d::l c=pccio ~ad:rd 6 c:omra= M IC d:bido 0.10. aid.cDcin el: un:l infinidaS d: ctlc.Jcn s· difc:ombrficllS o. c· 
(VClf"-r~I'nx::IDm:. 1'::M .. ~-MC=:orr..W.U~VI~I~ 

(~ NOTA: Hipcn:d'era.s diícomOrñc.u o. .u.bc::JpDcim de H: (p) c;::!. a = ClI:t;::J M D+I, 
(!7) La cuAdriCII. Ql CI idcntificW como t;:sp6Cio bomosé:ftco bnjo lo. ccción de ~ fVUPOI como O(l.Dyo(l,D). 

(SO) NOTA:. ~ queMU+l co 1oc4lmc:ntc isométrica a []~.Q. y <41' 51 



En nuestra rcalización debida a la representación lineal qut estamos haciendo de la variedad 

Ma+' , esto significa qut n se aproxima a algún vector 1; de lID mno de ecuación [~, ~ 19). 
Podemos obtener este limite dejando c [ n,n Imnslante Entmrces en e1limiteC")obtenemos la 

ecuación: [ ~]' [ ] x,-, = cJ LX,! (11)1) 

que es la ~ de la com:sp<>lIlIicme horoesfera ,dm!!!e c,~ ya qut [x.!; I ~ O Y [:.,xl> O 
tal qut c,~ O. y aftstdierufn el W:clto de qut C, no !!e mmla ya qut no exiae lID punto xeM"" 
tal que [x, 1; )9J = c, > o. Su dirección de la horoesfera tt:rá el gen::n:lIm cid cono qut pasa 
a través de 1; . Lw:go la horoesfera en la cu2.drica Q..,:[x,x)=l't x e l\IJ"'"' toma la forma bajo 
la COIi~ ~ón de la rep"""",trci6:n Iin!:al de Q+, COJru) SO!l7varied2d de M""; 

[x,q '= i..' (10$2) 

donde nuevantl::llte 11; ll=3, y i.. '" O. Cab<: JWtar que tal eaw:ión """""""" invariante bajo 
el reemplazo de 1; por -¡; ,y podemos considerar que 1; =: en la JIl!IIe ~tiva del cono 
[1; ll=ll. Ahora bien,si x e <4, y 1; e C( ¡r pI x, 1; 1 > O Y la ecuación Lx, 1; J = i..' putde 
escribirse como [ X, 1; 1 = i.. (loU) 
't i.. > O. Si reemplazamos i.. por a.i.. y 1; por al; 't ex e C:¡+ enIOnces la ecuación [x,I;)' =i.. 'es 
una horoesfern.Si normalizamos la ecuación tomando i..=l = 

[ x, 1; 1 = 1 (1M) 
la cual es una horoesfera unitaria cuyo centro está en la parte positiva del cono [1; ll9). 

y puesto qut la geometría inttinseca de una horo:sfera en una variedz.d hiperbólica M"" 
es complelamf:nte isomorfa en el sentido de las corrc:spm!1lieD1es reW:iones y propiedades 
invariantes bajo la acción de los mismos grupos y subgrupns de isotropía;a la geometria 
intrlnseca de los hiperplanos en L'l o+',entonces las regiones de interua:ión de hipeIPlanos y 
horoesferas a>n los resptetivos conos en cada caso C<O) ron isommfas y puesto que éstas 
horoesferas en particular,son transitivas bajo la acción de los grupos 0(1,s+I),O(2,1l) y sus 
subgrupos de isoIropia son conexos entonces toda subvaried2d wahnente geOOésica en 
D\= M"",.,C+(p) = SU(I,I}1SO(2) tal que~, e M'c M"" es lID horociclo. De tal modo 
la medición de las seJIales de luz se realiza sobre dichos horociclos contenidos como -rayos 
de luz- en una esfera de Riemann I!l e a localmente isométrica al espacio de señales de 
energía finita ¡¡¡¡2 s(O) y qut modela a la varied2d M"" y la cual proviene de la intersección 
[( l>onm::r~i'!lD}'" C(P)lde donde I!l ca, resulta ser con estru!:Iura Riemanniana de curvatura 
negativa CODSl2nte. Es importante resaltar qut el negativo de la esttuaura Lorentziana de la 
variedad r' es hered2da por tales subvariedades lOIalmente geOOésicas y en particular por 
los horociclos del disco de Poinearé~, como sección transversal de la esfera unitaria 18 ca 
la cual 't Y e M"" tiene una estructura Riemanniana de curvatura negativa constante. En 
efecto sea M"" el cosmos y considere la propiedad de isotropía propia de su hiperbolicidad , 
a través de todo suhgrupo conexo del grupo l!l!=Oo(I,1l)que 2CIúe transitivamente sobre toda 
esfera de luz I!l e,(o).Se sabe que tal suhgrupo de isotropia que deja fija toda geodésica desde 
O con vector v. es 0o(").Pero 0o(")es el grupo de lAIremtz l(M)cuyo grupo general lineal 
es G~O+'). 

Sea f(x) e s..ppC= (O) , (O) ~ M"" recordemos por el capítulo n sección 2 que la 
integral de f(JI) sobj una horoesfc¡ra Ii e cuya ecuación sea [x,1;)=1 viene dada como: 

." f(l)da = J M~' f(x)l)( [1,1;] -1) dx (1<il5) 

C5') NOTk. [ J' [ J' te :r..1I = J.,~ 
.-+t 

(60) NOTA: 
&( .... 1 

tupupIMmm .... } n C(p)=s" 

En ...... ~ 
[ hcrocdCrc J n C(p) = jj" 

OBSJatV ACION' Ob:lérvae que el djlCC unitArio n' I es completo y a:rrcdo debido a la cla.usura que: le dola l. 
iDterseccilm. del cspocio iDtcrior I t Horc=fof'CI } n C(p) 1 con la va'icdod Ricmo.nnima M"""' la CUAl hemos supuesto siempre 
comp1eta.ilOlOCtriCA y CODCX.L 52 



De donde en panicular para el disco de lI'oimcmi D' I es claro que en forma análoga 

J " f(1)da = J n: f (1)1>( [1,1;]-1) eh (1t6) 
donde (¡ I es un horociclo en JIi' I ,el cual forma una órbita del grupo semisimple en D', 
Como sabemos por el ~ D de éste In!bajo la inlegrnción sobre una órbita del espacio 
M"""I tal COIIID una horoesfera es im'l!lÍanle bajo las =iollllS del grupo semisimple que 
subyace en la varied2d W l en particular bajo las ..a:iones del grupo que acnia 
transitivarnente sobre los horociclos en D' I . 

As! mismo tenemos entonces que. las formas eh y [x,{) ptmIan= im"3riantes bajo 
movimientos simultfwcs de 1 Y 1; Y la integral tldinitla es invariame bajo desp1azamiemos 
del horociclo. Esto significa que bajo un DWVimiemo g e G del espacio hiperbólico M"""' 
mapeando el horociclo 6 en el nucvo horociclo 6 g ,olrtenemos 

J ,f(xg)oI<r = f ,.f(1}l1<J. ' (147) 

donde oo. es la medida sobre 6 g . Si en particular g transforma 6 en sí mismo,~ 

f ,f(xIDdO" = f ,f(1}l1<J, (IW) 

de 1al modo definilOOS la integración sobre un horociclo de ler Orden como el definido en 
(1t6) .Ahora es menester escnbir la fórmula de curvatura horociclo usando las señales de luz 
descritas en mr' • (O) por (1311). Usando la cansaJWM de W;¡O+I Y tomando en cuenta en la 
resolución del espacio de HiIbert H subyacente en W;¡O+, para dntar a Jll[l s (O) como espacio 
vectorial topológico causal (Q) , tenemos que la transfomwla integral para las señales de luz 
puede expresarse como: 

a(x,6) = J ,1l:Jl!Il(tX) S(X,6.v) 

= f D' exp(t,1) S' (X, 6, v)cIv (149) 
'" 

= J .e~o+")tdS(X,{¡,v) ()49) 

donde (m +kv) ~ ex' (M ),M;: 01 4 ,6 e2 y S' cx,6.v) contiene la medida de Dir"" de 

I os puntos de discontinuidad de Scx,6,v). ,. es la velocidad de expansión del espacio sideral. 

(61) Espacio de Rc:Jo!ución de HiJbc:rL 

53 



Para el casü ck nuestra 2 - variedad dinleDSiooaL la transformada. de Radon ~ 

.,"'-) = J .' . ei(,," kvlt,¡t = J 1 ~i(Q) + kvlt¡;(~(z.. t» dS' (ISO) 

.... "" h . ,(z. .) D (1) • 

1'r<>poo;ción.IV.5.1. Coosidérese la variedad Riemamriana 1)2(1) Y considérese el grupo 

de iuvariancia que actUa1nlnsi1j,,"!IIIleIlUO sobre ])l (1) dado por 

SV(I.I) = ¡(alb. b'a) 1 lar· 11>12= 1} (151) 
""yo subgrupo de iwIropia es 50(2). Toda geOOes;ca en D' (1) es un.,.-...o =ular. 

Prueba: Debidc-, (l ia fun.::ion homogrnfica que deñne l2. a.c=:1on de seo, 1. j s(,oce l}Z {!) 

definida por la c-mrespooóeDoa 

z i-c> 1l7.';' b'(9)2- 'al \1 ZErY-(!). (152) 

se establece una correspondencia conforme del rusC<l ~ (l) t'D R2: isomut:Ío b e 
teniendosé que dicho mapeo~ mapea c:ircui~ ()' imeas) en ClTCUios y ~. Luego iR! 
!u:Jea" detertninarlas por ouaIesquiern par <k puntos ",. z~ E 1)2(1) sntisfa= la condici"n de 

e·ptimizacioI! de distancia S0bre eJ arc~ det-'"'Illinack> por lBles puntos. , sabe: 

d(z!, z...J = in!"L(y) (153) 

de ¡el cuul se infiae que taJes curv8.5 soo gt'('I(iesi~ en & (1)~ ~- debid(l a que talef 

geodési= = en D' (1) , esta:; son arcos de =ul"" perpendiculare; a la frolIl<:rn IzI = 
l. Puesto que 1Bl"" puntos ",. ~E])l(l) se han tomado arbitrnriamcm.e, esto:; detaminnD 

una .:urva arbitraria, la cual es geodcsica. Úlego toda geodésica en '-:1' ~E1)2(1) es un 

arco cireular. : 

1'r<>¡>ooDcióOLIV .5.2. Si toda función en 1)2(1) definida por la correspondencia 

Z I-c> eu(L b) (154) 

V 7E1)2(1)' ~EC y bESE::: .. una onda bidimensional con n<>rmal b que es constaI!U' 

en cada geodésica perpendicular a b, entonces toda señal de luz que es una onda 

proveniente de la fueote Io.-slizsd. en b cuyo desplazamiento hasta el puntO 2E1)2(1» 

considerando la velocidad de expansión del universo: es 
Z H ei(", + kv)t = e m (155) 

donde" es la velocidad de expansión del espacio sideral, '" la frecuencia angular del rayo 

luminoso detmninado por la geodésica en ])l (1)' 

PrMI>a: Ver cita [11]. 
4.6 CONSISTENCIA DE LA MEDIDA. 
Ahora lo que sigue, es demo>1rar la consistencia de l. medida obtenida. Para ello es 
menester demostrar que- la nledida de curvatura asi obU:nida t'!S un invariante de 
observación,es decir; que la medida de curvawra es independieote dei marco de referencia 
utilizado para medir el haz de luz. Esto nos 11"". a que las medidas obtenidas 8 travé, de 
dichas señales de luz, las cual"" son independieotes del marco de referencia utilizado, son 
invariantes y por ende cualquier propiedad del espacio sideral deducida de estas señales, 
incluso lzl curvatura, será un invariante de observacion, claro esta:. consldenwdo una 
evolución causa.I de las señales a un tiempo t2 'o para todo operador de evolución 

T,: U2 ,(0) ~ R, en diba región del oniverno enfocarla por el sistema de obs='ación. 

Asi mismo, si consideramos al funcional T,: U2 ,(O) ~ R con regla de correspondencia 
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a(l) 1--> Tta(l) (156) 

Va(l) EH2,(0), donde T,a(l) es el estado descrito por el sh"tema en el punto a(l) de 

H1,(0) (scilal de luz)'''::. 

La medida realizada para una ía.milia de observables sobre UIJ dominio CE del espa::iv 

~ióera.l debe satisfacer tf 1(' EAlppC.oo:L(QRJ Y G(t) eB2
5
«(lj que 

!J(K ') = 1iot>y~",(l!T)joT K '(1',a(I) 011 -< oc (l!!,") 

Es claro que cualquj~ mrdida realizado sobre alguna propiedad dt uno region del espacio 

::¡¡ a troves del vbsm.1!b1e E, del>< ser unamediált en L :([2). 

Pro~ .5.3. La ~ón de espacio-tiempo sobre la cual existe toda medida de une 
señal de energ>a finita es (JE' 

Prueba: Debido a la propietia.ó de uniespacio óei COSIDO" (ver apendice e, de esta obnu. , 
t.eniendo por llIlalisis funcional que toda medida realizada sobre un esp.az.io de funciones 
oommuas sobre un dominio medible es una medida imnn.,eca del espacio de funcione> (i.e. 

una medida que tIC' depende del observador), consideremoo una regioD abiena(63) debid". 
la propiedad de cubriente del uniespacio del espacio sideral, luego di::ha ~on es medible 

v su medida debe ser a1gun observable de 8 2,(0) (teori1t de la me.dida), en particular es 

:.ebesguc-medible, y puc:st<> que toda Lebe:sgue-medida se caractaiza por ser una medida 
construida a partir de una familia de abiertos medibles, aunado el hecho de que nuestra 
~ón de observación (región donde se realiza la medida) representa una familia de 
~ cerrados medibles, entonces !O<k. dominio abierto de [2 cuyo observable es la 

medida E E L 2(0) es nE. c' 

,5:) cr(t.) eo:. ¡ti. señal de i~ ¡;.obre- I;j ÓJSco Si e = ol (1) ~ en e:n.t'" caso es la ruper5.o.C' ci.c cnag¡.;,¡ o 
, 

óomIruo dei e$pacc H'" s(O). 

(63) Rec:uer6eR que_ $t:a (';\ el espaCIO total Y 4t atnert.o en (2 cuya ~Ólda 1J.C0x) =- E EL ::'(0) T sean 

~O:}I"¡ ce....,..ados. entonces toda Lebesgue-me<hih de ~ es ~~) = ;"l"'t.;c{C~ ~ ).l(Ul-1=C'''1t)· 
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" 

-.- ... ---:._-:"._~,~,--_ .. - .. -._',-, ... _.,-

Para probar la oonsistencia de la medida de la curvctunl, es _ c!=ostrw que si 
la curvutura 

J:("lcr) o ~ <V"IlJ, t1l> ~ (1$1) 
qu: debiendo qc¡j<lfj:r,?r 'I"Z 

l!:oT-..... (IIT).Pr~} ~ <t co (lS9) 

es @cir. exillIo tcllfmite p:ll1l uro czl!!!I de luz ~~ tmnada en formo tlibilruia en In 
l'il[li.én "'" olx:a v¡:cib;n (J/J. ero"" ,,¡:;, exisIo 1!:lt:l ~ JI !:libre (J/J I!ll q¡¡;¡¡ 

r=)¡r4l1T)~)€:l= fm~~}IM~ft» (n~) 
Pero dicIto ~ ¡¡¡¡ fiDiID yo cpül ~ft¡l S N~I3) 'V tt GH Y E > O JIl!'l'ÓO ~ ~GrnIC 
c!=!z ¡z¡IC ES ~ d ~ d2 ~ d2 ~ m.iIo ~O) el CI!:Jl es 
ji Ii ,"" ¡fu cl ~ ~--nflrd llJ$lI) _ AI¡ci In ¡¡,oo rl ",j, ,,!t~ ~ cna el ~ 
JltZ!!). A.ci ~ ~ In.", . ",94 ) ~rn. Olllb ~ th ~ e:.¡¡~~'-" ,¡¡n 

~) ea m= o i¡j¡o! o t!lll ~ ¡:¡ el CI!:Jl ~ b ~ d2 Id =o sao ~~ -'" 
11", .ñ,:" hp:rw ¡¡;=¡p o " .Q' ",¡·"'cl.rfr:wb~m;!Ia~. 
En~. cl!lo DGJll)!1lI)y to:il t±1at¡l!Z C!l:il~¡"'" ", ¿¡, ¡¡¡¡~ <# ,I!, p'" 

It4rlFoeomDlJs~¡¡,)s(llI2~¡@n .~-H D-~n -~-D I';)-dl}) (fiól) 
Si 'Q es lIil JlSIO tn\w cl ~ I;!!ll. ¡¡'}a~ =b hcin o. ~ 

~~o{R·HoD~fi-~ (ll62) 
jIZl'O Col p:¡rm = """",bfu JIIIX el uro ¿¡, b ~ ~ >:!I!m !ro lrit1l8"-'OO 
~d:Jy=c!=!zc:""elCiliIÚOta! ~ ~~ 
={~) = (1 ~ fdJ8 - O ilI -~ o ~ <- q~Bl~ <- Cd)~ - (~ffil~ - CoG)~'i <
~ 

(llW) 

U!l 'I"Z ¡}(n. b) '" (1 ~ ~ - W. Asi IIIÍl:'m:!Im ~~ o ~ <V"U1, (¡» Cll Y ci ~4¡l 
S <CIIl! 

NUIsmo ABOllADO SlSTWA SOLAR 
:,.tn rnoóeltl er, twln" mae,I.1Io (O"'" tol oot 
~crnr.lllo) y tos plane:.., Q~ ID to1er.... tOo 
:l:"l C'rer ¡,J. O~C 01 C'J~S o~ el e50ce.o 
C~ re tle"CllIo t8 tC!~ia oe EI!'Iltcur bIt pro. 
ellD O:.Jf il CazI$<! n~ $J t'<J°'·IY.:.-Zl. 105 r. 
)01)$ ~ • Jl t;.l~ :íJ~~~ :e":t ':l~ I~ :;;~'::)l 

~ek!.!é~ ". :I)'CI.'°.,,'. :..;~ -., ;;jlo,,:.:~ 
S.:<.:t t '::-./l O¡j.'l et:,,~,tll !.. :oayI'C:ono 
c5cd. I Irlnlt'. O(' las .:!tP"el,p"es_ del 
C;J!-OS c:-o l. !ut"lI :r,ll t-ti::t ce ;olf 

o 

o 

(I\Il~T=!!:::ltoCl\a!±lIDi ,,¡.. )=~cLl'tnl~D"~_~I""'==oW) 

> 0101 P el O< P S f{¡¡» = D'tD) "'= b ~ ~ (O). D{p) '" """ ~ 
cm=! ... odo..,,'" "'" ¡=:n (1)). 5= o, ooD'tD) y"'" ¡P b é;ioa ¡;zot!:!w •... , , ...•. 

o 
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eutom:es ~4»)J " IJXI'(O<O)J ~x)l (cm) N(E) con !<r(a»)J s N(&). 
En creclD, usando la Ie¡n ...... llI!:iÓD .,2( .. b) = (l + ~ - ~ el cual es juS'AjDt"!I'.e el 
núeleo clásico d¡: Poisson 

li'(x, 1» =(! + ~ - r.! ~ (1 - ~(l - 2nc::l<> - 9) + rl) (!6<3) 
dmut: x " rrrP, 1> " ,¡:, y telÚeitl!I) qtre u.m s:iI!lI de luz z e c{S) sstisfE:te para la 
concxiÓDd:M""" 

iV"o(4)J S cm. para [¡¡¡l < 1 - a (lóS) 
'V Z!ell~Z(1). En efecIo, romjd. '=tu B lo ÍI!I!l:imI W'{x}l65) ~ 

~)= lJl1¡~3..~~_xl~~ (n~ 
para el dist:o !z¡! S ~ el C1!cl implim In ~ 

(o:xt>/imW') = WR~ ~ (167) 
)" lISSIlOO la clesiauald"!l d: SclIw= ~ tiem qtre 

~n» (0~ S ~ oc;¡;CqQl.1<:;1 S a (WJ) 
Lue¡¡o lf:DicaHIo qtre 'V >7e¡¡pZ{l), """Z, la eeueción (11S!l) aplicada a la función 

~~), o:oIB a cM" ~!l) en CwO S m, entonces 

~~a}~:va ~Ql, eQ S I.'l. (n69) 
""" es la CCUI ~M}. En efecto; 
T~ VA!. la tnmsforIDOda d¡: lW!nn d¡: la CIIl"VlllUIa (lmmi- SI!Iisfu:e qw:: 

JI CJ!:4o, n.~ •. ) - rqo, lLl;" • ~! cllldlMQ o (2N,¡)I~I~a il:{I'(o(t)J 
<IlI~n'iO) 

~: T 0!It0ID<lS UlI!I =ión tI!!nsvermIl d: UillI esfera lIl1itaria d:I h<lz 
T(§C}l6~ .. :<' 0~ y tnz¡lernI>!¡ _ línea d:lli!piz d¡: liI=s ~ al haz 
vectoriel de Iú=s iIi senwIo en In varicdcl M Y ron..,"" pnr la CSIrW:Iura C8lIS9I d: MI 
en la re¡¡iÓD d¡: ob=ve<:ién f:iL d¡: l>'il, dicho horociclo tien: el aspmo siguiente 

Sea z" cota) lIDll sej\aJ de luz rob:re ~). Fijamos 1m punto l;eL~ tal qtre z = 7f' ó"".fJ 
donde o es un an:O d: kmgitwI de L~, Y 9 es el án¡¡ulo d: la figura. Usando la función 
escaIÓlI unitario ele 1HI~ definida en la s=:ión 3 d: éste capUulo.. ¡mdemos 
escn1ñr la función CIIl"VlllUIa sobn: el C&IilpD de velacidlldz:s o como 

rqt'l, n.~, v) " 1.~v -,.L to{E"» <!l§ (171) 
donde la intetlmción es .... 1iwla sobre la p::>rIe de IL~, dondG lB esItl d3finitHl, GS 
c!<:cir; IL' (") QI' . Ht:ciendo 10 mismo para el campu de ve\ocidl!des" se tiene que 

tqv, lLl;" v) " 1.~v - ,.Lv(E"» o9S (172) 
de donde entom:es la diferencia d: (171) Y (1 n) se establece como 

J:{(o, IL~, v) - tq", IL', v) " ÍLl;(t(v - ,.L to{ti) - ro(v - ~v("",){ &.:1 e 

= ~1l==M2I:o{ < -VOll, ~}S{IL~) ~" 1.1;¡,{ < -VOll, ~l aIJ§" 

o 1. ~( tJ(v -,.L m(E"» - b(v - ,.LVOU(E"»1 o1S (m) 

Si " " ~ entonces S{G, L) " eI:l, con e " ~c;,..., Qll ). En este caso, para fijar la 
fm:uem:ia ,,(611), el integrando no cambianl de signo en rt' a 10 largo de Lv.. OE . Por 
10 cual 

~ "'" <b pC¡Jin!l (84) ............. cn 1tS'{¡¡» ... _ o y b. En1onc:os 'f"cs el único _ d% curvo en 

M d% longitud ~o, b) el <=1 ... o o y b. 
_ """ .. "" _ ... t:ozt...rc..s n<m1IOIes T~ itomoriO o '1i ,0~ __ 

codo .. fao """'" """ rq¡i/Jn c¡fi- es identificada con la bola ~ la cual es isomórfica a DI~D). 
(65) Yo "'" b .......... cur-.u.-.lo t=::r In bmo 

W{x)- nP~x,b~»O_ JOEl~-ti!t'(!»O 
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Los .... ,¡" """"' .... io:q¡roI ,¡" Poi= c!: ID i=rJrcI c!: diszn~ c!: IW:=I p= ID ....... _ 

=--u, csln'¡" podor ... liIor les..,.,. k:(z)l S ~y ~ ~."t»l c!¿ <.,. (Veril 'a; "'", S. 
"G=Ip:I c::d '""croI Gzcm:ay" A<CI!=ic Preo.. N.Y. 1974. 

(liS) El """""" ccAct,)l es po::;¡,!: c!: ~ _ Q '1"" tob:e ..., lD= L. , UIIQ """"" lt:lDrllIes 

rub(o, L) - ~" J..t;4 '<f e • """ 0,'. l(El». 
(67) El c!l:<o c!: Po::=ó ~) CII)'O l:mocicl<> = cl_ C'. 

~ lIc1 b~ = o ¡~I el:> cd!::!:::I el:> tu! en d Cc:lmuJ. 

~ IL', v) - ~\'I,IL', vtl o b.~v - eL qll"» - b(vlO ~ (174) 
~ c:o:n ¡espalO a v ob<enenws 

t1I:S(a, [,') - ~o, IL'~'-I = JI ~v - eL qll"» - b(vJl dv = b.'J aLqll") I o'l5 (R7S) 
Q¡¡¡¡ ~ sobre el • plano, .. n.m que 

JI IDJX(a, lL1;) - ~".lL') ooLl(~ IQ) = IJ ( b.1;J ¡}.qli') D Qj§ ~<i!!¡clrV rt;B) (17\5) 
Sobre el mt.snbro ~ & 111 ecuttión (K'16) inle¡¡it=>S sch1e IL ¡;,.., f:i1. , ¡ca fijar ¡;, 
y eI!!m!l:<:S inte¡¡¡UiLUS ~ e c:o:n ICSpbClO a 1;, U9llIlIIo una tnmsfllI1mción ~ CIl el 
-pI!¡ru>, paliemos ~ <Obre el hllmclcIo iC" = cota) psm fijlll'!l. A S!lh:r, renlizmoos 
una Jl'litmellW:ci6n de la lím:a lL 1; 1'0" medio d:l pan\IIrmo 9 

¡;ap= 
,,"p= 

e:ntom:es D = P Uln9 . Lueso ~ al plmro ]E2. ~ isomórfico al 
~I)~ c: ~ las """,.1, uw .. pal&mi, -=>os q= 

.P e r c:os9 
QO t!l 4-9, 
II = l1Il>lIOO 

9== 
(donde p " r c:os9 es In ecua:ilm pma el clrcuIo &1 horoclcIo cota». Por lo cual 

JI ( b.1;J ,.Lo(li') , o'J§ ~1i!;0lT)I!Q) = JI ( j-w2w2J .,Lqt') I ~2S GI;8 ) clp ro o 

= JI ( j-w2><'21 ¡}.q!z9) , tOO n'lrm (177) 
Si 61;1 S a ccm ¡;:¡, > o y L't el ndio del circulo tnngcme en lZ al borociclo C"<') y 
denotaDdo ptli' AA J:Q el áogulo enIie ~lZ) Y el radio vector en lZ, CDIonces 

1.,L¡:qt') 1 = 1 ~o(t» 11ccc(n/2 + 9 - y{",om 
Pma la integ¡aI ÍIIIerIIIedÍa el<: (1 íT) tenemos '1"" 

~1.,L~!z9) I GI;8 = 1 J:{(a(t» I~ mo¡n/2 + 9 - y{z,<II»)!<W = wIJ I W>(a(t» 

I~ 
ya que I J:{(o(t» I S 2Ill1 ~~QI. 1/;1 s El. [J 
Luego usando la relaciím existente entre la ttansfonnada el<: ~lJ Y la 1ra!Isform&da 
el<: IJl'~ demDStnllla en la sección U. el<: éste ll'abl\jo, se demuestnlla invariancia de 
la medida reaJimla ¡"yo la llOCiOO el<:1 operedor el<: evolución 1" (que en este caso es la 
lr'8IISfimncla de IJl'eaJl'1:¡¡¡-) d<:mostrmdo con eno la vmiltciOO tempoml el<: la medida 
rea1iwla, es cI:ecir; las seftaIes utiliwl.. en la medida de la curvatura qw: """ las 
salidas del sistema de obsenItciím, perter=en a un sistema causal cuy&S salidas varisn 
so!oen~ 

n: esta lDEm:i'II se =Iuye ql!l> la medida realizMa el<: la curvalurII 1'0" medio el<: la 
tmDSfomwla de ~ es UD!l medida COIISÍsteIite <bde el punto de VÍS!a formal, es 
~ir; es tmlI medida ID!JIemlItica Ahora es solo menester si dicha medida iD&teIDt>tica 
es U1I8 medida real, aronle con las cam::teristicas fisicas del universo. Para ello se 
rec:omicns!!I tomar CWIlquier regiÓli del espado sideral con alta definición para los 
instrumemos el<: obserwción, Y utilizBr las pIII'IIIl\ies el<: las distintas estrellas que se 
identifique dentro el<: l!!regiÓli observable f:i1. pma distinguir la familia el<: .m!ales el<: 58 



energIa finila que proven¡¡a de cada estrella (ver apéndice E), y cuya posición relativa 
respecto a la Tierra Y su ecllptica sirva para determinar los radios vectores de las esferas 
normales a los planos IaDgentes donde actúan las subvariedltdes toIalmente geodésicas 
(horociclos)!69). La curvatura será la medida de la desviación del tnmspone paralelo, es 
decir; del isomorfismo 

<:>1 : Ti'{gIE ) -? 'i"1tOII ) (1711) 
(que dep:nde de IIldIIm8 liza de la curva y que une los puntos Po 'I1EM), rcspt:eto a la 
idemided c:uando recorra un horociclo. 
Asi mimno., lISlOIl<Io una ido:ntific=ión .rel es¡=io de dislribuciom:s ~ en ~O)(70) 
(~) (ver Weiss (c:ompilclo<) ·SyiJnmwic Spaces" AcMemi~ !'=s. 1970) p=ie 
ob!eoteroe una distn'bm:ión conIinua y uniforme de valores reales en L l(tt) que 

medi8T!l. la apliccciÓll .re un cl:acucln mw:streo de las sd!!lles de luz, Ireven a la 
aprolÓllW:ÍÓlI del valor de la curvmura en dicha región del es¡=io sideral el cual debe 
variar entre -1 Y l. Cabe mencioDar que para regiones locales siderales. tal valor 
obteni<h> por esta aproximlt<:ión debe ser un valor que varia entre -1 e <Xl. 

Otros posibles métodos seguidos a través de medicion:s estadisticas que pueden ser 
útiles Jl'II'II tal medición de la curvatura real, es la elecciÓll de paralajes de tipo 
csp:ctroscópico, fotométrico o las deducidas de los movimientos propios. En tal 
coofirm&ción de la medida de la CIII'VBtura, s: eligen las sefiales de luz emitidas por 
distintas fuentes (estrellas) ~ a la región observable gIE y se clasifican en 
el csp:cbo de luz segun su indice de color de la estrclIa; esta determina el alejamiento 
de a:uerdo a la fórmula de paralaje especllos..:ópica, y en apego al efecto Doppler 
obsl:rvado en la resonancia de las sefiaIes debido a la expansión del universo. Se elige 
una disbibución de tipo esférico , tal como la Gaussiana o la de Maxwell, Y se procede 
asumedida. 

(69). Como sob:moo todo horcoiclo es ortogonIIIa _ podósica en el disco D"I). 

(70). D: _lo """"ro"n,lb d> _ es UD itImwtfimno ..... lo:! esp:::cios el:: dislnlmci60 ~ Y il{n~ 
o..do el pmcu el> villIO el> bs ~ el> o¡noultues cli&=zciclcs ~ .. dicbxJ cq=ioo. tnI 

iromwlb", O$lo...-ión ...... el itomor&mo suby1:oco1< ..... 1 .. 6Ju<Im>s c!: o¡noultu .. .mu:n.. !IltAJ 
y el 6Ij¡obro c!: o¡noultu.. ~ el> lmlocicIos :::'(_ _ cb Hc!¡pcn, S. "Con!cd 
~ <:mi Group ~. t'l.l.T .. len "",k:lc¡;i¿¡1::¡ d flm¡ _ Gn d P'" cb 

~(69)cbb~~). 
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E~,."p!o. Sea M la vanedad hiperbolica cuya curvamra seccionaJ es K., ~ -l. Denw;tremO!' 

esIE becho a lraves del algornmo de geomeI:lll miegrnl desarrollado P<'r la tnmsformada de 
Radon. En efe::to. comidenmdo la identidad imegrnl 

K~ ~ dv = <D. - ¡(M)-¡(eM)-f"hgols + 1"" 

C:::rtt!mío:S po!' ¿ teore:D.l! de Ropf que el g;ra.do dc.l mapeo erleri;;0 pal'11 este ..:at:...l. dada ln 
dimem:l(lD p..,- de la \'a.-iedn.d lSomorta al esp~(\ sideml: ~ 7,,(Cl\1) = 2d.P0r vtrr· lario. el 8.J'"e'a 
de un disc,,"" umra..';~ de Poincare es. fia:: 'R. La cun.'3IUra geodésica para este ;::asc se cakula 

robre cualquier lK'rociclo (riendo estos espacio:: de C{.mmensiOD 1 ('InogooaJe! B TOOa 

geodésica del di:;"" ~ (1») /X'T medio de la tnmsformada de Radoo 

fAds = íb <'i' • 1:. u> ds = 2~ 
Por lo que finalmente se tiene que -1 = ,,- 2d - x(M) de donde 7..(M) =-2d .;-(l:"- 1) [Se 
puede consultar Kobayacbi, "Hiperbolic Manifolds" Aaulemic Pr=. KY.1969]. 
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5.1.EL DISCO DE POINCARE 02 '" ,. ,., 
Deiinamo. exphcitameme al disco óe PoWcare como la variedad hiperboiiea 2-dimcnsionaj 

n: (l} = {z = (x, y)ER: 1 izl 5. l} tl "79:1 

cuya estIUCIllnl como variedad es la estIUCIllnl rieamnnillDB inducida por el tensor métrico 

gt.xJ:-) =- <x, y~ = (x, ) }(l - lz!~r i) SO:' 

Ln 0=(1) exi.:..-...:- ::o~'a:ion óe anguloc-.." es decir: '\ u. '"El zc& (1») aI!O!L"t'!' 

<\L v>l/«=.u..n><v, v> = (u~ vr!(u.. u:~ ..... ~ v) (181) 

donde ( , i es el producto imerno en R~ ) < , > el producto Unerno en H: =o 02(1)' 
Asi mismo toda longitud de una curva nt) (a $ t $ p) en 02(1) "iene dada en apego a la 
definicion de lcongitud de una curva al una VD. .. Tjedad riemmm:iana COID('I 

L(y) = t~<y(t), y(t»] 12dt (182) 

y 

d(z, w) = inf ¡{j) \t Z, vEol (1) . 

Si ret) = (x(t), y(t» e 02(1) y s(t) es el arco de longitud del segmeuto de curva ,,{ti (a 5 t S ~\ 

del producto imemo de la estructura riemanniana en l)1 (1) se tieot> que 

(dsJdx)' = (l - "",,)2 - y{~)'}-2[{dxld~)' + (dy/d~:':>l (J 83) 
10 cual significa que 

d,,-2 = da: ~ dy2/(1 _ xl -y2¡2 (184) 

En particular si na) = o = origen y y(Jl) = x un punto sobre el eje x y denotamos por ,'0 el 

segmento de lineJl que va de O a X, se tiene que de la desigualdad 

x'(tri(l - x(t)')'" x'(1)2 + 1(t)21 (1 - *)2 - y(t)2)2 (l85) 
se desprende la desigualdad 

L(,o) " L(I) (186) 
Esto muestra., por el prllicipio variacionaJ que determina trayectorias rrunimas en un espa.:-io DO 

euclideano: que las lineas rectas que pasan • través del origen son geodesicas en 02(1)' Asi 

mismo se tiene que 

d(O,xi=L(Yo)=Ll Ixlll-t2x2dt= O/2)log[1 + Ixlll - Ixl] (lS7) 

Consideremos al disco de Poincaré como un ""1'acio homogéneo SU(l, 1)/50(2) donde SO(1) "" 
un ;1Jbgrupo cerra<lo en SU(I, 1) cuyas acciones se mantienen fijas sobre el origen O y SUr!' 1) 
se define expbcitamente como 

SU(I, 1)= {(aIb, b/a) r lal-Ibl = 1} (ISS) 

el cual actila sobre el disco 02(1) a través del mapeo 

g : z r .... (az + b )I("1>z + Ca) '1 ZEol (1) 

y la acción de dicho grupo SU(I, 1) sobre .02(1) es transitiva. 
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La estructuro rienwmiana ciet.cminadD. por la forma bilint-.a1 ;(x ! :-:1 = <~:. y~ 1 e: pre--.... ervadH por 
d II1np('(I mltO"wr. P<'f ~jcmp'Q. si~, ;!i.t) le curva C'('D Z' O 1 ..... o:: y 0::'1 O \ - l. C"l1'":~nca 

g..u = dldt gf".z(l}l~ = z",O)'C=bz - a != 
elJ ~Z}: cumpliendose ll1 re:lacion 

El IIIDp<O 2 J .... iaz - b)l("bz _ c. I es un mapeo conforme y se puede e:nunci1lT que: 

Propookibn. V.l.1. Considerese le variedad nemant'illlIIa [l1CIl ~ ::onsJderesf: el grupc\ ~ 

invarian.:ia que a..."'Illa transitiv~ 5i:>bre 1>= (1) d&k, ¡x."o!' ¡ 1 8S). ~uY(' ~;ubgrup0 de 1s01Tt'Plá. e 

SO(2). Toda grodesica "" I)! (1) es un =0 cireular. 

Prueba: Debido a la funci6n hOO1eográfica que definr. la acciNl de Sl1\ 1. 1) 5"bre I)! (1) dclimda 

por la correspondencia 

21--. Caz + b )/("1>2 + Ca) V ZEI)! (1) (190) 

se esbIhlec< UDIl c:orr""pondencia conforme del disco I)!(l) "" R2 = e teoiendose que dich~ 
IIIDp<O, m''Ixa circulas (y Iincns) en =105 y 1m=. Luego 1 ..... Imeas det=ninnd,,,, p.."
cualesquiera par de puIIIOS 2.;, Z:¡EI)!(l) sa¡isf,,= la coudícion de optimiz.acion de distancia o 

longitud sobre el arco deu:rminado por tales pUIItoo, a saber, 

d(z) , z:¡) ~ ~r) (191) 

de lo cual se: infic::rr que mIo C1.u.~'iIS son ~siCllE en ~(I) y debidCl [l que tales ~~ 

estan ro I)! (1) ,estllS son lIrCOS de circol", ~""I= a la front=l Iz! - 1. Puesto que tal"" 

puntDs 2;, z2EI)!(I) se han tolIlllÓo arbitrariamente, estos determinan una cur • .,. mhitrnria, b: cual 

es geodesicn. Luego toda geodésica en 21' 2;;El)2(1) es un BreO circular. O 

.... i mi= si 2). Z:¡El)2 (1) • la isometnn 

z 1--. (2' 2, )i(l . Cz1z) (192) 

mapea z] hacia el punto O Y z:¡ al punto (2;; - z))I(1 • Cz~ z:¡). Seguid<> esto de una =iOD 

alrecbk.,. del origen o. tal punto es mapeado en 12;; - 2¡1/11 • Cz; 2;;1 de donde por (1 Sí) se 

deduce que 
d(z).z:)~(1/2)log[ll-'z:z:l~ lz:-z)lill-Cz)z:l- 1z:-z)IJ (193) 

5.2. LOS BOROCJCLOS. 
Estudiando la ecuación de Bcltrarni-Laplace en el ConteJ.:to del plano hiperbólico, se deduce en 
particular que al/!unas funciones características del operador L de Bei1l1l1Ili·Lapl.c< en diche. 
cOll1eX1o (que son soluciones de la ecuacióu de onda en el plano Liperbúlico) ,e'" ciertJlS 
funciones de la fruma 

J ~<2.. 'kv ..,.. ....... ., 
e~b:z 4e .. 'Z:E.lr{I) 

anál"gas a algunas funciones caracteri;ticas de L para el caso en R" (,oluciones de la ecuación de 
onda en el espacio euclideano). 

63 



2 

.-\Si mism('l poóem~ oOservl1f la::: ~iguit:IIl.e ar.w.l~ pa.--a tales funClO~ :a.ra......"'tei1SÜ.~· di' :. e 
R::'" 1)2, .. , en c:ad.e. ca.~o: 

• \~I 

En R::': 
. Las fun=ion.es :.a..'"3-"'tensticat. del ope:-ador L que son S(\luclOnes de la e::-ua..,..,on de onó?' se riefUJe:1 

como el mapeo 

ex... tt : x 1-" e-x.. ~. 

'. "x. ~ son eigrofunciones óellapia..--iano L¡,n sobre R";. 
-Lss funciones "x. '" son SUCI, I}-invnri= sobre RO. 

-<x. '" represema una onda hiperpJana C<'Il normal ID , que es o0!lStanle ",Ore ::ada hiperplanc' 

perpeodiculnr a CD. 

En 1)2(1): 

-Las funciones caracterlSticas del operador L que son soluciones de la ecuación de onda se definen 
como el mapeo 

cuya Te~Zl ck cWloJXWdencia ~ 

"" < ~(I)-> ~ 

e:,!.., b : Z I~ e¡J.<2., b::. 

1"," = son ei~ciones del laplacian~ 4;= sobre & {I)I. 

-Las funciones e¡L b son SU(l, l}-invariaot<s sobre &(1¡-

~ b representa una onda plana con normal b, que es ConstaIIte sobre cada horoock.., 

perpendicular a b. 

En el capítulo Il se estudiaron los horocicJos corno orbitas de una variedad hiperbólica para el 

Cl:SO gener~ encontnmdose que diclms órbitas tenúm propiedades similares a las "rbitas en R:-. 
En consecuencia se observó que borocicJos en una variedad hiperbólica de dimension n juegan el 
mismo papel que los hiperplanos en el ""pacio RO. Asi mismo en RO , un hiperplano es orto~ona1 a 

una familia d. lineas pnraJeJas, mientras que en 1)2(1) dicho papel lo juegan los h"rocd,,,,. "" 

decir, los circulos en &(1) tangentes a la frontera 0I)2{1) . Asi mismo tales círculos E" son 

ortogonal"" • toda geOOésica en 1)2(1) tendiendo un punto de contacto en b. De esta manenJ si z es 

un punto sobre un horocicJo 1;, tenemos el ptoducro interno <z, b> el cual define la distancia de o 

a S. Este producto interno, es de hecho el analo!,o no euclideano del producto interno eucJideano 

(x, rol, el cual geome1ricmnente significa la distancia dirigida del O E RO al hiJ><'Plano en x 000 

normal CD. 
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5..3. LA TRA."SJ'ORMADA DE RADOt' SOBRE LOS HOROCICLOS. 
Con fimdameroc CD. el capiwlu IL. y usando la invarian...--ia dé- la defmicion óe in tra.ru.formaDa de 
Raáon en una variedad hiperl>olica. pod<mos definir para el =0 óe nuesIl11 :-vaneáaG 
dimensional bi;>erl>olica • la mmsfotmada óe Radcm COOlO: 

R(z, S) ~ j,(~ bÁz)dS(S(z.. b» ~ 102(1,1\Z)O(1:(z, b»dz (194) 

donde ft:.) es: una funcióD analítica y h(\lomorfa en !zl $ 1, ~(;; b"; es el ooTOCldo tangente en b ~ 

que' pa58 por Z en dicha regioD lnpabolicn.. dS es la medic:ia de Radon positiva qu~ comcick cc>n la 
medi& usual, en el ~o hiperbólico; a la medida ds = dz == (1 . ):2 . y2)-:cb:dy. 
Considérese la funciOn 1\z) bolomorfit~· de soporte comp ... "'" sOOrt> el ooro de Poincart 

02(1): Izl" 1 
Y supongas_ ademas que f\z) converge absolutameau< en Izl " 1. EIttonce; 1(z) tiene tranSÍol"Ill&!Í> 
de Radon sobre el disco de la forma (194). Determinemos su forma explicita de tal tranSÍormada 
de Radoo a traves de la ewluación de f\z) sobre borociclos. Para ello tomemos uno de tales 

horoc:iclos tUDgerrte en a a la frontera CD2 (1)0' entonces 

f""'(z, b) ~ í02(.,r.:z)O(s(z, b)dz (195) 

siendo dz ~ dxdyl(1- xc_ ye:", y puesto que la medido de Radon ¡!(f) esta determinada por la 

SU(l. l}-medida dS(1;(z, b) ~ dz en 02(1) eIJ1on= 

S02(.,r.:z)ó(~(1., b»)dz ~ f02n,fi:z)ó(s(1., b)Xl- x2_ y2¡-2dxdy (196) 

Pero por la propiedad de escudriñamiento de ó en z = a se sa1isface Que 

0(:;(1., b») ~ i02(o<"<>' 0>O(b - aXl - 1z}2)db ~ 
~ ísl [Ss I <"<'l. b, '(1 - b¡ 2 + t>;.2)-2S(al' O)db¡]e"<'"¡' b,'(1 - b,2 .,. b}¡-20(U, B:)db: 

= eUc::;· 8l>(l .81 2 + ~2)-2e!J."';;~- a:>(l - b¡ 2 -!- 8:;:y2 

= e~<z, "/(1- al 2 + bij2(l- b¡2 + BZ2? 

Emonces 

JI;(%. b)f(z)dS(S(z, b» ~ í02l1,!\z)[eU<z. "/(1- al: + t>;.2J2(1 - b]2. :1;>2)2](1- x2.. y2),2dxdy = 

~ 1/[(1 - a¡2 + b:2J2(1 - b l
2 + "22j2JJ02(.,r.:z)eu~%. "dz 

pero 

J02(.,r.:z)eU<z. "dz ~ Y{f(z)} ~ f"(¡¡., B) (19") 

es la transfotmada de Fourier sobre 02(1)' Enunciemos una definición formal de la transformada 

de Fourier hiperbólica. 
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r~r.Y.3.1. Sti :f(Z) e> UDl1 funciÚD de valor ~umpk:j(, !>übrt- r;Z~!l:'lJ t..~J.SÍorm:uin de FOlL-ier (!:'IZ 

defi.niaa por 

f'(¡.J... b\., J~cJtz.~~<:~ ¡;;-rlz. '.19'~.t 

¡>arn t<>do !lEC. beS - ¿¡~ (1) pan! la cual = mIegrni e= 

Anal"!!",""",,, al caso real y euclidenno, '" puede dar una condicion ri< ti!'" ex¡x'nencial parh el 
Of:crecimie:m.o l.lDÍf~ de la trartSf..:.:mada de FOurlC b.ipcb.:.li;;L.. .~j ~)j'''rl(l. deciru(~ que U!~ 

funcioD hoiomoría ~"\,lL. b) en !J. ~ Ctt e!l 01 (1) , e: de ~ ... eq>o..-mencínJ unU \nID(" R si :- ~ E L f-f' 

-::iene que 

SUP¡J.EC. he.B = .m:(1) éK:l.m ... ~1 - l.ul)NI0!~z.. b.JI < x '.199,1 

&-..nde lm~ denot.a.la parte imaginaria de ~ 

. .:\si mismo si coosidamn~ en la IIlRyor forma gencrn.l posible que ÍEjH~ (1))' la trnnsÍormnsdn ele 
F 0urier cuya regla de correspondencia sea 

f1--> f" (200) 

'" Ullll biyC'Cción ri< .B(~ (1» dentro cid e>pacio ri< funcion<> holomorf"" q.(¡¡., b) ri< tip<' 
exponencial uniforme sAfÍsÍAcieldo n la ecuac.ion funcional 

fBe"<z. "Oi>(¡¡., b)db = SEe"<%' o>«_¡¡., b)db (20J) 

lo cual es aonJogo para la transformada de Fourier de .B(S') denlro dd espacio de fuociooes 

COIItÍIlU&; de tipo exponencial uniforme en Rn, 

Usando la transformada de R.adon sobre \ineas SU(I, l:,inv~ del di."o 0:(1) se puede 

ohlffiel' UIü1 íormnla integral dedocida del teorema de Fubini para dewminar la tran!<fmmada de 

Fourier hip<7bólica sobre el disco 1)2(1)' En efecto, consideres< 8 hO el punto de ÍDIenlC'Cción ri< B 

con el ~e x positivo, Consideremos los hor<'Clclos infinite:¡imalmente proxUnos 

S, = Na, • 0, S+t>t = N"t+t.t· o 

y las geodesic:;s infinite.s:imal próximas que son papcndiculaT~ <l dichoF horocidos 

n.A- 0, n.+t.x·-'.. (> 

tal Y romo se muestra en la siguiente figura 

FlGURAll 

~otemúS (por un cálculo endumómco) qu~ a,.-:~ = Ilxe-lt Y que ~ es W18. isODl~tria en d di~c-"-" 

1)2(1) xmpeando N. (> en Na.,. o, El rectJing\ll" sombreado en lo figure tiene lados ~, e-:;'~'(, ~t 

y e,2(t +l.t)t.xtal que el demc:mo de superficie dz esta dad" por 

]02(1,1(Z)dz =]R x R f(D,A. o)e-2tdxdt (202) 

y el elemento ri< arco d"'t sobre el horociclo 1; esta dado por 

d", = e-2'<1.,< (203) 
t ' 

PII!ll el caso eompl~o, la fónnula (202) determina una forma diíerencial dz igual. (203), Ba..<ta 
tomar 
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dz = (.'2) Id;' d'~J/(l - :".:;:,: = e':--rlxdt (20~ 
. .:\si mismo informulD imegrai (1C2)pue~ se- c;crr~ ~o 

J¡;,,!'Ú¡Z = fR cJ " fiúlIDJz\)dt t20(' 

R ... 'Itallck. B uuid&do. ¡x>ddilOS JX't 1 .. ) tan1.:. escribir a la. t:ransfon:na.da r.u:p,:~!ix'lh .... -a s;;':'Ort:' d <k,:n~· 

dad:: por (19Si =0 

" o, r '<~ "(J C'~ ")dt '207' • \¡..1, eJ") = .. Re"" .. s(ta:l:; ~te,e, e':l"ft.Z,IU(:)~\Z} \.} 

la cual determina el valor de la transformada de Founer hiperboii:a (198), 
De ""'" lIllIIlelll qu«la detetminada la transformada de R..d..'n sobre 
horociclos, p"", recuperar a la función 1(':1 .obre todo el disco, solo ." 
mmester aplicar el caso de diJ:ru:m:ión plll' parn la aplicacion de la 
transformada inversa de Radon. 
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APENDICEA 

Def.A.!. Un espacio simétrico es una tripleta (G,H.cr) consistente de un grupo de Lie G.un 
subgrupo cerrado H de G y un aUlomorfismo involuti,·o cr de G tal que H cae entre Go y la 
componente idemidad de Go ,donde Go denota el subgrupo cerrado de G consistente de todos 
los elementos fijos ó cr im'ariantes bajo traslaciones izqwerdas (clases lateraJes izquierdas). 

Dado un espacIo simétrico (G.H.cr) podemos construir para cada punto x del espacIO cociente 
GfH un difeomorfismo S, .lIamado la simetria en x.la cual tiene, como punto fiJO mslado. 
Si se toma el origen o E GfH. S.está definiendo para ser el difeomorfisIDo Im'oloo\o de GIH 
en si miSIDO inducido por el automoñlSmo cr E G. 
Para demostrar que o es un punto fijo aislado para ésta simetría S •. sea g(o) un pumo fiJO de 
S •. donde g E G.Esto significa que cr(g) E gR. Luego teniendo que b=g·lcr(g) E H de donde 
cr(h)=b entonces tenemos b'=hcr(b) = g.lcr(g)cr(g·'cr(g)) = g"cr(g)cr(g") g=1 por lo tanto 
hemos demostrado que b' es el elemento identidad. 
Si g es suficientemente cercano al e1ememo identidad tal que h es también cercano al 
elemento ideotidad.=:> b es en si mismo el elemento identidad y por lo tanto cr(g)=g. 
Siendo im'anante por cr y cercano al elemento identidad .g cae en la componente identidad de 
GoY por lo tanto en REsto implica que g(o) = o.v por lo tanto queda demostrada nuestra 
aÍrrmación de que O es un punto fiJO aislado de S •. 
Para x=g(o) .utilizamos S,=g o So o g"=> S, es independiente de la elección de g tal que 
x = g(O). 
Ahora bien la versión inímitesimal de un espacio simerrico \iene dada por el álgebm de Lie 
del grupo de Líe G. 

Def.A.!. Un Algebm de Lie simétrica (algunas veces llamada un á1gebm de Lie involutiva)es 

una tripleta (j¡o ~ o cr): considemndo de un álgebm de Líe l! ,una subálgebm de Lie ~ de l! y 

un automorfismo involutivo cr de l! tal que ~ consiste de todos los elememos de l! los cuales 
son im'anantes izquierdos por Go' 

Sea un álgebra de Lie simétrica (Le. un espacio simetrico infinitesimal). Por un lado. cr es 

involutivasus eigenvalores como transformación lineal de l! son 1 y -1 Y ~ es el eigenespacio 

!. Sea m el eigenespacio -1. La descomposición 

l!=~Eflm 
es llamada la descomposición canónica de (j¡, ~ o cr). 

Prop.A.!. Sea (Go Ho cr )un espacio simétrico y (j¡, ~. cr) su álgebra de Lie simétrica. 

Si l! = ~ Efl m es la descomposición canónica de (j¡, ~ o cr) . => 

ad(H) mcm 
Este hecho es de gran rele.aneia paro demostmr la G-in\"3riancia del tensor métrico 
Riemanniano g sobre el espacio hcmogéneo GfH . el cual dotado de la forma bilineal 
simétrica que defme tal tensor. es un espacio homogéneo simétrico. 
Analicemos el caso más geneml el cual es el pseudoriemanniano.Consideremos primemmente 
al grupo G subyacente a la variedad pesudoriemanniana M. 
La forma de KiUing no degenemda del grupo analítico G subyacente en la "ariedad pseudo
riemanniana M es el tensor métrico pseudoriemanniano. Por lo cual existe una estructura 
pseudoriemanniana en dicho grupo anaJitico G cuyo tensOr métrico g E T",(G) satisface 

¡He) =B1· 

el cual es im'ariante bajo los automoñlSmos (traslacio--derechas e izquierdas)de G. 

En efecto: sea m e l!. x l!. Con l!. ;= T, (G). Por la propiedad de la variedad producto del 
espacio tangellle en e E G se tiene que 

T, (Gx G) = T, (G) x T, (G) ;= l!. xl!.. 



Entonces el mapeo deflnido sobre el subespacio m: <1>: m = T, (H) X T, (H)-----+R 
Con HcG. con regla de correspondencia 

(Xl" ,'-'t-) r----+ <X t 'Ye > 
es una métrica pseudoriemanniana en G. Considerando la representación lineal 

U:G-----+GL(n, E), 
tenemos que 8,.. asociada canónicamente a U está dada por 
B¡.(X,Y) = Bhd (X.Y)=tr[U. (X,) o t:. (Y,)] 

= <Xj .• Y(' > 
donde t:. = adllll. -----+ !.'~, (n.E) 

:" puesto que 
T, (G) = (Rn

_) 

con regla de cC'""spondencia 
X, ~ (b. ___ ._ ..... bn) => T. (G), T, (G) = (IlI n x R" .. ) 

con regla de correspondenr1 3 

= (X,. Y,) ~ (b,a,_ ..... _ ... bn an ) 

= < X" Y. >= tr(ad(X,), ad(Y,)) 
por lo tanto dicha forma bilineaJ it X •• Y,..oEg ,satisface que < X, ' Y, >= <1> (X, .Y,) = g (e) 
es decir es una métrica pseudoriernanniana. Dicha métrica pseudoriemanniana es invaname 
bajo traslaciones derechas e izquierdas de G.es decir: 
SeacrEG=> 

rog(l) = g(I)Oo- = g(le)o- = lOg(e)o-

y por otro lado 

= (Io)(o--'g(e)o-) 
=, og(e) = íH'O). 

(og(') = cr· g(x) = cr· gen) = cr· g(e), 

Nota: 

• " • <8>' g = ~ g¡j e i cj 

= og(e)O-' (Ox) 

= g(e)(ox) 
o 

Ahora bien. el grupo analitico con dicha estructura pseudoriemanniana es un grupo de Lie 
sentisimple conexo el cual por la teoria de grupos semisimples se sabe que éste es de centro 
{ e } .Entonces podemos demostrar que éste grupo es un espacio simétrico homogéneo. 

NOTA: (Véase la nota de pie de página (19) de la página 16,CAPITULO n.Sección 2.1) 

El cosmos como una Yariedad pseudoriemanniana ó Riemanniana tiene como grupo natural 
subyacente un grupo sentisimple no compacto. 
Esto es precisamente lo que se acaba de demostrar anteriormente con la identidad tensorial 

g(e)=8,.. 

Prop.A.2. Sea G un grupo de Lie conexo cuyo centro es { el, y cuya forma bilineal 
asociada a su representación lineal en un espacio \'ectorial de dimensión finita es no 
degenerada. Entonces G puede ser considerado un Espacio Homogéneo Simétrico.cuyo 
tensor pseudoriemanniano es invariante bajo acciones del grupo G sobre elementos del 
espacio pseudoriemanniano del cual G es un grupo natural. 
Prueba :Debido a que la forma bilineal asociada a la representación lineal U de G en GL(E) 

con E(un espacio vectorial de dimensión finita) es no degenerada (Be: ll. 'll. -----+g I (E» 

entonces consideremos el grupo producto ll. x ll.. Sea o:G , G -----+ G x Gel automorfismo 
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inyolutorio con regla de correspondencia (s.t) f-----> (t.s) 
El conjunto de elementos a-innriantes de G es el subgrupo diagonal de G x G _ Por lo cual 
el conjunto que caracteriza a G como un espacio homogéneo es el conjunto de clases 
laterales (cuya [aTIna bilineal es im-ariante bajo la acción de automorfismos de G ) G, GID 

cuyo grupo transitivo de homeomorfismos es el grupo de automorfismos inYOlutorios sobre 
elementos de la variedad inducida por la estructura topológica de G_ 
Así mismo el subgrupo diagonal de G 1 G fOTInado por los elementos (,-,)_es aquel que no 
contiene a un subgrupo nOTInaI distinto del no triYial de G x G ,Al, . porque 

('.1) (x.x) (S'.I .,)=(, x , -, .1' t -) ) 

el cual ,"ueh-e a penenecer a D V ( s . t ) E G 1 G SI v solo si x esta en el centro de G.EI 

subespacio m de .s t' x S t' fannado por eigem'ectores de G", para el elgem-alor-l es clarameme 

el espacIO de vectores ru"--ü) donde u E St. Y tenemos que 
Ad(s • s) o (O •• lí) =(Ad(s) iI.-Ad(s) lí)V s E G. 

Luego la estructura simétrica de G viene establecida por su fonna bilineal la cual es de 

Killing y ésta es una forma bilineal simemca no degenerada sobre !J, (.Entonces el espacIO aSI 
defInido es un espacIO homogéneo simetrico pues la restriccIón de la forma de Killing de ! 

en m deÍme una métrica pseudoriemanniana G-im-ariante sobre G/H ( Koba~-a5I1i ·.'Ióomizu 
Vol D Cap. X. Corolario 3.2) . 
.tiliora bien _ lo que sigue es demostrar que el tensor métrico defInido por dicha fonna de 

KilJing es im-ariante bajo operadores Ad(s)ET,(G)=!!, V S E G. 

Sea Go el subgrupo {e jx G de G x G_ El mapeo '1':( 1 ,~- h----+ «e.p·'), (,.x)) 
es un difeomorfIsmo de G 1 G sobre Go ID Y el difeomorfismo inverso es 

'1' ":«e, t). (5.5)) ~ ( s. t 5) 
tenemos emonces que 

'1':( X5. ~-5 ) • « e. ~-x") • ( xs . xs)) , 
de donde si 1t: G x G ---+ (G x G) I N es la proyección canónica => 3 un difeomorfIsmo 
'!': (G x G)ill ---+ Go tal que.'!' (n (x,~-))=(e, )"x") y '1' es por lo tanto un isomorfIsmo del 
haz principal 

(GxG, (GxG)ID.7t ). 
Es el haz principal tri\"Íal (G. ID, Go' pr,) con el mismo grupo D. El mapeo lineal tangente 

de'_'j('I') es (O. \'") >->( O • \'" -ü). (iI • ii) y :. deÍme por restricción a m v la identifIcación 

canónica de Líe (G.) con!!, a un isomorfIsmo e( ii .u) f-----> (-2 uj 

dema!! • _ Vemos por lo tanto que existe una única estructura pseudoriemanniana sobre G la 
cual es invariante bajo las traslaciones izquierdas por elementos de G y cuyo tensor métrico 
g es tal que g (e) = <IJ _ La im-ariancia de <IJ bajo la representación adjunta muestra ademas 
que g es también im-ariante bajo 

g (x)o 5 = xg(e) 05 = (x 0)(5" ¡¡(e) o 5) = (x 05) g (e) 
=g(x,s)O 

(Al)Sea J:I el conjunto de lodos los vUl0res(ü, ü) E, 1 J tales que o. (ü) = (- ü,-ü) = - (u, ü) dende m l>1!3 un suplemente' deo 

~ Ir :1 ~ Ir en 9 Ir l if' y puede ser ldenuficado canru;lc~CnlC con lt f' 1 S .. 1m Ir 1 JIl r por prOyecCIOr. paralela a ~ .. 1 ~ ,.Pnmerc 
demostremos que con esta ¡denuficac¡ón,cl automortismo 

(k, k) I----+{t, t )(k. k) 
de 5 Ir 1 J Ir ~ Ir 1 ~ t' donde (t. t )ED 1:5 IdentIfiCado como el aulomorfismo 

(¡j. Ü) !--------------Ad(I)U. Ad(t)ii) 
de m SI (k,k) es la clase de (ü,ü"múdulo q f' 1. ~ Ir .entonces ( I ,t) (k.k) es la Imagen baJO d7L de (t, t) (ü.ü) e T1Lt)(GxGI ~ 

(l,t)(ü.ü)(t-1.t- 1 )"'Ad(l,l)(ü.ü)€m 

El hecho de que G 1 G ¡¡ttÍla tm-'¡almentc sClbre(G :&. G)iD lmpbca que el homomorfismo p de O en GU,S .. 1 J .. I ~ t 1 ~ f }defmldo 
y constrUldo por medio de G 1 GID es Inye(:tIVO Pero éste puede ser IdentifIcado con el homomoñlsmo (t.\)f-) Ad (1,1) de O 

en GL(a),SI ~. es su nucleo.donde!' es un suhgrupo normal de G 1 G . 

Entonces r-," centrahz.a a np (g) y por lo tanto u:p( q .. l q .. )c. D normaliza :",de esto se sIgue que el¡> ( q .. 1 q .. ) elp(glto)genera 

al grupo conexo G :l G vlendcse de mmedlato que S e D es normal en G :1 G . de donde !"OlE! t' J. 

(a) !\lOTA: Puesto que 9 .. 19 .. = J:I ID q .. l ~ .. el mapeo n:p es un dúcomorf,smo de una vecindad del OE lJ r 1. 9 .. en una vecmdad 
del demento IdéntICO e EG 1 G. 



APENDICE B 

C~IA 
Ddinam"" ~ 1. CIlllsa1idnd en WJ espacio vectonal1iDea1, coosuIernnó0 al elJ"',,,,. 
tiempo romo 1m espacie> veckJrinllinml dr dimensión ... 1, para dc:spuO uplicnr el <XJIlCqIIo de 
causalidad R lID. come:xro mas ~ de: mode:lac:ion del espaciD-tiempi:' :OI!ti." una .... 'Briedad 
nema.muana (> de Up'-"l ~'Ski(".E:" para pot'f.enormem.e desarrollar el ü-m~ de 

('A11saJidad sobre dichos espa::ios que. son mas generales que ios eudideanút:: eJ. la ~ 
DetB.l. Sea E UD espacio vectoria1liDml ..-l-dimensional. E .. causal si pnrn tOOO leE. 
elriste UD ~(>{](> roove.w en E reprosenI3II<k> el !iJturo de l. 
Ftsicameme el CODO representa el fumro de cada pumo del ""J'&cio E. 

DetB.2. UD COD(' convexo en Ol ""J'&cio vectorial real E es UD subespacio CeE tal que 'i 

:l,.yeC y a. lIeR+ etl1ODCe' ... ", by EC Tal cono es trivial si e = E ó C = {O}: en otro """" 
se dice DO trivial. 
v..tB.3.(C""""¡¡¡'¡"d). La causalidnd en UD espacio vectorial de espaci<>-tiempo, es In 
existencia de conos de luz cerrado& Y COOVexOB para cada punID del espacio vectorial, 
¡epjlsemoodo fisicmnrnte el futuro de todo pumo del espacio vectorial. 

El eono ~ luz e es un subespacio difere:nciable del espacio vectorial E si Y s610 si ",;¡ 1ECcE~ 

existe un ~ finito 

<I> = If¡ EC"'(E) I f¡;' O. i= L ......... .m} 

(de funciones difereociables en acada pumo xeCcE). 
Debido " que la finnlidad .. utilizar UD!l trona de tip<> no 1iDea1, pueo "" In que d..crib< de 
mejor forma a un universo isomorfo al espacio sideral, CDDStÍIlJyamos a este ooruo una 

,'Briedad lisa (i.e. C'" en todn su extcmión) exec:pto en un numero fini¡(> de pu0t<>5 donde 
radicnn iru; fuentes Q sumideroe Dll!1eria1 .. del universo (estrellaB o gaIaxia;<). V dotado de 11!!8. 

orientacie>n causo] infinitesimal. 
IktB.4. UD!! orieolBcióD C1lllS8i infwite:simal en U118 variedad M es ll!lA a;ignaciún p 1-., C(p) 
de cada pEM "un croo de luz convexo =rndo DO tri,'Íru (i.e. " {(t} ó ]Ii), C(p) ET p(M). el 

cual definimos CQIIlO el subespacio vectorial 

C(P) = IX,. ET p(Mi I X EC) 

.<\si m..ifmo, la áé!1.saci6n a c:ada punto de un cono cerrado convexo en el espacio de cada pWI10 
de la variedad M, fucilita la especificación de IDI futnro inflfUtesimrJ en el universo M, pues 
almeno; en cada vecindad peque!la del universo M se puede detf:rminar el conjUD1o de todas 
las direcciones futufllS del punto. 
Es decir, cada punto en una vecindad coordenada de M tiene todos sus direcciones futuras "" 
el cono de luz (regióD inflIlitesimrJ de evento/; futuros del pumo). Esto equivale a decir que en 

cada punto p tiene una vec'.ndad UcM "" la cual elriste un sÍSlf:ma de coordenadas locales 

(Bl) EspaCiO,!; geometnco~ no euch&anos. y espaoos topOI6g1C:O~ rwu. 6.. .. 10:> 

El 
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y un conjumo .fi:nit.o de ÍUDcones COIIOIIJ.laS 

c:t>= {l¡EcO(M) I f¡:U x R·-. Rl 
tales que si e1ejim06 un pomo partic::ulnr qEU y un Va.--toc tAngente eD el (X)OO pare. el pumO q: 
X.ET.(M) eoIonces cualquitt vecr.or tangente en q esta en el = de q. es decir. X.EC(p) 

SI y solo si 

Xq =;. ak(OlOx¡Jq' lj(q¡.qz-_ ... _q.><: O 

para todo conjunto {o/Cx¡J 1,;]c;.; base canónica del espa.:io T • (M) y f¡ E<ll. 

Si la VBriedad M es diferenciable. excepto en un mlmf:ro finito de J>UIlÍ05 (respectivameme 
analítica o al!!<,bnUca), la oriemación causal es -.bien una oriemaci6n CDllsal diferenciabl. 
(analítica o algebraica) excepto si esta está similarmaxt.e definida por un =, finito de 

funciones i'¡ EC"'( respectivamc:ntc anaIiticas o algebraicas) excxpto en el conjunto de J>UIlÍ05 

singulares. 

POlllEtldo. El """""'" esta dolado con noción de ~. 
E"!""'ffi!'Rl!lMtte', (a). en cada puDIO del cosmos existe un cono CO!IV<:lro dado, de direcci"""" 
infinitesimale: futuras en el espacio tangente a la variedad riemarminna que la representa, en 
cada ptmIO. Asi mismo sabemos que el oosmos es un espacio de Minkowski ",omorfo al 
espacio 8(2), el cual a su vez es isomorfo a UD grupo de Líe semisimple de tipo DO compacto, 
cuya orientación causal es "oda álgebra de Ue >emisimple, (b). el futuro DO puede emerger del 
pasado, es decir; DO existe una trnyectoria o ClIIVll cxrrada en el futuro. 
La aseveración de l. oonvexidad de un CODO futuro en el espacio tangente de cada pumo del 
cosmos M no es una consideración de mera conveniencia técni~ pues esté. fundamentada por 
consideraciones de concepci6n general. Una considernci6n es que cualquier desplazamiento en 
el cosmos, el cual es el resultado de una sucesión de desplazamieI1lO5 dentro del futuro, es 
en si mismo un desplazami= en el futuro. 

Proposición.B.l. Sea C(P) = {XpETp(I>f) 1 XeC). C(P) "" Cotl\'exo. 

Pruebe: Considérese el ¡¡orupo causal subyacerr.e en la variedad diferenciable M , cuya álgebra 

de U. es el ... -pacío vectorial de 1"" """'P"" direccionales C. Sean X Y Y cualesqui.". dúO 
generadores infinitesimales de grupos de desplazami= unipanunétricos en el futuTO, es decir. 
grupos de la f,,",,!, {et~) generados por X, los cuales llev80 a cada puDIO pEM (con M el 

cosmos) a t.m punto qEetXp(l\i) a! cual es temOOíalmente precao!do POI' p cuanao toO Emonces 

8Xlste un arco "'(ab de p 8 q cuya trayectoria tange:n1e en cada punto e en la dirección futura. 

Entonces considerando la sucesión futura (eruneÜ ·/')' un de,'PlazamieII1O en M, entonces 
~-+a::(et."'\:JDetYiD)D = etXetY = et{X+Y) 

cuyo generador es el elemeoto X + V. Por 10 tanto, si X y Y estao en la dirección futura 
eoIonces tnmbien X+Y esta, lo cual significa que el conj= ade direccione: fu= 
infinitesimal .. en cada punto ¡¡¡ .. cerrado bajo adición, siempre con el ",~dentt- he-cbo de que 
tX esta siempre en dirección futurn, pues X es tal y I > O, Finalmente esto significa que el 
co.gUDlo de tod&! las direcciones futuras infiniterimal"" en cada puoto ""Jl1'e!ado por el 
espacio vectorial C(P) es convexo. O 

Ikf.B.5. Una oriemación globalmente causal en un espacio topológico H811sdorff M es una 

relación transitiva x + y definida para cualesquiera 1, yEM llamada ""prescencia"" en M, 

1:2 



satisfaciendo ademas las propiedades de! cO!Jjunt.o de p~ (L y) E MxM te.! que 1 + Y S:-..1l 

cerrada y que 1: .. .1 \" JEM. 

".si mismo toda ,'lfriedad riernmmiana M tiene una orientacion g1oba1meme causal definida 

por d """"ide A ~ I.b(h..) con KcG tal que V eEK, K!cK y G sani.imple. Dicho coooid< 
puede $tT de:scrito forma!meme como el espacio 

A = u"l",,-l EK I 2lJ; ? "Y V ~EGl 

Te.! C"!'i~ón e: C-mva...uuru-~: -;.' ~,1{' ci ab·1cK ";'" f"EG 

E3 
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Der. c.l. Sea M una variedad Riemanniana, conexa y completa. Definimos íiii el cubriente universal de M ( 
uniespacio de M ) como el espacio cubriente cuyo grupo de transfonnaciones causales y conformes es un 
grupo universal. 
lI'ropooició!l.C.1. Sea M el uniespacio de M. donde M es isomorfa a a4es el cosmos. 

Si M esta hecho todo d. energia entonces M es todo de energia. 

Pruebo: Sea M UD cubriente universal del cosmos M, este es isomorfo locaImeme a un espacio de 
Minkowski (R1n s3) ó (R1n ~ = R4) (el) cuyas componentes conexas son grupos de Lie compactos y 
no compactos. Entonces dichos conjuntos de transfonnaciones del espacio fonnan un conjunto de 
generadores temporales (e2) ( es decir. energías) ( subvariedades del espacio sideral ), y debido a que este 
cubriente universal cubre homeomómcamente a todo el cosmos ( es decir . en cada punto del cosmos M 
existe una fibra del haz tangente fibrado "I',0!l cuya conex;ón( e3) es una C- forma lineal ) entonces se 
concluye que el cosmos esta hecho de energía. Dicha energía cambia segUn el parámetro t de tiempo 
definido por la dirección del fotóo, segUn la mecánica cuántica y teoria de Spinores.D 

De la demostración amerior surgen como naturales las siguientes cuestiones: _ 
¿ Cuál es el gru..eo de Lie isomorfo a dicho espacio cubriente universal ? El grupo de Lie G de acciones 
causales sobre M. Para la teoria d. sistentas en espacios de Hilbert, los grupos de Lie son espacios de 

resolución cuyas acciones causales son operadores de resolución en lE t • 

¿ Por qué se n~ita ? Se necesita para establecer que G ( el grupo de kie de ~ actúa causalmente sobre 
el uniespacio M. De esta manera, si G actúa causalmeme sobre M y G sobre M. se puede establecer un 
conjunto de morfismos causales conocidos como automomsmos causales de G ~G y M ~M 
repectivamente, lo cual finabnente ayuda a establecer un comportamiento endomómco para la composición 
de cualquier transfonnación con la transfonnación de Lorentz. La transfonnaeión de Lorentz en una 
transformación causal. 

(el) Pues son identicos como \-'miedades causales localmente. 
(el) En cada punto da: G ~ El grupo cubriente de G .. donde G es el grupo de Lie isomorfo a la variedad de M existe un grupo 
tm.iparamétrioo cuyos elementos 6 acciones son operadores de evolución, 
(C3) y calibnl. Jos desplazamientos por la presmcia de materia. C1 



El esIWIio cM univent> JIIlS lI=vo a que el áI¡¡¡>IIm di: Lie que ,"",eiIjltlitd:e al gJ'IIJlD de Lie semisimp\e qUf: 
SIlbyue en la variedad ';l'mEDDíana que mcc!ela al espltcio es lID élgdIm no !!imétric:a cuyo flIUPO 
~ es lID llJUI'D di: tipo JIl) com¡=lO y 11:0 ¡¡k¡,)í!ll!O. 

Sin embs¡¡o p:m las apIic. oj'mes & 00IIIr01 Y mmü¡mJmim di: n:!I9 1a, os! como su medid!l CII los 
ÍIiS1JUiitmIos & leeIma di: IIDI"=f & ii!8IIdD; s:unclo ellwcho di: C!:epIIlr el l2ma cM unies¡=io o es¡mcio 
cubliea1e univemcl del cmmns, es ~ oblemlr unn "'pll.~aJl&,,.-wn di: éste flIUPO semisimple el! lID 
á1gebm & Líe, q¡te lllÍ!!i siem!D & tipo 11:0 lIiinéIrico en la ~ del ~ & Min!l:ows!ri, éste ltdmi1a 
UiI!I ~"'i1ijlooiciÓll en 6Igebms & Lie & = dimeosión que = llÍiJiélricms y de tipo COiDpt.Il!O. 

EsIn !IIgebm & Lie 11:0 simtIriat deM Cfl1 imml\xm Q lIiI h!Iz vec!Ilri.,) fibru!o COI)'IlS filmls ...... los vedoles 
~ en CElIa pumo de !ss u.-. de fimza ( ~ iDIegro!ea ) del campo que se d=a 
COJ!Irotw a vohm!!?:d ( crear o dI:sIruir ) y que leiJB8 lIlIIlls las ~ di: COiIf:XÍÓII del campo no 
simítrico ~. Ace¡¡lmuIo In teoria & M calibres M Ibblda a H. WeyI y la gnm Iooria & llilÜiW:íÓll de 
fu:m¡s en la electrodinémica cuántica, se puzde deducir que el cmnpo que leIJ!!a ésta propicda de 
'ep:i~ &1 cmnpo pmaI es el cmnpo e1ec1J¡¡¡¡¡¡¡¡¡ni:lico. 

D1 



D.2 -¡: ,<8> ;11 (M) 

Sea G un grupo reductivo real ruynlilgebm de Lie WXitspOllJli<:ol.e 1 e = 11 (R') Y ü<t) 

el áIgebm envolvmie tmiverslll CWJts¡Pmm.me de G; cuya .nhálgrbm siméuica oomp:1CIa es 

S\o)-u(P) I [1" pl 
Sea l\I1 ÍStJ1nDlfu 11 R4 IDO wrimcl cIifereo:ciDble CDJl métricn La>?mri!7D0 (i.e. 

pseudoriemmmian) g sobtt R4 de lli<>g(g) = (l. l. 1. -1) en el sistema de coordena.dnl< 

• (V, 11, y, Z, tI) 
)' consideremos a 105 modulos ~ ,Y ;:¡¡ COJJIO R- módulos, es decir; módulos pen.enecient.es al 
anillo CODIiIIitIliivo can eiemf:oJo identidnd Il eJIIOnceS 

~, ®;tI = {FEQ2(l\11) J f..F= E} 

donde :. = 0(1,3) e GL(R"), es decir; 
~ ,®;tII[F¡, FzI = 1, 01'IJ = a .;11) = 1\ ~(l\I1) ,,'!i ,CM) e 

putsloque 
~ ,®;II = fF¡®F1 • F{í!lF¡ • [Fl , F:}J 

Considérrs< el anillo CODiDIib:ttM> con e1tmm1x> identidad R Sean ~,y ;ti los R-móduloo 
definidos expHcfi8!Jlf07lte como: 

t., = lEE 2O(l\I1) I Eh = .; all». E} 

y ;¡¡ = (BE",(M) I »h = -i 010. • E} 
PropooiciÓDL D.l. Dichos R-módulos son ÍJMIrilIIII.es bajo los mo_-imie:otos euclideanoo del 
grupo 0(1, 3) y por lo cual son :'-modulos. 
1'rIm!><:.: Por definición 

t., = IE8E(l\I1) I Eh = .,¡ oll». E} 

Luego 'i AE:' definido por la oom:spoodencia 

se tiene que 

de donde 

A:FI-+AoF 

A(E) = A'(alélt)F 

(E')h = -i A+(all».)A o F 

= A '(-ié!10lF) = A 'Eb 

pero (E')b = A 'Eb E f ~ , entonces f. ~ ,~ -¡:, • Luego ~,es UD f.-módulo (módulo :. 
invarianie.). Análogamente, si 

;11 = IBE~(l\I1) I Bb = -; alill 'E} 

es claro que í;ll = ;11 por lo cual ;ti es UD :.- módulo bajo A en el álgebra de Banach 
a a a(M)D. 
Proposición.D.2. El espacio electrodinámico 1i ,® ;ti es un álgebra cerrn.da bajo la ley de 
CompooiciÓD [ , ]. 

Pnleoo: Enefedo, seanFI= \7DI~1 - \7b
l A.¡, F1= \7 .z~2 -\7b1A.2E)i,0 ¡/;1AEU(lH, "~" 

D2 



'<t I?E1tL.J 5::= W. Enmn"", In C<lllIjIWición IF1, FiJ _la fOllllll en función <k las U(J)
bazn;¡¡¡f"i·me .... 
IFJ. FU = (V. lA¡, 1 . Vb lA" 1) (V. 2A¡, 2 . Vb2A" 2) . (V alA¡, L Vb2A,,l) (V/Ato 1 . Vb lA" 1) 

- Y 01 A¡, Iy .lA¡, l. Yb lA/Y. lA¡, l. y.1 A¡, l yb2A¡, l. Yb 
1 A" IYb lA,,!· (VO l_"t.lYol A¡, 1 . 

yblA¡,l Y.lA¡,1 . Ybl A" IV .lA¡,l + V.¡,lA¡,lYbl A" 1) 

- Y 01A¡,1(V olA¡,l. Ybl A¡,2). Yb lA" 1(\7 .lA¡,2 - Yb lA"l) . [V .2A¡, 2(\7.1 A¡,1. Y b lA"t) . 

- y b
2A¡,2(V .1A¡,1. Yb 1 A,,1)J - y.l A¡, Iy .lA¡,l. Y D lA¡, 1Yb 2A,,2. Yb IA"ly 02j'9': + 

+ Yb lA"IYb2A,,1. Y D2A¡,2V D lA¡, 1 + Y. 2A¡,lYb IA,,1 + Yb
1A¡,2y .1 A¡,I. Yb2A,,2Yb lA" 1 

- Vb lA"IVb2A"l + Vb2A¡,'1.V DIA¡,l 

puesto que FDb - - Fbo en Jlt4 mIonc<s 

Yb lA"lyb2A,,2 + Yb2A" ZV .1A¡, 1 - Y olA¡,ly olA¡,2 - Yb2A" 2Yb lA,,1 E: 1", ® ~ 

por lo cual [F), FUE"!' ,®~ '<tF], FZE: 1'."~ O 
lTo~ D.3. El álgebmcerrndn("!' ,®;II, l.» es un álgebra de Lie. 
i'r=1l:o; IF, F) - V"A¡, V~ - Y~ V"A¡, - [ Y"A¡, Y~ • V¡,A" V"A¡,l = O . Luego !tu; 

<lema! propiedadc; <k álpa <k Lit seo "";sf.= trivialmente. Po< lo tanto "!" ®;R tiene 
eslruC:mra de UD álf!l'bra de Lit bajo la opmIcioD [ ,J. O 
Pro~.(\. 'Ii ,®;II es UD haz vectorial fibrndo, cuyas fibras son los vectores tengentes 

en CIlda puDIo de las m-. del CIlIIlJ>O el~co (geodési=). 
1'rD1l:o: PuestDque romo álgebmde Lit el espacio ,.";o(M) satisfiJce 'Ii' ®~ "'T.(f.(M) X 

f..'M) '" T .(f(M) X T .(f(M) 't 2E:%.(M), emooces a lo 1argo de toda la variedad, '<t pE:M, 

UpeM[T.(f(M) x T.(::(M)]Jll = Tf(M) 

Por lo cual"!' ,® ~ (Ml= Tt(M). De donde == por la proposición .0.1.1'.0)1(\1, es el haz 
vectorial fibrndo de los vectores tanyemes Eb = -1 iJ/iJl F Y Bb = -1 iJ/iJl • F los cmles son 

vectores en R3 y !lOO!tu; ñbras del espacio T::(M) cuyas secciones son los campos 

E, BE: * (R4). O 
Proj>OOlc!l>Jn.D.5. íi, ® ;11 es UD álgebra involutiva. 

Pn>eoo; Basta tomar todas !tu; \ineas de fuerza del campo electromagnetic<>, las cuales son 
subvsriedadeo inIe.gra.les. (soluciones de las ecuaciones diferenciales .rore cada sección del haz 
vectorial 'Ii , ®;¡¡ ,segun el teorema de Frobenius)de la variedad hiperbólica M '" R 4 donde 
esta sentado el haz T::(M) Y demootrnr que las secci"""" E, BE: ;lE (R4) satisfacen la 
propiedad de wll<'bro involutiva. Pero es\(> .. trivial segun la proposición. 0.3.0 
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AJI>]ENJl)llCIE E 

. El concepto & distoncia suele subsa:ituir!: por el de parakje. En astronomía estelar se 
designa ssi el Zngulo, siempre muy ~o, bajo el cual se verla la unidad 
astronómica eh distancia Iksc!e ID estrelliL Esta unidzd se define a su vez como el 
redio de ID órl:Iim circulsr qtUl dauibitm &!redeOOr del sol un p~ de mssa 
ql<>ci.1lble, ~ 11 cu.ulquier paimbWón, Y cuyo pmcrln ~ trasW:ión, 
~ endmsmediGs,fu=: 

( El semreje m&yCl1 de la óWita teii<sue mide 1,000 000 23 uni~ IlStrOnÓmiCtlS. ) 

La paralaje se expresa en segundos de meo; si es igual a un segundo, la 
conespoodiente distancia 11". vendrá d&da por: 

siendo a la unidad astronómica de distancia, o sea: 
6 

'ilOO,G n 'il@ CtIl1íil; 

y se tendrá: 6 

I? ::: ~2@G n 'i 00,1) n 'l@ Cmm. 
12 

o ~,~ n ~@ Ctm. 

En distancia Ir, se toma como unidad de distancia en astronomía estelar y se le deno-

mina parsec ( distancia correspondiente a una paralaje de un segundo ); si es la 
paralaje de una estrella en segundos de arco, y Ir su distancia en parsecs, se tiene: 

Ir l! 'ir= 1. 

Un año-luz vale 0,307 parsecs ( el año-luz es uno verdadera unidod de distancia, 
míentras que el parsec sólo sirve para expresar distancias relativas, independientes de 
todo patrón material . 

E1 



:..PE.'iDlCE F 

TRAI'i'SPORI\UDA DE RADO'" DE LA DOBLE FmRACIOC". 

lF.L La doble fibl'>ldÓD ." el pro!>!""", d~ gen.reIIzocion d. bI 
~r-w~'onrusd~ do", ~~,:r¡,. 

Si l.-:Hx e HxH" == b= :: Hx. 
(iü). El conjurno .HxH:= e G ~ cerrado. 

}I;otese que (ill) C' satisfecho si uno oc j~ sub~po:; H= ' Hx e::; eomp:J .... 'lO. 

Todas esIJIS afirmacivnes son satisfed ... para ambos espaóos de ciases X y ::: as} dci"mido;;. 
li.si mismo: dos elementos LE.X y tE:::' se dicen ser in.:ide::n.e:; si como clases en G estos se 
1D1.er5ec:taIL Por i" cual deiiwmo::. expllcrtameute 

! =- {::f:=: 1 x y ~ :acid:'":l~ 

f. = {xUEX 1 Jo: Y S inCIden}. 

Lema. F.l, Se&l geG. :-: = f!>-,X: ~ = ;:...l-!:=,_ !:.mcnces 

r: \ x ~ 11;1¡1 , .... rbitz. de' ( H-,-'); ~. lrne:mIX la C't'ITl''':::,-p('i).djent.e identi.ficm:iou' de espa:ire de dili'e!:' 

! '"' '. HxY/(HX""'Hi'; 

h\'; t";5 una omita de í H.='~ '\' tencrnf'~ la ;C'!Te'q'K'néieTIU' jdemi:fi~a::ICn de e.Tm.:;l~"15 dL' da.~e.." 

!= ~ybxH~l -)l::-\gH-x~ Z} (:) 
!, .... ,~1:i1! p0.1C:'-:0: :-~'~::rihir ~'':'IT!t' 

! -=- \gj¡xH~ J hx~ H)J. 

t ,~Ul *"~, !é:.\ Morw dt"J ;'>Ilm,. ~= c'n:=: ~Ii., d ~:1Ip,l ~"X~,-:. El :'-;lIhgl1lí~' q:li' d(,.!it üj(, d pUI.1:\> ~H:::. 

e$ f,~::::g :}..-~ t~XP:-:)' F~<;'b) 6¿mUt:Nr.i 4). Para el i.rn'150 h), ~~ ~lgUi'" 18 mi:)Dl(, ¡]t!fJhY.--Vo.l.'h\r, 

defl!lieno0 n In dase ;, en Ü.l!lUo'l Ill.la.Jog;.: a 1-: i. O 
Sdl!! :-:(. =- ·:H~.,) ~ .. ':_. -= ·~H=j d~:..r¡N.an.d~· kr:=: ¡·ng:::e:- i"::-: X ~ := :rt:..'";p~::."'!i\·t!.ln:-'1l1~. [m\..")!l"::;--: p·.)r (:.~ 



ih.>nrie el PWll{l ... Qt!Ih.lU!. lb accit.1u del ~upo..' G S\.)ur~ d ópa..::i,,-, i,Vnlv~ ... J X .. ::.,::.Orlt' ¿ ó:p.i.-:i .. , 

~C'~ro = ~'\"R.~rnte. 
L:t.ma.11.2. iA1S. mapeos X -+ ~ y .:; ~ ;; ~ inye...-tivoo. 
Proebn: Sv-pón~~"~ qur X-. "::EX \. ~- = I:. Se8Illl.de:m.a!- g-. ~:eG tal~ que x- = g Bv. ~- = 

!!;.Hx -Enton~ por (2) §1 • !o = g., • AO: tal qu~ escribiendo g = §~ .: g2 tem:moo que 

h¡;Hx ' 1;0 = Hx' !;¡¡ 
¡¿¡J que ~HxC BxH=: . p"" la Ilfirnm.;,j(>D (ü) dt> 18 lJIJiIoodulnridud %EBx.lo mal D<'5 prnIl,:e 
teno" que xl =- x::. W cual denmeSlrn in inyectividad de am"bos II111pf"OS. O 

En virrod de ~ lemn., los cspa.ci~ homogtnl:'os X y = son csp<k-i~ hvm.Q;cnro::.: dd im..."'¡¡1O 

grupo G ~ qut .... I·an punto ~,:; pu.:.de- .:;Cl \-1zt..o .:omo una ... l l 's.'" d! X:, ~: pUIT'"-C de X pue:d::- se
"\i.sualiza.d0 CC'tIlC'l Un.1 cln.c;;C" de :::." De est~ mnne:TI. X "}. ~ se dicen ~f'T espllci(~ homO~t'"Of en 
dua1idad (Proo""""- ÓI; dua1idad "" geom,,= integral). 
L~ mlJpt"~ x -'" ! Y .:. -.... ; !'or: tambirn convenlerrLe;!Ile'!T4'" cL"'$"crlt'(!F P't .... r el significnrlí' de h: 

po! 

X~GmX :::: = G iH¡; 

! = ;:'J'" (,:): .; = p(;:":: (~)), 
F.lL I..a 1,.,.n.<fonn2d~ d. R»d" .. p'''''' J:¡ dobk; fib,.,.ción. 
D¿- .a~t!t::Td0 ,~tln l1i. afll111a..j\>1l de l..lImn .. -!ula:ida.d dada a.'11cr:iC'ro, ....... l.e. fije:nl~ ml:did~; in':arib...~:~· 

~ig, dh.)-:~ dh3" y dh ~út>rf' kr.o: p..mr"r.-. C.,.. Hx. B.= -;oc H = Hx .... "H:=. res~ctn.·ftIDt'ute..PN el le.:·rc!i1f> (¡c 

cx:i..~cii.l par .. m~ilida:,. ÍIl\.'"üna..."'1l..ef ~,~bre- e:;pacio5: h(}mogenn'f t'xi.!'tt 11Il.Ll. .. mi(",a Hx merhda ca """" 

ri~")-B sübre bO = Hx/H satisfcienó,) 

J",,.tlbxid!h.: ~ !!",<Lm>:;h'''ihidW)¡xH) -:4) 

-; f 7(' .::(!J .. \ Simll!'..rmeme~ estn ddunda unn H,:::-m!?'.didll L-r:!"\"aln.m.e drn :o;;:-·bn' ~O .".., H::- ,'B., }=o":,r 

l!1bl.a.ci":"ne:; poderr:c~ oble:ner Ulib lliediM invJ:l!'iantc C"0ru:.istt::rl1c::mt:m.c: ádinida ~.0bre cada d!bc 

!ro. 



-'-'-" ,-- _ ... 

Lema..F.3. Existe UtlB medida D(l nula s0bre cad";; _ romcidiend('l con ou :':('Ibre!0 t.a1 que g • ;

= !:: ~orrespondt:n donde:quu:ra ~o ~ 

Prueba: S! ! = g • !o trnnsferimos ¡n medida dfl soh<e !ü s1.óya.ceme debi¿o al 

!.!\:"'!Ue('ffi{.ru:,--m0 ~ -.:. g .. :.. r :'o-L· da. una medida tt-:i:,:·-I-rr.· ... rn,.....:..;..il.:.-r:.t :-.-.m-r ~,ira" r--'; u:; bi." :.si!"<

ID.cdi¿ili hr.~ 5 ... ': .... Oetc:;:!p·rl.";as 5 .. 1-. ... ilL fa.::t..: •• "::0IlS"..a:r..::- ~ :--..;.~ ;:med[ ¿(:ffi0~i' indrpen6ent~ 

g. ;,:-o=g'. XC 
de donde gE'g'H::_ Siend0 dp ~obre !:_, Hx-invariante ellOlll se ~igue. 

Las medidaó ,,,!>re ! )' t deñnidas P"f el Ie:maB.3. ?ueden ser den"Utóas por d¡¡:, dm 
respe::tivameme. También denowmo;; por d!!:.¡y y d~ las medida;; G-im:ariantes «.bre X y _ 

respecrivamen:t.t; la!: cuales son ürmaJjZ8da~ pe,! ias relaci(.~ 

iG F(g)dg = LJ!'.x F~:odhx!d!!:.¡x (5¡ 

J '" «g.><i~ ~ j;:{!"-,, F(gh3odhs:><i3:~-" ,.6, 

yor simpiicitiHd ldigamvs qUe ax = dS:::x "j d; = dgf-l..E dJtonces defmirn~ la trare:forma.dB de 

R..."1ibn f -~ f \, su dual ü' -+ () vor las fónnulas 

r\"" = i.fo"x)dm(x) ""''(xl = i 0(é'ldu{é" (,', '";). .. t""~ • 'f . r! .,. . ..1 • 

pn.'"'ll fe(')X). llIEC/=\ 

Proposición.F.l. Sea fEC:~A), ~EC-:,,='). Emonces r' y (0'\ ~on conunuru-y 

r i 
~xl1x)~r'\X)¿X = h::f\~~)(..;)d~ 
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Dr. Federico Sánchez 
Coordinador de Posgrado de Matemáticas 
Facultad de Ciencias, Ul\'AM 
Presente 

._-_._--~--

Noviembre 28, 2000 

Me dirijo a usted en relación con el trabajo "Transformada de Radón y Curvatura", 
presentado por el Mal. Francisco Bulnes como Tesis de Maestría en el Departamento de 
Matemáticas de la Facultad de Ciencias. 

Luego de leer el manuscrito, he hecho algunas sugerencias de cambios menores en su 
Capítulo IV, donde se realiza una aplicación a la medición de la curvatura de un modelo de 
Universo. 

Considero que el trabajo satisface los requisitos para la obtención de dicho grado. 

Atentamente, 
/7" I ( , 'ir -! ,-z.r(VI·V "1 --

, L~ 
Dr. Miguel Socolovsky i 

c.c.p. Dr. Fernando Brambila 
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Dr. Fernando Brambila paz 
Profesor-Investigador 
Departamento de Matemáticas 
Facultad de Ciencias, UNAM 
P r e s e n t e: 

Departamento de Matemáticas 
Facultad de Ciencias, UNAM 

Cd. Universitaria 
04510 México D. F. 

Después de haber leido cuidadosamente el trabajo de tesis "TRANSFORMADA DE RADON y L4 
CURVATURA DEL UNIVERSO", que para obtener el grado de Maestría en Ciencias 
(Matemáticas) presenta el Mat. Francisco José Bulnes Aguirre, bajo su dirección. Y también 
de haber tenido varias sesiones de exposición sobre dicho trabajo, por parte del sustentante. me 
permito comunicarle que tal trabajo de tesis reune todos los méritos de una tesis de maestría en 
Matemáticas. 

Atenta mente, 
Cd. Universitaria, a 22 de mayo de 2001. 

·1 
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Dr. .F ernando Brambila paz 
PRESEKTE: 

20 de Mayo de 2001 
Facultad de Ciencias, UNAM 

México D.F. 

Reciba un cordial saludo de mi parte. Le escribo en relación al trabajo del 
Matemático Francisco Bulnes, Transformada de Radon y Curvatura, trabajo de 
investigación que será presentado por el Mat. Bulnes para obtener el grado de Maestro en 
Ciencias. 

Considero que el material es lo suficientemente completo para considerarse una 
tesis de maestria. Por mi parte estoy muy conforme con el contenido del trabajo y doy nu 
aprobación a dicho trabajo. 

Sin mas por el momento me despido. 

Atte. 

7' M.e. Juan Rico Arvizu 
Profesor de la Facultad de Ciencias. 
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INSTITUTO DE MATEMATICAS 

ur. Fernando E~ambila Paz 
P~ofesor-Inves~igador 

Dep'artamento de Matemáticas 
Facul~ad de Ciencias 
" N. A M. 

Estinado Dr. Brambila: 

AREA DE LA ISVESTIGACIOS CIE:-;TIFIC .... 

CIRCUITO EXTERIOR 

CIUDAD UNIVERSITARIA 

MEXICO. D. F. C. P. 04.510 

hup:/lvl'''''''' materno unarn .rox 

21 de ~ayc de 2[:: 

Por este conducTo me permito comunicarle ~o 

siguiente: el haber tenido acceso al manuscrito de la q~e 

sería la Tesis de Mae~ía del Sr. Mat. Francisco José 

3ulnes Aguirre, de buena hora, me dió la oportunidad de 

poder apreciar sus bondades como trabajo exigido para ob

tener el Grado ce Maestro e~ Ciencias (en Matemáticas) en 

nuestra Facultad de Ciencias. 

La versión final, que ahora tengo a la mano, 

me parece más accesible, lo que permitirá a los estudiosos 

leer con mayor facilidad el Capítulo IV, MEDICION DE LA -

CURVATURA DE UN UNIVERSO MEDIANTE LA TRANSFORMADA DE E~DC~ 

y encontrar una clara exposición de las ideas del autor. 

Estas consideraciones me hacen pensar que este trabajo es 

suficiente para obtener el Grado de ~aestro en Ciencias 

(en Matemáticas) de nuestra Facultad. 

Agradeciendo la atención que se sirva prestar a 

la presente, que de usted atto. y s. 5. 

Dr. Félix Recillas Juárez 



Dr. Fernando Brambila Paz 
P r e s e n t e: 

FACCLTAD DE CIE;\CIAS 
Departamento de Matemáticas 

Por este medio hago de su conocimiento que he leído el trabajo "Transformada de 
Radon y curvarura" que realizó el Mal. Francisco José Bulnes Aguirre y considero que 
satisface los requisitos para la obtención del grado de Maestría. 

Sin otro asunto, quedo de usted 

Atentamente 
Cd. Universitaria, D. F., a 29 de mayo de 2001 

I 

~------,óJ4r 2;;;,/ 
~TI/' 

Dra. Flor de María Aceff Sánchez 
Profra. de T. C. del 
Departamento de Matemáticas 
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____________ 1 me permi~ informarle que después de haber revisaco el 
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