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INTRODUCCION.

Un continuo es un espacio méirico, conexo, compacto v no degenerado, Una
dendrita cs un continune Iocalmente conexe que no contiene curvas cerradas simples.
Un espacio lopoldgico X es localmente conexo en p (i¢ e p) si toda vecindad de p
contiene una vecindad abierta y conexa de p. Decimos que X es localmente conexo, si es
localmente conexo en todo punto. Una curva cerrada sirmple s un espacio homeomorfo
a St

A un espacio localmente conexo le llamaremos de Peano. Si ademds, este espacio es
un continuo, le llamatemos continuo de Peano.

Un espacio topoldgice X es localmente arco conexo en p (lac en p) st toda vecip-
dad de p contiene una vecindad arco conexa de p. Decimos que X es localmente arco
comexo, si es localmente arco conexo en todo punto.

En el presente trabajo se desarrolian las siguientes caracterizaciones de dendritas:

1. Un comtinuo X ¢s una dendrita si y s0lo s1 cualesquiera dos pumios de X estin
separados poT un tercer punto de X

2. Un continue X es una dendnita si ¥ sélo si todo punto de X es punto de corte o
punto final de X

3. Un continuo X es una dendrita si v s6lo si X es un dendroide locakinente conexo.

4. Un continyo X es una dendrita si y sélo si X ¢s un dendroide suave en todos sus

puntos.
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3. Un dendroide X es una dendrita si y sélo si todo subcontinuo ¥ de X admite una
retraccidn mondtona.

6. Un dendroide es una dendnita si y sélo si existe p € X tal que todo subcontinuo
admite una retraccidn preservadora de orden (<,}.

La tesis estd organizada como sigue:

En ¢l capitulo 1 daremos los conceptos ¥ resultados necesarios para las caracteriza-
ciones, en el capitulo II expondremos las caracterizaciones 1 y 2, mientras gue el capitulo
I lo reservamos para las caracterizaciones 3, 4, 5 v 6, las cuales se dan en dendroides.

Algunos teoremas cuyz demostracién se encuentra en [5] serin utilizados en la tesis,
Estos son:

0.1. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces 2% es compacto [Teorema 4.12,
p. 591

0.2. Sea X un coutinuo, U un abierto no vacio de X, I/ ¢ X vy K una components
de U, Entonces K (\ Fr(U) # & [Teorema 54, p. 73].

0.3. Sea X un continug de Peano. Entonces X es arco conexo [Teorema 8.23, p.
130}.

0.4. Sea X un continuo de Peano y IV un abierto de X Entonces I es lac [Teorema
825p. 13i).

0.5. Sea X un continuo de Peano y U7 un abierto conexe de X. Entonces U es arco

conexo [teorema 8.26, p.132].
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Ejemplos de dendritas.
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Ejemplos de espacios que no son dendritas







PRELIMINARES

1.1 Limites de subconjuntos de un espacio topoldgico

1.1. Definicién. Sea (X, T) un espacio topologico v { A, J.en una sucesion se subconjun-
tos de X, definimos iéminf A, y limsupA; como sigue:

liminfA, = {x € X :paratodo U e Ttalque z € U, U N A; # &, para toda
excepto un mimero finito}

limsupA; = {z € X iparatodo U € Ttalque z € U, U N A; # &, para una
infinidad de nmeros 4}

1.2. Ejempilo:;

Sea X = [0,3] x [0,1). Para cada entero positive impar ¢, sca 4; = [0,2] x {3} ¥

para cada entero positivo par ¢, sea 4; = [1,3} x {1}
‘q't

1

Ay

i~
-
wl

tirnsupA; = 0,3] x {0} liminf A, = [1.2] x {0}
Fs claro que no siempre [imsupA; = liminf A;, sin embargo msupA; C ianf 4,
1.3. Definicién. Sean (X, 7 un espacio topoldgico y {A: hieny una sucesion de

subconjuntos de X. Decimos que A = limA; si liminf A, = A = limsupA;
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La sucesién del ejemplo 1.2 no tiene limite,

El sipuiente resultado caracteriza al liminfA; y at lémeupA,, ¥ 10 usaremos poste-
niormente para algunas demostraciones. La prueba de ¢ste resultado se encuentra en [1,
Teorema 1.5, p.12].

Sea { A;} una sucesién de conjuntos en un espacio topolégico X. entonces

a) x € liminfA; siy s6lo si existe una sucesion {z;} en X tal que 2; € A; para todo
i nirpero natural y 53'2 T =T,

bz € {imsupA; siy sblo si existe una sucesion de nimeros naturales ny < ny... y
puntos z;, € A;, paratodo k € N 1ales que élr& Ty, = &-

1.4. Proposicién. Sea X un continuo, {4, }ien una sucesién de subconjuntos de
X, entonces limin f 4; v linsupA, son ambos compactos.

Demostracion. Sea A = liminfA;. Como X es compacio s suficiente mostrar que
A es cerrado, es decit que contiene a todos sus puntos de acumulacién,

Sea x un punto de acumulacidén de A. Demostraremos que £ € A. Sea U abierto tal
que z € U. Como z es punto de acumulacion de A, entonces (7 — {z}} N A contiens
un punto xq. Ahora tenemos que I/ es un abierto que contiene a 7o ¥ £ C A, asi que
U N A; # 2 para casi toda i y por definicion de limitc inferior = € liminf A; = Ay porlo
tanto A es cerrado.

La demostracion de que ffmsup/l; es compacto es andloga i

1.5, Corolsrio. limA, es compacto.
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1.6. Proposicion. Sea X un espacio métrico compacto ¥ {4; }ien una sucesion de
subconjuntos de X, Supongamos que A, es conexe, parz cadai = 1,2,3,.. y liminf4; #
&, entonces limsupA; es COnexo,

Demostracién. Sea K = limsupA;. Supongamos que A no es conexo, entonces
existen dos conjuntos cerrados, ajenos y no vacios G y H tales que K = G U H. Sesigue
de la normalidad de X que existen abjettos ajenos Uy Vialesque GC Uy HC V.

Dado que liminfA, # &, existe p € liminfA;, entoncesp s U dp e V.

Supongamos que p © U. Entonces existe jp € Ntalque 4;NU # & paratoda 7 > jo.
€Como K MV # &, hay una infinidad de indices § € N, § > jo tales que 4; NV £ @,
liamemosle 7 al conjunto de dichos indices. Como A, es conexo, para todo j € T existe
z; € (X —({UUVINA; Ademds X — (I7 UV} es cerrado y por tanto compacto, entonces
fa sucesion {z;} ;e tiene una subsucesion convergentc a un punto z € X — (U U V), es
claro que z € limsupA;, o cual es una contradiceion. ¥

1.7. Corolario. Sea X un continuo v {Ae},:e_n una sucesion de subconjuntos conex-

os de X tal que limA; ~ A, entonces A es conexo.
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1.2 Hiperespacios de X con la métrica de Hausdor ff.

Sea X un espacio topolégico. Definimos a jos conjuntos 2% ¥ C{X) como sigue;

2X = {A C X: Acscerrado y no vacio}

C(X) = {A € 2% Aesconexo}

1.8. Definicidn. Si X e¢s un espacio métrico, compacto, con métricad y A < X,
definimos N(A, e) =aiéJA Be(a)y se llama la nube de A de radio £. Definimos la siguiente
funcién:

H:2"%x2X >R

H(A,B)=inf{e >0: AC N(B,e) y B C N{A,¢£)}, que resulta

ser una métrica para 2%  ia llamamos la mé&tricade Hausdorff.

1.9. Teorema. La funcion H es méinica.

Demostracion. Por definicodn H (A, B) > 0.

Supongamos que H(A, B) = 0. Seaz € A, entonces z € N(B, ¢} para todz & > 0.
Supongamos que = ¢ B, entonces § = d{z, B} > 0y« € N(B, £), con esta contradiccion
deducimos que A C B.

Analogamente 5 C A, y por lo tanto A = B.

H{A, B) = H{B, A) por la defimcién de H.

Sean A, B,C € 2%, demostraremos que

H{A,CY< H(A,B)+ H(B,C).

Observemos primero que pama cada x € A, d{z, B) = d(=, v), para elgin y € B (por
la compacidad de B). Ahorasiempre que A C N(B, &), se tiene quee > d(z, y). Entonces

H(A, B) = d{z,y).
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Asi que para cada = € A, existe y € B tal que d(z,y) < H(A, B). Andlogamente,
dado y € B, existe z ¢ C 12l que d(y, z) £ H(B, C), entonces

diz,z) < dlz, ¥} +d(y, 2) S H{A,B)+ H(B,(N vy de aqui se sigue que

ACN(C, H(A, BY+ H(B,C)+ ¢) para tode & > (1. De manera ansloga

C C N(AH(A B)+ H(B,C') +¢) paratodo £ > 0, entonces

H(A,C) < H(A, B)+ H(C,B) &

A 2% le damos la topologia inducida por la métrica de Hausdorff &

1.10. Teorema Sea X un espacio métrico compacto, {A;}ien una sucesion de
elementos en 2%, entonces Fian A; = A (respecto a la métrica de Hausdorff) si y sdlo si
Hmeupd; = A = liminf A,

Demostracion. =} Veremos que A C léminfA,. Seanx € Ay e > 0. Entonces
existe Ny € N tal que H(A, 4;) < e paratodai > Ny Sea U abierto tal que z € U,
entonces existe ¢ > 0 tal que z € B,(z) C U, asi que existe Ny € N tal que para toda
1 > Np, existe z; € A; tal que d{z,z:) < H{A, A;) < e, entonces z; € By(z) ¢ U, de
aqui que A; M U # @ paratodai > Ny

Por lo tanto z € liminf A,

Ahora veamos que fimsupA; < A Supongamos que existe x € HmsupA; tal que
r ¢ A Como A es camado, existe ¢ > Otal que B.(z) N A = @ v como = € limsupA.,
entonces B.(z) N 4; £ & para una infinidad de nimeros . Sez Ny € N tal que si ¢ > N,
H(Ai, A) < (5), entonces A C N{A,5) vy 4 € N{A;,5) para toda ¢ > Ny, asi que

podemos encontrar un . > Np tal que By (z) N An # @
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Sea z € Bg(x) 0 Ay, entonces d(x, z) < §y 2z € A, C N(A,%). Entonces existe
a € Atal qued(a,z) < §.

Pero diz, a) < d(z,2)+d(z,a) < §+5=¢,porloquea € B.(z)y B(z)NA# 2,
lo cual es una contradicciémn.

<==| Supongamos que liminfA4; = A = BmsupA;.

Demostraremos que para toda ¢ > 0, existe Ny € N tal que H{A, 4;) < £ paratoda
i = Ng.

Sea e > 0.Veamos primero que existe V; tal gue A € N(4;, ) parntoda i > N

Para toda & € A, existe N, € N tal que B.(a) N 4; # & paratoda i > N,. Pot ofra
parte A = Bg(a), como A es compacto, existen g, &z, ...,am € A tales que A =k§1
Bs(ax). Sea Ny = mdz {N,, 1 k= 1,2,...,m}, tenemos que Bs (a;) N A; # & paratoda
t> Niyke{l,2,..,m} Entonces paracada k € {1,2,...,m} ycadai > M, existen
af € Bg(ax) N A;, de aquique a;, € Be(ax) C N(A,, §) paratodai > N;.

Seaa € A, a € By(ax) paraalguna k € {1,2,...,m}, entonces

d{e,afy < d{a,az) +dlay,af) < §+§ = . Asi que a € B,(af) C N(A;,€) y esto
indica que 4 C V(A;, ¢} paratodat > V).

Ahora demostraremos que existe Ny tal que A; C N(A, £) paratoda: > N,

Supongamos que no es asi, entonces, para toda n € Nexiste i, > ntal que 4;,, ¢
N(A4,¢), lo cual indica que existe z. € A;, tal que z,, ¢ N{4,z). Como X es compacto, la
sucesion {z, }ren tiene una subsucesion convergente {zy,, }rex. Supongamos que Ii:r_.-,‘a,;:k:
©. Para foda vecindad abierta {/ de «, z,, € U apartirdealgun &y € Ny a5, € 44, ,

con lo que z € limsupA,, pero fimsupA; = A, entonces © € A Ahora z,, € By{z} para
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k> k. y BAz) C N(A,¢e). Asitenemos z,, € N(A,£) para k > k., esto contradice €}
hecho de que z, ¢ N(A,z).

Por jo que existe V2 € N tal que A; C N(A,¢) paratodai > N,

Sea No = mdz{ Ny, N2}. Concluimos que H(A4, A,) < ¢ parai > NooH

1.11. Teorema. St X es un espacio méfrico y compacto, entonces C'(X) es com-
pacto.

Demostracion. Por 0.1, 2% es compacto, como C(X) C 2¥ basta demostrar que
C(X) es cerrado en 2% . Esto se sigue del corolario 1.7 v el teorema 1.103

1.12. Corolario. Sea X un espacio métrico y compacto. Entonces toda sucesién de

subcontinuos de X tiene una subsucesion convergente a un subcontinuo de X,
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1.3 Conexidad local, conexidad -en pequefio y continuos de
conver gencia,

1.13. Definicién. Sea X un espacio métrico. Un subcontinuo no degenerado A de X

es llamado continuo de comvergencia de X si existe una sucesidn de subcontinuos

{Ailiewde X talque A= limA;, y AN A; = @ paratodai € N.

1.14 Definicidn. Sea (X, T) un espacio topoldgico y sean 4, B, ¢ ¢ X. Decimos
que Cseparaa Ay Ben X si X — C' = U UV, donde I v V" son disconexion de X — C,
alque dCcUyDBCV

1.15. Proposicidn, Sea X un espacio métrico. Si K es un continuo de convergencia
de X y x, y € K, entonces ningtin subconjunto de K puede separara {z} y {y}en X

Demostracién. Sea K un continuo de convergencia de X. Entonces existe una suce-
si0n de subcontinuos { K Lenconlimi, = Ky KNK; =@ paratoda: € Nyz,y ¢ K.
Supongamos que existe un subconjunto C de X tal que C separaa {«} y {y} en X. En-
tonces existen abiertos U, V en X — C, ajenos y no vacios alesque X —C=U UV, con
relyyeV,

Comoa ' C KyKNK, = @tenemosque CNK; = @parateda 1 € N,
entonces K; C (X — ). Como U es abierto en X - C, existc un abierto W de « tal que
€U =Wn{X - ) Entonces W K; # & para toda ¢ € N, excepto un nitmero
finito. AsiUNK; # @y K; CU paratoda i € N excepto un nimero finito numeros
1 {lo amertor s¢ debe a que A es conexo). Con un razonamiento andlogo tenemos que
K € V para toda 1 excepto un nimere finito. Entonces K; C (U N V) para una infinidad

de nlrneros 4, lo que contradice que I y V son ajenos. i
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1.16. Definicidén. Sea {X,T) un espacio topolégico y sea p € X. Decimos que X
€8 conexo en pequeno en p si toda vecindad de p contiene una vecindad conexa de p.
Observacién. Localmente conexo en p implica conexo en pequeiio, €l regrese no

necesariamente es cierto.

1.17. Ejemplo

X es conexo en pequefio en p.

X no es localmente conexo en p.

1.18. Teorema. Sea X un continuo y

N = {z € X : X no es conexo en pequefio en z}. Sip € N, entonces existe un
contineo de convergencia K de X talquep ¢ K C N,

Demostracién. Sca p € N, entonces existe una vecindad V' de p tal que si U es

vecindad dep vy U C V, tenemos que U7 1o es conexo.
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Por otro lado p € Int{V) por lo que existe un abierto Wtsl quep e Wy W C V
{por que X es regular). Fl conjunte M = W no es conexo. Sea € la componente de p en
M. Entonces p € Int{C), yaque sip € Int(C), entonces C serfa una vecindad conexa de
pcontenidaen M C V.

Se sigue que p € M — C, por lo tanto existe una sucesion {p;}iew de puntos de
M—C1al que

L fj@ n=p

Sea C; la componente de p; en M, entotices

2.CNC =@paratodai € N.

Esto es porque st C N O; % & para alguna ¢, C U C; seria un subconjunto conexo de
M, pero C s una componente de M, entonces tendriamos que CUC; C Cyp e Gl lo
cual es una contradiccién yaque p; € M — C.

Sea ) una vecindad cerrada de p tal que Q C Int(M). Podemos suponer quc p; € ¢
para toda <. Sea K; la componente de p; en . Es clato que

3. K; C Cparatodad.

Por el corolario 1.12 lasucesion { A hen tiene una subsucesion convergente { K }jen,
a un subcontinuo K de X. Como p,; € K, para toda j, usande 1, y que :,EE.T& K,=K
tenemos que

4 pe K.

Dado que K;; € Q, Q@ escemadoen X y fi@ K, = K sesigue que

5. KcQc Imt{M)c M.

Como K cs conexo, usando 4, Hegamos a que
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6. K CC.

Por6,3y2, KNK, = @parateda j =1,2,3,.. Portanto si K no es degenerado,
K es un continuo de convergencia

Veamos que K no es depenerado.

Por0.2, K; N(X — Q) # & paratedaj,y como K =fi"i.t K, KnX-Q)#o.
Como p & Int(Q), entonces p ¢ X — @, de aqui tenemos que existe ¢ € X — § tal que
g € Kvp# g, asi K es un continuo no degenerado.

Falta mostrar que X ¢ N. Supongamos que existe z € K talque = ¢ N. Por 5
fenemos que

7. M esvecindad de =

ypor6

8. C es la componente de x en M.

Como = ¢ N, entonces X es conexo eh pequeiio cn z, por 7 existe una vecindad
conexa Gdexrtalque G C M, vpor8

9. GCC.

Por 3, z ¢ limsupK; C limsup(Ci v como = & Int((3), entonces existe un abierto
Utal que = € U C G. por definicién de limsup tenemos U (1 € # & para casi toda i,
entonces GNO; # & para casi toda{. Por 9, CNC; £ & para casi toda ¢, lo cual contradice
2. Porlotanto K N4

1.19. Proposicién. 3ea (X, T) un espacio topolégico. Entonces X es localmente

conexo 81 y solo 8i 1as componentes de los abiertos son abiertos,
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Demostracién. =} Sean U € T'y C una componente de U, Seap € C,comop e U
yXeskenpexisteV cTtalquepe V CU yV ¢sconexo. Entoncesp € V C C, €5
decir p € Int(C}, por lo tanto € es abierto.

<=]SealU € Typ € U. SeaC Ia componente de p en U, C es abierto (por
hipétesis) y conexo, entonces C' es vecindad conexa y abierta de p con C C U. Por lo wnto
XeslcenpH

1.20. Proposicién. Sea {X,T) un espacio topologico. Entonces X es conexo en
pequeiio en todo punto si y sélo si X es localmente conexo en todo punto.

Demostracion. ==] Sean U € T no vacio y € una componente de U. Seap € C,
por hipdtesis X es conexo en pequedio en p, por lo que existe un conjunto conexo V' con
p € Int{V)y V < U. Como C es el conexo mas grande que contiene 2 p, V C C.
Entonces p € Tnt(V) € C, esto nos dice que € ¢s abierto, y (por 1.19} X es localmente
conexo.

<==| Inmediato H
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14 Conexidad local y semilocal

1.21. Definicién. Un espacio topolégico (X, T) ¢s semilocalmente conexcenp € X
(slc) si para oualquier vecindad V' de p, existe una vecindad U dep, talque U C V' y
X — U tiene sélo una cantidad finita de componentes.

Decimos que X es semilocalmente conexo si X es sle en todo purmto.

1.22. Observacion. En la definicién antenior, podemos pedir que U sea abierto

Demostracién. Sean p € X y V una vecindad de p. Entonces existe un subconjumto
W dextal que p € (W) C V y X — W tiene una cantidad finita de componentes.

Sean ', Cy, Cy, ....Cp, las componentes de X — Wy U = Int{W}, (X - W C
X -t

Entonces X — U = X - Int(W) = (X~ W) = C, UG U ... U, De mancra
que X - U es una union finita de conjuntos conexos. Esto implica que X — U tiene wna
cantidad finitz de componentes W

1.23. Proposicidn. Sea X es un continno de Peano, Entonces X es sle.,

Demostraciéon. Supongamos quc existe p € X tal que X no cs slc en p. Entonces
existe una vecindad V' de ptal que paratoda vecindad abierta U deptalque U C V, X - U
ticne una cantidad infinrta de componentes, digamos C;, ¢ € T, donde T ¢s un confunto de
indices. En particular lo anterior es cierto para una vecindad abierta U de ptal que U < V.

Ahora supongamos que sélo hay una cantidad finita de componentes C;,, Ci,, C.q, ..Cr,
que infersectan a X — V. Sea N ;:‘Ql C; (N es certado). Sea W = X ~ N == U U {C, :
Cic V], Wesabietoyp € W, esclaroque W ¢ V. Ademds X — W = N, lo cual

coniradice que X no es slcen p.
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Por lo tanto hay unz cantidad infinita de componentes de X — U que intersectan a
X — V. Sea K el conjunto de dichas componentes. Como X - U es compacto existe una
sucesion {C;, Jren tal que 'I_igg C,=LcCcC,eK Dadoque G, N{X -V)# By
T ¢ V tenemos que existen x € I tal que £ € Int(X - U) y una vecindad abierta " de
z tal que W C (X — UJ). Por la defimicién de limite ¥ intersecta a ), para una infinidad
de niémeros k, ademas la componentes son ajenas, lo cual indica que X no es localmente

conexo en x. Con esta contradiccidn queda demostrada [a proposicién. M
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1.5 Conexidad y cortes

1.24. Definicion. Sea X un espacio métrico conexo. Decimos que € es un corte (cerra-
do)de X si C C X (C cemado) y X — € no s conexo.

Cuando hablamos de un conjunto X gue no es conexo, con frecuencia escribimos
X = U | V. Este simbolo significa que X = U LV, donde I/ y V' son conjuntos abiertos
(o cerrados), ajenos y no vacios.

1.25. Proposicién, Sea X un espacio métrico conexo y separabie,

a) Supongamos que £ es una coleccién no numerable de cortes cerrados mituamente
ajenos de X, indexados por el conjunto 7. Entonces existe C € L talque X — C = U | V,
dondeUﬂ(;\éICa)aé!ayVﬂ(;éIC‘a) # 2.

b} Si K es un continuo de convergencia de X, enfonces K no coatiene colecciones
1o numerables de corfes cerrados mutuaments ajenos de X,

¢) Sea Y el conjunto de todos los puntos de cortede X. 51 Z © X y Z es conexo, en-
tonces todos los puntos de ¥ M Z son puntos de corte de Z excepto una cantidad numesable
de ellos.

Demostracion de a). Sea { = {C, }acr Una coleccion de subconjuntos de X tales que
cada C,, es un corte cerrade de X v para cualesquiera o, § € 7, C, N Cp = & Donde T es
un confunto no numerable de indices.

Supongamos que no existe un € que satisfaga a), entonces para toda o € 7 podemos
escribir

X- Cy=U,|V,donde U C; CUpyo U C;C Vi
iRa iR
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Es decir, para toda « € 7, se puede expresar a X — C,, como Ia unidn de dos conjun-
1os, donde uno de ellos, digamos V, no intersecta a ningiin etemento de L.

Sean oy, 07 €7, oy # ay, tales que

X—Co=Uy | Vo, X —Co, =U,, | Vi, con

o, CeC Uy CocUn

Afirmacidén: X = (U, U, U (V,, NV,,)

2] Es clara

C] Sear € X, entonces

€ ({Us, UVa, UG, ) C (U, UV, UL, )y

2 € (Un, UV U, ) € (U, UV, Ul )

Asiz € Uy, UVy, WU, )N (Uay UV Ul )

= (Ua, Uls) U Vi) 1 (Ui U Ui U Vag) = (Ui, U Uiy) U (Va, 11 Ve,

Porfo tanto X = (U, U U,y U (Vo V5, )

Observemos que U, , U, Ve, , Vi, son abiertes de X por lo que V,, NV, es abierte.

Notemos que (U,, UU,, )N (Vo NV,,) = Uy, NV, NV U U, NV, NV, = @.

Tenemos que (U MWU,,) v (V,, 1TV, } formarian una disconexidén de X, Como X
€5 conexo concluimos gque V,,, N V,,, = & para cualesquiera oy, a0 G T,

Sabemos que existe un denso numetable D de X, eatonces paracadaa € T, DNV, #
£, lo cual es una contradiccidan, ya gue £ no serfa numerable.

Demostracién de b). Sea £ como en a). Supongamos que A C, < K. Pora), existe

CelulqueX -C=U|VdmdeUN{U C)#@yVn(Y C)#o.
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Seaz € Urw(“lé_JI Col #Byyc V”(&éz C.) # @,entonces, comoz € Uyy e V,
tenemos que C separa a {z} de {y} en X, entonces K no es un continuoe de convergencia
(por 1.13).

Lo anterior implica que 2 lo mds una cantidad numerable de puntos de K pueden ser
puntos de corte de X, v emtonces, X contiene una cantidad no numerable de puntos que no
son de corte de X,

Demostracién de ¢). Sea d = {p € Y N Z : Z — {p} es conexo}. Demostraremos
que 4 es numerable.

Supongaros que A no es numerable. Seal = {{p} : p € A}. Entonces  satisface
las condiciones del inciso a). Por lo tanto existe py € Atal que X — {pp} = U | V,
UnNA#@yVnNA#@. Porotro lado Z ~ {po} es conexo, entonces Z — {po} <. U
o Z - {pp} C V. Supongamos que Z — {pp} C U, entonces (Z — {pe NV =3 ¥
A—fp) € Z - {m} Porloque {A— {ps}) NV = & Ademisp ¢ V. Por tanto

ANV =g locual es una contradiccion. Por lo tanto A es numerable. ST



DOS CARACTERIZACIONES

2.1 Cualesquiera dos puntos de X estan separados por un

tercer punto de X.
El objetivo de esta seccion ¢s demostrar el teorema siguiente:

2.1. Teorema Un continug X es dendrita st y s6lo si cualesquiera dos puntos de X
estdn separados por un tercer punio de X

Demostracién. =] Supongamos que X es una dendrita. Seana,b € X, cona # b,
Como X ¢s continao localmente conexo, usando 0.3 tenemos que X es arco conexo. Asi,
existe un arco Adea ab. Sear € 4 ~ {a, b} y U lacomponente de aen X — {r},

Supengamos que b & U. Observemos que X — {r} es abierto. Por 1.19 U es abierto
y ademas es conexe. Se sigue de 0.5 que U es arco conexo, asi que existe un arco B C U,
deaakb Notemosque A # Byaquer € Ayr ¢ B, se sigue de aqui que A B es
disconexo, por lo que A L 13 contienc ura curva cermada, contrario a la hipétesis de que X
es dentdrita,

Entonces b ¢ U, b debe de estar en otra componente de X' — {r}, por tanto r separa
aayb

<] Supongamos que cuzlesquiera dos puntos de X estin separados por un tercer
punto de X . Por 1.15, X no contiene continuos de convergencia y por 1.18 el conjunto

N = {z € X : X 5o es conexo en pequeiic en =} cs vacio.

24
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Por lo tanto X es conexo en pequefio en todo punto. Se sigue de 1.20 que X s
localmente conexo.
Supengamos que existe una curva cerradz simple S tal que § © X, entonces si

7,4 € 5 no existe ning(in punto en X que separe a p de ¢. Por lo tanto X es una dendrita &t
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2.2 Caracterizacion de dendrita con puntos finales y de corte.

El resuitado principal de esta seceidn es:

Un continuo X es una dendrita si ¥ solo si cualesquiera dos puntos de X estin sepa-
rados por un tercer pusto de X

Antes de [a caracterizacién veremos algunos resultados que nos hacen falta para la
prueba de ésta,

2.2. Proposicion. Sean X un continuo, £ un subconjunto propio y no vacio de X
y K una componente de F. Entonces K v X — E no son muatuamente separados, ¢s decir
queKN{X-E)#@cKNn{X -E}£2.

Demostracion. Por 0.2, @ # K NFr(E) = [KUFr(K)|NFr(E) = [KNFr{E)jU
[Fr{K) N Fr(E)}. Se siguc de aqui guc o bien

DENFr(E)Y#26

2) Fr(K) N Fr(E) .

Si se cumple 1), entonces K n (X — E) + .

Si sc cumple 2), hay un punto p € Fr(X) N Fr{E). Consideramos des casos:

Caso 1)Sip¢ F,entoncespe {X — E)ype K, porlotanto X 1 (X — £} & 2.

Caso 2)Sip e E. Comop C Fr(K}, entonces {p} U K esconcxoy {p} UK C E.
Como K es una componente de F, entonces p € K, ademss p € Fr(E) C {TX—T??—} Por
Io tanto K N {X — E) £ 2%

2.3. Proposicién, Sean X un continyo, C' un subconjunto conexo de X y L uma

componente de X - C. Entonces X — L es conexo.
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Demostracion. Sea {K, ¢ € I} la familia de las componentes de X — C. Dada
i€ Z, por laroposicion 124 K, N (X - (X —C)) #£Bo K;N(X — (X —C)) # @, es
decir K, N C # @0 K,NC # @, entonces K, U C es conexo para toda ¢ € 7 y como
XL :iel',lf'(,;\é.c (K;uOC).

Es unidn de conexos que se fntersectan en C. Por lo tanto X — L es conexo M

2.4. Praposicién. Sean X un continue de Peano y p € X, un punte que no es
de corte. Entonces para todo € > 0 existe I C X, abierto ¥ conexo tal que p € U,
diam{U) < ¢ y X — U ¢s conexo.

Demostracion. Sea p € X un punto que no es de corte y V = Bs{p). Por 1.23 y
1.22 existe una vecindad abierta 1 de p, conteruda en V, tal que X ~ W tiene una cantidad
finita de componentes Cy, Cy, ..., Ch.

Como X — {p} es abierto y conexo, entonces es arco conexo (0.5). Elegimos puntos
a; € Chy...,aq € C,. Paracadat € {1,..mn— 1}, elegimos un arco 4; € X — {p} que une
2.¢; CON Q;41.

El Comjunto €' = (2!;1 Cou (T:L_Jll A;) es cemado v conexo (porque cada C; es cerrado
¥ los arcus son cerredos). Entonces X-C es abictto y p € X — €. Sea U la componente de
pen X ~ C, U es abierto (por 1.19) y conexo, Por la proposicion 1.25, X — I s conexo.
Observemos que X — C C W, t‘:ntonca‘. diam(X — C) < ¢. Porlo tanto diam{U) < e+t

Recordemos lz definicién de localmente arco conexo.

2.5. Definicidon. Sean {X, T} un espacio topolégico y p € X. Se dice queX es

localmente arco conexo (lac) en p, si toda vecindad de p contiene una vecindad arco
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conexa de p. Decimos que X es localmente arco conexo, si X es [ocalmente arco conexo
en todo punto.

2.6. Definicidn. Sean X un espacio topoldgico 2 C X,y p € X —~ Z. Decimos
que p es arco accesible desde Z si existe un arco en Z U {p], teniendo a p como punto
final.

2.7. Proposicién. Sea X un espacio lacy U C X, U abierto, entonces el conjunto
de puntos de Fr{I7} que son arco accesibles desde U es denso en Fr(U/).

Demostracién. Sea D = {x € #r{U) : x es arco accesible desde '} Sea Wy un
abtertode X tal que Wy nFr(l} # 3. Sea W = Wy Fr(U) (W # @ y W es abierto en
Fr{U)).

Demostraremos que DN W # @.

Sea p € W, por ser X lac existe una vecindad arco conexa V de p tal que V' < W,
Comop € Fril), UNV 3 @ Seag < UV, entonces existe un arco Ade pa ¢ tal
que AC Vy ANW # & Elegimos ¢ ¢ AN W, de tal manera que t es el primer punio del
arco de p a g que estd en Fr{l/), entoncest € Dy O W £ &. Por lotanto D es denso
en Fr{ll) oD

2.8. Definicidn. Sez X un continuo. Decimos que X es hereditariamente
locakmente conexo {(kic} si todo subcontinuo de X es un continno de Peano.

2.9, Teorema. 5t X es una dendrita, entonces X es hic.

Demostracién. Sea X una dendrita. Por 2.1, cualesquiera dos pumtos estin separa-
dos por un tercer punto. Por 1.15, X no conticae continues de convergencia. Sea A un

subcontinuo de X
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Sea N = {x € 4: A no es conexo en pequefio en x}. Por 1.18, N = & Entonces A
€S conexo en pequefio en todos sus puntos, entonces (por 1.20) A es localmente conexo en
todo punto. Por lo tanto A4 es un continuo de Peano y X es hic. X

2.10. Corolario. Sean X una dendritay ¥ un subcontinuo de X, Entonces Y es
una deminta.

2.11. Definicion. Sean X un continuo y p € X Decimos que p es un puniofinal
de X st para toda vecindad abierta V de p existe un abietto U de X tal quepe U C V' y
[ Fr(U)i=1.

Abora ya tencmos {oda la herramienta para demostrar la caracterizacién que nos in-
teresa

2.12. Teorema. Un continuo X es una dendrita st y sélo si todo punto de Xes un
punto de corte ¢ un punto finat de X

Demostracion. =] Supongamos que X es una dendrita. Seap ¢ X, un punto que
no ¢s de corte y sea = > 0. Por 2.4, existe un abierto y conexo I/ € X talque p € U,
diom{U) < e, X — Jesconexoy U £ X.

Supongamos que | Fr{t/} |> 2. Como X es lac (0.4) y U es un subconiunto abierto,
entonces de 2.7 se sigue que existen g, + € Fr{l/) ¢ £ 7 tales que existe un arco en U {¢}
con g como purto final y un arco en I U {r} con r como punto final. Por otra parte, I7 es
arco conexo (0.5), cntonces existeun arco Aen U U {g,r} deqar

Por oiro lade X - U es conexo y compacte {por ser cerrado), por 1o tanto es un

continuc ¥ es un cantinuo de Peano (por 2.9). Ademés X — U cs arco conexo €0.3). Como
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q,7 & (X —U), entonces existe unacco Ben XU de gar. Demanemmque ANB = {q,7}
v A U B es una curva cerrada simple. Esto contradice el hecho de que X es una dendrita.
Entonces | Fr(U) {< 1. Como U es conexo y no vacio, se sigue que Fr{U) # @.
Entonces | Fr{U) |= 1, como p € int(l)), se sigue de aqui que p es un punto final de X
<=| Supongamos que X es un continuo y que todo punto de X es punto de corte 0 es
punto fipal de X.

Sea N = {x € X : X 10 es conexo en pequeilo en r}. Supongamos que existe
un punto z € N, entonces por 1.18, X contiene un continuo de convergencia K. Sean
{ K. }:en la sucesion de continuos que converge a K y « un punto final de X, entonces para
todo abierte V tal que # € V, existe unabierto Utalquez e U C Vy | Br{U} [= 1.
Supongamos que z € K, por ser K continuo existe zp € K, xp # =, Sean V ¥ V; dos con-
juntos abiertos y ajenos tales que © € V' y 15 € V; (estos conjuntos existen porque X es
Hausdorff). Entonces para cualcsquiera abiertos I v Uy conteniendo a o y xy, respectiva-
mentetales que U C Vy Uy < Wy, tenemos que U N K, # &y Uy N K, # &, para toda
i mayar que un nitmere IV € N, con lo que | Fr{{/} |7 1 para toda vecindad abierta IJ de
x, lo qual es una confradiccion. De lo anterior concluimos que x ¢ X Entonces para todo
z € A, z es punfo de corfe de X.

Sea £ = {{z} : =z € K}, entonces [ es una coleccién no numerable de cortes
cerrados mutuamente ajenos,.lo cual contradice 1.23 b). Esto demuestra que X no contiene
continuos de convergencia. Entonces N = @, con lo que X es conexo en pequelio para

todo x € X, y por lo tanto localmente conexo.
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Supongamos que X contiene una curva cenrada simple Z, Sean z € Zy e > 0 tal
que £ < diam{Z). Entonces para toda vecindad ablerta V de 2 tal que diam({V) < £ se
tiene que [Fi{V)|>2, entonces z no es punto final de X. Se sigue gue z es punto de corte de
X. Por 1.25 c), existe zp € Z tal que z es puito de corte de Z (no puede ser, porque Z es
curva cerrada simple). Entonces X no contiene curvas cercadas simples. Por lo fanto X es

unz dendrita. g



CARACTERIZACIONES EN DENDROIDES

3.1 Caracterizacion de dendrita mediante conexidad local.

En estd parfe demostraremos que un continue X ¢s una dendrita si y sélo si X es un den-
droide localmente conexo. Esta caracterizacion es {a mds simple de Ias caracterizaciones
en dendroides que veremes en el capitulo 3.

3.1. Definicion. Sea X un continuo.

a) Decimos gue X es unicoherente si para cualesquicrz dos subcontinues propios
Ay Btates que X = AU B se tiene que A B es conexo.

b) Decimos que X es hereditariamente unicoherente si ¢cada uno de sus sub-
continuos es unicoberente. Es facil ver que un continuo ¢s hereditariamente unicoherente
51y solo si 1a interseccién de cualesquiera dos subcontinuos de X es conexa.

3.2, Definicion. Sea X un continuo. Decimos qgue X es dendroide si X ¢s
hereditartamente unicoherente y arco conexo.

33, Lema Sean X wa dendroide v Z un subcontinuo de X. Entonces Z es un
dendroide.

Demostracion. Sean Z subcontinuo de X v A, B subcontinuos de Z, note que Ay B
son subcontinuos de X, entonces AN B es conexo, en consectencia 2 es hereditariamente

unicoherente.

32
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Veamos que Z es 8rco CONexo.

Sean z,y € Z. Como Z C X existe [#,y] arco de = 2 y. Supongamos que existe
r € [z,y] tal quer ¢ Z, entonces {z,y] N Z es disconexo. Se sigue que [z,y} C Z, con lo
que Z es arco coneXo. Por lo tanto Z es dendrotde X

Ei teorema siguiente es la tercera caractenizacion,

3.4. Teorema Un continuo X es dendrita si ysolo si X es un dendroide focalmente
conexo.

Demostracién. =] Sea X una dendrita. Come X ¢s localmente conego, por 0.3, X
s &ICo CONexo,

Demeostraremos ahora que X cs hereditariarnente unicoherente.  Supongamos que
existen subcontinuos propios Ay B de X tales que A1 B no ¢s conexo. Entonces existen
abiertos U, y V de AN B, ajenos, y no vaciostalesque ANB =UUV.Scanz € Uy
y € V. Como Ay B son dendritas (por 2.10), Ay B son arco conexos.

Sean Tyunarcodexayen Ayhunarcodezayen B ToUT, CAUBC X,y
Ty U T} contiens una curva cerrada simple, lo cual es una confradiccidn.

Por lo tanto X s un dendroide kocalmente conexo.

<] Demostraremos que X’ no contiene curvas cerradas simples. Supongamos que
existe una curva cerrada simple S’ C X Sean 4 y 3 subcontinnos propios de S, v por tanto
de X, tales que 4 U B = 5. Entonces A1 B es disconexo, fo cual es una contradiccion,

Porlo tanto X es dendrita i
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3.2 Caracterizacion de dendrita con suavidad en tode punto.

El objetivo de ésta seccién es demostrar que un dendroide X es una dendnita si y solo st X

es svave en todos sus puntos.

3.2.1 El concepto de suavidad

Es ficil ver que si X es un dendroide y = # ¥ son puntos de X, Entonces existe un (nico
arco de z a g, el cual denotaremos por [z, }. También denotaremos [z, =] = {z}.

3.5. Definicién. Sean X un dendroide y p € X. Defininos un orden parcial con
respecto a p (denotado por <) de la siguiente manera.

T <, ysiz € lp,y

Demostraremos que <, ¢s efectivamente un orden parcial. Sean z,y,z € X,

)z <, x. yaque = € {p, z|, por lo tanto <, es reflexiva

2) Supongamos que Z <, ¥ Vy <, 2. Tenemos emonces que ¢ € [p,y]y y € {p, 2]
Ademds z € [p,y| C fp, 2], porlotanto z <, 2.

3) Supongamos que = <, yyy <p 2. Dequez & [p,yl ¥ ¥ € Ip, 2, tenemos que
{p, 7] C p, z], andlogamente (p, 2] < [p, y], entonces [p, x| = {p,yl y v = 32

3.6. Lema Sean X undendroideyp € X. Sir <, yen X, emtonces {z,7] = {2 €
Xz 250l

Demostracién. Supongamos que # <, y. Entonces, por definicion, = € {p, y).

CJ8eaz € 5,4 C ip, ), lo cualindica gque = <, y. Ademas [r, 2] C [p, 2], entonces

2<%,z Porlotanioz <, 2 <, o
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DlSeaz € X talquew <, 2z <, u. De que z <, v, tenemos que 2z € [p,y], ¥ como
z <, 2z, enionces z € [p, 2], por lo que z € [z, )%

3.7. Proposicién, Sean X un dendroide y {A:}.on una sucesién de subconjuntos
conexos de X. Supongamos que lHminfA; = A. Entonces A es conexo.

Demostracién. Supongamos que A no s conexo. Sean p y g en componentes
diferentes de A. Como lmsupA; es conexo y cerrade (por 1.4 y 1.6), entonces [p,q] <
lirnsupA;. Entonces existe z € [p,¢] — A, una vecindad abjerta V de x y una suce-
sion {An, hex tales que A, NV = @ pam toda k € N. Sea {An, }jen una subsuce-
sién de { A, }ren Que converge a A’ Note que A’ es cerrado, conexo y z € A'. Como
A C limsupA;, entonces p, g € A’. Esto es unz contradiceidn, ya que A’ es un dendioide
gue contiene a p y 4 g, pero no contiene al arco [p, g, pues no contiene a X

3.8, Definicidn. Sea X dendroide. Decimos que X essuave enp € X sisecumple
alguna de las siguientes condiciones equivalentas:

D, ={(z, v} e X x X : z <, y}escerradoen X x X

2} Para toda {7, }uew C X @l que lim =, = &, se ien lim [p, 7] = [p, 7).

Fur D
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3.9. Ejemplos.

2)

L=1Iaq
El dendroide X noessuaveenpsip € L — {r}.

Xessuaveenpsip€ (X —L)U {r}.

b)
X
e
yd
'rJr ;// // -
‘Il! ;’JI f;. // ,/'/ﬂ
' g /"_r

\ ‘1\ r‘f/'///,, -

?.E_\j; g

X es suave en todo punto.

36



3.2 Caracterizacion de dendrita con suavidad en todo punto.

c}

X no es stiave en ningln punto

d)
X .2
z
s
e
// -
A@E«i.
— —
T e
o7 T
/ ,/'J‘-l ///25
~ " l —7’ ’ //
e e S // T
,til/ /‘_,_ e ___,..-—_’m — e _‘/- __"__..-—-"'""‘"__'._
e T T e T

X 1o es suave en ningin punto.
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&)

X es suave sélo en el punto p.

X es suave sélo en el punto p.
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Veameos que 1) y 2) de la definicion anterior son en verdad equivalentes.

Demostracion 1)=>2). Sea {&a}tnen ¢ X tal que f{z_.n:o Z, = z. De la definicién
de Yiminf tenemos que p,z € liminflp, 7.}, 3.7 nos dice que liminflp,z,) es conexo,
también es cerrado, por tanto conexo por trayectorias, entonces {p, x| C lminf(p, z,]

Ahora veamos que limsuplp, z,) C [p, 2.

Sea z € timsuplp, z.]. Enlonces para todo abierto U tal que 2 € U, U N p, 2.} £ ©
para una infinidad de numeros n. De aqui que existe z € [p, Z,, ] tal que Eir?o Zg = 2.
Como zx <p Ty, (2&, Tn,} € Ty, y como [, €5 cermado, (2, z} € Iy, €8 decir z < 7. Por
tanto z € {p, z]. Entonces limsuplp, £a] < [p, %]

Por lo tanta T{iﬁ; fp, z.] = Ip, =}

Demostracion 2)=+1). Sea {z, y) un punto de acumulacion de I',. Demostraremos
que {x,y) €T}

Como {z,y) es punto de acumulacion existen sucesioncs {Zp}nen ¥ {iin nen tales
quet ’fir?ﬂ Tp = T, :fzﬂs Yn = Y ¥ (@n, 3%} € ;. Entonces =, <, v, paratodan € Nlo
cual implica que {p, 2, C [p, 4=)- Entonces 51"20 P 7ol C lim Ip, 4.} De 2), tenemes que
iﬂ& ol =[p.2}y 'fi‘-"?o Ip-ya] = [p,y}. Porloque {p. 2} C [p, ¥, deaquiques <, yy
(z,9) € T

Por Lo tanto T, es cerrado. ¥

3.10. Lema. Scan X un dendroide, Z un subcontinvo de X yp € X — Z. Entonces
existe un onico g € Z tal que ¢ € [p, ] paratodo z € Z.

Demostracion. Sca zp € Z v [p, %) el arco de p a z5. Sea {go, %0} = [, 2] N Z.

Mosaemos que g no depende de 2.
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Sea z € Z. Supongamos que [p, 2] N Z =g/, 2], con ¢ % ¢. Sea C = [p, qo) U [p, ¢],
C'es un subcontinuo de X. Pero €N Z = {qo, ¢’} es un conjunto disconexo, lo cual es una
contradiceidn

3.11. Lema. Sea X un dendroide suave y Z un subcontinue de X. Entonces Z es
suave,

Demostracién. Supongamos que X es un dendroide suave, entonces existe p € X tal
que parz toda {2, }nen en X tal que lim 2, =2, se tiene que Lim [p, zo] = [p. %)

Sip € Z, claramente Z es suave en p.

Sip ¢ Z. Porel lema 3.10 existe un Gnico g € Z tal que ¢ € [p, 2} paratodo 2 € Z.
Veamos que Z es suave en ¢.

Sca {z}nex una sucesion en Z tal que Jim 2z, = 2 Demostraremos que ,5112)
lg. za] = [g,2]. Sabemos que r{ir& {p, 2] = [p, 2], ademds g,z € liminflg, #,]. Esto
implica que (ver 3.7) lg, 2] C liminf{g, z,]. Seaz € limsup(g, %], como (g, 2,] C {p, za]
se tiene que z € limlp, z,] = [p, 2], pero fg,2.] € Z, para todo » € N, por lo que
limsuply, ) C Z, ademas [p,z] N & = [q, 2}, de aqui que = € [g, z]. Entonces £imw
lg, 2] = lg, 2}

Por lo tanto Z es suave

3.22  Conexidad local y suavidad

3.12. Lema. Sea X un dendroide suave en p. Entonces X e5 localmente conexo en p.
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Demostracion. Supongamos que X es un dendroide spave en p € X, Sean V una
vecindad abiertade py U = {z € X : [p,z] C V}. Como p € U, U # ©@. Claramente U
€5 4TCo CONEXO Y €N CONSeCULICia conexe.

Veamos que IJ es abierto.

Seax € /. Supongamos que x ¢ Int{U), entonces = € X — U. Asi que existe una
sucesion de puntos {Tn jnen de X — U tal que 'fE?e z, =2 Comoz & VyV esabierto,
existe ng € Ntalque z, € V paratodo n > ng. Ademas x, € U paaratodan € N,
por lo que [p,z,] € V. Entonces existe una sucesion ¢, € [p, .| tal que t, ¢ V. Como
tn € X~V y X —V es compacto, existe {¢n, brenw en X -V tal que lin ¢, =t € X -V

Yaquet,, € [p,Tp] ¢ Grfﬂ {2, Zw] = [p, 2] (por ser X suaveenp)y [p,z| C V,
entonces ¢t € ¥, De esta contradiccién se sigue que U7 es abierto.

Comop € U © V' v U es abietto ¥ conexo, concluimos que X es localmente conexo

en pH
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Un dendroide localmente conexo en p no necesariamente es suave en p.

3.13. Ejemplo.

//

/‘// - -
_.f-‘ﬁ/ -
%;:ri

] o

X es localment: conexo en p

Sea {2, }ncx Una sucesion como en la figura, entonces rffii, In=2xY¥ ,fm I, 2a] =
{p,0] # [p, 7. Asigye X no es svave en p.

3.14. Teorema. Sea X un dendroide localmente conexo. Entonces X es suave en
todo punto p € X

Demostracion. Sean p € X y {%,}qen 1ma sucesion en X tal que ,{firi Ty = 2.
Demostraremos que [p, z] = iir& [p, za)-

Sabemos que {p,z] C minf[p, .}

Supongamos que existe 2 € (UYmsuplp, 7,]) — [p, z}- Como a # z, existen tanto una
vecindad conexa y abicrta V de o como una vecindad abicrta W de @ tales que W n (VU

[p, 2]} = @. Como a € iimsuplp, z,), existe una sucesion ny < ng < ... y existen puntos
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an, € [p,7n,| tales que ,fiﬁ,‘o n, = @, por loque para algun indice k € N, a,, € Wy
%n, € V. Por ser V conexo, [z,2,,] C V. Ademés [p, 2} U [z, z,,,} ho contiene a a,, . Pero
{0, 2] U [, s,] €s un subcontinuo de X que tieht ap ¥ @ &n, , por lo que a., € {p,2a,] C
Ip, 2] U [z, 2,,]. Con esta contradiccion se demuestra que ¢ € [p, zj, fo cual indica que
limsuplp, .] < ip, =),

Por lo tanto {p, 2] =lm [P zn).

El teorema 3.15 es nuestra cuarta caracterizacion

3.15. Teorema. Sea X un dendroide. Entonces X es una dendrita si y sblo si Xes
suave en todos sus punios,

Bemostracion. <] Sea X un dendroide suave en todes sus puntos, pos 3.12, X es lo-
calmente conexo en todos sus puatos, Por ser A hereditariamente unicoherente no contiens
curvas cerradas simples. Por lo tanto X es upa dendrita

=] Es inmediato del teorema 3. 14,3

Obsetvaciones:

En dendroides

Suave en un punto p Z;; localmente conexoen p z congxo en pequeito en p.

En continues

Conexo en peguefio en tode punfo < localmente conexo er todo p,

En dendroides

Localmente conexo en todo punto < suave en todo punto,



3.3 Caracterizacidn de dendrita con retracciones monotonas. 44

3.3 Caracterizacion de dendrita con retracciones monotognas.

En la presente seccitn se demostrar que un dendroide X es una dendrita si y solo si todo

subcontinue de X admite una retraccién mondtona.

3.3.1  Retracciones mondtonas y preservadoras de orden

3.16. Definicion. Sean X, Y espacios topologicos v f : X — Y una funcién continua

a) Decimos que f es monétona siparatodoy € Y, £ () es conexo.

b} Sean X, Y dendroides y f - X — Y una funcién continua. La funcién T es
preservadaora de orden (<,) si para cualesquiera dos puntos z,y € X talesque =z <, v,
se tiene que f(z) <;p Fl¥)enY.

3.17. Definicion. Sean X un espacio topoldgico, ¥ € X yr : X — Y una funcién
continua. Decimos que ~ es una retraccién de X a Y sir(y) = yparatodoy € Y.

3.18. Lema. Sean X, Y dendroides y f una funcion de X a Y. Entonces f es
monétona si y solo si f es preservadora de orden {<,} para todo p € X.

Demostracion, =] Sea p € X. Supongamos que f es mondtona. Sean z,y € X tal
que = <, y. Queremos demostrar que f(z) <pp Fly), es decir f(z) € [f(p), f{i)).

Supongamos que f{z) ¢ {f(p), f(z)]. De aqui podemos considerar dos ¢asos:

1) f(z)y F(y} no sc pueden comparar con el orden <; (), es decir f(y) ¢ {f{p), f(z)}
(en particular, £(z) # £(p) # F(u) y F(x) # F(y)). Consideramos dos subcasos.

ia) f{p) € (=), F())-

Como f(z), f(y) € f(lz,3]). f es continua y [z, ] conexo, entonces [f{x), fly)} C

f(=90)-
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De manera que f(p) € (f(2), f(®)] C f{[=,¥]). Entonces existe ¢ € [x,y] tal que
f(t) = f(p), de aqui quep,t € f1(f(p)). Como f~'(f(p)) es conexo, z € {p,t] C
FU(F(p)). Asi que F(z) # f(p). lo cual es absurdo. Por tanto este caso es imposible.

1b) £(p) & [F(=), f ().

Supongamos que f~{(f(p}) N [p, 3} = [p, ¥},

NNy =]z € 0]y

) nipyl = vl

Note que [f(p), f(2)] N [f(z), f¥)] = [s.f(2)], para algin s € Y. Como s €
), f(#)] € fllp.=]) existe t; € [¢f,a] tal que f{ty) = s, ademds s € {f{x), f(y)] €
f(iz, y}) por lo que existe t, [0, /] tal que f(t2) = s.

Como f7s), z & [t1,t2] C f {s). De agui que f(z) = s. Entonces f(z) €
{f(®), ()], 1o cual es una contradiccién.

2) f(y) <s F(2).

Con un razonamiento andlogo al det caso 1 a) tenemos f(y) € [f(p), f(z)} C
f(ip,=]). Entonces existe ¢t € [p,z] tal que f(t) = f(y), conlo que y,+ < F~'(f(3)).
Pero x € [t, 1)y f{z) # f(y). Entonces £~}(y) no cs conexo.

Por lo tanto f{z) <z f{v) paratodop € X.

<] Supongamos gue f es ana funcién prescrvadora de orden (<,) para fodo p € X.

Sea y € Y. Supongamos que () no es conexo, es deair F~\y) = U | V. Sean
p € Uyz € V. Entonces existe ¢ € [p,] tal que ft)7y. Como ¢ <, z, entonces
Ft) Srey flz), esdecir f(t) € [£(p), f(z)] = [y, 4] = {v}. Conesta contradiceion queda

demostrado que fes mondtona X
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3.19. Teorema. Sean X unadendritay ¥, un subcontinuo de X. Entonces Y admite
una retraceién monétona.

Demostracion. Sean ¥ un subcontinuo de X yp € Y. Por 2.10, Y es una dendrita y
por 3.12, X v Y son deadroides suaves en p.

Paratodo z € X, [p,z]NY es un subcontinuo de [p, ] {ya que X es hereditariamente
unicoherente) y [, z} MY es un arco que tiene a p como une de su puntos extremos.

Definimos la funcion r : X - Y medianie la siguiente ecuacion:

b,5] Y = fp, ()]

) Es claro que, si « € Y, entonces [p,z] NY = [p, x], por lo tanto r(x) =«

&) r es continua,

Sea x € X. Supongamos que x € X ~ Y. Tomemos una vecindad abierta y conexa
V de 7(z), por ofra parte, existe una vecindad abiertay conexa U de s tal que UNY = 2.
Scaz’ € U, como U es arco conexo, [z, =] < U. Supongamos que r(z) # r(z’}. Como YV
es continuo, €l arco fr(z’), r(z)] C Y. Observemos que {r(), r()] U [r(z"), Z] U [r(z), z]
contiene una curva cerrada simple, lo cuat cs una contradiccén. Por lo tanto r(z) = ()
yrescontiniaen X — ¥,

Sca z € V. Supengemos que r € Fr(¥) (siz € (Y}, r e la identidad, que
es continua). Sea ¥ una vecindad abierta y conexa de r(z), como r(z} = z, V es una
vecindad de z. Seay € V. Note que r(y) € [y,¥], donde ¥ es cualquier punto en YV
(ver lema 3.10). Por ota parte el arco [z,y] C V y [z,3] NY # @, lo cual indica que
r{y) C [z,y] C V. Por lo que r es continua en Fr(Y).

Por lo tante r es continua,
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) r €s mondtona

Sea € el conjunto de las componentes de X ~ {y} que no intersectan a Y. De-
mostraremos que 7' (y) = UC U {y}.

ClSeaz € r~y), talquez £ y(siz =y, esclaroque z € UCU {y}). SeaC la
componenete de X —{y} que contiene a z. Supongamos que existe un punto s € Cp,MY, en
particular s € C,, ademds z € C., entonces [s,z] C C,. Tenemosques € Y yr & X —Y,
por ¢l lema 3.10, existe un ltnico punto gen Y tal que parmtedo p’ € ¥V [p/, 2] Y = [¢/, g},
pere [p, ] NY = [p,v]. Entonces [s, 2] NY = [5,y], porloque v € [, z} C %, con lo que
y € Cy, con esta contradiccion queda demostrado que Cz: NY = @y r € JCU {y}. Por
lo tanto r~}{y) C UC U {y).

D] Sea z £ UC UL {y}. Supongamos gue z € UC {cuando » = y, claramente
& € r1{y}} Entonces existe © € Ctalquez € €

Demostraremos [a siguiente igualdad [p, z} MY = [p,4]. Supongamos que y € [p, ],
entonces [p,z] C €, como p € Y se tiene que CNY £ 2, lo cual es una contradiceidn.
Entonces y € [p, =]y Ip, 9] € [p, 2l N Y.

Supongamos que existe un punto z € jp,xf NY tal que z ¢ [p,y}. Entonces ¥ ¢
[z, ], lo anterior nos dice que {z,5] < C, porotro lado 2 € Y, de aqui que z € €Y.
Esta contradiccién muestra que {p,2j N'Y C {p,y]. concluimos que [p,z}NY = [p, 9] ¥
z e y).

Es claro que UC U {y} es un conjunto conexo. Por lo tanto r &s mondtona 3t
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3.20. Lema Sean X dendroide y p € X. Si todo subcontinuo de X de la forma
Y = [p, 5] U [p, 3} admite una retraccion preservadora de orden {<,). Entonces X es suave
en p.

Demostracién. Seanp € X,y T, = {{z,¥) € X x X . ¢ &, y}. Demostraremos
que I, es cetrado en X x X. Sea {z, i) un punto de acumutacion de [y, Entonces existen
sucesiones {Zn tncw ¥ {¥n}nen en X tales queji'gzo Ty = :riinozo Yo = VY T Sp Yy para
toda n,

SeanY = [p,2} U{p,s] vy X — Y una retraccién preservadora de orden. Como
Zn Zp Yn, entonces v(ca) Sy 7(¥a), pero iﬂ'&, r{zn) = (e} y Tfi{& ) = r{y),
entonces 7(x) <y r(y)- Ademds z,p,y € Y, porlo que = <, y. Asique (z,y) € T} Por
1o tanto ¥ es spave en pok

Ahora ya tenemos o necesario para la quinta caracterizacion

3.21. Teorema. Un dendroide X cs una dendrita si y s0}o si todo subcontinuo Y de
X admite una retraccion mondtona,

Demostracion. =] Es claro del Teorema 3.19

<} Sean X un dendroide, p € X v ¥ un subcontinuo de Ja forma Y = [p, 2} U[p, ¥l
Por hipotesis ¥ admite una retraccién mondtona . Por 3.18, r es preservadora de orden.
Usando 3.20, X s suave en p. para todo p & X. Por lo tanio X es una dendnita (por
3.15)%

En la caracterizacion anterior pedimos retracciones mondtonas, pero tambidn s cier-
to si pedimos retracciones prescrvadoras de ordern (<, )} para alguna p, qtie €s una hipotesis

més débil i
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3.4 Caracterizacion de dendrita con retracciones
preservadoras de orden.

Desarrollamos esta seccién con la finglidad de llegar al siguicnte resultado:
Se2 X un dendrotde. Entonces X es una dendrita si y s6lo si existe p € X tal que

todo subcontinuo ¥ que contiene a p admile una retraceion preservadora de orden ().

341  Ultrasuavidad

3.22. Definicién. Sea X un dendroide. Decimos que X es ultrasnaveenp € X si
tode subcontinuo ¥ de la forma ¥V = [p, 5} U [p, y] admite una retraccién preservadora de
orden (<,). Diremos simplemente que X es ultrasuave , si X es ultrasuave en alguno de
sus puntos.

3.23. Teorema. Sea X un dendroide uitrasuave en p. Entonces X es suaveen p.

Demostracion. Es inmediato del lema 3 203

3.24. Teorema. Sea X una dendrita. Entonces X es ultrasuave en todos sus puntos.

Demostracion. Se sigue del teoremz 3.19 y lema 3.18%

Laclase de las dendritas (D} esta contenida propiamente en la ciase de los dendroides
que son wtrasuaves (I7.5), que a su vez estd contenida propiamente en {a clase de fos
dendroides suaves (5), esdecir D G US & S.

Laos ejemplos 3.27 y 3.28 que daremos mds adelantc muestran que {as contenciones

SO pPropias.

ESTA TESIS NO SALE
DE LA BIBLIOTECA
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3.25. Ejemplo. Fn ¢l plano, sean p = (0,0), ¢ = (0,1) y paratodan € N
tn = (2,1), b = (£,0). Sea X el dendroide que se obtiene al unir p con a y con by, y

cada g, con su respectivo b, mediante segmentos de lineas rectas.

|
|

|

l

I

P b, b, b, ' b,

Es facil ver que X essuave en p,

Afirmacion. X no es ultrasyave en p.

Demostracién. Sea Y = [p, a} U {p, b;]. Demostraremos que ¥ no admite una retrac-
c16n preservadora de orden.

Sear: X — IY una retraccion. Como g,b, € Y, r(b,) = b, y r{a) = a. Sabemos
que ffg’o a, = a. Por continuidad de r, existe ng & N tal que r{e.) € Ip,a] para cada
1 2 ng. Como by, € [p,an], b < an. Pere b, = 7(b,} ¢ [p,7(@n})] < [p.a] par tosa
n > ny, es decit r{b,) &, r{a,). Entonces r ne es preservadora de orden. Por [o tanto X
no es uftrasuave €n p.oxe

Hemos encontrado un dendroide suave en p y no ulira suave en p. Note que las

definiciones de suave y ultra suave requieren la existencia de glgin punto que satisfaga las
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condiciones. En este sentido el dendroide de} ejemplo anterior si es ultra suave, ya que
existe g en X tal que X' es ultra shave en q.

3.26. Afirmacion. Sea X el dendroide del ejemplo 3.25, A = [p,2]yg€ X — A.
Entonces X es ultrasuave en q.

Demostracién. Sean zo, 30 € X v Y = [q, 0] U [g, ¥o).

Caso 1. Supongamos que %o,y € (X — 4) U {p}

Definimos r : X — ¥ de tal manera que paracada x € X, r(x) satisface la siguiente
ecuacion: [g,z) NY = [g,r{z)]. Con un razonamiento andlogo al que hicimos en {a
demostracién del Teorema 3.19, se ve que r es continua.

Dadaz € Y, [g,2] NY = [g, 2], con lo que r{z)} = z para todo o € ¥. Por tanto
resulta ser una retraccion.

Veamos que r &s preservadora de orden.

Seanz,y € X tales que z <, %, [g,7} < lqv]. lg. 2] N Y C [g, 9] Y, entonces
lg, r(z)} < g, r(¥)]- Asiqeer(z) € [g, r{%)]. lo cual indica que 7{z} <, r(y). Por lo tanto
r e retraccion preservadora de orden.

Caso 2. Supongamos que Y N A = [p, ao] paraalgln ag € 4, an #% p.

Observemos que g = g ¢ @y = yy. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
0y = Zp, entonces ¥ M A = [p,xp]. Llamémosle A, al arco de e, a b,. Entonces g &
A oy baia] ¥ 90 € Ar U [by, beri] para algunos 5, ¢t € N. Sean = max{s,t}. Definimos
7 de 1a siguiente manera:

PaazreV,r(z)=12

Para z € Ap U [bu,y brnya), donde m < n, definimos 7(z) como en el caso 1.
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Para x € A, m > n. Sea {z;},en una sucesion tal que z, € Anyy — {Pnes}
yJ_l_z:?;.': €, = p. Definimos r(bni;) = bpss {bny; € Y, r{z;) = p, r{a@n+;) = zo y r manda
a [Busy, T;] €0 (bnis, 0] ¥ 8 [z,, any,] en [, 2] de manera lineal.

Entonces r resulta una retraccién preservadora de orden por la forma en que s¢
construyd. Por lo tanto X es nltrasuave en todo punto de X — A M

Daremos ahora un gjemplo de un dendroide X que nto es ultrasuave, es decir, pard
tode peX, X no es ultrasuave en p.

3.27. Ejemplo. En el plano. Seanp = (0,0}, ¢ = (0,1) y paratoda n € N
b = (1,0), b, = (=1,0), an = (3,1} y a,, = {—1,1). Bntonces X es ¢l dendroide que

se obtiene al unir p con b, y b;, cada b, con a, y cada &, con a,,.(como s ve en la figura).

Sea A = [g,p].
X
& a a e=(&8} & B 8
S 7=(&0) b o Qfln

Observe que en cada punto de A — {p}, X no es localmente conexa. Se sigue de
3.12y 3.23 que X no es ultrasuave en los elementos de A — {p}.

La demostraciom de aue X no es ultrasuave en » es identica a Ja del ejemple 3.25.
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Sea ¢ € X — A. Supongamos que ¢ l:i_ene su primera coordenada negativa, Sea
Y = {g,b;] U [g,a]. Supongamos que existe una retraccion r : X -+ Y. Porla continuidad
de r existe ng € Ntal que 7{a,,) € [p,a) paratodan > ny. Es claro que b, <, a,. Porotro
lado r{g) = gy r{ba} = bn {0y € V).

Como b, ¢ ‘g,r(as)] C lg,a] para toda n > no. Entonces b, £, r{a.) paratoda
n > ng. Por lo tanto r no es preservadora de orden.

Si la primera coordenada de g es positiva 1a demosiracién de que X no es ultrasuave
en g es andloga, intercambiando a,, yb, pora, y by, Tespectivamente Y.

X no es ultrasuave, sin embargo X es suave (por ejemplo en a,), esdecir X € Sy
X¢gUs

3.28. Ejemplo. El abanico ammonico &5 un deadroide uitcasuave, pere nv es dendri-
ta. Se construye de la siguiente forma:

En el plano. Seanp = (0,0}, pr = (1,0), yparacadan € N, ¢n = (1,1]. El

dendroide X se optiene de unir p con py ¥ p con cada g, con segmentos de linea recta

4

X
Ve
/ %
e ///
s -
/ // g
. -
e P
e
b4 T ¥,

Sea I ={p,p).
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Afirmacion. X es ultrasuave en cada punto de (X — J) U {p}.

Demostracion. Sean g € (X — I) U {p}, zo, 50 € X, Y = [g, 20| U [¢, wo].

Caso 1. Supongamos gue Y N I C {p}. Definimos r : X — ¥ mediante la ecuacién
lg, ] Y = [g, r(z)), que ya vimos anteriormente que es refraccién preservadora de orden.

Caso 2. Supongamos que ¥ 11 J = [p,a]. Note que & = =g 6 a = y,. Supongamos
que a = zo.Entonces g € [p, g, ¥ w0 € [p, 2] . paraalgunas s, ¢ € N. Sean = mdx{s, t}.
Definimos R : X — Y de 1a siguiente manera:

Siz = {z,y) € [p, gl m > n A(2) = r({z,0)).

Si z € [p, gm| paramn < n, R(2) =r{2).

R resulta ser retraccion preservadora de orden por como fue definida. Por lo tanto X
resulta ultrasuave én todos fos punto de (z — I} U {p}H

X es ulira suave (Xe US),

X no es dendrita (X ¢ D).

3.29. Teorema. Sea X un dendroide suave en un punto ¢ € X. Supongamos que
todo subcontinuo Y de X admite una retraccion de X a V. Entonces X es ung dendrita.

Demostracion. Supongamos que existe z € X tal que X no es localmente conexo en
x, entonces {por 1.20) existe zg € X tal que X no es localmente conexo en Xg. Note que
Xp #p(por 3.12). Por el teorema 1. 18 existe un continue de convergencia, el cual contiene
a xo, Scan B > Otal que p ¢ Br(zo) y una sucesion de componentes {Y;, }ncy d¢ Br{zn)

tales que éim Y, = ¥, C Brlxo) 50 € Yaparatodon s Ny zp € Y.
Tt
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Sea (&, }aen una sucesibn en X tal que z, € ¥, paracadan € Ny 'fi?‘ga Tn = 2.
Para cadan € {0,1,2, ...}, el conjunto [p, 5] 'Y}, es un subcontinuo de [p, z,,]. Digamos
que [p, 2a] N Y0 = [z, Zn}.

Afirmacién Liingo Zn = Zg.

Sea {2n, Juen Un2 subsucesion de {# Mnex, convergente a un punto 2 € Bglrg).
Comozxn ¥ =£172} Y., existen puntos v, € Y, tal que TEE.TQ Yn = Zg. Se sigue de
la definicion de z, que zn, <p Y, De la suavidad en p, se tiene 2 <, z. Ademas

' =Um 2n, ¥ 2, € Yo, entonces z € Yy Poriotano 2’ = 2.

Como X es suave enpy z, <, #n 1E0EMOS Gue ,ff’fﬁ.,. (2, 2a] = [20, 20},

Sea £ un niumero real positivo tal que B;(xp) C By{zo) ¥ sea Y, la componente de .,
en B{zo) (algunas Y, pueden ser vacias). Es claro que ¥, C ¥, y que [z, #a] N Y, es tm
suboontinuo de {z,,, z,]. Digamos que (24, 24} . Y] = {p,, 2| paracadan € {0,1,2,...}.

Como cn Ia afirmacién 1, pedemos probar que ,fs_.";';, Fn = Po, ademis p, < z,, por
1o que Tfirg [Pas T = [pa, zo].

Sea M = {z € X : v <, = para algln punto v € B, (o)}

Definimos ¥ = X ~ M U {p, zq].

Afirmacion 2. Y es un subcontinue propio de X.

El conjunto ¥ es subconjunto propio va que x,, ¢ Y a partir g alguna n.

Ademas Y es cerrado ¥ por tanto compacto.

Veamos que X — M es conexo porT trayectorias. Sea w ¢ X — M. Supongamos que
existe wy € [w, p] tal que w; ¢ X — M. Entonces w, ¢ M, por lo que existe v & B, (zy}

tal que v <; vy <, w. Entonces w € M (lo cual es una contradiceion).
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Como X — M es conexo, X — M es conexo, ademas p € X — M. Deaquique Y es
COTEXD.

Por lo tanto V' es un subcontinuo de X

Afirmacién 3. p, € Y paratode z € N,

Como p, € Y, C By{wo), es claro que p, € M. Supongamos que p,, € Int{3) para
aiguna n. Entonces existe tn € M, tal que m # p, y m <, p.. Entonces existe v € Ef:_ra_)
tal que v <, MY ¥ € {2, 7] € [2, %) Ademas v € Y;,. Esto contradice la definicion de
P ¥ demuestra que p,, ¢ Int(M) paratodan, esdecirp, € X — M C Y.

Afirmacién 4. ¥ no es un retracto de X.

Supongamos que existe uma retraccion 11 X—Y. Entonces v{p.) = p, para toda
ny r{xo) = x5 Dado que rfinm% Zn = &, entonces a partir de alguna ng, r{z,) €
fpo, o) < [z0,%a] — {20} por lo que 7 € r([pn,z,]) para toda » > ng. Entonces
2 €lm (pnzal) = r(lim [po,za)) = v, @) = [po, 20} C Bilzo), pero cl
que 29 € -Bz_(;«':)- es una contradiceidn, ya que zy € Fr{Bg(zo)) (por la manera en que
io definimos) y a £ lo tomamos de tal forma que By{zq) ¢ Bg(ze). Por lo tanto ¥ no es
una retraccidn de X

De la afirmacién 4, obtenemos que X es corexo en pequefio en todos sus puntos.
Entonices X es logaimente conexo en todos sus puntos. Por ser X hereditariamente anico~

herente, ne contiene curvas cerradas sinples. Por Io tanto X, es una dendrita

La caracterizacion 6 es un corolario del teorema anterior
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3.30. Corolario, Sea X un dendroide. Entonces X es una dendrita si y sdlo
st existe p € X tal que todo subcontinuo Y tal que p € Y admite uno retraccidn
preservadora de orden (<)

Demostracién. =] Sea X una dendrita. Por 3.19, todo subcontinuo Y tal quep e V'
admite una retraccion mondtona r. Por 3.18  es preservadora de orden paratodop € X.

<] Supongamos que existe p tal que todo subcontinuo ¥ admite una retraccidon
preservadora de orden (<, ). En pasticular los subcontinuos de 1a forma ¥ = [p, 2] U [p, ).
para fodoz, y &€ X. Por lema 320, X es suave en p, con el teorema 3.29 concluimos que

X es una dendrita. b
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