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INTRODUCCIÓN. 

Un continuo es un espacio métrico, conexo, compacto y no degenerado. Una 

dendrita eS un continuo localmente conexo que no contiene curvas cerradas simples. 

Un espacio topológico X es localmente conexo en p (le en p) si toda vecindad de p 

contiene una vecindad abierta y conexa de p. Decimos que X es localmente conexo, si es 

localmente conexo en todo punto. Una curva cerrada simple es un espacio homeomorfo 

aSI 

A un espacio localmente conex9 le llamaremos de Peano. Si además, este espacio es 

un continuo. le llamaremos continuo de Peano. 

Un espacio topológico X es localmente arco conexo en p (lac en p) si toda vecin­

dad de p contiene una vecindad arco conexa de p. Decimos que X es localmente arco 

conexo, si es localmente arco conexo en todo punto. 

En el presente trabajo se desarrollan las siguientes caracterizaciones de dendtitas: 

1. Un continuo X es una dendtita si y sólo si cualesquiera dos puntos de X están 

separados por un tercer punto de X. 

2. Un continuo X es una dendtita si y sólo si todo punto de X es punto de corte o 

punto final de X. 

3. Un continuo X es una dendtita si y sólo si X es un dendroide localmente conexo. 

4. Un continuo X es una dendtita si y sólo si X es un dendroide suave en todos sus 

puntos. 

1 
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5. Un dendroide X es una dendrita si y sólo si todo subcontinuo Y de X admite una 

retracción monótona. 

6. Un dendroide es una dendrita si y sólo si existe p € X tal que todo subcontinuo 

admite una retracción preservadora de orden ($.). 

La tesis está organizada como sigue: 

En el capítulo 1 daremos los conceptos y resultados necesarios para las caracteriza­

ciones, en el capítulo TI expondremos las caracterizaciones I y 2, mientras que el capítulo 

ID lo reservamos para las caracterizaciones 3,4,5 Y 6, las cuales se dan en dendroides. 

Algunos teoremas cuya demostración se encuentra en [5] serán utilizados en la tesis. 

Estos son: 

O. L Sea X un espacio métrico compacto. Entonces 2x es compacto [Teorema 4.12, 

p. 59]. 

0.2. Sea X un continuo, U un abierto no vacío de X, U S;; X Y K una componente 

de U. Entonces K n Fr(U) ¡t 0 [Teorema 5.4, p. 73]. 

0.3. Sea X un continuo de Peano. Entonces X es arco conexo [Teorema &.23, p. 

130]. 

0.4. Sea X un continuo de Peano y U un abierto de X. Entonces U es lac [Teorema 

8.25 p. J3 J]. 

05. Sea X un continuo de Peano y U un abierto conexo de X. Entonces U es arco 

conexo [teorema 8.26, p.132]. 
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Ejemplos de dendritas. 
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Ejemplos de espacios que no son dendritas 
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PRELIMINARES 

1.1 Límites de subconjuntos de un espacio topológico 

1.1. Definición. Sea (X, T) un espacio topológico y {A.},eN una sucesión se subconjun­

tos de X, definimos líminf A. y límlnLpA; como sigue: 

líminf A. = {x E X : para todo U E T tal que x E U, U n A; # 0, para toda, 

excepto un número finito} 

límsupA; = {x E X : para todo U E T tal que x E U, U nA;", 0, para una 

infinidad de números i} 

1.2. Ejemplo: 

Sea X = [0,3J x [O,lJ. Para cada entero positivo impar i, sea A; = [0,2J x {t} y 

para cada entero positivo par i, sea A; = [1,3J x {D 
1r-----------________ ~A, 

______________________ A, 

t-----------------_____ A , 

1 "5 

lím."'pA; = [0,3] x {O} líminf A. = [1,2J x {O} 

Es claro que no siempre límsup~ = límínf~. sin embargo límsup.t'4 <:;::; líminf 14. 

1.3. Definición. Sean (X, T) un espacio topológico y {A; her< una sucesión de 

subconjuntos de X. Decimos que A = l!mA; si líminf A. = A = límsupA; 

7 



1.1 Limites de subconjuntos de un espacio topológico 8 

La sucesión del ejemplo 1.2 no tiene limite. 

El siguiente resultado caracteriza alliminf A; y allímsupA" y lo usaremos poste-

riormente para algunas demostraciones. La prueba de éste resultado se encuentra en [1, 

Teorema 1.5, p.12]. 

Sea {A;} una sucesión de conjuntos en un espacio topológico X. entonces 

a) x E líminf A; si y sólo si existe una sucesión {x;} en X tal que X; E A; para todo 

i número natural y ~ím Xi = X. 
,"""'O> 

b)x E límsupA; si y sólo si existe una sucesión de números naturales nI < n2 ... y 

puntos X;, E A;, para todo k E N tales que lím x;, = x. 
k_eo 

1.4. Proposición. Sea X un continuo, {A,};EN una sucesión de subconjuntos de 

X, entonces ¡íminf A; y línsupA, son ambos compactos. 

Demostración. Sea A = líminf A;. Como X es compacto es suficiente mostrar que 

A es cerrado, es decir que contiene a todos sus puntos de acumulación. 

Sea x un punto de acumulación de A. Demostraremos que x E A. Sea U abierto tal 

que x E U. Como x es punto de acumulación de A, entonces (U - {x}) n A contiene 

un punto xo. Ahora tenemos que U es un abierto que contiene a Xo y Xo E A, así que 

U n A; i 0 para casi toda i Y por definición de límite inferior x E líminf A; = Ay por lo 

tanto A es cerrado. 

La demostración de que límsupA; es compacto es análogaof< 

1.5. Corolario. UmA, es compacto. 
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1.6. Proposición. Sea X un espacio métrico compacto y {A;}¡EN una sucesión de 

subconjuntos de X. Supongamos que A; es conexo, para cada i = 1,2,3, .. Y liminfA; 'i 

0, entonces límsup~ es conexo, 

Demostración. Sea K = límsupA;. Supongamos que K no es conexo, entonces 

existen dos conjuntos cerrados, ajenos y no vacíos G y H tales que K = G U H. Se sigue 

de la nonnalidad de X que existen abiertos ajenos U y V tales que G e U y H e V. 

Dado que líminf A.. "" 0, existe p E líminf A;, entonces p E U ó P E V. 

Supongamosquep E U. Entonces existe jo E N tal que AjnU "" 0paratodaj::: jo. 

Como K n V "" 0, hay una infinidad de índices j E N, j ::: jo tales que Aj n V .¡ 0, 

llamemosle I al conjunto de dichos índices. Como A, es conexo, para todo j E I existe 

Xj E (X - (U U V)) n Aj. Además X - (U U V) es cerrado y por tanto compacto, entonces 

la sucesión {X;}jEX tiene una subsucesión convergente a un punto x E X - (U U V), es 

claro que x E límsupA;, lo cual es una contradicción."" 

1.7. Corolario. Sea X un continuo y {A.. };EN una sucesión de subconjuntos conex­

os de X tal que UmA; = A, entonces A es conexo. 



1.2 Hiperespacios de X con la métrica de Hausdorff. 

1.2 Hiperespacios de X con la métrica de Hausdorff. 

Sea X un espacio topológico. Definimos a los conjuntos 2X y e(x) como sigue: 

2x = {A e X: Aes cerrado y no vacio} 

e(x) = {A E ZX: A es conexo} 

10 

1.8. Definición. Si X es un espacio métrico, compacto, COn métrica d y A eX, 

definimos N(A,e) = U Be(a) Y se llama la nube de Ade radio e. Definimos la siguiente 
""A 

función: 

H(A, B) = inf{e > O : A e N(B,e) y Be N(A,e)}, que resulta 

ser una métrica para 2x , la llamamos la métricade Hausdorlf. 

1.9. Teorema La función H es métrica. 

Demostración. Por definicoón H(A, B) ? o. 

Supongamos que H(A, B) = o. Sea x E A, entonces x E N(B, e) para toda e > o. 

Supongamos que x v! B, entonces 8 = d(x, B) > O Y x v! N(B, ~), con esta contradicción 

deducimos que A e B. 

Analogamente B e A, y por lo tanto A = B. 

H(A, B) = H(B, A) por la definición de H. 

Sean A, B, e E 2x , demostraremos que 

H(A, e) -s: H(A, B) + H(B, e). 

Observemos primero que para cada x E A,d(x, B) = d(x,y), para algún y E B (por 

la compacidad de Bl. Ahora siempre que A e N(B,e), se tiene que e > d(x,y). Entonces 

H(A, B) ? d(x, y). 
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Asi que para cada x E A, existe y E B tal que d(x, y) ::; H(A, B). Análogamente, 

dado y E B, existe z E e tal que d(y, z) ::; H(B, e), entonces 

d(x, z) S d(x, y) + d(y, z) ::; H(A, B) + H(B, e) y de aqlise sigue que 

A e N(e, H(A, B) + H(B, e) +E) para todo E> O. De manera análoga 

e e N(A,H(A,B) + H(B,e) +E) para todo E > O,entonces 

H(A, e) ::; H(A, B) + H(e, B).>f< 

A 2'" le damos la topología inducida por la métrica de Hausdorff H. 

1. 10. Teorema Sea X un espacio métrico compacto, {A; heN una sucesión de 

elementos en 2x , entonces lírn A; = A (respecto a la métrica de Hausdorff) si y sólo si ._00 
límsupA; = A = líminf A;. 

Demostración.:?] Veremos que A e líminf A;. Sean x E A Y E > O. Entonces 

existe No E N tal que H(A, A;) < E para toda i 2: No. Sea U abierto tal que x E U, 

entonces existe E > ° tal que x E B,(x) e U, así que existe No E N tal que para toda 

i 2: No, existe Xi E A; tal que d(X,Xi) ::; H(A,A;) < E, entonces Xi E B,(x) e U, de 

aquí que A; n U # 0 para toda i 2: No 

Por lo tanto X E líminf A;. 

Ahora veamos que límsupA; e A. Supongamos que existe x E límsupA; tal que 

x l' A. Como A es cerrado, existe E > O tal que Be (X ) n A = 0 y como X E límsupA." 

entonces Be (,,) n A; # 0 para una infinidad de números i. Sea No E N tal que si i 2: No, 

H(A;, A) < (~), entonces A; e N(A,~) Y A e N(A;,~) para toda i 2: No, así que 

podemos encontrar un n > No tal que B,(x) n A.. # 0. 
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Sea z E B,(x) n An, entonces d(x, z) < ~ y z E An e N(A, ~). Entonces existe 

a E Atalqued(a,z) <~. 

Perod(x,a) ::; d(x,z)+d(z,a) < ~+~ = e, por lo que a E B,(x) y B,(x)nA ,. 0, 

lo cual es una contradicción. 

~l Supongamos que líminf A. = A = límsupA.. 

DemoslnlIemos que para toda e > 0, existe No E N tal que H(A, A.) < e para toda 

i:::: No. 

Sea e> O.Veamos primero que existe N, tal que A e N(A.,e) para todai :::: N,. 

Para toda a E A, existe N. E N tal que B,(a) nA.,. 0 para toda i :::: N •. Por otra 

. m 
parte A = U B.(a), como A es compacto, eXlSten a" ""2, ... ,Gm E A tales que A = U 

aeA 2 k=l 

B,(a.). Se. N, = máx{N •• : k = 1,2, ... , m}, tenemos que B~(a.) nA.,. 0 para toda 

i:::: N, y k E {1,2, ... ,m}. Entonces para cada k E {1,2, ... ,m.} y cada i :::: N,existen 

af E B~(a.) nA., de aquí que a. E B~(a.) e N(A.,~) para toda i :::: N,. 

Sea a E A, a E B.(a.) para alguna k E {1,2, ... ,m},entonces 

d(a,an ::; d(a,a.) +d(a.,af) < ~ + ~ = e. Así que a E B,(af) e N(A.,e) y esto 

indica que A e N(A.,e) para toda i 2: N,. 

Ahorademoslnuemos que existe N2 tal que A. e N(A,e) para toda i :::: N •. 

Supongamos que no es así, entonces, para toda n E N existe in > n tal que A.. '1 

N(A,e),locualindicaqueexistexn E A,. tal que X n <fe N(A,e). ComoXescompacto,la 

sucesión {Xn}.EN tiene una subsucesión convergente {Xn.hEN. Supongamos que límxn• = 
.~ 

x. Para toda vecindad abierta U de x, xn • E U a partir de algun ko E N Y xn • E A.." 

con lo que x E límsupA" pero límsupA, = A, entonces x E A. Ahora xn• E B,(x) para 
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k;:::: kc Y Bc(x) e N(A,o). Así tenemos xn, E N(A,é) para k;:::: kc, esto contradice el 

hecho de que x. 'le N(A,é). 

Por lo que existe N, E N tal que A; e N(A, é) para toda i ;:::: N,. 

Sea No ~ máx{N" N,}. Concluimos que H(A, A.) < e para i ;:::: No.>l' 

1.11. Teorema Si X es un espacio métrico y compacto, entonces C(X) es com-

pacto. 

Demostración. Por 0.1, 2x es compacto, como C(X) e ~ basta demostrar que 

C(X) es cerrado en 2x Esto se sigue del corolario 1.7 y el teorema 1.10.>i< 

1.12. Corolario. Sea X un espacio métrico y compacto. Entonces toda sucesión de 

subcontinuos de X tiene una subsucesión convergente a un subcontinuo de X. 
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1.3 Conexidad local, conexidad 'en pequeño y continuos de 
convergencia. 

1.13. Definición. Sea X un espacio métrico. Un subcontinuo no degenerado A de X 

es llamado continuo de convergencia de X si existe una sucesión de subcontinuos 

{AÚiEN de X tal que A = límA, y A n A, = 0 para toda i E N. 

1.14 Definición. Sea (X, T) un espacio topológico y sean A, B, e e X. Decimos 

queC separa a Ay B enX si X - e = Uu V, donde Uy V son disconexion de X - e, 

talqueACUyI3cV 

1.15. Proposición. Sea X un espacio métrico. Si K es un continuo de convergencia 

de X Y x,y E K, entonces ningún subconjunto deK puede separar a {x} y {y} enX. 

Demostración. Sea K un continuo de convergencia de X. Entonces existe una suce-

sión de subcontinuos {K;}'EN con límK, = K Y K n K, = 0 para toda i E N y x, y E K. 

Supongamos que existe un subconjunto e de K tal que e separa a {x} y {y} en X. En-

tonces existen abiertos U, V en X - e, ajenos y no vacíos tales que X - e = U u V, con 

xEUyyEV. 

Como e e K y K n Ki = 0 tenemos que e n K, = 0 para toda i E N, 

entonces K, e (X - e). Como U es abierto en X - e, existe un abierto W de x tal que 

x E U = W n (X - el. Entonces W n Ki ¡, 0 para toda i E N, excepto un número 

finito. Así U n Ki ¡, 0 y K, e U para toda i E N excepto un número finito numeros 

i (lo anterior se debe a que Ki es conexo). Con un razonamiento análogo tenemos que 

Ki e V para toda i excepto un número finito. Entonces Ki e (U n V) para una infinidad 

de números i, lo que contradice que U y V son ajenos.~ 
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1.16. Definición. Sea (X, T) un espacio topológico y sea p E X. Decimos que X 

es coneXO en pequeño en p si toda vecindad de p contiene una vecindad conexa de p. 

Observación. Localmente conexo en p implica conexo en pequeño, el regreso no 

necesariamente es cierto. 

1.17. Ejemplo 

x 

X es conexo en pequefío en p. 

X no es localmente conexo en p. 

1.18. Teorema. Sea X un continuo y 

N = {x E X: X no es conexo en pequeño en x}. Sip E N, entonces existe un 

continuo de convergencia K de X tal que p E K e N. 

Demostración. Sea p E N, entonces existe una vecindad V de p tal que si U es 

vecindad de p Y U e V, tenemos que U no es conexo. 
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Por otro lado P E Int(V) por lo que existe un abierto W tal que P E W y W e v 

(por que X es regular). El conjunto M = W no es conexo. Sea e la componente de P en 

M. Entonces P if. Int(C), ya que sip E Int(C), entonces Csería una vecindad conexa de 

p contenida en M e V. 

Se sigue que p E M - C, por lo tanto existe una sucesión {Pi he" de puntos de 

M - CIal que 

1. lím Pi = p. ,-= 
Sea Ci la componente de Pi en M, entonces 

2. C na = o para toda i E N. 

Esto es porque si e n Ci ,. 0 para alguna i, C U Ci sería un subconjunto conexo de 

M, pero C es una componente de M, entonces tendríamos que C U Ci e C y Pi E C, lo 

cual es una contradicción ya que Pi E M-C. 

SeaQ una vecindad cerrada dep Ial que Q e Int(M). Podemos suponer que Pi E Q 

para toda i. Sea Ki la componente de Pi en Q. Es claro que 

3. Ki e Ci para toda i. 

Por el corolario 1.12/a sucesión { Ki },EN tiene una subsucesión convergente {Ki, hE", 

a un subcontinuo K de X. Como p,. E K,. para todaj, usando 1, y que lím Ki, = K 
1 3 1-+00 

tenemos que 

4. P E K. 

Dado que Ki· e Q, Q es cerrado en X y lím Ki; = K se sigue que 
1 1->00 

5. K e Q e Int(M) e M. 

Como K es conexo, usando 4, llegamos a que 
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6.KcC. 

Por 6. 3 Y 2. K n K., ; lO para toda j = 1, 2, 3 .... Por tanto si K no es degenerado. 

K es un continuo de convergencia 

Veamos que K no es degenerado. 

PorO.2.Ki , n(x - Q) '" lO paratodaj,ycomoK =lím Ki , Kn(X - Q) '" 0. 
J- ' 

Como p E Int(Q), entonces p <F X - Q, de aquí tenemos que existe q E X - Q tal que 

q E K Y P '" q. así K es un continuo no degenerado. 

Falta mostrar que K e N. Supongamos que existe x E K tal que x <F N. Por 5 

tenemos que 

7. M es vecindad de x 

ypor6 

8. C es la componente de x en M. 

Como x rt N, entonces X es conexo en pequeño en x, por 7 existe una vecindad 

conexa G de x tal que G e M, y por 8 

9.GcC. 

Por 3, x E límsupK, e límsupCi y como x E Int(G), entonces existe un abierto 

U tal que x E U e G. por definición de límsup tenemos U n Ci '" lO para casi toda i, 

entonces GnCi '" lO paracas; toda i. Por 9, CnC; el lO para casi todai, lo cual contrndice 

2. Por lo tanto K e N.,", 

1.19. Proposición. Sea (X, T) un espacio topológico. Entonces X es loca\mente 

conexo si y sólo si las componentes de los abiertos son abienos. 
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Demostración. =*] Sean U E T Y e una componente de U. Sea p E e, como p E U 

Y X es le en p existe V E T tal que P E V e U y V es conexo. Entonces p E V e e, es 

decir pE Int(e), por lo tanto e es abierto. 

~] Sea U E T Y P E U. Sea e la componente de p en U, e es abierto (por 

hipótesis) y conexo, entonces e es vecindad conexa y abierta de p con e e U. Por lo tanto 

X es Ic en p.1!< 

1.20. Proposición. Sea (X, T) un espacio topológico. Entonces X es conexo en 

pequeño en todo punto si y sólo si X es locaImente conexo en todo punto. 

Demostración. =*] Sean U E T no vacío y e una componente de U. Sea P E e, 

por hipótesis X es conexo en pequeño en p, por lo que existe un conjunto conexo V con 

p E Int(V) y V e U. Como e es el conexo más grande que contiene a p, V e C. 

Entonces p E Int(V) e e, esto nos dice que e es abierto, y (por 1.19) X es localmente 

conexo. 

<=] Inmediato.1!< 
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1.4 Conexidad local y semilocal 

1.21. Definición. Un espacio topológico (X, T) es semilocalmente conexo en p E X 

(sIc) si para cualquier vecindad V de p, existe una vecindad U de p, tal que U e V y 

X - U tiene sólo una cantidad finita de componentes. 

Decimos que X es semilocalmente conexo si X es sIc en todo punto. 

1.22. Observación. En la definición anterior, podemos pedir que U sea abierto 

Demostrnción. Sean p E X Y V una vecindad de p. Entonces existe un subconjunto 

W de x tal que pE Int(W) e V y X - W tiene una cantidad finita de componentes, 

Sean C" C" C3 , •••• Cm las componentes de X - W y U = I nt(W), (X - W e 

X-U). 

Entonces X - U = X - Int(W) = (X - W) = C, U C, U ... U Cm' De manera 

que X - U es una union finita de conjuntos conexos. Esto implica que X - U tiene una 

cantidad finita de componentes.1i< 

1.23. Proposición. Sea X es un continuo de Peano. Entonces X es sle. 

Demostrnción. Supongamos que existe p E X tal que X no es sle en p. Entonces 

existe una vecindad V de p tal que para toda vecindad abierta U de p tal que U e V, X - U 

tiene una cantidad infinita de componentes, digamos e" i E L, donde L es un conjunto de 

indices. En particular 10 anterior es clerto para una vecindad abierta U de p tal que U e V. 

Ahora supongamos que sólo hay una cantidad finita de componentes Gil' c i2 , Ct3 , •• Ci". 

n 
queintersectanaX-V. SeaN =u Ci(Nescerrado). SeaW =X -N= Uu{e.: 

~=1 

e, e V}, W es abierto y p E W, es claro que W e V. Además X - W = N, lo cual 

contradice que X no es sle en p. 
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Por 10 tanto hay una cantidad infinita de'romponentes de X - U que intersectan a 

X-V. Sea]K el ronjunto de dichas romponentes. Como X - U es rompacto existe una 

sucesión {Ci,hEN tal que lím Ci, = L e Cio E ]K. Dado que C,' n (X - V) -j el Y 
'-00 

v e V tenemos que existen x E L tal que x E Int(X - U) Y una vecindad abierta W de 

x tal que W e (X - U). Por la definición de limite W intersecta a Ci, para una infinidad 

de números k, además la romponenles son lIienas, 10 cual indica que X no es localmente 

ronoxo en x. Con esta contradicción queda demostrada la proposición.o!< 
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1.5 Conexidad y cortes 

1.24. Definición. Sea X un espacio métric() conexo. Decimos que e es un corte (cerra-

do) de X si C e X (C cerrado) y X - C no es C()nexo. 

Cuando hablamos de un conjunto X que no es conexo, con frecuencia escribimos 

x = U I V. Este simbolo significa que X = U U V, donde U y V son colliuntos abiertos 

(o cerrados), ,yenos y no vacíos. 

1.25. Proposición. Sea X un espacio métric() C()nexo y separable. 

a) Supongamos que e es una colección no numerable de cortes cerrados mútuamente 

ajenos de X, indexados por el conjunto T. Entonces existe C E e tal que X - C = U I V, 

b) Si K es un continuo de convergencia de X, entonces K no contiene colecciones 

no numerables de cortes cerrados mutuamente ajenos de X. 

c) Sea Y el C()njunto de todos los puntos de corte de X. Si Z e X y Z es conexo, en-

tonces todos los puntos de Y n Z son puntos de corte de Z excepto una cantidad numerable 

de ellos. 

Demostración de a). Sea e = {CQ}QEI una colección de subconjuntos de X tales que 

cada CQ es un C()rte cerrado de X y para cualesquiera a, fJ E Z, CQ n Cp = 0. Donde I es 

un conjunto no numenable de índices. 

Supongamos que no existe un e que satisfuga a), entonces para toda a E Z podemos 

escribir 
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Es decir, para toda Q E r, se puede expresar a X - Ca como la unión de dos conjun-

tos, donde uno de ellos, digamos Va no intersecta a ningún elemento de C. 

2J Es clara 

~J Sea x EX, entonces 

Así x E (U~, U Va, U U.,,) n (U." U V." U U",) 

= «U a, U U.,,) U Va,) n «Ua• U U",,) U Va,) = (Ua, U Ua,) U (Va, n V",). 

Por lo tanto X = (Ua, U Ua,) U (Va, n V",). 

Observemos que U«l , U U2' V0::1 ' V U2 son abiertos de X por lo Que V (r;l n Vaz es abierto. 

Tenemos que (Va,UUa,) y (Va,nV",) formarian una disconexión de X. Como X 

es conexo concluimos que Val n Va2 = 0 para cualesquiera al, 0'2 E 'I. 

Sabemos que existe un denso numerable D de X, entonces para cada Q E r, Dn Va 1 

0, lo cual es una contradicción, ya que D no sería numerable. 

Demostracióndeb). SeaCcomoena). Supongamos que U Ca e K. Pora),exisre 
aH 

CE CtalqueX -C= U IV donde Un (U Ca) # 0yVn (U Ca) 10. 
Oi.EI a:EI 
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Sea x E une U Ca) # 0yy E Vn( U Ca) # 0, entonces, como x E Uyy E V, 
aEX (,ter 

tenemos que C sepan! a {x} de {y} en X, entonces K no es un continuo de convergencia 

(por 1.15). 

Lo anterior implica que a lo más una cantidad numerable de puntos de K pueden ser 

puntos de corte de X, Y entonces, K contiene una cantidad no numerable de puntos que no 

son de corte de X. 

Demostración de e). Sea A = {P E Y n z : Z - {p} es conexo}. Demostraremos 

que A es numerable. 

Supongamos que A no es numerable. Sea e = {{p} : p EA}. Entonces e satisface 

las condiciones del inciso a). Por lo tanto existe po E A tal que X - {Po} = U I V, 

U n A # 0 y V n A # 0. Por otro lado Z - {Po} es conexo, entonces Z - {Po} e U 

o Z - {Po} e V. Supongamos que Z - {Po} e U, entonces (Z - {PO}) n V = 0 y 

A - {PO} e Z - {Po}. Por lo que (A - {Po}) n V = 0. Además p <t V. Por tanto 

A n V = 0, lo cual es una contradicción. Por lo tanto A es numerable. o¡. 



DOS CARACTERIZACIONES 

2.1 Cualesquiera dos puntos de X están separados por un 
tercer punto de X. 

El objetivo de esta sección es demostrar el teorema siguiente: 

2.1. Teorema Un continuo X es dendrita si y sólo si cualesquiera dos puntos de X 

están separados por un tercer punto de X 

Demostración. =1 Supongamos que X es una dendrita. Sean a, b EX, con a i b. 

Como X es continuo localmente conexo, usando 0.3 tenemos que X es arco conexo_ ASÍ, 

existe un arco A de a a b. Sear E A - {a, b} y U la componente de a enX - {r}. 

Supongamos que b E U. Observemos que X - {r} es abierto. Por 1.19 U es abierto 

y además es conexo. Se sigue de 0.5 que U es arco conexo, así que existe un arco B e U, 

de a a b. Notemos que A i B ya que r E A Y r ct B, se sigue de aquí que A n B es 

disconexo, por lo que A U B contiene una curva cerrada, contrario a la hipótesis de que X 

es dendrita. 

Entonces b ct U, b debe de estar en otra componente de X - {r}, por tanto r separa 

aayb. 

1==1 Supongamos que cualesquiera dos puntos de X están separados por un tercer 

ponto de X. Por 1.15, X no contiene continuos de convergencia y por 1.18 el cO'!iunto 

N = {x E X : X no es conexo en pequeño en x} es vacío. 

24 
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Por lo tanto X es conexo en pequeílo en todo punto. Se sigue de 1.20 que X es 

localmente conexo. 

Supongamos que existe una curva cerrada simple S tal que S e X, entonces si 

p, q E S no existe ningún punto en X que separe a p de q. Porlo tanto X es una dendrita.of< 
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2.2 Caracterización de dendrita con puntos finales y de corte. 

El resultado principal de esta sección es: 

Un continuo X es una dendrita si y sólo si cualesquiera dos puntos de X están sepa­

rados por un tercer punto de X. 

Antes de la caracterización veremos algunos resultados que nos hacen falta para la 

prueba de ésta. 

2.2. Proposición. Sean X un continuo, E un subconjunto propio y no vacío de X 

y K una componente de E. Entonces K y X - E no son mutuamente separados, es decir 

queKn (X - E),,< 00Kn (X -E),,< 0. 

Demostración. Por 0.2, 0,,< KnFr(E) = [KUFr(K)] n Fr(E) = [KnFr(E)] u 

[Fr(K) n Fr(E)]. Se sigue de aquí que o bien 

1) K n Fr(E) ,,< 0 ó 

2) Fr(K) n Fr(E) ,,< 0. 

Si se cumple 1), entonces K n (X - E) ,,< 0. 

Si se cumple 2), hay un punto pE Fr(K) n Fr(E). Consideramos dos casos: 

Caso 1) Si p ~ E, entoncesp E (X - E) Y pE K, por lo tanto Kn (X - E),,< 0. 

Caso 2) Sip E E. Como pE Fr(K), entonces {p} U K es conexo y {p} U K cE. 

Como K es una componente de E, entonces p E K, además pE Fr(E) e (X - E). Por 

lo tanto K n (X - E) ,,< 0.>f< 

2.3. Proposición. Sean X un continuo, e un subconjunto conexo de X y L una 

componente de X-C. Entonces X - L es COnexo. 



2.2 Caracterización de dendrita con puntos finales y de corte. 27 

Demostración. Sea {K, i E X} la familia de las componentes de X-C. Dada 

i E X, porla roposición 1.24 K, n (X - (X - e)) '" 0 o Ki n (X - (X - e)) '" 0, es 

decir K, n e i 0 o K, n e i 0, entonces K, U e es conexo para toda i E X Y como 

Es unión de conexos que se intersectan en C. Por lo tanto X - L es conexo.'i< 

2.4. Proposición. Sean X un continuo de Peano y p E X, un punto que no es 

de corte. Entonces para todo e > O existe U e X, abierto y conexo tal que p E U, 

diam(U) < e y X - U es conexo. 

Demostración. Sea p E X un punto que no es de corte y V = B, (p). Por 1.23 y 

1.22 existe una vecmdad abierta W de p, contenida en v; tal que X - W tiene una cantidad 

Como X - {P} es abierto y conexo, entonces es arco conexo (0.5). Elegimos puntos 

a, E el> ... , a" E en. Para cada i E (1, ... n - 1}, elegimos un arCO A.; e X - (P} que une 

n n-l 
El Conjunto e = (u C,) u (u A;) es cerrado y conexo (porque cada ei es cerrado 

~=1 't=l 

y los arcos son cerrados). Entonces x-e es abierto y p E x-e. Sea U la componente de 

p en X - C, U es abierto (por 1.19) y conexo. Por la proposición 1.25, X - U es conexo. 

Observemos que X - e e W, entonces diam(X - e) < E. Porlo tanto diam(U) < s.>I< 

Recordemos la definición de localmente arco conexo. 

25. Definición. Sean (X, T) un espacio topológico y p E X. Se dice queX es 

locahnente arco conexo (lac) en p, si toda vecindad de p contiene una vecindad arco 
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conexa de p. Decirnos que X es localmente arco conexo, si X es localmente arco conexo 

en todo punto. 

2.6. Definición. Sean X un espacio topológico Z e X, y p E X - Z. Decimos 

que p es arco accesible desde Z si existe un arco en Z U {P}, teniendo a p como punto 

final. 

2.7. Proposición. Sea X un espacio lac y U e X, U abierto, entonces el conjunto 

de puntos de Fr(U) que son arco accesibles desde U es denso en Fr(U). 

Demostración. Sea D = {x E Fr(U) : x es arco accesible desde U}. Sea W. un 

abierto de X tal que W. n h(U) "" 0. Sea W = W. n Fr(U) (W "" 0 y W es abierto en 

Fr(U)). 

Demostraremos que D n W "" 0. 

Sea p E W, por ser X lac existe una vecindad arco conexa V de p tal que V e W •. 

Corno p E Fr(U), U n V "" 0. Sea q E U n V, entonces existe un arco A de p a q. tal 

que Ac V y A n W "" 0. Elegimos t E A n W, de tal manem que t es el primer punto del 

arco de p a q que está en Fr(U), entonces t E D Y D n W "" 0. Por lo tanto D es denso 

en Fr(U).ift 

2.8. Definición. Sea X un continuo. Decirnos que X es hereditariamente 

localmente conexo (hle) si todo subcontinuo de X es un continuo de Peano. 

2.9. Teorema. Si X es una dendrita, entouces X es hlc. 

Demostración. Sea X una dendrita. Por 2.1, cualesquiem dos puntos están separa­

dos por un tercer punto. Por l.15, X no contiene continnos de convergencia. Sea A un 

subcontinuo de X. 
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Sea N = {x E A : A no es conexo en pequefio en x}. Por 1.18, N = 0. Entonces A 

es conexo en pequeño en todos sus puntos, entonces (por 1.20) A es localmente conexo en 

todo punto. Por lo tanto A es un continuo de Peano y X es hlc.>i< 

2.10. Corolario. Sean X una dendrita y Y un subcontinuo de X. Entonces Y es 

una dendrita. 

2.11. Definición. Sean X un continuo y p E X. Decimos que p es un puntofinal 

de X si para toda vecindad abierta V de p existe un abierto U de X tal que p E U e V y 

[Fr(U) [= 1. 

Ahora ya tenemos toda la herramienta para demostrar la caracterización que nos in-

teresa 

2.12. Teorema. Un continuo X es una dendrita si y sólo si todo punto de Xes un 

punto de corte o un punto final de X 

Demostración. =:-] Supongamos que X es una dendrita. Seap E X, un punto que 

no es de corte y sea e > O. Por 2.4, existe un abierto y conexo U e X tal que p E U, 

diam.(U) < e, X - U es conexo y U # x. 

Supongamos que [ Fr(U) [;o, 2. Como X es lac (0.4) y U es un subconjunto abierto, 

entonces de 2.7 se sigue que existen q, r E Fr(U) q # r tales que existe un arco en U U {q} 

con q como punto final y un arco en U U {r} con r como punto final. Por otra parte, U es 

arco conexo (0.5), entonces existe un arco A en U U {q, r} de q a r. 

Por otro lado X - U es conexo y compacto (por ser cerrado), por lo tanto es un 

continuo y es un continuo de Peano (por 2.9). Además X - U es arco conexo (0.3). Como 
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q,r E (X -U), entonces existeunarcoBenX~U deqar. Demanemque AnB ~ {q,r} 

y A U B es una cwva cermda simple. Esto contradice el hecho de que X es una dendrita. 

Entonces 1 Fr(U) 1::; 1. Como U es conexo y no vacío, se sigue que Fr(U) '" 0. 

Entonces 1 Fr(U) I~ 1, como pE int(U), se sigue de aquí que p es un punto final de X. 

{=] Supongamos que X es un continuo y que todo punto de X es punto de corte o es 

punto final de X. 

Sea N ~ {x E X : X no es conexo en pequeño en x}. Supongamos que existe 

un punto x E N, entonces por 1.18, X contiene un continuo de convergencia K. Sean 

{K'}.EN la sucesion de continuos que converge a K y x un punto final de X, entonces para 

todo abierto V tal que x E V, existe un abierto U tal que", E U e V y 1 Fr(U) I~ 1. 

Supongamos que x E K, por ser K continuo existe Xo E K, Xo '" x, Sean V y Va dos con­

juntos abiertos y ajenos tales que x E V Y Xo E Va (estos conjuntos existen porque X es 

Hausdorft). Entonces para cualesquiem abiertos U y UD conteniendo a x y Xo, respectiva­

mente tales que U e V y UD e Va, tenernos que U n K; '" 0 y UD n K, '" 0, para toda 

i mayor que un número N E N, con lo que 1 Fr(U) 1'" 1 para toda vecindad abierta U de 

x, lo cual es una contradicción. De lo anterior concluimos que x !f. K. Entonces para todo 

x E K, x es punto de corte de X. 

Sea e = {{x} : x E K}, entonces e es una colección no numerable de cortes 

cermdos mutuamente ajenos,.Io cual contradice 1.25 b). Esto demuestm que X no contiene 

continuos de convergencia Entonces N = 0, con lo que X es conexo en pequeño para 

todo x E X, Y por lo tanto localmente conexo. 
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Supongamos que X contiene una curva cerrada simple Z. Sean z E Z y € > O tal 

que € < diam(Z). Entonces para toda veciodad abierta V de z tal quediam(V) < € se 

tiene que IFr(V)12:2, entonces z no es punto final de X. Se sigue que z es punto de corte de 

X. Por 1.25 e), existe zo E Z tal que Zo eS punto de corte de Z (no puede ser, porque Z es 

curva cerrada simple). Entonces X no contiene curvas cerradas sim pIes. Por lo tanto X es 

una dendrita.o¡. 



CARACTERIZACIONES EN DENDROIDES 

3.1 Caracterización de dendrita mediante conexidad local. 

En está parte demostraremos que un continuo X es una dendrita si y sólo si X es un den­

droide localmente conexo. Esta caracterización es la más simple de las caracterizaciones 

en dendroides que veremos en el capitulo 3. 

3.1. Definición. Sea X un continuo. 

a) Decimos que X es unicoherente si para cualesquiera dos subcontinuos propios 

A y B tales que X = A u B se tiene que A n B es conexO. 

b) Decimos que X es hereditariamente unicoherente si cada uno de sus sub­

continuos es unicoherente. Es fácil ver que un continuo es hereditariamente unicoherente 

si y sólo si la intersección de cualesquiera dos subcontinuos de X es conexa 

3.2. Definición. Sea X un continuo. Decimos que X es dendroide si X es 

hereditariamente unicoherente y arco conexo. 

3.3. Lema Sean X un dendroide y Z un subcontinuo de X. Entonces Z es un 

dendroide. 

Demostración. Sean Z subcontinuo de X y A, B subcontinuos de Z, note que A y B 

son subcontinuos de X. entonces A n B es conexo, en consecuencia Z es hereditariamente 

unicoherente. 

32 
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Veamos que Z es arco conexo. 

Sean x, y E Z. Como Z e X existe [x, yl arco de x a y. Supongamos que existe 

r E [x, yl tal que r 'le Z, entonces [x, yl n Z es disconexo. Se sigue que [x, yl e Z, con lo 

que Z es arco conexo. Por lo tanto Z es dendroide. >f< 

El teorema siguiente es la tercera caracterización. 

3.4. Teorema Un continuo X es dendrita si y sólo si X es un dendroide localmente 

conexo. 

Demostración. ",,1 Sea X una dendrita. Como X es localmente conexo, por 0.3, X 

es arco conexo. 

Demostraremos ahora que X es hereditariaroente U1Úcoherente Supongamos que 

existen subcontinuos propios A y B de X tales que A n B no es conexo. Entonces existen 

ahiertos U, y V de A n B, ajenos, y no vacíos tales que A n B = U U V. Sean x E U Y 

Y E V. Como Ay B son dendritas (por 2.10), A y B son arco conexos. 

Sean TOllO arco de o: ayen AyT, un arco dexayen B. ro UT, e AU B e X, y 

ro U T, contiene una curva cerrada simple, lo cual es una contradicción 

Por lo tanto X es un dendroide localmente conexo. 

""] Demostraremos que X no contiene curvas cerradas simples. Supongamos que 

existe una curva cerrada simple S e X. Sean Ay B suhcontinuos propios de S, y por tanto 

de X, tales que A U B = S. Entonces A n B es disconexo, lo cual es una contradicción. 

Por lo tanto X es dendritalfl 
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3.2 Caracterizacion de dendrita con suavidad en todo punto. 

El objetivo de ésta sección es demostrar que un dendroide X es una dendrita si y sólo si X 

es suave en todos sus puntos. 

3.2.1 El concepto de suavidad 

Es fácil ver que si X es un dendroide y x -1 y son puntos de X. Entonces existe un único 

arco de x a y, el cual denotaremos por [x, yl. También denotaremos [x, xl = {x}. 

3.5. Definición. Sean X un dendroide y pE X. Definunos un orden parcial con 

respecto a p (denotado por :S.) de la siguiente manera. 

x :S. y si x E [p, yl 

Demostraremos que:S. es efectivamente un orden parcial. Sean x, y, z E X. 

1) x :S. x, ya que x E [p, xl, por 10 tanto :S. es reflexiva 

2) Supongamos que x :S. y Y Y :S. z. Tenemos entonces que x E [p, yl y y E [p, zJ. 

Además x E [p, yJ e [p, zJ, porlo tanto x :S. z. 

3) Supongamos que x :S. y Y Y :S. x. De que x E [p, yl y y E [p, xl, tenemos que 

[p, yJ e [p, x], análogamente [p, xJ e [p, y]' entonces [p, xl = [p, yl y x = y.1it 

3.6. Lema Sean X un dendroide y p E X. Si x :S. y en X, entonces [x, yl = { z E 

X: x:s. z:S. y}. 

Demostración. Supongamos que x :Sp y. Entonces, por definición, x E [p, yl. 

<;;j Sea z E [x, yJ e [p, y]' 10 cual indica que z :Sp y. Además [x, zl e [p, z¡, entonces 

x :::;1' z. Por lo tanto x ::;p z :SP y. 
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21 Sea z E X tal que x :5. z :5. y. De que z :5, y, tenemos que z E [p, yJ, y como 

x :5. z, entonces x E [p, zJ, porlo que z E fx, yJ.!i< 

3.7. Proposición. Sean X un dendroide y {A;}.EN una sucesión de subconjuntos 

conexos de X. Supongamos que líminf A; = A. Entonces A es conexo. 

Demostración. Supongamos que A no es conexo. Sean p y q en componentes 

diferentes de A. Como límsupA; es conexo y cerrado (por 1.4 y 1.6), entonces [p, qJ e 

límsupA;. Entonces existe x E [p, qJ - A, una vecindad abierta V de x y una suce-

sión {A",}.EN taJes que A", n V = 0 para toda k E N. Sea {An , };EN una subsuce-, 

sión de {A",}.EN que converge a A'. Note que A' es cerrado, conexo y x rt A'. Como 

A' e límsupA;., entonces p, q E A'. Esto es una contradicción, ya que A' es un dendroide 

que contiene a p y a q, pero no contiene al arco [p, q], pues no contiene a x.!i< 

3.8. Definición. Sea X dendroide. Decimos que X es suave en p E X si se cumple 

alguna de las siguientes condiciones equivalentes: 

1) f. = {(x,y) E X x X: x:5, y} es cerrado enX x X. 

2) Para toda {Xn}nEN e X tal que lím. xn = x, se tien lím [p, xnJ = [p, xJ. 
n ....... oo n->OO 
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3.9. Ejemplos. 

a) 

L = [r,a) 

El dendroide X no es suaveenp sip E L - {r}. 

X es suaveenpsip E (X - L) U {r}. 

b) 

X 

X es suave en todo punto. 
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e) 

X no es suave en ningún punto 

d) 

X no es suave en ningún punto. 
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e) 

X es suave sólo en el punto p. 

f) 

x 

p 

X es suave sólo en el punto p. 
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Veamos que 1) Y 2) de la definición anterior son en verdad equivalentes. 

Demostración 1)=;2). Sea {Xn}nEN e X tal que lím Xn = x. De la definición 
n-oo 

de liminf tenemos que p, x E líminf[p, xnJ, 3.7 nos dice que líminf[p,xnJ es conexo, 

también es cerrado, por tanto conexo por trayectorias, entonces [p, xJ e líminf[p, xnl 

Ahora veamos que límsup[p, xnJ e [p, xJ. 

Sea Z E límsup[p, XnJ. Entonces para todo abierto U tal que z E U, U n [p, xnJ i' 0 

para una infinidad de números n. De aquí que existe Zk E [p, xn.J tal que lím zk = z. 
'-00 

Como Zk :0;. xn" (Zk,Xn.) E f., Y como f. es cerrado, (z, x) E f., es decir z :0;. x. Por 

tanto Z E. [P,xJ. Entonces ¡'¡",""upfp,xnJ e [P,xJ. 

Por lo tanto lím [p, xnJ = [p, xJ. 
n_o<> 

Demostración 2)=;1). Sea (x, y) un punto de acumulación de fp. Demostraremos 

que (x,y) E fp. 

Como (x,y) es punto de acumulación existen sucesiones {Xn}nEN Y {Yn}nEN tales 

quet lím X n = x, lím Yn = Y Y (x", Y1~) E r p. Entonces Xn Sp Yn para toda n E N,lo 
n ...... oo n--..oo 

cual implica que [p, xnJ e [p, YnJ. Entonces lím. [p, xnJ e lím [p, YnJ. De 2), tenemos que 
n-.oo n-.oo 

lím [p, xnJ = [p, xJ y lím [p, YnJ = [p, yJ. Porlo que [p, xJ e [p, yJ, de aqui que x Sp y y 
n-oo n--OO 

(x,y) E fp. 

Por lo tanto f p es cerrado.>!' 

3.10. Lema. Sean X un dendroide, Z un subcontinuo de X y p E X - Z. Entonces 

existe un único q E Z tal que q E [p, z] para todo Z E Z. 

Demostración. Sea ZQ E Z Y [p, ZQJ el arco de p a ZQ. Sea [qo, ZQJ = [p, ZQJ n Z. 

Mostremos que qo no depende de ZQ. 
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Sea z E Z. Supongamos que [p, z] n Z = [q/, z], con q oJ cf· Sea e = [p, qoJ u [p, cfJ, 

Ces un subcontinuo de X. Pero en Z = {qO, cf} es un conjunto disconexo, lo cual es una 

contradicción. >X< 

3.11. Lema. Sea X un dendroide suave y Z un subcontinuo de X. Entonces Z es 

suave. 

Demostración. Supongamos que X es un dendroide suave, entonces existe p E X tal 

que para toda {X.}nEN enX talque lím "'n =x,setieneque lím [P,x.] = [P,x]. 
n_oc n-oo 

Si PEZ, claramente Z es suave en p. 

Sip '1. Z. Por el lema 3.10 existe un único q E Z tal que q E [p, z] para todo z E Z. 

Veamos que Z es suave en q. 

Sea {Z.}nEN una sucesión en Z tal que lím z. = z. Demostraremos que lím 
n-oo n-oc 

[q, z.J = [q, zJ. Sabemos que lím [p, z.J = [p, zJ, además q, z E líminf[q, z.J. Esto 
n~ 

implica que (ver 3.7) [q, zJ e líminf[q, z.J. Sea x E límsup[q, z.J, como [q, z-J e [p, z.J 

se tiene que x E límiP, z.J = [P, z], pero [q, z.J e Z, para todo n E N, por [o que 

lím_'lIp[q, z-] e Z, además [p, xJ n Z = [q, zJ, de aquí que x E [q, z]. Entonces limo 
n-= 

[q, z-] = [q, zJ. 

Por [o tanto Z es suave."" 

3.2.2 Conexidad local y suavidad 

3.12. Lema. Sea X un dendroide suave en p. Entonces X es localmente conexo en p. 
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Demostración. Supongamos que X es un dendroide suave en p E X. Sean V una 

vecindadabiertadepy U = {x E X: [p,o:J e V). Comop E U, U ¡lo 0. Claramente U 

es arco conexo y en consecuencia conexo. 

Veamos que U es abierto. 

Sea x E U. Supongamos que x í Int(U), entonces x E X-U. Así que existe Wlll 

sucesión de puntos {Xn}nEN de X - U tal que lím X n = x. Como o: E V Y V es abierto, 
n_oo 

existe no E N tal que X n E V para todo n :2: no. Además X n í U paara toda n E N, 

por lo que [p, xnJ % V. Entonces existe una sucesión tn E [p, xnJ tal que tn í V. Como 

tn E X - Vy X - V es compacto, existe {tn,hEN enX - V tal que tím tn = t E X-V. 
n_oo 

Ya que tn, E [p, xn,J, t E lím [p, x.J = [p, xJ (por ser X suave en p) y [p, xJ e V, 
.-00 

entonces t E V. De esta contradicción se sigue que U es abierto. 

Como p E U e V y U es abierto y conexo, concluimos que X es localmente conexO 

en p.~ 
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Un dendroide localmente conexo en p no necesariamente es suave en p. 

3.13. Ejemplo. 

x 

o x P I 

X es localmente conexo en p 

Sea {Xn}n€N una sucesión como en la figura, entonces tím Xn = x y tírn (p, xnJ = 
n..--->('X) n--+oo 

(P,OJ '" [p, xJ. Así qye X no es suave en p. 

3.14. Teorema Sea X un dendroide localmente conexo. Entonces X es suave en 

todo punto P E X 

Demostración. Seanp E X Y {Xn}nEN una sucesión en X tal que lím X n = x. n_ 
Demostraremos que [p, xl = tím (p, XnJ. 

n~ 

Sabemos que [P,xJ e líminf[p,xnJ 

Snpongamos que existe a E (límsup[p, xn)) - [p, xJ. Como a # x, existen tanto una 

vecindad conexa y abierta V de x como una vecindad abierta W de a tales que W n (í7 U 

[p, x)) = 0. Como a E límsup[p, xn], existe una sucesión ni < n2 < ... y existen plliltos 
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Cln, E [p, x.,] tales que lím Cln, : a, por lo -que para algún indice k E N, Cln, E W y 
k~ 

x., E V. Por ser V conexo, [x,x.,] e V. Además [P,x] u [x,x.,] no contiene aCln,. Pero 

[p, xl U [x, x • .J es un subcontinuo de X que tiene a p y a x." por lo que lln, E [p, x.,] e 

[p, x] U [x, x • .J. Con esta contradicción se demuestra que a E [p, xJ, lo cual indica que 

límsup[p, xnJ e [p, xJ. 

Por lo tanto [p, xJ : lím [p, x.J . . ~ 
El teorema 3.15 es nuestra cuarta caracterización 

3.15. Teorema Sea X un dendroide. Entonces X es una dendrita si y sólo si X es 

suave en todos sus puntos. 

Demostración. -:= l Sea X un dendroide suave en todos sus puntos, POI 3.12, X es lo-

calmente conexo en todos sus puntos. Por ser X hereditariamente unicoherente no contiene 

curvas cerradas simples. Por lo tanto X es una dendrita 

'*l Es inmediato del teorema3.14.~ 

Observaciones: 

En dendroides 

'* '* Suave en un punto p '* localmente conexoen p '* conexo en pequefio en p. 

En continuos 

Conexo en pequeño en todo punto * localmente conexo en todo p. 

En dendroides 

Localmente COnexo en todo punro * suave en todo punto. 
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3.3 Caracterización de dendrita con retracciones monótonas. 

En la presente sección se demostrará que un dendroide X es una dendrita si y sólo si todo 

subcontinuo de X admite una retracción monótona. 

3.3.1 Retracciones monótonas y preservadoras de orden 

3.16. Definición. Sean X, Y espacios topológicos y f : X --> Y una función continua 

a) Decimos que fes monótona si para todo y E Y, f-l(y) es conexo. 

b) Sean X, Y dendroides y f : X --> Y una función continua. La función f es 

preservadora de orden (:0;,) si para cualesquiera dos puntos x, y E X tales que x :0;, y, 

se tiene que f(x) :O;f(P) f(y) en Y. 

3.17. Definición. Sean X un espacio topológico, Y e X y r : X --; Y una función 

continua. Decimos que r es una retracción de X a Y si r(y) = y para todo y E Y. 

3.18. Lema. Sean X, Y dendroides y f una función de X a Y. Entonces f es 

monótona si y sólo si f es preservadora de orden (:0;,) para todo p E X. 

Demostración. '*] Sea p E X. Supongamos que f es monótona Sean x, y E X tal 

que x :0;, y. Queremos demostrar que f(x) :O;f(P) f(y), es decir f(x) E [f(P),f(y)J. 

Supongamos que f(x) !jo [f(P),f(y)]. De aquí podemos considerar dos casos: 

l)f(x) y f(y) no se pueden comparar con el orden :<;f(P), es decir f(y) !jo [f(P),!(x)] 

(en particular, f(x) '" f(P) '" f(y) y f(x) '" f(y)). Consideramos dos subcasos. 

1 a) f(P) E [f(x) , f(y)). 

Como f(x),f(y) E f([x, yD, f es continua y [x, y] conexo, entonces [f(x) , f(y)] e 

¡([x, y]). 
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De manera que [(p) E [[(x),[(y)) e [([x, yJ). Entonces existe t E [x, yJ tal que 

[(t) = [(P), de aquí quep,t E [-1(f(P)). Como [-I(f(P)) es conexo, x E [p,tJ e 

[-1 (f(P)). Así que ¡(x) f. [(P), lo cual es absurdo. Por tanto este caso es imposible. 

1 b) [(P) 'f. [[(x)'[(y)J. 

Supongamos que ¡-l (f(P)) n [p, y] = [p, p'], 

¡-l(f(x)) n [p, y] = [a, d], x E [a, d] y 

[-1([(y)) n [p, y] = [y, V]· 

Note que [[(P),[(x)] n [I(x),[(y)] = [s,[(x)], para algún s E Y. Como s E 

[I(p),[(x)] e [«(¡¡,xl) existe ti E [p',a] tal que [(ti) = s, además s E [J(x),[(y)] e 

[([x, y]) porlo que existe t2 [al,yl] tal que ¡(t2 ) = s. 

Como ¡-1(S), x E [t l ,t2] e ¡-'(S). De aquí que [(x) = s. Entonces [(x) E 

[[(P), [(y)], lo cual es Ufla contradicción. 

2) [(y) Sf(P) ¡(x). 

Con un razonamiento análogo al del caso 1 a) tenemos [(y) E [[(P), [(x)] e 

[([P, x]). Entonces existe t E [p, x] tal que [(t) = [(y), con lo que y, t E [-1 (1(11)). 

Pero x E [t,y] Y f(x) f. [(y). Entonces ¡-1(y) no es conexo. 

Por lo tanto f(x) Sf(p) f(y) para todo p E x. 

<=1 Supongamos que f es una función preservadora de orden (Sp) para todo p E X. 

Sea y E Y. Supongamos que f-l(y) no es conexo, es deCIr f-1(y) = U I v. Sean 

p E U Y x E V. Entonces existe t E [p, x] tal que fl:t)f.y. Como t Sp x, entonces 

f(t) Sf(P) f(x),esdecir f(t) E [f(P),[(x)] = [y, y] = {y}. Con esta contradicción queda 

demostrado que fes monólona.>f< 
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3.19. Teorema Sean X una dendrita y Y. un subcontinuo de X. Entonces Y admite 

una retracción monótona. 

Demostración. Sean Y un subcontinuo de X y pE Y. Por 2.10, Y es una dendrita y 

por 3.12, X Y Y son dendroides suaves en p. 

Para todo x E X, [p, x] nY es un subcontinuo de fp,x] (ya que X es hereditariamente 

unicoherente) y [p, x] n Y es un arco que tiene a p como uno de su puntos extremos. 

Definimos la función r : X -> Y mediante la siguiente ecuación: 

fp,x]nY= [p,r(x)J 

e) Es claro que, si x E Y, entonces [¡¡,x] n Y = [p,x], por lo tanto r(x) = X 

.) r es continua. 

Sea x E X. Supongamos que x E X - Y. Tomemos una vecindad abierta y conexa 

V de r(x), por otra parte, existe una vecindad abierta y conexa U de x tal que V n Y = 0. 

Sea x' E U, como U es arco conexo, [x, x'] e U. Supongamos que r(x) # r(x'). Como Y 

es continuo, el arco [r(x'), r(x)] e Y. Observemos que [T(x'), r(x)] U [r(x'), x'] U [r(x), x] 

contiene una curva cerrada simple, 10 cual es una contradiccón. Por lo tanto r(",) = r(x) 

y r es continua en X - Y. 

Sea x E Y. Supongamos que x E Fr(Y) (si x E 1 nt(Y), r es la identidad, que 

es continua). Sea V una vecindad abierta y conexa de r(x), como r(x) = x, V es una 

vecindad de x. Sea y E v: Note que rey) E [y,1I], donde 11 es cualquier punto en Y 

(ver lema 3.10). Por otra parte el arco [x,y] e V y [x, y] n Y # 0, lo cual indica que 

rey) E [x, y] e v: Por lo que r es continua en Fr(Y). 

Por lo tanto r es continua. 
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.) r es monótona 

Sea C el conjunto de las componentes de X - {y} que no intersectan a Y. De­

mostraremos quer-1(y) = uC U {y}. 

,;1 Sea x E r-1(y), tal que x ¡l y (si X = y, es claro que x E uC U {y}). Sea ex la 

componenete de X - {y} que contiene a x. Supongamos que existe un punto 8 E exnY, en 

particular s E e., además x E e" entonces [s, xl e ex. Tenernos que s E Y Y x E X - Y, 

por ellerna 3.10, existe un único punto q en Y tal que para todo p' E Y fp', xl n y = [p', ql, 

pero [p,xlnY = [P,yl. Entonces [s,x] nY = [s, y], porlo que y E [s,xJ e eX, con laque 

y E eX, con esta contradicción queda demostrado que ex n y = 0 y x E uc U {y}. Por 

lo tanto r-l(y) ,; uIC U {y}. 

2J Sea x E UIC U {y}. Supongamos que x E UIC (cuando x = y, claramente 

x E r-1(y)). Entonces existe e E <C tal que x E e. 

Demostraremos la siguiente ignaldad [p, xJ n Y = [p, yl· Supongamos que y <f. [p, xl, 

entonces [p, xl e e, como p E Y se tiene que e n Y ¡l 0, lo cual es una contradicción. 

Entonces y E [p, xl y [p, yl ,; [p, xl n y. 

Supongamos que existe un punto z E [P,xl n y tal que z <f. [P,yl· Entonces y rt 

[z, xl, lo anterior nos dice que [z, xl e e, por otro lado Z E Y, de aquí que z E e n Y. 

Esta contradicción muestra que [p, xl n Y ,; [p, yl. concluímos qne [p, xl n Y = [p, yl y 

x E r-l(y). 

Es claro que ulC U {y} es un conjunto conexo. Porlo tanto r es monótona';' 



3.3 Caracterización de dendrita COn retraccIOnes monótonas, 48 

3,20. Lema Sean X dendroide y p E X. Si todo subcontÍnuo de X de la forma 

y = [p, x] U [p, y] admite una retracción preservadora de orden ($p). Entonces X es suave 

enp. 

Demostración. Seanp E X, Y r p = {(x,y) E X x X: x $p y}, Demostraremos 

que rp es cenado en X x X. Sea (x, y) un punto de acumulación de rp. Entonces existen 

sucesiones {Xn}nEN Y {Yn}nEN en X tales que lím Xn = x, lím Yn = Y Y X n $p Yn para 
n-oc n_oo 

todan. 

Sean Y = [p, x] U [p, y] y r: X -+ Y una retracción preservadora de orden. Como 

:en $p 'Un, entonces r(x.) $,(p) r(Yn), pero l·im "(xn) = r(x) y lí.", r(Yn) = 'r(y), 
n ..... oo n--oc 

entonces r(x) $,(p) r(y). Además x,p, y E Y, porto que x $p y. Asi que (x, y) E rp. Por 

lo tanto Y es suave en p.o!< 

Ahora ya tenemos lo necesario para la quinta caracterización 

3.21. Teorema Un dendroide X es una dendrita si y sólo si todo subcontinuo Y de 

X admite una retracción monótona. 

Demostración.* 1 Es claro del Teorema 3.19 

{=] Sean X un dendroide, p E X Y Y un subcontinuo de la forma Y = [p, x] U [p, y]. 

Por hipótesis Y admite una retracción mOnótona r. Por 3.18, r es preservadora de orden. 

Usando 3.20, X es suave en p. para todo p E X. Por lo tanto X es una dendrita (por 

3.15).o!< 

En la carncterización anterior pedimos retracciones monótonas. pero también es cier-

lo si pedimos retracciones preservadoras de orden ($.) para alguna p, que es una hipótesis 

más débil. o!< 
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3.4 Caracterización de dendrita con retracciones 
preservadoras de orden. 

Desarrollamos esta sección con la finalidad de llegar al siguiente resultado: 

Sea X un dendroide. Entonces X es una dendrita si y sólo si existe p E X tal que 

todo subcontinuo Y que contiene a p admite una retracción preservadora de orden (:5,). 

3.4.1 U1trasuavidad 

3.22. Definición. Sea X un dendroide. Decimos que X es ultrasuave en p E X si 

todo sub9Qntinuo Y de la forma Y ; [p, x] U [p, y] admite una retracción preservadora de 

orden (:S,). Diremos simplemente que X es ultrasuave , si X es ultrasuave en alguno de 

sus puntos. 

3.23. Teorema. Sea X un dendroide ultrasuave en p. Entonces X es suaveen p. 

Demostración. Es irunediato del lema 3.20oX< 

3.24. Teorema. Sea X una dendrita. Entonces X es ultrasuave en todos sus puntos. 

Demostración. Se sigue del teorema 3.19 y lema 3.18oX< 

La clase de las dendritas (D) está contenida propiamente en la clase de los dendroides 

que son u1trasuaves (U S), que a su vez está contenida propiamente en la clase de los 

dendroides suaves (S), es decir D ~ US ~ S. 

Los ejemplos 3.27 y 3.28 que daremos más adelante muestran que las contenciones 

son proplas. 

ESTA TESIS NO SALE 
DE LA BrBUOTECA 



3.4 Caracterización de dendrita con retracciones preservadoras de orden. 50 

3.25. Ejemplo. En el plano, sean p = (0,0), a = (0,1) Y para toda n E N 

a" = (~, 1), b" = (~,O). Sea X el dendroide que se obtiene al unir p con a y con b" y 

cada a" con su respectivo bn mediante segmentos de líneas rectas. 

X 
• ., a, ., 

p b, b, b, b, 

Es fácil ver que X es suave en p. 

Afirmación. X no es ultrasuave en p. 

Demostración. Sea Y = [p, al U [p, b,1. Demostraremos que Y no admite una retrac-

ción preservadora de orden. 

Sea r : X ----> Y una retracción. Como a, bn E Y, r(bn) = bn Y r(a) = a. Sabemos 

que lím an = a. Por continuidad de r, existe no E N tal que r(an) E [p, al para cada ._00 
n 2: no· Como bn E [p, anl, bn :S ano Pero bn = r(bn) í [p, r(anll e [p, al para tosa 

'TI. 2: no, es decir r(bn) ip r(a~). Entonces r no es preservadora de orden. Por lo tanto X 

no es ultrasuave en p.,"" 

Hemos encontrado un dendroide suave en p y no ultra suave en p. Note que las 

definiciones de suave y ultra suave requieren la existencia de algún punto qne satisfaga las 
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condiciones. En este sentido el dendroide del ejemplo anterior sí es ultra suave, ya que 

existe q en X tal que X es ultra suave en q. 

3.26. Aflrmación. Sea X el dendroide del ejemplo 3.25, A = [p, a) y q E X - A. 

Entonces X es u1trasuave en q. 

Demostración. Sean xo,Yo E X Y Y = [q,xo) U [q,yo). 

Caso l. Supongamos que xo, Yo E (X - A) U {P}. 

Definimos r : X -+ Y de tal manera que para cada x E X, r(x) satisface la siguiente 

ecuación: [q, xJ n y = [q, r(x)J. Con un razonamiento análogo al que hicimos en la 

demostración del Teorema 3.19, se ve que r es continuo. 

Dada x E Y, [q, xJ n Y = [q, xJ, COn lo que r( x) = x para todo x E Y. Por tanto r 

resulta ser una retracción. 

Veamos que r es preservadora de orden. 

Sean x, Y E X tales que x $. y, [q, x) e [q, yJ, [q, x) n Y e [q, y) n Y, entonces 

[q, r(x») e [q, r(y»). Así que r(x) E [q, rey»), lo cual indica que r(x) $. r(y). Porlo tanto 

Tes retrncción preservadora de orden. 

Caso 2. Supongamos que Y n A = [p, aoJ para algún ao E A, ao f p. 

Observemos que ao = Xo ó ao = Yo. Sin pérdida de generalidad, supongamos que 

ao = Xo, entonces Y nA = [p, xo). Llamémosle A" al arco de an a b,.. Entonces q E 

A. U [b., b.+1J Y Yo E At U [b,., bt+l1 para algunos s, lEN. Sea n = máx{ s,I}. Definimos 

r de la siguiente manera: 

Para x E Y, r(x) = x. 

Para x E Am U [bm, bm+1J, donde m $ n, definimos r(x) como en el caso 1. 
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Para x E Am m > n. Sea {Xj},EN una sucesión tal que x] E An+] - {bn+]} 

Entonces r resulta una retracción preservadora de orden por la forma en que se 

construyó. Por lo tanto X es ultrasuave en todo punto de X-A. ... 

Daremos ahora un ejemplo de un dendroide X que no es ultrasuave, es decir, para 

todo PEX, X no es ultrasuave en p. 

3.27. Ejemplo. En el plano. Sean p = (0,0), a = (0,1) Y para toda n E N 

bn = (;,O),lÍn = (-;,O),an = (;,1) yan = (-;,1). Entonces X es e\ dendroide que 

se obtiene al unir p con 6, y b;, cada 6n con an y cada 6~ con a~.(como se ve en la figura). 

Sea A = [a,p]. 

X 
a; 

b, 

a; 
I 

, 

1 
b, b, 

=(Il,.1) a, a, 

I 

- - I 

11=(9,0) b. b, 

Observe que en cada punto de A - {p}, X no es localmente conexo. Se sigue de 

3.12 Y 3.23 que X no es ultrasuave en los elementos de A - {p}. 

La demostración de aue X no es ultrasuave en 11 es idenlicaa la del ejemplo 3.25. 

a, 

b, 
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Sea q E X-A. Supongamos que q tiene su primera coordenada negativa. Sea 

y = [q,b¡J U [q,a]. Supongamos que existe una retracción r : X -> Y. Porla continuidad 

de r existe no E N tal que r(a,,) E [p, a] para toda n 2: no. Es claro que bn ~, ano Por otro 

lado r(q) = q y r(bn) = b. (bn E Y). 

Como b. 'le [q,r(an)] e [q,a] para toda n 2: no· Entonces b" i, r(a,,) para toda 

n 2: no· Por lo tanto r no es preservadora de orden. 

Si la primera coordenada de q es positiva la demostración de que X no es ultrasuave 

en q es análoga, intercambiando an yb" por a~ y b~, respectivamenle.li<. 

X no es ultrasuave, sin embargo X es suave (por ejemplo en a,), es decir X E S Y 

X'leUS 

3.28. Ejemplo. El abanico armónico es un dendroide ultrasuave, pero no es dendri-

tao Se construye de la siguiente forma: 

En el plano. Sean P = (0,0), PI = (1, O), Y para cada n E N, q. = (1, ~). El 

dendroide X se optiene de unir P con PI y P con cada q" con segmentos de línea recta 

x 

p 

Sea I = [P,PI]. 
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Afirmación. X es u1trasuave en cada punto de (X - 1) u {p}. 

Demostración. Sean q E (X - I) U {p}, xo,Yo E X, Y = [q,xoJ u [q, YoJ. 

Caso 1. Supongamos que Y n I e {p}. Definimos r : X --> Y mediante la ecuación 

[q, xJ nY = [q, r(x)], que ya vimos anteriormente que es retracción preservadora de orden. 

Caso 2. Supongamos que Y nI = [p,aJ. Note que a = Xo Ó a = Yo. Supongamos 

que a = Xo· Entonces q E [p, q,J, y Yo E [p, qel ' para alglUlllS s, tEN. Sea n = máx{ s, t}. 

Definimos R : X --> Y de la siguiente manera: 

Si z = (x, y) E [p, qmJ m > n R(z) = r((x, O)). 

Si z E [P,qm] para 1ft ~ n, R(z) = r(z). 

R resulta ser retracción preservadora de orden por como fue definida Por lo tanto X 

resulta ultrasuave en todos los punto de (x - I) U {p }."" 

X es ultra suave (XE U S), 

X no es dendrita (X íD.). 

3.29. Teorema. Sea X un dendroide suave en un punto p E X. Supongamos que 

todo subcontinuo Y de X admite una retracción de X a Y. Entonces X es una dendrita. 

Demostración. Supongamos que existe x E X tal que X no es localmente conexo en 

x, entonces (por 1.20) existe Xo E X tal que X no es localmente conexo en Xo. Note que 

Xo ¡l'p(por 3.12). Por el teorema 1.18 existe un continuo de convergencia, el cual contiene 

a xo. Sean R > O tal que p í BR(XO) y una sucesión de componentes {Y.}oEN de BR(xo) 

tales que Um Y,. = Yo e Ba(xo) Xo f. Y,. para todo n E N Y Xo E Yo. 
~= 
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Sea {x,,}nEN una sucesión en X tal que xn E Y.. para cada n E N Y lím X n = Xo. 
n_oo 

Para cada n E {O, 1,2, ... }, el conjunto [p. x.) n Yn es unsubcontinuo de [P,xn ). Digamos 

que [p, xn ) n Yn = [z,,, xn ]. 

Afinnación l. lím Zn = zo. 
~oo 

Sea {Zn,hE" una subsucesión de {Zn}n.", convergente a un punto z' E BR(xo). 

Como ZO E Yo = lím Yn, existen puntos Yn E Yn tal que lím Yn = zo. Se sigue de 
n-oo n-..oo 

la definición de Zn que Zn, Sp Yn,· De la suavidad en p, se tiene z' Sp zo. Además 

z' = lím Zn, y Zn, E Yn, entonces z' E Yo. Por lo tanto z' = zo. 
k~oo 

Como X es suave en p y Zn Sp In tenemos que lím [Zn, :en) = Izo, XO). 
n~oo 

Sea t un número real positivo tal que B'(XD) e B,,(xo) y sea:v,; la componente de Xn 

en B,(xo) (algunas:v,; pueden ser vacías). Es claro que Y~ e Yn Y que [Zn, xn ) n Y~ es un 

subcontinuo de [Zn, Xn). Digamos que [Zn, xn) r, Y,: = [Pn, xn) para cada n E {O, 1, 2, ... }. 

Como en la afirmación 1, podemos probar que lím Pn = po, además Pn Sp Xn, por 
n~oo 

lo que lím [P,,,xn ] = [po,xo]. 
n-oo 

Sea M = {x E X : 11 Sp x para algún punto 11 E n,(xo)}. 

Definimos Y = X - Mu [P,xo). 

Afirmación 2. Y es un subcontinuo propio de X. 

El col\iunto y es subconjunto propio ya que X n rt y a partir de alguna n. 

Además Y es cerrado y por tanto compacto. 

Veamos que X - M es conexo por trayectorias. Sea W E X-M. Supongamos que 

existe WI E [w,p] tal que w, rt X-M. Entonces WI E M, por lo que existe 11 E B,(xo) 

tal que 11 Sp w] cS. w. Entonces W E M (lo cual es una contradicción). 
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Como X - M es conexo, X - M es conexo, además P E x-::7J. De aquí que Y es 

conexo. 

Por lo tanto Y es un suhcontinuo de X. 

Afirmación 3. Pn E y para todo n E N. 

ComoPn E y; e B,(xo), es claro quepn EM. Supongamosquep. E Int(M) para 

alguna n. Entonces existe m E M, tal que m # P. Y m ~p Po. Entonces existe v E B,(xo) 

tal que v $p m y v E [z",Pnl e [z", x.l. Además v E Y~. Esto contradice la definición de 

Pn y demuestra que Pn rfi Int(M) para toda n, es decir Pn E X - M e Y. 

Afirmación 4. Y no es un retracto de X. 

Supongamos que existe una retracción r: X ..... Y. Entonces r(pn) = Pn para toda 

n y r(xo) = Xo. Dado que lím Xn = Xo, entonces a partir de alguna no, r(xn ) E 
n~ 

[Po, xol e izo, xo] - {zo}, por lo que zo E r([po, xnJ) para toda n ~ no. Entonces 

zo E lím r([Pn, xn]) = r( lím [Pn, x.») = r([po, xo]) = [Po, xo] e Be(xo), pero el 
n-.co n_co 

que zo E B,(xo) es una contradicción, ya que Zo E Fr(BR(xo)) (por la manera en que 

lo definimos) y a t lo tomarnos de tal forma que ll,(xo) e llR(XO). Por 10 tanto Y no es 

una retracción de X. 

De la afirmación 4, obtenemos que X es conexo en pequeño en todos sus puntos. 

Entonces X es localmente conexo en todos sus puntos. Por ser X hereditariamente unico-

herente, no contiene curvas cerradas sinples. Por lo tanto X es una dendrita';' 

La caracterización 6 es un corolario del teorema anterior 
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3.30. Corolario. Sea X un dendroide. Entow:.es X e.s una dendrita si y sólo 

si existe p E X tal que todo subcontinuo Y tal que p E Y admite una retracción 

lffeservadora de orden (:5,). 

Demostración. => J Sea X una dendrita. Por 3.19. todo subcontinuo Y tal que p E Y 

admite una retracción monótona T. Por 3.18 r es preservadora de orden para todo p E X. 

~l Supongamos que existe p tal que todo subcontinuo Y admite una retracción 

preservadora de orden ($,). En particular los subcontinuos de la forma Y = [P. x] U [P. y]. 

para todox. y E X. Por lema 3.20, X es suave en p, con el teorema 3.29 concluimos que 

X es una.dendrita.>i< 
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