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RESUMEN 

Un gas de N bosones sin interacción entre ellos, en dimensión d = 2 Ó 1, es 

restringido a moverse en casi una o casi cero dimensiones atrapados por potenciales 

externos de oscilador armónico, unidireccionales y mutuamente perpendiculares 

entre sí 

Previo a la solución de este problema y a manera de sistema de referencia, 

resumimos las propiedades termodinámicas de un gas ideal de bosones en 3D. 

Posteriormente estudiamos el comportamiento del gas de bosones sin inter

acción entre ellos. en d dimensiones y con una relación de dispersión generalizada. 

La dependencia de las propiedades termodinámicas calculadas nos pemitió identi

ficar analogías entre este sistema y el de los bosones atrapados. 

Pudimos identificar que el gas de bosones en 2D o ID (atrapado por 1 o 

2 osciladores armónicos) muestra propiedades termodinámicas similares a las de 

un gas ideal de bosones en d + ó dimensiones, con una masa equivalente m* la 

cual tiende a cero en el límite termodinámico. Para el gas de bosones en 2D 

la temperatura de condensación Bose-Einstein Te es proporcional a la densidad 

de partículas N/Ld elevada a la potencia 2/(d + 6); la fracción de partículas 

condensadas es No/ N = 1 - (T /Tc )(d+B)/2 y el calor específico no desarrolla 

discontinuidad en el sistema bidimensional restringido, pero sí su derivada. En ID 

el gas atrapado tiene una temperatura crítica Te = O por lo que la fracción de 

partículas condensadas es uno si Te = O Y es cero si Te =f:. O. 
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Capítulo 1 

Introducción 

El día 2 de julio de 1924 el editor de la revista Zeitschrft fUr Physzkrecibió una comuni

cación bastante inusual; era un trabajo breve, titulado "Planck Gwsetz und Lichtquaten

hypothese" (La Ley de Planck y la Hipótesis de los Cuantos de Luz), escrito por el físico 

bengalí (nacido en Calcuta elIde enero de 1894), Satyendranath Bose, y enviado por 

Albert Einstein [IJ. 

El artículo de Bose, que tanto impresionó a Einstein, contiene una deducción de la ley 

de Planck sin hacer referencia a la Electrodinámica Clásica. Tan sólo unos días después del 

envío del artículo de Bose, ellO de julio de 1924, Einstein presentó una comunicación ante 

la Academia de Ciencias de Prusia que llevaba por título "Quantentheorie des einatomigen 

idealen Gases" (Teoría Cuántica de los Gases Ideales Monoatómicos). Einstein usa la 

relación momento-energía para partículas no relativistas de masa finita y condiciones de 

ligadura que expresan la constancia de la energía y del número de partículas en el sistema. 

Durante el otoño de 1924 Einstein continuó trabajando sobre las propiedades de este gas y 

particularmente, en su comportamiento a bajas temperaturas y nota que las moléculas se 

condensan en el estado de energía más bajo en ausencia de fuerzas atractivas entre ellas. 

Esto sucede a temperaturas menores a la que hoy se conoce como temperatura crítica de 

condensaci6n. Alglín día de ese otoño Einstein debió leer la tesis doctoral de Louis de 

BrogUe e inmediatamente reconoció las conexiones con el problema en cuestión. Había 

encontrado el primer ejemplo de cambio de fase que hoy conocemos como condensación de 

Bosc-Einstcin, deducido mediante métodos puramente estadísticos. En otros apartados 
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de este segundo trabajo trata las fluctuaciones como comprobación de sus hipótesis y da 

algunas precisiones sobre el fenómeno de condensación, mencionando como los mejores 

condidatos para este fenómeno al hidrógeno, al helio y al gas de electrones. En los años 

1930 surgió una nueva fuente de interés en la relación entre la condensación de Bose

Einstein y la transición superfiuida en el isótopo 4 del helio líquido. Esta superfluidez fue 

descubierta experimentalmente en 1928 por W.H Keeson pero identificada como tal por 

Kapitza [21 en 1937 y en 1938 London [31 usó la condensación de Bose-Eistein como un 

modelo para dicha transición. La historia de la física ha dejado claro que uno de los más 

importantes objetos de estudio de la física estadística es el gas ideal. Por este nombre se 

entiende un sistema de N partículas idénticas (N » 1) cuyas interacciones mutuas son 

tan débiles que se pueden despreciar. 

La presencia de la condensación de Bose-Einstein había sido inferida, aunque no direc

tamente observada, en toda una variedad de fenómenos físicos. La superfluidez del helio 

es quizás el ejemplo prototipo. También existe una fuerte evidencia experimental de la 

presencia de condensación en un gas de excitones [4}. Estos excitones, se condensan a 

temperaturas del orden de 50 K, dando un superfluido que no trasporta materia ni carga. 

Se ha sugerido también que en el universo primordial la condensación de Bose-Einstein 

pudo jugar un papel esencial, puesto que los bosones de Higgs debieron condensarse dando 

lugar a las masa de las partículas. 

El esfuerzo experimental para observar la condensación de Bose-Einstein en sistemas 

diluidos ha sido una labor larga. Durante los últimos veinte años el grupo del M.I.T 

(Massachussets Institute of Technology), lidercado por Daniel Kleppner, se concentró en 

el hidrógeno polarizado. La estrategia diseñada fue enfriar esos átomos y luego confinarlos 

en una trampa magnética .Y permitir que los más ealicntes escapen de la trampa (una 
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técnica bautizada como enfriamiento evaporativo). 

En 1995, Carl Wieman (antiguo alumno de Kleppner) y Eric Cornell, al frente de 

un grupo en el JILA (Joint Institute for Laboratory Astrophysics) de la Universidad de 

Boulder en Colorado, anunciaron la primera observación experimental de la condensación. 

Se trata de un descubrimiento realmente espectacular y una demostración clara y convin

cente del fenómeno [5J. La descripción teórica de la CBE en las trampas magneto-ópticas 

requieren modelar al sistema como uno de bosones en 3D débilmente interactuante afec

tado exteriormente por un potencial de oscilador annónico tridimensional e isotrópico. 

Muchos trabajos han aparecido avocándose a resolver este problema. En particular, en la 

tesis de licenciatura de F.J. Sevilla [6] se discute las propiedades termodinámicas de un 

gas de bosones 3D sin interacción entre ellos sujetos al, 2 Y 3, osciladores. 

Un premio Nohel de física otorgado en 1987 a Bednorz y Müller 17] por su contribución 

al estudio de la transición superconductora de alta Te Y la actividad e interés en el tema 

de cuatro premios Nobel, nos habla del gran interés que ha generado en la comunidad 

cientifica el fenómeno de la condensación de Bose-Einstein (CBE). 

En 1985 von Klitzin Won 18] recibió el premio Nobel por el descubrimiento del efecto 

Hall cuántico el cual se piensa está relacionado con el fenómeno de la superconductividad 

según la teoría del bosón compuesto, donde los electrones se mueven en 2D. Los primeros 

estudios teóricos de sistemas de gases bosónicos en 2D [9] concluyen que la temperatnra de 

transición del gas de bosones está caracterizada por la presencia de un cuasi-condensado 

con fluctuaciones de fase, aunque si el gas de bosones en 2D es atrapado por un potencial 

las fluctuaciones de fase se reducen teniendo lugar una CBE . Más aún, para un gas 

ideal de bosones en 2D atrapado por un potencial am16nico Bagnato y Kleppncr 19] 

encontraron una ocupación macroscópica en el estado ha...<;c referida al sistema (CEE) 
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para T < Te ~ Nl/2 ñ!.JJ, donde N es número de partículas, y w la frecuencia de oscilación. 

Teóricamente, es bien conocido [101 que la CBE para un gas de bosones con ideales puede 

ocurrir sólo en sistemas con dimensión espacial d > 2. Esto, sin embargo, excluye de una 

posible interpretación como una CBE a ciertos superconductores orgánicos descubiertos 

a fines de los años setenta y que pueden considerarse de estructura casi unidimensional . 

Además en 10 que a tecnología se refiere el confinamiento de partículas ha permitido 

obtener sistemas de cero, una y dos dimensiones, ha dichos sistemas se les ha dado el 

nombre de nanoestructuras a las cuales se les ha encontrado una aplicación directa en 

la creación de microchips para computadoras [l1J. La creación de estas nanoestructuras 

permite tener microchips que abnacenan mucha pero mucha más información que los 

microchips convencionales, es por ello que grupos como IBM, AT&T, Universidades tales 

como la universidad de Hamburgo, Munich, el Instituto Max Planck y el MIT, destinan 

grandes recursos en el estudio y creación de nanoestructuras [12]. 

Las ideas anteriormente expuestas fue lo que nos motivó a realizar el presente trabajo 

que es el de estudiar un gas de bosones en 2D y ID, atrapados por potenciales de oscilador 

armónico. Por un lado queremos avanzar en entender la superconductividad de sistemas 

de dimensiones mayores que 1, como una CBE. Por otro lado) el gas de bosones en 2D 

atrapado por por un oscilador armónico lo podemos pensar como un alambre cuántico 

(Quantum wire) mientras que al gas de bosones en 2D y ID atrapados por dos y un 

oscilador armómino repectivamente lo podemos pensar como un punto cuántico (Quantum 

dot), y de esta forma dar las propiedades termodinámicas de estos sistemas. 

En el Capítulo 2 hemos resumido las propiedades termodinámicas de un gas ideal 

bosones en 3D. En el Capítulo 3 se estudio el comportamiento del gas de bosones en d 

dimensiones con una relación de dispersión generalizada. En el Capítulo 4 analizamos 
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el comportamiento termodinámico del gas de N bosones en dos y una dimensión, atapa

dos por potenciales externos unidireccionales mutuamente perpendiculares tipo oscilador 

armónico y reportamos las principales propiedades termodinámicas tales como la energía 

interna, el calor específico, etc, así como la temperatura crítica Te de condensación BE y 

la fracción del condensado, para los sistemas con Te diferente de cero. 

Finalmente, en los Apéndices A, B, e y D se detallan los cálculos matemáticos de 

algunos resultados que se usaron en los capítulos. 
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Capítulo 2 

Gas ideal de bosones 

En este capítulo estudiamos a un gas de N bosones dentro de una "caja tridimen-

sional" de lado L, los bosones no interactúan entre sí, ni con las paredes de la caja, es 

decir trabajaremos con un gas ideal [13, 14, 15]. La energía de cada partícula bosónica 

corresponde a la energía de una partícula en una caja, es decir 

r ñ?k' ñ,' (2 , , 
Ek = 2m = 2m = 2m k, + ky + kz ), (2.1) 

con 

n Z1 17, n z = O, ±1, ±2, ... 

donde k:r;l ky, kz son tres números de onda independientes. Notemos que la relación de 

dispersión entre el momento n,k y la energía ék de las partículas es cuadrática. Cuando 

un gas de bosones a temperatura T se empieza a enfriar, los bosones tienden a ocupar 

los niveles más bajos de energía. Para cierta temperatura Te, una fracci6n apreciable del 

total N de bosones empieza a ocupar el nivel más bajo. A este fenómeno se le denomina 

condensaci6n de Bose-Einiein. 

2.1 Temperatura crítica y fracción condensada 

Dado que el número total N de bosones se conserva, a N la podemos escribir como la suma 

de partículas en el estado base No más las partículas que están en los estados excitados 

Nf!X' es decir, 

N = No+N" (2.2) 
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donde 

1 
No = e ~"-1 (2.3) 

con p, el potencial químico) y 

(2.4) 

donde sumamos sobre todos los estados) el número promedio 

de partículas bósonicas en el nivel de energía definido por k. De la ecuación anterior es 

fácil ver que para un gas de bosones el potencial químico debe satisfacer ~k - J1 2: O o 

1.1 :S Ck en caso contrario el número promedio de partículas !sería negativo! Aquí el valor 

más bajo de la energía es C.k = O == éO = O por lo que el requerimiento sobre fL se traduce 

a no ser positivo. En el límite termodinámico (L -jo 00, N -jo 00 pero N/L3 == n = de) 

la suma de la ecuación (2.4) se puede aproximar mediante la siguiente integral 

(2.5) 

con n = (2n / L)' el volumen de la celda unitaria en el espacio de k. Sustituyendo (2.1) 

en (2.5) nos queda 

(2.6) 

La integral anterior puede evaluarse en el espacio k usando coordenadas esféricas mediante 

los cambios de variables 

(
/:2)1/2 
2~ kx = ksin t9 cos (ji (2.7) 

-"- k¡, = ksin 9 sin <p ( 
~2)1/2 

2m. 
(2.8) 
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(
Ti2 )'/2 2~ kz=kcos() (2.9) 

donde k E [0,(0), g E [O,11"]Y'P E [0,211"], obteniéndose, en términos de la energía o 

V (2m)! 00 el N =- de . 
ex 41f2 -¡;:: 10 eI* ¡.t) - 1 (2.10) 

Si recordamos que N= = 100 

def(é)g(e) donde 

1 
f(e) = eP(, 1') _ 1 

es la función de distribución de Bose-Einstein, podemos identificar a 

L' (2m)~ , 
g(o) = 411"2 Ii' o' (2.]]) 

como la densidad de estados, es decir, el número de estados por unidad de energía. En la 

Fig. 2.1 mostramos como depende la densidad de estados en unidades de (2mL'/ñ')(1/411"), 

de la energía de las partículas en unidades de ñ.' /2mL'. 

Ahora la ecuación (2.10) toma la siguiente forma si hacemos el cambio de variable 

X'" (30 

V (2m)~ roo X~ 
Ne:r. = 41T2 73f(! Jo dx eX-z 1 - 1) (2.12) 

con z = e!" la fugacidad. La integral en la ecuación anterior es la función de Bose g~ (z) 

(ver Apéndice A) multiplicada por la función rm 

Recordando que r(~) = .Jii /2 Y usando el hecho de que (3 = 1( kBT nos queda que el 

nlÍmero de partículas excitadas como función de la temperatura está dado por 

V T. (2.13) 
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4,-------------------, 

3 

Oi---,---,---,----r--~ 

o 2 4 6 8 1C 

Fig. 2.1 Densidad de estados g(E) como función de la energía" para un 

gas ideal de bosones en 3D. 

Para temperaturas altas y mayores que la temperatura crítica 11 se comporta clásicamente, 

es decir) J1. < O Y N ez = N. Es decir, todas las partículas del sistema se encuentran en 

los estados excitados de energía. Sin embargo, cuando se disminuye la temperatura del 

sistema J-L ---+ 0, el estado base de energía comienza a poblarse "significativamente" y los 

estados excitados disminuyen su número de partículas de tal manera que N permanece 

constante. La temperatura a la que ocurre jJ. = O Y N = Ne:r. o No = O se le llama tempe-

ratura crítica Te> 

Temperatura crítica 

Como para T = Te se tiene que N= = N Y l' = O o z 1, entonces la Ec. (2.13) se 

convierte 

(2.14) 
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que es una constante para cualquier temperatura. De la ecuación (2.14) podemos despejar 

la temperatura crítica Te 

(2.15) 

Fracción del condensado 

La fracción del número total N de partículas que se encuentran poblando los estados 

excitados en ténninos de la temperatura crítica se obtiene combinando las Ec. (2.13) y 

(2.14), es decir 

Nex _ (T)~ g~(z) 
N - T, g,(I)" , 

(2.16) 

De igual forma podemos calcular la fracción del condensado, es decir, la fracción de 

partículas que se encuentran en el estado base No/N a T :S T,. De la Ec. (2.2) 

No Nex ¡;¡=I- N , (2.17) 

y por tanto sustituyendo (2.16) en (2.17) y considerando que z = 1 para T :S T, nos queda 
, 

NO =I_(T)' 
N T,' 

(2.18) 

En la Fig. 2.2 mostramos la fracción de partículas condensadas Ec. (2.18) como función 

de la temperatura. 

2.2 Energía interna 

Teniendo en cuenta que la energía del sistema es la suma de las energías de cada bosón, 

entonces la energía para nuestro sistema se calcula de la siguiente manera 

u - "c n _" Ck - ¿ k k - L- e{3(€/c-I') l' 
k k -

(2.19) 

10 



1.0 --r-=----------

0.8 

ZO.6 -= 
ZO.4 

0.2 

0.0 +--.------r--~-.__~ 
0.0 0.2 0.4 0.6 

T/T e 
0.8 1.0 

Fig. 2.2 Fracción de partículas condensadas como función de la temperatura 

para un gas ideal de bosones en 3D. 

que en el límite termodiámicao V ---¡. 00 la suma anterior la podemos aproximar por la 

integral 

1 ¡= ¡= ¡= Ok 
U = n _= dkx _= dky -00 dkz e~(" .) _ 1 ' (2.20) 

en donde sustituyendo o, dada por la ecuación (2.1), haciendo el cambio de variable dados 

por las ecuaciones (2.7), (2.8), (2.9) Y usando la densidad de estados Ec. (2.11), la energía 

nos queda como 

V (2m)~ loo d u=- -;;2 de . 4,,' ñ. o e~('-.) - 1 
(2.21) 

Haciendo el cambio de variable x = (30, usando el hecho de que r(~) = ~ft, que (3 = 

!jkBT Y escribiendo la integral resultante en términos de la función de Bose corres-

pondiente, 

3 (mkBT) ¡ U = -2kBTV --;;--;T¡¡ 9' (z) 271" ). 2 
V T. (2.22) 
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1.6.-----------------------~ 

0.4 

0.0 ...jL~-r--___r--__._-___1 

o 2 

T/T e 
3 4 

Fig 2.3 Energía interna como función de la temperatura para un gas ideal 

3D de bosones 

En términos de la temperatura crítica la ecuación anterior se puede reescribir de la sigui-

ente manera 

u = ~NkBTg~(z) (T)~ 
2 g.(1) Te , 

\f T. (2.23) 

En la Fig. 2.3 mostramos el comportamiento de la energía interna como función de la 

temperatura. 
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2.3 Calor específico 

El calor específico a volumen constante Cv = (~~) se obtiene derivando la expresión 
N,V 

(2.23) para la energía interna, 

donde la prima significa la derivada respecto a z. 

Para T > TOo se tiene que N", = N Y la Ec. (2.16) se trasforma en 

de donde podemos calcular ~, es decir 

&z 
&T 

31 g,(z) 
----,-

2T g;(z)" 
• 

Sustituyendo la ecuación (2.26) en (2.24) tenemos que 

donde hemos usado la expresión (2.25). Finalmente Cv para el caso T > T, es 

(2.24) 

(2.25) 

(2.26) 

Cv = ~NkB[!i.g~(Z) - ~g~(Z)l = ~NkB[!i.g~(Z) - ~g~(Z)l (2.27) 
2 2g,(z) 2g,(z) 2 2g,(z) 2g,(z)' 

~ '2 ~;¡ 

donde la pnma indica la derivada respecto a z. 

3 g,(l) (T)% 
Para T ::; TOo ¡;. = O Y Z = 1 por lo que U = 2NkBT g: (1) T, Y Cv está dado por 

• 

(2.28) 

De las Ecs. (2.27) y (2.28) podemos calcular la discontinuidad del calor específico en 

Te por medio de la diferencia 

!;,Cv = C¡; - ct, 
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Fig. 2.4 Calor específico Cv /NkB como función de la temperatura T para 

un gas ideal de bosones en 3D. 

donde Cv y C.t son los calores específicos poco antes y poco después de Te) respectiva-

mente. Por lo tanto, 

(2.29) 

pues 91(1) --¡. 00, la ecuación anterior muestra que no hay salto en el calor específico, es , 
decir, no hay discontinuidad en el calor específico, como puede observarse en la Fig. 2.4, 

la cual muestra como varía el calor específico al variar la temperatura. 

2.4 Ecuación de estado 

Para encontrar la ecuación de estado, es decir la ecuación que relaciona la energía interna 

U 1 el volumen V y la presión P del sistema, hacemos uso de un resultado de la Mecánica 
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Estadística [151 

PV ' 
kBT == ln3(T, 11,¡.¿) (2.30) 

con 3(T, Vd'),) la función de partición para un gas de bosoues (ensamble gran canónico) 

la cual está dada por 

(2.31) 

Así, 

(2.32) 

donde z :::: ef3P.. En el lúnite termodinámico la suma la aproximamos por la integral 

PV r= 
kBT = - Jo dE(é)ln(l- ze-

p
,), (2.33) 

donde la densidad de estados 9(e) está dada por la ecuación (2.11). Usando ésta y haciendo 

una integración por partes tenemos que 

o , 
PV = V (mkBT)' ,(z). 
kBT 27r1i2 9, 

En términos de la energía interna (2.23), la ecuación anterior queda 

que es la ecuación de estado. 

2.5 Entropía 

2 
PV=-U 

3 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

Para calcular la entropía S usamos el siguiente resultado de la termodinámica, es la 

expresión para la energía libre de Gibbs [161 para un sistema monoatómico, 

G=N¡.¿=U+PV-TS (2.37) 

15 



4.---------------------~ 

3 

O~----r_--_,----,_--~ 

o 2 

T/T e 
3 4 

Fig. 2.5 Entropía como función de la temperatura en unidades de Te) para 

un gas ideal de bosones en 3D. 

Incorporando la ecuación de estado (2.36) en la ecuación anterior tenemos que 

5 
TS=;;y-NI", 

en donde sustituimos la expresión (2.23) de la energía interna y despejamos S 

5 (T)~9'(Z) NI" S=-NkB - -'---
2 T, g~(1) T 

V T. (2.38) 

Para T < T, se tiene 1" = O Y por tanto z = 1 así que el segundo término de (2.38) se hace 

cero y la entropía toma el siguiente valor 

(2.39) 

En la Fig. 2.5 graficamos la entropía S como función de la temperatura normalizada 

T /Te , se observa qCll S es continua en T = To::. 
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Capítulo 3 

Bosones con relación energía-momento 
generalizada 

En este capítulo consideraremos un gas de bosones en d > O dimensiones moviéndose 

cada partícula según la relación de dispersión ék = cskS, con s > O [17]. es decir con una 

relación energía-momento generalizada 

3.1 Temperatura crítica y fracción condensada 

Para calcualar la temperatura crítica Te Y la fracción del condensado No/N, hemos de 

calcular primero el número de bosones como función de la temperatura, es decir 

N = No+N" (3.1) 

con 

No = 
1 

e-p" - 1 

Y 

N -:L 1 
ex - k~O e!3(Ek p.) - 1 ) (3.2) 

donde N es el número total de bosones, No es el número de bosones que están en el estado 

base y Nex los bosones que están en los estados excitados. En el límite termodinámico el 

miembro derecho de la ecuación (3.2) se calcula aproximando las sumas por las siguientes 

intregrales 

(3.3) 
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con O = (27r I L)d el volumen de la celda unitaria en el espacio k y encontrando el volumen 

de una hiperesfera de radio R en O :s: d dimensiones [22]. La ecuación (3.3) se puede 

escribir como (ver Apéndice C) 

(3.4) 

De la ecuación anterior se tiene que la densidad de estados g( é) la podemos obtener 

al identificar 

(3.5) 

de donde 

(3.6) 

pero como 

y además 

( 
é )d-1/' kd- J = _ 
e, 

Sustituyendo estas expresiones en la ecuación (3.6) tenemos que 

(3.7) 

es la densidad de estados en d-dimensiones. Por lo tanto el número de partículas en los 

estados excitados es 

Haciendo ahora el siguiente cambio de variable x == (3E y definiendo z = e(jp. la ecuación 

anterior Loma la forma 

Nu = "'r""(d"/"'2)-~"'d/,,"22"'d-'-J (-~/-) _1_ r~ dX....:;x,-d/::-'-_J-, 
" SCIJ H fjdjlJ Jo z lex - 1 
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o simplemente 

v r(d/8) (kBT)dj, 
N= = 8 r(d/2)"dj22" 1 c: 9dj'(Z). (3.8) 

Telllperatura crítica 

Partiendo de la última ecuación podemos calcular la temperatura crítica a la cual empieza 

a ocurrir la condensación de Bose-Einstein. La temperatura crítica Te se define como la 

temperatura a la cual el potencial químico fL es igual a cero es decir z = 1 Y también que 

N= = N o No = O. Sustituyendo T = T, en la Ec. (3.8) obtenemos la siguiente igualdad 

V r(d/8) (kBT,)dj, 
N = 8 r(d/2)"dj22d-l -;;;- 9dj,(I) (3.9) 

de donde despejamos la temperatura crítica 

T. _.2 [r(d/2)87rdj22d-l],jd [N],jd 
,- kB r(d/8)9dj,(I) V 

(3.10) 

Fraccción del condensado 

La fracción del número de partículas del total N que se encuentran poblando el nivel de 

energía más baja, es decir) la fracción condensada es 

No = 1- 9d/8(Z) (T)d
j
, 

N 948(1) T, 
(3.11) 

3.2 Energía interna 

Para obtener la energía interna sumamos la energía de cada una de las partículas sobre 

todos los estados k 
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la cual en el límite termodinámico podemos aproximar con la siguiente integral 

u = fooo dEntE) g(e) e. 

Así, sustituyendo g(e) dada por la Ec. (3.7) tenemos que 

u = V (_l_)d l ' roo dE----,e--,d;:-/'-,-
r(d/2)2d '8 c,'fr·/2 Jo z 1elk - 1" 

Haciendo el cambio de variable x = j3é Y sustituyendo la integral por la respectiva función 

de Base multiplicada por la función Gamma tenemos que 

V (1 ) di' 1 
U = r(d/2)2d '8 c,'fr'I' fjd/H,gdl'+' (Z)r(d/8 + 1) 

donde reacomodando términos y usando la ecuación (3.9) se tiene finalmente que 

V T. (3.12) 

Nótese que para el gas ideal de bosones tridimensional s = 2 Y d = 3, se recupera la 

Ec. (2.23) Y además en el límite cuando T ~ 00, y entonces 9dl.+1(Z)/9dl,(z) ~ 1 pues 

(1/9dl,_' (1))(T/Te)d/8 = (l/9dl,-1(Z)) y por lo tanto 

d 
U = -NkBT 

8 

3.3 Calor específico 

El calor específico de un gas ideal de bosones se calcula a partir de su definición en 

términos de la energía interna 

Cv= (:) . 
N,V 

De la Ec. (3.12) para U tenemos que para T > Te. 

Cv = ~ [~NkBT9dl'+1(Z) (T)d
l
'] 

&T 8 9dl.(I) Te 
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(3.13) 

donde la prima significa la derivada respecto a la temperatura. Ahora, de la Ec. (3.12) 

cuando T > Te 1 N = N ex por tanto 

además 

8z d 1 gd/'(Z) 
8T = -~T I./,(z)" 

Así para este caso tenemos que el calor específico 

Cv = ~NkB [(~ + 1)gd/'+1(z) - d gd/'(Z) 1 
s s gd/'(Z) sgd/'_1(Z) 

(3.14) 

Encontremos ahora el calor específico cuando T < Te' En este caso ¡.t -. O Y z = 1 1 la 

ecuación para la energía tiene entonces la siguiente forma 

y el calor específico es 

Cv = ~(~+ l)NkB
gd/'+l(l) (T)d/' 

s s gd/,(l) T, 
(3.15) 

Dado que forma funcional para Cv es diferente en ambos intervalos de temperatura en 

T = T, calculamos el posible salto b.Cv definido como la diferencia de la Ec. (3.14) 

y (3.15) evaluadas en T" es decir, b.Cv = Cv(T,-) - Cv(T/). Haciendo la diferencia 

encontramos 

b.Cv gd/,(l) (d)2 
NkB = gd/,-1(1) ~ (3.16) 

Ahora, como para dls - 1 S 1 gd/,-1(1) diverge, mientras que para dls - 1 > 1 

gd/.-1(1) converge entonces si dls S 2 el salto b.Cv = O, existiendo un salto finito dis

tinto de cero si di s > 2. 
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3.4 Ecuación de estado 

Usando un resultado de la Mécanica Estadística encontrarnos que la ecuación de estado 

está dada por 

PV
T 

=' InS(T, V,¡t) 
kB 

donde S(T, V, ¡t) es la función de partición para un gas de bosones (ensamble gran 

canónico). La cual está dada por 

(3.17) 

Por lo tanto, 

PV 
-k = - ¿ln(l- ze-~'), 

BT , 

donde z = ef3p. En el límite termodinámico la anterior sumatoria la podemos escribir 

como una integral de tal forma que 

PV (~ 
kBT = - Jo deg(E) In(l - ze-~'). (3.18) 

Usando la densidad de estados g(é) dada por la ecuación (3.7) y haciendo una inte

gración por partes (ver Apéndice D) tenemos que la ecuación de estado queda 

s 
PV=-U 

d ' 

la cual es una generalización de la Ec. (2.36). 

3.5 Entropía 

(3.19) 

Para el cálculo de la entropía utilizaremos la expresión para la energía libre de Gibbs [16J 

para un sistema monoatómico 

G",N¡L=U+PV-ST 
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o 

ST~ U +PV -NI', 

sustituyendo la ecuación de estado (3.19), la ecuación anterior nos queda 

en donde utilizando la ecuación (3.12) tenemos 

'rIT. (3.20) 

Si T S Te1 tenemos que 

Ahora, paraT » T, (límite clásico) como (1/9dj.(1))(T /T,)dj• ~ (1/9dj' (z)) y 9djHI (z)/ 9dj'(Z) ~ 

1, de la Ec.(3.20) llegamos a que 
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Capítulo 4 

Bosones bidimensionales atrapados por 
potenciales armónicos 

4.1 Gas de bosones en dos dimensiones atrapado por un 

potencial armónico unidimensional 

Consideremos un gas de bosones que inicialmente se mueve libremente en dos dimen-

siones Fig. 4.1A, al cual restringiremos su movimiento en una dirección que tomamos 

como y, mediante un potencial de oscilador armónico, mientras que los bosones podrán 

moverse libremente en la dirección perpendicular x. Fig. 4.1B. 

El Hamiltoniano para un bosón en este sistema es, 

H = H.+H, 

con 
2 

H -:&. 
x- 2m 

2 
1 2 Py 

Hy = 2"Y + 2m' 

donde Px Y Pv son las componentes del momento lineal p, de las partículas. Resolviendo la 

ecuación de Schr6dinger, HIJJ = .::W, podemos separar el problema en el de una partícula 

libre en una "caja" unidimensional de lado L, para la cual se encuentra que los valores 

propIOs de la energía son 
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donde 

o OU yU O o 
00°0 0 00 O 

A 0 0 °00 00 o 0° o o O~OOO 00 O O X 00 o o 
o o o o 000 

00 o o 00 O 00 
00 O o o o o 

00 O 8 00 
O O 

O O O potencial ex terno B ~O 
-~~----- ---(j~-
~C{;o%'?o'6°gQoOol8 ~ 
0000 o 0 0 00 
00 o °0°0 o o o o o 

--o~-~--fi~--~--~o--

Fig. 4.1 Gas de bosones: A) libres en dos dimesiones, B) de bosones 

atrapados por un potencial tipo oscilador armónico. 

_ ñ?k'; _ 4ñ?7r2( 2) 
Ex - 2m - 2mL2 nx 

nx =O,±l,±2, ... 

más el de un oscilador armónico cuántico unidimensional cuyos eigenvalores de la energía 

son 

por lo tanto la energía por bosón será 

con 

w k" = -n •. 
v 

25 

ny = 0,1,2, ... 

(4.1) 



con v una cantidad con dimensiones de velocidad. 

4.1.1 Temperatura crítica y fracción condensada 

El número total de bosones N se conserva tal que No estarán en el estado de energía más 

baja y Nex distribuidos en los estados excitados, es decir 

1 
N = No + ~ e{3{ék Il-) _ l' (4.2) 

donde é está dada por (4.1). En el límite termodinámico el segundo término del miembro 

derecho de la ecuación (4.2) al cual se designa por Ne;¡; se calcula mediante 

(4.3) 

con rl ~ (2nIL)(wlv) el volumen de la celda unitaria en el espacio k. Sustituyendo la 

ecuación (4.1) en la ecuación (4.3) 

La anterior integral puede evaluarse haciendo los cambios de variables 

G~) ~ k, ~ kcose 

;¡,vky = k2 sin2 () 

(4.4) 

(4.5) 

(4.6) 

donde k E [0,00) ye E [O,11"J Después de sustituir las ecuaciones (4.5) y (4.6) en la 

ecuación (4.4), nos queda 

L 1 (2m) ~ looo k' 
N" ~ -, =¡¡ dk .B(k'+'"-") . 

1r fU;.). o e; 2 - 1 
(4.7) 

Para poner N" de la Ec. (4.7) en términos de , definamos l' ~ 1'0 + 1', con 1'0 ~ Iiw /2 y 

sea € = k2 . Así la ecuación (4.7) para Nex toma la siguiente forma 

L 1 (2m) ¡ looo ,'/' Nex = -- "72 dé . 
1r hw h o e{3(~ Il-¡) - 1 

(4.8) 
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De la ecuación (4.8) podemos identificar la densidad de estados g(é) ya que está escrita 

en la forma 10= dEf(E)g(E) donde 

1 1 
f(E) = eP<s ") _ 1 e~<' ",) - 1 

es la función de distribución de Bose-Einstein y la densidad de estados [18] es 

( ) _ L 1 (2m) ~ 1/'. 9 é --- -, E 
7r fl1.rJ ñ, ' 

(4.9) 

Haciendo el cambio de variable x = (3€ y definiendo z = efJJJ.l tenemos que la ecuación 

(4.8) toma la forma 

(4.10) 

donde la integral en la ecuación anterior es la función de Bose (ver Apéndice A) multipli-

cada por la función Gamma, es decir 

L 1 (2m)~ 3/' N" = --¡; --;:T (kBT) g3/,(z)f(3(2). 
7r:W ñ, 

(4.11) 

Recordando que f(~) = ..fii(2 nos queda que el número de partículas excitadas como 

función de la temperatura está dado por 

, 
L 1 (2m)" 3/' N .. = "2 tu", ;;¡:,'i (kBT) 93/'(Z). (4.12) 

Nótese que aquí la energía del estado base es t,,,, (2 diferente de cero y los resulta-

dos equivalen a haber trasladado nuestro origen r).{~ /2. Respecto a cste nuevo origen el 

potencial químico parte de cero en lugar de su valor más grande Tl1.rJ/2. 
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Temperatura crítica 

A T ~ Te todas las partículas están en los estados excitados es decir, N ~ N=(T ~ Te), 

el potencial químico ¡.t = /1-0 o ¡.tI = O Y z = 1. Haciendo estos cambios en la Ec. (4.11) 

tenemos 

L 1 (2m)~ 3/' () N ~ "2 ñw ;¡:,'! (kBTe) 93/' 1 , (4.13) 

despejando la temperatura crítica obtenemos 

1: - 2.. [2N ñ.'w 1 i (2..) i 
e - kB L 9,(1) 2m . (4.14) 

Nótese que la temperatura crítica es directamente proporcional a la densidad de partículas 

elevadas a la potencia 2/3, por lo que podemos pensar que los bosones en este sistema se 

comportan de la misma manera que los bosones de un gas ideal de bosones en 3D. 

Fracción del condensado 

La fracción del número de partículas total N que se encuentran poblando los estados 

excitados se obtiene combinando las ecuaciones (4.12) y (4.13) 

N" _ 93/2(Z) (T )3/2 
N - 93/,(1) Te 

y la fracción del número de partículas que están en el estado base para T < Te es 

No ~ 1- (T)3/' 
N Te 

comportamiento que reconocemos igual al de un gas ideal en 3D. 
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4.1.2 Energía interna. 

Teniendo en cuenta que la energía del sistema es la suma de las energías de cada bosón, 

entonces la energía para nuestro sistema se calcula de la siguiente manera 

Ek 

U = Uo + L ef3(ek.~~) _ 1 ' 
k¡<O 

(4.17) 

donde Uo es la energía de los bosones que se encuentran en el estado base con Uo = Noéo. 

En el límite termodinámico la sumatoria [19J de la ecuación (4.17) la podemos aproximar 

con una integral de la siguiente forma 

(4.18) 

donde sustituyendo ck dada por la ecuación (4.1), haciendo los cambios de variable dados 

por las ecuaciones (4.5), (4.6) Y definiendo jJ. como se hizo para encontrar N= tenemos 

u = !cñwN + ~NkBT95/'(Z) (T)'/' 
2 2 9,/,(1) T, 

VT. (4.19) 

En la figura 4.2 mostramos la variación de la energía interna con la temperatura para uno 

y dos osciladores. Puede notarse que el efecto de introducir un oscilador más, aumenta 

la energía interna del sistema en una cantidad que es proporcional a la temperatura; es 

igual a kBT /2 para T ~ 00 y cero para T = O. 

4.1.3 Calor específico 

Dado que el calor específico nos proporciona informacion de una posible transición de 

fase, el calor específico a volumen constante se obtiene de la siguiente identidad 

Cv = (8U) . 
aT N,V 
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O 2 3 4 
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Fig. 4.2 Energía interna para un gas de bosones en 2D atrapado por 

ó = 1, 2 potenciales armónicos. 

Derivando la ecuación (4.19) respecto de T a volumen y número de partículas constante 

donde la prima significa derivada respecto a z. 

Ahora, para T > T" N = N= entonces de (4.15) tenemos 

1 1 (T)3/2 
g3/2(Z) = g3/2(l) T, 

además 

por lo tanto 

(4.20) 

Para T < Te, PI = O Y z = 1, así 
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Fig. 4.3 Calor específico para un gas de bosones en 2D atrapado por 

b = 1,2 potenciales armónicos Ec. (4.20). 

y derivando esta última expresión respecto de T obtenemos 

(4.21) 

Examinemos el comportamiento del sistema cerca de la temperatura crítica, para ello 

evaluaremos las ecuaciones (4.20) y (4.21) para el calor específico en T = T, Y haremos 

su diferencia, es decir, calcularemos la discontinuidad de Cv en Te, la cual está dado por 

I'>Cv = ~NkB93/2(1) 
4 91/2(1)' 

(4.22) 

y como 91/2(1) ~ 00 entonces I'>Cv = O por lo tanto no tenemos salto. La figura 4.3 

representa la variación del calor específico con la temperatura para uno y dos osciladores. 
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4.1.4 Ecuación de estado 

Para encontrar la ecuación de estado, es decir la ecuación que relaciona la energía interna 

U, el volumen V y la presión P del sistema, hacemos uso de un resultado de la Mecánica 

Estadística 

PV 
kBT '" In2(T, V,!,) (4.23) 

con ::::(T, V,p) la gran función de partición para un gas de bosones (ensamble gran 

canónico) la cual está dada por 

2(T, V,!,) = rr [ ~(¡l· 
k l-e ekJL 

(4.24) 

Por la manera que deflnimos é y J-Ll en la Seco 1 de este capítulo, podemos escribir la 

ecuación anterior como 

"'(TV)-rr[ 1 1 ....... , ,J1 - k 1 _ e f3(Ek JLl) 
(4.25) 

la cual sustituimos en (4.23) pa:ra obtener 

(4.26) 

donde z '" eP~', 1'1 = l' - 1/21iw y Ji el potencial químico. En ellúnite termodinámico la 

suma la aproximamos por una integral que transforma a (4.26) en 

(4.27) 

donde la densidad de estados g«) está dada por la ecuación (4.9). Usando ésta y haciendo 

una integración por partes (ver Apéndice D) tenemos que la ecuación de estado es 

(4.28) 
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Fig. 4.4 Entropía para un gas de bosones en 2D atrapado por ó = 1,2 

potenciales armónicos Ec. (4.31). 

4.1.5 La entropía 

Partiendo de la expresión para la energía libre de Gibbs [16J para un gas monoatómico la 

cual está dada por 

G=N¡,=U+PV-TS, (4.29) 

incorporando la ecuación de estado en la ecuación anterior tenemos 

2 [ NñW] TS=U+:i U--
2

- -NI', (4.30) 

por lo tanto la entropía queda como 

s = 15 NkB
9S/2(z) _ NkBlnz. 

6 93/2(Z) 
(4.31) 

Nótese que esta expresión es igual a la de un gas de bosones ideales en 3D La figura 4.4 

representa la variación de la entropía con la temperatura para cuando consideramos uno 

y dos osciladores. 
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4.2 Gas de bosones en dos dimensiones atrapado por un 

potencial armónico bidimensional 

Nuestro sistema de estudio es un gas de bosones moviéndose en dos dimensiones pero, 

ahora el movimiento de estos bosones será restringido por un potencial de oscilador 

armónico bidimensional, es decir, los bosones son atrapado por dos osciladores unidi-

mensionales mutuamente perpendiculares entre sÍ. 

El Hamiltoniano para un bosón en este sistema es, 

con 

H=Hx+Hy 

H 
1 2 p; 

=-K,X +
x 22m' 

1 2 P~ 
Hy = 2"Y + 2m: 

Como el gas no podrá moverse libremente en ninguna de las dos dimensiones) al resolver la 

ecuación de Schr6dinger Hw = "w los eingenvalores para la energía de cada boson serán 

simplemente los valores de la energía para un oscilador armónico cuántico bidimensional 

[201- Así 

Si definimos 

k = n:rw 
x- v 

k = nllw 
y- v 
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con nx , ny = 0, 1,2, ... donde v tiene unidades de velocidad. Entonces 

( 4.32) 

4.2.1 Temperatura crítica y fracción condensada 

El número total de bosones N se conserva tal que No estarán en el estado de energía más 

baja y Nex distribuidos en los estados excitados, es decir 

1 
N = No + L e~(" ~) _ 1 

kio 
(4.33) 

donde e esta dada por (4.32). En el límite termodinámico el segundo término del miembro 

derecho de la ecuación (4.33) al cual se designa por Nex se calcula mediante 

1 roo roo 1 
Nex = n Jo dkx Jo dky ef3{e ~) _ 1 ' (4.34) 

con n = (wjV)2 el volumen de la celda unitaria en el espacio k. Sustituyendo la ecuación 

(4.32) en la (4.34) tenemos 

(V)2 roo roo 1 
N", = ;;:; Jo dkx Jo dI<¡, e~(,,",+vh(k%+k") ~) _ l· 

La integral anterior puede evaluarse haciendo los cambios de variables 

v n.k" = k2 cos2 B 

vli.ky = k' sin' B 

(4.35) 

(4.36) 

(4.37) 

donde k E [0,001 y B E [O, H Después de sustituir (4.36) y (4.37) en (4.35), nos queda 

( 
1 )' roo k' 

Nex = 2 tlJJJ Jo dk ef3(k2+hw-~) _ l· (4.38) 

Pongamos N", de la Ec. (4.38) en términos de e, para eUo definimos l' = 1'0 + 1'1 con 

/Lo = hw y sea f = k2 • Así la ecuación (4.38), para Nex , toma la siguiente forma 

N", = (_1 )' roo d'-=-::'-;--:-nw Jo e/J{t ~¡) - l· 
(4.39) 
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De la ecuación anterior podemos identificar g(E) ya que está escrita en la forma 

1.00 
dEf(é)g(e) donde 

1 1 
f(é) = ePi' ~) - 1 = ePi' ~,) - 1 

~ la función de distribución de Bose-Einstein, y la densidad de estados es 

g(é) = Cj~)' (é-Tl,",), (4.40) 

es decir, el número de estados por unidad de energía. Haciendo el cambio de variable 

x = f3E Y definiendo z = ef3J.Ll tenemos que la ecuación (4.38) se trasforma a 

1 ' 100 x N,x = -ñ (kBT)' dx 1 ' 
:w o z eX -1 

(4.41) 

con z la fugacidad donde el potencial químico ha sido trasladado nJ.JJ. La integral en la 

ecuación anterior es la función de Bose multiplicada por la función Gamma, es decir, 

1 ' 
N= = TI,", (kBT)'g,(z)r(2). (4.42) 

Recordando que r(2) = 1, nos queda que el número de partículas excitadas como 

función de la temperatura está dado por 

(4.43) 

Temperatura crítica 

Como todas las partículas están en los estados excitados cuando T = Te y el potencial 

químico /1- = Tiw Ó /1-1 = O con z = 1, de la ecuación (4.43) tenemos 

N = (L)' (kBT,)'g,(l), (4.44) 

donde despejando la temperatura crítica obtenemos 

(4.45) 
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Fracción del condensado 

La fracción del número de partículas total N que se encuentran poblando los estados 

excitados se obtiene combinando las ecuaciones (4.43) y (4.44) 

(4.46) 

Para T < Te Z = 1 Y la ecuación anterior queda 

N, = (T)2 
N Te 

La fracción del número de partículas que están en el estado base para T < Te se calcula 

recordando que N = No + Nex obteniéndose 

NO=1_(T)2 
N Te 

(4.47) 

4.2.2 Energía interna 

En el límite termodinámico la suma de la expresión (4.17)) la podemos aproximar por la 

siguiente integral 

(4.48) 

donde sustituyendo ék dada por la ecuación (4.32), haciendo los cambios de variable dados 

por las ecuaciones (4.36) y (4.37), definiendo 1" como se hizo para encontrar N= (Ec. 

(4.42)) tenemos 

U=ñWN+2NkBT~:~~~ (~)2 
Nótese que para TITe» 1 

(U - Nr/w) ~ 2 
NkBT 

como sucede para un gas ideal en cuatro dimensiones. 

:l7 

\f T. (4.49) 



4.2.3 Calor específico 

El calor específico a volumen constante está dado por 

Cv= (~~) . 
N,v 

Para encontrar Cv cuando T 2: Te derivamos la ecuación (4.49) respecto de T a volumen 

y número de partículas constante 

Cv = 6NkB93(z) (T)' + 2NkBTg',,(z) (T)' {)z 
9,(1) T, 9,(1) T, {)T 

Ahora, para T?: T, N = N= entonces de (4.46) tenemos que 

1 1 (T)' 
9'(Z) = 9,(1) T, 

Además 

{)z 29'(Z) 
{)T -7' 9~(Z)' 

por lo tanto 

93(Z) (T)' 9'(Z) 
CV = 6NkB 9,(1) T, - 4NkB 9'(z) (4.50) 

Encontremos ahora Cv cuando T < Te) en este caso PI = O Y z = lIa cual sustituimos 

en (4.49) que derivamos respecto de T 

Cv = 6NkB 93 (1) (T)' 
9,(1) T, 

(4.51) 

Para ver si existe salto en el calor específico [21J el cual se define /lCv , evaluaremos las 

ecuaciones (4.50) Y (4.51) en T = T" es decir 

/lCv = Cv(T,-) - Cv(T,+) 

/lC = 4Nk 9,(1) 
v 8 9,(1)' 
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como 91 (z) ........... 00 concluimos que .6.Cv = O Y por lo tanto no hay discontinuidad en el calor 

específico. Este comportamiento lo podemos observar en la Fig. 4.3 donde graficamos 

CvlNkB vs. TITo. 

4.2.4 Ecuación de estado 

La ecuación de estado, se deduce de la relación (15] 

~~ '" In2(T, V, 1'), (4.53) 

con S(T, V, p) la función de partición para un gas de bosones (ensamble gran canónico) 

la cual está dada por 

(4.54) 

Por la manera que definimos € y f.L en la Seco 1 de este Capítulo, podemos escribir la 

ecuación anterior como 

(4.55) 

y la Ec. (4.53) nos queda 

PV = _ I)n(l _ ze-P'k), 
kBT k 

(4.56) 

donde z == ef3 /Jol. En el límite termodinámico la suma la aproximamos por la integral 

PV looo -T = - d€g(€) ln(l - ze-P'), 
kB o 

(4.57) 

donde la densidad de estados g(é) está dada por la ecuación (4.40). Usando ésta y haciendo 

una integración por partes tenemos que la ecuación de estado es 

1 
PV = "2 [U - Nr¡w[. ( 4.58) 
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4.2.5 La entropía 

Partiendo de la expresión para la energía libre de Gibbs [16] para un gas monoatómico la 

cual está dada por 

G = N!,= U +PV -TS, 

incorporando la ecuación de estado en la ecuación anterior tenemos 

1 
TS = U + 2 [U - Nñw]- NI-', 

y por lo tanto la entropía se muestra en la siguiente ecuación 

g3(Z) 
S = 3NkB-(-) - kBNlnz. 

g, z 

(4.59) 

(4.60) 

(4.61) 

Nótese que está entropía es la misma para un sistema de bosones en tres dimensiones 

atrapados por un potencial de tipo oscilador [6]. De hecho las propiedades termodinámicas 

para el gas de bosones en 2D atrapados por dos osciladores son muy similares a las del 

gas de bosones en 3D atrapados por un oscilador. 
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Tabla 4.1 Resumen de algunas propiedades termodinámicas para los bosones en dos 

dimensiones atrapados por uno y dos osciladores. 

2D 6=2 6=1 

g(e) (ñW)-2 e ~(ñw)-2(~)1/2e'/2 

No/N 1- (1:.)2 To 
1- (1:.)'/2 

To 

To 
ñw [ N )'/2 
kB gz(1) 

-L [2"WNt3 (-,,-) 1/3 
kB 9z{l) 2m 

U/NkBT ñw 2"'(z) ( T)2 
kBT + 92(1) T,;" 

l~ + ~ g'I'(z) (1:. )3/2 
2 kBT 293/2{l) Te 

Cv/Nkp 693{Z) _ 492(Z) 
92(Z) 91(Z) 

1& 95n{Z) _ ~ 93!2{z) 
4 .93/2(Z) 491/2(Z) 

PV ~(U - Nñw) ~(U _ N~) 

S/NkB 31ill=l ( 1:.? - lnz 
92(1) Te 

12. 9S/2{.z) _ lnz 
6 93/2(1) 

m' "". (m)1/3(í'é)2/3 
J% 

41 



4.3 Gas de bosones en ID atrapado por un potencial armónico 

Las propiedades termodinámicas para el gas de bosones en una dimensión atrapado por 

un oscilador annónico, las calculamos de una manera análoga a como lo hemos estado 

haciendo en los anteriores sistemas. En este caso nuestro sIstema es un gas de bosones cuyo 

movimiento es en una dirección que tomamos como x, es restringido por un potencial de 

oscilador armónico de tal manera que el gas no podrá moverse libremente en la dirección 

x. La energía de cada bosón es la energía correspondiente a la de un oscilador armónico 

cuántico unidimensional, es decir, 

nx = 0,1,2, ... 

Si definimos 

k 
_ n:¡;w 

x---
v 

donde v tiene unidades de velocidad, podemos escribir la energía de la siguiente manera 

Iiw 
Ck = ""2 + vñ.kx · (4.62) 

Nótese que el estado de mínima energía es éo = ñIJ.-1/2 

4.3.1 Temperatura crítica y fracción condensada. 

Dado que el número total N de bosones se conseva podemos escribir a N como 

N = No+ N.x (4.63) 

donde 

(4.64) 
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y 

N _" 1 
ex - L (:J(e p) _ 1 ' 

k¡«l e 
(4.65) 

con No el número de bosoues en el estado base y Nex el número de bosones en los estados 

excitados. En el límite tennodinámico la suma de la ecuación (4.65) la podemos aproximar 

con la mtegral 

1 (= 1 
Nex = n Jo dk efJ(ek p.) _ l' (4.66) 

donde n = w/v se define como el volumen de la celda unitaria en el espacio k, y w, v son 

la frecuencia y la velocidad de oscilación respectivamente. sustituyendo (4.62) en (4.66) 

(4.67) 

donde definiendo l' = 1'0 + 1', con 1'0 = ñ", /2 y t = vñ.k, entonces la ecuación (4.67) toma 

la siguiente forma 

N-1(=dz 1 
ex - ñ.w Jo e{3{E P.l) - l' (4.68) 

En la ecuación anterior podemos identificar la densidad de estados g( e) la cual es constante 

y ésta dada por 

1 
g(o) = ¡,,,,' (4.69) 

Si hacemos el cambio de variable x = (j€ Y definimos z = e(jP.l tenemos que la ecuación 

(4.68) toma la siguiente forma 

1 1 (= x 1 
N,,= li",fjJo dx z 'ez -l = li",kBTg,(z)f(I). (4.70) 

Así el ll1ímero de partículas que se encuentran en los estados excitados como función de 

la temperatura es 

1 
Na = -/i kBTg, (z). 

'''' 
(4.71 ) 
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Temperatura crítica 

~a temperatura crítica Te, es la temperatura a la cual el estado base con energía éO = ñw /2 

~mpieza a poblarse, entonces de la ecuación (4.71) tenemos que cuando T = Te, Nex = N, 

:.tl = O Y z = 1, por lo tanto la temperatura crítica está dada por 

(4.72) 

De la ecuación (4.72) podemos ver que Te = O, pues 9,(1) diverge. 

Fracción del condensado 

Aquí, la fracción de partículas que se encuentran poblando el estado base No/ N vale uno 

si T = Te = O Y vale cero para toda T > Te-

4.3.2 Energía interna 

La energía del gas de bosones en una dimensión atrapado por un potencial de oscilador 

armónico se calcula de la siguiente manera 

u = Uo + L: nkOk 

k"O 

(4.73) 

donde Uo = NOéo es la energía de los bosones que se encuentran en el estado base. En 

el límite tennodinámico la sumatoria de la ecuacion (4.73) la podemos aproximar con la 

siguiente integral 

(4.74) 

Sustituyendo (4.62) en (4.74), definiendo, = vhk y l' = 00 + 1" tenemos que la energía 

interna para el gas en este sistema es 

1 g,(z) 
U = -liwN + NkBT--

2 g,(z) 'IT. (4.75) 
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Fig. 4.5 Fugacidad z = e!31Ll y potencial químico ¡.tI para un gas de 

bosones en ID atrapado por un potencial armónico. 

En figura 4.5 mostramos como varía la fugacidad z y el potencial químico MI por partícula 

como función de la temperatura en unidades de ñ.w. La Energía interna referida al estado 

base Nliw /2, dividida por N kBT la graficamos en la figura 4.6, donde notamos que en 

el límite T _ 00, Z -jo O, este cociente tiende a 1, es decir, la energía referida al estado 

base tiende a N kBT lo cual cumple con el teorema de la equipartición de la enegía en dos 

dimensiones) pues el gas de bosones en este sistema lD con un oscilador lo podemos ver 

como un gas ideal de bosones en dos dimensiones. Analogamente si T ....... O, z -+ 1 Y la 

energía de este sistema tiende a la energía del estado base N ru.¡)Ó /2 corno esperabamos. 

4.3.3 Calor específico 

Cv = (&u) 
aT NV 
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Fig. 4.6 Energía interna para un gas de bosones en ID atrapado por un 

potencial annónico. 

Derivando (4.75) respecto de T a volumen y número de partículas constante 

(4.76) 

donde la prima significa derivada respecto a z. Para encontrar la parcial de z respecto a 

T, usamos el hecho de que el número N de bosones es constante por tanto 

El calor específico es 

Cv = NkB [292(Z) - 91(Z)] 
gl(Z) 90(Z) 

'IT. (4.77) 

Analizando la Ec. (4.77) podemos ver que cuando T -; 00, Z -; O Y 9u(z) 8;! z por tanto 

Cv -; NkB que refleja la Ley de Dulong y Petit para un gas en 2D, plles el gas de bosones 

en ID atrapado por un potencial de oscilador armónico, lo podemos ver como un gas ideal 

en dos dimensiones. Analogamentc cuando T ---1' 0, Z -+ 1 Y Cv -+ O. 
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Fig. 4.7 Calor específico para un gas de bosones en ID atrapado por un 

potencial annónico. 

4.3.4 Ecuación de estado 

Para encontrar la ecuación de estado, es decir la ecuación que relaciona la energía interna 

U, el volumen V y la presión P del sistema, hacemos uso de un resultado de la Mecánica 

Estadística 

PV 
k T 

'" ln3(T, V,I'), 
"8 

(4.78) 

con S(T, V, IL) la función de partición para un gas de bosones (ensamble gran canónico) 

la cual está dada por 

3(T,v,I')=II[ ~(" ")j. 
k l-e 

(4.79) 

la Ee. (4.78) nos queda 

PV 
k8

T 
= - ~ ln(l - ze-p

,,), (4.80) 

donde z == e{3Ji.¡. En el límite termodinámico la suma la aproximamos por la integral 

(4.81) 
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donde la densidad de estados 9«) está dada por la ecuación (4.69). Usando ésta y haciendo 

una integración por partes tenemos que la ecuación de estado es 

PV = [u - ~Nñ"'l. (4.82) 

4.3.5 Entropía 

Partiendo de la expresión para la energía libre de Gibbs [16] para un gas monoatómico 

la cual está dada por 

G = Np = U +PV -TS, 

incorporando la ecuación de estado en la ecuación anterior tenemos 

TS = U + [U - ~Nñwl- Np, 

y por lo tanto la entropía se muestra en la siguiente ecuación 

92(Z) 
S = 2NkB-(-) - NkBlnz. 

91 Z 
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Fig. 4.8 Entropía para un gas de bosones en ID atrapado por un 

potencial annónico. 

Tabla 4.2 Resumen de algunas propiedades termodinámicas para los bosones en una 

dimensión atrapados por un potencial de oscilador armónico unidimensional. 

lD 8=1 

g(.) 1 

'"' 
T, O 

U(NkBT hw ~ 
2ksT + n{z) 

Cv(NkB 2~-~ 91(Z) 90(%) 

PV (U - N;W) 

S(NkB 2~-lnz 
g1(Z) 

m· 2<h 
;;;V 
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4.4 MASA EFECTIVA 

Para un gas libre de bosones con una relación de dispersión general dada por 

con € la energía, k la magnitud del vector de onda de las partículas y Cs una constante 

con dimensiones de energía multiplicada por una longitud a la potencia s, la densidad de 

estados en d-dimensiones es 

d ' L (1). '-1 gro) = d - o· . 
r(~)7r'2d-1S c, 

( 4.86) 

Las densidades de estados para los caso estudiados aquí las resumimos a continuación 

gro) = 

1::.....!... (~)! E;1/2 d - 2 (; - 1 2?Tm,., ñ - , -

(¿)' o 

1 
r.w 

d=2,D=2 

d = 1, D = 1. 

Notamos que la dependencia de la densidad de estados gro) con la energía o, es análoga a la 

de un gas ideal en d+ ó dimensiones. La igualdad entre las densidades de estado se observa 

si identificamos a las partículas ideales con una masa efectiva m*. Para encontrar lo que 

llamamos masa efectiva igualamos las respectivas densidades de estados encontradas para 

los sistemas en dimensiones d = 1) 2) Y número de osciladores 8 = 1,2, con la densidad de 

estados en d + S-dimensiones de un gas ideal de bosones. Por tanto la masa efectiva paxa 
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un bosón en el respectivo sistema es 

(m)'/3 (i'é)'/3 d = 2, Ó = 1 

m*= 
d = 2, Ó = 2 

(' .. ) = d = 1, Ó = 1. 

En los tres casos podemos observar que la masa efectiva tiende a cero conforme hacemos 

el límite termodinámico, es decir, L --+ oo. 
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Capítulo 5 

Conclusiones 

En este trabajo hemos estudiado las propiedades termodinámicas de un sistema de 

bosones en ID y 2D atrapados por uno y dos potenciales tIpO oscilador armónico. La 

obtención de estas propiedades nos permite concluir en el caso 2D que tanto para el 

sistema de bosones con uno y dos osciladores se obtiene una Te -1- 0, la cual es proporcional 

a la densidad de partículas elevadas a la potencia 2/(d+6), además de que no se encontró 

salto en el calor específico. Cuando ó = 2, encontramos que la relación energía-momento 

es lineal, comportamiento que tienen los pares de Cooper (231, además de que la masa de 

los bosones tiende a cero en el límite termodinámico. 

Trasladar el origen de las energías por una constante no afecta las propiedades ter

modinámicas del sistema fue lo que nos enseñó el gas de bosones atrapado por un potencial 

armónico donde la energía del estado base es notoriamente diferente de cero. Se obtiene 

que de las propiedades termodinámicas sólo la energía interna cambia por una constante. 

En el caso del gas de bosones en ID atrapado por un potencial la temperatura crítica de 

condensación BE es Te = O, lo cual es de muy poco interés práctico dado que) por ejemplo) 

si estamos interesados en explicar la superconductividad como un fenómeno de CBE es 

natural buscar modelos que presenten propiedades superconductoras a altas Te =f O. Sin 

embargo, teóricamente el gas de bosones en ID atrapado por un oscilador implicó obtener 

la información de sus propiedades termodinámicas de una manera diferente a como se 

obtuvo en el caso del gas en 2D. Analizamos las propiedades del gas de bosones ID 

IIsando corno parámetro la fugacidad z, la cual creemos se puede emplear en sistemas de 
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bosones que presenten una temparatura crítica Te = O. Resumiendo podemos comentar 

que el mejor entendimiento del fenómeno de la condensación de Bose-Einstein en un 

sistema de baja dimensión podría darnos Una nueva pista para interpretar el fenómeno 

de la superconductividad como una CBE. 

Es importante mencionar que la dimensionalidad del sistema y la relación de dispersi6n 

de los bosones determina si exjste Te i O. Así el sistema de bosones 3D atrapado por 1, 

2, 3 osciladores es distinto del sistema de bosones 2D atrapado por 1, 2 osciladores. 

Finahnente, para que el presente trabajo tenga aplicabilidad en la física de nanoestruc

turas se requiere rehacerlo pero sin la aproximación de que ñ.w « kBT. 
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Apéndice A 
Función de Bose 

Una de las de las funciones que más hemos usado a lo largo de esta tesis es sin duda 

la función de Bose, es por ello que a continuación mostramos como se calcula. La forma 

de la función de Bose gq(z) está dada por la ecuación (2.12) la cual aquí reescribimos. 

Para z pequeña 

1 roo 
gq(z) '" r(O") Jo Z 

q-1 
X dx 
lez - 1 

(Haciendo el cambio y = xl) 

(por definición r(lI) 1000 
e'tV

-
1dt) 

Definimos la función de Bose 

x"-1 
1 dx. 
eX -1 

00 zl 1 1000 x u- l 
Z = -=-- dx gq( ) - tr lq r(O") o z- l ex - 1 

Cuando z « 1 la función 9<1(Z) se comporta como z para toda a. Puede observarse que 

90'(Z) es una función monótona creciente de z cuyo valor límite para nuestro interés es 1, 

así cuando z - 1 gq(z) se comporta como la función zeta de IUemann «(cr) [15J es decir 

00 1 
9q(l) = ¿ ¡;; = «(cr) (cr> 1). 

1=1 

(A.l) 
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Apéndice B 
Integral de volumen sobre la esfera 

d-dimensional. 

En este Apéndice mostramos como se calcula el volumen de una esfera en d-diemnsiones¡22], 

la cual hemos empleado en el capítulo 3 El número de partículas está dado por la ecuación 

(3.1) 

(Rl) 

con 

(R2) 

En el límite termodinámico la suma de la Ec. (B.l) se puede aproximar con una integral, 

por tanto 

(R3) 

con n el volumen de la celda unitaria en el espacio k. La energía está dada por 

ek = Ii,'k' 12m 

donde tenernos que ék = e(k) depende sólo de la magnitud de k = Jk? + k~ + __ o + k;¡. 

La ecuación (B.3) puede escribirse como 

(B.4) 

donde Od(k) = Js. da es el área de la hyperesfera S. en el espacio (d - 1) dimensionaL 

El área del hemisferio de Sk es 

(13.5 ) 
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30bre la bola (d-l) dimensional. Bk está dada por 

Se puede demostrar que rld(k) es proporcional a kd- 1 es decir 

(B.6) 

Para calcular Wd se elige un caso particular obteniéndose 

(B.7) 

Entonces la ecuación (3.3) se escribe como 

(B.S) 
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Apéndice e 
Integral de "volumen" en el espacio k 

La integral dada en el capítulo 4 por (4.3) 

donde 

y 

n' , ¡;", 
lO ~ -kx + Ii.vky + -2 

2m 

SI ~ (~) (~) 

La integral anterior puede valuarse si hacemos el siguiente cambio de variable 

( ,,' ) ~ 2;" kx ~ kcos O 

hvky ~ k'sin' e 

cuyo jacobiano es 

( )
1/' 

( 

~ cose 
J ~ det 

(~) sin2 () ", 

(2m) 1/' 
-k --¡¡:z- SinO) (2m)1/2 2k2. 

~ -;T -Sine 

(:k:)cosBsin() TI. vñ. 

por tanto 

~ (~) (~) 2 (2m) 1/' {" dO sinO roo dk-=-:-;;::;-k'-;--
2rr w vT¡ -¡;r Jo Jo CP(k'l+~-¡~) - 1 
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realizando la integral en teta 

(
2L) l (2m)'/2 loo k

2 
Nex = - - -;T dk-",==---,---

?T ñ1.U ñ, o et3{k2+~-IL) _ 1 

haciendo el cambio E = k2 Y sea M = J10 + MI 

Finalmente, sea x = j3E Y Z = e/3lLl entonces 

(
L) l (2m) 1/2 roo ,'/2 

Ne,x = ;: ñw r;:: Jo dE e/3{E 1L1) - 1 

= (~) 2.- (2m) 1/2 (3-3/2 roo X'/2 dx 
?T ñ.w Ji! Jo eXz- I - 1 

usando la función de Base respectiva, y recordando que /3 = l/kBT tenemos 

(
L) l (2m)'/2 Nex = ;; fu,; 17 (kBT)'/2g3/2(Z)f(3/2) (C.I) 

pero [(3/2) = ,fif/2 8Eí que finalmente 

, 
L 1 (2m), ( )3/2 Nex = "2 fu,;2;;r;:z kBT g3/2(Z). (C.2) 

Para encontrar la Ec. (4.42) se procede de manera análoga. 
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Apéndice D 
Ecuación de Estado 

Para encontrar la ecuación de estado} es decir la ecuación que relaciOna la energía 

nterna u, el volumen V y la presión P del sistema, hacemos uso de un resultado de la 

\'Iecánica Estadística 

PV =' In 3(T,v, ¡.¿) 
kBT 

(D.l) 

:on ::::(T, V,J.L) la función de partición para un gas de bosones (ensambe gran canónico) la 

::ual está dada por 

(D.2) 

por la manera que definirnos € y ,1, en la Seco 1 de este capítulo, podemos escribir la 

ecuación anterior como 

(D.3) 

PV = _ ¿ln(l- ze-~") 
kBT k 

(D.4) 

donde z :::;; e{3¡'¡l) /1'1 = J.L - 1 j2ñw y p. el potencial químico. En el límite termodinámico la 

suma la aproximamos por la integral 

(D.5) 

donde la densidad de estados g(E) está dada por la ecuación (4.9). Usando ésta y haciendo 

una integración por partes tenemos que 

sea 

11. = ln(l - ze-p.) 
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y 

realizando la integral por partes 

el primer término dentro del paréntesis cuadrado es cero cuando se sustituyen los límites 

de integración por tanto 

multiplicando el término de la integral por z-le~ / z-lef3t-

haciendo un cambio de variable) sea x = j3€ 

L 1 (2m)I/2 (T)'/2 
= -~ - (kBT)'/2gS/2(Z) ~ 

2ñ.w 1T .le 

donde r(5/2) = 31[1/2/4 además de la Ec. (4.13) tenemos que 

y por tanto 

PV _ 2N 9S/2(Z) (T )'/2 
ksT -""2 9'/2(1) T, 

(j() 

(D.7) 

(D.S) 



Pero de la Ec. (4.19) 

N 95/2(Z) (T)3/2 _ ~ _ Nñ", 
93/2(1) Te - 3kBT 3kBT' 

teniendo finalmente 

(D.9) 
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