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RESUMEN

Un gas de V bosones sin interaccion entre ellos, en dimensién d =2 6 1, es
restringido a moverse en casi una o casi cere dimensiones atrapados por potenciales
externos de oscilador armdnico, unidireccionazles y mutuamente perpendiculares

entre si

Previo a la sclucion de este problema y a manera de sistema de referencia,

resumimos tas propiedades termodindmicas de un gas ideal de bosones en 3D.

Posteriormente estudiamos el comportamiento del gas de bosones sin inter-
accién entre ellos, en d dimensiones y con una relacidn de dispersion generalizada.
La dependencia de las propiedades termodinamicas calculadas nos pemitié identi-

ficar analogias entre este sistema y el de los bosones atrapados.

Pudimos identificar que el gas de bosones en 2D o 1D (atrapado por 1 o
2 osciladores arménicos) muestra propiedades termodindmicas similares a las de
un gas ideal de bosones en d - § dimensiones, con una masa equivalente m* 1a
cual tiende a cero en el limite termodindmico. Para el gas de bosones en 2D
la temperatura de condensacion Bose-Einstein T es proporcional a la densidad
de particulas N/L? elevada a la potencia 2/(d + 6); la fraccién de particulas
condensadas es No/N = 1 ~ (T/T.) 92 y el calor especifico no desarrolla
discontinuidad en el sistema bidimensional restringido, perc si su derivada. En 1D
el gas atrapado tiene una temperatura critica T = 0 por lo que la fraccidn de

particulas condensadas es uno si T, =0 v es cero si T, # 0.



Capitulo 1

Introduccion

Fl dia 2 de julio de 1924 el editor de la revista Zettschrft flir Physik recibld wiz conmuni-
cacién bastanie innsual; era vn frabajo breve, titulado “Planck Guwsetz und Lichtquaten-
hypothese” (La Ley de Planck y la Hipdtesis de los Cuantos de Luz), escrito por el fisico
bengall (nacido en Calcuta el 1 de epero de 1894), Satyendranath Bose, ¥ enviado por
Albert Einstein (1. r

El articulo de Bose, que tanto impresiond a Einstein, contiene una deduccién de la ley
de Planck sin hacer referencia a la Electrodindmica Clasica. Tan sélo unos dias después del
envic del articulo de Bose, el 10 de julio de 1924, Einstein presenté una comunicacién ante
la Academia de Ciencias de Prusia que llevaba por titulo “Quantentheorie des cinatomigen
idealen Gases” (Teorfa Cudntica de los Gases [deales Monoatémicos). FEinstein usa la
relacién momento-energla pare particulss no relativistas de masa finita y condiciones de
ligadura que expresan la constancia de 1a energia y del nidmerc de particulas en el sistema.
Durante ¢l otofic de 1924 Einstein continud trabajando sobre las propiedades de este gas y
particularmente, en su comportamiento a bajas temperaturas y nota que las moléculas se
condensan en ¢l estado de energia més bajo en ausencia de fuerzas atractivas entre ellas,
Esto sncede a temperaturas menores a la que hoy se conoce come temperatura critics de
condensacién. Algin dia de ese otofic Einstein debié leer la tesis doctoral de Louis de
Broglie e inmediatamente reconocié las conexiones con el problema en cuestidn. Habila
cncontraclo el primer ejeraplo de cambic de fase que hoy conocemos como condensacidén de

Bose-Einstein, dedncido mediante métodos puramente estadisticos. En otros apartados



de esle segundo trabajo trata las fluctuaciones como comprobacidén de sus hipdtesis v da
algunas precisiones sobre el fendémeno de condensacién, mencionando como los mejores
condidatos para esle fendmeno al hidrégeno, al helio y al gas de electrones. En los anos
1930 surgidé una nueva fuente de interés en la relacidn entre la condensacidn de Bose-
Einstein y la transicién superfluida en el isétopo 4 del helic liguido. Esta superfiuidez fue
descubicrta experimentalmente en 1928 por W.H Keeson pero identificads como tal por
Kapitza [2] en 1937 y en 1938 London (3] usé la condensacién de Bose-Eistein como un
modelo para dicha transicion. La historia de la fisica ha dejado clare que uno de los més
importantes objetos de estudio de la fisica estadfstica es el gas ideal. Por este nombre se
entiende un sistema de N parifculas idénticas (N 3 1) cuyas interacciones mutuas son
tan débiles que se pueden despreciar.

La presencia de la condensacién de Bose-Einstein habia sido inferide, aungue na direc-
tamente observada, en toda una variedad de fendmenos fisicos. La superfluidez del helio
ez quizds el ejemplo prototipe. También existe una fuerte evidencia experimental de la
presencia de condensacidn en un gas de excitones [4]. Estos excitones, se condensan &

temperaturas del orden de 5 K, dando un superfluido que no trasporta materia ni carga.

Se ha sugerido también que en el universe primordial la condensacién de Bose-Einstein
pudo jugar un papel esencial, puesto que los bosones de Higgs debieron condensarse dando

lugar a las masa de las particulas.

El esfuerzo experimental para observar la condensacién de Bose-Einstein cn sistemas
diluidos ha sido una labor larga. Durante los dltimos veinte aiios el grupo del M.LT
(Massachussets Institute of Technology), lidercado por Daniel Kleppner, se concentrd en
el hidrégeno polarizado. La estrategia diseftada fue enfriar esos dtomos y lucgo confinarlos

cn una trampa magnéiica y permitir que los més calientes escapen de la trampa (nna



técnica bautizads como enfriamiento evaporativo).

En 1995, Carl Wieman {antiguo alumne de Kleppner) y Eric Cornell, al irente de
un grupe en el JILA (Joint [nstitute for Laboratory Astrophysics) de la Universidad de
Boulder en Colorado, anunciaron la primera observacién experirnental de la condensacion.
Se trata de un descubrimiento realmente espectacular y una demostracién clara y convin-
cente del fendmeno [5. La descripeitn tedrica de la CBE en las trampas magneto-Gpticas
requieren modelar al sistema como uno de bosones en 3D débilmente interactuante afec-
tado exteriormente por un potencial de oscilader arménico tridimensional e isotropico.
Muchos trabajos han aparecido avocdndose a resolver este problema. En particular, en la
tesis de licenciatura de F.J. Sevilla [6] se discute las propiedades termodindmicas de un
gas de bosones 3D sin interaccidon entre ellos sujetos a 1, 2 y 3, osciladores.

Un premio Nobel de fisice otorgado en 1987 a Bednorz y Miller |7] por su contribucion
al estudio de la transicién superconductora de alta T y la actividad e interés en el tema
de cuatre premios Nobel, nos habla del gran interés que ha gencrado en la comunidad

cientifica el fendmeno de la condensacidn de Bose-Einstein {CBE).

En 1985 von Klitzin Won [8] recibié el premic Nobel por el descubrimiento del efecto
Hall cudntico el cusl se piensa est4 relacionado con el fendmene de la superconductividad
segin la teorfa del bosén compuesto, donde los electrones se mueven en 2D. Los primeros
estudios tedricos de sistemas de gases hosénicos en 2D [9] concluyen que la temperatura de
transicién del gas de hosones estd caracterizada por la presencia de un cuasi-concensado
con fluctuaciones de fase, aunque si el gas de bosones en 2D es atrapade por un potencial
las fluctuaciones de fase se reducen teniendo lngar una CBE . Mis adn, para un gas
ideal de hasones en 2I) atrapado por un potencial arménico Bagnato y Kleppner [9]

encontraron upa ocupacién macroscépica en el estado base referida al sistema (CBE)



para T < T,~ N¥%p., donde N es mimero de particulas, y w la frecuencia de oscilacion.
Teéricamente, es bien conocido [10] que la CBE para un gas de bosones con ideales puede
acurrir sdlo en sistemas con dimensidn espacial d > 2. Esto, sin embargo, ezcluye de una
posible interpretacién como una CBE a ciertos superconductores orgénicos descubicrtos

a fines de los anos setenta y que pueden considerarse de estructura casi nnidimensional .

Ademiés en lo que a *tecnologia se refiere el confinamiento de particulas ha permitido
obtener sistemas de cero, una y dos dimensiones, ha dichos sistemas se les ha dado el
nombre de nanocstructuras o las cuales se les ha eacontrado una aplicacién directa en
la creacién de microchips para computadoras {11]. La creacién de estas nanoestructuras
permite tener microchips que almacenan mucha pero mucha més informacién que los
microchips convencionales, es por ello que grupos cormo IBM, AT&'C, Universidades tales
como la universidad de Hamburgo, Munich, ¢l Instituto Max Planck y ¢l MIT, destinan
grandes recursos en el estudio y creacién de nanoestructuras [12].

Las ideas anteriormente expuestas fue lo que nos motivé a realizar el presente trabajo
que es el de estudiar un gas de bosones en 2D y 1D, atrapados por potenciales de oscilador
armdénico. Por un lado queremos avanzar en entender la superconductividad de sistemas
de dimensiones mayores que 1, como una CBE. Por otro lado, el gas de bosones en 21D
atrapado por por un oscilador arménico lo podemos pensar como un alambre cudntico
(Quantum wire) mientras que al gas de bosones en 2D y 1D atrapados por dos y un
oscilador armémine repectivamente lo podemos pensar como un punto cudntico (Quantum

dot), ¥ de esta forma dar las propiedades termodindmicas de estos sistemas.
En el Capitulo 2 hemos resumido las propiedades termodindmicas de un gas ideal
bosones en 3D. En el Capitulo 3 se estudic el comportamiento del gas de bosones en d

dimensiones con una relacién de dispersidn generalizada. En el Capitulo 4 anslizamos



el comnportamiento termodindmico del gas de N bosones en dos y una dimensién, atapa-
cos por potenciales externos unidireccionales mutuamente perpendiculares tipo oscilador
arménico y reportamos las principales propiedades termodindimicas tales como la energia
interna, ¢l calor especifico, ete, asi como la temperatura eritica T, de condensacién BE y
la fraccidn del condensado, para los sistemas con 1 diferente de cero.

Iimalmente, en los Apéndices A, B, C v D sc detallan los cdlenios matemdticos de

algunos resultados que se usaron en los capitulos.



Capitulo 2

(Gas ideal de bosones

En cste capitulo estudiamos a un gas de N bosones dentro de una “caja tridimen-
sional” de lado L, los bosones no interactian entre si, ni con las paredes de la caja, cs
decir trabajaremes con un gas ideal {13, 14, 15]. La energia de cada particule bosénica

corresponde a lz epergfa de una particula en una caja, es decir

R, s,
Ep = = o om (ki i be + k23, (2.1)
con
2m D 27

kz = fﬂ:, A k‘U = _I-:-nll) k; = an, Ny Ty, T = 07:|:1’ :‘:2’

donde k., k,, k. son tres nimeros de onda independientes. Notemos que la rclacién de
dispersién entre el momento %k y la energia £ de las parliculas es cuadritica. Cuando
un gas de bosones a temperatura T se empieza a enfriar, los bosones tienden a ocupar
los niveles mas bajos de energia. Para cierta temperatura T, una fraccidn apreciable del
total V de bosones empieza a ocupar el nivel més bajo. A este fendmeno se le deriomina

condensacicn de Bose-Eintein.

2.1 Temperatura critica y fraccion condensada

Dado que €l niimero total N de bosones se conserva, a V la podemos escribir como la suma
de particulas en el estado base Ny mas las particulas que estdn en los estados excitados
Nez, es dedir,

N = No+ Npx (2.2)

6



donde

1 ;
No= —gr— (2.3)
con p el potencial guimico, y
New= 3 L (2.4)
7o eBles—m) . 17

donde sumamaos sobre bodos los estados, el nimero promedio

L

e = B — 1’

de particulas basonicas en el nivel de energia definido por k. De la ecuacidn anterior es
facil ver gque para un gas de bosones el polencial quimico debe satisfacer g - > 0 o
1+ < €x en caso contrario el nimero promedio de particulas Iseria negativo ! Aqui el valor
mas bajo de la energia es ¢p = 0 = £5 = 0 por lo que el requerimiento sobre i se traduce
a no ser positivo. En ¢l limite termodindmico (L — oo, N — oo pero N/L® = n = cte)

la suma de la ecnacién (2.4} se puede aproximar mediante la sigulente integral

Neg = é [ ak f dak, | dk,;-ﬁ(—séﬁ—l (2.5)

con Q = (2n/L)° el volmmen de la celda unitaria en el espacio de k. Sustituyendo (2.1)

en (2.5) nos queda

Ly? 1
N fk,_fdkfdfc, . 2.
e (2«) d VS i Rk _ | (28)

La integral anterior puede evaluarse en el espacio k usando coordenadas esféricas mediante

los cambios de variables

p\ 2

(51?;) ke = ksinfcos (2.7)
ﬁa 152

(ir—r;) ky = ksinfsing (2.8)

7



ﬁ2‘

12
()_1‘;?.) k; = kcosé (2.9

donde & € [0,00), 8 € [0,7] y i € [0, 27, obteniéndose, en términos de la energia £

N Voromag e e 3 5
ter T a2 E") fo ePle=m — 1 (210)
Si recordamos que Ne. = fo de f(e)g(e) donde

1
&) = ey

es Ia funcién de distribucién de Bose-Einstein, podemos identificar a

La 2m '35 M
9(&*):@(?—) e® (2.11)

come la densidad de estados, es decir, el numerc de estados por unidad de encrgia. En la
Fig. 2.1 mostramos como depende la densidad de estados en unidades de (2m.J2 /A% (1/4r),

de la energia de las particulas en unidades de B2/2mL2.

Ahora la ecuacién (2.10) toma la siguiente forma si hacemos el cambio de variable
x = fe

i 1

V /f2m\% foe el
Nez = — | == f f 2.12
= 42 (,Bﬁ ) ) da-e’z“ -1 (212)

con z = ¢’ la fugacidad. La integral en la ecuacidn anterior es la funcién de Bose 9 (z}

(ver Apéndice A) multiplicada por la funcién I'(3)
3
V o {2m\% 3
A il T2,

Recordanda que I‘(%) = /7/2 y usando el hecho de que 3 = 1/kgT nos queda que el

namero de particulas excitedas como funcién de la temperatura estd dado por
keT\ ¥
meg
Ne=V . v T 2.13
(—2—1;7;2—) 93(2) (2.13)

8
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Pig. 2.1 Deusidad de estados g{=) come funcién de la energia € para un

gas ideal de bosones en 3D.

Para temperaturas altas y mayores que la temperatura critica u se comporta clasicamente,
es decir, i < 0y No. = N. Es decir, todas las particulas del sistemna se encuentran en
los estades excitados de energia. Sin embargo, cuando se disminuye la temperatura del
sistemna g — 0, el estado base de energia comienza a poblarse “significativamente” y los
estados excitados disminuyen su nimero de particulas de tal manera que N permanece
constante. La temperatura a la que ocurre =0y N = N o Ny = 0 se le llama tempe-

ratura critica 7.

Temperatura critica

Como paraT = T, se tiene que Nz = N y u = 0 0 2z = 1, entonces la Ec, (2.13) se

convierte

3
mkgT.\?
N=V (_2_1;,-) g3(1}, (2.14)

T



que es una constante para cualquier temperatnra. De la ecuacién (2.14) podemos despejar

la temperatura critica T,

52 N 3 ‘2
T~ if:_k‘ (-—) o 3312, (2.15)
" -

Fraccion del condensado

La fraccidn del mimero total N de particnlas gue se encuentran poblando los estados
excitados en términcs de la temperasura critica se obtiene combinando las Ee. (2.13) ¥

(2.14), es decir

New (2) 20:(2) (2.16)

N \T/ gy(1)
De igual forma podemoes calcular la fraccién del condensado, es decir, la fraccién de
particulas que se encuentran en ¢l estado base NojV a T < Te. De la Ee. (2.2}

N Neo
ij' =1- T\%:’ {2.17)

y por tanto sustituyendo (2.16) en (2.17) y considerando que z = 1 para T < T, nos queda

[

‘%" =1- (%) : (2.18)

En la Fig. 2.2 mostramos la fraccién de particulas condensadas Ec. (2.18) como funcidn

de la temperatura,

2.2 Energia interna

Teniendo en cuents que la energia del sistema es la suma de las energias de cada bosdn,

entonces la energia para nuestro sistema se caleula de la siguiente manera
Ep :
U= gekm —Zklgm—:,q—_f (2.19)

10
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Fig. 2.2 Fraccidn de particulas condensadas como funcién de la temperatura

para un pas idesl de bosones en 3D.

que en el limiie termodidmicao ¥V — oo la suma anterior la podemos aproximar por la
integral :
1 > aa o« Eg N
v=g [ dn f_w ik, f_w ks (2.20)
en donde sustituyendc £; dada por 1a ecuacion (2.1}, haciendo el cambio de variable dades
por las ecuaciones (2.7}, (2.8}, (2.9} y usando la densidad de estados Ec. (2.11), la energia
11os gueda comoe
2 a
V /2mN\7 oo £?
ro Y s ‘o5 91y
v 4w (_ﬁ-ﬁ_) -/i; d‘semf*“J -1 (221
Haciendo el cambio de variable z = e, usando el hecho de que F{%} = %\,’EF, que I =

1/ksT y escribiendo la integral resultante en términos de la funcién de Bose corres-

pondiente,

:_}
U= Sy (25BN o v T (2.22)
2 Pk H

Il
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Fig 2.3 Energla interna como funcién de la temperatura para un gas ideal

3D de bosones

Er términos de la temperatura critica la ecnacién anterior se puede reeseribir de la sigui-

ente maners

3, 95 rT\E
=Nk 2 — . 2.2
V=3 BTg%(l)(Tc) v (223)

En la Fig. 2.3 mostramos el comaportamiento de la energia interna como funcién de la

temperatura.



2.3 Calor especifico

El calor especifico a volumen constante Cy = (g%) se obtiene derivando la expresién
NV
(2.93) para la energia interna,
3Nkg (T\?[5 2]
Nep ] i, &
= — —gsl2) HetZl—=1, (2?{
& =35 (Tc) {295(% + Ty )aTJ (2.24)

donde a prime significa la derivada respecto a 2.

Para T > T, se tiene gue N., = N y la Ec. (2.16) se trasforma en

‘T2 g3(z) o
1= (7—.,{;) -g-m {2.20}
i\ 4

de donde podeizos ealcular %, es decir

8z 319:02)
2ot 2.6
o~ 2T (2.26)

Sustituyends la ecuacidn (2.26) en (2.24) tenemos que

3 03l@) TN\ [593(a) 39502
Cy =-=-Nkg—— (—) it M i
2 g%(l) T 2gs(z) %(
donde hemos usado la expresién (2.25). Finalmente Cy para el caso T > T es
3 s so3(e) 393(=)) 3 Vi |38 39()
2 gl 2gmin| 2 |20 g0
2

1]
s
‘-...J

Cy = (2.27)

dande la prima indica la derivada respecto a z.

3. _gs(l) /TN
Para T <Te,u =0y z=1porloquel = —Nkgl'—=— (—) y Cy estd dado por
2 g%(.:] Tc
URRLLIVN LON S AL 2
- 4 3‘(1)( ) i 22)

De las Ecs. (2.27) y (2.28) podemnos calcutar la discontinnidad del calor especifico en

T, por inedio de la diferencia
ACy = Cy - CF,

13



Fig. 2.4 Calor especifico Cv /Nkg como funcidn de la temperatura T para

un gas ideal de bosones en 3D.

donde Oy v Cf son los calores especificos poco antes y poco después de T, respectiva-

mente. Por lo tanto,

[AC’V

9
e L:TC =2 (2.29)

g1/2(1}

pues g%{l) — o0, la ecuacion anterior muestra que no hay salto en el calor especifico, es

gss2(1)
Pl

decir, no hay discontinuidad en el calor especifico, como puede observarse en la Fig. 2.4,

la cual muestra como varfa el calor especifico al variar la temperatura.

2.4 FEcuacion de estado

Para encontrar la ccuacién de estado, es decir la eenacidn que relacionz la energia interna

[/, el volumen V v la presion P del sistema, hacemos use de un resultado de 1a Mecénica

14



Estadistica 15]
PV )
— =TV, {2.30
kB’lf‘ (T‘l ‘p) W 3 ]
con =(T, V, ) la funcién de particién para un gas de bosones (ensamble gran candnico)

la. tial esta dada por

i J— !‘ 1 ]
2LV, ) = IkI m] ' (2.31)
Asi,
PV 4
= - R Y i)
P Ek (1 — ze™7=) (2.32)

donde z = ¢®#. En el limite termodindmico lz suma la aproximamos por la integral

PV

= [ detea -2, (2.3

donde la densidad de estados g{) estd dada por la ecuacidn (2.11). Usando ésta y haciendo

una integracién por partes tenemos que

PV V (2m\i2 e .
LS. A z ——— .34
kgT 4?(2(?> 36f0 dz(z‘less—l)’ (2.34)
8]
PV mksTY? ,
T V(W) 932)- (2-33)

En términcs de la energla interna (2.23), la ecnacién anterior queda
2.,
PV =2V (2.36)

que es la ecnacidn de estade.

2.5 Entropia

Para calcular Ja entropia 5 usamos el siguiente resultado de la termodindmica, es la

cxpresion para la energia. libre de Gibbs [16] para un sistema monoatémico,
G=Nu=U+PV-TS (2.37)

15



0 | T T
2
TIT,
Fig. 2.5 Entropfa como funcidn de la temperatura en unidades de T, para

un gas ideal de bosones en 3D.

Incorperando la ecuacién de estado (2.36) en la ecuacién anterior teneros que

5

TS = U - Ny,

en donde sustituimos la expresién (2.23) de la energia interna y despejamos S

”g' A4 J
T) gl N g (2.38)

5
S*EN’”B(E& 9s(1) T

Para T < T, se tiene p = 0 y por tanto z = 1 asi que el segundo término de (2.38) se hace

cero v la entropia toma el siguiente valor

5 (;;)%Qg(ﬂ

S ==} -l\«'B ?;%(—1)“ T < Tc- (239)

2

En la Fig. 2.5 graficamos la entropia S comeo funcidn de la temperatura normalizada

T/T., se observa gen S ¢s continuaen T =T,

16



Capitulo 3

Bosones con relacién energia-momento
generalizada

Er cste capliulo consideraremos un gas de bosones en d > 0 dimensiones movidndose
cada perticula segiin la relacién de dispersidn g = c,k°, con s > § [17]. es decir con una

relacidn energis-momento generalizada

3.1 Temperatura critica y fraccion condensada

Para caleualar la temperatura critica Tc y la fraccién del condensado Ny/N, lLemos de

caleuiar primero el ndmero de bosones como funcién de la temperatura, es decir

N =Ng+Na (3.1)
[meliY
1
Ng = per.
¥
D Sp (52
%0 eﬁ(sk_lu) -7

donde IV es el némero total de bosones, Ny es el niimero de bosones que estén en el estado
base v Ner 105 bosones que estdn en los estados cxcitados. En el Himite termodindmico el
miembro derechio de la ecnacién (3.2) se calcula aproximando kas sumas por las siguientes

intregrales

1o oo ®
Ne=z [~ at [7 dho [ atame (3.3)
Q —oo - -t

17



con §2 = (2n/ L)d ¢l volumen de la celda unitaria en el espacic & y encontrande el volumen
de una hiperesfera de radio R en 0 < ¢ dimensiones |22]. La ecuacién (3.3) se puede

escribir como (ver Apéndice C)

2r¥? [N\ o )
Np=or (2 [ dleng k) 4
F(d/iz)(Q?r) o T (84

D¢ la ecuacién anterior se tiene que la densidad de estados g{=) la podemos obtener

al identificar
. Dii2 g i 3
ole)de W(E) K1, (3.5)
de donde
2wz o LN L dk .
9(&) = 77y (5—?) e (3.6)
perc como
dik 1 fe\Vel
%o
y ademas

K = (i\d_m.

cy/

Sustituyendo cstas expresiones en la ecuacidn (3.6) tenemos que

P v Vv 1 djse1 .
gle) = T(d/2)x9/258-1 (scf”"’) € (3.9

es la densidad de estados en d-dimensiones. Por lo tanto el niimero de particulas en los

estados excitados es

V 1 tve] Ed,/s—l
f o= -
Nee = S /2ymeimpe (ng/a)fo Efer i1

Haciendo aliora el siguiente cambio de variable z = Je y definiendo z = ¢ la ccuacién

anterior toma la forma

N = v 1 L/md'r i3
7 Td/2)ad2d T \ o 4 | §a Jo Tz ier — 1

18



¢ simplemente

Vo T(d/s ks T\Y?
Nep = ;W;ﬁ_@%—?ﬁ (%) gu:(2). (3.8)

Temperatura critica

Pariiendo de ta ditima ecuacién podemos calcular i temperatura critica 2 la cual empieza
2 ocurrir la condensacién de Bose-Einstein. La lomperaturs critica Tt se define comno la
temperatura a la cual el potencial quimico 1 es igual 2 cerc es decir z =1 y también que

Nez = N o Np = 0. Sustituyendo T =7, en la Ec. {3.8) obtenemos la siguiente igualdad

VvV I{d ksT N\
N= ?F(d/2§r{*f32d-1 ( - ) gars(1) (39)

de donde despejamos ta temperatura critica

Te=

:, [r(d/z)sr‘”?“'*]’” [N]“*"‘ (3.10)

ks | T(d/shersl) |V

Fracccitn del condensado

La fraccién del nimero de particulas del total N que se encuentran poblando el nivel de
energia mgs haja, es decir, la fraccién condensada es

ﬁg o1 ggfs(z} (Z>d)‘s

N gafs(1) \T:

(3.11)

3.2 Energia interna

Para obtener la energia interna sumamos la energia de cada una de las particulas sobre

todos los estados &
U = Z Tfx
k

18



la cuital en el lfinite termadindmico podemoes aproximar con la siguiente integral
oo
U= fo deniz) gle)e.

Asi, sustituyendo g{e) dada por la BEe. (3.7) tenemos que

) 174 1 dfs aon 5&/3
o (Y e
T{d;2)29 s \ewo/? vz lef — 1

Tlaciendo el cambio de variable x = f¢ y sustituyendo la integral por la respeetiva funcién

de Bose mulliplicada por la funcién Gamma tenemos que

. |14 1 N 1
U= T(d/?)?“"“s ((:_.,'.rr”ﬂ) fertan Gafs+1 (Z)T‘{d/s +1)

donde rezcomedando términos y usando la ecnacion (3.9) se tiene finalmente que

d Fajerr(z) (T)dj5 ,
U= -—Nkgl'———= | = v T 3.12
3 B _Q'd,(s{l} Tc ( )

Noétese oue para ef gas ideal de bosones tridimnensional s = 2 y d = 3, s recupera Ia
Ec. (2.23) y ademnds en el limite cuando T — oo, y entonces gass41{2)/gass(2} — 1 pues
(L/8aja3 (HT/Te)/s = (1/gazs—1{2)} y por lo tanto

U= ;kaBT

3.3 Calor especifico

El calor especifico de un gas ideal de bosones se calcula a partir de su definicidn en

atf
()
BT NV

De la Ec. {3.12) para U teremos que pare T > Te.

_ 3 [d,,. maen(z) (TN
Cv = a7 [;N&BT gd;,(l) (Tc)

términos de la energia interna

20



_d Nkg [,d | | : dz (’1)“/5 o
- sgd/s(l) (S + l}gd,feﬂ-l (ZJ + Tgcf/8+1 (Z) ar_zv:| zl:: (‘51‘;)

donde la prima significa la derivada respecto a 1a temperatura. Ahora, de la Fe. (3.12)

cuando I’ > i, N = N por tante

1 1 TN\
e = ww (B)
aclorads
gz  dl 9a/5(%)

T ST )

Asipara este caso tenemos que el calor especifico

Cy ‘—fN;.B - el 4 gl ] T.<T. (3.14)
9a74(2) 8 Gdfs—1 ()

Encontremeos ahora el calor especifico cuande T < T, Enestecasop =0y 2 =1, Ia

ecuacién pars la energia tiene entonces la signiente forma

U= a\rk ng/s+1(1) ( )m

gass(1)
y el calor especifico es
d.d Gazes1(1) ( )m
Cv = —(=+ 1)Nkg—/———= , T «T. 3.15
v=sGH 9azs(1) (3.19)

Dado que forma funcional para Oy es diferente en ambos intervalos de temperatura en
T = T; calculamos el posible salto ACy definido como la diferencia de la Ee. (3.14)
v {3.15) evalvadas en T, es decir, AC, = Cv(T7) — CV{T7). Haclende la diferencie

ENCONLramos

ACy _ (1) (d ?
Nkg 9&/;-1(1) (s) ’ (3.16)

Ahora, camo para dfs —1 £ | gy.—1(}) diverge, mientras que para dfs — 1 > 1
9d7a—1(1) converge entonces st d/s < 2 el salto ACy = (, existiendo vn salto finito dis-

tinto de cerosi dfs > 2.
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3.4 Ecuacién de estado

Usando un resultado de la Mécanica Estadistica encontramos gue la ecuacién de cstado
estd dada por

F¥

— =ET,V,

T {T.V, i}
donde =(T,V,u) es la funcidn de particién para un gas de bosoncs (ensamble gran

cantnico). La cual estd dada por

i 1 H
= —
2TV, e = 1;[ el {3.17)

For 1o tanto,
PY
L = - Infl — ze P,
kgT ; ( )
donde z = &%, En el linite termodindmico la anterior sumatoria la podemeos escribir

como una integral de tal forma que

PV oc
= —fo degle) In(1 — ze=5), (3.18)

Usando 1a densidad de estados g(g} dada por la ecuacién (3.7} v haciendo una inte

gracién por partes (ver Apérdice D) tenemos que la ecuaridn de estado queda

PV ==, {3.19)

Al

la cual es una generalizacién de la Ec. (2.36).

3.5 Entropia

Para el cdlenlo de la entropia utilizaremos la expresién para la energia libre de Gibbs [18)

para un sistems monoatémico

G=zNu=U+PV-5T
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ST =U+ PV — Ny,

sustituyende la ecuacion de estado (3.19), la ecuacién anterior nos gueda
& .
ST = (-&+ l)U—N,u
en donde utilizando la ecuacidén (3.12) tenemos

5 d Faps421(2) (T)d/s .
_{3 & g dysel) (1 AT : 3.
s { >+ 1) [‘gNkB ey (7 kzloz, VT (3.20)

SiT < T, tenemos que

d Oajerr(1} ¢ T )“f’
S=| -+ 1| Nig=traosy .
('S ) o 9&/3[1) ch

Abora, paraT > T, (limite cldsico) como (1/gazs( KT/ T)¥® = (1/9ass(2)} ¥ gasstr (2}/ gaso(2) —

1, de la Ec.(3.20) llegamos a que

5= (-§ -+ 1) Nkg — Nkplnz.
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Capitulo 4

Bosones bidimensionales atrapados por
potenciales armonicos

4.1 Gas de bosones cn dos dimensiones atrapado por un

potencial arménico unidimensional

Consideremos un gas de bosones que inicialmente se mueve libremente en dos dimen-
siones Fig. 4.1A, al cual restringiremos su movimiento en una direccién gue tomamos
como y, mediante un potencial de oscilador arménico, mientras que los bosones podrin

moverse libremente en la direccién perpendicular =. Fig. 4.1B.

El Hamiltoniane para wn bosén en este sistemna es,
H= H.: - Hy
con

2
=g

12, Py
Hy = Y T o
donde ps y p, son las componentes del momento lineal p, de las particulas. Resolviendo la
ecuacion de Schrédinger, HY = £, podeinos separar el problema en el de una particela

libre en une “caja” unidimensional de lado L, para la cual se encuentrs que los valores

propios de la energia son
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Fig. 4.1 Gas de bosones: A} libres en dos dimesiones, B) de bosones

atrapados por un potencial tipo oscilador arménico.

AER 4n’n?,
2m  2ml? (mz)

Ep =

donde

kr :%nm ne =0,£1,%2,...

mas el de un oscilador arménico cudntico unidimensional cuyos eigenvalores de la energia

501
1
&y = (n.y-l- -5) Py n, =0,1,2,..

por lo tanto la energia por hosén serd

B2 K2

bty =

1
+ hkyv + Eﬁw; (4.1)
con
}\.'v = '{J‘“ﬂr
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con v una cantidad con dunensiones de velocidad.

4.1.1 Temperatura critica y fraccién condensada

El nimero total de bosones IV sc conserva tal que Ng estardn ¢n el estado de energfa més

baja y N, distribuidos en los estados excitados, es decir

1

N =Np-+ Z —ﬁr—cﬁ{sh—ﬁ) 1

k#0

(4.2)

donde £ esta dada por (4.1). En el limite termodinamico el segundo término del miembro

derecho de 1z ecuacién (1.2} al cnal se designa por N, se calcula mediante

. 1 1
New = 5 [ dbo [ dby g, (4.3)
con §} = (27/ L} {w/v) el volumen de la celda unitaria en el espacio k. Swustituvendo la

ecuacién {4.1) en la ecuacién (4.3)

. LNy 1
Moz = (57?) (;) ./dkm/dk" Bk ok ) _ {4-4)
La anterior integral puede evajuarse haciendo los cambios de variables
ﬁ? ‘i’
— i ky=kecost )
(Zm) cos {4.5)
huky, = Ksin®d (4.6)

donde k € {0,00) 8@ € [0,7] . Después de sustituir las ecuaciones {4.5) y {4.6) en la

ecuacién (4.4), nos queda

1
L1 /2m\% s k2
r o — — ————— e —
New 7 P ( e ) fo dk By ” (4.7)

Para poner N, de la Ec. {4.7) en términos de ¢ definamos 4 = o+ uy con g = hw /2y
sea € = k2. Asf 1a ecuacidn (4.7) para N., toma la siguiente forma

L1 /2m\E pon ¢l/?
Nez = Lo (?') L de T (48)
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De la ecuaciédn (4.8) podemos identificar la densidad de estados g(e) va que estd escrita
en la forma f de f{£)g(=) donde
(]

1 1
V= =
fe) efle—m) — 1 @Ble-m) . ]

es la funcién de distribucién de Bose-Finstein y la densidad de estados [18] es

PRI ARCALES

4.9
T (4.9)
Haciendo el cambio de variable © = Be v definiendo =z = €®# tenemos que la ecuacién
(4.8) toma la forma
1 /2m\2 oo 172
Neg — —— k wa dy——— 4.1
i 'frﬁm(?) (ksT) 0 z71le® — ] (4.10)

donde la integral en la ecuacién anterior ¢s la funcién de Bose (ver Apéndice A) multipli-

cada por la luncidn Gamma, es decir

L1 /om\:
Now = =2 (57 ) (R T)Pgyal T (3/2).

(4.11)

Recordando que I'() = +/7/2 nos queda que el nimero de particulas excitadas como

funcién de la temperatura estd dado por

e

L1 /2m
fve: = EE (W) (’!UBT)SIQQ:;/?(Z)‘ (412)

Notese gue aqui la energia del estado base es fuwo /2 diferente de cero v los resulta-
dos cquivalen a habcer trasladado nucstro origen fw /2. Respecto o este nuevo origen el

potencial quimico parte de cero en lugar de su valor més grande fiws/2.



Temperatura critica

A T = T, todas las particnlas estédn en los estados excitados es decir, N = N (T = 1%)

el potencial quimico g = pp 0 gy = 0 ¥y z = 1. Haciendo estos cambios en la Ec. {4.11)

tensmaos
L1 ¢2m 3
N = 57 (;EQ’) (keTe)*?g32(1), (4.13)

despejando la temperatura critica obtenemos

1 [N ] w g

Nétese que Ja temperatura critica es directamente proporeional a ta densidad de particulas
elevadas a la potencia 2/3, por lo que podemos pensar que los bosones en este sistema se

comportan de la misma mancra gue los bosones de un gas ideal de bosones en 3D.

Fraceién del condensado

La fraccién del mimero de particulas total &' que se encuentran poblando los estados

excitados se obtiene combinando las ecuaciones {4.12} y (4.13)

N.. = 32
_ g2(2) (T) (4.15)

N g32(1) T-

y la fraccidn del nimero de particulas que estdn en el estado base para T < T e5

372
% —1- (%) , (4.16)

comportamiento que reconocemos igual al de un gas ideal en 3D.
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4.1.2 TInergia interna.

Teniendo en cuenta ¢ue la energia del sistema es la surma de las energias de cada bosdn,
entonces la energfe para auestro sistema se caleula de la siguiente manera
£k
U=Us+ Y. e (4.17)
k0 € -

donde Uy esla energia de los bosones que se encueniran en el estado base con Uy = Nysg.
En el limite termodindmico la sumatoria [19] de la ecuacién (4.17) Ia podemos aproximar

con una integral de la siguiente forma

1 &= (vl Ek .
. [o dhs j(; &y (4.18)

donde sustituyendo £ dada por la ecuacién (4.1), haciendo los camnbios de variable dados

por las ecuaciones (4.5}, (4.6) y definiendo 1 como se hizo para encontrar N, tencmos

1 3 g5/2(2) (T )3”
| S = — v 3
U QhuN + QNkBTgs;g(l) T T (4.19)

En la figura 4.2 mostramos la variacién de la energia interna con la temperatura para uno
y dos osciladores. Puede notarse que el efecto de introducir un oscilador més, aumenta
la energia interna del sistema en una cantidad que es proporcional a la temperatura; es

igual 2 kgT/2 para T — co y ceropara T = 0.

4.1.3 Calor especifico

Dado que el calor especifico nos proporciona informacion de una posible transicién de

fase, el calor especifico a volumen constante se ohtiene de la siguiente identidad

U
¢ =(_) |
Y 0T ) ny
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Fig. 4.2 Energia interna para un gas de hosones en 2D atrapado por

& = 1,2 potenciales arménicos.

Derivando la ecuacién (4.19) respecto de T a volumen y niimero de particulas constante

15

Cy = —Nkp——+

4

(2“_)3"" L Byl oz (2)3“
T 2 A r

gar2(1) 8T

donde la prima significa derivada respecto a z.

Ahora, paraT > T,, N =

ademas

por lo tanto

Cy = Nkg |—

PaaT <«T., 1y, =0 yz=1, asi

v

N.r entonces de (4.15) tenemos

1 T\%/?
gl (i) !

3 1 gaalz)

2T gy (2}’

993/2(2)}
4 9172(z)

22 (7
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Fig. 4.3 Calor especifico para un gas de bosones en 2D atrapado por

& = 1,2 potenciales armdnicos Ee. (4.20L

y derivando esta dltima expresion respeeto de T obtenenos

15 gspa(1) (T)m
Cy = —Nk il T< T, 4.21
YT AT P g n()\T (4.21)

Exeminemos el comportamiente del sistema cerca de la temperatura critica, para ello
evaluaremos las ecuaciones {4.20) y {4.21) para el calor especifico en T = T, y Laremos

su diferencis, es decir, celenlaremos la discontinuidad de Cv en T, la cual estd dado por

ACy = Cv(T) - Cv(TT)

$ b, 93/2(1)
ACy = ZNk , 4.92
v 4 391;2(1) ( }

y como gi2(1) — oo entonces ACy = 0 por lo tanto no tenemos salto. La figura 4.3

representa la variacién del calor especifico con la temperatura para uno y dos osciladores.

31



4.1.4 Ecuacién de estado

Pare enconirar la ecuacion de cstado, s decir la ecuackén que relaciona la energia inferna
U, el volumen V' y Ja presién I’ del sisterna, hacemos uso de un resultado de la Mecdnica
Estadistica

rv

— =In={T,V, ) 4.23

kBT ( v '}P. ( )

con =(T,V,u} la gran funcidén de particién para un gas de bosones {ensamble gran

canénico} la cual estd dada pox

= =11 [ (4.24)

Por la manera que definimos € ¥ j4; en la Sec. 1 de este capitulo, podemos escribir Ia

ecuacidn anterior comao

1
=0 - 49BN
=T, V,pu) = [ I [1 — e—ﬁ(q—m)} {4.25)

k

la cunl sustituimos en (4.23) para obtener

PV e
@ = - Eln(i - Z€ 5 k), (426)
k

donde z = €% py = p— 1/2hw v 11 el potencial quiico. En ¢ limite termodindmico la
suma la aproximamos por una integral que transforma a (4.26} en

FV

Vo _ ze—Pe 2
7= [, degle)tn(l -z, (4.27)

donde la densidad de estados g{e) estd dada por la ecuacién {4.9). Usando ésta y haciendo

una integracién por partes (ver Apéndice D} tenemos gue la ecuacién de estado es

PV = z {U - w—] . (4.28)



1 =2

=4 =1
z
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TIT,

Fig. 4.4 Entropia para un gas de bosones en 2D atrapadopor §=1,2

potenciales armdénicos Ec. {4.31).
4.1.5 La entropia
Paztiendo de la expresion para la energia libre de Gibbs [16] para un gas monoatdmico la
cual estd dada por
G=Npu=U+PV-T5, (4.29}

incorperando la ecuacion de estado en la ecuacidn anierior tenemos

2 Nh
rs=v+2lu- Yl (4.30)
3 2
por lo tanto la eatropia queda como
13 gss2(2)
S = —NEg=™—— — Nkginz. 4.31
5 VA G ae) B (4.31}

Ndétese que esta expresion cs igual a la de un gas de hosones ideales er 3D La figura 4.4
representa la variacién de la entropfa con la temperatura para enando consideramos uno

y dos osciladores,
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4.2 Gas de hosones en dos dimensiones atrapado por un

potencial armdénico bidimensional

Nuestro sisterna de estudio es un gas de bosones moviéndose en dos dimensiones pero,
ahora el movimniento de estos bosones serd restringido por un potencial de oscilador
arménico bidimensional, es decir, los bosonres son atrapado por dos osciladores unidi-

mensionales mutuamente perpendiculares entre si.

El Hamiltoniano para un bosén en este sistemna es,

H=H,+H,
con
H, = %mz + %,
H, = %m’yﬁ + %.

Como el gas no podrd moverse libremente en ninguna de las dos dimensiones, al resolver la
ecuacién de Schrodinger H'¥ = e los eingenvalores para la energia de cada boson serdn
simplemente los valeres de la energia para un oscilader arménico cudntico bidimensional

[20l. Asi

=l + 2) + Bl + ).

Si defirimos
kz = nﬁ
v
=



on fiy, ity = 1, 1,2, ... donde » tiene unidades de velocidad, Fnlonces
ey = hw + vhlk, + ky). (4.32)
4.2.1 ‘Temperatura critica y fraccidn condensada

Fl niruerc total de bosones NV se conserva lal que Ny estardn en ¢l estado de energia mas
baja y N distribuidos en los estados excitados, es decir

1
N = Ny + — 4,33

donde £ esta. dada por (4.32). En el Hmite termodinamico el segundo término del miembro

derecho de la ecuacién (4.33) al cual se designa por N, se calcula mediante

. 1 = ©o 1
.!\‘e:z = ﬁ,[[} dkz./; dkym’ (434)

con 2 = (w/v)* el volumen de la celda unitaria en el espacio k. Sustituyendo la ecuacion

(4.32) en la (4.34) tenemos

py2 poo o0 1
New = (Z) jo dszg dk'”gﬁ{m+vh{kx+k,}—u) T (4.35)

La integral anterior puede evaluarse haciendo los cambios de variables
vhk, = k*cos? 9 (4.36)
vhk, = k*sin® @ (4.37)
donde k € [0,00) y @ € [0, ]. Después de sustituir (4.36) y (4.37) en (4.35), nos queda

. L \* o K

Pongamos N, de la Ee. (4.38) en términos de ¢, para ello definimos 2 = pg + g1 con

jio= hw y sea £ = k%, Asi la ecuacion (4.38), para Ne., toma la signiente forma

1 \? oo €
New = (E;) jﬁ d‘es{e—m -1 (4.39)
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[¥e la ecnacién auterior podemos identificar g(g) ya que estd escrita en la forma

/0 de fleyg{s) donde
1 1
&) = e =1 = e 3

35 Ta funcién de distribucién de Bose-Einstein, v la densidad de estados es

gle) = (51;)? (g = Bw), (4.40)

as decir, el mimero de estados por unidad de energia. Haciendo el cambio de variable
r = fie y definiendo z = ¢# tenemos yue la ecuacién (4.38) se trasforma a

z

12 ca
M= L T [l T
[ e [kB ) 0 dmz_lcx ~1

, (4.41)

con z la fugacidad donde el potencial quimico ha side trasladado Aw. La integral en la

ecuacién anterior es la funcién de Bose multiplicada por la funcion Gamma, es decir,
12 g
New = +— (kT g2(2)F (2). (4.42)

Recordande que I'(2) = I, nos queda que el numero de particulas excitadas como

funcién de la temnperatura estd dade por

N, = (}&;) (ksT)2ga(2). (4.43)

Temperatura critica
Como todas las particulas estén en los estados excitados cuande T = T, y el potencial
quimico g =hwd w1 =0 con z=1, de la ecuacién (4.43) tenermos
1y? »
N = (=) (ksTla), (4.44)

donde despejando la temperatura critica obtenemos

1 [N
e ] @49
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Fraccion del condensado

La fraccién del nimero de particulas total N que sc cncuentran poblando los estados

excitados se obliene combinande las ecuaciones {4.43) y {4.44)

;i\r&,. T 292{2‘3
A Sl ‘o 4R
N (T) aa(1) (4.46)

Para T < T, z =1 y la ecuacidn anterior queda
N, ( T )2
‘?\r - 1:: '
La fraccion del nimero de particulas que estdn en ol estado base para T < T, se calenla

recordando gue N = Ny + N, obteniéndose
N, T
Moo (—) . (4.47)

4.2.2 Energia inferna

En el limite termodindmico la suma de la expresidn {4.17), la podemos aproximar por la
siguienie integral

1 o ] oo Ex

> ]0 dk [D Ty g — (4.48)
donde sustituyendo g, dada por la ecuacién (4.32), haciendo los cambios de variable dados

por las ecuaciones (4.36) y (4.37), definiendo j como se hizo para encontrar N, (Ec.

(4.42}} tenenos

2
U = bl + 2Nk T2 (3) VT (4.49)
92(1) T,
Notese que para T/T. » 1
(U — Nhe)
NkgT

como sucede para un gas ideal en cuatro dimensiones.
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4.2.3 Calor especifico

El celor especifico a volumen constante estéd dado por

au
ov=(52)
T NV

Para encontrar Oy cuando T 2 T, derivamos la ecuacidn (4.49) respecto de T a volumen

¥ ntmero de particulas constante

o2 () o ()

Ahora, para T > 1, N = N, entonces de (4.46) tenemos que

2

T
20~ w0 (T

Ademas
Az 2ga(2)
8T ~  Tohz)
por o tanto
g3(2) (T) 92(2) .
Cy = 6Nk — | —4Nk T>T. 4.50
Y P \T, B9() = (4.30)

Encontremos ahora Cy cuando T < T;, en este caso uy =0y z = 1 la cual sustituimos

en (4.49) que derivamnes respecto de T

Cy = 6Nk 93%3 ( ) (4.51)

Para ver si existe salto en el calor especifico [21] el cual se define ACy, evaluaremos las
ecnaciones {4.50) y (4.51) en T = T, es decir
ACy = Cy(T]) - Cv(TH)
ACy = ANk 9’8; (4.52)
[

38



corao g1¢z) — o0 concluimos que ACy = (y por lo tanto no hay discontinuidad en ¢f calor
especifico. Bste comportamiento lo podemos observar en la Fig. 4.3 donde graficamos

av_fj'\rk}; VE. "F_,n’"f::.

4.2.4 Fcuacitn de estado

La eeuacién de estado, se deduce de la relacién {15]

PV
Y —nz ; .
BT o m (T,V, 1) (4.53)

con Z{T, V, &) la funcién de particién para un gas de bosoncs (cnsamble gran candnico}
la cual estd dada por
. ] .

| (4.54)

2@V = [T mma)

Por la mancra gue definimos ¢ ¥ 2 cn la See. 1 de este Capitnlo, podemos escribir la

ecuacion anterior como

- . i
SV = e (4.55)
¥ la Ec. (4.53) nos queda
BV o S in(i = ze ey, (4.56)
kgl x

donde z = e’ En el limite termodindmico la suma la aproximamos por la integral

% = —L deg{e) In{1 — ze =), {4.57}

donde la densidad de estados g{c) estd dada por ls eenacidn (4.40). Usande ésta y baciendo

1tha integracidn por partes tenemas que la ecuacidn de esbado es

PV =510~ Nha). (4.58)
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4.2.5 La entropia

Partiendo de Ja expresién para la energia libre de Gibbs [16] para un gas moncatémico la
cual esia dada por

G=Np=U+PV-TS, (4.59)

incorporands 1a ecuacion de estado en la ecuacion anterior tenemos
1 -
T6=U+ > [U — Nhw]— Ny, {4.60)

y por lo tanto la entropia se muestra en la siguiente ecuacién

g3(z)

5 = 3Nk
B.G‘z(z)

— ksNlnz. {4.61)

Notese que estd entropia es la misma para un sistema de bosones en tres dimensiones
atrapados per un potencial de tipo oscilador [6]. De hecho las propiedades termodindmicas
para el gas de bosones en 2D atrapados por dos osciladores son muy similares a las det

gas de bosonss en 3D atrapados por un oscilador.
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Tabla 4.1 Resumen de algunss propiedades termodindmicas para los bosones en dos

dimensiones atrapados por uno y dos osciladores.

2D §=2 §=1
g(e) (hw)e L{rw) () %1
No/N 1 (L) 1 (Z)2
T | REET AESTE
U/NkaT | 2 + 2805 | 32 + 3820
Oy/Nkg | 620 4@ | L st
PV LU — NPw) HU - 2
S/ Nkg 3%%(%)2 —Inz %z—:%;—i —Inz
mr %% (m)Y3( %—% Y28
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4.3 Gas de bhosones en 1D atrapado por un potencial arménico

Las propiedades termodindnmicas para €l gas de bosones en una dimension atrapado por
un oscilador armdnico, las caleulamos de nna manera andloga a como lo hemos estado
haciendo en los anteriores sistemas. Fn este caso nuestro sistemna es un gas de bosones cuyo
movimiento es en una direccién que tomamos como z, €8 restringido por un potencial de
oscilador armdénico de tal manera que el gas no podrd moverse libremente en la direccién
7. La energia de cada bosdn es la energla correspondiente a la de un oscilador armdnico

cudntico unidimensional, es decir,

1
Ex = fi,w(n-_, + 5), n,=0,1,2, ..

Si definimos

L

ki =

v

donde v tiene unidades de velocidad, podemos escribir la energia de la siguiente manera
h
£ = ?‘” + vhks. (4.62)

Noétese que el estado de minima energia es gg = /2

4.3.1 Temperatura critica y fraccién condensada,
Dado que €l ntimero total ¥ de bosones se conseva podemos escribir a NV como

N =Ny+ Nur (4.63)
donde

1
N

—_ A
0% hleo—n) w ] (4.64)
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1
New = —— i
kz#o P 1 (4.65)

con N el nimero de bosones en e estado base y N, el ntimerc de bosones en los estados

excitados. En el Hmite termodindmice la suma de la ecracion (4.65) la podemos aproximar

con la integral

Ve =1 ] "B 1 p} T (4.66)

donde ! = w/v se define como el volumen de la celda unitaria en el espacio &, v w, v son

la {recuencia y la velocidad de vscilacién respeclivamente. sustituyendo (4.62) en {466}

Moo= [ W (4.67)

donde definiendo p = g — 11 con pp = B! /2 y € = vhik, entonces la ecuacidn (4.67) toma

la siguiente forma

L oo .
Nez = Efo i e (4.68)

En la ecuacion anterior podemos identificar la densidad de estados g(e) la cual es constante
y ésta dada por

oe) = . (4.69)

Si hacemos el cambic de variable £ = B¢ y definimos z = e tenemos que la ecuacitn

(4.68) toma la siguiente forma

1L/ > L s Toiar (). (4.70)

New = hw B Jo dxz“ﬂ:= 1 hw

Asi el numero de partienlas que se encuentran en los estados excitados como funcidn de

la temiperatura es
1
Ng = F'_kBTgl (z} (4.71)
79
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Temperalura critica

_a temperatura critica Tt, es la temperatura 2 la cual el estado base con energia gp = fuw/2
:nipicza a poblarse, entonces de la ccuacidn (4.71) tenemos que cuando T =Ty, N, = N,
iy =0y z =1, por lo tanto la temperagura critiea estd dada por

N 1

. rc - - 7
L= toho (D) ()

De la ecuacién (4.72) podemos ver que T. = 0, pues g1(1) diverge.

Fraccidn del condensado

Aqui, 1a fraccién de particulas que se encuentran poblando el estado base Ny /N vale uno

sil =1, =10y vale cero para toda T > 1.

4.3.2 Energia interna

La energia cel gas de bosones en una dimensidn atrapado por un potencial de oscitador

armdnico se caleula de la siguiente manera

U=+ Z NrExw {4.73)
kg0

donde Uy = Nyep es 1a energia de los bosones que se encuentran en el estado base. En
el limite termodindamico la sumatoria de la ecuacion (4.73) ka podemos aproximar con la

siguiente integral

1 g £k

Sustituyendo {4.62) en {4.74), definiendo ¢ = vhk y 4t = ¢ + p1 tenemos que la energia

interna para el gas en este sistema es

U= %rm\r + Nk 22L2) vT. (4.75)
41
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1.0 —

Fig. 4.5 Fugacidad z = € y potencial quimico p; para un gas de

bosones en 1D atrapado por un potencial arménico.

En figura 4.5 mostramos como varia la fugacidad z y el potencial guimico i, por particula
como funcién de la temperatura en unidades de fiw. La Energia interna referida al estado
base Nhw/2, dividida por NkgT la graficamos en la figura 4.6, donde notamos que en
el limite ' — oo, z — 0, este cociente tiende a 1, es decir, la energia referida al estado
base tiende a NkgT lo cual cumple con el teorema de la equiparticién de la enegia en dos
dimensiones, pues et gas de bosones en ¢ste sisterna 1D con un oscilador ko podemos ver
como un gas ideal de bosones en dos dimensiones. Analogamente siT — 0,z — 1y la

energia de este sisterna tiende a la energia del estado base AMhwé/2 como esperabarnos.

4.3.3 Calor especifico
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Fig. 4.8 Energia interna para un gas de besones en 1D atrapadoe por un

potencial arménico.

Derivando (4.75) respecto de T a volumen y ndmero de particulas constante

CV :NkB%_FIVkBT gl(z)g;(z;%-{(_z?(z)gi(z) g%; (476)

donde la prima significa derivada respeclo a z. Pare encontrar la parcial de 2 respecto a

T, usamos el hecho de que el niimero N de bosones es constante por tanto

8 _ 1g:(2)
or  Tgle)
El calor especifico es
Cy = Nks [2M - M} VT, (4.77)
gz}  golz

Anslizando la Ec. (4.77) podemos ver que cuande I’ — oo, z — 0 ¥ g,(z) = z por tanto
Cy — Nkg que refleja Ia Ley de Dulong y Petit para un gas en 2D, pues el gas de bosones
en 1D strapade por un potencial de oscilador arménice, lo podemos ver como un gas ideal

en dos dimensiones. Analogamente cuando T — @, z — 1y Cy — 0.
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Fig. 4.7 Calor especifico para un gas de bosones en 1D atrapado por un

potencial anménico.

4.3.4 Ecuacidon de estado

Para encontrar la ecuacidn de estado, es decir la ecuacidn que relaciona la energia interna
U/, el volumen V' y la presidn P del sistema, hacemos uso de un resultado de la Mecdnica

Estadistica
FV -
I:-ﬁ =In _(T, V, _!I), (4.78)

con =(T, V, ) 1a funcion de particién para un gas de bosones {cnsamble gran canénico)

la cual esta dada por

- 1
S(TVip) = l;[ [m"m] (4.79)
la Ee. (1.78) nos gqueda
PV
e = = Y In{l — ze 7P, (4.80)
kel 4

donde z = ¢ . En el limite termodindmice 1a suma la aproximamcs por la integral

PV

= -f:deg(e)lnu — zey, (4.81)
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donde la densidad de estados g(e) estd dada por la ecuacién (4.69}. Usando ésta y haciendo

una integracién per partes tenemos que la ecuacién de estado es

1
PV = !-U ~ 5kl (4.82)

4.3.5 Entropia

Partiendo de 1a expresion para la energfa libre de Gibbs [16] pars un gas monoatdmico

la cual estd dada por

G=Nu=U+PV-T5 (4.83)
incorporandoe la ecuacién de estado en la ecnacién anterior tenermos
1.,
TS=U+ [U - 3N }‘w} — Ng, (4.84)
y por lo tanto la entropia se muestra en la signiente ecuacién

5 — k22 _ Niginz. (4.85)

n{z)
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Fig. 4.8 Entropia para un gas de bosones en 1D atrapado por un

potencial arménico.

Tabla 4.2 Resumen de algunas propiedades termodindmicas para los bosones en una

dimensi6n atrapados por un potencial de oscilador armdénice unidimensional.

1D =1
g{e) =
T, 0
Ruar . E
U/NkpT | oo+ 228
[t iz
Cy/Nkg 297(‘-;} - %g
pY U -5
S{Nkg 2;’1'(:) —Inz
m‘ 2wh
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4.4 MASA EFECTIVA
Para un gas libre de bosones con una relacion de dispersién general dada por
£ = ,k*

con £ la energia; & ]Ja magnitud del vector de onda de las particulas y ¢, una constante
con dimensioncs de energia multiplicada por una longitud a la potencia s, la densidad de
estados en d-dimensiones es

9(2) ——L(l)

B l"(%)ﬂ%?‘ 15 \ey

R
LIS

gi (4.86)
Las densidades de estados para los caso estudiados aqui las resumimos a continnacion

() en 4=25n

-
Y
f
Ty
H
—

N

Notamoes que la dependencia de la densidad de estados g(€) con la energia ¢, es andloga a la
de un gas ideal en d+§ dimensiones. La igualdad entre las densidades de estado se observa
sl identificamos a las particulas ideales con una masa efectiva m*. Para enconirar lo que
llamamos masa efectiva igualamos las respectivas densidades de estados encontradas para
los sistemas en dimensiones d = 1,2, y niimero de osciladores & = 1,2, con la densidad de

estados en d + §-dimensiones de un gas ideal de hosones. Por tanto la masa efectiva para



un bosén en ¢l respectivo sistema es

4

Y
E|=

Fn los tres casos podemnos observer que la masa efecliva tiende a cero conforme hacemos

() {

2rk
Anle

Jrom

€l limite termodindmico, es decir, L — co.

51
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Capitulo 5

Conclusiones

En ecste trabajo hemos estudiado las propiedades termodindmicas de un sistema de
bosones en 1D ¥ 2D atrapades por uno y dos potenciales tipo oscilador armdnico. La
cbtencion de estas propiedades nos pertnite concuir en el caso 2D que tanto para ¢l
sistema de bosones con uno y dos osciladeores se obtiene una T, # 0, la cual es proporcional
z la densidad de particulas elevadas a la potencia 2/{d+ &), adem4s de que no se encontréd
salto en el calor especifico. Cuando & = 2, encontramnos gue la relacion energia-momento
es lineal, comportamiento que tienen los pares de Cooper [23), ademas de que la masa de
los bosones tiende a cero en el limite termodindrmico,

Trasladar el origen de las energias por una constante no afecta las propiedades ter-
modindmicas del sistema fue lo que nos ensefio €l gas de bosones atrapado por un potencial
arménico donde la energia del estado base es notoriamente diferente de cero. Se chtiene

que de las propiedades termodindmicas séle la energia interne cambia por una constante.

En ¢l caso del gas de bosones en 1D atrapade por un potencial la temperatura critica de
condensacion BE es T, = 0, lo cual es de muy poco interés prictico dado que, por gjemplo,
si estamos interesados en explicar la superconductivided como un fendmenc de CBE es
natural buscar modelos que presenten propiedades superconductoras 2 altas T. # 0. Sin
embargo, tedricamente ¢l gas de bosones en 1D atrapade por un oscilador inplicd obtener
la. informacién de sus propiedades termodindmicas de una manera diferente & como se
obtuvo en cl caso del gas en 2D, Analizamos las propiedades del gas de bosones 1D

usando como pardmetro la fugscidad z, la cual creemos se puede emplear ¢n sistenias de
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bosones que presenten una termparaturs critica T, = (0. Resumiendo podemos comentar
que el mejor entendimiento del fendmeno de la condensacidn de Bose-Einstein en un
sistenie de baja dimensién podrfa darnos una sueva pista para interpreiar el fendmeno
de I superconductividad como una CBE.

Es importante mencionar que la dimensionalidad del sistema y la relacion de dispersion
de los bosoncs deterrnina si existe 7. £ 0. Asi ¢l sistema de bosones 3D atrapado por 1,
2 3 osciladores es distinto del sistema de bosones 21 atrapade por 1, 2 osciladores.

Finalmente, para que el presente trabajo tenga aplicabilidad en la fisica de nanoestrue-

turas se requicre rehacerlo pero sin la aproximacién de que Aw < kgT.



Apéndice A
Funcion de Bose

Una de las de las funciones que més hemos usado & lo largn de esta tesis es sin duda
ja funcidn de Bose, es por ello que a continuacién mostrames como se calcula. La torma

de la [uncién de Bosc g, () estd dada por la ecuacién (2.12) la cual aqui reescribimos.

%(2) = I'(o} Jo f —161 -

Para z pequeria

o ) 1,- s
j 7] = 27Tl — ze ) da
v zleT—-1 0

[+=]
] -1 —:Z ZG_I) dr
13
oo oo
= | 27 (ze77)

0 =
o0 oo
= E P 27~ te~ gy
0
oo |

(Haciendo €l cambio y ==l) =" f—a [Uw e Y dy
i

K3

oo B {
{por definicién I‘(v)f et ldt) =T(a)Y Z
0 =

Definimos la funcion de Bose

®

9+(2) EI:II_‘;:I(G‘)./ —1e=—1d$
Cuande z << 1 la funcidn g.(z) se comporta como 2 para toda . Puede observarse que
Go(z) es una funeién mondtona creciente de z cuyo valor limite para nuestro interés es 1,
asi cuando z — 1 9.(z) se comporta como la funcién zeta de Riemann {(z) {15] es decir

1
ld

™

W)=Y = =¢(a) (0> 1), (A1)
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Apéndice B
Integral de volumen sobre la esfera
d-dimensional.

En este Apéndicc mostramos como se caleula el volumen de una esfera en d-diemnsiones|22],

l2 cual hemnos etnpleado en el capitulo 3 El ntimero de particnlas esté dado por la ecuacién

(3.1)
N=) m (B.1)
k
COn
= ! B2}
e (B.2)

En el Hmite termodindmico la suma de la Fe. (B.1} se puede aproximar con una integeal,
por tanto

N= é [ e (B.3)
con (2 el volumen de la celda unitaria en el espacio k. La energia estd dada par

ex = W2k? 12m

donde tenemos que g = (k) depende sdlo de la magnitud de k = A} +kf+ .. + i}

La ecuacidn (B.3) punede escribirse como

szlzfom dt s [ do = 7 dlon i) (B.4)

donde Qq(k) = fs, do es el drea de la hyperesfera Sk en el espacio (d — 1) dimensional.

El drea del lLemisferio de Sy es

! _de s
50a(k) = & /E f > (B.5)
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sobre la bola (d-1) dimensional. By estd dada por

B+ ke <k

ka= \;@2 - k% — . - "3_1

Se puede demostrar que $24(k) es proporcional a k41 es decir
(k) — wak®™! (B.6)

Para calcular wy se elige un caso particular obteniéndose

274/2
Wi = Py (BT}
Entonces la ecuacidn (3.3) se escribe como
) d;/2 o
7 ek dk. (B.8)

N = ar @) Jo



Apéndice C
Integral de “volumen” en el espacio k

La integral dada en ¢l capitulo 4 por (4.3)

o 1
Moo = 5 [ [ dbatly s —

donde

’2
e~ 5 Lk,—l— Ly+-2—

- (1) ()

Mo =5 [

(;)( )ffdkmdkyeﬁ( k’+ﬂvki+—-;-#)

La integral anterior puede valuarse si hacemos el siguiente cambio de variable

hﬁ %
(-——) ke = kecosé
2m

bk, = ksin?§

}!

cuye jacobiano es

1/2 12
((%’? /2 st k(%‘?) Y sinﬂ) o U2 952
. @)

g
3"—) sin? @ ( ) cos fsin § > vh w "

por tanto

Ly /v omy 12 k2
Nex —(5}“) (_) vh( ) / a8 smgf S
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realizande la integral en teta

. _(21,) 1 (2m me k2
Neq T TM) - eﬁ{kn_'.;,w - _L

haciende el cambio € = k% v sea pb = pig = 1t
Iy 1 /2ma\UZ jeo /2
Ve =D (F) L emrms
LN 1 /2m\V2 gl/?
ANez =\=-]l7 de—————
(w) Frwr (?) fo efle—p) — |

Finalmente, sea = = ¢ y 2 = ¢¥* entonces

N _ FAYE gm)U? o 4 €172
e (;) P (_FTz_ -/0 e _ 1

(L) 1 (Qm)iﬂ g2 fm 2% dz
ho \RE) Jo erzml—1
usando la funcién de Bose respectiva, y recordando que 8 = 1/kgT tenemes

Ve (2) 55 (5) o) hanartare (C)

pero I'(3/2) = \/it/2 ast que finalmente

Ne=L2 4

om\ &
327 () (T 0e) ©2)

Para encontrar la Fe. (4.42) se procede de manera andloga.



Apéndice D
Ecuaciéon de Estado

Para encontrar la ecuacion de estado, es decir la ecuacién que relaciona la energia
nterna {7, el volumen V' y la presién P del sistema, hacermos uso de un resultade de la
Mecanics Esladistica

PV

— = InE(1,V, 1}
kBT n ( ,/”[L) (D]'J

son Z(T, V, 12} la funcién de particién para un gas de bosones (cnsambe gran canénico) la
rual estd dada por

- 1

2T V,u) = 1;[ [m} {D.2)
por la manera que definimos ¢ v ux en la Sec. 1 de este capitulo, podemos eseribir la

ecuacidn anterior como

(T, V,p) = ]._kl [m:%mﬁ]- {D.3)
:;B‘i’f = -1 e (D.4)

donde z = e® 4y = u— 1/2hw y u el potencial quimico. En el limite termnodinimiro la

suma la aproximamos por la integral

s
ksT

== /0‘” deg{e) In{1 — ze‘ﬁ‘}, (D.5)
donde la densidad de estados g(e) estd dada por la ecuacién (4.9). Usando ésta y haciendo
una integracion por partes tenemos que
S0a
uw=In{l - ze7%)
% ESTA TESIS NO SALE
DE LA BRIl IOTECA



dv = %de
realizando la integral por partes
PV L1 /2m\z[2 . 2 poo 280
—— e _ _ fey 3o ___j d L 372
kel 2 huw (?) [3“’{1 e ) 5 ) T oAt ] - (D)

el primer término dentro del paréntesis cuadrado ¢s cero cuando se sustituyen los limites

de integracién por tanto

PV 2L 1 (2m\Y? o e B o,
LY 1 . 2 ‘
EgT — 3w hw (‘z?‘) fg e (D.7)

multiplicando el términe de Ia integral por z~1ef¢/z e

PV 2L 1 (zm)‘/ﬂ j;oo ger?

T - i\ ) (D-8)

haciendo un cambio de variable, sea x = ¢

3/2

BT 3 hw z7le =3
2L 1 /2m\2
T 3w (?‘) (k5T gs/a(2)T(5/2)

342

= 1;1?}5 (2:*) (kT *"2g5/2(2) (;)

donde F{5/2) = 371/2/4 adem4s de 1a Ee. (4.13) tenemos que

aN Rl ¢ @ Y2
kT = S ()
{ ) 93’12{1) 21'72.

¥ por tanto
PV 2N gsp(2) (T )af"‘
kaT 2 a1\ '
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Pero de la Ec. (4.19)

gsy2(2) ( T )3/2 U Nbw

g32(1) \Te T 3ksT  3kal

teniendo finalmente

v =2 [ 2], 09
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[ista de figuras

Figura 2.1 Densidad de estados gle) para un gas ideal 3D de bosones.
Figura 2.2 Fraccibén condensada para un gas ideal 3D de bosones.
Figura 2.3 Znergia interna de un gas ideal 3D de bosones.

Figura 2.5 Entropia S de un gas ideal 3D de bosones.

Figura 4.1 Fraccion condensada para un gas de bosones 2D atrapados por § — 1, 2, 3

osciladores arménicos.

Figura 4.2 Energia interna para un gas 2D de bosones atrapados por § = 1, 2 osciladores

arménicos.

Figura 4.3 Calor especifico C'v para un gas 2D de bosones atrapados por § = 1, 2

osciladores arménicos.

Figura 4.4 Enuropie para un gas 2D de bosones atrapados por § = 1, 2 potenciales

arménicos.

Figura 4.5 Potencial quimico y fugacidad para un pas 1D de bosones atrapados por un

potencial arménico.

Figura 4.8 energia interna para un gas 1D ce bosones atrapados por un potencial

Aarmonico.

Figura 4.7 Calor especffico para un gas 1D de bosones atrapados por un potencial

armoénico.

Fizura 4.8 Entropia para un gas L) de hosones atrapacdos por un polencial arménico.
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Lista de tablas

Tabla 4.1 Resumen de algunas de las propicdades tcrmodindmicas para un gas hidi-

menstonal de bosones atrapados por 4 = 1, 2 osciladares arménicos.

1

Tabla 4.2 Resumen de algunas de las propiedades termedinamicas para un gas wnidi-

mensional de bozsones atrapade por un potencial armdénico.
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