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Introduccién

a1

Fil Procego Poisson es un modelo matematico para fendmenos caracterizados por objetos dispuestos
de manera alcateria en un continio. Cada objcto es representado de forma idealizada en el modelo
como Un punto, cuya ubicacién en cierto espacio (por ojemplo B se identifica con la posicidn del
objeto. Es comun referirse a dichos puntos como ‘ocurrencias’ del proceso.

El Proceso Poisson posee muchas propiedades que justifican su papel central en la teorfa de procesos
estocisticos: dichas propiedades se basan en ciertos supuestos de independencia. Esto se discute con
detalle en el Capttulo 2.

Esta fesis estd enfocada en gran medida a aquellos procesos tales que ¢l espacio donde Ios puntos
ocurren es el conjunto de os mimeros reales no negativos. Aunque no haya razdén de tipo matemético
para ello, se referird a dicho espacio como ‘toempo’, ya gue los fendmenos temporales predominan en
michos campos de aplicacién. El estudio del Proceso Poisson en Ia recta real permite snalizar muchas
propicdades atribuldas a versiones mds generales de este proceso. Sin embargo, procesos tales como
los Procesos Poisson no estacionarios {Seccion 3.3.1), y los Procesos Poisson Compuestos {Seccidn
3 3.2) son de interés tanto en ¢l aspecto tedrico como en el de modelacién.

La implementacién del Proceso Poisson (y de sus generalizaciones) come modelo matemitico es un
proceso que consia de varias etapas. Fsto inicia cuando, basdndose cn idess propias del campo de
aplicacion, ol investigador propone al Proceso Poisson como modelo para describir al ebjeto de estu-
dio. En este contexto, y bajo el supuesto de que se tiene un modelo razonable, el investigador serd
capaz e determinar que predicciones puede llevar a cabo sobre los eventos que él considere puedan
ocurrir. Esta formulacion es ol dnico pase tal que esta basado totalmente en la Teorfa de Probabil-
idad. Sin embargo, con el fin de desarroilar el modelo, el investigador debe ser capas de incorporar
informarion provenicnte del mundo exterior. De esta manera el modelo podrd describir 1o que ya ha
sido observado come lo que pueda aprenderse de dichas observaciones. Es en este punto donde surge
la necesidad de emyplear téenicas de inferencia estadfstica.

Toda la teorfa de inferencia estadfstica empleada en esta tesis se desarrolla dentro del siguiente es-
cenario : el investigador ha considerade que cietto fondmeno puede modelarse mediante un proceso
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Poisson o alguma de sus generalizaciones, de tal manera que ¢l conjunto de modelos posibles se
reducido 2 upa familia que puede ser parametrizada. Se trate el problema de estimacién { puntua
por interwmlo ) v el de construir pricbas de hipétesis paramétricas para estos precesos. Los prol
mas de inforencia son tipificados de acnerdo a dos criterios : tipe de proceso que so estd observam
v plan de mmestteo. Se entiende por plan de muestreo a la eleccidn de ciertas variables aleator
relacionadas con el proceso on cuestidn sobre Ias cuales se basard Ia inferencia. No se diseutird
validez del modelo (pruebas de bondad y ajuste).

La tesis estd estructurada en cuatro capitulos:

El primer capftulo os una revisién de las propicdades hdsicas de las distribuciones de probabilidad
volueradas en la definicidn y resultados referentes al Proceso Poisson y sus generalizaciones. Tamb
se discuten las distribuciones relncionadas con las téenicas de inferencia paramétrica aplicadas a
chos procesos.

En el segundo capitulo se define al Proceso Poisson Estacionario y se discuten sus propiedades pr
cipales, entre las que figura Ja distribucion de los tiempos entre ocurrencias. Se prescatan algw
de las generalizaciones de dicho proceso, esto con dos propésitos : primero, poder discutir mede
con aplicaciones mds reelistas; y scgundo, accesar a ciertos resulfados de tipo anaiftico. Los proce
no estacionarios y el Proceso Poisson Compnesto son expuestos de acuerdo a la primera motivac
mientras que el Proceso Poisson Puntual a la segunda. hay una discusidén dedicada a caracteri
ciones del Proceso Polsson Puntual y 2 resultados relativos a la representacién del Proceso Pois
Compuesto como ‘suma’ de Procesos Poisson Puntuales.

El tercer capftulo estd dedicade a problemas de inferencia del Proceso Poisson desde el punto
vista frecuentista. Se calculan estimadores de méxima verosimilitud para este tipo de procesos b
distintos planes de muestreo. La parte central de este capftulo £s wna discusion sobre el comp
tamiento del estimador méximo verosfmil de Ia intensidad del proceso, tomando un mimero fir
de tiempes aleatorios de distribucién exponencial. La relacién entre ol pardmetro de la distribuc
de dichos tiempos v la intensidad del proceso o8 crucial para el desempeino el estimador. El au
propone algoritmos que, bajo ciertas condiciones permiten aminorar este inconveniente. Se tra
algunos aspectos de pruebas de hipétesis paramétricas para cstos procescs.

Eau cl capitulo cuatro se retoman los problemas de inferencia paramétrica tratados en ¢l capfulo an
rior, ahora desde of punto de vista bayesiano. En este rnfoque se supone la existencia de informac
a prrort o inicial por parte del investigador. Con ¢l proposito de representar dicha informacion
recurre &l Andlisis Conjugado y al Analisis de Referencia. En la seccién dedicada a pruehas de hip=
gis, se ilustra como estas pueden ser utilizadas cn problemnas que involicran toma de decisiones.

La simulacidn por computadora es un recurse muy ulilizado para visualizar (en cierto sentide
comportamiento de los modelos probabilisticos. Se trata ademis de una horramienta valiosa par
resolucidn de problemas estadisiicos, ya que hace posible valorar el desemepefio de los estimador
partir de una perspectiva complementaria a & que proporciopan Jos resultados analiticos. En
tesis se exploran ambnas posibilidades. La implementaciéu de los algoritmos de simulacién se lle
cabo usando el paguete S~PLUS.
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Preliminares

Introduccidén

El Proceso Poisson debe su nombre a la distribucidn de probabilidad propuesta por S. Poisson en
1837. Dicha distribucidn estd presente tanto en la versidn mds sencilla del Process Poisson, como
en las generalizaciones definidas en espacios abstractos [ver Kingman|. Por otra parte, varios de
los Teoremas importantes para eslos procesos involucran otras distribuciones univariadas conocidas.
Delido a cstas y ofras razones, ol estudio del Procese Poisson presupone conocimientos en Feorfa
Distribucional.

En cste primer capftulo se revisan algunos aspectos bisicos de las distribuciones de probabilidad
1eincionadas con el Proceso Poisson v con téenicns de nferencia paramétrica. Se exponen los resulta-
dos analfticos requeridos en los siguientes capitulos y las ideas intuitivas detrds de cada distribucisn.

La Scecion 2.1 estd dedicada a la Distribucidn Poisson. Da Seccitn 2.2 se refiere a las distribuciones
utilizadas para deseribir situaciones que involucran tiempos de espera; se trata de las Distribuciones
Exponencial, Gamma, Geométrica y Binomial Negativa. Se presenia una breve discusioh acerca de
{a Distribucién Uniforme (Seccion 2.3), y oira sabre la Normal (Seccién 2.4). En la Seccién 2.5 so
emancian algunos resultadoes sobre estadfsticas de orden. Se incluye nna seccidn acerca de simulacidn
de variables aleatorias (Seccidn 2.6).

Mediante ol uso de ejemplos, se husca Hustrar como algunss de estas distribuciones pueden usarse
para resolver problemas coneretos, lo cual es un paso importante para entender el papel del Proceso
Poisson como herramienta de modelacidn.

Bl material de este capftulo fué tomado de [Feller]. [Johnson y Kotz], y {Feldman].




2 2. Preliminares

2.1  El Modelo Poisson

Sen Xy, Xs, ..., X, un conjunto de ensayos Barnoulli, todos con probabilidad de éxito py.. El ndmero
total de éxitos tiene distribucion Bi{n,p,). Supéngase que el experimento es tal que

Hm np, = X,

n—oo
con A > (.
Es decir, el mimero esperado de éxitos tiende a cierta constante posiéiva cuando » crece. Sea
¥, una variable aleatoria con distribucidn Bi (n, pa), entonces

R R A L

n—eo 00
k
kel L3
o i PEOP) [1= 722" (= g,
. n

mientras m — oo, 28— 1y [1— p,,]‘k ~= 1. Debido a que fo{z) = {1~ f)n — &7 uniformemente

nl
para cualquicr vecindad compacta de A, se puede afirmar que [1— 221" — exp (~ limy .00 np,) =
exp (—A).
Por lo tanto, para p pequenia y n grande, se ficne que
)‘k

Pr(# de éxitos = k) m e
donde A = ap. \
A partir del desarzollo en serie de Taylor de i1 (A) = ¢* sesigue 330 e 3 = 1.

Definicidn 2.1.1 Ser X wuna wariable aleatoria discreta que foma valeres en el conjunto de los
nimeros naturales, Se dice qie X tHene Distrbucidn Poisson con pardmetre M. lo cual se denota con
X ~ Poi(})), si su funcidn de masa viene dada por

AF
PT{X = k} = ﬁ_l}j.
Es {dcil verificar que: 8i X tiene distribucién Poi (A) entonces
E{X]=2x ¥y Vear[X]= A

. Lo las Figurss 2.1, 2.2 y 2.3 se presentan praficas de Ia. funcidn de masa de la Distribucién Poisson
con A = 1,6 vy .5 respectivamente.

Lz funcién generatriz de momentos de une variable aleatorie X con distribucion Poi{}) viene
dada por

o [eiX] — e)\{e'—lj.

Il uso de dicha funcién permite demostrar facilmente que la Distribucién Poisson es une dis-
tribucién reproductiva. Es decir, 8§ X y ¥ son varisbles alestorias independientes, con distribucién
Poi (A) y Poi (i) respectivamente, entonces X + ¥ tiene distribucién Poi {X + u}. Esto se explica
en el sigulente resulinde, ol cnal trata también el caso de sumas infinitas, y da las condiciones para
la convergeneia de dicha suma.
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Poisson( 5}

=1 )
i° ﬁ
§ a

;T 1 .

g LW_——"_""-—”_Y_‘_"*A_-T-____“I" = *“‘—Iv—"‘*-r"——_;'

[+ ]:) [].3 10 15 20 25 20
FIGURE 2.3.

Teorema 2.1.2 Sea {X; : j € N} una coleccion de varinbles aleatorias independientes, donde X;
tiene distribucisn Poi (p;) para cadn §. Entonces S, = 27_) X; tiene dwsiribucion Poi (Z}‘:l p,j) .

Sio =37 1, converge, entonces S =377, X; converge con probabilidad 1, y 3 tiene distribucion
Poi (). 5i por otra parte o diverge. entonces § diverge con probabnlidad 1.

Demostracién. Sea n € N, entonces la variable aleatoria

Sn = iXJ
3=1

tienc distribucién Poi{,,), donde
n
TS
=1

Esto puede verse del hecho que la fimcién generatriz de la suma de variables aleatorias independi-
cntes es ol producto de las funciones generatrices de los sumandos [ver Ash|

o B

E [e's"] = E [ctxJ]

1

o
Il

e [e-1]

H
.:;

[
]
-

= " Ir" -]J .



2.1 El Modelo Poisson 5

Se tiene ademds que la convergencia de funciones genevatrices implica convergencia en distribucion.
Ahora

Bl = [T5 1]
S
- (,nir'»ll

corresponde a la funcion generadora de momentos de una variable aleatoria Poi(#) .
Tsta 1iltimna cxpresitn representa a nna funcién geaciadora sélo en ol caso ¢ < 0o, |
En seguida se presentan algnnas aplicaciones concretas para este modelo probabilista.

Ejemplo 2.1.3 Supdngase que un libro tiene 400 pdginas y gue lo probobilidad de que una pdgina se
encuentre libre de errores de wmpresion s .98. Es razonable suponer que el nimero de ocurrenciag
en phagmas diferenies son independientes, de fol Jorma que of mimero de pdgnas libres de errores en
¢l hibro, el cual se representa con Sy es una variable alcatoria gue tiene distribucidn Bi (400, 98).
Sea Uspn = 400 — Sugp, el nimcere de pdginas que necesiln corvecciones . Entonces, ;1 X fiene una
distribucidn Bi(400, 02) y Y se distribuye Poi{8), sc frene que

Pr{U4gg>10} = 1 —-Pr{XﬁlU}
i~ Pr(Y <10}
184,

2

El valor exaclo s 182 H
Bl sigiiente resultado serd de utilidad al hablar del Proceso Poisson Compuesto.

Teorema 2.1.4 Sca N une varrable sleatora con disirbucidn Poi (A) y sea M una varable aleatoria
tal que ln distribucion condicronal de M dado N s Bi (N, p), ertonces M se distribuye Pol (Ap).

Demostracion. Aplicando cf Teorema de Probabilidad Total

Pr{M =k} = PriM=FN >k}

= iPr{ﬂf:k[N:n}Pr{N:n}

n=k

2 fn A"
1 n—k A
5 (F’) P{l-p e o

=k

fi
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Simplificando esta dltima expresién, se obticne

n-uk

Pe{M=k = I Zan—k)’

e Ap Z[(I—P)A

=0

2p)*
—.\p( P
¢ ko

donde k€ {0.1,2,...}. m
La Distribucién Poisson perlenece a la Familia Exponcencial {ver Apéndice). E} pardmetro natural
es # = In(A), por lo tanto ¢l cspacio paramélrico natural es R.

2.2 Tiempos de espera

Un investigador inicia la observacién del fendmeno que ostd estudiando en un instante al cual se
denota con 0. Existe un suceso en especial que & desea observar. Es de interés la longitud del lapso
entre 0 y el instante en que dicho suceso ocurre, a esto se le conoce como fiempo de espera.

Al hablar de “tiempo’ se esid considerando cnalquicra de las siguientes pesibilidades:

Tiempo discreto.-El sistema solamente puede sufrir cambios en una cantidad numerable de
instantes predeterminados.

Tiempo continuo.-Cuando se establece una biyeccion entre los ‘instantes’ y los puntos de R¥.

Esto es totalmente infuitivo, pere no os necesario introducir terminologia mds complicada. En las
siguicntes secciones se presentan algunas distribuciones que sirven como modelos para ticmpos de
espera.

221 La Dhstribucidn Geomdirice

Definicidon 2.2.1 Ser X, X,, ... wna svecsion de ensayos Bernoulli con probabilided de éxito p > G.
Enlonees

T] =i11f{7? }O!,Y“: 1}

es una variable aleatoria, yn que {Ty >k} = {X1=0,X,=0,...Xx = 0} es un cvento. Se dien
enfonces que Ty tiene Distribucidn Geométrica con pardmetro p, lo cual se denota con Ty ~ Geo (p).

Sea {X; : k € N} una sucesién de ensayos Bernoulli, con probabilidad de éxito p ¥ sean
k
{Sk=ZXJ:kEN}.
3=1

Entonces 1a funcién de distribucién de 73 viene dada por
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Frp(n) = Pr{li<n)=Pr(S, 2 1)
[ —Pr(Sp=0)=1-{t—p[" paran=12.

¥ su funcidn de masa es

f.[\l(n) = PI‘(TI“'TJ) FT; (ﬂ)_[fa (nwl)

= - p" L p" = pl - P paran =12,

De forma alternativa, la funcidn de masa de 73y pucde encontrarse observando que ol evento
{1} = n} ocurre si y s6lo g los primeros n — 1 ensayos son fracasos y el n—{&simo ensayo es un
éxito. Esto gracias a la indepondencia de los ensayos

Todos los momentos de 13 existen, como lo demucstra ¢l siguiente argumento. Sea o > 0 fija y sea
Ao =30 m™ (1 —p)"7" . Se considera la razon r,, de términos sucesivos:

"0 -/
Ty 2 e \+——} (l—p)

Debe ser claro que r, — (1 -~ p) < 1, por 1o tanto por ¢f Criterio de Convergencia del cociente de
1 Alembert [ver Widder], se tiene que A, < oo.
Sea Y una variable aleatoria con distribucidn Geo (p). Entonces la funcién generatriz de momentos

de Y es:

B (e"y) = Ze“"p{l - !
P ot § 2
ERErP )
- J’_ 1
I [f—«u P ’“}
- _.___f'_izh
T—c'l-p|

1
De donde se concluye que my (t) = ; —:Tﬁ - La media de ¥ viene dada por

Bt = P (Hpll-p)
e w) B R e R R R
8 3
Etjmy {er) o = }3

Esto se escribe E{Y] = 1. Se puede demostrar que & [¥?] = 2. con Jo cual Var [¥] = 152,
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La Distribucidn Geomébtrica posee una propicdad comtiinmente conocida como Pérdidn de Memoria,
esto es, sl T ticne distribucidn Geo (p), entonces

Pr{T=z+4+4|T>j}=Pr{T =gz},
donde j € {0,L,2,..} y = € {1,2, ...}. Esto se verifica de la siguiente manera
Pr{T=z+3T>j}
Pri{T > j}
Pe{T =z +j}
Pr{T > j}
-
(i-pf
= p(l~p"
= Pr{T=z}.

PriT=x+j|T>j} =

Esta propiedad caracteriza la Distribucion Geométrica (entre todas las distribuciones definidas
sobre los enteros no negativos), de la misma forma que la propiedad correspondiente caracteriza a la.
Distribucién Exponencial (ver Seccidn 2.2.3).

La demostracion es la sipuiente: A pariir de Iz expresitn

Pr{T=z+j|T>;}=Pr{T =3},
con g € 40,52, ..} vz e {1,2,...}, sc sigue que
Pe{T =z} =Pr{T=x}Pr{T > j}.

Ahora bien
1= Y PeiT=4#}
k=1
= Y Pr{f'=1+j}
=0

= iPr{T:I}Pr{T>j}.

Se define

p=PriT=1}= (iPr{T:qi})— :

2=0

Es claro que
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Geomélrica( 5)

23 04 05

Funeron de masa

a2

a
[
i

FIGURE 2.1

1 = Pr{Tzi}—}—iPr{Tﬁ2+.7}

9==0

= p4Pe(T =277,

entonces

Pr{T=2}=p{l- p).

Procediendo de manera inductiva se derauestza que T tiene distribucién Geo {p) .
En la Figura 2.4 se presenta las funcidn de masa coriespondiente a una distribucién Geométrica
de parametro 5.

Ejemplo 2.2.2 Fn una sucesion de tiredos de un dado justo (bajo el supuesto de mdependencia) la
probainkidad de que el primer cuatro se observe en la sexta lirada esid dada por

5
5\ /1
Priy =5} = (g) (G) = 067,

donde Y denota ol ndmero de veees que no apareerd ol cuatro anies de la primera vez en la que es
abservado. La probebilidad de que se necesiten al menos seis tiradas pare observer un cuatro viene

dade por
= 5N (1 5\°
P > b} = - Sl =1-1 =.402
r=0=3(0) (6)- ()
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La probabilidad de que se necesifen a lo mas efnco mienlos anles de oblener un cualro esla dada por

Pr{Y <4} = i (g)"(é) . (2)5 =

y=0
A veeos resulta conveniente adoptar una definicidn alternativa para la Distribucién Geométrica.
Sca T = T; — 1. Entonces 7% cuenta ‘el nimero de fracasos antes def primer éxito’ cn una sucesion
de ensayos Bernoulli con probabilidad de éxito p,
En este caso

; I—-p
E(Tl) = _p—i"

I-p

T = =P
var (T7) -

La funcién gencratriz de momnentos viene dada por

o
(@) = 1= {i-plt
2.2.2 La Distribucidn Bimomiol Negalive

Soa {X::%€ N} una sucesién de ensayos Bernoulli con probabilidad de éxito p. Es de inferés el
mimero de ensayos que se debe levar acabo con el fin de observar el k—ésimo éxito, donde & ¢s un
entero positivo. Se denotars a cste tiempo de espera con T Para que {Tp =7} con r 2 k, dehe
ocurrir que:

i} Hasta cl ticmpo + — 1 ha habido & — 1 éxilos.
it) El r—é&simo ensayo ha sido un éxito.

Por lo tanto, la probabilidad de que {Ti = r} para nna sucesién de ensayos Bernoulli con proba-
bilidad de éxito p, viene dada por

Pe{Ti=r} = Pr{X=&k-1}p

Ll WP

(A:—I)p ©r
-1

= (;_I>pkq”_k‘

Definicién 2.2.3 Se dire que una variable aleatoria discrete Ty, tene distribucion Binomial Negativa
con pardmelros & 3 p, lo cual sc denola con Bi{k, p), si su funcidn de masa viene dada por

PriT,=r}= G: I)pqu-k_

Il

donde X tiene distribucién Bi{r — 1,p}.

1
Ponde & cs un entero positivo fifo, p € (0,1) yr > &
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Si Y o5 una variable aleatoria con distribucion Bi (£, 1), entonces

E [e”’} = Z(’ty (J - )p‘“rf" k
y=k

Lki (7} . ])pk (r;r")k
k-1 ’
B & o nkg ek

|
o

sicmpre que ge* < 1.

Por ko tanto la funcidn generatriz de momentos de ¥ viene dada por

11

Debido a que la funcién generatiiz de la suma de variables aleatorias indopendicntes es ol producto

de las fimciones generatrices de los sumandos, {vor apéndice) se pucde concluir lo siguiente:
g ) p

Y Si X y Y son variables aleatorias mdependientes y con distribucion Bi (ky,p) y Bi {k, p) Tospec-

tivamente, entonces X + ¥ se distribuye Bi (k; + ks, p)

i) Si X;, Xy, .., X son variables aleatorias independientes y con distribucidn Geo (p), entonges

Y =37, X, cs una variable aleatoria con distribucion Bi(n,p).

De ii) sc sigue que
nE sl k
B = BB{G] -
k
Var[Ti| = kVari]= —g
P

donde Ty =se distribuye Geo {p}.

En las Figuras 2.5 y 2.6 se presentan grédficos de las {unciones de masa de distribuciones Bimomiales

Negativas de pardmetros (3,.5) y (4, .8), respoctivamente.

Ejemplo 2.2.4 Clerto matemdiico siempre carga con una eajt de fésforos en su belsilo izquierdo y
otm en el derecho. Cuando quiere un fésforo, selccciona un belsillo al azar. se dice que ha ocurrido
un, érito s selecciond el bolsille izquierdo. Entonces, las clccaiones consecutivas que hace, forman una
sucesion de ensayos Dernoulls con p = % Se hace el supuesto que wicialmente cade caye contiene
exactamente N fésforos y se considera el momento en el que, por primerg vez, cf matemdlico se
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Funcion o masa

Funciin de masa
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FIGURE 2.5.
Binomral Negatrva(4, 8)
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FIGURE 2.6.




2.2 Tiempos de espera 13

encuentra con que una de las cajos esta vacia. En esc momento la olra caja debe contener v €
{0,1,2, .., N} fasforos, se denota ln probubiiidad de cste coento con .. El matemdtico se choondmri
con que lo caje en el bolsillo izquierdo esta wacla, conservande adin v cerillos en la caja derecha &
y sdlo si, exactamanic N — r fracasos precedieron el (N + 1) —éstmo émto. Le probebulidad de este
evento vieme dada por Pr{W = 2N —r 41}, donde W ~ Bi(N + 1,1} . Bl mismo ergumento se
aplica para el bolsillo derecho, por lo tanto, lo probabibded huscada es

v = 2UPU{W = 2N —r 41}

— (ZNA: T) 27—2N+r_ .

Ejemplo 2.2.5 Dc acuerdo a las reglas del beishol, no hay un lmite para el ndmere de jugadores
que han de batear en un juego de G entradas. Lo que s estd determinade, es que deben llevarse a
cabo 27 ouls para que un equipe complete las nueve entradus. Se desea lener cierta idea acerca del
ratmero esperade de fugadores gue ven a balear. Se supondrd que cada bateador puede lomarse come
un ensayo DBernoulls con q = 260 de llegor a alguna buse. Entonces Tyr serd el Hempo de cspera
{mimero de hombres of bat) pare que el equipe complele las nueve entradas. Se tiene que

7,
B {Tor = .TAD] == 1o ~36.5
o
Var [Ty = 740) = Qf),,@ﬁ;l) ~ 128
(.740)

Por lo tanto, se espera un nimero de 36 o 37 bateadores, de los cueles 9 o 10 lagardn o olguna base.
|

2.2.3 El Modelo Exponencial

Sea F la funcién de distribucidn de la variable aleatoria que representa €l tiempe de ccwrrencia de
almin evento; Por gjemplo, of artive del siguienic clicnfc & una cola o la préxima Hamada a una
estacién tolefonica. Debido a que ol tiempo de espern debe ser positivo, se sepondrs que F{0) =0y
que F (2} < 1 para toda . Se hard la siguiente hipdtesis

1-Flz+y)
IS F(z)

=1—-F{y), z,y >0 (2.1

El lado derecho de csta ecuacion cs la probabilidad de que el ticmpo de espera exceda . Mientras
que el lado tzquierdo es la probabilidad condicional de qiie €l tiempo de espera exceda z + y dado
que excede

Esto atribuye al mecanismo de tiempo de espera cierlo tipo de pérdida de memoria: 3i desputs
de un lapso de z unidades de tiempo el evento aiin no ha ocurrido, el tiempo que queda por esperar
estd condicionalmente distribuide de la mismna forma que ¢l tiempo de espera desde el inicio.
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Esta condicién determina por complete 1a forma funcional de 7. 8i U {x) = 1 — F{z}, eatonces
Ulr+y) = U (z) Uly). Esta es la forma de la Ecuacién de Cauchy, ¥ como U es acotada, U{z) =
e P para algiin 8. Debido a que limz—e U (£} = 0, 3 debe ser positiva. Entonces la Expresidn (2.1)
tmplica que F tiene la forma exponencial

0 L sz <O
F("")z{lwc-ﬁz siz >0,

y recfprocamente.

Definicién 2.2.6 Se dice gre una vartable aleatoria X fiene distribucion exponencial con pardmetro
B (8= 0), lo cual se denota con X ~ BExp (5) s su funcidn de densided es de la forma

Fx (z) =B con x> 0.
$i X es una variable aleatoria con distribucion Exp {8), entonces
[ e fy {z)dz
Jo

1
1-—

il

E [¢]

T
Et

Por lo tanto la funcién generatriz de momentos de X, viene dada por
i

My (t) = -
’ 1—L
A

De donde es inmediato que

1 2
ElX]== E[X =5,
por lo tanto Var [X] = 872
En la Figusa 2.7 se presenta un gréfico de la funcién de densidad de una Exp (1).

Ejemplo 2.2,7 Sc considern una sucursal banearia con dos cjeros, 3 se supone que cuando A entra
al sisfcma se encuentra con que B estd stendo afendido por uno de los cajeros ¥ C por ol ofro. Esio
de modn gque A serd atendido fan pronto B o C se vayan, ocupando el cajero que esté disponible. Sila
cantidad de tiempo que wn cajero necesia para olender a cade cliente se distribuye exponencialmente
con parameiro 3, cuel es la probabilidad de que, de los fres clientes, A sea el 1dlitmo en salir del danco?
Seant X4, Xn y X , respectivamente las variables alcaforras que representen el ticmpo que le toma al
cajero atender a A, B y C. El enunciado “A serd atendido tan pronte B o C se vayan”™ significa que
el tiempo en el cual el cajern atiende o A, empieza a correr desde gue la variable alesioria min(Xg,
Xe) toma su valor. Entonces A es el illimo en salir del banco s y sdlo s

X4 -i-mIII(XE y _Xc;) > II’I&J\.(XB y zYc}.
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FIGURE 2.7.

Sean
W e max(Xp , Xe) —mm(Xp , Xe) y N= lxpsxo)

Se tiene que

Priw >t N=0} = /Doo ( © Bexpl~Bze] d:z:c) Bexp|—fzp]dop

Jzpid

#

f Bexp|-3{ap -+ t)] exp [—Bzaldzp
o
i
== 5 exp {—ﬁf] .
Del mismo modo Pr{W > £, N =1} = Lexp[—At], enfonces

PriW >t} = Pr{W >, N =0} +Pr{W >N =1}
— exp[-pil.

Resulta wmmediato que W tiene dustribucion Exp (8). Gracias a que W sdlo esto en funcidn de Xp y
Xe, esta varioble es independiente de X 4. Del hecho que Xa y W son independientes e idénticamente

distribuidas, se concluye que Pr{X, > W}=4 H

Fjemplo 2.2.8 Se supone que el tiempo de wda de cierlo tipo de transistor tiene una distribucidn
exponencial con una media de 17500 horas. Sea X la variable aleatoric gue represente ¢l tiempo de

vida del transisior, enfonces

R | t =
i — g Eidt = ¢ Enb
Pr{Xx >z} /; 500f’ e
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Dajo ol supucsto que el transistor ha estade operandeo por 300 horas, lo probabilidad condicional de
que dicho transisior durard por lo menos olras 600 horas es

Pr{X > 900}

Pr{X > 900 [ X > 300} Pr{X > 300}
900

It

la cual es igual o I'r { X > 600}, |

8,24 Los Modelos Gamma

Antes de iniciar esta digcusion, se presenta a fa Funcién Gamma, la cual se denota con T, y euyo
valor para cualquicr @ > 0 viene dado por Ia siguiente cxpresion

T(a)} =f z" e dx.
a

La funcién ' posee muchas propiedades, que son tanto titiles como interesantes, entre las cuales
se encuentran las signicntes, que se enuncian sin demostracion.

Fla+1) = of (o) para cualquier > 0 {2.2)
Tn+1) = =l donde n es un mtimero entero

W -

1 2n)!
r (n + _.) = {—ﬂlﬁ para 7 entero > I,

2 2inp!
¥
= I'{e)T
/0‘ a1~ D de = -F—(((:l:_%? para cualesquiera o > 0,4 > 0.

Las demostraciones pueden revisarse en [Bartlel.

Definicién 2.2.9 Sea X uno variable alealoria continua que toma velores en el conjunio de los
naimerns reales no negofivos. Se dice que X ftene dwatriducidn Gammae con pardmelros oy 3, lo cual
ge denoto con X ~ Gam (o, 3], & su funcidn de denstdad es de la forma

a—1, —x3

fx($)=‘f.%x e,

con o, 3> (.
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Modeios Gamma

afp=2 14

FIGURE 4.8,
Comentario 2.2.10 S se hace oo = 1, lo que se oltrene os une Bxp (5)

Fl pardmetro o es lamade of perfimetro de forma de la distribucion y & £ se le conoce como el
parémetro de escoin. Fstos nombres parecen naturaies al vor la Figura 28, donde o = 8, 1,4.

51 YV es una variable aleatoria con distribucién Gam (i, 1), entonces X = Y/3 es una variable
aleatoria con distribucion Gam (v, 8) ¥ los momentos de X pueden determinarse fécilmente a paxtir
de los momentes de Y. Para caalquier = > 0,

E{Y") = m")[n 1Yot

Este cdlenlo muestra que todes los momeuntos de 1 existen. En particular, si se hace uso de ia
Igualdad (2.2)

E(Y) E%%Q :
y
2 (¥?) = Eir‘i(%?) —alat1).
Entonces

Var{Y}= olet ) —a®=a.
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Por lo tanto, la media y Ia varianza de X, una variable aleatoria con distribucién Gam (a, 3),
viencn dadas por

E 14

E(X) = KiE(Y)zﬂ
VGT'(X) = FV{]T(Y}ZBE.

En scguida so presenta una expresion para la fupcidn de distribucién de una variable aleatoria
Gam (%, 3), donde k s un entero.

Teorema 2.2.11 Ia funcidn de distribucion acomniada de une v.a. Gam (k, 3) viene dada por

Fz)= ie"ﬁgg:—)t.

i=k

Demostracion. Se tiene que

= _epBa) g (B2)
DI e RO

1=k i=0
entonces
d o B e HB)
EEF(I) = fe ﬂg i —e HZD i
k-1 141 i~
_ a8 (BT
= ¢ Zﬂz{ i G-I
_ —xf (ﬁ)ka‘l
= _(m ]

Sea X una variable aleatoria con distribucién Gam (e, ), su funcién generatriz de momentos
viene dada por

La siguiente propicdad es una consecuencia inmediata de lo anterior: Si X; y X son varisbles
alcatorias con distribucién Gam (o, 8} y Gam (g, ) respectivamente, v dichas variables son inde-
pendientes, enfonces X, + X; es una variable aleatoria con distribucién Gam (o + @5, 3) -
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Ejemplo 2.2.12 Se tiene que un aparato (por ejemplo una limpare) consiste de un componente {por
ejemplo un foco) cuye tiempo total de mda, el cual 3¢ denota con L cs une variable aleatoria expo-
nencial con pardmetro 3. Cuando el componente falla es reemplozado inmediatamente por uno nuecvo
con o misma distribuecion de tiempo de wda. Conforme este proceso se leva a cabo, los componentes
agotados son reemplazados por componentes nucvos {euyos fiempos de vida son independientes entre
#1). La pregunta es: Para un entero fijo k, ;Cual es ¢l modelo probabnlstico apropindo pora describir
el tiempo Ty en ol cual s¢ Heva a cabo el k—ésimo reemplazo?. Se denota con Ly, La, ... a log tiempos
de wvide de los compenentes que han sido reemplazados. La varable aleatoria [y es el instanfe cn el
cual el primer reemplazo Hene higor, y In + Ly s ] msiante en el que el sequndo reemplazo se lleva
a cabo. Por lo tanto Tx = Yo L. Debido a que L, ~ Gam (1,8), ¢ € {1,2,..k} y al supuesto de
independencie, se concluye que 3¢ L, tienc distribucidn Gam (k, B). [

i=1
La Distribucitn Gamma pertencce 2 fa Fanilia Exponencial {ver Apéndice). El patdmetro natural

es 8 = {e, B), por lo tanto el espacio paramétrico natural es (0, 00) x (0, 00). Bn caso de que « csté
especificado, el pardmetro natural es 8§ = 8 y el espacio paramétrico correspondiente es (0, co).

Definicién 2.2.13 Sea X nna variable aleatoria con drstrbucién Gam {3,1) donde v € {1,2,..3.
Se dice ehtonces que X tene distribucion Ji-cuadrada con v grados de libertad, lo cual se denota con
X ~ Xi(v).

Bs claro que si X ~ Xi{v}, entonces B (X} = v, y var {X} = 2v. Esta distribucion se emplears
en la construccién de intervalos de confianza, y resulta 1itil como aproximacion de tipo asintético.

2.3 La Distribucion Uniforme

Definicién 2.3.1 Una variable aleatoria U se distribuye uniformemente sobre (a,b), donde a < b,
st ticne la siguiente funcidn de demsudad

puno<u<h
en ofro caso.

—] -
fow={ F?

Si U tiene distribucién uniforme sobre (a, 8), lo cual se denota con U ~ U (a, b), entonces su funeidn
de distribucion viene dada por

0 pata u<a
Fy(z)=4 = para a<z<d
1 para £ > b

Su media y variauza son, respectivamente,

(b~ ay’

E[U}:;zl-(a+b) y  VerlU]= oo

En la Figura 2.9 s presenta 1um gréfico de la funcicn de distribucién de una U (1, 2).
Esta distribucién generaliza la idea de experimentos donde todos los resultados son *equiprobables’,
¥ seré de especial utilidad al hacer inferencias de tipo bavesiano.
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a4

94q

I

[11+) 433 10 15 20 25 ao

FIGURE 2.9.
9.4 La distribucién Normal

Definicién 2.4.1 Una varioble cleatoria X fione distribucion Normal con pardmeiros £ y o2, si
tiene funcidn de densidad

fet=—en <L (PZE) ], o>0, cer
ARV R A N A A :
Fsto st denota con X ~ N (£, 7%).

La funcién de densidad de U = {X — £} /o s

CREREY)

ta cual no depende de los pardmetros &, o2, Esta es la forma estdndar de Ja Distribneisn Normal.
A la variable aleatoria U se lc llama variable normal estandarzede. En Ia Fignra 2.10 se presenta
una gréfica de la funcién de densidad correspondiente.

Debido a que

Pr{X <z} =Pr (Ugf—;ﬁ},

tales probabilidades pueden evaluarse a partir de tablas de la funcién de distribucion acomulada
de U7, la cual viene dada por:

@(?}}:I%{USu}:%[ ¢ T dx.
T J—oo
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/

FIGURTE 2.10.
La notacién © () cs ampliamente nsads. Ademés, resulia convenionte bener vna notacion simple
para los cuautiles de la distribucion de {J. Tsta se defiue por

D (2} = v

de mnodo gue z, es o} cnantil o de la disttibucidn N {1 1).
Si U tiene fiuncidn de densidad normal estandar, y debido a que dicha distribucién es simétrica

alrededor del cero, se tiene que,

Bl =0,
del mismo mocdo
E{m =0 I

si v es impar. i
Sires paz !

2

_— o0 *
\/é/ﬂ' [ e Tdr
Jo
\/57;2(r+1)/2 /m g2 g
o
1
27 (i (r-t1 )) VT

{r—=-1(r—-3---3 1

Sea X una variable alcatoria con distribucion N (£,0?). La media y varianza de X vicnen dadas
por

E{]

I

I

E[X]=¢ v Var[X)] = 2,



22 2. Preliminares
La funcidn generatriz de momentos de esta variable eg

My (f) - €££+(f762/2)_

Esta distribucion serd ttil al hacer inferencias de Lipo asintético {Secciones 4.7 y 4.9).

2.5 Bstadfsticas de Orden

Definicién 2.5.1 Jean Xy, Xy, ..., Xn variables aleatorias continuas e independienies, todas con fun-
cién de distribucion F{-) vy definidas en el mismo cspacio de probabilided (0, %, P). Sean ¥y <
Yo € .. £ Y, las variables aleatoras que se oblicnen al hacer Y1 {w),Ya (&), ..., Ys (W) e conjunto
X1 {w), Xz (@), ... X, (w) permutado de forma creciente, esto para foda w € §0. A las variables ¥: se
les denomina comoe las estadisticas de orden de X1, Xq, ., X, .

De acucrdo a los siguientes resultados, las distribuciones marginales, asf como la distribucién
conjunita de Y7, Ys, ..., Yo, estardn en funcién de £

Teorema 2.5.2 Dada una muesira X1, X, ..., X, provemenie de una distrbucién con densidad con-
tinua f () entonres la densidad confunte de las estadisticas de orden V1 € Y2 < ... € Y., viene dado
por

fon v =n][F ), m<m<-<p

=1

Corolario 2.5.3 Siles X,,1 =1, .., n, se disimbuyen uniformenente sobre (0,4}, entonces la funcion
de densidad congunta de las estadisticas de orden Y1, Y5, ..., Y, €3

!

Tl
f(m.yz,-.-,yn)z;;, PN<P< << e

Teorema 2.5.4 Sean Y1, Y2, ..., Y, lus estadisticas de orden de una muestra alcaiora, X1, Xa, .., Xn
tomadas de una distribucion continua con funcidn de distribucidn I y funcidn de densidad f. En-
tonces lo funcidn de densidad de Y, es

nl

fy ) = GTWJ' IF WP E=F).

Este material se puede revisar en [Mood, Graybill ¥ Boes).

2.6 Simulacién

Supongase que os posible generar una sucesion de variables aleatorias independientes con distribucién
uniferme cn (0, 1), sc denota a dicha sucesién con {U; 1 7 € N}. No se tratard ol problema de generar
dichas variables.
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Proposicién 2.6.1 Ses X una variable aleatoria con funcidn de distribucidn F. Se hace el supuesto
que I es conbnua y estriciamente crecienie. Sea U una variable aleatoria con distribucidn uniforme
en {0,1) Entonces F~1(U) tiene distribucion F.

Demostracién. Debido a que U es una variable aleatoria uniforme en (0, 1), Pr{U <a} = =,
0<z <l Enfonees Pr{F () <t}=P{U<F{}j=F{). N

Trivialmente, ¢ Modelo Exponencial cumple con ns hipétesis de este rosultado, entonces, para
generar una muestra aleatoria {¥: 11 € N} de una distribucidn exponencial de pardmetro g a partir

de {U; : i € N}, basta hacer
1 U,
Y; = ——1n 7 .
3 (ﬁ)

Es claro que el Modelo Gamma también cumple con dichas hipétesis, sin embargo no es ficil
en general oblener ! para este caso. Fsta dificultad tiene una solucién simple, si el parametro de
forma v o5 wn eritera positivo. Lo que procede a hacerse s generar o variables aleatorias exponenciales
independientes con el pardmetro 3 correspondiente, y luego sumar dichas variables, de esta forma la
suma tendrd. distribucidn Gam (e, 3).
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3

El Proceso Poisson

1

Introduccién

Un rasgo caracterfstico de muchos sistemas que se desarrollan en el tiempo es la presencia de
incertidismbre, dicha incertidumbre puede deberse a un mecanismo aleatorio que genere una coleccidn
muncrable de ‘ticrapos de ocurrencias’ de modo que ¢l ntmero de ‘ocurrencias’ en un intervalo es
una variable aleatoria. El Proceso Poisson fstacionaric v sus generalizaciones {Procesos Polsson no
cstacionarios, compuestos y puntuales) son los modelos mds sencillos para desceibir esta clase de
fendmenos. Su simplicidad, asf como sus propicdades mds conocidas, son en gran parte consecuencia
de ciertos supuestos de independencia estocdstica,

El objetive de este capftulo es el de definiv al Proceso Poisson y presentar teoremas elementales
rrferentes a esie proceso v & sus generalizaciones; se basca ademés exponer los resultados necesarios
para planiear adecuadamente los problemas de inferencia paramétrica que se iratardn en los capftulos
siguientes

En la Seccién 3.1 se define al Proceso Poisson Estacionario (PPE) sobre ja recta real. En la
siginiente seccidn (3.2} se discuten tres propicdades imporlanles de este procese: La distribucién de
jos tiempos entre ocurrencias, la distribucion condicional de los tiempos de llegada y la Ley de los
grandes mimeros para e} proceso Poisson. La Seccidn 3.3 cstd dedicada a algunas generalizaciones de
este proceso, sc trata del Proceso Poisson no Istacionario (PPNE), €l Proceso Poisson Compuesto
(PPC} y el Proceso Poisson Puntual (PPP). Hay que mencionar que mientras el PPNE y el PPC son
discutidos desde ol punto de vista de aplicaciones (modelacion}, lo que motive a incluir al PPP en
este capftulo fué ls posibitidad de aceesar al aparato analftico necesario para demostrar los tecromas
discutidos en las secciones subsecuentes. La Seceidn 3.4 se veficre a caracterizaciones del PPP. En la
Seccitn 3.5 se discute cierta forma de descomposicidn de un PPC como suma de proceses Poisson
Puntuales. En la 1ltima scccién (3.6) sc presentan algunos de los algoritmos més utilizadoes para la
simulacion de este tipo de procesos.
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Muchos de los resultados tedricos de este capftulo fueron desarrollades tomanda como base [King-
man], [Cinlar] y [Karlin y Taylor]. Los ajemplos de aplicacioncs précticas fucron tomades de [Snycder],
[Karlin y Taylor] y [Nelson]. El material referente a simulacién fue temado de [Bratley].

3.1 El Proceso Poissen en la recta real

En la Seccion 2.1 sc definié 1a Distribucién Poisson. Este modelo puede utilizarse para describir de
manera probabilista el ndmero de oeurrencias de ciertn suceso de interés en un intervalo (0,¢] con ¢
fijo. Una forma de visualizar esto os 1a siguiente: Se considera una particién

kt (k+1)¢ .
{(}\}TJ :NeNykei{01,2,. N~ i}},
v sca Ag v ol evento
. B o(k+1)¢
hubo al menos una ocurrencia cn v |

Sea pn = Pr {Arn} v se supone que los.eventos

[Aww:k€{0,1,2,.., N —1}}

son independientes. Entonces bajo el supuesto de que liny, L 7P = M para algin A > 0 se tiepe
que ol niimero de ecurrencias en {0,1] sipue una distribucién Poi (AL).

El siguiente paso consiste en proponer un modelo probabilista para un fenémeno que se desarrolla
en el tiempo {idealizando al ticmpoe como R¥) y tal que para cada intervelo finito (e, 5] se cumplen
los supuesios antes moncionados.

Antes de hacer esto se presentan algunos conceptos bésicos.

Un proceso estocstico es una familia de variables aleatorias {¥;:1 € A} definidas en un mismo
espacio de probabilidad (22, %, P}, donde A es un conjunto de fndices. Serdn de especial interés los
procesos donde A = RY o N, eslo con el propésito de dar a entender.{cn la mayorfa de los casos)
que cada variable aleatoria se encuentra ascclada con un instante en ¢l ticmpo (discreto o continuo).
Dado un proceso estocdstico {¥;:{ € A}, al conjunto de valores que pueden tomar las variables 1
ae lo denomina espacio de esiados.

Definicién 3.1.1 Se dice que un proceso estocdsiico { Ny @ £ 2 0} es un proceso de contar 3i satisfece
las siguientes eondiciones:

i) Ny 2 0.

it) Ny sdlo tome valores en los enteros.

fi) s18 <1, enfonces N, < N,.

w) Para s <t , N; — N, representa el nidmero de cventos que ha ocurride en el mtervalo (s,1].

La definicién es intuitivamente clara. El objetivo es describir matemdticamente ¢l ntimero de
ocurrencias o oventos de mierés desde un Siempo inicial al cual se denota con 0, hasta cierfo ticmpo
f.
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No se estudiard toda esta clase do modelos, dnicamante se desarrollard 1a teorfa referente a una sub-
clase. Los elementos de dicha subclase poscen la lamada Propiedad de Incrementos Independientes.
Fata propiedad sers clave al momento de demostrar resultados.

Definicion 3.1.2 Sex {X;:t > 0} un proceso estordsticn eon espacio de estedos A = R* o N,
se drice que diche proceso posec la Propicdad de Incrementos Independientes, si pare cualesquicra
0< 8 <ty <89 <ty 8 < I 8¢ hreve quoc

Xfl - XBU sz - X'?Z’ sray X"k - Xsk
son variables aleatorios independientes. Esto para toda k > 2.

Mi4s adeiante sc verd que esta caracterfstica s conveniente desde el punto de vista computacional.
No todo proceso de contar posee 1a Propiedad de Incrementos Independientes.

Ejemplo 3.1.3 Una poblacidn de bocterins se desarrolla sin i prescncia de depredadores. Supdngase
GUE €7 ita wwidad de tieripo cade individue pucde geniciur, independientemenie de otros individues,
X descendientes, X tiene distribucién Bi{k,p). Sen Y, e tama#io de ln poblacién en el tiempo n. Se
supondrd que Yo = 2. Se Yene que

PriYa—Y, =4k|Y,~Yo=0} =0

Pr{V;-Yi =4k |V -¥o =2} = (p)’ >0

Por lo tonto {¥, : n > 0} es un proceso de confar que no posee lo Propicdad de merementos Mnde-
pendientes o

Ahora s presenta Ia definicidn del modelo sobre of cual se centra esta discusion.

Definicién 3.1.4 Sea {N,: ¢ = 0} un procese de contar tal que:

i) Np=0.

) El proceso posee la Propiedad de Tncrementos Independientes.

i1} El naimero de eventos en cualquicr intervalo de lonqbud § es una varable aleatoria con distribucion
Poi (M), Es decir, para cualesquiera 5,8 > 0

Af n
Pr NHQ——Ns:nl:e*’“—(—")-— o= 0,1,
! nt

Se dice entances gque {N; 1 £ > 0} as un Procese Poisson Estacionarie con intensidad X .

El adjetivo estacionario se debe al hecho de que Ia distribucion de Ny, — &5 no depende de s.
Més tarde se removerd esta restriccion. En la Figura 3.1 se presenta una trayectoria simulada de un
proceso Poisson estacionario con A = 1.
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2

i

oouTen A4 dot proceso, mboas]
4

FIGURE 3.1.

Ejemplo 3.1.5 Se supone que el nimero de clientes que se integran o une filo se puede describir
mediante un Proceso Potissom Estacionamo con tntensidad A = 2; el fiempo se mide en minufos.

a) ;Cudl es lo probabilided de que se integren 5 personas a la fila enire los minutos 7y 10, v 4
personas enire los minutos 12y 197

Sea A el evenlo de inferés, entonces gracias &l punte ) de la Definwcion 3.1.4
Pr{A} = DPr{Nig— N; =5 Ny~ Nz=1}
= PriNyg— Ny =5}Pr{Nyg—Npy=4]),
aplicando i) se obfienc
Pr{d} = Pc{N;=5}Pr{rs =4}

E—(ﬂ(:s)@éfﬁme—(z)m[(2)4(!7)]4_ -

Ahora se presenta una caracterizacidn del Proceso Poisson Estacionaric {PPE), esto se hace a
partir de la {lamada Ley de Eventos Rarcs.

Definicidn 3.1.6 Se dice que un experimento cumple con in Ley de Bvenios Roros ai
i) Eriste una constante positiva X tal que la probabilidad de gue ocurra exactamente un evenfo en un
intervalo de longitud kb viene doda por

Pr{una ocurrencta en (¢t + R} = Ah Lo (),

donde 0 {(h} es una funcidn tal que lim,_g 5’%1 =0.
#} La probabilidad de que ocurran dos o més eventos en un intervalo de fongitud h es

Pr {dos 0 més ocurrencias en (4,1 + R} =o(h).
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que ocurren en intervnlos menos son variables aleatorias wdependientes,

este cs, pora cualgurer entero m = 2,3, ... y punfos on ol tlempo fg = 0§ < §) < fa < ... < b, fas

variables aleaiorias

son independientes.

{# de ocurrencaas en {(1:,1,,1}}

Fn seguida se muestra [a refacion entre oste cnncepo v el Proceso Poisson.

Teorema 3.1.7 Para un caperimento en el que se cymple la Ley de Fuenios Raros, el nymero de
acurrencies pera un intervalo de la forma {s,1) es una parinble eleatoria con distribucidn Poisson.

Demostracidn, Sean /i

,t > 0. Se define

o {5y = Pr{ocwrran exactamente & rvertos on nn intervalo de longitnd s} .

Entonecs

g (t+ h)

esto gracias a la condicion
Ahora bien

= Pr{no hubo oonrrencias en (0,4 + i}
= Tr{no hubo ccurrencias ni en (0,4] nien (¢t + ]}
= Pr{no hubo oourrencias en {0,¢]}
- Pr {no hubo acurrencias en (t,1 Aj}
= po{t)po(h);

iii} de la Definicion 3.1.6.

Pr {no hubo ocurrendias en (4, + Af}
= 1 —Pr{una o mis ocurencias en (#,f + 4]}
= 1 — Pr{una ocurrencia en (4,1 + h)}

— Pr {mds de una ocurrencia en (4,1 + A}
= 1=Xh—-o(h).

. Entonces py (t + h) = po (£) (L — Ah — o ()], 1o cual s¢ puede expresar en la siguiente forma

a(hk)

Pait+h) —plt) _ =M (1) =po (8) =,

h

Haciendo tender h a cero se obtiene la ecuacién diforencial

po ()= =Apy (1),

cuya solucidn, para la condicién de frontera po (0) = 1 viene dada por py {t) = e™*. De mancra
simmilar gy (8 + £) = py (D) mo (h) + pp () (R}, 0, visto de otra forma

Pt R) = py ([T — N — 000 + 7o (8) [V + 0 (R)].
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De donde se pucde obtener la ceuacién diforencial
Py () = =Ap; (1) + Ape (1),
la cual equivale a resolver

) (1) + deMpy (£) = A

Visto de ofra forma

% [eXp; (3] = A

Integrando ambos lados respecto a t se tiene que

eMp (t)=AM4e cER.

Entonees Ta solucion es py ) = Afe™, debido a Ja condicidn inicial py (0) = 0.
Procediendo de manera totalmente andloga, se llega a que

o ()= =2, (1) + Apa_1 {t), parane {2,3,..}.
La expresién que satisface este sistema de couaciones diferenciales es
(4 = oy e
Pe Al = Tl

esto se demucstra por induccidn. Ya se verificd of resultado para n = {, 1. Supdngase ahora que

_ k-1 .n_ L
P (1) = (M) e —_(k T
Entonces
_ 1
LE) = —Ap (8) F A (A e M
Pk (8) px (8] + A (M) e R
luego

, : gt
el (1) + 3¢ () = ¥

Se sigue que

> et
efpk(t)=)\ E |

Por lo tanto, si 1un proceso cstocdstico {N; : £ > 0} cumple con las siguientes condiciones.

1} Es un proceso de contar tal que Ny = 0.
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ii} El proceso cumple con la Ley de Eventos Raros.

Entonces, {N,:f >0} cs un PPE, y I» intensidad de dicho proceso es la constante A que se
menciona en ka Definicién 3.1.6.

La propiedad de inerementos independientes os un elemento clave en Ia teorfa del Proceso Poisson
Estacionario, T¥Hcha propiedad establece que el mimero de ocurrencias del preceso en intervalos ajenos
determinfsticos son variables aleatorias independientes. A contimiacion se demuestra que esto ain es
valido bajo ciertas condiciones de aleatoreidad.

Teorema 3.1.8 Sean ) =T, < T1 < Ty < ... warables aleatorias finitas, de modo que
{T\? -Tazie {1=‘23 }}

son vorables aleaforias independientes, wiénticamente distribuidas y con funcidn de densidad. Sea
{N £t 20} es un PPE con intensidad A. Se hace el supuesto gque las T, son wndependientes del
proceso. Entonces para cualguier coleccidn de nidmeros nalurales

€ oy Lia< ps..
ias varables alealomas

{Ng - Ny :me{1.2,..}}

i

son mdependicntes.

Demostracién. Sc considera ol caso con dos intervalos aleatorios, los tiempos se denotan con
T1,-.., Ta. Entonces, para &y, k2 € {0,1, ...} sc tiene

Pr {NT7 - NTi = khN’?‘,' - NT;‘ = kﬁ}
N /PY{NL? — Noy = &y, Niy = Ney = Fa} fr (83,8, 8, 84 it

donde fr es la densidad conjunta de los tiempos. Se integra sobre el soporte de In densidad. So
sigue

Pr{NTz - NTl = k],N'nI _ NT'; = kz}
= /PJF{Nr2 — Ny, =k} Pr{Ny, — Ny, = ko fr (81,82, 83,84 ) A6
= [Pr {NVQ+U1 - Nvl = kl}
-Pr {N,,,, +yatyztn N,M ytn = kot Fv (1 i s W) Y
= fr’r Ny =k} PN, = ka} fy (g1, Y2, 103, ) ly,
donde

Yl =T17Y2::T?—T11YZ%:T‘{"T3,Y4 :n—"Tg.
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Por hipdtesis estas variables son independientes. Se denota con fy, a 2 densidad marginal correspon-
diente. Entonces

f Pr{Ny, = 3} Pr {Ny = ka} fi (05272, 4o 2) A

f Pr{N,, = 1} fra () di / Pr { Ny, = k2} fre (vs) o
Pr {N‘}@ = kl} Pr {Ny‘ = I’CQ} .

Por lo tanto

Pr{Np — Ny, = ki, Ny — Np, = ko
= Pr{Np.p =kjPr{Nn_n =k}

- /pr {'N'?—h = kl} sz.Tz (1'11 32) ditydty
'fPI {Nf4—£3 = k'l} fTs,Tn. (t.'htd.} df‘:idfll
= /PT {Neyy = Ny =Ry} from (1, ) diadiy

- /Pf{Nu — Niy = Iy} from, (3, 44) dizdty
- PI' {NT2 - NT1 = k1}Pr {NT-u - A‘YTs = kg} 5

lo cual concluye Ia prucba. El argumento pucde extenderse a cualquier ntimero finito de intervalos
aleatorios. [ ]

Este Teorema serd til cuando se haga inferencias para ¢l Proceso Poisson tomando un mimero
finito de intervalos con longitaud aleatoria de distribucién exponecial.

3.2 Propiedades del Proceso Poisson

3.2.1 Disiribucidn de los tiempos entre llegadas

Sea {Xi : k € N} una sucesién de varfables aleatorias independientes con distribucién Exp (A). Se
considera ahora el proceso {Sk : k£ € N}, donde
&
Se=3 X, keN.
=1
Se define

[++]
Ne=3 liseq tERY
k=1

Teorema 3.2.1 {N,:t >0} definido de esia forma es un Procese Poisson con inlensidad A
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Pemostracién. Es claro que

{N, z v} ={8 <},

entonces

PriN, > v} = Pr{s, <t}
i
it

Tsto se sigue dol hecho de que S tiene disteibucidn Gam {r, A} y de aplicar of Teorema 2.2.11. Se

concluye que N, se distribuye Poi (Xi) .
Ahora se examinarg lo que ocurte para un intervale (6, 8) con 0 € a < b < 0.

Sea

A’Ya,l = Sv,, - 0,

donde 7, = mingen [Sy > 0} . Y sea
Kok = Seevae-n — T stk k>2,

Aplicando la Propicdad de Pérdida de Memoria de Ta Distribucion Exponencial, se sigue que X,
tiene distribucién Exp (A), ya que
Pr{Xa1 >t} = Pr{Xy >t+(a~ ey 1) X > (2~ Seya)}
Pr{X, >t}

v X s un clemento de { X3 0 & € N} Se considera ahora el procoso { X 0 & € N} Usando el
mismo razonamicnto que se empled para {Xx: k€ N} y para (0,t], se signe que N, — N, tiene

distribucién Poi{A{b~ a)).
Falta verifieat que {N, @ t > 0} posce la Propicdad de Inerementos Independientes.
Sea 0 < a; < b < ay, < by < oo, Se conslruyen los procesos
{Mg:tZ(}} ¥ {Qtzi‘,ZD},

donde

oo
k=1

o0
W= Z sictSpmel  EERT

k=1
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Es claro que N;, ~ N,, ptiede exprosarse como una funcién de {M; : £ > 0} y que Ny, — Ng, esta
en funcién tinicamente de {G; : t = 0}. Y& que

Npy ~ Nﬂi = My, —~ Mo,

¥
Ny, — Noy = @,
Se tiene que {M: : t > 0} es independiente de {(: - ¢ > 0} por lo tanto Ny, — M., es independiente
de sz - Nug- i
Este argumento st generaliza ficilmente para cualesquiera 0 < a; < b Sap <oy < oo S ap < b
con & > 2 de donde se obiicne la Propiedad de Incrementos Independientes. |

El reciproco del teorema anterior también es verdadero, esto brinda una nueva caracterizacion del
PPE

Teorema 3.2.2 Sea {N; 1t 2 0} vn Proceso Poisson estacionario de infensidad A, Se define

Se = inf {Ne = K}

X =5 — Srz

Donde k € {1,2,..} y S; = 0. Entonces lns variables oleatorias Xy son independientes y distributdas
exponencialmente con pardmetro A

Demostracién. Sesabe que

Pr{N, =0} =e™.
Ademis
[X) >t} = {N, =0},

" entonces

PriX;<t}=1-e*,

de donde se sigue que X se distribuye Exp (A} .
Se pracede a encoatrar la distribucién de X, condicionado a X

PriXe>t|Xi=z} = PriXp>t|N,=0,r <z, Ny, =1}
= Pr{Noy— N, =01 N, =0,r <z, N, =1}
= Pr{Ns syt — Ny =0}
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Tsta iltima igualdad se debe a la Propiedad de Incrementos Independientes. Entonces
PI{XQ = f | X{ = .’C;} = E—At,

lo cual muestra que X, es independiente de X, vy que X5 tiene distribucion Exp (A). Se tiene
ademas que

Pri{X; >t} Xy =3y, Xy = 79}
= Pr{X3>iENT:D,re:rm,Nﬂ:l,mz£8<$1+3721N='1+’2:2}
— P[‘{N,l+¢2+i— z1+$2=OINr=0)T<371)

No=1lay Ss<a 422, Ny gy = 2}

= Pr {N:r1+a:g+t = Vg dzy & 0}
(,-w)\r

Aplicando de manera inductiva este razonamicnto se concluye el resultado deseado. =

Corolario 3.2.3 La sighdenfe 1dentidod es vdlida

o
Ny = Z Y5, <f]-
=1

Este resultado aprovecha el hecho de gue {N, = a} = {9, <t < Sapy} ¥ sord 1itil 2 fa hora de
simular al Proceso Polsson.

Ejemplo 3.2.4 Emsten buenas mzones para suponer que los tiempos en log cuales une neurona leva
a cabo cado sinapsis se comportan como un Proceso Potsson con infensided A = %
sCuél es [ probabilidad de que se fenga que esperar mds de 8 minutos antes de observar la primera
sinapsis y 10 minwtos a partir de la primera smaopsis para observar lo sequnda?

La probabilidad buscada cs

Pr{Xl >3,X2>IU} = PT{X] >3}PI{X2>IO}

o 2R pr2010)

s Cubl es el trempo esperade para la ocurrencia de lo cuarie smapsis?
Se usa e hocho de que 8y tiene distribucion Gam (4,2}, entonces B 5] = (4) (2). n

3.8.2 Distribucidn condicional de los hempos de llegada

Supéngase gque se tiene tn Proceso Poisson cstacionario { NV 1 £ > 0} y se sabe que exactamente una
oeurrencia ha tenidoe lugar en el intervale {0.f]. Es de interés conocer la distribucién de la variable
aleatoria que representa el tiompo exacto en «f cual ocurrié el evento. Debido a 1a cstacionareidad
del proceso v a [a Propicdad de Incrementos Independientes, parcee razonable que para cualquier
intervalo [s,w + 8], con 5,w > 0, s + w < 1, Ia probabilidad de contener a Ja ocurrencia no cambie.
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Lo anterior implicarfo que el tiempo en el que ocurre el evento debe distribuirge como uma variable
aleatoria uniforme & o largo de (0, #].
Para verificar esto,sea v <1,

PriX; <o, Ny =1}

PT{X1<T)£N;=1} =

Pr{N, =1}
_ Pr{N,=1,N{[»¢)=0}
B Pr{n, =1}
_ Pr{Ny= }Pr{N (1) = 0}
Prin, =1}
AnpmHvemME—v)
=

t

E.
Teorema 3.2.5 Siel Proceso Poisson {N; 1 £ > 0} se encucnire condicionado con el evento { Ny = n},
entonces las variobles aleatorias 51, Sy, ..., S tienen la misma distribucion conjunic que los estadfs-
ticas de orden correspondientes a n variables alentorias uniformes sobre el intervalo {0,1) .

Demostracién. Se dehe calcular la funcidn de densidad conjunta de 57, 59, ..., 8. condicionads
con { N, =n}. Sc consideran 0 < #; <ty < -++ < ¢o41 = £ ¥ sean h, reales positivo lo suficientemente
pequerfios para que t, + A, < &4, 1 = 1,...,n. Entonces
Pr{ti< S <ti+ hiyi= 12, n| Ny=n}

Pr{N{({(f, 4+ M) = Li=1,..,n, ningin evento en lo que queds de (0,¢]}
Pr{N; =n}
z\h;e"AhI e )\hﬂc—x}:ﬂe—.\(t—hl—hg—n- —ka)
e A (ALY fnl

Por lo tanto
Prit, <& <t +h,i=12 _,n{N=n} nl
By Fgeees b, e
Tomando el ifmite cuando h; — 0, se obtiene la densidad conjunta de 5, Ss, ..., S« dado el evento
{N; = n}, la cual es

nl
;;:
por lo que se da la prueba por concluida . [

feu8 s (tte, i) = D<iy <ty g-m <ty

Ejemplo 3.2.6 [ma compaita de scquros modela lo frecuencia del siniestro ‘robo de aufomduil’
medianie un PPE de infensidad ). Se sabe gue ocurrieron 5 robos de este tipo en el mes de abril.
Si se cuenta tdnicamente con esta tnformacidn, de acuerde al Teorema 3.2.5, no es posible hacer
afirmacién alguna ccerca de los tiempos exacios de ocurrencia de dichos siniestros.
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Tl Teorema. 3.2.5 sugiere {Seccién 3.6) algoritmos para la simulacién del PPE.

3.2.8 Ley de los Grandes Nimeros

El siguiente resultado es de gran importancia y es conocido come Ley de Ios Grandes Niimeros para,
ol Proceso Poisson.
Tecrema 3.2.7 Sea {N, : t > 0} un Procese Poissan con inlensidad X |, entonces el siguiente ltmite
se satrsface con probabilidad 1
[\T
lim ~ = A,

toso0

Demostracién, La variable aleatoria N ({0, ]} tiene distribucién Poi {At), entonces

E[N]= A var [N] = A

De la desiguaidad de Chebyshev se sigue que, para cualquier € > 0,

Tomando . = k% en la expresion anterior, se ticne que
=]

Ny

Sore{ |
k=1

-
port lo tanto, gracias al lema de Borel-Cantelli {ver Brémaud], Ia siguiente desigualdad se cumple
con probabilidad 1:

2£}<oo,

para a lo mds un nimero Onito de valores enteros de £ Como £ > 0 ¢s una cantidad arbitrazia,
esto muestra que

. con probahilidad 1.
Para concluir [a demostracion, se toma & k como Ia parte entera e 1 , entonces para ¢ > 1,

Nz <N = N(kk'|)2

K2 <t < (k+1)%.

A partir de que

k
ge signe 1o que se pretendfa demostrar. n

(k+1)?
7z
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3.3 QGenstalizaciones del Proceso Polsson

8.3.1 El Proceso Poisson no Estacionario

Gracias al trabajo realizado en las secciones anteriores, en oste momento se dispone de varios re-
sultados que permiten emplear 2l Proceso Poisson Estacionario como herramienta para solucionar
cuestiones précticas. 5i bien una gran cantidad de fendmenos se ajustan a las condiciones requeridas
en la Seccién 3.1, el pedir que la distribucién de las variables Nyy,— N; (£, 5 > 0) dependa iinicamente
de s es demasiado restrictivo en muchos casos. Por lo cual resulta natural ofrecer una versidén mds
general del PPE.

Estas son algunas situaciones pricticas en las que se hace evidente la necesidad de desarrollar la
teotfa del Proceso Poisson en este sentido .

Ejemplo 3.3.1 Una computadora de cierfe untversidad reeibe mensajes de correo elecirémco desde
Suera del plantel. Se trata de un sermdor que distribuge dichos mensajes ¢ distintas compufadoras y
estaciones de trobajo dentro de lo universidad. Se ha obserpado gue en déns hébiles In intensided del
irdfico pare esfe servidor se sneremente gradualmente desde las 5 a.m. hasta las & p.m. i gue de las
8p.m. ala 1 am. aumente ¢ une tase ain mayor, pare luego disminuir dristicamente.

Ejemplo 3.3.2 El Proceso Poisson Estacionerio es un modelo muy utilizado pera fendmenos relo-
cionados con decaimiento radwactivo. Sin embargo, se ha comprobado que en la emision de rayos
gamma ¥ en el procesa de aniguilacién de protones, la frecuencia con la cuel las parifeulas son
emzilidas, disminuye con el Hempo.

Del mismo mode, todoes los problemas propuestos en las secciones precedentes pueden presentarse
con variantes de cste estilo,

Una forma de remover la condicidén de estacionareidad os tomar como punto de partida la Definicién
3.1.4. Entonces se propone la siguiente extension del concepto de PPE.

Definicién 3.3.3 Seq {N,:t > 0} un proceso de coninr tal gue:

i) No=0.

1) Bl procese posee ln Propiedsd de Incrementos Independientes.

i#) El nitmero de eventos en cualguier infervalo (¢,1 + At] es una variable aleotoria que se distribuye
Puoigson con parémetro :““/\ (s)ds para alguna funcion A Riemenn integrable y no negative. Es
decir, paru cuclesquiera t, At = 0,

ﬁt+m X (s) ds)”

Pr{Nya — Ny =n} = e-ﬁ“‘“"“‘)'**( n=0,1, .

nl

Se dice entonces que {Ny 11 > 0} es un Procesa Poisson con funcién de intensidad A

Ejemplo 3.3.4 Fn o Biemplo 5.3.2 sc mencioné ¢l ferdmeno de emision de rayos gamma. Es
comuin suponer que [ver Snyder], esto puede modelerse mediante un proceso Poisson ne estacionarto
con funcidn de intensidaed de la forma

- A(f) =y exp (~xat} =0

?
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donde m > 0 depende de la canirdad de material en la fuente radwactiva y 23 > § es el recfproco de
la wida medio de la fuente.

Sca {N, : > 0} un Proceso Poisson con funcion de intensidad A, se supondrs que dicha funcién
s positiva salvo un conjunto de medida cero, y sea

p(l) = E{).
Para ty > t; > 0, s¢ tiene que

Nt:z = Nfl + {‘Nf'z - N’u) ’

E[N"z] =F [Nh} + BNy, — Nfl]

Por la condicion iii} de la Definicidn 3.3.3
1o
F{Ny] = B[N, ]+ {[ /\(.i‘)dﬁ] .
N

Debido a que A > 0 easi donde sea, se signe que E[N,,] > F[M,], de donde se tiene que p es una
funcidn estrictamente creciente.

Teorema 3.3.5 Sca {N; : £ > 0} un Proceso Powsson definede en ($1,§, P) con funcion de intensidad
A, la cual es positive salve en un conjunto de medida cere. Se define

My (w) = Ny (w)

para toda t > 0 yw € O, donde v es la funcion mversa de p. Entonces {M; 1t > 0} es un PPE con
intensidnd 1.

Demostracion. El primer paso cs mostrar que para toda £ > 0, M, es una variable aleatoria con
distribuciém Poi (). Esto os una consccuencia del becho que p os una funcidn estrictamente creciente,
gracias a esto ol evento {M; = &} s equivalente a { Ny = k} para toda £ € N, De aquf se sigue
que M, sc comporta de actierdo a una distribucién Poisson con pardmetro B [Nyg] = p(7 (8)) =1 .

Sean ) < 5; < 52 < #; < {5, v s¢ consideran las variables aleatorias My, — My, y M., — M,,. Por
definicidn, se tiene que

My — My, = Ny = Negy
M, M

S

- = Nooy = Nogop-

Se signe de la monotonfa estricta de p que (#{),7{f2)] ¥ (7 {51}, 7 (52)] son ajencs. Se puedg
concluir que lag variables My, — M., ¥ M,, — A, son independicntes. Esto también es vilido paeg
uniones finitas arbitrarias de infervalos ajenos. L )
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Corolario 3.3.6 Sez p una funcidn positiva y estriclamente creciente. Entonces Ty, 73,... son los
tiempos de ocurrencias de un Proceso Poisson no cstecionario con E{N) = p(t) si y sl si

p(T1) .p{Tz), ... son los tiempos de ocurrencias de un Proceso Poisson eslocionario con intensidud
1.

Demostracién. Una implicacién es obvia a paréir del Teorema 3.3.5. Medianie un argumento
totalmente andlogo se puede obtener un Proceso Poisson {0, : ¢ > 0} con funcién de intensidad A, a
partir de sm PPE {N, : £ > 0} con intensidad 1. Esto de la sigufente forma:

Q(w) = Ny (W},
donde
o) =E[Q]. m

Teorema 3.3.7 Sean 5,, 8, ... los liempos de ocurrencias de un Proceso Powsson no estacionnrio
{G: 1t > 0} cuya funcign p sea esirictamente creciente. Entonces pora foda n,

Pr{Snss — So > £] Spy0m, Su} = cxpl- (p(Sn + 1) — p(S))].-

Demostracién. Se tiene que

Pr {S“-).I - Sn > ti S'li ”'1Sﬂ}
= pr{an+f —Qs‘n =0 l Q,-I =1-1,5,<n< S,,Z. € {1,2,...,7‘.‘}},

donde 5 = 0. De la Propiedad de Tncrementos Independientes ¥ del corolario anterior se sigue:

PriSut— Sa> ]St 5}
= Pr {Q.¢n+t ~Qs, = 0}
Pr{Nysre ~ Nysy) = 0}
= exp[—{p{S, +£) — p(S.)}],

donde {N; : 1 > 0} es un PPE con intensidad 1. |

Corolario 3.3.8 La densidud conjunta dr las variables aleatorios

Sl: S! - 511 ~~S-n - Sﬂ—]
mene dada por

Jor80-51 SamSny (T1s-sZn) = p(z2) - pf (z T) = (_p (Z Ii>> -

=1 =1

Demostracién. Se tiene la siguiente equivalencia de eventos
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{81 =21,8 — 51 = Ty, .50 — Sncy = Tu}
[Qr=i-1,5_1<r <8¢ {l2..,n} Qs =n}
{Npprg =t =181 < < S,,z €{1,2,..,n}, Nys,) = n}
{Np(lf) — Nygiy = 0,8 L <5,

Nogsy = Nasiopy = LIE { anl,

donde Sy = 0. Entonces

fs, 5 s\ ey (T, T

= lim — HP!‘ {NP(M) —e = Npfniy = 0} Pr {NP(M) = Npai)-e = 1}

e—0 g

= ‘_[r’i'{ plsdd — P(ﬂi 1) = [}};‘J {" ) (3-1}
=]
= HPr{N(s,) o521 —U}/\(s, (3.2)
donde 37, 7, = s.. Do esta tltima expresion se sigue ol resultado. [ ]

Corolario 3.3.9 Sea {@, 1t > 0} un Procese Poisson con funcidn de intensidad A, y sear > 0. Le
densidad conjunte de Q,, y los tiempos de ocurrencias en [0,7), es de la forma

fQ,-,SI,Sz,u-,Sn (T?,, 51452 00y 571)
” r
HA(S,} oxp {— / )\(u}du} .
e Ju
Demostracidn. Se hard uso de la siguiente propiedad {ver Ash]
J0r.51.5, \Sa (1,51, %2, .00y 50
foi,5, 5 (81,82, 80)
'pr{Qr =n E Si = Sls'gﬁ - 321"'181'1 =Sn}'

Pars obtoner ta densidad conjunta de los Hempos de ocurrencia, se aplican téenicas de cambio de
variable a la Expresion (3.1), de donde se sigue

Fensa, 50 {5182, HPr {N, = N, =0} A (2]

Alora bien, para que {¢, = n} dado ol cvenlo {51 — 5,52 = 59, ..., S = 8.}, debe ocurrir que
tras ol tiempo $, no se registre ocurrencia alguna en (0, 7], Fntonces

Ir {Qr = l Si =31352 :_‘52)"'1511 ::Sﬂ}
= PI.{QT - Qs,, = 0} B
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g4

5

Midrsking del process
10 1
~

— - 4
— \
L T S M
hors,
FIGURE 3.2

Se puede concluir

anShSZ. S (T), 815525 0vey 311)

_ (f[,\(s,.))m[~ fnr,\(u}du}. n (33)

=1

Ejemplo 3.3.10 Retomandoe el Ejemplo 8.3.1, y suponicndo que lo funcidn de wmiensidad es lineal
por tramos, de modo que

.51 sit € (0,15]
ARy =4 20225 sit e (15,20]
105 - 4.375¢ st € (20,24].

El tiempo se mide en horas, tomando como wmecio las § g.m.

En lo Frgura 3.2 se presenta un grifice de la funcién de intensidad A.

Bajo estas condiciones, lo probabilided de recilir 15 mensajes enire las 7y las 9:50 a.m. viene dada
por

15
165 ( ]1465 Ay) du)
Pr{Nigs — Nig = 15} = cxp [— / A} du-l T
J1a J 2

donde

16.5 15 165
/ Aluydu = f Duedg 4 / 2u — 22.5du
J14 14 15

13.5.
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Enionees
Pr {Nm5 - NM = {5} = {)9435.

Ahora se aplicard el Corolario 8.2.9 para obilener la densidad confunta de N, 51, ..., Sy en ol mismo
infervalo. En este caso

fN{M 1515152, S (n,s1,50,. """n)

= (H (.55.) Lo (8:) + (25 — 22.5) 135,207 (S:))
=1

155

M

donde 1, 5 ¥ L5000 representan las funciones indicedoras parn los intervelos correspondicntces. n

- OXp |:_
14

3.3.2 El Proceso Poisson Compuesto

El Proceso Poisson ¢s una herramienta poderosa para modelar una gran variedad de fenémenos, pues
brinda informacidn acerca de los ticmpos de ocirrencia de un suceso de interés y cuenta o] mimero de
ocurrenciag para tode intervalo. En todos los modclos propuestos hasta este momento se tratd a las
ocurrencias como hechos indistinguibles entre sf (salvo en su posicién). Sin embargo cl investigadoer
puede vorse en la necesidad de ‘etiquetar’ con cierta caracierfstica xtra a cada ocurrencia del evento.
Si dichns ctiquetas son mepresentadas mediante voclores aleatorios en RY, entonces reciben el nombre
de marcas.

Sea U el conjunto conformado por todos los valores pormisibics para las marcas del proceso en
cuesiion, dicha I puede ser:

i) Una colecci6n numerable {V3, V2, ...} donde cada Vi s un vector perteneciente a R%. Un cjemplo
tipico es la coleceion {1,2, ...} de enteros positivos. La marca n en ¢l i—ésimo punto puede indicar
que n eventos ocurricron de manera simultdnea en ol instante 5,. De osta forma ciertos procesos guo
no cumnple 1a Loy de Eventos Raros pueden verse como un Proceso Poisson con I = {1,2, ...},

ii} Una regidn de un espacio cuclidiano finito-dimensional. Un cjemplo es ol conjunto R* usade
para representar las intensidades de descargas eléctricas que recibe un sistema a lo largo del tiempo.
Bstas ideas sugicren <dos posibles extensiones del Proceso Poisson.
Definicién 3.3.11 Sea {N, : £ > 0} un Procese Poisson con tntensidad A, y sea {Yy : k € N} una
sucesidn de veriables aleatorias endependientes idénticamente disiribuidas con distribucicn G, e in-

dependicntes del Procese Poisson. Entonices. el Proceso Powsson Compuesto de intensidad X y con
marcas {Y; 1 k € N}, es el proceso {Zy: t > 0}, donde

N
Zt = Z Vk.
k=1

FEl Process Posson Mareado de intensidad A y con maorcas {Yi 1 k € N} es lo sucesidn de parejas
(51,Y1),18,,Y2), .. . donde {5x : k € N} son fos liempos en los que tienen lugar las ocurrencias del
proceso (N, 1t > 0}.
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Sez U4 ol espacio de estados del proceso {Y : & € N}, Se diee entonces que U os el espacio de
marces del proceso {Z; 2t > G} .
En seguita se presentan algunas aplicaciones de este modelo.

Ejemplo 3.3.12 Se supone que el nimere de reclamaciones en una comparifa de seguros g lo largo
del tiempo se comporta come un Proceso Poisson {N, : t > 0} de intensidad \. Sea Y} el monto de ln
k— ésima reclamacién. Entonces Z; = Zk_ ¥} representa el monto total de las reclamaciones hechas
hasta tempo t.

Ejemplo 3.3.13 Sea N, ol nimero de impactos que recibe un sistema desde un tfiempo inicial G hasta
un tempo i, y sea Vi o dafto producido al sistema por el k—ésimo impacto. Se de por hecho que el
datio se mide en magmludes positivas, esto es Pr{Ye > 0} =1, y el dafio se acumule adifiwamente,
de modo que Z; = Ek-1 Y: represenia el datio hecho of sistema Rhasta e fiempo L. Se supone ademds
que el sistemna se mantiene en operocidn siempre y cuande ¢ dafio acomulade ne sobrepase cierto
nivel n, y falla en caso contramo. Sea T el tiempe de falle del sistema. Es clare gue

{T =1} si sdlo st {Z <7}
Se liene que

N
Pri{iZ,<z} = Pr {ZY,: < z}

- ZPI{ZYk<2[N¢~ﬂ} {)\t)“ -
= i&l__gh)(z)

nl

n=0

donde G {y) = Pr {¥1 + Yo + ... + Y. < y}. esto gracias a que N, es tdependiente de {Yi : k € N}.
Entonces .

{At)"
Pr{l >t} = Z Q7 o) (.
T=()
Todos los sumendos son ne negatives, de forma que es posible intercambiar la suma con la integral
pare oblener el tHempo medieo de falla del sisterna

E[T] = mer{T>f.}df

0

= i( /0 @)73- f{lt) G ()

n=l}

> (262 e

n=0

= ) Zg(n) ().

n=0

M
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Esla expresicn se simplifice de gran manera en el case especial en el que las voriables aleatorias
{Yi: k € N} se distribuyen Exp (12). Entonces In sumo Y1+ Yo+ ... + Y, tiene distribucion Gamma,

Yo que

et L] kinid k —~un
)y e q S ) e o () e
@m0 =1 k1 - Z il )
k=0 ) k=n
entonees
liaid oo DO k
p)” e b
o = 3
n=0 neQ ke=n k!
1
k=0 n=0 k
o0 k
() e®
= kz_;(nk) —
= 14 pn.

De modo que, cuando {Yi - k € N} se distribuyen exponencialmente, se tiene que

it g

A

Ahora se obtendré la media y varianza de Z. Para caleular E [Z], primero se condiciona con N,
de donde se tienc

ET

BlZ] = E(E{Z | N)).

Ahora

ElZ \Ny=n = E{i'ﬂ'}b&:n}
= Ei:iy;!f\&:n]

=1

il

= B[,
donde se ha tsado ol hecho de que N, os independiente de {Yi : k € N}. Entonces
E{Z | N} = ME],
por lo tanto

B[Z] = ME[V]. (3.4)
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Para caleular var [Z] se hard uso de la f6rmula de varianza condicional [ver Mood, Graybill, Boes]

var [Z] = Evar [Z, | M) +ver [E[Z, | M}, (3.5)
entonces
Ny
var [Z, [ Ny =n] = wvar [ZY‘ | N, e n}
=]
= nar [Z K]
o]
= nnar(¥;}.
Luego
var (2, | Nt] = Nyvar (7). (3.6)

Sustituyendo las Hxpresiones (3.4) y {3.6) en la Expresién (3.8) se obtiene

It

var {Zy] B [Nevar (W]} ++ var [N E {¥1]]
At [var (V)] + (B [YI])zJ

ME Y]],

recordando que nar [Ny] = M.

Ejemplo 3.3.14 Se acepia el supuesio que el nimero de familias que emigran a cieria drea a lo
largo del tiempo, sc comporta de acuerdo a un Proceso Poisson estacionario con inlensided A = 2
(el tiempo se mide en semanas). Se conswdern que el nimero de integrantes en cada familia es una
variable aleatoma que puede tomar los valores 1,2,3,4 con probabilidad é, %, %,% respectivamente,
entonces, se desen conocer el valor medio y la varianza del nimero fotal de individuos que emigran
a esta drea duranic un periodo de 5 semanas.

Sea Y, el niimere de personas en lo i—ésima familia. se tiene entonces

5 43
5 == pivi=2
EV)=5 v PI]=%,
luego
2] =25 gy  wvar[Zs) = 2—31,5 [

Teorema 3.3.15 Sea {2, : ¢ > 0} un Proceso Powsson Compuesto con marcas {Y1,Ys,..}. Dicho
proceso posee la Propiedad de Incrementos Independientes.
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Demostracion. Scan 0 < a; < by < ag < by < o, entonces

Pr {Zbl - Zﬂ[ =< Z]szbz - Zc!q = 22}

M, M,
= Pr E ¥y <z, g Vi< 2
7=Na,y +1 37 Nagt 1
N, N,
7
= E Pr E ¥ <z, 5 Y, Sz | Al gnhe, )
by gy g EN 3=No, 41 Fz=Nay 41

Pr{A(hy, g1, P2, 92)}
donde A (h1, 91, 1o, 02) = { Ve, = hi, Mo, = 1. Nay = ha, Ny, = oz} ¥
0<h<a<h<an hah,pelN
Del hecho que 1as variables alcatorias {Y5, Y2, ..} son independientes entre sf, y del proceso {N; 1 1 > 0},
se sigue que
Pr{Zy, — Zay < 21, %0y — Bay < 22}

= Z ( Pl’{ ‘Z": 1/‘1 S Zr}) . pr{A(h'la.qlshZ:QZ)} '

ArgynhgageeN A= 2=he ]

Esto 1iftime puede expresarse de la signiente manera

2 gr
Z (HPT{ Z Y, < Zr‘}) -Pr{A(h, g1 b, )}

hywg1 k926N \r=1 g=het 1l

2 L1
= 2 ( Pr {Z}G < z}) Pr{B (lo, o2, )}
tod,lz a€ N \r=1 i=1
donede
B (1o, i, o) = {Nay = lo, Noy = Ny = 1, Ny = Noy = lay Ny, — Noy = b5}
Es claro que
Alhy, g ha g) = B (g~ by — g1, 92 — ha)

S aprovecha la Propiedad de Incrementos [ndependicntes para [Nyt >0}

Z H Pr {i}s < 'w'r} ' Pl{B (zﬂg'{llea ll})}
3=t

o1,z e \F£{1.3}

> [T Prife=1t Il pr {Ii Y, < w,} Pr{L, =1}

lo,inlada €N\ kE{0.2} r£{1,3} 3=1

I~
Z H Pr{iy;gqajr}Pr{L,:i,} ,

I lgeN \re{1,3} =1

Il
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donde Ly == Ny, , ..., L3 = Ny, — No,, y wy = ;. w3 = 72. Entonces

IS
3 11 pr{Zng,} -Pr{B (lo, b, b2, b))

Lo f1.da0aeN N\ ref1,3} =1

= H Zpr{riy <w,.}Pr{L =1}

r&{1,3} L-eN
Ny =Ny =
= JI 3°pe8 30 Yi<am| Ne— Noy=ipPriy, — N, =i}
ke{1,2} ieN =0
Nh,e
= H ZPr L Y, <Zk1ka Nep =1 PT{ka ak—z}
ke{l,2} ieN 7=, +1

con Yy = 0. Se puede concluir

PriZy, — Zay < 21, 2ty — Zoy < 22}

Mo,
- [ mi Y %za
ke{1,2) F=Na),+1

El resultado se obtiene de gencralizar estos cdletlos para el caso 0 <y <y S ap < by < -0- <
ar <bp<oo,conkeN ]

Sea {{Sk,Y) : £ € N} un Proceso Poisson Marcado de intensidad A y sea {Z; : ¢ > 0} ¢l Proceso
Poisson Compuesto que se obtiene a partir de éste. Se supondrd que para p € (0, 1) fija se tiene

Privi =1} =p, Pri{t;=0}=1-p

Ahora sc consideran los proecsos formados por las ocurrencias marcadas con unos y por las ocur-
rencias marcadas con ceros. Estos procesos puaden definirse también como

Z:flzzn ¥ Z‘U=],?é}qx{5k'gt}_ztl‘

Z} es un Proceso Poisson compucsto, ¥ por lo tante posee la Propiedad de Incrementos Indepon-
dientes. Del Teorema 2.1.4 se sigue que Z} se distribuye Poi (Apt) . Esto implica que {2} :¢ > 0}
es un Procveso Poisson de intensidad Ap. Mediante un argumento totalmente andlogn, sc ticne que
{Z2:1t > 0} es un Proceso Poisson de intensidad A{1 — p). De hecho, estos dos procesos son. inde-
pendientes.

Se verificard que Pr{Zf =7, 2) = k} = Pr{Z) = ;1 Pr{Z] =k}, para j,k € {1,2,..}.
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Esta independencia de eventos se establece de la signiente forma
Pr{Zl =2l =k} = Pr{Z=j+k2 =k}
= Pr{Z/=k|Z, =j+k}Pr{Z=)+k}
(7. + k)1 )7+ e
BT b {1 -p) — 1
7141 (7 + &)
[,_,--»w (,\pf}k} (e—mﬁﬂ Qa-pry

]

k 9t
pri{z! = k}rri{Z) =j}.

Esta idea s generaliza en Ia Seccidn 3.5.

It

3.3.% Fl Proceso Porsson en ef Plano

Un Proceso Polsson en of plane ot un modelo probabilista para puntos dispuestos en el plano al azar.

Queda descrito mediante una coltecién de variables aleatorias [Ny A € B (R?)} indexada por los

conjuntes Borclianos de B? y definida ca cicito espacio de probabilidad (£2,§, P), donde N4 es el

nimero (aleatorio) de puntos (aleatorios) en A. Sc supondrd que st A cs acotacdo, es decir, si estd

contenido on un rectAngulo de drea finita, enlonces N, {w) os finito P—casi scguramente. Ademis no

se permite superposicidn de puntos, esto os, para lodo = € R2, Ny = 06 1, P—casi seguramente.
Se dice entonces que {Ny 2 A € B (R} os un proceso puntual simple.

Definicién 3.3.16 Un Proceso Poisson Homogéneo en R? con infensided A > 0 es un procese
puntual gimple que cumple:

i) Para cualguier coleccidn finita A;, Ay, .., An de Borelianos ajenos por parejas de B2, los variables
aleatorias Ny, ..., Na, son wmdependicnics

#1) Para cnalguier A borehano acotado de B2,

AL
Pr{N;. — [f} = G—AWHTEL

dondc k€ N, y|A] es la medida de Lebesque de A,

La siguicnte constriccidn ilustra varias analogfas entre of modelo propuesto en Ta Definicicn 3.3.16
v ¢l PPE. Entre dichas analogfas se encuentra el hecho de que Ia distribucién de las ocirrencias en
un comjunto dado, condicionada al miimero de ocurrencias en dicho conjunto, es uniforme. Se tiene
ademsds una construccién dentro de la cual se aproxima a la Distribucion Poisson mediante otra
distribucién discreta, donde csta distribucién toma un ndmero finito de valores (Resulta instructivo
comparar csto con la discusion e da inicio a Ia Seecién 3.1).

Teorema 3.2.17 Sea IT un conjunte numerable de puntos en ol plano. sin puntos de ncomulacion
finttos. Thehos puntos estdn distributdos de manera aleatoria, de modo que, pore todo boreliano aco-
tado H de RE, cada punio en H N 11 se distribuye de monera unforme en H. Se requicre ademds
gue los punies en H N1l scan wndependientes entre si Enfonces, las variables aleatorios

Na=#{ANT},  AcB(RY
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forman un Procese Poisson Homogéneo en R?, stempre y cuando la distribucion de Ny sea invariante
a traslaciones de A.

Demostracién. Sc consideran los cuadrados Sp con centro en 0 con lados paralelos a los ejes
coordenados y de longitud D. Sea K, por el raomento, un entero fijo, ¥ se toman K vectores aleatorios
independientes (X;, ¥.), i = 1, ..., K de modo que el punto M; = (X, ¥;} se encuentra uniformemente
distribuido en Sp, esto cs

Pri{(X, e Al = %151 para todo A € B (R?),A ¢ 5p.

Esto modela K puntos coiccados al azar en Sp de manera independiente.
Sean A, ..., A, &€ B (R?) ¥ contenidos en Sp. Se supone ademds que dithes conjuntos son ajenos.
La distribmcion conjunta de Na,, ..., V4, se obtienc de la siguiente forma

Py {NA, =k, Na, = k-n}

n

= Pr{Ng = ko, Na, = ki, oy Ny, =k}

donde
bo=5Sn—-J4 v R=K-)_k
i=1 i1
Como cads punto tiene probabilidad ps = |4, /D? de cacr en A,, so obtiene una distribucion
multinomial de pardmetros (K, 7)
k!
Pr Ny = ky, o, Ny, =k} = ———pfo . pln.

kol.. &yl
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Por lo tante, st D y K tienden simultdneamente & oo, de tal manera que K/D? = X > 0, se tiene
que

KU

ki
i ey
K,D—-cccko!...knf?o P

" K1 n?— }]AI K
T ke Bl ket iE LT pr

: (i_f’g_j")"' . (!ﬁ%ﬁ_) " @3.7)
= i {/1 = ;,Szw)”r T
- i, B (1 2B 0 G
_ exp{ A; } JAM)’“ g_ky
= ﬁe*"“ﬁﬁf;c—i?ﬁ. (3.8)

=1

Es claro que la Expresion (3 8) representa la funcion de masa conjunta de Ny, ..., Na, para un
proceso Poisson homogéneo en ¢l plano con intensidad A =

Este resultado puede usarse de la siguiente manora: Si se tiene un area muy grande {Sp) sobre la
cusl so ha dispuesto una gran cantidad de puntes (K} de mancra aleatoria y uniforme, v 8 se desea
calcular a cantidad

T’r{NA, = k],---,NA,, = k“}

donde k¢ 4 -+ + k, es mucho menor que K, y donde 44, ..., A, se encuentran alejados de Ia frontera
de Sp, entonces se puede aplicar ol Teorema 3.3.17.

3.8.4 Procesos Puntuales

Sea {£2, %, P} un especio de probabilidad, v se toma R*, donde k € {1,2,...} , con la topologfa usual.
Se denota con B (R¥) a la c—dlgebra de Borel para este conjunto.
Se considera la siguiente famila de subeonjuntos de R :

N (R¥) = {C | C & numerable} .

Dados estos objetos, a toda funcidn I : 2 — A (R} se le denomina subconjunto aleaterio de RF
definido en (£, F,P).



52 3. Bl Proceso Peisson

Definicitn 3.3.18 Sea 11 1un subconjunio aleatorio de R* definide en (L F,P) , tal que las funciones
Na()=# (AN ()

sean varwables aleatorias pare todo A € B (R¥). Donde #f (AN T1{#))} es la cardinalidad de { A N 11 (o)}
st este congunto s finilo y se denota con o0 en caso contrario. Se dice entonces que Il es un procese
puninal sobre R* definido en (O, F,P).

Tomando a la Definicidén 3.3.18 como punto de partida, es posible acceder & conceptos y resultados
que, si bien fueron concebides para aplicarse a espacios més generales [ver Kingman], permiten (en su
versién restringida al caso (R, B (R*}), & € {1,2,...}) demostrar con relativa simplicidad, ciertas
propicdades e tos procesos discutides en las sceciones anteriores, particularmente del Proceso Poisson
Compucsto.

La Definicidn 3.3.18 considera nna clase muy amplia de procesos. Es claro que no todo proceso
putitual es un proceso Poisson.

Ejemplo 3.3.19 See 5 un cubo en B® con la {opologia usual y (2, F.P) un espacio medible. A coda
w € {2 corresponde  conjunto I (w) = {X; (), Xz (&}, ..., Xi (&)} de puntos de 8. Se supondrs gue
cada X, es un wvector aleatorie con disiribucidn uniforme en el cubo y X, es independiente de X,
sin £ m. Debido o que cada X; es un vector aleaiorio, el suceso {X, € A} es un evento, paru fodo
A€ B(R®). Por lo tanio {Ns =71} conr € N también lo es. Entonces {Ns: A€ B(R")} esun
proceso puntunl.

Ejemplo 3.3.20 Sea {Th:n € N} unc sucesidn de variables aleatorias con valores reales y 0 <
Ty <Ty <+ yTn — oo con probabilidad 1, Entonces las variables aleatorias

Na=)Y 14(T} AeB(RY)
n=1
conforman un proceso puntual sobre B*.

Ahora se generalizardn conceptos relativos a procesos no estacionarios, dichos procesos fueron
presentados en la Seecidn 3.3.1.

Definicién 3.3.21 Sen {N 4 AEB (R‘E}} un. proceso puniual sobre R, La medida de intensidad
de {Ns: Ac B (R¥)} se define como

p{A)y = E [N, AeB (Rk) .
Tecrema 3.3.22 Lg medida de inlensidad de un procese puniual es una medida. .

Demostracién. Resulta obvio que ¢ es una funcidn no negativa y que 9 (3] = 0.
S1 Ay, Az, ... son ajencs por parcjas y A = UR | Ay

Ni=Y N
k=1
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Tomando esperanzas

Y(A) = DA,
de==1

lo cual concluye Ia pracba. =

En cste trabajo sdlo se consideran aquchias medidas de intensidad que pucden obtenerse a partir
de una intensidad. Una intensidad es una funcion Borel-medible A, que es positive. Esto permite
hablar de la integral de Lebesguc de A, gencrando medidas del tipo

P (A) :Lz\(ﬂ:)fh;.

Es de gran importancia ¢l caso en el que A es constante, enfonces

¥ (A) = AlA],
donde | A} os la medida de Tebesgue de A

Definicion 3.3.23 Un proceso puntual {Na: A € B{R)} sobre R es un Proceso Poisson Puntual
con intensidad h s

i) {Ny: A€ BRI} teene incrementos independicnies, esto en &l sentrdo de gue Np,,..Ng, son
independicntes pare By, ...B, borelianos ajenos por parejos .

%) Parg cada B € B(R)

Pr{Np =n} = exp (~4 (B}) @f{gm n=0,1,..

Es necesarto exigir que 1 no posea dtomos (o8 decir que para todo z € B, ¢ ({2}) = 0), ya que de
lo conirario, si existiora 75 € R con 9 ({ze}) > 0 se teudrfa Pr (N{,a} > Z) > 0, lo cual coniradice la
idea inicial de gue stlo puede haber una ocurroncia a la vez.

Teorema 3.3.24 Sea {N,: Ae B (R)} un proceso Poisson puntual sobre R. Entonces, lo formlia
de variables aleaiorias

{N(g't] 1> {)}

forman un proceso Poisson (Definiczén 3.1.4}). Dade wn proceso Poisson, es posible copstruir, de
maonera nied, un proceso Poisson puniual.

Demeostracién Se mostrard primero que Ia Definicicn 3.3.23 implica a la 3.1.4.

Sea {N4: A€ B{R}} un procese Poisson puntual. Se considera a ia subfamilia { Ny :t > 0}
Las condiciones ii} y iif) de Ia Definicién 3.1.4 sc cummplen trivialmente para este nuevo proceso
estocdstico, ya que todo intervalo semiabierto es un Boreliano. Del hecho que ¥ es no atdmica se
sigue la condicién i) de la Definicién 3.1.4 .




54 3. Bl Proceso Potsson

Es facil verificar que Ny 05 un procese de contar, ya que la funcidn
Ny () = #{H (-} n(0,¢]}

es positiva, s6lo toma valorcs en los enteros y es mondtona creciente respecto a L.

Se procederd a demostrar que a pariir de un proceso Polsson {N; : £ > 0} sc puede construir de
forma tinica un proceso que satisfaga la Definicidn 3.3.23 .

Sc propone

ne=U {805,
k=1

donde Sk denota al instante en ¢l cual tiene lugar la k—ésima ocurrencia. Es claro que dicho
conjunte es numerable. Se sabe que las funciones Si () son variables aleatorias, por o tamto la
funcién .

FO=4a(5) AeB®) ,keN

es una variable aleatoria, ya que toda funcién indicadora correspondiente a un boreliano es medible
¥ la composicion de funciones medibles es medible,
Se sigue que

N{A)Y ()

fl

#{1{)n A4}

S lisen )

k=1

D L (Se ()
k=1

Il

os una variable aleatoria .

Por Io tanto se puede construir de manera tinica un proceso Poisson puntual a partir de {N; : £ > 0},
Las condiciones 1) y i) son consecucncia de aplicar resultados refercntes al Lema de Clases Mondtonas
[ver Ash]. =

3.4 Caracterizaciones fuertes del Proceso Poisson

3.4.1  H fancional caroctertstico

Del mismo modo que la funcién caracterfstiva y la funcidn generatriz de momentos permiten levar
a cabo ciertos cAlculos referentes » la distribucién de varables aleatotias {tales como sumas), el fun-
cional caracterfstico de un proceso estondstico cs une herramienta poderosa para realizar operacioncs
que involucren al proceso en cuestidn. En esta seccién se obtendrén expresiones para el funcional
caracteristico del Proceso Poisson Puntual v para el Proceso Poisson Compuasto.
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£l ceso general

Teorema 3.4.1 Sea {N{A4): A ¢ B(R")} un Proceso Poisson sobre (R", B (R")} con medida de
intensidad p1, y sea f: R® — R una funcién Borel-medible. Entonces la suma

®=>"[(X) (3.9)

XeH

es ahsolutamente convergente con probabilidad 1 si y sclo st

[ min (|f (#)], 1) (d) < o0. (3.10)

Si esta condcion se cumple, enonces

E "] =exp [/ (") — 1) (dm)] , {3.11}

para cualquicr nidmero complejo 8 tal que haga que la mtegrol de la derecha converja, y en particular
siempre que 8 sea imaginario puro.

Demostracién. El primer paso de la demostracion consiste en verificar que la Igualdad (3.11) se
cumple para todo nimero complejo 8, si f es una funcion que toma un ndmero finito de valores y se
armila fuera de un conjunte de p—medida finita. Bsto os a lo que se conoce con €t nombre de funcidn
stmple [Bartlo].

Sea f una funcién simple positiva que toma los valores fi, fo, ., fea ¥y scan A, = {2 f () = [}
gonjuntos medibles tales que m, = p(A4,) < oo. Claramente los conjuntos A, son ajenos cntre sf.
Entonces las variables aleatorias N; = N {A,) son independientes, y para cada 7 se ticne que N, tiene
distribucién Poi (m,). Sca

k
b= f(X)=) [N,
i

Xell i

Para todo mimero complejo  sc tiete gne.
k
B = J]E(Y)
3=1
I
= Hexp [{r’ofl - i) m_,]
=T

= exp [Zi: [A (9 1) (dm)ji
- ol o]
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debido a que f = 0 en el complemento de la unidn de los A,.

Cualquier funcién medible positiva f puede expresarse como ol Umite de una sucesién creciente
{fi : 1 € N} de funciones simples no negativas. Entonces, si se toma § = —u un mimero real negativo,
y se definen las sumas ®; = 35 o f5 (X) se tiene

Ele™] = lim B[]

F—eo

= lim exp [— / (1 e N (dz)]

= :;: {— f (l—e"‘f(’)),u(da:}},

parz # > 0, por ¢l Teorema de Convergencia Mondtona [Ash). Si la Expresién (3.10) se curnple, la
iltima integral converge y tiende a 0 cnando v - 0, o cual muestra que $ es una variable aleatoria
finita. Esto sc explicard con mayor detalle. Sean By = {x: f (z) > 1} v Bo = {z : f (z) < 1}, entonces

[min (7 @1 Vi) = [ wian) + [ f@ ).

T

Como la Expresién (3.10) se cumple, ambas integrales del lado derecho convergen. Entonces
/ {1— e/ u(dx) </ i (dr) < oo,
By B

v gracias a que ¥ > 1 — e~¥ para toda y se tiene

_/B {1— ey (dr) < /B uf (z) 1 (dz) < o0

Tutonees ambos micmbros de 1a Ecuacidn (3.11) son funciones analfticas de 8 en Ref < 0, de
donde se sigue que la Expresidn (3.11) s wdlida en el dominio Red < Q. Por ofra parte, si (3.10)
no s¢ cumple, la dltima integral diverge para toda u > 0, lo que implica E [e"““} =0, por lo tanto
$ = oo con probahbilidad 1.

Por o momento ol teorema estd demostrado pata £ 2> 0. Para terminar la prucba, se aplica.
teorema a las funciones positivas

[ =max(f,0), [T =max(=f,0).

La guma converge abselutamente si v sojo si

Sp= ) [H(X)= Y F(X).

Xen Xeny,

=) fTX)=- Y f(X)

Xen Xen_
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convergen, donde 11, v T1_ son restricciones de Il en
G, ={x: f(z) >0} G.={z:f(z)<0}.

Esto demuestra que 1a Expresion (3.10) o8 nna condicion necessyia y swficiente pars la cotivergencia,
Si esta se da y # es un imaginario puro, se tiche que

Eie = B[]
= B[ B[]

L el
— op U (" +e - 2) d;;]
~ oxp U (@ - 1) af;r.:l ,

usando ol hecho de que el ndmero de ocurrencias del proecse en conjuntos ajenos son variables
aleatorias mdependicntes.

Por lo tanto la Igualdad (3.11) se cumple para todo nimero imaginario ptiro 8, y su oxtensién a
tados los mimoros complejos tales que la integral converge es un problema de continuacion analftica.

]
Un caso particular de interés del Teorema 3.4.1 s cuando se toma f > 0y § = —1, entonces la
Expresion {3.11) establece que
T bl
E [(’_‘f’f] = exp [~ / (1—e Ny (dT)J , (3.12)
donde
br=  f(X) (3.13)
Xen

El ladp izquicrdo de la Expresion (3.12), vista como un operador cuyo argumento es una funcidn
arbitraria f cs un ejemplo de To que se conoce como ¢l funcional caracterstico de un proceso estocts-
tico. Este nombre se debe a que, la Ecuacitn (3.12) caracteriza al Proceso Poisson. Supéngase que Il
es cualguicr subeonjunto aleatorio numerable de (R™, B {R™)) y se define €5 < oo mediante la Ex-
presién (3.13). Se hace ademds ol supuesto que, para alguna medida g, la Beuacidn (3.12) se cample
para una cierta clase F de funciones. 3i F < lo suficientetnente abundante como para contener a
todas aquellas funciones que toman solaizonte un nidmero finito de valores diferentes y1, o, ., 9 la
Ecuacidn (3.12) implica

k
E [e“@f] = exp {— (1--e7) m{l ,

=i
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donde
my =iz f(z) =y},
Sisciomaz =¢ iy A ={z: flz) =y},
k
B [zf"(/h}z;\'(ﬁz) . ziv(m,)} - H (e
=1

Como esto so cumple para D < z; < 1, las variables N [A;) son independientes con distribueion
Poi (mn,). Por lo tanto

[N{A) =#(ANT): A€ BER™M}

es un Proceso Poisson con medida de intensidad .

De lo anterior se concluye que, para demostrar que un proceso puntual cs un Proceso Poisson, &s
suficiente verificar que la Expresidn (3.12} se cumple para una clase lo suficientemente grande de
funciones.

El funcional caracterfstico para el Proceso Poisson Compuesto

Sea {iV, : t > 0} un proceso Poisson con funcidn de intensidad A, ¥ sea {Ux : & € N} una sucesidn de
vectores aleatorios independicnies e idénticamente distribufdos, sc supone ademds gue son indepen-
dientes del procesa. Se define

[T 882
: 0 siN=0

para t > 0. Entonces {Z, : £ > 0} es un proceso Poisson compuesto con marcas {U : k € N}.

Teorema 3.4.2 El funcional caructeristico esocado con. las varinbles aleatorias {Z,: [ > © > 0} estd
dade por le sigiuiente esperanza

0z () =B [exp (i ./: FT (1) dz (t})} , (3.14)

donde In T denots ol operodor franspuesia. Aguf {F (£} :1 >t > 0} es una funcrén Borel-medible
arhitmma F: R — R™. ym es la dimensidn de Uy. La integral debe interpretarse como la integral
de Riemann-Stiellies que toma los siguientes nalores

! 0 N=0
FrDde (1) = ! _
f(] (} -"() { Z;‘i} FT(SJ) OJ! Nl 2 13

donde U, es lo marca asigneda a la ocurrencia que fuvo fugar en el insianie s;.



3.4 Caracterizagiones fitertes del Procese Poisson 59

Demaostracién. En scguida sc calcula fa csperanza que aparece en la Ixpresion (3.14). Haclendo
uso de las propiedades de la esperanza condicional, se tiene que

oo !
ler{N, =n}FE {('xp (;[ Fj'(z)dr(z)) | Ny —_—n] (3.15)
Pr{N; == OHZPV{NV n} {vw(Zf"T(% j)ir‘fa=n].

w0y (F)

n=]

Condicionando con los tiempos de omwrrencias ¥ utilizando el hecho de que las marcas son inde-
pondientes e idénticamente distribufdas, se obliene

[exp( S ) |N,=ﬂ]
!

donde i, {ex) o5 la funcidn caracterfstica de las mareas.

ool = B (c"T") )

Del Corolario 3.3.9 resulta inmediato que

f.r"l 52, |SN{|Nr=n {s'i R TP Sn) = Fe, T aw e (3.}.6)

Usanelo el hocho de que las variables {5, 1 7 € Nt y {U;, : 2 € N} son independientes, y aprovechan-
do la Expresion {3.16}, sc verifica gue

Ny
E |exp (iZFT (5, Uj) PN = n}
=1
Ny
5 [F (oxp («EZF"“ (5;)!1,-) S, ...,SN,> = n}
1=1

Ny
[ {[ exp (iZFT {5, UJ) dﬂ)} dFSth,...,SNr}M

=1
F&\ﬁi&.@.@f f_-] ’
fa(tydt '

Hi

i

it
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donde Fyy o5 la funcién de distribucién conjunta de (U, Us, ..., Un,), ¥ Fs, 83,.,5m 1 08 12 funcitn
de distribucidn condicional de los tiempos de ocurrencias en (0, [], dado V.

Sustituycodo esta Expresion en (3.158) y gracias a que N tlene distribucién Poisson, se concluye
que el funcional caracterfstico de un proceso Poisson compuesto esta dado por

H
o3 (F) = exp [ JRIC (so,l(F(t))»l)dt]. n (3.1

Un caso de interés es cuando ¢l espacio de marcas U = {14, V4, ...} es numerable y 1a probabilidad
de asignar la marca V, ez p para & € N. Bajo estas circunstancias se tiene que

o)
al
P ((Y) = Z bre Va,
k=1

v la Expresién (3.17) se vuelve
! o> T
wy (F) = exp [ fg X (Zpkcp O % _ 1) dt} . (3.18)
k=1

Estos resultados serdn de utilidad al obtener la Representacion del Proceso Poisson Compuesto.

3.4.2 FE Teorema de Henyi

A lo largo de este capitulo, el suponer una Propiedad de Incrementos Independientes ha sido crucial en
{a detnostracidn de resultados. Bl siguicnte Teorema permite caracterizar al Proceso Poisson Puntual
sin hacer uso de supuestos de independencia; en vez e ello, se requiere que la probabilidad de que no
se registren ocurrencias del proceso en uniones finitas de rectdngulos tenga clerts forma funcional.

Teorema 3.4.3 Sea p una medide no oiémica en R? tal que sea finita pare conjuntos acotados.
Sea IT un subconjunto aleatorio numerable de RY fal que, siempre gue A sen una unidn finita de
rectdngulos

Pr{llNA =@} = e 4
entonces {N(A) =#(ANT): A€ B (RY)} es un Proceso Poisson con medida de intensidad pz.

Demostracidn. Para fines de esta prueba se considera que un k—cubo es un rectdngule (o, ] para
el cual

o =0,27F bh=(m+12"  {1<igd),

donde los v, son enteros. Para cualquier £ € N los k—cubos forman una diseccién de RY, Pars
cualquier k—cubo O, se denota con ¥ () al evento {€ N1l = &}, Témese k fijo y sean €1, Ca, .., O
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k—cubos distintos y por tante ajenos, entonces

pr{ﬁ}’(c,)}

r=]

Pri{c,nil=&.re{1,2,..,n}}

B pr{m@a}:@}
o)

n

= JJewe

r=1

Por lo tanto los eventos Y (C,) para los k—cubos C,, 7 € {1,...,n}son independicntes con

Priy (i)} = e

Se puede usar este hecho para caleular la distribucion de

N(G) = #{IING}

para cualguier conjunto G abierto ¥ acotado. Cualquier 2 € G estd contenido, para k lo suficien-
temente grande, on algiin k--cubo subconjunto de G. Es mis, si 2,y € G y = # y entonces a partir
de ciexta k, = ¥ ¢ sc encuentran contenidos en k—cubos distintos. Entonces

N(G) = Jim Nu () (319)

donde Np (G) os of ntimero de k—aoubos O Lales que estin contenidos en Gy Y (C) no ocurre.
Claramente N (G) se incrementa con k.

Debido a que los eventos ¥ {C) son independientes, la funcién generatriz de momentos de Ny {G)
es

E (sz(G))

[1er{y @} + (1= Pr{¥(C)}) 2]
H [efﬂ(C) 4 (1 . e*u(C)) z]

siempre que |z] < 1. El producto se toma sobre todos los k—cubos € C . En particular, si se
toma 0 < z < 1, de la Expresién (3.19) y del Teorema de Convergencie Mondtona [Bartle] se sigue

E (ZN(G)) - qu]‘rch [z +(1-2) E—.u(C)] , {3.20)
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ton la convencién z* = 0.
Para tales 2z, v para todo £ > 0.

2+ (1l =z p e D0

Entonces

E(ZN(G)) > lim o~ (1-2)n(C)

k—co
> e-Dn(E)

gracias a que los k—cubos € C G son ajenos. Haclendo z — 1 se deduce que N (G} es finita con
probabilidad 1.

Para calcular of Hmite en la Expresion {3.20), es necesario usar el hecho de que, para k—cubos en
una regién acotada, 1 (C) tiende uniformemente a cero cnando & — co. Esto s una consccuencia de
ia falta de dtomos de p, y se probars por contradiccién. Basta mostrar que esto se cumple para los
subconjuntos de un O—cubo fijo Cp. 8i el resultado fuera falso, entonces existirfa § > 0 y k—cubos
C ¢ C, para cualquier &, con la propiedad 1 (C) > 6. Se dice que un k—cubo C es de tipo I si para
toda I > &, C conticne un I—cubo € tal que 2 (C'} > 6. Por hipdtesis Cy o5 de tipo 1. Se sigue que
de los 27 1~cubos en Cy, al menos uno (se denotard Ci) ez de tipo 1. Procediendo de esta manera
se obtiene una sucesién Cp O C; 2 G, 2 -+ - donde Ci s un k—cubo de tipo 1. Un k—cubo de este
tipo comtiene a un cubo O con ;i (C") > & y por lo tanto p (C) > 8. Esto implica que g (Cy) > &
para toda k. Pero como Cy es un k—cubo con lados de longitud 27, Ja interscccidn de todos los
Cy es vacfa o consta de un solo punto, cuya medida tendrfa que ser mayor o igual 8 é. Esta cs la
contradiccién que se buscaba.

Por lo tanto regresando a G, se puede usar el hecho de que 1 () < & para todos los k—cubos en
G y con k lo suficientermente grande. Si 2 < 8 ¥ z estd fijo

e =M <o (1= 2) e < o I WE
donde 4 (§) — 1 cuando § — (. Entonces

(=G < | (V) g (- UORE)

y haciendo § — 0,

E(zMON) = ¢ (1-0u0),

Esfo se cumple para toda zen 0 € 2 < 1, de donde se signe que N (G) tiene distribucién Poisson con
pardmetro ;2 {(G). Ahera sean &1, G, ..., G, conjuntes abicrtos, acotados y ajenos. Ningtn k—cubo
puede estar contenido en més de un G,, entonces las variables

Nk (Glj ’ Nk (GZ) L] Nrk (Gm)
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son independientes para k fijo Haciendo k — co se concluye que las variables

N(Gi) ,N{G;) 1y N(Gm]

son independicntes.

Para completar la prueba, se debe extender estos resultados de conjuntos abiertos acotados a la
farnilia de conjuntos de Borel. Bsto se Jogra aplivando ¢] Lema de Clases MonStonas y usando cf
hecho de que cualgnier funcion medible os el Hmite de funciones simples. ]

3.5 Representacion del Proceso Poisson Compuesto

Primero s¢ desarrollars Ia representacién cuando el espacio de marcas es numerable. Sea {Z; 1 { = 0}
un Proceso Poisson Compuesto con espacio de marcas U = {14, V,...}, donde la k—égima marca Vi
ocurre con probabilidad pg. Sea

O=tpn <hn<lon< <l ,=1:n€{1,2,.}]
una sucesion de particiones de [0,1) tal gue

lim wax (¢,, — ;. = ().
n—mois;sn( PR 3 l.n)

Se definen los procesos {2 (£, Vi) 1 £ = 0}, con k = 1,2, ... de la siguicnte manera,
Z{, Vk} = ,:ILEEGZ[Z (tJ,"} -z (tj-l,“)i I{Vki (Z (éﬁ,ﬂ-) - Z(i.f—l,ﬂ\)) ¥ (3-21)
=1

donde 1y (z) os la funcién indicadora para la marca, definida por

1, z=V

Entonces Z (£, Vi) o5 la suma de las marcas que ocurren durante [0, £} ¥ que tienen valor V. Esto
implica que la siguiente expresidn se cumple con probahilidad 1:

20V = 3 BN (), (3.22)

k=1

s

Zf:

X
It
-

donde N (£,14) cs el mimero de ocurrencias que tuvicron lugar en [0,1) y tienen merca Vi. La
Expresién {3.22) sugiere que {Z; : £ > 0} puede, de clerta forma, descomponerse en los procesos de
confar

[NV 20 NV >0}, [N WY L2 0}, ..

v que {Z; : t > 0} puede reconstruirse en términos de dichos procesos. Esto s¢ explica con mayor
detalle en el siguionte resultado.
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Teorema 3.5.1 Sea {Z,:t > Q} un Proceso Poizson Compuesio con espacio de marcas numerzble
{Vi,Va, ...} . 5i los tiempos de ocurrencia se comportan como un Proceso Poisson con funcidn de
intensidad A, y Io probabilidad de gue la marca Vi see asignada o un punte en parliculor es p.
Entonces Ios procesos {N (£,V3): £ >0}, com k € {1,2,...} son Procesos Poisson independientes
enitre sf, y el k—ésimo proceso tiene por funcidn de intensidad peX- En estos términos se tiene lo
stgutente representacidn de 2y :

Zi= 3 VN (V). (3.29)

k=1

Demostracién. El Proceso Poisson puede verse como un caso especial de Procese Poisson Com-
puesto con espacio de marcas i = {1}. En este caso ¢, (jv) = explje], y la Expresién (3.17) se
reduce al funcional caracterfstico de un Proceso Poisson. Un procesoe de contar que cumple con las
condiciones de la Definicién 3.1.4 salvo que ls magnitud de sus saltos es V, o5 equivajente & un
Proceso Poisson Compueste con espacio de mareas I = {V'}. Para. este proceso se tiene que

¢z (F) = exp { f Als) (efF’(-’W _ 1) ds] . (3.24)

Alora se demostrard que los procesos definidos en la Expresicn (3.21) son Procesos Poisson inde-
pendienics entre s, similares a Jos descritos en el pdrrafo anterior; de modo que {Z (¢, 1) : 1 > 0}
experimenta saltos de magritud Vi y { NV (£, Vi) : £ = 0} tiene funcién de intensidad p M. La Expresidn
{3.23) es una cohsecuencia inmediata de esto. Por lo tanto se construyen procesos {2° (£, 14) : £ > 9}
para % € {1,2,...} tales que sean independientes ¥ cuyo funcional caractertstico este dado por

! T
exp [/ prA(s) (elv (We _ 1) ds] .
Jo

Entonces, de I Expresion (3.24) se sigue que {27 (£, Vi) 1 £ > 0} es un Procoso Poisson Compuesto
con espacio de marcas V; vy funcién de intensidad ppd. Esto implica que {27 (t, Vi) : £ > 0} equivale
a {Z(# Vi) : £ > 0} para cada k por separado, debido a que tienen el mismo funcional caracterfstico.
El objetivo es ahora demostrar que esta ipualdad se cumple de manera conjunta para todass las k
simultdneamente. Con este propésito se define

[2"2)
z =% Z{tW)
k=1

Par construceidn y como consecuencia de 3.18, os evidente que {27 (£, V) < £ 2 0} tiene el mismo
funcional caracterfstico en [0,2) que {Z (¢, Vi) : ¢ = D) para toda? > 0. Entonces {2* (7, V) : £ 2 0} v
{Z (1,V,) : £ > 0} ticnen las mismas distribuciones si sc restringen 2 cualquicr intervalo semiabicrto.
Pero, por construccion

(=]

ANE Vk) = nlf‘r{:o Z {Z' (tjfa) -z (f’j—l.n)} I{Vk} (Z‘ {f'Jn) -z (tJ—Lﬂ))

=1
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entonees {Z* (4,Vi) 1 ¢ > 0} es la misma funcion sobre {Z7 : ¢ > 0} que {Z (8, V4) : t > 0} sobre
{Z: 1t = 0} para toda k. Se signe que los procesos

{Zi:t> 0}, {20 W) :t>0} ke {l,2 ..}
tienen la misma distribucion conjunta que los procesos
1Z0 otz 2 V) b2 0 ke (1,2, A

Tl siguierite paso setd pemover Ia restriceion de que ol espacio de marcas sea numcrable. El objotivo
actual cs obtencr una expresion andloga a (3.23) para ol caso continuo. Sea {Z, : ¢ 2> 0} un Proceso
Poisson Compuesto con espacio de mareas 24, Se supondrd que U es una regidn {no necosariamente
acotada) deo un espacio Euclidiane finito-dimensional; entences cada marca V' € U es un veckor do
mimeros reales.

Lossaltosde {2, : ¢ > D} tales que sus amplitudes se encuontren en regiones ajenas de I determinan
como cicrtos Procesos Poisson Compuestos independicntes contribuyen al proceso original. Esto puede

voysn oo la siguiente farma: Se foma wna particisn B, 4, .., i, . deld y una succsion de particiones

[0=top <t <lop < - <ham=t:n€{},2,.3})}
de [0,1) tal que
Jim max (bn = ty1,) = 0.
Se definen los procesos {Z (1, By) <1 > 0} para £ € {1,2,....} de Ia sigsiente forma:
[a%)
Z0, By = m S Z () = 7 {8 100} g {2 (8) = Z (85-0.4)), (3.25)
=1

donde 1yp,y () cs la funcion mdicadora del conjunto By, Estas definiciones ofrecen una versién
geveralizada de la Expresion (3.21). Bl proceso {Z (f, Bi) - > 0} es un proceso acomulador de marcas
para aguellos puntos del proceso original a los cuales se les asigné una marca perfenceionic & B,
Para t > 0 la siguiente expresion se cumple con probabilidad 1:

Zr=>3 Z(t,DB). (3.26)
k=1

Mediante un argumento andlogo al usado en la demostracién del teorema anterior, se sigue que
[Z(,B):t20} ke {1,2..}

son Procesos Poisson Compuoestos independientes entre sf, cuyas intensidades respoctivas son pea,
donde p os la probabilidad de que la marca correspondiente a un punio en especial tome un valor
en g
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Se toma upa particidn By, By, ..., By, ... de U de 1al forma que ol didmetro de ningtn: B, sca mayor
que 8. Sea N (¢, B:) cl ndmero de ocurrencias en [0, f) que tienen marcas en Bi. Por ol argumento
antes cxpuesto, los procesos { NV (i, By) : £ > 0} son Procesos Poisson independientes cuyas funcioncs
de intensidad correspondientes son ppX. Sea Vi € By v sea Vi) = supyp, |Vi — V. Entonces de
Vi)l < & v de la Expresion (3.26) se signe que

<Y IR N (2, Be) < 8N,

k=1

Zi- Y VN (i, By)

k=1

donde N, es el nimero total de ocwrencias en {0,1). Es claro que
t L
EfN) =06 [ As)ds y  var[EN] =46 / A(s) ds.
Jo 0
Por lo tento, para toda stucesidn de particioncs

{B),n! B?,:u R Bk,na LI E N}

de If tal que § — J conforme n — oo, se cumple

o0 2
Z— S VAN (t, Bin)

k=1

Iim B

n—rao

=0

Entonces, 1a suma 3 1o ¥ N (£, Br.») converge a un ifimite (en £2) conformea n tiende 2 infinito. Se
denotard a este lfmite con [, VNV (2,dV}. De este modo, un Proceso Poisson Compuesto con espacio
de marcas no numerable puede representarse mediante

Zo= [ VN{,dV) (3.27)
o

Lo cual provee de un resultado gque generaliza al Teorema 3.5.1.

La interpretacidn del término N (¢,dV) en 3.27 es la siguiente: {N (£,dV) 11 > 0} es un Procoso
Poisson que cuents el mimero de ocurrencias on [0, £) cuyas marcas pertenecen 2l volumen {V, V + dV).
La funcién de intensidad correspondiente es [B, (V + dV) —~ B (V3] A {t), donde 7, (V) es Ia funcién
de distribucion de la marea. Los procesos

(N (dV) 20 =12,

son independientes para volimenes ajenes. Entonces

N i, By = [ N (1, dV) (3.28)

B

es un procese de contar asociade a las ocurrencias que los fucron asignadas marcas en Bi. La
funcion de intensidad de {N (£, Bi) : £ >0} o5

At | PAdV) = A (0 e
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Otra interpretacién de la Expresion (3.27) puede darse en terminos de Procesos Poisson en R".
Desde ese punto de vista los procesos marcados puceden tratarse como procesos cuyss ocurrencias
tienen lugar en B* x24; cada punio tiepe nna conrdenada referente al tiempo en B y una coordenacda
espacial on U, Sea A un intervalo de tietapo e R y 72 un elemento de B (U). Se denotard con
M (A, B) al ndmero de ocirrencias dol proceso on A x 13 Se sigue de In discusidn anterior que

120 {A, B) 1 A ilarvalo de RY, B € BU4))

s un proceso Poisson sobre el espacio RV x 4. Esto es, ol nimero de ocurrencias en conjuntos ajenos
de R* x U son independienies, v el ntimero de eventos que ocurren en una region A x B cs una
variable aleatoria Poisson con pardmetro

[\‘LA (£)di I, (dV) .

Entonces el proceso {M {A, B) : A intervalo de RY, /3 € B ()} es un proceso Poisson multidimoen-
sional con funcidn de intensidad A (¢, ¢}, la cual puede factorizarse de la siguiente forma: A (f,u) =
(1) @ {u). Si la variable aleatoria que detorntina a las marcas os continna con densidad py {V),
entonces [a funcién de intensicad de oste proceso os (£} (V), ademds

‘
N, dV) = [ M (ds, dV)
Jo

Por 1o tanto, a Expresicn {(3.27) también pucde cscribiise como

3
7= / / VM (ds.dV) .
SO

Se sigue dque un proceso Poisson compuesto puede representarse en términos de un proceso Polsson
que se dosarrolla en clerto espacio-tiempo. Entonces, queda demostrado el siguiente resultado

Teorema 3.5.2 Sea {7, :1 > 0} un proceso Poisson compuesto con un espacio de marcas no nu-
merable U. El procese [Ny - 1> 0} tiene micasidad X{ ). y la funcidn de distrbucion de las marcas
es Py (V). Entonces Z, pucde representarse de la suguicnle forma

¢
Zp = / /VM(rls,rIV),
o Ju

donde {M (A, B) : A interpale de R B € B (i)} es un proceso Powsson en BT x U cuya funcidn
de intensidad es de la forma ;1 (t) py (V). de modo que

B0 (A B) = /\ | [] A1y P, (V)

donde py (V') 23 la funadn de densidad de las marcas.
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3.8 Sirﬁulacién del Proceso Poisson

El objetivo de esta seccidn es presentar los algoritimos bdsicos para sirmular al Proceso Poisson. De
acuerdo a la Proposicidn 2.6.1, si 7 ~ U (G, 1), entonces la variable alsatoria

=~In(l-U}/A (3.29)

tiene distribucién Exp (A).

Dol andlisis hecho er la Seecidn 3.2.1 se dosprende una relacion entre las distribuciones Poisson y
Exponencial. Si los tiempos entre ocurrencias de un Proceso Poisson son variables aleatorias expo-
nenciales con pardmetro 1, entonces el mimero de ocurrencias del proceso en ol intervalo {0, 6] tiene
distribucitén Poil (). A partir de este hecho es fdcil obtener un método para generar variables aleato-
riss con distribucién Poisson. St {¥; : ¢ € N} os una sucesion de variables aleatorias independientes
con distribucién Exp (1), se desea encontrar un ntimero X tal que el X —ésimo cvento tenga lugar
antes del tiempo 8 pero tal que el (X + 1} —ésimo ccurra en un ticmpo posterior a 8; esto ¢s,

X X41
Y Yi<t<d Y
=] 2=zl

Aprovechando la Expresion (3.29}, se sigue

X+1

X
=Y ml<O< -y Inlk,
i=1 =1

o de mancra equivalente

X1

X .
[[o.ze?> ] 0.
=1 =1

Se ticne cntonces el siguiente resultado.

Proposicién 3.6.1 Sea {U, -7 € N} una sucesion de variables aleaforias independientes con dis-
tribucién uniforme en (0,1), y sea X el numern entero mds pequedio tal que

=]
Bntonces X tiene distribucidn Poi (A},

Fl razonamicnto que conduce a cste resultado provee de un algoritmo para simular variables aleato-
rias con distribucién Poi (A) a partir de variables con distritnicién U (0,1).

Algoritmo 3.6.2 Simulacidn de una warieble aleatoria con distribucion Poi (M) .

i} Hocer: ocurrencrus<-0, producto<-1.

i) Generar una pbservacidn u o partyr de wna distribucidn U (0,1), y actualizar el valor de producto:
producto=productc¥u.

ift) §i producto> €™*, hacer ccurrencig=ocurrencistl e ir ¢ ii).

1i)’ §i producto < e, la solida del programn es el valor actual de ocurrencias.
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Comentario 3.6.3 5 ben es posible simular varrables aleatorias con distribucidn Fzponencial o
Peisson haciendo use de la Proposicidn 2.6.1, ef paquete S-PLUS permute hacer esto de forme directe
medianle los comandos rewp ¥ rpsis (ver Apdndice).

Tomando como punto de partida ¢l Algoritmo 3.6.2, vesulta simple simular el mimero de ocurrencias
en 1 intervalo {0,t], de un PPE con intensidad A, asf como los tiempos on que ocurren fos eventos.
A continuacion se presenta una mtina para e} paquete S-PLUS que lleva a cabo osta tarea.

# Inicializacién de variables
lambda<—intensidad del proceso
tiempo< —longttud del intervalo
gl<-c (02
suma< -0
ocurre<~0
# Obtencién de los tiernpos de ocurrencia i
while (suma<tiempo)
{ suma< -sumasrexp{i,lambda)
if (suma<tiempo)
{ ocurre<-ocurre+]
gl<-c(sl,suma) ¥
}
s<-s1[-1]
a<-sort(s)
62<—c(0,8,viempo)
# Graficacién del proceso simulado
wi<-geq{acurrae)
w2<—c (0, seq{ocurre-1))
plot(s,wl,type="p’ ,pch=16,xlim=c (0, tiempo),
ylim=c(0 ,ocurre+i) ,xlab='tiempo’,ylab="'ocurrencias
del proceso,lambda=1’)
points{s,#2,type="p!,prh=1)
for{i im 1:(ocurre+1))
{ x<-seq(s2[1],s2[i+1],length=50)
y<-rep(i-1,50)
Lines(x,y,type="17) }

En las Figuras 3.3 y 3.4 sc presentan simulaciones de un proceso Poisson estacionario cou intensi-
dades 1 y .5 respectivamente.

Otra forma de simular al Proceso Poisson Estacionario con intensidad A es la siguiente. Supdngase
que el proceso va a sor resiringido a un intervalo prederterninado (0, con f > 0. Se genera wna vari-
able K con distribucién Poisson de pardmetro A, Por el "Teorcrna 3.2.5 Ja posicién de cada ocurrencia
posce una distribucién uniforme en (0,1], la cual os ficil de genorar.

Ests idea se implementa on o siguiente programa

4 Inicializacién de variables
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lambda<~intensidad del proceso
tiempo<~longriud del intervalo
# Simulacién del mimero de ocurrencias
ocurre<-rpois{l,lambda*tismpa)
# Obtencitn del vector de tiempos de ocurrencia
s<-runif{ocurre,0,tiempo)
s<-sort{s)
82<-c(0,s,tiempo)
# Graficacién del proceso simulado
ul<-seq(ocurre)
w2<-c{(0,seq(ocurre-1))
piot(s,wi,type=’p’,pch=16,x1im=c(0, tiempa) ,
yiim=c(0,ocurre+1} ,xlab='tiempo’,
ylab="ocurrencias del proceso, lambda=1’)
pointe(s,w2,type="p?’,pch=1)
for{i in i:{ocurret+i))
{ x<~seq(s2[i),s2[i+1],1ength=50}

y<-rep{i~1,50?

lines(x,y,type='1") }
En las Figuras 3.5 y 3.6 se ilustea lo que se obtuvo al cjecutar este programma, tomando intensidades

de 1 ¥ .25, respectivamente.
Un algoritmo muy usado para sirmular un Proceso Poisson estacionario de intensidad A en o plano
consiste en

Algoritmo 3.6.4 Simulacién de un PPE en R?
1) Delimitar un rectdngule de area h.
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i) Generar una variable N con distribuctén Poi (AR).
ii) Generar N nariobles uniformes independienies, distribuidas sobre el rectdngulo.

Para generar un punto de manera uniforme sobre un rectdngulo de vértices a,b, ¢, d, basta con
generar una pareja (X,¥), donde X,V se distribuyen U (a,b) ¥ U (a,d) respectivamente (z es el
vértice en la parie inferior tzquierda, los demds se enumeran on sentido lovdgiro).

Esta es la rutina que ejecuta este algoritmo.

# Inicializacidén de variables

lambda<—-infensidad del procese

largo<-laryo del rectdngulo

ancho<—ancho del rectdngulo

7+ Simulacién del nimero de ocurrencias

n<-Tpois{i,lambda)

# Obtencién de las posiciones de las ocurrencias
" x<-mmif{n,0,ancho)

y<-runif (n,0,largo)

#+ Graficacién del proceso simulado

plot(x,y)

En las Figuras 3.7 v 3.8 sc presentan shnulaciones de Proceses Poisson estacionarios con intensi-
dades 2 v 10 respectivamente.

Este procodimiento puede a su ver aprovecharse para sinmrlar un Proceso Poisson no estacionario.
El argusuento os o siguiente: Sea {Ny: A € B (R} un proceso Poisson estacionaric en R? con
intepsidad I, v sea A - R* — R nna funcidn integrable no negativa tal que fo Alz)dr < oo para
toda £ € R . Se asocia una variable &, a cadat € R*, dicha N se define como ef mimero de puntos
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del proceso { N4 @ A € B {R*)} que caen en ol conjunto

Ar={(z.} e R? [r € (0,1],0 <y < A(z}}

D la teorfa desarroliada en la Scecion 3.3.3 se signe que A, se distribuye Poi ( fn' Alz) da:), ¥ que
la familia de variables aleatorias {NV; : £ 2> 0} posee Ia Propicdad de Incrementos Independientes.

Larutina que lleva a cabo las simnlaciones es la siguiente (para el caso particular A (¢} = In (¥ * x),
P > 0).

# Inicializacién de variables
psi<~purdmetro asociado a la micnsidad del proceso
tiempo<-longitud del intervals
# Calculo del méximo de Ia funcién de intensidad en el intervalo
altura<-log(tiempo*psi)
# Simulacidn del proceso de intensidad 1 en el rectdngulo
k<-rpeois(i,alturastiempo)
poin<-cbind(runif{k,0,tiempo),runif (k,0,altura)}
# Obtencidn de los tiempos de ocurrencias para el proceso no estacionario
ocurre<—0
for{j in 1:%)
{ if(poinij,2]<=log{psi*poin(j,1])&ocurre==0)

{

v<—¢c(poin(j,1i})

ocurre<-1 }

if {poin(j,.2] <=log{psi*poinij,1])&ocurre>0)

{

v<-c{v,poin(j,11>

ocurre<-ocurre+l } }
s<-sort(v)
s2<-c(0,s,tiempo)
# Graficacién del proceso simulado
wl<-seq{ocurre)

_ w2<-¢(0,8eq(ocurre-1))
plot(s,wl,type=’p’,pch=16,xlin=c {0, tiempol,
ylim=c(0,ocurre+1),x)lab="tiempo’,
ylab=’ocurrencias del proceso, psi=1’}
points(s,w2,type="p’,pch=1}
for{x in 1:{ocurre+i))

{ x<-seq(s2[i],s2li+1],length=50)
y<-rep{i-1,50)
iines(x,y,type='1") }

En las Fignras 3.9 ¥ 3.10 pueden verse dos simulaciones obtenidas usando este procedimiento y
donde A (v} = Jdx y A {2} = Inz respectivamente.
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Otra forma de simular un proceso Poisson ne estacionario es haclendo uso del Teorema 3.3.5.
Esto se hace aprovechando el siguiente hecho: Si {A, - £ > 0} es un proceso Poisson estacionario de
intensidad 1, y {N: : £ > 0} es un proceso Poisson con funcion de intensidad A, entonces M,y posee
la misma distribucién que N, esio para toda ¢ > 0, donde p(2) = E (N},

Para implementar esta técnica basta con aplicar una transformacién mondétona creciente {de hecho
se trata de 7, la funcién inversa de p) al vector compuesto por los tiempos de ocurrencias (se llamé
a dicho vector), esto para cualguiera de las ratinas usadas para simular un PPE con intensidad 1. EI
caso particular que se considerd fue A (2) = 4z y £ = 1. En la Figura 3.11 se presenta la simulacién
correspondiente.

A partir de estos resultados cs claro el camine a seguir para simular un proceso Poisson compuesto
en un intervalo (0,1]. Se generan dos sucestones de variables { Sy : & € N} v {Y; 11 € N}, donde ias
variables S, representan los tiempos de ocurrencias para un proceso Poisson con funcién de intensidad
Ay las ¥ tienen funcion de distribucién Fy-. Estas 1iltimas reproducen a las marcas asocladas a cada
ocurrencia. Eatonces la variable

Ny
Z,=3"% teR'

7=l

donde N, os ¢ mayor entero gque cumple

Sy < 1L

posce la misma distribucién que M, donde {Af; : 1 > 0} es un proceso Poisson compucsto de
intensidad A ¥ marcas con distribucion Fy-

Comentario 3.6.5 La funcidn de distmbucidn de Y, puede no cumplr ron las condiciones de la
Proposicién 2.6.1, por lo tanto serd necesaria aplicar ofrus tenicas para generar a dichas variables.
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La signiente rutina en S-PLUS sirve para simular este tipo de proceses; Se considera el caso
particular en que Ias marcas tienen distribucion exponencial.

# Inicializacidn de variables
lambda<~intensidad del proceso
tiempo<-longitud del intervale
dseta<—pardmetro de lo distribucion de las moreas
# Obtencién de los tiempos de ocurrencia
ocurre-<<-rpois(1, lambdastiempo)
s<-runif(ocurre,0,tiempo)
s<-gort(s)
82<-c(0Q,s,tiempo)
# Simulacion de ias marcas
w<-rexp{ocurre-1,dseta)
wl<-cumsum(c(w,rexp(1,dseta)}}
v2<-cumsum(c{0,w})
w3<~c(0,wl)
# Graficacidn del proceso simulado
plot(s,wl,type=’p’,pch=16,x1lim=c (0, tiempo),
ylim=c{0,wl[ocurrej+1)},xlab="tiempo’,
ylab='ocurrencias del proceso, lambda=1')
peints{s,w2, type=’p’,pch=1)
for{(i in 1:{ocurre+1))
{ x<-seq(s2[i},s2[i+1],length=50)
y<~rep(w3[i] B0}
lines{x,y,type=’1") }

En las figuras 3.12 y 3.13 sc presentan simulaciones cotrespondientes a procesos de Poisson Com-
pucstos de intensidad Ty mareas con distribucion Exp (2) y N (4, 1), respectivamente.
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El problema. de estimacién para el Proceso Poisson

Introduccidén

El prosente capftulo estd dedicado al estudio de algunos problemas do inferencia paramdétrica para
el Proceso Poisson, de acuerdo a la Teorfa de Méxima Verosimilitud y adoptando los eriterios de
optimalidad propucstos por la Teorfa de Estimacidn Insesgada. Dichos problemas son clasificados de
acuerdo a dos criterios: plan de muestreo y tipo de proceso observado.

Los problemas de estimacion puntual son tratados cn las Secciones 4.1-4.6. En la Seccién 4.1 se
discute ci caso en ¢l que ¢l tiempo de observacion es fijo. Fn 1a Scocidn 4.2 so ofrece una cota para
la matriz de orror enadritico medio para csta forma de observacion. El caso cn el gue €] ticmpo de
observacion es alealorio s tratado en Ia Scccidn 4.3. El problema de estimacién basado en ef mimero
de ocurrencias del proceso en un mimero finito de intervalos de longitud aleatoria s analizado con
detalle en la Seccign 4.5. Algunos problemas de estimacién para el Proceso Poisson Compuesto
son tralados en la Scecidn 4.8. Mds adelante se disculen algunas propiedades asintéticas de los
estimadores. La dltima soccién ostd dedicada a presentar algunos aspectos de 1o teorfa de pruchas de
hipétesis para oshé tipo de procesos, segun ol paradignia propuesto por J. Neyman v K. Pearsen.

_El contenido de este capftnlo estd basado en gran paite en [Snyder] y en ol Capftilo 6 de [Basawa].
Los resultados de Teorfa Asintdtica pueden constliarse en [Lehmann] y [Serfling]-

4.1 Observacién durante un intervalo de tiempo fijo

4.1.1  El raso estacionario

Supéngase que se puede observar un Proceso Polsson Fstacionario {V; : ¢ 2 0} definido en (@, §, P)
con intensidad A, durante un intervalo determinado (0, 7). El mimero de ocurrencias def proceso en
dicho intervalo es una variable aleatoria. De acuerdo a la notacidn propuesta en el capftulo anterior,
esta variable se denota mediante of sfmbolo N.. Recordando el andlisis hecho en la Seccién 3.2.1 es
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posible obtener las variables

S,,:i}(, ne{l,. . N},

=1

donde S, representa el instante exacto en ol gue se did la n—ésima ocurrencia del proceso {Ne : £ > 0},
v las varialles alealorias X, representan al tiemipo transcurrido entre o (v — 1) —&simo cvento y o
i—ésimo, Por ¢l Teorema 3.2.2 las variables X, son independientes y con distribucion Exp (A}

Cada realizacidn del proceso provee una mmestra de tamano N, de una poblacion quce se rige por
una ley de distribucidn Exp (A). Lo que procede a hacerse os obtencer el estimador maximo verosimil
para A,

La funcidn de verosnnilitud originada por ol {ipo do observacion os:
Ly« H Pexp -2l PriX, > (r—sa,)].
k=1

Donde { X,,_4+1 > (r— s,.)} reprosenta el hocho de que tras la ocurrencia n, —ésima, no se registran
méds eventos en ol infervalo (0, 7.

Esta expresidn se simplifica de la siguiente mancra.
P g

(=]
Pr{X, 41 >ca}= / AeMdr = —¢ 2T = grhe
o

(43
Entonces
e
Ly o ANrexp| —A Z Zp fexpl=A(r —5..)]
k=1
= XN"exp(-Ar).
Lueges
Ly o Aoxpl(—Ar}
InL, = nwlnd=JXr+e
d My
—inL, = — -
o b
dotrde ¢ o5 constante respecto a A, Tgualando 2 coro ¥ desprjando se tione que
« N,
Ty

Como N, tiene distribucién Poisson con media Az, se sigue que B(A) = X y var(A) = A/r. Dobido
a que la Distribucién Poissen pertenece a ia Familia Exponencial v su espacio paramétrico natural
{ver Lindsey| os todo R, se tiene que A es suficiente y completo, v por ser insesgado se pucde aplicar
el Teorema de Lehmann-Scheff [ver Casella y Berger], de donde se concluye que A es ol estimador
insesgado do varianza mfnima para A
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4.1.2 [l procese no csiacronaiio

En caso de guc las observaciones provengan de un Proceso Poisson noe estacionario, se sigue un razon-
amiento similar, pero hay que recordar que of Teorema 3.2.2 s6to es vélido para procesos estacionarios.
Por lo tanto debe encontrarse la funcién de verosimilitaed basada en el evento

(N, =m Xy =7, X2 = 72,0, Xn = Tn} -
El cual equivale a
{N,— =, S] = 81, 82 = 8q,.. ,agn = 8,1} s
donde 8, = 71,87 = 1+ Fz, ., S0 = By F Ty + o b T
La distribucién conjunta de cstas variables fie obtenida en el Corolario 3.3.9. Se denota con A (-, 6}
a T funcidn de intonsided del procesa. Aqut 8 representa al vector de pardmetros desconocidos,

Se tiene entonces el siguiente resultado: La funcién de verosimilitud de 8 para n observaciones en
el intervalo (0, 7] cn los tiempos 87 < 89 < ... < 8, C5

L (ﬁA (s,.ﬂ)) oxXp [— /r Alu, 6) (lu.] . {4.1)
=1 40

Por lo tanto el estimador maximo verosfmil paca § viene dado por of méximo de InLy dada la
funcidn A (-, 6).

Ejsmplo 4.1.1 S observa un Process Poisson de avuerdo o este plan de muestren. Lo funcidn de
wntensidad es de la forma Az, 8) = exp [z0], entonces

Ly « (ﬁ/\(s,,a)) exp {—r‘/(:).('u,ﬂ)du]

=1

= axXp [91251 eXp {_ .19 (e"’ - I)J .

d=1

La log-verpsimilitud viene dade por
= 1
mlyg=8Y s,—-(e?— i +¢
oS-

donde ¢ mo depende del pardmeiro. Esta furcidn o es faal de optimizar de forma anglitica. En la
Frgura 4.1 se presenia wna grafica de la log-verosmmittud, tomando v =3, 307 8, = 96 y e = 0.
Para este caso particular el estimador mérime verostmal o5 8 = 1.347. ]
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4.1.3 Forma aliernetiva de obfener un estimador

El aprovechar la propicdad del proceso estacionario { N, - § 2> 0} de gue los tiempos entre ocurrencias
sean variables aleatorias independientes con distribucidn exponencial no es la inica forma de obtener
un estimador para la intensidad A. Otra forma de resolver ¢l problema de estimacion, sujeto 2 la
restriceion de observar solamente en el lapso {0, 7], consiste en dividir a dicho intervalo en subinter-
valos {0,%1], (£1,72] 5 ooy (bmegy B -1] » (Bm—1, 7] ¥ hiacer vso del punto 1ii) de la Definicién 3.1.4, lo cual
se traduce en obscrvar a las variables aleatorias

Ny, — Ny _, t€{0,1....,m}.

Entendiéndose que fp = 0 y t, = r. Estas variables aleatorias son independientes. De donde
i T _ Gl ;

se concluye que al seleccionar &y = L,fa = 2, ..ty = "5 ¥ tomar cn cuenta las variables

aleatorias antes mencionadas, se ostd obteniendo una muestry correspondiente a una poblacién que

se rige por une distribucién Poi {¥).

La funcién de verosimilitud para este caso es

L, o HP!‘{Nr, - Ny, = r:,-}
=]

mn N [:L’“] e

=1
k1] [:\I] N
e i, (4.2)

,!
F==1 N
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entonces

e r
= - A nf{-} - Al
Ly Ar Z [Ti, InA+nin (ﬂ) in(n, )] +e

=1
a m -
EAIRL’\ = f?'%-;)—
_ mrv&j—

Fsto implica que el estimador méximo verosfmit viene dado por

A=

‘il_?

Resulta muy simple generalizar  procedimiento anterior pava ¢l caso no estacionario, debido a

que no se hize ningin supucesto respocto a la inteusidad dol procese. Lo dnico que hay que tomar on

oy \i
cucnta os que 1a distribucitn de las variables Ny, — Ny | s6 modifica de la siguiente mancra

W s Gan Ot

ﬂ,k!

SR ( rf:” )\(U,G)d’(f) :
PF{N;‘ - N, = ?ﬁ.k} = oxp [,_ / A {a, &) du} A
S

e
Donde A (-, 6) cs Ia funcidn de intensidad del proceso ¥ € es ol vector de pardametros desconocidos.

BEsto implica que ia funcién de verosimilitud cs

1

Lo « ﬁnxp [_ | [r fl A, 0) du} &Mﬁi (4.3)

e _ 7,
T n (Lr'_l A (‘(L, 9) du) ™
= oxp [—‘/{; Alu, ) f,{u] H B Rt

1—1

- Tampoco s necesario of suponer ¢gne los subintervalos sean de igual longitud, Para encontrar ol

estimador méximo verosimil, hay que maximixar la Expresion (4.3), dada la forma funcional de
X(-,8).

Ejemplo 4.1.2 Se observd el mimero de ocurrencias de wn proceso Powsson duranie el lapso {0,3),
los datos registrados son

Intervalo | # de ocurrencias
) 1

1,2) 3

3,3) T
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Se sabe que la funcion de intenstdad cs de la forma A (z:6) = 8. Enionces
3
3 (_j"f M, 8) rlu) 3
Lg(x) = exp l}-] Au,8) dr } (/ Al ) d‘n) T (/ M, ) du)
0 . J2
01 /1N (3 /5 o
2 2] 6 \2

Cexp {—g()} &,

I

o

#

=

|

|
£

luego
g
Ly {x) = 50+ n() - ﬁg

g
8 inLy (x)

L) e
B

Se conchuye que = Foon

4.2 La cota inferior de Cramér y Rao para la estimacion en tiempo fijo

Fl objetivo de esta scccidn es establecer una cota inferior para la matriz de error enadratico medio
para 1n 8 del vector 8 de pardmetros desconocidos. Fn la Subscecién 4.1.3 se consideré el caso en o
que las observaciones cousistian cn contar ¢l minero de ocurrencias cn cada uno de Jos subintervalos
(#i, t:51) que conformaban una particién def tiempo total de observacién (0, 7). Para ol caso analizade
en Ias Subsccciones 4.1.1 y 4.1.2 las variables aleatorias de interés eran los tiempos optre ocurrencias
{X, Xy s X, e

La cota inferfor para la maftriz de error correspondiente a los problemas antes mencionades que se
presentara enscguida os un caso especial de una cota mids general conocida como Ia cota inferior de
Cramér y Rao [ver Mood, Graybill y Boes].

Teorema 4.2.1 Sea {N, .1 >0} un Proceso Poisson no estacionario con funcidn de intensidad
A, 8), donde & es el vector de pardmetros desconocdos. Sea 8 wn estimador cualguiera para 8
obtemido o partie de observaciones basadas en los tiempos entre ecurrencios (ver Subseccidn §.1.2) o
en el minero de ocurrencias en subinternalos (del musimo modo que ol case fratado en lo Subseccidn
4.1.8). Enionces, la malriz de error cuadrdlico medio

T(6) = I {('9‘ -0} (8- H)T‘J .

satisface

(4.4)

2(8)> h(6) 17 (8) + [de’ (®) ot (a)} ,

ae}F {9)[] a8
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donde b(0) = Ly [a - 9] es el sesgo de 8, 0b(0) /08 ¢s la matriz Jacobiana del sesgo (el (3, §) — ésimo
elementa 8b,(0) /08;), T denota o lo matriz sdentided 3 £(8) os la matriz de informacidn de Fisher.
Pare el plan de muestreo basade en contor el nidmerv de ocurrencias en cada subintervalo, esta motriz
viene dada por

x i A o . T
Z ) LOMN, 8} NN
- - ; (.8 P
g (9) i=r1 ['/;—I A (i, 6) dr’] {-/;4 6 ‘ r} [ fi 1 ae f ! (45)
3 para ol muesires basade en los frempos entre ocurrencias por
{ o
1 ax(,a)] (oA, 8)
= | s e it, .
F(8) .[0 30,69 [ 50 ] [ 55 fdf (4.6)

En las Expresiones ({.5) y (4.6) X (1,6} /58 denota ol vector gradianic de A{t,8) con respecto ¢ §.
La igualdad en lo Expresidn (}.4) se liene st y sdlo si el estimador 8 satisface

5 (O] -1 (g [FIn L (B)
#=0+b(8)+ [I+ 3@ ]r (@) 56 . {4.7)
parg todo 6.
Demostracién, Se define
d-6-b(0
2(8) = [ %‘:.a( )]’
a6

donde Ly s Ia funcidn de verosimilitud definida en {4.1) para cl caso iratado cn la. Subseccién 4.1.2
o es ln dada por la Exproesion (4.3) para la otra forma de observacion. La cota dada en la Expresion
(4.4) sc obtienc a partir de Ep [z (8) 27 (8)]. Para valuar esta osperanza, es necesario primero calowlar

5 { 7-0-510)] [?ggﬂr}
BinLy} {2nLy]"
& {[55‘& [ﬁ"f?'ffﬁi } '

esto para ambas formas de observacién. Se denota con Py (ny,ng,..,ne) a la funcién de masa
conjunta para el mimero de ocurrencias en cada subintervalo. Enfonces, para cste caso

Fa {§~ 94}(9)}
ZZZ [5 (ry, g0y mig) — B0 (9)} By (my,my, oy ng) {4.8)

ny nz ng

0.

i

il
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Por Io tanto, tras caleular ¢l gradiante de la Expresién (4.8) con respecto a 8 ¥ usando la relacién
8P/88 =P - 8InL/H8, sc sigue que

¥y Z[ 1= 2 A

ny nz

T
_I_ZZ Z (ry, 1,y TR} — 3—1}{9)] {6[{;19[.9} Py (71, 02y ey N1)

gy 2

= 0,

entonces.,

B { 5 -0-b(6)] F’iggﬁr} (4.9)

Dre mancra andloga a la Expresidn (4.8), sc tiene que, para [a observacion basada en los tiempos
Enire OCurrencias

Eo {[§H 9_5(9)]}

[@ (0) — e—b(a)] Pro [N, = 0}

i

;Z/ f 8 (n, 5, 55, ., 8} — 60 (9)] 15 (S, N, = n)dS,...dS, (4.10)

n=1

Donde f5 (S, N, = n) represonta 2 la densidad conjunta del nimero de ocurrencias en (0.7] y las
posiciones de las mismas (sc integra sobre of conjunto 0 £ §; £ 85 < ... £ 5 < 7). El calcular o
gradiante de osta expresidn respecto a & conduce nyevamente a Ia Ecuacisn (4.8).

De la Expresidn (4.3) se oblicne

(91(11;3 Z/ (?)\ (i 3) 14 My jﬁfﬁj!
f L A(F,8)dt

entonees

9inLy] [3inLy
Kl
Sl il [ s @y

. _f_"iz_ﬂ‘_is_i IPRESET ?L(f_f{ 0 (t.9)
[1 INR fe)del I !6)0’1‘1], i/< )
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Sea Gi = N, — Ny, ., Aprovechando la siguiontes igualdades

Ji A8y [P X,y di -y
2
i A, 8)dt + [.];{' X {1,6) me] 2= j,

2
Ne, = N, i
El|l—-14+ 2 "7l -
([ IR da} ) Y

)-o

AR

se oblicne

B ([ml + Ny, — Nf‘:j_‘} [ - Ny — Ny
i - TNt o
_LH‘ A(t,8) dt fqu Alt,8)at
para i # j.
Se puede afirmar entonces que

F(8)
()

S veeal [ 250 [ 250

Fom] Tt i1

if

if

csto para ¢l plan de muestreo basado en observar ¢l mimero de ceurroncias en subintervalos.

Para cl caso en que las observaciones se basaron en Jos Liompos entre otwrrencias, ol mismo pro-
cedimicnto Heva a (4.11), con F'(9) dada de acuerdo a Ia Expresién (4.6). Juntando estos resultados
se tiene que, para ambos casos

I

AD) Eslz(8) 27 (9))
@) -s@ @) [1+ i’—;%l]
T .
1+ 201 7(0)
Gracias 1 1a lincalidad del operador esperanza, y & que z (8 27 (8) es una matriz positiva definida,
para cualquier vector v se cumple vTA (B} v = Fj [(sz (0)_)2} > 0. Esta desigualdad es valida cn
particular para

Vi
= . T
v { IR Y }
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donde v, es arbitrarfo. Para csta eleceitn se concluye que

viT (@) v,

> v {6(9) B8 + [H %f}] FrUg) [I-L 61;(9}] vj}.

Dcbhido a la arbitrariedad con la cual se escogid v1, la desigraldad 4.4 queda demostrada. Por esta
misma Tazén, se sigue que

Bo [(v7z(@))"]

- & (vr{aﬁe*b(ew[f Q@?”]F © [a?;o] v‘})z

serd cero si v sdlo si (4.7} se cumple para todo 8. Lo cual concluye la prueba. |
Para mis detalles, se recomienda copsultar [Snyder).

4.3 Observaciones continuas durante un tiempo aleatorio.

Sea {N.:1> 0} un Proceso Poisson Estacionario definido en {(£,&, ). El proceso os observado
de forma ininterrnmpida hasta of momenta en que se registra la k—~ésima ocurrencia. La musstra
T1, Ta,-.., Tk consta de los tiempos entre eventos. Este problema s muy similar al tratado cn la
Seccitn 4.1.1. Hay que notar que, a diferencia del caso trafado en fa Seacidn 4.1.1, aquf el tamasio de
muestra os fijo, mientras que ¢l tiempo total de observacién es una variable aleatoria. Esto implicard
un cambio en la distribucion del estimador méximo verosfmil.

Sea A la intensidad del proceso, por lo tanto la funcidn de verosimilitud serd

k
Ly « HA exp (—Az,)

1=1

M exp ( ,\Zr,>

=1

if

M oxp (= Ase) .

it

donde s = ELI .. El estimador méximo verostmil os A = k/5,. So sabe que 5y se distribuye
como wma variable aleatoria Gam (#, A).

Como E(1/8:) = Ak —1, k> 1, se sigue que B = (k/{k ~ 1)JA. El sesgo en ol estimador
maximo veresfii]l puede oliminarse si se toma 2= {(k ~ l)k),\ como eslimador. Del becho que ol
espacio paramétrico natitral de ka distribucién Exp (A) o5 {0, 00), se concluye que Sk o5 una estadistica
complota y suficiente para A. Por ol Teorema de Lelunanm-Schelté X es ol ostimador insesgado de
varianza minima para A. Se tiene ademds que var(A) = A2/{k - 2), k> 2.
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Este estimador también es fertemente consistento. Sea
T{w) = {5 {w), Sy (w},..}

¥ se considera la particién de RY dada por {(k,k+1]: k€ N}. Se tiene que N((k, &k + 1]) ~
Poi(A), por lo tanto ol mimero de ocarrencias en (&, & -+ 1] cs finito con probabilidad 1. Esto implica
que IT no posee puntos de acomuiacién finitos. Del Teorema 2.1.2 se sigue que, con probabilidad 1,
IT es infinito, entonces

Pr {k]ln:-i Sk = co} =

Se towa ahora ta sucesion {,,’fk ke N}. Del Teorema 3.2.7 se concluye que el estimador es fuerte-
mente consistente.

En Ias Figuras 4.2 y 4.3 se presentan trayectonias simuladas para este estimador, con A = 1,15,

Hay que mencionar que esto no se da on los casos analizados on las Subsocciones 4.1.1 y 4.1.2,
ya que toda. sucesion de estimacdores obtenida de incrementar el tamafio de muestra siempre puede
representarse como una sucesion constantte. Para o) cngso estidiado en ia Subseccion 4.1 3, o ‘aumentar
el tarnafio de mueslra’ carece de sentido, lo que debe hacerse entonces es aumentar ef tiempo de
observacion, de modo que el Teorema 3.2.7 pueda aplicarse.

4.4 Intervalos de confianza
Debido a que la Distribucion Poisson es discreta, no es posible construir intervalos de confianza para

A con total exactitud para un determinade nivel de confiaza 1 — a, o € {{,1). Aproximar los Ifmites
de conflanza para A con nivel 1 — o dado un valor observado para X, donde X ticue distribucion
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Poi(A} se concreta a resolver las siguientes ccuaciones

=X cx

pxp{_x,)zg_{. = 3 (4.12)
J=r T
A a

oxp(—x\.c)zj—",‘ = 5 (4.13)
=0+

para A; , Ag, respectivamente. Bsto puede utilizarse para los planes de muestreo presentados cn
Ias Sceciones 4.1.1 y 4.1.3. Se caicula (3. Xg) a partir del mimero de ocurrencias en (0.7, éste es un
intervalo para Ar (el intervalo para A resulta de dividir (A7, A5} entre ).

Del Teorema 2.2.11 se sigie que Pr{Y > 3} = Pr{Xx < ¢} donde X ticne distribucion Poi () y
¥ se distribuye Gam (£, 1). Esto transforma el problema de resolver las Ecuaciones (4.12) y (4.13)
en el de encontrar cuantiles de una distribuctén Gamma, los cuales pueden ebtenerse utilizando una
computadora {el comando para S-PLUS es ggamma). 51 ¢ os de Ja forma v/2. donde » es un entero
par, s¢ Liene que Pr{X < n/2} = Pr{W > 2y}, donde W ~ Xi(v). Sca z ol mimero de ocurrencias
observado. Entonces ias Ecuaciones {4.12) v {4.13) pueden escribirse de la siguiente forma

Ay = o

As = Bey o

Donde €.z 05 o] cuantil /2 de una distribucion Xi (22), y 0142 cotresponde al cuantil 1 - /2
de una distribucidn Xi(2 (z -+ 1}).

En cuye caso los valores de A y As pueden hallarse mediante interpolacion (con respecto al mimero
de grados de libertad) en tablas de percentiles para In funcidn de distribucién de la Ji-cuadrada
Central.
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Para ¢l case contemplade rm la Seceitn 4.3, se pueden construlr cantidades pivotales jver Lindsey]
a pariir de la variable aleatoria Si. Aquf A sirve como pardmetro de cscala, entonces ASy, se distribuye
Gam (k, 1). Por la prisma razon 2A8;, tiene distribucion Xi(2k). Ahora, sean a y b puntos tales que

y V(W sb=2

Pri{Ww <a} = 5

124
2

donde o os o nivel de confianza deseado y W oos una variable aleatoria con distribucion Xi(2k).
Entonces

Prf-% cxe 2 Yot
"\ 25, 25 ) 7%

por lo tanto (a/25:,k/28:.) es un intervale de confianza al 1~ o para A.

4.5 Inspeccién continua dado un plan de muestreo

4.5.1 El caso determindstico

Sea {N; 1+ 2 0} un Proceso Poisson Estacionario de intensidad A Bajo el supuesto de gue sélo es
permitido conocar el estado del proceso en una cantidad finita de ticmpos vy, tg, ..., tm, s dispone
sélo de la informacion contenida cn Ny, Ny, ... Ny, Tas variables alcatorias observables de interés
serén el mimero de ocurrencias ca cada uno de los lapsos (0,2], (v, v, -y (#ae1, v), estas variables
se denotan con Zy, Zg, ..., Zp,.

De este modo

Z =va _Nﬂk—1 ke {f,2,..,1’?1}.
Esto permite obteaer una funcidn de verosimilitud bastante simple, esta es

TP 7%
Lo [] L,_*_(L‘}I’LL’ (4.14)
k=1 Zk

m

donde 9, = w —vp_1 .
Eslo se verifica a continuacion:
_ Sea {N: 1t Z 0] un Proceso Poisson con intensidad b, entonces para cualesquiera s, > 0,

]}[[N!+s - N = k | Nyu < f]] = Pr ENI.+$ - Ny = k}
P20 (as)"

La primers igualdad resulta del hecho de que se trata de cventos en intervalos ajenos, micnfras
que la seganda es consecuencin de la estacionarerdad del proceso.
Por lo lanto

E=0,1,...

"Mz
- Y
Ly o XM T %
<~k

k-1
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donde n = ¥ 7., 2 os el mimero total de cventos ocurridos hasta el tiempo # = E;’;J .
Esto implica que el estimador maxdmo verostmil es

3=
4

gue os ¢l mismo que se habfa obtenido anteriormente,

4.5.2 Fl caso aleatorio

El siguientc paso serd hacer que las cantidades v, sean variables aleatorias. Se supondrd que las
longitudes ¥, son variables aleatorias independientes ¢ idénticamente distribuidas. Se hard of supucsto
adicional de que dichas variables sean independientes del proceso {M; : ¢ > 0}. Entonces al observar
las variables N, N,,, ...V, , s¢ caecn un caso similar al descerito en la subseecién anterior. Sin embargo

w Um

ha ocurrido un cambio, ahora el muestroe se Heva 2 cabo on dos etapas: primero, m obscrvaciones
{01 =19, ¥y = ¢y, ..., ¥y = ¥, } s0n obicnides de forma aleatoria a partir de cierta densidad fe (),
entonces e los instantes vy = 1y, U = ¥y + Waa oy thy = 3, + U + .+ ¢, 0l proceso {1 ¢ >0
es abservado.

La verosimilitud se basa en ¢l evento

{Zh =5 [Vi=01, Vo = 03,00, Vi = U},
el cual equivale a

Ny, =Ny, =zl Vi=uv,a=1 ., Vo=un}
= {I\J"h - Nv;,Al = 2k I Vi = vy, Vo = 1y, "‘iv;n = Um} .

Debido a que las variables aleatorias V¢ son independientes del proceso { Ny @ £ > 0}, sa ticne que
{Zk = Zi [ 11I] = #)11\112 = 17""29 -y lIJm. = ¢m}
= {Nuk - ]\"'1.,:_1 = Zk} .

Por lo tante, la funcién de verosimilitud os

Ly o [[Pr{g=a {9 =1,V =t . On =1}
Rt

~ Ny, =z}

it
jo

E
-
;;-:‘

f

2!
k=1 k

El cstimador méximo verosfinil de A {condicionande con T = £ que os of tiempo total de obser-
vacidn} es A = N, /¢ el mismo que se habifa obtenido anteriormente.
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Se procede ahora a calcular ol estimador sin condicionar con el vector

{‘pl = ifh ] ‘1,2 = 1{"2! - :‘vm = d)fﬂ} '
Se tiene la ignaldad [ver Ash}

fzk.‘l’l,‘[”zs W {Z-‘h 1/11’1/)2, .- 51/}771)
= f“"s,‘y'z,u A (Tvbl‘w'l‘" ‘?1)"1)
Pr {Zk = 2 i Wy o= ify, Wy = Wy eoes ¥, = wm} -

De donde resulta inmediato que

L,\ e Hf‘l’l,ﬁfzh . (1/)1:1/12, ey 'wn) Pr {N‘Uk - M’kkl = zk}

k=1

= Ij[Pr{N,,;r — Ny, =2z}

k=1

Es claro que el estimador méximo veros(mil es nuevamente A = Ny /T.

Se ha usado €] hecho de que, ain para tiempos aleatarios, ol Proceso Poisson posee la Propiedad
de Incrementos Independientes (ver Teorema 3.1.8).

La distribucién no condicionada de ‘Xﬂdepende de la distribucidn de Ny, asf como de la distribucién
de T Bsto implica que los atributos de A como estimador dependerdn de la cleccién de la distribucién
de ¥,

A continuacion se presenta un andlisis de las propiedades de este estimador para of caso U ~

Gam (4).

4.8.3 ‘Tiempos de obscrvacidn aleatoros con distribucidn Exponencial

Sea {NV, : £ > 0} un Proceso Poisson de intensidad A Se considera ol plan de muestreo y ol ostimador
X= Ny /T discutidos en la Subscecidn 4.5.2. Se supene que los tiempos enite ohservaciones siguen
una ley Exp(¢), con ¢ > 0, entonces T tiene distribucidn Gam (ng, ¢}, donde ny €5 ¢l tamado de
TUCSLTa.

Este plan de muestreo os ¢l adecuado cuando el proceso es observado usando un dispositive cuyo
tiempo de vida s exponencial.

Ejemplo 4.5.1 Sea [Ny £ 2 0} un Proceso Poisson de miensidad § desconocida. Log observaciones
consisten en ¢l mimero de ocurrencias del proceso reqrstradas por cierto dispositivo electronico. Se
hace el supuesto de gue este apumto frene lempo de vida @il con disiribucion Exp (¢). Cuando el
dispositiwa falla’ cs reemplazado tnanedictamente por ¢iro con las masmas caracteristicas. Fs razon-
able suponer que los tiempos de vida son independientes endre st y del nidmers de ocurrencias del
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proceso. Se cuenta con el siguiente conjunio de doios:

dispositino | tiempo de vida | ocurrencias |
1 .2193 4 ]

z 9878 5

3 1182 g

C g 4621 6

El valor del estimador mdrimo verpsfrul es: X =20.2756. |

Teorems 4.5.2 El estvmador mdrimo verostmal para A, basado en observar ¢l ntimere de ocurrencias
del proceszo en ng intervalos de longitud aleatoria con distribucion Exp (¢), cumple

EXy=E(EX|T)) =X

wm‘(i)

Il

E(war(h [ 1)) + var(B(X [ T))

il

). (4.15)

Demostracién. Es claro que

EQ | T=p=Y Rl

— $ n!
IS (A
- ;ERP !
1
= E(At)s

entonces

Para la varianza, sc ticne que

~

nar(A) = E(f:ar(x 1Ty + mzr(E(l):

).
Como A es insesgado para cualguier valor de T, of segundo sumando es cero; basta entonces calcular

war(3)T) =BG 1) - [ERIT]
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Trabajando en el primer sumando del lado derecho, obtienc

o
~2 n* (/\t}”
A T=1) = Al
ECNN ) g 2 nt
L < Y (Ag)
= ?22 !t
n.~i
] )
= -f,E [Af 4+ A f.2]
A 2
= T4
7 A
Por lo tanto
o~ A
var(A|T =1} = ;,

entonces

var(A) = E(%) L T’G,T(E(X 1Ty}

It

E(%) + var(A)

Sélo resta mostrar qie B (%) s de ta forma deseada, ésto so sigue del siguiente desarrollo:

() - [

! ,
= { 7ﬁﬂr(nll }

lo cual concluye la pruchba. -]
Se procode ahora a encontrar la funcidn de dist ribucitn de A pata ollo primero se obtendrd la

distribucidn de Mr.
Aplicando ol Teorema de la Probabiidad Total, se sigue que
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Pr{Ny, ~Ny_, = 2)=Pr(Ny, ~ Ny, =2z ¥ € (0,00))
= Pr(Ny, — Ny, =2 U;eR*u{n}‘pk = 1)

= / PI‘(NVk - NVk—l = Z, ‘Pk = t)dt
<0

= / PI‘(NVk = NV&-L =2z i Wy = t)f“’a (i} dt
J0
o] e-f}\{t)‘)z

= /n’ — (g7 dt
- [y,
Jo k1l

Az el
= zl(TiW fo e O (A + @)]7 (A + gt
Ll

.;—!(—AWF{ZJrl).

Por 1o tanto
Pr(Ny, — Ny, = 2) = (I — plp°, (4.16)

donde p = A/(¢ + A). Se sigue que Ny, — Ny,_, ~ Geo (p) (En esta parametrizacién se cuenta el
ntimero de fracasos antes del primer 6xito). Por lo tanto Ny se distribuye Bi (ng, p).
. Aplicando la Regla de Bayes, se obtiene:

Pr{Np=n]T =1} fr (I}
Jo Pr{Np =n | T =1t} fr(f)dt

(,»-4\((”!" @m0 tng—levdﬂ.
z T Timay

En:-;zil) ( W
b A e+A
-+
() I Y (4.17)
r (1’][) =+ 7?,}

I

leNT (t'-ﬂ)
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Es dedir, T condicionado con {Np ==} tiene una distribucién Gam (np 47, ¢ + X}, entonces,
haciende uso del Teorcmna de la Probabilidad Toial se ticne que

Pr{%figr} e ZPr{{;,:ES:l:fNTﬁﬂ}Pr{NT—;n}
-}
- "o 2 =
= ;Pr{;ﬁ']’"ij'\’—,u.w}ir(NT-_n}

-3 (1= £, (Z)) Privy =}

1=l

SO ) ) e

donde D, es una variable aleatoria con distribucidn Gam {ng + n, ¢ + A).

Fs claro que
o k by 7] "o * k
$ + 7;: 1 _i 7\) ;:T\X 1 - Fp, (;
¢ ¢

k=0

(G5 ()
< — -
g( k &+ A ¢+ A

= 1,

para cunlquier valor de z. Se sigue de la Prueba M de Weicrstrass {Widder] que esta sorie converge
de mancra uniforme. Por ser cada sumando de la serie una_funcidn continna, y gracias & la conver-
gencia uniforme, se tiene que la funcidn de distribucién de A tambi¢n lo es. Desafortunadamente, no
cs vilido derivar Ja Expresién (4.18} término a términe, por lo cial no se dispone de Ia funcién de
densidad del estimadar. Por otra parte, eg posible ealeular ia distribucion asinléticn para cste caso,
esto s tratard en la Seceion 4.7

Aquf se muestea una grafica (Figura 4.4) de Ia funeion de distribuicion de este estimador cuando
p=h=1yng =4

Signiendo un razonamiento andloge al hecho en la Seceién 4.3, sélo que ahora

k
U(w) = (Vi (@), V2 (w), -} doude Ve= Y W,
=1
se conchuye que of estimador méximo verosfnil s fuertemente consistente.
La funcién de densidad (en el sentido general, ver apéadice) para un solo tiempo de observacidn
es

T (mt) = (A + ) men In(A H)--1 (A4 )

Por lo tanto, la densidad conjunta do n y ¢ pertenece a In Familia Fxponencial. Aquf of pardmetro
natural y 1a estadfstica correspondiente vienen dados por

Win,1)=(n1t)
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¥

0=(In(¢+N),d+A).

Entonces el espacio paraméirico natural para este caso es 8 = R x (0, 00), el cual carece de puntos
frontera, por jo tanto W os una estadfstica completa. Del Lema de Factorizecién de Neyman-Fisher
(ver apéndice) resulta inmediato que W es una estadistica suficiente. Es claro que el estimador
médxime verosimil para A es una funcidn de W. Aplicando el Teorema Lehmann-Scheffé se concluye
que el estimador méximo verosimil es el estimador insesgado de varianza minima para A.

Con el fin de desarrollar cierta intuicién acerca del comportamiento de este estimador se hard uso

de simulaciones.

el

Esta es una rutina programada en S-PLUS que simula un Proceso Poisson de intensidad A y calcula

estimador para un valor predeterminado do ¢.

# Se proponen ¢, A y el tamano de muestra.
fi<-valor de ¢

+ lambda<-valor de X

n<~-tamafio de muestra

# Be genera el tiempo de observacién.
tiempo<~rgamma(l,n,fi)

ocurre<-0J

suma< -0

# Se observa el mimero de ocurrencias del proceso.

while (suma<tiempo)

{ incr<-~rexp(l,lambéa)
suma<-suma+incr
OCUrTa< -ocurre+l
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1
# Se caleula el estimador.
estimador<-(ocurre~1)/tiempo

En las Figuras 4.5, 4.5 y 4.7 se nmestran }as trayectorias simulades del estimador con A =1 ¥
¢ =1,.1 y 250, respectivamente. Cuande se toma ¢ =250, se observa el siguiente comportamiento:
para tamaho de muestta pegueiio {ng < 50}, se tiene que A =G, a partir del momento en el que se
registra la primera ocurrencia, ¢l estimador oscila entre valores mayores o iguales al del pardmetro. El
comparar estas graficas, sugiere que existe una rclacion inversa entre ¢ ¥ la velocidad de convergencisa
(A fijo), ¥ que dicha relacién puede llegar a ser significativa.

Otro experimento consiste en simular el proceso y caleular el estimador para distintos tamafios de
muestra (A v ¢ fijos). Buo el caso ¢ =100, A =1 se observd que, para tamafio de muestra entre 1y
100, o bien se tenfa X =0 o se obtenfa una sobreestimacion del pardmetro. Las discrepancias entre
las estimaciones (para distintos tamaiios de muestra) disminuyen al hacer decrecer ¢. En las Figuras
4.8, 4.9 y 4.10 se mucstran los resultados de las simulaciones.

* En la Figura 4.11 se thesira o gque se obfavo al simmlar ol proceso tomando ng v ¢ fijos, y haciendn
variar A. Se observé que habfa nua mayor variabilidad conforme se incrementa ), sin embargo esto
ocurte lenbarnente, inclusa para ny pequedio (ng < 50).

A pesar de que ¢ y A Juegan un papel simétrico en la Expresion (4.15), es muy distinto el compor-
tamiento que se observa al hacer simulaciones con A y np fijos v considerando distintos valores de ¢
respecio a lo obtenido en el experimento anterior. Los resultados de estas simulaciones pueden verse
en [as Figuras 4.12, 4.13 y 4.14, donde se tomd A = L, n = 10, » = 50 y n = 5000,

Este estudio de simulacion sirve como evidencia empirica para la siguiente afirmacién: El emplear ¢
mucho mayor a A en este plan de mniestreo tiene un impacto negativo en el desempeno del estimador
en bérminos de convergencia y de error cuadrédlico medio. Esto adquiere mayor relevancia cuando el
tamatfio de mnestra es pequeno, lo cual se explica ent parte, desde el punto de vista analftico, a partir
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de la Figura 4.15, aqui puede verse que [a varianza de! estimador {vista como funcién de ¢ y ng) se
incrementa drédsticamente cuando de toma. ¢ grande y ny pequefio. En la Figura 4.16 se presenta una
gréfica en curves de nivel de la varianza (como funcién de ¢ v A), tomando ng = 10.

Con ¢ siguiente algoritmo se protende aminorar este efecto:

Algoritmo 4.5.3 -Procedimienio en £ fases pern estimar A, usando tiempos aleatorios de obser-

vacién con distribucion Exp.-

i) Se propone un p inicial (ésie se denota con ).

ii) Se toman K observaciones en tiempos alectorios con distribucidn Exp(¢;), donde
K= ﬂe{l{g, J {Nr, > 0}.

Agui T, denota el tiempo transcurrido desde el inicio del ezperimento,

hasta el n—ésimo tiempo aleatoric.

£14) Sea ¢b = "%1- .

iv) Se observa al procese de acuerde 2l plan de muestree original,

usando ¢, como pardmetro para los tiempos de observacidnm,

se toman ny tiempes alesterios.

u) Se calcule el estimador ;\=£TEZ, donde Ny, y T3 son el numere de ocurrencias, y el

tiempo invertido en este segunda efapa.

Se cstdn haciendo los siguientes supuestos:

1) El investigador controla &.
i1) Durante la primera parte del algoritmo, se puade ohservar el procese durante una cantidad
indefinida de tiempos aleatorios.

Una forma de interpretar ésto. es que se trata de un experimento que se Leva acabo en dos etapas,
donde Ia primera etapa cs de tipo ‘exploratorio’, v sirve para obtener una primera estimacidn de A.
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A partir de dicha estimacién se elige una mueva 4, la cual se espera, permita obiener una segunda
estimacién del pardmetro de modo que se disminuya la vartanza y que ain con pocos tiempos de
observacién para esta segunda etapa, dicha estimacién serd cercana al verdadero valor de A

En las Figuras 4.17 v 4.18 se presentan frayectorias simuladas de este tipo de estimadores. S6lo
se considera ef comportamiento del estimador para la segunda parte del experimento (se procede de
igual modo en el resto de las simulaciones}. Se usé una ¢, = 1, 1600, y A= 1.

Se realizaron también simulaciones con ¢, ¥ A fijos, y tomando distintos tamaiios de muestra, esto
puede verse en las Figuras 4.19 v 4.20.

Otro experimento consiste efectuar simulaciones del estimador tomando A = 1 y n = 10 y variando
&;. Los resultados se muestran en la Figura 4.21.

De acuerdo a las simulaciones, el estimador modificado acelera la convergencia y disminuye la
varianza, Una justificacién para este comportamiento se obtiene del siguiente resultado:

5N i ) ] .
Teorenia 4.5.4 Sea ) = 7:2 como se describid en el algoritmoe, enfonces, la varianza del estimador

viere deda por la siguente expresicn.

nar (}.) = Foij—i—} In (A J;QS‘) .

Demaostracién. Pebido a que, para cualquier eleccion de @4, el estimador Nes insesgado, se tiene
Ia siguicnte igualdad:

nar (i) = FE(wer(A] K))

e (%) '
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De acuerdlo a la definicién de varianza condicional [Casella y Boerger]

var{d | K)= (/\ [ K- (E(S‘ | K))2

= BAITR) -
- r{;;(/'\’w');«)u)\?
= F(*+»\"’iﬁ

Se procede ahora a calcular esta esperanza

1Y 1 4 VT
E(??) = zi(ﬁ'@) T
K

Se concluye que la varianza del cstimador viene dada por

oor (3) =, o (52)).

que s lo que se querfa demostrar, |

Este teorema tiene la siguicnte implicacion: mientras que para el plan de muestreo original la. vari-
anza del estimador es una funcion lineal de @, para ¢l wucstrco modificado la varianza se incrementa
de mancra logarfimica respecto a ¢,

Tambi6n se explord la posibilidad de mgjorar el estimador mediante un algoritme similar, cuando
A es mucho mayor a ¢. Nucvamente el objctivo os disminuir la varianza y aumeniar la velocidad de
convergencia. A contintiacién se presenta el aigoritmo con el gue se pretende lograr csto:

Algoritmo 4.5.5 -Cerreccidn del estimador cuando A s mucho mayor a ¢.-

1) proponer un $; inicial.

ii) Observar el procesc durante un tiempo aleatorso Ty con distribucidn Exp(d,).
144} Sea p= A'Tf:l , § hacer ¢, :% siNp 21 4 ¢ = ¢ en oiro caso.

iu) Estimar A de acuerdo al plan de muestreo original,

usande tiempos entre cbservaciones con distribucidn Fxp{sp,).

A continuacién se enlista ol programa en S-PLUS que realiza estas simulaciones.

#Proponer ¢,, el vector de intensidades y el tamaio de muestra.
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fil<-valor de ¢,
lampda<-vector de valores de A
n<~-tamafic de muestra
m<~length(lambda}
#8Se genera el primer tiempo de observacién
tiempol<-rgamma(l,1,fil)
ocurrel<-0
sumal<-0
#Se observa el mimero de ocurrencias del proceso
while(sumai<tiempol)
{ incr<-rexp(l,lambda)

sumal<-gumal+incr

ccurrel<—ocurrei+i
}
# Se obtiene ¢,
rho<-(ocurrel-1}/tiempol
if {(rho==0)
{
fi2<-fil
3
alge
{
fi2<-1/rho
} -
# Se lleva a cabo la rutina para calcular A presentada anteriormente,

s6lo que haciendo ¢ = &,

Se denota con X; al cstimador de A obtenido al usar ¢, (¢ € {1,2}) para generar ios tiempos de
observacion. Az s el estimador que sc usard finalmente. Se procederd a obtener su varianza.

Teorema 4.5.6 La varienza del estimador :‘;2 wene doda por la siguicnie expresion:

s (eamen) [(757) « () »(%57))

Demostracidn. Sc ticne

nar (32) = F [m.r (Xg | Ty =, Ny, = n)]
+uar [E (Xz 7y =4, Ny = n)}
= [ [ﬂm’ (:\} [T} =1, Np = n)} ,

yaque E (’A} 1Ty =1,Nn = n) = A, para todo £ y .
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Tle acuerdo a las Expresiones (4.16) y (4.17), la densidad conjunta de (T3, Nr,) viene dada por

leiN'r (t ??) [’r{qu = N}

(¢ + AY RSN
Uin+ 1)

(o2 ()

E [ﬂar (32 | Ty =t, Ny, = n)]

Aip
= ‘;1»0:1.[ le N’i"-i f 0 di 4 Z/ '_';":TfT!.NTl (t,ﬂ}dt

My %, fe o
= ; i,0)at
g — 1 jn JT Ny WY

+ i (;0%—1)—77 [Lm Hring, (101) dﬁ:l Pr{Ng =n}

n=1

i

le.N:vl (ti n)

Se sigue que

A oo
- ;1;%_1] fT‘thi {1,0)dt
‘i’Z E[’-I lNT]:niPr{NTlxn}_
Entonces
A Prin 0 Z . 1 e
11(17‘(3)_“"ﬁ T{ n = }+ /\+Q‘5)(”{)w1) +;1—) [’{ T;'—Tl},

Usando

i (ﬁé) =In (¢ + A)

AN

z=1

¥

,Zj;(xiqﬁ)r(&) B (Aiqs)’

se sigue que la varianza de Ay viene dada por

reira * (e (o) (R (7))
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lo cual concluye la prueba. B
Para ¢l caso particular ¢, = 1, se ticne que

var (32) = m

* ((H o 1}) K,\i 1) * (A;)l“(”’\ﬁ

1
ﬂﬂf1[2+ln{1+)\)].

<

Bs decir var (ig) crece en relacién & A al menos tan lentamente como In (1 4+ X},
' Para este estimador modificado se realizé el mismo estudio de simulacién que para el caso anterior.
Las trayectorias simuladas del estimador se presentan en las Figuras 4.22 y 4.23. La Figura 4.24
muestra lo que se obtuvo de repetir el experimento con A ¥ ¢, fijos, y haciendo veriar el tamafio de
muestra. Lo que results del experimento que consiste en tomar a ng ¥y A fijos ¥ variar ¢, se presenta
en la Figura 4.25.

4.6 TRealizacién discretizada

El andlisis en la Subseccién 4.5.2 se obtuvo a parlir de observaciones del proceso en tiernpos Vi, Va, oo, Vi
tales que los ilernpos entre observaciones sucesivas ¥, = Vi ~ Vi, eran variables nlestorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas. Se supuso que los intervalos ¥, eran variables alestorias
observables. 5i no se tienc esto, el procedimiento en dos fases no puede aplicarse.

Sea. Ny, Ny, ... las observaciones hechas en tiempos aleatorics V; < V3 < .. < V, y de tal
modo gue ¥ = } — V;_, sean independientes y distribuidas exponencialmente con pardmetro p.
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Se denota con Zx = Ny, — Ny, _, al mimere de eventos ocurridos en [Vi_;, Vi) Ahora se buscard
un estimador para A basado tunicarmente en las observaciones (2, zp,...2,}. Como {N;:£> 0} es
un Procese Poisson, puede verificarse que {2, 2, ...} son variables independientes e idénticamente
distribuidas. La funcién de densidad de Z; se obtuvo en la seccién anterior, por lo tanio de la
Expresion (4.16} se sigue que la funcién de verosimilitud es:

b N/ A\
Lo | —= —
P A p+A
donde N = 312, Zy,el mimero total de eventos observado. Entonces el estimador méximo verosimil
es A = pN/ng. Se tiene que N ticne una distribucion Bi (ng, p), esto implica

B(N) = _739&’
P
- ¥
var(N) = WTIGA(FEQI.
f

Por io tanto B(s) =Xy ”“7'(3‘) = &;’T;ﬁ‘

4.7 Distribucidon asintética de estimadores

La propiedad de asintoticidad normal de un estimador es deseable, ya que simplifica muchos aspectos
matemdticos de la inferencia estadfstica. Se cuenta con un resultado {ver apéndice) que garantiza,
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bajo ciertas condiciones de regularidad, la asintoticidad normal de un estimader méxime verosimil.,
A continyacién se enlistan dichas condiclones de regularidad:

Condicién 1.-Las derivadas O f5/86, 8%1n fo/00° v 8 In f,/00° enisten, para cosi toda = con-
tenida en un intervalo A tal que el verdadero valor del pavdmetro By € A,

Condicién 2.-Fin el prunto g

6{0/38] ] {aﬂfg/aa'-’}
Ep, | =i =10, By, | —L—] =0
% [ fo k Jo
Condicién 3.-Para foda 7 € A,
1
]%‘%ff < M), B, (M ()] < K

donde K no depende de 6.
Aqufl fp denota a la funcién de densidad de donde provienen las observaciones, y @ representa al

parametro deo intenés.
En csta scecién se verifica que algunos estimadores que se han obtenido, cumplen con estas condi-

ciones.

471 Twmpos de observacidn con distribucion Exponencial
Sea {N, :t > 0} un Proceso Poisson de intensidad A Para el plan de muestreo especificado on la
Seccidn 4.5.3, sc tiene que

k=1
oo ] 1{%,
P et
Entonces
i) Ny
(:;E InLy = =T+ ;
& Ny
ag'z' k] Lg = - ’Eﬁ-
& o N7
ég)f,} 1” Lo 2,'{?; R
por lo tanto la condicién 1 se cumple. Ademsés
%e-””" ONT == e TN T g (T e T
2
(%TZ_C,—O’F(;NT — e—{)?‘NT {Nr _ 1) GN';- -2 + 2NT8N1 -1 (_T,) e_m..

+ONT T
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FEntonces, para el verdadero valor del pardmetro (A),

PR 4 B I o i ol 4 L
Lot e TANT
— NT
- B[%-T]
_ ‘NT
= E[E( 3 TjT)]
= 0,
¥
a2
B, WLBI }

**TNJ» (N — AN L aNpART Y (T) T 4 AN T2

= B =T AN

TN+
= T2
B, o +:
B

( NE - Nr Tl
X

)
[N - Ny
&l

+T2|TH

AT }\ZTZ — }«T
= £ {'(_4- 3z ) )\TA(T) +T{|

= L

Se sigue que la condicién 2 se satisface. Es fdci] ver Io que ocurre con Ja tercera condicién, ya que
st A= {a,b) C (0, c0), donde ) € (a,b), cntonces

o° Nr
a5 "=
A
. 5 .
LEE;—.; in L{; < "T
para todo 8 € A. Para coneluir
2N. 2
By, [w‘f} = SB[ (Nr | T
a s
ZA .
= SEM
2y

g
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Por Yo tanto, se puede aplicar ol resultado. La informacién esperada de Fisher para este caso viene
dada por
o-,J

32
G Ex {—595 In Lg

Ny
- n
_ Mo
e

Esto implica que la distribucion asintética de /7 (S - A) os N (0, X)) .

. e s NS
Sc¢ obtendrd un mtervaio de confianza con nivel asintdtico a, aprovechando el hecho de que — v
es, ssintélicamente, una cantidad pivotal. Entonces, of intervalo

Vo k/‘\—/() }
{f o < — 3 <z w}
{

— B AP+ PN < VPR < 2_an /A \/m}

Il

2/n PN 2n

{(\/j_&‘i—@)2<x+("lm}f{:) <(\/)_‘+M)2}
{ >\+(7'L,w@) _aseVé oy \[\(m o,f) L na?

ff

2 /n 2m 2/m

Force: Do v o)

tiene la probabilidad de cobertura buscada (al hacer n —+ co). Aquf z1_, denota al cuantil (1 — )
de una distribucidn Normal esiandar.

- Una vez obtenidos estos resultados, surge una progunia de interés practico. (A partir de que valor de
7n resulla razonable emplear la Aproximacion Normal?, Un experimento que da una respucsta parcial
n esto consiste cn utilizar papel de prodabibided normel para distintos valores de los pardmetros.
Este recurso grdfica [ver Johnson y Wichern] permite visualizar que tan cercana {en términos de
contvergencia uniforme) os la distribucidn empirica de los datos a uns distribucién N (g, o%). En el
gje ¢ de la gréfica se indican los valores de las cstadisticas de orden de los datos, micentras que el gje =
corresponde a los cuantijes de una distribucién N (0, 1) . Estas grdficas se interprotan de la signicnte
forma: entre més colineales son los puntos de Ia grdfica, se dice que mds se asemeja la distribucion
de los datos a una distribucién normal.

Para datos simulados del estimador, los resultados fucron los siguientes: Enelcaso A= 1, ¢ =1
y n =10 {ver Figura 4.26) ¢l experimento mostrd que cra factible hacer uso de la Aproximacidn

It
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Normal. Al hacer A = 1, ¢ =10y n =10, s2 observs un comportamiento (ver Figura £.27} que sugiere
que axin no es vélido recurrir al resultado asintético. Es necesario incrementar el tamatio de muestra
a un valor cercano a 100 (ver Figura 4.28) para que haya evidencia empirica que sustente el uso de
la aproximacion.

Nuevamente, el incrementar el valor de ¢ tiene efectos negativos en las propiedades del estimador.
Al hacer ¢ = 50, A = 1 se tiene que, es necesario un tamafio de muestra cercano a 250 (ver Figura
4.29) para que se observe colineslidad en los puntos.

Por ofra parte, en el caso ¢ = .00 ¥ A = 1 se obhservé que bastaba con n = 5 para poder hacer uso
de 1a Aproximacién Normal. El resuliado de esta simulacion puede verse en la Figura 4.30.

4.7.2 Tiempo de observacidn alentforio
Para ¢! caso desarrollado en la Seccion 4.3 la verosimilitud es
Lo o 6% exp (=05},
enfonces

d I

%11')1-19 = a-- Sk,
& k
T e
a° 2%
—gh’\Ls = .,

93
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por 1o tanto, 1a condicién 1) se cumple. Se tiene gue

ad

sl = 7% (— Sy ) exp (—085) + k0" " exp (~0Sk)
2
gﬂfng = 0*8%exp{~08x) — 20051 Sy, extp (—0Sy,)

+E k= DO exp (—08,).

Entonces, para ¢ verdadero valor del pardmetro

SIS |
i

A

k
I, [,Sk + *]

k
= Fi{—- -
I Sk)+)\

— n:

ya que Sy tiene distribucion Gam {3, k), ademds

57
Iox i
| 75%
0=

k B —k
= FE, [5: — 2)\‘3} - )/‘\'2——]

J

= 0,
de donde sc sigae la condicién 2} Es fcil ver que

ig 2k
éﬁ In Lg = 497

Entonces, para @ en A = (a,0) C (0,00), donde X € (a,B), se ticne

2k < 2k
6 ot

121

Por lo tanto, s¢ cumplen las condiciones de regularidad. Para este caso la informacidn observada

de Fisher os

82
EA [—é*é'.j nky

k
-l
J b

k
F.

Se conchiye que iz distribucion asintética de v {j\ - A) es N (0, .Xz) .
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4.8 El problema de estimacién para el Proceso Poisson Compuesto

Sea {NV, : t > 0} un Proceso Poisson con funcion de intensidad A (-, 8) y sean {¥; 1 k € N} variables
aleatorias independicntes, con distribucién F (-; 8}, y tales que sean independicntes del Proceso Pois-
son. Entonces {Z; : ¢ > 0} es un Proceso Poisson Compucsto, donde

Z Ek— Yk ‘;l Nr>1
£ si N, =0.

Se hard el supuesto adicional de que las variables {V; - k € N} poseen densidad, la cual se dencta
con f(-0).

Primero se analizard cl caso en ol que las variabies { N, 1 £ > 0} son observables ¥ ademés se conace
la marca (la ¥; correspondicnte) asociada a cada ocurrencia.

Se observa el proceso {Z; - ¢ > 0} de manera ininterrumpida en el intervalo (0,7, entonces

I Yo Y (B W20 0 Yns ) = Fom Yoo Yo (U1, 2y oo )
'f}'hyz.» T (yl y 2y yrr)
b

Pri{N;=n} Hfl—’( {tn) -

i=1

i

Por lo tanto, si se conoce el nimero de ocurrencias del proceso {N, : £ > 0} en
{{vymyy] i€ {01, m=1}}
donde vy = 0, v, = r, ¥ si se observan adernds las variables {¥1, Y3, ..., ¥a, }, s¢ obtiene la siguiente
funcion de verosimilitud

LG o H Pl’g {IV.UJ "; = TTJ} H fo (Jh (4_19)

y=1 = +1

-1

Nu

L N,
(HPW {N, —N,,_, = nj}) T # s e

=1 =1
(f, A (s0) )™\ 2

(em[-—fnrl\(ﬂ;ﬂ)dnb E——J_T_— zl;[f?.(yt;g)

" 5L N, 2 1, de ofra forma Ly o Drg { N, = 0}. Por lo lanto o] cstimador méxime verosfmil para 6 se
obticne maximizando la Expresicon (4.19) dada ls forma funcional de fy, y <de A (48},

It

Ejemplo 4.8.1 Supdngase que, bajo estas condiciones se abserva {N, 1 £ = 8} en el intervalo (0, 7]
yque Y, ~ Poi(f), i € {1,2,...,N,}, enlonces

. o ([ A(m6)d)”
Ly « exp [—/ﬁ )\(U}Q)d’(ﬁJ J]':‘E)___ZT%
()UI
s

-exp[— NG}H ”

=1 "
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por lo tanto

InTy = - /r Aus Y du+ i (ﬂj In (/mJ A (u;ﬂ}du) ~In (nj!})

J=1 -1

Ny
~NO+ D (i (0) — ) +c
{=1

i} a fr A K
'é'éhng = —Eé/n A(u;(?)dw#—ZnJéaln (/ﬂ}lz\(u;ﬁ)du)

1=i

N
N, + Z_!il_yi
r I .

Si A (u;0) =8, se itene que

J Y N,
5’9’ In Lg = — - ;_L._.J.él.._.{ _ Nr + Zl;] ?}i’

de donde se sigue gue ¢l estimador mdzximo verostmal es

E?—,l 1, + ZIN—}_ U

r+ N,

123

Se supondrd ahora que las variables observables son Jos tiempos entre ocurrencias {X; : k € N} y
las marcas asociadas a dichas ocurrencias {Y: @ k € N} . Bl proceso es observedo hasta que se registra

la k—ésimo evento £ > 1. Entonces

f}’y.yf. B0 C35 CR Y {yh.’ui’:~"1.Urum1r$2p--,mn)

k k
= (Hfﬁ (?Jt)) (H )'C'M') '

. i A(t) = A para £ € (0,00). De otra forma se aplica of Corolario 3.3.8, de modo que

ij Yoo Ve X1, Xz, X {ylsy2a e M Ty Ty ey Zn)

k k k
= (H fu (yz)) P (Z f’) exp (‘-P (Z 3")) :
{=1 1=t i=]

donde p(3) = E [N
Esto implica que la funcién de verosimilitud es

E x
Ly ox (Hfh (%/\)) AF exXp [—AZ%} ,

=1




124 4. El problema de estimacién para el Proceso Polsson

para el caso estacionario, y

(o) () o)

para cl caso no estacionario.
Por lo tanto, para obtener una expresién para el estimador méximo veresimil, es necesario conocer
la forma funcional de A(-) y de fr ().

Ejemplo 4.8.2 Sea A() = A y Y. ~Poi{A), i € {1,2, ...k}, enfonces

e ([ e 3]

=1 £=1

_ A“E‘J'em{ (A+Zr,)}ﬂyll,

i=1
de donde se sigue

InLy, = (k-{—Zyl)ln/\ A(R‘—LZz,)drln(H;) c

=] =1 =1
a k+ Z =1 I
1 = ==tk A BN
6)\ n LA A ( 1 ; .’I‘,)

por lo tanto, el estimador mdrmo verosfmil viere dado por

3
o+ Z;ﬂ % -
k+300 o

Otra forma de abordar problemas de estimacidn paramétrica para el Proceso Poisson Compuesto
es haciendo uso del Teorema 3.5.1; dicho resultado establece que los procesos -

3=

{N{t,u):£>0F keN

son Procesor Paisson independientes, donde {w, 7y, ...} son los posibles valores de las marcas.
Bajo cl supucsto de que los procesos {V (£, 2:) : £ = D} son abservados de mancra cottinua durante
(0,7, sc ticne

Pr{N.=n,N{rju)=n, Nru) =ns..}
PriN, =n| N(ru) =n;, N(ru) =ny, ..}
'PI{N(T‘U‘I) = TJl,N(ﬁUz) = ﬂ'Zx-ﬂ}

[P (v (tw) =n},

2=1

it

if
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donde Y. m; = n. Se sigue que

Lo oo [[Prin(t,u)=mn:6}

=]

=1
donde ¢; ¢s Ya probabilidad correspondiente a 1a marce 4,. Esto s¢ extiende al caso presentado en
la Seccién 4.5.3 de la siguionte forma.

ﬁ o (9"

z!

Le

=1

- H He‘tp (~0g, 0y, Lo lELE “‘“n")

- ﬁ (I:I exp {—0g, {0) ¢,] Wﬂ)

donde ny, =0 (v, u,) —n (o, ) vy, = — vy,

Hasta ahora se ha supucsto que se conoce tanto el mimero de ocwrencias que tuvieron lugar en
el tiempo (fijo o aleatorio) como las marcas asignadas a cada una de las mismas. Puede ocwrir que
solamente Jas variables {Z, 14 2 0} y {MV; < £ > 0} scan observables.

Se observa el proceso {Z; 1 £ > 0} durante el lapso (0, 7], entonces

fo‘N; {zaﬂ') = fZg]N, (Z, 7?} Pr {Nr = ﬂ.}
g (2 Pe {N, = n},

donde g™ es Ta funcion de densidad de Y7 Vi sin 2 1y ¢ (z) = & (z}. Por lo tanto, si so

conece o ntimero de ocurrencias del proveso en log subintervalos

{(te,vee] 1€ {0,1,..,m~1}},

¥ las marcas correspondientes, se tiene que

Hq("‘) 25 Prp {N,, - N._, =n,}

=1
, N A G} de
= H g (2,; 6) He‘xp [ [ X (u; 8) du} ([f o J) {4.20)

=1 1-1

donde m; o5 of nimoro de ocurrencias de {N 1 1 > 0} on (v, wl ¥ 5= 2, — 2,,_,. Esto sc aplica
al plan de muestreo propuesto on la Scceidn 4.5.3 de Ta sigufente forma,

m X 1y
T x Hg(“'} (2; ) exp [, 0] {_%g—

1=1
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Una vez establecida 1a forma funcional de la intensidad y de g, se procede a maximizar la Expresidn

(4.20).

4.9 Algunas pruebas de hipétesis para el proceso Poisson

4.9.1 Cocentes de verosimilitud

Se considera la hipdtesis simple
HU!A:AQ H1:)\=/\1

para la forma de observacidn del proceso propucsta en la Seccidn 4.1. Pars este caso la funcién de
verosimilitud (dado A € {A1, Ag}) vicue dada por

Ly, o AT expl—rd) e {0,1}.

Se aplicard el Lema de Neyman-Pearson para esta prucba. Se supondrs Ay > Ag, cntonces

Ly _ (i\_j)"'exl)[—hr(»\aw\l)l

lnE.J‘E = n,.ln(%g} +rid =)
1

La regidn critica para este caso es
Ag
wiN @i () 4= 20) S
1
o cual equivale a decir

w - I\T,- (w) 2 w
In (%’)

* Por lo tanto la PUMP para viene dada por

Se rochaza Hy st X, > k2,

donde &, es el cuantil (1 ~ ¢) correspondiente 2 una distribucién Poi {Agr). Debido a que la forma
de la prueba no depende de Ay, con la misma regla de rechazo se tiene Ia PUMP para Hot A = X
contra Hy: A > Ag.

3i el proceso se esté observando de acuerdo a las condiciones impuestas en la Seccién 4.3, se tiene
que

Ly, o Moxp [~A,58] ig {0,1},
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entonces

T

I A
in i—*‘ﬁ = kln (A‘}’) + 82 (A = Ag).

b Y]
k. —kn (}i’)
(M~ )

Por lo tanto la region critica viene dada por
w G (w) <

Se signe gue la PUMP para cste caso es
Se rechaza Hy si 5, < kL,
donde k, es el cuantil & correspondicnie a una distribucion Gam (k, Ay). De nuevo, esta regla de
decisién puede generalizarse al caso Ho : A = Ag conbra H; : A > A para obtener 1a PUMP.
El signicnte paso consiste en desarrollar este procedimiento cuando se observa al proceso de acuerdo
al plan de muesireo planteado en la Seccidn 4.5.3, para cste caso
fI e (Aahy )™

L,\ x
Zk'.

T
=]

Entonces el cociente de verosimilitud es

L,, - He“f’k”‘“"‘” f‘_g *
Ly, Ay

k=1
A\
B R 4
‘ (A)
L X
ln—I—‘:\}l‘;’ = mz,(;\n_—x,)mfln(f;—).

Se sigre que la regidn orftica para una prucba de tanafio « viene dada por

fo-tan - i () sk}

Seanmy =M —doy=In %‘: . Es necosatio dar clerta deseripeion del estadtstico 0,1+ n, Ny
Ei cdleulo hecho para obtener la funcitn de distribiucién de dicha variable aleatoria c8 muy similar al
realizado para encontrar la distribucion de Aj? esto o8

Pr{nT +mNe <z} = S Pr{nT +mMNr<x|Np=k}Pr{Nr=F)

k=0

ZP {T< ’72NT]N ~A}pr{NTxk}

Fn J;hzz)(kwwl);\’w
Z ( k (A4 @)™’

i

i
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donde D,, es una varizble aleatoria con distribucién Gam {ng -+ Ny, ¢+ A).

Se considera ahora una prucha asintética para oste caso. Sea Wi el estimador miximo verosimil
para ), tomando k tiempos aleatorios de observacién. Una prucba con nivel asintético o se obtiene
de una regién critica del tipo

Wi > &,
donde
v )‘( d-)zn—

Ck_/\g+———

v

Esto de acuerdo a la teorfa desarrollada on {Lehmann].

4.9.2 Prueba para lo estecionereided del proceso

Sca {N,:#> 0} un Proceso Poisson con funcién de intensidad A(t) = e™*#, donde (@, ) es 4
vector de pardmetros desconocidos. Se desea probar Ja hipétesis Hp : F = 0, es docir que €l proceso
s estacionario contra hipdtesis alternativas bajo las cusles § # 0. 8i el proceso se observa de
manera confinua durante un intervalo predeterminado (0, 7], el andlisis becho en ls Seecidn 3.3.1
{ver Expresién {3.3)), resulta inmediato que, condicionando con {N» = ng}, !a densidad conjunta de
(51,82, 10y Sip) estd dada por
A 7T gatha
F80,820 - SagINo=ng (51,82, 00y 82p) = W'

Se sigue que fa verosimilitud condicionada para cste caso es
. :‘21 @O+
e exp [B 300 84)
(=)
B exp (5352 51
(efr — 1}

De modo similar se obtiene Ly = -k Aplicando cl Lema de Neyman-Pearson se obticne

*

L g
lui(; =npln (eﬁ’ — I) - ngIn(@r} —,6}:3,

=1

Esto implica que 1a regién critica para la PUMP de tamaiio o ¢s

{w:i&(w) , mla (e 1) gnnln(ﬁr) _k&}.
1=1
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El punto de vista bayesiano

Introduccion

La Teor{a Bayesiana, llamada as{ en honor a Thomas Bayes, incorpora el concepto de distribucién
a priori. Se teata de una densidad que sintetiza ol conocimiento con of que cuenta €l investigador
antes de Hevar a cabo las observaciones. Segin este enfoque, 86io ¢s posible aprender de los datos
a través de la funcidn de verosimilitud. Ta integracién de ambas fuentes de informacién se efecttia
mediante el Teorema de Bayes., Lo que se obtienc o5 una distribucidn o poestertord, 1a cual se toma,
como ¢l punto de partida para eunlquier inforencia,

En cste capflulo se tratan los problemas de estanacidn v pruchas de hipdtesis para el Proceso
Poisson usando ol método Bayesiano. Se consideran los mismes plancs de muestroo discutidos en ot
capfhdo anterior.

Primero se calenla las densidades conjupadas para algunos casos de interés (Seccién 5.1). La
metodologia reforente a estimacidn puntual es discutida en las Secciones 5.2, 5.3 y 5.4. Mediante
el uso de ejemplos se ilustra comno hacer inferencias de esie tipo incorporande informacion a priori,
para. cllo se emplean distribuciones conjugadas. También se hard 1so del andlisis no informativo o de
referoncia, esto permite establecer cierto punto de comparacion con los métodos frecuentistas, Hay
upa breve discusién (Scecidn 5.5) acerea de como cateular regiones de alta densidad posterior para
estos casos. Fn la Seccidn 5.6 se trata lo referente a pruchas de hipdtasis para el Proceso Poisson,
La idea cs ilustrar como las téenicas hayesianas permiten emplear el concepto de prueba de hipétesis
como herramicnta para resolver problemas de toma de decisiones,

Los conceptos relacionades con estimacidn pueden revisarse en [0'Hagan]. Lo referente a aprox-
imaciones y andlisis no infortmativo fue tomado de [Bernardo y Smith]. El matevial que trata el
problema de pruebas de hipétesis puede ser consultado on [Berger]. Algunos comentarios ejemplos y
aplicaciones a Teorfa de Decisiones fueron basados en [Leonard] y [Buck, Cavanagh, Litton].
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5.1 Densidades a priori conjugadas

En muchos de los cesos anelizados en el capitulo anterior, la muestra 4, ..., Z, proventa de una variable

aleatoria con distribucion Poi o Exp. Se calcula 1a densidad a prieri conjugada para cada caso, esto

se hace aprovechando el hecho de que ambas distribucioncs pertenceen 2 i Familia Exponencial.
La vercsimilitud para una muestra correspondiente a una distribucion Poi(9), > 0 ticne la forma

" 67 expl{—6)
}J{ﬂ?l,.-.,ﬂ’:n l 9) EH__Z_I'—(—_

i=1
n -1 1)
= (Hf,—?) exp (—nf}exp (lm?z:z,) .
=1 =1

Del resultado general para la Familis Exponencial (ver apéndice) se sigue que Ia densidad e prior
conjugada para @ esta dada por

1
{8 | o) = mexp(*fﬂg) exp(1inf).

Para 7p > 0y 11 > —1 la siguiente integral siempre oxiste (ver Seccién 2.2.4)
{=o}
K (r9,71) =f &7 exp (—~1o0) d6.
o

Hacicndo @ = 71 +1 y # = 7q se concluye que la familia {Gam (e, 3) : @, 8 > 0} es conjugada a

la distribucién Poi{f).
La funcién de vercsimilitud correspondiente & mna mucstra i, ..., T proveniente de wna distribu-

cidn Exp {0} esta dada por

P(T1, ey @ [ ) = exp (—QZ:&,) .

i=3
Entonces

K{r,7) = [ 670 exp (—07,} 4
Jo
Clmp+1)

T el
1

para cualesqiiera 5 > —1 y 7y > 0, de donde es {4cil concluir que

?.1'0+1
{6 T, = mam exp (~871).

Entonces Ia distribucion conjugada natural para cste caso es una Gam {ry+1,7).
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5.2 FEl caso estacionario

5.2.1 Observacion duranie fiempe fijo

Sen {N;:#> 0} un Proceso Poisson esiacionario de itesidad . Se supone que dicho proceso se
puede ohservar de manera ininterrumpida en of intervalo (0, 7).

Si las observaciones consisten on Jos tictapos eutre aeurrencias, del andligis hecho en la Seecion
4.1.1 ae sigue que fa funcidn de verosimilibud es

e

p(x|8) o I exp («—9 Za:,) exp(—8 (r — Su. )}
=1
= gnr "‘Xp (‘—"01-} k)

donde =, denota. al tiempo transeurrido entre las ocnrrencias indexadas con (i 1) e n
La distribucién a priori conjugada natural para csie caso o8

0

r
b =t 7 oxp (=07
plf ) 70,7} o (o) exp (—071)

Entonces
p(0 | x} o™ exp (-0 (r + 7)),

por lo tanto £ | x se distribuye Gam{n,. + 1+ L,r 4+ 13).
Ei essimador bayesiane viene dado por

. + 1+ i
rE

E@lx) =

Si no se desea hacer uso de informacion e prierm, basta hacer 7y — —1 y 7y — (} para trabajar
asf con digtribuciones no informativas, al hacer osto se obtiene un estimador que coincide con ol
estimador mAximo veros{nil.

Ejemplo 5.2.1 Rago esie esquema de muesireo se observaron 10 ocurrencias ¢n § unidades de tiem-
pa. Se represenid el conocemienio inieial sobre la intensidad @ mediante una Gam {2, 1}, Los tiempos
entre orurreneins fueron

x = (07,.57,.59, .67, 1.14,1.15, 1.94,2.62, 264, 2.93).

En ta Figura 5.1 sc presenta una grifica que pertmfe comparar {us distnbuciones a prion y a pos-
teriori. Il ealimador bayeswano es B{3{x) = 3, por otra paric, el estimador mdrimo veroafmil
f=10/3. =

Otra forma de abordar ¢} problema de estimar 6. restringiondo of proceso a {0,7] se sigue de
observar el mimero de ocurrencias en k& subintervalos prodeterminados, por el momento se supondrd
que diches subintervalos son de ignal longitad,
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FIGURE 5.1.

De acuerdo a lo hecho en la Seccién 4.1.3

p(x18) o %7 exp(—rf)
= O™ exp(—r8).

La densidad a priori natural para este caso es
p(f | 70,71) x 80 exp (-T6),
entonces

{8 | %) o™ T exp (6 5+ 7).

Por lo tanto el estimador bayesiano es F (6 | x) = %Tflﬂ Haciendo 7y — ~1 v 7; — 0 se obtiene
un estimador que caincide con el maximo verosfmil. Esto permite obtener upa distribucidn ¢ priors
proporcional a una constante. Sin embargo, se recomenda [ver Bernardo y Smith] utilizar la distribu-
cidn de Jeffreys para hacer el andlisis de referencia. A contimsacin se caleula dicha distribucidn. Se
tiene

Inp(x |8) = —rf+n.In8 —1n Tz,

=]

entonices, lag derivadas de primer y segundo orden del jogeritmo de {a verosimilitud son

8lnp(xi{d) e
@ = TG
Flplxls) _ n

84" g7’
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Por Yo tanto, Ia informacién csperada de Fisher viene dada por

, A
F (ﬂ) = f_‘;x!g [(}ﬁ—]
. T‘
T

y 1a depsidad @ préiori no informativa es

4 AN

pll) o (())

Se trata de ima distribucion impropia. La densidad a posteriori para csic caso s
p(0 ] %) o™ oxp (=10}

esto s @ | &~ Gam (0, + 3,7). La transformacion que conduce a la a preori uniforme os

" 112
o | wTrdu= 2uz; o,
o a

133

Ahara se disentird la aproximacidn a la distribucton {inal mediante una Densidad Normal cuando

s recurre a ina densidad a prior? conjugada

Se reguicre que by moda de o disteibucidn e preose se aleance en yn pundo interior de sn soporte,

por tanto sc supondrd que 7o > 0. Entonces a moda de p(f) es m = 2. Por otra parte

62 . —Tn
ggi in(p (g)) - —-()-2—'1
enlonees
&
Hy = = ot In(p (0D .
_ 7
Ty

* La informacidn observada de Fisher os

3 oy
57 Wn(p(x,1 8)) = —

dende x, s o vector de observaciones y my ¢s ¢l niimere de ocurrencias en {0, 7]. Se denota con

., al estimador mdximoe verosimil para este plan de mnestreo, se signe
2
- .
i (e)

7
— 2 6
()02 “(T‘ (X.,, ! )) 0ed,

i
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dentidad & postaron

epeoximaeldn normal

2 ] 2 L 5 3 0
fén Nomval para ae o

FIGURE 5.2.

Entonees, para 7 grande, p (0 1x,.} sc aproxima con la densidad de una N{m_,H,), donde

H., = Hy+ H (én)
Tine + Tor?

ToTls
m, = H;l (Hgm + H (@,._) @,’n)
Toitr
—_— Ty + }.
rin. + 'rm'?( 1
Es claro que estas expresiones s6lo estdn en funcién de r y del nidmero total de ocurrencias del
proceso en (0,7].

Ejemplo 5.2.2 Se observd un Proceso Poisson Estacionarso duranfe 10 untdades de tiempo, reg-
istréndose un total de 19 ocurrencias. Se propusoe como distrbucidn e priori wne Gam (2,1). En
este caso H, =§.26 y m, =1.75. El estimader bayesiano es E (7 |x) =21/11. En la Figura 5.2 se
presenion ambas densidades. ||

5.2.2 Observacidn durunte tiempo aleatorio

Otro caso de interés cousiste en obscrvar al Proceso Poisson de manera continua hasta el momento
en el que tiene lugar la k—ésima ocurrencia (k 2> 1) . Si Ias variables aleatorias que se toman en
cuenta para las observaciones son los tiempos entre ocurrencias &, &, ..., Tk, cntonces, la funcidn de
verosimilitud es

7(x |8) = 6% exp (-~€Zm,> .

=1
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Mediante un tratamiento totalmente andlogo al hecho para el problera de estimacion con obser-
vaciones restringidas a (0, 7], se tiene que of estimador bayesiano viene dado por
kv 791
B@|x)= 5 - —
S (T T

donde {70, 71) es el vector de pardmetros de Ia distribneién o prion.
Ahora se obticne la distribucion e priori de Jeffroys. Fis facil ver que

Flaplx|) &
8 o
entonces, la informacion esperada de Fisher para este caso o8 F/(8) = Exy [a'f;] = ;‘
que, para este plan de mursiteo fa distribucion e priert no informativa de Jeffreys es

. Esto implica

que os una distribucion impropia. La densidad e posterior viene dada por

k
plf | x) 8% exp (mﬁZac,) .
=1

Ejemplo 5.2.3 Se¢ observa un Proceso Poisson Estacionario de acuerdo o esie plan de wmuestreo,
se loma k = 1. El fiempo de obscruacidn registrade fue z; = 5. Se consideraron dos distribuciones
incigles: uwna Gam {2, 1), ¥ la a priori no mformative de Jeffreys. Bn la Figure 5.3 se presentan
las distribuciones finnles gue se obfuvieron para eade case. Se observd que la densidad a posterord
obtemda a partir de Andlisis Comgugado es muy semejanie o la funcedn de verosimilitud, pare la otre
distribucidn inicial, esio no fue asi. |

Be procede a encontrar 1a Aproximacion Normal para Ia distribucién final. Si la densidad o priori
eg de la forma

p(B) o 700 T,

se sigue qlie

T '
m = __ﬂ y ]{U = ‘—1'.
T1 T
Se tiene ademds que
ot k

57 P {xa 1 0)) ==,
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is B posterion
7 izt
o5
0
0 1 2 3 4 5 5
whizando Ardiss Conugads
15

verosimitdud

0 02 o4 08 [+ 1 12 14 16 1‘3
uidzanda ta Dretribucsn de Jefreva

FIGURE 5.3.
N donde £ denota el mimero de observaciones. El estimador mdximo vercsimil para este caso es
i , entonces
Ee-: i
P &
" (9,.) = gl 9)|

(E 13)2

Entonces, para n grande &1 x,, posee una dens1dad que pucde aproximarse por una N(m,, H,),
donde

nk+ (L5

T[;Ii,’

‘T(]k
m, = = 1-!-
T1k+ln(z ]-'l“l Z

H.-

5.3 Tl caso no estacionario

5.8.1 Tiempos enire ocurrencias

Se considera ahora el problema de estimacién con {iempo de observacisn Sjo para el Proceso Poisson
{N, : # > D} con funcidn de intensidad A (-, ). Si se restriuge el prooeso al intervalo {0, r] y las variables
aleaforias obscrvables (X5, X4, ..., X%, ) son los tiempos entre ocurrenclas, entonces la funcién de

verosimiliiud es
pis |f) = (HA(S,, )exp f Afu, 0} du] (5.1
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3 A paetarion

wrpgmilitud

] 02 D4 né oR H 12 14
danstdades y vorosimilitud

FIGURE 5.4.

doiclc % = @ + 23 + ... + z,. Bajo estas condiciones, s¢ ticne que osta funcidén de verosimilitud
no slempre puede ser factorizada de forma gue of resuliade de andlisie conjugado para la Familia
Exponencial {ver apéndice) pueda aplicarse. En seguida se presenta un caso particular en el que esto
sf puicde hacerse.

Ejemplo 5.3.1 See {N,: £ > 0} un Procese Poisson con funcidn de intensidad X {z,0) = cxp {=f].
Se observa el ndmero de ocurrencias en {0,7], enlonces

pi{s|0)=exp {Bi s,} CXp [_é {e”® 1)} .

i=1

donde 3; denota ol instante en of que se registrd la 7 - ésima ocurrencia.
Haciendo g (0) = exp [-] (€70 ~ 1)], f(8) = 1, ¢{0) =0, sc tene

p@|7) xexplfr]exp [;ﬂ (e — 1)] )

Se sgue que lo distribuctdn @ posteriori viene dadae por

p(f]8) o exp {0 (‘Tl + "zrs,)} exp {-—E(‘;__l (e"" _ 1)] ]

e obserud un Proceso Poisson bajo esie esquema, con r = 3. Los valores obscrvados fueron n = 15,

L8 = 26.7367. Se propuse una g priori conjugeda con v = 11 = L. Bn lo Figura 5.4 se muesten
las gréificas de las de los dralribuciones inicial y final poro csle case. Los constontes normalizadoras
se calcularon numéricamente. ]

A falta de un resultado general, el investigador debe busear por ofros medios una familia conjugada
para la funcién de verostmilitud dada en la Expresion {5.1). Bajo ol supuesto

A, 6) = B+ Byt + 5.7 + L+ 817,
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donde @ = (85,3, - B.) ¥ A(-,8) = 0, con 8 fijo. Se proponce la siguiente familia de distriburiones
@ priori:
p(8) oc g () exp[Bomo + A7y + Lore + o 4 BTl
donde g (8) ts un funcidn no negativa sobre las variables (8, 84, ... 3,), de [a forma
g(8) = BoTeys + Oimusa -+ ByTusa + oo+ By Tones

Para decidir sobre el grado del polinomio & usar. so puede recurrir al Criterio de Informacién de
Akaike [ver Leonard).

Procedor de esta forma permite salenjar de forma simple la distribucion firal, con un gran rango
de posibilidades para representar ¢l conocimicnto a priers para 8. De hecho la teorfa no oxige que
A (-, 8} sea un polinomio, pucden usarse cxpresiones del tipo

M, ) = op + Aysen(t) + B, cos(f) + fasen{t?) + ... + B, cos(t,

o algiin ofra familia de aproximadores.

5.3.2 Qcurrencigs en miervalos

En caso de que las cantidades observadas x = (x4, 23, ..., 2o} consigtan en <] mimero de ocurrenciag
en subintervalos, s decir 5, = Ny, — N, _,, se sabe que

n INRICOENN

pxif) = JJow [— ft:’:,\(u,e)du} ( ks o~

=1 -
1)l Lo (Lo
= — Joxp |~ Au, B duje x;In A, du} >,
(HT[) P~ ) Ml xp{éj J. Awd)
de modo que haciendo f(z) = L, g(8) = exp [=1 [[ A{x,8)dul, ¢ ( Lo A (w0 du)

k(z;} = x, la densidad a priori conjugada natural puede enconfrarse do forma mmechata.

Ejemple 5.3.2 Sen {N; :£ 2 0} un Proceso Porsson con funcidn de intensidad A(z,8) = 8¢, Se
observes rl vector x = (Ty.7s, ..., Ty ), donde o, = N (n._1,w] 4 w_y < v; para loda 1, enfonces

'f”" Gevds|
T
|

= (\xp{-ﬁ(c'" R ) 2R
Se sique que la densidad a priort comgugada os
n(8 ] 7) ccoxp {—dra} 0.
Por tantn, la densidad e posterion viene dada por
P(O1x) & exp{=0[(c™ — 1) + 7]} 7= =,

es decir, 8 | X posee una distrbucidn Gam (r + 30 2, + 1, (6™ — 1) + 7). u
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Hasta cste momenlo se ha mangjado a & como 1na variable unidimensional, ¢l hacer ¢ = (0, 8,)
incrementa. Ja complejidad de los cdleulos, sin embargoe los rosultados se aplican exactamente de la
misma {orma.

Ejemplo 5.3.3 Un Proceso Poisson de miensidad X (3. 8) = ;4260 ({41, 62) € R x B*) es obser-
vade de forma intntervumpida en {0,4]. Se reqrstraron n = 2 oeurrencias. La funcidn de verogimiditud

mene dada por
f
pinif) « [e‘fo )«(r;.ﬁ)dy] exp {n In ([ Ay, ) dy) } .
Jo

8Se sigue que la densidad a priors confugada es

t
p{@|7) x [e—rofJA(y.ﬁ}dy} exD {1’1 In (/ Ay, 8) dy)} .
o

Se supondré Ty = 1, 7o > 0. Resulla mmedrato que
P (9 ]ﬂ) o e—('l 1Tﬂ‘!(6";r-\—l’ru9} (!}?f“ + 39‘;!32?4 Y 39103?’5 + 92*6) .
Obtenzende e densidad posterior marginal pare 0,
o0
p(fs | m)x / p (@ |n)db,
9
- e-(u«,,}&;ﬂ l:tff L.Fg(‘i) 3 381 F(3)

Ly
(1+7)t (1+7g)°

L@ g L)
(1+ 7o)’ ey
La constante normalizadora para esle caso os

K(ro)= {147y P @UOHT (G +60QTB). W

30247

5.4 Tiempos de obgervacion aleatorios

Un Proceso Poisson de intensidad 8 es observado de acucrdo al plan de mucstreo propucsto en ja
Seecidn 4.5.3. Se denots con (¥, ¥y, ..., ¥} & las longitudes de log intervalos entre los ticmpos
de observacién. Se supondrd que diches variabies son independientes, con distribucién exponencial,
e independientes del Procese Poisson. Se tiene por hipttesis que 1as variables {¥,, ¥, .., 9,3 2on
observables.

Enlonces 1a luncidn de verosimilitud vienc dada por

2y

p(z|0 = H(f'?#'k(_g@_)ﬁ

)
k=1 &

rp ng
x exp [_()Z?j"k} exp [!Ilﬁzzk} .
k=1 k=1
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si {‘i’] = ‘t.i’],‘I’z = wQs'--aq’nu = wﬂ»ﬂ} :
Baciendo

g
g (0} =exp [42%} y o é®)=in(8)),
k=1
se tiene que ura densidad ¢ prier? conjugada s
p(0] 7) < exp[—6r4]87.

Por lo tanto

p(f|2z) «exp j\;ﬁ (71 + Zl*”k):] 9704'2:21;*,
F=1

. t
es dotir, ¢ | 2 se distibuye Gam (o + Y00, 2o+ 1,71+ Yooy W)
Entonces ¢] cstimador bayesiano para este caso es

T oa +
E0]z) = Jli_zf’;éiff___l_
T + Zk-_;-} wk

Otra forma de resolver este problema de cstimacién consiste en hacer inferencia para el vector
de pardgmetros (6,5) donde 5 es ol pardmetro correspondiente a la distribucién de las variables
{¥y, Tz, .y ¥no }, €5 docir, s toma

piz]6.8) = ﬁekom@%ﬁ fetns

z
P *

T

x §exp [— (o+m2wk} exp {lnGsz} ,
k=l

k=1

entonces Ia densidad @ priert conjugada natural viene dada por

p(B,817) x expl~(0+ )1+ Inbr] 8™
= expl~— (01 8)r )65

Se sigue que la densidad e posteriort de (0, 3) os

ng

p(0.8|2) o« oxp {— 8+ 5) ( + Zwkﬂ gretTit e,
k=1

por lo tanto

p (0| z) xexp {'9 ("’1 + Zu’:k)} 6’”2:21’*,
k=1
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p(81z) «exp [“ﬁ (’Tl +Zﬂ);)] gratre,
fame

estoes § | 2 ¥ | 7 siguen una distribucidn Gamma con pardmetros (ry+ 2z + 1,7 v (g4 719+1,79)
respectivamente, donde ¥ = 70 + 3 00, ¥ B elaro que para 8, se tiene la misma distiibucion o pos-
terior que sc habia obtenido antes. Es decir, of especdificar o no a 3, no tiene efecto alguno on las
inferoncias para (.

5.5 BEstimacién por intervalo

Bn muchos de los cases que s¢ han tralado, la distribucidn e posteriori pertencce a la familia
{Gam {rv, ) : o, f > {1}; st esto ocurre, ¢l pardmetre de forma o determing como serd la regicn
da probabilidad para ol pardmetro de inferts, of enal ge denata con 8. 81 o < 1, la regidn al de mayor
densidad posterior al I — -y para 8 cstd dada por

{#:0<0<F L (1~7},

donde Fo 2 s 1a funeitn de distribucion corrispondienio a una Gam (@, 3). Esto cambia cuando
a > 1, para ello se propone el siguiente algoritmo.

Es necesario que proponer cierto valor de tolerancia. Aquf f, # denota a la funcién de densidad de
una Gam (o, £).

Algoritmo 5.5.1 -Frcontrar reqén de mayor densidad posterior of 1~ v para une Gam (o, 5},
o> 1.

i) Crear una mella de punios en (0,9[1,1), y ordenarlos de menor & mayor.
El #—~ésimo elemento de la malla, se denota com =,
1]

Mientras F,a{x))+ (1 —v) <1

i1) Se obtiene ;= F, ;(Fopg(z)+ (1~ 7)),

4910 St [fau (7)) — fag ()l <toleranca, le solids del algoritmo es (F.,1h).
1187 81 Hap(re) = fon (1] = tolerancia, hacer i =i+ 1 ¢ ir a i4).

El algoritmo aprovecha el hecho de que Ia tinica moda de la densidad se encuentrs en “—51 Se

supone que la particion de (U, ‘l;;?-) griginada por la malla es lo suficieniemente fina para que o
algoritmo halle una solucidn,

Ejemplo 5.5.2 Se aplicd este algoritmo a una densided Gam (2,1}, con el fin de encontrar o regidn
de mayor densidad posferior al .85, Fi wtervalo oblenide es el (0,130, 3.441). Esto puede verse en la
Figura 5.5. B
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dansidad a posterion

intorvalo da prebabilid de 8BS -

o1
1
¢ o5
130 3 541 1
U L, - ] 1 L
0 1 F) 3 4 5 5 7 8
FIGURE 3.5.

5.8 Pruebas de hipotesis

Para resolver of problema de probar Hy @ 6 € 8y conira I, : # € 8, la Teorfz Bayesiana propone ¢
siguiente procedimiento. En voz de considerar niveles de significancia, io que se hace es definir un
funcion de pérdida de la forma

[ | 86, [ 76, |
sc acepta Hy 0 [(dg, 8,)
se acepta Hy | 1(d;, Q) 0

donde [{4,,80,) denota a la pérdida asociada a haber aceptado la ipétesis 4 dado que H, ¢
verdadera, con {(d,9;) > 0 si i # 7. Para decidir en favor de &y o de M1, se compara la pérdid
esperada para las distintas opeiones, os decir, una vez obtenidas las cantidades
o = p(0 €| x){d.9)
ro= p(f €891 x)i(dh,B)
la. accidn Gptima serd o, st r, = min{rp. ). 7 € {0,1}. Muchas veces sc toma la distribucidn
priori p{f) de modo que p(? € &) +p{0 € Gp) = 1.

Definicion 5.6.1 Al cocrente p(8 € S | x) /0 (A € 8, 1 x) se le conoce como cociente de momios
postertart, mientras que a p{f € ) /p(f € ©) se le llama cociente de momios apriori. A lo contide=

p_PAE8[x)/p(f €O [x)
PlB € &) /p(fe )

se le demomina cociente de Dayes a favor de Hy.




5.6 Pruecbes de hipOtesis 143

Tl cociente de Bayes sucle interpretatse cotao ‘a ventaja de Hy respecto a #H,y producida por los
datos’. Fato resulta claro cuando las hipotesis son simples, esto o8 6p = {6y} ¥ 8y = {f} con
g # 01, ya que

_ pp)pix|fe)
PR = ) (x 100) -+ (0 9 (x [01)

pi{th)p(x |8)

PO e )+ (07 )
ceuntonees
p{foix) _ pit)p(xido)
p((f‘]!‘x) p((h)f'(xw
¥y

g = Piplthlx)
p(0)p B [ x)
(X 1)

p{x|0)
¢s decir, B es precisamente ol cociente de verosimilitudes de Hy sobre Hy.

Ejemplo 5.8.2 Sea [N, : & = 0} un Proceso Poisson cstacionario con infensidad 8. Se desea probar
Hy 2 8 = 8 contra Hy - § = 8y. No se dispone de informacidn a priori. Sin embargo, las creencios del
investigador se corcentran en csios dos valores, por lo fante es razonable hacer p(80) = p (A1) = §.
Se propone {a siguiente funcidn de pérdida

A
ﬂ‘.!

BEn este caso ol mvestigador considera que “pierde ol doble” si aceplo que 8 = 8y cuando 8 = 01, que
al aceplar @ = 8, siendo en verdad 0 = 0.

S el pruceso se obserpa de manern ininferrumpida en (0,1] y la mucsiin conmate en log fiempos endre
ocurTencias, se lienc que

() p (x 1o
PO = S
L pixif)
p(x |05) +P(3ﬁ 101
o ﬂ {‘xp( f}'of) o
83" exp{— {)Uf}-‘,—GN'Pxp{ 011)'

Entonces ln accidn o fomarse wiene determmada por ol minimo enlre

_ 2607 exp (— byt)
B+ exp (- Bl o f‘xp( 41
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[
=plds 1 x).

Por ofra parte, 57 lns observaciones hubieran consistido en el nitmero de ocurrencas en subinfervalos
{ver Sccerén §.1.8) la probabildad a postertor: seria

P8 | x)
exp (—0ot) [T, (%9)™ /!
oxp {(=80f) [T, ()™ /muf 4 exp (—6ut} [T, (%)™ /nd
85" exp (—Gyl)
G oxp (—=0gt) + 07 exp (—011)

Es decir, a pesar de que se fomd un plan de muestroo disiinfo, la mferenein solre @ no cambia. =
ERLN T s

Rosulta f4cil gencralizar esle procedimicnto al caso en ol que sc tienen més de dos hipétesis, csto
os, Ho: 8 € 8, Hi:0€ 6, ..., Hn : € O, donde ©, N0, = & & ¢ # j. El adoptar csta idea
permite resolver algunos preblemas que involucran toma de decisiones.

Eiemplo 5.6.3 Es de wnierés calerlar [o eded de cieria piczo argueoldgica, para eilo se observa el
decaimiento de un 1sdtopo radisaclive contenido en diche pieza. Este fendmeno puede modelarse
usando un procese Powssan cslacionare (N 11> 0} de inlensidad 8. De acuerde o la irdensidad
del proceso, es posible clasificar a la meza arqueoldgica denfro de alguno de los siquienies perfodos
croneldgreos

mitensidad | perfode cronoldgico

#e (0,11 | anterior a 1000 afios a.c.
6 e (1,2] | entre 500 y 1000 aftos a.c.
f>2 | posterior a 500 afios n.c.

El problema se iraduce @ comparar las hipdtesis Hy 20 € 0,1, H 181, gy Ha: 6> 2.
Se tiene la siguicnic funcidn de pérdida

JToel,2]]fec(20)]
1 2]
2 5 ] 0 1

A 7 I )

En ol coniexto del problema. esto made el ‘costo por mala clasificacidn’. Las observaciones con.etan
de los fiempos enfre peurrencias fesia ol k-éstmo cvento La distribucidn a priori cs Gam (2,4},

_‘
j+

(=)
:/\

(1]
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Fn este caso

it

p{x [6q) fe p(x |9)p(6)do

= /f) exp {05 0 oxp (=30} 48

r (2)
= 9/ 4 oxp {5, + 3)) oo
Jo

9 e
- G ), e

= Grgre FrAED,

donde Y ~ Gam (k + 2,5 -1-1) Resulia facil ver que

~

B

pix |0} = ST oyl (k4 2} (Fy (2) = Fy (1))
9
POIO) = sl (kD0 B (2).
Entonees, para oblencr la probainlidad o posterror de ln hipdtesis Tly es
P(8 {x)

Fp()p(x18) o
Fo (D) p (% 180) + (Fe () — Fa (1)) p{x 160,) + (1 - 5 (2))p(x 82)
Fa(1) A (1)

Fo () Iy (1) + (Fp (2) - 1 (1) (B (2) = Fy () + (1= Fa (2))(1 - I (2))

por lo tanto

p(6: [ x)
A (2) ~ Fo (1)) {7y (2) - Fy (1)

T RO FR O G -R0) (R 2) - B () + (T~ Fa(@)(1- B ()

p(O2[x) =1 (p(Bix)+p{O:]x)

donde Fy es la funcidn de disiribtcion (a priori) de 8.
Se sigue que los pérdidas esperadas para las hapdlesis son

= p(O: %)+ 2p(82 (X)
5p(8 | x) + #(0: | x)
75 (80 | x) + 5p (0 | ).

1

i

2

I

Por lo lanto la pieza serd clasificada dentro de la operdn que tenga la menor pérdida esprrada.
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Otro caso de interés consiste en probar Hy : 8 = 8y conira Hy : 8 # 6y, donde € cs un parémetro de
Ia funcidn de imtensidad del Proceso Poisson. Esto introduce une dificultad téeniea si la distribucion
a priovi p(0) es continua, Hy nunca cs aceptada, ya que p(fy) = 0. Comninmente se hace uso de
algino de los siguientes procedimientos para atacar este problema.,

i) En vez de considerar Hy : 6 = 8o, se prucha la hipdlesis Hp : 8 € (fy — e,6h + ¢) donde € es una
constante pequedia mayor que cero, de modo que ol investigador pueda considerar ‘indistinguibles’
de #; a los clementos de oste intervalo. Existe o problema de que € no tiene una interpretacidn
probabilfstica, y por lo tanto no hay forma de dar una £ ‘dptima’ en algin sentido.

it) Se morlifica p {8), obienicndo asf una p* (@), del siguienie modo

si 6 =8y
p(’”{ (- 8)p(8) 51 8 # o,

donde (0 < & < 1. Es decir, se Io asigna une probabilidad o masa a 8, tratando on lo posible de
conservar la forma de la distribucidn o priom original. Esto es congruente con la idea bayesiana de
probabilidad, ya que, el hecho de plantear una prueba donde Hp : ¢ = &5 indica de mancra implicita
cierta creencia de que # on cfeclo toma ese valor.

Ejemplo 5.6.4 El gobicrno de la ciudad de Londres ha levado a cabo diversos esiudios pora deier-
mrmar 5 debe cambiar los crices peatonales Tipo ‘eebra’ (franjas pintadas en la carretera) por eruces
tipo ‘pelfeana’ {con semndfore). De acuerde a une investigacidn reciente, si el flujo de peafones se
comporia de acuerdn a un proceso Poisson estacionario, convicne realizar el cambio. Ezisten buenns
razanes para suponer que el fhyo de peatones se comporia de acuerdo o un proceso Poisson con fun-
cidn de infensided o {t) = 20t + X,

Es de interés probar Hy : 8 = 0 confra Hy : 0 > 0. Aceptar Hy equivele a aceptar que el proceso es
estacronario. Se observa el mimera de ocurrencias en (0,7], £ > 0.

La funewdn de verosimilitud es {ver Scecidn 4.1.8)

a2 4+ )™
n(x | 6) =~ oxp = (612 4 )] A
7
La distrbucidn a prori conpugade para 8 (hyo el supuesto que ) es especaficado) wene dada por
o) o exp [ = (M7} (022 + A8)7 eon 8 > 0, 7, 7¢ > 0. Por lo tanto la distrbucion e posteriori
e p{f | %) o e [—68(ry + 1)] (617 + MY 8i se asigna una probabilidad a priori de 1 al evento
{8 = 0}. enlonces la densidad a prior modificada s de la forma
s18 =0
() { p(f) a8£0.

L-:lh:x'..m—
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De este made, la verosimilitad valvade en los fpctesis cs

Ny
plx|@=10] o oxp{-A) ﬁ’\%

plx|0#£6) « /(;wp(xfﬂ)p(ﬂi'r)dﬂ

i

/: (8| x) K () df
= K.

donde K () es la constante normahizadora de p{f | x).
Por lo tanto las probabilidades a posteriori astqnadas o las hipdiests son

exp {—At) (?%f_,) Nt

y
P8 > 0] %) =1 - p0 = 0] x).

Se econsidera lo sigmente funcidn de pérdida

f=0]0>0]
[dyl O i
di] 1 ] 6

47

entances sord lomada la decisién correspondienie o jn allernativa con mayor probabilidad a pesteriori.
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§)
Comentarios finales

Para todos los planes de muesireo discutido on esta {esis, se observd que 1a fiuncian de verosimilitud
construida a pariir de observaciones de un proceso Poisson estacionario tenc la musma forma fun-
cional, salvo ciertas discrepancias en fos exponenirs. Estas diforencias estdn dadas por ol tamaiio de
mucstra., Esto explica porqué para ol enfoque de méxima verosimilitud se obtiene siempre la misma,
expresion para ef estimador prntual de la intensidad. Aquif s el tipo de muestres o que determina,
I distribucicn de dicho estimacor.

Tambitn log estimadores resultan similares si se adopta ol enfoque bayesiano, ya que toda inferencia
s basa cn Ia funcida de verosimilitud y en la distribucion a priord; particularmente cuando se adoptan
distribuciones a priort conjugadas. Sin embargo, las difcrencias entre las funciones de verosimilitud
pueden originar distribuciones de Jeflreys de formas distintas (Scecidn 5.2).

Para los plancs do muestreo basados on observar of miuncro de ocurrencins del proceso en una
coleceion finita de intervalos (de longitud fija o aleatoria), o desempefio dei estimador de méxima
verosimilitud en términos de error enadratico medio estd determinado por dos factores: ol primero s
el tamafio de muestra, os decir, ¢l mimero de subintervalos considerados en ¢l muestreo. El scgundo
g el cociente entre 1a intensidad del proceso entre 1a longitud de los tiempos de ohservacién {caso
deterministica}, o bion entre ¢l pardmetro de la distribneion oxponencial [Seccién 5.2.2). Un valor
pequetio para este cociente implica un aumento on fa probabilidad de registrar ocurrencias en los
tiempos de obscrvacicn.

Los algoritmos propuestos para mejorar el estimador méximo verosfmil en la Seceidn 4.5.3 cumplen
con s11 objeivo de forma percepiible, Esto se afirma en base al cstudio de simuiacion presentado en la
misma seceidi. El estimador corregido usandoe ol Algoritmo 4.5.3 resulto ser poco sensible a cambios
en ¢l walor de ¢ (el pardmetro de da disteibucién de los tiempos de observacion para la primera
etapa). Para distintos valores do los pardmetros, sc observe que los valores simulados presenéaban
poca variabilidad (repeticiones del mismo experimenio), v una velocidad de convergencia (simulando
i solo experimento, asmentands ol famafio de muesica) tal que Ia diferencia en valor absoluto entre
ol estimador ¥ el verdadero valor de la intensidad es practicamente despreciable {tomando como
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referencia Iz intensidad misma) a pariir de n = 50. Eslo sdlo iione relevancia prictica si la primera
etapa del algoritmo puede llovarse a cabo, es deeir, si s factible tomar un mimero arbitrariamente
grande de tiempos de obscrvacién con pardmctro &, antes de registrar Ia primera ocurrencia. Para
el estimador corregido usando el Algoritmo 4.5.5, los resultados son précticamente andlogos si se
ticne que A > ¢,. Conforme se hace awmentar A, el estimador corregido usando ¢l Algoritmo 4.5.5
se comporta de un modo mds semejante al cstimador maximo verosfmil.

El hecho de que [as distribuciones involucradas en los planecs de muestreo pertenecieran a la Familia
Exponencial facilito la demostracidn de ciertas propiedades de los estimadores,por ejicmplo: la com-
pletez y el céleulo de densidades conjugadas. Se tuvo ademds que las funciones de verosimilitud que
se analizaron cumplen con Ias condiciones de regularidad (diferenciabilidad) necesarias para emplear
resultados asinidticos.

Para los procesos ho estacionarios y compuestos, no siempre 8 claro como proveder; a menos de
que la funcién de verosmmilitud pueda expresarse como micmbro de la Familia Exponencial.



Apéndice A
Probabilidad

A1 Espacios v medidas de probabilidad

El primer objeto que se necesita on la definicidn de espacio de probabilidad es un conjunto, el cual
se denota con 2. Bl segundo objeto se presenta a continuacion.

Una, 77— dlgebra de subeonjuntos de £ ¢s una coleccion § de subconjuntos de €2 tal que tiene a @
como micmbro y os cerrada bajo complementacién y uniones numerables. $i se pide que la coleccion
s6lo soa cerrada para uniones finitas, lo que se obtiena s digebmn do subconjuntos de §2. Los conjuntos
que son elomentos de la o—dlgebra se les llama F—medibles, o solamente medibles si la o—digebra
csta especificada en ol contexto. Una o—élgebra & os menor que otra o—dlgebra §, si para todo
A € &, se ticne que A € F; también se dice que & os tna sub—o—dlgebra de §.

Unta mededa de probabilided P sobre una o—slgebra § de subconjuntos de © es uma funcidén gue
va de § al intervalo [0, 1] tal que P{2) =1y

Pr ( A,,,) = ‘Z): P {A..}
m=]

=]
* para cada sucesion de conjuntos ajenos por parejas {A,, € F: m € N}. Debido a esta propicdad,
se dice que P og conlablemente aditive Para A € §, P (A4) s la probabilidad de A.

Un espacie de probabiidad es una tercia {(§2, F,P), donde £ es un conjunto, § es una o—4algebra de
subeomjuntos de £2, v P os nna medida de probabilidad sobre §. Al conjunto §2 so le lama espacio
muecstral, y a sus micmbros sc les llama puntos muestrales A los micmbros de § se les denomina
evenios.

Un espacio medible cs un par (83, %), donde {2 es un conjunto v, § es una o—4lgebra de subconjuntos
de 2. Sean (1, F) v (¥, ®) espacios medibles. Una funcidn medible de (€, F) a (¥, ®) es una funcién
X 18 — ¥ tal que X~1{D) € §F para todo 7 € &. Cuando una medida de probabilidad P se
encucntra asociada al espacio medible (£2,F). de modo que (82, §,P) es un espacio de probabilidad, &
X sele Hama varrable cleatoria de (SL,F,P) a (9,¢5).

8

[
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Fsta terminologia tiende a acortarse. Por cjemplo, st las o—dlgebras § y @ v la medida de prob-
abilidad P s¢ sobreentjenden del contexto, se dice que X cs una varizble alcatoria de 2 a ¥, o
simplemente que X es una variable aleatoria que toma valores en 2,

Un espacio medible de interés os (RE,B (R¥)), donde B {RF) 5 la minima #—Algebra que contiene
a los conjuntos abicrtos de R a dicha o—4lgebra se In llama lo o—dlgebra de Borel de R, Para
estos casos se dird gite X loma valores en RF.

La medida de Lebesque de RF, es la medida definida sobre (R*,% (R¥)), tal que, a todo k—cubo

C= (a],bl] X (ag,bg} X .. X ((Ik,bk]

con o, < b, asigna cl valor
&
()= H(!’JJ - ).
1=1

Sca (¥, ®) un espacio medible. La medida de condar T sobre cste cspacio es uns medida dede por

T(A){ i’;(A) st A es finito

en caso contrario

para todo A € &.

Se dice que una medida pz es o~ finiie si existe una particién 4y, Az, . de @, tal que 2 (A;) < oo,
para todo 7.

Sea X una funcién X < £2 — R. La minima a—dlgebra de € que hace que X sea una variable
aleatoria, se Io conoce como [a o— dlgebra generade por X.

Sca (2, %.P) un espacio de probabilidad. Una proposicién H se cumple P— casi sequramende s
existe A € § tal que P(A) =0, y

{w e 1 : H no se cumple} C 4.

Esile concepto también se define para cspacios de medida.

A.2 Lemas de clases monétonas

Sea € una clase de subconjuntos de clerto conjunto $2. La familia € es una ¢lase mondiona si:

8iA,Ay...e€eon A CAsiic],y A=UR A, entonces A .
i) Si Ay, Ag, . €€ con A4; DA, st g,y A=A, cntoneces A € D.

T signiente resultado reiaciona este concepto con ol de o—4lgebra.

Lema de Clases Monétonas. Sea §, un dlgebrn de conjuntos de D, y € una fumilia de subcon-
Juntos de © ial que es una clase mondtona. St € O §a, cnionces € mcluye a lo minime o—dlgebra
que contiene & Fo-

Sea © una clase de subconjuntos de 2. Se dice que D cs un sistema de Dynkin (D —sistema} si se
cumplen las siguicnies condiciones:
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pReD.

i) Si A, Be®, BC A, entonces A— B € D. Fs decir, D es cerradobajo diferencias.

i) §i Ay, Ag, . €D, eon A CA;sii< i,y A=U% A, colonces A€ D.

Se cienta con of signiente resultado:

Lema de Dynkin. Sea J una case de subcongunios de £, de modo que J es cerrado bajo inter-
secciones finitas. St D rs un D—sistema y D O 3, entonees D incluye a lo minima o~ dlyelre que
confzene a J.

A.3 Teorema de la Probabilidad Total

Sea {02, & P) un espacio de probabilidad y sean By, By, ..., B, elementos de ¥ tales que conforman
una particion de 2. Supéngase ademds que Pr{8.} > 0 para i € {1,2,...,n}, entonces para todo
A € §F se tiene que

eI
T

"
PriA} =3 Pr(Al BB,
3~

A4 Teoria de integracién

Sea g uns. funcién Borel-medibie, definida sobre (¥, 6. Sc dice que g es simple, si existen Ay, Ag, ..., Ag
en & tales queforman una particion de W, y = € A, implica g{z) = g, donde 3 # ¥ sir 5 7. Se
considera ahora una fincién simple g, definida sobre na espacio de medida (¥, 8, 1), La infegrel de
Lebesgue div g rospecto & ¢ se define como

k

/ gt = 3 i ()

2]

i esta smna os finita: de no ser ast, se dice que la integral no emste.

Se pucde demostrar que toda funcidn Borel-medible no negatava g sobre (¥, &, g} pricde expresarse
come o} ¥mite puntual {ji—casi segtiramente) de vna sucesién monGtona creciente de funciones simples
no negativas {f; 0 7 € N} La integral de Lebesgue de g respocto e se define como

]gd;.t, = sup { [h.;d,(;} ,
N L.

Si esgie supremo s finito. Sc dice entonees que g es p—micgrable.
Sea ¢ una funcién Borel-medible, Se tiene ane g = ¢! — g7, donde

gt =wmax{l,g) y g =max(0,-g}.

Si g’ ¥ g~ son p—integrables, la integrad de g wespecio a g ose define como:

fgd,u: [g'*n’,u - [ggd,u.



154 Apéndice A. Probabilidad

Ta Mmegral de Lebesgue posar las signientes propicdades:

i) 8i [ gdp existe y ¢ € R, cntonces [ egdyr existe, y os igual & ¢ [ gdp.

1) 8§ g {w) > h(w) para todow € ¥, entonces [ gdp > [ hdy en cf sentido de que si [ hdp existe y
s mayor a —oo, entonces [ gdp existe y [ gdp > [ hdp; s [ gdp existe y os menor a +o00, entonces
[ hdp existe y [ gdp = [ hdp. Por tanto, si ambas integrales existen [ gdu > [ hdy, sin importar 5§
sélo unia, 0 Ningunsg sea finita.

i) Si [ hepr existe, entonces | [ Rdp| < [ {R]dp

iv) Si [ hdy existe, entonces [, hdp == [ Lahdp también existe, para tode A € @.

Un aspecto wuy 1iti] de Ja Integral de Lebesgue es, que bajo ciertas condiciones, es posible ‘inter-
cambiar’ el simbolo de lfmite con el de integral. A continnacion se enuncian los teoremas bésicos de
convergeneia de integrales.

Teorema de Convergencia MondStona. Sea [k; 1 € N} 1ma sucesidn creciente do funciones
Borel modibles no negativas. y sea B (w) = liMn_.o b (0), w € T. Entonces [ hodp — [ hdp.

Lema de Fatou. Sean {f, 1 ¢ € N} y f funciones Borel medibles. Si f, = f para toda n, donde
[ fdu > ~oc, entonces

lim inf /f,,d,u > / (lim inffn) dp.

T (0

Teorema de Convergencia Dominada. Si {f; 11 € N} y g son Borel medibles, |7, < g pama
loda 7, donde g o p—integrable, v f,, (W) — f(w), paratodaw € ¥\ 4, con 4 € & 3y u{4d) =D,
entonces 1 os p—intograble v [ f.dpr = [ fdpe

Sea (¥, &, ;1) un cspacio de medida, ¥ sea 7 un mimero real con p > 1. Fl conjunto de las fimeiones
Borel-medibles f 1ales que

Jiran <o

so denota con £7 (I, &, ). Este conjunio fiene muchas propicdades imoportantes. En particular, se
trata de un espacio vectorial normado y compleio; donde

151, = ([ 7 duf

defline a la normza.

A5 Funcién de Distribucidn

Sea X una variable alcatoria que toma valores en R La funcidn de distribucién de X, se dencta con
Fx y estd dada por

Fy{r)=Tri{X <z} para {odo ¢ € R.
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Toda funcién de distribueion F os ereciente {a < b implica que F{a) < F (b)) y continua por la
derecha (lim,_,; F (x) = F (z5)).

Una medida de Lebesgue-Sticltjes sobre U os 1ina medida p dofinida sobre (BB (R)) tal que
# (1) < oo para todo Infiervalo avotade . Exisie wa correspondencia uno a uno entre medides de
Lebesgue-Stieitjes y funciones de distribucion.

Sea X una variable aleatoria. Una vatiable aleatoria X es lnmada discreta, si existen {o; € R4 € IN}
tales que Pr{X =0} = 4 >0y U0 0. = L 8 X ostal que Fy o8 continua en todo R, se dice
entonees que X os una variable aleatoria condinua.

A6  Independencia

Sea { A, Az, ..., A.} una familia de eventos. Se dice que dichos cvenfos son independientes, si para
toda subfamilia {Ae,, A, .-, Ak}, (m <0, se tiene que

Pr{Ae N AL, . A} = T[] PriA).

=1

Sea { X1, Xy, ..., X, } una familia de variables aleatoriag, dichas variables son independienies, si pata
toda subfamilia { Xi,, X, .-, Xi, } 8¢ cumple que

bidd
Pr{Xi, <&, Xip <@gy 0y Xeo € %} = [[ Pr{Xe, <z},
=1

para todo {z;, 23, ..., zm) € B™

A.7 Funciones de densidad y de masa

Teorema de Radon-Nikodym. Sean Py y P medidas o— finslas sobre {§1, %), con P absolutamente
continua respecto a Po; es deewr Po(Ey = U implica P {E) = 0 para todo E € F. También se dice
que B estd dominada por Py, Entonces existe f € LV{0,F, Po) tal que

P(E) = [P P

A dicha [ se le conoce come la dervada de Rodon-Nikedym de P respecto o Py,

Una variable aleatoria Y ticne una fincion de densidad de probabilidad, si existe una funcitn
Borel-medible, fy : R —[0,00) tal que

Pr(YEB)z/fy(u)(lzz BeB(R).
Ji
Esto ocurre en particular cuando ¥ es continua, Fn términos del Teorema de Radon-Nikodym, 1a

medida de Lobesgue-Sticlties aseciada a 1a variable aleatoria Y, tiene densidad fy relativa ala medida
de Lebesgue.
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La funcidn de densidad es 11til para calcular probahilidades. Se tiene que
B

Pr(X € {a,b)) = f fx{t)dt, para todo x € R.
@

para variables aleatorias continuas. En el case discroio
px () =Pr{X =z} rxeR,

aqui a la densidad se le conoce tambien como la funeidn de masa de X.

A.8 Media y Varianza

Si X rs una variable aleatoria definida en (§3. %, P). la csperanza de X sc define como
EX]= / XAp

hajo el supuesto do que Ia integral existe, Entonces F[X] os Ia Integral de una funcién Berel medible
X respecto a una medida de probabilidad P, por lo tanto las resultados de Teorfa de Integracién
pucden aplicarse.

Como casos particulares, se Liene que

E(X]= Y mpx (z,)

s1.% diserota con puntos de masa £y, @, . T,

B ;:f:zfx(m)dz

st X es continua con fimeion de densidad fx.

A.8 Probabilidad conjunta y marginal
La ley de probabilidad confunia de dos variables aleatorias Y y Z sc define como
Pryz (1) == Pr{(¥, 2) € T},

la cual es una funcién Pryy @ [ = B(R} x B(R) — [0, 1]. Equivalentemente, la funcidn de
distribucion confunte de ¥ v Z cs

Frzlye)=Pri{Y <y, 2 <2},
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Y v Z poscen una funcidn de densidad conjunta, fy .z, si

/;fy‘z {v)du

/ / by (o0 fyz (1o, 0) dudo.
Intr

donde 1} (u, 7} e5 1 funcién indicadorn spropiada 51 Y, Z pertencoen & £2, su covarianza s

WY - EIYDN(Z ~ E[Z])]
E[yZ] - kY| E[Z].

i

Pr{{v,2) €T}

i

1

rou (Y, Z}

f

Si dos variables aleatorias ¥ y Z, son independientes

ElYZ] = B[V £(Z)

war ¥ + Z] = var ¥} -+ var [Z].

Sin embaxgo, ¢l reclproco no se cumple.
Las densidades marginales de wma funcidn de denswdad conjunta fy,z cstan dadas por

d 2 Ly ) do

F ) [R Fro ta0)

fa{z) = /‘fy,z(u,'u)du.
Jr

Una distribucién marginal para vartables aloatorias discretas es obtenida de modo similar, sélo que
ahora se efectia una suma. 31 Y y Z son independientos

Fyz (o 2) = Iy (y) Fz (2,
v, si ambas densidades existen, se tiene que

frzp )= fz(2).

A.10 Convoluciones

Para dos variables aleatorias independientes, ¥ v Z, Ia distribucién de susuma, S =Y + Z| cstd
dada por la convelucidn

if

frizly+z) ./nf'r (& —u) fz (u)du

f Sy () fr {s — w} de.
R

i

La comwolucidn es conmutativa y asociativa.
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A.11 Esperanza y probabilidad condicional

Sea X una variable aleatoria definida en {§2,%,P), con E (| X]) < 0o y sca & una sub—eo--4lgebra de
% Sedice que Y = E[X | ®] s la esperanza condicional de X dado & si:

i}V o5 —medible y E{JY]} < co.
i} f, XdP = [, YdP para todo B € & .

La csperanza condicional posee las siguicntes propiodades.

1) §i X = c entonces E[X | ®]=¢,
i) X > 0 implica E{X | ®! >0,
il1) El operador esperanza es lincal, es decir

BlaX, 45X, | 6] = al X, | 8] +0E[X; | 8],

iv) X, < Xp entonces Z1X, 6] < E{Xy | 8],
v} Para una sucesion mondtona 0 £ X, € Xpago n € {1,2,..} sc tienc que

E[iin;Xn I@} = lim E{X. | 6],

donde estas afirmaciones se cumplen con P—casi scguramente.

La varianze condicional de Y dado X = x se define como
varVIX =q]=EY? | X=2]-(EY | X = z))?.

Sea (2,F,P) un espacio de probabilidad y sean 4 y B clementos de §, con Pr{B} > 0. La
probobrfidad condirional de A dado £ sc donota con Pr {4 | B}, y se define como
Pri{AnB)
Pr{A|B} = nz="".
Scan X y V variables aleatorias discretas con funcidn de masa conjunta py,y (£, y). La funcidn de
masa condicional de X dado ¥, se denota con pxy {- ] -). ¥ estd dada por

ZSRCI)]

Xy (I$ y) = oy {71')

si py {y) > 0, donde py ¢s la funcién de masa marginal de Y, y queda indefinida s py () = 0.

Estas ideas puede peneralizarse usando ol concepto de esperanza condicional.

Sca (Q, F,P) un cspacio de probabilidad, y ® una sub—o—dlgebra de §. Sc toma A € § fjo. Existe
una funcidén G—medible Pr (A4 | &), Namada la probabilidad condicional de A dada @, tal que

PHC A A) :/Pr(A | &) dPp.
[
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Esta funcién es tinica P—casi scguramente. ¥ de hecko
Pr{A|®)=E{isl®).

B} definir & Ia probabitidad condicional de esta forma permite, entre otras cosas. calenlar proba-
bilidades del tipo

Pr{(d4jY =y

donde A € § v Y es una variable aleatoria continua definida en {§2, FP). Un caso particular de
intorés o= ol de las funciones de densidod condicional.

Sean X v Y variables aleatorias continuas con funcion de densidad conjunta fx,y (2, 3)- La funcidn
de densidad condicional de X dado Y, se denota com fxp (- |-}, v esté dada por

P (T,0) = j.”‘f;“((:_;g)’i}

si fv (4} > 0, donde fy o3 la funcidn de densidad marginal de Y, y queda indefinida si fy (y) = 0.

Se cuenta con las siguientes identidades:

Sea (X, Y) una vector aleatorio dos-dimensional, y g (¢, -) una funcion medible de dos variables. La
esperanza condictonal de g (X, Y) dado [ X = ¢}, sc denota con Eg (X,Y) ) X = ), y viene dada
por

Elg(X.Y) | X =] = / A

o -oxa

si {X,Y) son conjuniamente continuas; y

E[g (X, Y) l X = 1"} = Zg (fa y;)pY{X (erx))

si (X, Y} son conjuntamente discretas, donde Ia suma sc toma sobre todos los posibles valores do
Y.

A.12 La Regla de Bayes

Sea (82, F,P) un espacio de probabilidad y sean By £3a, .., B, clomentos de § teles que conforman
una particion de £, y sea A © 3. Se tione entonees que

s FrA ] B Pr(B)
PE{B1 i'/i> - E;‘:I [’1’(/‘ I B;)PI“(BJ)’

donde ¢ &€ {1,2....}. A esta identidad se le conoce como la Regla de Bayes.
Esto puede generalizarse de la siguiente manera.
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Sean ¥ ¥ Z on funcién de densidad conjunta estrictamente positiva sobre R?, se tiene que

frizly, 2y = é_’j%%{)}

Jav (2.9} fv (W)
fazy 7
entonces
Sz zy o fr () Jare (2,9) -

Donde la constante de normalizacién, la cual ostd en funcién de y, estd determinada por

[ fY!Z ('il. ZJ du = 1.
4

A.13 Teorfa Limite

A.18.1 Tipos de Convergencia
Convergencia casi segura: Y, — V casi seguramenie, casi donde sea, o con probabilidad 1, st
prlim¥e=y}=1
=0

Convergencia en £: Y, = Y en £ si cada Y, pericnece a €7 y Y pertencce a £7
yrp ¥

lim E{Y, — Y]] =0.

T OO

Tambi¢n es Nlamacda convergenera en r—media.
Convergencia en probabilidad: ¥;, — Y en probabihidad si, para toda € > 0,

?}LrgePr(i}il —~Yi>e)=0.
Convergencia en distribucidn: Esta pucde expresarse de diversas {ormas
Jim Pe (¥, € 6) = Pr(Y <33,
o cquivalentemente
lim E[h(Ya)] = Eh (Y],

N0
para cnalquicr funcion & {-) contima, acotada y que tome valores on los reales.
Estos tipos de convergencia se relacionan de Jas sipuientes formas:
(1o—=Yemsg = (o—=Yenlj r>szx1
Yo=Y en &) = (¥Y,—Y cnprobabilidad} »>1
(Y, — Y casi sopuramente) = (¥, — Y en probabilidad)
(Yo — Y en probabilidad) = (¥, — ¥ on distribucién)

v de ninguna otra mas Entonces, todos los ofros tipes de convergencia implican convergencia en

distribucién.
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A.18.2 Leyes Asintdticas

Los siguicntes resultados son ampliamente conocidos y pueden consultarse ent muchos textos de
probabilidad elemental.

Leyes de grandes nimeros. Sean Y7, Yy, ... sariebles aleaforias independientes e wdénticamente
distribuidas con E(|Y*]) <oy 8y = Vi + Yo+ .. + Y\, Bntonces, la Ley Fuerle de los Grandes
Nimeras rs

hm 2= EVl casi seguramente,
n-soc 7

5 BY?] < oo, la conuergencia es en £2. Si la convergencia es solo en probabilidad, se tiene ln
Ley Débil de los Grandes Nimaros.

Teorema central del Hmite. Sean ¥1,Ys, ... variebles alestories ind con EN] =090 <o =
va'r}Yk] < g, Sn = Y1 + Yg + ... Yn, ¥

Entonces, para y € R, conforme n — oo, 8% converge en dustmbucidn q una N (0,1) :

1 v uz
im Pr{&; <) = \/;/ exp [—5} du.

n—oo 27 J oo

Teorema de Slutsky. Sea {X,, Y.}, n € {1,2,...} una sucesidn de pares de variables aleatorias.

Enfonces:

a) St X, — X en dwstribucidn y Y. — 0 en probabihdad = XY, — 0 en probabilidad,

B) §& X, — X en distribueidn y Yo, — ¢ en probabilided = X, + Y, = X 46, X, Y,, ~+ cX y
Kol Yo — X/e en distribucion.

A. 14 Funcién Generatriz de Momentos
La funcidn gencratriz de momenios de una variable aleaforia ¥, o8 la fimecidn my : B — R tal que
my (u) = & [c“y]

Es la transformada de Laplace de Ta smedida de probabilidad v existe solamente s1 Y € £7 para
toda 7. La i—ésima derivada de my (v} con respecto a ¥ es

my) wy=£E [Y’ "Y]
ertonees

mg) {0 = ¥ i-}”]
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es decir, of i—ésimo momenio de Y.
51 Yy Z son variables aleatorias independiontes

My 4z {4) = my () mz {u),

= decir, es posible expresar Ja funcién generatriz de X +Y co t6rminos de las funciones generatrices
de X y V.

A.15  Funcidn Caracterfstica

Sea ¢ 1ma medida finita sobre B (R). La funcidn caracferistica de p es la funcion py : R — C dada
por

wy () = [ i () 7 € R.
JRr

Entonces ft es la transformada de Fourier de . Si F es una funcién de distribucién correspondiente
a p, csto puede expresarse como

oy () o= f AP (z),
R

y st dice que £ es I funcidn caracterfstica de £ (0 de ¥, 51 ¥ es la variable aleatoria con funcidn
de distribucion 7).

Las funciones caracterfsticas son berramicntas titiles en o estudio de sumas de variables aleatorias
independientes, debido al sigiiente resultado.

Teorema A.15.1 Sean Xi, Xq,..., X, variadles aleatorias independientes, y sea S, = Xy +Xo+...+
Xa. La funcién caracteristica de S5, es el producto de las funciones caracterfsticas de las X..

El resultado anterior permnite calcular la funcidn caractorfstica de S, conociendo sélo la distribucién
individual de las X,%s. De hecho, una ver que la funcién caracteristica es conocida, la funcién de
distribucidn estd totalmente determinada.

Teorema A.15.2 Sean [y ¥ % dos medidas de probabiidad definidas sobre B (R). 8

/- A {x) = [ e Tdn, (1) pore fodauw € R,
IR i

entonices Iy = 1.
Las functones caractorfsticas posen las siguientes propicdades clomentales.

Teorema A.15.3 Ses ¢ la funcidn caracleristica de una varable eleatoria findia con distribucidres
F. Entonces

1) fip ()] < 0 (0).
) h es continua en R.
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#ir) @{—u) = (u), el conjugadn complego de .

w) §i [, |l dF (z) < oo pare elgin entero positwo v, entonces la r—dsima derivada de ¢ existe y
5 condinmn en K. Se fiene ademds

& () = /R(?:n}r e dF {z).
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Apéndice B
Inferencia Paramétrica

B.1 La Familia Exponencial

Muchos de los modelos comiinmente nsados on estadfstica estdn basados en distribuciones de proba-

bilidad que ticnen eiertas caracteristicas on comin. Estas pueden agruparse en familias. Una familia

de especial interfs es la Famiba Ezponencial, 1 cual contiene a la mayorfa de las distribuciones

usuales en estadistica, y posee propiedades que facilitan ciertas manipulaciones de tipo matemstico.
Se requieren dos conceptos provies.

El domunio € del vector de pardmetros, es aquel conjunto de valores para el cual ia constante
normalizadora {se derota con o (8)) de 1a funcitn de densidad, es cstrictamente positiva,

Bl soparte ¥ de la distribucién os el conjunto de valores observables y para los cuales la funcidn
de densidad oz positiva para, todos los valores posibles del pardmetro,

Cualquier funcidn de densidad que pueda expresarse como una funcidn no negativa de la forma

fo(y) = ag (A} 1o () '@

se dice quae liene la Represeniacidn Frponencial. Aqui @ € 6 ¢s el vector de pardmetros &—dimensional
que indexa a la distribucidén y y € ¥ os un valor fijo. u observade de una variable aleatoria Y, donde
#{(y) y to{#) son Mnciones tales que pueden calcularse a partir de los datos, se dice que dichas
funciones son estadfsticas. Finalmente ao (#) os una constante normalizadors.

Claramente los miembros de la Familia Exponencial no sicmpre cstdn expresados en términes del
pardmetro 8. Cuando esto si ocurre, se le lama la parametrizacion natural o candnica de la familia
indexada por el pardmetro y la estadfstica, £(y) cs llamada la estadistica natural o candnica. La
familia, en &f misma, cs llamada una Familia Lineal Exponencial si t (y} = y.

Si0 &0y ay{0) =1, entonces

ary _ aq {8) 71,

ah
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A eslo se le llama Ja representaciin estdndar de la lamilia exponencial. El dominio del pardmetroe
es

0= {ao_] 6) = ./fﬂ (u) 21 < OO},

mientras el soportc de la familia o5

T:{T:g%>(}, parat‘odogee}.

El dominio del pardmetro cs un subconjunto de la cerradura del casco convexo del suporte de
la estadfstica canénica correspondionte. El dominio del pardmetro candnico es convexo, v a P se le
llama liene. 8i P os llenn y © o5 abierto, se dice entonces que P es regular. Cualquier familia lena
con soporte finito cs regular porque 6 = RE.

Se dice que upna familia de distribuciones de probahilidad es completa si para toda estadfstica
T (y) e £ tal que [T {¥)dF () =0 para todo 0§ £ 8, se tiene que T'(y) = 9 para tode § & 9. Para
la Famnilia Exponencial, st int& C @, cs decir, sf 6 no Licne puntos frontera, la familia es complota.

B.2 B!l modelo estadistico paramétrico

Deda la formulacion de un problema, se propone uno o més confuntos de posibles modelos que puadan
ayudar & cxplicar el mecanismo que origina las observaciones. Esto representa cierto conocimiento
tedrico previo acorca del fondmeno que so csté estudiando. Este paso requiere ia colaboracidn cnire
el estadfstico y los investigadores que formularon ol probiema. Una vez hecho esto, se observa una
muestra de 1no o més valores y, de la variable aleatoria Y.

Este conjunto de modelos pueden representarse como un modelo estadfstico paramétrico (¥, P, ¥),
donde

V es ol espacio muestral.
P o= ia familia de modelos { Py 1 € ¥} .
¥ es ol espocio paramelral que indexa estos modelos.

En muchas situaciones se consideran simplificaciones adicionales. Por cjemplo, ¢l conjunto de posi-
bles modelos puede contener una dnica forma funcional.

Cuando las observaciones han sido obtenidas, sc proeede a formular proposiciones respecto a que
miombros de P resultan sor los mas razonables para deseribir ol fendrmenoc en cuestién, Los problemas
de inforencia tratados on esta tesis estdn dentro del sipiiente case: Dads I forma funcional del modelo,
determinar un conjunto de valores plausibles para el pardmetro.

B.3  Verosimilitud

La verosimilitud de un modclo es la probabilidad de los datos observados dado dicho modelo. Se
trata de una funcién cuyo argumento cs clerto vector de pardmetros. Dicha funcidn es tal que provee
una medida comparativa entre varias distribuciones respecto a que tan bicn pueden predecir las
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observaciones que ya tuvieron lugar. Es una medida que apoya de manera relativa a unos modelos
sobre otros, a pesar del hecho do que, on realidad las obscrvaciones no haysn sidoe generadas por
alguno de ellos.

La idea de cantidades obscrvables implica una unidad finita de medicién. La probabilidad de
observar un punto g sicmpre eoro; entonces las probabilidades deben cstar en funcidn do dicha
tmidad.

Fn general, Ia probabilidad del vector de valores observados y, de la variable aleatoria ¥, cstd
dado por la distrbucién de probabilidad conjunta

Pry (g <V £ Y2050 Wi < Yo € tan)-

Aquf del valor observade y, de la variable aleatoria, sélo puede decirse que cae en of intervalo g <
¥ < ta, de una unidad de longitud. Si las observaciones son independientes, se tiene que

Pry (10 < Y1 S Yoty o lin < Ya < 3on)

= HPI‘@ {yl‘i <Y < 3,/2,1)
r==1
n

= H[FY; (?!2,?) - Fy, (!h,:}]-

=1

La funcién de verogimilitud para este conjunto de observaciones, es la funcidn del pardmetro
definida por

Ly Pro (s < V1<t tin < Yo < tm),

es decir, estd definida salvo por una constante de proporcionalidad.
Para ¢l case de variables aleatorias independientes y con funcién de densidad f, la verosimititud
pucde escribirse como

n

N Fo () e

2=l VHLE

Y
Lw [e 4
1
Debido a que osta funcidn puede ser mmy compleja desde el punto de vista analitico, es muy fecuente
usar la aproximacién

Ly o H Fo (.} A

=1

A csto se le conoce como la aproximacidn por densidad de la funcion de verosimilitud.

Una funcién de verosimilititd os incapaz de proveer afirinaciones absolutas sobre la validez de los
moddlos candidatos, pero permite Hevar s cabo comparaciones velativag entre cllos. Se considerard
¢l cago mdés simple, con sélo dos modelos posibles. Para ¢l conjunto de datos observadoe ¥y, las com-
paraciones sélo pueden realizarse tomando cn cnenta Ia probabilidad de y dado cada modelo. En
esta comparacion, cualquier evenio irrclovante F, independiente de ¥, no debe ser tomado en cuenta.
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Dcbhido a que dicho evento es independiente, Is probabilidad conjunta os Pr (£} Pr{y; ). Para qu
dicha informacion relevanic desaparezca, debe tomarse el coclente de las probabilidades entre ambo
madelos. Dentro de este contexto, cualquicr comparacidn entre dos modelos Iy, v £, con distinto
valores fijos para el mismo vector de pardmetros, deben basarse cn un coclente de verosimilitudes

Ly, ()
L:fv, 62

LR (¢, ¢ Y} =

con 1,9, € T,
Fl modelo mids factible dentro de 1a familia paraméirica indexada por 1, para los datos observados
estd dada por

% = arg lsup Ly (.V)]
vew

osto os, aquel valor de b que hace a las observaciones més probables, para la familia de modelo:
dada. El vector de pardmetros correspondiente, ol cual se denota con 1, se lo lama ol cstimado
mdzimo verosfmil.

Es muy comun trabajar con el logaritme de a funcién de verosimilitud. A csta funcidn se le conoc
come la Jog-verosimilitud. y se denota con ;.

El vector gradiantc de primeras derivadas parciales de la funcién log-verosimilitud con respecto a
vector de parametros, con componentes

Oy (¥)
ah”?

Uy (Biy) =

es amado la funcion de score o vector de score.
El score es importante para el cileulo de estimadores méximo verosfmiles. Entonces, [as ecuaciones
de score, tambien Namadas ecuaciones de veresimilital. se definen coma

Us (y) = 0.

Su solucién conduce (bajo ciertas condiciones de regularidad) a estimadores mdximo verosmiles.

La hmcitn de verosimilitud es nsada para comparar modelos. La curvatura del logaritmo de dichs
funcidn en un punte pormite visualizar que taoto varfa la plausibilidad de ese valor del parfmetzc
Tespecto a valores muy cercanos.. El negativo de la matriz Hessiana de la log-veresimilitud tiene
elemen{os

T

A esta matriz se le llama la informacidn observada de Fisher, y se denota con Jy (3).
Al valor esperado de J,

Fd) = E{ly (v)]

se le llama la informacién esperade de Fisher
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B.4 Suficiencia

Muchas veces resulta conveniente resurmnir la informacion conlenida en la muestra Y mediante una
funcion de dicha muestra, una estadfstica T (Y). Po: simplicidad, se supondrs que el tamano de
muestra no s aleatorio, sing que, por of plan de muestren, estd fijo en . Por razones practicas, se
busca que T (YY) sea de menor dimension que Y este provee de clerto tipo de reduccion de jos datos.

Entonces, enalquier estadistica 77 fal que {a distribucion condicional de Y dado ¢ o3 la misma para
todo {Py : 9 & O}, sin importar que valor £ haya sido observado, se dice que o8 suficienfe para 1,
dada In familia paraméirica de modeles [Py 2 42 € B} Se dice que una estadfstion T e suficiente
manimal, si es suficiente ¥ cualquicr estadfstica de menor dimension resuifa no ser suficiente

Las estadisticas suficientes poscen ciertas caracterfsticas importantes.

i) 81 T es suficionte, también lo serd toda transformacién biyectiva de T'.

ii} 8t T es suficiente minimal, so trata necestrtamente de una funcidn de cuslquier otrs estadistica
suficienie.

ili} Si in estadfstica 7" ca suficiente, entonces Pr{Y €A | T =1}, con A € §, no depende de 5, con
probahilidad 1.

El siguicnle resultado permite enconirar estadfsticas suficientes a partir de la funcion de verosimib-
it

Lema de Factorizacién de Neyman-Fisher, UUna condicidn necesaria y suficiente pera que T
sea una esiadistica suficiente para o en la farniha {Py @ 4 € O} o5 que la funcién de verosimilitud
pueda expresarse como el producto

Ly (v) = Gu{(T(¥y) Hy)

para todo ¢ € O, donde el primer focior depende de y solo a través de T y el segundo foctor no
depende de .

B.5 Pruebas de hipétesis

B.5.1  FElcaso general

Supéngase que se tiene una familia paraetrizada de modelos {7y : 1 € ¥} y que se ha formulado
unia hipdlesis H acerca dol modelo o del conjunto de modelos que han generado las ohservaciones.
Tales hipdtesis deben sor especificadas antes de observar los datos; debe ser claro que hipétesis
formuladas a partir de los datos rara ves serdn rechazadas,

Supéngase ashora que {Py 1 ¢ € ¥} cs ol conjunto doe todos los modelos posibles que se este con-
siderando. Una lapdtesis nwla Wy C ¥ es un subconjunto de modelos de especial interés y el cual estd
bajo prueba; esto se denota con Hp. Como su nombre sugiore, usualmente s especificada haciendo
algunos pardmetros iguales a cero. La hipdtesis albernativa, denotada con Hy, la cusl es de hecho
Uy = W\ ¥, ¢sto o3, ¢l conjunto complementario de modelos.

Una hipdtesis € os Hamada simple st especifica por completo al modelo, es decir que ¥, contienc un
tinico micrbroe y que la probabilidad de cualquier evento posible puede sor calcuiado. De otra forma
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se dice que la hipétesis s compuesin. Usualmente Jag hipdtesis compuestas especificen el modelo
completamente excepto por los valores de algunos de los pardmetros desconocidos.

Una hip6tesis ¥, es cierte si ol modelo 7 correcto para describir el mecanismo que genera las
ohservaciones estd contenido en ella {7 € ;).

El objetivo de una prueba de hiptesis consiste en definir si um conjunto de observaciones dado
basta para rechazar la hipétesis nula; debido a que, s probabilidad de que dichas observaciones
hayan tenido lugar dado cualquier elemento de dicha hipotesis nula sea muy beja. De esta forma,
una pritcha de hipétesis se encuentra definida por un conjunto de regiones criticas )y, e el espacio
muestral tales gue

NPriYell=a para todo o

i) Vo © Vo si < Oy,

Entonces, para alguna a, con 1 < e < 1, Vs 05 o conpunto de puntos en ¢l cspacio mucstral tales
que, de ser observadoes, se tormarfan como evidencia para contradecir Hy al nivel de significancia o.
Esto se hace mediante 1a construccisn de una estadfstice de pruebe T, de la siguiente forma

{¥ €Y.} siysolosi {T(¥) € Ga},

donde Gy os cicrto subconjunto de R, A Y, sc Je lama una regidén critica de tamnafio «. Comiinmente
habra muchas dc estas rogiones, ya que la region crftica dependerd de la estadistica de prueba que
se esté considerando.

Una prucha de hipétesis T al nivel de significancia «v osté compuesta por una pareja (Y, T)-

Si se rechaza Hy cuando os cierta, se dice que se ha cometido un error tino 1, si por otra parte, no
sc rochaza Hy enando csta es [alsa, se dice que se ha cometido un errer fips J1. El famafie del ervor
tipo I (TI) e dofine como la probabilidad de cometer un error de tipo I (11).

Sca T una prucha para la hipdlesis nula Hy. La funcidn potencia de la prucha T, denotada por
7r, 5¢ define como

7+ {¥) Pry {Y €¥,}

Pry {T(Y) € G,},
es decir, 7y () es Ia probabilidad de que Hy sea rochazada cuando el verdadero modelo es Py.

Sea T una prucha para la hipétesis Hy : v € Ty donde Vg © V. El {amadio de lo prueha T pera
Hy viene dado por supcq, [7+ (3)] .

Se dice que una prusha T* para Hp @ o = g contra Fy @ ¢ = ¥, os una pricba uniformemente
mas potente (PUMP) de tamafio v (0 < @ < 1} si cumple

§) T {hp) =

i) e (4,) = 7 {3} para cualquier otra prueba tal que mr () < o-

It

El siguiente resultado muestra como cnoontrar la PUMP cuando s tiene que la hiptesis nula y
alternativa son simples.

Lema de Neyman-Pearson. Sca X, Xy, ..., X, una muestra aleatoria de une distribuerdn Fy,
donde ¥ pertenece a {¥g, 1}, v € {0, 1), Agur Ly, 7 € {0, 1} denote a lo verosimilitud para cada
yalor del pardmetro. Sea k* una constante positiva y Y, un subconjunio del espacie muestral ial que

Pru”n {(X11X2a --an) € ycz} =,
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¥
= ) L‘f’o *
A= LR (g %) = <k
Ly,

si v sdlo s {71,502, ..., Tn) € Va.
Sea Hy: @ =i, v My s 4h = 3. Bnfonces la prucba T* que corresponde a rechazar Ho sty sélo
si (21,29, .. 7) € Vo csla PUMP de tomatio o para Ho oy = g y Hytop = 4.

7.8.2 Teoria asinidica

Supengase gue la distribucion de las vatiables aleatorias observables {Yr, Ve, ... ¥, } dopende de cjerio
vector de pardmetros desconocidos. En ¢l caso més simple, esto se reduce s un pardmetro ¥ con valores
en R y ol problema de probar Ia hipétesis H @ ¢ = 1, contra las altornativas X : 4 > ;.

Supténgase que H es rechazada cuando cietta estadistica de prueba T, = T{Y1, Y3, .., ¥3) toma un
valor muy grande. Esto se expresa como T, = G donde G, estd determinada por

Pry {Th 2 Go} = (B.1

Aquf @ es ¢l nivel de significancia predeterminado que controla la probabilidad de rechazar a la
hipdtesis cuando osta sca verdadera.

St considera ahora of problems ¥ obtener un valor aproximado para Gy, cuando n es grande. Con
este propésito se sustituye (B.1) por fa condicion mds débil que representa un nivel asintdtico « , o
cual satisface

Pry {0 2 Gul — o, cuando 7 — co. (8.2}
TEn muchas ocasiones, se ticne
Vi, — ) — N (0,07 (1)) en distribucién,
de modo que

v
7 ()
HI lade derecho de Ia Expresion (B3 2} fenderd a o st se cumple

VA
;(”J’:)S (Gn =t} = Za,

(T, — ) = N0 1) en distribucién.

donde
1~ ®(z.) = v

Aqui ® es la funcidn de distribucion para una N (0.1). La prueba que se deriva de la condicién
T, > Gy lendra entonces nivel asintético o, si

bal 2 i
Go=1y+ ({‘{1{%)" +r)(7ﬁ_) ,
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¥ en particular cuando

Jn

Gr =1+

Para este valor critico, Ia prucha puede frasearse de la siguicnte forma

ﬁ(Tn - d}()} s

EEY R RS

B.6 Trorfa de estimacion insesgada

Un estimador puntual os 1n 1ipo cspecial de estadistica T, la enal se espera tome valores corcanos al
verdadero valor del pardmietro desconoeido . Aquf es conveniente distingir entre el estimador como
fincidn aleatoria T v su valor obsorvado, la estimacion puntual T () . A continuacién se mencionan
algunos atributos usados para calificar un estimador.

Sesgo. Supdngase que T os una cstadistica que va a ser usada como un estimador puntual para
ciario pardmeiro o Entonces o) sesgo da T se define como BT — ¢ . 81 of sesgo o5 coro, se dice que
el estimador os insesgado.

Error cuadratico medio. Bl crror cuadrdtico medio de una estadfstica T, usada como un es-
timador de 4 s E [(T - 1/1)2]. Es desesble que dicho crror sea pequefio. Un criterio para valuar
estimadores puninales consiste en preferit a aquellos cuyo error cuadratico medio sea menor. El re-
stringirse a la clase de estimadores inscsgados simplifica enormemente la tarea de minimizar osta
CSPOTANZA.

Consistencia. Un cstimmador T cs débilmente consistente si converge en probabilidad al verdadero
valor del parametro . Es deeir se toma una sucesién de estadfsticas {7, : n € N}con Ja misma forma
funcional, donde o] n—ésimo clemento es calculadn a partir de una muestra de tamafio n. Se dice que
1n estimador os fuerfemente consistente s la convergencia os ©asi segura.

Normalidad asintética. Un estimador consistente T' de 4 es asintéticamentc normal st

Vi (T = ) — N (0.2 () en distribucidn.

Los signicntos resultados tienen por objeto cncontrar al estimador insesgado con menor error
cuadr&tico medio.

Cota inferior de Cramér-Rao. {/m estimador T. tienc varianza minima st cleanza lo Cola
Inferior de Cramér-Rao:

TIGT‘(T} 2 ‘——F(E)*—‘

[@m] ?
AP |

F )
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La igualdad se alcanza st y s6lo si el estimador es una funcidn lineal del score.

Teorema de Raoc-Blackwell. Sea X1, Xo,..., Xp uno muestrg eleatoria de una distribucidn Iy,
y sea § una estadistica suficiente para tb. Sea T un estrnador insesgado de 7 (). Se define T como
T = E{T | §]. Entonces

i) T' es una estadistica y es una funcidn de S.

i) By (T'] =7 (¥).

i) vary [T < varg [T] para toda , y vary, {1} < vary [T} para algin ¢, o menos que

Pr{l =T} =1

Teorema de Lehmann-Scheffé. Sea X;, Xy, ..., X, una muesire aleatoria de una distribucion
Fy, 4 sea S una estadistica suficiente y complete para . Si T" es una funcion de S, y edemds es
un estimador msesgade de 7 {aff), entonces T* es el estimador de 7 (¥} con minima verunza, estc
pora fode i € ©.

B.7 Tesultado de normalidad asintética para estimadores

El siguiente teorema garantiza que, bajo clertas condiciones de regularidad, el estimador méximo
veros{tnil es asintticamente normal.

Teorema de normalidad asintética. See X una warighle aleatorie con densidad fy con respecto
& una medida o~ finita 2, donde i pertencce a un infervalo no degenerado de la rocte real. En el
caso de que X sea discrota, fy denota a su funcién de masa. Se hacen log siguientes supucstos.

Supuesto 1.-Lus derivades tn £/, 2 1n f4/60° v 8 In 4 /0" existen, para cast toda = con-
tenida en un micrvalp A tol que el verdadero valor del pardmetro 1, € A

Supuesto 2.-En el punto ¥,

2
n, [P oo g, [TRIT] g

Bupuesto 3.-Parg toda 1 € A,

P ln
1 St < M), Fy M ()} < K

donde K no depende de 3.

Sean Ty, Ty, ....Tn n observaciones independienies y scan

Hym) = Y Infy ()
a Ofp (x) /00
adj’ Z fv" ('Ez) |

it
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Entonces:
Sea { t’;’;n -m € N ¢ una sucesion de maices para la conacidn de verosimihiud. tal que es consistenie

pare ¥, y los supuestos 1-3 verdaderos, se sigue que

13t

e {(%’Ln - U'fn) F o) — 3

-0 con probabilidad 1 (B.3)
vtk
i le destribucidn asmidtica de Jn (arﬂ - ’f"o) es N{0,1/5 ().

B.8 Intervalos de confianza

Un niervalo de confienza al [ — o (o € {0,1}) para el pardmetro 4% es una pareja de estadisticas
(T3, Ty} tal que

Prp(MEyxTy)=1~« parntodoy € V.

Estas estadisticas no estén determinadas de manera tinica para un o fijo. Es comun clegir el intervalo
mds angosto, el cual, gencralmente estd basado en la funcidn de verosimilitud.

Una cantided pivotal (Fisher, 1941} es una funcidn de una estadistica suficiente y de un pardmetro
1, de modo que su distribucién no depende del pardmetro. En general sélo existe para variables
aleatorias continuas (a menos que ol pardmetro sea discreto) y debe ser una funcién mondétona de
¥ para casi toda observacién y. Las cantidades pivotales facilitan la construccién de intervalos de
conhanza.

Un intervalo asintdtico pare ¢ al mivel 1 — o se define como las sucesiones de estadisticas

{(T,l,ﬂs T2,n nE N}}
tales que
Prol{Tin €< Thn} —1—a  cuando r — oo,

para todao ¢,
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sobre la Teorfa Bayesiana

C.1  Generalidades

La Teorfa Bayesiana ofrece una metodologfa para abordar probletnas de inferencia. Dicha teotfa se
basa en dos principios:

.- Se interprota & fa probabilidad como una caracterfstica subjetiva. En €l sentido de que la
probabilidad de un evento est4, determinada por [as creencias del investigador respecto & la propensicn
gue tiene este de ocurrir,

2.- Los problemas de inferencia son tratados con las herramientas que proporciona la Teoria de las
Decisiones.

El adoptar la idea de probabilidad subjefiva permite al investigador hacer proposiciones de tipo
probabilfstico acerca de cualguier pardmetro descanocido @, es decir, 1a afirmacion Pr{8 € A} = o (A
pertenece a cierta o—sluebra definida sobre el espacio parametral 9, « € {0, 1]} siempre tiene sentido
en rste csguerna. De esta forma se pucde proponer una densidad p (6) que sintetice la informacion
disponible respecto a 6. Debido a que Ia asignacién de probabilidades depende del conocimicnto del
fendmenon, la flegada de nueva informacién gue love s modificar fas creencias sobre ¢, implicarfa
cambios en las probabilidades antes mencionadas Dicha actualizacion se Heva & cabo mediante el
Teorema de Bayes {ver Ash]

p(@]1) = _‘.fi(?}]’,(fﬂ)*_,
jggr (#)plr|0)dd

doncle 8 representa al conjunto de todos los valores de @ que el investigador considera factibies. A
p(#) se le conoce romo densidad e prier, micnitas que a p (9| 2} se le lama densidad ¢ posteriori.
Estos términos son relativos al conjunto de datos = gue se esté considerando. p{z | 8) es la funcidn
de vernsimiliiud asoctada al experimento.

Una vez obtenida la densidad o posterinri p(# | 2}, el illimo paso del Método Baycesiano consiste
en derivar de ella conclusiones razonables respecto a 8. Es decir, enalquier afirmacién que se haga de

f debe Lasarse en caracterfsticas de p(f { 2},
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Para que dicho proceso se realice de manera dptima, Ia Teorfa Bayestana. frafa a todo problemons
inferencia respecto a 8 como un probiema de decisidn en presencia de incerfidumbre [ver Berna—
v Smith]. Un problema de decisién en presencia de ncertidumbre es una ostructura de la for—
{D, E,u) donde D es el conjunto de opciones, el cual debe ser exhaustivo, es decir, que agote to=
las posibilidades que puedan, en principio, parecer razonables. A cada d € D le corresponde
escepario { E,, o 1 B, 7 € A}, (A on conjunto de indices) donde las { E;,4 € A} conforman un dlgebrm
de conjuntes, los cuales sc identifican con los posibles estados de la naturaleza, {a | E.}, correspor—
a la consecuencia de haber tomado la opeién d, dado gue E, es €l verdadero estado. Sobre {F;,1 €
se define una medida de prebabilidad, que de hecho sera p (8). Para poder comparar consecuenci
v en base a ello formmiar decisiones, se define o que se denomina una funcién de utilidad. u cs e
funcion de utilidad para el decisor particular. 83 « es la atilidad, ! = —u s una posible funcidn
péndida asociada al problemn de degisidn.

Las relaciones entre k probabilidad subjetiva v la Teorfa de las decisiones quedan establecic
en los llamados Amiomas de coherencia [ver Bernardo]. Esto origina una teorfa mateméticamer
consistente.

C.2 Estimacion

Un criterio muy empleado en estadistica para encontrar cstimadores Sptimos consiste en consider
Iz ¢lase de estimadores insesgados para el pardmetro, v luego buscar al elemento de dicha clase qr
posea minima varianza. Esto se hace con el fin de minimizar el error cuadréasico medio. El errs
cuadritico medio de un estimador es 12 esperanza de la diferencia al cuadrado del estimador respecl
al verdadero valor del pardmetro. De acuerdo con la Teorfa de Estimacidn Insesgada, el promedio e
fomado respecto a la distribucion del estimador.

Para ia inferencia Bayesiana, # es una variable zleatoria, por lo tanto tiene sentido promediar .
error cuadratico con respecto a la densidad a posteriori de 8. Se tiene qne

El(r-6iz] Bz - E@|z)+ E{# | z)
- 27E(0 |2+ B[F* | 1]

{r—EB|z]} +varlf|z].

I

Se sigue ¢ue ol estimador 7 que minimiza el ertor cuadréiico medio (respectoa z) s v = Eif | =

No existe testriccion alguna que muponga el wso del error cuadrético medio como funcidn d
distancia entre @ ¥ 7. Puede usarse el crror absoluto |r — 6] o alguns otra funcién. Pars este enfoqu
la eleccién de una estimacion 7 es vista comn una decision acerca del error en el que se ha de incurri
Dicha eleccidn depende de la forma que se elija para penalizar las distintes magnitudes del ervor
El error cnadréitico medio indica de forma implfcita que los errores grandes son més graves de |
quc serfan si se tomara ol error absoluio, Dada cualquier funcion {(7 — &) de pérdida, es posib)
encontrar un estimador (ue minimice la pérdide esperada posterior E{l{r —8) | zl. Este serd
estimador bayesiano.
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2.3 Anslisis conjugado

En general la integral f, p(8) p (2 | #) 46 no es facit de caleular, y por consiguiente p (¢ | ©} tampoco
o cs. Por ejemplo, sl X ~ N (#,0%) y § lienc distribueion Cauchy con vector de pardmetros {e, ),
sntonces p (8 | =) s6lo pucde cvaluarse numéricarente. Existe la preocupecion de encontrar distribu-
siones o prior para ias cuales la distribucion a posterior: sor Ficil de oblener. Estas son las llamadas
distribuciones conjugedas.

Familia Conjugada. Sea F una clase de funciones de densidad p{zx | 0) (indexada por 8). Una
clase P de distribuciones o priort se dice que es una familia conjugade para F, si p(8 | z) esld en
la clase de P para toda observacién z y p e P.

Para una clase de densidades F, una familia de conjugadas puede encontrarse frecuentemente
examinando las funciones de verosimilitud Ly (#) = p(z | 8), y eligiendo como familia conjugada la
clase de distribuciones que tengan la misma forma funcional que dichas funciones de verosimilitud.
A una densidad ¢ prieri obtenida de esta forma sc le conoce como a prior conjugede natural.

El siguiente resultado permite obtener de manera sencilla, densidades a priori conjugadas para
una gran variedad de densidades.

Andlisis conjugado para la Familia Exponencial. St X = (X}, X,, ..., X,,) es una muestra
aleatorin de una distribucion que pertenece a lo Familia Frponencial, de modo que

E

p(x|8) =] /()]s (8)exp {st,, @) ke (zJ)}
Fe=1

i=1 F=1

enlonces lo familic conjugada para 8 € © < IB¥ es de la forma

p(O17) =KD g ()] exp {quﬁ, @) ”':} , #e®

=1

donde 7 es tal gue K (7) = [5lg ()] exp {EL] cd, () T,;} dé < oo,

La demostracion de este resultado puode revisarse en [Bernardo y Smithj.

C.4 Distribuciones a priori no informativas

Algunos estadfsticos se muestran escéplicos respecto al uso de informacién a priors. Un argumento
muy usado por ellos en su contra es gue debido a su naturaleza subjetiva, puede alterar o minimizar
evidencia importante contenida en los datos. Por lo tanto afirman que [a informacién a priori no
debe usarse en nn contexto cientffico. Fl coneepto de distribuciones o prieri no informativas surge
como un infento de reconciliar estos argumentos con el punto de vista Bayesiano.

Tn un principio, las distribuciones uniformes fueron propuestas para representar sititaciones donde
muy poca o ninguna informacidn se encuenira disponible, o bien, aunque exigta, se decida no emplear-
Ia. Entonces, una distribucién p{#) cc c con & € A C IR indica gue, con la informacién disponible,
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ninguno de los clementos de A os preferible 2 Jos otros. El adoptar esta idea condnce a cierta
dificultades. La primera s gue p{f) no es propiamente una densidad st A es no acotado, ya qu
L, p(8)df == 00, lo cual contradice las reglas bésicas de la probabilidad. Ademds, st ¢ = ¢(9) e
una transformacién uno a uno de & y si 8 se distribiye uniformemente, entonces por el Teorema &
Cambio de Variable [ver Bartle], la densidad de ¢ os
df df

|3

la cual os constante solamente on el caso que ¢ cste definida por una transformacién lineal. Sis
embargo, los mismos supiestos que Hevan a definir p () < ¢, conducen & afirmar que p{@) < ¢, k
cual contradice la Wiima deduceidn,

Para realizar inferencias, se trabaja unicamente con la distribucion a posteriori, por lo que s
debe exigir gue esta sca una densidad, aunque la e priord resulte no serlo. Bajo este eriterio, e que
T L P{9)df = oo pierde importancia frente al hecho de que efectivamente pueda analizarse p (8} x)
donde z denota al conjunto de observaciones.

La clase de distribuciones a preorm no informativas propucsta por Jeffreys os invariante (respeci
a transformaciones uno s une}, pero en muchos casos conduce a densidades impropias.

p{¢) =p(6{e)

Densidad & priori de Jeffreys. Se considern une observacion X con funcion de densida
p{r | ). La distrnbucidn a prieri no infermative de Jeffreys tiene densidad dade por

p@I@)E,  feo
Fn el caso multivariadoe. lo densidad esta dada por

p(8) o [det ] (8Y)%

Este tipo de distribuciones se discuten con detalle en [Migén y Gamerman].

(.5 (Criterio de informacién

Se ticne el siguiente escenario: De acuerdo al conocimicnto del investigador, los modclos razonable
para describir ol fendmeno pertenceen a cierla familia F, que invelucra varias formas funcionales
de mode que la dimonsion & de {a caracterfstica de interés # puede variar entre miembros de est:
familia. Entonces se elige f € F tal que maximiza

AIC = Criterio de informacidn de Akaike = Inp (y | 9) — k.

Aqut & denota al estimador maximo vercsfmil, ¥ k ¢s una penalizacién sobre la dimensién de
pardmctro.
Fste criterio es diseitido en [Loonard].
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1.6 FEstimacién por intervalo

3 resumir la distribucién e posteriort mediante su media, moda u otra medida similar no siempre ¢s
uficiente pars hacer inferencias sobre ¢l parfmetro de interés . Una caracterfstica de la distribucién
¢ posteriori que restlta ser de mucha utilidad os la region donde se acomula Ia mayor parte de
a probabilidad final, cs decir donde so encuentran lox valores mds orefbles de 8. Para hacer osto,
se definen 1os conceptos de intervalos crefbles v de reones de mayor densidad posterior (highest
nesterior densily regions).

Los intorvalos crefbles son obtenidos directamente de la distribucién final. Con un intervalo crefble
¢ hace refercncia directa a la probabilidad posterior de que 8 se encuentre en cicrto intervalo,
soudicionada a la informacitn a priori y a los dates.,

Regién Crefble. Sea p(0 | 2} lo denswdad o posleriori y O el espacio parametral sobre el cual se
esté trabmondo, Se dice gue A es un mtervalo crefble (puede hablorse fambién de regidn crefble) al

1—ysi

N
/p(o’[:rm(:—_:ih'y.
Ja

Sin embargo, para una probabilidad de I ~ v, con v € 0,1}, pueden existir muchos intervalos
crefbles para una misma distribucién posterior. Por lo cual es necesario considerar un subconjunto
de O ‘6ptimo’ en algtin sentido.

Se busca un conjunto tal que:

i) Para un nivel de probabilidad 1 - v dado, tenga menor longitud posible, v

i) Contenga valores del pardmetro gue scen mds plausibles que cualquier valor que se encuontre
afuera del mismo.

{Es posible calcular regiones que posean ambas propicdades? Afortunadamente la respuesta. os si,
v se puede demostrar [ver O'Hagan), que ambos atributos son equivalentes.

108 bayesianos llaman a dichos conjuntos regiones de magor densided posterior. Se caracterizan
por estar delimitadas por curvas de nivel de Ja distribucion final.

Region de mayor densidad posterior. Sea p(# | z) la densidad a posteriori y © el espacio
parametral. Se dice que A es una reqon de mayor densidad posterior al 1 — v 3 cumple:
D [p@lx}df=1--~.
@Hplyyla)zp(de)n)  si deldyypeB\A
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Apéndice D
Guifa de instrucciones de S-PLUS

El paguete S-PLUS permite claborar programas mediante un lenguaje estructurado, ef cual es muy
similar a Botland C. En dicho lenguaje las variables son vectores o matrices de caracteres o de
mimeros reaks. S-PLUS cuenta aderuds con 1n modo gréafico.

A contimaacidn se presenta una lista de las instrucciones empleadas en los programas desarrollados
en egta tesis. Despuds de cada definicidn se presenta la sintaxis correspondiente.

En este lenguaje, in i—ésima entrada de wn vector « so denota con zji],

abs.- Tiene por argumento un vector de milineros reales, su salida ¢s un vector cuyas componentes

son los valores absolntos de las componentes del vector original.
sintazis

abs (X)
eremo

abs {e{—3.6,~7})
regresa
{3,6,7)

chind.- Tiene por argumentos un conjunto de vectores. Construye una matriz que tiene por colum-
nns dichos vectores {respeta el arden).
sintaxis

cbind (1‘—[ ' _;Yz, oy Xl'c)
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cpemplo
cbind (c(-3,6,-7).¢(2,2,2))
regresa
-3 2
G 2
-7 2
cumsum.- Su arpumeonto ¢s un veetor, regresa un vector cuyas companentes son las sumas aco-

muladas de las componentes del argumento.
sintazis
cumsum (X)

ejemnplo
cumsum {¢{—3, 6. —7))
regrosa
(-3,3,-4)
for.- Se trata de un control de ciclo, realiza un conjunto de instrucciones mientras cierto fdice

varfa en un range determinado.

siniaris
for (fndice in primer valorditimo velor)
{mnstrucciones}
ejemplio
for (f in 1:4)
{rli} < -3}
regresa
r=(1,2.3.4)
if.- Lleva a cabo instrucciones st la proposicion légica gue le sirve como argumento es verdadera.
sinlaris
if (proposicidn ldgica)
{instrucciones}
cjemple
y o< =0
1f (£ == 4)
{y <-1}
Tegresa

yz{o siz £ 4

1 sir=4
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length.- Esta foncidn tiene por argumento un vector y da como salida un entero que es la dimonsion
de dicho vector.
sentaxis

length (X)
ciemplo

length (c(—3,6, 7))
Tegrosa
3

lines.- Supcrpone una grafica de tipe 1’sobre una. grdfica yo existente. Requicre Ia misma sinbaxis
que plot.

pch.- Argumento auxiliar de plot. Modifics ¢ caracter desplegado en cada punto del gréfico.

plot.- Tiene por argumentos dos vectores {u,v) y crea upa grifica, cuyos puntos son de 1z forma
{(us},vli]), » y v deben ser de la misma dimension

sintacis

plot (X, Y}

points.- Superpone una grifica de tipo ‘p’sobre una grifica ya existente. Requicre la misma
sintaxiz que plet.

seq.- Crea un vector do mimeras reales o entoros, se pueden especificar los Imites que se descen
para las componcntes del vector, asf como la longitud del mismo

sanlars

seq (...}
ejemplo
seq(5) Togresa, (1,2,3,4,5)

seq(0,1,.01) Tegress {0, 1, 02,...,1)
seq{ — 3, 3, length =100) rogress 100 valores en (~3,3)

sort.- Tiene por argumento un voctor ¥ regresa un vector cuyas entradas son las del argumento
on arden ascendonte,
siniaais

sort (X)
arernplo

sott (¢(—3,6, -0
TegIesa,
(—7,-3,6)
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rep.- Se trata de una funcidn con dos argumentos. Crea un vector donde todoes los compe
tienen ¢l mismo valor.

sintaris
rep(y, k)
ejemplo
length (01,5)
Tegresa

{.01,.01,.01,.01, .01)

rexp.~ Gonera un vector aleatoric donde cada componente provigne de una distribucion E:
sintaris

rexp (n, beta)
rgamma.- (Genera un vector aleatorio donde cada componente proviene de una distri
Gamn (o, 7).
smiaris

tgamma (1, al f e, beta)

rpois.- Genera un vector aleatoric donde cada componente proviene de una distribucién P
sintoxis

rpois (n,lambda)

runif.- Genera un vector aleatorio donde cada componente proviene de una. distribucién G
sinlaris

runif (m, @, b)

type.~ Argumento auxiliar de plot. Se usa para especificar algunas modalidades para grafis
stntams

instruccidn | tipe de gré fico

type=‘p’ | puntas

type="1’ se interpola mediante una curva suave
type="h’ puatos con ifneas al Gjc x j

while.- Se trata de un control de ciclo, evalia una proposicidn lgica y llova a cabo cies
strucciones mientras dicha proposicién sea verdadera.
sintazts
while (proposicién ldgrea)
{instrucciones}
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eiemplo
i < 1

¥y < ~7ep(0,5)
while (i <= 4}

{wli} < -1

P —i4 1}

regresa

y::! 0 sic#d
P I oslo=4

xlab, ylab.- Esios argumentos auxiliares de plet permiten colocar rétulos en los gjes (XY ro-

spectivamente) de un grifico.
xdim, ylim.- Esios argumentos anxiliares de plot permiten conirolar los lfmites de los ejes (X,¥

respectivamente) de un grifico.
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