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Ei i'rortr;o Pnissoii a i.;tn modclo tliatcn~At,ico pain fenhn~enm carnrtcrianrlos por ohjetos dispnrstos 
dc mancra alcat,oria m im contin~lo. Cnda objct,o cs rcprncnt,ado de forma ide8liaada en el modelo 
cnmo on porito, alya i~bicacihn en cirtto s p r i o  (por ejemplo R1) sc idcntifica con la pasici6n del 
ol)jt:to. F,s com~in rcferirsc a riichos plmt,as como 'oriwrencias' dnl proccso. 
El Procmo Poisson posc2 mirdras propicdntla qzzr justifican sn papel central en la tporia de procrsos 
rstm:Rst,icns: dichas propic<l;ules se hasan en ciertos s~ipimtas de indcpen~icncin. Rkto se disai1.e o n  
dctallc en el Capltnlo 2. 
F ~ t a  trais rstil e~.nfoc,ula m F a r ,  mndida a aqnellus procesos t,alrs que rl  wpacio donde 10s puntos 
onlrrcn es rl conjnnt.o de Ins niin~crw reales no ncgativm. Aunqiie no haya raa6n de t,ipo matctn8tim 
para ello, sc refcriid a diclio mpacio como 'ticmpo', ya qils 1s fnndmencs temporoln predominan en 
miidim crrniprn ~ i r  nplicacihn. El ?,st,?idio dci Procm~ t'oissoo en In. rccto real pr~rnit,e nr~aliaar mi~cllss 
propicrindrs nt,ribuidas a versiones mis generals dr estc proccso. Sin emhnrgo, prorcsm tales mnio 
10s Procrsm Poison no estacionasins (Srcci6n 3:3.1), g Ice Procesos Poisson Comp~:rstce (Secr.iOn 
3 3.2) ain rlc int,crCs ttxnto r,n cl nsprcto t,ruIrico rr,rno mi el (lr rnotlelari6n. 
La implemer~lacirin riel Pmcao Poisson ( y  de sus generalimciones) como modelo matemAt,ico es im 
procmo quc constn dn w i n s  etapas. Fato irlicia c~lamio, hashndosr cn kieas propins del cnmpo de 
nplicnci6n, el invtk=tig,zdor propnni? ol Proctxo Poisson corno modelo para rlncrihir a1 ohjcto do nt.11- 
din. F>ii cxtc coritexto, y bajo el siipiiesto dc que se tienr im lnorfrlo raxonahle, el investigador sh.4 
cap"" fie ~1r.terrninar q i~e  prcrliccionn poede lievar a cnbo sohre lm evmtos que Bl considere p~~rrinn 
orc~rrir. &ta form~rlnn'irn rs rl dniro naso tal qnr n l a  haqario totolrnente cn la TeorLa de Prohabil- 
i<lad. Sin emhargo, cnn cl fin dr dmarroliar ci rnr>delo, el invstigador d~.hr sm capax [I?. inmrpornr 
irlformari6n provmicntr drl n~iinrio cxtcrior. Dr mtn m~mcra el niodclo podrir dmcribir lo qrle ya 11n 
sido otmnrvarlo Wmo lo q ~ i r  pt~erlrl ~~prrnd~:mc IIC d i ~ l ~ n s  olmcrmcion~. Eq en a t e  p~xl~to donde surge 
ia nrrrsi,lzd rle rmplmr t6cnicns dr inf~rcncin wtndlst,ica. 
Toda la tmrla dr  infcrcncin cstndfs1.ica emplmda en tcsis se dmmolla dentro del siguiente e.- 
crriario : el invtxtigndor ha con?irlm;rdo quc vierto fm61ileiio p~icde modtlwse n~rrlimte un procno 



viii 1. Introdocci6n 

Poisson o alama dr SILS gciimlizacionrs. dc tal manem que el con.iimto dr  modclm pmiblfs se 
redncido a m a  familia ~ I I P  priedr ser puamct,iizada. Se tratael problema de nt.imari6n ( puntus 
por int~rvnlo ) y el dn coirstruir prilcbns de hip6tmis pwambtricas p u a  rstm prormos. Lm pro1 
m;Ls dr infcrrncia son tipificadm de aalerdn n dos critcrios : tipo de procmo qua sc e s t R  ahscrvan, 
y plari dc imirsttm. Sc ~nticndr por plan dc inuwtrm a la elecci6n de cirrtas varial~lrs alcatoi 
relacionadas con rl procmo rn r.iicst,irln sohrc Ins orairs se hasard la inferencia. No sr disci1tir6 
validrz drl rnodrlo (pnlel,;~5 dr  bondad y ajustc). 

La trsis rst.6 rstrilr:tora(ia en cr~atro capitolos: 

El jxirnvr capiii~lo rs nna rrvisi6n de las propidarlrs b k i c a  dr las distrihurionrs de probabilidad 
volricrada5 m la rlcfinicidn J, rrstlltadm rrfercntts nl Proceso Poison y sus gmeralizario~is.Taznh 
se disc~lten Ins  distribncionm rclncionada con I n s  tfxilicns dc infcrencia pnrarn6trica aplicadas a 
chos procrsm. 

En el scg~nido capit1110 sr define a1 Proccso Poison Eqtacionario g sc disci~tcn sns propicdndm pr 
cipales, emtre las quc figrua la distribuci6n de lm tiempm ent,re omricncias. Sc prosmt,<m algul 
dc ins gn~rralizacinnm de d ido  prorrso, mto con don prop6sit.m : primero, podcr discutir mode 
con aplicaciones mRs rcdistas; y scgundo, accesar a cirrt,os rejultadm de tiPo analftim. Lns prom 
no mtacionarim y el Procex, Poisson Compucsto son eppucstcs de ac~~erdo a la primera motiwd 
mientras que cl P r o m o  Poisson Puntual a la segunda. hay unit discusi6n dedicada a catact,eri 
cionn del Procmo Poisson Piint,~zal y a r ~ s u l t d o s  relativm a la repmentaci6n del Proceso Pois! 
Compnesto o m o  'suma' de Proccsos Poisson Pnritnalcs. 

El tcrcrr rapfti~lo rst6 dedicado a problemas de inferencia del Procoso Poisson desdc el punto 
vista frrcuentista. St. calcnlan ~stimadorcs de m,kima vemaqimilitud para. este tipo de promay b 
disth~tm plans  de ~nurrt,rw. La parte central de ffit,e capitdo cx una disc~isirln sobrc el romp 
tmniento del ~stimador m&~imo verasimil dr la inten?idad del proceso, t,ommdo ~m nfi~nero fir 
dc tirmpm alpatorim de distrih11ri6n aponcncial. La rrlari6n entre el parhet,zo de la diqtribiir 
dc dichos ticmpos y la intensiclari drl promo rs cr~lcinl para el dexrnpciio dcl ostimador. El nc 
propone algoritmos que, bajn ciertx condicionm permiten aminoras a t e  inconwnienie. Se t ra  
nlginos nspcct.os d r  pruchas dr hip6tnis paxamCtricas para rstm procc-a. 

En el capi:.iilo cnntro s r  retr)rrlnii lm pro!~lcmas dc infcrrncia paramCt,rica t,rat,ndos en el capilllo a1 

rior, d ~ o r a  rlmdc cl pnnto dr vista hwsiano. En n t p  rnfoque sf soponc la mistencia de infomac 
a p n m i  o i i i i dn l  jx~r  p a r t r  drl invrrtipnrlor. Con cl proposito dc rrpreqcntar dicha iniorrnaci6n 
recilrre a1 Andllisis Conjugado y al Andisis dc Refaerrcia. En In sereinn ddicnda a pmrl~as dr hip- 
sis, se ilr~.trn como mtas pnrdcn scr iltilizada~ m problnna~ q~ ic  irnn11;cran tomn de decision-. 

La simrilaci6n por cornp~itatlnm n im rcrllno muy nliliaado para vis~ialiau (cn cicrt,o sentidc 
romport.anliento de los m<idclos ,,robahilkiicm. Sr trata adem& de ilnn hcrramirtlt a vxlima p a r  
rmolisi6n (lc problemac rst.arlisiiros, ya rjue hncc posihle wlorar el dneznpcilo rlc 10s estimarfor 
partir de mla persp~ctim cumplementasia a i ; ~  qae projlorcionan los rnultados anditicns. En 
tc%s se rxplornn ?.n~l>ns pn3ibilidadm. La implemwtacidi de 10s aIprit,mos de simidilci6n se lle 
caho 11snnt1o el pnqi~ctc S-PLUS. 



2 
Preliminares 

El Proceso Poisson debe st1 noinbre a la <list,ribrlci6n (la probabilidad propuesta por S. Poi%on en 
1837. Dichn <list,ribi1ci6n pstR prrsentc tanto ro  la vcrsidn nCis senciila dcl Proceso Poisson, como 
en Ins gen~~aiiz~ciones rlnfinidas en mpnrios nl)stractrs jver Kingman]. Por ot,ra parte, vasia? de 
10s Tmrernns irnportantn pass nice procrAsm irtvnlilr.mm otras distriblrcione? ~mi~ariadas coia~cidas. 
Drllido n cstas y otms iamncs, d r.studio dcl P r o m  Poisson prcsuponc conocirnicr~tos cn Tcorin 
Distril~ucior~al. 

En s t r  prilrlrr cnpft,1110 sc rrvisan algii~lus aspcct,os ~ R S ~ C O S  (10 las dist,ribocionm dr: prohahiii~iad 
~rlach~nn,it~ias con el Proccx) Poi%u>n y con t(!cnic;ls dc iiifcrencia param6t,rica. Se exponen Im rmdta- 
dm annllticos reqr~eridos on los sipl~ient,es cnpltr~los y las idrils intuitivas detr6s dr  cada distribuci6n. 

I,a Scccirirk 2.1 txtB rlrulicda n la Distribuddn Poisson. La Scccirh 2.2 se refiere o las dislribuciones 
ut,ili~.a<las para clcsrihir sitlia<:iones qne invo11a:ran tiernpos dc espera; se tratn de las Dktribucionec. 
Exponencinl, Gamma, GromCtrirn y Binomial Ncgatiua. Sr prescnt,a una breve disnlsi6h acerca de 
la Distribuci6n Uniforrnc (Sxci6n 2.31, y ot,ra mbrr la Normal (Srrri6n 2.4). En la SrccicSn 2.5 so 
~1111i1cinn n l g ~ i i ~ a  rrsi~lt,ari(x solxe mtndisticas clc onh~o. Sr incluyr ilna secci611 accrca de sim1ilaci6n 
de variables alcatorias (Sccci6n 2.6). 

hfrdiantc cl riso dr <iemplns, sr 1,rlsca ifmstr.~ conlo nlg~mns rlu rstas distribudones pucdcn c~sarse 
para resolver pr~blernas concretm, lo cud m im paso importante para entendcr el papel d d  Proceso 
Poisson como lierramicnta dc modelacih~. 

El material dc mte rapltulo f i iP tornado (1e jFeI1~1j. jdolmon y Kot.4, y [Feldrnan]. 



2 2. Prrliminarcs 

2.1 El Modelo Poisson 

Sen X ,  . X2, ..., X,, ~m conjunto de ensayos Bernoulli, todos con prohabilidad de Bxito p,. El niimero 
total <lc Cxitos tienn distriblici6n Bi (n,p,). Snp6ngasr que el expcrimcnt,o rs tal qnc 

lim n.p, = A, 
n-m 

mn X > 0. 
Es decir, el nlimcro rsperado dc Cxitas t,icnde a cierta wnstante positivu cunndo n crcce. Sea 

Y, !ma wiahle  alcatoria con dbtrih11ci6n Bi ( n , ~ , ) ,  entonccs 

k mirnt,ra~ n - cu, 4 1 y [I - p,]- - 1. Dehido a que j,, (s) = (1 - i)" - 6 ~mniformpmente 
para a~alqxlirr vccindarl compacta dc A, sc pudc  afirmar quc [l - ?In - cxp (- lim,,_, np,) = 

e.r, (-A) 
Por lo tant,o, para p prrjl~eria y n grande, sr ticne qnr 

dondr X = np. 
.4 paztii dc\J dc?nsrollo en scrir dn T;jylor de h (A)  = r* sc sigue ~ ; " = , e - ' $  = 1 

Definici6n 2.1.1. Sen X una i~orinble dentoria discrctn que t o m  u n l o x ~  en el conjunto & 10s 
ntimcma nniiimies. Sc dire qtic X tfcnr DLqlnbvddn Pnjsson con pnn5rnetm A. lo nial se denofn c a  
X - Poi (A), .si SIL f i~nc~dn de masa uicne do.do. par 

Es f6cil verific.~ quc: Si X tiem distrihuci6n Poi (A) cutonem 

E J X ]  = X Y Var [XI = X. 

. En la.. Figuras 2.1, 2.2 y 2.3 sc prcse~ltan gr4iicns de In funci6n de ma..a de la Distribucidn Poisson 
con X = 1,6 y .5 rrspcrt,ivarnente. 

Ln funci6n generetriz de momentm de ,inn variable nleatoria X con distribud6n Poi (A) viene 
dada por 

El ~lso de dirhn hincilin pcrn~ite dcmnstrar fAcilmcntc que la Distrib~iciSn Poissones una dis- 
trihuci6n repmdrrclim. Fk decir, si X y Y son w.riab1c.s alcatorias iildcpendients, con distribuci6n 
Poi (A) y Poi (ti) rrr^ptrtivnment.c. cntonc:fs X t Y ticnr distrihilci6n Poi (A t &). &to se rxplica 
cn cl sipdentr mrdtndo, rl cnal trata i.nnibi(:n cl caso de siunas infinitas, y da Ins  condicion~s para 
la cnnvcrgcncia dc didla siimn. 



2.1 El Modelo Poisson 3 

Paismnll) 



FIGURE 2.3 

Teorema 2.1.2 S m  (XI : j E N )  una mlccCi6n de variBh1e.s aleatorinlj indepen.dientes, donde Xj 
tiene diqtribuddn Poi (jc,) pnm cadn j .  Entonces S,  = z=, X, tiene d?.stribzlCibn Poi 

S i n  = xZl JL, converge, entoncea S = x:, Xj ronveye con pmbohilidnd 1, y S tiene di~tribticion 
Poi (0). Si  por o tm parte o d i v e ~ c .  errtonces S diverge m a  pmhnbrlidad 1. 

tirnc distrihucinn Poi (c"), donde 

.., = E 4- 
,=I 

E~to pude vcrse del hccho que la flmci6n generntriz de la suma de variahlej aleatorias independi- 
cntca es d pra~ii~rto dc las f iu~cionn generatrices dc 10s sumandm [ ~ e r  Ash] 
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Se ticnr? adcrnds qlic la ~:t~~ivt:rg~?ii~:ia dc ftmci<~ncs grnrma1.rices iniplica convergcncia cn distribllci6n. 
Ahora 

ronrspontlc a la f1mci0n gericradora cle monlcntm rlr: 111in variable alcatoria Poi (0). 
F?t,i~ iiltirna rxprrsi6n n:prcst:nl.a a ilnn F~n~cijlil gvr>(.iaclr,in s6lo cn ,:I cnso n i m. . 
En scgiiida sr  prrscntan alg~nns ap1icat:bnn r<~ncmlns para estc rnodclo prc~bahilista. 

Ejemplo 2.1.3 Stt.prin,qnar qrr a71 libm tiene 400 pd.!]irian 1, qr~e in prnbobibdnd de que 7~7i.n pll9in.n re 
e n a ~ c n f m  libre de e m n s  de zmy,rpsidn rc .l)S. E.? mzol~ablr ,suponer qtce el ntlmr?ro de oc?~mn,cins 
en piigmo.~ dijnmleq aon indcpmiii.mtes, de tai jo?mn q11.c cei n~im.r.m de p69ena.5 1 i . b ~ ~  dc e m m  en 
el bbro, el clinl ae mpmaentn con S4",, e t ~ n a  nn~iablc nlmlonn qtre fienr di~lnbi~cidn Bi (400, .98) . 
Sen lJ4ail = 400 - Snoo, el ntiniem dr prlginas qtle nrcesi2a coneccinnes . Entonces, at X fiene tLna 
distf-ibucidn Bi (400, .02) y Y se di,.ytribuye Poi (8) , ne f.t,cnc qar 

El sigiiicritr mliltndo sera dc ~itiiidad ai i~al,i;~r drl Pn'~.no Poisson Cornpurst,~. 

Teorema 2.1.4 Sen N imn oonoblr alealona cr>*,n <list7dz?rcidn Poi (A) y srn M imn ?randie nleatona 
tni qtic lo liislnbacf.6n condzcfonnl de iW dado N cs Ri (I\', [ I ) ,  mnfoncep 114 sr ritalnbn?,e Poi (Ap). 

Demostraci6n. Apiicando ci Trorrma dr Pmbnliilid;tci Total 



6 2. Prcliminnrm 

Simplifiranrlo nt,n ~lltima cqiprni6n, sc obticnr 

*pi - ( I  - P ) " - ~  
Pr {M = k) = c- -- ------Am 

k! wTh (n, - k)! 

(Wk [ ( I  - P) A l j  
= "-*-C A:! j !  

>=D 

- ( A d i  - e-*P- 
k! ' 

dondc A- E {O.1,2, ...) . 
La Dist,rihllci(m Poisson pcrlenece a la Familia Exponcncial (vrr ApCndicc). Ei pardrnctro nat.ura1 

es D = In(X), por lo tanto cl npacio paramClrira natural a R. 

2.2 Tiempos de espera 

Un invrxt,igador inicia la ohscmci6n dcl fcn6rneno que ntA tstlldiando en .nm inctante d c ~ i d  se 
denota con 0. Exisie .nm siiceso en especial que A1 dnea  otxervnr. Es de int,erk la longitud del lapso 
cntrc 0 y el instantc en q11c dicho a l m o  ocurre, a n t o  sc ie conoce como tiempo de e s p e n  

Al hablar dc 'tirmpo' s f  a t 3  ronsidcr?ranrIo cuaiqliicra dr  las siguicnt,e? pmihilidadn: 
Tiempo discreto.-El sisicma solamcntc p~icdc sisrir cambim m una cant,idad nrirncrahlc de 

ins ta~t .n  prcdrtcrminadm. 
Tiempo continuo.-Cuando se est,ahlccr una  hiycrciiln cntrc las 'in~tantrs' y ios pilntos dc R+. 
Esto n totnlmcntc inli~it,ivo, prrn no n nernasio int.n)<lnrir tcminolngia mAs complicada. En las 

siguirntm scwionn sc prcsentan algunac distrih~lcionn que sinen como modclos p,ua ticrnpm de 
e?t,rra. 

2.2.1 Lo O.?trihacidn Gwm6incn 

Definici6n 2.2.1 Sm X I . X ~ ,  ... fmn succsidn de ensoyos l3emo?~lli con p,obnhilidod de Pzito p > 0. 
Enlnnccs 

TI = in1 ( n  > 0 1 X,, = 1) 

cc ima 7~oriobic airntorin, go que {TI > k )  = { X I  = 0 ,  X2 = 0, .... X i  = 0) es vm evento. Se dicr: 
enfoncr.? qir  T, tirnr Distrih~rczdn. Geon~Ctricn con pan3?neim p, io c~rai sr denoin mn TI - Gco ( p )  . 

Eillonm la irincinn dr riistrib11ri6n dc Ti virnc dnda por 
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y SII 111ncidn dc lnasn c3 

fi; (n) = Pr  (7; = n) = FT~ (n) - fi;; (n - I) 
= [l - [I -pin = 7)jl - paran = 1,2, ... 

De forme. alternativa, la f11nci6n (Le mnsa [lc 71 1xiinL: cna~ntmrsc ohscrmx~do que el ew,nto 
{Z = n] ocurrc si g s61o si Ice primcrus n - I r:ns+yos son frarasos y el n-hino ensayn rs un 
Cxito. Ssto qacins n la indepmdcacia de los ens;,yos 

Tbdm lcs monn*tas de T, cristm~, cono I<, dcxnucst,rit r1 sigiiicntr nsgllmento. Sea a > 0 fija y s n  
A, = C>=, n" (I  - PI"-' . Se con4dcra la ra~rin r, do tCrrnirlus sua:sivca: 

Dcbr .srr clwo qnc r, - (1 - I,) < 1, pol. lo innto por r.1 Crit,wio de Convrrgencia del cocicnte de 
D'Alernbert jver Widder], se tiene que A, < oo. 

Sea Y ilnn vasiahle aleatoria con distrihucihn Geo (7,). Ent,ont:es la fimcihn generatriz de momcnt,os 
de Y PA: 

Dc dandr se concloyr que rny ( t )  = &->. La rrw<iii~ dc Y vicnc dada por 

&to se escrihc k: [Y] = i. Se pncde dcmost,rnr r j i~ r .  13 [Y2j = ?$!. con 10 cud Vor [Y] = $/ 



La Disi,rihiici6n Grmn6t,ricn poscr una propicdxi rom~in~ncntc conocida mmo PEnZidn de Mernnri4 
n t o  cs, si T t,icnr dist,rihnridn Geo (p), cnt.onccs 

&t,a propicdad caracteriza la Distribnci6n Gmmet,rica (entrc todas las distrihi~cioncs definidas 
sobrc lm enterm no negat,iws), de la misma fonna quc la propicdad correspondiente caracteriza a la 
Distribuci6 Exponcncial (ver Serci6n 2.2.3). 

La demostrm.6n s la siguient,e: A pnrtir de la exprai6n 

Ahorn bien 

S r  dcfinr 

Es clnro "tie 



Procrdiendo dr munrra in<lor.t,iva x! ~icrni~~st,ra ~ I I P  T tirnr ilistrit~ilci6n Geo ( p )  . 
En 18, F i ~ i r a  2.4 se prementa Ins hncidn clc masa mncspondier~te ii una distribiici6n Grombtrica 

cle pnsi(mct,ro -5. 

Ejemplo 2.2.2 E71 m a  d i ~ ~ ~ s l d n  de tzmdo..s dc 1i.n dodo ,vr.~to (hqo  el sapnesto de mdependencia) in 
pmbnhzlidnd de q ~ e  el primer c~,,o.tm sc O ~ S C ~ ~ J C  c71 /O ,*r.xta t i nda  eetd dadn por 

donde Y dcnotn rl n i i m m  dc ~,mes qrre no opnrec?d cl c i in fm anips de In primem vez e n  in q71e es 
obsenmdo. Ln prnba6lLidat de qfir se necesiten a1 mcnos seis tirndns para o b s e n , ~  7 0 2  cuntm 11iene 
&,lo, par 



Ln pmbnhilldod dr r/xe sr: V L ~ L C ~ G I ~ ? ~ .  n lo mm ciiiro inlenlos anlrs dc obtrner ?In cirnl,m etitn, dado por 

A vcr:cs rcsnita. ronvmicntc adoptas llnx dcfinid6n aJtwnnt,im. para la  Ditribuci6n GmmCtrica 
Sen Ti - T, - 1. Entoncrs Ti curnta 'el n6mr1o dc fmcasos ant.= dci primer exit,"' en una s11cni6n 
dc cnsayos Dmnoi~lli ron prohahilidad dc 6xito 7,. 

En s t r  caso 

La f11nci6n gcnrralria dc momaltos virne dnila por 

Sea {Xi : i t N }  una sncsi6n dc cnsayos Bcrnoi~lii <.on probabilidad dc &it,o p. i3 dc int,rrk d 
n~imcro dc cnsayns que se dehc 1lr.vas acaho con ci fin dc observar el k-kimo &xito, donde k cs lm 
r n t r ~ o  positive. Sc dm~otarh a mi.e tiempo dc mpcra ron Tk. Para quc {Tk = r )  con T > k, dchc 
ocurrir quc: 

i) IIasta rl t.icmpo r - 1  ha habido k - I (xitos. 
ii) El r-kimo ansayo 11n sido lin Cxito. 

Por lo tmto ,  la probnhilidad dc q ~ ~ c  {Tk = r} para una sucmi6n dc cnsaym Bernoulli con proha- 
hilidad d r  6xit.n p, vicnr dada por 

; (r k - i  - 1 ) 7 ~ c , . - k  

dnnrlr X t,icnc disfril>rrci6ir B i  ( r  - 1 , ~ ) .  

Definicidn 2.2.3 Se &re qvr iraa rrnrinlle nlrotorin d~iisctrin Tk iicne di.?hibi~ridn Bin.orni.02 Nqntara 
con imrhrnelms k ~ 2 ,  lo cirol sc den010 cn,,. E(k, p ) ,  si .-a filncidn de mmn mene dndn por 
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Si Y cs una mrial,lc nlmtori;i ron distrih~icicin nT (1;. 7,). cnt.nnccs 

sirmpre ~ ~ I I C  ve' < 1. 
Dm- I^ r^-r" 1. L.--:i- . , .,, ,,,,." ,, LIIIIL.L.211 &V,S:W ,tt.riz <ic 1 ~ 0 t i x : ~ t w  dr .r. virnc daria pur 

(C'TJ) 
X 

m y  ( t )  - 
( I  - q c ~ ) ~ '  

Dcbido a c l r ~  la firncidrl gcncratria rlc la sum;, 11i: mrinblcs alcat,oria? iridcpen0icnt.cs n cl prnrhlcto 
de la? hlncionrs generntricm rlr 10s snmandos, ("(a apkrldin:) sr pucdc concluir lo sigoicntc: 

i) Si X y Y sou vmial>i~s aleatorias indrpmdil'ntw y r:on dist,rihuridn i% ((k1,p) y % ( ( k ~ , p )  rmpec- 
timmcntr, enbmccs X + Y sr distribuyc (kl + kz, T I )  

ii) Si X,) X,, ..., X, son variat~lrs alezt,.atorias indcporairrirtes y ron rlistribilciiln Geo ( p ) ,  rnt,oncrs 
Y = C", X, cs nna variable alcat.oria con riist.ribllrii,rr (71,~) . 

Dc ii) sc sigue quc 

dnndc Tl nc distribr~yr Geo (p). 
En las Fipras 2.5 y 2.6 se prrsentan grhficns dc Ins irnirioncs de masa de distrihuciones Binomialcs 

Nega t i~?  rie ])w6rnetrm (3, .5) y (4, .8), rwpcctimmcntc. 

Ejernplo 2.2.4 Ci&o matarlttco sienzpre caqa con trna mayn de fd.$foms en ,525 bolsillo i z p i e d o  
otm en el d m ~ h o .  Ct~nndo qt~ierp 7m fdsfom: selccciona im bobillo al oznr. se dice pile ha ocwrido 
ttn Prito st selccciond el boL*llo izqtiedo. Entonce, lo,? riri.cfones con.vrcetit,ns q ~ e  hnce, forman unn 
suceazdn de ensayos Bcnodle con p = d .  Sc hace el s~~p!~e.sto pse znicialmnte rada uqa mniiene 
~mactnmetite N ,fd.$foms ne conidern el momcnto pa  el vre, por primera 7 1 ~ 2 ,  el mntem,dtico se 



FIGURE 2.5 



encuentm con que una de ins rnjag ecto vnc<n.. En. CPE nrom,cnto la o t m  cnjn debe contener T E 
(0, I ,2,  ..., N ]  fdqinms, ae rlrr~ota lo pmbnhrlzdnd dc c,rtc rtiento con u,. El mntemr5jico .9e cnmni,m.~c5 
con ~ I L P  la cain cn el bobillo izv~il$enio esta nneia, consrir,orrdo a h  r rcrillos en  in c a n  drrcchn si 
g sdlo -ii, ezaclnmanlc N - r j?acn.qoa p?rcrdie:nn el ( N  + 1) -4aimo &,to. La probahrlidnd de este 
evento vicne ilndn por Pr {W = 2N - r 3- I } ,  dondc W - (N + 1,  b) . El mime argflrnento se 
aplicn p o n ~  e l  bobillo dererho, por lo innlo, in piabobdzdad hwradn es 

Ejernplo 2.2.5 De ncfrenEo n 10.9 n g l n ~  n%l kisbol,  n o  hnpi fLn ltmslz pam cl nlirnem dc jrigadorc? 
m e  hon de bntenr en  fm jllego de 9 entrados. Lo quc n rs16 deienninodo. es qtie deben ilrunr.se n 
cabo 27 o ~ t s  para quc 16% q q ~ i p o  complete las nseue entmrlo.~. Se desen t e n w  cierta idea izcerca del 
nrimem e p n n d ?  de j ~ l g n d o m  qtie f n n  a bnlenr. S e  s7,,nn~mh quc mdn, batrndor psc& tomar,?e como 
u n  ensayo Uernoullz m n  q = .260 de llegar n nlglrnn base. Entorlces T27 serd el tiempo de espem 
( n ~ l m e m  de homlms ol bat) para rj~rc el eqtt.ipo oinp1ei.e 10,s nseoc enimdas. Se t i m e  pie 

(27) (.260) 
V a r  [T2, = ,740) =- -~---1- = 12.8 

(.740) 

Sex F la funcidn do rlistrib~iridn dc la variablr almtoria quc rcprrsenta GI Licmpo dr  ociirrcncia de 
alpin  cvn~t,o; Par rjmmplo, cl arrive dcI ~iglli~rlfc <:fi(:r~lc n ilnn colt+ o In prdxima lla~rlsda a ttna 
estacinn trldi,nica. Debido a qur el t i ~ m p o  dc mprr:i drhc srr positive, s r  supondrd quc 11 (0) = 0 y 
quc F (2) < 1 para toda z. SF h:trA la siguirnt,? hiphlmis 

El lado derecho de rsta cc~iacidn cs In  prohal~ilidarl de q11c el tirrnpo de rspcra rxccda ?I. Mierrtras 
qlle el lado izquierdo es la pmbabilidad condicional dr  qilr el tiempo de espera exceda z -i. y dnrlo 
qile cxctvle s. 

Ekto atribuye a1 mccanismo de tiempo dr mprra cirrii, t.ipo de pbdida de mnemoria: Si d q u &  
de un lapso de x ilnidades d s  t i~rnpo  ci event," aiin nc 1x1 octlirirlo, cl tiempo qlie q u d a  por cspcrar 
estA mndiciondmente di8trih11ido de la misma forriia qlir cl tirmj~o d~ espera desde el inicio. 



Bt.a condici6n di.fcrnlina por complcto la forma rr~ncional dc F. Si U (2) = 1 - F ( x )  , cntoncm 
U ( z  + y) = U (z) U ( y ) .  B t a  cs la forma de la  Eri~ariiln dc C~llichy, y como U FS acot,ad& U ( x )  = 
e-0' para a ig i i  P. Debido a quc lim,,, U ( z )  = 0 ,  L3 dchc ser positiva. Entonccs la Expr~si6n (2.1) 
implica que F t,iene 1a Ionna cx]~onencial 

0  . s i x 5 0  F ( z )  = 1 - e-17' si z > 0, 

Detinicidn 2.2.6 Se d i m  q7ie ,inn vannble ojcnlona X iiene dislnbacidiz czyonencid can pnntrnetm 
p (B > 0 ) ,  lo c n d  sr deno'a con X - Exp ( P )  si R ~ L  f i ~ n ~ i d n  de denpidad es de in jonna 

f,y (5) = 3 c P B  con x > 0. 

Si X i.s una variable dcnt.oria con distribuci6n Exp ( P ) ,  nltoncej 

E lea] = lm c*f.y ( z )  d z  

Por lo tanto la f11nci6n grncrat,riz de mornentm de X, vienr dnda por 

1 
m.y ( t )  = 

I - 11 
0 ' 

Dc dondc cs inmcdiato qlie 

por lo t nnto Vnr [XI = 
En la F i p a  2.7 sc prejenia UII gr4fico dc la hmcidn dc dcnsidnd de una Exp (1) 

Ejemplo 2.2.7 Sc cnn.yidem unn aucuxsd b m r d n  con d o  rnjems, p se fivp~nc qur clrando A e n t n  
nl sirtcmn sc encacntm con qi~e I3 mfd b t ~ t ~ d o  totend7:do por irno de 10s cnjems y C p o r  el o f m .  ,%to 
de mod" q ~ ~ e  A sen5 atmdido tan pmnto B o C s e  vnynn, ocvpnndo el cajem qne eat6 di8ponible. S i  In 
cnnfidnd dr f irmpn 97rc Tin mjmm iiercszla pnm ulender n cndn clienfc se di.9fribeye c .~oncnrinlnmte  
con paromcfm 0, c m i  es In pmhnbilidnd dc que, rlc 10s t m s  clirntcs, A sm cl &imo en s d i r  del bunco? 
Sean X n , X n  g X p  , respedirrnmenfe la? anriablc.~ n l cn lono  que z ] J r r s n t n  el ticmpo qiic le toma ul 
c&m n t e n d n  n A, B g C. El ~ n i ~ n r i n d o  "A rrrd atendido Inn pmnto B n C BC vayun" sipif icu q ~ e  
el fie,npo en el cqliul el c n j m  a f i m d e  n A,  enlpiezn a coirrr d c s d ~  qqlre la unrinble nlratorin rnin(XB, 
Xc) f omn  ,q~ unlor. Entonces A es rl qlillimo en solir drl hanco sz y sdio si 
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I FIGURE 2.7. 

- 
P r i W > t , N = O !  = / (/ fimp[-fiy:]dxC 

0 (. *,%4.! 

= Am @c!xp [-8 ( . n  -k t )]  CX? [-PzB] dz,, 

Del mianto modo Pr { W  > t ,  N = 1) = i c x p  [ - f i t ] ,  c 7 i r o , u r  

Rcsdta fnmediato qee W taene h.strib~ic,.dn E x p  ( P ) .  Gmrtn? a que W 8610 esfo cn fu,nczdn de X B  y 
Xc, eatn variable c7 independhte de X',,. U p l  hr<;h.o q?ie XA 7, W son indepcndientes e idCntzcamente 
distrib?~id&?, se concltlye qlie Pr {Xn > W) = 2 .  . 
Ejemplo 2.2.8 Se sopone rjue rl tie?rr.po dc loda dr: cie,lo t i p  de tmnsistor tiene 7ma distribucih~ 
qonencznl  con 7ma merlia de 1/500 horn?. Sen X lo variable aleatorin qt6e repreaente d tiempo de 
vidn del tramtslor. entonces 



Bqio cl at~pticsto ~ L C  cl tmn.9!.?ior ha csinrlo opclnruio par. $00 horny, In pml~n.b.Iidnnt1 cnniiicionnl ric 
puc diclro tmn.~istor &mni por lo menos o l m ~  600 h o ~ m  en 

In ci~nl pn iqt~nl n I'r { X  > GOO). 

2.2.4 Lon J-lodclos Gotnma 

Antrs (In iniriar rst,a disru~qifin, sc prnnnta a la Fimri6n Gnxnma, la cual sr drnota con F, y c11yo 
d o r  para c ~ ~ ~ l q n i c r  n > 0 vienc dado por la sigiiicntc rxpmiSn 

LR funci4n r pmer rnuchas propicdades, que son tanto fitiles mmo int,eresmtes, cntre 18s cualcs 
se encuentrm lac sigtlicntes: que se enr~ncian sin dcrnmt,raci6n. 

r (n + I )  = nF (n) para c~tnlquier rr > 0 (2.2) 
T (n + 1) = n! dondc n FS ~m nuirnero ent.ero 

Jbi-*-I ( I  - z)@-I ,iz = -- r(n'r(') pam crrdcsq~liera a > O,B > 0. 
o r ( m + i ~ )  

Definicidn 2.2.9 ,Sen X m a  no,inbir nlrotorin cii!itimia piie tomn tinionrs en cl rnnjtrntn de loa 
n.yinlems males no negott1a.5. Se d im  qiie X ttenr drsirihi~cidn Gnmma con ]mrh,me/.ms n y 8, lo c l ~ n i  
se denoin con K - Gam (cr,O), si ,571 fili~cidn de drnsidn.d cs dc in jormn 



El l,whunetto n a llamado el pnnlmefro dr Jornin 11c: la rlistribucion y a ji se le conoce conlo el 
priirnetm de cscdn. %tm nomlvrs pasecrn rlativrnlcs al v?.r In Figma 2.8, dondr n = .8,1,4. 

Si Y w una variable aleatorin con dist,rib~lcrrirl Gnm (rv,  1), en(,oncw X = Y/D cs una variable 
al~atoria con dist,rib~lcidr~ Gam (n, D)  y lm rnom~nt,m dr X piinden dcterminarse f6cilmente a pastir 
de 10s mom~ntos <LC Y. P a x  rualquier r > 0, 

Estr r:$lcnla mnestra qun todos 10s rnoii,r~ut.os dr 1' r~xiitr i i .  Erl prrrtinilar, si sp hncr oso de la 
Igunldad (2.2) 

V m  (Y) = rr (rr + 1) - ii2 = n 
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Pur lo twto,  la media y la varianaa de X, unn variable nleaborin con distribuci6n Gam(a,?), 
viencn dadas por 

1 I t  
E(X) = E ( Y ) = -  

P ? 
1 a 

Var(X) = - V , r ( Y )  = - 
BZ o2 - 

En scguida sc presenta una rxpmi6n para la funcinn de distribucidn dc una vasiablr alcatoria 
Gam (k, ?), donde k a un entero. 

Teore~na 2.2.11 ILZ fimcibn dr dzslnblin'6n anrorndadn de ann tin. Gam (k,o) uicne dndn por 

Demostraci6n. Se tiene aue 

d "-' (P.z)' i-I . 
7 (O)$ z<-' 

-F (z) = Oe?O - e-*" - 
dz 

i=" i=o z! 

SPA X  ma variahlr alcatnrin con distrihlci6n Gam (a,?), 811 iimri6n gcncmtriz dc momentos 
vimc d d n  por 

m.~ ( t )  = 
1 

(1 - i t ) *  

La siguienie propicrkiui a ilna con~ccllcncia inmdiata de lo anterior: Si XI y X2 son w i a h l ~ ~  
nlcatnrirn con disfrih11ci6n Gam (nl,0) y Gam (rrz,P) r~prctimmentc,  y dich* variables son indc  
pendientes, entonces XI + Xz es U I I ~  variable nl~atoria con distribuci6n Gam (a, +a,, 0). 
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Ejemplo  2.2.12 Se tiene p e  u n  npnrato (por rjevn,plo !,no. ldmpnm) consiste de 7m compnente (par 
ejemplo "An joco) cuyo tiempo totnl de mdn, el ctrd nc denotn coil L es unn varia61e aleatorin ezpo- 
nenciol con pardmetro 4.  Cunndo el componentr Jolln cs vremplozado inmdiatnmcnte por 71.n.o nuevo 
con la m i ~ m o  disl??baci,ln de tirm.po de aadn. Cortfomrc rstc proceso se llevn a calm, 10s com.ponentea 
ngotndos son mm.ploiodoa por coniponentea nlictios ( c e y o  liempoa dr m'dn son independientea entm 
so.  Ln pmgmto es: I'om 76n entrm fijo k, 6C1~nl ea rl mde lo  prohnbzi~tiiu, apmpiado para desm;bir 
el fienzpo Tk en el c t ~ d  ac lle~ra n cnbo el k-6.vim.o tre~r~.plnzo?. Sc dcnotn con L,, L2, ... n lob liempos 
de lido de los componentes que hon szdo n-rnhplozno'os. La vnnnhle nlratoria Lt e.9 el inatanle en el 
cvnl el ptirner irnzrplnzo tiene b~qor, !I L, f Lz rs rl insfn?>.le en el que el segundo reem,plnzo se llevn 
n mho. Por lo tnnto Tk = ELl L,. Debido a qire I,, - G a m  ( l , 4 ) ,  i E {1,2, ... k) y al s?ipue.sto de 
independencin, ae roncluye qae EL, I ,  tirnc di.<trih~,rrd?i Gam ( k , B ) .  . 

La D'istt~ib~lri6n Gnrruna pertmerc a la Falrulia Eximnencial (%I Apbndicc). El parhc tro  natural 
.ss 6 = (rk, fi), por io tnrlto el a?p:3do pzram6trico natural n (0,  m) x (0, ca). En r s o  de qlie a mt,6 
especificndo, el pasAmetm natt~ral es 8 = 4  y el mpario p:lramLrico comepondiente es (0, m). - wefinici6n 2.2.i3 Sm X tlnn 71nriabie aicnto?~a m,, d~.sinb~~ci6n Gum (Y, i j  donde 1)  E (I,?., ...}. 
Se dice entonces prre X tpcne dzstribt~cidn .li-cl~adrnda con t i  ,grndos de liherlnd, lo cfral se denotn con 
X - X i  ( 11 ) .  

& claro que si X - X i  (w) ,  crrtoncm E (X) = v, y var ( X )  = 21,. Esta distribucid~n se cmplea$ 
en la constrttl.ci6n dr intervalns dr confianza, y rrsldta ~itil  romo nprc,rr,xirnaci6n de t,ipo asint6tico. 

Definici6n 2.3.1 Unn variable nlcotorin U se dt.strihfnjr imifomemente sobre (a ,  b) , donde a < h, 
st ticne in .si,qtiiente juncibn de den.srdnd 

Si ti tirnc distrihncihn ilnifc)rmr sobrc (a,  h ) ,  lo c~lnl sn darmta rnn U - U (a,  b) ,  cn tonm s ~ t  fiinci6n 
de distribrtcidn iniaze dnda 1x)r 

O pa., a i~ 5 a 
para o < z 5 h 

I para x > h. 

Su mcuiin y varializs son, mprr t ivan~ent .~ ,  

En 1s Figura 2.9 sc prcnt ,a  lm grirfico dr la iilnci~in da rIist,rib11ci6n de una U (1, 2 )  . 
Ekta dist,ribuci6n genrrdiza la idca de rxpcriinrntos clot~dr todm 10s rc~tiltados son 'equiprobabln', 

y serk dr mpecial utiliriad al hacn infernrias clc? tipo bavrsiano. 



FIGURF 2.9 

2.4 La distribucidn Normal 

Definici6n 2.4.1 1Jo.n ?~arioblr alenioria X ticnr disfnhacidn Normal con pantmetros c y n2, si 
tiene fimcidn de densidad 

Esto se denofn con X - N ({, ri2). 
La fuuci6n de rlcmidad dc U = ( X  -<)/IT n 

f,, ( 7 ~ )  = -- - - u [:I 
In cnal no depmde dc Im pnriimctrm ( , r r z .  Eqtn n la f n m  es t6nhr  de la Diatrih~~cjfm Normal. 

A la wriahlc nlrntoria U sc lc llarna i~arinblc nonnol estanrtanzada. En  la F i p v a  2.10 se prncnta 
\ma giSlra  de la fni1ri6n de densidad mrrspondient?. 

Dcl~ido a que 

t , d n  prohnhilidnri~ pnerlen e5daiunrsn a pnrtir dn tabla? d e  la hmcibn de distrihuci6n ncomulada 
de U, In c u d  virrlr dads por: 
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FIGURE 2.10 

Lh: not,arjc(n <I(.) w anij>liamrnt,c imadn. hdrrnfi., r r o i l t . ~  rmvenirntc trner nna notainhn simple 
para 10s cr~aritilcs dr la clist,ribnrihn de I / .  E5t.a sr dcfinr pm 

[T, (z,,) = ," 
cie inocio que z, es rl r.11anti1 n de la distrihr1ci6r~ N (0,l). 
Si U t ia le  filncih~ d r  dcnsidnd nornlal atilndar, y <lcl~i<L~ a qile dicha distribnci6n rs sirn6t.rica 

nlrainior (id ccro, se t,icne qile, 

E [rJ] = 0, 

rlrl misrrlo rnnrlo 

i? [[I,] = 0. 

si r cq irnpar. 
Si r m pnr 

w 
El(,'] = J i j q  Cd:,; . "  

- - &,7&7+1)r1 [-t(,-1)12e-<dt 

. ., 

= 24'r (1 (v -& 1)) 1.. 
= (7 - I )  ( - 3 ) .  - - 0. 1. 

Spa X ilna wsiai~le  aicat,orin con distriburi611 N (E,n2). La rncclia y varianaa dc X vicr~ci~ dadas 
por 

E [XI = y V,,,r [XI = 02. 
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La fimci6n gen~rat,riz de monlentm dc csta variablc m 

B t a  distribuciSn sera iitil al hacer infmncias dc  tipo aint,6t,ico (Seccioncs 4.7 y 4.9) 

2.5 Estadfsticas de Orden 

Definici6n 2.5.1 Senn Xi, Xz, ..., X,, variables aleatorins mn t imrm e indepcndientc-5, todm con fun- 
cidn dc dGtribaci6n F ( . )  y drfinidas en  el mismo cspacio de pmbnbilidad (I2,S,P). Span )', < 
Yz 5 .. < Y, In? variables aleotonn~ qtLe e oh2icn.cn nl hacer K (w) ,Y2 (w) , ..., Y, (w) el conjunto 
XI (w) , X2 (w) , ..., ,Yn (w) ptmt i indo dr forma cwnenlc ,  rcto pnm fodn w E 61. A lnc anrinble~ Y ,  ,se 
les denominn como las cctodisticas de odcn  de X,,X2, ..., Xn . 

Dc acucrdo a lm sig~ucntcs rrsilltadm, las distribi~cionn marginal=, asi como la distribnci6n 
conjlrnta dc YI, Y2, ..., Yn, ectarAn en fimci6n de F. 

Teorema 2.5.2 Dada lina m ~ ~ e a i r a  XI, X2, ..., X, pmuentcnte de 71nn distnbl~cidn con densidad con- 
tinua f (.) rntonren la den.cidnd conjiLntn de I&? estnd%~ticn.r de o&n YI 5 Y2 5 ... < Y, miene dnda 
par 

Corolario 2.5.3 S i  10.7 X , , i  = 1, ..., n, se di.sl.nba?yen iinifomenente sobw (0, t ) ,  entoncrs laficncidn 
de drn~ idad  c?tzjl/ntn de lar ertadLs2icas de o ~ d c x  Yl, Y,, ..., Y, 

Teorema 2.5.4 Srnn Y ; ,  Y2, ..., Yn las cstodi5iica~ de orden de unn muertm nlealnnn, XI, X2, ..., X,, 
tomadn.? de una ~iistribucidn contznvn con jumcirin de iliatn'hscidn F y ftincidn de densidad f .  En- 
fonces lo fimcibn dc densidad de Y, ~s 

&tc mnicrinl sr pride rrvisar cn [Mood, Graybill y Onml. 

S11p6ngasr qnc (3 posihic grnrrar ?ma si1ccsi6n dr! varii1l~1r.c alrntori.zs indcpmdicntm con distribnci6n 
uniformc cn (0, I), sc dcnota n dicha succsi6n con { ( I ;  : i E N}. No sc tratarA rl problcma dc gcncrar 
dicljzs w i a b b l  



Proposicidn 2.6.1 Sen X ena nn?iahle dratoria con fi~nc?dn dc d7stribwidn P. Se hace el .sugoe.?to 
ap'e F es cor&lznr<o y estnctnmenfe mcienle. Sen [ I  imo 7iminble alentoria con dzqtribucidn imnifome 
en (0,l) Entonrm F-' (U) tirn.e distribacidn F. 

Demostraci6n. Ddlido n qrlc iJ e? iina vnri:il,la ;,lvatr~rin ~iniformr en (0, I), Pr {U < z }  = x ,  
0 5 z < I. Entont:s Pr {F-' (U) 5 1) = Pr {U < F ( t ) )  = F ( t ) .  8 

Triviillrnmtc, cl Mod(:lo Ex,xprm<*nrinl r~inipln cr>n Ins hip61,tr:sis dc. estc rrs~~lt,rulo, ?,nt,olicrr;, para 
gcnerar 11na muFstra alcat,otia {Yt : i E N )  ric rtn:L dwtribnci6n exponericid de pasdrrletro 13 a partir 
de {li, : i E N), basta harcr 

Es clan) v i e  cl Moddo Gamma tambib aimplr con dichas iip6t,esis, sin embargo no es fkil  
en general obtener F-' para a t e  caso. E ~ t a  rliiicultad ticrie m a  a,hici6n simple, si el parimotro da 
fnrmn n rs nn cntrro pmitivo. T,o quc pfocede a 11acarsr n qcncrar n variables aleatorias exponcnciales -~~~~ 

ii~depo~dienta con el pardmctrc B rorrcsp<)nrli<?r~tr, y hlrgo slirnar didins variables, dc csta forma In 
nima tondr6. distrib11ci611 Gam (n, 13). 





3 
El Proceso Poisson 

Un rasgo casactcrlsl.ico de m~ichos sistcmas qnt: sr d(s:~rrollan en el tiempo es la prncncia dc 
incerti<llimbrc, rlicha incatidlimbre p n d r  debcrse a in1 iticu~anismo aleatorio qlie genere una coleccidn 
nllmcral,lc 11e le'ticmpm de oaurencias' de modo qnc (4 rliimcro dc 'ocunencias' m ml i n t e d o  rs 
una variablo alcatoria. El Ptoceo Poisson f*c(acionario y sris generaiizacionps ( P r o m s  Poisson no 
rst,aciona,rim, compilest.m y pontualrs) son b s  mndrlw m$s scnciilm p u a  decribir psta ciasr de 
fcn6mmas. $11 simpliridad, as( como siis pn,piadadn mAs co~~ocidas, son n grm pasLe conscmmcin, 
(le cicrt,as snpiaatr~s dc indepcntiencia cst,ocAst,ica. 

El ol>,jctivo de cste capltulo ffi el de definir nl Promo Poisson y prescntar t,mreinas clcmcnt,alrs 
rrferrntrs a rstc pronso y n SITS gmera1izar:innw; cr t )~~scn adem(ls cxponcr los rn~il tadm nccesarios 
para plant.r~r adrri~adamente 10s problenlas dc infrrcncin par:lmCtrh:a qoe se tratariln en lm caplt~~lotl 
siguicntm 

En In Scrcinn 3.1 sr dcfinr nl  Prorno i'~)issoa Esf:>i.i<,i~ario IPPEI sobrc la mt,a real En la , , 
siguin~t,e srcri6n (3.2) sc discut.r;a trc? propialndm inrporhantes dr. ixte prowo: La distzihuci6n de 
10s tiempos entre ocurrcncias, in distribuci6n condieionill de lm t,icmpa? de llegada y la 1,ry de los 
g a n d n  niuncrns para cl procrso Poisson. La Secci6n 3.3 rstil dcdicada a algunns generalizacioncs de 
mt,e piocwo, sc t.mtn drl Procno Poisson no Estaciorrario (PPNE), el Procoso Poisson Comp~~csto 
(PPC) y cl Procesn Poisson Puntual (PPP). Hay qta n~rni:ionar qric mieneras el PPNE y el PPC son 
discnt,idos dcsdc el punto dc vista dc aplicaciortn (madclari(ln), lo que motiv6 a incluir al PPP cn 
cstr capltulo f116 la p~*sil>ilirlacl drl ancnar a1 npwato ani11iki~:o nrcmnsio p u a  dcmmt.ras la5 l.mrcmas 
clisa~tidos en ias scxcionn s~ihsrc~i<!nt,n. La Scvci6il 3.4 sr rrficre a raract,crizacionn del PPP. En la 
Sccci611 3.5 se discot,e cierta. forma do dcscompmiciilrr dc ~m PPC como sums de procesm Poisson 
Puntunlrs. En la iiltima srrci6n (3.6) sc prrsenlan algiinm de 10s algoritmos mks utiliondm para la 
simular:i6n dc rsdc t,ipo de procmos. 



Mndan dr  los rni11t;ldos tcbiros dc n t c  rapibilo fucron dnnrrolladw iomnndn como base [King- 
man], [Cinlar] y jKnr1in y Tqylor]. Los rjcmplm ilo aplicarionn prictiras fiirzon t,omarlos dc [Snyder], 
[I<nrlin y Taylor] y [Nelson]. El materiai refcrmtc a siniulaci6n file tomado dc [Bratley]. 

3.1 El Proceso Poisso~l en la recta real 
-. 

En In Sncino 2.1 sr  dciinib In Distribi1ci6n Poisson. Estr moddo purdc i~tilizanr para dncribir dc 
rnarrcrn probnbi1ist.a rl nbn~cro dc rrnirrmria dr. cirrtn snrffio dc iiitcrk cn iln intcrvnlo (0, t]  con t 
fijo. Una forma dc vinualiaar n t o  cs In sigiicntc: Sc ronsidrra una partici6n 

son intlrpcndicnts. Entoncffi bajo d s~tpucsto de  que fin&-, np, = X i  para a l e  X > 0 se tiene 
qrlc el nbmcro de ocurrencias cn ( O , t ]  sip~le una dktribi~cibn Poi (At) .  . . 

El siguientc paso consistc en proponcr un modelo prohabilista p s i  un fen6meno que se dffimolla 
on e1 ticmpo (idcalkfando al ILicmpo como R+) y tal qm para cada i n t e d o  finito (a,()] sa cumplen 
10s supucstos an ta  mrncianados. 

Antffi di: haccr cct,o sc prffimtan alglnos concnptos b;isicm. 
Un pmceso mlochstiu, a una farnilia dr: variables alcatoria {K : 1 E A} definidas en un mismo 

npacio de probabilklarl (R,X,PJ,  donde A a im conjunto cie fn<lices. Serin de ffipccial inter& los 
prorcsos donde il = Ri o N, ffiio con cl prophito dr  dar a entender.(cn la mayo~ia dc los casos) 
que cada variable alratoria sc cnclient,m asocinda con tin in5tant.c cn el ticmpo (discreto o contin~~o). 
Dado iln procao ffitoc&t,ico {l; : 1 E A], d conjunto de valorrs quc pueden tomar las vasiablcs Pi 
se ic dcnoliiina e.spncto de estados. 

Definicidn 3.1.1 S? dirc qur irn pmceso estoc6.?Lro { N ,  : t ? 0) es t ~ n  pmresn dr  conlni. iii 8nii.cjare 
10.7 siquientcq mndiciones: 
i) N, > 0. 
iij N, s61o tomn tiniom.7 en lo.? eniems. 
iizj S i  s < 1 , enfnnms ,Vs 2 fl,. 
zz~) Paras < t , Ni - N, nJprPscnin cl niirnem de ri~ctitos que lrn oo,rrjdo en el mtendo (s, 11 . 

La drfinicicin rs int~~itir.;lnicntr clnra. J21 or,bj?t,ivo rs dncribir rnatrm&t.ic;lmcnte el n~mero  de 
oa~rraricias o cvrntos dr Inter& rlndr un iinnpo jnicinl al ciial se dcnat,a con 0, hastn cierto t,icmpo 
t. 
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Nose ~stndiard t,odacsta clase dr modclos, bnicnmnir(.c sc dc%arroIlar&ln tcorlarefcrcntc a unasub- 
claw. clemcntm de dicha subclrnr. posrrrl la llamndn Propidad dc Incmmentos Indepcndientes. 
&tn propiedad sera clave al momcnt,o dc dcmmtrar rmuIt,ndm. 

Definici6n 3.1.2 Sea { X L  : 1 0 )  tin pmcPdo f ~ t o ( . ( l ~ f 1 ~ 0  con e.~pncio (le estado.7 A = Rk o N, 
se di,s:r q7~e dicho proceno poacc in P,npinrl,~d dc Inornrrt~toa I7?.dcpen,d?entes, si para cun le .~p iem 
0 5 s, < t, I s2 < t,, .... a!. < tk be t%ene q11c 

.9on ixalanble.9 nlentorius in.dep.pcnd?,en,tea. Esto pnm todo. k 2 2. 

M& adeia.ntc sc ver4 que mts. casa(f,e~lsl.ici~ rs i:x~rnvfniontc dcsdr el punto ric vist,a computational. 
No (,orlo procpso dc omtar pmix la Propirrlnrl de 111crcmcntos lndepcndicntw. 

Bjemplo 3.1.3 Un,a poblacidn de bactenos e d rcaml lo  m in pmenc ia  de dep~Aadore.9. S~~pdngase  
yi~e rii. ,imn miidad (le twnipn ,:a<ln indii~idim jrimh qriiri~~ni, ii~dej?t:ndirntc~zcn.ie de totros ifi&;ih,,ns, 
X &sce:endientes, X tienr dintribvcidn Bi ( k , p ) .  .SPAY, rl inmairo de la poblacidn en el tiempo n,. Se 
,97~pndrd p e  Yn = 2. Sc t i m e  V r r  

Pnr lo tanto {Y, : n. > 0 )  P.S vn. prnrz.90 de cnnfar qirr no posee la Propicdad de Inccmentoa Inde- 
pendiente.9 0 

Ahom SF prcsrn1.n 1;) rIcfir1i<:i6ii dcl rr~odcb~ sol,n, rl 1.11ii1 sc rcntm 5at.a disalnihi. 

Definici6n 3.1.4 Sm {Nt : t 2 0 )  v n  pmrrko dr mntm- Lnl p e :  

i )  No = O .  
iJE1 pmcrso poser la Pvnpmiad de Inmmenlo.9 lrrd,!pmdiente,s. 
izi) El ntimem de evcnlos e n  c7~alqr~ier intenmln d~ lonplrrd t es m a  vannble aientoea can di.9t77b?ceidn 
Poi ( A t ) .  Es decir, pam cz~dr.gq.idem s , t  > 0 

Se dice o,tances (nre {NL : t >_ 0 )  e.9 tin Pmrrso Poi,v,~.ro,i Estncjonnn'o con intenstdad X 

El ertjetivo estncionnno sn dehr a1 hccho rip quo la distriblici6n de Nt+, - N, no depende de s. 
MAS tank  se remover& psta rrst,ricci6n. En la Figrlia 3.1 sc prcsenta una trayect,oria simulada de un 
procno Poisson starionario con A = I. 
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Ejemplo 3.1.5 Se .supone PIC el niimcm de dlentes Tile se integmn a t'nafiln se puerle dcscribir 
rnerliante ?in Pmceso Poisson Estacionano wn intensidad A = 2; el tiempo se mide en minutos. 
a) 6C?i61 es la pmbnbilidod dr gtie se intqren 5 person= a in filo entre 10s minutos 7 y 10, r~ 4 
personas erctrc 10s inint~tor 12 r~ 191 
Sm A cl euento dr intcds, entnnccs gracins d p~mto  ii) de la Definzcidn 3.1.4 

Pr { A )  = PI {Nlo - N7 = 5. NI, - N12 = 4) 
= PC {ivlo - A: = 5) rr {N,, - N1, = 41, 

hhors sr prpscnta una caractwizacibn del Proctso Poison Estaciouario (PPE),  fsto se hace a 
pwtir de la ilamnda Ley de Eventm Rwos. 

Deffnicidn 3.1.6 Sr rlicr qt~e un eqrrritn~nfo cirmpif mn in Leg de Evenfos Enros ai 
i) Eslste una constontc pos7i.irin X td q7x In pmhnhilidad dr qtie OC7LTIU eznrtamcnte m cvento en nn. 
inten!do de longitlid h  %icnr dodo. por 

Pr { m a  o c v m n n n  rn ( t ,  t + hj} = Ah i o (h)  , 

donde o ( h )  es 7ma fi~ncidn tal que lim,-o = 0. 
i i j  La pmhabilidad de p e  o c u n n  dos o m6s enentns en un in fern lo  dc iongitud h  es 

Pr {dos o mhr octrrrencias en (1 ,  t + h])  = o ( h )  . 
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ti?,) El ntimem dc c71~ni.o.v qt~r, o c t ~ w n  en i?1t~?71~1o,q n l ~ i 0 , 3  8on. q~anahleli oleatoriaa zndependrentu, 
&?lo rs: para rliolqrrter rntero m = 2,:1, ... 1, pfinlos m rl lirrnpo to = O < li < f 2  < ... < t,, ins 
z,annhles nl?~,tnrina 

{ #  de n,;?!,nrn,:i,<,s f,?,, ( i f ,  i,, , j }  

son irtdepmrlienl~s. 

En scg~nda sc mmirrstrn la rriacbtn c ~ l t m  cstc cr,ncci~lr~ po l  Pmcm Poisson. 

Teorema 3.1.7 Para tm c?.pe?~ni.~nto en el q ~ r c  sr niniplr la Ley de Eueni.os Rams, rl n~lmem de 
o c t ~ m c i n . q  pn?n ?a!, intervalo dc la fom,a [s, i.] es trnn urmable aleatorin con diat,nhecidn Poisson. 

Dernostraci6n. Sean h, t > 0. Sc dcfinc 

Eilt.onrm 

710 (t + h) = Pr (no luiho onirrcia:ias m (O,t + 111) 

= Pr {no 1111ba <r:iiirrnr.ins i t i  cn (0, t]  ni en (t ,  t + h]]  

= Pr {no h ~ l b o  oc~lrrmcins ro (0, t j ]  

- Pr {no huho ocorrcncias r,n (t, l i h ] ]  
= PO ( t )  PO (h)  ; 

rsto gracia.? a la conrlicion iii) do la Definicirh~ 3.1.6. 
Ahorn bicn 

P r  {no hriho oairrcncia.~ c:rl (t, t + hlf 
= 1 - Pr {:inn o m;(s o?lll->rncias rn ( t , f  + l z , ] }  
= 1 - Pr {iinn or:irrrr:n~:in rsn (1,l + h ] )  

- Pr {mAs da [Inn ni:llrmncin cn (t, t + h ] ]  

= I -Ah-"(h) .  

, Entoncrs po ( t  + h )  = m (t) [ I  - Ah - o (h) ] ,  lo a~al s r  p l l r d ~  exprcsa en la sipuicnt,e form8 

Hacicndo t.endcr h a cwo se obticne la rmnci6n chici-oiicial 

(i,) = - h n  (1) , 
cnya solncii,n, para 1% mndicihn dc frmlcra po (0) = I vicnc dad8 por pO ( t )  = e-". Dc mancra 

similar p, (t  + h )  = p, (t)po (h) +po ( t ) p :  ( h )  , o, visto dr. otra h r m a  

p, ( t  + h )  = p, (t) [ I  - X l r  - o(li)] p, (t) [Ah i o(h)].  
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Dc donde se p u d c  ohtener la ccllari6n difrrcncial 

P; ( t)  = -XP, ( t)  + XPO ( t )  , 

la cud quivaic a resolver 

cA'$ ( t )  + Xe*'pi ( t)  = A. 

Visio dc otra forma 

Inicgrando amhos lados respfrio a t se t,icnr quc 

e"p, ( t )  = At + c c E R. 

Entoncffi la soIiici6n es p, ( t )  = Ate-*', dcbido a la mndici6n inicial pl (0) = 0. 
Proccdicndo de mancra totalmente an&loga, se llega a que 

P: ( t)  = -A?, ( t)  + XP,-I ( t )  , para n E {Z, 3, ...) . 

La rxprcsi6n qrje satisiacc est,e sistema de ccuacionffi difcrenciales es 

esto sc dcmoestra ?or induccidn. Ya sc verificd el rcsnltado p u n  n = 0,l.  Srrpdnme ahora qlre 

P; (t) = - ~ p ~  ( t )  + x (~t)" '  e - " L  
(k - I)!' 

tk-1 
r"p; ( t )  + XeAipi (t) = Xk- 

(k - I)! 

Sc si81e quc 

t i  
eAfpk (t)  = A'- . 

k! . 

Por lo tant,o, si un promo estocAstico {A', : t > 0) ciirnple con las siguicntffi condiciones. 

i) ISs im proccso dc co~iias tal q~ie  No = 0. 
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ii) El proceso cumplc con la Ley de Eventm b r a  

Entoncts, ( N ,  : t 2 0 )  rr 11n PPE,  y la intensirlad dc dicho procmo ps la constant,e X quc se 
merrciona en la Dofinici611 3.1.6. 

T,n pmpirdatl rlr incrcrncntr~ inrlrpcnrli<:ntrx r:s IIII  r~lctiirr~to <:I:lvc cn I;% tcoiia rlcl Procmo Poisa,n 
I?xtacio~~ario. Diclla propie<latl r~t.nblcc<! qilr 1.1 iiinncm <I<, orilrrcncias do1 procrso ni int,crvalm nicnos 
deLcrministicos son vnriahlm aicatorias indr~p<:n~licnl.r:s. A cnntiniiacibn s r  derni~cstrra qiir psto ailn cs 
vAlilido tmjt, cirrtas a>ndicion<s (lo alcati~n:i,l;~~i. 

Teorema 3.1.8 Senn I1 = Tn < Ti 5 Tz < ... ?,nnohies rricn,lorin. fhitn.7, dr: n ~ . o d ~  pli~e 

son ~ion,nhles alealo7~n~s in,dcp~ndtentea, rdfintimricnte d?slnh?r.<dns y con funcidn nir rlcn~idnd. Sea 
{N, : t 2 0 )  PS 18.n PPE con intensidad A. Se hncr el sirptbesto qile ins T, son indcpendientes del 
pmceso. 8ntoncer porn cunlqtrzer coleccidn rtc nriinems 1101~irnIc.s 

.son indepcndientes. 

Demostracidn. Sc ronsidcra cl cnso con dos ini.r,~v;rbs alcatorios, iu? ticmpos sc denotnrl con 
TI ,  ..., Ta. Ent,oncrs, para ki, kz 6 {O, 1, ...) SP ttiriir 

rlrxidc fi. 1.8 I:, dc.~~sidid <r)rij~~nta do 10s ticmpos. Sn int,r:pa mhre el soportr rlr la (lc~:l,sidnrl. Sc: 
sigrir 

dorrdc 
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Por hip6t,nis estas variables son independient,~. Sc dcnota con fy. a la densidad mwginal corrcspon- 
diente. Entonces 

Por lo 1,nnl.o 

Pr  { N T ~  - NT, = h, N T ~  - Nr, = kz)  
= Pr INT,-T, = kl} Pr {NT,-T> = kZ]  

= Pr  { ~ r , - , ,  = kl) ~ T , , T ~  (21. t z )  dtidt2 

lo cilal roncli~ye la pmcba. El a r ~ ~ m c n t o  mtenderse a cnalqnicr nfimcro h i t o  de intcmlos 
aleataria;. R 

Est,c Tmrcma scri iitil cuando sc haga inferencias pasa cl Procffio Poisson t,omando un n b c m  
finit,o dr  intcrvalas con longit,iid aleatoria de distribiici6n exponecial. 

3.2 Propiedades del Proceso Poisson 

2 . 1  Distribzlcidn dr: 10s tiempos e n t x  llegadrrr 

Sea {X* : k EN] una sncesidn dc variables aleatorias indcpendirntes con distrihud6n Exp (A). Se 
considera ahora el proceso {S& : k E N), donde 

Teorema 3.2.1 {N, : t 2 0) drjinido de e s i n f o m n  es 71n Pmce.so Poisson. con intensidnd X 



3.2 Pmpidadcs dei Procso Poisson 33 

Den~ostracidn. i3 claso que 

entonrtx 

&lose sigsre dcl t~ecl~o de que S, tirnc rlistriixici6n G m  (r, A )  y dc a~~jicar cl Tcorema 2.2.11. Se 
concluyr que N, sc distribuye Poi (XI). 

Ahora se cxsrninard lo quc "cline pnra llri intmwlo (a, h )  con 0 < a < 6 < m. 
Sea 

,Y",l = S," -- 0,. 

donrlc i ,  =  mink,^ {Sk > o )  . Y x n  

Aplicmdo la Propicriscl dc P&tlidn dc ivlaricaia dn la DistribriciOn Exponential, sc siguc qne X,,, 
tiene distribucibn Exp (A), ya quo 

Pr{Xo,,>ti  = Pr{X;.>t+(n--Si ,o) . i ) jX,r>(n-S<,*)- l ) ]  
= Pr {X," > t )  

g X,, cs rln clcnrcnto dc {Xk : i(: E N]. Sc <;x>osidrm nllora 6.I procmo {X,,k : k t N). Usando el 
mis~no mmnamici~to qus se einplnl pam {XI- : k E N] g pnra (0, t ]  , sc signr qrre Ns - N,, tiene 
distribr~cibn Poi (A (b - n)) . 

Iinlta wrifirar q ~ l r  (N(  : t > fl) posrc In I'm{,iodnd dr Incrcm<:ntos Indcpcndicnt,m. 
Sca 0 5 n, < h, _< a, i bz < m. Se co~~si.n~ycn im prrlce%E 

donde 



Es clam qlle Nb, - Na, p:~ode exprrsnrse wmo una funci6n de { A l t  : t 2 0) y que A'b, - No, a t a  
en funci6n Gcamente de {Q, : t > 0). Ya que 

Y 

NL, - NO> = QL, 

SE tiene que {Mt : t > 0} es independiente dc {Qt : t > 0) por lo tanto Na, - N,, es iudependiente 
de Nh -N.,. 

Estr. argrmento se gcneraliaa fAciimente para cualcsquiera 0 < al < b, 5 a2 < h2 5 ... 5 nr. < bb, 
con k ? 2 2dc donde sc ol,Licnc la Propicdad de Incremcntu; Indcpendientrs. . 

El rcclproco dcl tmremn anterior tambien GX ncrdadcro, =to bfindn una nuem caraderizaci6n dei 
PPE 

Teorema 3.2.2 Sen {fl, : t > 0) u n  Proceso Poicson eslanonano de intenrrdnd A. Se define 

Sk = imf {N ,  = k) 
L20 

Y 

x, = si - sx-1 
Donrlr: k E {1,2, ..} 7, So = 0. En.tonces In7 tmrrinblm nlrnton'as Xh son indcpendientrs y distriluIdas 
a?~onenciolmen.te con panhelm A. 

Demostraci6n. Sc sabe q l~c  

dc riondc sc sip-ue quc X I  sc distribuye Exp (A) 
Se proccde n rncontrar la distribuci6n de X Z  ronrlirionado a XI 
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Eqt* ~iltirna igualdad se dnhe a la Propicdad de lncremcntm Indepcndientos. Ent,oncn 

Pr { X z  > t I XI = z,] = e-", 

lo crzal rnilr.5i.rt.m qttr X2 m indcpr!ndirul.r: dn S, y qiir X 2  l.icnn rlist,rih~lcinn E x p  (A) .  Sr ticnn 
adenids qun 

Aplicando dr mancra iriductiva rstc razonamirnto sc concloye el rmoita(lo dfscn~lo. = 

F ~ t r  rmoltado aprovccha el h ~ h o  d c  qun (N, = n }  = (S,, < t < S,+l) y scrA iitil a la liora de 
simolar a1 Procrso Poisaon. 

E jemplo  3.2.4 En,nlm hrrenm mzonm porn suponer rlsr loa ticm.pos en. 10s ct~nlrd unn neirmno llrvo 
n cnbo cndn sinopsis se compor.tnn romo un Pmceso Poi,?.yon con inten.?idod ,A = i .  
1;Cic61 r s  la pmbnl,ili<lnd d r  que sr tengn qtir erpcrnr nrris de 3 minirton antes de obscrrnzr In primem 
srr?,npsis Z, 10 mintitos n partir de in pnmrm. sli~~!.p.y?b pam ob.?entnr lo ~rgvn~to.? 
J,a pmhohilidnd htracoda cs 

I;C~L/L~ e.7 el ttc7np upemdo pnm la oc~inmcin de in crrnrta ~ fnnps i :~?  
Se frqn el hrcho dr q~lrr Sn t ime  dktrihscidn Cam (4,2), entnnces E [S,] = (4) (2). B 

3.2.2 Di.?trihscirln. condicionnl dc lo.? t,enlpo.5 de 1lrgfl.h~ 

Sup6nganr q ~ l e  s r  i.icnr irn Procrso Poisson rstaciot~ario {N, : t > 0 )  y se sabc qur  exactammt,e llna 
oc~lrrcncia h a  t,enido lugas en el int,crvalo ( O . f ] .  Es de int.cr& conocer ia distribilcidn dc la variable 
aleatorin q i ~ r  rcpmcnta el ticmpo macto cn rl ciial or:ilrri6 el evcnt,o. Dcbido a la ostacionarnidad 
del procmo y s la Propic<larI d r  Incrcmcntm Indrpcndicnt,m, parcce razonablc qne para ci~alqilicr 
intrrmlo js, m + B], re" ,s,w > (1, s + 7 0  _< t ,  la proba1,ilidad de contencr a la oc~~rrcncia  no cambie. 



36 3. El P m c m  Poisson 

Lo ant,erior implicarin quc cl tiempo en d que ocurre el evento dcbe distribuirse como ima variable 
dentoria ilniforme a lo largo de (0, t]. 

Para verificar ffit.0, sea v 2 t , 

\ .  

- - PI { N ,  = 1) Pr { N  ([TI, t] )  = 0) 
Pr { N ,  = I} 

Anc-Ave-"('-") 
- - 

Ate-*' 
?I - - - 
t 

Teorema 3.2.5 Si el Proceso Poisson { N ,  : t 2 0 }  se ncrrentm conriicionado cnn d evento {Nt = n ) ,  
entonas ins vnriobles almtorias S l , S2 ,  ..., S- tienen la misma distribl~cidn conjunta W e  la9 estndh- 
ticas de onien com9ponrlientes a n  variables aleatonns un i fones  sobre el intrmdo (0, t )  . 

Demostraci6n Se dchc calrular la funci6n dc densidad conjunta de S2,S2, ..., S,, mndicionada 
con {N ,  = n}. Sc consideran 0 < t, < t2  < -.. < t,,, = t y sean h,  reairs pcsitivo lo suficicntemente 
peqoeiics para que t, + h. < ti+,, i = I ,  ..., n. Entonm 

- Pr { N  ( ( t i ,  ti + li,]) = I, i = 1, ..., n ,  ningin cvmto en lo que qiieda de (0, t ] }  - 
Pr {N, = n )  . 

~ h , ~ - A h ,  . . . , I , L ~ - x ~ ~ - * ( L - ~ I - ~ ~ - .  -A,) - - -  
e-*' (At)" In! 

Por lo tanto 

Tornando el limite ruando h, + 0 , se obtiene la densidad conjunta dc SI, 81: ..., S, dado el evento 
{ N ,  = n.), la cual n 

n! 
IS,.&. ,s. ( t l . f .2 ,  ... ,in) = - 0 < t ,  < t? < ... < t,, 

t" ' 
por lo quc se da la pr~icho por conciuida . 

Ejemplo 3.2.6 Unn campniifa de segums modela la f~xuencia del sin,iestm ' m b  de ai~tomduil' 
tnediante tm PPE de intensidad A. Sr? snbe 9ue ocuniemn 5 m h s  de a t e  tipo en el mes de abril. 
Si se cuenta ztnicnmente con estn infonnocidi~: dde ncuenin a1 Twrema 3.2.5, no es posible imcer 
afinnacilrn alguna ncerca de 10s tiempos cractos de o n ~ m c i a  & dichos siniestms. 
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El T~rarenla 3.2.5 s~igiere (Sr.rri6n 3.6) algoritmoe para la simulncinn del PPE. I 
9.2.3 Ley de 60s Gmndes N~imems I 
El sip71imt.c rnult,ado n de F a n  importancia y vs rrinorido como Ifiy de 10s Grandes Nlirnerm para 
el Proano Poisa,n. I 
Teorerna 3.2.7 Sra {Nt : t > 0) ~ r v r  P~nceno Powso,, ran inlensidad X , entonces el sigt~ientc 1im.ite 
ae satrsJa.ce con prohnbilidod 1 

A',. lim - -  2 A. 
L-rDQ t 

Demostracidn. La variable alcxtoria N ( ( O , t ] )  finno dist,rihuci6n Poi ( A t ) ,  entonns 

F IN,] = At anr INt] = At. 

De la <lcsig\taldad dr  Cllrhyd~rv se sigur que, pnm ct~nlquier E > O  

pot lo tanto, (gacias nl lcma rlr Uorel-Cnnt.rlli /ver Br(.mar~d], la signiente d n i g ~ ~ a l d ~ d  se c11mp1e 
con probabilidxl 1:  

para n lo nris <in nilmcro finito dc d o r m  eciitaras rl,: k. Como E > O  cs iula ~u~ t , ida< l  arbitraria, 
at," mtmI.ra q11r 

<:on probahi1id;~cl 1. 
Para ronclirir la (irmostraci6n, se toma n k njmo In parte ent.m dc t i  , cntonces para t > 1, 

Nk2 < Nt 5 Nci t iy  

A pwtir dc qur 
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3.3 Genetalizaciones del Proceso Poisson 

3.3.1 El Pmreso Poisson no Estncionnrio 

Gracias d trabajo redizado en Ias seccione anterior-, en tste momenta se dispone de m i c e  r e  
sult,dos qne permiten emplear al Proc-o Poisson Estacionario mmo hcrramicnta para solucionar 
cn-tionffi prkticas. Si bien una gran cantidad de fen6rnenos se ajustan a las condiciones requeridas 
en la Scrci6n 3.1, el pedir que la distribuci6n de las variables N,+.,-N, ( t ,  s > 0 )  dependa linicamente 
de s es demasiildo rest,rictivo en muchos c ~ s m .  Por lo cual r a ~ l l t a  natural ofrpcer lina versi6n mks 
general del PPE. 

&ststas son alguna? situaciones prscticas w las quc se hace evidenie la ncccsidad de dmurollar la 
t m ~ l a  dcl Prorwo Poisson en tste scntido . 

Ejemplo 3.3.1 [Inn romptitadom dr cierla anhrcvsidnd rtcibe mensajes dc c o r n  eiectr6nzco dcsde 
Juero del plnntel. Sc fmia dr ua srnndor TtLe distribi,.yc dichos mensajm n d?.si.intns computadoms y 
estncrones de trobnjn dcntm de la universdnnd Se ha obrrnndo Que a dins h6biles in intex~idnd dcl 
trdficn pam este senridor sc incrcmenin gmd7~almrnfr desde Ins 5 a.m. h&a l m  8p.m. y pue de las 
8 p.m. a la 1 a.m. at,.mnta a 71na tnsa ndn mayor. pnm lwgo disminiiir dnisfiu~mente. 

Ejemplo 3.3.2 El Pmceso Poiwon Eslncion~ario es un modelo muy utilizarlo pam fm6men.o~ rela- 
cionados con decnim,iento mdzonctii~o. Sin embargo, se hn comprobndo p e  en la emiqi& de myos 
gamma y en el p m m o  de teaniqni~ncidn de pmtoner, in fracuencja con in cud  in9 padicdas son 
emzlidns, dirminuye con el tinnpo. 

Dcl mismo modo, todm lm problemas propimstn? en las scccionffi preccd~ntn pi~cdcn prffient,arse 
con variantm de ntc at.ilo. 

Una forma de rcmover lacondici6n dc wtacionateidad w tomas como punto dc partidala Dcfinici6n 
3.1.4. Ent,oncm sc propone la sigrrintc exten5idn dcl concept0 de PPE. 

Definici6n 3.3.3 Sen {Nt : t 2 0 )  tin pmceso de cantar tul que: 
i ) N o = O .  
ii) El pmceso posee la Pmpidad de Incrementos Indepmdientr~. 
ii7.) El n~lmero de coentos en csalquier inteninlo (t, t + At] es unn variable aleotorin qae se distnbuye 
Poisson con pardmetm L'+b'X ( s )  d.5 pnm aigirna ftmcidn X Riemann mt~gmble y no nqatitia. Es 
decir, pom conlesqtriem t ,  A t  2 0, 

Se dice entoncrs pic:  { N t  : t 2 Il l  cs i ~ n  Pmcxx:o Pois,son mn fiunridn dr intensidad X 

Ejemplo 3.3.4 En el Ejcmplo 33.2 se nrcnrioud el f<:ndmcno dc emisidn de myos gnmmn. Es 
conxin suponrr pie [uer Snyder], eslo ptirrlr nzo~iclo~.sc nrediante im pmceso Poisson no cstacionnrio 
con funcidn de intensidad de In J o m a  
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dondc rr ,  > 0 depende dc in cnnlrdnd de mnlrnnl en in /l~(,tltc rndtonctzi,a y z2 > 0 es el mcCprnw de 
In 7idn mcrlin dz la furnte. 

S m  {N, : t 2 11) tin Prorcso Poisson con irlnci611 rlr iolr'nsidi~<l A,  snr siiponrlrd q ~ i o  dicl~a f~inciSn 
cs poslt.iva salvo on rorijunto rlr rnnlida ccro, y SDR 

Para tl > t i  > O, SP t . ien~ q11c 

Nt2 = Nt, + (A',> - N!,) , 

Por la condici6n iii) de la Drfiniridn 3.3.3 

Dclido a quc A > O cnsi dondr, sca, sc sign[! qlrr I3 IN,,] > E [N?,], dt clondc sc tirnc q11c p r s  11n;s 
hncidn cstrictamcntc creciertbe. 

Teorema 3.3.5 Scn {Nt : t > 0) fin Pmceso Porson drJinzdo cn ( S l , $ ,  P) confi~ncidn dc intenstrind 
A, in cl~nl es posifiun sol.i,o en 1/r1 mn&jimto dc medzdo cem. Se define 

pn,m lodn t > I1 w E $1 , rlondr -i es in firt,cirin inar1.,5o rle p. Entoncr.~ { M ,  : 1 > 11) rr im PPE con 

intensidnd 1. 

Demostraci6n. El pri~ncr paso rs most,rar (pr: pal-;I toda t > 0 , M, rs una mri;~blc alcatoria con 
distribtlcidn Poi (L). E ~ t o  m >Inn conscct~cr~da dcl 11rrjw p a m a .  hit~cidn atrictamcnte crecicntc, 
grnrias a wt,o cl ovcnto {M, = k)  m eqi~iualcntc a {N,(,) = k] para toda k E N. Do aqlit se sigiie 
~ I I C  Mt snr romporta d r  a n ~ c r d o  a mia distriI,i~cidn Poisson con par61rtro E [N,(,]] = O(T ( t ) )  = t . 

Scan 0 5 a, < 2 < t i  < t2, y st: consirlcra~l lzls mriablrs alcatorias Mq, - Mi, y Ms2 - M,,. Por 
ddnicibn, sc  ticnc q i ~ c  

Sc sipiio dc In monotmia cstricta dc p qiic (T ( t , )  , r (I2)] y (T (R,) , T (s2)] son ajcna?. Sc p ~ ~ c & q  
conciiiir q i ~ e  Ian w,rin.bl<~ M,, - iM,, g Mi., - Al , ,  si,it i i~~lrpmdicntrs.  &t,o tamnbibn es wllido p;rv 
Iinionf8 finitas arbitrarias d r  irrtcr\nlos ajenos. m 



Corolmio 3.3.6 Sen p un.n funcidn. pontiun 71 eqtrictnrncnie mciente. Entoncrs T I ,  Tz, ... son los 
tiernpos de ocnmncinv de i~n Pmceso Poirson no esincionnrio con E[N,] = p( t )  si ti sdlo si 
p ( T I )  . p (T2) , ... son 10s tiempos de o n ~ m n c i a s  de 7 ~ n  Pmceso Pokson eslacionano con intensidad 
1. 

Demostraci6n. Una irnpliraci6n es olwia a pwtir dcl Tmrma 3.3.5. ~Mcdiante un wgilmcnto 
totalmcnte anaogo se plinic obt,cner rin Procfso Poisson {Q, : t 2 0) wn fmci6n de intcnsidad A ,  a 
partir de un PPE INt : t 2 0 )  con int,ensidad 1. Esto de la siguiente forma: 

Teorema 3.3.7 Scan Si.Sz, ... Ins 1zcmpo.s dc ocumncin.~ de fin Pmwso Po,.~son no rstncionnno 
{Q, : t 2 0) cuyn firncidn p sen estnctnmente crecienle. Entonw;i parn toda n, 

Pr {S,,, - S ,  > t j S,, ..., S,) 

= Pr{Qs,, . ,-QS,=~IQ,,=!-I ,S,-~ S r : < S , , i E [ 1 , 2  ,..., n } } ,  

dondc So = 0. Dr In Propicdad de Incrcmcntos Indcpmdicntn y dcl cnrolario anterior se sigue: 

dondc {N, : 1 2 0) cs un PPE con intcnsidad I .  . 
Corolario 3.3.8 Ln dmaidod con:7~~ntn dc lo.? unriohles nlcntonoa 

menc dndn por 
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donde xiz1 z, = ,a,. Da mt,a iilt,irni~ cxpmi6n sc siglr: a1 rrs~~ltndo. W 

Corolarjo 3.3.9 Sea {Qi : t 2 0) 7m P m c e o  I',>issor~ con func~ncrdn de intensidad A, y s e a r  > 0. La 
denszdnd cnnjlrnta de Q,, y loa tiempos de octmcnctn< en [O, r )  , es dr in j o n n  

fpl,s,.s >,..., S,. ( n ,  Pl,S21 .... 3") 

Demostraci6n. Se ha14 i~ ro  de la sigric:rit,e propi<rla(l [vcr Ash] 

fuF,s,,~,.. ,s,, (n ,s~, .%,  . . . , s ~ ~ )  

= fs,.s2, .s, ( ~ 1 . ~ 2 ,  ...>s") 
. 1'1 {Q, = n 1 S, = ,s,, ,Sz .: sz, ..., S,, = a,,} 

Para obtcn~s la dcnsidad ax~jiiijta de Ins ticmpos dr  omrrmcia, se nplican t6mjr.m dc 'nrn1,io de 
vasinblc a la Exprrsibr~ @.I), dc donde se sigur 

" 
fs,.~,, .,.s" ( S I .  ~ 2 ,  .....9 .J = {N,, - N,,., = 0 )  A (9.) 

* = I  

Ala,r:~ lion, para ~ I I C  {Q, = 7 1 )  ciado cl cvmllo {.TI - si,S2 = s2,  ..., S ,  = a , ] ,  dchc ocrurir quc 
trns el t impo  s, no se rcgist,rc ori~rrencia nlguna. cn (0, r]. Entonces 

Pr {Q, = 7~ I S, = 81 ,  S 2  = .s1, ..., Sn = sn) 
= r r  {Q, - a,,, = 0). 



FIGURE 3.2. 

Ejernplo 3.3.10 Rctomnno'o el Ejem9lo 3.3.1, y sriponiendo que in J~nc idn  de m t m ~ i d a d  ea l i n d  
por tmmos, de rnodo q i ~ e  

si t E (0,151 
- 22.5 s i t  E (15,201 

105 - 4.375t s% t E (20,241 

El tiempo se mide en h o r n ,  tomnndo como znvcio la5 3 a.m. 
En  lo F~qurn 3.2 sr pieaentn im rlc la fi~ncidn. de inlmsldalad A. 
Bajo estm conrliciones, b pmbabilidad de m t b i r  1.5 mensnjes enire lap 7 y la.7 930 a.m. Gene dada 
Por 

donde 
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Enlm~ccs 

Pr {Nlo, - N,, = 151 = ,0945. 

A h n  se nplirar6 el Comlnrio 3.9.9 pam obt.cncr In dm.wdnd co?t$mta de NN,St, ..., SN en el mismo 
intenmlo. En cste en70 

.fNCII IRI/BI,S~.  ..'% ( 7 1 r . 7 ~ 2  5 2 ,  - ...%z) 

, - 

rxp [ - [ ' A ( x ) h ] ,  

donde 1~o,151 y l(ls,zol mpnsentnn lnsftmeiones i??dicado~&5 pn,7n lo3 internal08 camspondientcs. H 

3.3.2 El Proceso Poisson Compzieato 

El Procno Pc~isson cs una herrarnientn podcros;~ para in~dclar urla Dan vnriedad rlc fcnbrnctlos, piics 
brintla inlor~nnci6n acerca dc In; ticnrpm clr ocllrrmcin rlc un sucmo de irllrrh y cnent,a el nilrnrxo de 
ocurrencim para todo intervalo En ttodos 10s modclrx propnesl~~z hats a t e  rnorncnt,~ sc t.ral6 a Ins 
oalrrcncin.~ corn" hrrhrri indistinguiblcu e~itl-c sl (salvo nl 811 posicidn). Sin embargo cl investigador 
pucdc vcrsr en la nrrcsidad dc 'ctiquef.ar' con cicrta carilctcrfstira extra a cada ocnrrencia dcl evento. 
Si dichns ctiqwtas son r q ~ r w n t d a s  mcdia1t.c vcctorrs nleatorios cn Rd, cntonces reciben el nombre 
de m,nrcm. 

Sm U el conji~nt,~ conformario p:,r todw k x  vnlorrs pcrmisibirx para las nmscas dci prnceso cn 
cxlesl.i6n, dirha U p u d c  set: 

i) Unn colrcci6n numerable {V,, Vz, ...) dondr cnda Vk rs lm vector pcrt,eneciente a Rd. Un cjen~plo 
tipico a In colcccidn {1,2, ....) dc cntems pos i1 . i~~ .  Ln marca n en al i-bimo punto piledc indiciu 
qzte n cvcntos ocilrricr~~n rlc mancra sirnultQnca cn cl ind.aritr .9,. Dc inrmn cicrtos ~TOCCSOS quo 
no cllmplr la h y  de Eventm Rnros p~lcdrn verse romo Ian Procmo Poisson mn U = {1,2, ....I. 

ii) Una rcgi6n dr iln csyacio coclidiano fii~if.o-dimt:r~si~~naI. Un r:jcrnplo rs rl mnjont,o Rt tsn~lo 
pwa reprment,as las intensidadm de descargas el4ctricns qiic recibc un sistema a lo largo del ticmpo. 

B t n s  ideas stigirrcn (Ice posiblrs e x l c n s i ~ m ~  dc!l P~rorr:~o Poisson. 

Definici6n 3.3.11 Spa { N ,  : t > 0) un P7nceso Poisro7i con znten3idod A, y sea {Yk : k E N) m a  

succridn dr sariables Rientonm tndepmdrenfrs idkni,icnmenlr: dwtrih~dda~ con diptnbncidn G, e in- 
depenrticntcs dd Pmceso Poisson. Entoncrs. el Pmceo Po?sson Comptrc9to de in,tensidnd X 1, con 
mave9 (Yk : k E N), e.q el pmccso (Z, : t _Z O ) ,  dondc 

N, 

z'= CY&. 
X-1 

El Pmrrilo Porsson Mnrrndo de intenszdnd X y ron nro7ro.r {Yk : k E N )  es in mrccsilin de parcjas 
(SI,Y,), (.S2,Y2). . . donde {Sb : k E N ]  son ins iiempos en 10s qve tin1,en lugnr ins ocsLmncias del 
pmccso { N ,  : t 2 01. 
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Sca U cl csp~cio de nt,ados drl proccso (& : k E N ) .  Se dice cntoncm qur U es el espacio de 
mamu del proccso {Z,  : t 2 0). 

En seguida se presentan algunas aplicacioncs dc cste modelo. 

Ejemplo 3.3.12 Se supone qzLe el nrimem de reclnmaciones en un,a wmpnrifa de segums a lo largo 
del tiem,po ae comporta como un P e s o  Poigson {Nt : t > O} de intensidad A. Sen Yk el monto de la 
k-hima reclamacidn. Entonces Zt = C;:, Yk representa el monto total de las ieclamacioncs hechas 
ha$ta tiempo t .  

Ejemplo 3.3.13 Sea N, el n~ inem de impados OM: mcibe un sistema desde un tiempo inicid 0 hastu 
un tiempo t ,  y sea Y i  d dario pmducido d sictemn por el k-himo impncto. Se dn por hecho p e  el 
daiio se mide en, mqniiudes posiliuas, esto Pr {Yk 2 O} = 1, ,y el daiio se acumula nrlitmamente, 
de modo pue Zt = C::, & repvsenta cl daiio hecho d aistenn hmta el tiempo t. Se supone adem.& 
qiie el si.~tema ,ye mantime en operncidn ,siemppe y cuando el da+a acomiJudo no sobwpase ciepto 
nivel '7, y fnlln en caso contrano. Sea T el tiempo de fnlla del sL~tema. Es clam que 

{T > t}  si 5610 sl (Zt < 1). 

Se time que 

P r { Z t < z }  = PI 

N< (At)" e-*' 
Pr C Y ~ < Z I N , = ~  --- 

= Z {.., ] n! 

donde G("' ( y )  = P I  {K + Y2 + ... + Y, 5 y}, esto gmcios n que Nt w rndependinte de {Yk : k 6 N )  
Entonms 

Todos 10s s~mandos son n.0 n.r~aliuos, de fonna que es posible intercnmbinr la sums con la integral 
pm oblener el tiempo medio de falln de1 sisterno 

E [TI = Jm pr (T > t j  di 
0 - (At)" c-" 

tdt G("' ('7) 
= Z(L 7- ) 
; 5 (W) G[") ('7) 

n=n 
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E ~ t a  ~zpmsi6n se simplifica de gra.7~ nt,o,nem en el cnso ~speciol en cl q&e 157 vnriable.9 nlentorins 
{YI : k E N) se distrib~ryen Exp ( 1 ~ ) .  Enfoi,,ce.3 la s i r n o  Y, + Y2 + ... + Y, tiene disen'baci6n Gamma, 
Ya ptce 

Dr m o h  que, cunndn {Yk : k E N) se di,vtn'bsyen c~:porrencinlmente, se tiene g?le 

1 4- ILTI E[T] = ---- . m 
X 

Ahorn se obt,endrR lo media, y vaianaa de Z,. Para calnriar E[Zt], primrro sc condiciona mn Ni, 
de dondc se t,ienc 

E [Z,] = E ( E  [Z, 1 Nil) . 

donde se he usado cl I~echo dr qne Nt rs ind~y~rnrlinit.c dc {Yk : k E N). Ent,oncrs 

EIZt I Nil = N,h'[Y,I, 

por lo tanto 

C [Z,] = ALE [Y,] 
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Para wlcular ner [Z+] se harA 11so de in f6rm11Jil dc vnrinmn condiciond Iver Mood, Graybill, Boes] 

Sustit,i~yendo la8 Fxpres ion~ (3.4) y (3.6) en la Exprwi6n (3.5) se obtiene 

uar [Z,] = E [ f i i ~ ~ r  [XI] t vnr [ X E  (XI] 
= At [aar [Y,] + ( E  [ ~ i ] ) ~ ]  
= XtE[Y:?], 

Ejemplo 3.3.14 Se acepla el stepf~esto pzle el ntimem de jarnilins que emigmn a ciertn iim n lo 
lnyo  del t impo,  se comporta de ncuprdo n 7m Pmcero Poi.wo7i estacionario con inten.sidad X = 2 
(el ticmpo sr mid. en semnnas). Se comrlem qar: el n t i m m  de integmntes en cndn fnmilia es una 
zrariahle alcntonn qur p71de tomar 10s unlores 1,2,3,4 con pmhnbilidnd i, g, i, respectivamente, 
rntonres, se drsen conocer el imlor mcdio y la onrianm del ndmem tot& de indiuiduos pire m i p n  
n cstn 6ren di~mnlc 71n penodo dc 5 semnnm. 
Sen X el nlimcm de personns cn in i-Csimn jarnilin. sr t i em  entonres 

Teorema 3.3.15 Sm {Zt : t > 0) s n  Pmceso Pol.rson Con~p~es to  con mnrras {Y,,Yz, ...). DidLo 
p m s o  posee in Propidad de Incmmentos Indcpendimfcs. 
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Scan 0 5 a, < b, 5 oz < b2 < n, PnttliicFS 

1'1 {Zs, - z,, 5 Z], z, - z,, < z,) 

P r  ( A ( h i , g ~ , h l , g z ) l ,  

rlonde A (', , g,, h2, gz) = {N,, = hi, Nb, : 91. Nnr = h.2. Nbk = 92) Y 

O i h l  <g,<I rz5 : iz  hl,!fi,hz,.qz€N. 

Drl 11rrho qulur lrts varinblua alratorim {Y, ,  Y2, ...} son indrpcndirnt,rs entrc sf, y del proccso IN,, : t 2 00) , 
se sigt~e qltc 

PT{ZB, - Z", 5 z,,z,* - z*, 5 2 2 )  

= h,.i.bl.02tN ( ~ P ~ { ~ ~ ~ ~ ~ } ) P ~ ~ A ( ~ , . . ~ , . . ~ , ~ ) ~ .  '=I ,-I?rtI 

Fato liltimo ouedr eai)raarse dr; la sig~~icnte mancr.? 

I* r;lan, qoo 

A (l~~,,!,,, /1,2,,72) = I3 (11,,g, - I L ,  ,1~.2 - g,,g2 - 112) 

Sc aprovccl~a la Propaxlad dr 111crcmmntos In~lrp~:niliorl(~ para { N ,  : t 2 0) 
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donde Lo = A',, , ..., L3 = fik - N-,, y tr l l  = zl. tu3 = r2. Entonccs 

con Yo = 0. Se puedr conclnir 

El resliltado se ohtiene dc gcncrdj7nr mtn? cA1c1llo.s pnm cl caso 0 < n, < bl 5 nz < & 5 . . . 5 
ak c bk < m, con k E N . 

Sea { ( S k ,  Yk) : k E N} un Proccso Poisson Marcado dc intensidad X y sea {Zt  : t > 01 cl Proccso 
Poisson Cornpufsto qile se ohtiene a partir dr  M r .  Se wpondrh quc para p E (0,l) fija se t,iene 

Ahora sc considcran lffi prom- form~dos por las ocurrcnciac marcatlas mn unos y por lus ocur- 
rrncins m a r a d s  mn crros. k t o s  proccsos pueden drlinirsc tamhien como 

Z,! rs ,in Proc~so Poisson cornpiisto, g por lo t,anto pm:c la Propirdul dc Inrrcmcntm I n r l ~ c n -  
dicnics. Dd Tmrmma 2.1.4 se sigue quc Z: se distrihuyc Poi ( A p t ) .  E5t.o irnplica que { Z i  : t > O} 
m un Prot:rso Poiswii dc intcnsidad Ap. Mdimte  iin nrgirnent,o totalmcntc an;llogo, sc ticne q~ lc  
{Z: : t >_ 0) n urn Proccso Poison de intcnsidad X (1 - p). De hccho, ratm dos proccsos son indo 
pendientc?. 

Se vcrificarh que Pr {ZP = j ,  Z: = k) = Pr {Zy = j ]  Pr {Z: = k}, para j, k E {l,2, ...} . 
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Esta indcp~ndcncia dc ovcnton fie ostal~lera dn la sigt~iente forma 

-- (3 + k)! - ee-' 
P"l - p)' ------ 

(i + k ) !  

= 

= Pr{Z:=k}~r{Z:=j}.  

Fsta idea n: ~cncraliza cn la Sccci6n 3.5. 

,%3.5 81 Proreso Por.~.~on en el Plnno 

Un Prolxsn Poisson en rl plano n on mod& pro1,abilist.a pars pnntos dispaatos en d piano a1 azw. 
Queria (1cst:rito mtxiiantc ilna colccci6rr rlc vnrial~l(s almtorias {NA : A E !S3 (RZ)} indexndu par 10s 
wn,jnnt,os Horclianos d r  R2 y dttiuirla cri c i c ~ t o  rspacio dc prohabiiidad (n,z,P), dondc N A  ps el 
niimaro (a1c:atorio) d r  puntos (alcatorios) r:n A. Sn silpondri qilc si A cs acotado, rs dccir, si cstk 
co~~br.nidn o11 nn ra:tAn'ngilk, dc Area finita, rlii,oncrs N.4 (w) rs fjnito P-casi scgnramcnte. Adcrnss no 
se permite suprrpasicibn dc pnntr~s, csto (3, para t.orlo z E R Z ,  = 0 6 1, P-casi seglnamente. 

Sr  dico rntnrarr. qilr {Nn : A E 53 (RZ)} r.9 r r i i  prnrpao ptmtanl simple. 

Definici6n 3.3.16 Un Pmceso Poisson Ilomogbnro el). Rz con inten.sidnd X > fl r.5 un pmceso 
pf~,nt7~nl. .simple q?Le cumple: 
2) Pam cunlq~~ier colecczdn finifn A,, A,, ..., A, dc Bomlinnos njenos por pamjn9 de R2, lag imrinhles 
alcnfon'ns NA, .  ..., NA,, son zndeprndi~ntc.~ 
it) Parn nra1q.w~ A hovrhnno nrotndo 1lp R2. 

1 ~ ~ 1 ~  Pr { NA k) .= c-*lAl -- 
k !  

dondr k t N .  y \A /  es in mrdidn dr Lrbrrrjrrc dr A. 

Ida sig~~irnt.c r:i,ns(ri~cr:irii~ i1ilst.m "arias x n i ~ l ~ ~ g ~ a s  (>~~t.r<: 01 nioci~!io prujnlmt(l m Ti1 Dcfinici6n 3.3.16 
y r l  PFD. Entm dicltas analogias se mrilentm ol l i ~ l i o  dc que la distribucidn d r  las ociirrcncii~s cn 
tin r.r,l?j~int.o ilndo, <:c~riclicionari;~ nl nilnicn, ilc oclirrcnclas en dicho conjnnto, os iinifurme. Se ticnc 
adcrn;ls lllia (.onst,riiccibn dcntro dc la c u d  se ;~proximn a la Distrii111il6n Poisson mctliantc otra 
di~tribucibn discreta, donde e t a  disiribncidn tomn i ~ n  niirncro finit,o dc mloros (Rrsuita instrnctivo 
comparar mto con la disasi6-n q11c d a  iniciu a la Sccci6n 3.1). 

Teorema 3.3.17 Sm n tin conjlrnto nurnerahlr de p7mton en cl plnno. sin p?mto.e de ncnmtrlacidn 
Jinitos. i lzcho ptmto. rsldtz distlrhlrldos dc 7none7n. nlmtorin. dr mono que, pnm todo hoxlinno nm- 
tndo N dr RZ, cada punto en H n Il .se dfitnbliyc de manem un.zJowne en H .  Se wxpicm adem.& 
glrc 10.9 prmto en H fln scnn mdcpcndrcntm r n f n  ,sL Enlonca~, 1 1 ~ s  ~~nrinblrs nleotnrias 

A r , , = # { A n n } ,  A C B ( R ~ )  
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jomnn cm Proceso Poisson Hon~ogCnw ell R2, .Piempre y clrnndo in di~fribacibn de NA sea irtvnriante 
n lnslnciones rle A. 

Demostraci6n. Sc considc~an lm cuadradm SD con ccntro en 0 con iadm paralelm a iw eje; 
coordenadw y de longitud D. Sea K, por el momenio, nn entcro fijo, y sr. toman If vector= alfatorios 
independientm (X;, Y,),  i = 1 ,  ..., K de modo que el punto M, = (X,, Y,) se cncucntra uh'formemente 
distribuido m So, et ,o  n 

Al 
P I X ,  A = para torlo A E B (R') , A  c sD D2 

&t,o modela K puntos coioradm a] azar en SD dc mnnera independiente. 
Sean A,,  ..., A, E S3 (R2) y contenidm en SD. SF suponc adcml(s que dichos conjunt,m son ajenm. 

La distrihuci6n conjiint,a de NA,, ..., NA., se obtienc de la siguiente forma 

Pt (N,,, = k,, ..., A$" = k,) 
= Pr {fi, = kn, NA, = kl, ..., N,tm = k )  , 

dondr 

Como cada puiito tiene prr~l~abilidad p, = lA,I ID2 dc CAFI en A x ,  sc obticnc iina distrih11ci6n 
multinomial dc parametros (I<, n) 

If! 
Pr {Na, = k,, ..., Nn, = A%) = ---jp$...p2. 

ko! ... k,. 
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Por lo tmto, sl D 4. K tiendm simultAnc~~~icntr a cn, rlc tsl manera que IUDZ = A > 0, so tiene 

quc 

K! 
[i," ~p" " 

K.11-m k*! ... k"! U -.-P" 

- K!  

[( GI I".') 1" (IA,IA)'I (IA.IA)'~ - ]irn 1 .~ 
K.D-m kg!Kk D= k,! k,! 

= lim - (la,/ A)" (IA.I A)'- 
~ . n - ~  MK+' ...,. C. I .""_ i- 1 

,=I 

(3.8) 

Eq claru que la Exprcsi6n (3 8) rcprmmt.a la fi~ncihn do masa conjunta de N,,, , ..., Nn,, pma un 
procmo Poisson hamogCnco en el plnfio con intciisidnd X. E I 

Estc rm11lt.ado p ~ e d e  llsarsr de la siguicnte manrra: Si sf tiene lln area muy grnnde (SD) sohrc la 
cual m ha disp~irsto lrnn grim rnnlidnd dc punti,s ( I 0  clo ninncra nlent,orin y nniforme, y si sc dcsca 
cdcular la cantidad 

dondc kr +. . . + k, r s  murho mcnor qur K, y domlc A,, ..., A, sc mcucntm.n alejados dc i n  front,cril 
de SD, rntoncrs s r  ptlcdc nplirar el Tmrrrnn 3.3.17. 

3.3.4 f'mccros P~rnttcales 

Sea. (R,;F,P) un mpncio de prohahilida~l, y sr tnrna R*, dorlde k 6 {1,2, ...} ,con 1a topologla usnal. 
Se dcnoha con 5 (RE) a la o-Algcbra de Rorrl para mir ronjunto. 

Se cotaidcra la sigdn~tc farnilta d r  sxthconjuntm dc R.X : 

I luk~s  r.qtm obict,ns, R t ~ d a  frmcihn IS : S l  - N (R" st: In dcnurniila rn~lxanj7into alefitono de Rk 
dcfinido en (a, 5, P) . 
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Definici6n 3.3.18 Sean 7 ~ n  s?rbconj~~nto dentono dc Rk dejinido en (n,X,P), tal que Iasfun.cion~ 

iv, (.) = # ( A  n n ( 0 ) )  

sean uannbles o1mtono.s pam todo A E % (R'). Dondc # ( A n  Il(.)) e.q la cardinnlidnd de { A n  IJ (e)} 

si este conjl~nto es filiifo y 31- denota con ca en a 5 0  contmno. Se dice ento~zcer qz~e Jl es un p m m o  
punttinl aobm Rk drjinido en (R, 8, P )  . 

Tomnndo a la Dcfir~icidn 3.3.18 como punto d r  partida, fs posiMe nrccder a conceptm y resulindos 
que, si hien Iueron concchidm para aplicaxsc a npacios m6s generala [ver Kingmad, permiten (en su 
vrxsidn rrstringida al caso (Rk,% (Rk)), k E {1,2, ...I) demmtrar can rclativa simplieidad, ciertns 
propicdsdn dc 10s pn,cnm disc~itidm cn 18s sccciona nntrriorn, particrtlnsrncntc dr1 Procmo Poimn 
Compnmto. 

La ncrtnici6n 3.3.18 consiclcra llna dase mug ampl i~  dc procrsos. Es claro quc no todo proceso 
pu~~tilnl n nn procno Poissoi~. 

Ejemplo 3.3.19 Sea S un cubo e7~ R" con la topolo@n ? L F ? L ~  y (R, T, P )  un q c i o  medible. A c n h  
w E 0 camsponde cl con3unlo Il (w) = {XI (w) ; X2 (w)  , .... Xk ( w ) }  de punios dc S. Se s7rponrinl pve 
cada X, es fdn PIKIOT nleatono ran distribuciln uniforme en el cubo y X, 6 3  independiente de X, 
si n. # m.. Debido a que cada X, es un  uector nlmtorin, el SUW30 { X ,  E A} es un euento, p a n  todo 
A E B (R"). Por lo tnato { N A  = r }  con r E N tambihz lo PS. E n t o m s  { N A  : A  E 5 (R")} k u n  
pmceso p7mt11.d. 

Ejemplo 3.3.20 Sm, {Tn : n E N }  unn sucesi6n de ?,orinhles dratorias con v d m  renles y 0 5 
TI < Tz 5 -r .. y T,, -, m con prohnbilidnd 1. En,toncra la? ~c~arinbles al~alorias 

Ahora se gcneralizar?in roncrptm rdativos il procsm no ntilrionarios, dichs procenos hlcron 
pracnlivlm cn la Sccci6n 3.3.1. 

Definici6n 3.3.21 Sen {Na : A E B (R";} un p m x s o  pt~nlunl sobm Rk. La mcdidn dc iniensidnd 
de { N a  : A E 5 (Rk)} se define como 

q~ (A)  = E [ N 4 ] ,  A E B (Rk) 

Teorema 3.3.22 Lo mcdidn dr intrns~dnd dr: Tin pmrrsn puntlial ~3 i ~ n n  medido 

Demostraci6n. Result,a o1)vio (III: t', fs i ~ n a  hnci6n no nrgativa y qur yj (0) = U 
Si A, ,Az ,  ... son ajcnos por parcjns y A = U;SIAx 
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m * (A) == ( A )  

10 ctial C O ~ ~ I J ~ C  la p r~~cba .  E 
En n t o  trabajo s6lo s f  cousidrmn aqriclins rriedida~ rlr iilt.m~sil;lad q ~ m  purdcn ohtencrsr a partir 

dc l ~ n n  intenaidad Una intemrdod es urn fililcicltr Bnral-inmlihlc A, q i ~ c  es positiva. Fato perrnitc 
hablar de la integral de Lehsg i c  dc X, gencrando medidas del tipo 

$ ( A )  = X (z) (lz. 
A 

Es dc gran importancia el raso en el q~re X $3 const.antc, erdoocn 

Definicidn 3.3.23 Un pmceso pantfml {NA : A t B (R) ]  aobm R ea Pmceso Poisson Puntud 
con inter~sidod X sz: 
i] {NA : A E B (R)f t7en.e znme~nentm iizd~:r/cndienic.r, csto en el 8entldn de qnc N,,, ... Nam son 
indepen,lilientcz pnm B,, ... B, borelianos ajeno.q por yon?jm 
zi)Parn cadn B t (R) 

Kq nrx!?sario cxigir ~ I I C  li, no posra itomm (m rlrrir q t ~ c  pam, todo z E R ,  I j ,  ({z}) = O), ya rjuc de 
lo ronl.rrio, si t:xisticra TO E R am li, ({TO]) > 0 w! lr~xalrln Pr (N{, , )  > 2) > 0, lo cud  contrdicc la 
idea inicial de qnr s61o purde llahcr una ocr,rr<:ncin ;I la vtx. 

Teorema 3.3.24 Sea {N, : A € 23 (R)} Tin proccso Po&son pfmtual sobre R. Entonces, la Jam,zlin 
dr voiinblrs oleatonns 

fomon un pmreao Pozsnon (Drfinicr6n 3.1..f/. Dado an prncrso Poisson, es posiblr: constn~ir, de 
manem tintca. fLn procr.so Poiason p7~tll?iol. 

Demostracidn Sa rnostrari prirnmo qiic la DcIirtici6ii 3.3.23 implicn a la 3.1.4. 
Sc;l { N a  : ,4 E 23 (R)] Im prcnwo Poisqrm, purrI.ual. Sc considerit a la suhf~amilia {N(o,q : t > 0). 

LRS conrliciones ii) y iii) de la T)efinici(,n 3.1.4 sc c~imple~i trivialmente para mte nuevo proceso 
&oc6stico, ya qut,. twlo internlo ~cmid>icrto a im i3oreliano. Del h e d ~ o  que I j ,  es no at6mica se 
sigue In condici6n i) de la Definirihn 3.1.4 
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Es fArjl mrifirar quc cx tin proccso dr  contns, .ya q~zc la funcidn 

ffi posit,iw, s6lo toma valorcs cn la$ cntcms y m mondtona crociente mpecto a t .  
Sr prorcdrrii a demostrar quc a partir dc un pmreso Poison { N t  : f. 2 0) se pucde construir de 

forma ilnica nn proreso q l ~ r  satisfngn la Dcfinici6n 3.3.23 . 
Sc propone 

dondc S k  donota al instn~ute en cl cu~nl tienc lugar la k-tsima ocumcncia. EF claro qiic didlo 
conjuunto w nr~mrrable. Sc sahc que Lns funciones Si, (.) son variables aleatorias, por lo tanto la 
funcidn 

cs ima variable almtoria, ya que toda f~inci6n indicadora corrrspondicn:~ a un boreliano cx medible 
y la composicihn de Rmcionw mcdiblm ffi medible. 

Se siguc ~ I I C  

s 11na v;ujablr deatoria 
Por lo ianto scptude constn~ir dc mancra linica um proceso Poison punt,iial a partir de {N, : t > O).. 

Lns condicionw i) y ii) son consw:ucncia dcaplicar rnu~tados referent.s al Lema de Clnses hton6tonas 
[vrr Ash]. rn 

3.4 Caracterizaciones fuertes del Proceso Poisson 

Del mismo modo que la fllnci611 cnract,erist,ir:n y la flnrci6n gelicrairiz dc mornent,m permiten llevds 
a cabo ciertos czilc~~los referentm a la distribusi5n de wrinhlrs alratorins (talcs como sumns), el hn-  
cional ca~~rsrterlstico dc Im procffio rst.orA~i.icn cs una llei~amient,a poderosa para, rmliznr oper'cjona 
que involnnen a1 proccso en mcsti6n. En esta secci6n se ohtendran mpresiones para el bc ional  
cnract,crlstim dcl Precso Poison Pnntud y para el Proceso Pois.son Compvrsto. 
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El sicno ~ n r r n l  

Teorema 3.4.1 Scn { N  (A )  : A t 23 (R")) un Prctcc,<o Poiaon sobre (R", 23 (R") )  con mdido de 
iniensidnd I,., 1) spn f : R" --t R unnfirncidn llocrl-m~dihlr. En.6oncc.s in sl1rn.n 

pnm caaiqaier mirncm romplejo 0 tnl p c  ho.,qa q?Le in rntwpnl de in dcnciia mnvrq'n, 1) en paiticfrlnr 
sientpn qlre 8 s ? ?  imnginnno p?~ro. 

Demostraci6n. El prirnrr pnso dc la drmostra~:ihn ror~sist,c cn v<,.rificar qur la Igialdd (3.11) x 
cnniplr para t,odo nlirncro cornplcjo 0,  si f es rlna fimcib~ que toma un niimczo finito dr  vaiorrs y sc 
rtn~ila fiicra dc ,in coiljllnto dc p-me~lida finita. Esto rs a 10 q t~c  se conoce con ei nombre dr  J t ~ n c i 6 n  
simple [Bartlc]. 

Sca f ~ina  fiinci6n siinplr jmitiva q le  tonla ins valnrm f,, j2, ..., f k ,  y scan A, = { X  : j (x) = f;) 
con,jl:ntm mediblm taks q~ic  m., = / I  ( A j )  < oa. Claralncntc 10s conjlmt,os A, son ajenos cntre sl. 
Entoncm ias variahlm alcat,orias N j  = N (A,) son indcpcn<licnt,m, y par& cada 2 se ticne q~ic  N, ticnc 
distrib~ridn Poi (m,).  Sca 

P;un Io<lo nlin~cro n)rnplr.jo R sc tienr q11c 
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(lehido a qiue f = 0 en el romplcn~cnto dc Is uni6n dc 10s A,. 
Cualqilicr hnci6n mdible positiva f puede cxprnarse coma cl Ifmite dc una sucmi6n crecicnte 

{f< : i E N] de fimcionts simplex no negatiw. Entoncn, si se toma 0 = -u un nillnrro rml ncgativo, 
y se dcfincn las sumas aj = xCr f j  ( X )  se tiene 

= lim exp 1- J (I - e ~ ~ f > ( = !  
j -m P (Wj 

- - [- J (1 - . - % ‘ J I ~  

para 71 > 0, por cl Tcorcma dc Convcrgcncia Mon6t,ona [Ash]. Si la Expresi6n (3.10) se ci~mple, la 
illtima integral COnvCTgc y iicnde a 0 cimndo 71 - 0, lo cllnl murstrn que @ c- una wiablc  aleatoris 
finita. &to sc cxpiicnsi con mayo"lrdrtaI1e. Sean B, = {z : f (z) 2 1) g B2 = {Z : f (z) < I}, entoncex 

Como la ExprwiOn (3.10) se ciunple, ambas intcgralcs dcl lado dcierho convcrgcn. Ent.oncts 

(1 - e-"f'"') /L (dz) )< 

y gracias a qin y z I - cn para t,oda y sc ticne 

Ent,oncn ambm miernhros dc la Ecuncirin (3.11) a m  fimcionw analiticas de B en Re@ 5 0, dc 
dondc sc siguc qrrc la Exprcci6n (3.11) cq vdlida c11 el dominio Re0 5 0. Por of.ra paste, si (3.10) 
no sc curnplc, la iilt,im;r intrgral diverge para ioda r~ > 0, lo que implira E [e-"*I = 0, por lo t,anto 
$ = m con probahiIidnd 1. 

Por el momcnto rl teorcma ?st$ drrnost~raclo par* f > 0. Para terminar la prucba, se splica el 
tcornna a las Cilncionm positivas 
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ronvergcn, dondr 11, y n.. son rmtriccionrs rle 11 nl 

%to ~1rmurst.ra qur lit Exprcsihri (3.10) 1-5 ?ma c~~~dic i i ln  T I P C W ~ ) ~ ~ ~  y sltficiml,<: pi~r11 1% mllvrrgrricia. 
Si n t ,a  sc da  y 8 n iln imaginario pilro, se ticnc q13c 

, [,:o*] , E [,Om 8 -"*- ] 
= e [coo' ] F [en"-] 

- -, [/ (.Ib - 1) < ]  x [ ( - 1) d,'] 

ilsando el hccho dr  qnr el nniirnero dr  oci~rmncias rlcl proccso cn ronj~~ntm a.jr!nos son variahlcs 
alcat,orias indcpcndicnt,~. 

Por lo t,anto la Igualdad (3.1 1) se cumplc para torlo nilmero imaginario pliro 8, g su cxtcnsi6n a 
toilas lix mimcrns complejm t41N qt%c la hlt.cgraI C O W T ~ P  cr 1x1 problems de continuacibn anaUtir:a. 
m 

Un caso partinliar de intv.r(s dcl ~eorema 3.4.1 cs ciiando se t,orna f >_ 0 y 8 = -1, ent,oncm la 
Expresibn (3.11) mt,ahlrrr qire 

(3.13) 
XED 

151 la(lo izquicr:rrk~ dc la Exprcsirin (3.12), vista cornr, IIII opcrarlor crlyo nrgamcnto ilna f11nr:irSn 
arl~iiraria f r.s nrr ejanplo dr lo qiic se coiioce con10 DI /11?1ci,on.nl r~~m~:loTISi~.co dc 1111 procmo ~t,ocrls- 
t,ico. Este non~bre se <lcl~c a qnc, la Ecu~ci6n (3.12) casnct,criaa al Procc~o Poimon. Supbngase qile fl 
cs cudqidcr stxb<:on,iunt,o aleatorin nummablr dc (R8','D (R")) y st define 5 oo mediant,e la Ex- 
prtliiiln (3.13). Sc hace adcmis d ssupirmto qnc. para algiina mdida  11, la Ecuaci6n (3.12) se curnplc 
para una r i a t a  clase 3 de hmcioncs. Si F cr lo s~ficic~~temcntc abuodante como para contcner a 
t,orlas aqi~clln~ funcionrs qur tonla11 sola~nrnte im rui~ncro finit,o dc valores difcrcntcs y l . ~ ~ ,  ..., y ~ .  la 
Ecaari6n (3.12) implica 
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donde 

m, = ,L {z : 1 (2) = yj}  

Si sc toma zj = ecij y A, = [Z : f (2) = ?/,} . 

Como n t o  sc cumplc para 0 < zj < 1, las rarjablcs N ( A j )  son indepcndicnts con distribution 
Poi (~n.,). Por lo tanto 

es un Proccso Poisson con mcdida dc intensidad 11. 

De lo anterior se concluye que, pars dcmostrar que ,in proceso puntual s un Proceso Poisson, es 
suficicntc vcrific;~ qur In Exprffii6n (3.12) se cuinplc para unx clasc lo suficicntemcnte grande de 
funcinnes. 

El irrncional cnrw.terJstico pnra cl Prorm Poimn Compi~nto 

Sea {IV, : t > O }  un promo Poison con funci6n de intensidd A, y sea {UL : k E N} una succsi6n de 
vcct,orcs alleaiorios indcpendicntffi e id&nt,icamcnt,e dit,ribufdm, sc supone ademks que son indepen- 
dientrs dcl procwo. Sc drfinc 

para t > 0. E n t o n c ~  {Zt : t 2 0) c; rin proceso Poison compursto con m a r m  {UL : k E N) 

Tearema 3.4.2 ElftLnrional cnmctertsticn nsoc~.odo loon ins ~,onflhles n l m t o ~ m  {Zt : I z t > O} esfd 
dado por la sigsiente espcmnzn 

h n d e  in T denntn d opcmdor imn.~pz~c-qin. AqaZ { F  ( t )  : 1 > i 0 )  es uno j5frmctdn. Borrl-mrdible 
arhdmno F : R - R"'. g m FS la (limm~idii dc U,. La intc ,pl  drbe t n t o ~ r r i n r s ~  cnmo in inte.pd 
de Rrrrnnnn-Stielfjrs q~re tomn lor sigi~icnler z~oiore.3 
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DemostraciOn. En scgoidit sc calcr~ln la wi>rranxa qi~c apnrcrc en la Efixcsidn (3.14). Haciendo 
r~.o dc las propiedadcs de In espcranna rnndici<mal, se l.ime q ~ ~ e  

m 

ips (F) = 1% {NI = n) I? FT ( z )  dz  ( z )  (3.16) 
n=o 

ce 

: 1.r ( N ,  - 01 + 1 Pr {N ,  --- n ]  trap ix li'T (a,) Uj ( IVI = n. 
"=I I 

Condicionantio <:on lm tiempm de ocnrrencias g ntili7,zndo el hwho de quo las marcas son indc 
pcrrdirr~ln r id&r~licirrnmte distriln~l~las, sr obl.irnr 

dondr q,, (o) rs la hmr.ibn carartrrfstica d~ Ins rnnrcns. 

9%. (n) = E (re7") 



donde Fv cs la fimcidn de distribr~dbn conjnnt,a dt- (U,, U2, ..., UN,). y FS,.S 9,..., SN,p~8 es la funcidn 
de distrihuci6n condicional de lm tiempm de ocurrencias en (0, I ] ,  dado Ni. 

S~!stitilycndo n t a  Exprrsibn en (3.15) y gracias a que N, tiene ditrihuci6u Poisson, se concluye 
que el funcional cararterhtico de un promo Poisson compunto e t a  dado por 

Un caso dr. interfs n cuando cl cspacio de marcas U = {V,, ', ...) ES numerable y la probabilidad 
de mignar la marra Vk n pi para 6 6 N. Dajo a t a s  circunstancias se tiene que 

* ( F )  = - A (,) ( p k C . ' . ' ~ v k  - 1 dt 
k=, 1 1  

Estm rwultadm swAn dc eltilidad al obtener la Reprrsentad6n dcl P romo Poisson Compucsto. 

A lo largo dc n t e  mpit~ido, el suponer una Propiedad dc lncrementos Indcpendientn ha sido m c i d  en 
la dcmnstraci6n de m ~ d t ~ d m .  El siguicnte Tmrema pcrmite caracterizw al Pmcmo Poison P~rntrial 
sin baca ilso de supuatos dc indcpendencia; en vcz de ello, se requiere que la probabilidad de que no 
se regist,ren ocurrcncias del proceso en unioncs finit,as de r%(.Angulos tenga cierta forma funcional. 

Teorema 3.4.3 Sen fi t1n.a medida no atdmicn m Rd t d  pile sen finita pam conjunios acotados. 
Sea lI im subcnnj?mto aleatorio nummble  de Rd tal qix, siempre que A sen tlna unidn finita de 
wt6nr~i los  

ent0nce.q { N  (A)  = # ( A  fi II) : A E 'B (R*)} es un Pmceso Poisson con medida de inten~idad fi 

Demostraci6n. Para fincs de e t a  prueba se mnsidaa qiie un k-cubn es un rcct&ngUro (a, b] para 
el cual 

donde 10s 7s son enterm. Para cualquier k E N Ins k-nlhm fonnan una dis~ci6n de Rd. Para 
cualquier k-cuho C, se denot,a mn I' ( C )  al evento {C n Il= 0). Tdmfsc k fijo y scan C,,C2, ..., C,, 
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k-rub08 distintas y por tanto ajenos, enlonr!m 

Por lo kant,o 10s evrntm Y (C,) pnra lm k-cobos C., i E {I, ..., nJson indcpendicntcs con 

pr { y  (cj) j = e.~vG. j  

Se puedc usnr n t c  hcrho para calculm la distribiiridn de 

para n~alquicr c~)njtxnto G nbierto y acoIe.110. Cualqilim x E G at ,& cont,enido, para k lo suficicn- 
temcntc grande, cn alg6n k-cuho subconjunto dc G. E? m&, si x ,  y E G y x + y entonces a pariir 
de ciertn k, 3. y y sc rncucntran contenid= pn k-cub= dktintos. Entonces 

N (G) = l i~n  Nh (G) 
k - m  

(3.19) 

dontk: N b  (G) rs cl nilu~crn ctc: I;-ri\lwx C I.aLr; q t l r :  tstAn rontmd<ios rn, G y Y (C) no ocurrc. 
Clnrmentc N b  (G) se incrernentn con k. 

Dchirlo a qnc 1m cvcnt,ns Y (C) son indcpcndirntcn, la f11nci6n gcncratri,: dc rnonlcrltm de Nk (G) 
es 

E ( z ~ ~ ( ~ ' )  = [PI {lr(c)) + ( l  - Pr {Y (C ) ] )  Z] 

= [ c - l w )  + (1 - e - l ' G )  ) .I 
siempre que lzj < 1. El prodt~cto w tomn a,l~rc t,odrr; 10s k-cubos C C G. En pluticiilar, si se 

toma 0 < z < 1, de la Exprni6n (3.19) y dcl Tcorema de Convcrgrncia Mon6tona [Ba.rtle] se sigue 
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mn la conveneinn zm = 0. 
Para t a l a  z, y para todo IL 2 0. 

E (zN(G)) 2 2:: lJ c-~l-=l~(c)  

> e-(l-=l,tlc) - 

g a c i a ~  a qnc lm k-crrbm C C G son ajena. Naciendo z 4 1 sc deduar qire N (G) cs finita con 
probabilidad 1. 

Para cnlcidar d llmite en la Exprrridn (3.20), CF ncrmario usar el hccho de que, para k-cubos cn 
uns regi6n acot,ada, IL(C) ticndc uniforrncn~entc a cero ellando k - m. Esto cl; una consccucncia de 
la falta de itornos de p., y se probard por cont,radirci6n. Basta mostrar qur =to se cumple para los 
subconjrintos dc un 0-cub fijo Co. Si el rmiltado fricra faha, entonces rxistiria 6 > 0 y k-cubos 
C c Co para cudquier li, con la propiedud 11 (C) > 6. Se dice que un k-cnbo C es de f ipo I si para 
toda 1 > k, C conticnc [In l-cubo C' la1 qrrn p (C') > 6. Por hipdtesis Co rs de tipo 1. Se sigue quc 
dc lm 2"-c1ibos en Co, nl mcnos uno (se denotarn C I )  rs de tipo 1. Procnliendo de rrtu mancma 
se obtiene una sucmi6n Co 3 C, 3 C2 3 ... donde Ci, cs iin k-cubo de tipo 1. Un k-cub0 de este 
tipo contiene n un a ~ b o  d con IL (6) > 6 y por lo tant,o /L (C) > 6. Ekto implica q~ lc  IL (GI) > 6 
para todn, k. Pcro como Ck cs un k-aibo (on lados dc lr,ngitud 2Tk, la intcrsccci6n dc todm 10s 
C k  w varia o mnsdn dc un solo pinto, cum mwlidn tcndria que ser mayor o igual a 6. Esta rs la 
contrirdicci6n que se buscaba. 

Por lo tant,o r c g r ~ n d n  a G, se pucde usar el hccho dc que p(C) 5 6 para todos lm k-cubm cn 
G y con k lo suficicntemente gandc. Si IL 5 6 y z est i  fiju 

e-ll-a)' 5 z +  (1 - z) e-" 5 e-('-')"'(6!" 

dondc 1/, (6) -, 1 a:ando Ii --t 0. Entoncrs 

e-(l-:l"(C) < (zN(Gl) c-(l-=l%',(6)~(C) - 

y hacin~do 6 + 0; 

E (*Nl",) = (, -0 -:111(C), 

Esl o sc cumplc para toda z cn 0 < z < 1, de dondr sc sigue qur N (G) tirnc distribuci6n Poisson co:~ 
par;imrtro p (G) . N ~ o r a  scan GI,  G2, ...., Gm conjunt~s abicrtos, ~cotadm y ajenos. Ningiin k-aibo 
puede s t a r  coiit,cnido en n ~ &  de im G,, cntonccs las vaiablcs 

Nx (GI)  , N k  (Gz), -.-, A$(G-) 
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son independicntn pars k fijo Naciendo k --, oo sr concluyc que l a  variables 

son indcpcndicnt,rs. 
Ynra complclas la pntelra, s r  debo srxt.m<lc+ rsfos r<si~Itados dr? conj~mtos nbirrtm nct>tadw n la 

farnilin dc rc~r!jllrrtm clr E?<acl. E~bo s r  logrs ;~pli~.ando 5.1 Iarrra (lr Cli~qcs Mon6t.onas y 11sa11do d 
Irccho d,: quc cilalq~~icr fi1nri6n rncdiblc cs el llrrrite dr filnck,ncs sin~plm. 8 

3.5 Representacidn del Proceso Poisson Compuesto 

Primcro sc dsrrsnrllar8 la regresentaci6n ccllando el mpacio de marcas cs numerable. Sca {Z ,  : t  2 0) 
um Pror.cso Poisson Cornpuest.~ con espacio de marcas U = {Vl, V2, ...I, dondc la k-&ima. marca Vk 
ocurre con probabilidad pk. Sea 

( O = t . 0 . n < t l . n < t 2 . , . ~ . . ~ / - C  ,,, =t :n .E{1,2 ,... )) 

una sucei611 da pasticiorlcs dr [O, L) tal qrie 

Se dcfinrn 10s procmm ( Z  (t,Vk) : t 2 O), con k = 1,2, ... de la siguicntr manera 

rionrlr l lV ,  (x) cs In filnci6n iiidicadora pnm In rnarcn, drfinidn pot 

Entonem Z [t,  V,) m la sums de las marcas quc orurrcn du~rante 10, t) y qnr tienen valor Vk. &to 
implica TIC la sigt~icntr exprrAqi<in ssr cumpic con pmhnhilidad 1: 

03 =, 
Z, = C z ( t , v k ) = C h ~ ( t , v k ) ,  (3.22) 

*=I *---I 

dondr N  (t,  Vi) cs cl nilmero de ocrrrrencian qne ti~vicron Ingas en [0, t )  y tiema mnrca Vk. La 
Exprminn (3.22) sugiere quc (Z,  : t  2 0) pnnie, dc ricrin forma, descomponerse t n  10s procpsw de 
contar 

{ N  [ t , ~ , )  : t 2 o) , { N  ( t , ~ , )  : t 2 u) ; ..., { N  (t,vi) : r 2 o) , ... 
y qiie {Zt : t 2 0) pride recomtruursr en t,6rininrs dc dichos procmm- E5to se explica con mayor 
dctalle I!,, el sig~~icnte resultado. 



64 3. El Pmceso Poisson 

Teorema 3.5.1 Sea {Zt : t 2 0) un Pmceso Poisson. Compuesto con espacio d~ mamu nz~mrable 
{VI,%, ... ) . Si 10s tiempos de oct~rrencia se wmporion rnma un Pmceso Pois.~on con funcirin de 
intensidad a, y in pmbnbildod de we in mm Vk sen asignnd~ n un punto a partictdar es m. 
Entonces lo8 promos {N  (t,Vk) : t 2 01, con k E {1,2. ....) son Procesos Poisson indepadientes 
a t r e  sf, y el k-6sim pmceso time por fincidn de intenyidod pbX. En ~ t o s  tenninos se tiene la 
sigtknte %pn%entacidn de Zt, : 

Demostraci6n. El Process Poisson puedc m e  romo im caso especial de P r o m  Poisson Com- 
puesto con espacio de marc% U = {I). En nt,e raso rp, ( jo) = exp bcl!, y la Exprffii6n (3.17) se 
reduce n l  fnncional c&racterlstico de Iln Procmo Poisson. Tin proceso de contnr que cumplr can lffi 
condiciones de la De6nici6n 3.1.4 salvo que la rnagnitud dc  sus saltm es V, cs equivalente a lm 
Proccso Poisson Cornpuesto con espacio de marcas U = {V}. Para este proceso se tiene que 

Ahora se dernmtrari qrxe la: procesos ddinidos en la ExprcsiOn (3.21) son Procesos Poisson indc  
pendientcs entre sf, sirnilarffi a 10s descritos en el p h a f o  anterior; de modo que {Z (t, Vk) : t > 0) 
cxpcrinieni,a sdia: de magnit,ud V* y { N  (t, K) : t 2 0} t,iene hmci6n de intensidad pkX La ExpresiOn 
(3.23) cs una consecumcia inmediat,a de =to. Por lo tnnto se construyen procesos {Z' (t, Vk) : t 2 0) 
para k E {I, 2, ...I tales que sean indep~ndimtffi y cuyo fiinciond cararterlstiro a t e  dado por 

exp U' is) (8('11rt - 1 d( I-]. 
Ent,onces, dr: 18 ExprcsiOn (3.24) st: sigt~r q i~c  {Z' ( t ,  Vk) : t 2 0) a iln Prncmo Poisson Compursto 

con cspncio de marcas Vk y funri6n de intensidad &A. &to implics quc {Z' ( t ,  Vk) : t > 0) cquiwle 
a {Z (i,  V*) : t 2 0) para cada k por separado, debido a q11e tienen cl mismo funciond caracterlstico. 
El obietiw es ahora demostrar qur fsta igualdad sc cumple de manera conjunta para todas las k 
simultzheamcnte. Con este prophsito se dcfmr 

ca 

z; = C z (t, v*) 
k=, 

Par construcciCln y como consecuenria dc 3.18, <% wblcnte quc {Z' (t,V,) : t >_ 0) tiene el mismo 
funcio1lal carncterLstico en [O, t) que (2 (t, Vk) : t 2 0) para todn t > 0. Entonces {Z' (t, V*) : t > 0) y 
{Z (t, Vk) : i Z 0) t,icncn Im mismas dist,ribuciones si sc restringcn a ciialquicr int-lo serniabicrto. 
Pcro, por ronstnicci6n 



mt,onct:? {Z'(t, Vk) : t 2 O} rs la misma f11nci6n albre {Z;  : t >. 0] qtn {Z ( t ,  Vx) : t > 0) x b r e  
(Z,  : t >_ O} para toda k. Sc sigur qrtr 10s procrsrx 

El sigz~icritr paso srrA rcmovrr la. rcst,ricriGn dc q i~c  rtl mpacio dc mamas sea nilrncmblc. El objrtivo 
acfixal m oobtener lina exprrsi6n anAloga n (3.23) para rl caso cont,ini~o. Sea {Z, : t > 0) un Pmcao 
Poismn Comp~~rsto con cspacio dr  mart::ls U.  Sr snpondrs quc U n una n:gihn (no ntx:rsariamcntc 
;~cota<ln) do ixn rspacio Enclidiano finitrrrlimcrwional; rrrtonrrs civla marc?. V E U FA on vector dc 
nrimcrm rralr!. 
los saJt,os dc {Z, : t 2 0) t,alcs qiic sr~s amplit~~rtl~? RC muicntrrn enrvgionm ajrnas deU determinan 

como ricrtos Prot:nns Poisson Cornpimt,os in(lcprndicn(ras cont,ribi~ycn aJ promo original. &t,o pi~crle 
w.r% r!e !asignknt,? Girmn: Sr tnma nn?-;:?rticM!? !?>, .&, ..., Zx, ... dn2 y cmt: s::c~.?i;!n d- p6rtk:&im3 

d r  10, t )  tal q i~c  1 
lim max ( t , ,  - t,-,,,) = 0. I 
n-m15,sn 

Sc dcfinrn 10s procmos {Z (t, B,) : t >_ 0) para k E {I, 2 ,  ....] cle lea si@~icnte forma: 1 

donrlr: I{ n,, (x) cx In fund6ri mdi<:ador;i rlcl corg~mto Bx.  Estas definicionm ofrru:en ilna vcrsi6n 
ge~~rraliz,da do la Exprmi6rr (3.21).  El pro(x:sr> ( Z  (1, Lit) : t > O} m tm pnxao  acomiliador dc marcas 
para xq~~cllos ptlnlos ( I d  pr(~r:cso original a lrn ci~aits so lrr .  ~sign6 rlna mwca pcrtrnct:icntc 8. Bi. 
Para f 2 O la siguiant,~ rxprc.~idn s r  r~~rnplr  coil probahilidnd I :  

w 

Z, = x Z ( t ,  BI,) . (3.26) 
k=l 

Mcdiantc in? argllmrr~t,o anklogo al usatlo rn la <Icm(*~traciGn dcl tmrema ant.crior, sc sigm qixe 

{z (t, R*) : t 2 n) , k E ( 1 , 2 ,  .... } 

srln Pn)cmcn Poisson Compnrsts\s inricpcndinrtt:~ ontic: sl, cliyas i~~tcnsidaclm rmpxtivas son piX: 
dondc p i  ts In probahilid,d dr quc la marra nnrrspondicntr a im piintc en aprrial tome im valor 
en UI,. 



Sc tonla unn particifin 131, B2, ..., Bk, ... dc U dr: la1 fr,rn~a qiir el d i h r t r o  dc l~ingil~i Bk sea mayor 
q~ ie  6. Sea N (t, B k )  el niimero de oclurencias mi [0, t )  quc tienrn marcas cn B;. Por el argument0 
antes cxpacsto, los procws {N ( t ,  Bi) : t 2 0) son Pro<:rsm Poisso~l indcpcndientcs cuyas funcioncs 
dc internidad corrcspondientes son ?*A. Sea l4 E BE y sea )j&ll = alpyeo, iVk - Yi. Entonccs do 
IlVkII < 6 y de la Exprcsidn (3.26) se s i g n  qiic 

donde NL a el ndmcro toid dc oc,mnr:ias en 10, t ) .  I% rlwo que 

Por lo tnnio, para t,oda s~ircsifi~i dr particioncs 

{B,,", B2 ,,,> ..., Bk,", ... : 71 € N] 

de U tal quc 6 -, 0 confo~rnc n - m, se cumplc 

Entonccs, la suma C,"=, ViN ( t ,  Bk,,,) converge a un llmitr (en C2) conforme n tirnde a inlinito. Se 
denot,arA n cstc lfmitc mn ,rUVN (t,dV). Dc est,c mndo, nn Proran Poisson Compi~ato con espncio 
de marc= no numrrahic pi~cdc rcprescntassc nirdiantr 

Lo c~ml prover da un mrdtado qnc gcnrxali7~ rial Ti:nrr:rna 3.5.1. 
La intcrprctacidn del tCrmino N (t,dll) en 3.27 n la sipientc: ( N  (t,dV) : t > 0) n im Procmo 

Poiswn q11c ciicnta el niimcro de ocl~rrcncias en [O, t )  cnyas inarcns pcrteneccn a1 vollimcn [V, V + dV]. 
La. fiinri6n dc intci~sidad corrcspondicntr cs [C, (V i dV)  - C. (I/]] h (tj, donde C, (IT) s la funcidn 
de dist,riLlicion dc la marcn. h proccsas 

son indcprndicnt,w pnra volilmcnm ajrnos. Entoncn 

cs im pn)ccso dr rontnr a~ociacio a ins orurronrias qiic lrs lucrcnl nsignnrlns inwcns cn Bk. Ln 
fimci611 dc illtensidad d c  {N (t,Bk) : t 2 11) cs 
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0 t . r ~  intcrpmtnci6n rlc la Exyrni6n (3.27) purrdc d:lrse en tcrminos dc Procnos Poisson en R". 
Dwdc csc p~int,o dr  vist,n. Iw p~ortsos mateadm pumic,n trat.wsc como pracesm cuuym ocurrenciits 
tienen Illgar en R+ XU; carla p11n1.o time ~ l n a  core.<lcnn<l~ rcfrrcnt,e a1 t,iempo en R+ y una coordensda 
rspnciai en U. Scix A un int,cmIc dc ti~.mpo r i g  R' 13 im elr:mcnt,o ~ l e  B (U). Se dcnot,ntil mn 
M (A, D) 81 nlinlnn, <I<: rx.lirrr3llcins dcl 1,rncmo <:n A x il Sc siga! rlr la discuisi6n snf.nrior qiir 

{A-i (A,D) :,I i,il<:r?;tlo clr R', 13 t 23(U)} 

rs uin procrso Poison sohra el mpacio R e  x U. %to (3, nl ntimcro rlc oc~irrcncias en con.jrlntnr ajcnos 
do R+ x U son indcpmdient,cs, y el nfinicro dr  cvo~tt<s qur ociirrcn m ulna regidn A x B IX llna 
vdsiitbla ;tleaf.oria Poisson con pnrhnctru 

Entonr:m el pmceso { M  (A, B) : A intcrv;!lo dc It ', 11 E ?E (U)]  n nn prot:wo Poison midtidimcn- 
sional con haci6n dr  intcnsidnd X ( t , u ) ,  In ciinl pl~<.clr. f:~r.toiizarsc de la siguiente form&: X ( t , ~ )  = 

I 
1, (1) d, (a). Si In variablr alcab(,ria qnc <trtm.ntina 8 !;IS rirarcas rs rrlntinlia con rlrmsidxrl TI" ( V ) ,  
entonrrs In fiincidn dr  int,ensirla~l rle cstc I,nlcmn cs 11 ( t ) m  (V), adern& 

Pnr lo t.ailto, la Ex:xl)rmi6n (3.27) t W 6 . n  l~ucdc r,sc.rihiisc cn111o I 

Teorema 3.5.2 SPO. {Zt : f 2 11) un pmcesu F'uis.snii rnnrpliesto m n  1 ~ 7 1  e,?pacio dc m n x m  n o  nu- 
mnoblc U. El pl.oce9o { N I  : t > 0) lime ir~tcnridnd ,\ ( ). y in f i~nr id i~  dc. diainbz~cidn de Ins m n r m  
F J  PV ( V ) .  Entoncr.~ Zt pucd,: 7~~,pi)lmento,m~ dc 10 s~.,qit icrtt~ Jonna 

dorule {M(A,  B )  : A inten,'lo de Ri,B 6 B ( U ) }  e.7 un pmrzso Pozason e n  R+ x U cuya j dnc th  
de intensidad es de In j o m n  / L  ( t )  pv (1'). de leinodo qwe 

F [M (.h, D)]  = 1 X (I) dtP,, (dV) 
. n . ,r 

dondr pv ( V )  es la fiincrdn dc dcnsidad dr ins ~rranrir. 
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3.6 ~ i iu l ac i6n  del ~ ioceso  Poisson 

El objetivo dc esta smci6n B presentar los algoribmos bhicm para sirndar a1 P r o m  Poisson. De 
acuerdo a la Proposicidn 2.6.1, si U - U ( 0 ,  I ] ,  entonces la variable deatoria 

Y =-ln(1-U)/A (3.29) 

tiene distribucidn Exp (A) . 
Dcl andlisis hccho en la Sccci6n 3.2.1 se drsprcndc lrna rclaci6n mtrc Ins distrib~~cionn Poisson y 

Exponcncial. Si Im ticmpas entre ocurrencias dc ,in Proceso Poison son wxiabln aleatonas expo 
nencialrs con parsmebro 1, entonccc el n i i e r o  de ocrurcncins del procno en cl i n t d o  (0, Q) ticne 
distribiici6n Poi ( 0 ) .  A partir dc cste hedm rs fidl obirnct 1u1 metodo para gencrar variables oleato 
rias con distribuci6n Poison. Si {Y, : i E N) rs iina sncri?i0n dc wxiu1)lrs alcatorins indcpcndient,ea 
con distribuci6n Erp (I), sc dcscs cncoiltrru un nilrncro 2- t,al qor el X-kimo cvcnt,o tcnga lugar 
ant= del ticmpo Q pcro tal qiie el ( X i  1) -Qirno ocirra cn tin ticmpo post,crior n 8 ;  =to es, 

<=I /=, 

Sc ticnc cntoncrs cl sigiiicnte rmoltado. 

Proposici6n 3.6.1 Sea {Uz : i E N }  u ~ i a  sucesirln, de variables nlealonnc mdesendientes con dis- 
triblicidn uniforme en (0,  I ) ,  y spa  X el nlimem entem mhs peq~erio td que 

En.tonc~.s X tiene di?tribacirln. Poi (A). 

El iuonamicnto qlir condim a cstr rrs~iltado provcv dr iln algorit,mo para siinnlar w.riablrs nlcat,a- 
rim con distribilci6n Poi (A) a purt.ir dc variahlrs con ~listrihncidn U ( 0 , l ) .  

Algoritmo 3.6.2 Simdncidt~ d r  imn i,nnnblc alrntona con dwi+b?~ciht Poi ( A ) .  
i) Hacer; ocurrenc%os<-0, producto<-I. 
ii) G e n m r  imo oh.~enracidn o a partzr & linn disfnbuc?.dnU (0 ,  I ) ,  y nctualiznr el udor de producto: 
producto=productoru. 
iii) Si product02 e - 5  hhacer ocurrencia=ocurrenciail e ir a ii). 
zii)'Si producto < c-*, la solida del pm.pmn ea el ador actual de ocurrencias. 
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Cornentorio 3.6.3 Si bzen ea poaible .sl,~n?ilor ?ianoblrs nlealo~rr? can di9tnhuczbn 8qonencial o 
Poiqson hncieurlo tiso de la Prt,posrcibn 2.G. I, el ~ioq7rr~tc S-PLUS penrlzte hoar  eslo de f a n e  directa 
ir~edinnte bs connndo.~ vezp :9 I/&* [(zjer A~r6ndic-c). 

Tomnnrlo co~nt, pllnto rlr pnrtidn cl Algorit,~no 3.6.2, ur~snlta si~npl<! s i n l i ~  el niuncro dc octsrcncins 
cn ,m intr:rvalo (0,  t ] ,  dr  un PPE con intcnsidarl A. mnio lm ticmpm cn que ocurren 10s cvnltos. 
A ront,in,>i?r:i6n sv prrsenta nna rrltina pnm f l  i,nqll(.lr, S-I'T,lJS (pic llrw a c a b  rsta, tarea. 

# Inicializnci6n d e  m i a b l e s  
lambda<-inirn?i,rlod del pmwUIuIo 
tiempo<-longzhrd dcl intcnmlo 
st<-c(0) 
sumac-0 
ocurre<-0 
# Obtenci6n de  10s tiempos d e  ocurrencia 
while(suma<tiempa) 
i sumac-suma+rexp(l ,lambda) 
i f  (suma<tiernpo) 
C ocurre<-ocurre+l 
sl<-c(s1,suma) ? 

1 
s<-si  C-11 
s<-sort  ( 6 )  

s2<-c(O,s,tiempa) 
# Grdicaci6r. del proceso simuln<o 
wl<-seq(ocurre) 
u2<-c(O.seq(ocurre-l)) 
plot(s,wl,type='p' ,pch=16,xlim=c(O,tiempo), 
ylim=c(O,ocurre+l),xlab='tiempo',ylab='ocurrencias 
del proceso,lambda=l') 
points(s,w2,types'p' ,pch=l) 
f o r ( i  i n  1 :  (ocurre+l)) 
i x<-seq(s2 [ i l  ,s2 [ i + i 3  ,length=50) 
y<-rep(i-1,50) 
l ines(x,y, type='l ' )  } 

En lac Fignras 3.3 y 3.4 s r  presentan sim~ilacionm .id 11" prorwo Poisson cstacionarin con intensi- 
dad= 1 y .5 rrspertivamcnte. 

Otra k?ma de simillar a1 Procrso Poi&-on E~tariornriu con int,cnsidad X cs la siguientc. Supbngasc 
qlic el prorcxo va a scr rcstringido a un inlcrvaln prr~irrti.n,inado (0 ,  t]  con t > 0. Sc gcncra iina vari- 
able K con distrib1si6n Pois~on de parkmctro A. t'or <:I 'horrmn 3.2.5 la posicibn dc cada orurrmcia 
posrr i>nn distrihuri6n i~niformr cn ( O , t ] ,  la crial n f:\cil de gcnorar. 

%ko irlca. sc implrmmta rll rl sig3iientr pnhpRnI:r 

# 1nicidizaci6n de  variables 
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"ro 

FIGURE 3.3 
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lambda<-intemidnd del pmrrso 
tiempo<-longf.~ld del znten~do 
# Simulacidn del ndmero de ocurrencias 
ocurrei-rpois(l,lambda*tiempo) 
# Obtencidn del eector de tiempos de ocurrenria 
s<-rmif (ocurre,O,tiempo) 
si-sort(s) 
s2<-c(0,s.tiempo) 
# Gralicacidn del proceso simulado 
wi<-seq(ocurr.3) 
w2<-c(O,seq(ocurre-1)) 
plot(s,vl,type='p'.pch=16,xlim=c(O,tiempo~, 
ylim=c(O,ocurre+l) ,xlab='tiempo' , 
ylab='ocurrencias del proceso, lambda=l') 
pointa(s,vZ,type='p' ,pch=l) 
for(i in I:(ocurre+l)) 
{ xi-seq(sZ[il ,sZli+ll ,length=50) 
y<-rep(i-1,501 
lines(x,y.type='l') ? 

En 18s Figiras 3.5 y 3.6 SP ihlstra lo qur: sr: obtrlm a1 cia:~~t:ir ~ste programn, tommdo inter~?idacics 
de 1 y 2 5 ,  rfspet:timmantr. 

Un nlgoritrno nruy usndo para ailrn11;u un Procrso I'cixs~,n mt,~cior~~rio de intensirlnd X cn (4 plano 
consistr rn 

Algoritmo 3.6.4 SimiLlncM~~ dr. lrr~ PPE en R2 
2) Delitnitnr i1n vctdngtdo dr n n a  h .  



ii) Genemr unn vnnnble A' con distribucldn Poi (Ah). 
iii) Genemr N ~inrinhles i~nifonner independientes, distrihuidas sobm el recthng~do. 

Para gennrar un pi~nto de manern unifornir sohre urn rec t6n~do de vkrtics a, b,c,d, basta con 
gcnprr ulna pareja ( X , Y ) ,  dondr X, Y se dist ,r ib~~j~li  U (a, h) y U (a,  (E) r f fp~~ t , i~amcnte  (a es el 
v6rt.i~:~ en la part.c inferior izqnh?nla. los dcmiis sr rnlirnrriul cn srnt,ido lcv6giro). 

E ~ t a  m la mtina que <j;ircuta mte algoritrno. 

# Inicializacidn d e  variables 
lambda<-intevisidad del prOCG90 

largo<-largo del rrcthng~iio 
ancho<-nncho dcl rcctfi.n,qi,.lo 
# Simulaci6n del ntimero de ocurrencias 
n<-rpois(1 ,lambda) 
# Obtenci6n de  las posiciones d e  las ocurrencias 
x<-runif (n,  0,  ancho) 
 runif if (n,O,laxgo) 
# Grafrcacidn del proceso sirnulado 
p1ot(x.y) 

En Ian Figiras 3.7 y 3.8 s r  prwrnta~i sirni~Iar:io~as rii. Procrsm Poisson mt,xionarios con intensi- 
ilades 2 y 10 rcspectivnmultc. 

Ibtr  proccxlimicnt,o piinle a sir vez a1,rov~linrsr para sim~llnr ~m Procno Poisson no wtncionnrio. 
El argomcnto cs 01 siguicntr: Sea { N A  : A E 23 (R2)} 1111 ~TOCCSO Poisson e~tacionario cn R2 con 
int,cnsidnd 1, y sea A : R+ - R iinn luncirin i~~tqrabllc no ncgatim bui que Ji X (s) dz < m para 
toda I E R-' . SF asoria ,ma wiable N, a cada ? E Rt. d i d ~ a  I\< SP define romo el nuim?!o de prlntos 



r . a o r n * - m 2  

FIGURE 3.7. 
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dcl procmo {A7" : A E L73 (R2)} ~ U C  racn m el rol~.jnnto 

A , = { ( ~ . ~ , ) t R ~ ( ~ ~ ( o , i ] , o ~ ~ ~ A ( z ) j  

D,: la tmrfa dmarrollada en la Si:rr:ihr~ 3.3.3 sr: s i p r  qne N1 sc dist,rih~iyc Poi (J, X (z) dz), y que 

la familin de w~inhlef aleatoria {Nt  : t > 0) pose  la Propidad dr: Incrcmentos Tndependientcs. 
1,a r ~ ~ t i n : ~  <lire llcm n caho las siinnlacion,ncs w lasig~iir.iltc (para ci cmo particular X ( z )  = In (q5 t z), 

J i >  0). 

# Illicializacidn d e  m i a b l e s  
psi<-p,r,h,rr~lm osoc~ndo r i  lo ~ i ~ t r t ~ r i d n d  dcl l,,nrr.<o 
tiempo<-longtied del inirrvaln 
# CBlculo del rnStimo d e  la  funcidn d e  intensidad en  el i n t e r d o  
altura<-log(tiempo*psi) 
# Sirnulacidn del proceso d e  intensidad 1 en  el rectdngulo 
k<-rpois(1 ,altwa*tiempo) 
poinc-cbind(runif (k.0, tiempo) ,runif (k.0 ,a l tura)  ) 
# Obtencidn d e  10s tiempos d e  ocurrencias para el proceso no estacionario 
ocurre<-0 
f o r ( j  i n  i : k )  
I i f  (poinCj .21 <=log(psi*poinij ,lI)&ocurre=O) 
I 
v<-c(painCj ,111 
ocurre<-l > 
i f  (poincj .21 <=log(psi*poin[j ,11 )&ocurre>O) 
I 
v<-c(v,poinCj , I ] )  
ocurre<-ocwreil  > ) 

s<-sort (v) 
s2<-c(O,s,tiempo) 
# Grnlicaci6n del proceso sirnulado 
vl<-seq(ocurre) 

, u2<-c(0, seq(ocwre-1)) 
p lo t (s ,v l , type= 'p '  ,pch=16,xlim=c(O,tiempo), 
ylim=c(0,ocurre+i),xlab='tiempo', 
ylab='acurrencias de l  proceso, ps i=l ' )  
points(s,wZ,type='p',pch=l) 
f o r ( 1  i n  l :(ocurre+l))  
I xi-seq(s2i i l  ,sZ[i+ll ,length=50) 
1"-ep(i-1 ,SO) 
l ines(x ,y , type= ' l ' )  > 

En Ins liig~irns 3.9 y 3.10 pnr(lrn vr rsr  dos silrnilack,r~~s ohtcnidns ~isanrlo rstr proccdin~icnto y 
dondc X (7) = .'kc y X (z) = l r ~ z  rspcrtivamcnte. 
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FIGURE 3.11 

Otra form;> de sirnular un procpso Poissor~ no rstnci(~nnrio es i~aciendo ?]so dcl T ~ a e m a  3.3.5. 
&to se ilare ap~oved~ando  el siguien1.e llecho: Si {Af t  : t 2 0} rs un proceso Poisson stacionario de 
i n t e n d a d  1, g { N ,  : t 2 0) rs un procmo Poison con fimciiin dc intensidad A, e n t o n c ~  M,(,) posee 
la misma distribuci6n que ATL, para toda t 2 0. donde p (t) = E (AT,). 

Para irnplernendar csta tEcnicn basta con aplicw ,ma transformacidn monCltona npciente (de hecho 
se traia de .T, la finici6n inversa dc p) nl vector co~npursto por 10s ticmpos de ocurreiicias (se llam6 s 
a dicho vrrtor), -to para a t a l q ~ i i ~ r a  rir las rutirlas madas para simular un P P E  con int.emidad 1. El 
caso particular qun SP considcr(1  LIP X (T) = 4~ g 1 = 1. En la Figura 3.11 se prmcnta la simidaci6n 
corrrspon<liente. 

A part.ir de ffito? rrsultaclos n claro el camir~o a seguir para simular itn proceso Poisqon compnesto 
m un iritcr\.nio (0. I]. S r  gcncmn d m  snmioncz d r  varia1)In {Sx : k E N} y {Y, : i E N}. doridc 1% 
w i a h l r s  Sk rcp~czent,atan 10s tie~ilpm de oci~rrrncias para im proceso Poi.ssoii con f1mci6n dc int,ensi(iad 
X y la< I: ticncn fi111ci611 dr  distribi~cihn Fv. Estas ~i l t imm rrpro(!~~ren a l a  mascas asocinda5 a cnda 
octlrrmcia. Enbonm la varial~le 

p m m  In mislnn dietribtlci6n qnr hf,, (londc {A'[, : i 2 0) ~s 1111 procczo Poisson compncsto dc 
intensirlnd A g marcas con difitriblaii,n Fv 

Comentario 3.6.5 1,n firnrtrin de disii,boridii de X pirrdc n o  cumplir con 10s condic~.ones de In 
Pmpostc+dn 2.61, por lo tonto .serd nerpsnno oplicnr oflil.5 LCcnicns pnrn gcncmr n diiichav ~,nrinblrs. 
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I,& sig~~icnt,c riliina en S-PLUS sirvc parn simiil;~~ rslr tipo rlc procrsos; Sc ronsidcra el cnso 
puticular m qiic Ins nlascas ticnen rlistrihrlci6n cxlx)ilaa:~ai. 

# Inicializacibn d e  w i a b l e s  
lambda<-intmsidnd del lIrn<:(so 
tiempo<-longrif,.d drl infr??)nln 
dseta<-panlrnrtm dr in dlntrihsci6n dc la? Lrnimrtr 

# Obtencibn d e  los tiempos d e  ocurrcncia 
ocurre<-rpois(l,lambda*tiempo) 
s<-runif (ocurre,O. tiempo) 
s<-sortcs) 
s2<-c(O,s,tiempo) 
# Simulacibn d e  ias marcas 
w<-rexp(ocurre-1 ,dseta) 
wl<-cmsum(c(w.rexp(l,dseta))) 
w2<-cmsum(c(O,w)) 
v3<-c(O,wl) 
# Graficaci6n dei proceso simulado 
plot(s,vl,type~'p',pch=16,xlirn=c~O,tiempo~, 
ylim=c(0,wllocurrel+l),xlab='tiempo', 
ylab='ocuxrencias del proceso, lambda=l') 
points(s.w2,type='p' ,pch=l) 
f o r ( i  in  1: (ocurre+l)) 
I x<-seq(s2Cil , sZl i+l l  ,length=50) 
y<-rep(u3Cil,60) 
l ines(x,y, type='l ' )  1 

En 18s figoras 3.12 y 3.13 s r  prcscntan sim~datiomn rorrt\cpondicnt,w a procmos dc Poixxn Corn- 
~ I I F S ~ O S  d? inI(wsiditd 1 y mi\rc.ns ?on distribllci6n Exp (2) y N (4, I ) ,  respcrt.ivnrnrntc. 
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FIGURE 3.12. 



4 
El problema de estimaeicin pxa  el Proceso Poisson 

El prcscnto cnpit>~lo <st4 rl<slirarlo a1 rsl.llrlin dl: :rlgtlt>r>s problrrnas do infrrcncia param6t,rica pnra 
el Procno Poisa~n, dc acrrertlo a la Tcorirl dr M6xirnn Vemsitnilitllfl y adoptando Ion critcrirm dc 
optimalidad proprrcstos por la Tnlrfa de Estin~ari~in Insrsgada. Dichos problen~as son clnsificados de 
acucr<lo a dr,s a.it,crios: plan dr mnnt,rco y t.ipo dr pnjcno obscrvado. 

LIS problemas de wtimacihn p~~ntrlnl son tratados on las Seccionr:s 5.1-4.6. En la Secci6n 4.1 se 
discrrtc el caso cn el qrie el ticrnpo dc ohscrvilcihii n lijo. Em la Sccci6n 4.2 so ofrccc iina rota pnra 
la mntriz dc crrir cuarlr6tico mrdio parit c5i.a forma <It: obscrvxi6n. El cnso cn cl qiic el ticmpo dc 
observaci6n rs alcalirrio w t,rnta~ln m la Sccci611 4.3. El prol,larna dc rsl.imaci6n ha~ado en el nilrncro 
clc oairraorias drl p r ~ ~ n w ~  c!n l ln  nliinnrr~ f in i I , f l  rk :  irllvrvi~lm dc iongi1.rld aloi~loria cs ani\liaarlo aln 
detallr m la Scr:x:i6n 4.5. Aignnrs problcmas dc rstininrihn para el Procwo Poissun Computr;to 
son t.ral,;rrh,s 1:n li, Scr:r:i6n 4.8. Mi(s atlrlnntc sc rlisr:lllrn ;,Igunas propicda~lw asint,6ticns dc 10s 
wt,imaclorm. ria filtinla scrr:ihn wfh drulirnrla 0. prcs.srril.;ir ;~lg~rrtos ;t~pcctos dc In t,corla dc pruchaa dc 
hip6tcsis para r sh i :  tipo r lc  1>rotx,srn, scgiln cl p:~ra<ligr~t;, proi)~i[.sto por d. Ncynian g K. Prarson. 

El corrtcnirlo dn ralr r:al,ft~llr, rst.6 i,nsndo r:a grm I>:II ti. nn [Siiyrlcr] y cn cl Capf t~~lo  6 dc [Uasawa]. 
k s  r ~ r d f , ~ i o s  do Rorfn Asirit,15lica pricdcn consr~ltarsr rn !lrlm~:uinj y [Serfling]. 

4.1 Observacidn durante un intermlo de tiernpo fijo 

4.1.1 W mao estnciovumo 

Sup6ngasc q i~c  sc p~icdr ohscrvar un Procrso Poisson 1Ssl ach,unrio {N, : f.  2 0) definido en (a; 8, P) 
con intrnsidarl A ,  drlrantc ID inl.erv~lo rletcririir~ndo (0,rI. El nlimt:n, dr  ocurrcncias rld procwo cn 
dicho inl,wvalo n rina variable aleatoria. Dc acr~crdu a la notaci6n prop~irsta en el capltulo anterior, 
csta variable sc donot,a rnrdiantr ci sfinbolo N-. Ilax,l-<lando el anfilisis hccho en la Srrci6n 3.2.1 cs 
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posiblc ol,?,mrr ins iwrbblcs 

dontk: S, rcprrsanta nl insfantr <xactncn cl q1a:sr dih Ian-isima ocurrcncin dcl procrso {N, : f 2 0). 
y las vasiablrs alc;ll~~ri;~s ,Y, rrt~pr~snllnn a1 ticnzlw fransr.tnrido cntrc d (7 - 1 )  -isit110 cvcnto g cl 
i-6ximu. Por ol Tcujrcrna 3.2.2 Ins vasinblcs X, snn indcprndicntrs y con distrihtlcirin Exp (A). 

Ca ia  rralizacihn clrl p r o m o  provcc tiiin, lnuntrx r l r  tarnaiio N, dc iina poblnri6n qllc sc rigc por 
nna Icy rlr dis?.rih~~rii,n Exp (A) .  L*, qnc proccric n hn<r:rcr rs obt.cncr r l  csiirni~rlor misirno vcrosliriil 
para A. 

La h1nci6n dr vcnxnnilit~id ori,oinnda por cl lip" d r  oi,srrv~ci6n n: 

Dowlr {X,*+, > ( r  - s,-)} rrprrscnfa el hccial rlo qln: Ira. la oc~~rrcnrin n,-kima, no sc rcgis?.ran 
mds cvc1l1.m cn rl intrrvaio (0, r]. 

Esta t'xprwi6n sr simplifica. d r  la siguicntc manma. 

= A"- rxp (-Xr) . 

- A 

Como iV, tienc distrili11ci6n Pclisson (.on mctlia AT. sc s i g ~ ~ r  giic E ( h )  = X y wor(A) = X/v. Drl~ido 
a quc In Dist,rih~riiln Poison pcrtmir_m n la Familia Exponcncinl y sn csp<xic pamm6trico nat~iral 
[vcr i,i~i<lscyj n; todo R, sc iicrlr q ln  X cs s~~fir:irntc p ~rxnplctn. y por scr insmgnrlo s r  pocdc api icx 

A 

cl Toorr.ma d r  LFlim.um-Schdf jvcr Cmella y Bcrgcr], dc clondc sc cunr:luyr quc X rs cl cst,imador 
inscsgado dc vasianza mfnima para A. 



4.1.2 El pmreso no esincrona7ro 

En caso dn  qllr las ot*ccrc'wionrs provcngan rlr iin I'nrrrso Poisson no wtacionasb, se siglle iln razon- 
amiento similar, pcro hay quc rrcordar qrtc rl Tm~rnnn r3.2.2 sMo rs vllido pnra procesos estacionarin?. 
Por lo tanto debn encontrnrse is i11nci6n clr vcrosi~nilil.i~rl hnsada cn cl evont,o 

{N, = n ;  XI = T , ,  S2 - :r2, ..., X,, = x,} . I 

donde s, = a,, .s2 = a1 +a2, ..., s, = z, + x2 + ... i- 1:". 
La disi.ribuci6n conj~lnta dc &as varinbln ~ I I C  ohtrnida ctn el Corolario 3.3.g. So denotu con A (., 8) 

n in Cunc.i6n iin,c.nsirtn*i <id procsn. AqoI 0 rrprrsnrthn al vector dc parhctros dcsconocirlns. i 
Se t,ient? cntonws cl siguinltc rcs~tlt,nrlrr: La frmcihri (lr vrn~siniilitud dr 0 piIra n o lxcmionm en 

el int,crw,lo (0 ,r j  en I s  tiernpns BI  < bz < ... < s,, cs ! 
Par iir tanto el extimarlor rndximo vcrrxlmjl pnra 0 virne dado por el m;lximo de InLo dada la 

fnnci6n A (., 0 )  

Ejemplo 4.1.1 St nbsmm im Pmceso Po23aon do nalcrdo o cat,?. plan de m~vatreo. Lafi~ncih ile 
mlen.cin'ad es de la jonnn X (I, 0 )  = exp [so], entoncr 

do,nde c no dcpende del parbrnelro. Esla fiincrdn no i.8 fdczl dr optimzznr de j o m n  nndlttca. En la 
Fzgvra 4 .1  se pres~nla 7mo gr4/icn de in lqq-ve,nnrri$i~i~id tonLondo r = 3, x:zl s, = 96 I/ c :' 0. 
Pam esle ulso particdnr el estimndor m6zi.mo ~,croahnd ra B = 1.347. B 
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FIGURE 4.1. 

El aprowechar la propicdad drl procmo wt,arionario {/\i, : i > 0) dc qliclcs tiempos entrc ocurrenciss 
sem m i a i ~ l m  aleat,orias indcpaidiente con distrib11ci6n cxponencial no n la -ca forma d r  obt,ener 
~m nt,imador para la intensidad A. Otra forma de rmolvrr cl problema de at.imaci6n, sujcto a la 
rffitricrihn de ohqemr soiamentr WI ri lap~o (O,rJ, cor~sistr r,n r!ivic!ir a dicho intendo en subinter- 
d n s  (0, t , ]  , ( t l , f . 2 ] ,  ..., (i.m-2,t.m.l], (Lm-,,r] y llarer 1x0 iirl punto iii) dc la Dcfinicihn 3.1.4, lo cual 
se t rnd~~ce  cn obsrrvar a las variablffi alcat.orias 

Entmdi6ndcse qnc to = O y t ,  = T .  Fkt,an varia1,Im aleatorias son independientm. De donde 
sr conclnye qae ai selecrionar t l  = :L,t2 = E ,  ..., 1,_, = (T3 rn y tomar cn rrinnta las variahlm 
aleatoria? antm mencionadns, s r  s t &  oht,eniendo una mrlcstra rormponctiente a lrna pol1laci6n que 
. rigc Fmr una distribuci6n Poi (?:). 

i n  f~~ncinn de vemn~~rnilitr~d para a t e  cn.srr n 



entonrn 

E5,o implica qur el csi.inrador 1116imo vrrosirnii vir:nr: dado por 

k u l t n  m:iy simple generalianr cl procdimic~lto wnt,crior pssa el cam no cstacionario, dobiria a 
:::I! no 8C !:kc ni~gfin s::yL:nt,~; r spx t ,o  3 !z in!.c::si:<;::! :!:4 p ~ c ? s o .  J,:: :tc?c *:e hxy G:IC t~:zz: 2s 
cncnt,a. cs qlnr la. distrilxxi6n dc las \nriai,l<r. N , ,  - N , ,  , sr: mociifica dn la siguicnte mwlcra, 

I 
I 

Dondr A (.,B) rs la fi1nd6n rlc iridcr~sidad dcl prnccso y 0 es cl vector de parAmct:os dcsconocidac. 
%to irnplica que in funci611 dc vcrosimilitl:d m I 

?:.unpf,a; cs nr:rrsitrio el S:lJ,i>llr!r qi:c lrs s:~l~ir~tcrv:~lr~s s r x n  rlr i pn l  Ioiigit,nd. Pnra cnn;nt,rer el 
rstimador mgxirno vcraqimil, hay rlue maitnirar la Exprcsi6n (4.3), darts la forma i~~ncionaI dc 
A(.,Q) 

Ejemplo 4.1.2 Se obsm~b  el n~imm, de oc?mcncinn? de an proceso Pozrson dumntr: el lnpao [O,  3), 
10s dntorr 1-eg'shndos non 
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SP sabe gar lnfirncldn de i a l c n ~ i d n d  m dc in jormo X (z: 0 )  = 20. Enionrrs 

9 
I l l  L" (x) = 5 111 11 1- 111 ( r )  - - R 

7 

4.2 La cot,a inferior de Cram&- y Rao para la. estimaci6n en tiempo fijo 

El ob.ict&n .ole nt ,n  sa:ci6n FS nt,ablccer iina rota inferior para la matriz d r  error aradr;(t,ico mcdio 
para tla 0 drl vcct.nr % dc parfimctrm dcscunori~los. En la Sulsccri6n 4.1.3 sc consider6 rl m o  cn cl 
quc Ins  <~I>scrmci(mrs consistlxn mi contas cl miincm (lr w:tirrcrrcias cn cadn uno dc 10s snbintcnnlos 
( t i ,  ti+,] q l ~ c  ronformnhan una partici6n drl t i m p o  total d r  ohsrrvaci6n ( f l , ~ ] .  Para cl casa annliaado 
en lay Snbs~rci<,nr~~ 4.1.1 y 4.1.2 Ins ariahim alt:nt<rias clr in t r rh  cran los ticmpos cnt,re ocilrrcnciils 
iS , ,X2 ,  ... ,Xn,J 

La cota inferior para la matriz (if: error rorrcsprindicntr n 10s prol,lcmas a n t n  mcncionacios quc sc 
praentar;i cnscguida rs un caso apcrial  dc una rota nuis gcncral ronocida romo la rota infcrior dc 
CrarnCr y Rao [vrr hiooci, Grayhill y Boa]. 

Teoremn 4.2.1 Sro { N L .  1  2 O} 7m Proce.~n Poisson no raincionorio ron firncidn d~ iintcnsidnd 
X (., 0). dondr: b' cs el l,cci.or dr ponirnefms dcsconocrdns. Sea ~ r n  esiimador c1~alrj7~zmn pnm 0 
ibtemdo a pnrtfr de obsmmrionrs bawd&< in. 10s iirmpor enim oczirnnciac (mr S7rbsccczbn 4.1.2) o 
rn el nlimrm dr oriiirpnrin.~ en n ~ h ? n l c n ~ d o s  (dci 7nrsvro nlodo qi~e rl cn.w tmtodo en in Suhs~~cidn, 
4.l.Y). i<n,i.nncr,~, in ,r,.oi,iz dr rr,n,- m,ndrd/,ro mcdin 
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donde b (8) = 8 a  [8 - 81 es cl scsgo rle 8, 86 (8) 1% es la matriz .Jacohiann del seago (el (i, j )  - k i m o  

elemcn,to ab, (8) /aBj), I denotn a in mabiz %denlidad 1, P (8) cs in inntriz dc injommidn de Fisher. 
Pam d plan de mflc.~tmo basndo En con,tnr 21 ntinicm de oc~i.mncia.~ en mda aubinteruolo, esta matrie 
viene dade por 

En lm Eqresiones (4.5) y (4.6) ax ( 4 8 )  la8 denoln nl vrx:lor grarliante de X (t, 8 )  con mspecto n 8 .  
A 

La igualdad en la Expmpresidn (4.4) de lien.e ai y sdlo n i  el rslimador 8 aatisface 

pam todo R 

Demostracidn. Se define 

dondc La w la  ft~ncihn rle v<:n)sirnilitnd dc4ioicln cn (4.1) para c1 caso tratado ch la Snhsmci6n 4.1.2 
o es in dndn )?or In Fxprwi6n (4.3) para la otra fi,rn,a do ohscrvaci6n. La cuta dada en la E x p r ~ i b n  
(4.4) s r  obtienc a p'artir de En [ z  (8) zT (B)]. Para vnlc~ar ( s t a  (q>eranna, w rlccwario p i h e r o  CRICUIRS 

wto para ambas formas d r  observaci6n. Sc dc:nota <:on Po (n,, n,, ..., n i )  a la fiinci6n de masa 
conjnnt,a para el nrimero de ocurrmrias cn raila s~lbintrrvalo. Entonccs, para cste cnso 

E@ {G - 8-b (8)) 

= ...I [G(7L1r712 .... ,ni) - 8-h(8)] Po(nl,nz ,..., nh) (4.8) 
n, "2 "k 

= 0. 
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Por In tanto, tras cdculm el grzdiantc dc in Exprcsibn (4.8) con r~pcr:t.o n 9 y llsnndo la rclacibn 
aP/aR =P.  a l n L / a 6 ,  s c  sigue quc 

Dc rnancra aniloga a la Exprmi6n (4.8), sc 1.icne qlir; para la obscrvnci6n basndn en bx; ticmpos 
m t r ~  or~lrrenrias 

Dondr fs (S, N, = n) reprcscrlia a la drnsidad rnnjrinta dpl nilmcro do ocurrencins en (0.71 g las 
pnsicionrs dc 1% rnismas (sc intcga sohrc cl conjnnto O _< Sr I S2 < ... 5 S,, < 7). El c d r ~ 1 ~ ~  rl 
gmdial>t.r de mta espmi6n rmprxto a 6 c<md~rcc nucvanlr!ntr n la F~ilacibn (4.0). 

Dr la E x ~ n s i n n  (4.3) sc obticnr 
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Sea Gi = N,, - N ,,_,, Aprovcchmdo la sig~licut+s ig~laidades 

n t n  pnra cl pltm rlr: rntlnt,rco h;t~ndo en o h ~ r v n r  <:I nlinicro dc ocnrrcnciss cn st~hintrxvnlos. 
Para ci caso m qut! 18s obscrwionrr, sr t,asar?ron CII los ticrnpm entiltac oourmrias, d mismo prw 

cniirnicnto i lev~ n (4.11), <.on F (8) dnda dr na lrwlo  n In Kxprrsi6n (4.6). .Tuntando ntos rrsilltados 
so t,icrle qne, para arnbw. r a s m  

Grarim a l a  lincali~iad dcl oopra(1or espcranaa, y n rille z (9) zT (9) es itna matriz positiva definida, 

para cualqttier vector v se ct~rnplc v T A  (8)v = En [(vrz (@))'I 2 0. Ests drsiglaldad es d i d a  cn 
parlict~lar para 
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dondc v, a arbitrwio. Para a t a  clecririn sc  r n i ~ r h ~ y c  <r~!c 

Dchido a la whitrar idad con la rual se cscogib vl, la dnigr:aldad 4.4 qucda demffiirada. Por psta 
misma rcaz6n, SP s i p c  q11e 

scrR crm si y sdln si (4.7) sc ciirn1,lc para todo 8. Lo i:rrel concluye la pnie1m. . 
Para mds dclailc?, sr reromjrndn ro~~sillfas ISr~.yrlcr]. 

4.3 Observaciones cont,inuas durante un tiempo aleatorio. 

Sea { N ,  : ' 2 0) nn Prorrsr, Po is~on  Btacionario dcfinido en (n,E, P).  El proccso cs dbservado 
dc forma inintcm~mpida hada cl mornento en qt~c se rcgistra la k-kima onlrrcncia. La munt ra  
x l , z z ,  ..., z k  const,a de Ins ticmpcs rnt,rr cvcntos. R?t,s, prrlblcma n muy similar al trabado en la 
SccriOn 4.1.1. Hay qrle notas yc, a difcrcia:ia dcl caso t,rniaclo m In Srcridn 4.1.1, aqr~ i r l  tamario d r  
mucstra cs fijo: micntras qtie cl ticmpo total de ohsrrvaridn cs una variable aimtoria. Esto implicard 
rm carnbio en la dist,ribllcidn d d  cstirnadnr miiximo vrroslmil. 

Sa? A la i n t c ~ ~ i d a d  dcl pi'ocno, por 10 tanto In funcihn rlr vcrnsimilit,~id scrR 

- 
clnnda s i  = C:_, z,. El csI.iroarkr mjo(imo vc:rrisirnil w X = k /Sk .  Si. sabc qrlc Sk sc distrihuyp 

como linn m i a b l e  alw1,oria Gam (k. A). 
A 

Conlv E(l/Sk) = X/k - 1, k > 1 , sc s i q r  qrlc E(X) = (k/(k - 1))X. El smgo ~ I I  cl rstimador - - 
mfcxi~no v < ~ r ~ ~ j n r i l  1,uwIc rlimina~r;c si s r  tun,;, X = ((k - 1)k)X romo ml.irnador. Dcl hcrilo quc d 
apacio pasauCtrico nntmal d r  la disl.rib11ci6n Exp (A) a (0, m), sc concluyc qric Sk n llna cst,adistica - 
comphta y s~~ficiente pan A. For cl Tcorcrna rlc &cllrnann-SdlrffiS A rs el mimador immgado de 
vari,znza lnhimn para A. Sc t ime ademis quc wnr(A) = X2/(k - Z), k > 5. 



I1 (w) - {S,  (w)  . SZ ( w )  , ...} 

y se rr~nsidcra la pwtici6n de R t  dada por ((k, k + I ]  : k E N}. Se t,iene que N ((k, k + I]) - 
Poi (A), por b t,anto cl ntirncro clc ocivrcncias m (k, k -t I] rs fitlito con probahilidml 1. Est,o implica 
qile n iio posee puntos de ncornoiaci6n finitos. Del Teurema 2.1.2 se sigue que, con probabilidnd 1, 
il es infitlito, ontoncts 

Se t.orr,n nlinra I H  sia:ni6rr { { h  : k E N). D<:1 7i:on,rna 3.2.7 sc coricluye qiie el Btirnarlor n fucrto 
nlcntc rnnsistcntr. 

En Ins  Fig~nas 4.2 y 4.3 se preentan tra,yectorim sim~riadas para a t e  estimador, con X = 1,15. 
Hay mmrioi~nr qtic rxtr, TIC, sr da nil ICE CRSOS i~iii~iiziliI<~s cri lnq Si~Ix(xci~mn 4.1.1 y 4.1.2, 

i a  que t,oda sucesi6n de estirnn~1ore.c obt,enidn. de iricrrrn~ntas el tam& de muestrn siernpre puede 
rcprrsent.nmo romo llnasilcrsirln ron3tnirte. I'nra rl msr, mLrt<lia(L~ ell In Siihseccidn 4.1 3, el ?l'n~~inentar 
el tmnaiio de mumi.ra' cnrrre rlr sentido, lo (lur dcl>e hnrcrse entonces n aurnentnr el tiempo de 
ol~crvaci611, de modo qile el Tmrema 3.2.7 plieda ap1ii:assr. 

Dcbido a qw In Distrihncidn Poisson cs discrctn, no pu-ihle construir iittenalm de confima para 
X con tut,al exactitrid para un dctcrminado nivcl clc runfiaza 1 - n, o E (0, I). Aproximnr los limites 
de confiar~za para A <r,n rtivcl 1 - n dado in, vnl~r  obsrrm<lo para X, doride X ticne distribi~ci6n 
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para A, , rrspa:tivamcntr. %to p~i rdc  utiliaarse para lm planes de muntrco presrntadm cn 
1% S ~ r i o n n  4.1.1 y 4.1.3. Sc ralrr~la (Xi.Xs) a partir dcl nilrnrro dc ocrlrrcncins en (0.~1, Mr. es urn 
intervalo para X r  (el intermlo para X ~ 5 u l t a  dc dividir (XI. As) cntre r) .  

Drl Tcorema 2.2.11 sr sigi~c riuc F'r {Y > ! I}  = J'r {X < C) dundc X ticno rlistriblrriirn Poi (y) y 
Y sc distrihuye Gam (<, 1). Fsto tmnsforma el ])~nl,lrrnn dc rmolver las Ecnacionm (4.12) y (4.13) 
cn el d r  rncOntraT r i~nnt i ln  dr rnin distriburi6n Gamma, 10s cualm p n ~ d e n  obtcnerse utilizando ima 
cori~putadora (el mmando para S-PLUS n qgamma). Si ( es rle la fornln 71/2. rloil<le i r  es un entero 
par, sc tiene quc P r  {X < v/2} = PI {W > 2y}, donrir 1V - X i  (a). Sea z cl nlimcro rle ocurrencins 
ohsemido. Entonces Ins E c ~ i a c i o n ~  (4.12) y (4.13) pnslen esmihirse de In sigrliente forrna 

Dorale cmiz s rl cunnl.il rr/2 dr urta ~listrib11ci6n X i  (21.); y cl-,iz rorr~sponrle a1 nlantil 1 - n/2 
dc nna distrib~~ciirn Xi (2 (x i -  1)) 

En ruyo casa la? \dares  dc X I  y X.5 pueden hallam? !ntiliantr interpolacirjn (con respccto a i  nfimero 
de pados dp libertatl) en  tablas rle perrentiln para I:, i1oci6n de distribut:i6n de la .Ti-cuadrarla 
Ccntral. 
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Pars <,I reso nmtcmp1;nrio rn, In S~u:rii,r, 4.2, s r  puc<cclro ronstrnir rLan!.id.dez pivotaln [vcr Lindsey] 
a partir (1c:a variable a11:atoria Si. Aqul X sirvc <r)rnr, p;~idnstro dc ncala, entonm ASk se distribuye 
Gam (I:, 1). Por la rrusma raz6n 2XSk tin,? distrilri~ci0n Xi (2k). Allora, =an a y 6 p~~n t~os  t a l a  quc 

por lo !.anto (a,/ZSk, h/2Si;) m Ian int,rrvnlo dl: n)n(i:riv~n, al 1 - n para X 

4.5 Inspecci6n continua dado un plan de muestreo 

Sca { N ,  : t r> 0) rln Pnrx.so Poisson ilstarir~nnrio d~ inlcr~sidad A. Bajo el suyucsto ddc que s61o es 
permit,ido conoc:cr cl mtado riel procao en iinx cnnt,iiincl finita de ticrnpm ?1,,riz, ..., ?I,, sc dispone 
sdlo dc 1:). infom~acifin mntenid;~ cn N,,, , N,,, ... N , " .  i,ss mriabln alcatorias observxhles de inter& 
scr6n el niimero de ocurrencias CII cad& imo da los lapses (O,!J~], (ol, t ~ , ]  , ..., (71.-1, TJ,,,], a t a s  vnrinbles 
sc dcnol.an co11 ZI, Z2, ..., Z,. 

Dc cstr nrodo i 
Zk = Nu, - N,,., k E { L Z , . . , ~ ]  1 

&to porrnitr obteiirr nna funrifin dc vermirnilit~trd i,ns!nnt.c simple, &a es 

rlo~dc 7/,k = 1,h - . 
&to se vcrifica a conlinl1aci6rl: 
Sea { N ,  : 1 > 0) l t r ,  Prm;w<, i'oissr,t~ cot? ii8tcr,sirlirrI A,  r,r>t<n>rrn pn.ra co:alnqiii~~?m n,f  > 0, 

La prirncrn igtlaldad rnrlltn dr.1 hmho dc qnr SI' trntn {I" rvmlos cn intervitlos ajrw,s, nlicnt,rilr 
qnc la scgtnda rs cor~srrt~cn<:in ilc la ~ntnr:ioi~itr(:i(lad (IcI prom). 

Por lo l.nrrto 
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dcmde n = C,, zr- o el ndmwo total dc cvcritos orurridos hasta el t i c m p  t = EL, $k 
Esto implica quc el of.imador m;(ximo veros(mil rs 

quc cs cl mismn q~lr sf! hahfa oM.~!nido nnt,erionncnlc 

4.5.2 El 'imo nlroiono 

El siguient,~ paso ser$ haccr qlic Ias cantidula irk scan variables alcatorias. Se snpondr8 qrie las 
longit,iidffi Gt  son vxiables aleatorias ~ndcprndicntez c id6nt,icamentc distribnidns. Sr. harA cl sopuffito 
adiciond d r  gile didlas w i a b l o  scan indcpcndirntn d d  praceso {N, : t 2 0). Ent,oncn a1 o b s e m  
las varinbln N,,, , JV,,~, ... N,,- sc car cn )in cam similar al dmcrito cn la subscccirin anlrrior. Sin cmbargo 
ha oc~~rr ido  un camhio, ahora el mucqtrm sc llcra a cnbo m rlos e taps :  primpro, n. obscrmcionn 
('31 = $,, Q2 = G2, ..., Qm = $,,,} son ol>tcnidn? dc forma airatorin a part,ir dc cicrta dmsidad fv ($), 
entonces cn 10s instant.= 7,) = $,, 112 =gl -4 d2,  ..., lnm = tjl, + $b2 t ... t $,,, ~l promo {N ,  : t 2 0) 
cs ohservado. 

La verosimilitud se basa en el evrnto 

{ Z x = z k [ r / l = , ~ , , V 2 = l r  ?,..., v"=?,,j, 

el cual cq~uwic  n 

{ivv, - Nt.,_, = Zk 1 I4 = If,,  I4 = 1'2, ..., Vm = il,} 
= - N ,,k., = Zk 1 v, = ,,,,v2 = ,>2, ..., K" = 2,") 

Dcl>i<lo a q ~ l c  Ins variahln al?d~torias Vc son indrpmdicnt,n dcl prorfio { N L  : f. > 0) , sr ticnc que 

El cstimador znsximo vcrosiinil dc X (condiciunanrln <:on T = t qric <:F cI tiemno iotal dc obscr- 
i?ci(5n) cs A = hFt/t cl mismn q.xr sc Ilabia rlbtcnido ;tntrriomrnte. 
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Sc proccdc nhorn s cnlcular rl catimador sir, condir:iotia,- con cl vrctor 

Dt: doode rcs1ilt.a inmnliat,~ q11c I 

Es claro q~ir rl nt,imarlor rnc6.xirno veros(mil rr nltcv;~nir:ntc h = N,/T. 
Se ha usado el flecho dt: qilc, arin para tien~prs nlcstrrrios, rJ P r o m  Poisson psre la Propiedad 

dr  Incn:n~cntos Indcpen<lietrta (vcr Teorenia 3.1.8). 
La distribuci6n no condieionatla dc A-depcndo de In rlistrihitci6n dc N?., asf como de la clistrih11ci6n 

dc T. Esto impiica. que lrx at,ributos de X cotno rstirnarlor dopcndcrAn (ic la decci6n dc la dist,ribuci6n 
de W. 

A c:ontin1ln:i6n sr prPs(:rlta llrl :lnAlisis rlc ins pn,i,irriarlrs ck: ratc rst,itn%lor pnrn cl oiso W - 
G a m  (4). 

4.5.3 Tiempon dr ohacr7ractdir nlrnlonos con drstribscidn Eqonencid 

{N, : t 2 [I) 11" Pn,crso Poisson dr  intcnsid;lcl X S r  ~ O I I S ~ C ~ C I R  ('1 gdan dc ~ I I P ~ V L I C O  y d ~^Stimwlor 
NT/T discutidos en la Strl,s~::i6n 4.5.2. Sr sqn,rlr: quc lm tiarnpns entro ollscrvi~ciorm sipm 
Icy Exp($), con $ > 0, crltonccs T ticne distril,1ic.i6n Gam(nO,r,b), donde nq a el tamario de 

m~mtrtra. 
Esta pla11 dc miirst,rm c;; el adcruado cr~nrirlo el procrso es nix-rrvado usa~ldo urn dispositivo cnyo 

tiempo rlr vida cs exponcri~:inl. 

Ejemplo 4.5.1 .Yrn {N, . t 2 0 )  vn, Pmr:cco Poi.~r;on $r in1ri~swlo.d O deaconoczdn. Los ob,~cn~ncionc~ 
mnsistcn en el nrinlclo de ua ir~mcios  del pmceno ~ r y f s t n ~ d n s  por c i r t o  dwpositivo elcchdnico. Sc 
h,ace rl n,,pieafo de q ~ c  eate apnmto tzene tietnpn dr widn dtil con d?n.Flnbucibn Exp  (4). C7mndo ei 
dispoai1zz.o Ynl ln es rrcniplnznd~in m7nrdzntn11~cnle par otm con lay mzamns camcted5ticns. E.3 mmzon- 
ahlr: w~l~oner q f ~ c  10s ticmpos dr ~clridn son indc:p:pcndif,71tra cntm st y del n ~ i m e m  de oaimnciaq del 
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pmceso. Se cnentn con el siguientc conj~mto de datos: 

,2193 
. ,7842 

El zjolor dcl estirnndor mhrimo irems<m.?.l ea: A =20.2736. . 
Teorema 4.5.2 El cst?mndor rnrkin~o ircmslmzl pnm A, bmndo en obsenrnr el nrimem de oci~rrencins 
del pmce~o ett no interunlos de longitmi nlenton'n con dict"brtci6n Exp (d), cfrmple 

7>ar(x)  = E(aor(Z I T ) )  + tror(E(1 / T ) )  
X 

= E ( $  

m 
n (At)" E ( X  / T = t )  = C -e-*'- 
t n! 

n=o 

Pnrn In \?\rinnaa, sr i i rn r  q1lC 

?,ar(;) = E(?:ar(; I T ) )  + a n r ( ~ ( 1  1 7.)) 

Coma A m insmgario para cualqilier valor dr. T ,  cl s c p n d o  sumando ts ccro; basta entonrm calculm 



4.5 Inspcrri6n rontinlla dado un plan de muestren 95 

Tral,+jando en el primer a ~ m a n d o  drl lad(, drrrcho, ohtienr 

c.3 
-2 nZ (At)" 

E(A / T r) - C - ,.-*'--~- 
* ~ O  

f2  71! 

1 
= - [A! f A'?] 

t2  

= ?+A ' .  
t 

Por lo tauto 

- X A 

,,,(A) = E(?) 6 7,"7(E(A 1 T ) )  

X 
= E(-;) t T ~ ( A )  

7 

S ~ l o  rrst;, mmt.mr rl~ie E ( $ )  rs dc la forms clesrarln, fist<> si! sigilc dcl siguirrlt,~ dcsnrrolk~: 

" A &(&1)"" I,:-6' 
.~ ~- ( )  = 1 (no - I)! 

dt 

ce 

- - 9 . .  c,j,a""-\-hf bdt 
( no  - I)!. 

- - A* F(n,,- 1) 
(nn -~ I)! 

- A& - -- 
n o -  1 '  

lo clral conr:luyr la pru~c?ba. B - 
Sr DTocrrlc ; ~ l ~ o r ~  a cnront,rar la i1inri6n rlr disi.rillitriCln clc A, par;% c:llo primrro se obtendr8 la  
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Pr(A'v, - Nv,., = t) = Pr(NvB - NL;., = z, Qt 6 (0, w)) 

= Pr(Nv, - Nv,_, = ~ , U , E R + U ~ ) * ~  = t) 

= LiOPr(nivk - Niii+l = I ,  = tldt 

= L i O ~ r ( %  - NI~~., = r 1 qi = t)jqi ( I )  tit 

- - lm Cp (&-a?) dI" 

- - l- , - l r a + ~ : ~ : E ~  

z! 

$A* rn 
- ~ - 

z!(A + a)=+' 1 "- "*+" [I" ( A  + $)I' (A + $)dt 

- -- - .  gy P(z+1) .  
r!(A + q5)l+l 

Por lo tanto 

dondc p = A/($ + A). S r  signe quc - NNv, - Geo (p) (En s t a  parametrizaci6n se cucnta el 
niinicro de fracasos an tn  del pprirncr  wit,^). Por lo tanto NT se distTib11.w E(no ,p ) .  
, Aplicando la Rrcgla <lo Bay=, se ohtienc: 

Pr {hrT = n I T = t ]  f?. (t) 
ITIN,  (t: n) = .i;: Pr {NT = n I T = t )  fT (t) (it 
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h dcrir, rI' condiciondo con { N r  = 71.) t i m r  iirr:i dist,ribuci6n Gam (no + n, + A), ent,onm, 
liacicndn iiso dcl Tmrcma do In Probabiliriad Tol.al sr timic q11c 

dundr D, cs una variable aleak~ria con distriblici6n Garn (no + n, 4 + A )  
Eq cli~ro q l ~ c  

< t(*+;-1)(2-.)""(..?-~)~ 
k-0  m i - x  $ + A  

p w a  cualq~iier valor dc z. S? sigm de la  Prueba M dc LVcimtra% [Widder] que esta soxie convrrgc 
dc manora unifnrmr. Por sc: ~:acla s~irnanrlo dn la sr:rir: i1na_:l1nci6n (x)nt,inua, y gracias a la ranvcr- 
gencin ~ ln i f r~rn~e ,  s r  ticne quc la f1mci6n dc distribiicidn rle A t,n.mbihl lo es. Dcsafort~lnadament,~, no 
cs d i d o  dcriv:tr la Exprrsi6n (4.18) tOmino a t@nnino, por lo ciial no sc disponc dc la funcidn de 
dei~sidnti rlcl rstimndor. Por o t n ~  pnrtr, cs ponil~lr c;~lc>llnr i n  disl.rihtici6n iIsirrl.6tica para rstc cnso, 
csto sc  t,r;ltnrd cti In Sccci6n 4.7. 

Aqiif st. rnn(st,rn llna g;(fica (Figlna 4.1) d r  1;s h~iiririn dr dist.rihiici6n dc n t c  tstirnador cr~ando 
c $ = X = l y n , = 4 .  

Sig~iir?ndo nn rax~nan~inntr,  an;llogo ai i ~ c d ~ o  cn In Rr.ci6n 4.3, s61o qoe nhora 

n ( w )  = {v, (w)  ,1/2 ( w )  , ..I <tniltlr vt = Cqi, 
9-1 

sc C O I I C I I I ~ C  ~ I I C  ci 6.st.iinador mitximo v(:msinlil (r; ftirrfcrnnite comistcnt,e. 
Ln fimci6n dc dcnsidnd (en cl scntido gsnpml: vrr al,biidice) para lln solo tiempo dc o b s c m i 6 n  

rs 
,> ,>,,,(A ,b$)..,(A+$), JN.T (n, t )  = (A + 6 )  1 (: 

Por lo t,nnto. la rlonsidarl u,njiint.a do n y t pcrtt*n<r.n a la Fnmilia l!!xponcncial. Aquf cl parrlmctro 
nal.urnl y la mtadktica rorrcsporrdicntc vicncn rladm in,r 

147 ( 7 1 ,  f )  = (?,, t.) 
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Ent,onces el npacio pnrambt,rico nattural par% n t e  caso n 9 = R x (0, m), el cud carece de puntos 
front,cm, por lo tanto W o, lvna nladlstica complet,a. Dcl Lcma de Factorizscidn de Neyman-Fisher 
(vet ap&n&ce) resultn inn1ediat.o qile W w ulna estdtstica suficiente. Es claro qvle el cstimador 
rn,kimo v~rosfmil pasa X n ilna funciiin de W. Aplirmdo d Teorema Lehmm-Scl~efTB se conciuye 
que el rstimador m6xinro vermlmii es el ntimador insesgado de variarv.n infnima prua A. 

Colr el fin de desnrrollru cierta intilici6n acprca del comportamiento de a t e  estimador se har.4 uso 
de sirnulacionn. 

B t n  es ivnarivtinn programada en S-PLUS qur simnla im Procpso Poiswn dc intensidad X y calcuia 
el mtirnador pnra lm valor predeterminado d r  6. 

# Se  proponen 4, h y el tam60 d e  muestra. 
f i<-valor de Q 

. lambda<-valor de A 
n<-tamafio de mnestra 
# Se  genera el  t iempo d e  obsemcibn.  
tiempoc-rgamma(l,n,fi) 
ocurre<-0 
suma<-0 
# Se o b s e n a  el nlimero d e  ocurrencias del proceso, 



FIGURE 4.5. 

3 
# Se calcula el estimador. 
estimador<-(ocurre-l)/tiempo 

En Ins Figiirns 4.5, 4.6 y 4.7 sc mustran l a  t,ra.yrctorias sirnuladan dd =timador ron A =l y 
d, =1,.1 y 250, rfspcctivamente. Clliuido sc tom8 4 =250. se ohserva ci siguiente comportamiento: 
para t a ~ n ~ f i o  de mucst,ra pm111?.iio (n* < 50), sc i.im:rrc qu1"~ i = 0, a parti? de! momento en el quo se 
regiytra In primera oaurerrcis, el wtimador osciln entrp vnlorm maynres o igiales nl del par&metro. El 
comparar estas grficas, sr~gkrc que existe rlna rrlari6n inver8a entre 4 y la velocidad de conwrgencia 
(A fijo), y qllr dirha rela(56n plaxle llegar a scr significat,iv~. 

Ot,ro cxprrirncr~to roasistr en silnnlar cl procwo y C:~IICIIIN el rst,imador para distintos tmnfios de 
mlicfitrn, (A y d, fijos). Gti el caso q3 =IW, X =1  sr ol,sr!rr6 rrlre, jlnsn tarnario dc moestm crrtre l y 
100, o hien ne tenfa A =0 o sr ol,tenfa rma sol~re~~tiri1aci6r1 dcl parAmetro. L a  discrepancias entre 
las rst,irnncionm (para rlistirrt,os tmnnilos rlr? mutr;tra) clismira~yen rtl harer decrecer 4. En lay Figrras 
4.8, 4.9 y 4.10 se rnricslran lo8 rmoltadm dr la. sirr~llinck~nffi. 

En la Figura 4.11 se ilustaa lo rjilo se oi>t.llvo 14 siimllw ai ixoceso tommrlo no y 4 fijos, y hiucirrdo 
variar A. Se observi, clue hallfa rmn mayor varinbili(lwl ronforme se increments A, sin embargo eito 
ocurre lentamente, indurn para n~ pequeiio (no < 5 0 ) .  

A pesar dc que d, y X jr~egar~ nit pape! sirnCtrio) en la Exl1rrsi6n (4.15), es muy distinto el compor- 
tarniento que se oherva al hacer simuladonw corr A y no fijos y considerando distintos valor= de 4 
rwpwk, a In obteni(1o pn el exprriment,~ anterior. In -  rwr~ltados de estas simlilacionts pueden verse 
en las Figriras 4.12, 4.13 y 4.14. donde so torn6 A = 1, rr = 10, n = 50 y n = 6000. 

Z5t,e est,iidio de simulaci6n sirve mmo evidrncia exnplrica para la sigilipnte akmacidn: El empleas d, 
mucho rna,yor a X en s t e  plan dc m~lcs t ra  tirrjc 1111 irnpncto negativo cn el desernpeiio del estimador 
en tkrminos de convergenda y de error cu%lrAlico rnrdio. %to adqlriere mayor relevancia mando el 
tmai io  dc mlieztm es i,cqtiefio, lo cual sn nxplira rrr pwtr. drsdr: d prrnto de vist,a andftim, a partir 
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- 0 o - m  

FIGURE 4.6. 
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FIGURE 1.8. 

FIGURE 4.9 
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m f i 0 - m  

FIGURE 4.10. 
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FIGURE 4.12. 
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FIGURE 4.14 

de la Figura 4.15, nqui puede verse que la vasiama del ntimadnr (vista como funci6n de 4 y no) se 
incrementn drdsticamente cuando de t,oma 4 grande y no pequeiio. En la Figura 4.16 se presenta una 
grafica en c u m s  de nivel de la variaiw~ (como funci6n de 4 y A), t,ommdo no = 10. 

Con el siguicnte algoritmo sc prctende aminorar mte efecto: 

Algoritmo 4.5.3 -Pmcdimienfo en 2 fmr-9 pnrn eatimnr A, mando tiempos nlentorios de obser- 
vaci6n rnn dislrib~iridn Exp: 
i )  Se propone un q5 i n i c i a l  (&st= s e  denota con 6, ) .  
i i )  Se toman I< obseruociones en tiempos aleatorios con dastribucidn Exp(d,) ,donde 

I< = inf {NT" 01 
nE(1.2, -1 

Aqui T, denota eZ tiempo tronscurrido desde e l  i n i c i o  deZ experimento, 
hasto e l  n-dsimo tiempo azeatorio. 
i i i )  Sea 4% = $ . 
i u )  Se obsema a1 proceso d e  acoerdo aZ pZon de m e s t r e o  or ig ina l ,  
usnndo 4% como p a r h e t r o  para 10s trempos de observacidn, 
s e  tomon no tiempos azeatorios.  

Nr v )  Se caIcula e l  estimador A = +, donde NT2 y T2 son eZ ntimero de ocurrencias, y e l  
tiempo inver t ido  en e s t a  segunda etapa. 

Se nt,&n haricndo la5 sigiicnte; supuistm: 

i) El invistigador controln d. 
ii) Durante la prirnera parie dcl algoritmo, se pii~<lr  nhsmms el procno durante una cantidad 

inddinida de tiempa? al~atorios. 

Una forma de intapretar &to. e; que se t,rata de 1111 expcrimento que se Ueva acabo en dm etapm, 
donde la primcra ctapn cs de tipo 'exploratorio', v s i m  para obtener una primera est,imad6n de A. 
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A pnrtir de dicho ntimacirin se elige ona nnem $, la cnal se cspera, permita obtener una segunda 
estinlaci6n del pareimeiro de mod0 que sc disminuya la \;lriaiw.a y qlie a k  o n  pocos tienpos de 
observaci6n para mta segilnda ct,apa, dicha mtimaci6n sera cercana al verdadero valor de A. 

En l a  Figuras 4.17 y 4.18 se prmentan trayectorins simuladas de este tip0 de est,imador~s. S61o 
se considera el comportamiento del estimador para la scgunda parte del experiment0 (se procede de 
igual modo en el resto de las sin~uiaciones). Se I L ? ~  unn $, = 1, 1000, y X = 1. 

Se rrnliznroil tambih siin~~laciones con 4, y X fijm, y tomantlo distintm tmaiios d r  munt,m, csto 
pliede verse en 18s Figuras 4.19 y 4.20. 

Otro expcrimento consiste efectuilr simulaciones dcl mt,imador tomando X = 1 y n = 10 y Msiando 
d,. Los resultdm se muatran en la Figura 4.21. 

De ~ ~ v e r d o  R las simtllacionr~, el est,imador modificado ncelera la convergencia y disminuye la 
varima. Una ji~stificnri6n para mte comportamiento s r  obticne del siguicnte mul~ado: 

Teorema 4.5.4 Sen = 3 como se describid en el algorifno, cntones, in ~,arintua del estimador 
viene doda par in siguzentc expmibn. 

Demostraci6n. Debido a qia, para cu~lqiiirr elerci6n dr  d,, r1 rstimador ;\ m insngaclo, se time 
la siplucnte igualdnrl: 

?,a?- p) = ~ ( l r n r ( i  1 K)) 



amsn-*. 

FIGURE 4.18. 
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FIGURE 4.20 

FIGURE 4.21 
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- 
A41 - 

Ii (no - 1) 

Sc conrluyr q l ~ c  in wrianaa drl cstirnarlor vicnr da~ln por 

qoc rs io rlllc sr  ql l~r la  d c m ~ s l r a ~ .  
&ta t.(r,rcma t.ir:nc la siguici11.c irnplir:aciil~,: ~nil~nf.ri>s qrir? para cl plan dc m1lcstn:o original la, vnri- 

nnna dcl r~stimacinr rs llna fi1nci6n lincnl <I(: Q, para el nmrslm, modifir:ario la w i a n z a  se incn:meritn 
d r  manrra 1ngarlI.mica rrspcc1.o a $hi. 

Tarn1,ii.n sc (xplorh In posil,ilirli~d dc mcjorar r:l (stitnadr,~ mdian tc  lln algoritmo similar, cnando 
X es mrlc:ho rna,pr a 4. Ni~cvamcntr el obictivo n disininiiir l a  vnrianaa. y ailrncnlar la vclocidad dc 
cbzlvrrgr:ncia. A contin11aci6n se prtscnta cl algoritn~o I : ~ I  r l  qric sc prctcndc lop;u mto: 

Algor i tmo 4.5.5 -Cormcidn. del estrmndor c~rnndo X r.3 rnncho mayor n 4.- 
3 )  proponer un $hl inicial. 
ii) Observer eZ proceso durante un tienpo aleatorzo TI con distribucidn Exp($ , )  

rJr 
iii) Sea p = +, y hacer d, = % si Nn;yi. 2 1 y Q2 = 6, en otro caso. 
iv) Estimar A de acuerdo a1 plan de muestreo origznal, 
usando tiempo; entre obseruaciones con distribuczdn E L J I ( $ ~ ) .  

A a>rrt,innacihn se r t~l is ta  rl programa en S-PLIJS rjur rmliza. a t =  simulacioncs 

# P r o p o n e r  d,, e l  vec tor  d e  intensidadrs  y el t amai io  de muestra .  
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f i l<-valor  de 4, 
iambda<-vector de valores de A 
n<-tamdio de muestra 
m<-length(lambda1 
#Se genera el  primer t iempo d e  observaci6n 
tiempol<-rgamma(1,l ,fil) 
ocurrel<-0 
sumal<-0 
#Se o b s e n n  el nGmero d e  ocurrencias del proceso 
vhile(sumal<tiempol) 
< incr<-rexp(1 , lambda) 

sumal<-smal+incr 
ocurrel<-ocurrel+l 

? 
# Se obtiene d2 
rho<-(ocurrel-l)/tiempol 
i f  (rho==O) 
< 
fi2<-f il 
> 
else 
C 
f i2<-l/rho 
? A 

# Se lleva a cabo la ru t ina  para calcular presentada anterionnente, 
s61o que  haciendo 4 = 6,. 

Se dcnota con Xi a1 mtimador de X obt.mido al usar 4, (i E {1,2)) para gcncrar los ticmpm de 
ohwvaci6n. 1% 0: el etit,imadnr que sc ~lsar i  finalmcnte. Sc proceder& a obtener sn variansa. 

A 

Teorema 4.5.6 La trnrinnzn d ~ l  rstimndor A2 ? n ~ n c  dndn por la si.qr.icnte ccpv.si6n 

DemostracMn. Sc ticnc 

1 TI = 1, ni, = 11 A,  para todo 1. y n,. 
= 
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IYe ucllerdo a lm Expresiona (4.16) y (4.171, la deosidad conjunta de (TI, A$,) viene dada por 

~T~.N,, (Gn) = f ~ , / w ~  ( t . 7 1 )  Pr {N?; = n) 

A 

se sippe sue la varimn. de Xz viene dada por 



FIGURE 4.22. 

lo cud roncluye la prueba. . 
Para el caso particular 4, = 1, se tiene que 

EF. decu 71a~ X2 crefe en relaci6n a X al menos t,an lentamente como in (1 i A) .  (- 1 
' Para este estimador modificado se realizb el i&mo studio de simulaci6n que para el caso anterior. 
Lns trnyectorias sirnuladas del est,imador se presentan cn 1% Figuras 4.22 y 4.23. La Figura 4.24 
muestra lo que se obtuvo de rrpctir el experinlento con X y d, fijm, y hnciendn vmiar el t<un&o de 
muestra Lo que result6 del mperimento que consiste en tomar a no y X fijm y w i a r  4, se presenta 
en la Fipura 4.25. 

4.6 Realizaci6n discretizada 

El anNisi3 en la Slihsecci6n 4.5.2 sc o1,tuvo apnrf.ir de o1,srrvacionrs dcl procmo en tiempos V,, V2, ..., Vno 
tales que lm iiernpm entre obser>aciones st~cmir;ls ylk = 14 - eran rariables deatorias inde  
penrli~ntes e id+5nticamente distribuidas. Se sopnso que 10s intenaim 'Di e rm wiables aleatorias 
obs-bles. Si no se tienc esto, el procedimiento en dos izses no p~lede aplicnsse. 

Sea Nv,, Nv,, ... las obsenaciona hechas en tiempos aleatoric8 b'~ < V2 i ... < Vn0 y de tal 
modo que \YA = V, - K-, sean indcpcndieutts y distribuidas erponencialmcnte con pa rhe t ro  p. 



FIGURE 4.20. 

FIGURE 4.21 



FIGURE 4.25 

Se denota con ZA = N,5 - Nv,., a1 nlimero de wenam oczrnidm en (V*_,, Vk]. Ahora se b1~scm.6 
un fstimndor para X basado iinicmente en las ohsrmcione (z,, zz, ...%). Como {N, : t 2 0) fs 

un Prowso Poisson, puede verificnrsc que {ZI, 22, ...) son vnriablcs indcpcndient,ffi e idbnticmente 
distribuidas. La funci6n de densidati de ZA se obtuvo en la secci6n anterior, par lo t,anto de la 
Exprai6n (4.16) se sigun que In fund611 de uaosimilitud n: 

donde N = C;O=, &,el iifirnero total dn eventos obsrrwdo. Entoncffi el =timador mkimo verosfmil - 
es X = pAT/n.o. Se t,iene que N t,icne una dst,riburi6n (%,p) ,  fsto implica 

- 
Por lo ta.nt.o E(X) = A y anr(1)  = L v .  

La propiedad rle asinfotiridad normal de un ~stimador rs dffie~ble, ya que simplifica muchas aspectos 
miltem&t.icffi de la inferrncia rstadist,ica. Se crlenta con un result,ado (vet aphndice) que garant,iaa, 



bajo cimtas condicionrs d r  rcgrlaridad, la asintoticidad normal d r  un mt,imador m6ximo verosfmll. 
A mnt,in11nci6n se enlist,nn didras ronriiciorics de rcgui;u-i<iak 

Condicidn 1.-Lo.? rlcn'ando.9 a l n  f g / a Q ,  a2lrl jo/802 y 8'1n f~/BD%nafen, pnta cm i  todn. x  con- 
Lenida r n  tLn intenlalo A t a lp~r  rl venlndem vi~lor dr:l pnlrlrnetm 00 E A. 

Condici6n 2.-lstr el pimtn 00 

Condicidn 3.-Pnra toda q E A, 

E,8 [M ( x ) ]  < l< 

don& fi no depcndr de 6.  

Aqui jo drnota a ia iltncinn dc drnsidari dr <loniir pmm,icncn las olmcrmcionrs, g R repracntn al 
parBmrt,ro <h: int,aes. 

En rs ta  srccidn sc v~rifica 411" algt~nos mtimadorcr; qlir s r  han ohtcnido, clunplcn con cstas condi- 
ciona. 

4.7 1 Ttempos dc o b s ~ n i a c t h  con di%tribndhr Ezponmrial 

Sea {N, : t 2 0) tm Proccso Poisson d r  inl.cnsi<larl A. Parn el plan dc ~ n ~ ~ n t , r m  apa:ificado m la 
Seccihn 4.5.3; sc ticrrr quc 

por lo t.ant,o in condicihn 1 sc c~~rriplc. AdrniRs 

a - W O N ?  p - - " ~ ~ N ~ -  I + o~\'T (-7) 8 7 .  

<Ti" 



Entonre, para el vcrddero valor dcl pu;(.tnctro (A), 

Sc sigiic quc la condici6n 2 sc satisface. Eq fhcil vcr lo qijr ocilrre rnn la tcrcera condicibn, ya quc 
si A = (a, b) C (0, oo), dondr X 6 (a, b) ,  cntonrm 

pun todo I] E A. Para conrliiir 



Por lo t,ant.o, ~c pucde apiirar ri rrsnltado. La informaridn mprradn de Fishcr para mtc cnso viene 
dadn por 

, L A  * 
Sr: oht,endrii nn ln ierdo dc confinn~a ron nivr.1 asint,4tico n, aprov~hsudo el hccho ria qur: -g 

m, nsint6ticarncnt.e, nna cant,idad pivot,al. ISnt.onccs, cl iilt,crvalo 

tha~c in pro1,ahilirlad de a~hcrtrtra buscada (a1 hnccr n -t m). Aqnl zl-, denot,a al c~iantil (1 - 0) 
dc unn dist,riburi6n Normal nt findar. 

Una vrz obtenidos rstm rrsrdt,adcn, srlrgnirnn pn:p~nt.a d ~ :  int,er(s pr&ct,ir.o. i,A partir dc qun cdor de 
n rm~liia razonable cmj~lcw ia Aproxirnaci611 Normal7. Tin expcrimcn1.o qrre da {ma rctpllnt.a parcid 
a csto consi8t.c cn uiiliaar papel dc pmbahtiedod n o m n l  pwa distintm valorcs de lm parhetrm. 
Estc remirso g r f i co  jvcr Johnson y Wici~crn] pcrnlitc visuaii-ar que t.an ccrcana (en t,6rminos de 
convcrgcncin tmiformc) rs la distrib~lcirln ernpirica de in? dat,m a una distribucidn N(/L, rr2) .  En el 
cjr 7, dc ia prztficn, se indicnn los vdorcs dr  1% mt.adlst,icas de ordcn de lo8 datos, micntras que el d e  z 
corrrspondc n ios a~antiim da unn distrihnci6n N (0. I ) .  B t a s  sdficas se interprctun do In siguicnte 
forma: cntrc mAs colinralcs son Ins puntm rip 18. grQfica, sr dice ~ I I C  m& sc ascmeja la distribricirln 
de 10s datns a rtna ilist.rihr~cidn normal. 

Para rlatos simrzlados dcl mtimador, im resuitadis llucron ins siguient,~: En el caso X = 1, 4 = 1 
y n =I0 ( v u  Figi~ra 4.26) rl rxprrimcnto mi,st.rS qnr cra fartible harcr riso dc la Aproxirnnri6n 
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- I  

e ti- " 

FIGURE 4.28. 

Normal. A1 hacer X = I, q5 =I0 y n =lo, se observ6 un cornportamiento (ver Figura 4.27) que sugiere 
qne a k  no ffi d i d o  recurrir a l  resultado asint,6t,im. Es nsesario imremedar el tuna60 de muestra 
a un valor cercano a 1W (ver Figura 4.28) para que haya evidencia empirica que sustente e1 uso de 
la aproimaci6n. 

Nuewente ,  el incrementar el mlor de Q tiene efectos negativos en las propiedades del estimador. 
A1 hnrer 6 = 50, X = I se t,iene que, es necrsaio 111, tnrnaiio de rni~est~ta cercario a 250 (ver F i y r a  
4.29) p a a  que se olxerve co1inralid.d en los p~mt,o?. 

Por ot,ra parte, en el caso Q = .05 y X = 1 se ohserv6 quc bnst,aba con n = 5 para poder hhacer 1 ~ o  
de la Ap1mjrnaci6n Normal. El rrsultado de ffita sirnulari6n p u d e  verse en la Figurn 4.30. 

4.7.2 Ticmpo de obsmrncldn nlrotorio 

Pnsa cl caso desarrollado en la Secci6n 4.3 la verosimilitud rs 



FIGURE 4.37 

FIGURE 4.28 
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E~ll.or~rm, para (!I vrrdndcro valor dcl j)ar61n~tr1? 

ya ~ I I C  S k  t.icno distril1oci6n Gam (!,, L.), arlc1115s 

Por lo t , ;u~t ,~~,  cl~rnplcn las <:ondicionrs d r  rrguInri11;trl. Para rstc rnso la infr~mlacidn ohscrvnda 
rlr Fishcr rr: 
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4.8 El problema de estimaci6n para el Proceso Poisson Compuesto 

Sea {N, : t > 0) rm Procmo Poisson con funciOn dc intensidad X ( . ,B) y scan jYk : k E N) variables . . .  
alatorias indcpcndicnta, con distribncih F (.; 8), y t a l a  quc Sean indepcndimtn dcl P r o m  Pois- 
son. Ent,oncn {Zt : t > 0) n rm Procno Poison Compnrsto, dondc 

Se hark el srlp~mto adicional dc qilc las wiables  {Yk : k t N) poseen densidad, la cual sc dcnot,a 
con f (-; 0). 

Primero sc nn%iizarB cl rmo cn PI qlic las varial>irs { N ,  : t > 0) son obsmnhln y adcmAs sr rnnoce 
la marca (la Yk cormpondicnt.~:) asocinda a rada oc~nmwia. 

Sc ohserva el procmo {ZL : t 2 0} dc mancrn inintcrmmpirla cn el intcrwlo (0,rj, cntonces 

f1 i . y  z... .Y.,N, (711. M ,  -... ym, n.) = ~AT, IY , ,>~ , . .  ,Y" (n.. 7i1, ~ 2 ,  ..., 3- j 

.J=v,. Y, ... ,Y" (Y,.YZ> 

?or lo tanto, si se conoce cl nlimcro de oc l l r r end~  dcl procso {Nt : t > 0) en 

[ (7~, ,7~,+, ]  i € {0, I, ..., m - I}) 

dondc im = 0.11, = r, y si sc o h s c m  adcm* las wsiablm {K, Y2, ..., YN.), sc obtjcnc la siguicnte 
hinci6n de vcrffiimilihid 

' si IV, ? I, dc ot,ra forma LO a Pro {hrr = 0). Por lo ianto cl antimador miuimo vcrosimil para Q sc 
obticnc maximiemdo la F:xprc-i6n (4.19) dndn la forrna f~incionnl dc fr; y dc X (.;@I. 

", (p., X (1,; 0) d,A)"J 
LO ?xP [-[A (u,;fll (! - n,! 
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por lo innto 

Si X (v; 0 )  = 0 ,  ae licne que 

Se sopondr6. ahora qlle ias miahips obscrclblc; son ICB ticmpm cntre ocurrencias (Xk : k E N} y 
Ias marc% asociadas a dichas ot:i~rrenrias {YI : k t N) . El p i o m  rs obsemdo hastague ee regist,ra 
In k-(.sirno evcnto k > 1. Entoncr3 

si X ( t )  = X para. t E (0, oo). DF Otra forma sr nplica rl Corolario 3.3.8, de modo quc 

(Ion& 0 ( t )  = E [N,]. 
E9t.o impl%:a qnr la filnci6n dr v~rhcirnilil.t~d rn 
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para el cnso atadonario, ) 

para cl caso no ffittwionmio. 
Por lo tanto, para obtcncr !Inn ~xprfsi6n pars el ntimador m h m o  veraslmjl, a nccesario conocu 

la forma fundonal dc X (.) y de fy (.) . 

de donde ae sigue 

por lo tn?do, el estimndor mltnmo ~iems<mil miene dndo ppor 

Otra forma dr abordw prohiemas de at,imaci6n paramtttica para el Proccso Poisson Cornpusto 
a hncirndo IISO dcl Tcorrma 3.5.1; dicho rcs~~ltado stablccfi quc los procnos 

son P m c m  Poiwon indepcndjcntm, donde {o , ,  ~ 2 ,  ...} son los pasiblm w~,lcdorm dc la? marcns. 
Bnjo cl supucsto de que las procam {N (t. i ~ t )  : t 2 0) son nhsrmdos dc mancra cont,inua durante 

(0, r], sc ticne 

Pr (N, = n ,N( r ,  7 4  = ?I l ,N(r , l~z )  = nl, ...) 
= Pr {A> = n I N (r, ul) = n,, JV (r ,  1 ~ 2 )  = n2, ..-) 

. Pr {N (r,?r,) = nl, N ( r ; u ~ )  = n.2. -..) 
rn 

= n ~ r { ~ ( t , u , ) = n . ) ,  
*=I 
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dondc Cm, n+ = n.  Sc niggle qoc 

dondc rl; cs ka pn~bahilidarl corrmpr>ndirntr o In marca u,. Esto se  wt,iende al cnso prv.%ntado cn 
la Srcc:ibn 4.5.3 d r  la siguicnt,~ lonna. 

dunde ni, = n ( v , ,TL , )  - n, (?I,-,,~L,) y $, = "j,  - 7, ,-,. 
Haqt,a ahora sc  ha silpnrst,o quc se ronoce tanto el nilnicro de ocurrcncias que ti~vieron lt~gar en 

el tirmpo (iijo o nlcatcrrio) conlo las rnnrcris nsimarlas a cads ,inn d r  Ins misrnas. Puedc ocilrilr sue 
soi8,rncntc Ias m~iab ia  {Z, : t > O ]  y {Nt : l >_ ( 1 )  S?ArI ol,wrwhles. 

Se obscrva el proccso {Zt : t 2 0) durante el lapso (0, r ] ,  entonces 

fz,,,~, (2, n) = Jz,jn, (z,  n) Pr { N I  = n.) 

= .q'"' (2) Pr { N t  = n] , 
rk~ndc: g(") rs l a  hmaibn de rlr~~rirlnri dc C:_l Y, si n > 1 y I/(") (z) = 60 (2). Por lo tanto, si so 

~oilorr rl n6rnm) dc ortirrrnciss drl pmcm,  cn lrls n~lbint.crvalos 

{(7~~,7h+1] ' E {[I; I ,  .. , m - I]} , 

y L:L? irlarcas cornnpondicnbrs, s~: ticiia qilc 
m 

Lo a n d"') (zi; B) Pm {N,,, - N ,,.-, = n,} 
,=I 
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Una vtr, ost,nbln:ida la iorma hmcional dc la int,rnsidnri y dcg, sc procrde a maximiaar la Expresi6n 

(4.20). 

4.9 Ngunas pruebas de hip6tesis para el proceso Poisson 

4.9.1 Conentes de verosimilitud 

Se considera la hip6trsis ~imple 

Ho:X=Xo H, :X=X,  

para la forma dc obscnacidn dcl pprocno propunta en la Scrci6n 4.1. Para ostc cam la hmi6n de 
vercsirnilitud (dado X E {A,, Xo]) vicnc dnda por 

LA, a A:' rxp [-?A,] z t {O, I). 

So aplicarir cl Ltma dc Ncjman-Peasson para csia pnlcba. Se supondrd XI > An, c n t o n c ~  

lo cnal q u i d e  a decir 

Por lo tanio la PUMP para vienc dada por 

dondc k, cs el cuantil (1 - n) corrcspondientn a lrna rlistribuci6n Poi (Xor). Drbido a quc la forma 
de  lx pnleba no dcpmde de 11, mn la misma r q l a  d r  rrrllun, .sr tirac In PUMP para Ho : X = A. 
cont,ra H I  : X > Xo. 

Si el promo se cst& obsemndo de acnerdo a las rondiciones imp~ie&s en la Sccci6n 4.3, se tienc 
w e  
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Por lo t.anto la rt:pihn rrftica vienc darla por 

Sc sigur? qtle la P U L P  para mt,c i:<mo n 

Sc rm.Jl:~za Ho si Sk < k:. 

dontlc k: rs cl cualitil n corrc~pondicnle R lina distrihiiciiln Gam (k, An). De nuevo, ts ta  rrgla de 
decisidn p ~ l n i r  gencralizarsc a1 cay0 Ho : X = Xo contra E, : X > Xo para obtencr l a  PUMP. 

El sigr~irntt! paso consistc cn dcsarrollar rsto ptor:dimim~to c~lando se o b s e m  al proct?so dc acuerdo 
aJ plan dr munl.rcw, plnntrado en la Srrci6n 4.5.3, para cste caso 

Entoncm el coriente de verosimilitnd ef. 

w : T' (w) (A, - A,,) + NT (w) l r ~  (8 5 k")  

Sean 7, = X i  - Xo y v2 =In (?). FA nm~snrio rlar cicrta. drscripcihn dcl cstadlstico q,T-C q,NT. 
El c6Jc11ki hrrho para ohtenm la. hncidn dc rli4trihllridn r k :  dicha variable nlrat,oria n mtiy similar al 

I 
realixado para enumtrar la distriblici6n dc %, tsto m i 
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donde D, es una wiable a1eat.oda con disi.ribllci6n Gam (no + NT, 6 + A )  . 
So considcra Bhora una prncha asint6tica para d e  caso. Sea wfi el Fstimndor m&iimo wmimil 

para. A, tommdo k tiempos dentorim dc obsen'aci6n. Unn pmcba con nivcl nsint6t,ico n se obtienc 
de una regi6n critic8 del tipo 

Wk 2 Ck. 

donde 

64." ct = A. + 
6 .  

&to dc acncrdo a la t,eoria drsarrolladn m [Lchmannl. 

4.9.2 Prueba pnm la cstncionnreidad del pmrr.8o 

Sca {iVb : t 2 0) un Procao Poisson con funci6n de intrnsidad X ( t )  = e"*O", donde (a, P )  es el 
vector dr? parbeiros dtsconocidm. Sc rlrxn prohar la hiphbisis Ho : f l =  0, is dnir  quc el prociso 
n est,aciona,rio contra hip6tsi8 alt,ematim hajo Ins cualn 10 # 0. Si el proccw, se ohsaw de 
manera continua durante nn interval0 predctrminado (O,r], el anasis hecho en la Seccihn 3.3.1 
(ver Expresi6n (3.3)), risulta inmediato que, condirionando con {N, = no}, la densidad coqjunta de 
(31, S2, ..., Sno) dad8 Pot 

no! n;:, e"+"". 
f s , . , ~ ~ .  .,S.mJNo=no ( ~ 1 ,  SZ, ..., snn) = (.To' e"+"") no 

Se sigue que La vermimilitud mndicionada para cstc caso es 

nz, e m + " .  
L;, a (fgr e-+Bl .d t~)~~ 

- - e""" .xp I0 c::, 
( ;en  (en, - I))"' 

- - P"" =P ID x::lsxj 
(c@ - 1)% ' 

Dc modo similar sc obticnc L;, = 6. Aplicnntlo rl 1.ema de Nqman-Pmon  sc obticnc 

L:7 - 
7% 

In-- - nnln (ea - 1) - noln(pr)  -0x%. 
L;i ,=I 

Ekto implira quc la regi6n critica para la PUMP de f.amaio n cs 

no noln (em - 1) - noln(/?r) - k, 
B 



El punto de vista bayesiano 

Introduccidn 

I n  Tmrla Riujninan., Uamatia a d  en honor n Thomas Daym, inmrpora el conccpto dc distrihtici6n 
n priori  S r  t,rnla dc rlna rlo~sidad qrie sirllelian cl conorirnicnto con ci que otcnta d inscstigador 
mtrs  dc llcvlr a cnho Ins ol~crvacioncs. Scgtin n t r  rnfoq~n, sdlo cs posible aprender dc lac datos 
a, t,ravC! dc la f11nri6n de vcrosimilitud. 1,a intcgracinn dr  ambas fiicntrs dc informaci6n se efcct,h 
mdinntc el 'reorema dc Bayi .  Lo qoc sc nhticnc: n 11r1a dktribuci6n n posteriori, la n ~ a l  se toma 
como cl plint.a dr pnrt.ida psrn c:imlqriirr iiilrrr~lria. 

En asbc: capil.~lio sc t,rntnn ios problrrn;~~ Oc csfrzi~i~~~i~irc~ y p r t a h ; ~ ~  (lo hipdtrsis pnril cl Pr<xxso 
Poisson ~~sanrio el mCt,odo l3ayc;jnno. Sr mnsi~icr'nn 11% misnrm plan= dc milntrcm flisc~rtirlrp, m cl 
capit~do anterior. 

Primn?.to sc ra,lr.~il;\ Ins d o r ~ s i d x l ~ ~  cnnjrrgadns p;~ra  nlglinm casnc do int,& (Secci6n 5.1). La 
metodologla rcfcrcntc a rstirnacicin ~ont!laI <s rlisriit.i<la cn Ins Scrcions 5.2, 5.3 y 5.4. M~liante  
el irso (It: cjcmpios sc: ilosl.r;r cnlno hacor infrrcrlri;~~ ( I r a  cslc tijlr) incorporando informacidn n priori, 
para cllo sr: cmplcan distribucionrs conj~lgadas. Tambi6n sc h a d  \so  dcl an;llisis no infomativo o de 
refercncia, rsto permite ntahlcx:x!r cierto piu~to [lc mmparari6n con lou metodm frcrocnti*,as. Ilay 
nnn hrcvc discosibn (S<cr:i6n 5.5) m r c a  dc como cnl(:~rlnr rcgionn (lo lcta dcacidtui pmt,crior para 
n t m  casm. En in Sprci6n 5.6 sr trnta lo rcfcrmt,c a pr~nhas  dc hip6t,rsis para el Piocmo Pokson. 
Ln idea rs ili~strar mmo ins tbnican hnpianns pmrnihn~ empleru el conccpto de prueba dc 1iip6td5 
como hrrramicnta para rsolver problcmns dc t.onin (lc drcisionn. 

Lox concepttor, rcl;lri(,narios cnn ~ s t , i m ~ i 6 n  pnnlm n.visillsc on [O'Hagani. Lo referentc a aprox- 
imacionn y anillisis no infortnntivo f11c l.omado dr [nr>rnardo y Smith). El material quo trnta el 
problem& dc prtiebas de hip6t,iis puede scr consiilta~lo en [Brrgcr]. Algunos comcntaria? cjcmplcs y 
a~licacionrs a Tcorfa ddr Dccisionm fueron basnd<h? cn /Ifi>~umwrij y [Buck, Cawnngh, Litton]. 
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5.1 Densidades a priori conjugadas 

En muchos de im casos analizadm en el capltulo anterior. In muestra zl, ..., z, prwenia de una variable 
deatoria con distribucinn Poi o Exp. Se calcula In dm~sidad a priori conjugada para cads caso, tsto 
se hsre aprovechando el hecho de que amhas distrihiicinncs pertenccen a In Fanilia Exponential. 

La verosimilitud para una m~icstra correspondicntc a nna distriboci6n Poi (0) , 0 > 0 ticileia furma 

Dcl rcsulialo general para la Familin Ex~oncncial (ver np6ndndicr) se signe q~ lc  Ja dcnsidad n priori 
conjugada para 0 fsta dxla por 

1 
p ( 8  I r o , ~ ~ )  = exp (-TOO) exp (T, In 0) 

K ( ~ 0 ~ 7 1 )  

Para ro > 0 y TI  > -1 la sigtlipnt,~ intcgral siemprr rsistc (vw Sccci6n 2.2.4) 

Hacicndo a = TI + 1 y 0 = 70 sc conduye quc la tamilia {Gam(n,B) : n,B > 0) es conjugada a 
la distrihuci6n Poi (0)  . 

La funci6n de vermimilitud corrrspondicnte a lmu m ~ ~ n t m  z,, ..., z, provenicntc de m a  distrihii- 
ci6n Exp (0) mta dRda por 

para rimintliiiera T, > -1 y T, > fl, dr  doltdo cs fdcil cnncliiir qnc 

T l ~ + l  ' O1%xp ( - 8 ~ ~ ) .  P(O I TO,TI) = rnj 
Entonm In distrihiici6n conjiigildn nat,ural p m  mtc case cs una Gam (TO + 1-7,) . 
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5.2 El caso a?tacionario 

Sen {N, : f 2 0) iln Pn,a.so Poisson ml:,cioiv,iio (11. ,nl.r~aidad 0. Sr sliponc quc dirho promo sc 
purrlr ohsc:rvar dr! milnrra inintrwumpidn rn r.1 iirtei-vitlr, (0, r]. 

Si Ins olmrerval:i<,~as r,o~wisl.cs(.n~ nn k s  t,iciii1a,s nl(.rn c,crirt.rnriirs, d<:I sotiliris hrcljo rn lir Sar:ii,n 
4.1.1 sr, 8ig11r q11r In firii(.i011 dc vrrositnilil~~tl ts 

dondr: s, donota. 111 tirmpo transa~rrido cn1.r~ liis ocnrrcncias indmndas con (i -- 1) c c. 
La, rlist,rihirci6n n ptfon' mnj~lgz~da naf.~irnl para rs1.r caso n 

por lo tanto R I x FIP distribs~yc Gam (n, + .m + I ,  r + 7;) 
Xi ntimador hayrsiano vienc dado por 

Si tir, sc: <lrw:;t I L ~ I C I : ~  ilso 11,: ink,rrnncirin o prxnr, 1,;lila hatr:r To 4 - 1  y TI 4 11 pnm tmb;~jnr 
as1 con ilisl.rib~icionrs no irif~~r~~iativas, nl 11aa:r cslr, n, obI,icnr un <:stirnudor quc coinridc con cl 
ntimarbr mixinlo vm~9fmil. 

Ejemplo 5.2.1 J?njo crtc esqscrnn rlc mt,rsLrro sr ohacn,amn 10 o a ~ m m c i a ~  ten S anidndea dc tiem- 
p. Sr rrpmrcntd cl rn~~orcmicnio inirinl o h m  lo inlrnsidadR mrdinntr m a  Gam(2 , l ) .  Los tiem,pos 
cntn oc?~nrnri t~s fi,,~mn 

Otra forma rlc nh~n-riar ol pmblcma rlc <-slim:~r 11. rcxlringi~:~;~lo <:I promso a (O,r] sc sigrrc dc 
ohsavar el nilmen) dc oc~urcncins 1:n k slihintermk,~ i)mletcrminndos, pot el m0rnenf.o se si~pondra 
quc dirhm snbinicw,alrn son dr iglial longitnd. 
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FIGURE 5.1 

De acuerdo a lo liccho on la  Sccci6n 4.1-3 

La rl~nsidad n pnon naturnl para este cnso cs 

entoncm 

p(R (x )  aB"r+in cxp ( -B  (7 t- T , ) )  . 

Par lo tanto el stimador bay-esiano es E ( 0  1 x )  = -5. r+r, Haciendo TO -+ -1 y T ,  + 0 se obt,iene 
un ectirnador que coincide rnn rJ rnkvirno wrosirnil. Esto prm~ite obtener una distribocidn n p i o n  
proporciond a ma conqtante. Sin embargo, se recomenda [ver Bernardo g Smith] utiiiaru la distrib~. 
~ i 6 n  de Jefieys para hacer el maisis de referencia. A cont,inuacidn se calcula dicha distribucidn. Se 
tiene 

rnt,onre, irr. dcri\a?lrias de primer y srgnndo nrdcn cicl logwitmo dr Ln vcrosirniiitud son 



Por lo I.i~n1.0, la infonnarihn rspcrada dr Fisher vicnr dad? por 

mt.o <x R / z - Gnm (n, + $, r). La tra.mf<~r~nnci(,n qlro condo~:c a la a pnon ~miformc cz 

Alv~ra sr: rlisaltirA la apnaimnci6n a la disi,ril)oci6n lin;ll mtvliantc iina Densidarl Normal cuando 
sc rn:llrn: a lina dansi~la~l n 71770ri ct~l~j~lgarlil 

Sc rcquicxr qur lii morla tic la ~Iist,ril~uci6it n ~,ri.or, x' ;rlci~ii<:r an on pllrdo intcrior dc su soportc, 
por tsnto sc  s11pondriL qnr ro > 0. Entoncn lx  rnoda clc p ( 0 )  cs m = 2.  Por ot,ra partc 

dande x, cs cl v<rtnr dc obsorvacionf*; y n, cs r:l nilmen, dc ocnrrenrias en (0, r] .  SP dcnot,a con 
8, a1 ( s t i ~ ~ i d o r  tn:jxiln~ v ~ ~ r < ~ / r n i l  ~ ~ x u r s l c  plat? rlc iniic:~f.rcn, sc simlc 



FIGURE 5.2 

Ent,oncs, para n gandc ,  p (0 I x,,) sc aproxima con la densidad de unn N(m,,,H,), dondc 

claro que s t a s  exprmione s61o s t i n  en Cunci6n de r y dcl niunero total de ocuxrencias del 
proceso cn (0, r] . 

Ejemplo  5.2.2 Se obsend un Pmceso Poisson Eslanonnno durante 10 t~nldades de tiempo, reg- 
istrdndose t ~ n  totd dde 19 o c ~ ~ n n ~ c i n r .  Se  pmpsuo como disf.nbuci6n a priori tmn Gam (2,l). En 
a t e  case H, =G.26 y m, =1.75. El estirnador bayesinno cs E (Q / x) =2I / l I .  En In Figira 5.2 se 
p ~ q e n f o n  amhas densidadfi?. B 

5.2.2 Obsenracidn dvmn.te tiemgo nlenlorio 

Otro caso dc inter& consistc cn obscrnr 81 1'1.0cmo I'oisson dr  nlancrn continua hasta el momento 
en el que tiene lugnr In b-kimn ocr~rrrncin (k 2 I ) .  Si Ins x r i a b l n  nI~atorins qlre so tomnn en 
cuenta pnm las o b s e m c i o n s  son los tirmi,m entrr oci~rrcncim 2,,22, ..., IX, entonces, la fiincih de 
wrmimii i t~~d a 



Mcdiantt, 11" t,ralamimt,o tot.aimcnta anatlogo a1 lirciirr para rl proMrma dc mt,imari6n cnx olxcx- 
varionm rr~tringitles n (O,r], sc ticnc qlte el mt.imador 1,apsiano vicr~c dado por 

dondr (.ro,rt) rA5 cl vector dr parAmctros rlr la distril,1a:i6n o prion. 
A h o m x ~  nhtirnc la rlistrihucirin a pn'ori do 3rfircgs. 1% fdcil w:i. qur 

qtto m rrnn distrihln:ibn irnprqrii~. La dl~7~sil!ild n pr,.*llrriorli virsnr dndn por 

Ejemplo 6.2.3 Se obnemn 71n Pmreso Poirson l;,stsln~:ionario de ncuedo n wte plan dr mz~estreo, 
se loma k = 1. !?L tirmpo de obacniacidn ryqi~tmdo fiic z, = 5. Se ennsidemmn do8 distrib~cionc~v 
inzcinlca: un.n Gam(2, lj, 71 In n priori no rnformati~m dr , I e f i ?~ .~ .  En In Figurn 5.3 se pnsen,tan, 
Ins di,qt~haczonea jinnlen PIC PP o b t ~ ~ ~ r i r n n  cnOh cmo. Sr oi,srrurl qlrr. In densidad n po3t,enori 
obtenzdn npnrtir rte Anbli"9is (;onjugado ees mu!/ sernejnntr n lnfirncrdn de t,emsimilitad, pnm la o tm 
disfnbvridn iniciol, cafo rro file nal. . 

Sc pri>crd': a cncontrar la Al,rnximnci6n Normnl para l a  rlitrihuci6n final. Si in drnsidud n prinri 
es dc la fonr~u 

se siguc qnc 



136 5. El punto de vista hayesiano 

donde k denota el n~mero dr  ohsemciona. El estimador mkimo vemimil pirra e t e  rnso es 
Bk = -k-z, entoncos z<- > 

Entonccs, para n grande 8 I X, pmee una densidad que pucde aproirnnmc por imu N(m,, H,), 
donde 

5.3 El caso no estacionario 

Se considera nhora el prohlrsma dc rstirnaci4n con f.ionlro d r  obsmmcidn fijo para cl Proceso Poison 
{N, : t 2 0) con funri6n iie intrnsided X (-, 0).  Si sc mIringc<il promo d intawlo (0, r] y Im w i n b i g  
dcatorias obscmblcs (XI,XZ. ..., XN-) son lm t i m p m  elitre omencias,  entonces la hnci6n de 
verosimilibod cs 



iioiiili si = z, i- s, i- ... -i z.,. Dnjo mr.as n)n(iirio~~rs, sc t,ir:nr qnc csta fiinci6n dn vrrosirnilit,ird 
no sirrnprr? grirxie snr factnrina<ln de forrim yiie rrl rrsmlf.~alo cle nnflli?is conjiigudo pnru In Fnrnilia, 
Exponencid (ver ap6ndice) pireds aplicursr?. En a:gui<ln se preserlta un caso particular en el qile esto 
sf pirwlc IIRCOTSC. 

Ejemplo 5.3.1 S ~ L  { N t  : f 2 0) tm P m c ~ s o  PoPozsson ron firnczdrt dc intewidod X(z, 8) = cxpjx8J. 
Se obsr7va el ndrnem de iecu~nncins en (O,?], en.lon~:r,q 

dondc . <  rlcnotn nl inatanto e n  rl que se mgisln5 in i-- CnmLn, oc~r77rncia. 
Hacienrlo g (0 )  = oxp [-Q (e" - I)],  f ( 8 )  = I ,  4 (0 )  0 ,  SF ttc71c 

Se szgibr qilr ln distribnczdn a po,osteriori incne dado par 

Se obaeriid un Pmreno PoG.son bnjo este ecTilemn, ajtl i. = 3. h s  ,ialoms obscrundos fuemn n = 15, 
Cy:, n, = 26.7367. Se propi~so una n prioti con~t~.qado con TO = r ,  = 1 .  En la Figurn 5.4 se mueatan 
Ins gr6Jicn.s de lna dr lna d?.?l,~ibuciones inicinl y fin,"[ p,n calp. cnso. Lns con3tantrs nommEizndoms 
nr cnlmdnrnn ntmih<mrnrnte. 4 

A fnltn do rcsidtn<lo gerternl, cl iiivrstipador <icl,i: 1111smr por otrns mdim una familia coniugnda 
para la funcidrr ( I t .  vmsimiIit,ial ilada en In Exprpsi6n (5.1). Bajo cl siipuat,o 

x ( t ,  e) = pi, - f  f i , t  -t N:,P t ... i -  ~ ~ , i ( ' ,  



dondc Q = ( f l o , f l , ,  .... P,) y A ( - , Q )  2 0. con B fijo. Sc proponc la siguicntc familin de distribucionrs 
n priori: 

P (0)  a 9 (0) ~ X P  [POTO + & T I  -I- P?TZ + ..- + rOvfl,l, 
dondr g (6)  1s 1111 hmcinn no ncgattim sohrt: las %uiablts (p,,p1, ...,D,,), dc la f i~ tma 

9 (6'1 = /~oT,.+I + l i l ~ ~ , ~ ?  + 821;+3 + .-. + ~ . , T z ~ , + I -  

P R ~ R  dm:kiii sohrc: el qddo drl poiinomio a ilsas. sc plicde rcaurir a1 Criterio dc Informnci6n d e  
Ahikc  [vcr Ifi>ci,nard]. 

~hlmk!r r l r  n t a  f<,riz~n prrmitc raia11;rr rlr fcmna sirnplr la distrih,~cibn final. rtm un ,m;m mango 
clr pmibilidadcs para rrpmrnt.ar cl conocirnicnto a ppiori p.un 6'. Dc hccho la tmrla no cxigc que 
X (., 6 )  sea nn polinomirr, pnc~lcn ilsarsc cxprrsionrs drl tipo 

X (L, 8) = no + P,sen(t) + P ,  cos(t) + Ofl~n(t?) + ... + O,,cm(f?), 

o alji~in otrn f;~milia d r  aproximadorrs. 

En caso dc q ~ i ~  Ias cantidadrs obscmdas x = (x1,z2, ..., z,) consistan en el inimcro d r  ocurrncins 
cn suhint,crvalos, a dccir z ,  = JV,, - N ,-,, sr sahc qur 

rlr moda q11e haciendo f (z )  = 5 ,  g (0 )  = exp [-$ & A (u, 0 )  du], 4; ( 8 )  = In (J::., X (u, 8) du) y 
h (zi) = zl la dcnsidad n p"on' conjiigada natnral pnodr rnrantrnrse d r  forma inrncdiata. 

Ejernplo 5.3.2 Sm {N, : t > 0) I L ~  Pmcwo P o ~ m o n  con fvnci6n de in.lenszdnd A(z,B) = Bez. Se 
obserr,n rl ~ ~ ~ x i o r x  = ( 2 1 .  r2 ,  .... r ,>) ,  d071.d~ 2, = N (~S,-I, I,<] y ZI~-, < pam lodn i, enlonces 

POT laiafo, la dcn.qidnd n post~+o~?. 57eicize h d n  por 

1) (0 / x) or exp { - 0  [(r"" - 1) + T"]} ~ ' ~ + Z b l ' ~  



el as ti^ c ~ t c  rnon~rril.u sc ha mancjndo n O ixmlo iiun varial11~ ~inidimcnsionnl, cl hnccr O = (01,02) 
incrcmt;nta la complcjidad dc Ins cAlcnlos, sin <!n~bnrgr) lrls r ~ u l t a d m  sr aplicnn cxactarnento de la 
misma forma. 

Ejemplo 5.3.3 Un Pmceso IJoia.qon de rnttwsidnd X [?I. 0) = O1+2O2y ((81, 82) E Rt x Ri) cs ohser- 
clad0 tor f i ~ n n a  i~1inten7~n~pitoo. o? (0, i j .  Sr 7rq7stm7ni1 I? =: 2 or?,.nml.za?. Lah~ncidn c/e ler,cro,qzmdiltrd 
mene d o h  p r  

La eotwtantr nonr~oliztrdorn pnrn mle cnso cr 

I< (TO) = (1 + ~~)-"l- '  (21' ( 4 )  I. (1) + FI' (2) 1' (3)) . . 
5.4 Tiempos de observacidn aleatorios 

Un Pn,rrz+o Po i~~rm dr: int,cnsirlnrl 0 m ol>sc:rvnrlo rl,: iu:u~:rclo al plan dr mstc.qt,reo prop11<:3to m In 
Sccci6n 4.5.3. Sr dcnot.n con ('Ill, * I ,  . ,  'Z',n) n Ins 1onpif11da ddc 1m intcrvalos rntrc lm timnpos 
dr ohscrvaci6n. Sc siiponcir6 qllr dichns vasiablw so11 il~<lcpcndieiltcs, con dist,ribuci6n exponent:ial, 
e independicnt,rp rlcl Procrpo Poisson. S r  t.in~r: por 11ip6t,c~is q1111~ Ins mrinblw (U,, G2, .., Wiq,) *on 
o~rrval,l<!s. 

En(onca  la iilnc:i6n dc vr!nairniliti~rl vienc dnda ixa 

"" (Oh)'" (" ( 0) = .:rDY'* -~ 
i=, 
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sc tirnr quc nna rlmsidxi n priori coningarla ffi 

p (0 / r) a exp [-fir,] G'O. 

Por lo t u ~ l t o  

1 
rn dccir, 0 1 z sc distribi~yr Gam (m + C;L1 z k  + 1 ,  TI i Cz, d~,) 
Entoncn cl ntiinndor b a p i a n o  p.va ~ s t c  caso n 

Ot,ra formn df. rmolvcr este problcma de ffitirnacinn consist,e en hacer infcrrncia para el m t o r  
de pns&metrm (9,b') dondc p-' ffi el padmetro corrffipondiente a la distribucibn de las ~ariablcs 
{ql,, C'2, .... *no], ffi di.cir, sc toma 

mt,onces la dcnsidad o priori conjugada nati~ral vicnr dada por 

p (0, p I r) a: cxp [- (0 i 0) TI + ln8rzl F0 
= exp I- (0 + 0) T I ]  812/3'0. 

So signe qw la dcnsidad n po,~f.crinri dr  (8,4) m 

por lo tanto 
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rxtocx fl  ( z y /j 1 x siga:n nna <lisi.ril,ocihn Gamrnntr~n parhmetrns (r2 + 21. + I,?) y' (no + ro + I ,  y) 
rrspcrtivn~nrntr:, (Ir,tlrlr y = 7, + x;(I, &. I$ r11110 O I I I ~  par& 0, st: t,ir!11~ la rnisrnti ~list,lil~~tcicin n pas- 
ler ion qiln sc habin oltcnido wit,r-s. FA? drrir, rl npcrifirar o no a l3, no tienc erect," aig~ulo cn IRS 
infrrcncias para ( I .  

5.5 Estimacidn poi int,ervnlo 

En rn~a;htx dc los cams que sr han tratado, la distrih11ci6n a posteriori pertcncco a la fanilis 
{Gam (rr,P) : o,D > 0); si mto ocirrrr, el parhmol.ro dc iorma n dctermina conlo ncrB la rcgidn 
r!c pr<:!v.\>i!i:!nc? p-iii d pwAii~iro dc: init:r<s: (:I runi st? clc,noi.a n>n (i. Si n 5 I, la r~gi6n nl (11: mnycw 
dm~sidarl ptxterior al 1 - y para 0 rsiA tlnda por 

dondc F,,," cs 18 fi1nri6n dc disbrihitri6n mrrrrprmriirmt x nna Gnm(ru,o). FA.0 camhis ha b an do 
cu > 1: para ello SP proponc el sig~ticnte algorit~no. 

Rs nccrsnsh, qltr proponcr cierto valor dc tolerancia. Aqul f.,# dcnot,a R la iuncidn de dcnsidad de 
una Gam (n,y). 

Algoritmo 5.5.1 -En.contmr rcgtdn rle mayor dmmzdnd po.oaterior a1 I - y pam unn Gam(a,@), 
a > I .  
i) Crear una mallo de puntos  en (o,?), y ordenorlos de menor a mayor. 

El i-6simo elemento de to molta, se denote con a, 
2 =1 
Mientros I",,B (zi) + ( 1  - y) < 1 
i i )  Se o b t i e n e  yi := F;h(Fn,b(~i) t (1 -- y)) . 
aii) Sz l,fn."(2,) - fn,A(7/,)l < t r l ~ e 1 n n n ( ~ ,  la salzdo del olgorztmo es ( z , ,~ , ) .  
iii'i Si 1 fo," (1,) - fn," (I,,)/ 2 tol,!?.on"o, hncer i = i + 1 e ir a ii). 

El algoritmo aprovrrha rl hccho dc que In 6niva moda (lc la dcnsidud se encuenlrit en 9. Se 

silponc quc la part,icihi dc (O, =,$) originadn por la rnalla f?s lo slfi~~entcmcnte fins para qne d 
niporitmo halic {ma solrlci6n. 

Ejemplo 5.5.2 Sr opliid cstc olgonfmo n m a  dcnsidr~d Gam (2, I), enn el fin de enrmlmr in m,qzh 
de mn:,nr den.~iriod poair!rior ,d -85. El zrrten,alo oblritido rs el (0.130,3.441). Esto p v d ?  wer.qe en lo 
F i p m  5.5. H 



FIGURE 5.5 

5.6 Pruebas de hip6t,esis 

Pnra rrsolvrr el prohlemn dc probar I& : 8 E 8" contra HI : 9 E 8, la Teorfa Bayesian8 propone I 
sig-riicmtr proredirnirni.o. En vcz de consiciera r~ivclrs dc significanda, lo que se hace ~s definir un 
f,incifirt <I? p(~r<Ii<la (it: la fixn>a 

<loncie l(rl;,B,) dernota a la pkdida asociarla a hnber nceptado la hip6tais i dado que Ii, c 
vcr~larlcra, mn 1 ( d ,  tt,) > O si i # 3. Pnra dccirlir cn  farw de Ho o de HI ,  se mmpara la pArdid 
rspcrnrln p a n  las distiritas opcioncs, cs dccir, uiln vcz obtenidss las cantidadrs 

ro = P ( O E ' 6  Ix) i(&.%) 

T, = ? ( R ~ H o I x ) ~ ( ~ I , R o )  

In ncci6n dptima SWA d, si r, = min(m. r,).  i E 10.1 }. Mnci~as v c c a  sr toma la distribucinn 
p n ~ n  p (R) rlc ~noclo quc p ( 0  E 8 1 )  + p (8 E 8 0 )  = 1. 

DefiniciOn 5.6.1 Al ror7rrrl.c 71 (0 E 8 0  1 x )  /p(R t R, 1 x) se le ronocr coma wcientc de inomios 
p o l e n o i i ,  n,iri~tr.o.s ~ r i r  n p ( 0  E 8 0 )  / p  (0 E R1) sc lr llama cocientc de monlios npriori. A lo cantid- 

17 (0 E Ro I x) /P (0 E 81 I x) 13 = ---- 
?(BE %)/?)(BE 8 , )  

se le drnorninn cocientr rir Di~ges nfnunr dc !lo. 



El cocicntc dr f laps  s~lclc int.rrprrt,,lisc como 'la vc~ltaja de Ho r?srrrr,to a HI producida por los 
dat,os'. F ~ t o  rrx~~lta c l ~ s o  cilando Ins liip6t,min son sin~[)lrr;, mto (3 80 = {8,1} y HI = 1011 con 
00 # 01,  ya qllr 

11 (N;, / x )  - - ~ ~~~ 

P ((lei P ( X  19 .. 

T I ( ~ & , )  T I ( ~  loo) + 71(0,)11(x I f ) , )  

?((Ii l x )  . P((~I)~~!!!LL 
p(flo)p ( X  100) + ~ ) ( O I ) ? J  (X 101) 

Ejernplo 5.6.2 Spa [ N ,  : t 2 (1) i ~ n  Pmcrso Poisson rslncionnrio con intensidad 8. Se desrn pmhnr 
HQ : 0 = 8, cnntm H, : 0 = 8,. No se d?,.spune dr infoimnridn n prioTi. Sin ern~bo~qo, las cvxnz im ddel 
inve,st~gndotor se conmntmn en erlos do,? iralorcs, par lo lonto rs mzonahle hacerp(8o) = ~ ( 0 1 )  = i .  
SP. propne in sigtdente f i m d n  dc: p k d i d ~  

ZH? rxp(-0, t )  r - ~ 

0 -  Fi 
8,' c x j ~  (-Hot) -I- BY rxp (-0,i) 



Por o l m  parlc, sr in? ob~o-i>aczonr.9 hubiemn cnnarfjdo en el n i i r n m  de ocumnezas e n  st~bintenrnlos 
(urr Srccrdn 4.1.:11 la pmhahihdnd o po.stenon serin 

E,s dccli; n prsnr ,Ic qrr .sc lorrrri ttn pion dr r n ~ i r f i r o  d;,~i.crznio, la infcmncin robm R nn cn~nhin. m 

Rwrllba fscil gcnrraliznr rslc procdimicnio al caso cn cl qric sc tiencn m b  dr dos hipbtcsis, csio 
n; ITo : R E A,, Hi : B E C f , ,  ..., 13, : 0 E H,. dondc 0, n D, = 0 si i $ j. El adoptas &,a idra 
prrmitc rmolvcr algunm problrma quc involncran toma dc dcckionm. 

Ejempio 5.6.3 Es de intcniF C A ~ C ~ A ~ Q ~  In clind de czotn pieza a ~ . e o l 6 y i c a  paro cllo ae obsenln el 
dccoiinirnto dr ?,n l.~rltol,o rodioorli~~o contcnido pi> dlrhn pirzn. E.9i.e fendrncno piretic modclnrce 
wando rLn pincc.qo /'or.c.con c.dochnono { N ,  : I > 0 )  dr  inlencjjdad 8. De nc7,cdo n 2in intcnridnd 
dcl proi-rso, r posihlr closijirnr a in pwza n~qircoldqm dentro de dguno rlc los n g u i e n t e ~  pedndoa 
~ T I ~ I I ~ I ~ ~ T ~ * ) . ~  

En r.1 confed,o drl pmblcrno. esio midr el 'coslu por rnalo clasificaci6n'. L a  obsen:ncionea conctnn 
dc 10s iretnpoz r 7 l i ~  o r u m ~ n c i n  /insin rl k-isrmo e~rci~,to La disinbncidn a prio;i cs Gam (2,i) . 



5.6 Prllchaa dr hip6tmis 1.15 

P (x  led = le P!X 0 )  P 

1 
.?? 

= [ ok "] ' ( - ( IS ,  i I,(2) Ocup (-30) '(ll 

I 

= n o ~ ~ ~ D x ~ ( - o ( s .  + B ) ) ( ( H  

r3 
= . ( a + q k - 1 ' '  -~ '+I CXP ( -Z )  d z  

9 = 
(SX + 3)*+2 

r ( k + Z ) P y ( l ) ,  

donde  Y - Gam (k + 2, &). Resulla f&il wr qtrr I 
1 

,,[x IW,)  = -------l'(1,i- 2) (Py (2) - iiv (1)) 
(Sh + q k  b2 

9 
~ ( x  IH,) -; - - - - - - I ' ( L : < ~  2) ( I  - Fy (2)). 

(SI -t 3)X'" 

EriLon,,e,u, pam ohLrnrv 10 pmbnhflida(1 a poalenon rlc in iri~~dtrsin f i  ra 
i 

P I xl 
= - - f i  ( w e , )  

F + ~  - P I , + - F O ( ~ ) ) P ( X I ~ ~ )  

- - P"(1)FY ( 1 )  
Po [I) Py (I) + (Po (2) - Po (1)) (FY (2) - I'Y (1)) + (1 - Po [2))(1- FY (2))' 

~. , . 

- (For2) - Po ( 1 ) )  ( , I $  ('2) - I'Y (1)) - . . . .~. . .. . . . . . ~~~ ~~ -- ~ ~ -- 
1,; ( I )  Py [I) + (1% (2) - Pa ( I ) )  (17,. (2) - F Y  (I)) + (1 - Fo [2))(1 - P,, (z)),  

d o n d r  Fo es in Junodn  de d ta lnhuc idn  (a priori) de 0. 
Se airjtrr q t ~ e  10.3 i)6dida,v c.eperndn.s pnm 10.7 1~zlsltrai.a son 
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Otro caso dc intrr6.5 rorisistr rn prohx ITn : 0 = 8" arntra HI : 0 # 00, donde 0 cs Tin par6met.ro dc 
la fimribn ,ndc inl.cr~si<lad d d  Prormo Poisson. Ebto introclncr una dificult,d tknica si la dist,riboci6n 
a pnori p(R) is mnl.inua, Ho nunca cs arrptmia., ya qiie p (00) = 0. Com6nmcnte se hace rao de 
alsmo dn In- sig~irnt ,n prorcdirnient.m para atacar n t r  prohiema. 

i) En vez dc considrrar Ho : R = 00, sr p ruch~  la hiphisis HO : 9 E (0" - E ,  Ro + E )  dondc E a una 
consiantn pqucfia rn&yor qrlc rcro, cle modo qne el invstigador pueda considcrar 'indistinguiblcs' 
dc a 1m rlcmmnios dr n t c  intcmrlo.  exist.^ rl pn,hlrma dc que E no ticnc lina intmprctxci6n 
probabillstira, y por lo tanto no ha.v fonna dc dar una E '6ptima' cn algiln sentido. 

ii) S r  moilifirn p(O), <d,t,rnirndo as1 mia f ( 0 ) ,  drl sigsirnte mod" 

dondc 0 < 6 < 1. R? d w i ~ .  sc IP nsigna rlnn prohahilidad o masa a 00, tratando cn lo posihlc de 
conscrm la forina dr  la disirihnci6n n pn-on original. &to n rongruente con la idea haycsiana dc 
prohahilidad, ya qnc, el hcrho dr  plantear una prueba dondc Ho : R = 00 i n d i r ~  dc mancra impllcita 
cicrta crccncia dc quc R rn cfrdo t.oma n c  valor. 

Ejemplo 5.6.4 El gohierno de in ci~rdad de Lon,dms ha llevndo a cnbo diowsos cstudins pam deter- 
mtnnr si dehe cnmhinr 10s cnrcec prn1onoIr.c iipo 'mbm' (fmnjns pintadm en in cnmtera) por cmces 
tipo 'pelCrnno' (con ,se7ndforo). De ooirnio a unn in.?,estigacibn rcciente, si el flujo de peatones sc 
romporin dc nconrln a rill pmcrao Po?.?son entncionano, coniiene rea2izar el cn~nhio. E~.s tn .  buenns 
mroncq pnm supone? q~ PI fl?qo de pentones se comporla de acuedo n un pmreTo Poisson con fun- 
cidn de intensidad d, ( t )  = 20t + A. 
E,s de inten% pmbar I& : B = 0 cnnlm I io  : R > 0. Accptnr Ho epivale a m p t a r  qve el pmceso e.9 
esfncionnno. Se obsei?:o el rtiimrm dc oc~rrrrncim cn (O,f], t > 0. 
Lnfunndn dc ~,emainilif?id rs (mr Sc~cidn 4.1.3) 

LA dwtnbnrid?i o pnon rnnitr,gnda porn 0 (ha20 d s7rp7icsfo p e  X rs espectficndo) lrirne dado por 
~ ( 0 1 ~ )  a exp [- (Ot2i,,)] (0)' +At)" con O > 0, 70, r ,  > 0. Pnr lo tnnto in distnbt~cidn a postenon 
c ?,(Q / x) a eq, [-Rt2(~,, + 1)] ( R 1 2  + ~t)"- '"  . Si se ,~si,qnn. Tina prohahikdnd nprion de j d evento 
{R = 0). entonces in den.cidnd o prio* mdifirndn p.9 dc In forma 



h n d c  If (T)  e.5 la constante normnhzndom dc p ( R  I x) . 
Por lo fanlo in7 ptnbnhilidnricc n pontenori astqnnrtnp o 10,s hipdfcsta son. 
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6 
Comentarios hales 

I'wa lr~rlos kls plnnm rlc ml~rnf.mr clist:!ltirk, on rsln 1 wis, st: ollsnrvh qllr la l11nci611 dc vcr~lsimilitlld 
cotlst.rt~idi~ a part.ir rlr ol,scrv:,riones d r  iln pn,crsc Pr,issr,n mt,at.ionwio 1.irnc lii misma [orma bin- 
cionnl, si~lvo r:icrtss (liscrepn~~cins r:n i<a rxpola:ntra. Eslns c1ik:n:ncias rat811 d ~ l m  por cl t,nn~nijo dc 
mumt.ra. Esto a p l i r s  prxqu6 para cl cnfoql~c d r  mRxima vcrmimililnd sc ohtienc sicmpre la misma 
cxpn:sidn pmn el mfin,ark,r plli>fl>al rlr In int.cneid;,d. Aclui <x cl tipo clc m ~ a s t r r o  lo qur  rlctrmminn 
la dislrih~rr:kh~ dc di<:ho cstim8<ka. 

Tnrn l ih  10,s a!.imadorrs r r s ~ ~ l t n n  similnrtx si sc ai1npt.a oi cnfoql~c bayaiano, y8. quc toda inferrncia, 
s r  basncn la h1nci611 dc venx;imiIit,r!d y cn la distnborihr! a pnor i ;  pnrticulwmcnte cttando sn adop1.r.n 
dis t , r ib~~cion~s a prior i  conjugadas. Sin embargo, Ins  rlifi:rmcias wire la5 funciona dr verosimilitud 
p~lrdcm originnr rBslaibi~cionm d r  Jrffrcrrys rlc: formns distintns (Swcidn 5.2). 

Para his p1a.11m de rnllrxt,rco l,nsaclce cn cilar:rwtr <:I nnirnon, da oaurencins dcl proccxu en r ~ n a  
cnlwcih~ fini1.a dc inl.crvalnc (clr longi t~~d f j a  o air:~li~ria),  el d~xrmpcfio del est,imador dc mitxinla 
mrmimilit~ld rn ti:r~ninos do rrror r:lintlrAtico rnr,rlirl mlR il~lf!rminntio i x r  dm fllr,t,1)r<1-4: li:nl prilnrio cx 
el tarnaijo d c  m~lcr;t,r;l, rs clecir, rl rnimrro IIC siibir~tt,rvalos consirlcrados en el mnnt,ruj. El scgmdo 
tx c:l ax:irnt,c c:titrc In intonsi<lntl dcl prociw ant,rr: I n  longifad clc Im t,irmpm de ohsrrvuciim (cnso 
~ir<.crri~inist,iro), o bicn <!"In! al pardrnctro <lc In rlir;tril,za.i15t> <:xpoiaa>cid (Srccibn 5.2.2). Un d o r  
Ijcq~~ofio para rstc cor:ic:nt,c irnplicn ~ r n  ailnlr:nto cn la pn,bal,ilidn<l ric rcgist,rar ocnrrmicius cn 10s 
tienrpos dc ohscrvacihn. 

Los algn:orit,mos pn,pirntos pwa mcjorai el cstimzicior rn.lximo vt:rmirnil en la Scrx:iC,n 4.5.3 ciimplen 
con 811 0>1>jctivo dc form% i)rrccpt.ibic. R9t0 SP dil-ma on basr nl rsttldio d r  simr1lnri6n presmt,do en la 
rnisnia scxci6n. El mt,ioma<ic~r ccorregido I L ? ~ I I ( I O  al Algoritmo 4.5.3 rm11lt6 scr poco scnsihlc a cmbios  
en el v;tlor dc 6, (<!I parilmr!t.ro dc la distrib11c:i6n ( I P  ICR t i rn lpo~  dc ohscrvaci6n ?:Ira In  primcra 
ctapn). I'iuit rlistink~s val<rrr.r cll: k ~ s  pnr&!rirtros, sc u l x s a ~ ~ ~ i  qlif:  IS d o r m  sim~iladm p r n c n t ~ l l ~ n  
poca mriabilhlad (rrprticioncs dd mismo rxpcrimciii.c,), y nna vrlocidad dc convrrgcocia (simldnndo 
,in solo cxncrimanto. ailmcnt,anrlo el t,runaiio do mi~wtrnl  t,:J [lor la difcrcncin cn mior ab?oilit,o cntre 



rcicrcncia la intcnsidad misma) a pzu1.i~ dc n = 50. hIsl.o s6!o ticnc relcvancia przktir~ si la primera 
etapa dcl algoritmn puetic llcvarsc a cnbo, rs dcrir, si s faciiblr t o m a  lin mimeso arhitrariamente 
grandc dc ticmpos dr  obscrw?lribn con pariLmctro dl ant- dc registrar la primera ocmencia Para 
el rstimndor corregido usanrlo el Algontmo 4.5.5, los m~dtados  son pricticamente andlogos si se 
ticnr quc X >> 4,. Coniormc se hacc aumentar A, cl csi.irnndor cdmegido usando cl Algoritmo 4.5.5 
sc comporta dc un modo m!is sernej~nte al rsiimador mAximo verosimil. 

El hecho do quc Ins dis1,rihucionn involucrada en Im plan= dc muestrco pcrt,cnccieran a la Familia 
Exponencial facilit,(, la dcmost,mci6n dr ciertas propirdndn dc los estimadore3,por ejrmplo: la com- 
plete~ y el c$lcrilo de dmsidadm conjiigada. Sc tinn adcmAs que las f~mcionm dc vcrmimilitud que 
se andizamn rrimplcn con las condicionr!? de regrilnridad (difermciabilidad) ner:csarim para emplear 
res~iltadm asint,6ticos. 

Para 10s prnctlcm no rstacionxrios jr n,mpmtos, no sirmprc a claro mmo proceder; R menm de 
quc la f1mci6n dr  wrmimilif~id pnrda expmarsc conlo micmbro dc la Familia Exponencial. 



Apkndice A 

Probabilidad 

A.1 Espacios y medidas tle prohabilidsd I 
El primci objct,o q~ ic  sc nxmita en la dtfinicihi da rapncio de prohahilidad a ~m conj~~nto, cl c u d  
se dcnot,;~ con R. El scgundo ohjrto se prcsent,a a n1ntintiaci0n. 

Tlna 0-6lrjehm dr  sithrnnjrmtos dr  R (3 .;ma mlcrrihn 5 rlr suha,rljnnt,ns dc ta1 qtlc t,icne R O 
como micmbro y a cerrada bajo complemrntaci6n y unionffi nnumrrabln. Si sc pide que la rolccci6n 
s610 scs crrrada parn tinionn finitas, lo qrrc sc ohtienc IS d(qebm d r  subconjuntos dc 12. Lm conjlintm 
qric son rlcmmt.os de la n-61gchr;r sr ics l l m n  5-nrcdiblcs, n solamente mnlihla si la 0-itlgebra 
wta mpodfi<:adn on cl crmtcxto. Una n-illgchra B is meno; qlic ot,m rr-Algrhra 3, ai para todo 
A E @, s r  ticnr qlic A E 8; t,anibi6n sc dicr rlilc 6 IS m a  slib-n-itlgehm. de 3. 

Uria r ~ d t d n  dr? p,rnhahilklad P sohrr mm r-Rlgct~r:~ 5 5rlc s~~bmnjuntos de 61 ffi ur~a fimciC,rr q~ lc  
va dc 3 ;rl int.r!rwtIo 10, I] 1.d cl11c P (61) = 1 y 

pun, ~:il<la, sir<x:si611 tlr: <;onjiltit<,s ajcnm p~or i~arr:j;!s { A ,  E 5 : rn E N]. Dcbi~lo a mta pr(q)k:dnrl, 
sr dirr qur P m ronlnhlrm.enl~ ad?.titin Para A E 5, P ( A )  rs la pmbnbllirind de A. 

Un wpncio de ppmhahtbdnd n rlna tercia ( 6 2 ,  x , P ) ,  dondc R ffi lm conjunto, 3 es una 0- Algebra dc 
s~ibc~~~~, j~int .os  dc 61, y P a ,ma mniida rlc prol,al~ilirl~id sohrr 3. Al conjiinto R sc lc llama espocio 
m.uestml, y a strs miemhrm sc 1- llama pimtvs nvesfmles A 10s micmbros de 5 se l a  dcnomina 
etienloa. 

Un espncin rnedtble n 11" par (61,3), doncla 11 cs iin ronjilnto y, y,5 es ona 0-Algebra deslibconjimtm 
dr n. S n n  ( < I : % )  g (rll,B) cspackx mcdildts. Unn f ~ ~ ~ n ~ i i l n  mcdiblr de ( 1 1 , X )  a ('I!,@) a una fimci6n 
X : 62  -. rTr till qw X-' ( D )  t 5 para tdxln n E 8.  C~iandc nna mcdidn. dr  probahilirlnd P se 
encuci~tra asociadn a1 mpaciu mrdihle (11,5), dn murk, q11c (S1,5,P) a un ffipacio dc pn~habilidad, a 
X ar lr ilania vnr~abir rd~atorio rlr (R ,Z ,P )  a (G. C5) 



Fsta tmminologla ticnrlr a ar.ortarsc. Por cjcrnplo, si las n-Algebra 5 y B y la mcdida de prob 
ahilidad P a: sohrcintiendcn dcl rontcxio, se dice qur X rr una variable dratoria de 12 a W, o 
simplemcnte qur X rs ulna variable aleat,oria qur toma d o r a  en Q. 

Un cspacio mcdible dc inter& c~ (Rk,B ((R')) , donilr IS (Rk) rs la minima m-Rlgrhra qut- contiene 
a lrx; ronj~~ntrx; ahirrios dr Rk. a didla n-Algchra sc ir llama la a-digehm dr Borcl de Rk. Pwa 
wtos cwos se dirk qiln X loma onlom en Rk. 

1,a medidn de I,ebrsgi,e dc R" cs la mrdida drfinirla sohre (Rk,% (Ri)), tal qilc, a t,odo k -a~bo  

Sr~a ($I ,@)  un rspncin mnli1,Ir. 1,a mrdidn dc roni,ar T sobrr rstr rspacio cs nnn mrdida riada por 

# ( A )  si A n finito ' ( A )  { cc en cam contrwin 

para todo A E B. 
Se dice que una mcdida y a 0-finitn si cxiste i ~ n a  partici6n Al,Az, ... d e n ,  t d  que IL (A,) < oo, 

para todo j. 
SC~L X nna hlnciirn X .: .Q --t R. La minima 0-klgct~ra de n quc hace quic X spa una variable 

aimtoria, se lc runor:e como la n-6lge6m genemdn por X .  
Sea (n, 5,P) im apacio dr prohahilidad. Una pmposici6n 'H sc cumplc P-cmi aqrmmentc si 

eSstc A E 5 t d  qio P ( A )  = ( I ,  y 

Fabc conccp1.o t.mnbi&n s r  ilrfinr para rspncios dr  mrdidn. 

Sea C una clmi. dc suhconjilnt~~s cic cirrtrr cr~njunto R. La familia C a Tina clwc mondlona si: 

i) Si A,,&, ... t C. con A, i A> si i c j ,  y A = U=,A,; c~doncn A E C. 
ii) Si A, ,  A?, ... E C, con Ai 2 A, si i < j, y A = n"A,, cntoncw A E 9. 

El sigi~irnl.r mmlltado rrlaciona rstr roncrpto ron <.I clc is-klgchrii. 

Lema de Clases Mon6tonus. Sea 3" vn  6.lgebm de rnnj~mntor de it, y C m a  familia de subcon.. 
juntos de R tal que es zLna clme mnndtona. Sz C 3 ;Fo, cntonces C zncluyc n la mtnima u-dgebra 
que mntime n 80. 

Sm 9 uma rlme dc su~hconjn~~tos dc 0. Sc dire quc 5J rs un sistema dc Dynkin (D-sis1,ema) si se 
a ~ r n p l a ~  I R ~  sippicntm rondir:klnm: 
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i )  R E 9. 
ii) Si A, B E 9, B c A, cntoncrs A - B F: 9. E9 docir, 9 cs cerradobajo difercncias. 
iii) Si Al,Ap, ... E 33, con At C A, si i < j ,  y A = Up._, A,, ciitoncm A E 9. 
Se cla!rlt.a n,n al sig~~it:ntr r ~ ~ s ~ i l t a ~ l o :  

L e m a  de Dynkin. S?n 3 rrnn closr dc sabcon~enlon dc Q, dr mono @LC 3 es cem.do /)a30 inter- 
.~ecrionr.~ findns Sz 9 rs ,m 11-si.qtmi~,n ?, 93 3 3, r~rtoncr.~ 2 in.cl~q/c a la m.<n,imn n-6lge6m que 
conrze?le n 3. 

A.3 Teerema cle la  Probabilidad Total 

Sea (R,A,P) un e p x i o  dr pn,bsbilidad y scan B,, n,, ..., B, elcmentos dc 3 tales qllc conforman 
una porticidn dc 0. S11pdngasc ndemds qlle Pr [U,) ; 0 pnra i E {1,2, ..., n), entonccs para todo 
A E 5 sc tirrnc qnr  

Sea g una hmcidn I3ort.l-mniihic, dcfinida sohrr (9, @). Sc <lice que g es aimple, si cxistcn A,, A?, ..., A& 
en M t,alrz q~~c.firrman lfnn prrt.ici6n de '8, y z t A, irnplica g (2) = l/i, donde y, # llj si r # j .  Se 
cornidera alloril ltna 111nr:idn simpk: g, dcfinida sobrt: 11n rspano da rnedirla. (%,@,pj. La int.egml dr 
i,rhcs,qre d c  g rrspvcto a 11, s r  d<!Enc como 

si (st.& sil~rra (3 finit;,: (11. r i o  srr ; IS[ ,  sc ilicr: rfur! lil ii~lrgT~l no enatr. 
Sc p~~rr i(!  darnrrstmr rlisr t r ~dn  filnri(m Dorrl-rnctlil,lr iro ncgat.~va g solar? (a,  B, f i )  p~imlc r-~prcsilsx: 

como rl limitr plmtaal (jc-c;mi s r g u r ~ ~ n c n t , ~ )  ~ i c  rmn s~~crs idn  moni,tona crwient,e de hincion[s simplrs 
no i 1 r ~ n 1 . i ~ ~  [hi : i F N). I,?, iiitrgml d r  i,ri,r,sptr! clc !I nsl,orIo :i / r  a! definr auifo 

Si n t r ,  si~l>rcmo r s  finito. Sc dicr cntoncm qiir g R jr-,nlc,qnhlc. 
Sr'n g ttna firncii~tl norel-mrrliblc. Sc tirnc qnc g = g '  - g-, donclc 



I,a lnicprnl ric T , c h q ~  pmw las sipricntm propi,pinladcs: 

i) Si Jgdp cxistr y c E R, cntonca ,f C ~ ~ I I  ~xiste. y n i g t~d  R cJ9rip. 
ii) Si g (w) 2 h (w )  p a n  todo w E 'If, mtoncm Jgdjr 2 ,r hdp rn cl scniido de q11e si 1 hdp nriste 5, 

ts mayar a -m, cntoncrs J g+r pxist,r y /gdp 5. / hdp; si j gd l~  exkte y cs menor a +m, entonces 
/ hdlr cviste y Jgdp > ,f hdp. Por tanto, si ambas intcgrda cxistcn Jgdfi 2 sin importar si 
8610 ima, o ningrina sea finita. 

iii) Si J l>.rllL ~xist,c, adnnccs 1s hdjij 5 I /hj djr. 
iv) Si ,f i~o'jl rxistc, entonrcs ,[A hd i~  := ,[fahrli, 1nrrtbii:n existc, para todo A E B. 

Un aspecto mi?y litil dc la Intcgral de Lchnglle cs: qlie bajo ciertas mndiciones, es pmibIe 'inter- 
camhiar' rl s(mbolo dc llmitr con rl clr intrgmi. A cunt,innacidn sc cnrmdan 10s tmremas b&icos de 
co~ivc:rgcrlcia dc intcgtdw. 

Teorema d e  Convergencia Mon6tona. Sca {hi : 7 E N) ilna sutmi6n crccicnto dr  flincioncs 
&mi mrriil>lrr no nrgativas. y sra h(w) =limn-, h ,  (w) ,  w E $. Entonciss /h,di~ -I Jhd i~ .  

Lema de Fatou. Srnn [ j ,  : i E N) y f funcioncs Borcl mediblcs. Si f, 2 f pma toda n, dondc 
1 fdlr > -cc, ei~tonr:cs 

Iim inf / f,,d/~ 2 / ( lim inf f,) dl'. 
"4- , n-m 

Teorema d e  Convergencia Dominada. Si {f; : i E N) y g son Bore1 mcdiblcs, 1 /,I 5 g para 
loria n, donde g n ,I-intc~ahlc, y f,, (wJ -+ f (wj, para t.oda w E @\A, con A E 6 y /'(A) = 0, 
cntr,nrr:? f rx 11-intr:pahlc y ,f f,d,, = ,[ fdlr. 

Sia  ('I', 6, 11) IT" rspacii odr mrdirla, .v sta p tin niirncn, rral con p > 1. I31 ronjlinto dr IRS funcioncs 
Bon,l-mcdiblm f Ialm qur 

sc dcnnta ron CP (a. @, 11). E-t.c: conjilnlo t , i~nc rnlldias propicdadn import,antcs. En particular, se 
trafa dc i ~ n  wpa:io vrrlorisl norrnndr, y l:<,rnpldo; rlondr 

A.5 Ftinci61~ tie Dist,rib11ci6n 

Sra X m a  nriahlc airaioria qilc toma mlorn tn  R. Ln .htn,ca47>. dc distnb?,ddn dc X, sc denota con 
FA y ntA dnda por 



Totin frjnci6n d r  distribiiriSn F cs crrr.icnf? (n < b impiicx quc F(n) < F(b)) y contin,?&% por la 
derechn (lirn,_,; Iz (z) = F (zo)). 

Una medzda dc Lebe.sgue-Sticltjea sr~hrt: R r.s ,inn inwlida / I  dciinida sobre (R,% (R)) t,al qric 
II (I) < co pnm, tndo intermlo nccdado I. T3xisl.r lina r.r>rrcsgondmda rlno R uno cnt,rc m4ida.s d e  
I ~ b . b c s g u r - S t i l t  y hlnti~rnrs [It: dislrilnici6ii. 

SPA X rina variable alcatorin. Una varint>lc ;doatorin ,Y os llnrna<la rIi~cretn, si rxistrn (a; E R :i E N) 
t,nirs qnc Pr /X  -- a,) ;- ti, > O g C z ,  c,, - I .  Si S q..: t,sl qix f i  [r, cuntirnia cri i.odo R, sc ( l i e  
cr~tonc:t~i qrie X n ona. wuiablr alcntorin ronlitaia. 

A.6 Indcpcndencia 

Sea [ A , ,  A2, ..., A,) lrna familin dc rvrntos. S r  dica <pic dirk* cvmtrr, son indcpr.ndientes, s i  para 
todn sobfanilia. {Ax,, As,  .- , Ac,} , (m _i 74, sc ticnc qur  

SPA {Xi, X2, .... Xn)  ria fmnilin dc vnrinhlm nlcat<~rias, dichas variables son independienles, si peta 
toda srrbfarnilin ( X t , , X k , ,  ..., Xc,)  sc cr~rnplr qor  

para todo (z,,z,, ..., z,) E R"'. 

A.7 Fbnciones do densidsd y dc masn 

Teorema de Radon-Nikodlm.  Scan Po y P mrdrdo.~ 0- finzlns sobre (Q, a), con P nbnoltrtnmnte 
ranlinlin n-qpecto a P a ;  rs drr17. Po(E) = 0 in~pli,:" P (E) = O pnm todo E E 5. Tnmhikn se dtcr 
gfrc P cnld doininndn par Po. I? ,~ tonm rzialc j 6 L' (Sl,5,Po) tni gz,,c 

Una wrriable i~lr;ttoria Y t,icin: Tina fi,ncibn dr dens8dn.d dr probnhilidnd si cxiste una ftinci6n 
Borcl-rnalible, jv : R -+ [O, m) t.al quc 

Esto oclirrc rn  past.icirler ci*anrio Y n c:onlinl>a. En tbrn~inas dcl Twmrna d r  Riulon-Nikodfm, In 
m d i d a  rip ixbc?groSt,icltjes asociada a lamriahlc alcatoria Y,  t,icnc dcnsidad fv reiat,iva a l a  mcdida 
d r  L*:lxngr~c. 



h 

Pr (X E ( a ,  h ) )  = 1 fx ( t )  dl,, para todo s E R 
* 

para vnriwinblcs almtoria~ roriUmlas. En cl  rasn discrr,i,o 

px (z )  = l'r {X = I) z E R, 

aqui n la dr.nsidacl sc lc conom- tamhirn romo la ftinridn d e  mnsa de X. 

A.8 Media y Variar~za 

Si A- rs !inn vnriahir nleatoria drfnida cn (6i,;F,P). la crprmnzn de ,Y sc dcline como 

hajo cl s ~ i p i m t . ~  dc qtn la intrgra' rxist,c. Entoncrs EIX] cs la integral de rrna hmci6n Bord mcdible 
X rrspcrfn n m a  mcdida rlc prnbahilidad P, par la tnnto im rcsaitadm dc %ria dc integrxi6n 
p~lrdrn aplicassc. 

Como c&?ffi pariicolanx, ST tirnr q~ie  

si X disn<:t,a ron ptn~tm di: inasn . E l .  z2, . .,ii. ... 

A.9 Probabilidad conjunta. y marginal 

Lq icy de pnhohdidad  cor~j?rnln rlr dos mriahlrs n l ~ ~ t s r i a s  Y y Z sr dctine como 

P ~ V , ~  (r):= rr {(Y, z) 6 r} , 

In c11a1 cs lina fimci6n Pr,, : r = 23 (R) x 'B (R) -+ [0, I]. Equivalmtemcnt~e, la fmcidn de 
di.?fnbtici6n. conjsrntn de Y y Z w 

FY,Z (!I, 2) = P r { Y  5 ?I, Z 5 2). 



Y y Z poficeri una fi~ncidn ,1e dcnsidod conjunta, si 

clondc I [ .  (72, 7,) 1x5 lil fz~~~(.i(,il indi<:ailuti, aprogindit Si Y, Z  pcrtcoccril a L2, so covnsianaa tri 

r [ Z]  - P; I(>' - 1,; [Y]) (Z - E [Z] ) ]  
= E [ Y % ~ - 1 5 [ ) 1 ] S [ % ] .  

Si d ~ a  wrinhltr i  nlcatorias Y  y Z, son ~~~~~~~~~~~~rlts~.? 

S [ Y Z ]  = E [ Y ] E [ Z ]  

Sin cmRasgo, rl nx:ilxom no sr mlmnplc. 
LRS dm.nlndea rnnn$n,alrAq (lc iina ftrncinn rlc dans~clad conji~nta J v ~ z  ntan d d w  por 

Una dist,ribuci6n marginal para varialks alcatorinq riiscrrtas PS ot>tenida, dc modo similar, s6lo que 
allora sr  efectda lina suma. Si Y y Z son indcpcn~lient<s 



A. l l  Esperanza y probabilidad condicional 

Sea X lma miah l r  dc;rbxia (lcfinkla m (n,$,P), con E (1x1) < m y sea Ci ~ina srib-u-agebra dc 
5. Sc rlicc q11c Y = E [ X  ( B] cs la wpeianza condieional de X dado B si: 

i) Y rs 6-mwliblt: y E (IY I) < co. 
ii) I, Xn?> = , fB  YdF' para todo B E B . 

Ln csperanna condicionnl pmm ias signicr~tcs propicdadcx. 

i) Si X -- c mtoncc.$ E [[S I Pi] = c, 
ii) X >_ 0 in~plica E [X ( 61 >_ 0, 
iii) El opcmd~>r espcrnrrm n linral, n riwir 

iv) XI 5 X2 cntorlcrs I? [X, 1 61 5 E[X2 / 61, 
v) Para Ilna s11rmi6n rnondtonn 0 < X, 5 Xmi, .... n E {1,2, ...) sc t.ienc ~ I I C  

E [J&x, / (41 = lim E {X, / 61, 
n-rn 

dondc cst,a? afurnacionts sc cr~mpirn con P-ca~i  sc@irament.e. 

La aorianza condicionnl dr Y rlnrio X = z s r  dcfinc como 

Sra (n,x,P) on spacia d r  probabilidad y scan A y B elcmentos dc 5, con Pr{BJ > 0. La 
prnbabzlidad condirional dc A dado B sc dcnota con Pr {A / B) ,  y se define como 

Scmn X y Y variables alc:~torias disr:rctm con f1mci6n dc m%a cnnji~nt,ap~,y ( z ,~ ) .  Laf imcidn ilt: 
m0.m mndicionol dr  X dado Y, sc denota con p,qy (. j .). y cstk dada par 

si ~ h i  (y) > 0, clondt pi. os la fnnci6n dr masa mar*nal dc Y, y qucdn indcfinidn si pv (v) = 0. 
E5i.a~ idrils p ~ i d r  gcnrralizarsc 11s;indo cl conwpto dr csprranza condicional. 
Sca (12,5,P) ~m cspariu dr  prohabiliriarl, y Ci ilnn su1)-n-Rlgetna dc 5. Sc toma A E 8 fijo. Existe 

unn i1ind6n Q-mcdihlc Pr (.4 1 Ci), llamada la prohahilidad condiciond de A dada B, tal que 



dondr A E 8 y Y as unh v;lrinblr alr:at,oria rr~nlirii~a (h:finida en (S2,,7,P). Un caso partiadar de 
intcrk <a r l  (lr llts firncionea dc d~ns idod  condiclntrol. 

Scan X y Y vasial~laq alcat,ori;~s <r)ntinuas coil hxnci6n rle dcnsidad con,jwlt,a f x , v  (z ,~ ) .  Lafi~nci6n, 
dc densidod condicronal d r  X dado Y, sc <lcnot.a rnn f x ! y  ( -  / .). y mtE( darla. pos 

si Jy (?I) 2- 0, dondr fY m ?a hrocidn dc dorrsirlad m;~rginai rlc Y, y q~rcdn irrdcfinida si j v  (y) = 0. 
Se cuent,a a m  las s ig~irntcs  irlcntidndcs: 
Soil (X, Y) uila vrclnr alr:nt,,rio d(m-rli~nt:nsir,ml, y 1 (., .) una filnci6n rncdiblc dn dm varinhl~s. 1,a 

e.9peronza ccndic~nnal rLe g (.Y, 1') dado {X = 7) , sc dr11ot.a con E 1.q (X, Y) 1 X = z], y vicnc dada 

par 

si ( X ,  Y )  sari ci~nj~rnl  ntncntr n~ntint~as;  y 

si (X, Y) a m  c<,nj~uitamcntc discrct,as, doi~(lc la s ima  s r  Loma sohrr todm la5 posiblcs mI<lorcA~ dc 
Y. 

<ionric z G (1,2, ...). A rsta identidad sa lc conom cum,, la nogln dc Dayes. 
Estu pitrdr gci,rmlia;trsr IIC la si@iir:nt(: ilrarirra. 



Scan Y y 2 con funr:ihn dc drnsidnd co~?jr~nta rstrid.amrnt,e pmitivasohrc R2, se t i m e  qile 

JYIZ ( J ,  4 a JY (?I) IZII.. (z,Y) 

Dondc la canstante de nonndiaacidn, la cual tstd m fiincidn do I/, n t d  drt,errninilda por 

A.13 Teorfa Lfmite 

Convergencia casi segura: Y, 4 Y cosi r?qmmmtc ,  casi donde spa, o con prohahilidad 1, si 

PI {I;, Y,, = Y) = I. 
,,-w 

Convergencia en F: Y, -4 Y en C' si cada Y, pcrlcnccc a ZT y Y pertenccc a ,Y -, 
lim E [!I:, - Y J ' ]  = 0. 

n-m 

Tnmli6n cs llama<ln cnnvrnynnn o~. r-mrriicz 
Convergencia en probabilidad: Y, - Y m probnbi11,dnd si, para t,o(la E > 0, 

lim Pr (/Y,, - Y / > E )  = 0. 
"4- 

Convergencia en distribucidn: B1.a pricdc csprcsarsc dc divcrsas formas 

lim Pr (Y, < 11) = Pr (Y 5 y) , 
"-= 

o cqiiivalcntcmcntc 

Iim E [ti (Y"); = E 111 (Y)] . 
-4.- 

pnsa crialqrlicr firnci6n h (.) iutntinll;~. ;t<;r,larla y q i 1 ~  tome mlorcs cn 10s rcalro. 
Estm tipos dc mnvcrgrr>r:in sr rrlar:ionnn d r  ins siguirntn forms:  

(1; - Y cn l') =. (Y, - Y cn 2') r > s 2 I 
()<, - Y rn C) + (1: - Y cn probabilidnd) r 2 1 

(Y,, -, Y casi scgmrnenic) 1- (I: - Y en probabilidad) 

(Y, 4 Y  PJI prnbnbilidnrl) (Y, -+ Y m Obtrihurjiin) 

y dr ningtzna otra rnAs Entoncw, t.odm Ins otros t iw-  d r  convergencia implican convcrgrncia en 
distrib~~cidn. 



A.1.72 I , qe s  A.?intrltirnn 

Los siguiontcs rr.sl~ltados sarr arnplinmcnl.~ conocirlrx y puedcn ct~nsult,usr cn murhcffi tmtos rlc 
pmhabilidad clciiicntal. 

Leyes d o  grandcs  nirmcron. ,Sr.rrt, Yl,Yi. ... ~rriebks nlrolorina in~leprttdicntra r: rdEntirnin,cnte 
didrib~rid,~.? con E (/yL/) < m = Y, + Ti + . .  i K,. En,tancc~, In LC$/ Aierfe de 10s (:randm 

N~hnrros r,s 

S" lim -- = E [Y,J c;mi a;,qnamentr. 
"-00 n 

Sz I5 [YL'] < co, in. convefyennn c e  cn C2. Si in c<77&vaqenczn CP sdlo en pmbahilidad, sc l i m e  in 
Leg DDCl dr  lor Gmnrlcs Nt;.mcron. 

T e o r e m a  central  del limite. Swn Yl,Y2, ... vnrinhles alr*ito&~ i.z.d. eon E [ Y x ]  = 0 g 0 < nZ = 
liaT[Yk] < W ,  S, = Yl + Y2 + ... + Y,, 1/ 

Teorema de Slutsky.  SPO { X n , Y n ] ,  e l  E {i ,2,  ...I Tina at~ccsidn de pares de uarinblea nlmtorins. 
Enionces: 
a] St X I ,  4 X m dzstribz~czdn 1, Y, - 0 en pmbnbcizdad 3 X,Y, --, 0 en pmbabzlidnd 
b) Si X ,  -. X cn di.slrib~~,rzbn 11 Y, -r c err pmbnbilidad + X,, + Y, -+ X + c, X.Y, -t cX y 

X,,/I; i X / c  en &alribocidrt. 

I,,& f?mcidn ,qencmt7iz dr momrnfos dr imn varinbir alcntr,ria Y,  rs 18. h,nci6n rnIi : R -+ R t,al qllc 

my ( t r )  := E [em'] 

Es la trnrisfr,rrnn~la (In Lapl;a,c d r  I& rnnlid;i tlr pn,l~al~iiirld y mist(! solamanto si Y E C' para 
torla r. La i-(!!?ima drrivnrla dc my (u) con r m p r r b  a 7r rs 



m ilrrir, cl i-kimo i ~ ~ o r n o ~ i . ~ ~  dc 1'. 
Si Y y Z son rariabln alcatnrias indrpcndicntn 

Sm (L nna mnjida finit,a sobrc 'B (R). Lafiincibn. cnmcferistzca de p FS la fimcidn p, : R -r C dads 
par 

y sc dicc q r~o  h rs la f~mrkin rarar!t,crist,ica dr F (o rlc Y, si Y n la w i a b l c  alcniorin con fimcirin 
do distribnrii,ri F )  

I,as fimcionn caaaacterisfiras son l~crrarnicntas ~ i t i l n  cn el ntudio dc slimas de w i a b l n  alcatoriw 
indcpondicntn, dchido nl sigrlicr~tc r s ~ ~ l t , a d o .  

Teorema A.15.1 Smn XI,XZ, ..., X, unrinbies nleotonnq independientea, y sea S, = X1+X2+ ...+ 
X,. I ~ f i c n c i b n  cnmcicri?licn dr S, cs c1 pmdrtcto dc ln.?fit.nciones mmcter(sficas de la? X,. 

Ei r m l t a d o  ani.crior prnnitc caicrllas lafunri6n carartcrfst,icadc S,, ronocicndo s6lo ladistribnci6n 
individi~al dc las X,ts. Dc hcrho, linn vcn qrir la firnci6r1 caracteristica n mnocida, la funcidn de 
distrihtzckln cstR totalrnmtr dctrrmilmtln. 

Teorema A.15.2 Sean f i  y P2 do,? ~neriida.5 de pmbobilzdad definidas sobn  B (R). Si 

Tas iitnctonn carartcrfstiras pmci~ Ins sigiirntr.~ prr,pirdadn clrinentaln. 

Teorema A.15.3 Sea p In Juncibn rnmclerictica dc unn vanable dcnton'a Jinita con d i v t r i b u c z e  
F. E,,,toncrs 
2) b"f'71,)I 5 ~ ( 0 ) .  
iil h c , ~  rnniinun rn R. 



tit) rp (-lr) = p (u) ,  el conjugado complqo dr 9. 
211) Sz Jn JxYdF (2) < m pam algrln entrm positive r, cnloncm in r-t.inza derlmda de p y 
e3 contin~rn en R. Sr tirne odonhs 

w'" (u) = (m)T (:""dF (z) 
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Apkndice B 

Inferencia Paxarnktrica 

B. 1 La Familia Exponcncial I 
Mn<:hrm dc 10s modclns comdnmmt.e iisadofi cn ntadist.ica n t h  ha8adm en distrihncionrs de proha- 
hilidad rlllc ticncn cicrt,ns caract,crfstic;~q m cornfin. E?l.;a pucden nguparse en familins. Una familin 
de mpe~ial intcrk n la Fnmiim Ezpnnenciol, in cual amtiwe n la mayorla de las distribiicioncs 
nsualn cn cstadlsticn, y posm propiedndn qltc farllit,an cicrt,as manipul~xioncs dc t,ipo matcm8t~ico. 

Se rni~lieren (10s concc:)t,m prcvilri. 

don,.znio H dcl vcr:tor dr parAnldros, n nqiicl colljiint,~ rlc vdorcs para cl cual In 1:onetante 
normaliz~lorn (se dcnota con a0 (0)) de la hm&n rle rlcnsidarl, m mtrictamentc posit,iv&. 

El aopodr Y ds la distrihacidn n cl ronj~mto dc valorrs oh~rrmhlcs 71 pnmn Im cualn la funci6n 
(lc <lensidad rs positivn. para todos Lrm mlorcs posiblrs c L r l  parArnctro. 

Cualqltier filnri6n dr densidad q11o p i ~ d a .  cx-prrsarsr como ima hlncinn no ncgatiw dc la forma 

fn (Y) = a, (0 )  r, (1,) eoT'(y) 

sc rli<.,c qon (knr  lil Rr~rrr-9mlncidn Fq~oncncini Arl~rl O 6 H G <:I vtr:t,or do parhctnm k-dimcnsinnitl 
j r ~ e  indcxa. a la diat,rib~l~:ir(n y y E Y n IIIL valor fijo, 11 olaarvtulo rlr Irnn m.riahlc ;~icatoria Y, dondc 
t (y) y to (y) son fimcionrs tdrs ~ I I C  pued(>n calri~lazsr a paitir rlc lm cdnt,m, se dice qilc dicha 
funcioncx n>n estndC7iira.7. Finalrncnte no (0 )  rs lola mn.tnntr normnlizadora. 

Clnrarnontc l~ri  rni<:ml,ros dc In Familia Expnnmrinl no sicrnprr mtiln wprnados en tbr~ninos del 
pasbmctro 0. C~~nndo  mto si oalrrc, sc lo llnni;, In p;tmmetrinaci6n nat,urnl o cnndnica dc 18 ramilia 
indcxada por el pardmetro g In ntarlist,ica., t (y) (s 1l;tniada la cstarlist.icu natural o can6nica. La 
familia, a1 sl misma, n llamada ilna Fom7lm Oned P;~ponenckl si t ( y )  = y. 

Si 0 E F) y no (0) = 1, rnt,onc&? 



A -1.0 s r  Ic Ilan~it In rrprmcntncibn nt.Rlirlar clc 121 hn~ilin cxponmcid. El dorninio del pardmetro 
ffi 

> 0 ,  para todo 0 E 0 

El dominio dcl pardmct,ro rs im siibconjunto d r  la rerrad~ira del ca~co convrxo del suporte do 
la ntadhtica cancinir~ rorr-ponrlicntc. El donlinio drl pariunet,ro can6nico es wnvao, y a P sc le 
llama llena Si P rs llcna y e rs ahirrto, sc dicc cntoncm qrlc P e regtdar. Cnalquicr familia llena 
con soporic finitu m re@ilar porquc H = Rk. 

Sr: dicc qnc rinn familin ric dist,ribilcioi~cs dc prohahilidad rs completn si p s a  toda estadist,ica 
T (y) E L' t.nl quc J' I'(y) d F  (?I) = 0 para todo 0 E H, sc: ticnc quc T (y) -- 0 para todo 0 E 8. Para 
la Fnrnilia Expooencid, si i n l e  C 8, m dccir, si H no l.i(?~c ptmlm frontcm, la famiiia a complcta. 

Dada i s  fomolaci6n dc I I ~  problems, sc proponc rmo o mds mn.juntm dc posiblw modelos que puedan 
ayudar a cxpiicar el mmccanismo quc origina 1% ohsemcionrs. &to represent,& cierto conocimiento 
td~rico prwio accrra dcl fmbmcno qric sr, cstit mtirdianrlo. F ~ t e  paso rqniere la mlaboraci6n cnt,re 
d rstadlstico y Ion invmtigadorrs qlic forinl~laron rl prnblrma. Una vcz hccho nt,o, sc obscm una 
milmt,ra dc rmo o m5s whrm y, dr  la wiable alcatoria Y. 

Eqtc wnjunto dr  modclm pucden rcprrsentarsc como un modelo rstadfstico param6trico (y, P,  q), 
dondr 

Y rs rI c~pacio maes2ml. 
P m la famiiia dc modelm {Pd. : $ € Q} 
'I1 m cl e.cpacio pnmmefml q ~ l r  indrxa nt ,m mndelos. 

En mnrl~nc sit~~n<:ionrs sc mnsirlerarl simplificacioncs odiciondcs. Por cjcmplo, cl conjrlnto de posi- 
hlm modclm ~ i l r d c  contencr 11na llnirn forma fimdonai. 

Clzando las obs-cioncs han sido oht,cnidaq; sc prorr:dr a fnrmiilar proposicionm rnperto a que 
micmhrm de P rm~iltan scr Iris rn& rcwonablm para dmnihir el fcnbmeno cn c11esti6n. Los problemas 
rle infcrcncia t,rat,adm cn mta tmis cstAn dcnt,ro drl signirntc caso: Dada18 formxfiincional dcl moddo, 
dct.rrminar 11" conjunto dr valoi<x plausible- par& rl parAmctro. 

B.3 Verosimilitud 

La verosimiliti~d dr itn modclo 9s In probahilirlarl dr: los dabs  ohsenados d ~ d o  dicho modelo. Se 
trai.a dr  ima f11nd6n cuyn argtmmcnto cs cicrto vector dc pardmetros. Dicha fimci6n rs tal que prove 
una mdida  colnparat.im cntrc >arias distriburionn respfrto a que t,an bim pueden predccir 1% 



ol,smwcionm que ya  tuvicron Illgar. F,s ~rna mcdida quc apoya d r  manera relativa a unos modolos 
sobrc otros, a prA5as del hccho dc qiie, en rralidad Ins obscrvacioncs no bayan siclo gcneredm por 
alguno dc el ln .  
La idea d e  cnntidiulrs oh~crvabla  irnplica. rina irnidad finiia dc mcdici6n. La probabiiidnd de 

obsrrwlr ,In prlnt.o m sicrnprr r<;rn; <:II~,I)II<:W 11,s pr~~hi~l~ilirlndcli dnhcn at.nr en frrrici6n dc dicha. 
iinidad. 

En grmc:ml, In probahilidad drl vwlor dc valol-n olmrrvadm y ,  de la vnriahlc alcatoria Y, a t 6  
dado p<rr ia distrhuci6n de probabilidad conjunta 

Arl'ri dcl valor ohs~rvado y, d r  In variable alcatoria, s6ln p n d c  drcirse quc cac en cI intcrvnlo yi,i < 
vi 5 yz,. de tlna ilniilad de longibud. Si 1% o b ~ r v a r i o n m  son indcpcndienta;, se  ticnc qiic 

La fitnci6n dc vcnnimilititd para mtc conj~lntn d c  ohservaciona, rs la funci6n dcl pariunctro 
delinida prir 

m decir, mt& definida salvo pnr ilna constant,e dc proporcionalidnd. 
Para el cnso dc \*ariablcs alcat,orias indepeiidicnte y con frlncinn dc dcnsidad f ,  la verosimilitud 

prlcdr ncribirsc cotno 

Dchido a qnc csta hnlriiln pucdc scr mny cornr?lfjn d<:sda rl piinto dc vist,a analitico, es muy {recuente 
usar la nproxima<:i6n 

L.1, = fl ffdl (71,) A,. 
1-1 

A nt ,o  sc l r  conocr romn la npmzimncidn par drnsidnd de In fitnci6n de verffii~tiilitiid. 
Iinn fr>ncil,n (lr wmairniliti~d <n inrnpna di: provrrr afinnarionw nhsol11t.a~ sobrc In vnlidcz dc Ins 

rnodcin ca,nrlidatc,s, prn, prnnitc lirvar n r:ahn rs,ri,parar.ioncs .;r.lntivan ecitrc cllos. Sr. ronciderar6 
cl cima mAs simple, con s6lo dos rnodi:hn posihlcs. li'nra cl conjnnt,o de data; observado y, Ins com- 
p a r ~ c i n n n  s61o p~lcrlcn rraliaarso tomnnrlo cn atnnta la probahilidari d r  y dado cada modclo. En 
csta compamciil~i, amlquicr cvrnto irrrlob~ntc E, in~lapmtrlicntc de y, no dehe sm tomado cn cricnta. 



Dchido a quo dicho pvcnt,o cs indcpfndicntc, In probnhilidad conjunta a Pr ( E ) P r  (y; $). Para qut 
dicha idormat:i6n irre1mni.c dcsapxwlca, dcbe ton~arsc t.1 cocicnt,e de Iaq probahi1idadr.j entrc mbo ,  
modclm. Dcntm dr mtc mntcr1.o: crralqnicr n~rnparacihn cnt,re dos modclm P*, y P,,, con distinto; 
vnlorcs fijos para el mismo v&or de pariimctras, deben basarse cn un cociente de vermimilitudn 

con $,,& € v. 
El modclo mmgs fac:t,ihlc dmtro dc la fnniilia pammnCt.rirn indwadn. por $, para 10s datos ohscnndos 

s t 6  dadn por 

n t o  rs, aqucl valor dr. VJ CIUC hace n las ohscrwcionrs rn* probablcs,para la familia de modclo! 
dada. El vector de parsmctrs corrr-spendicntc, el cual sr denota. con $, sc lc U m a  el cstim&, 
md.~m.o ~temnfmil. 

l% muy comiln t,rabajar (:on cl logasit.mo dc la f~mci6n dc xrosimilitud. A csta ilmcidn se le cnnon 
como la log-vcra~imilitud. y sr  denota con i*. 
El vector gradiantr de primcras dcriv;rdas parcialn dc la fimci6n log-vermimilitud con respecto a 

uect.or dc parhrt.ros, con componcntn 

cs llamndo la fi1nci6n dc scorc o uccfor dr scarp.. 

GI scorr es irnportnntc para rl c;ilcr~lo dc nt,imadora mmgximo vcrosimiles. Cntonces, la? ecuacionn 
dr  srtsc, 1.amhicn llarnadas rcuncionrs dc vcrrnimiIit.~~~l. sc dcfinrn rnma 

SIL snha:i6n i:ontl,jrr (hajo cirrtas rondicionm ddc rcgiiwidnd) a cst.imadors m6ximo vcrosfmilrs. 
La iilncirin dc vcrosirnilit.ut1 rs rsada pasa omparar mdelos. La cilrintnra del logaritmo de dichs 

fiinci6ii m im pnnto pcnnit.~ visi~dianr qnr t,anto %?ria la plarlsibilidnd de eje valor del pasl(mctrc 
irspcct,o a valor- muy cerr:anos.. El nrgat.ivo dc la in::trk?, I l a ~ i a n a  de la log-vcrasimilitud tiene 
elcrurnlm 

h at,a matriz sc lc llnina in infinnncidn obscluadn if? Fisher, y se drnot,a con .id (y). 
/\I wJor ffiprsado dc .I, 

se lc llama in i n f i n n c i d n  rspcrodo de F?.~/,.er. 
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B.4 Suficiencia i 
Mt~chws mcm rr-s~ilta convenicnle murnir la informncidn r:ontcnida nz la mlmtra Y medimte una 
frmcihn de dichn rni~est,ra, u r n  mtnd1st.icn T'CY). Poi simpliciclad, se supondr6 que el tanla60 de 
rnrlentrn no m dmtnrio, sin,, quo, por d phui dr rniicxtrru), wt,8 fijo en n,. Por rawnm prd(:ticm, se 
bilscn qor: T (Y) ~rii dc rncnor rlinicnsiOri qila Y; csto provrr do i:icrt.o tipo dc rdnccibn de Ios datm. 

Entoncm, malqnicr cst,rullst,i(:a ?' W qla! la dist,rihr<:bln conditional do Y dndo t n la mkmn para 
t,odo {?$ : $ E H}, sin irnportar qiia valor 1 11a.y~ sido observado, se dice qiie a nlrficienfe para $, 
I I i i  I r i  I I ( P  : 1 E ( 3  R: dicr qlrr ilnn rstn~llst,ir!n T rs a~ificien,tc 
mzn,imal, si es si~fidente y cudqilicr eni.adfstira de m<:nor dimcn5ibn results no ser suficiente 
La? ntndl?tic.m a~ficientts pmrcn ciertns car<actr!rl8t.icas importarrtes. 

i) Si T cs suficicntc, t,ambi6n lo serA toda tmnsfnnnar:i6n biycctiva de T. 
ii) Si T CI~ suficicntr minimal, s r  t ra t i~  nw:mbxinmcnt~~: dc r~na hncibn de cualquier otra ostadfstica 

si~ficienLc. 
iii) Si la imtadistica 7' PR ~irfi<Scntc, c n t o n r ~ ~ ~  Pr {Y E A T = t ) .  con A E 8: no drpmdc dc ti,, con 

probahilidnd 1. 

El siglricnlc rmrrltaclo prrmitc mconlrar wtadfstirns snfir:irntcv a nart,ir de la, funcirln de vrmmimil- 
i a ~ d .  

Lema de Factorizaci6n de Neyman-Fisher. (Inn condicidn nemqorin y suficiente pam que T 
srn I L ~ X Z  c.dad<atica mqfici(!nfc prim J, cn la Jnmiltn {Pq. : 3, € R) rs m ~ c  in filnci6n de verosimilitcld 
p16eda rrrpnsgerse coma el pmducto 

L* (Y) = G+ /W)) N(Y) 

pnm todo $b E B, don& el pnmer factor dcpendr dc y sdlo a tmvCs rle T 9 el segvndo factor nn 
depcnde dc J,. 

B.5 Pruebas de hip6tesis 

Saphngasr qiie st! ticne ilnn famili;l par.unet,riaa<lir (lc naidobs {P* : $ E @I y qrie se ha forn~irlhdo 
i~na  hipdlesir H nct:r<:e dcl modclo o del roniunto rlc rnorlrlos qlr: hon generalo l a  ohqcrvnc;ioncs. 
Tairs hipdtais dcbcn sc+ esptrificadns arldw dr ol~strvnr los datos; dcbe ser claro quc hipbtais 
fornluintinc n p~fi.ir lic IOS (iat,cx? ram vca Srr6n rrch:tr.nrlns. 

Supbngase shora quc {P+ : i,E @} cs el (anju~~ito ric todos ins modclos posiblcs que sc cste con- 
sidcrando. Una htp6tr.gi.i nldn \Vo C * ix iln si~hconjtlnto dc moddos de rspccial inter& y cl cilal at8 
bajo pnieba; mto se drnota con Ho. Como sir n<loibrt~ sugierr, ilsilalment,e m especifi~lda hnciendo 
a.lg1nac parilmetros ig?ialm a cero. La hipdtnifi altoniatim, dcnotada mn HA, la cud es ric hecho 

= W \ 'I!", csh) cs, el conjunta cumplcina~tario dr! madclm. 
Una hipdt~sis i (v 1Lvnaln simple si npecifica por cornpleto d modelo, a decir que 9, conticnc nn 

linico n~icrnl>r(~ y qric la probahiliclad de riralqiiir~ cvcni.o posibie pinde mr calculndo. Dc olra forma 



170 Ap6ndice B. inhrcncia PanmCtrica 

se dice quc la hip6tmis rr  ronrp~irslo. Usua1mrnl.c las hip6Imis compuestas mpccifican el modelo 
complctamcntc cxccpto por Ins valorcs dr algimos dr  10s parhctros drsconocidos. 

Una hip6tfsis Q1 rr; ciren si rl modclo 11 corrrcto para drscrihir el mecanismo qur gcnera 1% 
ohscmciones MR. cont,miclo cn clla (7 E *I). 

El objetivo .ole una pruehn de hipdta,qi.s consiste m dcfinir si ]in conjiinto de obscmionn  dado 
bada para rwhazar la hip6trsis ntila; dchido a qnc, la prohabilidad dc qln dichns ohsenaciones 
ha,@n tcnido liigar dado n~alquier demento de dirha hip6t.nis nula sea mtiy baja. DE est,a forma, 
ima pn~cha dc hip6twis se cncilcntra dcfinida por urn conjunto de rq$ones &tic&? Ye, en el espacio 
rnlmtral talc- qirr 

i) Pr  { Y  EY,) = a para tndo n 
i )  , C Y si a, < 02. 

Ent,oncw. para alpinn n, mn 0 < n < 1, Yo rs c1 coni~rnto dr  piintm cn cl wpacio mi~wt,rnl talw 
qoe, ric ser olscrvados, sc tumarian romo cvidrnria parn rontrndwir Ha a1 nit:el de si.qnificuncia a. 
&to sc llacc mcdiantc la mnstrucci6n de lma e~tadL5t,ur de prueba T ,  de la siguientc forma 

{Y EY,) si y d l o  si {T (Y) E G,) , 
dondc G, w cicrto s~~ba~nj t in to  dc R'. A Y, sc lc llama nna regi6n critica de tamatio a. Comilnmcnt,e 
ha1,rii muclim dc rsttas rrgionw, ya qlic la rcgi6n nltica dcpcnderk dc la estadistica de pnicha que 
sc s t 6  considcrru~do. 

Una prucba dc hip6tcsis T al nivcl dc significancia rr ?st& rompl~cst,a por una pnrcja (Y,,T) . 
Si sr rwhaza Hn ci~ando rs cicttn, sr dice qur st. ha cometido un ermr tip0 I, si por otra parte, no 

sc rrchnm Hn cnando a t a  rs ialsa, sc dire ~ I I C  sc ha roind.ido un enur tipo II. El tatnn6o del e m r  
ti.po I ( I l )  nc dcfinc comrl la pn~babilidad dc c n m c t , ~  iln r:rrnr dc t i w  I (11). 

Sca T ilna pnrrha para la 11iphtc1.i~ nrlia Ho. La fiinridn potennn dc la prucba T, dcnotada por 
TT, sc dcfinc coma 

*T (J,) = PI* {Y EY") 
= Pr*, {T (Y) E G,) , 

es decir, a+ ($) a la prohahilidad rl? q ic  Ho sca rccllnzada cuando el wrdadcro modeln a Pqi. 
Sm T ilna pnrcha pnrn In Idpbtmis .FTo : li, E '30 donde Qo c !I!. El tamark de la pmabn T para 

No vicnc dado por ["T ($ ) I .  
Se dice qirc rmn prucha r' para if0 : $ = tho contra Hi : 11, = 11,, a una pn~cba unifonnemente 

kris pntente (PUMP) dc t,amaEo n (0 cr n < I)  si cllrnplc 

i )  zr. (&) = n 
ii) n,. ($,) 2 iir ($,) para ciialrlidcr otra pnlrha la1 que r-r (&) 5 n- 
El sjguiwte rsilltado murxt,ra como cncontrar la PUMP cuando sc tiene qric la hip6tesis nula y 

dtcrnativa son simplw. 

Lema d e  Neyman-Pearson. Sca Xl.X2, ..., X, 71710 m u ~ s t m  dentoria dc trno distn'bae7.h F*, 
don& $ pertcnrrr a {JIo, d l }  , g a E (0: 1 ) .  A v i i  L+, , i E {O,1) deiiota a la ffemsimiiihid pam cada 
valor del pnr6mclm. Sen k' iinn cansfante posiliua g 31" im stibconjr~nto del ccpncio muestml tal pue 

Pr*, ((X,,X2, ..., X,) F Y,) = a ,  



ai g ~ 6 1 0  S' (x1,z2,  ..., %,) E Y,. 
Sm 111, : $, = dln 7, If, : d~ = d ~ ,  . En'nloncca in p77,cbn T' g?ir cornsponds n recirnznr Ho sf. y ,9610 

.qi (I:! ; ~ 2 ,  . . ,:r") E Y,, c.* 10 I'llhlP ,I? 'nlornmio n pon~. I f ~ ,  : 11, = d,,, if, : $ = q~, .  

n.5.2 Rorfn nsinlrlhm 

Supd~rgnsc qla. I,, rliatrib11ri4l1 clc. lirs v:,,linl,lcs alvnlcni;w <,l~sn.v;,blm { Y , ,  Y,. .... Y,} riqrncir dr ricrto 
wctor dc pnr8rnotros drsconot:i<k,s. En cl cnso mAs simple, (s to sc rrxillcc a nn parhn~ctro ?J con valorrs 
cn R y rl problrrna rlr probar la llipntwis I 1  : * = v~j'" contra las altcrnntivas X : $, > 

Sllp61ngasr qur H r-7 rrchazada mando cirrta wst.adlsf ica, dr  p r ~ ~ c h a  T, = T (YI, Yz, ..., Y,) tomn 11n 
valor mlly grandr. F?t,o se cxprcsa como T,, 2 G,, don(lr G, c s t i  dctmminada por 

AquI N %s c1 nivd de significancia prrdet,mminwlo quo  mntrola la probabilidarl de rechnzas a la 
hip6t,mis c\iando mfa sca verda~lrra. 

Sc considna ahora ri prohlrma g obtrner 1117 valor aproximado para G, cuando n e4 gmnde. Con 
mt,c prop4cit.o sr wlst,itllyr (R .1 )  por la ron<lici6~1 m6s <l(.bil qlle rcprrscnt,a !In nivcl osintdtico a , cl 
cud sat.isfwr i 

Jii 

( d d  (G" - dl") - z,?, 

Aqi~ i  rs  la filn~i6n dc disfril,i~cihn p u a  iina N (0.1). La pnlcl,a qrle se drriva dc la condicinn 
T, 2 G,, I.midrb cnloncts nivcl nsint6tico cr2, si 



Para n t c  valor critiro, In pn~rha pnrrlc frasrarcr d r  la s igi~icnt ,~ forma. 

R.6 Tmriil dc estima~i6n insesgada 

Un nlimadr,r plrnl~ml a ~ r l n  i ipo rspru:ial dc rstnrllstica T ,  la cild sr: npcrn tomc valorn rrrcmos al 
vc~nl;rtlrrr, valor dr.1 n;tr;\nlrtrr, dmconc>cidn ,!r A m ~ i  n rotivrnicnt.~ distinolir cntrc cl ffit,imador carno , . u 

firr~rihn nlmiorin T ,v su mlor o h m a r l o .  In mt.imoci6n puntun1 T ( y )  . A continllnr:i6n sc  mcncionnn 
al,lmos at.rihi~tos nsadm para ralificar im mtimador. 

Sesgo. Siipdngasr qnc T rs ima rst,ndIstica quc va a scr usada como 11n nt.imador pi~nt,nal para 
cicrto pnrAmc,tm lii. Enionrrx cl srsgo dr: T R: dcfinr: romo E[T - $1 . Sj cl s-go n c m ,  sc djrc quc 
cl rstinindor r s  ins?-<godo. 

E r r o r  c u a d r s t i c o  medio. El crmr cnndriitia, nlcxlio d r  una tstadistica T ,  n s d a  como un ffi- 

iimador de ?I, n E [(T - d ~ ) ' ] .  I% dtscahlc qur dichn crror sm pequcfio. Un criterin para valuar 
ml.irnndorm pnnt,valrs consistc cn grcfrrir n a q ~ ~ r l l m  rnyo m o r  ci~ad~kt,ico mcdio sca rncnor. El re- 
strin$rsc a la r:ln.r dr <dimndirrs  insrsgndw simplifira cnormcmentc la tarea de rninimizar n t , a  
mprmnza. 

Consistencia. [Jn nf.irnad<,r T n  ~i6bilmci~fc consistcnlr: si rnnvcrp. cn probn bilidad d vcrddcro 
wior dcl pnr;imctro ij,. Es cla:ir sc toma nna s~>crsii,n dc rsiadist,icas {T, : n E N)con la misma foma,  
i~nv:ionai, ilondc cl n-6simo clcmcnto n calailadr) a parau dc lma miiestra de t m a i i o  n. Se dicc qne 
Irn rslimndor rs fi,rrirmrnlr con.infrntr si la c<,nvrrgmria n casi sqpra .  

Normal idad  asint6tica. 1111 rstimadr~r caiisistrnlc T dc ?,h ts asint,6t,icamcntc normal si 

Ixrs sigi~irntrs mrn~lt,a<lw ticncn por ob,jcto mcontrnr al at,imador insagado con mcnor crror 
cundiilt.iro nlnik,. 

C o t a  i n k r i o r  de Cram&-Rao. iin csrm>orinr T. iicnc l~n7ian.za m<nim.n si  airanzo lo Cola 
ln/cnor dr  Crnn2Ci;Rao: 



La igtddad se alcnnzo sz y 3610 si el e.~tinmdor ~s i n ~ n  jvrtci6n lined del score. 
Teorerna de Rso-Blackwell. Sea X1, X 2 .  ..., X, i m r l  rntlestn alentotia de una distribucitn F*, 
sea S unn est&tica sufirtente pam d,. Se(l T un. ealvmador znsasgado de r (3). Se deJine T wmo  

7'' = F: IT I S]. Enf.on.ccs 
i )  T' es nna cstndhticn y e.7 117z.a filncidn d~ 5. 

Teorerna de Lehmann-Scheff6. Sea X , , X z ,  ..., X,, nnn nauestm aleatorin de una distn6uci6n 
F*, y sen S una estndlstirn 87~Jicicntc y completo pnm 7 / 1 .  Si T' e3 una f u n c i h  de S ,  y adem& es 
zsn estimador msesgado de 7 (J,), entoncea il' es el eslzmndor de r (li,) w n  m t n k  vatlanza, esto 
para todm (I E B. 

B.7 Resultado de normalidad asint6tica para. rst,i~nadores 

El sipiente t,eorenia garantiaa qne, tmjo ciertns mnr1ir:ionrs de regularidad, el pstimndor m4ximo 
vrroalmil es asint6ticarnmte normal. 

Teorema de normdidad asint6tica. Sen X nna nariable alwtoria con densidad f+ con n spa to  
a unn mod& n-finito 12, dnnde $ perterm n w ir~ten,nlo no degenemdo de la k t a  real. En el 
caw de pile X sm di~cmta,  f* denota a fin ftrnciOn de mmmn. Se hacen lo8 sigrientes aupeston. 

Supuesto 1.-Ims dc?itmrl~q a i n  f$,/a$, a Z i n  f4,/8$' y @in fy/8J,%:.stcn, pnrn rmt toda x con- 
tenida m ? m  tnten~alo A td p e  el tienindm tinlor d(!l parilmetm & € A. 

Supuesto 2.-xn. el Pllnto 

2' ln f* 1 -T4r-/ < M (4, Is, [M (x)] < K 

rlonde I< no d(;pcn.de de J,. 

Sean Z,,Z~,...,Z~ n obsen~ociones indepentlientes $1 scan 



en ton^: 
Sra : n E N) m a  sucesidn dc mices para la rct~aci6n de vemsimilziud. t d  plle es consistente 

B.8 Int,erdos de confianza 

liri inferuolo de conjionza a1 1 - rr (0 E (fl, I ) )  para el parhct ro  7 / ,  rs una pareja de ~stadisiicas 
(T: , T2) tal quc 

Pr,!. (T, < Ij, 5 Tz) = 1 - n para todo $J E SJ. 

B t a s  cstadisticns no cst,dn drtcrminadn~ de mancra tinira para urn a fijo. Es corntin elrgir el intennio 
m;lq angosto, rl ci~al, gencrdmrnte estd basado en la fimci6n de verosimilit,ud. 

Una cnnhdndpivotol (Fishcr, 1941) cs IUIR hmci6n (le lina cstndistica sulicicnte y de un pnrhet,ro 
$, de modo q ~ e  sii dicirihuri6n no depende del paxiirnetro. En general s61o exisle para variables 
alcatorim contirn~as (a mrnns qur rl parAmetro sea disr:relo) y dehe srx una funci6n monhtona de 
10 pas8 rasi toda obsrrwcihn y. Las cant,idaT1~s pivotdm fncilitm la comtn~ccibn de intenralos de 
cnnfinnra. 
Un inten~nlo nsin.tdt!cn Pam. lii nl nivel 1 -a sr define romo IRS sucs ions  de est.adlst,icas 



Ln Tmrln Bayminn~ ofrcce unn mef.orfologfa. pAsa nf,or<lnr prohlernrls de irlfcrencia. Dicl~n t m r k  se 
I,ass, en dos principics: 

7.- Sr ir~t,crprctn a la pmhahilidad corn0 rlna oarocteristica subjetiva. En el scntido de qnc la 
prohahilidad de on cvento estB det,rrminndn por Ins crrrircias del invest,igarlor respcct.o a I s  propensidn 
que time pste de ocurrir. 

2.- h q  problemas rle inferencia son trat.ados ror. Las lre~amientas glie proporciona la Tmria de las 
Decisiones. 

El adoptar la idea de prohahilidad subjcjrtiva pemrit,c al invextigador hacer proposicionn de tipo 
I~rohabillstico xccrcn de cualquier parArricLro dc~conoci<lo 8, es decir, In afirmnci6n Pr { B  E A )  = u ( A  
pertenpcc a cierla n-Blgelm <ietinida sohre el npacio j~ararn~tral 0, e E [O, I]) siempre tiene sentido 
en rstr nrjlzernr?. Dr wtn forma sc puc<lr proponrr !inn drirsklad p (0) qnc sin&t,ice la informncidn 
~liaponiblr rcspt!ct<, a 8. Dc1)ido a q11c In asignnci611 dr: 1,n)babili~lndr~s depcnde del c0n1,cirnicnt.o del 
fm6msi0, la llcga<la dc nilrva infnrmaci611 qilr !lev<* n rnoriifirm las crmncirls sohrc 8, impiicariil 
cambia+ cn las prot,nl,iliriadn antes nirncinnn~lns 1)iclla nct~~alizaridn se llevn n raho mdiante el 
Tcorc~~in dc Uayes [wr Ask11 

don& R reprcscnt,a al conjnnl,~ dc todm los w~lons iir B qlic el invntiga(lor considern factihln. A 
p(0 )  sc lr  conocr romo dmsirlarl o rriori, rnicntrns qnr a p (8 I z) sc le llama densidad a posteriori. 
Est,os t,6rminu~ son relntims nl conjllnto rie datos s qnr sc a t 6  con~idcranrlo. p (x  1 0 )  m la Fmci6n 
dr: tjcrosimibl?~d asocia~la R I  cx~>erimer~to. 

Unn vm ol,t,enidn la (irnsidnd n posterinn p(H / x),  rl iili,imo paso drl Mtt,odo Bqycsinrio mlsiste 
m d c r i w  de clla concll~sionn mmnaldes rexpcdo a B. Es dn:ir, malqliier afirmari6n que se haga de 
R &be ban~ssc en caracterist,ir~s de p(B 12). 



Para qlie dicho prorno si. rrslirr rle manrra 6ptima, In Tmrfa Bayrsiana trat,a a toiio problema 
infercrlcia rwprrto a R corno nn probloina rlc dccisih! cn presmcia de incdidumbre [ver Bcrnnz 
y Smit,h]. Un problcrnn dc dccisibn m prncncia dc inccrtidumbre es una rstructura dc la f o r  
(ZI, E,?L) dondc D n el co~ijonto de opcione.?, el c u d  debr ser exhaustive, es derir, qne agote to= 
las pnsihilidades qnc pt i~ian ,  en principio, parecrr runnabln. A cnda d E D le mrrsponde 
csmnaiio {E,, r:< / E,,i E A}, (A in ronjnnto deindicrs) drmdelas {Es, i  6 A} conformanun &lgcbrm 
de conjnnt,os, 10s crlnlrs sr idrntifiran con la? pmihln rstados dc la nat,iirdeza, {r, / E,},+ correspor 
a la conscnlencia ric habrr tornndo la opci6n d, dado qiic E, ffi d verdadero stado.  Sobre {Es, i E 
se dcfine unn medida de prohabilidad, qoc dc hecllo scra y (8). Para podcr coinparas con%ucnci 
y cn hnsc a rllo f o m ~ ~ l a r  <Iccisionrs, se ddine lo <pic sc rirnomina nna ftinci6n de utiiidad. u cs 13 

funcinrl <IF ~itili<lacl para r.1 clrcisor part,iarlar. Si u n 1;) iililklnd, 1 = -u n ,ma posiblc fu~zcidn 
pCdida nmc.in<l~ a1 pro1,b:rna dc (lcc,isi6n. 

bas  rrlnrionr~ mlrc la pn~h;~I,ilirla~l sill,frtiva y In '1i.nrfa dc las dccisionrs q~lrdan cst,ablecii 
en Ins llamarlos Anorno.? dc mhrmncin [ w r  Bcrnardc~]. &?to origina una teoria mat,emAticmer 
corisistmtc. 

Un criderio inuy empleado en estadfstica para encorltrar rstirnadores 6ptimm consiste en consider 
I s  rlasr dc ntimadorrs insngadcs p a n  el parimetro, g Inego buscar al e1ement.o de dicha clase ri. 
posra ndnime varianza. Esto sc hncr con el fin de minimizas el error cuadr&t,ico medio. El err 
c~la<lr.lt.ico rnnlio d r  1111 m6it1ador n In nper.mzn cle la ilifcrencia d cnadrado del ffitiinador respec 
a1 vcrrladero valor del parimctro. De acurrdo mr~ la Teoria dr Estimacidn Insagada, el promdio 
tomarin r~sprcto a la riisiriI~rtri6n de! rstimailor. 

Para la inferencia Baymiana, 8 n una variable alcat,oria, pot lo t a t o  tiene sentido promdiw 
error a1adr;ltico con r w p ( ~ t o  n la detisidad n. po.~tcvinn (IF 8. Se ticne q11e 

Sc signe qlir ol c~tirniiilor r qur ininirniza el crrnr crladrAiico medio (mpcclo a 5)  rr. r = El0 1 2  

No cxist,c rrs(ricci6n nlgnna qur imy~onga cl t ~ r o  dcl rrror atadrit~cn rnrdio coma funcibn < 
distaricia entre 5 g 7. P u d c  usarse el -!mar absoluto /T - 81 o alguna otra funcidn. Para a t e  enfoqu 
la rlrccidn dc una eslimnri0~i r cs cistn como unn drc1s?d7r arcrca del error cn el que se ha dc incur  
Dicha docci6n dcprndc ric la fom~a  que se elija para pcnaliaas las dishirkas magniludcs del etrc 
El crror aiadrtr.?tic~ mnlio indirn dc forinn impifcitn qui: los rnores mandm son m&q g r a m  de 
qrlc serfan si se tornara c1 crnx absohilo. Dada cui~lquicr funci6n l ( r  - 0) dc perdida, rs pwit 
encant.rar nn estiniador yuc minimice la perdfda espernda postrrior E [l (i - 8) / z]. Jkte sera 
csi.imndor 1layrsi;mo. 



2.3 Anhlisis conjugado 

En general la. intrgral ,rep (8 )  p (3: I R) dB no rs f&,cil dc caln~inr, y por mnsiguient,e p (R / x) tmpcrn  
o n. Por ejcmplo, si X - N (/?,ox) y 0 licnr dist.ril11ri611 Cancl~y con wctor dc parhmctrns (a,p), 
:"tone= p (6' / z )  s6Io pxrcdo cmlr~arsc 11rim6ricm1mtr. Existc la p r m ~ ~ p c i r l n  de rncontrar distribu- 
:ioncs Y. prion pora Ins  cn;rlcs In disl.ribuci6n n posle?7.orz sea fAcil dc obl,mcr. &Lns son I&? 1ln.marlns 
rli9l~ibucione.s conjl~,qndo.s. 

Familia Conjugada. Sra 3 717m clnse de fu,ncionr.q k densidnd p ( z  / 0 )  (indrzndn por 0) .  Unn 
clme P de destriht~eiones a p n o n  se dice que c.3 ann Jornilin conj~~gadn pnm F, ai p ( 0  / z) ed6 en 
In clo.se de P pam twln obnenracidn z y p E P. 

Para rlna clasc dc dcnsidnrlm +, {ma fnmilia dc conjugndas poedr encontrrsc frecucntemente 
cxaminmdo Ins funciones de vcrmimilitud Lo (z) = p (z / 0), y eligicndo como farnilia conjugnda la 
clasr: de dist,ribucionrs qur trngan la misrna forma fi~nciond qr~c d i m s  f~incioncs de vcrnsimilitnd. 
A una densidad n priori obtrnida de e t a  forrnn sc lr conocc como a prion conjugada nntwml. 

El sigr~icntr: r e i l l t do  pr~mitc obt,cner dc manma scncilla, d m s i d d n  n priori coqjugndns pnra 
una F a n  varidnd dr  dmsidadcrr. 

Andlisis conjugado para la  Familia Exponential. St X = (X1,X,, ..., X,) es una muestm 
almto?ia rdr una di,~trib1rci6n qur prtmrcr n lo 17n.ni.ilin Exponmcial, de modo q ie  

donde r ea tnl qnc I< (7) = Je jg (@)ITo ex,) {'& 4d1 ( 0 )  Ti) d0 < M. 

La dcmostraci6n dr  mt,c rr%ult.ndo p u d c  mvisarsn m [TJcrnnrdo y Smith]. 

C.4 Distribuciones a priori no informatims 

Algiinm ~r;twlisticos nc milrstran csr~plicm rcspcrta a1 usn de informncihn n pn'ori Un ~sglmtsnto 
muy usndo por cllus en sn cont,rn rs qun debido a sir n;~Luraleza sr~bjrtiva, puedc alt,eru o minimianr 
evir1ent:ia importnnte cont,enida cu los datos. Pnr lo tnnto atirman q r ~ r  la informncihn n ppriori no 
debr rlsarsc cn nn ron1,mto cirrtffiro. El conrmt,o dn distrih~~cionm a nriori no informat.iw surec 

%, 

como rin int,ento de rcconciiiar mt,os arounentos run ol 111mt,o dc vist,a Bayesiano. 
En I I ~  principio, I a s  didribnrionrs i~niforniw fta?ron pl.oprmt,m para mpmcntar sitrracionm rlonde 

mily pocao ningxina informarinn sc enairntm disponil,lr, o bicn, aunqllc rxista, se ddccida no emplr~r- 
in. Entorrccs, ona distribuci6n p(O) a c con 0 t A C R indica que, con la informaci6n disponible, 



n i n ~ t n o  de lm clcmcnt.cw dc A n prcfcrihlc a ICE otrtw. El adoptas esta idea conduce a cierta 
difla11l.adcs. La primcra n q ~ x  p (0) no n prupiamcntr. ona densidad si A cs no acotado, ya q11 
JA p (8) d0 = m, lo cud mntradicc 1% rrglas b&icaq dc la prohabilidad. Adern&, si $ = Q (0) e 
nna transformaci6n uno a ~lno dc 0 y si 0 se distribtl,w uniformement,e, entonces por el Teorema d 
Cambio dc Variablc [vcr Battle], la densidad dc Q n 

I la cud cs const,antc solam~mtc en cl caso que Q n t c  dcfinida par una transformad6n lineal. Sii 
cmh.upo, los mismos sup~intm quc 1lm11 n definir p (0) a c, mnduccn a afirmw qne p (4) a c, li 
c~tal contralire la illtima rlcd1~rci6n. 

Pwa rcnlizar infcrencias, sn trabaja linicamcnt.c con la distribilci6n n posteriori, por lo que s 
dclx cxigir quc n t n  sea tula ticnsidarl, aunque la n pnori rcsulte no scrio. Bajo estc ait,mio, el q11 
,LA p (0) dB = m picrde importancia hcilic a1 h ~ h o  dr  qur cfectivamente pueda andizasse p (ff  / z) 
dondc z dcnota d conjnnto de ol)sm-acionn. 

1,a clasr dc distrihi~ciot~n n pnon no informatiws irn,punta por .Jcffrc,p es inmiantc (respccti 
a tmi~sformnrionn nno a nno), pcro en mur:hm casts conduce a densidales imptopias. 

Densidad a priori d e  Jeffreys. Se considcm unn obsemacih X con funci6n de deiisida 
p ( r  I 0). Ln distnbiicirln o pn'o~i no informatiirn de Jeflzys tiene densidad dndn par 

En rl r o o  r,,?rliiwnrindo. la rir,,.sidad ?.do dnda jmr 

p (0) m [detl (0)~: 

Estc tipo dc distrib~tcioncx sr d i s r~~ t rn  rnn drtallr en [Migbn y Gamermw]. 

C.5 Criterio de informaci6n 

Sc ticnc el siguicntc cst:cnario: Dc ac~~crdo al conorjmirnto del invstigador, 10s modclm ruonable 
para dnrrihir el lci16mc11t1 prrii!nnrii a cicr1.a lamilia F, qiic involu~cra vwias formas funcional@ 
de modo quc la dimmsi6n k dc la cruacterlst,ica dc intr:rCs R p~twle m i w  entrc miemhros de est; 
familia. Entoncm sr c l ip  f E 7 tnl qur maximiza 

AIC = Critcrio dc informacinn dr Akaikc = Inp y / 8 ( 1 - k  
Aqnl 9 dcnota a1 cstima~lolor lniixirno wrosiinil, y k n rlna pendizaci6n sobrc la dirnensi6n dc 

parrlmctro. 
&ic rritcrio n disa~tido rii [ h n a r d ] .  



C.G F;st.imari(m por interval" 179 I 
:.6 Estirnaci6n por intervalo I 
$1 rcsorni. la dislrih~~cjrln n posfenori mnliantr su rnrclia, modn u otra mcdide simil:ir no sicmpm rs 
nfrcicnl.c p;un 11ac:rr inle~mcias sohn! d pnrAmclro dc intcrk 0. lJna cararlcristica de la distribuci6n 
L l los i .~nnn ~ I I C  ns i~l ta  scr de mr~(:l~a litilidad I;S I;, rcgi6n dondr se ncomlila la mayor prutc dc 
R prot~i\l~ili~larl final, as clrcir ck)ndc sr anr:ucnlrnrl 10s xflwrs rnds cr&h do kr.. Pnn? hxrr  cstrr, 
;e ck:fincn ICE n)n<r:pt,os dc intrn~nloa crrdl~les y rlc wgzonea de mayor denyidad postenor (higlieat 
losterior dens@ rrgions). 

Los intcrvnlc~ cn:fl)lcs snn obtcni(los dir".t,arnr:rd.r dr  la distrihl~i6n final. Con un int,ermlo ~ ~ e l b l c  
ic ham rcfercncia direct* a la probal,ilidad pnsterior dc que 0 sc cncucnt.re m cicrto in t rn lo ,  
:ondicionado a la informaridn n pno?i y n Im [Jatm. 

REgi6n Crefble. Sm p(0 / 2) In den.srdad a posloiori y O el c.9pnczo parumelm1 sobre el ct~nl se 
f7nbqanrlo. Se d z r ~  gie  A  es t ~ n ,  mtenialo cmfilc (puwle h,ablnr.~e tnmbiCn de w&dn cre6blc) nl 

1 - y s i  

I 
p ( O i ~ j i f ? =  i - y  .I, 

Sin amhasgo, par* nna prohahilidad dr 1 - y, am y E [O, I], ptleden cxist,ir mudros intmvnlos 
crcfhlw para rlna misma distrihiici6o pmtcrior. Por 10 rllal w ncccsario considera un snhconjiinto 
de H '6pt,imo8 en alglln scntido. 

Sc hi~sca im conjunt,~ tal qnc: 
i) Pnrn iin nivc! dc prohabiiidad 1 - y dado, tmga mcnor longitlld pnsihlc, y 
ii) ConLcoga miores dcl pnrAniiietro q i~c  %':an m&s plnusihlcs q11c cuniquicr valor quc sc encucntrc 

afucra rld mismo. 
i.Kq pmiblc calc(r1ar rcgionm q ~ i e  p a n  ambas propjcdadec? Afortundamcntr la rmpllcsta cs sf, 

y  sc ~ I I P < I P  dcmostras [vrr O'Hagan], q i~c  nmhm atrihl~tos son eq~livdentm. 
Ian bayctrinnos llaman a dichos conjii~dos mgiones de mayor drnridnd poatcrior. Sc csmctcHaan 

por est,ar dclirnitncl~ pot cllrvas lie nivcl rlc la rlistril,ll1:i611 final. 

Regi6n de mayor densidad posterior. Sea p(0 1 x) In densidnd a posteriori 9 f3 el espacio 
pnmmetm,l. Se dza que A PR un.a vgzdn de mayor derr.kdni poatnior nE 1 - y ,ye' ample: 
i ) J A p ( B / z ) d 0 = l - y  
i i )p[7/1 , )z)?p(&]z)  .si l / l , ~ A y t / ~ ~ € H \ A -  





Apkndice D 

Guia de imtrucciones de S-PLUS 

El pnqnct,r S-PLUS prrrraitc clal)ornr pmgmmas mrrliarit~e 1111 Icrlgunje wtn~ctirmdo, ci cual rs mily 
similar a Borland C .  En dicho lenguaje las vuiablcs son vectores o matricm de cwacteres o de 
nlirnrro? rcalcs. S-PISJS cllcrltn %lcn16s con IIII n i o d ~  grAfico. 

A corrtinuaci6n se prrsent,a ilna 1ist.a de llas irrstrurcioncz emplexlnrlas en los programas dmarrollados 
en wta t,csin. Dcspi16s cle cada dchicidn sc prcsentn In sintaxis conmpor~diente. 

En este lcnguaje, In i-bima nltrada de ilir vmtor z sc dcnota con a: [i]. 

son Ins mlor s  a1,solirtos de 1% componcnt,cs del vector original. 
sintoxis I 

abs (X) 

abs (c(-3.6,  -7)) 
rwcsa  

(3,6,7! 

chind.- Ticrrc por arg~lmentrn lm n,njnnto dc vccfoln. Construye llna rnatrii: quc tier~epor colun~. 
nns dir\los vt,ct~j*,irs (rrsprta el unico). 

cintmi* 
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rjempio 

cbind(c(-3,F, -7).c(2.2,2)) 

rcgwa 

( I )  
cnmsom.- Sn nrgnrncnto ~5 lit> wctnr, rrgrna 11" vcctnr cuyas compnnrnt,m son las s~ima? nco 

m~ila~ias d r  1% componer~tm dcl nr,w~ncnto. 
sinimci.? 

cumsum ( X )  

cjmmplo 

cumsum (r(-3.6. -7)) 

regrwa 

(-3,3, -4) 

for.- Sc trata dc nn mnt,n)l rlc cicio, rraliza itn coi:j~mto dc instrucciona micnt,ra ciwto indice 
w i ; ~  en 111~ rango drtcrminnilo. 

aininris 

for (ind9,ce i n  primer ~!nlnr:Gltimo ~ ~ n l m )  

{ i ns t i~ ,cdmrs }  

~f<~7cplo 

f o r ( 3  in  1:4) 

17 Ul < -31 
r c w a  
7 = (1,2.3.4) 

if.- L i e n  a caI)o i i ~ s t r n c ~ i o n ~ ~  si la pn,posici6n lirgicn qne lr? drve conlo a r g ~ m m t o  pr; verdudera. 
sinlnnj. 

i f  ( ~ o p o s i n 6 n  l6,qica) 

{ i 7 1 , , ~ t r 7 , ~ ~ 7 0 r ~ r . ~ }  

cjcmplo 

j/ < -0 

lf (Z == 4) 

is < -11 
rrgrrsa 



length.- Fsta filnt:jbn time por asgttmcnto un vector y da como saiida un entern quc m la dirn011si6~ 
dc didlo "&,or. 

szntnzia 

length (c(-R,6, -7)) 

regrwn 
3 

lines.- Sllpcrpone rnla grffica d~ t,ilxt 'l'sohrr una gfifica ya mistenlc. Reqniorc In mismasintaxis 
qllr plot. 

pch.- Arpinentn auxiliar dr plot .  Modifici~ cl c;Lrnct,er dcsplcgado rii cada plmto dcI grilfico. 
plot.- Ticnc por asgiimcnt,m dos vwtorrs (u, t ~ )  y cren una grffica, r ~ ~ y o s  prn~Luc ma de la forma 

(?~. [ i ] ,  ~ J P ] ) ,  I I  y 11 dc1)cn scr dc Iii (nisnla dirnrnsi6n 
~it,.l.~n.~ 

plot  (X, Y) I 
points.- Sni>rrponc linn grifici? rlc tipo 'p'sohre una grfifica ya rxistcnt,~. Rqilicrc la rnisma 

sintaxin quo plot. 
seq.- Crca un vector dr nhrncrw realc? 0 cntmta, sr pndrn  rsprrificar k)s IIrnitcq q11e sc dmwn 

para !ss a~mponcn!.~? dcl vector, as[ como !n !ongitnd dcl mi~rno 
smtnna 

seq(5) rcgrrsa (1,2,3,4,5)  
seq[0,1, .01) re@?sa (0, 01, 02, ..., I )  

seq( - 3 ,3 ,  length ~ 1 0 0 )  rcgrrsfl 100 vaiore; fn (-3,3) 

sort.- Tienc por armmento im vector y rtgrwa lm vrctor ciiyas ent,radas son las dcl margiuncnto 
en ordnl nscrndci~tr. 

s tnfmi.~ 

so r t  ( X i  

s o r t  (c(-3 .6 ,  -7)) 

regrwa 
(-7, 4 6 )  
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rep.- SF trata dc una funci6n con dm as,gxnent,m. Crea {In vector donde todos los compl- 
ticnrn c! mismo valor. 

sin,tnri.g 

length (.0l, 5) 
rcgrna 
( . f l l ,  . O l ,  .O l ,  .Dl, . O l )  

rap.- Grnnra iln w t o r  aleatorio donde rada compunrnte proLi~ne de ;ma di~tribucibn E: 
si.nln.~is 

re- ( n ,  beta) 

=gamma.- Genera ~m vector aleatono donde cada componrnt,e proviene dc una distri 
Gam (n,17). 

s ~ n t m h  

rg-a (n, al fa ,  hefa) 

rpois.. Gmcta lm w.t.0; alcatorio donde cada componrat,e proviene dc [inn dist,ribnci6n F 
sintozi~ 

rpois ( n ,  lam.hdn) 

runi t -  Gcncra ,in xrtor alrnt,orio dondr cads romponrntc provirnc dr una dist,rib~icih l. 
sin1.on.F 

runif  ( n ,  a, h )  

type.- Arpmrnto anxiliar de plot. S r  ilsa para apccificnr algr~nar mnddidadrs parn gifii 
sm 1n.n~ 

instnicn6n 1 tipo de gr6,jico 
type='p' / punt,m 
type='l' / s r  int,rrpola mccliantr una nlna suave 
type='h' I punios con iint?;ls al cjc x 

while.- Sr tr8t.t <If tin cont,rol dr ciclo, ewhla una propmici6n 16gica y 1lr.m n cabo cicr 
st,n~ccionn mlicritras dic:h:hn propmin6n sen vcrdnd~a. 
sintazi5 

while (proposi-ih. 16.g7.r0) 
{ i n ~ t n ~ c ~ i o n r s )  
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i < --I 

< -rep(0,5) 

while (i <= 4) 
{y\"] < -1 

i <  - i + l }  

xlab, ylab.- E?t,w a r g ~ i r n m l ~ a  ai~xiiinms Or plot  pcrmitcn c(11ocar r6tulm m l r ~ c  (X,Y r e  
spmtimmcntc) dc tin grRlco. 

xiim, yiim.- Esins nsgi~mcnt<is aixiiiarrs dr p l o t  pcr~nitcn coni.roias ios iirnisn ric ios cjrs (X,y 
rcspcrtivamcnfc) dn 11" gritlico. 
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