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ABSTRACT 

A method is presented to compute the scattering and diffraction of plane 

seismic waves by a canyon of arbItrary shape. The problem is formulated 

In terms of Fredholm integral equations of the first kind in which the 

Integration paths are defined outside the boundary, thus obtaining regular 

kernels. A class of discretization schemes using line source solutfons is 

employed. Boundary conditions are satisfied in a collocation-least-

squares sense. Numerical results are presented for amplification spectra 

for different geometries. Comparisons are provided for some know) analytic 

and nuemrical solutions. Some extensions and possible applications are 

discussed. 



RESUMEN 

Se presenta un método para calcular la difracción de ondas sísmicas pla-

nas por cañones de forma arbitraria. El problema se formula en términos 

de ecuaciones integrales de Fredholm de primera especie en las cuales 

las trayectorias de integración se definen en curvas diferentes de la 

que define la frontera del cañón. De esta manera se obtienen núcleos re 

guiares. La discretización se hace con soluciones para fuentes lineales 

y las condiciones de frontera se satisfacen empleando un criterio de co-

locación y mínimos cuadrados. Se presentan espectros de amplificación pa 

ra diferentes geometrías, así como comparaciones de los resultados con 

algunas soluciones analíticas y numéricas conocidas. Se discuten algunas 

extensiones y posibles aplicaciones del método. 



1. 	INTRODUCCION 

Se ha reconocido la influencia de la topografía y la naturaleza del suelo 

locales en las características de los sismos en un sitio dado como un fac 

tor de interés en diseño sísmico (9, 29, 30). Las condiciones locales 

pueden modificar apreciablemente el movimiento en sitios relativamente 

cercanos entre sí en los que otros parámetros, como la distancia a la 

fuente sísmica o los ángulos de incidencia predominantes sean sensiblemen 

te similares. En algunos sitios estas diferencias se han manifestado por 

aumentos o reducciones de la intensidad de un temblor y, consecuentemente, 

en la distribución espacial del daño (18,27). 

En los últimos años los efectos de la topografía local y de las caracte-

rísticas del suelo superficial en la amplificación de las ondas sísmicas 

han sido estudiadas por numerosos autores. La construcción de importan-

tes obras civiles y la necesidad de estimar parámetros para diseño con-

fiables ha reforzado este interés (9). 

El asunto se ha tratado en la literatura como un problema de difracción 

de ondas elásticas por irregularidades en la superficie de un semiespa-

cío elástico. Se han empleado métodos de perturbaciones (12,23), en que 

los resultados están restringidos a regiones lejanas de la irregularidad. 
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El ajuste de desarrollos asintóticos (32) permite tratar salo longitudes 

de onda mucho mayores que el tamaño de la zona irregular. El empleo de 

diferencias finitas ha permitido calcular el movimiento en la irregula-

ridad misma; se ha encontrado que los efectos topográficos son significa 

tivos cuando la longitud de onda Incidente es comparable con la dimensión 

característica de la zona irregular (4). Para cañones semicirculares y 

semielipticos se han obtenido'soluciones analíticas cuando inciden ondas 

de cortante planas polarizadas horizontalmente, o SH (46,50). Dichas so- 

luciones se han extendido para tratar difracción de ondas SH por depósi-

tos aluviales con secciones semicircular y semiellptica (44,51). La 

difracción de ondas SH por cañones de forma arbitraria ha sido formulada 

en términos de una ecuación Integral de Fredholm de segunda especie y 

aplicada para estudiar los efectos topográficos en el cañón de Pacoima, 

California (49). Un método que consiste en considerar que la irregulari-

dad es periódica y ast discretizar las integrales que resultan de las 

condiciones de frontera se ha empleado para estudiar difracción de ondas 

SH en medios estratificados con interfase irregular (2) y para calcular 

los efectos de la topografía en la superficie (5). Este método está res 

tringido a pendientes pequeñas. Para medios acústicos se ha obtenido so 

lución exacta para una cavidad semiesférica y un cañón semicircular (41). 

Recientemente se ha propuesto, para ondas P y SV, un procedimiento que 

consiste en superponer ondas planas y satisfacer las condiciones de fron 

tera, en la irregularidad y en la superficie del semiespacio, empleando 

un criterio de mínimos cuadrados (31). El método de. los elementos fini-

tos se ha empleado en problemas de propagación de ondas y amplificación 

recurriendo a la discretización de un dominio finito y especificando con 

diciones de frontera que tienden a reproducir la continuidad con el ma-

terial fuera de la región de interés (3,22,28,42). En este contexto el 

empleo de las pLontehaz actívas eSicientu (3) ha permitido calcular 

amplificaciones en la superficie de depósitos aluviales y cañones ante 

incidencia de ondas planas SH. 

En esta tesis se desarrolla un método alternativo para calcular la difrac 

ción de ondas sísmicas por cañones con sección transversal de forma arbi-

traria. Se hace uso de representaciones integrales de las ondas difrac- 
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tadas en las cuales la trayectoria de integración se localiza fuera de la 

frontera, obteniéndose así núcleos regulares. La inclusión de condiciones 

de frontera libre conduce a ecuaciones Integrales de Fredholm de primera 

especie. La discretización se hace directamente con soluciones para fuen-

tes lineales. 

La idea de usar curvas de integración diferentes de la frontera ha sido 

empleada por De Mey (8) en la solución del programa interior de Laplace. 

De Mey resuelve el problema usando un criterio de colocación únicamente; 

requiere entonces de igual número de fuentes y puntos de colocación. Plan 

teamientos similares han sido propuestos para problemas de la elastostá-

tica (7,13,26). 

Aparentemente la idea en la que se basa la obtención de núcleos regula-

res no ha sido empleada en la solución de problemas de la elastodinámica. 

En este estudio dicha Idea tiene la virtud de conducir a una formulación 

bastante simple, pues no hay que tratar explícitamente con las singulari 

dades como ocurre con los métodos clásicos de ecuaciones integrales. Ad! 

cionalmente se emplea un criterio variacional de colocación y mínimos 

cuadrados que hace expedita la solución numérica. 

La construcción de soluciones para fuentes lineales de ondas SH es inme-

diata; basta suponer funciones de Henke] para satisfacer condiciones de 

frontera libre en la superficie del semiespacio. Para tratar fuentes li 

neales de ondas P o SV en un semiespacio elástico el procedimiento no es 

tan simple, debido al acoplamiento de los potenciales al tratar condicio 

nes de frontera. Lamb (19) obtuvo soluciones en términos de integrales 

desde principios del siglo; no obstante su evaluación numérica es compli 

cada, aún con el empleo de calculadoras electrónicas. Se ha concentrado 

un esfuerzo considerable en este problema. Baste mencionar las solucio-

nes asintóticas obtenidas por Lapwood (20), válidas para. grandes distan 

cias de la fuente, y la elegante solución de Garvin (11) para los despla 

zamientos en la superficie cuando se tiene una fuente de ondas P que ra-

dla en el tiempo como una función de Heaviside. Recientemente Aki y 

Larner (2) han ideado un método aproximado que consiste en suponer perio 

dicidad espacial de las fuentes y obtener así representaciones en serie. 
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Dicho método ha sido aplicado por Bouchon y Aki (6) para modelar distintas 

clases de fuentes sísmicas y será usado en este trabajo para construir 

representaciones semianallticas de fuentes de ondas P o SV. 

Surgen preguntas sobre lo completo del conjunto de funciones y la conver 

gencia del método. Los resultados son buenos y la convergencia se ilus-

tra numéricamente. No se intentará aquí un tratamiento riguroso. Sin 

embargo, hay indicadores promisorios en esa dirección. Podría demostrarse, 

usando la teoría de la conectividad de Herrera (14,15), que el conjunto 

de fuentes es completo. El argumento sería similar al empleado para cons 

truir bases para algunos problemas relacionados con los que interesan 

(16). La misma teoría (14,15) probablemente permita demostrar que la so 

lución empleando el criterio de mínimos cuadrados, como se hace aquí, 

converge a la exacta cuando el número de fuentes tiende a Infinito. Es-

tas ideas están relacionadas con un procedimiento propuesto por Millar 

(24), quien describe condiciones para la validez de la hipótesis de Ray-

leigh en problemas de difracción de ondas acústicas. 

En los capítulos siguientes se presentan la formulación del problema, la 

solución numérica y se muestran resultados para cañones con distintas 

geometrías, en algunos casos dichos resultados se comparan con soluciones 

obtenidas mediante otros procedimientos. Más adelante se discuten algu-

nas extensiones y aplicaciones del método, así como sus ventajas y limi-

taciones. 

Parte del material que aquí se presenta ha sido ya publicado (36,39) o 

está por serlo (35, 40). 



2. 	FORMULACION DEL PROBLEMA 

Se establece a continuación la formulación para incidencia de ondas pla-

nas SH y P o SU recurriendo a la superposición de soluciones para fuentes 

lineales que satisfagan condiciones de frontera libre en la superficie del 

semlespaclo. Dicha superposición de soluciones particulares se hace en 

términos de ecuaciones integrales de Fredholm de primera especie. Se 

presenta en cada caso la expresión del error cuadrático y se indica que 

se busca la solución que lo hace mínimo. 

2.1 Incídencia de ondas SH 

En la propagación de ondas armónicas SH, los desplazamientos en la direc-

ción de z (fig 1) satisfacen la ecuación de Helmholtz 

92u 	82u
z 

	

2 	u z = 0 	 (1 
8x2 	8y2 	

+ k
5  

donde k$ 
 4 

 W/0 4  número de onda 5, w = frecuencia circular, 0= brp7p—  = ve-

locidad de propagación de ondas S, p = módulo de rigidez al cortante y 

p = densidad del medro. La dependencia con respecto al tiempo está dada 

por exp(iwt), donde i = /T, y t = tiempo. 



La condición de frontera libre implica que en la superficie libre 

z 
Du 

a 
 y1 tz  = 	= O 	 (2) 

donde tz 
= componente de esfuerzo en la dirección z y n = vector normal a 

la superficie del semiespacio o a la frontera del cañón (fig 2). 

Considérese una onda plana de amplitud unitaria que asciende hacia la su-

perficie del semiespacio elástico 

u(I) = exp iw(t 	
x 	y 
cx y 

donde cx  = a/sen O, c
Y 
 = 0/cos O y 6 = ángulo de Incidencia (fig 3). Pa-

ra satisfacer la condición de frontera libre en y = O, se deberá tener 

una onda reflejada dada por 

u(r) = exp iw(t 	);,1- 	 (4) 
"x ~y 

(0) 
La solución de campo libre, en ausencia de irregularidad, uz 

=u 	+u(r)  
z =u(i)+u(r) 

puede escribirse como 

wy 
2 cos (—) exp iw(t uz(0) 
	y 	 cx 

Supóngase que la solución, incluyendo la Influencia de la topografTa,tiene 

la forma 

(0) 	(d) 
U = U + U

2  

donde u(d) = desplazamientos debidos a las ondas difractadas. Supóngase 

que u (df puede expresarse como un potencial de capa simple (47) en una 

curva interior C; entonces 

(d) 
• u(d) (P) 	f(Q ) G(P Q) dS Q  (7) 

donde Q e C, P e E U @E (fig 4), f(Q) = densidad de capa simple, una 

función que se determinará a partir de las condiciones de frontera, y 

6 

(3) 

(5)  

(6)  



G(P,Q) = función de Green para el punto Q en el semiespacio, esto es, 

G(P,Q) satisface 

2 	2  

	

(111T 	k2) G (P,Q) 	" 1( (77" 	701) 
	

(8) 

con la condición de superficie libre 

ac 
ay = 0 

donde 6(.) = función delta de Dirac, 7= vector de posición del punto P, 

y 70  'u vector de posición del punto Q. 

La función de Green esta dada por 

, 	1 

	

G(P,Q) 	24-9(12)(ksri) + Ho 
(2) 

 kksr2)/ e iwt 
	

(9) 

donde H
(2)

(.) = función de Hankel de la segunda clase y orden cero, o 
r
1 

m PQ = distancia entre P y Q, r
2 
= Pe= distancia entre P y Q', Q' es 

el punto imagen de Q en el semiespacio superior. La ec 9 constituye una 

&ente de ondas SH en el punto Q; más precisamente las funciones de Hankel 

representan ondas SH cilíndricas que se propagan al infinito con velocidad 

0 y satisfacen la condición de radiación de Sommerfeld (43). 

De las ecs 6 y 7 se puede escribir 

' 	u
z
(P) = u(°)  (P) 	f f(Q) G(P,Q) dS 	 (10) 

donde P c E U DE. Sustituyendo la ec 10 en la 2 para P c DE se obtiene 

Ou(0)(P) 

	

f f(Q)  "(P,Q)  dS 	z 	
P c DE 	 (11) 

	

an 	
Q DnP  

donde n = vector normal a la frontera aE en el punto P. Se trata de una 

ecuación integral de Fredholm de primera especie en la función incógnita 

f(Q),  

7 

en Y 

Para evitar dificultades numéricas debidas a la posible coincidencia de 
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k
S 
 con los eigenvalores de un problema interior en la región limitada por 

C y r (Apéndice B), la solución se obtiene en el sentido de mínimos cua-

drados, esto es, una solución para la cual el error medio cuadrático 

(d) 
au (d)(P) 

anP  

au(0)(P) 

anP  DE 
dS 
	

(12) 

sea mínimo. 

2.2 Incidencia de ondaz P o SV 

Para formular el problema de propagación de ondas armónicas P o SV consi-

dérense los potenciales usuales 4,  y IP (10), que satisfacen la ecuación de 

Helmholtz 

1.1. a20 2 

aX2 	 + kp 	11  o (13) 

a211,   - 	k2 	a o 	 (14) 

BX2 	aya 	 S 

donde k 	ida m numero de onda P, a = i(X+2p)/p m velocidad de propaga-

ción de ondas P y X = constante de Lamé, Los desplazamientos u
x 
 y u

y 
 en 

términos de 4  y 1) están dados por 

o 

	

ao 	8  u) x 	ax 	ay 

	

Bicl 	DO 
uy  m 

ay 
 + ax  

Los esfuerzos en el medio pueden escribirse como 

au 	au 

	

ax 
= (X+211) 	_+ x 

au 	 au 

ay 
= x 

ax
x + (X1-211)

'171f- 

Du 	au 

= 4 (DYX  xy 

(15)  

(16)  

Las condiciones de frontera libre implican que en la superficie libre 



t
x 

= a
x 

cos en 	Txy  sen O
n 

= 0 	 (20) 

t
Y 
 = T

xy 
 COS en 	ay  sen O

n 
= 0 	 (21) 

donde t
x  ty 

 = componentes de esfuerzo en las direcciones x, y respecti-

vamente, en  = ángulo medido de la dirección positiva dtll eje x al vector 

n (f 1g 2).. 

Los potenciales
(o) y IP

(o) 
de la solución de campo libre, omitiendo el 

factor exp(iwt), pueden escribirse como 

(0)=A
1 
 exp [- I kp  (x cos e-y sen e) i+A2expí- I kp(x cos e+y sen e)] 	 (22) 

(o)
=Bi exp[-Iks (x cos f-y sen f)] +132exp[- I ks  (x cos f+y sen f)) 	(23) 

donde A
l' 

A
2 

= amplitudes de las ondas P incidente y reflejada, B
l'  B2 

 =am 

plitudes de las ondas SV incidente y reflejada, y e,f = ángulos de inciden 

cia y reflexión (fig 5). Para ondas incidentes P es claro que Bl  = O. 

Con objeto de lograr que a
y 

=OyT
xy 

 =OenymeOlas amplitudes de las 

ondas reflejadas deben satisfacer las relaciones 

A
2 g=  4 tan e tan f - (tan2  f 	1) 2  

Al 	
4 tan e tan f + (tan2  .f 	1)2 (24)  

B
2 = 	4 tan e (tan2  f 	1)  

(25)  
B

1 	
4 tan e tan f+ (tan2 f- 1)2 

De manera similar, para ondas incidentes SV (Al  = O) las expresiones co-

rrespondientes para amplitudes de las ondas reflejadas son 

A
2 4 tan f (tan2  f 	1) 

B
1 
 =  4 tan e tan f + (tan2  f - 1) 2  

B
2 4 tan e tan f 	(tan2  f - 1) 2  

B
1 

= 14 tan e tan f + (tan2  f 

(26)  

(27)  

La relación entre los ángulos f y e está dada por cos f = (0/a) cos e. 

9 
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Supóngase que la solución, incluyendo las ondas difractadas por el cañón, 

tiene la forma 

u =  u(0) 	u (d) 
	

(28) 

u (d) 	(d) 
u

(d)IT 
donde u = [u , u Ir, u (49)  = ru(o), u(°)1T, 	' [u .1 	• 
(0) "(0) x  Y 	

x 	Y 	
x  ,  

u 	u 	= desplazamientos de la solución de campo libre en términos 
x 

(0)Y 
 ,(0 

de 4 	y ti'd' I , y u
(d)

, u
(d) 

= desplazamientos debidos a las ondas difrac x 	Y-- 
tadas en términos de potenciales difractados O

(d) , 1;i (d) . 

Extendiendo las ideas del caso SH se tiene que 

4,0), 
y 	‘P, m 	9(001(P#Q)d5n  + f h(Q) 2(P,Q)dSci  

C
1 	

C
2 

(29) 

(d)(P) 	f g(Q)yP,Q)ds, + 	h(Q)';)2(P,OdSQ 	 (30) 
C
1 	

C
2 

donde P e E U DE, Q e C
l 	

Q e C
2 

(fig 5), g(.), h (') = densidades de 

capa simple, funciones desconocidas por determinarse, 01 ,Vi1  = potenciales 

para una fuente lineal de ondas P y 
cl2'2 

4 potenciales para una fuente 

lineal de ondas SV. En el Apéndice C se dan las expresiones para ;5
1

,14) 2' 
01  y 02  y se describe brevemente el procedimiento para su uso numérico. 

Sustituyendo las ecs 29 y 30 en las 15 y 16 y tomando en cuenta la ec 28, 

se obtiene 

u(P) cr u
(o)

(P) + 1 9(Q) u (1) (P,OdS + f h(Q) u(2) (P,WdS 	(31) Q C Q 
 

dondePeEUDE, u(1) (P,Q), u
(2)

(P,Q) = vectores de desplazamiento en el 

punto P debidos a fuentes unitarias de ondas P y SV respectivamente, loca 

lizadas en el punto Q. Para el vector t = ft
x'

t
y
j 1" puede escribirse una 

expresión similar y para P e DE, la frontera del cañón, las ecs 20 y 21 

conducen a 

1 g(Q)t(1)(1) 4.)dS + f h(4)t(2)(P,Q)dS = -  t
(o)

(P), P e aE 	(32) 
" 	 C

Q 
2 	

" 

Esta expresión constituye un sistema de ecuaciones integrales de Fredholm 
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de primera especie. 	Como en el caso SH, se resuelve el sistema de manera 

que el error cuadrático 

i t(d)(p) 	t(0)(p)12 dsp  

8E " 
(33) 

sea mínimo. En la expresión 33, t
(d) 

= vector esfuerzo debido a las on-

das difractadas. 



3. 	SOLUCION NUMERICA 

En la solución numérica se empleará discretización puntual con fuentes li 

neales, y para satisfacer las condiciones de frontera, se emplea un crite 

rio de colocación y mínimos cuadrados. El énfasis se pone en la represen 

tación del campo más que en la solución de las ecuaciones integrales mismas. 

3.1 Ondas SU 

Sea f(.) de la forma 

M 
f(Q) = E fm  6(1Q - 	 gm  c C  

m=1 
(34) 

donde M = número de fuentes SH de amplitud fm  en puntos gm  e C, y 15(.)=fun 

clón delta de Dirac. Asf las ecs 10 y 11 se pueden escribir como 

Y 

uz (P) = uz (0)  (P) + E f G(P,Q) 
m=1 m  

aG(P, qm ) 	auM (P) 
E 

m=1 f
m 	an 	 an

P  

(35)  

(36)  

Para encontrar las M incógnitas fm , m = 1,2,...,M impóngase la condición 
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de la ec 36 en L puntos Ps,  de la frontera del cañón; asT 

áG(P #11 , Qm) 	
al  (o) 	) 

E f  	 1921.. pi. 	 (37) Dn
P£ 

M=1 M 	
hpt 

Esta expresión representa un problema estándar de álgebra lineal de L 

ecuaciones con M incógnitas. Si L = M el sistema está completamente de-

terminado, pero la solución sólo satisface la condición de frontera en L 

puntos de colocación en la superficie del cañón y se requieren valores de 

L y M muy grandes para lograr soluciones aceptables. No obstante, hacien 

do L > M, esto es, sin modificar el número de fuentes se aumenta el nú 

mero de puntos de colocación, se introduce más información de la frontera 

y se.resuelve el sistema de manera que el error cuadrático sea mínimo. El 

sistema de ecuaciones de la ec 37 puede escribirse como 

[Alm} {fin} 	{b 
	

(38) 

La solución que minimiza el error cuadrático (Apéndice D) se obtiene de 

resolver el sistema 

 

T 	 r 	1T r 

 

 

(39) 

   

   

I 
donde [A* j

T 
 = transpuesta conjugada de la matriz de coeficientes y 

[w) = matriz diagonal de pC404 para cada ecuación. El sistema resultante 

es de orden M x M. 

Una 	vez obtenidos los valores de f 
m 
 , m = 1,2,...,M, la ec 35 permite cal-

cular el desplazamiento en cualquier punto de la región E y su frontera. 

La solución de la ec 39 es la equivalencia discreta de la obtención del 

mínimo en la expresión 12. En el Apéndice E se describe el programa para 

calculadora digital que se ha elaborado para realizar los cálculos. 

3.2 Onda4 P o SV 

Sean g(.) y h(.) de las formas 

g(Q) = E gm  6(1Q-Qm1) 	Q,Qm  E 
m=1 - 

(140) 
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N 
h(Q) = E h (5(1 1:1-Qn 1) n=1  n 

Q,Qn  e C2 	 (41) 

donde M = número de fuentes de ondas P con amplitud gm  en puntos 
Qn 
 c C 

N = número de fuentes de ondas SV con amplitud hn  en puntos Qn  c C2, y 

d(i) = función delta de Dirac. Las ecs 31 y 32 quedan 

(0) 	ti 	(I) 	
N 	(25  

10)=1 	(P)+ E g u 	(P,;1)+ E h u' "(P,Qn) 	 (42) 

	

mm1 m" 	 n=1 n" 

Y 

1g t(1)(P,Qm)+ 	hnt(2)(P,Qn) = - 1(49)(P) 	 (43) 
m=1 m" 	 n=1 

Al Imponer la condición de la ec 43 en L puntos Pt  de la frontera 13E, se 

obtiene 

(2)(p  1 	1(1)(p n 	N E ht 	 t
(0)
P, k= 12...L 	(44) 94 	2,

,  

m=1 
	 fin}  n=1 

n 
 z 	

p  cln) 	
( 41) 

que es un sistema de 2L ecuaciones con M + N incógnitas. Se toma 2L>M+11 

y se resuelve como antes en el sentido de mínimos cuadrados. .Conocidos 

gm, m = 1,2,...,M, hn, n = 1,2,...,N la expresión 42 permite calcular los 

desplazamientos en cualquier punto de la región E y su frontera. Los cél 

culos numéricos se hacen con un programa que se describe brevemente en el 

Apéndice E. 



4. 	RESULTADOS 

Para apreciar la precisión del método, se han calculado desplazamientos 

en puntos de la superficie libre de un cañón con sección semicircular cuan 

do Inciden ondas planas SH con diferentes ángulos de incidencia y frecuen 

cias normalizadas 

k a 
S 	2 a 

n w  • 1T' '7' 

donde A m longitud de la onda incidente, a = radio del cañón y n = rela-

ción del ancho del cañón a la longitud de onda incidente. 

En las tablas 1-3 se presentan las partes real e imaginaria de u2  para 

n = 0.5, 1.0, 2.0, y 0 = 30°, 60°, 90°, En los cálculos se han usado dis 

tintos valores de M, el número de fuentes SH. En dichas tablas se presen 

tan, a manera de comparación, los valores exactos calculados con la solu 

ción de Trifunac (46). Se usó una semicircunferencia con radio 0,8a como 

curva Interior C y se tomaron 99 puntos de colocación en la frontera. 

Puede apreciarse la convergencia de las soluciones a medida que el número 

de fuentes aumenta. 

El método se ha aplicado también para estudiar incidencia de ondas SH en 

un cañón semiellptico (39); la concordancia observada con la solución 



exacta (50)es excelente. 

La fig 7 muestra las partes real e imaginaria del campo difractado (d) 

en una porción de la superficie de un cañón triangular para dos diferentes 

profundidades, ángulo de incidencia O = 	45° y frecuencia norralizada 

n = 0.1/n. Estos resultados se comparan con los obtenidos por redio de 

ajuste .de desarrollos asintóticos (32). Las curvas muestran tendencias 

similares; la concordancia en el caso del cañón poco profundo es bastante 

buena. Aunque no se puede asegurar que la solución, empleando desarrollos 

asintóticos ajustados, sea exacta para n = 0.1h, el error en el campo to 

tal es pequeño. 

En las figs 8-10 se exhiben las amplitudes luz ' en la superficie de un ca 

ñón triangular con taludes a 45* y ancho 2a, para n = 0.25, 0.5, 1.0 y 

0 m 0° , 45°, 90°. Se colocaron fuentes a lo largo de líneas paralelas a 

los taludes separadas de estos una distancia 0.07a. Se tomaron 99 puntos 

de colocación en la frontera. El vértice del triángulo se ha suavizado 

con un segmento de circunferencia tangente a los bordes. 

Para el mismo cañón triangular la fig 11 muestra la comparación de resul-

tados obtenidos con el presente método y con el método del elemento fini-

to usando fronteras activas eficientes (3) para dos frecuencias normaliza 

das i1 = 0.25, 0.5 e incidencia vertical. En la misma figura se aprecia 

el tamaño relativo del dominio discretizado. La concordancia entre las 

soluciones es satisfactoria. 

Para ondas incidentes P y SV se han calculado los desplazamientos horizon 

tal y vertical. Se han tomado en cada caso una longitud de onda inciden-

te A = 47ra y tres diferentes ángulos de incidencia O = 0°, 300 , 60' 

(O = 90° - e para ondas incidentes P y O = 90° 	f para ondas incidentes 

SV). En todos los casos se usaron 15 fuentes de 50 puntos de colocación 

en la frontera. Las curvas C
1 

y C
2 

fueron semicircunferencias con radios 

0.6a y 0.7a respectivamente. Se supuso X = yílo que da un módulo de 

Poisson de 0.25. Las figs 12 y 13 presentan las amplitudes normalizadas 

de los desplazamientos horizontal y vertical. 

16 



17 

En la fig 14 se muestran tarbién amplitudes normalizadas de los desplaza 

mientos vertical y horizontal en la superficie de un cañón triangular, de 

ancho 2a y profundidad h = 0.62a, ante incidencia vertical de ondas P con 

dos diferentes longitudes de onda A = 4h, 10h. Se usaron 17 fuentes en to 

tal y 50 puntos de colocación en la frontera. 

La influencia de la pendiente en el espectro de amplitudes se Ilustra en 

las figs 15 y 16 para cañones senoidales y triangulares, respectivamente, 

con distintas profundidades. Se consideraron ondas SH de incidencia ver 

tical y se mantuvo la longitud de onda A = 5h, donde h = profundidad. En 

estos casos se usaron 19 fuentes y 99 puntos de colocación en la frontera. 

Como antes, se ha suavizado el vértice en los cañones triangulares. 

Las tendencias generales en amplificaciones y reducciones previamente ob-

servadas para otras geometrías (5,46,49,50) se presentan también en caño-

nes triangulares ante Incidencia de ondas SH y P, y para el cañón semicir 

cular cuando Inciden ondas P y 5V. Para el Intervalo de los parámetros 

considerado, en general se aprecian reducciones en el fondo y amplifica-

ciones en los bordes para Incidencia vertical. 

A medida que el ángulo de incidencia aumenta, el cañón actúa más como una 

barrera de ondas sísmicas, pudiendo notarse reducciones en uno de los bor 

des y grandes amplificaciones en el otro. Este efecto de barrera se in-

crementa para cañones profundos y, especialmente, para altas frecuencias. 

En las tablas 1-3 se pueden apreciar amplificaciones cercanas a 100 por 

ciento en un borde del cañón semicircular. Dicho borde, para altas fre-

cuencias, tiende a comportarse como el vértice de un cuarto de espacio, 

lo que explica la amplificación observada. En un trabajo reciente (33) 

se han encontrado, ante incidencia de ondas SH, amplificaciones superiores 

a 100 por ciento en uno de los bordes de un cañón con sección rectangular. 

Ante incidencia de ondas P o SV el efecto de barrera es notable; para la 

longitud de onda estudiada se encontró una amplificación superior a 100 

por ciento en el movimiento horizontal de uno de los bordes del cañón se 

micircular en el caso de incidencia de ondas P a 60'. En el caso SV la 

amplificación apreciada fue de 60 por ciento en uno de los bordes. En el 

fondo se encontró una reducción de 80 por ciento. En ambos casos los des 



plazamientos horizontales son los que experimentan mayores variaciones. 

La influencia de la profundidad del cañón es significativa. Este efecto 

se aprecia en las figs 15 y 16 donde las reducciones aumentan con la pen 

diente. 

Los errores en las soluciones calculadas para ondas SH no exceden de 1 

por ciento. Esto se logró modificando el numero de fuentes y puntos de 

colocación hasta alcanzar convergencia. El número de fuentes necesario 

en el rango de frecuencias estudiado es aproximadamente 10 -I. 3n, donde 

n = frecuencia normalizada. 

Para ondas P o SV no pudo obtenerse una regla empírica semejante. Los 

cálculos son largos y emplean un tiempo de máquina que, por el momento, 

hace prohibitivos los experimentos numéricos. No obstante, en las solu 

clones calculadas los errores relativos para los esfuerzos no exceden a 

10 por ciento y los desplazamientos calculados con más fuentes no indi-

can diferencias significativas. Debe notarse que estos resultados se re 

fieren a frecuencias bajas. 

La forma de las curvas en que se localizaron las fuentes fue en todos los 

casos la misma que la de la frontera. Unas pocas experiencias numéricas 

permitieron definir distancias medias entre las curvas y la frontera para 

las que los resultados eran aceptables. Definir los valores óptimos para 

dichas distancias requerirá escrutinio adicional. 

Las formas oscilatorias de las funciones de Hankel y de la excitación, 

hacen pensar que el criterio de colocación y mínimos cuadrados podría dar 

lugar a grandes variaciones de la solución en los segmentos comprendidos 

entre puntos de colocación. En efecto, esto ocurre particularmente para 

altas frecuencias. Sin embargo, debe notarse que esta dificultad también 

se presenta en otros métodos al integrar sobre la frontera ya que, estan 

do las funciones de Hankel involucradas, necesariamente la integración 

debe ser numérica. El procedimiento usado es equivalente a Integrar con 

una regla trapezoidal o, usando factores de peso apropiados en los puntos 

de colocación, con una regla parabólica de Simpson. En la fig 17 se exhibe 

18 
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la variación del error absoluto entre tres puntos de colocación situados 

en el fondo del cañón semicircular, para ondas incidentes SH con e = 30°. 

Las variaciones que se muestran ahí son típicas entre puntos de colocación. 

Puede apreciarse que los errores máximos aumentan sensiblemente de manera 

exponencial con A/A, donde á = longitud de la frontera entre puntos de co 

locación y A = longitud de onda Incidente. Para mantener errores Inferio- 

res a 0.01, .61/A 	0.15 es una regla conservadora. 



5, 	EXTENSIONES Y APLICACIONES 

Se ha aplicado con éxito una extensión del método para determinar ampli-

ficaciones en la superficie de depósitos aluviales ante incidencia de on 

das SH (36). La extensión consiste en establecer para los problemas ex 

terior e interior representaciones del campo similares a las empleadas 

aquí y construir un sistema de ecuaciones integrales al imponer las con-

diciones de continuidad y equilibrio en la interfase. La fig 18 muestra 

la definición de las curvas y regiones de los problemas exterior e inte-

rior para esta extensión, La concordancia con soluciones analíticas pa-

ra depósitos semicircular (44) y semiéliptico (51) es excelente (36), De 

manera similar se podría tratar difracción por topografías salientes, 

El método puede usarse para estudiar las amplificaciones en depósitos alu 

viales y, con algunas modificaciones, empujes dinámicos en muros de reten 

ció', ante incidencia de ondas P o SV, Para este mismo tipo de incidencia 

se podrían calcular presiones hidrodinámicas en presas considerando inte-

racción agua-vaso, podría validarse la solución aproximada que se ha obte 

nido para un depósito con sección semicircular ante incidencia vertical 

de ondas P (34). 

El estudio de la difracción de ondas SH por túneles es factible de inme- 
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dlato (37). La aplicación del método permitirá obtener soluciones para 

factores de concentración de esfuerzos en túneles a distintas profundi-

dades e investigar los efectos de las reflexiones en la superficie. Ppa 

rentemente para este problema no hay soluciones analíticas publicadas. 

Con algunas modificaciones al método se estará en condiciones de analizar 

túneles con recubrimiento. 

En problemas bidimensionales de interacción suelo-estructura el método se 

podría aplicar para Investigar la influencia de la forma de la base. Exis 

ten soluciones analíticas para bases rígidas con secciones semicircular y 

semiellptica (45,21). La comparación con ellas permitiría apreciar la bon 

dad del método. 

El método parece ser particularmente apropiado para resolver la ecuación 

de Laplace en dos dimensiones (38). Falta, sin embargo, demostrar sus ven 

tajas sobre otros procedimientos. 

El método presentado comparte las ventajas de los métodos de integrales de 

frontera, se reduce en uno la dimensión del problema, sin algunas de sus 

dificultades; como el tratamiento explícito de las singularidades. La re 

ducción de las dimensiones hace que el método sea más eficiente que otros 

en los que se discretiza el dominio. La ventaja se acentúa si la única 

frontera que hay que discretizar es la de la irregularidad. 

Debido a que cada fuente lleva consigo Zu singularidad, el método es una 

herramienta versátil y permite, por ejemplo, el tratamiento de difracción 

por túneles, cosa que no es posible con métodos que mantienen las singu-

laridades en la superficie. 

El método es limitado para muy altas frecuencias debido a que habría que 

usar un gran número de fuentes. El empleo de aproximaciones asintóticas 

permitirla reducir esta desventaja. Por otra parte, la definición de las 

distancias óptimas entre las fuentes y la frontera depende de cada proble 

ma particular. No se dan aquí reglas precisas; estas dependen de los cri 

terios de convergencia y de las características del problema. Unas pocas 

experiencias han sido suficientes para los casos analizados, 



6. 	CONCLUSIONES 

Se ha desarrollado un método para resolver el problema de difracción de 

ondas sísmicas planas por cañones de forma arbitraria. El método se basa 

en el principio de superposición; se combinan soluciones particulares para 

formular ecuaciones integrales de Fredholm. Con objeto de trabajar con 

núcleos regulares se seleccionan curvas de integración fuera de la fron-

tera. 

La discretización con fuentes lineales y el criterio de colocación y mina 

mos cuadrados simplifican el tratamiento numérico y conduce a soluciones 

estables y precisas. 

Se han obtenido soluciones para distintas geometrías en las que se aprecian, 

en general, reducciones en el fondo para incidencia vertical. Ante inci-

dencia oblicua se encontraron grandes amplificaciones en un borde y reduc-

ciones en el otro. Este efecto de barrera debe tomarse en cuenta en dise-

ñó de puentes, o presas pues los movimientos de sus apoyos pueden presentar 

grandes diferencias. 

Se han discutido extensiones y posibles aplicaciones del método. Este pro 

mete ser una herramienta útil para tratar algunos problemas de difracción 

en elastodlnámica y en otros campos en que se pueda construir una función 

de Green o soluciones equivalentes. 
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Fig 1 . Tipos de ondas planas y ejes de referencia 
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Fig 2. Geometría del problema 

Fig 3. Ondas SH incidente y reflejada, solución de campo libre 

Fig 4. Definición de las regiones R y E y las curvas c,r y aE 
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Fig 5. Ondas P y SV incidentes y reflejadas, solución 
de campo libre 

3-t 

dE 

Fig 6. Definición de la región E y las curvas C1, C2 y aE 
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Fig 8. Amplitudes del desplazamiento u2  en la superficie de un cañón triangular 
con taludes de 45° para diferentes ángulos de incidencia 8. Frecuencia 
normalizada ir= 0.25. Incidencia de ondas SH 
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Fig 9. Amplitudes del desplazamiento uz  en la superficie de un cañón triangular 
con taludes a 45° para diferentes ángulos de incidencia 8. Frecuencia 
normalizada 77 .---. 0.5 . Incidencia de ondas SH 
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Fig 10. Amplitudes del desplazamiento uz  en la superficie de un cañón triangular 
con taludes a 45° para diferentes cíngulos de incidencia 8. Frecuencia 
normalizada 77 1.0 . Incidencia de ondas SH 
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Fig U. Comparación de las amplitudes de los desplazamientos obtenidos con el 
método presentado y con el de elementos finitos con fronteras activas 
eficientes (3). Incidencia vertical. ir, 0.25,0.5 
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Fig 12. Amplitudes normalizadas de desplazamientos vertical y horizontal 
en un cañón semicircular. Incidencia de ondas P, longitud de onda A:4 va 
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Fig 13. Amplitudes normalizadas de desplazamientos vertical y horizontal 
en un cañón semicircular. Incidencia de ondas SV, longitud de onda A=471-0 



Fig 14. Amplitudes normalizadas de desplazamiento vertical y horizontal 
en un cañón triangular ante incidencia vertical de ondas P 
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Fig 15. Amplitudes del desplazamiento uz  en la superficie de cañones senoidales 

con diferentes profundidades . Incidenci 	tical de ondas SH a ver  
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Fig 16. Amplitudes del desplazamiento uz  en la superficie de cañones triangulares 
con diferentes profundidades. Incidencia vertical de ondas SH 
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Fig 17. Variación típica del error absoluto , calculado como la diferencia entre 
la solución numérica y la exacta en valor absoluto, entre puntos de 
colocación para distintos valores de A/A 
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Fig 18. Regiones R y E y curvas aE,Cof C2 . Cl  y C2  se usan para la 
representación en el exterior y en, el interior , respectivamente 



h 1 11 LínTrn 	1) v., I, v-; n v! inM d 

1tii.P,k.*:1.) 	Y 

APENDICE A. 	NOTACION 
	

h1011.1...»,› 17,u. 1.1 V.k.f::t11.,i",,, ) 11r. 

En este escrito se emplean los siguientes símbolos; 

[A] 	= matriz de coeficientes complejos 

Al'A2 	= amplitudes de onda P incidente y reflejada, respectivamente 

a 	w mitad de ancho del cañón, radio del cañón semicircular 

6
11

B
2 	

m amplitudes de onda SV incidente y reflejada, respectivamente 

{b} 	- vector de términos independientes 

C
l'
C
2 	

mi curvas Interiores 

C 	da curva interior 

c
x
m'Usen° si velocidad aparente en x 

c
y
=Bicos() ga velocidad aparente en u 

E 	ii semiespacio con Irregularidad 

e,f 	g. ángulos de incidencia o reflexión, ondas P o SV 

f(') 	ge densidad de capa simple 

fm 	
m coeficiente 

G 	als función de Green 

g (e) 	0 densidad de capa simple 

gm 	mi coeficiente 
H(2)(.) 	la función de Hankel de segunda especie y orden cero 

7 11e) 	= densidad de capa simple 

h
n 	

ga coeficiente 

h 	im profundidad del cañón 

I . /rr . unidad Imaginarla 

k 	= número de onda 

k
S 	

wa m numero de onda S 

k
P 
 = wia - número de onda P 

L 	me número de puntos de colocación 

t,m,n 	=, sublndices 

M,N 	= números de fuentes 

n 	= normal a la frontera o a la superficie del semiespaclo 

P 	m punto en E o en la curva DE 

P
SI, 	

= punto de colocación en la curva DE 

Q 	la punto en la curva C 



QI 	= imagen de Q 

Q1m,(In 	
= puntos que definen la posición de fuentes 

r
1 	

m distancia de P a Q 

r
2 	

ma distancia de P a Q' 

r 	m vector de posición del punto P 

ro 	sa vector de posición del punto Q 

t 	m tiempo 

tx'ty,tz
m componentes del vector esfuerzo 

Im[t ,t ]T= vector esfuerzo plano (vep) 
/11x y 

t' ' 	= vep debido a-una fuente de ondas P 

t(2) 
	

= vep debido a una fuente de ondas SV 

e(o) 	m vep de campo libre 
i(d) 	

= vep difractado 

u
x 
 ,u

y 
 ,u
z 
 m componentes del vector desplazamiento 

um[u ,u ]T= vector desplazamiento plano (vdp), caso P o SV 

i(0)x y m solución de campo libre, caso SH 
td) 

uz 	I= solución difractada, caso SH 

u(0) mi vdp de campo libre 
i(d) 
	- vdp difractado 

1141 	= matriz diagonal de pesos 

x,y,z 	mi coordenadas cartesianas 

a 	ge velocidad de ondas P 

0 	 mm velocidad de ondas S 

A 	= distancia entre puntos de colocación, medida sobre DE 

6(') 	= delta de Dirac 

E 	= pertenece a, está en 

n 	. frecuencia normalizada 

O 	= ángulo de incidencia 

O
n 	

= ángulo medido de la dirección positiva de x al vector n en sen 
tido antihorario 

A 	m longitud de onda incidente 

X 	= constante de Lamé 

U 	mm constante de Lamé 

P 	= densidad del medio 

componentes del tensor esfuerzo ax,C1 T
xy 



potenciales de ondas P y SV respectivamente 

potenciales de campo libre 

potenciales de una fuente de ondas P 

potenciales de una fuente de ondas SV 

potenciales difractados 

frecuencia circular 

frontera del cañón 
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320 	a20 	2  
517 	vil-F+k0-0 en R 

O 
	

en C 

an 
u 	 en r 1 

APENDICE B. PROBLEMA INTERIOR EN EL CASO SH 

Para Investigar las condiciones para las cuales la solución de la ec 11 

no es única, se buscarán las soluciones no triviales del problema homo-

géneo 

I 01) aG(P 	dS m 0, 	P c aE C 
	anp 	Q  

Sea O la solución de la expresión 

a20 	920  

+ 	+ k20 mg O 
9)(2 	Dy2  

(BO 

(B2) 

en la región R, limitada por C y r (fig 4). Aplicando el teorema de 

Green (43), para un punto P fuera de esta región, se obtiene 

( 
at(Q)  ,Q)- 0(Q)--7nQ  ---L----"(")  } dS(1  m O 

cur "Q 
(B3) 

Sea O m O en C y a$/an - O en r; esto es, $ es una eigenfunción del pro-

blema 

(84) 

Además, por construcción 

aG(P,Q)  . 0  
an 

en r 	 (B5) 

Entonces, de la ec B3, para P fuera de R se obtiene 

D(50)  G(P,Q) dS
Q 	

0 	 (86) 
C v"Q 



Para P c aE, de la ec 66 puede escribirse 

h(Q) 	aG(P,Q) dS gz C  vnQ  anp  Q (67)  

Esto es, hay soluciones no triviales f(Q) 	a4 (Q) Q  cuando k
S  coincide 

con los eigenvalores k del problema definido por las ecs B4. 

En particular, cuando R es un semicírculo con radio ao  los eigenvalores 

están dados por 

k
m,n 	

_Jmon 
ao 

(68)  

donde jm,n 	n-ésima raiz de la ecuación Jmi(j) 	0,.Jm(s) in función de 

Bessel de primera especie y orden m, m ig 1,2,..., y n R  1,2,... 

Dada una región arbitraria, existe una secuencia infinita de eigenvalores 

k para los cuales el problema de las ecs 64 tiene una solución continua 

(43). 

Cuando kS  coincide con, o esté cercano a los eigenvalores del problema in 

terior definido en las ecs B4, surgen dificultades numéricas debidas al 

mal condicionamiento de la matriz de coeficientes. Esto puede evitarse 

modificando la selección de la curva C; el problema interior cambia y tam 

bién los eigenvalOres, removiendo la singularidad del operador en la ec 11. 

Para evitar este cambio pueden usarse dos curvas, dfgase C y C'. y obtener 

la solución en el sentido de minimos cuadrados. 
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APENDICE C. EXPRESIONES PARA FUENTES DE ONDAS P o SV 

En este apéndice se presentan las expresiones de los potenciales para fuen 

tes lineales de ondas P y SV respectivamente y se aplica el método de Aki 

y Larner (2) para la discretización de las integrales. Pueden encontrarse 

detalles adicionales en el trabajo de Bouchon y Aki (6). 

Los potenciales (11  y 01  para una fuente lineal de ondas P puede escribirse 

como (19,20) 

Ol mffi(H412) (kpri)-H(12) (ki,r,)}+ f A(k)exp[-lyv]exp[-i(x-xdk]dk 	(C1) P 	,a  

00 

01  m f B(k) exp[-Iyy] exp[-1(x-x0)k] dk 	 (C2) 
1 	mi» 

donde v = 	 Im(v) < O, y = 41171,7 	Im(y) < O, 

r,
y 	

[(X-X0) 2 (ryd2) /2 
 

T
2 
= [(x x0) + (y+yd2] 1/2  

x,y 
	

= coordenadas del punto P 

x Yo,
o  
	= coordenadas de la fuente en el punto Q, 

	

41k2y 	 21k(2k2 	k)  A(k) = 
f(k) exp 
	iyov] 	B(k) = 	

F(k) 	
exp [-y

o y] 

donde F(k) m (2k2  - k2) + 42
k
vy - función de Rayleigh, y 

H(2)(.) 	m función de Hankel de segunda especie y orden cero. 
o 

Para una fuente lineal de ondas SV se tiene que las potenciales 02  y 02  

están dados por (20) 

CO 

02  m / C(k) exp[-Iyvjexp[-1(x-x0)k]dk 	 (C3) 
.00  

r» 
0 =71.1(H

(2)
(k r )-H

(2)
(k r )) + f D(k)exp[-IyYjexpC-1(x-x)k]dk 	(C4) 2 	o 	S 1 	o 	S 2 	.4» 	

0 
 

• 

• 



donde 

Ck = , 	21k(2k2  kl)  
Fa) 	

ex p H () 	 yoy], Y 
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D(k) Ifik2v  
F-(k) 

exp [-iyoy] 

La radiación armónica de una fuente lineal puede representarse como una 

superposición continua de ondas planas, homogéneas e inhomogéneas. AsT 

los potenciales de las ecs Cl-C4, los desplazamientos o los esfuerzos 

pueden escribirse en la forma 

00 

F(x,y,w) a  f f(k,y) exp[-Ikx] dk 
	

(c5) 

donde la integración es con respecto al número de onda horizontal. Para 

transformar la integral en una suma, considérese un numero infinito de 

tales fuentes distribuidas uniformemente a lo largo del eje horizontal 

x, con igual Intervalo L. La ec C5 queda 

00 	 CO 

	

F(x,y,w) = 1 f(k,y)expf-ikx] E 	exp[ikmq dk 	 (C6) 

como (17) 

2if 
E 	exp [i 	= 	 1(k-kn) 	 (C7) 

n=--oo 

2u donde kn 	L = ---n y d(*) = función delta de Dirac. Entonces de las ecs C6 

y C7 se obtiene 

F (x,y ,w) 	21:r  
CO 

E 	
n. 

f(k
n 
 ,y) exp [-ik x] 

nis-00 
(c8) 

Si la serie converge, puede aproximarse mediante una suma finita 

F(x,y,w) 
N 
E 	f(k 

n
,y) exp[-lknx] 

n=-N 
(C9) 

Para calcular la suma deben quitarse del eje Re(k) las singularidades de 

f(km,y), que en este problema son los ceros de la función de Rayleigh y 

sus puntos de ramificación. Esto puede hacerse dando a la frecuencia 

una pequeña parte imaginaria, esto es 
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w 	wR + lwI 
	 (cio) 

donde WRP w 1 ag partes real e imaginarla de w, con w1 < O. Entonces las 

singularidades quedan en el segundo y cuarto cuadrantes del plano complejo 

k, en una línea recta que pasa por el origen. El uso de la frecuencia 

compleja tiene el efecto de suavizar el espectro y resaltar los primeros 

movimientos con relación a los últimos. Esta atenuación minimiza la in-

fluencia de las fuentes ficticias. 



donde 

A= 

z 

C= 

a,b = 

x,y = 

c,d = 

matriz 

vector 

vector 

partes 

partes 

partes 

Las partes real e 

al sistema Dl son 

APENDICE D. COLOCACION Y MININOS CUADRADOS 

El método de colocación y mínimos cuadrados ha sido aplicado con éxito 

en la solución de problemas de valores en la frontera (25). El método 

consiste en usar un número de puntos de colocación, donde se imponen las 

condiciones de frontera, mayor que el número de parámetros libres de la 

solución aproximada; se obtienen así sistemas de ecuaciones sobredetermi 

nados. La solución se obtiene al minimizar el error cuadrático. Cuando 

se.trata con sistemas complejos se procede de la siguiente manera: 

Considérese el sistema de ecuaciones sobredeterminado 

Az = C 

de coeficientes complejos = a + 1 b 

de incógnitas = x + 1 y 

de términos independientes = c + 1 d 

real e imaginaria de A 

real e imaginaria de z 

real e imaginaria de C 

Imaginarla, respectivamente del vector error asociado 

e l = ax - by - c 
	

(D2) 

c2 in bx - ay - d 
	

(D3) 

Sea E el error cuadrático definido por 

E = e
l 
e
l 
+ e

2 
e
2 
	

(DO 

Las condiciones de mínimo para E son 

aE 
ax 

DE 
ay u  

o 

o 

(D5) 

(DO 
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Sustituyendo las ecs D2 y D3 en D4 y aplicando las ecs D5 y D6 se obtiene 

(aTa + . b
Tb) x a. (a

T
b 	b

T
a) y = a

T
c + b

T
d 
	

(D7) 

(aTb + bTa) x + (aTa + bTb) y = aTd - bTc 
	

(D8) 

lo que es equivalente a la ecuación 

A*
T
A z = A*

T
C 
	

(D9) 

donde A* = matriz conjugada de A. El sistema resultante tiene el mismo 

número de ecuaciones que de incógnitas. 

Si se desea dar peos diferentes a cada una de las ecuaciones del sistema 

de la ec Dl se puede obtener que 

A*
T 

W A z = A*
T 

W C 
	

(Dio) 

donde W le matriz diagonal qué contiene los pesos asociados a cada ecuación. 



APENDICE E, PROGRAMAS PARA CALCULADORA 

En este apéndice se presenta una breve descripción de los programas para 

calculadora digital utilizados. Se definen en cada caso las principales 

variables de entrada y se comentan las características de los distintos 

componentes de los programas. En la fig E.1 se presenta un diagrama de 
6tujo que ilustra un esquema general de los cálculos. Se incluyen lis-

tados de los programas en lenguaje FORTRAN IV, así como resultados de 

una corrida típica. Se utilizó la calculadora digital Burroughs 137700 

del Centro de Servicios de Cómputo de la UNAM. 
•• 

Los progamas calculan los desplazamientos en la frontera del cañón y la 

superficie del semiespacio esto lo hacen en punto4 de contha que se ge 

neran o entran como datos. Para dichos puntos se calculan también los 

componentes de esfuerzo para fines de comprobación. 

E.1 Incídencía de onda4 SH 

El programa para tratar incidencia de ondas SH consta de seis subrutinas 

y un programa principal. 

En la subrutina LECTOR se leen valores para las siguientes variables: 

ING 	m indicador de geometría, Igual a 1,2 o 3 si el cañón es trían 

guiar, cosenoidal o elíptico, respectivamente 

IÑP 
	

Indicador de puntos de control, si es igual a 1 se lee el nti 

mero de puntos de control, sus coordenadas y el ángulo que 

forma la normal con la horizontal; si es 2 genera dicha in-

formación 

N 	 = .número de puntos de colocación en la frontera del cañón 

NF 	= número de fuentes 

GAM 	= ángulo de incidencia, en grados 

CO 	= separación promedio entre las fuentes y la frontera, como 

fracción del semiancho del cañón, a 
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AK1 	lig frecuen¿ia adimensional inicial (AK = ka) 

AK2 	m frecuencia adimensional final  

DAK 	• incremento en la ..frecuencia adimensional 

X1,XL,DX = abscisas inicial y final e Incremento horizontal para loca- 

lizar puntos de control, como fracción de a 

NPC 	= número de puntos de control 

XCX,TC m  coordenadas normalizadas y ángulo en radianes (que forma la 

normal con la horizontal), en un punto de control 

punto de colocación en el que se introduce un pe.4o diferente 

de la unidad 

pe4o en el punto K 

profundidad del cañón como fracción .de a 

EP 	= radio de la circunferencia tangente a los bordes, cañón 

triangular 

Las subrutinas ERREFE y EREFCO son auxiliares en el cálculo de las deri-

vadas en puntos de colocación en la frontera y en puntos de control. 

La subrutina SYM premultiplica el sistema de ecuaciones original por la 

traspuesta conjugada de la matriz de coeficientes. Introduce en el arre-

glo los pe404 requeridos. 

La subrutina SOLUCO resuelve el sistema factorizando la matriz de coefi-

cientes como el producto de dos matrices üdangdaite4, una inferior y 

otra superior. Emplea en la solución dos sustituciones recursivas, una 

hacía ade/ante y otra hacia athd4, respectivamente. La solución queda 

en el vector de términos independientes. 

La subrutina HANKEL calcula las funciones de Hankel de segunda especie, 

de órdenes cero y uno. Dicha subrutina es una adaptación para argumentos 

reales de la versión desarrollada por Waas (47). Se emplean las expre-

siones para los desarrollos asintóticos de las funciones de Hankel (1). 

El programa principal ordena la secuencia de operaciones y sigue el es-

quema del GUagnama de leujo de la fig E.1. Se imprimen los datos del 

programa, así como el desplazamiento UZ, su anplitud UZR, su fase FASE, 
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la derivada normal DUN y la derivada normal normalizada. Los cálculos 

dependen de la frecuencia adimensional ka. Se toma siempre a = 1.0. 

Los datos se introducen de la siguiente manera: 

Taitieta 	 Vaitiableó 	Campoz 

la. 
2a. 
3a. 
4a. 
5a. .. . . 

(4+NPC)a. 
4a. 
4a. 
5a. 

ING. INP 	 215 
N,NE,GAM,B,C0 	215,3E10.0 
AK1,AK2,DAK 	3E10.0 

NPC 	 15 
XC,YC/TC 	,~ 4. 	 3E10.0 

. 	 . . 	 . 
XC,ItC,TC 	 3E10.0 
XI,XL,DX 	 3E10.0 	} 

EP 	 F10.0 
Como la cuarta cuando INP=1,2 

*si INPz2 

si INP=1 

si ING=1 
• 
• 
• 

Si hay pesos diferentes de la unidad estos se introducen a continuación: 

TaAje,ta 	 VaAíable4 	 C05004 

Tantas como pesos 	K,P 	 15,F10.0 

La última tarjeta de la serie irá en blanco. 

En la fig E.2 se muestra el listado del programa y los resultados de una 

corrida típica. 

E.2 	Incidencía de ondas P o SV 

Este programa consta de doce subrutinas y un programa principal. 

La subrutina LECTOR es una modificación de la correspondipnte del programa 

anterior. Se leen valores para las siguientes variables: 

ING,INP 	indicadores de geometría y puntos dé control, respectivamente 

IND 	a indicador del tipo de onda incidente, si es igual a 1 se tra 

ta de ondas P, si es 2 de ondas SV 

= número de puntos de colocación 
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NFS 	m número de fuentes SV ' 

NFP 	= número de fuentes P  

NINC 	- número de ángulos incidencia 

B 	m profundidad 

COZ 	- separación promedio entre las fuentes SV y la frontera 

COP 	m separación promedio entre las fuentes P y la frontera 

GAM(I) 	m ángulos de Incidencia 

WR 	- frecuencia circular (parte real) 

W1 	m frecuencia circular (parte imaginaria) 

CP 	m velocidad de ondas P 

CS 	- velocidad de ondas S 

AL 	- distancia entre fuentes ficticias 

MSER 	- número de términos en las sumas para los esfuerzos y desplaza 

mientos de las fuentes 

Las variables que se dan a continuación tienen el mismo significado que en 

el caso HS: X1,XL,DX,NPC,XCX,TC,K,P y B. 

ASA es una subrutina para Impresión de matrices. 

En FREE se evalua la solución de campo libre, depende de ID la evaluación 

de desplazamientos (11=1) o esfuerzos (10-2). Se emplean las expresiones 

dadas en el capítulo 2. 

DERS es una subrutina auxiliar en el cálculo de derivadas. 

Las subrutinas ESFP, ESFS, DESPFP y DESPFS calculan esfuerzos y desplaza-

mientos asociados a las fuentes sin considerar reflexiones en la superfi-

cie libre. Se emplean las expresiones del Apéndice D y del capítulo 2. 

COMPLE es la subrutina que calcula esfuerzos y desplazamientos debidos a 

las reflexiones en la superficie' libre. Ahí se agregan esas contribucio-

nes a la matriz de coeficientes. 

SYM y SOLUCO son las mismas que en el programa para ondas SH, excepto por 

modificaciones para incluir varios términos independientes. 



HANKEL es en esencia 

aqui calcula H
(2)

(s) 
o 

la misma subrutina que en el caso SH, salvo pórque 

y su primera y_ segunda derivadas. 
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Los datos entran de una manera similar al caso SH. 

Se calculan desplazamientos vertical y horizontal normalizados con respec 

to al que se tendría en lá solución de campo libre. 

La fig E.3 exhibe el listado del - programa. 
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Fig El . Diagrama de flujo general 
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4 0407704 0.454914 
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1 0.99110; 0441541 3,079193 
2 0.992421 0,122048 3.015303 
3 0442973 0.143750 2,954793 
4 0.949797 0443914 2.495193 
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4 0.932472 0.341242 2.711914 
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14 0.650618 0.759405 2,2,1115 
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20 0.332355 0.943154 1.901594 
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37 '0.650616 0.759405 0,882391 140000 
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.1,01  
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1 GO Te 
GO TO 31 
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dp.11. 
1W51W121.1V415:1551 . 

11? 
DO 7c 121.1. 
isli!TW,121) CIp(A9(P.O.JaIINPIN)) 
FuilmAT(/,'Asi1.3X•010n,4) 
FILTUIth 
ENID 

F.g E. 3. 	(Continacteínt) 

x l:Le.i.u.oe) 

i

)1 % lgxx 	y(Iiirev y/ ic")711,2 e u 
18h5(tt") 1 4 c 1), .( ),Tc 

E 	
LEC FCSOS EN LOS PUNTOS 

4 ellINWSP 

1

0 al2LalPh 

31! 15111111113"1 
FORIA,135,FIC.9) 

51440315d)
113F15+6) 

501 toNtA/W.EarfUlhTES PARA 
*ix. xr5"ilippr5',//} 

pj/PWS015111X,SCIWTS(1) 
504 ori ?NUE 

14X,wris14Xievre17X• 

CC «NTRO. ►  10g2 ethERA PUNTOS OC CONTROL 

oticAs sewhisx,"PoNTo", 

506.19111111011,0517/51 PARA 

507 11111f16.5C5)1,XFPCV•ITP(1) 

wriT1115502) 
50214111A11W35X."PuNTosool/n5X.IPuor,7x09r, 

l81 F8R111 5,13x,I5.4F15.0 
wiltul ts06. 14(1),,,,(1 )4"),Aw 

i02 F U¥t{ 
/.13A.15.2f15.8) 

01441 PIP/Is1SWPUNTO", 



eci.iiiix ?Li.t.,L ,—..---. 
 
n`, 

ccprIcx 1,11,1-:;PSTIPP:12 

5),5YYFIIC5)05XTFA15) 
WwLEX wt,ii.P.%Lolit ,ILítaCe[2sCcr),A242,Y5r. CiP110 Lifit(:),1YítICS),SYXF0( 
liPlit:b/CLCK,),  1 o r‘..,›F t Yrs XP, Yt+ 

WFB[F,11:15e1;1:5119i5"1"Lt"G(5)  
~Chi rafid.? td(int o rlYTI- R,S)TFR 
/WIli101•é5/2"¡IsSIG J ""3•1 4159204 O UNO•C0.091.0) 
00 50 ILeglobibC 
ANGIEgAbGtIGO 
IF(hUSW:(111¿;Eli.^•OhLTille0E°05/00 TO 14 
IrcihLiusizi,L TL 10 
WIlly 2  ; CLuCOSCE) 3 CrINSIGICC 

19 
pu.t,GIur  ) crscoscr; .  ; cuscrtsiG 

14 11/1111542)cc Te 17 
dIVI§ 

61/11052k1C1° 15  
Wall( P1)3CPFLXICOSCAPG)00.0) 

a . uf] Te Ju 
Pa eAl.QP;ysiLCArmitiG2,2ER0 

unkitIA11511l1 1 
by g plal../11 punpel.0) 
gx g h. c :0Y 1 ihc)ticHAF 
piT n V.0 ¿ERG 

I,  io941( 2Y 
atqc.Lp2

P )Ge  li le 
u FMCINC,30:PLX .COUARG),02,0) 
UYFRCINCDRUFe 

la 111,:ggIblz115(ARG)+ZEPO 
Te SO 

YG 1111i:IEll  X 	.e IOP...X(00L,C40) 
11 6111122 

W.Elhlaffidlc1111 
e Te 2 

if lEilllilla:EF:EfliZele  
fts5F/CF 

1 
i/111112);c 
E a mtisO

1:111:fit:292 
TC*AUX cEG 

gl g 4:CsISIALX/ OEN 
l 

il:1/89`5.2  A541190303 ADliceel 1 e2gCCE2 
30 A110,0  1 Bigleo .i —A21400 1 62gCte1 

GO 1 31 

31 	ONT Van 

/ 

EF:11:1 1 11F:Ir:IF 
Ibeenv9i1PMISc"s" 

FIM912'11111111;::1>r) F ILI:ffillIMP:11) 	. 
Fri9lEaPpaI55.Y") 

Et2.2) q,C Te i5 
6.41floalubc*(-rx -F12.Tr.tillitIsiI) iln wspiuuc*tué Fli-t12)-! 1- s 

35 thoihu 
SESCrREALCSLIbSE) 
uta(1 .0! 2.0T1

1

2 ISCS

gy

Cl/5102/CEICE 
wtLaOiAlreCL 1  
sxxrgibreLi

c
AUP1 011•112)42•0 gTrg(psil

1
.ps

(
T2), 

SIV R 11UC guAL
L
12eud

r
in

r
.rit.1

t
2

lsr r2Tr2.0o r(ps11 fps1 1B) 
SOC I

i
E 

2E1V" 

unpflume hen")  rA FE fl/FT résrsurio 

11
111.111MA1111111,44;, : ' 

a E•YE 
CraYreft 

11:18"11:1:1:21 

1114 

4X/115  
WII:FWIFICTU"  
19:04:Flit! 
remr3 - 3/g2 
Fr:IkIl1512 

Ébiusti 

Fig F. 3. (Contintracíón) 



714 SuPRELIII.0 L!FP 
CUPHCh/CV:h/ EI,P2,XF,YFoXP,YP 
CwPrh/Vi›- /vcri. lom2  
coppch /FPC/ 11,1"2,F3prApFtpre.F7pFeirg,r10 
Coilich/LEC/AmP,A1 54h,CtoW PAVAING(5)  
CWIMCP. /PPLr/ SXXP,SYYps5XyF 
copluX 1..G!HIP1.211.a.0  

1111115111151111:1*5111ffillIgh"1"""  

1111Kii/11111)  
AgrAYPer.2  

C411 141:11': Ipl! e 
U salljt.th'eí''.511F5 
UltehtT otY1;"11*Florz  
A t. PAty.CL.A.:,,.A 
WW11:GmAPW:WF1911;  

11111111P1111.illiílI1111:111/S115.24  

blathY/Wt4tUnetAt  
SXYP2,011 CU X Y 

III"  

I
ghE17/05151R2,XF

,YroXPeYP  

0141ch/F ,I/hCibloin 
COM UCK/PPC/11,1- 2,fprAinn

¿POPF8411,r10  

€8111/5FEW111111111;9111111'"G151 
 

1111111/111111111111151111511.1";"" 
 

AicsAhsan2  

11:111111:1111 111:q 

elLtgria2I'511.3;wr,  

851111111:=1:;;;;;4  

11111111111;1;illliAls / 
tiblipumnewspieupc*Alts 

/800163115"111Ruxr,yr.xpsyp  

1801 XV/ W0-1,11,F4n5,riormor
lorlo  

COYMa /PPUP/ 1AP/uy 
WINCE/LEC/AMP/A11,1119041 1AL'

AbG(5)  

Ir/VI/11111 3 U14•1)4 o 0P11¿10+ ) m). 1 i  

/ 

11.11  
1 at B.A1RWAlst)  

b InlF1 

4111(15411151111AUMO*AKP 
 

UYPEICIIJTP5M1*F4.1 *P1sUIMAKP IV uss 
0 	, 	, 

suFRC%fr1 UESPFS 
ellier/CCCR/R1,112exFoYFoXPeY! 

OWIlev/ePh/PO ot i ps2  
OPIIIWPFC/II,F20F3orAir5nA,Flor8~10 
CGOICUPPCS/1, X5#05  
co,PLN(LEC/AMPsAKS,CP,

CS,W D AV ANG(5)  

8111E§ t16111'"itaSoUys 
EeNtWill4 uNegonx(oec.t,o) 
AlmAgsefil 
11111.11USL (Atol) 

U liblIF 
1151a1/141.1"111re•AK 

101*.11 1', * AKS S  VWYS•DIgIr 	1.10* W
ab 

Fig E.3. (Coutinuac,¿6n) 



POWCUTUE CCPFLC (A,AcrALC¿ 
e OMMCN/LL/XlíSCW(;Ir),T(Z.9)1VF11(25),Yrp(2D, )1,1(:),Y$(25),ACil),Y0ICO),T1(100),W Commen/PrAu/YPF,hrppnfr,LPI:4/Kb,rhp 
cgPlith/41/,n,P15,CP,e5ohiDAL,Ab G?9) REAL hisl-f111 wirlar, (J.1,C.10.A(c.0)tALC(2nossC) 
814PIEX NU/r.lc,AKPC,ZyS,IpAPTUAms2lnloGAM prin 0.,!..ipsa.f,F,WpIlpYGálunuoLYQC 
PlI CIIIGriLljt tl'Cí:SY131e5 ,GTC(ICC)WCtICO) 
"""1:115)4 11W:lh11?1451* A 101:W.k/c/:.a8 	l 'UC 
menjws.hi/CSIbUbil 
AKP2mAKVC+AhFC 

gq21551r:UF 
CT(JP)giCGS(1(0)) 

bo
STM)15IN(I(JP)) 
c 

75 

WillbliV=111F9 
u/CijilloCCI(N(0) 

40 	
) 

STCLIP =51N(TC<JP)) 
SIN/volt:1,h  

11 *11
I
:
P

KN1 

I
.11m h? AMAK5
1
90 

NUaCSORT{Iplé 

lg11111,Q,liAhUiesANU Amic u% ttahM 

i

INmijl1 

i

bleitinAG(GAP') 	. 
F(GAL47$0,C)GAMgaiGAM 
.2021(h2'Ahn 
2rr 

jegiourIF 

:11:1:1h2•Gh 
:1810é LK"  
30g 011 100F 

ICEXmCgUNC*Y(0)*ANUI 

UMIsT{:11:th2:GAtIlIVIIP:ChlT(VEYAli/F 

VGaCEXPCmbliCIY(4P)Vam 
O 2co IR3:1013  
nalillPkIWW519)*A")  KnOs AAP Kgsíu Amu, 

lí:FIÉ.A.3shblIGIPIP:dyk.e1G5éhlAylkW 
JP:DV:icapdal,suPtiscT(JP)4102+STIVP) 200 #01;11WiA(01.0)+SupoesT(913 ~4* (0) 

:1:::::(."1"rSCI
OIGAN) 

00012::::::::::2.4ple!..EU rfp'CWET4C/F 

• , 

AR::::::stio-x10)) 
111:19118 

2.0•1ApeKtieollnyl-Regyoelmodycur  
• m iirAc*2,c* NoolwIrokEyN!R  cyGlesxm4cylwr 

1111111231W911WIIIiiiil!MIUMinp, 
In e  ' 	11411 24I hPC 

Xx090iPC * 
POICEXP( UtiC *VC(0)11101) YOLICEXPel'ULC*VC(01)*GAH) O 350 IllairbFF 

Ii1111111111153111151/;1")*FACIr 
 

$ KaSINCAAG) 
SUM
l 	sedhOeNh2*CAH*(Q4CytOPerfOlitCy kliEYFIN 
110 :111,711,./eGAm,p,(um-Lywollechh 1 
um 1,..2.Gethc,ihr,.(R.r yli4p2dIc yG)45)  .(yRN  04  

w
RN
o
s tih)gliscpi,nossum3estc(4p).sum4GcTcup)  

mol
T
in),Acm

w
,IRwuptecTe ( o ).s  up2.sm.0) 

LYhh.U4L 

l

upial2.0*LH mheGA m s(2.0*MN 241EYNPITYG,ameeffird 

350  gl
UT1211W;;*9.1.91;plikET6)*CxkiElSh 
fairil=15c¿J;1,tallia2 

pp soo tc31.,,F5 
i82:15111;11Walli;""arAcIF  

hm m4.00.14¿,41.L.p.(ryti.c").1e x m.yc, 

111:Mílp 
uml  2 Q 	LIBK/oh(0.11*ntiqqi*EYG)*SXilerYCG 

011# *.Zen•UhC•Kna(122.F.0.11firGht5xKliLYCG bUYAII-sU,'2 
ig9jA"14/1)4Acc 	r

1  1 
1+ upt 	T (J  gELJPOirr):LACi,J1:110 '541U);1.1'T ) CYGG u/Vi.

0 	

eíui,C 	' 	4 	J 	5 61 •E 	. TC(0 
suldix2,Q e h t,;: ,(mPermaIliCiGhelYG )'CWFY9C 52.24eiL 	,1%(, N,élt,0 *(mle[Yho¿JekNpnytossms(YQG AUC,PfltE)34LCCV,CISUPJ 
AUC ,P O U)3ALC(011Iit*C~2 400 coortal: 

45o CU:T/hUe 
500 C

ETU
O
STNN 

rhUL 
N  
DM 

F..1,9 E, 3. 	( en )ttinttau'n ) 



pilry
Vlbh
fflpiL9N14(m) 

COmUtlh/PLAYLPin/p41,1Pc,Piht*q*14 COMPCN/LL/A(250), (:Je * ( 25 0, 0 21 F1(25a,YFPC2b), xl c , r 5 ( 2 1,1 , xc<1;;),YctiG0),Tc(100).11 ComPLEX CCILLA)ea(i‘ 0 ..c)? mi.t.c) 
CQHPLLX A(bUCnoiou(buq,5).s0,*51.peaviC.UALIN 

PI ighrilfhl; 	DC HAN ouEDA DE NN,NN 
[ ES LE rhá"EridOCC EN ÙGA" °C A POR A Y Pel  

untuoso/uso 
E8 fg 5:1.11 lubiguR 

1. 21,M 
A L itorCUJG(ACL,1)) 

5U145SUH.DALINeh(L)*A(Lon 
5 coNTiNUE 
lo WIP"  rulapnAm 

ALI

5 M'u 	• 
NecPb.!191,051.4)) 

15 
 O

UVrIqu'UALLN"(1) i(L,K) 
a Ka= UMB 

38 affilinE 
Doo  SaloNN 
1?1!5).1119) 

25 onTINO 
po 26 Ka$1,N/he 
ntivO1C/0K) 18  " 

URN 

1 

 UeRcUTINC saLcOcKoAn) 

1111T 1111811G(19.1511WEICR"" 
2MMCWIEW toN 

Riscuoi Cic gcEEldls i5114cEN EWL""""s 
MY:143243° 

YRIAbGULARIZACION DE A 
10 ic billiel  
filrIngliGü 10 5 

410M:SUIW-15)*ACK,j) 
5 

 11

:18G0724 
loitHe' 

. 	10
(
6
. 
 K
0
m1,1
.1)

41 
1(00 TO 7 

9 UM!ISUIPALJT1;10*ACKII) 

1155199111ins1:15:SUADA29,19 1C42 
9  LONTIOJE 

10 CoNTiNUC e 
E 	 SUSTITUCIUN ni LA TRIANGULAA MERMA 

S 	M.5 !Í+ 	TI,H(K,KR) 

1 MI/Eball" 
1 MfletstithC 

90:021 " 16  

c.  9 colIfItill 1' 1)-"g 

I 

10a2 

76 

1 

1 
1 

DESPEIJE DE LA TNIANDULAR 
92.1!,171,N 

gUMIWRU 
/F(1.(0.1) GL TO tg 
01.12KITI".1  20 suwistP;A(11,1S)0100,,Ve) 

19 

 I

FccAu5(Act1pil».Linrsi) GO Te 
(11,K0)c mii.m.betwA(ii•ii)) 

ff claika 
"iba° 

1
062 EVIiha 

o  l 104) 
 

063 RETURN 
ENG 

SUPERIOR 

CGHPLCJO TRIAUGULAWAH00 A 

Fis E. 3. 	(Conti)tuac,¿6n) 



VIIEP1 11.P"Plc li,"¿ C¿ 
LIPit ,  0101/ 1 110;111'015 ' 2sP 

60 /14.1!1°,1;51,1°  

1
15751.C1-16 
113.1Arli653 

IralitielciODO TO 20 
ca(04,C,125)IX 
giat 

1/111  
HO« 1,C:4 
Hteci.CaDOICIT 

*0 isisem 
1001.1 
0:r:1:11=1:8111 
:111=0 
illulltipl/cp)honpso GO TO lo 

plif112.1GUEPIPOsCHPLACSOSPR),SIMAR)) 

1 
Vot sp(0.0010) 

20 9h4 -:8 
ccD71*v» 

1 

 tcvp xlcsoupo 
2nc.2.0 
01,CuE2*C0.57721566A9C1533.1LOGC04500/ 
Per1eC 	 , 	. 

aliA 
01'.114£11(1.0•110/C9 30 

 l

allÉÉ 
2:114A+PP 

111111:1!0.19  

So cONT NuE 
IIIAIS PF GuInP52) GO 10 10 
m elli 11 ti 	 • 

HP" 1 

AIIIPSWICIU"  
tkiialk  

1 

WIEW1h8951,91Y111)4t110,SUN 

,E111/1{11% gok 

hi$CLOCIUN LEL 51StrHA Dt taA9ItteS 
LA 5OLUC104 QUEDA Ct4 O 

1111:1W1201  

COMPLEJO IRIANCULARIZAKCO A 

WANSULAWACION DE A 

B
$0
E 14,J1p14 
1.12Enc 

1[11.E0.1)G0 10 5 

5  

4 bilistriliii5).ACK,J) 
fill,Wlitd);84 aubelEn¿  

Upes  4,4 J.1.10•AcKti?, 1111919Y 10 7  
11111111!(115P1:15:EGWAVYAS 1062 

1: E3131101 

luSliTulION EN LA TRIANGULAR INITRIoN 

Uy/ M'U 

10.[293) O? TO 16 

1 1.1 Ildh110:11
sum

I:11~) 

II WiiWa  
OWEJC DE LA IftiAnGULAR SUPERIOR 

00 
0
22 1.101 

111.1 
WHIg2 
+(I. 1.1) GQ 10 14 
ti 2C «loí't 
Kholh•lot 

?O SUlleSi.P4A(11PKE)ob(KK) 
i9 If(CAES(A( /1WiLE.EP51) GO 10 lee2 6(11).(hu 1 

J'hum)/A(1101i) 
12 

hbA
CUNIIM 

bec 
GU le ipe3 

11:3 1111;1 
Lirs 

Fíg E, 3 , (Continuaci6n) 

77 


	Portada
	Índice
	Abstract
	Resumen
	1. Introducción
	2. Formulación del Problema
	3. Solución Numérica
	4. Resultados
	5. Extensiones y Aplicaciones
	6. Conclusiones
	7. Reconocimientos
	8. Referencias
	Apéndices



