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INTRODUCCION 

Al operador de una ecuación que gobierna algún problema de la fí-

sica matemática, el cual establece una correspondencia entre ele-

mentos de dos espacios de funciones, se le puede entender como la 

transformación que define un campo de funciones sobre su dominio 

de definición. Ahora bien, en términos de una forma bilineal, a 

este operador se le puede considerar como una transformación de - 

funciones en funcionales lineales. Entonces, el campo, así defi-

nido, es un campo de funcionales lineales, cuyo potencial, si és 

te existe, es la funcional de un principio variacional del proble 

ma en estudio. Esto es, todo punto extremo del potencial es un 

punto crítico del mismo, o sea, es un punto en el cual el gradien 

te del potencial (el operador que define el campo) se anula. 

Así pues, el método variacional natural para estudiar la existen-

cia, unicidad y naturaleza de la solución de una ecuación operacio-

nal, una vez establecida la potencialidad del campo y reconstrui- 
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do su potencial, es estudiar los puntos críticos del potencial. Es 

claro que la selección que se haga de la forma bilineal condiciona 

la potencialidad del campo. 

Los puntos esenciales del método, las condiciones necesarias y sufi 

cientes de potencialidad y la reconstrucción del potencial, han si- 

do ya estudiados en su totalidad por Vainberg 
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En este contexto, el método de la energía es el método variacional 

natural en el estudio de problemas lineales. Aquí, la simetría del 

operador resulta ser la condición de potencialidad. Magri [2] de 

muestra que toda ecuación operador lineal admite una formulación va 

riacional, y da la manera explícita de construir la forma bilineal 

que lo permite. 

La formulación variacional de un problema también da lugar a poder 

generar soluciones aproximadas en térmidos de los así llamados pro 

cesos variacionales. Estos procesos se diferencian unos de otros 

en cuanto a la forma de construir una sucesión minimizante del po-

tencial en estudio. Los principales procesos variacionales son el 

de W. Ritz [3,4,5] y L. V. Kantorovich [3,7], los cuales trans 

forman el problema del extremo del potencial en un problema de sis 

temas finitos de ecuaciones algebraicas y diferenciales, respecti-

vamente. 

La aportación del presente estudio es el integrar el método de la 

energía, ampliamente estudiado por Mikhlin [13,4,6], dentro de la 

teoría general de Vainberg 
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En el capítulo 1 se presentan los conceptos y resultados del cál-

culo integral y diferencial en espacios lineales que serán utili-

zados en el desarrollo del tema. Se establecen las condiciones 

de potencialidad de campos en espacios de Banach y la manera explí 

cita de reconstruir el potencial de un campo. 

Para estudiar la relación que guarda un campo potencial con el cam 

po escalar definido por su potencial, en el capitulo II se establ 

cen las condiciones necesarias y suficientes de extremo de una fun 

cional. Los teoremas de existencia y unicidad son estudiados al 

tratar el caso particular de funcionales cuadráticas en espacios 

de Hilbert. Para esto, se extiende a la funcional cuadrática a su 

correspondiente espacio de energía. 

De aquí, en el capítulo III, se procede a analizar la potencialidad 

de campos distributivos, mostrándose que los conceptos de simetría 

y potencialidad son equivalentes y que el potencial del campo re - 

sulta ser una funcional cuadrática. Construyendo la funcional de 

energía del campo, y haciendo uso de los resultados del capítulo 

II, se da origen al método variacional de la energía. Por ultimo, 

se introduce el concepto de sucesión minimizante y se muestra que 

por definición ésta converge en energía a la solución generalizada 

del problema. En conclusión, se dan los lineamientos generales en 

la formulación variacional de problemas lineales de valores en la 

frontera. 

Como aplicación del método de la energía, en el capítulo V se es-

tudia variacionalmente a los problemas de Dirichlet y Newmann de 

una expresión diferencial de segundo orden del tipo elíptico. 
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Los potenciales de estos problemas son estudiados primeramente, 

desde el punto de vista del cálculo de variaciones, en el capi-

tulo IV. 
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ANALISIS Y POTENCIALIDAD DE CAMPOS 

EN ESPACIOS DE BANACH 



1. Curva abstracta e integral curvilínea. 

Se entiende por función abstracta un operador definido en un es 

pacio Euclideano m-dimensional y con valores en un espacio ge - 

neral de Banach. 

Sean v(t) y u(t) dos funciones abstractas en la recta numé-

rica R1 y cuyos valores, respectivamente, son elementos de 

los espacios reales de Banach By  y Bu. Consideremos al pro-

ducto por la derecha de los elementos v e Bv por los elementos 

u e Bu, el cual posee las siguientes propiedades: 

1) v u e Bw, 

2) (avi+bv2)u = aviu+bv2u, 

3) v(au1+bu2) = avu1+bvu2, 

4) livull 	livil Hui!, 



en donde Bw 
es un espacio real de Banach, a y b son cuales- 

quiera números reales,y 	v, vi, v2  e By, u, u1, u2  e Bu  

son elementos arbitrarios. Es importante señalar el hecho de 

que, todo producto por la derecha con las propiedades (1.1) es 

equivalente a un operador bilineal acotado w = A(v, u) = v u, 

de By  y Bu  en Bw, de norma menor o igual a la unidad: 

11A11 < 1. 

Ahora bien, si las funciones v(t) y u(t) son acotadas en el 

intervalo real 
	

y está definido entre ellas el produc 

to (1.1), entonces, subdividiendo al intervalo 	t, b] en los 

puntos to 
=a< t

1< t2 <...< tn 
= b, su correspondiente suma 

de Stieltjes queda definida por: 

n-1 
S = E v(yk) Eu(tk4.1)-u(tk)] ; 	yk

e k,t] 
k=0 

(1.2) 

Definición 1.1. Sea A = max (tk+1-tk). Si el lim S = I exis 
k 	 X+0 

te, 	entonces al limite I 	Bw se le lla - 

ma la integral de Stieltjes de la función v(t) 

por la función u(t), y se le denota por 

v(t)du(t). 	 (1.3) 

a 

Es condición suficiente, para que la integral (1.3) exista, que 

la función abstracta v(t) 	sea continua en el intervalo E1,1] 

y la función abstracta u(t) sea de variación acotada en 

Una función abstracta es de variación acotada, si su variación 

total, la cota superior de todas las posibles sumas Ellu(tk4.1)-u(tk)11, 

* [l] Teorema 2.1, p. 25. 
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es acotada. 

Definición 1.2. Al conjunto Lc Bu  de los valores de una fun-

ción abstracta simplemente valuada u(t), defi-

nida en el intervalo 5,  ic] ,  se le denomina 

curva abstracta en Bu y, a la función u(t), 

representación de la curva L. Los elementos 

u(a) y u(b) son, respectivamente, el punto 

inicial y el punto final de la curva abstracta. 

Consideraremos como otras representaciones de una curva Lc Bu  

a aquéllas que resulten de substituir t = Ip(T) en su repre - 

sentación u(t), donde 	i(T) es una función continua y cre-

ciente del argumento real Te [a, 11 y tp(a) = a, IP(0) = b. 

De esta forma, la variación total de la función u(t) en 

es igual a la variación total de la función u(tpnT:]) en 

y, de la definición de integral de Stieltjes 1.1, 

f v(t)du(t) = f v(kPCT j)du(IP[T ]). 
a 	 a 

si la primer integral existe. 

(1.4) 

Definición 1.3. La curva abstracta L se llama regular, si 

sus representaciones son funciones continuas de 

variación acotada en sus intervalos de defini - 

ci6n. 

Definición 1.4. Sea L una curva regular contenida en el conjunto 

abierto y conexo U c Bu  cuya representación, u(t), 

está definida en el intervalo 5, kí.1. Conside 
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rando al operador continuo y = A(u) de Bu  en 

By y asumiendo que el producto por la derecha 

y u resulta ser de la clase (1.1), entonces, si 

v(t) es continua, la integral de Stieltjes 

Au(t)d u(t) 
	

(1.5) 

a 

existe. En cuanto que la integral (1.5) depen 

de de la forma de la curva L C  U, a ésta se 

le denomina integral curvilínea del campo Au. 

De la conclusión (1.4), la integral curvilínea (1.5) no depen -

de de la representación particular de la curva L, por lo que, 

también se le escribe en la forma 

A u d u. 	 (1.6) 

Consideremos ahora el siguiente caso. Sea A un operador el 

cual posee las propiedades, tales que, la integral curvilínea 

(1.6) no depende de la forma de la curva L, sino sólo de sus 

puntos extremos u0  = u(a) y ul  = u(b). Entonces, puesto que 

f A u(t) d u(t) = -f A u(t) d u(t), 	 (1.7) 

a 

se concluye: toda integral curvilínea independiente de la tra-

yectoria de integración, a lo largo de cualquier curva cerrada 

(u1  = u0), es igual al elemento cero del espacio Bw. 
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Definición 1.5. Si la integral curvilinea (1.6) es independiente 

de la trayectoria de integración, para toda curva 

L contenida en un conjunto abierto y simplemente 

conexo U c Bu, entonces existe un operador F 

tal que 

u1  

Audu= F(111)-F(u0), 	V u0, u1  e U. (1.8) 
uo 

Al operador F de Bu  en Bw  se le llama el po 

tencial del campo A u, y al operador A de Bu 

en Bv el gradiente del potencial F. En este ca 

so, al campo Au se le dice ser potencial en el 

conjunto U. 

Antes de pasar a estudiar las condiciones necesarias y suficien-

tes para que un campo sea potencial, o sea, para que la integral 

curvilínea (1.6) dependa sólo de los puntos extremos de la curva 

L, y no de su forma, introduzcamos los conceptos diferencial y 

derivada de un operador, así como algunas de sus propiedades, las 

cuales nos serán de utilidad. 

2. Diferencial y derivada de un operador. 

Expresemos primeramente lo que se entenderá por un operador lineal. 

Definición 2.1. Se dice que el operador A de Bu  en By  es li 

nealf  si posee las siguientes propiedades: 
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1) su dominio de definición D(A) es todo el 

espacio Bu; 

2) es aditivo: A(u + h) = Au +Ah, para todo 

u hEB ; 
u 

3) es homogéneo: A(au) = aAu, para toda cons 

tante a y todo ucB ; y 

4) existe una constante C > O tal que 1lAull 

<cIluil para todo uEB
u
. 

Si A es un operador lineal, al menor valor de C, suficiente 

para la condición 4, se le llama la norma del operador A y 

se le denota por 11A11. Consecuentemente, 

11A11 = sup 	 11Aull. 	 (2.1) 

uEBu dlull = 1 

Definición 2.2. Si en algdn elemento ucB'11 
y para todo hes

e 

el 

A(u+th)-A(u)  lim 	 = V A(u,h) 	 (2.2) 
t.+0 

existe en el sentido de convergencia fuerte, en 

tonces al operador V A(u,h) se le llama la di 

ferencial de Gateaux del operador A en el pun 

to u, en la dirección h. 

Supóngase que la diferencial de Gateaux del operador A en el 

punto u, la cual por definición es un operador homogtneo en 
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h, es lineal en la dirección h. En este caso, se conviene en 

denotarla por D A(u,h), la cual, para u fijo, es un elemen-

to del espacio de Banach B uy  constituido por los operadores 

lineales de Bu en Bv
. A este operador lineal se le llama de 

rivada de Gateaux del operador A en el punto u y se le dono 

ta por A'(u). De este modor toda diferencial lineal de Gateaux 

es de la forma 

D A(u,h) = A'(u)h, 	 11E13u, 	
(2.3) 

donde el operador A' de Bu en Buy 
 es la derivada de Gateaux 

del operador. A. 

Definición 2.3. Si para el punto ueBu  existe un operador 

d A(u,h) lineal en heBu 	tal que, 

A(u+h)-A(u) = d A(u,h)-w(u,h), 	 (2.4) 

donde el h)II  lim 	' 	— o, 
111111 

(2.5) 

entonces al operador lineal d A(u,h) se le lla 

ma la diferencial de Frechet del operador A en 

el punto u, y a w(u,h) el residuo de la di - 

ferencial. 

Así pues, para u fijo, d A(u„) es un operador lineal del es 

pacio Buv 
 denominado derivada de Frechet del operador A en 

el punto u. Entonces, toda diferencial de Frechet es de la 

forma 
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d A(u,h) = g(u)h, 	 hcBu, 
	

(2.6) 

donde el operador A' de Bu  en Buv es la derivada de Frechet 

del operador A. 

Asumamos que en el punto u e Bu  existe el operador lineal 

diferencial de Frechet del operador A. De las definiciones 

2.3 y 2.2,. 

A(u+th)-A(u) 	d A(u,h) 	w(u,th) 	D A(u,h), 
t+0 

esto es, si la diferencial de Frechet d A(u,h) existe en el 

punto u e Bu, entonces la diferencial de Gateaux V A(u,h) 

también existe, es lineal en h, y D A(u,h) = d A(u,h). Así 

mismo, de las relaciones (2.6)y (2.3), la existencia de la de-

rivada de Frechet implica la existencia de la derivada de Ga - 

teaux. Para poder establecer las condiciones bajo las cuales 

estas implicaciones se cumplen en su sentido inverso, intro - 

duzcamos la fórmula de Lagrange para funcionales (operadores 

con valores en la recta numérica) y operadores. 

Lema 2.1. Si la diferencial de Gateaux 	V F(u,h) de la fun-

cional F existe en todo punto u de algún conjunto 

convexo U C Bu, entonces la fórmula de Lagrange 

F(u+h)-F(u) = V F(u+Oh,h), 	OE(0,1), 	(2.7) 

es válida en cualesquiera puntos u, u+he U. 
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Demostración. Definiendo la función 4)(t) = F(u+th), y hacion-

do uso de la fórmula de Lagrange para funciones: 

tp(b)-41(a) = (b-a)ty' (a+0[b- 

se sigue directamente que 

F(u+h)-F(u) = V(0), 	Oc(0,1), 	u,u+heU, 

F (u+Oh+ A eh) -F (u+Oh)  donde 	ip' (0) = lim 	 = V F (u+Oh,h) AO AO 

y u+Ohe U. 

Lema 2.2. Si la diferencial de Gateaux V A(u,h) del operador 

A existe en todo punto u de algún conjunto convexo 

U C Bu, entonces la fórmula de Lagrange 

(71(u+h)-A(u),e) = (V A(u+Oh,h),e), Oc(0,1), 	(2.9) 

es válida en cualesquiera puntos u, u+he U, donde e 

es una funcional lineal arbitraria, de norma unitaria, 

del espacio conjugado B. 

Demostración. Poniendo la funcional lineal ecB* como xp(u,e) = 

(A u,e), su diferencial de Gateaux en el punto u e U, en la 

dirección heBu, resulta ser 

c-
-a
a  0 = b 	" r (0 1) cc (1 b) 
" (2.8) 
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e-1P(u, ip ) 
VIP(u,e,h) = lim 

(u+th, e)=  ( V A(u,h),e), 
t4-0 

y de la fórmula de Lagrange para funcionales (2.7), la cual es 

válida, se concluye (2.9): 

1P(u+h,e)-(P(u,c) = V1P(u+Oh,e,h) = (V A(u+Oh,h),e),66(0,1). 

Teorema 2.1. Si la derivada de Gateaux A' del operador A 

existe en alguna vecindad 0(u) del punto u y 

es continua en u, entonces d A(u,h) existe y 

es igual a D A(u,h): A' es una derivada de Frechet. 

Demostración. Sea h tal que whhe0(u). Definiendo la funcio 

nal 

(w(u,h),e) = (A(u+h)-A(u),e)-(A'(u)h,c), 

donde A'(u)h = D A(u,h) y e es cualquier funcional unitaria 

del espacio conjugado B*, de la fórmula de Lagrange (2.9) se 

obtiene: 

(w(u,h),e) = ([1A'(u+Oh)-A'(u) :111,e), Oc(0,1). 

Tomando la funcional arbitaria en* de manera, que para h 

fijo, 

1(w(u,h),e)1 = 11w(u,h)11, 
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entonces, puesto que por hipótesis A' es continua en u, 

Ilw(u,h)11  <11A'(u+Oh)-A'(u)11 	± 	O. 
11h11 	 1111110 

La condición (2.5) se satisface y, consecuentemente, D A(u,h) = 

d A(u,h). 

Por último, establezcamos el siguiente hecho. Sea A un ope-

rador con diferencial de Gateaux en el punto uo, en la direc-

ción h. Por definición 

limil7._A(uo+th)-A(uo)1-V A(uo,h)11 = O, t4-0 

esto es, dado un e > O existe un IS > O tal que la desigual-

dad 

l_A(uo+th)-A(uo 	A(uo,h)11 < e 

se satisface en todo punto u = uo+th de la vecindad 0(110,5). 

Así, para toda ue0(uo,(5) 

Itl {I IV A(uo,h)11-e}<11A(uo+th)-A(u0)11<lt1{11 	A(uo,h)11+E} 

y, tomando el limite para cuando t + O, se concluye: si el 

operador A posee diferencial de Gateaux en el punto uo, en 

tonces A es un operador continuo en el punto uo, en toda 

dirección h: 
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limilA(uo+th)-A(uo
)1I = 0. 

t-->0 
(2.10) 

3. Condiciones  necesarias y suficientes de potencialidad. 

Estudiemos las condiciones necesarias y suficientes para que, 

dado un operador continuo A, la integral curvilínea (1.5) sea 

independiente de la trayectoria de integración. 

Teorema 3.1t Sea A un operador continuo definido en un conjunto 

abierto simplemente conexo UcBu  y con valores en 

el espacio de operadores lineales B uw
. Para que 

la integral curvilínea 

fAudu 
	

(3.1) 

sea independiente de la forma de la curva L C U, 

es necesario y suficiente que el operador A sea 

la derivada de algún operador F diferenciable en U 

y con valores en B
w
. 

Necesidad. Por hipótesis (3.1) es independiente de la trayec 

toria de integración en U C Bu. Entonces existe un operador 

F, de Bu  en Bw, tal que 

u 

f Audu=F (u) -F (%) , 

uo 

uUE U, 
o, 

 (3.2) 

donde u
o 

y u son los puntos extremos de la curva regular L C U. 

Probemos que el operador A es la derivada del operador F: 

A = F'. Tomemos como curva L al intervalo que une el punto 
11_1 J Teorema 6.1 (M.K. Gavurin), p. 60. 
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uo = u(to) con el punto u = u(t), 

u(T) = u(t)+(T-t)h, 	"Eto' 

y construyamos la diferencial de Gateaux de F. Se tiene enton 

ces que 

t+At 
1 [F (u+ p th)-F (un 	At 

= 1 f Au(T)du(T), At  
t 

TE rt,t+At], 

donde At es tal que u+Ath e U, y, de la identidad 

t+At 

A(uE ti )h t A 
1 f A(uEt:1)du(T), 

se obtiene: 
t+At 

ist-EF(u+Ath)-F(u)]-A(u)h = -3-tA  f {A(lI[T ])-A(U[t])}dU(T) . (3.3) 

t 

Tomando ahora el limite de la norma de (3.3) cuando At 	O, te-

niendo en cuenta la desigualdad 

b 	 b 	T 	 b 
f v(T)du(T) II < 	iv(T) I idVu(T) < maxliv(T)iiVu(T). 
a 	 a 	a 	—ra,b1 	a 

donde, si la función u(T) satisface la condición de Lipschitz 

I1 u(r1 )-u(T2)11(MIT1-T21, 
	VT1, T 2e lig ,b] 

Vu(T) < Mlb-al , se concluye que 
a 

su variación total 
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li 	1 r- 
istmo I I Ft-LF (u+Ath)-P (u) ]-A(u)h1 1 < linilmax I 1A(111-_i 	) 1 1.1 1h1 1 . 

At->0 Tert,t+Atj 

En este caso, puesto que u(T) posee derivada acotada en [t,t+At], 

u( I. ) satisface la condición de Lipschitzt. Ahora bien, A(uET 1) 

es una función abstracta continua en 	t , t+A t , 

lim II A(u[T])-A(urt])il = 0, 
t+0 

y, de la definición 2.2, A(u)h = D F(u,h) = F' (u)h. 

Suficiencia. El operador continuo A es la derivada de un ope 

rador F diferencial-de en U, Luego entonces, tomando la integral 

curvilínea (3.1) a lo largo del intervalo arbitrario en U, 

u(t) = uo+t(ui-u0), 	te 0,1, 

se obtiene: 

1 	 1 	 1 

f A ud u =1A(uCtil)du(t) =fF' (ur.....t]) (u1-u0)dt =f —dtF(uCtIdt. 
L 	O 	 O 	 O 

Por lo tanto, puesto que la función abstracta F(u[t]) posee 

derivada continua, 

f Audu= F(u1)-F(u0 ) 

a lo largo de cualquier intervalo L C U y, consecuentemente, 

la integral curvilínea (3.1) es independiente de la trayectoria**. 
* E 	Teorema 1.5, p.21. 
** 1 	Corolario 2.1, p.34. 
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Definición 3.1. Se dice que un operador A de Bu en Buw 

es un operador potencial en algan conjunto 

U C Bu, si existe un operador F de Bu en 

B
w 

con diferencial lineal de Gateaux en todo 

punto u E U, tal que, F' = A. Al opera-

dor potencial A se le denomina el gradiente 

del operador F. 

Definición 3.2. Al gradiente A del operador F se le dice 

ser fuertemente potencial, si la derivada de 

F es una derivada de Frechet. En este caso, 

al gradiente A se le llama el gradiente fuer-

te del operador F. 

Entonces, del teorema 2.1, un operador potencial continuo es un 

operador fuertemente potencial y, un gradiente continuo es un 

gradiente fuerte. 

De acuerdo a estas definiciones, el teorema 3.1 puede ser expre 

sado de la siguiente manera: Para que la integral curvilínea 

(0.1) sea independiente de la trayectoria de integración en U, 

es necesario y suficiente que el operador continuo A sea fuer 

temente potencial en U, o sea, que exista un operador F 	diferen 

ciable en U tal que grad F = A. 

De la prueba de necesidad del teorema 3.1 se sigue que el poten 

cial del operador A está dado en forma general por la fórmula 

(3.2). Así pues, puesto que ésta no depende de la forma de la 

curva L, tornando al intervalo que une los puntos u()  y u: 

u(t) = uo+t(u-u0), te [, 1 ], y asumiendo que el conjunto U 
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es convexo, la fórmula (3.1) toma la forma 

1 

F(u) 	F(u0)-1-f A cuo+tr u-uo 	(u-uo)dt, 	uo 
	 (3.4) 

o 

Por lo tanto, la definici6n 1.5, dada con anticipación, queda 

formalmente justificada. La fórmula (3.4) nos permite recons 

truir el potencial de cualquier campo A u, fuertemente poten 

cial en un conjunto convexo UCBu.  

Pasemos ahora a establecer la condición necesaria y suficien-

te para la independencia en la trayectoria de integración de 

la integral curvilínea de un campo, en el caso particular en 

que el operador continuo A es diferenciable. 

Teorema 3.2. Sea A un operador definido en un conjunto abier 

to convexo U C Bu con valores en el espacio de 

operadores lineales Buw'  el cual posee una dife-

rencial lineal de Gateaux DA(u,h) en todo punto 

u e U, y sea el operador bilineal DA(u,h1)(h2) 

continuo en todo u e U. Para que la integral 

curvilínea 

f A u d u 	 (3.5) 

sea independiente de la trayectoria de integración 

en U, es necesario y suficiente que el operador 

bilineal DA(u,h1)(h2) sea simétrico para todo 

u e U: 
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DA(u,h1)(h2) = DA(u/h2)(h1), 
	Vh11  h2F- B u

. 	 (3.6) 

Necesidad. La integral (3.5) no depende de la forma de la cur 

va L C U sino sólo de sus puntos extremos, entonces, su va 

lor a lo largo de cualquier curva cerrada es igual al elemento 

cero del espacio Bw. Sean los intervalos en U, 

u1  (t) = u+tahl, 	 u2
(t) = u+ah1  +tbh2' 

u3(t) = u+tbh2, 
	 u4  (t) = u+bh2+tah1, te ED, 1], 

los cuales constituyen a la curva cerrada u1(t), u2(t), - 

u4  (t), (t) -u
3 
 (t) contenida en algún plano (definido por hl  y h2) 

que pasa por el punto u. Así, 

1 	 1 	 1 

f A(ui[t])dui  (t)+f A(u2 [t] )du2 (t) = 	A(u3 	)du3 (t)+f A(u4 H)du4  (t) , 
o 	 o 	 o 	 o 

pero del resultado concluido en (2.10) el operador A es con- 

tinuo en todo punto u e U y, del teorema 3.1, A es la deri- 

vada continua de algún operadorF diferenciable en U y con valores en 

B. Luego entonces, 

EF (u+ahl) -F (u)] + C-F(u+ahl+bh2)-F(u+ah] 

= 	F (u+bh2) -F (u)] + 	(u+bh2+ah1) -F (u+bh21, 

y poniendo 

Y(u) = F(u+ah1  )-F(u), 	
IP(u) = F(u+bh

2)-F(u), 	(3.7) 
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se obtiene, 

Y(u+bh 2)-y(u) = kl)(u+ahl)-(1)(u). 	 (3.8) 

Aplicando ahora la fórmula de Lagrange para operadores (2.9) en 

(3.8), 

b(DY(u+Olbh2,h2), e) =a (D4(u+02ah1,h1), e), 

donde e es cualquier funcional unitaria del espacio conjuga-

do 13:7', y, considerando en esta última igualdad las definiciones 

(3.7) y el que F' = A, se obtiene, 

b(EA(u+0lbh2+ahl)-A(u+Olbh2) :h2, e) 

a(rA(u+02ahl+bh2)-A(u+02ah1) :1111, e). 

Nuevamente aplicando la fórmula de Lagrange, 

(DA(u+01bh2+O3a hl'h1)h2' 
e) = (DA(u+02

ah1+O4bh2'h2)h 	e), 

y por lo tanto 

DA(u+01bh2+O3ah1'
h1)(h2

) = DA(u+02ah1+O4bh2'h2)(h1). 
	(3.9) 

Finalmente, puesto que DA(u,h1)(h2) es continuo en todo u e U, 

al tomar el límite en (3.9) para cuando a -4- O y, posteriormen 

te, para cuando b 	O, se concluye en la condición necesaria 

(3.6). 
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Suficiencia. El operador bilineal DA(u,h1)62) es simétrico 

para todo u E. U. Construyamos la diferencial de Gateaux del 

operador F definido por (3.4) y, haciendo uso de la relación 

(3.6), probemos que el operador continuo A es la derivada del 

operador F. Para esto, tomando la diferencia de los valores 

de F en los puntos u + h, u e U, se obtiene 

1 

F(u+h)-F(u) = f A(u(t)+th)hdt+I, 

donde1 	O 

I = f [A(u(t)+th)-A(u(t)) 	(u-uo)dt, 
0 

vi(t) = 	 t e 19, 1]. 

(3.10) 

Escribiendo a I en la forma 

1 t 	 1 t 

I = f dtf —9- s  A (u (t)ish) (u-uo) ds = f dt f DA (u (t)+sh,h) (u-uo) ds, D 
O 	O 	 O 	O 

de la hipótesis (3.6), intercambiando el orden de integración, 

1 	1 

I = f dsf DA (u (t)+sh,u-uo) hdt = f dsfals- A (u (t) +sh) hdt, 
O O 	 O O 
1 

I =f EA (u+sh) -A (u (s)+sh) hds .  

O 

Substituyendo a esta última expresión de I en (3.10), y apli 

cando el teorema del valor medio, 

1 

	

F(114-h)-F(u) = f A(u+sh)hds = A(u+Oh)h, 	Oe (0,1), 

0 
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y, concecuentemente, puesto que A es un operador continuo en 

U, 

lim F(u+th)-F(u)_ DF(u,h) = F'(u)h = A(u)h, 
t+o 

esto es, A es la derivada continua del operador F diferenciable 

en U y con valores en B.  Entonces, del teorema 3.1, la in 

tegral curvilínea (3.5) es independiente de la trayectoria de 

integración en U. 

De los teoremas 3.1 y 3.2 concluimos con el siguiente hecho. 

Teorema 3.3. Supóngase que las siguientes condiciones son sa - 

tisfechas: 

1. A es un operador de Bu en el espacio de opera- 

dores lineales B . uw 

2. A posee una diferencial lineal de Gateaux DA(u,h) 

en todo punto u de algún conjunto abierto con-

vexo u C Bu. 

3. El operador bilineal DA(u,hi)(h2) es continuo 

en todo punto u e U. 

Entonces, para que el operador A sea potencial en 

el conjunto U, es necesario y suficiente que el 

operador bilineal DA(u,hi)(h2) sea simétrico para 

todo u e U: 

DA(u fh1) (h2) = DA (u, h2 ) (h1) , 	Vh1,h2 e B . 	
(3.11) 
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E : EL PROBLEMA DEL CALCULO DE VARIACIONES 



4. Valores extremos de una func iona].. 

Sea la funcional real F cuyo dominio de definición D(F) está 

contenido en algún espacio de Banach B. 

Definición 4.1. Se dice que el punto uocD(F) es un punto extremo 

absoluto de la funcional F, si alguna de las si-

guientes desigualdades se satisface en todo ueD(F): 

F(u) > F(u0), 	 F(u) < F(u0). 	(4.1) 

Así mismo, se dice que uo  es un punto extremo re 

lativo, si alguna de las desigualdades (4.1) se sa 

tisface en aquellos puntos suficientemente cercanos 

a. uo. 

Si la desigualdad satisfecha por un punto extremo es la primera o 

la segunda de (4.1), entonces se dice, respectivamente, que la fun 

cional F tiene en ese punto un valor mínimo o un valor máximo. 

Nuestro interés es estudiar el problema del valor extremo de una 

funcional, o problema del cálculo de variaciones, el cual consis-

te en establecer las condiciones necesarias y suficientes de ex 

tremo y los correspondientes teoremas de existencia y unicidad. 

Impongamos primero ciertas restricciones sobre el campo escalar 

en estudio F(u). 

Entenderemos por subespacio de un espacio de Banach, un subespa-

cio lineal cerrado, esto es, N C B es un subespacio si para 

todo u1, u2 E N, 
t
l  u1 

+ t2 u2 
e N, y N posee todos sus pun - 
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tos de acumulación. Es importante el hecho de que todo subespacio 

lineal en B de dimensión finita es cerrado: es un subespacio de 

B. 

Definición 4.2. Sea N C B un subespacio lineal y ii cualquier 

punto fijo en B. Se define como subespacio afín 

de B, al conjunto de puntos 

u = ii + h, 	 h e N. 	 (4.2) 

En particular, si N es un subespacin n-dimensio-

nal de B, para n = 1, al subespacio afín se le 

llama una línea en B; para n = 2, un plano; Y pa 

ra n > 2, un hiperplano. 

Obsérvese que un subespacio afín es la traslación de un subespa - 

cio lineal y, por consiguiente, éste no es necesariamente un sub-

espacio lineal; puede o no contener al punto cero. 

Restricción 4.1. El dominio de definición de la funcional F,D(F), 

es un subespacio afín de B siempre denso. 

De las definiciones de subespacio afín y conjunto siempre denso ** 

se deduce que D(F) es siempre denso en B si, y sólo si, el sub 

espacio lineal N es siempre denso en 8 t Así pues, ya que N es 

denso en B y B es de dimensión infinita, N es un subespacio 

lineal de dimensión infinita. Por otro lado, es claro, que todo 

subespacio afín es un conjunto convexo; D(F) es un conjunto con-

vexo. 

* F6] 11.3.2, p. 38. 

**F81 11.2.3, p.63 
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Una razón más de la necesidad de la restricción 4.1 es el he-

cho de que los elementos en D(F) son tales que satisfacen las 

condiciones de frontera del problema variacional, ya sean és - 

tas homogéneas o no homogéneas. Esto es, puesto que N es un 

conjunto lineal, los elementos h e N sólo podrán satisfacer 

condiciones del tipo homogéneo, en tanto que la inclusión del 

elemento fijo ú, permite satisfacer condiciones de frontera 

no homogéneas. 

Restricción 4.2. Si h es cualquier elemento del subespacio 

n-dimensional N
n C N, entonces la funcional 

F (u) = F(ii+h) es continuamente diferenciable 

un número suficiente de veces sobre N
n. 

Teorema 4.1. Si la funcional F satisface las restricciones 

4.1 y 4.2, entonces 6sta posee una diferencial de 

Gateaux VF(u, h) en todo punto u e D(F) , distri-

butiva en h 

Demostración. Sea u + th = ír+(ho+th) un elemento del domi - 

nio de definición D(F). Entonces, puesto que h
o+th es un 

elemento de un subespacio bidimensional de N, por hipótesis 

0(t) = F(u+th) es una función diferenciable, esto es, la dife 

rencial de Gateaux de la funcional F, 

d(t) 
dt 

lim F(u+th)-F(u)  
- VF(u,h), t=0 t-10 (4.3) 

   

existe en el punto u e D(F), en la dirección h e N . Ahora 
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bien, de (4.3), 

VF(u,aihi) 
dF(u+ta.

1
h.
1
) 

 

 

dt t = O 

     

donde h = a.h. 	(i = 1, 2, ..., n) es un elemento de un sub- 

obtenemos 

VF (u, aihi) 	- 

donde 	i, 	j, 

es distributiva 

espacion-curriensionaldeN.poraendo. 

unavariableindependienteya.1  

dF(u+b.h1.) - 
t = o 

n. 

N. 

bl  .„ta.1 

son constantes 

9F(u+b.1h.1) a. 

, 	donde 	t es 

arbitrarias, 

=a. VF(u,h j), 
bk = O 

de Gateaux VF(u,h) 

dt 

k = 1, 

en 

2, 	..., 

h e 

ab. 3 

La diferencial 

Consideremos el siguiente resultado del análisis funcional*  • Si 

el dominio de definición de un operador distributivo y acotado 

es siempre denso en B, entonces a dicho operador se le puede 

extender en forma única a todo el espacio B, preservándose su 

norma y su distributividad. Esto es, de la definición 2.1, to-

do operador distributivo y acotado con dominio de definición 

siempre denso en B posee una única extensión lineal en B. 

Por lo tanto, si VF(u,h) es la diferencial de Gateaux de la 

funcional F, la cual satisface las restricciones 4.1 y 4.2, y 

U C D(F) es el conjunto de elementos u en los cuales VF(u,h) 

es acotada en h e N, entonces, de las definiciones (2.3) y 3.1: 

VF(u,h) = DF(u,h) = FI (u)h = A(u)h, 	ueD(A) = U,h e B. 	(4.4) 

* :9 	IV. 97, Teorema 1, p. 287. 
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Aqui, al escribir h EB, se entiende a VF(u, .) como su corres 

pondiente extensión a todo el espacio B. Así pues, el operador 

A, el gradiente de F, es una aplicación del conjunto de elemento:;  

U C D(F) en el espacio dual de funcionales lineales B*; A(u), 

u e U, es una funcional lineal en B. Es importante hacer no - 

tar que el dominio de definición, así como la forma explícita del 

grad F = A, dependen directamente del tipo de espacio B en el 

cual esté contenido D(F). 

Con estos resultados, podemos entender a las restricciones 4.1 y 

4.2, como una forma menos restrictiva de pedir que la funcional 

en estudio esté definida en todo el espacio B y posea una dife 

rencial distributiva de Gateaux en todo punto u c B. 

5. Condiciones necesarias y suficientes de extremo. 

Teorema 5.1. Si la funcional F satisface las restricciones 4.1 

y 4.2, y tiene un valor extremo relativo en el punto 

uoeD(F), entonces uo 
es un elemento del dominio 

de definición del grad F = A: uoeD(A) = U, y 

A uo 
es el elemento cero del espacio dual B*. En 

otras palabras, uo 
es solución del problema 

A u = O, 	 u e D (A) . 	 (5.1) 

A la ecuación (5.1) se le denomina ecuación de Euler de la funcio 

nal F, y a los elementos solución del problema (5.1), puntos 

críticos de la funcional F. Entonces, todo punto extremo de la 

funcional F es, necesariamente, un punto crítico de ella. Tén 
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gase presente que todo punto extremo absoluto es necesariamente 

un punto extremo relativo • 

Demostración. Sea 0(uo, r) una vecindad del punto uo  de 

radio r . Por definición de extremo relativo, alguna de las 

desigualdades: 

F(uo  +th) > F(u0), 
	 F(uo+th) < F(uo), 

se satisface para todo uo+th c 0(uo,r). Por lo tanto, asumien 

do que 
	

Iti es lo suficientemente pequeño para que 11(uo+th)-u011 

= Itillhil < r, la función diferenciable F(uo+th) tiene un 

extremo relativo en 

dF (uo+th) 

t = O y, 

= 
t = 

4.1, 

necesariamente 

O, 	 Vhc N. 	 (5.2) 

VF(uo,h) 	es una funcional distribu 

VF(uo,h) - dt 

Ahora bien, del teorema 

tiva en h y, puesto que de (5.2) es idéntica a cero en todo 

h c N, es una funcional acotada en N. Por consiguiente, de lo 

concluido en (4.4), 

VF(u
o
,h) = DF(uo,h) = A(uo)h = O, 	

u
o
ED(A), VhCB. 	(5.3) 

Esto es, uocD(grad F) y A uo = O. 

Refiriéndonos al hecho ya expresado: El dominio de definición y la 

forma explícita del grad F dependen del espacio B en el cual 
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esté contenido D(F), es claro que el problema de Euler (5.1) 

también está sujeto a esta dependencia. Por otro lado, puesto 

que los puntos críticos ueD (A) = U C D(F) son elementos en 

los cuales DF(u,h) = O, y ésta diferencial sólo depende del 

dominio D(F) y de los puntos u, h, y no del espacio consi-

derado, entonces se concluye: la solución del problema de Euler 

es independiente del espacio B que contenga a D(F). A esta  

propiedad se le conoce como la invariancia de la ecuación de 

Euler. Las ecuaciones de Euler, resultantes de la consideración 

de diferentes espacios en un mismo problema variacional, son 

equivalentes entre si: cualquiera de ellas puede ser derivada de 

alguna de las otras. 

Estudiemos ahora una condición necesaria y suficiente de extre- 

mo. Sea F 	una funcional que satsiface las restricciones 4.1 

y 4.2 y, consecuentemente, posee una diferencial de Cateaux 

VF(u, h) en todo punto 	ucD(F), 	distributiva en 	h eN; D(F) 

es un conjunto convexo. De la fórmula de Lagrange para funcio-

nales (2.7), 

F(u+h)-F(u) = VF(u,h)+EVF(u+01 h,h)-VF(u,h)j, 0'e (0,1), 

para todo u, u+heD(F), y aplicando nuevamente la fórmula de 

Lagrange, 

F(u+h)-F(u) = VF(u,h)+O'V2F(u+Oh,h,h),0',0c(0,1), 	 (5.4) 

en donde V2F(u+Oh,h,h) es la segunda diferencial de Gateaux 
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de la funcional F en el punto u+Oh, en la dirección h. Sea 

uo un punto crítico de la funcional F. De la relación (4.4), 

VF(uo,h) = 0, y la ecuación (5.4), para u =uo  , se reduce en 

F(u
o+h)-F(uo) = 01 V

2F(uo+0h,h,h), 
	0',9e(0,1). 	 (5.5) 

Así, si V2F(uo
+0h,h,h) es no negativa o no positiva para todo 

h e N, entonces, de la definición 4.1 y de (5.5), F tiene un 

valor extremo absoluto en el punto crítico uo. Inversamente, 

si en el punto critico uo,F tiene un valor extremo absoluto, 

entonces, es claro, V
2
F(uo+0h,h,h) es no negativa o no positi 

va para todo h e N. Similarmente, en el caso de un extremo re 

lativo, la demostración procede en igual forma considerando só-

lo a aquellos elementos h e N de norma suficientemente pequeña. 

Teorema 5.2. Sea F una funcional, la cual satisface las restric 

ciones 4.1 y 4.2, y sea uo  un punto critico de e 

lla. Entonces, para que la funcional F tenga un 

valor extremo absoluto en el punto uso, es necesa 

rio y suficiente que su segunda diferencial de Gateaux 

satisfaga en los puntos uo+Oh, Oc(0,1), h e N, al-

guna de las siguientes desigualdades: 

V2F(uo+011,h,h) > 0, 	V
2F(uo+0h,h,h) < O. 
	(5.6) 

Así mismo, F tiene un valor extremo relativo en uo  

si, y sólo si, alguna de las desigualdades (5.6) se 

satisface para todo h c N de norma suficientemente 
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pequeña. 

El valor extremo de F será un mínimo o un máximo, respectiva 

mente, si la desigualdad satisfecha es la primera o la segunda 

de (5.6). En lo sucesivo nos referiremos sólo a puntos extre-

mos mínimos; el problema del máximo de la funcional F es 

idéntico al del mínimo de la funcional -F. 

Pasemos a establecer una condición suficiente de extremo menos 

restrictiva que la condición (5.6). 

Teorema 5.3. Sea F una funcional, la cual satisface las restric 

clones 4.1 y 4.2, y uo  un punto critico de ella. 

Si la segunda diferencial de Gateaux de la funcio-

nal F satisface la desigualdad, 

V2F(u,h,h) > O, 	 h e N, h # 0, 	(5.7) 

en todo punto u e D(F), entonces F tiene un mí 

nimo absoluto en el punto crítico uo. 

Así mismo, si la desigualdad (5.7) se satisface en 

todo punto u e D(F) suficientemente cercano a uo, 

entonces la funcional F tiene un mínimo relativo 

en el punto crítico uo. 

Demostración. La igualdad (5.5) se cumple. Si V2F(u0+0h,h,h) > 0, 

Oc(0,1), para toda h e N, h 	O, entonces, poniendo en (5.5) 

uo
4-11 = u, donde u es cualquier elemento de D(F) distinto 

de uo,F(u) 	F(uo
) para todo u e D(F). La funcional F tie 

ne un mínimo absoluto en uo. Por otro lado, si V
2
F(u,h,h)>O, 
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h 	O, en todo punto u(0(uo,r), u # uo, entonces, poniendo 

nuevamente en (5.5) uo+h = u y, puesto que 11(u0+0h)-u011 = 

101 Ilhil < 	u-uoll < r, F(u) > F(uo) 	para todo ua(uo,r). 

La funcional F tiene un mínimo relativo en uo. 

En resumen, dada una funcional,la cual satisface las restriccio 

nes 4.1 y 4.2, ésta posee una diferencial distributiva de Gateaux 

en todo punto de su dominio de definici6n (teorema 4.1). Si 

uo es un punto extremo de esta funcional, su diferencial de 

Gateaux es lineal es este punto y uo es solución de su proble 

ma de Euler: uo 
es un punto critico (teorema 5.1). Además, si 

su segunda diferencial de Gateaux es no negativa en alguna vecin 

dad del punto crítico uso  o en todo punto de su dominio de de - 

finición, entonces, respectivamente, la funcional tiene un valor 

mínimo relativo o absoluto en uo (teorema 5.3). 

Los teoremas de existencia y unicidad de extremo se estudiarán, 

en forma particular, al tratar el problema variacional de fun-

cionales cuadráticas. 

6. Condiciones de extremo de una funcional cuadrática. 

Sea la funcional real 

F(u) = A(u,u) + L(u)+C 	 (6.1) 

en un espacio de Hilbert H, cuyas componentes son tales que: 

A(u,v) es una funcional bidistributiva definida en un subespa 

dio afín D(A) siempre denso en H, L(u) es una funcional 

distributiva cuyo dominio de definición D(L) 3 D(A), y C es 
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una constante. Demos las siguientes definiciones, 

Definición 6.1. Se dice que la funcional bidistributiva A, defini 

da en el subespacio afín D(A) = U + M siempre den 

so en H, es simétrica, si 

A(h,h') = A(h',h), 	 Vh,h'cM. 	(6.2) 

A la expresión AEh ] = A(h,h), h e M, se le lla-

ma funcional cuadrática homogénea, o forma cuadró - 

tica, de la funcional simétrica A. 

Definición 6.2. A la forma cuadrática AEh] se le dice ser po 

sitiva, si 

AEh] > O, 	V h e M, 	 (6.3) 

y A Eh] = O si y sólo si h es el elemento ce-

ro. 

Definición 6.3. A la forma cuadrática AE h] se le dice ser po -

sitiva definida, si 

heM,Ilhil = 1 

o, lo que es equivalente, si existe una constante 

y > 0 tal que 



40 

> y' 	ih11 2 , 	y l'E.M. 	 (6.4) 

Definición 6.4. A la funcional (6.1) se lo denomina funcional 

cuadrática, si su funcional A es simétrica, y 

se le dice ser positiva o positiva definida, si, 

respectivamente, AEhl es positiva o positi-

va definida. 

Para poder hacer uso directo de los resultados del punto ante-

rior, probemos los dos siguientes lemas. 

Lema 6.1. Toda funcional cuadrática en un espacio de Hilbert 

H, satisface las restricciones 4.1 y 4.2. 

Demostración. Por definición de funcional cuadrática, la res- 

tricción 4.1 se satisface: 
	D(A) 	es un subespacio afín 

siempre denso en el espacio de Banach de dimensión infinita H. 

Por otro lado, si h = aihi (i = 1, 2, ..., n) es un elemento 

del subespacio n-dimensional Mn  C M, la función 

0(ak
) = F(72+akhk) = 	 ii 	i i 

a.ia.3A(hi,h.3)+aA(71,h)+a.A(h,ii)+a.L(h)+E, 

donde 	 C = A(1,U)+L(71)+c = cte., 

es continuamente diferenciable, y la restricción 4.2 también se 

satisface. 

Del teorema 4.1, como lo es evidente en este caso, la funcional 

cuadrática F posee una diferencial de Gateaux, 



41 

VF(u,h) = A(u,h)+A(h,u)-1-1,(h), 	 (6.5) 

en todo punto tic D(A), distributiva en h e M. 

Lema 6.2. Si la funcional cuadrática F es positiva, entonces 

su segunda diferencial de Gateaux V2F(u,h,h) satis-

face la desigualdad 

V2F(u,h,h) > O, 	y h E M, 	 (6.6) 

en todo punto u c D(A), y V2F(u,h,h) = O 	si y s6 

lo si h es el elemento cero. 

Demostración. Calculando la segunda diferencial de Gateaux de 

la funcional cuadrática F, la diferencial de la funcional (6.5), 

y considerando la desigualdad de positividad (6.3): 

V
2
F(u,h,h) = 2 Ar.h] > O, 	V h e M, 	u e D(A). 	(6.7) 

y V2F(u,h,h) = O si y sólo si h es el elemento cero. 

Por lo tanto, de acuerdo a los lemas 6.1 y 6.2, de los teoremas 

5.1 y 5.3 se concluye el siguiente resultado. 

Teorema 6.1. Sea F una funcional cuadrática positiva en un es 

pacio de Hilbert H. Entonces, para que la funcional 

F tenga un mínimo absoluto en el punto u
o 

es condición necesaria y suficiente que u
o sea un 

punto crítico suyo: 
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uo 	
D(grad F), 	grad F(uo) = O . 	 (6.8) 

El punto crítico u()  (si existe) es único. 

La unicidad del punto vio  se sigue del lema 6.2 y de la reía 

ción de Lagrange (5.5). 

7. Espacio de energía. 

Sea A(u,v) una funcional simétrica en el espacio de Hilbert H, 

cuya forma cuadrática, AChil, es positiva. Definiendo 

[hthi] = A(h r h'), 	Mi' e M, 	 (7.1) 

de las definiciones 6.1 y 6.2, esta nueva funcional satisface 

los postulados de distributividad, simetría y positividad de un 

producto escalar. Por lo tanto, introduciendo a la funcional 

(7.1) como producto escalar en el subespacio lineal M siempre 

denso en H, M resulta ser un espacio Euclideano de dimensión 

infinita. Definiendo ahora en M, la norma 

I IIhIII = [h,h] 2 
	

h e M, 	 (7.2) 

y realizando su completación en el sentido de la métrica 

D[h fh!] = 111h-h i lij, 	h rh' e M, 	 (7.3) 
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entonces la completacién HA  = Si es un espacio de Hilbert. A 

este nuevo espacio de Hilbert H
A 

se le denomina espacio de 

energía asociado a la funcional simétrica y positiva A. Así 

pues, nombraremos a las funcionales (7.1), (7.2) y (7.3) como 

el producto escalar en energía, la norma en energía y la mé - 

trica en energía, respectivamente. 

Consideremos al siguiente caso más restrictivo. Sea la funcio 

nal simétrica A, cuya forma cuadrática es positiva definida, 

y sea HA su correspondiente espacio de energía. De la defi-

nición de positividad definida (6.4), 

111h111 2  = A[h] > y2  II hip, 	h c M, 

y, consecuentemente, la relación entre la norma original en H 

y la norma en energía en HA resulta ser 

11h11 	Y 111h111, 
	 h e M. 	 (7.4) 

Así, toda sucesión {hk} e M, fundamental en el sentido de la 

métrica en energía (7.3), es también fundamental en el sentido 

de la métrica original D(u,v) = 11u-v11. Por lo tanto, pues-

to que HA  es completo en energía y H es completo en el sen 

tido original, la sucesión fundamental {hk} e M converge en 

cada uno de estos espacios a los elementos h y h', respec-

tivamente. De este hecho se deduce la existencia de un isomor 

fismo lineal entre los elementos del espacio de energía HA y 

algunos elementos del espacio original H. 
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Teorema 7.1': Si la forma cuadrática de la funcional simétrica A 

es positiva definida, entonces todos los elementos 

de su correspondiente espacio de energía HA pue - 

den ser identificados con algunos elementos del es-

pacio original H: 

M C HA C H. 
	 (7.5) 

Si la forma cuadrática Arh] es meramente positiva, entonces 

la relación (7.4) no se cumple en todo punto h e M y (7.5) de 

ja de ser cierto; la inclusión de H
A en H puede o no vera - 

ficarse. 

Ahora bien, si las condiciones del teorema 7.1 se cumplen, pro 

bemos que la relación (7.4) se cumple en todo punto h e HA: 

1 1h1 1 <l 1111111 1 
	

h 	e HA. 
	 (7.6) 

Sea h e HA. Puesto que M es siempre denso, tanto en HA, co-

mo en H, y estos espacios son completos por definición, enton 

ces existe una sucesión {hk} e M la cual converge a h en el 

sentido de las métricas en energía y original. Por consiguiente, 

haciendo uso de la continuidad de la norma, el límite cuando 

k->o,  de la relación 

Ilhk 11 	Y Illhk 111, hk e 14' 

*E 6 J  II. Teorema 5. 3 .1, p. 93. 
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prueba la desigualdad (7.6) en todo h c H
A. 

Teorema 7.2. Sea la funcional simétrica A con forma euadráti 

tica positiva definida en H, y sea IBA su corres 

pondiente espacio de energía. Entonces, para que 

el elemento h e H sea un elemento del espacio HA, 

es necesario y suficiente que exista una sucesión 

{11k}e M tal que 

iiihn-hmill .4- o, 	Ilhn-hil 	O. 
	(7.7) 

n,m-►= 	 n-).00 

Necesidad. El conjunto M es siempre denso en HA, entonces 

existe una sucesión {hk}c M la cual converge en energía al 

elemento h e HA y, consecuentemente, es fundamental en energía 

y, de la relación (7.6), es tal que 

Ilhn-1111 < 	 -4-  O. 
n 4-03 

Suficiencia. Cumpliéndose las condiciones (7.7), puesto que HA  

es completo, existe un elemento h'e HA tal que illh
n 

cuando 	n c  y, del isomorfismo lineal existente entre los 

espacios HA  y H, se sigue que h = h' y h e. HA. 

8. Existencia del mínimo de una funcional cuadrática. 

Consideremos el problema del mínimo de la funcional cuadrática 

positiva 

F(u) = A(u,u)+L(u)+C, 	 u e D(A), 	 (8.1) 
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en el subespacio afín 	D(A) = ú+M, denso en algún es- 

pacio de Hilbert H. Del teorema 6.1, la condición (6.8) es ne 

cesaria y suficiente para el mínimo de F(u), el cual, si exis-

te, es único. Poniendo u = U + h, donde ú es un elemento 

fijo del dominio D(A) y h está contenida en el subespacio 

lineal M, denso en H, la funcional (8.1) toma la forma: 

G(h) = Arh]+i.:(h)+E, 	 h e M, 	 (8.2) 

donde 	L(h) = L(h)+A(U,h)+A(h,177i), 

= A(ú,U)+L(U)+c = cte. 

Sea HA el espacio de energía asociado a la funcional positiva 

A. Debido a que M es denso en HA y D(L) 	D(A), D(L) es 

siempre denso en HA. Así, de las definiciones (7.2) y (7.1), 

AEh] 	hl 1 2 , por lo que, escribiendo a la funcional 

(8.2) en la forma 

G(h) = 111h111 2+ L(h)+C, 	 (8.3) 

ésta queda definida en el subespacio lineal D(f) siempre den 

so en HA. Analicemos los dos siguientes casos. 

Caso 8.1. La funcional f(h) no es acotada en HA. En este 

caso existirá una sucesión {hk} e D(f) tal que Illhkill = 1  

y Ph
n)1 4 c cuando n + c.. Seleccionemos los signos de los 

elementos hk de manera que 1,-(hn) 	c°  cuando n 4 co. En- 
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tonces 

MAR, 19 1975 

DE 
G(hn ) = 1+1.7(hn )+Ü 	 ' 

1 - NIERIA 

esto es, la funcional G(h) no es acotada por abajo y, conse - 

cuentemente, el problema del mínimo de la funcional (8.3) pier-

de su sentido. 

Caso 8.2. La funcional L(h) es acotada en HA. La funcional 

L(h) es, entonces, distributiva y acotada en un subespacio li-

neal denso en H
A'  y puede ser extendida en forma única a una 

funcional lineal en HA. Por lo tanto, considerando a U(h) 

como tal extensión, la funcional (8.3) queda extendida a todo 

el espacio de energía HA, y el problema es, ahora, encontrar 

un elemento h
o e HA en el cual la funcional 

G(h) = 11111111241;(h)+d, 	 h e HA, 	 (8.4) 

tenga un valor mínimo. Probemos que, en este caso, tal punto 

extremo sí existe. 

Del teorema de F. Riesz*, existe un elemento h(!)  e HA, y sólo 

uno, tal que la funcional lineal L puede ser expresada en la 

forma general: 

L(h) = E h, 	, 	h e HA. 	 (8.5) 

*[l O] II. 16, p.3 3 . 
BIBLIOTECA OPILAR DIVISIIINIDI 

DE IN V FATIGACION 	LSI ti I 	110111- 

RIOlt6t3 DI LA VACLILTAD DE IlluLN 
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Entonces, 

C(h) = illh111 2+(lh,h¿ 1+C - 1 h,h 1 L 11,111o  1+ -   

-hl hl - o o 
- 2'2 

-hl hl 

2 
o o]+C  -- , 2 

  

G(h) = 111h+lholl I 2-1111211¿1112-1--d, 
	h c HA, 

(8.6) 

y, como 	es evidente, 

inf G(h) = G(ho) = -111110111 2+E, 
hcHA 

donde ho = - 1 o  h' existe y es único. Este mismo resultado se si 2  

gue también de la condición (6.8). 

Teorema 8.1. En el espacio de energía HA  existe uno, y sólo un 

elemento, en el cual la funcional (8.4) tiene un va 

lor mínimo absoluto. 

La solución del problema variacional (8.4), ho e HA, no necesa - 

riamente es un elemento del espacio original H ni, por consiguien 

te, del subespacio lineal!. Por otro lado, si la forma cuadrática 

A[h] es positiva definida, del teorema 7.1, M C HA  C H, y el 

elemento solución ho si es un elemento del espacio original H: 

ho e HA C H. Por esto, a 
ho e HA se le dice ser la solución ge- 

neralizada del problema variacional (8.2). Si ho e M C HA, en 

tones h
o 
es la solución ordinaria del problema (8.2). 

Por lo tanto, la solución generalizada u
o 

del problema variacio 

nal (8.1), definida por, 
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uo = U + ho, 
	 (8.8) 

existe y es única. Diremos que uo es un elemento del espa-

cio afín de energía u - + HA. 

Corolario 8.1. Sea la funcional cuadrática positiva (8.1) cuya 

funcional, 17.(h), es acotada en HA. Entonces, en 

el espacio afín de energía, ti - + HA, existe un 

único elemento en el cual la funcional (8.1) tiene 

un valor mínimo absoluto. 

Obsérvese que en el caso en que las condiciones de frontera del 

problema variacional (8.1) sean del tipo homogéneo, el elemento 

de traslación U está contenido en M. Entonces, si se procede 

a tomar a ti como el elemento cero del subespacio lineal M, 

F(u) = G(h); u= h e M. 
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III : EL METODO VARIACIONAL DE LA ENERGIA 



9. Potencialidad de campos distributivos. 

Sea A un operador distributivo el cual mapea elementos de un 

espacio de Banach B en funcionales lineales del espacio con 

jugado B*, y sea su dominio de definición D(A) un subespa-

cio afín siempre denso en B. Para estudiar la potencialidad 

del campo distributivo definido por A en B, analicemos pri 

mero su diferenciabilidad. 

De la definición 2.2, el 

lim A(u+th)-A(u)  - V A(u,h) = A h, 
t+o 

h e M, 	 (9.1) 
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existe para todo u e D(A), esto es, el operador A posee una 

diferencial de Gateaux en todo punto u e D(A), en la dirección 

h e M. Observando (9.1), V A(u,h) es un operador distributivo 

en h y, puesto que del resultado (2.10) A es continuo en D(A), 

y todo operador distributivo y continuo es acotado, entonces A 

posee una diferencial lineal de Gateaux en D(A): 

• A(u,h) = DA(u,h) = A'(u)h = A h, 	u e D(A), h e M. 	(9.2) 

Así, la derivada de Gateaux del operador A,A'(u) = A, resulta 

ser un operador continuo y, por consiguiente,del teorema 2.1, 

esta es una derivada de Frechet: 

DA(u,h) = dA(u,h) = A h, 	u e D(A), 	h e M. 	(9.3) 

Por lo tanto, el operador distributivo y continuo A define en 

B el campo de funcionales lineales (continuas) Au e B*, y su -

correspondiente integral curvilínea, 

f(Au, du), 	 (9.4) 

existe a lo largo de cualquier curva regular L c D(A). En lo 

sucesivo escribiremos (Au,.) para resaltar el hecho de que Au 

es una funcional lineal. 

Ahora bien, como se vio en la definición 1.5, si el operador con 

tinuo A es tal que la integral curvilínea (9.4) no depende de 

la forma de la curva L C D(A),  sino sólo de sus puntos extre- 
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mos uo 
y u, entonces existe una funcional F, llamada el po 

tencial del operador A, tal que 

u 

f(Au, du) = F(u)-F(u0), 	 U
o

, U E D(A) . 	(9.5) 

uo  

En este caso, al operador continuo A se le dice ser un opera 

dor fuertemente potencial, y se le llama, el gradiente fuerte 

del potencial F. 

Definición 9.1. Se dice que el operador distributivo A de B 

en B*, definido en el subespacio afín D(A) = 

+ M siempre denso en B, es simétrico, si 

(Ah,h') = (Ah',h), 	 y h,h' e M. 	(9.6) 

De la relación (9.3) se sigue que la condición de simetría (9.6) 

es equivalente a que la funcional bilineal (DA(u,h),h'),continua 

en todo punto u e D(A), sea simétrica en todo u e D(A): 

(DA(u,h),W) = (DA(u,h'),h), 	 V h,h' e M. 	(9.7) 

Con esto, de los teoremas 3.1, 3.2 y 3.3, las condiciones de po 

tencialidad de un campo distributivo son: 

Corolario 9.1. La integral curvilínea (9.4) es independiente de 

la trayectoria de integración en D(A) si, y sólo 

si, el operador A es la derivada de alguna funcio 

nal F diferenciable en D(A) (A es un operador 

potencial en D(A)). 
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Corolario 9.2. La integral curvilínea (9.4) es independiente de 

la trayectoria de integración en D(A) si, y s6-

lo si, el operador A es simétrico en el ospa - 

cio B. 

Corolario 9.3. Para que A sea un operador potencial en D(A), 

es necesario y suficiente que sea un operador si-

métrico en el espacio B. 

Una forma conveniente de reconstruir el potencial de un operador 

simétrico, definido en el subespacio afiii D(A) = 	es tomar 

por curva regular L en (9.5) al intervalo que une al punto fi-

jo U e D(A) con el punto arbitrario u de D(A). Entonces, 

el potencial del operador simétrico A de B en B* 	es la fun 

cional 

F(u) = F(5.)+ 1(A(u-72),u-71)+(Ail,u-171), 	u e D(A). 	(9.8) 

A es el gradiente fuerte del potencial F. 

10. El método variacional de la energía. 

Sea A un operador simétrico del espacio de Hilbert H en su es-

pacio dual H*. De la extensión del teorema de F. Riesz al caso 

de funcionales bilineales*, y de las definiciones 9.1 y 6.1, pode 

mos decir que todo operador simétrico tiene asociada una ánica 

funcional bilineal y simétrica de la forma 

A(u,v) = (Au,v), 

 

u,v e D(A), 	 (10.1) 

*D1.61 11.21, p.42. 
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cuya forma cuadrática es, 

Arh] = (Ah,h), 	 h e M. 	 (10.2) 

En similitud a las definiciones 6.2 y 6.3, expresemos lo siguien 

te. 

Definición 10.1. Al operador simétrico A se le dice ser positi-

vo, si su forma cuadrática asociada es positiva: 

AEh] = (Ah,h) > 0, 	 Vh e M, 	(10.3) 

y AEh] = O si y sólo si h es el elemento ce 

ro. 

Definición 10.2. Al operador simétrico A se le dice ser positi 

vo definido, si su forma cuadrática asociada es 

positiva definida: existe una constante y > O 

tal que 

Arh] = (Ah,h) > Y2 11h11 2, 	y h c M. 	(10.4) 

Del corolario 9.3, el operador simétrico A es potencial en D(A) 

y, de (9.8), es, el gradiente fuerte de la funcional 

F(u) = 	 u e D(A). 	(10.5) 

Ahora bien, escribiendo al potencial F(u) en la forma: 
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1 F(u) = 7  A(u,u)+L(u)+C, u e D(A), 	(10.6) 

donde 

1 	— ' 
	2 

1 
" L(u) = 2 — A(u u)- 	A(u u) 

1 — — — C = - 2  —A(u u)+F(u), ' 

de la definición 6.4 se concluye: el potencial de un operador si-

métrico de H en H* es una funcional cuadrática en H. Por lo 

tanto, del teorema 6.1, se tiene el siguiente corolario. 

Corolario 10.1. Sea A un operador positivo de H en H*. Para 

que el potencial F de A tenga un mínimo absolu 

to en el punto uo  eD(A), es condición necesaria 

y suficiente que uo  sea un punto crítico suyo, o 

sea, que uso  sea solución de su problema de Euler 

A u = 0, 	 u e D(A). 	 (10.7) 

El punto crítico uo  (si existe) es único. 

Poniendo ahora, al igual que para (8.2), u = ii+h en (10.6), o 

simplemente, 	= h en (10.5), la funcional F(u) toma la for 

ma: 

1 G(h) = —2ACh]+A(ii,h)+F(ii), h c M. 	 (10.8) 

Definición 10.3. Si la funcional cuadrática 
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1 r— G (h) = ,1-L h --t 
 (10.9) 

es tal que: AL11:1 es la forma cuadrática aso-

ciada a un operador positivo en el espacio de 

Hilbert H,y 	t(h) = (r,h) 	es una funcional li 

neal del espacio dual H*, entonces a G(h) se 

le denomina la funcional de energía del operador 

A. 

La funcional (10.8), si A es positivo, es entonces la funcional 

de energía del operador A, cuya funcional I = -Ai. Es claro 

que la constante F(U) es irrelevante. 

Así pues, toda funcional de energía es una funcional cuadrática 

positiva, resultando ser su gradiente de la forma, 

grad G(h) = A h--f, 	 h e D(grad G) = N. 	(10.10) 

Por lo tanto, del teorema 6,1, se concluye el siguiente resulta - 

do de gran trascendencia. 

Corolario 10.2. Toda funcional de energía tiene un valor mínimo ab 

soluto en el punto hoe M 	si, y sólo si, 110  es 

solución de su correspondiente problema de Euler: 

Ah =I, 	 h e M. 	 (10,11) 

El punto crítico h (si existe) es único. 
o 
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Sea HA 
el espacio de energía asociado a la funcional positiva A. 

Entonces, al igual que para (8.3), la funcional de energía (10.9), 

escrita en la forma, 

1 G(h) = 711D-111P --17,(h), 

queda definida en el subespacio lineal D(E) siempre denso en HA. 

Como se vio en el caso 8.1, si la funcional L(h) resulta no ser 

acotada en HA, el problema variacional pierde su sentido: G no 

es una funcional acotada en energía. Asumamos entonces que i.4(h) = 

(!,h), Y e H*, es acotada en HA, y considerémosla como su corres 

pondiente extensión lineal a todo el espacio HA. Entonces 

G(h) = 1 —111h1112-fi(h), 2 	 h e HA, (10.12) 

y, del teorema 8.1, se tiene el siguiente hecho. 

Corolario 10.3. En el espacio de energía HA  existe uno y sólo 

un elemento en el cual la funcional de energía (10.12) 

tiene un valor mínimo absoluto. 

Veamos cuando la hipótesis del corolario 10.3: f(h) = (1-,h) es 

acotada en energía, se cumple para toda r e H*. 

Sea la funcional de energía (10.12) del operador positivo defini-

do A. En este caso, la relación (7.6) entre la norma original 

y la norma en energía  se cumple y, de la desigualdad de Cauchy.-

Buniakovski*,  

* E8] 111.4.1, p.153. 
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I 	(h) I < I ILI 	Ihl I = I IfI 1.1 !hl I 	< 1-1- 1,1- I I I hl I I 
	

e 11* 	h e HA' 
(10.13) 

esto es: si A es positivo definido, toda funcional lineal de 

H* es acotada en energía. 

Corolario 10.4. Para toda funcional de energía de un operador po 

sitivo definido existe uno y sólo un punto en HA, 

el cual le asigna un valor mínimo absoluto. 

Luego entonces, si U(h) es acotada en energía, al igual que en 

(8.4), existe un único elemento h
o e HA tal que 

E(h) = Eh0,hj, 	 h e HA' 	 (10.14) 

y, concecuentemente, 

G(h) = 1111h111 2-Lh0,h] = 2Eh,hj-Lh0,h1+ 2Lh0,h0":1- 	h0,110], 

G(h) = 1111h -h0111 2  -1111h0111 2, 

y el 	inf G(h) = G(110).- 1111110111 2. 
heHA 

h e HA' 

El elemento ho e HA es la solución generalizada del problema 

variacional (10.9) o, lo que es equivalente, del problema de Eu 

ler (10.11). 

Por lo tanto, la solución generalizada u0  del problema variacio-

nal (10.6), o del problema de Euler (10.7), es el elemento 
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uo = 1714-11o
, 	 (10.17) 

donde ho 
es la solución generalizada del problema variacional 

(10.8). La solución (10.17), elemento del espacio afín de ener-

gía U-FMA' 
existe y es única (corolario 8.1). En este caso 

= -A U, por lo cual, el problema de Euler (10.11) es el co 

rrespondiente problema, con condiciones de frontera homogéneas, 

del problema de Euler original (10.7), con condiciones de fronte 

ra no homogéneas. Ambos problemas coinciden si ü e M, y éste 

es tomado como el elemento cero en M. 

De esta forma se ha dado origen al así llamado Método Variacio-

nal de la Energía, al cual se le puede definir en los siguien 

tes términos: es aquel método que estudia la existencia, unici-

dad y naturaleza de la solución de un problema de Euler, estu - 

diando al punto extremo de su correspondiente funcional de ener 

gía. Téngase presente que esta definición es puramente formal. 

11. Sucesiones minimizantes. 

Consideremos la funcional de energía (10.9), cuya funcional 

E(h) = (1-,h), Y e H*, es acotada en energía y, consecuentemen-

te, puede ser extendida a todo el espacio de energía HA. Del 

corolario 10.3, existe un único punto extremo ho e HA, por lo 

que: 

G(h) = 111111111 2  -U(h) = 1111h -holl1 2  - 1111h01112, 
	h e HA'  (11.1) 
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1111 	II! inf 	G(h) = G(ho) -- -2 1 1 1 /10111 2. 
hen

A 

(11.2) 

Definición 11.1. SeaAhk} 	
una sucesión de elementos del espa-

cio de energía HA. Se dice que '{hk} es una 

sucesión minimizante de la funcional de energía 

(11.1), si 

lim G(h ) = inf G(h). 	 (11.3) 
n 	henA 

Luego entonces, si 111k
}e H

A 
es una sucesión minimizante, de 

(11.1) y (11.2), 

lim
" 
 = lim blhno -h_111 2-  11W-10111 2 1 = - 1111h0111 2, 

:14-00 

esto es: 

Teorema 11.1. Toda sucesión minimizante de la funcional de ener 

gía (11.1) converge al punto crítico de ésta en el 

sentido de la norma en energía: 

(11.4) 

Más aún, si la forma cuadrática de la funcional G(h) es posi-

tiva definida, de la relación entre las normas en energía y ori 

ginal (7.6), toda sucesión minimizante suya también converge en 

la media: 

Ilhn-hoI 	o. 	 (11.5) 
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Así pues, el n-ésimo elemento hn E HA de una sucesión minimi - 

zante es la n-ósima aproximación de la solución generalizada 

ho e HA del problema variacional (10.9), o sea, del problema de 

Euler (10.11). Por lo tanto, el construir una sucesión minimi 

zante es una forma natural, en el contexto del método variacio 

nal de la energía, de establecer una solución aproximada del pro 

blema. Entre los métodos más importantes para construir una su-

cesión minimizante, denominados procesos variacionales, se encuen 

tran los procesos de W. Ritz [3,4,5] y L. V. Kantorovich L3,7]. 

12. Formulación variacional de un problema de valores en la fron- 

tera. 

Sea el problema de valores en la frontera 

A u = f, 	 u e D(A), 	(12.1) 

donde A es un operador distributivo del espacio de Hilbert H 

en sí mismo, y sea H, tal que, D(A) resulta ser un subespa 

cío afín siempre denso. En la formulación variacional de este 

problema, una forma de razonar es la siguiente: 

1. Dado el problema de valores en la frontera (12.1) y selec- 

cionado el espacio de Hilbert H, en el cual 	D(A) resulta ser 

un subespacio afín siempre denso, en términos del producto es-

calar en H, 

A(u,v) = (Au,v), 	 u,v e D(A), 	 (12.2) 
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es una funcional bilineal con forma cuadrática 

Arhl = (Ah,h), 	 h e M. 	 (12.3) 

Por lo tanto, el operador A es ahora, en este sentido, un ope 

rador distributivo de H en el espacio de funcionales linea -

les H*. 

2. Luego entonces, si el espacio seleccionado H 	es tal que, 

A resulta ser un operador simétrico: 

A(h,h') = A(h',h), 	Vh,h' e M, 	 (12.4) 

A es un operador potencial en D(A) (corolario 9.30. 

3. Esto es, el problema (12.1) es el problema de Euler de la 

funcional 

1 

F(u) = f (A E 	cu 	-f 	dt+F (1-i) 

0 

- - = 1 -A(u-uu-u)-(f,u-1-1)+A(1,u-ii)+F(1-1), 2 

o, 

1 F(u) = íA(u'u)-L(u)+C, 

u e D(A) 	(12.5) 

u e D(A), 	(12.6) 

- donde 	L(u) = (f,  u) - 1  -A(u u) -- 1 A(u 2 	2 	e 

C = (f 	A(i-i,ii)+F(ii-). 

F(u) es el potencial del campo Au-f, u e D(A), f e H*. 	La 
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estacionareidad del potencial F(u) es el principio variacio-

nal del problema de valores en la frontera (12.1). 

4. Asumiendo que el operador simétrico A es positivo: 

Arh] > 0, v h e M, y Arh] = Or=> h = O e M, 	 (12.7) 

F(u) 	tiene un mínimo absoluto en el punto uo  e D(A) si y 

sólo si uo es solución del problema de valores en la frontera 

(12.1) (corolario 10.1). 

5. Poniendo u = 	en (12.6) o, simplemente 	= h en 

(12.5), la funcional de energía del operador positivo A re - 

sulta ser: 

G(h) = 
1

A L  hj-r(h)+F(ii), 	h e M, 	 (123) 

donde 	U(h) = (f,h)-A(U,h). 

La funcional G(h) tiene un mínimo absoluto en el punto hoe M 

si, y sólo si, ho es solución del problema de valores en la 

frontera 

A h = 	, 	 h E M; 
	

f-A ü 	 (12,9) 

(corolario 10,2), Este es el correspondiente problema a (12.1) 

con condiciones de frontera homogéneas, 
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6. Ahora bien, si L(h) = (T,h) es una funcional acotada en 

el espacio de energía H
A, o si el operador positivo A es po 

sitivo definido: 

A[h] > y 2 11h11 2, 	y = cte > 0, 	V h e M, 	 (12.10) 

entonces la funcional de energía (12.8) puede ser extendida a 

todo el espacio de energía HA: 

1 G(h) - 111111111 2  -t(h), h e HA, 

existiendo un único elemento hoe HA 
en el cual (12.11) tiene un 

valor mínimo absoluto (corolario 10.3 o 10.4). 

7. Por lo tanto, cumpliéndose cada una de las asunciones he 

chas hasta ahora, la solución generalizada del problema varia-

cional (12.6), o del problema de valores en la frontera (12.1): 

uo = (ii+ho
) e (ú-141

A
)
' 
	 (12,12) 

existe y es única (corolario 8.1). El elemento h
o e HA es la 

solución generalizada del problema variacional (12.8), o del pro 

blema de valores en la frontera (12.9). 

8. Finalmente, construyendo una sucesión minimizante de la fun 

cional de energía (12.11), en términos del proceso variacional 

que se haya seleccionado, del teorema 11.1, el n-ésmo elemento 

de la sucesión es la n-ésima aproximación de la solución ho  e HA, 

la cual converge en energía, Si A es positivo definido, la 
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convergencia también es en el sentido de la norma original. 

En conclusión, los 8 puntos acabados de expresar ofrecen una 

forma de la técnica del método variacional de la energía. 



FALTA PAGINA 

No 	9 



DE : 	PROBLEMA VARIACIONAL DE LA FUNCIONAL 

F(u ):f[-Aik (x)u,i u, k+3-c(x)u2 - f(x)u]dx-ig
2
(x)udr 

a 	 r 



13. El caso g2(x) = O, 

Sea la integral 

1 
F1(u) =11  r23.A.1( 	'k 2 (x)u .0 + 	(x)u2-f(x)u ]dx -C  (13.1) 

definida en un dominio finito 2 del espacio Euclideano m-dimen- 

sional Em, y cuya frontera F 	es una superficie (m-1)-dimensio 

nal seccionalmente suave. Asumiremos que los coeficientes Aik(x) = 

Aki(x), C(x) y f(x) son elementos del espacio lineal C(S), esto 

es, son funciones continuas y acotadas en ff = PUF, 

Estudiemos el problema variacional de la funcional F1(u) en el 
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espacio de Hilbert separable L2(9), definida en el conjunto 

D(F1) = (u:ueC (1)  ( 

  

), u = 91(x)}' 	 (13.2) 

   

donde gleC(r) es una función prescrita sobre la superficie r. 

Entonces, si existe al menos una función 1.-ieD(F1), D(F1) contie 

ne un subespacio afín de la forma 

donde 

u = 
	

h e N 

N1 	
(1) 	 (1) - =.1-111. 	(0) = (h:heC 	(9.), ()} h = ir  

(13.3) 

(13.4) 

es un subespacio lineal en L2(9). Probemos las dos siguientes 

proposiciones. 

F1 satisface la restricción 4.1: D(F1) es un subespacio afín 

siempre denso en L2(2). El conjunto de funciones finitas en un 

dominio acotado 2: funciones infinitamente diferenciables en 2 

y diferentes de cero sólo en algtn subdominio de 2, es siempre 

denso en L2(Q)*. Entonces N1CL2(9) es siempre denso en L2(9), 

y esto es condición necesaria y suficiente para que el subespacio 

afín D(F1) también lo sea. 

F1 satisface la restricción 4.2: F1(u) = F1(u+h) es continua - 

mente diferenciable un nOmero suficiente de veces sobre el sub - 

espacio n-dimensional Ni C Ni. Esto es, la función F1(u) = 

F1(U+a.h.), a.h.eN
n
1' 
 i = 1,2„..,n, es continuamente diferencia 

ble un número suficiente de veces con respecto a las variables 

*[=6 j Teorema 1.3.4, p. 16. 



73 

a1. Es claro que la función 

F
1 
(Ii+a 1 

1 
h ) -aras ) 

— 

A. 	h r,1 .hs,k 1 
-f—Ch 

r  hs  jdx 2 
52 

+ a 
r  f.  FAiku,  h 	r -fhr - idx+ r r. - 	 j 	ik '1 lk 2 

es continuamente diferenciable con respecto a a.. 

Por lo tanto, del teorema 4.1, la funcional F1  posee una dife-

rencial de Gateaux 

	

VF1(uph) = 
1 	

Aiku, ih, k+Cuh-fh dx 
	

(13.5) 

en todo punto u e D(F1), distributiva en h e Ni. 

Teorema 13.1. Los elementos del dominio de definición del gra - 

diente de F
1 

son aquéllos, y sólo aquéllos, que 

satisfacen las siguientes condiciones: 

1) u e D(F1), y 

2) el vector A -ikuposee una divergencia ge-

neralizada en el dominio 9, la cual es un 

elemento del espacio L2(9). 

Necesidad. El elemento u e D(grad F1). Por definición del gra 

diente de una funcional, D(grad F1) C D(F1) y VF1(u,h) es una 

funcional acotada en h e Ni. Asl, necesariamente, u e D(F1) y 

VF1(u,h) es una funcional distributiva y acotada en el subes - 

pacio lineal N1 denso en L2(P)' Entonces, del teorema de F. 
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Riesz, existe un único elemento v e L2(-3) tal que 

J. Aik'k u h dx = (v,h) = -f-vhdx, h e N1 .  (13.6) 

Por definición*, -v e L2(S2) es la divergencia generalizada del 

vector Aik '1 u . en el dominio g. 

Suficiencia. Si se satisfacen las condiciones 1 y 2, de (13,5) 

y (13.6), la funcional 

VF1 (u' h) =f v+Cu-f jhdx = (v+Cu-f,  , h) , 	h e N 
	

(13.7) 

es distributiva y acotada en el subespacio lineal N1 denso en 

L2(2). Por lo tanto, al igual que en (4.4), 

VF (u, h) = DF (u, h) = (grad F (u),h), 1 	 1 	 1 	u e D(grad F1), h151). (  

Luego entonces, si convenimos en denotar a la divergencia genera-

lizada en igual forma que en el caso ordinario: -v = (Aiku,i),k, 

donde los elementos en dicha suma no poseen significado separada-

mente, 

D(grad F1) = D(U1) = {u:u C(1)(17),3(Aiku,i),keL2(12),u = gl(x))' r  
(13.9) 

 

y de (13.7) y (13,8), 

 

*E6 7  II. 4.3, p.71. 
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grad F
1
(u) = U

1
u-f = -(Aik 	' k (x) u , 	+C(x)u-f(x). (13.10) 

Particularmente, si el vector Aiku,i  es continuamente diferen-

ciable en :77, su divergencia generalizada existe y coincide con 

su divergencia ordinaria*, por lo que, asumiendo aAike C(1)(U), 

D(U1) j íu:ucC(2)(7), u = g (x)}. 
r 

  

Del teorema 5.1 se sigue el siguiente resultado. 

Corolario 13.1. Si la funcional F1 tiene un valor extremo en el 

punto uocD(F1), entonces uo es solución de su co 

rrespondiente problema de Euler 

U
1u = f, 	ueD(U1). 	 (13.12) 

Lema 13.1. Si las funcionesAik  (x) y C(x) son tales que: 

Aik (x)titk  >liotktks 	C(x) > 0, 	VxC-51-, 	 (13,13) 

donde po  = cte > O y tk  son cualesquiera ndmeros rea 

les, entonces la segunda diferencial de Gateaux de la 

funcional F1 satisface la desigualdad 

V2F1  (u, h h) > O, 	heN1r 
	 (13,14) 

en todo punto ueD(F1), y V2F1(u,h,h) = O si y sólo 

*[ 6] 1.2.1, p.21. 
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si h es el elemento cero. 

Demostración. Tornando la diferencial de Gateaux de la funcional 

(13.5), en la dirección h eN1, 

V2F1(u,h,h) =frhikh,ih,k+Ch2jdx > pofh,kh,kdx > O, 
2 	 2 

(13.15) 

en donde la condición (13.13)1  se ha utilizado para tk  = h,k. 

Por otro lado, si V2F1(u,h,h) = O, entonces h = cte y, puesto 

que heN 	h = O. Inversamente, si h = O, h,k  = O y V2F1(u,h,h) = O. 

Con este resultado, de los teoremas 5.1 y 5.3, se concluye la si-

guiente condición necesaria y suficiente de extremo. 

Teorema 13.2. Si las condiciones (13.13) se cumplen, entonces pa 

ra que la funcional F1  tenga un valor mínimo ab - 

soluto en el punto uocD(F1), es condición necesa-

ria y suficiente que uso  sea un punto crítico suyo; 

sea solución del problema de Euler (13.12). 

El punto crítico uo (si existe) es único. 

La unicidad del punto uo  se infiere del lema 13.1 y de la rela-

ción de Lagrange (5.5). 

Resdmiendo: La funcional F1 definida en el conjunto (13.2), 

el cual contiene un subespacio afín de la forma (13.3), satisfa-

ce las restricciones 4.1 y 4.2, y posee una diferencial distribu 

tiva de Gateaux (13.5) en todo punto de su dominio de definición. 

Si uo es un punto extremo de ella, entonces éste es solución de 
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su correspondiente problema de Euler (13,12); uo  es un punto cri 

tico 
	Además, si las condiciones (13.13) se cumplen, su punto 

critico (si existe) es único y le asigna un valor mínimo absoluto. 

14. Condiciones naturales y_principales de frontera, 

Consideremos ahora el problema variacional de la funcional 

F2(u) =f5.2 E12-"Aik(x)u,iu,k+ 	C(x)u2-f(x)uildx-jg2(x)udF(14.1) 

definida en el subespacio lineal D(F2) = C(1)  (1)C L2(2). Como 

antes, 2 es un dominio finito del espacio Em, cuya frontera 

es seccionalmente suave, yAik  (x) = Aki(x), C(x), f(x) son fun 

ciones del espacio C(Si). El elemento g2(x)eC(F) es una fun 

ci6n prescrita sobre P. A diferencia, en este caso, las funcio-

nes ueD(F2
) no están sujetas a ningún tipo de condiciones de 

frontera. 

- Al subespacio lineal D(F2) = C(1)  (2) se le puede considerar co-

mo un subespacio afín lineal (1 es el elemento cero), entonces, 

con lo ya establecido, F2  satisface las restricciones 4.1 y 4.2, 

y posee una diferencial distributiva de Gateaux 

VF2(u,h) =iCAiku,ih,k+Cuh-fh]dx-fg,hdr 	 (14.2) 
2 	 r 

en todo punto ueD(F2), en la dirección heN2  = D(F2). 

Mostremos que en este caso los elementos del dominio D(grad F2) 

CD(F2) satisfacen una condición natural de frontera, Es claro 
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que los elementos del dominio D(F) no necesariamente satisfa 

cen a ésta. 

Teorema 14.1. Los elementos del dominio de definición del gradien 

te de 	F2 	son aquéllos, y sólo aquéllos, que satis- 

facen las siguientes condiciones: 

1) uED(F2), 

2) el vector 	Aiku,i 	posee una divergencia genera- 

lizada 	(Aik'1'k  u 	.) 	EL2  (ID' 	y 

3)  u 	satisface la condición de frontera 

Aik u, .nk  = 	g2(x). 	 (14.3) 

Los números nk son los cosenos directores del vector unitario 

exterior, normal a la superficie r. 

Necesidad. Sea ucD(grad F2). Por definición de gradiente 

D(grad F2)CD(F2) y, necesariamente, ucD(F2), Así mismo, la di 

ferencial VF2(u,h) es una funcional acotada en heD(F2), En - 

tonces, para u fijo, VF2(u,h) es una funcional lineal en 

L2(2) y, en particular, es una funcional distributiva y acotada 

en todo subespacio lineal denso en L2(2). De acuerdo a esto, 

si consideramos momentaneamente a VF2(uf h) definida en91.1 (1)  (9), 

entonces,del mismo razonamiento hecho para (13,6), el vector 

Aikuri posee una divergencia generalizada (Ai  u ) 	(Q) k fi fk 2 	' 

Ahora bien, continuando con VF2(u,h) definida en D(F2) = C(1)(1), 

e integrando por partes a (14,2) (la condición 2 se satisface), 

se obtiene 
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VF2(u,h) 	-( 	u,i),k+Cu-f:lhdx-il
r '
rA.kulink-g2:111(1F, 	(14.4) 

la cual es una funcional acotada en L2(?). Por lo tanto, necesa 

riamente, (14.3) se satisface. 

Suficiencia. Las condiciones 1, 2 y 3 se satisfacen. Integrando 

por partes a (14.2), 

VF2  (u, h) = f E- (Aiku, i ) , k+cu-f jhdx. 	 (14.5) 

Puesto que E- (Aiku, i) , k+cu-f jeL2 (p) , (14.5) es una funcional li 

neal (acotada) en L2(2). Entonces, ueD(grad F2)y, de (4.4), 

VF2(u,h) = DF2(u,h) = (grad F2(u),h), 	ueD(grad F2), heL2  
(14.6) 

Por lo tanto, 

D(gradF2) = D(U2) ='{u:ucC
(1)(),3(Aiku,i),keL2(2),Aik 	=g2(x)), 

r(14.7) 

y de (14.5) y (14.6), 

grad F2(u) = U2u-f = -(Aik 	1  1 ' k (x) u, .) 	+C(x)u-f(x). (14.8) 

Particularmente, si el vector Aiku,i es continuamente diferen-

ciable en ri (si su divergencia generalizada es ordinaria), en - 

tonces, asumiendo aAike C(1)  (ff), 

D(U2)álu:ucC 
(2) 

 (2)' Aik' 1 u .nk I 
= g2(x)}. 	 (14.9) 
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Definición 14.1. A aquella condición de frontera del problema de 

Euler de una funcional dada, no satisfecha nece 

sariamente por los elementos del dominio de de-

finición de la funcional, se le denomina condi-

ción natural de frontera del problema variacio-

nal. Si ésto no es así, a tal condición se le 

denomina condición principal de frontera. 

De acuerdo a esta definición: toda condición de frontera de un pro 

blema variacional es condición principal, en tanto que, toda con - 

dición de frontera de un problema de Euler es o condición principal 

o condición natural. 

Como corolario del teorema 5.1, se tiene el siguiente hecho. 

Corolario 14.1. Si la funcional F2 tiene un valor extremo en el 

punto uocD(F2), entonces uo es solución de su 

correspondiente problema de Euler 

U2u = f, 
	 uED(U2). 	 (14.10) 

La condición de frontera del problema de Euler (14.10) es condi- 

ción natural de la funcional F2. Así también, si g2 (x ) 	0,  

ésta es condición natural de la funcional F
1 
 (13.1). La condi - 

ción de frontera en (13.9): u

I 

 = gi(x), es condición principal 

r de las funcionales F1  y F2. 

Lema 14.1. Si las funciones Aik(x) y C(x) son tales que 
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C(x) > Cc , 	 (14.11) 

donde po y Co son constantes positivas distintas de ce-

ro y tk  son cualesquiera n'Imeros reales, entonces 

V2F2(u,h,h) > O, 	hEN2  = D(F2), 	 (14.12) 

en todo punto ueD(F2), y V2F2(u,h,h) = O si y sólo si 

h = O. 

Demostración. Tomando la diferencial de Gateaux de la funcional 

(14.2), en la dirección hcD(F2), 

V2F2(u,h,h) .jrr- ik i kA h, h, +Ch2 i]dxJE!oh,kh'k4-Ch2 ]dx >Co  fh2dx>0, 2  — 

y 	V2F2(u,h,h)    = O si y sólo si 11h11 = O. 

Por lo tanto, de los teoremas 5.1 y 5.2 y de la relación de Lagran 

ge (5.5): 

Teorema 14.2. Si las condiciones (14.11) se cumplen, entonces para 

que la funcional F2 tenga un valor mínimo absoluto 

en el punto uocD(F2), es condición necesaria y su-

ficiente que uo sea un punto crítico suyo: sea so-

lución del problema de Euler (14.10). 

El punto crítico uso  (si existe) es dnico. 

Obsérvese la importante diferencia entre las condiciones suficien-

tes (13.13) y (14.11). 
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: FORMULACION VARIACIONAL DE LOS PROBLEMAS 

DE DIRICHLET Y NEWMANN 



15. El problema de valores en la frontera. 

Sea la expresión diferencial de segundo orden, 

Lu = -Aik(x)u,ik+Ak(x)u,k+Ao(x)u, 	 (15.1) 

bajo las siguientes asunciones: 

1. La variable independiente x es un punto en algún dominio fi 

nito 2 del espacio Euclideano m-dimensional Em, cuya fron 

tera r es una superficie (m-1)-dimensional seccionalmente 

suave: xe/ = {nur}cEm 
2. Los coeficientes Aik(x), Ak(x) y Ao(x) 	funciones defini- 

das en fi (i,k = 1,2,..„m), son tales que: Aik' AkeC(1)(/), 
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AocC(/), Ao  (x) > 0 V xa. 

3. El dominio de definición del operador formal L es 

D(L) = C(2)  (st). 	 (15.2) 

4. La matriz de coeficientes Aik(x) es simétrica: Aik(x) = Aki(x), 

xcS2. 

5. La expresión diferencial Lu es del tipo elíptico en el domi 

nio ?7 o sea, todos los valores propios )1(x) de la matriz 

simétrica Aik(x) son funciones positivas o negativas en todo 

xe/:Xi(x) > O 6 al  (x)< 0, xe-17,1 = 1,2,...,m. Asumiremos 

siempre el caso positivo; si esto no fuese así, bastaría con 

multiplicar por -1 a la expresión diferencial Lu. 

6. Lu es una expresión diferencial formalmente autoadjunta. 

Esto es, Lu es idéntica a su correspondiente expresión dife 

rencial formalmente adjunta 

Mu = -(Aik u),ik -(Ak 'k u) +A ou. 
	 (15.3) 

Así pues, hechas estas asunciones, las siguientes proposiciones 

resultan ser válidas. 

a) La condición 4 siempre puede ser asumida. De (15.2), ueC(2)(ff), 

o sea, u(x) posee segundas derivadas continuas en D, y conse- 

cuentemente, u'ik = u'ki' i , k = 	 Entonces A,, u,,,+ 
2_3.1 

Akiu,ki  = 	
1 

(A4,+A,,)u,,,, y a la expresión Aik+Aki  se le puede 

descomponer siempre en dos términos simétricos. 
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b) Lu es una expresión diferencial no degenerada, o sea, los va 

lores propios Xi(x) de la matriz Aik(x) son tales que 

al  (x) > po = cte > O, 
	 1,2,.,.,m. 	(15.4) 

- De la condición 5, y puesto que Aikc C(1)  (2), los valores propios 

(x) resultan ser funciones continuas y positivas en el conjunto 

compacto (cerrado y acotado) IcEm. Consecuentemente, las funciones 

Xi(x) están acotadas por abajo en el dominio U por alguna cons-

tante positiva 1-10 • Por otro lado, de la desigualdad Aik(x)titk  > 

X1(x)tktk'  xci,i,k = 1,2,...,m, donde tk 
son cualesquiera neme 

ros reales y 	X1(x) es el menor valor propio, a la condición (15.4) 

se le puede expresar por 

Aiki (x)ttk >ptktk' 
 VxeI,i,k = 1,2,...,m; po = cte > O. - o  (15.5) 

c) A la expresión diferencial (15.1) se le puede expresar en la 

forma 

Lu = -(Aik(x)u,i),k+C(x)u, 	 (15.6) 

donde C(x) = Ao(x). Definiendo Bk(x) = Ak(x)+A.lk 
(x)ri  y C(x) = 

Ao(x), las 
expresiones diferenciales (15.1) y (15.3), mutuamen-

te adjuntas, toman la forma 

Lu = x--(Aiku,i),k+Elku,k+Cu, 



Por lo tanto, de la condición 6, Lu E Mu, y esto es si y sólo si 

Bk(x) E O. 

d) La primera y segunda fórmula de Green para la expresión dife- 

rencial formalmente autowljunta 	Lu 	resultan ser: 

j'vLudx .jr r- Aik' k u .v +cuy] -j'A. u vnk  dr ' 
	 (15.7) 

fEvLu-uLv ildx = jr A. r-v u-u .v ink  dF ' 
	 (15.8) 

donde nk son los cosenos directores del vector normal y exte - 

rior a la superficie r. 

Pasemos ahora a estudiar dos casos del problema de valores en la 

frontera 

Lu = f(x), 

G1 	rk
= gk(x), 

en donde: L es el operador diferencial acabado de definir, u(x) 

es la función incógnita, f(x) es el término libre de la ecuación 

diferencial, y (15.10) son las condiciones de frontera del proble 

ma. En este estudio se aplicará el método variacional de la ener 

gia, según los lineamientos dados en el punto 12. 



donde M1 	{h:hcC(1)(/),3(Aik1  h,.)'k  EL2  (2), hi = ()) 

Ir 

(16.4) 
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16. El problema de Dirichlet. 

Sea el problema de Dirichlet de la ecuación diferencial (15.9): 

U1 	Aik 	/1 u = -( 	(x)u 	'k+C(x)u = f(x), uED(U1  ); 
	

(16.1) 

D(U1) = fu:ueC(1)(-11),3(Aiku,i),kEL2(1?), ul 	= gi(x)}. 	(16.2) 

La función (Aik  u,s.),k  es la divergencia generalizada del vector 

Aiku,i  en el dominio Q , y gi(x)EC(F) es una función prescrita 

sobre la superficie r. 

Considerando a U1  como un operador en el espacio de Hilbert se-

parable L2(0), y asumiendo que existe al menos una función 

UED(U1), entonces, al igual que para (13.2), D(U1) contiene un 

subespacio afín de la forma 

u = U+h, 	 heM 1, 	 (16.3) 

es un subespacio lineal siempre denso en L2(2); D(U1) es siem-

pre denso en L2(9). 

Ahora bien, de la segunda fórmula de Green (15.8), 

U1(u'v)-U1(v/u) = j'Aikf (v u-u .v)nk  dr,  i 	' 1 	/ r 
u vED(U1

) (16.5) 

donde U1(u,v) = (U1u,v) es una funcional bilineal en L2(P) 



la igualdad 

U1(h'h') = U1 	' (h' h) 
	

(16.6) 
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se cumple para todo h y 	Esto es, U1  es un operador simé 

trico. Por lo tanto, U1  es un operador potencial en D(U1) (co-

rolario 9.3), y el problema de Dirichlet (16.1) es el problema de 

Euler de la funcional (12.6) 

F1(u) = 2111(u,u)-(f,u)+ 2U1(u,u)- 	 ucD(U1). 	(16.7) 

Aplicando las fórmulas de Green (15.7) y (15.8), en los términos 

U1(u,u) y U1(1.7,u)-U1(u,17), 

F1(u) =1.  E-1Aik  (x)u,iu,k+ 22--C(x)u2-f(x)uldx, ueD(F1). (16.8) 

Téngase presente que los términos constantes son irrelevantes. Así, 

F
1
(u) es el potencial del campo U1u-f, fel,*2  (9 ' ) 	y la estaciona 

reidad de F1(u) es el principio variacional asociado al proble-

ma de Dirichlet. Obsérvese que la funcional F1(u) es, precisa-

mente, la funcional del problema variacional estudiado en el pun-

to 13; D(F1) es el conjunto (13.2). 

Probemos que el operador simétrico U1  es positivo; 

Ulrh 	= (11111,h) > O, VheMir y Uillhj = O <=> h = OeMle 
(16.9) 
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De la primer fórmula de Creen (15.7), y de la desigualdad (15.5) 

para tk = h'k' 

. 	=f IlAikh, ih, k+Ch 2  jdx > poi h,kh, kdx 	0, VhcM1, 	(16.10) 
2 

puesto que C(x) = Ao  (x) > 0, xcn (asunción 2 en 15), Si U 	Tr = 0, 

entonces h = cte eM1 y h = O. Inversamente, si h = O, h,k  = O y 

ui  Eh] = 0. 

Por lo tanto, F1(u) tiene un mínimo absoluto en el punto uoeD(F1) 

si y sólo si uo es solución del problema de Dirichlet (16.1). El 

punto critico uo (si existe) es único (corolario 10.1). Por 

otro lado, la funcional (12.8) 

r- 	Cf 	 1  
G
1 
 ( h ) 	w 1t11Lhi- -,h) = f E—Aik  h, . 'k 2 h 	+ 	h 2  -fh jdx, heD(G1  ) , --C  

(16.11) 

donde r = f-U1' es la funcional de energía del operador positi-

vo U1. Gi(h) tiene un mínimo absoluto en el punto hoeD(G1)= N1  

(13.4) si, y sólo si, ho es solución del problema de Dirichlet 

homogéneo 

U°11 = -(A (x)h,.) +C(x)h = r(x), heD(U°) = M ik 	/ k 	 1 	1 

(Corolario 10.2). 

Probemos que el operador positivo U1  es positivo definido; 

(16.12) 
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yzilh112, 	VhEM1: 	y = cte > 0. 	 (16.13) 

De la desigualdad de Friedrich*: 

2 i k'k h dx > V
2
h2dx, K K = cte > 0, 	 (16.14) 

válida para toda función hEerr i)  (2) (13.4), y de la desigualdad 

( de positividad (16.10), donde hEMiCTI11)  (2), se sigue la desi 

gualdad de positividad definida (16.13): 

Po P , 
ui r-h] 	pofh, kh, kdx > K f h2dx =y2 i ¡hl 1 2,VheMi;y2= 	= cte > 0. 

2 

Por lo tanto, a la funcional de energía (16.11), del operador po- 

sitivo definido Ul' se le puede extender a todo el espacio de 

energía Hui: 

G (h) = 1 	2 	 hEHui, 	 (16.15) 

existiendo un único elemento h 
0  - 
EH,

1 
 en el cual (16.15) tiene un 

mínimo absoluto (corolario 10.4). El elemento h el.' 	es la so - O 01  

lución generalizada de los problemas (16.11) y (16.12). 

La solución generalizada del problema variacional (16.8), o del 

problema de Dirichlet (16.1), 

u0  = (u+ho)e(ii.-1-11u ), 

*r-  6 .1 v. 14.1, p. 290. 



1 lh n-hl 1 4 0, Ilihn-hryill 4  0. 	(17.2) 
n4.03 	 n,n'403 
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existe y es dnica (corolario 8.1). 

Por último, del teorema 11.1 y del resultado (11.5), toda suco 

sión minimizante do la funcional de energía (16.15) aproxima, 

tanto en energía, como en la media, a la solución generalizada 

ho0.1U . 1 

17. El espacio de energía Hul 

Teorema 17.1. El espacio de energía H 	del operador U1, po- 
1U 

sitivo definido en M1CL2(2), está constituido por 

aquellos elementos h, y sólo aquéllos, que satis-

facen las siguientes condiciones: 

1) heL2(2), 

2) posee primeras derivadas generalizadas h,ieL2(2), 

y 

3) satisface la condición de frontera en (16.4) en 

sentido generalizado: existe una sucesión de fun 

clones 	{hk}cM1 tal que 

Ilh n7h11 4- 0, 
n4-00 

11hn, .-h, 11 4 0. 
11+m 

(17.1) 

Necesidad. El elemento hcHu . Del teorema 7.1, M1C H CL2(2)' 1 	 U1 

y, necesariamente, heL2(2). Ahora bien, puesto que heL2(2) y 

es un elemento del espacio de energía Hu , del teorema 7.2 se 
1  

sigue la existencia de una sucesión {hk}eM1 tal que 
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Probemos, pues, que (17.2)2  es condición suficiente para que 

heHUU CL2 (2) posea primeras derivadas generalizadas h,cL2(2) y 1  

(17.1)2  se satisfaga. De (15.5), para tk  = hn,k-hri;k, 

m 
Ilihn-hn,111 2  = u rh n -hn' ] > p E ilh 	-h 	4 O, 1 	 — ok=1 n,k 'k n,n 1 4-a,  

o sea, la sucesión de derivadas {hi k} es fundamental en L2
(2) , 

y, por consiguiente, converge a algún elemento vkel,2(2). Por 

lo tanto, puesto que {hi} y'{hi,k} convergen en L2(2) a los 

limites h  y vk' la función vkEL2(2) es la derivada genera-

rizada de h(x) en 2*: h posee primeras derivadas generali - 

zadas h,k = vkel,2(2). 

Suficiencia. Los coeficientesAik, CeC(U) son funciones conti-

nuas y acotadas por alguna constante N en el dominio cerrado 11. 

Así, los valores propios de Aik(x) resultan también ser funcio-

nes del espacio C(U). Denotando por 1 a la cota superior de di 

chos valores propios, entonces, 

A tt < It t ikik— kk 

para cualesquiera números reales tk
. Por lo tanto, cumpliendo-

se las condiciones 1, 2 y 3, 

m 
iiihn-hh1111 2  = Ujihn-hn i 	< 1 E Iihn k-hni k11 2+NlIhn-hnill 2  4 0, 

k=1 	 n,n'403 

*E 6 	Teorema 2.3.1, p.25. 
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estoes,lasucesióh'ffiJes fundamental en energía y converge a 

algún elemento U , Por otro lado, de (17,1)1' hn.=-11 y, conse 1 	
. 

cuentemente, se concluye que h = v, hEH
Ul 

Luego entonces, el espacio de energía HU 
queda definido por el 

1 
 

conjunto 

Hu :=111:heL (2) 3h EL (2) 	11 	11 9-11 	4-11 } 2 ' 'i 2 3{ 'k}cMl9 n-  ' h n'i 	' 1 

siendo las funcionales, 

Eh,11' j=1 FA. (x)h, ih t, k+C(x)hh' 
SZ 

11111111 2  =f EA. (x)h, . 	ic h,, +C(x)h 2  idx, 
SZ ik  

(17.3) 

(17.4) 

(17.5) 

sus correspondientes producto en energía y norma en energía al cua 

drado. 

18. El problema de Newmann. 

Estudiemos ahora el problema de Newmann de la ecuación diferencial 

(15.9): 

U2u = -(Aik (x)u 	i k+C(x)u = f(x), 	ueD(U2): 

D(U2) 	= 	
,(1) (p),B(Aiku, i), II EL 2 (2), U:UEL 

donde 	U2 	es un operador en 	L2(12), 	(Aiku,i)ek  

(18.1) 

=g2(x))'
r

(18.2) 

es la divergen- 

cia generalizada del vector Aiku,i  en 2, g2(x)eC(r) es una fun 
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ción prescrita sobre F, y nk son los cosenos directores de la nor 

mal exterior a F. Asumiremos que el coeficiente 

C(x) > Co  = cte > O 
	

(18.3) 

en todo punto 	xE1T*, 	y que existe al menos una función UED(U
2). 

Entonces, de manera análoga que para (13.2), D(U2) 	contiene un sub 

espacio afín siempre denso en 	L2(2): 

u = ii+h, 	 11E142' • 	 (18.4) 

M2 = 	{h:heC
(1)(ff),3(A 	h 	) 	EL 	(P), 	A 	h 	n 	= 0). 	(18.5) ik 	'k 	2 	ik 	k 

Probemos que el operador 	U2 	resulta ser positivo definido: 

U 2[h] 	> Y 2 11h1 12P 	 Vhch4 	• 	= cte > 	0. 2' 	y 	 (18.6) 

De la primer fórmula de Green 	(15.7), 

U2[11] 	=j'[Aik 	ih, k  h, .h 	+Ch2 ]dx, 	hEM 2 , 	 (18.7) 

esto es, U2  es un operador simétrico. Ahora bien, de la desi - 

gualdad (15.5) para tk  = h,k, y de la asunción (18.3), 

U2  1.7h:1>j(r-po  h h'k  +Ch2 jdx >Co  fh2dx =y 2 11h11 2, Vhd542; y2=C 
o
=cte > 'k   2 

* Véase el caso C(x) = 0 en L:6] V. 16.2, p. 327. 
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Luego entonces, la asunción (18.3) es condición suficiente para la 

positividad definida del operador U2. Obsrvese que en este ca - 

so la desigualdad de Friedrich (16.14) no es válida. 

Por lo tanto, el potencial (12.6) del campo U2u-f, 

1 	 1 
2 
 - F2(u) = ¡U2(u'u)-(f,u)+ -U2(u u)- -U2  (u" U) 	ueD(U2  )' 	(18.8) ' 	1   

aplicando las fórmulas de Green (15.7) y (15.8), resulta ser de 

la forma 

1 F2 (u) =f F-KAik  (x)u, iu, k+ -2-C(x)u 7 -f (x)u]dx-f 	(x)udr, tul) (Ft ) . 

(18.9) 

Obsérvese que ésta es la funcional del problema variacional estu-

diado en el punto 14. F2(u) tiene un mínimo absoluto en el pun-

to uocD(F2) = C(1)(a) si y sólo si uo  es solución del proble-

ma de Newmann (18.1) (corolario 10.1). 

La funcional de energía (12.8) del operador positivo definido U2  

1 r- 	 r 	 1 2 -t G2  (h) 	5u2  h]-(f,h) = 	 -fh idx, he!) (G2 ) , 
2 

(18.10) 

tiene un mínimo absoluto en el punto hoeD(G2) = C
(1)() si, y 

sólo si, ho es solución del problema de Newmann homogéneo 

U2h = -(Aik'k (x)h ) +C(x)h = l(x), heD(U1) = M2, 	(18.11) 
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= f-U21-1̂  (corolario 10.2). Por otro lado, puesto que U2  es po 

sitivo definido, G2(h) puede ser extendida a todo el espacio de 

energía HU2; 

1 
G2(h) = ilih111 2-(rf h)t 	11E11U2' 

(18.12) 

existiendo un único elemento hoEHU 	en el cual (18.12) tiene un 2 
 

valor mínimo absoluto (corolario 10.4); 110  es la solución genera- 

lizada de los problemas (18.10) y (1.8.11). 

Por lo tanto, la solución generalizada del problema variacional 

(18.9), o del problema de Newmann (18.1): 

uo = (ü+ho)e(ii+Hu2), 	 (18.13) 

existe y es única (corolario 8.1). 

Toda sucesión minimizante de la funciona] de energía (18.12) con-

verge en energía y en la media a la solución generalizada h
oEHU2 

(teorema 11.1 y resultado (11.5)). 

Teorema 18.1. El espacio de energía HU del operador U2, posi 2  

tivo definido en M2CL2(9), está constituido por 

aquellos elementos h, y sólo aquéllos, que satisfa-

cen las siguientes condiciones: 

1) hEL (9) 2 	1  

2) posee primeras derivadas generalizadas h,
i 
 EL

2 
 (9)

1 
 y 

3) satisface la condición de frontera en (18.5) en 

sentido generalizado: 
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existe una sucesión de funciones {hk}cM2 tal que 

111111-11114-0,11111.-11,11 1 4- 0. 
n+co n , 1 

(18.14) 

La prueba de este teorema se sigue en términos análogos a la del 

teorema 17.1. Entonces, el espacio de energía HU 	queda defini 2  

do por el conjunto 

HU 	= {h:hEL2 	' 	'i (2) 3h 	2 	
' 3{h }EM ph +h h .+h,.}, 

2  (18.15) 

siendo las funcionales (17.4) y (17.5) sus correspondientes pro-

ducto en energía y norma en energía al cuadrado. 
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