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INTRODUCCTION

Al operador de una ecuacibn que gobierna algin problema de la fi-
sica matematica,hel cual establece una correspondencia entre ele-
mentos de dos espacios de funciones, se le puede entender como la
transformacibén que define un campo de funciones sobre su dominio
de definicién. Ahora bien, en términos de una forma bilineal, a
este operador se le puede considerar como una transformacién de -
funciones en funcionales lineales. Entonces, el campo, asi defi-
nido, es un campo de funcionales lineales, cuyo potencial, si és
te existe, es la funcional de un principio variacional del proble
ma en estudio. Esto es, todo punto extremo del potencial es un
punto critico del mismo, o sea, es un punto en el cual el gradien

te del potencial (el operador que define el campo) se anula.

As! pues, el método variacional natural para estudiar la existen-
cia, unicidad y naturaleza de la solucién de una ecuacibn operacio-

nal, una vez establecida la potencialidad del campo y reconstrui-



do su potencial, es estudiar los puntos criticos del potencial. Es
claro que la seleccidn que se haga de la forma bilineal condiciona

la potencialidad del campo.

Los puntos esenciales del método, las condiciones necesarias y sufi
cientes de potencialidad y la reconstruccibn del potencial, han si-

do ya estudiados en su totalidad por Vainberg [t].].

En este contexto, el método de la energfia es el mé&todo variacional_
natural en el estudio de problemas lineales. Aqui, la simetria del
operador resulta ser la condicibén de potencialidad. Magri [[2 ] de
muestra que toda ecuacifén operador lineal admite una formulacibn va
riacional, y da la manera explfcita de construir la forma bilineal

que lo permite.

La formulacién variacional de un problema también da lugar a poder
generar soluciones aproximadas en térmidos de los asi llamados pro
cesos variacionales. Estos procesos se diferencian unos de otros

en cuanto a la forma de construir una sucesifn minimizante del po-
tencial en estudio. Los principales procesos variacionales son el
de W. Ritz [ 3,4,5 ] y L. V. Kantorovich [ 3,7 ], los cuales trans
forman el problema del extremo del potencial en un problema de sis
temas finitos de ecuaciones algebraicas y diferenciales, respecti-

vamente.

La aportacibn del presente estudio es el integrar el m&todo de la
energia, ampliamente estudiado por Mikhlin [ 3,4,6 ], dentro de la

teoria general de Vainberg [ 17],



En el capitulo I se presentan los concantos y resultados del cél-
culo integral y diferencial en espacios lineales cue serfn utili-
zados en el desarrollo del tema. Se establecen las condicionzss

de potencialidad de campos en espacios de Banach y la marera expli

cita de reconstruir el potencial de un campo.

Para estudiar la relacibn que guarda un campo rotencizl con el cam

po escalar definido por su potenciel, en el cazltuio i1 :z establs
cen las condiciones necesarias y suficientes de extreno c¢e una fun
cional. Los teoremas de existencia y unicidad son estudiados al
tratar el caso particular de funcionales cuadréticas en espacios
de Hilbert. Para esto, se extiende a la funcional cuadrética a su

correspondiente espacio de energla.

De aqui, en el capitulo 111, se procede a analizar la potencialidad
de campos distributivos, mostréndose que los conceptos de simetria
y potencialidad son equivalentes y que el poterncial del campo re -
sulta ser una funcional cuadrdtica. Construyendo la funcional de
energfa del campo, y haciendo uso de los resultados del capitulo
IT, se da origen al método variacional de la energfa. Por filtimo,
se introduce el concepto de sucesifn minimizante y se muestra que
por definicibn é&sta converge en energia a la solucién generalizada
del problema. En conclusibén, se dan los lineamientos generales en
la formulacibn variacional de problemas lineales de valores en la

frontera.

Como aplicacibn del mé&todo de la energifa, en el capitulo V se es-
tudia variacionalmente a los problemas de Dirichlet y Newmann de

una expresibn diferencial de segundo orden del tipo eliptico.



Los potenciales de estos probhlemas son estudiados primeramente,
desde el punto de vista del cdlculo de variaciones, en el capi-

tulo 1V.
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I: ANALISIS Y POTENCIALIDAD DE CAMPOS
EN ESPACIOS DE BANACH



1. Curva abstracta e integral curvilinea.

Se entiende por funcibn abstracta un operador definido en un es
pacio Euclideano m-dimensional y con valores en un espacio ge -

neral de Banach.

Sean v(t) y u(t) dos funciones abstractas en la recta numé-
rica R1 y cuyos valores, respectivamente, son elementos de -
los espacios reales de Banach Bv y Bu' Considerenos al pro-
ducto por la derecha de los elementos veB,  por los elementos

118Bu, el cual posee las siguientes propiedades:

l) vuce Bw’

2) (@v,+bv.,)u ay.,ut+bv,u
1 2 1 27! (1.1)

3) v(aul+bu2) = avul+bvu2,

4 lval| < vl Hull,



en donde Bw es un espacio real de Banach, 2 y b son cuales-

gquiera nfimeros reales,y v, € Bv’ u, u,, u € B

Vit V2 ' Y2 u
son elementos arbitrarios., Es importante senalar el hecho de
que, todo producto por la derecha con las propiedades (1.1) es
equivalente a un operador bilineal acotado w = A(v, u) = v u,
de Bv y Bu en Bw’ de norma menor o igual a la unidad:

| al] < 1.

Ahora bien, si las funciones v(t) y u{t) son acotadas en el
intervalo real E?, 5], y estd definido entre ellas el produc
to (1.1), entonces, subdividiendo al intervalo [a, b| en los
puntos tO =a<t. <t, <,..< t_=Db, su correspondiente suma

1 2 n
de Stieltjes queda definida por:

n-1

5=I vy Cute,p-ute) T 0 ve Byt (1.2)
=0

Definicifbn 1.1. Sea X = max (t Si el 1im S = I exis
X 2

-t. ).
| k+l "k A+0
te, entonces al limite I = B, se le lla -
ma la integral de Stieltjes de la funcién v(t)
por la funcibn u(t), vy se le denota por
b
fv(t)du(t) . (1.3)

a
Es condicibn suficiente, para que la integral (1.3) exista, que
la funcibn abstracta v(t) sea continua en el intervalo [a,b]
y la funcibn abstracta u(t) sea de variacibn acotada en [a,b]?
Una funcibn abstracta es de variacibn acotada, si su variacién

total, la cota superior de todas las posibles sumas leu(tk+1)-u(tk)||,

- (1] Teorema 2.1, p. 25.



es acotada.

Definici6tn 1.2. Al conjunto Lc Bu de los valores de una fun-
cibn abstracta simplemente valuada u(t), defi-
nida en el intervalo [a, b], se le denomina -
curQa abstracta en Bu y, a la funcién u(t),
representacifn de la curva L. Los elementos
uf(a) y wu(b) son, respectivamente, el punto

inicial y el punto final de la curva abstracta.

Consideraremos como otras representaciones de una curva Lc Bu
a aquéllas que resulten de substituir t = y(1) en su repre -
sentacibn u(t), donde Y(1) es una funcibn continua y cre-
ciente del argumento real .T€[§, Bl v v(a) =a, y(B) = b.

De esta forma, la variacién total de la funcibén u(t) en [é,lﬂ
es igual a la variacibn total de la funcién u(y[_t]) en [a, B]

y, de la definicibnde integral de Stieltjes 1.1,

b 8
[vivaue) = [ vt Dawwlc D, (1.4)
a a

si la primer integral existe.

Definici6én 1.3. La curva abstracta L se llama regular, si
sus representaciones son funciones continuas de
variacibn acotada en sus intervalos de defini -

cibn.

Definicién 1.4, Sea L una curva regular contenida en el conjunto

abierto y conexo U ¢ B, cuya representacidn, u(t),

estd definida en el intervalo [a, b]. Conside
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rando al operador continuo v = A(u) de Bu en
Bv Y asumiendo que el producto por la derecha
v u resulta ser de la clase (1.1}, entonces, si

v(t) es continua, la integral de Stieltijes

b.

fAu(t)d u(t) (1.5)
a

existe. En cuanto que la integral (l.5) depen
de de la forma de la curva L€ U, a ésta se

le denomina integral curvilinea del campo Au.

De la conclusién (1.4), la integral curvilinea (1.5) no depen -
de de la representacibn particular de la curva L, por lo que,

también.se le escribe en la forma

.[ Augdu. (l.6)
L

Consideremos ahora el siguiente caso. Sea A un operador el
cual posee las propiedades, tales que, la integral curvilinea
.(1.6) no depende de la forma de la curva L, sino s6lo de sus
puntos extremos ug = u(a) vy u; = u(b). Entonces, puesto que

a b
j.A u(t) d u(t) = -.[ Au(t) d u(t), (1.7)
b a

se concluye: toda integral curvilinea independiente de la tra-
yectoria de integracibdn, a lo largo de cualquier curva cerrada

(ul = uo), es igual al elemento cero del espacio Bw'
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Definicién 1.5, 8i la integral curvilinea (1.6) es independiente
de la trayectoria de integracidén, para toda curva
L contenida en un conjunto abierto y simplemente

conexo U ¢ Bu’ entonces existe un operador F

tal que

Y

j.A udu-= F(ul)—F(uo), v Ugr uy € u. (1.8)
Ys

Al operador F de Bu en Bw se le llama el po
tencial del campo A u, vy al operador A de B
en Bv el gradiente del potencial F. En este ca
so, al campo Au se le dice ser potencial en el

conjunto U,

Antes de pasar agestudiar las condiciones necesarias y suficien-
tes para que un campo sea potencial, o sea, para que la integral
curvilinea (1.6) dependa sb6lo de los puntos extremos de la curva
L, y no de su forma, introduzcamos los conceptos diferencial y
derivada de un operador, asi como algunas de sus propiedades, las

cuales nos serén de utilidad.

2. Diferencial y derivada de un operador.

Expresemos primeramente lo que se entender8 por un operador lineal.

Definicién 2.1. Se dice que el operador A de Bu en Bv es 11

neal, si posee las siguientes propiedades:



12

1) su dominio de definicién D(A) es todo el
espacilo Bu;

2) es aditivo: A(u + h) = Au +Ah, para todo
u'haB ;

u

3) es homogéneo: A(au) = alAu, para toda cons
tante a y todo ueBh HIY%

4) existe una constante C > 0 tal que ||Au]|

<C||u|| para todo ueB

Si A es un operador lineal, al menor valor de C, suficiente

para la condicién 4, se le llama la norma del operador A y

se le denota por ||A||. Consecuentemente,

| [a]] = sup | |Au]|. (2.1)
ueBy, | |ul] =1

Definicién 2.2. 8Si en algn elemento ueBu y para todo heBu

el
lim A(ut+th)~A(u) =V A(u,h) (2.2)
t-+0 t

existe en el sentido de convergencia fuerte, en
tonces al operador V A(u,h) se le llama la di
ferencial de Gateaux del operador A en el pun

to u, en la direccibén h.

Supbngase que la diferencial de Gateaux del operador A en el

punto u,

la cual por definicién es un operador homogéneo en



i3

h, es lineal en la direccién h. En este caso, se conviene en
denotarla por D A(u,h), 1la cual, para u fijo, es un elemen-
to del espacio de Banach Buv constituido por los operadores

lineales de Bu en Bv' A este operador lineal se le llama de
rivada de Gateaux del operador A en el punto u y se le deno
ta por A'(u). De este modo, toda diferencial lineal de Gateaux

es de la forma
D A(u,h) = A'(u)h, heBu, (2.3)

donde el operador A' de Bu en Buv es la derivada de Gateaux

del operador A.

Definicifén 2.3. Si para el punto ueBu existe un operador

d A(u,h) lineal en heB, tal que,

A(uth)-A(u) = d A(u,h)-w(u,h), (2.4)
donde el 1in Hwewm 1 (2.5)
[In][+0 ||n|]|

entonces al operador lineal d A(u,h) se le lla
ma la diferencial de Frechet del operador A en
el punto u, y a w(u,h) el residuo de la di -

ferencial.

Asf pues, para u fijo, d A(u,,) es un operador lineal del es
pacio Buv denominado derivada de Frechet del operador A en
el punto u. Entonces, toda diferencial de Frechet es de la --

forma
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d A(u,h) = A'(u)h, heB_, (2.6)

donde el operador A' de Bu en Buv es la derivada de Frechet

del operador A.

Asumamos que en el punto u € Bu existe el operador lineal
diferencial de Frechet del operador A. De las definiciones

2.3y 2.2,

A (u+th)=-A(u)
t

= d Afu,h) - QLD

- D A(u,h),

t~>0

esto es, si la diferencial de Frechet d A(u,h) existe en el
punto u ¢ Bu’ entonces la diferencial de Gateaux V A(u,h)
también existe, es lineal en h, y D A(u,h) =d A(u,h). Asi
mismo, de las relaciones (2.6)y (2.3), la existencia de la de-
rivada de Frechet implica la existencia de la derivada de Ga -
teaux. Para poder establecer las condiciones bajo las cuales
estas implicaciones se cumplen en su sentido inverso, intro -
duzcamos la f6érmula de Lagrange para funcionales (operadores

con valores en la recta numérica) y operadores.

Lema 2.1. S8i la diferencial de Gateaux V F(u,h) de la fun-
cional F existe en todo punto u de algfin conjunto
convexo U C Bu’ entonces la f&6rmula de Lagrange

F (u+h)-F(u) = V F(u+6h,h), 6e(0,1), (2.7)

es vilida en cualesquiera puntos u, u+he U,
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Demostracibn. Definiendo la funcién ¢ (t) = F(ut+th), y hacien-

do uso de la f6rmula de Lagrange para funciones:

'P(b)“l'(f') = (b'a)‘li'(a+9|:b" a_])l 0 = %E £(0,1) ICE(ﬂl(g)é)
se sigue directamente que

F(u+h)-F(u) = y'(0), 6e(0,1), u,ut+heU,

= V F(u+6h,h)

donde Y'(8) = lim F(u+6h+lng)_p(u+9h)
AB >

y u+éhe U.

Lema 2.2, Si la diferencial de Gateaux V A(u,h) del operador
A existe en todo punto u de algin conjunto convexo

ucC Bu’ entonces la f6rmula de Lagrange
(A(uth)-A(u),e) = (V A(u+bh,h),e), 0e(0,1), (2.9)

es v8lida en cualesquiera puntos u, ut+he U, donde e
es una funcional lineal arbitraria, de norma unitaria,

del espacio conjugado B;.

Demostracifn. Poniendo la funcional lineal eeB; como Y(u,e) =
(A u,e), su diferencial de Gateaux en el punto u € U, en la

direccibn heBu, resulta ser
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= 1ip Yfutth,e)-p(u,e)

Vy(u,e,h) r
t->0

(Vv A(u,h),e),

y de la f6rmula de Lagrange para funcionales (2.7), la cual es

vdlida, se concluye (2.9):

Y(u+h,e)-Y(u,e) = Vy(u+dbh,e,h) = (V A(u+bh,h),e),0¢c(0,1).

Teorema 2.1, Si la derivada de Gateaux A' del operador A
existe en alguna vecindad 0(u) del punto u vy
es continua en u, entonces d Af{u,h) existe y

es igual a D A(u,h): A' es una derivada de Frechet.

Demostracién. Sea h tal que u+heO(u). Definiendo la funcio

nal

(w(u,h)e) = (a(u+h)-A(u),e)-(A'(u)h,e),
donde A'(u)h = D A(u,h) y e es cualquier funcional unitaria
del espacio conjugado B;, de la férmula de Lagrange (2.9) se
obtiene:

(w(u,h),e) = ([ A'(u+6h)-A'(u) ]h,e), 6e(0,1).

Tomando la funcional arbitaria eeB; de manera, que para h

fijo,

| (w(u,h),e)| = ||w(u,h)[],
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entonces, puesto que por hipdtesis A' es continua en u,

Lt <||A* (u+0h) -A" (u) | | -+ 0.
| Inl] [inf]>o0
La condicibn (2.5) se satisface y, consecuentemente, D A(u,h) =

d A(u,h).

Por iltimo, establezcamos el siguiente hecho. Sea A un ope--
rador con diferencial de Gateaux en el punto u, s, en la direc-

cién h. Por definicibn
1 -
tig||g[:A(uo+th)-A(uo):]—v Afu_sh) || =0,

esto es, dado un € > 0 existe un 6 > 0 tal que la desigual-

dad

||%[:A(uo+th)~A(uo[]—V Afu_,h) || <€

se satisface en todo punto u = uo+th de la vecindad O(uo,d).

Asi, para toda ueO(uo,G)
le[ {] |V Atu_,n) [[-e}<|[ACu tth)-A(u ) | [<[t[{]] v Au_,h)|]+e]

y, tomando el limite para cuando t » 0, se concluye: si el
operador A posee diferencial de Gateaux en el punto u,, en -
tonces A es un operador continuo en el punto u,r en toda

direccibn h;
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lim| |A(u +th)-a(u ) || = 0. (2.10)
t+0

3. Condiciones necesarias y suficientes de potencialidad.

Estudiemos las condiciones necesarias y suficientes para que,
dado un operador continuo A, la integral curvilinea (1.5) sea

independiente de la trayectoria de integracién.

Teorema 3.1%* Sea A un operador continuo definido en un conjunto
abierto simplemente conexo UcBu y con valores en
el espacio de operadores lineales Buw' Para que

la integral curvilinea

fAudu (3.1)
L
sea independiente de la forma de la curva L C U,
es necesario y suficiente que el operador A sea
la derivada de algGn operador F diferenciable en U

y con valores en Bw.

Necesidad. Por hipb6tesis (3.1) es independiente de la trayec -
toria de integracibn en u C B, Entonces existe un operador

F, de Bu en Bw' tal que
f.A udu=F(u)-F(u), u ue U, (3.2)
o o

donde u, Y uson los puntos extremos de la curva regqular L C U,
Probemos que el operador A es la derivada del operador F:

A = F'. Tomemos como curva L al intervalo que une el punto
*¥[_1 ] Teorema 6.1 (M.K. Gavurin), p. 60.
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u, = u(to) con el punto u = u(t),
u(t) = u(t)+(r-t)h, e[t . t],

y construyamos la diferencial de Gatcaux de F. Se tiene enton

ces que

t+At
SoCr st -F] = 5 [mmantn,  e[t,erae],
t

donde At es tal que u+Ath ¢ U, y, de la identidad

t+At
A(u[t])h:——A];t— f A(u[t])dU(T)r
t

se obtiene:
t+At

A—]‘?[F(tﬁAth)—F(u) ]-A(u)h = Ait f{A(u[T])-A(u[t])}du(T).(3.3)
t

Tomando ahora el limite de la norma de (3.3) cuando At + 0, te-

niendo en cuenta la desigualdad

b b T b
| [vinauw| < filvioilavam < max|vin [[vaco,
- a —_r a
a a [a,b]
donde, si la funcibn u(r) satisface la condici6n de Lipschitz
|Iu(Tl)-u(T2)||§M|tl-T2|, VTl,Tze[é +b] , su variacifn total

Vu(r) <M|b-a|, se concluye que
a



lim

Ats0 ||31€[F(u+¢\th)-r'(u) J-Aa@)h|| < lim{max||a(u[_t])=-A@ls])|]]|n]]]}.

st>0 e[ t,t+pt ]

En este caso, puesto que u(1) posee derivada acotada en Et,t+/\t:|,
u(t) satisface la condicibén de Lipschitzis, Ahora bien, A(u[ v ])

es una funcibdn abstracta continua en [:t,t+At:| ,

lim || A(ut ])-Aw[_t || = o0,
At+0

y, de la definicidn 2.2, A(u)h =D F(u,h) = F'(u)h.

Suficiencia. El operador continuo A es la derivada de un ope
rador Fdiferenciable eny, Luego entonces, tomando la integral

curvilfnea (3.1) a lo largo del intervalo arbitrario en U,
u(t) = uo"'t(ul—uo) ’ tE[o:l :] ’

se obtiene:

1 1 1
fA udu =fA(u[:t:])du(t) =fF'(uD:j) (u,-u,)dt =fa—d?:-F(u|:t:[)dt.
L 0 0 0

Por lo tanto, puesto que la funcibn abstracta F(u[_t _|) posee

derivada continua,

fA udu-= F(ul)-F(uo)

L

a lo largo de cualquier intervalo L C U vy, consecuentemente,

la integral curvilinea (3.1) es independiente de la traycctoria*r+,
*[17] Teorema 1.5, p.21.

**" 1 7] Corolario 2.1, p.34.
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Definicién 3.1, Se dice que un operador A de B, en Biw
es un operador potencial en alglin conjunto

U C Bu' si existe un operador F de Bu en
Bw con diferencial lineal de Gateaux en todo
punto u ¢ U, tal que, F' = A. Al opera-

dor potencial A se le denomina el gradiente

del operador F,

Definicidén 3.2. Al gradiente A del operador F se le dice
ser fuertemente potencial, si la derivada de
FF es una derivada de Frechet. En este caso,
al gradiente A se le llama el gradiente fuer-

te del operador F.

Entonces, del teorema 2.1, un operador potencial continuo es un
operador fuertemente potencial y, un gradiente continuo es un

gradiente fuerte.

De acuerdo a estas definiciones, el teorema 3.1 puede ser expre

sado de la siguiente manera: Para que la integral curvilfinea

(8.1) sea independiente de la trayectoria de integracibn en U,

es necesario y suficiente que el operador continuo A sea fuer
temente potencial en U, o sea, que exista un operador F diferen

ciable en U tal que grad F = A,

De la prueba de necesidad del teorema 3.1 se sigue que el poten
cial del operador A est8 dado en forma general por la férmula
(3.2). Asi pues, puesto que &sta no depende de la forma de la
curva L, tomando al intervalo que une los puntos u, y u:

u(t) = u_+t(u-u ), te [0, ; ]+ y asumiendo que el conjunto U
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es convexo, la férmula (3.1) toma la forma
1
F(u) = F(uo)q-fA(uo-Ftl:u—uoj) (u—uo)dt, uo,ucU. (3.4)
0

Por lo tanto, la definicién 1.5, dada con anticipacibn, queda
formalmente justificada. La f6rmula (3.4) nos permite recons
truir el potencial de cualquier campo A u, fuertemente poten

cial en un conjunto convexo UCBu.

Pasemos ahora a establecer la condicibn necesaria y suficien-
te para la independencia en la trayectoria de integracibn de
la integral curvilinea de un campo, en el caso particular en

que el operador continuo A es diferenciable.

Teorema 3.2. Sea A un operador definido en un conjunto abier
to convexo U C Bu con valores en el espacio de
operadores lineales Buw' el cual posee una dife-
rencial lineal de Gateaux DA(u,h) en todo'punto
u e U, y sea el operador bilineal DA(u,hl)(hz)
continuo en todo u € U. Para que la integral

curvilfinea

fAudu (3.5)
L

sea independiente de la trayectoria de integracién
en U, es necesario ysuficiente que el operador
bilineal DA(u,hl)(hz) sea simétrico para todo

u ¢ U:
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DA(u,hl) (h2) = DA(u,hz) (hl), Vh1,h2£Bu- (3.6)

Necesidad., La integral (3.5) no depende de la forma de la cur
va L C U sino sblo de sus puntos extremos, entonces, su va
lor a lo largo de cualguier curva cerrada es igual al elemento

cero del espacio B.,- Sean los intervalos en U,

ul(t) = u+tahl, u2(t) = u+ahl+tbh2,
u,y(t) = uttbh,, ug (t) = utbh,+tan,, tel0, I,
los cuales constituyen a la curva cerrada ul(t), u2(t), -

u4(t), -u3(t) contenida en algGn plano (definido por hl Yy h2)

que pasa por el punto u. Asi,

1 1

1 1
j'A(ul[t])dul(t)+j.A(u2[t])duz(t) ='[ A(u3[t])du3(t)+ A(u4[t])du4(t),
0 0 0 0

pero del resultado concluido en (2.10) el operador A es con-

tinuo en todo punto u € U y, del teorema 3.1, A es la deri-

vada continua de algfin operadorF diferenciable en U y con valores en
Bw. Luego entonces,

CF(utah))=F(u] + [F(u+ah)+bh,)-F (u+ah]

CF(utbh,)-F(u)] + [F(utbh,+ah;)-F(u+bh)],

2

Yy poniendo

_Y(u)

F(u+ahl)—F(u), Y(u) = F(utbh,)-F(u), (3.7)

2)
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se obtiene,

Y(wHﬂlﬁ-Y(u) = W(u+ahl)-w(u). (3.8)

Aplicando ahora la f6rmula de Lagrange para operadores (2.9) en
(3.8),

b (DY (u+8 bh2,h2), e) =a (Dw(u+92ahl,hl), e),

1
donde e es cualquier funcional unitaria del espacio conjuga-
do BJ, Yy, considerando en esta filtima igualdad las definiciones
(3.7) y el que F' = A,' se obtiene,

b([_A(u+d,bh +ah )~A(u+6,bhy) Th,, e)

2

= a (l___A(u+02ahl+bh2)-A(u+02ahl) :|hl , e).
Nuevamente aplicando la férmula de Lagrange,

(DA(u+Olbh +83ahl,hl)h2, e) = (DA (u+0 ahl+84bh2,h2)hl, e),

2 2

Yy por lo tanto

= a
DA(u+Olbh2+63ahl,hl)(h2) DA(u+62 hl+64bh2,h2)(hl). (3.9)
Finalmente, puesto que DA(u,hl)(hz) es continuo en todo u ¢ U,
al tomar el limite en (3.9) para cuando a » 0 y, posteriormen
te, para cuando b -+ 0, se concluye en la condicifn necesaria

(3.6).
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Suficiencia. El operador bilineal DA(u,hl)(ﬁz) es simétrico
para todo u € U. Construyamos la diferencial de Gateaux del
operador F definido por (3.4) y, haciendo uso de la relacibn
(3.6), probemos que el operador continuo A es la derivada del
operador F. Para.esto, tomando la diferencia de los valores

de F en los puntos u + h, u € U, se obtiene

1
F (u+h) -F (u) = fA(u(t)+th)hdt+I, (3.10)
donde; 0

I= f[A(u(t)+th)-A(u(t)) 1 (u-u)dt,

0

u(t) = uo+t(u—uo), te [0, 17].

Escribiendo a I en la forma

1 t 1 t
I =f dtf —g-— A(u(thsh) (u—uo)ds = f dthA(u(t)+sh,h) (u-—uo)ds,
0 0 0 0

de la hip6tesis (3.6), intercambiando el orden de integracifn,

11 11
I= f dsf DA (u (t) +sh, u-u_) hdt =f dsf;—s- A(u(t)+sh)hdt,
0 0 § 6
1
1 = [ [a(utsh)-A(u(s)+sh) Jhds.
0

Substituyendo a esta (ltima expresifn de I en (3.10), y apli
cando el teorema del valor medio,
1

F (u+h) ~F (u) =f A(utsh)hds = A(u+6h)h, 6e (0,1),
0
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y, concecuentemente, puesto que A es un operador continuo en

U,

lim F(u+th)-F(u)_ __ = B -
t>0 — —E = DF(u,h) = F'(w)h = A(u)h,

esto es, A es la derivada continua del operador F diferenciable
en U vy con valores en B, . Entonces, del teorema 3.1, la in
tegral curvilinea (3.5) es independiente de la trayectoria de

integracibén en U.
De los teoremas 3.1 y 3.2 concluimos con el siguiente hecho.

Teorema 3.3. Supbngase que las siguientes condiciones son sa -
tisfechas:
l. A es un operador de B, en el espacio de opera-
dores 1lineales Buw
2. A posee una diferencial lineal de Gateaux DA(u,h)
en todo punto u de algin conjunto abierto con-
vexo UC Bu'
3. El operador bilineal DA(u,hl)(hz) es continuo
en todo punto u € U,
Entonces, para que el operador A sea potencial en
el conjunto U, es necesario y suficiente que el
operador bilineal DA(u,hl)(hz) sea simétrico para

todo u e U:

DA(u~+h,) (h,) = DA(u,h,)(h.), V¥h,,h, € B,
1 2 2 1 1772 u (3.11)
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IL: EL PROBLEMA DEL CALCULO DE VARIACIONES



4, Valores extremos de una funcional.

Sea la funcional real T cuyo dominio de definicién D(I') esté

contenido en alglin espacio de Banach B.

Definicibn 4.1, Se dice que el punto uoeD(F) es un punto extremo
absoluto de la funcional F, si alguna de las si-

guientes desigualdades se satisface en todo ueD(F):
Fu) > F(uo), F(u) < F(uo). (4.1)

Asi mismo, se dice que u, esun punto extremo re
lativo, si alguna de las desigualdades (4.1) se sa
tisface en aquellos puntos suficientemente cercanos

a. u_.
[e]

Si la desigualdad satisfecha por un punto extremo es la primera o
la segunda de (4.1), entonces se dice, respectivamente, que la fun

cional F tiene en ese punto un valor minimo o un valor mi&ximo.

Nuestro interés es estudiar el problema del valor extremo de una
funcional, o problema del célculo de variaciones, el cual consis-
te en establecer las condiciones necesarias y suficientes de ex -
tremo y los correspondientes teoremas de existencia y unicidad.
Impongamos primero clertas restricciones sobre el campo escalar

en estudio F(u).

Entenderemos por subespacio de un espacio de Banach, un subespa-
cio lineal cerrado, esto es, N C B es un subespacio si para

eEN, t, u, + t, u, e N, yN posee todos sus pun -

todo ups u2 1 Y1 2 Yy
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tos de acumulacién. Es importante el hecho de que todo subespacio
lineal en B de dimensif6n finita es cerrado: es un subespacio de

B.

Definicibn 4.2, Sea N C B un subespacio lineal y u cualquier
punto fijo en B, Se define como subespacio affn

de B, al conjunto de puntos

u=u+ h, h e N, (4.2)

En particular, si N es un subespacio n-dimensio-
nal de B, para n = 1, al subespacio affn se le
llama una linea en B; para n = 2, un plano; y pa

ra n > 2, un hiperplano.

Obsérvese que un subespacio affn es la traslaci6n de un subespa ~-
cio lineal y, por consiguiente, &ste no es necesariamente un sub-

espacio lineal; puede o no contener al punto cero.

Restriccibn 4.1. El dominio de definicién de la funcional F,D(F),

es un subespacio affn de B siempre denso.

De las definiciones de subespacio affn y conjunto siempre denso **
se deduce que D(F) es siempre denso en B si, y s6lo si, el sub
espacio lineal N es siempre denso en B * As{ pues, ya que N es
denso en B y B es de dimensidn infinita, N es un subespacio
lineal de dimensibn infinita. Por otro lado, es claro, que todo
subespacio affn es un conjunto convexo; D(F) es un conjunto con-

_vexo.,

* C¢] 11.3.2, p, 38,
**["87 II.2.3, p.63
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\
Una razbn més de la necesidad de la restriccit6n 4,1 es el he-
cho de que los elementos en D(F) son tales que satisfacen las
condiciones de frontera del problema variacional, ya sean é&s -
tas homogéneas o no homogéneas. Esto es, puesto que N es un
conjunto lineal, los elementos h e N s8lo podrdn satisfacer
condiciones del tipo homogéneo, en tanto que la inclusi6n del
elemento fijo u, permite satisfacer condiciones de frontera

no homogéneas.,

Restriccibn 4.2. Si h es cualquier elemento del subespacio =~
n-dimensional Nn C N, entonces la funcional
F(u) = F(u+h) es continuamente diferenciable

un n@imero suficiente de veces sobre Nn'

Teorema 4.1. Si la funcional F satisface las restricciones
4.1 y 4.2, entonces ésta posee una diferencial de
Gateaux VF(u, h) en todo punto ueD(F), distri-

butiva en heN.

Demostracifn. Sea u + th = E+(ho+th) un elemento del domi -
nio de definicién D(F). Entonces, puesto que ho+th es un
elemento de un subespacio bidimensional de N, por hipbtesis
y(t) = F(u+th) es una funcibn diferenciable, esto es, la dife

renclal de Gateaux de la funcional F,

dy(t) _ lim F(u+th)-=F(u)

dt T t0 t
t=0

= VF(u,h), (4.3)

existe en el punto u € D(F), en la direccién h & N . Ahora
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bien, de (4.3),

dr (u+ta.h.)
i

VE(u,a;h;) = ——gg="| ¢ = ¢
donde h = aihi (i =1, 2, ..., n) es un elemento de un sub-
espacio n-dimensional de N. Poniendo bi = tai, donde t es

una variable independiente y a; son constantes arbitrarias,

obtenemos

dF(u+biEi) . 3F(u+bihi)

dt ] Bbj

VF(u,a,h,) =
i1 t =0

b : 0=aj VF(U,hj),
K =

donde i, j, k=1, 2, ..., n., La diferencial de Gateaux VF(u,h)

es distributiva en h e N.

Consideremos el Siguiente resultado del andlisis funcional* . Si
el dominio de definicién de un operador distributivo y acotado

es siempre denso en B, entonces a dicho operador se le puede

extender en forma inica a todo el espacio B, preservandose su
norma y su distributividad. Esto es, de la definicién 2.1, to-
do operador distributivo y acotado con dominio de definicibn

siempre denso en B posee una finica extensifn lineal en B.

Por lo tanto, si VF(u,h) es la diferencial de Gateaux de la
funcional F, 1la cual satisface las restricciones 4.1 y 4.2, y
U C D(F) es el conjunto de elementos u en los cuales VF(u,h)

es acotada en h € N, entonces, de las definiciones (2.3) y 3.1:

VF(u,h) = DF(u,h) = F'(u)h = A(u)h, ueD(A) = U, heB, (4.4)

* "9 IV. 97, Teorema 1, p. 287.
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Aqui, al escribir heB, se entiende a VF(u,*) como su corres
pondiente extensidn a todo el espacio B. Asi pues, el operador
A, el gradiente de F, es una aplicacibén del conjunto de ceclementos
u g D(F) en el espacio dual de funcionales lineales B*; A(u),
ue U es una funcional lineal en B. Es importantec hacer no -
tar que el dominio de definicién, asi como la forma explicita del
~grad F = A, dependen directamente del tipo de espacio B en el

cual esté contenido D(F).

Con estos resultados, podemos entender a las restricciones 4.1 y
4.2, como una forma menos restrictiva de pedir que la funcional
en estudio esté definida en todo el espacio B y posea una dife

rencial distributiva de Gateaux en todo punto u e B.

5. Condiciones necesarias y suficientes de extremo.

Teorema 5.1. Si la funcional F satisface las restricciones 4.1
y 4.2, y tiene un valor extremo relativo en el punto
uoeDkF), entonces u, esun elemento del dominio
de definicibn del grad F = A: quD(A) =0, y
A u, es el elemento cero del espacio dual B*, En

otras palabras, u, es solucibn del problema
Au=0, uebh(A). (5.1)

A la ecuacibén (5.1) se le denomina ecuacibn de Euler de la funcio
nal F, y a los elementos solucibn del problema (5.1), puntos
criticos de la funcional F. Entonces, todo punto extremo de la

funcional F es, necesariamente, un punto critico de ella. Tég
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gase prescnte que todo punto extremo absoluto es necesariamente

un punto extremo relativo,

Demostracidn. Sea O(uo, r) una vecindad del punto u de

o
radio r ., Por definicién de extremo relativo, alguna de las
desigualdades:

F(uofth) 2 Flug), F(u +th) < F(u)),

se satisface para todo uo+th £ O(uo,r). Por lo tanto, asumien

do que |t| es lo suficientemente pequefio para que ||(uo+th)—uo||
= |t]lIn]] < r, 1la funci6n diferenciable F(u +th) tiene un
extremo relativo en t = 0 y, necesariamente

dF(uofth)
VF(uo,h) = — = 0, vhe N. (5.2)

dt t=20
Ahora bien, del teorema 4.1, VF(uo,h) es una funcional distribu
tiva en h vy, puesto que de (5.2) es idéntica a cero en todo
h € N, es una funcional acotada en N. Por consigulente, de lo

concluido en (4.4),
VF(uo,h) = DF(uo,h) = A(uo)h = 0, uoeD(A), ¥heB. (5.3)

Esto es, uosD(grad F) y A ug =0,

refiriéndonos al hecho ya expresado: El dominio de definicién y la

forma explicita del grad F dependen del espacio B en el cual
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esté contenido D(F), es claro que el problema de Euler (5.1)
también estd sujeto a esta dependencia. Por otro lado, puesto
que los puntos criticos ueD(A) = U C D (F') son e¢lementos en
los cuales DF(u,h) = 0, y ésta diferencial s6lo depende del
dominio D(F) y de los puntos wu, h, y no del espacio consi-
derado, entonces se concluye: la solucibén del problema de Euler
es independiente del espacio B que contenga a D(F). A esta
propiedad se le conoce como la invariancia de la ecuacién de
Euler. Las ecuaciones de Euler, resultantes de la consideracibn
de diferentes espacios en un mismo problema variacional, son
equivalentes entre si: cualquiera de ellas puede ser derivada de

alguna de las otras.

Estudiemos ahora una condicibn necesaria y suficiente de extre-
mo. Sea F una funcional que satsiface las restricciones 4.1
y 4.2 y, consecuentemente, posee una diferencial de Cateaux
VF(u, h) en todo punto ueD(F), distributiva en hen; D(F)
es un conjunto convexo. De la f6rmula de Lagrange para funcio-

nales (2.7),
F(u+h)=~F(u) = VF(u,h)+[ VF(u+6'h,h)-VF(u,h) ], 6'€(0,1),

para todo u, utheD(F), y aplicando nuevamente la f&rmula de

Lagrange,
F(u+h) =F (u) = VF (u,h)+8'V2F (u+6h,h,h),0"6€ (0,1), (5.4)

en donde V2F(u+6h,h,h) es la segunda diferencial de Gateaux
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de la funcional ¥ en el punto u+d8h, en la direccibn h. Sea
u, un punto critico de la funcional F. De la relacibén (4.4),

VF(uo,h) = 0, y la ecuacibébn (5.4), para u = u se reduce en

ol

F(u_+h)-F(u ) = 0! V2F (u_+6h,h, h), 0'e(0,1). (5.5)

Asi, si VZF(uo+6h,h,h) es no negativa o no positiva para todo
h € N, entonces, de la definicién 4.1 y de (5.5), F tiene un
valor extremo absoluto en el punto critico u,- Inversamente,

si en el punto critico uo,F tiene un valor extremo absoluto,

entonces, es claro, V2F(uo+6h,h,h) es no negativa o no positi
va para todo h € N. Similarmente, en el caso de un extremo re
lativo, la demostracién procede en igual forma considerando s6-

lo a aquellos elementos h € N de norma suficientemente pequena.

Teorema 5.2. Sea F una funcional, la cual satisface las restric
ciones 4.1 y 4.2, y sea u, un punto critico de e -
lla. Entonces, para que la funcional F tenga un
valor extremo absoluto en el punto ugr es necesa -~
rio y suficiente que su sequnda diferencial de Gateaux

satisfaga en los puntos uo+6h, 6e(0,1), h e N, al-

guna de las siguientes desigualdades:

2 2
\ F(uo+6h,h,h) > 0, A F(uo+6h,h,h) < 0. {(5.6)
Asi mismo, F tiene un valor extremo relativo en ug

si, y s6lo sj alguna de las desigualdades (5.6) se

satisface para todo h € N de norma suficientemente



pequena,

El valor extremo de F serd un minimo o un méximo, respectiva
mente, si la desigualdad satisfecha es la primera o la segunda
de (5.6). En lo sucesivo nos referiremos s6lo a puntos extre-
mos minimos; el problema del mAximo de la funcional F es

idéntico al del minimo de la funcional ~F,

Pasemos a establecer una condicién suficiente de extremo menos

restrictiva que la condicién (5.6).

Teorema 5.3. Sea F una funcional,la cual satisface las restric
ciones 4.1 y 4.2, y u, un punto critico de ella.
Si la segunda diferencial de Gateaux de la funcio-

nal F satisface la desigualdad,
v%F(u,h,h) > 0, h ¢ N, h#0, (5.7)

en todo punto u ¢ D(F), entonces F tiene un mi
nimo absoluto en el punto critico Ug-

As! mismo, si la desigualdad (5.7) se satisface en
todo punto u € D(F) suficientemente cercano a Ugr
entonces la funcional F tiene un minimo relativo

en el punto critico u-

Demostracifén. La igualdad (5.5) se cumple. Si VZF(uo+eh,h,h) >0,
e (0,1), para toda h e N, h # 0, entonces, poniendo en (5.5)

uo+h = u, donde u es cualquier elemento de D(F) distinto

de uo,F(u) > F(uo) para todo u € D(F). La funcional F tie

2
ne un mfnimo absoluto en ug. Por otro lado, si V F(u,h,h)>0,
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h # 0, en todo punto ucO(uo,r), u # uo, entonces, poniendo
nuevamente en (5.5) u_+h = u 'y, puesto que ||(u0+6h)—uo|| =
[o] |In|| < || u-u0|| < r, F(u) > F(u) para todo ueO(u,r).

La funcional F tiene un minimo relativo en ug-

En resumen, dada una funcional,la cual satisface las restriccio
nes 4.1 y 4.2, &sta posee una diferencial distributiva de Gateaux
en todo punto de su dominio de definicibén (teorema 4.1). Si

u, €s un punto extremo de esta funcional, su diferencial de
Gateaux es lineal es este punto y u, es solucibén de su proble
ma de Euler: u, es un punto critico (teorema 5.1)., Ademds, si
su segunda diferencial de Gateaux es no negativa en alguna vecin
dad del punto critico u, oen todo punto de su dominio de de -

finicién, entonces, respectivamente, la funcional tiene un valor

minimo relativo o absoluto en uo (teorema 5.3).

Los teoremas de existencia y unicidad de extremo se estudiarén,
en forma particular, al tratar el problema variacional de fun-

cionales cuadréiticas.

6. Condiciones de extremo de una funcional cuadrética.

Sea la funcional real

F(u) = A(u,u) + L(u)+C (6.1)

en un espacio de Hilbert H, cuyas componentes son tales que:
A(u,v) es una funcional bidistributiva definida en un subespa
cio afin D(A) siempre denso en H, L(Y) es una funcional

distributiva cuyo dominio de definicién D(L) J D(A), vy C es
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una constante. Demos las siquientes definiciones,

Definicién 6.1. Se dice gue la funcional bidistributiva A, defini
da en el subespacio afin D(A) = u + M siempre deg

so en H, es simétrica, si
A(h,h') = A(h',h), ¥h,h'eM. (6.2)

A la expresién A[_h ] = A(h,h), h e M, se le lla-
ma funcional cuadr&tica homogénea, o forma cuadrd -~

tica, de la funcional simétrica A,

Definicién 6.2. A la forma cuadrdtica A[_h’| se le dice ser po -
sitiva, si
A[(h] >0, VheM, (6.3)
y A[h] =0 siy s6losi h es el elemento ce-
ro,

Definici6n 6.3. A la forma cuadrética A[:h:] se le dice ser po -

sitiva definida, si

inf A[h7] > o0,
heM, | |h|] =1

0, lo que es equivalente, si existe una constante

y > 0 tal que
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ACh7] > v> ||n]]?, V heM. (6.4)

Definicidén 6.4. A la funcional (6.1) se le denomina funcional
cuadritica, si su funcional A es simétrica, y
se le dice ser positiva o positiva definida, si,
respectivamente, A[ h ] es positiva o positi-

va definida.

Para poder hacer uso directo de los resultados del punto ante-

rior, probemos los dos siguientes lemas.

Lema 6.1. Toda funcional cuadr&tica en un espacio de Hilbert

H, satisface las restricciones 4.1 y 4.,2.

Demostracién. Por definicién de funcional cuadrética, la res-
triccibn 4.1 se satisface: D (A) es un subespacio afin

siempre denso en el espacio de Banach de dimensi6n infinita H.
Por otro lado, si h = aihi (=1, 2, ..., n) es un elemento

del subespacio n-dimensional Mn C M, la funcibn

donde C = A(u,u)+L(u)+C = cte.,

es continuamente diferenciable, y la restriccibn 4.2 también se

satisface.

Del teorema 4.1, como lo es evidente en este caso, la funcional

cuadritica F posee una diferencial de Gateaux,
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VF(u,h) = A(u,h)+A(h,u)+L (1), (6.5)

en todo punto ue D(A), distributiva en h & M.

Lema 6.2. Si la funcional cuadrdtica F es positiva, entonces
su seqgunda diferencial de Gateaux V2F(u,h,h) satis-

face la desigualdad
v2F (u,h,h) > 0, v hen, (6.6)

en todo punto u ¢ D(A), vy V2F(u,h,h) =0 siy s6

lo si h es el elemento cero.

Demostracifn. Calculando la segunda diferencial de Gateaux de
la funcional cuadrética F, la diferencial de la funcional (6.5),

y considerando la desigualdad de positividad (6.3):
v2F(u,h,h) = 2 A[h7] > o, VheM, ueD(), (6.7)

Yy V2F(u,h,h) = 0 siy sblo si h es el elemento cero.

Por lo tanto, de acuerdo a los lemas 6.1 y 6.2, de los teoremas

5.1 y 5.3 se concluye el siguiente resultado.

Teorema 6.1. Sea F una funcional cuadrdtica positiva en un es
pacio de Hilbert H. Entonces, para que la funcional
T tenga un minimo absoluto en el punto u, € D(a),
es condicibn necesaria y suficiente que u, sea un

punto critico suyo:
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u, € D(grad F), grad F(uo) = 0. (6.8)

El punto critico u (si existe) es fnico.

La unicidad del punto u, se sigue del lema 6.2 y de la rela -

cibn de Lagrange (5.5).

7. Espacio de energia.

S
\

Sea A(u,v) una funcional simétrica en el espacio de Hilbert H,

cuya forma cuadrética, A[:h:], es positiva. Definiendo
Ch,h'7] = A(h,h'), h,h' ¢ M, ‘ (7.1)

de las definiciones 6.1 y 6.2, esta nueva funcional satisface
los postulados de distributividad, simetria y positividad de un
producto escalar. Por lo tanto, introduciendo a la funcional
(7.1) como producto escalar en el subespacio lineal M siempre
denso en H, M resulta ser un espacio Euclideano de dimensibn

infinita. Definiendo ahora en M, 1la norma

1

2
[IInf|] = Chp] ° s h e M, (7.2)
y realizando su completacifn en el sentido de la métrica

DCh '] = |||h=-h'[[], h/Mh'eM, (7.3)
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entonces la completacién HA = M es un espacio de Hilbert. A
este nuevo espacio de Hilbert HA se le denomina espacio de
energia asociado a la funcional simétrica y positiva A. Ast
pues, nombraremos a las funcionales (7.1), (7.2) y (7.3) como

el producto escalar en energia, la norma en energfa y la mé -

trica en energifa, respectivamente.

Consideremos al siguiente caso mds restrictivo. Sea la funcio
nal sim&trica A, cuya forma cuadrédtica es positiva definida,

y sea H su correspondiente espacio de energfa. De la defi-

A
nicién de positividad definida (6.4),

2
[Hnl1% = aCn] > v* || nf]2, he M,

y, consecuentemente, la relacibn entre la norma original en H

y la norma en energia en HA resulta ser
IInll.< 3 [1Inlll, hoe M. (7.4)

Asi, toda sucesibn {hk} € M, fundamental en el sentido de la
métrica en energia (7.3), es tambié&n fundamental en el sentido
de la métrica original D(u,v) = ||u-v||. Por lo tanto, pues-
to que HA es completo en energia y H es completo en el sen
tido original, la sucesibén fundamental '{hk} € M converge en

cada uno de estos espacios a los elementos h y h', respec~-
tivamente. De este hecho se deduce la existencia de un isomor
fismo lineal entre los elementos del espacio de energia H Yy

A
algunos elementos del espacio original H.
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Teorema 7.1% Si la forma cuadrdtica de la funcional simétrica A
es positiva definida, entonces todos los elementos
de su correspondiente espacio de energia HA pue -
den ser identificados con algunos elementos del es-

pacio original H:
M CH, CH. (7.5)

Si la forma cuadrética A[:h:] es meramente positiva, entonces
la relacibn (7.4) no se cumple en todo punto h e M y (7.5) de
ja de ser cierto; la inclusibn de Hy en H puede o no veri -
ficarse.

Ahora bien, si las condiciones del teorema 7.1 se cumplen, pro
bemos que la relaci6n (7.4) se cumple en todo punto h ¢ HA:

[Inll <3 11Inll], hocH,. (7.6)

Sea h ¢ HA' Puesto que M es siempre denso, tanto en HA’ co-
mo en H, y estos espacios son completos por definicifn, enton
ces existe una sucesibn {hk} € M la cual converge a h en el
sentido de las métricas en energia y original. Por consiguiente,

haciendo uso de la continuidad de la norma, el limite cuando

k+» de la relacibn

1
Ilthf ?thkHl' th'MI

*[ 6] 1I. Teorema 5.3.1, p. 93.
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prueba la desigualdad (7.6) en todo h € HA‘

Teorema 7.2, Sea la funcional simétrica A con forma cuadrlti

tica positiva definida en H, vy sea “A su corres

pondiente espacio de energia. Entonces, para que
el elemento h € H sea un elemento del espacio HA’
es necesario y suficiente que exista una sucesibn

fh e M tal que

[[1n=h [1] = o, |In_-h|| » o. (7.7)

n,mroe n->o

Necesidad. El conjunto M es siempre denso en H entonces

AI
existe una sucesibn {hk}e M 1la cual converge en energia al

elemento h € HA y, consecuentemente, es fundamental en energia

y, de la relacibn (7.6), es tal que

[IBy=hl | < 21 In-nl1] > o.

n w0

Suficiencia. Cumpliéndose las condiciones (7.7), puesto que HA

es completo, existe un elemento h'e H, tal que |||hn-h'|||-*0

cuando n+» y, del isomorfismo lineal existente entre los

espacios H y H, se sigue que h =h' y h e H

A A’

8. Existencia del minimo de una funcional cuadritica.

Consideremos el problema del minimo de la funcional cuadrética

positiva

F(u) = A(u,u)+L(u)+C, u e D(np), (8.1)
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en el subespacio afin D(A) = U+M, denso en algin es-
pacio de Hilbert H. Del teorema 6.1, la condicibn (6.8) es ne
cesaria y suficiente para el minimo de F(u), el cual, si exis-
te, es Gnico. Poniendo u = u + h, donde u es un elemento

fijo del dominio D(A) y h estd contenida en el subespacio

lineal M, denso en H, la funcional (8.1) toma la forma:

G(h) = A[ h |+L(h)+C, heM, (8.

donde L(h)

L(h)+A(u,h)+A(h,0),

A{u,u)+L(u)+C = cte..

0l
i

Sea H el espacio de energia asociado a la funcional positiva

A
A. Debido a que M es denso en HA y D(L) J D(A), D(L) es

siempre denso en HA' Asi, de las definiciones (7.2) y (7.1),
A[Ch] = |||h|||2, por lo que, escribiendo a la funcional

(8.2) en la forma

G(h) = |||h]|]%+ L(n+E, (8.

ésta queda definida en el subespacio lineal D(L) siempre den

80 en HA' Analicemos los dos siguientes casos.
Caso 8.1. La funcional I(h) no es acotada en HA' En este
caso existird una sucesién (h,)} e D(L) tal que |[|h ||| =1

y If(hn)l +w cuando n + », Seleccionemos los signos de los

elementos h de manera que f(hn) + =-® cuando n -+ «©, En-

k

2)

3)
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tonces
441.'.;,1. 11 ';r] 4 !

v 0 DE.|

— . i

G(h ) = 1+L(h )J+C + - R ERIA ‘
n n n + « ' k _.__.i...r..... . e

esto es, la funcional G(h) no es acotada por abajo y, conse -
cuentemente, el problema del minimo de la funcional (8.3) pier-

de su sentido.

Caso 8.2. La funcional I (h) es acotada en HA' La funcional

L(h) es, entonces, distributiva y acotada en un subespacio li-

neal denso en H y puede ser extendida en forma finica a una

AI

funcional lineal en H Por lo tanto, considerando a L(h)

A’
como tal extensibn, la funcional (8.3) queda extendida a todo

el espacio de energia H y el problema es, ahora, encontrar

A’

un elemento ho 3 HA en el cual la funcional

G(h) = |||n]]|%+E(n)+C, heH, (8.4)

tenga un valor minimo. Probemos que, en este caso, tal punto

extremo si existe.

Del teorema de F. Rieszt existe un elemento hé € H y sblo

A,
uno, tal que la funcional lineal 1L puede ser expresada en la

forma general:

L(h) = [Ch,u 7], hed,. (8.5)

*Ele I1. 16, p.33.

| BIBLIOTROA DY LAS DIIVIB!.HI:-
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Entonces,
2 . . ~hy o hy by o
G(h) = |||n|]|] +Eh,h(')J+C = [ h,h |+ h,h' ]+ 5 ‘_—-,-2<-:I+c,
1 2 1 2
G(h) = || mghal 112150y | 11%4€, h ey,
(8.6)
Yy, como es evidente,
inf G(h) = G(n) = =|||n,||]%+C,
heH
A
donde ho = - % hé existe y es Gnico. Este mismo resultado se si

gue también de la condicibn (6.8).

Teorema 8.1. En el espacio de energia Hy existe uno, y s6lo un
elemento, en el cual la funcional (8.4) tiene un va -

lor minimo absoluto.

La solucibn del problema variacional (8.4), ho € HA' no necesa -
riamente es un elemento del espacio original H ni, por consiquien
te, del subespacio lineal M. Por otro lado, si la forma cuadrética
A[(h7| es positiva definida, del teorema 7.1, M C Hy CH, yel
elemento solucibn ho si es un elemento del espacio original H:
ho € HA C H. Por esto, a ho € HA se le dice ser la solucibn ge-
neralizada del problema variacional (8.2). Si ho e MC HA, en -

tonces ho es la soluci6n ordinaria del problema (8.2).

Por lo tanto, la solucibén generalizada uo del problema variacio

nal (8.1), definida por,
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u =u+ h_, (8.8)

existe y es Qinica. Diremos que u, esun elemento del espa-

cio affn de energia u + Hy -

Corolario 8.1, Sea la funcional cuadrética positiva (8.1) cuya

funcional, L(h), es acotada en H Entonces, en

A
el espacio affn de energia, u + HA’ existe un
inico elemento en el cual la funcional (8.1) tiene

un valor minimo absoluto.

Obsérvese que en el caso en que las condiciones de frontera del

problema variacional (8.1) sean del tipo homogéneo, el elemento

de traslacién u estd contenido en M. ELntonces, si se procede
a tomar a u como el elemento cero del subespacio lineal M,

F(u) = G(h); u=h e M.,
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IIT ¢+ EL METODO VARIACIONAL DE LA ENERGIA



9. Potencialidad de campos distributivos.

Sea A un operador distributivo el cual mapea elementos de un
espacio de Banach B en funcionales lineales del espacio con
jugado B¥*, y sea su dominio de definici6bn D(A) un subespa-
cio affn siempre denso en B. Para estudiar la potencialidad

del campo distributivo definido por A en B, analicemos pri

mero su diferenciabilidad.

De la definicibn 2.2, el

lim A(u+th)-A(u) _ =
£+0 t = V A(u,h) = A h, h e M, (9.1)




existe para todo u ¢ D(A), esto es, el operador A posee una
diferencial de Gateaux en todo punto u ¢ D(A), en la direccidn
h € M. Observando (9.1), V A(u,h) es un operador distributivo

en h y, puesto que del resultado (2.10) A es continuo en D(A),
y todo operador distributivo y continuo es acotado, entonces A

posee una diferencial lineal de Gateaux en D(A):

V A(u,h) = DA(u,h) = A'(u)h = A h, ue D(A), h e M. (9.2)

Asi, la derivada de Gateaux del operador A,A'(u) = A, resulta
ser un operador continuo y, por consiguiente,del teorema 2.1,

&sta es una derivada de Frechet:

DA(u,h) = dA(u,h) = A h, u e D(A), h e M, (9.3)

Por lo tanto, el operador distributivo y continuo A define en
B el campo de funcionales lineales (continuas) Au € B*, y su -

correspondiente integral curvilinea,

_[(Au, du) , (9.4)
L

existe a lo largo de cualquier curva regular L ¢ D{(A). En lo
sucesivo escribiremos (Au,.) para resaltar el hecho de que Au

es una funcional lineal.

Ahora bien, como se vio en la definicibn 1.5, si el operador con
tinuo A es tal que la integral curvilinea (9.4) no depende de

la forma de la curva L ¢ D(A), sino s6lo de sus puntos extre-



mos u, y u, entonces existe una funcional I, 1llamada el po

tencial del operador A, tal que

u
[ @u, aw) = F-rag), ugue DA (9.5)
Uo
En este caso, al operador continuo A se le dice ser un opera -
dor fuertemente potencial, y se le llama, el gradiente fuerte -

del potencial F.

Definicidén 9.1. Se dice que el operador distributivo A de B
en B*, definido en el subespacio afin D(A) =

u + M siempre denso en B, es simétrico, si
(Ah,h') = (Ah',h), V h,h' € M. (9.6)

De la relacién (9.3) se sigue que la condicibn de simetria (9.6)
es equivalente a que la funcional bilineal (DA(u,h),h'), continua

en todo punto u € D(A), sea simétrica en todo u & D(A):
(DA(u,h),h') = (DA(u,h'),h), ¥ h,h' e M. (9.7)

Con esto, de los teoremas 3.1, 3.2 y 3.3, las condiciones de po -

tencialidad de un campo distributivo son:

Corolario 9,1. La integral curvilinea (9.4) es independiente de
la trayectoria de integracién en D(A) si, y s6lo
si, el operador A es la derivada de alguna funcio

'nal F diferenciable en D(A) (A es un opeérador

potencial en D(A)).
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Corolario 9.2. La integral curvilinea (9.4) es independiente de
la trayectoria de integracifn en D(A) si, y s6-
lo si, el opecrador A es5 simétrico en el cspa -

cio B.

Corolario 9.3. Para que A sea un operador potencial en D(A),
es necesario y suficiente que sea un operador si-

métrico en el espacio B.

Una forma conveniente de reconstruir el potencial de un operador
simétrico, definido en el subespacio afiu D(A) = u+M, es tomar
por curva regular L en (9.5) al intervalo que une al punto fi-
jo u e D(A) con el punto arbitrario u de D(A). Entonces,

el potencial del operador simétrico A de B en B* es la fun

cional
F(u) = F(0)+ %(A(u-ﬁ),u-GH(AE,u-G), u e D(A). (9.8)

A es el gradiente fuerte del potencial F,

10. El1 mé&todo variacional de la enérgia.

Sea A un operador simétrico del espacio de Hilbert H en su es-
pacio dual H*. De la extensidén del teorema de F. Riesz al caso
de funcionales bilineales* y de las definicioﬁes 9.1 y 6.1, pode
mos decir que todo operador simétrico tiene asociada una finica

funcional bilineal y simétrica de la forma

A(u,v) = (Au,v), u,v € D(A), (10.1)

*[10] 11.21, p.42.



cuya forma cuadrética es,
A[h7] = (ah,h), h e M. (10.2)

En similitud a las definiciones 6.2 y 6.3, expresemos lo siguien

te.

Definicién 10.1. Al operador simétrico A se le dice ser positi-
vo, si su forma cuadritica asociada es positiva:
A[h7] = (ah,h) > 0, Vh € M, (10.3)
y A[h] =0 siy s6losi h es el elemento ce

ro.

Definicién 10.2. Al operador simétrico A se le dice ser positi
vo definido, si su forma cuadrdtica asociada es
positiva definida: existe una constante y > 0

tal que
A[h7 = (ah,hy > v* | |n]|2, Vhed, (10.4)

Del corolario 9.3, el operador simétrico A es potencial en D(A)

y, de (9.8), es el gradiente fuerte de la funcional
F(u) = 3A(u-T,u-0)+A (T,u-0)+F (@), u e D(A). (10.5)

Ahora bien, escribiendo al potencial F(u) en la forma:



58

F(u) = 3 Afu,u)+L(u)+C, u e D(A), (10.6)
donde

L(u) = %A(G,u)- %A(u,ﬁ),
L B
C = - 5A(u,u)+F(u),

de la definici6n 6.4 se concluye: el potencial de un operador si-
métrico de H en H* es una funcional cuadritica en H, Por lo

tanto, del teorema 6.1, se tiene el siguiente corolario,

Corolario 10.1. Sea A un operador positivo de H en H*, Para
que el potencial F de A tenga un minimo absolu
to en el punto uoe:D(A), es condicibn necesaria
y suficiente que u, sea un punto critico suyo, o

sea, que u_  sea solucibn de su problema de Euler
Au =0, u e D(a), (10.7)

El punto critico u, (si existe) es finico,

Poniendo ahora, al igual que para (8,2), u = u+h en (10.6), o
simplemente, u-u = h en (10.5), la funcional F(u) toma la for

ma:
G(h) = %—A[h J+A(u,h)+F (), h e M, (10.8)

Definicién 10.3. Si la funcional cuadrética
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G(h) = Za[ h7]-T(h) (10.9)

es tal que: A[ h | es la forma cuadrdtica aso-
ciada a un operador positivo en el espacio de -
Hilbert H,y L(h) = (£,h) es una funcional 1i
neal del espacio dual H*, entonces a G(h) se

le denomina la funcional de energfa del operador

A.
La funcional (10.8), si A es positivo, es entonces la funcional
de energfa del operador A, cuya funcional f = -Au., Es claro

que la constante F(u) es irrelevante.

As? pues, toda funcional de energfa es una funcional cuadrética

positiva, resultando ser su gradiente de la forma,

grad G(h) = A h-f, h € D(grad G) = M, (10.10)
Por lo tanto, del teorema 6,1, se concluye el siguiente resulta ~
do de gran trascendencia,

Corolario 10,2, Toda funcional de energia tiene un valor minimo ab
soluto en el punto hoe M si, y s6lo si, ho es

solucibn de su correspondiente problema de Euler:

A h =

Hh

h e M, (10,11)

El punto critico h (si existe) es finico,
o
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Sea HA el espacio de energla asociado a la funcional positiva A.
Fntonces, al igual que para (8.3), la funcional de energfa (10.9),

escrita en la forma,
1 2 =
G(h) = 3[|n[|[*-L(h),

queda definida en el subespacio lineal D(L) siempre denso en HA'
Como se vio en el caso 8.1, si la funcional ©L(h) resulta no ser

acotada en H el problema variacional pierde su sentido: G no

A’
es una funcional acotada en energia. Asumamos entonces que L(h) =

— . -
(£,h), T € H*, es acotada en H y consideremosla como su corres

A’

pondiente extensidén lineal a todo el espacio H Entonces

A
G(h) = || |n||]2-Lh), hoe Hy, (10,12)

y, del teorema 8.1, se tiene el siguiente hecho,

Corolario 10.3, En el espacio de energila H, existe uno y s6lo
un elemento en el cual la funcional de energfa (10.12)
tiene un valor minimo absoluto.

Veamos cuando la hipétesis del corolario 10.3: L(h) = (f,h) es

acotada en energfa, se cumple para toda f e H¥*,

Sea la funcional de energfa (10.12) del operador positivo defini-
do A. En este caso, la relacidn (7.6) entre la norma original
y la norma en energjy se cumple y, de la desigualdad de Cauchy~

Buniakovski* ,

* [87] 1II.4.1, p.153.
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_ _ 1 | 15]) __
| < HEN I = [ELF 0] < LS20 al 1], vE e nx, hoen

Y A’

(10.13)

esto es: si A es positivo definido, toda funcional lineal de

H* es acotada en energila.

Corolario 10.4. Para toda funcional de energia de un operador po
sitivo definido existe uno y s6lo un punto en HA'

el cual le asigna un valor minimo absoluto.

Luego entonces, si L(h) es acotada en energia, al igual que en

(8.4), existe un finico elemento ho € HA tal que

L(n = [Ch,h7, h e H,, (10.14)

Y., concecuentemente,

1 1 : 1 -1
G(n) = zllIn[[[*-Chy,h] = 30h 0 T]-[Cho,n ]+ 3000, T- 5080, T,
- 1 2_1 2
G(h) = 5| |[h-n [ [1*-5][In ll1?, h e H,, (10.15)
y el inf G(h) = G(h)=- 3| ||n_|[]2. (10.16)
heHA

El elemento ho € HA es la solucibn generalizada del problema
variacional (10.9) o, lo que es equivalente, del problema de Eu

ler (10.11).

Por lo tanto, la solucibn generalizada Uy del problema variacio-

nal (10.6), o del problema de Euler (10.7), es el elemento
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u, = uth_, (10.17)

donde hO es la solucibn generalizada del problema variacional

(10.8). La solucibén (10.17), elemento del espacio afin de ener-
gla G+HA, existe y es Gnica (corolario 8.1). En este caso
f = -A u, por lo cual, el problema de Euler (10.11l) es el co -

rrespondiente problema, con condiciones de frontera homogéneas,
del problema de Euler original (10,7), con condiciones de fronte
ra no homogéneas. Ambos problemas coinciden si U & M, y é&ste

es tomado como el elemento cero en M,

De esta forma se ha dado origen al asf llamado Método Variacio-
nal de la Energia, al cual se le puede definir en los siguien
tes términos: es aquel método que estudia la existencia, unici-
dad y naturaleza de la solucibn de un problema de Euler, estu -
diando al punto extremo de su correspondiente funcional de ener

gia. Téngase presente que esta definicibén es puramente formal.

11, Sucesiones minimizantes.

Consideremos la funcional de energfa (10.9), cuya funcional -
Lth) = (£,h), T ¢ H*, es acotada en energfa y, consecuentemen-

te, puede ser extendida a todo el espacio de energfia H Del

AQ

corolario 10,3, existe un Gnico punto extremo ho € H por lo

Al
que:

21 1 1
G(h) = §|||h|||2—E(h) = 7|||h—h°|||2—_§|||ho|||2, h e H,,(11.1)
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inf G(h) = G(h ) = - %|||ho|||*. (11,2)
heHA

Definici6bn 11.1. Sea'{hk} una sucesién de elementos del espa-

cio de energia H Se dice cue '{hk} es una

A

sucesién minimizante de la funcional de energia

(11.1), si
lim G(h_ ) = inf G(h). (11.3)
n-bw© n hs:HA

Luego entonces, si ‘{hk]e H, es una sucesién minimizante, de

(11.1) y (11.2),

, ; 1 1
L Gny) = Lim [H1Inh 112 311,112 ] = - FlHing 1112,
n>owo nro -
esto es:

Teorema 11.1, Toda sucesién minimizante de la funcional de ener
gfa (11,1) converge al punto critico de ésta en el

sentido de la norma en energia:

|h_~h_[[] + 0. (11.4)
11yl -
Mis afin, si la forma cuadritica de la funcional G(h) es posi-
tiva definida, de la relacibn entre las normas en energia y ori
ginal (7.6), toda sucesibn minimizante suya también converge en

la media:

lIh ~h I ~+ 0, (11.5)

n+©
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Asi pues, el n-&simo elemento hn e Hy de una sucesibn minimi -
zante es la n-ésima aproximacién de la solucibn generalizada

ho £ HA del problema variacional (10.9), o sea, del problema de
Euler (10.11). Por lo tanto, el construir una sucesi6bn minimi -
zante es una forma natural, en el contexto del método variacio -
nal de la energia, de establecer una solucibn aproximada del pro
blema. Entre los métodos mds importantes para construir una su-

cesidn minimizante, denominados procesos variacionales, se encuen

tran los procesos de W. Ritz [ 3,4,57] y L. V. Kantorovich [ 3,7 ].

12. Formulacibén variacional de un problema de valores en la fron-

tera.

Sea el problema de valores en la frontera

Au=f, u ¢ D(A), (12.1)

donde A es un operador distributivo del espacio de Hilbert H
en si mismo, y sea H, tal que, D(A) resulta ser un subespa
cio afin siempre denso. En la formulacibén variacional de este

problema, una forma de razonar es la siguiente:

1. Dado el problema de valores en la frontera (12.1) y selec-
cionado el espacio de Hilbert H, en el cual D(A) resulta ser
un subespacio afin siempre denso, en términos del producto es-

calar en H,

A(u,v) = (Au,v), u,v € D(Aa), (12.2)
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es una funcional bilineal con forma cuadratica

A[_h7] = (Ah,h), h € M. (12.3)

Por lo tanto, el operador A es ahora, en este sentido, un ope
rador distributivo de H en el espacio de funcionales linea -

les H*,
2. Luego entonces, si el espacio seleccionado H es tal que,
A resulta ser un operador simétrico:

A(h,h') = A(h',h), Yh,h' ¢ M, (12.4)

A es un operador potencial en D(A) (corolario 9.3),

3. Esto es, el problema (12.1) es el problema de Euler de la

funcional

1

F(u) = j‘(A[:G+t(u~E):]—f,u—ﬁ)dt+F(G)
0
= SA(u-T,u-0) - (£,u-0) +A (T, u-0) +F (@) , u € D(A) (12.5)
0o,
F(u) = %A(u,U)-L(u)+C, u € D(A), (12.6)

donde L(u) = (f,u)—%A(H,u)-+%A(u,G),
c - L A®G,0)+F@E
= (f,u)- 5 A(u,u)+F(u).

F(u) es el potencial del campo Au-f, u € D(A), f ¢ H*, La
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estacionareidad del potencial F(u) es el principio variacio-

nal del problema de valores en la frontera (12.1).

4, Asumiendo que el operador simétrico A es positivo:
A[h7] >0, vheM y A[h] =0=> h=0c¢cM, (12.7)

F(u) tiene un minimo absoluto en el punto u, € D(aA) si vy
s6lo si u, es solucién del problema de valores en la frontera

(12.1) (corolario 10.1).

5. Poniendo u = u+h en (12,6) o, simplemente u-u = h en
(12.5), la funcional de energfa del operador positivo A re =

sulta ser:

G(h) = %AEhj—I;J(h)+F(G'), h e M, (12.8)
donde L(h) = (£f,h)-A(u,h).

La funcional G(h) tiene un minimo absoluto en el punto hoe M

si, y sblo si, ho es solucién del problema de valores en la

frontera

+hi
]

, he M £-A U (12,9)

(corolario 10,2), Este es el correspondiente problema a (12.1)

con condiciones de frontera homogéreas,
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6. Ahora bien, si L(h) = (f,h) es una funcional acotada en

el espacio de energia H o si el operador positivo A es po

A’

sitivo definido:

cte > 0, ¥ h e M, (12.10)

ACh] > v?[|n]]?, Y

entonces la funcional de energia (12.8) puede ser extendida a
todo el espacio de energia HA:

G(h) = 5| | [n]||2-Eeh), heH (12.11)

AI
existiendo un dnico elemento hoe HA en el cual (12.11) tiene un

valor minimo absoluto (corolario 10.3 o 10.4).

7. Por lo tanto, cumpliéndose cada una de las asunciones he -~
chas hasta ahora, la solucifn generalizada del problema varia-

cional (12.,6), o del problema de valores en la frontera (12.1):

u = (uth)) e (U+H,), (12,12)

existe y es finica (corolario 8.1). El elemento ho £ HA es la
solucibn generalizada del problema variacional (12.8), o del pro

blema de valores en la frontera (12.,9).

8. Finalmente, construyendo una sucesién minimizante de la fun
cional de energia (12.11), en términos del proceso variacional
que se haya seleccionado, del teorema 11,1, el nrésimo elemento
de la sucesibn es la n-&sima aproximacibén de la solucibén h, eHy,
la cual converge en energfa, Si A es positivo definido, la
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convergencia también es en el sentido de la norma original,

En conclusifn, los 8 puntos acabados de expresar ofrecen una

forma de la técnica del método variacional de la energia.



FALTA PAGINA

No. é



IV : PROBLEMA VARIACIONAL DE LA FUNCIONAL

F(u):f[%Aik(x)u,iu,k+]?C(x]u2— f(x)u]dx—fgz(x)udr‘ ‘
Q. r



13. EIL caso gz(x) = 0,

Sea la integral
F. (u) =f 1y (x)u,.u, .+ IC(x)u?-f(x)u |dx (13.1)
1 IR VRSN :

definida en un dominio finito Q del espacio Euclideano m~dimen-

sional Ev y cuya frontera T es una superficie (m-1)-dimensio
nal seccionalmente suave. Asumiremos que los coeficientes Aik(x) =
Aki(x), C(x) vy £f(x) son elementos del espacio lineal C(R), esto

es, son funciones continuas y acotadas en {Q = QUT,

Estudiemos el problema variacional de la funcional Fl(u) en el
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espacio de Hilbert separable LZ(Q), definida en el conjunto

D(F,) = fuzaec @), o =g, 00, (13.2)

™

donde ¢C(T) es una funcibn prescrita sobre la superficie T.

91

Entonces, si existe al menos una funcién EaD(Fl), D(Fl) contie

ne un subespacio affn de la forma

u = u+h, he N, (13.3)
donde
v, =M @) = thinee ™ @, n| =0 (13.4)
r
es un subespacio lineal en L2(Q). Probemos las dos siguientes
proposiciones,

Fl satisface la restriccién 4,1: D(Fl) es un subespacio afin
siempre denso en LZ(Q). El conjunto de funciones finitas en un
dominio acotado Q: funciones infinitamente diferenciables en @
y diferentes de cero s8lo en algGn subdominio de Q, es siempre
denso en L2(Q)*. Entonces NlCLz(Q) es siempre denso en L2(Q),

y esto es condicibn necesaria y suficiente para que el subespacio

afin D(Fl) también lo sea.

Fl satisface la restriccibn 4.2: Fl(u) = Fl(ﬁ4h) es continua -

mente diferenciable un nGmero suficiente de veces sobre el sub -
espacio n-dimensional Ng C Nl‘ Esto es, la funcibn Fl(u) =
Fl(ﬁ+aihi), aihieNn, i=1,2,..,,n, es continuamente diferencia

ble un nimero suficiente de veces con respecto a las variables

*[6 ] Teorema 1.3.4, p. 16,
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a,. Es claro gue la funcibn

- B 1 1 "
Fl(u+aihi) = arasj.L_QAikhr,ihs,k+ 2ChrhS'de
2

u u - g }:_ o ey 1 T2 _eTT
+ ar./; EAiku'ihr,1:+CUhr fhr:[dx!f [2Aiku’iu’k+ 5Cu fu]dx
£l

es continuamente diferenciable con respecto a a;.

Por lo tanto, del teorema 4.1, la funcional F1 posee una dife-

rencial de Gateaux
VFl(u,h) = j;[:Aiku,ih,k+Cuh—fh:]dx (13.5)

en todo punto u € D(Fl), distributiva en h € Nl'

Teorema 13.1. Los elementos del dominio de definici6n del gra -
diente de F1 son agquéllos, y s6lo agquéllos, que

satisfacen las siguientes condiciones:

1) u € D(Fl)r Y
2) el vector Aiku’i posee una divergencia ge-
neralizada en el dominio §, la cual es un

elemento del espacio L2(Q).

Necesidad. E1l elemento u € D(grad Fl). por definicifn del gra
diente de una funcional, D(grad Fl) 9~D(F1) y VFl(u,h) €s una
funcional acotada en h ¢ Nl. Asi, necesariamente, u € D(Fl) Y
VFl(u,h) es una funcional distributiva y acotada en el subes -~

pacio lineal N, denso en L2(Q). Entonces, del teorema de F.
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Riesz, existe un inico elemento Vv ¢ LZ(Q) tal que

fQAiku,ih,kdx = (v,h) = -_/;?-~vhdx, henN,, (13.6)

Por definicién*, -v ¢ LZ(Q) es la divergencia generalizada del

vector A u,; en el dominio Q.

ik
Suficiencia. Si se satisfacen las condiciones 1 y 2, de (13,5)

y (13.,6), la funcional

VF, (u,h) =f[v+Cu—f Jhdx = (v+Cu-f,h), heN
0

17 (13.7)
es distributiva y acotada en el subespacio lineal N1 denso en

Lz(Q). Por lo tanto, al igual que en (4.4),

VFl(u,h) = QFl(u,h) = (grad Fl(u),h), u € D(grad Fl), ?igzé?).

Luego entonces, si convenimos en denotar a la divergencia genera-
lizada en igual forma que en el caso ordinarlio: ~-v = (Aiku'i)'k’
donde los elementos en dicha suma no poseen significado separada-

mente,

D(grad F,) = D(U;) = {u:u cd) (5),3(Aiku,i),keL2(Q),u = g,(x)},
r (13.9)

y de (13.7) y (13.,8),

*[C67] 11. 4.3, p.71,



grad Fl(u) = Ulu-f = -(Aik(x)u,i),k+C(x)u—f(x). (13.10)

Particularmente, si el vector Aiku'i es continuamente diferen-
ciable en R, su divergencia generalizada existe y coincide con

su divergencia ordinaria*, por lo gue, asumiendo a Ai eC(l)(ﬁ),

k

D(u,) o furuec® @, | =g, 0601, (13.11)
r

Del teorema 5.1 se sigue el siguiente resultado.

Corolario 13.1. Si la funcional Fl tiene un valor extremo en el
punto quD(Fl), entonces uo es soluci6én de su co

rrespondiente problema de Euler
Ulu = f, ueD(Ul). (13.12)

Lema 13.1. 8i las funciones Aik(x) y C(x) son tales que:

AL x)E e > it , C(x) >0, wxedl, (13,13)

donde n, = cte > 0 vy tk son cualesquiera nimeros rea
les, entonces la segunda diferencial de Gateaux de la
funcional Fl satisface la desigualdad

V?F, (u,h,h) > 0, heN, , (13,14)

en todo punto ueD(F;), 'y V’Fl(u,h,h) = 0 siy sblo

*[C6] 1.2.1, p.21.
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si h es el elemento cero.

Demostraci®én, Tomando la diferencial de Gateaux de la funcional

(13.5), en la direccibn h eNl,

V2F, (u,h, h) ='/;|’_73\ikh,ih,k+Ch2jdx > uoj;zh,kh,kdx >0, (13.15)

en donde la condicibn (13.13)1 se ha utilizado para tk = h’k'
Por otro lado, si VzFl(u,h,h) = 0, entonces h = cte vy, puesto

que heNl, h = 0. Inversamente, si h =0, h

=0y VzFl(u,h,h) = 0.

Con este resultado, de los teoremas 5.1 y 5.3, se concluye la si-

guiente condici6n necesaria y suficiente de extremo.

Teorema 13.2. Si las condiciones (13,13) se cumplen, entonces pa
ra que la funcional F, tenga un valor minimo ab -
soluto en el punto uoeD(Fl), es condicién necesa-
ria y suficiente que u, sea un punto critico suyo:

sea solucibn del problema de Euler (13.12),
El punto critico u, (si existe) es (nico,

La unicidad del punto u, se infiere del lema 13,1 y de la rela-

cibn de Lagrange (5.5).

Resumiendo: La funcional F1 definida en el conjunto (13.2),
el cual contiene un subespacio afin de la forma (13.3), satisfa-
ce las restricciones 4.1 y 4,2, y posee una diferencial distribu

tiva de Gateaux (13.5) en todo punto de su dominio de definicié6n.

Si u, es un punto extremo de ella, entonces &ste es solucibén de



77

|
su correspondiente problema de Buler (13,12): u, esun punto cri
tico . Ademds, si las condiciones (13.13) se cumplen, su punto

critico (si existe) es Gnico y le asigna un valor minimo absoluto.

14, Condiciones naturales y principales de frontera,

Consideremos ahora el problema variacional de la funcional
F. () =f Cia, (x)u, u, + lC(x)uzr-f(x)u]dx-fg (x)udT (14.1)
2 o2 ik ri“'k 2 r 2 T

definida en el subespacio lineal D(Fz) = C(l)(ﬁ)c L2(Q). Como |
antes, Q es un dominio finito del espacio Em, cuya frontera T

es seccionalmente suave, y Aik(x) = Aki(x), c(x), £(x) son fun
ciones del espacio C(). El elemento gz(x)eC(F) es una fun -

cibn prescrita sobre T'. A diferencla, en este caso, las funcio-

nes ueD(Fz) no estén sujetas a ningln tipo de condiciones de

frontera.

Al subespacio lineal D(Fz) = C(l)(ﬁ) se le puede considerar co-
mo un subespacio affn lineal (u es el elemento cero), entonces,
con lo ya establecido, F, satisface las restricciones 4.1 y 4.2,

y posee una diferencial distributiva de Gateaux
VF, (u, h) =_[Q[Aiku,ih,k+Cuh-fh]dx—frgzhdr (14.2)

en todo punto ueD(F,), en la direccibn heN, = D(F,).

Mostremos que en este caso los elementos del dominio D(grad F2)

CD(Fz) satisfacen una condicifn natural de frontera, Es claro
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que los elementos del dominio D(F) no necesariamente satisfa -

cen a ésta.

Teorema 14.1. Los clenentos del dominio de definicidn del gradien
te de F2 son aquéllos, y sblo aquéllos, que satis-

facen las siquientes condiciones:

1) ueD(Pz),
2) €1 vector Aiku’i posce una divergencia genera-
lizada (Aiku,i),keLz(Q), y

3) u satisface la condicién de frontera
A u, yny r = 92(") R (14.3)

Los nimeros n, son los cosenos directores del vector unitario

exterior, normal a la superficie T,

Necesidad. Sea wueD(grad F,). Por definicibn de gradiente

D (grad Fé)gp(Fz) Yy, necesariamente, ueD(Fz)‘ Asf mismo, la di
ferencial VFz(u,h) es una funcional acotada en heD(Fz). En -
tonces, para u fijo, VFZ(u,h) es una funcional lineal en
L,(@) y, en particular, es una funcional distributiya y acotada
en todo subespacio lineal denso en L;(R), De acuerdo a esto,

si consideramos momentaneamente a VFz(u,h) definida en°ﬂfl)(9),
entonces, del mismo razonamiento hecho para (13,6), el vector |

Aik“'i posee una divergencia generalizada (A eLz(Q).

iK% i) 1
Ahora bien, continuando con VF,(u,h) definida en D(F,) = C(l)(ﬁ),

e integrando por partes a (14,2) (la condicibn 2 se satisface),

se obtiene
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VF, (u, h) =_[Q[_-(Aiku,i),k+(:u-f jhdx+fr[_Aiku,ink—g2]hd]", (14.4)

la cual es una funcional acotada en L2(Q). Por lo tanto, necesa

riamente, (14.3) se satisface,

Suficiencia. Las condiciones 1, 2 y 3 se satisfacen. Integrando

por partes a (14.2),
VF2(u,h) = j;[:—(Aiku,i),k+Cu-f_]hdx. (14.5)

Puesto que [:—(Aiku,i),k+Cu—f:]cL2(Q), (14.5) es una funcional 1i
neal (acotada) en L2(Q). Entonces, ueD(grad F2)y, de (4.4),

VFz(u,h) = DF2(u,h) = (grad Fz(u),h), ueD(grad F2), heL, () .

27(14.6)

Por lo tanto,

D(grad F,) = D(U,) = {wruec™™) (@ ,3(a ,u,), €L, (2) A0, n] =g,(x)},

)
2 r(1427)

y de (14.5) y (14.6),

grad F2(u) = Uzu-f = —(Aik(x)u,i),k+C(x)u—f(x). (14.8)

Particularmente, si el vector Aiku’i es continuamente diferen-
ciable en 0 (si su divergencia generalizada es ordinaria), en -

tonces, asumiendo a A eC(l)(ﬁ),

k

D(Uz):){u:uec(z) (@, Agu, n, - g,(x)}, (14.9)
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Definicién 14.1., A aquella condicibén de frontera del problema de
Euler de una funcional dada, no satisfecha nece
sariamente por los elementos del dominio de de-
finici6én de la funcional, se le denomina condi-
cibén natural de frontera del problema variacio-
nal. Si &sto no es asi, a tal condicibn se le

denomina condicibén principal de frontera.

De acuerdo a esta definicién: toda condicidén de frontera de un pro
blema variacional es condicifn principal, en tanto que, toda con -
dicibn de frontera de un problema de Euler es o condicién principal

o condicibén natural.
Como corolario del teorema 5.1, se tiene el siguiente hecho,

Corolario 14.1. Si la funcional F2 tiene un valor extremo en el
punto uoeD(Fz), entonces u, es solucifn de su

correspondiente problema de Euler

ot = £, ueD(Uz). (14.10)
La condicién de frontera del problema de Euler (14.10) es condi-
ci6n natural de la funcional F2. As{ también, si g2(x) = 0,
ésta es condicién natural de la funcional Fl (13.1). La condi -
cién de frontera en (13.9): u = gl(x), es condicibn principal

de las funcionales F

1 Y F

2°

Lema 14.1. Si las funciones Aik(x) y C(x) son tales que
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Ay (€€ > ot t, C(x) > C_, (14.11)

donde Mo Y CO son constantes nositivas distintas de ce-
roy tk son cualesquiera nineros reales, entonces

2 i =
V*F,(u,h,h) > 0, hen, D(F,), | (14.12)
en todo punto ueD(FZ), Y szz(u,h,h) = 0 si y sblo si

h =0,

Demostracifbn. Tomando la diferencial de Gateaux de la funcional

(14.2), en la direccibén haD(Fz),
2y = 2 Wb 2 2
V?F,(u,h,h) '/Q[Aikh,ih,k+ch :Idxf_-/ol—_}on,kh,k+Ch Jdx _>_Coj:zh dx>0,

Yy V2F2(u,h,h) =0 si y s6lo si ||h|| = 0.

Por lo tanto, de los teoremas 5.1 y 5.2 v de la relacibn de Lagran

ge (5.5):

Teorema 14.2. Si las condiciones (14.11) se cunplen, entonces para
que la funcional FZ tenga un valor minimo absoluto
en el punto uoeD(Fz), es condicibn necesaria y su-

ficiente que u, sea un puanto critico suyo: sea so-

lucién del problema de Euler (14.10).
El punto critico ug (si existe) es finico,

Obsérvese la importante diferencia entre las condiciones suficien-

tes (13.13) y (14.11).
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El problema de valores en la frontera.

Sea la expresibén diferencial de segundo orden,

Lu = -Aik(x)u,ik+Ak(x)u,k+Ao(x)u, (15.1)

bajo las siguientes asunciones:

1.

La variable independiente x es un punto en algfin dominio fi
nito § del espacio Euclideano m~dimensional Em’ cuya fron
tera T es una superficie (m-l1)-dimensional seccionalmente
suave: xell = {QUT}CE .

Los coeficientes A, (x), A (x) y A (x), funciones defini-

das en & (i,k =1,2,...,m), son tales que: Aik’ A eC(l)(ﬁ),

k



ALEC(R), A_(x) > 0V xel.

3. El dominio de definici6n del operador formal L es

D(L) = C(2)(Q).

(15.2)

4. La matriz de coeficientes Aik(x) es simétrica: Aik(x) = Aki(x),

xefl.

5. La expresibn diferencial Lu es del tipo eliptico en el domi

nio &, o sea, todos los valores propios

Ai(x) de la matriz

simétrica Aik(x) son funciones positivas o0 negativas en todo

xeﬁ:ki(x) >0 6 Ai(x) <0, xQ,1i =1,2,...

siempre el caso positivo; si esto no fuese

;M. Asumiremos

asi, bastarfa con

multiplicar por -1 a la expresitn diferencial Lu.

6. Lu es una expresién diferencial formalmente autoadjunta.

Esto es, Lu es idéntica a su correspondiente expresidn dife

rencial formalmente adjunta

Mu = -(Aiku).ik—(Aku),k+Aou.

(15.3)

Asf pues, hechas estas asunciones, las siguientes proposiciones

resultan ser v&lidas.

a) La condicifbn 4 siempre puede ser asumida.

(2)

De (15.2), ueC ),

0 sea, u(x) posee segundas derivadas continuas en Q, y conse-

cuentemente, Upsp = Urgeqo i,k=12,.,.,m,

N R Vit SU Y

-——

descomponer siempre en dos términos simétricos,

Entonces Aik u,_l.}i+

y a la expresién A1k+Aki se le puede
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b) Lu es una expresibn diferencial no degenerada, o sea, los va

lores propios Xi(x) de la matriz Aik(x) son tales que
Xi(x) > by = cte > 0, vxell, i =1,2,...,m. (15, 4)

De la condicibn 5, y puesto que Aikec(l)(ﬁ), los valores propios
ki(x) resultan ser funciones continuas y positivas en el conjunto
compacto (cerrado y acotado) ﬁeEm. Consecuentemente, las funciones
Ai(x) estan acotadas por abajo en el dominio @ por alguna cons-

tante positiva Mg Por otro lado, de la desigualdad Aik(x)tl.'k >

Al(x)t , xe®,i,k=1,2,...,m, donde t son cualesquiera nlme -

kx k
ros reales y Al(x) es el menor valor propio, a la condiciébn (15.

se le puede expresar por

Aik(x)titk > potktk’ ¥xeQ,i,k = 1,2,..,,m; Mg = cte > ?is 5)

¢) A la expresibn diferencial (15.1) se le puede expresar en la

forma

Lu = -(Aik(x)u,i),k+c(x)u, (15.6)
donde C(x) = Ao(x). Definiendo Bk(x) = Ak(x)+Aik(x),iy C(x) =
Ao(x), las expresiones diferenciales (15.1) y (15.3), mutuamen-

te adjuntas, toman la forma

Lu = r(Aiku,i),k+Bku,k+Cu,
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Mu = —(Aiku,i),kr(Bku),k+Cu.

Por lo tanto, de la condicién 6, Lu = Mu, Yy esto es si y s6lo si

Bk(x) z 0.

d) La primera y segunda f6rmula de Green para la expresién dife-

rencial formalmente autoa:ijunta Lu resultan ser:

j;vLudx =j;[:Aiku,iv,k+Cuv:]dx-j;Aiku,ivnde, (15.7)
j;[§Lu-uLv Jax = /;Aik[:v,iu—u,iv:]nkdr, (15.8)

donde n, son los cosenos directores del vector normal y exte -~

rior a la superficie T,

Pasemos ahora a estudiar dos casos del problema de valores en la

frontera
Lu = f(x), (15.9)

Gk r = gk(x), (15.10)

- k

en donde: L es el operador diferencial acabado de definir, u(x)
es la funcibn incdgnita, f£(x) es el término libre de la ecuacibn

diferencial, y (15.10) son las condiciones de frontera del proble
ma. En este estudio se aplicard el método variacional de la ener

gfa, segin los lineamientos dados en el punto 12,
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16. FE1 problema de Dirichlet,

Sea el problema de Dirichlet de la ecuacién diferencial (15.9):

U.u = —(Aik(x)u,

1 +C(x)u = f (%), ueD(Ul); (16.1)

i)'k

D(U,) = {u:uec‘l’(ﬁ),a(Aiku eL, (2, u| =g ()} (16.2)

fi)lku 2

La funcibn (Aik u,i),k es la divergencia generalizada del vector
Aiku’i en el dominio Q@ , y gl(x)eC(F) es una funcién prescrita
sobre la superficie T.

Considerando a Ul como un operador en el espacio de Hilbert se-

parable LZ(Q)’ y asumiendo que existe al menos una funcién
HeD(Ul), entonces, al igual que para (13.2), D(Ul) contiene un

subespacio afin de la forma
u = u+h, . heMl, (16.3)

donde M, ='{h:hec<1)(5),3(Aikh,i),keL2(Q), hi = 0} (16.4)
r

es un subespacio lineal siempre denso en LZ(Q); D(Ul) es siem-

pre denso en LZ(Q).

Ahora bien, de la sequnda f6rmula de Green (15.8),
Ul(u,v)—Ul(v,u) = j}Aik(v,iu—u,iv)nde, u,veD(Ul), (16.5)

donde Ul(u,V) = (Ulu,v) es una funcional bilineal en L2(Q),
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la igualdad
Ul(h,h') = Ul(h',h) (16.6)

se cumple para todo h y h'eM Esto es, U es un operador simé

1° 1
trico. Por lo.tanto, U1 es un operador potencial en D(Ul) (co-
rolario 9.3), y el problema de Dirichlet (16.1) es el problema de

Euler de la funcional (12.6)
F.(u) = LU, (u,u)~(£,u)+ 0. (7,u)- U, (u,T), uweb(U,) (16.7)
1 50y (4, ' 20y (W 32U (upu), 1) .

Aplicando las férmulas de Green (15.7) y (15.8), en los términos

Ul(ulu) Y Ul(l_l,U)"Ul(u,G),
F, (u) =f Cia. (x)u, v, + lC(x)uz—f(x)ujdx ueD(F,). (16.8)
1 o -2 ik i’k 2 ’ 1’ '

Téngase presente que los términos constantes son irrelevantes, Asf,
Fl(u) es. el potencial del campo Ulu—f, feLE(Q), y la estaciona
reidad de Fl(u) es el principio variacional asociado al proble-
ma de Dirichlet. Obsérvese que la funcional Fl(u) es, precisa-

mente, la funcional del problema variacional estudiado en el pun-

to 13; D(Fl) es el conjunto (13.2).

Probemos que el operador simétrico Ul es positivo;

u,Ch] = (W) >0, VheM;, y U ["h7] =0 <=> h= 0eM,
(16.,9)
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De la primer férmula de Green (15,7), y de la desigualdad (15.5)
para tk = h'k’

Ul[:h:] =/;[:Aikh,ih,k+Ch7:de > poj;h,kh,kdx > 0, thMl, (16.10)

puesto que C(x) = A_(x) > 0, xe{ (asuncibn 2 en 15), Si Ul[jKTT = 0,
entonces h = cte eMl y h = 0, Inversamente, si h = 0, h,k = 0y

u,[Ch] =o.

Por lo tanto, Fl(u) tiene un minimo absoluto en el punto uoeD(Fl)
si y s6lo si u, es soluci6én del problema de Dirichlet (16.1). El
punto critico U, (si existe) es finico (corolario 10.1)., Por

otro lado, la funcional (12.8)

a1 e —f 1 1.2_=
6, (m) = Lu, Chl-(Em = ntz"ikh'ih’f 5Ch*-fh Jax, heD(Gl),(16 11)

donde ¥ = f—Ulﬁ, es la funcional de energia del operador positi-

vo U Gl(h) tiene un mfinimo absoluto en el punto hoeD(Gl)= N

1°
(13.4) si, y s6lo si, ho es solucibn del problema de Dirichlet

1

homogéneo

ush = —(Aik(x)h,i),k+C(x)h = f(x), heD(Uj) = M, (16.12)

(Corolario 10.2).

Probemos que el operador positivo U es positivo definido;

1
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u Chl 2 v2nl %, wnenys v = cte > 0. (16.13)

De la desigualdad de Friedrich*:
fh,kh,kdx > lf'nzdx, K = cte > 0, (16.14)
Q - KJdg

vélida para toda funcién he*{l)(ﬁ) (13.4), y de la desigualdad

(1)

de positividad (16.10), conde heHlCﬂ[ (R), se sigue la desi -~

gualdad de positividad definida (16.13):
p

b .
0 244 .21 2 on 2o o _
Ul[:h:] > uoj;h,kh,kdx > % j;h dx =2 |h|| /VheM,;y%= —= = cte > 0.

Por lo tanto, a la funcional de energfa (16.11), del operador po-

gitivo definido U se le puede extender a todo el espacio de

ll
energia HUl:

1 —_
G, (h) = §|||h|||2—(f,h), heHy, (16.15)

existiendo un finico elemento hoeﬁul en el cual (16.15) tiene un
minimo absoluto (corolario 10.4). E1 elemento hOEHUl es la so -
lucifn generalizada de los problemas (16.11) y (16.12).

La solucibn generalizada del problema variacional (16.8), o del

problema de Dirichlet (16.1),

u, = (ﬁ+ho)€(ﬁ+HU1)/

*[T6] V. 14.1, p. 290.
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existe y es dnica (corolario 8.1).

Por filtimo, del teorema 11.1 y del resultado (11.5), toda suce -
si6n minimizante de la funcional de energia (16.15) aproxima,

tanto en energia, como en la media, a la solucifn generalizada

hoeHul.
17. El espacio de energia Hy -
1
Teorema 17.1. El espacio de energia HU del operador Ul’ po-
1
sitivo definido en MlCLZ(Q), estd constituido por

aquellos elementos h, vy s6lo aquéllos, que satis-

facen las siquientes condiciones:

1) heLz(Q),

2) posee primeras derivadas generalizadas h,ieLz(Q),
Y

3) satisface la condicibn de frontera en (16.4) en
sentido generalizado: existe una sucesién de fun

ciones '{hk}eMl tal que

|lh ~hl| + 0, ||hn,i—h,i|| + 0. (17.1)

n-+o n->o

Necesidad. El elemento heH . K . Del teorema 7.1, M,C H . CL,(Q),
U1 1 Ul 2

Y, hecesariamente, heLz(Q). Ahora bien, puesto que haLz(Q) Yy

es un elemento del espacio de energfa H del teorema 7.2 se

U 1
1
sigue la existencia de una sucesién'{hk}eM1 tal que
[Ih -n|| + o, |1 1hy=h o ||| > 0. (17,2)

n-+o n,n‘»m
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Probemos, pues, que (17.2)2 es condicidn suficiente para que

hEHU CL2(Q) posea primeras derivadas generalizadas h,iELQ(Q) Yy
1 )

(17.1)2 ge satisfaga. De (15.5), para t, = h

k n,k”h

n,k’

| |h + 0,

Y oro0

~
[T =]
[y

|||hn—hn'|||2 = Ul[:hn—hn':] 2 Mo n'k—hn;kili

o sea, la sucesibn de derivadas {hi k} es fundamental en L2(Q)
[}

y, por consiguiente, converge a algin elemento v eLz(Q). Por

k
lo tanto, puesto que '{hi} y’{hi k} convergen en L,(R) a los
lfmites h y Vi la funcibn vkeLz(Q) es la derivada genera-

rizada de h(x) en Q*: h posee primeras derivadas generali -

zadas h,k = vkeL2(Q).

Suficiencia, Los coeficientes Ajpr CeC(9) son funciones conti-
nuas y acotadas ﬁsr alguna constante N en el dominio cerrado €.
lk(x) resultan también ser funcio-
nes del espacio C(Q). Denotando por N a la cota superior de di

Ast, los valores propios de A,
chos valores propios, entonces,

Piktity < Nty

para cualesquiera nfimeros reales t Por lo tanto, cumpliendo-

K*
se las condiciones 1, 2 y 3,

m
|| 1hn=Ba [[1* = Uy Chp=hpe ] < ﬁkfllIhn,k—hn;kl|2+N||hn-hn-||2 + 0,

n,n'-+

*["6 ] Teorema 2.3.1, p.25.



esto es, la sucesién'{hi} es fundamental en energia y converge a

alglin elemento veH Por otro lado, de (17.1)1, hn»h y, conSe

U

1
cuentemente, se concluye que h = v, heHU .
1
Luego entonces, el espacio de energia HU gueda definido por el
1

conjunto
Hul ="{h:heL, (2),3h, ;eL, (2),3{h JeM,3h ~h, hn,i+h,i}, (17.3)
siendo las funcionales,

Ch,h' 7] ‘=j;2|:Al.k(x)h,ih;k+C(x)hh' Jax, (17.4)

TIENE =./;z|:Aik(x)h,ih,k+C(x)h2:]dx, (17.5)

sus correspondientes producto en energia y norma en energia al cua

drado.

18. El problema de Newmann.

Estudiemos ahora el problema de Newmann de la ecuacibén diferencial

(15.9):
Uzu = —(Aik(x)u,i),k+c(x)u = f(x), ueD(Uz); (18.1)
D(Ué) ='{u:ueC(l)(5),3(Aiku,i),keL2(Q), Aiku’ink = gz(x)},

r (18.2)

donde U, es un operador en LZ(Q)’ (Aiku,i)_,k es la divergen-

cia generalizada del vector Ai en Q, gz(x)eC(F) es una fun

u, .
k'i
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cibn prescrita sobre T, y n, son los cosenos directores de la nor

mal exterior a T. Asumiremos que el coeficiente
C(x) > C, = cte > 0 (18.3)

en todo punto xeQ*, vy que existe al menos una funcién GeD(Uz).
Entonces, de manera analoga que para (13.2), D(Uz) contiene un sub
espacio afin siempre denso en Lz(Q):

u = u+h, thz; (18.4)

= [h:hee 1) (@
M, = {h:heC'™"(R),3(A b, €L, (R), A b

KMtk T 0}. (18.5)

i)k

Probemos que el operador U2 resulta ser positivo definido:

u,Ch] > y?*[[n]|?, VheM,:; Yy = cte > 0. (18.6)
De la primer f6rmula de Green (15.7),
u,Ch] =fg|:Aikh,ih,k+Ch2 Jax, heM,, (18.7)

esto es, U2 es un operador simétrico. Ahora bien, de la desi -

gualdad (15.5) para t, = h

X rge Y de la asuncién (18.3),

Uzthj?_'{;l:poh,kh,k+Ch2 Tax _>_Co'/;2h2dx =y?||n||?, VheM,; y’=C_=cte >0.

o

* Véase el caso C(x) = Oen [[6 ] V. 16.2, p, 327,
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Luego entonces, la asuncién (18.3) es condicidn suficiente para la
positividad definida del operador U2. Obsérvese que en este ca -

so la desiqualdad de Friedrich (16.14) no es véalida,

Por lo tanto, el potencial (12.6) del campo U,u-f,

2

F,(u) = 3U,(u,u)-(E,u)+ U, (T,u)- %Uz(u,ﬁ_), ueD(U,), (18.8)

aplicando las f6rmulas de Green (15.7) y (15.8), resulta ser de

la forma

[

F2(u) =j;[:7Aik(X)u'iu’k+ %C(x)uz—f(x)u:]dx—J;gz(x)udF, ueD(FQ).
(18.9)

Obsérvese que &sta es la funcional del problema variacional estu-

diado en el punto 14, F2(u) tiene un minimo absoluto en el pun-

to uoeD(Fz) = C(l)(ﬁ) si y s6lo si u, es solucibén del proble-

ma de Newmann (18.1) (corolario 10.1).
La funcional de energia (12.8) del operador positivo definido U2,

= 4 T-(F —f 1 loh2_F
G,(h) = 3U,[Ch]-(f,h) = QI___ZAikh,ih,k+ 5Ch?-fh Jdx, heD(G,),

(18.10)

tiene un minimo absoluto en el punto hoeD(Gz) = C(l)(ﬁ) si, vy

s6lo si, h es soluci6n del problema de Newmann homogéneo

USh = —(Aik(x)h,i),k+C(x)h = f(x), heD(U%) = M, (18,11)
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f = f-U,u (corolario 10.2). Por otro lado, puesto que U es po

2 2
sitivo definido, Gz(h) puede ser extendida a todo el espacio de
enerqgia Huz:
1
G,(n) = || [n|]]2-(E,n), hetly | (18.12)

existiendo un (nico elemento hoeH en el cual (18.12) tiene un

Uy

valor minimo absoluto (corolario 10.4); ho es la solucibén genera-

lizada de los problemas (18,10) y (18.11).
Por lo tanto, la solucibn generalizada del problema variacional
(18.9), o del problema de Newmann (18.1):

u = (E+ho)e(ﬁ+ﬂ ), (18.13)

U,

existe y es inica (corolario 8.1).

Toda sucesi6n minimizante de la funcional de energfa (18.12) con-

verge en energia y en la media a la solucibn generalizada hoeH

U
2
(teorema 11.1 y resultado (11.5)).
Teorema 18.1. El espacio de energia HU del operador U2, posi
2 =
tivo definido en MZCLZ(Q)’ esti constituido por

aquellos elementos h, y s6lo aquéllos, que satisfa-

cen las siguientes condiciones:

1) hELz (Q) ]
2) posee primeras derivadas generalizadas h,ieLz(Q), Yy
3) satisface la condicibn de frontera en (18,5) en

sentido generalizado:
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existe una sucesibn de funciones‘{hk}eM2 tal que
| Ih -h|] = o0, |[|hn ;~heg I I >0, (18.14)
n-+ow ' n--om

La prueba de este teorema se sigue en términos andlogos a la del

teorema 17.1. Entonces, el espacio de energila HU queda defini
, . 2

do por el conjunto

HU2 = {h:hst(Q),3h,icL2(Q),3{hk}eM23hn+h, hn’i+h,1}, (18.15)

siendo las funcionales (17.4) y (17.5) sus correspondientes pro-

ducto en energfa y norma en energia al cuadrado.
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