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NOMENCLATURA 

o : constante de amortiguamiento viscoso, kg eeg/c■ 

k s constante del resorte, kg/c■ 

• : masa del brazo del vibrador, kg seg2/cm 

M s masa de la estructura, kg boj/cm . 

pi  : frecuencia circular de la estructura de un grado de li- 

bertad no amortiguada, rad/seg 

pi' : frecuencia circular de la estructura de un grado de li- 

bertad amortiguada, rad/seg 

P fuerza de excitación, kg 

q(z) : fuerza de excitación variable en el tiempo, kg 

✓ s radio de giro del brazo del vibrador, cm 

t tiempo, meg 

T s periodo fundamental de la estructura, seg 

• : desplazamiento de la masa en el instante t, cm 

x • 	deformación estática, cm 

lo : aceleración de. excitación, cliseg2  

Los puntos sobre las literales denotan derivadas respec-

to al tiempo. 



o aceleración angular, rad/seg2  

p : coeficiente en el método p)de Newmark 

át : incremento de tiempo, seg 

Os desplazamiento angular, rad 

fracción de amortiguamiento critico 

Zo: tiempo variable de integración, ees 

9: ángulo de fase, rad 

0.): frecuencia circular del excitador, rad/seg 
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II TRODUCCION 

Una de las propiedades dinámicas más importantes de las 

estructuras os la capacidad de disipación de energía que tia 

nen los elementos estructurales que resisten fuerzas horizon 

tales. Dota capacidad puede deberse a comportamiento no li-

neal o a amortiguamiento propiamente dicho y usualmente se 

mide como porcentaje del amortiguamiento critico. 

Cuando una estructura se somete a una excitación diná-

mica, las magnitudes de las deformaciones y los esfuerzos en 

los elementos estructurales dependen, entre otros factores, 

de su amortiguamiento, de manera que, mientras más pequefto 

sea este, las respuestas tienden a ser más grandes. De aqui 

la importancia de conocer el. poniente de amortiguamiento 

critico de las estructuras, como una mejor base para el aná-

lisis sísmico. 

Generalmente al amortiguamiento se determina mediante 

ensayes de vibración forzada con un excitador mecánico o bien 

pruebas de vibración mediante la aplicación de un desplaza-

miento o una velocidad inicial a la estructura. De los re-

gistros de desplazamiento o aceleración obtenidos de estos 
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ensayes es posible estimar con buena aproximación el amorti-

guamiento de la estructura mediante lao expresiones que se 

describen en el Apéndice. 

En el presente trabajo se consignan los resultados ex-

perimentales obtenidos en las pruebas de vibración forzada y 

de desplazamiento inicial de un edificio del Conjunto Urbano 

Nonoalco Tlalteloloo, as/ como el procedimiento seguido y la 

discusión de los resultados. En la parte final se incluyen 

algunas conclusiones. 

OBJETO 

La finalidad del presente trabajo ea el análisis de un 

sistema con un grado de libertad, sujeto a una fuerza de ex-

citación cuya variación con el tiempo se asemeja a la de la 

excitación producida por un vibrador en una estructura real. 

Los resultados de este análisis son las respuestas de acele-

raciones, velocidades y desplazamientos, los cuales se dis-

cuten a la luz de los obtenidos experimentalmente. 

El estudio se enfoca únicamente al modo fundamental del 

edificio en la dirección transversal. 

DESCRIPCION DEL EDIFICIO 

El edificio que se ha seleccionado para loe ensayes es 

el tipo B que se localiza en la Calle Manuel González No.114 
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en el Conjunto Urbano Ronoalco Tlaltelolco, México, D. 2. 

Consta de dos cuerpos altos y tres cuerpos bajos de ocho ni-

veles formando medios niveles como se muestra en la fig 1. 

El edificio en planta tiene 9.15 x 63.15 m y tiene una altu-

ra de 20.95 m . La estructura es de concreto reforzado con 

losas aligeradas con bloques, diagonales de contraventeo y 

muros de carga de tabique. 

La cimentación está resuelta a base de cascarones cilln 

drioos y trabes. Parte de su carga está compensada por ex-

cavación y parte se toma mediante pilotes de fricción. El e 

dificio se destina a habitaciones. 

Una descripción más completa del edificio se encuentra 

en la ref 2. 

ANTECEDENTES DE LOS RESULTADOS EXIJERIMENTALES 

Para la determinación de las propiedades dinámicas del 

edificio en estudio, es realizaron pruebas do vibración for-

zada mediante un excitador mecánico, así como ensayes de vi-

bración mediante excitación por tracción o de desplazamiento 

inicial. De esta manera se obtuvieron las frecuencias de vi 

bración y el porcentaje de amortiguamiento critico. Una des 

óripción detallada de las pruebas se encuentra en la ref 2 y 

los resultados se resumen en la tabla I. 

Una aproximación al porcentaje de amortiguamiento cri- 
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tico se determinó de lá curva do resonancia de la fig.2 .ob-

. tenida de la prueba de vibración forzada y mediante la ex-

presión descrita en la sección o del Apéndice. 

El vibrador utilizado en.las pruebas mencionadas consta 

de un brazo con una masa en el extremo que al girar alrede-

dor de un eje vertical produce una fuerza centrífuga que se 

transmite al edificio. El movimiento del brazo es producido 

por un motor de combustión interna con sistemas de ejes y en 

granee para conseguir las velocidades requeridas3. 

En el edificio ensayado so ha observado que cuando se 

lleva el vibrador a su máxima velocidad y a partir de esta 

se deja el brazo en movimiento libre, sin la acción del mo-

tor, basta el reposo, la frecuencia de excitación a través 

del tiempo tiene una ley de variación que dependo de la masa 

colocada en el extremo del brazo. 

Para obtener la frecuencia fundamental del edificio, la 

masa total del brazo fue 95 kg . Al revisar los registros 

se observó que la led de variación de la frecuencia fue apro 

ximadamente lineal con el tiempo, como se muestra en la fig 

3. Sin embargo, para obtener los periodos de los modos su-

periores (segundo y tercero) la masa del brazo so disminuyó 

hasta 39 kg observándose una variación de la frecuencia co-

mo la que se muestra en la fig 4. 

La ley de variación de la fig 3 se utilizó para el es- 
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tedio que a continuación se describe. 

PLARXEAMIENTO DEL PROBUMA 

Aunque el edificio en estudio tiene varios grados de 

libertad, en la proximidad a la frecuencia de resonancia la 

estructura oscila como si fuese de un solo grado de libertad, 

por lo que asi se considera en este estudio. En la fig 5 se 

muestra un sistema do un grado de libertad excitado por una 

fuerza P. pata fuerza, para el caso de frecuencia constante 
7_ 

vale P = mworcosAt. 

El análisis de la estructura de la fig 5 consiste en 

determinar sus respuestas al llevar la frecuencia de excita-

ción más allá de la frecuencia natural del sistema, en donde 

permanece constante alada tiempo, y empieza despude a variar 

con la misma ley que la observada en los ensayes. Por tanto 

se tiene en la primera parte un estado estacionario de vi-

bración y luego un estado transitorio durante el cual la fre 

ouenoia necesariamente pasa por la frecuencia de resonancia. 

Estos dos estados están representados esquemáticamente en la 

fig 6. 

La pendiente de la recta Am-11 representa la desacelera-

ción del brazo del vibrador. El valor utilizado en este es-

tudio es el de la pendiente de la recta media definida por 

los puntos de la fig 3, o sea -0.12590 rad/seg2  y la frecuen 
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cia natural del sistema es aquella obtenida de loa ensayes, 

f m 1.00 opa. 

Se estudian tres niveles de excitación máxima, con la 

misma ley de desaceleración hasta la frecuencia circular 

al . 3.7748 rad/seg y para cada caso se suponen diferentes 
porcentajes de amortiguamiento critico para obtener curvas 

de resonancia que con comparadas con la curva experimental 

de la fig 2. Los datos de los problemas analizados se en-

cuentran en la tabla II. En cada problema se supone un a-

mortiguamiento y os obtiene una curva de resonancia. 

Inicialmente se valla el estado estacionario y al final 

de date se tienen las condiciones iniciales del estado tran-

sitorio. Para el estudio de esta parte se traslada el eje 

u)(fig 6) al instante en que comienza la variación de la fre 

ouencia de excitación y se considera ti  a. 0.0 seg. 

Para valuar las respuestas del estado estacionario para 

una estructura de un grado de libertad como la representada 

en la fig 5 se parte do la siguiente ecuación diferencial de 

movimiento4. 

111(4,2  
R + 21pli + pi2x = ---1--- costoot 

cuya solución es: 

x= Acos (tot -(p) o 

(1) 

(2a) 



donde: 

7 

EIT 
A  "—k--  

2 
wo /P1

2 
 (3a) 

1(1_030%12)2 4? 2/p12 

pm ang tan 	
2N/pi 

2 	 (3h) 
1 -wicl2/p1  

Para la segunda parte o sea el estado transitorio, la 

respuesta está dada por la integral de Duname15: 

x= -
1 	0-1P1(t —Z) 

bh,  • 	 01)(1 - .e0nple(t_z)dz 
Y  1 	o 

(4a) 

En esta ecuación, q(1) es la fuerza variable del excita 

dor que está dada por el producto de la masa y la acelera -

alón on la direccidn estudiada. 

La fig 7 representa el excitador en planta. El movi-

miento de la masa proyectado sobre la dirección "y" es armó-

nico y el desplazamiento en esa dirección est4 dada por: 

y = rcos0 	 (pa) 
En esta expresión r es constante y evaría a través del 

tiempo de acuerdo con la ecuación: 

= u) = u) ••• O( t 
	

(6a) d 
dt 
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de donde: 

t 

$9== 	(u)o-o(iI)dz = u) 	°( t - 	t2 	(6b) 
.1 o 	

o 	2  

Y 

é= -PS 	 (6o) 

De la so 5a: 

	

y - -r (42coe e+ esene) 	 (5b) 

Sustituyendo en ésta las sus 6a, 6b y 6o, y multiplican 

do por la masa del brazo se obtiene la fuerza de exeitaeidn: 

q(z) 	mr [ .400_,,,,420013(w0z 	12 )  

	

+o(sen(LooZ - -15-Z2)] 	(7) 

Sustituyendo esta expresión en la eo 4a se obtiene: 

X 
ler 

lirír I: 
 e - VP1(t  -/) [(coo- ca,)2cos(ul - 4-'1 .12) - 

-o(sen(uV1 - 	I sen pi  1(t- Z.)dlp 	(4b) 

EBta ecuación resulta de solución bastante ooaplicada. 

Por lo tanto se optó por una integración numérica haciendo u 

eo de un programa existente para valuar dicha integral en u-

na computadora electrónica. Para esto programa es necesario 

conocer el valor de la función q(L), cuyos valores en los 
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inetantee analizado® se generaron por medio de una subrutina 

en la computadora. 

La valuación numérica programada emplea el método p de 

Newmark. mete consiste en una integración paso a paso de 

las ecuaciones de movimiento de un sistema vibratorio. 

Las fórmulas básicas para el caso general del método 

son las siguientes6t 

*IA1 *á. (2i sli+1)  

x14.1  m xi  + ilát * (15 p) ki(u)2  + pati.11(h,t)2  

21p1x 	112  (x  x 
e  ) 
	Ro 	(Ca) 

El programa está hecho para (tlim 1/6 o esa que, la varia 

eidn de q(a) en un intervalo ht es lineal. Para tal caso re 

multan las siguientes expresiones para el problema planteado: 

(6t)2  xj.„1  xi  + kilt + ---I--- f  u + î+1,N 

• ' 

x1 1  x1  + + 1 	2 	2i+1)  

2 mr 	2 .o  R 	—2Ip1i — pi  x — 	— (cdo— 0(t) oosk 01 	
0,1

n ) 
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+ ocuen( 030+. - 	±-2) 
	

( 8b) 

Loe valores de x, x y 2 fueron obtenidos por este proas 

Cimiento para cada intervalo de tiempo especificado en la 

tabla II. 

RESULTADOU Y DISOUSION 

El resultado del procedimiento descrito es la historia 

del movimiento de la estructura a través del tiempo de exci-

tación expresada como aceleración, velocidad o desplazamien-

to. Un representativo tramo de la curva de respuesta se 

muestra en la fig 8, correspondiente a la aceleración do la 

estructura para el nivel inicial de excitación de wo.12.7549 

rad/seg y 4.0 % de amortiguamiento crítico. Se obtuvieron 

curvas semejantes para los otros problemas analizados. 

A partir de estas curvas de aceleración se trazaron las 

curvas de resonancia que u' muestran en las fige 9 a 11 co-

rrespondiente a cada nivel de excitación y a cada fracción 

del amortiguamiento crítico. Para loe casos analizados, las 

máximas amplitudes para loe dietintoe valores del amortigua-

miento supuesto quedan alojadas a la izquierda de la frocuen 

ola fundamental de la estructura do 1.00 cpe, obtenida de la 

curva de resonancia de varios estados catacionarioe y emplea 

da como dato de partida on el análieita teórico. Este resul— 
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tado coincide con lou de otra investigaoión en donde se es 

tudid un caso análogo, obteniéndose además, oorrimientos a 

la derecha de la frecuencia de resonancia cuando la velo-

cidad del vibrador tiene una variación lineal creciente. 4 

medida que la desaceleraoidn es mayor el corrimiento de la 

máxima amplitud aumenta respecto al máximo de la curva de 

resonancia obtenida de estados estacionario°. Respecto 	a 

las amplitudes máximas se observa que mientras el amortigua-

miento y la deoaceleración angular son pequeftos, las ampli-

tudes resultan un poco menores que las obtenidas con velo-

cidad constante1. 

Sin embargo, para el caso particular del edificio en es 

tudio puede observarse en la fig 2 que la amplitud en la !ro 

~Incita de resonancia ouando el brazo del vibrador se encuera 

tra en deuaoeloraoidn resulta bastante menor a aquella cuan-

do la velocidad es constante; además la frecuencia de reso-

nancia tiene un paquete corrimiento a la izquierda en ambos 

casos. 

En las curvas de resonancia de las figs 9a y 9b, corres 

pondiente a un nivel de excitación semejante al nivel alcan-

zado con el vibrador en el prototipo, la frocuencia critica 

o de resonancia tiende notablemente a la frecuencia fundamen 

tal de la estructura, a medida que el porcentaje de amorti-

guamiento crítico aumenta. 
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De las curvas de las figs 9 a 11 se estimaron los por-

centajes de amortiguamiento critico mediante el método des-

crito en "o" del Apéndice. Se utilizó este método, ya que 

se obtiene una mejor aproximación que los descritos en "a" 

o  uy. Con los valores de loalculados y los /supuestos en 

los datos de los problemas analizados se trazaron las curvas 

de la fig 12. En ésta se observa que, mientras mayor sea el 

nivel de excitación y el porcentaje de amortiguamiento cri-

tico el error que se comete en el mismo tiende a reducirse. 

En la fig 13 ce hace la comparación de las curvas de 

resonancia experimental (curva b, fig 2) y la teórica del 

problema 18. En loe dos casos resultaron la misma fracción 

de amortiguamiento critico o sea de 10.5 aproximadamente; 

sin embargo la forma de la curva teórica resultó un poco di-

ferente a la de la experimental debido a que en la primera 

se oonsideró la estructura como si fuese de un solo grado de 

libertad. Puede observarse también que en estos dos casos, 

las frocuebcias do resonancia prácticamente coinciden. 

CONCLUSIONES 

Cuando se realiza una prueba de vibración forzada en u-

na estraotura de varios grados de libertad mediante un exci-

tador mecánico y este varia su velocidad con una ley lineal 

al dejar libre la masa excéntrica, sin la acción del motor, 
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puede determinarse la ourva de resonancia de la estructura, 

con la que se estima el porcentaje do amortiguamiento criti-

co con la aproximación necesaria, con ciertas coneideracio-

neo, para ser utilizado en el andlieis sísmico de la misma. 

El porciento de amortiguamiento así obtenido resulta un poco 

mayor a aquel obtenido de la curva de resonancia con varios 

estados estacionarios. Por lo tanto hay que tener en cuenta 

que la fracción de amortiguamiento crítico que se obtenga de 

pende del nivel de excitación máxima que se logre con el vi-

brador. También varia ligeramente la frecuencia de resonan-

cia do la estructura. 

Guando la magnitud de desaceleración ea del orden de 

0.13 rad/eeg2 el porcentaje de amortiguamiento critico re-

saltaré mayor en 20y',‘ y la frecuencia fundamental de la ontruc 

tura disminuye 2% respecto a los obtenidos cuando las velo-

cidades son constantes. 

Generalmente, para obtener valores satisfactorios y to-

mando en cuenta las consideraciones antorioree, es necesario 

alcanzar un nivel de excitación suficientemente elevado, do 

preferencia mayor que, vez y media la frecuencia fundamental 

de la estructura. 
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AFENDICE 

m11'oDot3 AllA LA DI=IBACICN DEL ruciuno DE AMOR — 

TIGUAMIERTV CRITICO DE LAS ESTRUCTURAS 

Cuando el edifioio se sujeta a vibración mediante un ex 

citador ~Mico, se obtienen curvas de resonancia como la 

que oe muestra un la fig 2. La determinaoión del amortigua—

miento se basa en estas curvas y a continuación se enumeran 

loe siguientes métodos: 

a). Mediante la aplicación de la siguiente expresión9: 

o 	á f 
Tí— 

en donde: 

as fracción de amortiguamiento 

= coeficiente de amortiguamiento 

co = coeficiente de amortiguamiento crítico 

= ancho de la curva de resonancia a 0.707 de la 

amplitud máxima 

fn = frecuencia natural de la estructura 

15 
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b). Una variante de la anterior es la aplioacidn de 

la siguiente exprisidngs 

R3 •• 	° 	
f2
2 — f1

2 

T i°  co 
 

4fn  

en donde; fi  y f2  son las frecuencias antes y después de la 

frecuencia de resonancia medida en 0.707 de la amplitud mg—

X1514. 

o). Mediante la curva de variación 

para diferentes relaciones de 

amplitud minina posterior a la 

~cía8 Esta curva es la que 

14. 

del amortiguamiento 

amplitud máxima y la 

frecuencia de remo 

se muestra en la fig 
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Tabla I Proíliedaáes dinámicas del edificio en la direocidn transversal 

Modo 	fundamental 
Ensaye 	 f cps. 	T seg. 

Vibración forzada 	1.00 ± 0.02 
	

1.00 t 0.02 	0.08 - 0.09 

Desplazamiento inicial 
	

1.04 
	0.96 	 •WOMM/WOMINIIIIM 

Tabla II Datos de loe problemas analiiados 

r1 - 

1111. 

ir 	il 	
, 

-1!-) 

Excitación Valores 
0.01 0.02 

de 
0.03 

Ilsupuestos 
0.04 0.06 0.08 0.10 

Nivel 	de 
excitación Lit0.00 0.< t f 

No. Námcro 	del problema 9(ra4/seg) rad/seg? seg. seg. seg. seg. 

I 1 2 	3 4 5 16 17 18 9.56617 0.1259 1.00 0.00 46.00 0.10 

II 6 7 	8 9 10 ••••••• 01•••••• 1.~•~ 12.75490 0.1259 1.00 0.00 72.00 0.10 

III 11 12 	13 14 15 - -- -. 19.13234 0.1259 1.00 0.00 122.00 0.05 
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FIG.2 CURVAS DE RESONANCIA EN LA 
DIRECCION TRANSVERSAL 
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FIG, 6 DIAGRAMA w-t DE LOS PROBLEMAS 

  

FIG. 7 DIAGRAMA DEL MOVIMIENTO DE L A 
MASA EXCENTRICA DEL VIBRADOR 
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