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Generalidades 

Actualmet t ra se. ccmstruye un luen namero le cortinas de 

concrete en arce) para presas. 	!'',14113 ,.7,onsrucciones orizinan 

un cierto tipo de problemas entre 1 ;3 eualem pueden citarse 

aluunos relacionados con la cimentación, otro:; relacionados 

ccn el comportamientc estrue urml 	*.ilgunos Ellf 	relaciunados 

con el funcionawiento F.:ste aspecto de comporta- 

miento se na resuelto parei¿ 'menLe'por mInodos experimentales 

y se tia h cno poco caso dei aspecto analftico, tal vez debido 

a su come jidad. Efect:vamente, en este tipo de cortinas de 

concreto, usualwente construidas como un caseíirón de doble 

curvatull, dadas su (.1:131.1j/lJes je4,15tricas, la aplicación de 

las te(Jrías usuaeb.: de casarones, puede conduci' a grandes 

rl'orel,z. Por ejemplo, eli 	U3 :ortins, el esi;esor no es pe- 

lueho comparado con los radios de curvatura, de modo que las 

teorias existentes no resulten direcLamente 	 El 

efecto, quizh mhs imporuant 	que es necesario considerar, es 

el de la deformación debida,  ,1 cortante quo actúa en las caras 

normales 9 la superf cie. Eiste efecto, hace que dichas caree 

norrnalem, no permanezcn pla/b1; 'Jurqnte la deformación. 

For otro Indo in :endet.-s ,,letual, en tweria de .ortinae 

.9 	r 	 /.,,°; 	 p.,',13 J' t; 	p 

ti; 	 i; 	t)1,7;1 r 

v,()°,...1 
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Asi pues resulta que lu constrción actual de cortinas, 

exige la considerdción de otros efectos adicionales como son 

el de espesor y el de inest;ab lidad. Los caminos ingenieriles 

para su consideración, son el experimental y el analítico; en 

ambos casos se trata con idealización de las variables esen-

ciales que son, el material, la forma de la superficie y las 

condiciones le apoyo. Y aunque parezca inverosímil, el hom-

bre, el ingeniero, zontinúu buscando la solución a problemas 

con materiales que la naturaleza no le lió. 

2. 	Finalidades  

En el presente trabajo se pretende formular ciertas teo-

rías para el anhlisis de cortinas consideradas como cascaro-

nes ccntinuos y las características principales que se intro-

ducen son: 

a) relación grande de espesor fa radio 

b) desplazamientos finitos 

c) inestabilidad 

Para la consideración de estas caracterleticas se siguen 

dos caminos; uno esencialmente analítico y otro de análisis 

numérico basado en un modelo físico en que se pretende incor-

porar las variables consideradas en el estudio analítico. 

En ambos casos las ecuaciones correspondientes, con di-

versos grados le aproximación, se pMantean con el empleo del 

cAlcalo de varicioneG. TabieSn ne ladeen connilerleiones 

'.cerca de la 	 el 	tica. 

Se reconoce quo #4 núm. , aft v3rlablos ele 1.4.11i 	con 
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to a l elasticidad le los apoyo  , ni ie tem_In en cuebta 

efectos que pa eran J,pdrocer durante el  comtlmiento h

dráulico del conjinLo cortina-vaso. 

3. 	Introducción  

En este trabajo ‹::e preliutan teGrías 	varios órdenes 

de ap .oximación que Lienen 	ot, 	plintear el in'aisis 

de cascarones como cuerpos tri,!iMeln!! 	 , 

tatutIn un moJ cr lo 

problema. 

En el 	 capl t 	 n 	Lin t 	 n 

histór: a con obj ato de 

relacionado con el tópico 111 

presentan tar:ibi.bil los 	0 ef to3 	t'-;- re 	)rob,till le 	- 

bilídal, en su evolucán th.Gt.61.1:1H3, 
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en el capítulo 3 se presenta una teoría de cuscurones urue- 

sos con espesor variable, que toma en cuenta el efecto de 

la deformación por fuerza cortante. Los resaltidw3 que aquí 

se deducen quedan limitados a un sistema coordenado curvilí- 

neo ortogonal y de curvatura casi principal. rssto3 rfsulta- 

dos pueden 2reneralizar:3e al caso de curvas coordenadas que 

no sean de curvatura principal. £1 sistema de ecuaciones 

que se deduce en este capitulo, queda exrresurlo mediante 

las variables de desplazamiPnto ‘11 ,1d> y w y en términos 

de una runción 7otencial pfr 

1403 capítulos 2 y 3 prentan te9r1ls ie i ,rto orden de 

aproximaJión, -¡ue roten leca incorporar efecto:3 como la dorar- 

nación por e3fuerzo cortan e 	las caris normales a la suvr- 

fície, sin quelar resuelto el problema tri(iimenJional. En el 

capitulo 4, se presenta ungí teol'Ll. le ca3c.l.rJne o:ruesos que 

puede lletsar 	repre,2entur complf-t_knent el ca3cárón como 

cuerpo trirliIensionAL. Esti teoría, se blsa en el empleo de 

funciones esieciales como son lo:; nolinonio3 Je Leílendre. En 

particular ajul se u.3a un mlw-ro 	 n no s pero 

para mejorlr lA 	 W13 trmitios y ei 

camino a seguir queda imp11::ltu. Los .;:eJarrello3 de resta úl- 

t ima teoría se limitan d. cJI.Jc :.one s cuya.; 	 29ordeblJs 

son ortogonales y de clrvatura 	.pal; 1;1¿ exenuión 

el emso de c1!rv:..4s ,7cornalas 	a 	 Jolo riele hacer- 

se :sobre haseti ter1,3opl..kies. 

En cuanto a la !oh,,i(Sn 	 o nuilJ!-. 	en el ca- 



pitulo 5 se presenta un mttodo basado en la teori.1 de perturba- 
ción, describiéndose los pasos a seguir en la solución del sis- 

tema de ecuaciones diferenciales parciales no lineales, deduci- 

das en los capítulos 2 y 3. También se hace una discusión some- 

ra sobre la solución del problema de inestabilidad. Como técni- 

ca más al alcance del ingeniero, se discute un método de dife- 

rencias finitas debido al autor soviético Tseitlin. La técnica 

en cuestión parece ser adecuada para el tratamiento numérico de 

losT problemas de la teoría 	cascarones. Para con ;luir, en es- 

te mismo capítulo, se prestinta la formulación matricial del pro- 

blema de inestabilidad elástica a la manera de Liapunov. 

En el capitulo 6 se establece la formulJción discreta de 

las teorías desarrolladas en los capítulos 2 y 3. En esta for- 

mulación se emplea un modelo físico, ilealización del sistema 

continuo. La discretización se establece para coordenadas orto- 

gonales y se introduce el conce!to de distancia paramétrica para 

poder formular el rtiroblema cuanda las distancias de la malla son 

variables. Jomo cas !;articular de los resultados que corres- 

ponden al modelo continuo del ca;,itulo 	se presenta además el 

sistoma de ecuación para et modelo fiso, ciando se utilizan 

úniamente las variables uil u2  y uP 	Todos los desarrollos 

de esto 	 i.:Aabiecen para c.atirones de espesor va- 

riable y curvatura3 	>1.,q,ierl. Este caso partícular se 

aplica 	11,.)11 61, le l p-Jble2la de Atr.,t cortina simétrica cu- 

yOG re.; itado3 s preG en el ca Itulo ?. 

La mayor pLivte de los 1,arrollos andlíteol3 así como los 

resultdos utilizados re prel;entln en forma resumida, en Los 



ith 	1.O k, i 1 \ft.; Pa 	11.11 	tÁd 

apéndices Al a A6, 

4. 	Reconocimientos  

El autor de este traba, o, hace patente su aGradecimi-nto, 

así como su reconocimiento al Dr. Emilio Robenblueuh, director 

del Instituto de Inceniería por su paciente labor de guía y su 

excelente buena disposición para que este trabajo viera su for 

ma final. 

El presente trabajo fue posible Gracias u la ayuda propor 

cionada por el. Ini:tituto Nacional de la Investluación Cieutifi 

ca a cuyo director actual el Lic. Hugo B. Margáin y a sus di-

rectivos, el autor desea manifesLar su más profundo aGradeci-

miento. La parte de aplicación fue desarrollada con ayuda de 

la Comisión Fedevui. de Electricidad a cuyo director, el Ing. 

Manuel Voreno T. 	,.;t2L-dirctor, el ling. Fernando H riart Ee 

agradece su interés por el desrrollo de la ini.(mieria en Méxi 

Las deicions L las eciciones fueron revsadas por J. 

Antonio Nieto Raffilret u quien ei auLor agradee en i0 que va- 

len, todas UU 	1W.e.V121.3.213 Z, 11 'erencias. El trab 	uu4érico 

fue polJible ¿racias a Jw-41) 	 (j. de 	 ieD 5e agra- 

dee 3t1 	 1Je wite trabajo ileciar/ a 	rr_ino. Lo 

labor nume;J 	2 realizada por V:5. M. P 

e. 1 	 ti 	t: 	1:11, 	P 1:71 1 1 11 	I 	O 	Si 6111 t, 4  s,, 
	 '411 
	

O 	b..1 e 1 	O „y 

pez 	en In 	 de 	) 	 ---„!„11.5 	ra 	.)rJ 	a-1 (i ru. A 

O1::) e 	iS r 	t-JC e 	 ¿i 	 1.-3,i 	i.1. i.t.i 	 (1 a 4, 



( 	, 4 ) 

 

re. 

k j»  

uelan( O 	 (40 

F O  X k  

1tiil t, .10 N 	1 J 	j 

El 	pro p 6 3 t o (1 e e s 	t o t.. ,; 	Lt e, 	t) 

tópica de lo 	t i o h 	C u t.1• X. 1, O n 	u ne 	k• e di a 

6 ti 111 

aqui 	i se t tt 	ir/oF 	 t"} '..1,;()1= 

	

) 	(; 	fi I e 	1*.tr 	 h 21; 	r; 

;TI II; ti .1) J€ v I 

lJ13: t,bi 1 1 ,J au 

	

di 	tic 	z 	i (,)ri 

L'a 	vez 	.1tt 	t 'III, 1 	'u t. 	(i 	1.3 C. I: e 1, < 	13e 	(.4u 1 	1 2;0 	111; 

1 	ro rw u i.Etc 	C.r i 	na 	P 

en 	1.1?4'4 	o ti L1 ¡u iur  

; {)t, f-Ittla de I n 3 	-,:urv 	rue, 

}'ora iLi 	e 1riL 	ón ie 1 	 . 

  

(a 	 ) 
d 

lue 	 n t,ec•ral. 

ti ) 
( 1 2) 

• 
quie rJ. un valor 	 t. o 	j.,..;1.1 e. 	nt1'OU» 	1.11113 

blea ie d .11'ert?'n j 1= 11 	ild 

u  1 '  

k„tíj 	 ()I') 

4 	:1 	 i ;11-,1 



blema de valor estacionario de la integral se reduce al de una 

función de un número finito de variables que en el limite con- 

duce a la ecuación (0.1). 

Alrededor de 117150 Lagrahge(1) publicó sus resultados 

acerca del cAlculo de variaciones e hizo interesantes aporta- 

ciones al problema de la estabilidad de columnas iniciado por 

Suler. La discusión de Lagrange a este problema contiene la 

indicación de distintas configuraciones para cargas distintas 

como solución de la ecuación diferencial 

2 

c FM. ( 1.5) 

concluyendo ,,le es posible tener un número infinito de curvas 

de pandeo( 1)  

El trabajo sobre inestabilidad fue continuado por T. 

Young con la consideración de un grupo de problemas particula 

(1 	) res de barras publicados en 1107 ' 	Entre estos trabajos 

resalta el probieui de una barra que se encuentra ligeramente 

deformada y tue de hecho inicia el tratamiento de -irregulari- 

dades o ierturbacionlJs k)ca3iolladas por la fabricición o inhe- 

rentes 9 la condición nítur:11 de la barra. Young concibe el 

concepto de inestabjlida 	aquel fenómeno ocasionado por 

"un valor partiular Ele 	ea irY,a axill que puede inuueir des- 

plazamientos infínito 	.er7.1 que sea lu deflexión inicial 

o al menos prod,leir uul Ilexi6n r ran,le". Otros problemas con 

distinta:3 condiejone de 	 y kle secci6n variable fueron 

t,ambibn trataioli IADr 	 Muc: 	Jespubt; en J 30, ¿immer 
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mann concluirla que la carul critica es independiente de las 

imperfecciones (r. L6, p. 19). 

La herramienta del cAlculo de vnriacl)nes rue usada 

después en 1/511 por Sophi Germain para La deducción de la ecua 

ción de equilibrio en plaus. lnllueLciada tal vez, por la 

consideración ,itie sugirió J. Bernoulli en 1790, en cuanto a 

que una placa podria suponerse fori!lada por unasistema ortokso- 

nal de vigas, 	Germain suesirió lue el valor estacionario de 

la integral; 

A íf -La )'a5 
f; 

(1.6) 

conducirla a la ecuaclón de placas; en esta expresión, 

.7. radio de curvatura en una dirección 

radio de curvatura en ia dirección perpendicul4r 

S 	superficie 

(}in embargo Germain tv ludo justifiebr la elecclón del 

funcional '0.()) y, detido 1 dLi errcr, 	desit 	fue c(. 'regí:  

tio por Lly,r;nge, ella DO 1 Ji;!56 Li 	ecuación Jo r aCar) .ue 
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Esta división l'ue 	 ori!re 	2n!'oque conemporá- 

neo para la soluón del problema le cascarones cuyas partes 

3e conocen como "arlálliiis le membi'rina" o "es Ladc le esfuerzos 

de membrana" y el de "análi13iE de flexión" o "etade de esfuer 

zos de flexión". 

Rayleigh plantea la IlestIón acerca de 	es comruente 

Dreciar el tbrmino en h cuundo h es 1:;rande, en virtud de 

que si h e pe4ueo, la valiez de despreciar La ener4a inex 

tensional es oovia. Su respueta, basada on.especillación, es 

afirmativa pero indican- lo que, en los l'Imites del rano de va- 

lores de h, esta conoideracIón Cs VálídU. 	 ...:orlinas de 

una presa no están, naturaimnle dentro de e3to3 

Las conslderaciones pFopuíeu, 	por Kirchnol'!: fueron usa 

das en caselrones n 1indriem3 	t-sfhíio:I.z por Lov 	n IN6 

con U.I..PM -11105 	 ' por 	H„. rs:13-;ett11.8',4('. Pearson 
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laboriosidad. Además en cuanto al problema de inestabilidad re- 

sulta inaplicable a pesar de que conocida la distribución de car 

ga puede obtenerse una idea de la posibilidad de pandeo, al to- 

mar en cuenta la capacidad de los elementos aislados. 

El primer tratamiento del problema de inestabilidad en cas 

carones parece haber 3ido resuelto en 1909 por S. Tímoshenko. 

Timoshenko resolvió el problema de un cascarón cilíndrico carga- 

do en la dirección de la generatriz. En el tratamiento de este 

y otros problemas (ref. 13(a)  pp 1-50) utiliza una idea debida 

a Rayleigh(15), que consiste en la igualación de las variacio- 

nes de la energía potencial interna y de las cargas exteriores 

como criterio de pandeo, es decir, 

= crT 	 (0.9) 

V = energía potencial de deformación 

T w trabajo de las fuerzas que inducen inestabilidad. 

Utilizando funciones similares a. las propuestas por Love 

(r. 5 p. 542) para el análisis inextensional de un cascarón ci 

lindrieo en vibración, Timoshenko planteó el problema inexten- 

sional de el cascarón cilinlrico cuyo borde en contacto con la 

carga puede deaplazar2e en la 	'ección del radio. Establece 

así lós parámetros que intervienen en el problema e indica que 

a cada relación entre dloG co: responde una carga mayor o me- 

nor con distinta forma de pandeo, de manera que una cierta re- 

lación de les parámetros puede con4u2ir a que la carga más pe- 

queña de panleo correol>ona a una rema de pandeo similar a la 

7 
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cas y cascarones) fueron deducidos por Bryan en 1891 y Ti- 

moshenko en 1907 (r. 17, p.p. 348) y 1911 (r. 13 p. 193). En 

el tratamiento de problemas en placas, el método de Ritz(18)  

quien lo presentó para el tratamiento del problema de vibra- 

ciones transversales en placas, ha sido de especial utilidad. 

Este método consiste en introducir un grupo de funciones que 

satisfacen las condiciones de frontera asociando a cada una 

de ellas una constante que se determina con la condición de 

mínimo para la energía potencial. Otro procedimiento también 

de utilidad es el atribuido a Galerkin(19), (que, como indica 

Timoshenko, (r. 20, p. 159), se encuentra implícito en el tra 

bajo de Ritz,) juien lo usó en 1915 para la solución de un nú 

mero grande de problemas, de los cuales se tiene noticia úni- 

camente por referencia indirecta(17' 21, 22) 

Estos procedimientos del tipo de cálculo de variaciones, 

han sido también recientemente usados en forma sistemática pa- 

ra el análisis de problemas en cascarones (23). Asi queda de- 

finido el origen de la aplicación formal del tratamiento va- 

riacional, como método del análisis numérico, en problemas de 

la Mecánica Aplicada y en particular de placas y cascarones. 

Equilibrio estático dn cascarones 

Desde 1930, la producción literaria acerca do cascarones 

y en particular do cascarones cilíndricus, creció en forma 

continua dando lugar a un número grande de resultados. Cier- 

tamente fue en Alemania con Dischin¿er y Finsterwalder cuando 

empezaron a aparecer procedimientos simpl ficados pnra el anh 
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lidad en estructuras que como el concreto armado pueden experi-

mentar agrietumi ntos. 

Existe un detalle de particular importancia en cuanto n 

la deducción de dos teorías: la de FlUb;ge y la ae Timosnenko. 

En el planteamiento del sistema de tres ecuaciones, ambos eseo 

gen relaciones fuerza-desplazamienuo que satisfacen la "sexta" 

ecuación de equilibrio, y que son distintas, obten ienwi en ca-

da caso ecuaciones Jiferentes. W1 flecho en aparente contradls 

ción, radica en que mientras FIUGge toma en cu-nta el cambio 

de geometria de las superficies paraielz en el cz7ilculo de las 

deformaciones, Timashenko utiliza las relaciones [oras simpies 

que se obtienen el tomar las super Cicies paralelas iguales íeo 

métricamente a la media. La razón según lo ha establcido No-

voznilov (ref. ¿8, p. 38), radica en que independientemente de 

la elección particular, la it,!,uaHud 

Tal  Mr2 
Q (0.12) 

quedará satisfecha. Otrhs elecciones particulares suizen de 

la introducción de un n4wero de riórminos del desarrollo en se-

rie 

[ 
2. 1.-1-  

( 'é'  2 	c 	o. 	a. 	 (4.13) 

según lo sugirió 	# Jscobuen (r, 	p, 
'1,2) y toda: ellussa- 

tisfacen l ec. 0.1( pollyue estfi implí 	to ,) la siletría del 

jtensor esfuerzan. 	lo 	torior: 

R1 	
radio (te curvatul.a Lrin 	431, eati .21a d,rección 

1?-.) 	radio de cu waLura uinjpal en la direc(lión 



dicular 

T21' T12 = fuerzas cortantes en la superficie 

1112 ,  M21 = momentos de torsión 

De todas estas aproximaciones, resalta la de I. Holland(34a) 

que con el criterio de minimizar el error con respecto a la seo-

ría de FlUkge, utiliza como función desconocida el desplazamien- 

to 	llegando a demostrar que el error de las raíces de la ecua 

ción característica es 0.06 h/R con respecto u las de la teoría 

de Flügge. 

La historia parece iniciar su desarrollo en términos de 

aplicación a la teoría de cascarones de doble curvatura, en 

1933 con Pucher quien introduce por primera vez una función de 

fuerza para el análisis de membrana de cascarones rebajados(35)  

Considerando un sistema de coordenadas casi-cartesianas, K. 

Marguerre extiende la idea de Pucher para el tratamiento de 

flexión en cascarones. Estos mismos resultados pero para cur-

vas coordenadas ortogonales y de curvatura principal fueron de 

ducidos independientemente por V. Z. Vlasov(36)  en 1949 y an-

tes en 1932 para el tratamiento de cascarones cilíndricos lar-

gos con el esfuerzos en la dirección de la generatriz y el mo- 

mento flexionante sobre la directriz como funciones desconoci-

das. Como caso particular, Vlasov deduce tus mismas ecuaciones 

que Marguerre y señala que su validez está limitada para casca-

rones rebajados (ref. 36, p. 246). Para su deducción Vlasov 

utiliza loqque ahora se conoce como analola esthtico-geometri- 

12 



c.a. y 4ue iuo prelsenthda por pl;more Ve¿ 0111 19,1 por A. 

Goldenvei7.er en su 11s(,1..t.,acióL oa,j( la d irc.ce tán cte Viasov 

(vóase p. ej. r. 12 , p. 655 de 1.8 r. 36). 	Prev tanente en 

.L944 , y 1 O V a?) habla preGentddo in u 4..euclones tr,enerv.10s 

de 18 teoría de casearonms no rebajados , las i(teas luv ahí 

presenta han I- ,mmado acLuaitla,1 rf-cieLtemento. 

E] Untamiento de Ilasov intenta cubrir t()(I( 

posibles en cuanto a espesor de los cascarons. 151/pone que las 

deformaciones pueden e pre trt en 15erie de poLencias de a 

coordenada normal, sin tribarti,.o en la formula 6n de los despla-

zamientos de puntos localizadell en superfícJes palfaleias a in 

media adopta la hipótesib de Kirchuoff (sección plana). 

ljna interesante (ifiGeripcián dei trabajJ de La escuela ru-

sa en la teoria de cascarones se eneuentrn en la referencia 

(34 b). De entre loe) escritores ruuol: ¡Llien ha atilizado en 

forma ¡or emis completa el tlAlculo de variaciones en la solu-

ción de sus problemas es Vlacov. La idea d~rro1.1ad8 amplias, 

mente por Oníashvilli fue oriz:inalt.ntf? p.rels.“.?ntada por Vlasov 

en 1941-)(6), 	En 19r::1 Viasov 	 1:3 	ewuici()nes pavb 

t raL13 'lento 
	

:413C 3 1!1-11; cuy - 	-11rV 	 f ereriy 	SOt1 	O 
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nu :te .urv..-itur 	 3U 
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pero utiliando coorlenadas sobre la superficie media del cas-

carón(48)  y M. Herzog (49) ]o haría tomando en cuenta espesor 

variable y cambios le temperatura. 

Recientemente han surgido distintos criterios en cuanto 

a la modificación le las teorías lineales de caseJrones con 

el objeto de hacerlas aparecer más consistentes. W. T. 

Koiter
(50a) 

ha presentado una aproximación conruente toman lo 

en cuenta el cambio de tlemetría para la evaluación lel área 

en superficies paralelas a la media, introducienio el cocien-

te: 

h = 1L = 1 + 2hz + kz2 	 (W.14) a 

en el que (ver apéndice I) 

g = área en la superficie a la distancia z 

a = área en la superficie media 

h = curvatura media 

k 4 curvatura Gaussiana 

Sin embargo no toma en cuenta esta diferencia para el cálculo 

de deformaciones y la determinación de resultantes. Cl argu 

mento esencial es que estos detalLes leben despreciarse a me-

nos que se usen teorlaa mas refínalas que no utiliJen la hi-

pótesis 3e Kirchhoff-Love. Con este criterio particular cien 

tamente no existe ninGuna teoría elaborada pero la inconsis-

tencia en cuanto a La consileración de cambio de las propieda-

des geomótrieus no es aceptable. 

Otro lesarrollo que lo.; 'tutores E. Budían;ky y J. L. 

(51a) 
Sanders 	 intitulan "la (njor Leorla lint al de primer 
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usuales de la teoria tones y Gil tratamiebto lo ha di- 

vidido en ciertos 1:. auos 	rni el futuro lo pueden Laver 

manejable
(41) 

Ji lijar trataiento pero cen base enesarro- 

llos en serie Je potenci 	a as h siio preentJdo por 3. /Jerna 43  

Como caso particular de los result. dos de 'ierna, M. 	lez 

%.,1 prest-,:nta el tratami,  Ito de c,Isctrone no rebajado:.- en for- 

ma iterativa col la hip5tesis le 3ción plana 	la analo11 

estfitico-geométrica. También COL' ise en desarrollo en .eral 

de potencias 1. ni. Teregulov discute la formulac:ión con: ls- 

tente de teorizas refinadas y se concentra en el tratamiento 

de placds, su tratamiento 	blsa en su prin 	ío va ri ac lona' 

de la teoría no-lineal de la eLIGLicidal(i'6), ,eneralización 

(- del principio variacional le IReissner 1  T) . O. K. 'ocentian y 

2)  1. 1. Vorovich('4 	han iniciado en husia un tr tamiento dis 

tinto en el problema 	placas consi .erado collo tridimen,lo- 

nal y por ahora parece se r' el M(113 consr;.,tente. 

La naturaleza compleja fiel prob vima de , 4:34._IcIronel.., esen- 

CI3 m4.nte 	 couic 	 t 	h echo 	VI- 

cha Isewm de vArLis palles pon l In ,;.J (:-5rJerzo en la evolución 

de las ter rfas usuzt 	I. 
 

rece. 	1 	flan Litdro 	cy,Itto 

rA 	ennocor 	 ¿ , m1t)r- 

tamiento tridimfin3iunaí y 31-;,10. 	(lAarKo la rf. acián 

teorla-vea 1. 1-id no :-: J 	(1 r 
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Inestabilidad en Jascarones 

Después del primr intento de análisis e inestabilidad 

en cascarones ve se lebe a Timoshenko, ) el trubajo mas 

importanto 11.1(,bre panqeJ, 	debi'lo a v. Kumla y Tsien. 

(ref. 	pp. 	380). El este trabLjo, se pre.ienta el pan- 

deo 12 :ascaxones esUlrios. La fit).. 1.2, fue tornada de esta 

referencia y cori re3pecto a ella, 	discute el comportamien- 

to de cascarones esféricos con diferente espesor. En esta fi 

gura, 	aprecia que la posih 11,1.13 de un fenómeno le pandeo 

que imIli-u un cambio absoluto nn el sentido le la curvatura 

(oil cannin:5 en intjés y Durchi.Aag en alemán) aumenta al re-

ducirse el espeso!'. Analizando estu fil7ura v. Karman y Tsien 

concluyen que el uan co ocurre para 11 carera Tie corresponde 

a los iunto 	que lea curva 0J cóneziva hacia 'rriba. Las ra- 

zono3 	 - 	 i:ts 

ie 	pro al' , dp 	fstruAlri. 	ry 	tJr1,-; T ienl'4°)  afirmaría 

que 13 rlir 	riltuipo P ,1111.tr,1 futre ei punto en pie 13 

curva alcaL.;a un 	y ..1;1 

mo. 3in 	 tírde 

úl pal-a el que alanza Un mi ni 
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como un resúmen de resultados aparece en la referencia 91 

por G.Gerard y H. Becker. En este tipo de cascarones, car- 

gados axialmente, las imperfecciones juegan un papel predo- 

minante. En la fig. 1.1 se muestran distintas curvas del 

comportamiento de cascarones cilínJricos con diferentes gra 

dos de imperfección. La carga de pandeo, de acuerdo con el 

criterio de v. Karman, corresponde al punto de mínimo en 

esas curvas. Tratándose de cascarones cilíndricos este cri 

terco ha sido justificado por Volmir eon base en la fig. 1.3. 

En esta figura se muestra la forma en que varía la energía 

para distintos desplazamientos radiales designados en esa fi 

gura como f. Se nota en la parte inferior, en la curva pun 

teada, que la carga efectiva de pandeo es la que corresponde 

a un mínimo absoluto de todos los máximos, es decir, siendo 

los puntos inestables caracterizados por máximos en la ener 

itsia potencial, de todos estos máximo 3, la carca efectiva de 

pandeo es la que corresponde al mínimo de ellos. Realmente 

este valor se alcanza pira valores grawles del parámetro 

, pero estos resultJ.dos son coincidentes con los resol 

tados ex'crilntales. 

El caso de un cascarón eilínirico apoy:iio en la direc-

ción de sus ceneratrices, ilustra alecuadawnte el comrorta 

miento de cascarones cilln'ricos y ecf6ricos; en virtud de 

cuanlc imtp cii n'Ir° se encieutira .:ar:,-ado en la direc 

cón normal, existe la pol3ibi. i' ad 41el fenómeno de pindeo 

con inversión ,de la curvttira. Este problema puede repre-

sentrse adecu=14amente 1.1iiante la ecuación difeencial
(17) 
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ti. 3  
en que 

esfuerzo de compresión en la dirección de la di-

rectriz 

11 	=carga normal exterior 

espesor 

lonitud del arco 

La solución le esta ecuación puede suponerse en la forma 

(1.16) 

el primer tórmino, caracteriza un comportamiento le flexión 

y el Je ando implia un uandeo por efecto de fuerzas de mem 

bra -la en la roma Tic? ocurre por jmplo en cascirones e3fé 

ricos. 

Introlucden,lo las ccintía(4m3 

3 fl r u e le r, 

cinpleo del 	,, '2.¡ ,- ,,, 10 

t 
= 

7:‘ 
(cuición 	irr 	.1 , 	m(3diAnte el 

t 7 	i 1( 	iu. 	,;;:li 	este lbtorlo 
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observándose entonces que , establece la influencia rela- 

tiva de las cantidades fi*.  y /Ti 	es grande, cuando la 

riffidez en flexión es pequeña, predominando entonces el 

efecto le membrana y reciFrnte 	Siempre es posible 

trazar una superf cie de energía usando para ello la ener-

gía lotenclal en la forma 

e 
re" 1. d»"17.0k 	 —111/reAt 2 	414  

o en forma adimensional 

— ri3 
5-br (z—o 

o sea, con la supcmición para 

(1.19) 

—1—:1()• ir 01 o dP 6,1797‘ p( 66 09 	,ot orp45—?, (1.20) 

en que 

A* Ls. 
Lir 

(i- V)  

la su)rficie, poCe (nturp(s dos (*srados de Libertad 

(.10 u 7 
dominante  

lue ca-aterlan '-rectsiamente un estado pre 

quH: t exi6niuno en 	p ne4omi na lra acción mem- Cr 

Se 	 en 	 1 e /4 e  

pir 	into L'Ior 	 1f u r;.1 , 	/3ncuetnr3n las di3- 



tintas uosiciones de car1;11 q*, quo corresponden a una mis- 

ma ma;nitud (1(11 esruPrzo de 	,7brana y., es decir, cuando 

= consLante. Es La misma 2i .k:'a La 3ido usada rm el ca 

pítalo 6 en una forma un tanto -11:.;tinua que sirve para 

ilustrar la definición de inestabilliad a la Liurunov. 
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pequeños desplazamientos 

..comportamiento de un cilindro 
sin imperfecciones con grandes 
desplazamientos (según Karman 
y Tzien ) 

grandes desplazamientos en cilindros 
con imperfecciones 
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Al -Cascarón delgado 
43-Cascarón de espesor medio 
A5- Cascarón grueso 
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2. TEORÍA DE CASCááONE3 RE' AJ:1DGj ,,!JE INCLUYEN EL 

EFECTO 1)E DZFORMACION POi ;ORANTE 

2.0 Alcance  

En la mayor parte de los dascarones que se usan para corti-

nas de concreto, la deformación por cortante resulta significati 

va ya sea porque el peralte es grande o porque el módulo de de-

formación al cortante es pequeño, o bien por ambas causas. 

Parece necesario por tanto considerar este tipo de deforma 

ción y con tal fin se proponen en este capitulo y en los dos si 

guientes ciertos refinamientos prr-itenlen incorporar el efec 

to de la deformación por cortante. Como primera aproximación, 

se presenta aqui una extensión d la idea concebida por 3.1). Ti-

mcwhenko(13b)  purJ introl cir La deformación por t• ortante en vi 

cris . 

En este o-111) 11,110 3e hace LIGO de la analogía estAtico-t.womó 

) 
triea de Viusov (oldenveizer( 

u 
 (ver apóndie A5) pura la ,:on 

siderución de la derormlción de (.0:'tante; se nacen ciertas con- 

sideraciones reGpecto iL orden de 	-ni. „la ¡,.? lis cantidades pare 

ticipanten, trat,anio tawbbri de de Inír el rawi;o de valliez de 

IIB ' 	1) 4 	íí',n 	(013a. pro 1 1 )!..,; 	e° t13 	ra 

  

el 	efecto 	f.„.1  I.; 1 1 	 ;o 3 raiial(?3 	randes y las ()elle:iones 

que 	TI 	Ge out .1.1,t yr, 	on 	.1.1.1 	a la 3 dt?,:lue I( 33 por VlaGov 

( per 	 ,_.N,oino 	n 	raii/ 	1 
	

ecuacíone3 de 

(1 	

3 

le 	Ve . 	 (1 10tit; r I ron 

(.1A-  ¡tejí 	C011 	Tri a 	 ') ir(=o;nrtrí.ca, en tanto Tle lquí 

23 



se deducen mediante el empleo de una forma del del principio va 

riucional de Reisner
(47) 

2.1 Utilización de una analmia para los efecto: de cortante  

en cascarones  

De acuerdo con la hipótesis relativa u la sección plana co-

mo moielo de deformación en vivas, se deducen esfuerzos cortan- 

tes de distribución parabólica") 	Estos esfuerzos modifican la 

posición de las fibras normales al eje neutro, introduciendo una 

rotación anl-,ular. En un primer intento se puede suponer que la 

rotación en las fibras normalktr, es la misma a cualquier distan-

cia del eje neutro e :i sal al valor medio de dicha rotación*. 

Entonces la rotaión total en cada inu de ].as iirecciones del 

cu.sc'irón será 

24 

A,‹ 41* 
::/Z) (2.1) 

en que 

    

    

( 2 . ) 

la Fibra normul 'blbida a 

'9  
en tanto que dio( es 1 'a rotación (i  

un3 CJflast,inte J.Nae toma en c 1t7ulta la 

/1 	 .ort,inte en la sección, 

es fue r co):. 	111 I'fni liM1) 

forma 	q 
	:;e lis 

En ceneral se I 	1(=,'!"-Ln• 	 OS S. 

630( 
94 

/ 
7- 

	

..i,. 	k.., 	1 ---r--T5r 11:„..c.,:i:ii(Jn 	 1,-.-: 	D  i la Pel,,(in 11.-:;tórica. 
... 	,,, 	. 

ilT1.1 	LOMO e71 	‘.., 	í:;.' :I; ,:". 	!' 	:1 i (_', i 011 ',". 3 	tT.' l 	1 rifii c(.-.. 	«.< 	puf? le tomar 
los viore:..3 1 () 	rot..! -;.t,.ndo entonce 1.3 cantíla4es 
till;G: í - a '....i;...i 	1,..i 	i -, c., 	1„., 	. .:; 	o  

fl, 



Y 4 resulta ser entonces el valor medio de 1'11). Puede de 

mostrare del sistema de ecuaciones de equilibrio (apéndice 

A6), cuando no se toman en cuenta los cambios de cftometria de 

las superficies paralelas a la media (ver apéndice A2), que la 

ecuación de equilibrio en la lirección normal a la superficie 

media permite calcular 

25 

COMO 

-7 
7- (2.4) 

_ 7  

en el resto del trabajo la coma (,) después de una 

cantilad indica derivada con respecto a la o las variables 

con los índices que siguen a la coma; 	es la carga aplicada 

en la dirección normal a la superficie y que se supone aplica 

da en las caras extremas del cascarón. 

Una vez introducidas las funciones p.(  en la forma de la 

ecuación 2.2, se puede pensar que los momentos flexionantes 

son producidos únicamente por el cambio de las cantidades 

(como se ilustra en el apéndice A5) segIn lo ha hecho Ti-

moshenko en el caso de vigas. Sin embargo, al pasar de un 

punto a otro sobre la curva A (ver fig. 2.1) la cantidad 

no permaLece constante, sino que oriina una denrmación adi-

cional simiiar a la le la curvatura 4 . Lo mismo ocurre 

con la cantHa(! 	La omisión 'le estas cantidades adicio- 

nJle13 introduce en 1;eiral errores peque .os en vigas y quizá 

tamb bn en cascarones de manera que como consideración de par 

tila, se s~nrIrá lesprciable. Al final de este capitulo se 



diseqte el orden d maff,nitud de los errores en cuestión. 

Hant;a at F o r¿.1 	proLl:111.i '3e ha compll- lo con la introlue- 

e i ón le lb rune y 	, 5 	maner , e el problema 1;e- 
/ 	' 

neral consiste en la solución 	un sirema de cinco ecuaciones 

diferencales en las v riable 	
9 U 	W9 	Y '(11) 	Eb t e Cal 

25 

no, .:iunlY.1(),  (,...on otro o¿i,1 ¿.3 :3 	VLi ' 	I.) a 

(> `+ 	 . 
r 	• 	y r m1.;Ei rtzlitt l an 

'10 	• r, tea 	r 	 C? 

lo 	.1;:jue' 	Fa 	 p(Ii) s.. ki 	',11 X 	C. I 	. 	4 ut;? 	-3 un tan te 

•.1 

,,»J tia °.-ip o 	ión 	) 	 r i n 	.;11 

rel..;iecto a 	4  LIne ú  -) 	)14  

A 	14 

tritL 	 Cin é t., r 	 1-; 1:2 11 I t 	C 

1.343 de 

i 13 iept-,9,3 	 ( 

prH::,3n un fOr 

s i 4 j1nfl,' 1C 

' 4 

4 ,  .3 
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12/ 

	  372 

42 	  

Las cantidades de la derecha satisfacen idénticamente las 

ecuaciones de compatibilidad, cuando se escriben 

J1(2 ilm  

p / 71-  ol 2 

)0 	/ ( gMY  4 	/  , 	 (2.6) 

	

) 	¿. 

	

't2 	"4--  ;Tí 	,7( 2 ) ' ' 	7,0 	2/  

	

Az. 	= _ / J.14 I 4 2  , , 2  / I/ ,,,,._7 	
okj, 

1.. 
012 k "ei , 	 '  

7/7 = -/- 
d< 2 

(2._  
R7 	) 2 	A71/2  c‹) 

/ 	/ uu 	/ / 2_ 
232 rÁz 

Las ecuaciones de equilibrio son análogas por completo a 

las ecuaciones de compatibilidul, a través del 9-‘upo de ecua- 

ciones 2.5. Entonces las ecuaciones de equilibrio se satisfa- 

rán idénticamente si se introduce una función de fuerzas 4 9 

análoga a la variable A/ que está incluida en las cantila- 

d e s 	c 	 y 	, en el virupo de ecuaciones 2.6. 

Entonces se deberá exprebar, 

= / / 

)<2 ( — -)(-2 )).1 2  71. 
(4/ 

/ 	91# 	
7. 

Vi=l 

<2 

y 

Del 	11.rupo le ecuaciones I - • 
	 :;e uuclu,  ver. TIL las va:jables Pi  

), etada3 	puedon re :.e.0-nt, 	:()11 I 	misma función 



1 
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que representa u. las fuerzas noma les N1 y 	la tuerza 

tante 5" 	, en virtud de que; /  y ij-z  quedan definidas me- 

diante la ecuación 	c. • 

Esta repr(m,  ntación de las fuerzas cortantes tiene limi- 

taciones puesto que inri 	 /ica que en placas (cuando -- 	= a ) 

el esfuerzo cortante es nulo, cualquiera _Iue sea el espesor. 

En cascarones cilíndricos, 3610 puede estimarse de esta manera 

el efecto de la fuerza cortante en la dirección de la directriz, 

ya que a lo largo de la generatriz resulta nula; esto es cierto 

aprdiximadamente cuando el cascarón es liíri7,o(9 47,24,31)  es de- 

cir, cuando se consorva la relación La > 2.5, donde L es el 

claro lonitulinal y It el radio de curvatura. 

Para la ierivación de Lis ecuaciones funlamentales se usa- 

( 	) rá el principio variic 	 47 ionat de Reissner 	. El enunciado pa- 

ra este princilio, en eJ caso le la teoría de cascarones, pue-

de haceII:e al tutableer 

01 ,C— j¿9., 	114 	4 7L 	t2 

e, e 4. 

 

(2.8) 

como la eneruía de eleform3.e (J11. 	EL ibx!riínoj* representa 

• 

euer, la 	 vl?r f' 

1.301: 1A f;ner - 13 

1.;e 	rida. 	-3  

tr.:linos ven- 

'a) „.0,0 J- de r :J 
"./ 

.'t) verificar- 



en 

c, 	e ; 	lc 	i 	1 DPI 3 	./- 1 4 	n 	• 

-L J.i • 

^ • 
4 

1/4  

>r,  , 

4.7) 
) 7:9 

/ 

• 
1 	7  

--"1 I 
-„4 

f /N •-‘‹ 
/'• 	 • 4 

• 
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2:41. en Jqueliaa:t-2': de 1a 3upí-trf 	let ca :“'.arón en kluttí je 

prescriban las run-za. P 	13 fterl•Ia un La dire,,:ción nor- 
mal 3 la S1ii 	 e. 

De acuerdo con e) ern.nciado de. I. rine 'i.. 	de 
re t' 	(D4 1  p 

r La c i ón ( 1) 

al aneluse, idntíí!,Imente la priwera va 

(ver a 	
V; nAice 43) de La interal se(wm- 

pien simult:ineJrneuto, 	CCfld 	ltJ•4 'e equilibrio y las t'ton 

1'h- iones citl? 

En el cuso particull4r Ae las ecuaciones que aqu i Je leso, - 

rroltan s conveni 	re-expresar la integral ( 2.8) n otra  
ro rala .L 	!Torna 	11_ :3e (-,1 :O 'e com-3i3te en pofl r laeno 1,155 a, de 
bitt`ii 	tión, •mak) 	 a le 	 //' 	rivz 

J 	 í:n 1 i:3,.11". .r,He  (N 1  
térmíno:J.lt 1 i e n 17°V1.3 	•Lnj t 	 * 

razón le el:aa eb-?cción e 	 i c t ja tir 	lee3- 

4 

y 

t- • 
	

defni!' 	tfueri 	3f? nimp •1) y 
	

uls cond] 

LL -plo 13n 1..u3 

&J 	jfl(j e 	r1e 	0111! 

.)1 	 !riaLe- 
r 	IIi 	i 	 t: 	. 	r 1 / • 

I ••• 	I  L, + 	n• I. 	i"11. 7; 

•d 



en que 

En esta ecuación, el trmino subrayado esta expresado co-

mo un traWljo, en tanto que los dos resLantes de la primera in 

te4;ral son energías de deformación. Respecto a la segun lea in-

te,›ral de la ,ycuación 2.9, es necesario aclarar el. signifiado 

físico d- P 	La primera intei:ral Pstá valuada con cantliades 

en la superficie, en tanto que la segunda contiene cantidades 

que son normales a la superficie. Así no existe diferencia en 

tre una placa y un cascarón, a menos que se aclare el valor de 

P. Debido a la curvatura del cascarón en una y otra dirección, 

tendr4n 
¿ 

una componen úe en la dirección de la normAl como se ilustra en 

la fi¡7ura 	entonJes 

= 	w l>2 	 (2.10) (  

que por otro lado, es un tórmino que 	rece en la tereerl ecua 

ción de equiliLrio de f'Ller.ia .; (vr cc. AtW13 del antndice A6). 

	

Tomando en cuenta los i rUp00 i, 	lerLnilones 2.6 y 	7, 331 co- 

mo que las rotaciones PI  y )2  130 ex,,, resan en la forma 

cfr; 	
140 

i. 	
Lit 

	

°O 	/.../i),2 	 1) 

4 	
1,V; 7 	

/'4.. 

74 	

..........................- -.... ...... 
ii.,N 

---) 	4' ' 1(.  
• A‘ ........................ .........-- 

(en 	que 1.0,.; :.,(''ru:ino:-,, 	] iii`3.`'':1,iot 	6á t3 le3precin por la hipótusis 

le eJscarliflh reba,pi, N 	 1)1.1 i c,..3.1e-tilT.31..-. I. primera va 

r:Jción. 	nn 
	

fl71, hbn 
	

1 tve, ecto 

Mí; en e:.-Ite   5L no IN.atritn 

30 



deduce entonces 

r  w 

114 

si 3e supone que la eometría de la superficie deformada es 

esencialmente la misma que la inicial. De la ecuación 2.9 se 

3 

le  / DPI ft< df'2  T016 ?,"'e4p y2 74  ir?  Gri/  

1"  4 (-- zr)(zaz.)  
f-7 

(2.12) 

)61V0‹,0<k O?x _((,;4 	(4VJOe<J ,, 2 c2A 

Ahora las variaciones de S( 	jet 	á 	cfr4  se expresan ( ver 

apéndice A3) como 

tvw. -si 
, 

crw  

  

S)? 

SJO 
0( 7 	),132 

Consiciórese nor ai- ora únicwlient 	primer tf- rr ino de la prime- 

ra intov7ral en 1, ,iclación 	 Su v 	es 
» 

mediante intet71..lci6n por parte 2e [ledo euril.»,r e( 

supone que el e3pesor ea 	 lecir, 12 ido D 

( 
	

) 

(21: 2 
11-W 

i 	II. 197 

rkt/ 

¿fw 
vc,-) 

(2.13) 



( 	6) 

ft ! 	 /2 

ic Á 

)1..) 
,-1(1 

'1'34 r 

.047r, 9/ 
4 2 

7 ,1„,  
2 4r/ 

í•• 

1/ 
J1/4; 

C112 	Jii7 	
o -1 

47.? se entiende como el elemento le linea sobre la curvo de 

rrontera. Antes de intentar e  1 desarrollo en esta forma, con-

viene intro(lucir,  hipótesis acerca Je las cantilades ;fue Lnter-

vienen. 

SupóngaJe ahora que el espesor es constante además de supo 

flor muy peluenos los tórnitnos ;Ibrayados en el ,:,ropo de ecua-

ciones (2.13). Con estas simplificaciones la primera variación 

de ...I con respecto a K1  es 

32 
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71.  

 

d 	' ,..1 
.......... i z_?..) 7L -,,<2- 	iv ,,  
- r 

	

Iimi 	;),:rwácrkv -y --..... 

	

1/i i0/, ,̀fZ 	01,A 	..<°; 1.3/d/ ,1 

(.P 1V I‘  - -14  

(2.15) 

47 	Jg 

tys'í 	 JJ2  

J.-Y& 
Z 

o? 

La variación de la ecuación „9 con respecto 	la variables 9 

puede escribirse, despuk3 de tina de ucción similar, 



()'1111 t 
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h;?/ 2 

<i 	i i 	in t. .! 

en It 	 ,nte- 

El •trmino s'Ibraado dna VH1,1 en la ofJwicn 	.;e.) se ha 

simplificado mediuntü 	enpleo de J.173 ecuaconel'; 
	

Coz "L 

( ver apflIndie Al). 	El t6rmino subrayado dos veces es 

una canti)ad sumalnue pequeña ie ninnera quo en la mayoria d 

los caso 1 puede omitir3e (vn el in1;tso 	:Je diseate la in- 

trt.)ducción de esta 1.wnhIlad). 	En todo 	LOU desarrollos ante 

ri_ores, no 	rce en ninKuna parto LJ 	!tvatura j,aussiuna de 

fint'la como 

La razón er „ilto 3e ia uLijizado 1.i hipótes13 de cascarón reba 

	

io 	f,'.m los que 1.. ti CIA :"'"v 	;?_;¿-$1113 S a ti 	e1.3 	aS 	I 	. 	Esto re 

	

1,1 1 t 	J 	r, r a 	w (1 e 	 bl(s 1.0 r.H t; 	) 	F,..A 	 (ES en 
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En cwinto al problema de des lazamientos 	 aquí se 

considerarPi. únicamente el caso de valores c;ranles para w. En 

tonces las ecuaciones lue expresan los cambios de curvatura 

(ecuaciones 2.6) son suficiente:nente precisas y en consecuen-

cia la análod.a estritLco-iseométrica iionserva su validez, con- 

cluyéndo3e entow.es le las fuerzas pueden expresarse como en 

el 	de eciaciones 

El (mico cambio radica en que las deformaciones en la su- 

perficie media se expresan entonces (ver apéndice A5) en la 

forma: 

) 
2/ 	

1// 
2 

k (-1‹, 
7 	 2  

/' 	r 	
w

n'ir? 	• it'd 2 	 (2.20) 
1 	9  

, 	Al 1
1 	

j;22 
k 	in , ; k .:,( 2  fi  

-I/ 1- en que ahora, 	
/ 	

2/ y E /_i 	son las deformaciones linea- 

34 

les (de primer orlen) y 	e 	'71 
	 y 	(Jr  son lar-; (.',orrHs- 

pondi entes deformJciones totales. Fara poder incluir tórminot3 

no lin#Tales, sería ne: 	:i retrae 	la prímf-ra interyal de 

la ecuac i 3n 7 .H Id can! ial: 

/ 	 ) ) 

k,,/ 
/ 

,e2 o r 

1 introd 	 11V i re3uit rive:;;J- 

río a..re,(-ar la st7likontl. 	 a 	f11.!uición 

1 Z 	
A 1? 

r 	- 
44(, 

est 2 

-1 ,*-t » 
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Las condiciones de frontera correspondientes se deducen 

de la consideración de la integral de linea en cala una de 

las ecuaciones 2.15 y 2.16, con sus respectivas modificacio-

nes. 

Del .,sistema de ecuaciones 2.15 y :?.16 puede verse que los 

términos lineales son simétricos. El término subrayado dos ve 

ces en la ecuación 2.16, puede consiierarse despreciable y por 

esta razón no se ha incluido en la ecuación 2.25. El término 

subrayado en la ecuación 2.23 resulta iespreciable en el tipo 

de cascarón que se analiza. 

De las ecuaciones anteriores es posible deducir todos los 

casos particulares que han silo analizados por diversos auto 

res.  (31  25, 	?H, 34-b) y que se derivan de la teorl gene 

ral de cusearons dobila a Vlasov y 3113 generllizac i onen, 

En lo qle ri. ,cae ue nabrAn de t_-en'raWar estad ecuaciones 

para el caso de coordenadas curvIlineus lo curvatura no prin-

cipal y que forman un (mulo euzilluiera 194;p en la stiperfi 

ele, 

Antes de proceder 	esta exten3'5n, pziroce lntere3ante 

observir lne _1 tbrminommarcado 	lindt interrumvila. en la 

ecuación de (wmpltibIlilui 	• 
	 ITIliede escribir (de J.cAer- 

do con el ..rqlo de ,!cqiu]i e (.5 
	 cionsilera‹,-iunes Intro 

dle das Mi el erui 	de ,.;(2;x1(!i(7mil 	_,1 	 lere2 z- r* 5 
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los términos subray,1 os), 

(r).2é:)) 

que es la curvatura Kaussiana (ver aptelnlice Al) de la super-

ficie deformada, cJanio la curvatura Inaussiana de la superfi-

cie orílJinal es nula o casi nula s  ,orno ocurre en eascarone 

reb; i103. Lo interesante en esta cbservacik5n radica en la 

facilidad existente para el trataminto ie caGcarones cuya 

curvatura gaussiana de la s,iperfici,? melia antes le la defor 

oración no es nula. Un t "atuminto ha Giio propuesto por M. 

Rerlrit-uk3z JabaIlero
(14)

. Una fl3cusi6n acerca de la ecuación 

de compatibIliiai, 3C pre3,mtJ 	el aOnlice A?, 

3e pro ti' abori. 3 Id extensión le Lio 	 y 

2.)5 11)ra 1 tnitumiohuo ae 	 ;i terna de refe- 

renc i a no es o rtor411.1 ni le 	rvtu ru prIn(.11 pa 1 . 	fflie 

) 
aqui un trat¿iltilnto 	ilar ai propueo por 7:ortey piri - 

el JnA1113 	le 
	 La 	fo,uuLei5n feo ríJ. lorars- 

!:,3obrt. 	 y ha Ido 	iei1, por 

( /4 	, 	4 	I:), 	) 
liv,Jrsos alcors 	 T,,ra 1A teorit lineal idP no 

L11..uye 1.3 leroY-Jlan 

Uli 1 	 1 ‹.1rtovnwi ((T() el 

Io:itrado (mi li, :-',..n.i.--1 	y oLro i,,,,i3te,J„..1 lu r1. -t, firpn,.... -Ji no uf - 

,......n 	tl T11.i 	*1:, -1'.1:-H.Hi.,... 	1..c)11. 	ira ;11-w:dc, .43( /TI. 	, t.,.:7. 	) . 

	

"- ,.;. nr:Ii-,!1. j A '. i 3 	, f 	I Y í 1 1 , :ii., 	.: 	r)p  

(") 	. - i 	. : i .. .. 	l 	l ' 	' 	1 ti '"," 'I 	1-i" --, -!1.3,1 '.,1---SteE11 Ort1-WU- 

.1 	i 	..': 	'_i 	ti 	i 	.'. 1,1 	''-,, 	1 	r*" 	 :", 	', ', . i ' ili:1 	.  
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j 2 

,rt9/2 	/ 
4d)zr 	05.2 	 c‹, 

y de aquí puede de3pejarse 

( 9 •'-'8) 

y en consecuenria l  

(9) 

de manera. que para LIG le dvalls utiiiw113,5 en 123 ecTJrciones 

y 

9.  
Y 1  

1.,„ 	41. 

r 

  

7
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fl) 
" .6" 

y vi i - ra la 	a s 	fuerzs expr o lia 	n 	m 	 .42 lacs e térinos de la unción 	1  , 

7-  

/1 2 -; V.1Z- 	 (2.31) 

J -.7 t.7-7  7' /VIr coi 

la tilde sobre 5 y ?I' indica que 13(3 trata de la fuerza cor 

tante y momento de torsión en la superficie de coordenadas 

oblicuas. 

Respecto a las curvaturas utilizando la ecuación de la se 

gunia forma fun(lamental deducida en el apéndice A2, se puede 

escribir. 
	

.41)1 	2'5 

v.‘„) 	
(:?.. 3d) 

Al hacer a Gustitución adecuad de los frupo de ecua- 

dones 2128 a 2,30 en 	2.L94 y 2.25, se p ede dedu =c ir el sis 

tema Ae ecuaciones de 1 teoría general rie cascarrnes rebaja- 

dos cuya superfici 	3(3 ew:ueltra reldda a un `ami 3tema 

curvilíneo cualquiera. 

El resultado !le el ta 	 culnio 	om,iten los 

U.-?rminos no 	inca 1 es, es 
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cons.i de ran upar, e .1  

tantc ;u- 	I 

orden le tal .  

respectiva 

lex:5n 

.7 5 	i .1 ' 

• !I 

De estia ;Ilantra 	ledu.Ido el 7 .!remz.1 le ecuuciones de 
eTAilibrjo y 2.(mpitii)ILida 	r,11 el caso h:n que los df2s;,lazamien 
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rica 

1,'113 30 t4c iune 3 wa ,eu-u; t i ...a y nlim8 
4ran 1:scIti las 	in 	 rostrior. 

Consiltiración uel orden de lwr:itud 

11;r1 la forftulaci5n de la energía de lerorprÁción del casca-

rón con los ere.tos introlocidos le cortante, se aprecian dos 

par*Jes 	
unu d bi 7íi a riexión y otra lobtda a mem- 

brana. 	
iide;nas se dit.-;nnne de tf;ririno:: le interaceln debidos a 

la existencil de 	curvJturas 	Je té:lbinos no lineales. Pa- 

ra la estlmación tiel orlen de matmitud que atora se discute, 

se consilerarán loo slK lentes ractores: 

ti 
	

parbletro le eqrvatura 

,o tv: i tud 
ft 

tt 

it 

De 1.1.c.r.ido 	 se 	vt,r 

m na: e • 	A13 1 	 11. 1 e 	e 	nIn 	CUi 	b 
. , 

o .'den d F, 14;[. 
	

tu/ 

ción 	¡nem:, 	 r 

es :Lo 	 ) 'der. 
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derivadas 'le Lis fun W .y) 



rik-31 orlen de E>3 k;onJidérese ini WiLml,níe el 

ambo lenen cow,1 en3r1:-ie en e 	In on los lue la 

il k."."; 
reLición í4.;11 uiurno 

no,ales,v( 
f. 	 en orlen 

(1. 
1 

, 

orlen :le triiv()  

c" 	f 	1; 

(" `ni t'O kl U e 

oriTina la no linat 111:: le 1,1 ect _x 	ón 	 deduce 4ie 

cho término es 'el ord9n  ele 

`;‘) al )2 
e— 	 o GHa ,15LI  For °Gr 7 	 o lado 

10:m t6rminos que incluyen el c()rtant, son ie1 orien le 	) 
¿xf 

)osllel orlen de 	 y fjnulmente los 

que incluyen el 	eto le 1,1 curvItura son del ordiln le ( 

¿ibr 

	

De este 	 Ge 	 e p.1.-3 desplazamien- 

tos pe4 	el eérmila) 	 , i11H represtaa el cortante 

	

y el trmino 	ru.!irio 	1(-4  tGlIvi en cuent 	e e!P(ao:le la cur 

LitJ y lue 	c n:secuen(:ia 
sl'n lel mi.3:no ordlln ie 

C (1U ;*.‘A.)1' 

¿,4f 

orlen le :1 Y 	tIJ 	 :río 

E ( (1..f m u y 	ran:Ica 

..Cp l'O X 1 	 1) 1; t: 

Fi 1 

1 	1 I 
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2.3 Formas simplificadas del sistema de (...cuaciones diferencia-

les parci,iles. 

Tratándose de cascarones rebajads, en al,.  unas ocasiones 

es posible representar la geometria 'le la superficie media del 

cascarón como la pr,eometria del plano en que st? proyecta la su-

perficie en cuestión. En estas condiciones es posible intro-

ducir alli;unas simplif Ilaclonvs relativas a los parámetros en 

la superficie y que son 

0(1  

c<2 	constante 

y si como consideración adicional se introduce la hipótesis de 

curvatura en3tante l  se deduce el siulente sistema de enuncio 

nes ,iiferenciales: 
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1I) a 11.4 	J. 	:1 4 B.) I. a 13 	1.1 	iht A.) 	..i 1111 	1.1 	.1.5. 

En el inciso anterior 	ledujo In sistewa de ecaa( i)nes di- 

ferenciales parcis no linea:les pa :a 1.1 eqiilibrio -n la Leoria 

de casc,,Iropes. El prob 	 apura :le propone, Ge reriere a la 

on objeto de nw..,t,r en e Ldi. la 	 qUe aqUI 

se presenta, se usará la formuLación Euleriana4 , la cual conside-

ra para el equilibrio, la Jeometria de la superficie deformada. 

El concepto fisco lue se dísJute tiene va,Litez en los sistemas 

Euleriano y Larangiano. La formulación :4i„Ileriana y la anterior 

lia,,ramiana son e3-,neialmnte no Lineales; la. EllerifIna incluye 

aqui no linf,alid,ides en todos Los despluzamiHnto,s, /n1 tanto que 

la form:iación 101 t40 L, ran i ina emn3ilera en el caso d.nte- 

rior, 	1ZC 150 r:). ) Sol fltflT,e no Line..iiiiades para el despLiza-

miento w 

jomo en  1-1 i 	 J113 .-;Iperl',1lia ;)!..17inal no 

1,1f3 Calr",,r1t....,y 	e 
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forn.uda. La anatol.„-t1 

fl la supe rfi c i 

comf:,u,iag ;1f. 	 v:t I ida 

Y ni puef,(1' lemotrlr:Je ,..;gn)ru,' bases 

tensoriales de mcdc 	la list tHeión ing'-'4e,4da en la tu - 

es váli b 1. a 

no es ortov7owil; e:ne hecho '111P d'l con 

El ángulo 	 indica lue e 	itemJ, de rferencia gu 

la superficie lefoi.7mada y3• 

3 	11 erii r o 1  en !J,,t.,..t n e - 
deformAla t:Al Las ecuacione 2.33 y 

„. 
nn 011 	 ri1t-.?,1t1 	n 	t 	1:1:5 
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5  t 

3ierado u La SU t 'LUC, (511 de las proriedadeG ,iEf 	 c Itj 

ral, 1.J. deformación anguiar es pequeila comparada con La uni(lad 

y el sistema le neferenia du!'ante Li deformación, ruede conl 

(ierarse 	 MO lo nizi heehr 
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que corresponde al segundo eseado simultáneo se designa como 

* 

El fenómeno de inestabilidad elástica, puede consilerarse 

también desde el punto de vista de la energía potencial V. 

Cuando se introduce una pequeña variación en el desplazamien- 

to, la energía potencial del sistema sufre un cambio. El cam 

bio en la energía potencial V se puede escribir, 

v 	fi/ 14  42P21/ 	 2. 

en que h es un parámetro alimensional. En realidad, si el 

sistema en cuestión, posee 	magnitudes que caracterizan su 

configuración Geométrica es posible, representar la energía po 

tendal V, en un espacio /774/ dimensional. En el caso delun 

cascarón, la fig. 2.5, representa la función V para las varia- 

bles y y W. La primera variación es nula, se sabe que el 

estado es de eTlilibrio. Este estado de equilibrio puede co- 

rresponder a un máxituo, en cuyo caso, el estado es inestable, 

o a un mínimo, cuando es estable. La segunda variación (4111''V) 

permite reconocer si la energía potencial es máxima o mínima. 

Cuando el si tema es LauuniJría.no, la segunda variación J12  V 

es una forma cuadrática y es necesario determinar su valor pa- 

ra saber si la posición es estable. Tratándose de la formula-, 

ción Euleriana, para el ani4.1isi de inestabilil:d, es suficien 

te con c:ndlerar lo que puele llamar e la primera variación. 

Entonces par-  la formulaci(n 	 se puede escribir 

50 
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• 
.0! 

como cowición de equilib-'0 neutrJ, en que 

W 	ener4 potencial le deforuKición o de las t'Je.rzas 

internas 

ener171:.1 poUencial (le las car(!;as externas. 

La ecuación 2 es e,luivalente a la consideración anterior 

le la exiotenc 4 a simultnea de Jos estalcs de deformIción, que 

corresponden u las superficies 	
.7".  Y 	 * 

Las ecuaciones matemhticas corres,ondientes, se deducen 

al tomar en cuenta la tabla 1 y al considerar la forma de la 

enem13 t,xpuesta al ; 'incipio de este capitulo (ver ecuación 

). 

La pres ,ntaci¿n previl tes totalmente sima lar al criterio 

le 	irle ;ta. b; l i. iu 	debida a Liapunovs 
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Curvas sobre la superficie inicia 
pequeñas deformociones-Miciales 51 

.(_ 
-Curvas sobre superficie 
deformada pcira,la carga q, 

1\--Curvospdrrespondientes al estado 
simultárieo de deformación; superficie 
eah decida. 
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CAPIYLO ITT 

TEMTA -!ErEPAL D174 CASCAROUnS ELASTICOS  GIV'MOS  
n0.- 	 00m.1~11. •••1. 0  .40. 1,•• 

DESARROLLADA T'` DIAh E EL WPLE0 DE UNA FUKCION POTENCIAL 

R.0 Generales* 

La investigact6n contemporánea en materia de cascarones - 

~ea especial atención a elementos de este tipo cuyo espesor-

no es pequeMple intenta resolver el problema elástico tridimen-

sional de cascarones en los que la hipótesis de Kirchhoff no es 

aceptable. 

Dos formulaciones recientes constituyen la bese dA las con 

sidnraclones que siguen: 	(-1Jhas formulaciones se deben i Te•- 

Urna (43) 	y a I.G. Terngulov (4'$). 	Teregulov supiere eape 

cificqr la forma de los desplazamientos en términos de un nolimo 

mio en 7, y de desarrollos anAlrgos erra  los esfuerzos. 	La - 

representición sugerida 

plfrnmiontos. 

nor Teregu]ov es,en cuanto a los des - 

s.1 (a, 11) 

-= 11  S = Mei 	k/p) 	2Writ)  

en cuanto a los esfuerzos ns 

wA . 000# § 

	

(fa 	u fo *P.-. 	(1) 

	

1 	 1, 

(0 )  * 	", 
3.2 Cok, 

YO a 	55 	I 

( 	(1) 
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2 

y, para las defornaciones, 

1.F^ (1)# 	'•• 4 (a) 4- fl". " 4(1) 

Loy(*)
-k• 

asok 	 114. 13 ( 	
ar X:. E, 

•1,11 	( 

isiS (o) + Za. 	Al& sn <11 	C3) 30 	 OS ( 

En cata formulación de tipo polinoinial se puede ver que 

no todos los por.nomío13 son del mismo grado, conservandose en 

unos terminos hasta la tercera potencia y en otras como 

solamente hasta la primera potencia. 	La eiecci.6n de T" cora 

parada con la de 1,111 parece inconGruente. 	Ya que 3c adopta - 

un materi.al elastico. 	*:.stas expresiones que ha introduciJo Te 

reculov en la ' 1 Coria d,t p1.aca3 son ri- almente una mejora i)er0 

exte.L3 ón a cascarones r.quIere ciertas laod_ficaeiones para po 

dei' incluir efectos que no esaln pre ¥ t¥I4Lt u en placas. 	Je he-- 

cho la propc 01 ei6n tle Los tien-.;."):Iazaiwil,?,:-:to 	en la .L or!aa de la 

ecución 	1(1 	.1 J 	;)ur ere 	ov, no .1-1.Julzia sey la uto 

adecuada Ilra el fin c'11014;11 f. clu,121.1r)'106. 

e re 'W4j_UV I "xJ;H,0 unn 1 la.' c:ri_ 

1.rt3 -,.111.1 3- 

 

incon- 

siateel.a k , A 

clun oníJ ermnetw 

r ati 

r.11. 	
L; 	 , 	 ,w3 

7'.0X11,71ii1C13 
	

?". 

4;3 

(qi) 
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el tratamiento ac preblems no llncales de la elasticidad. (46) 

Los resultados obtenidos por Teregulov corraponden a placas; 

extenaeHas a cascarones resulta complicado, y seria preferi—

ble la formulación de Urna. 

Previamente a la formulación de Terejulov, Urna (43) --

presenta tul desarrolla infinito en serie de potencias de ./.1 í.ara 

los desplazamientos. 	MI.diante el empleo la propiedad del ten-

sor métrico contravariante de expresarse como un d...sarrollo en.  

serle de potencias de 0: supone ciertas leyes de distribución.  

de los esfuerzos que satisfacen las condiciones de frontera. 

Mediante comparación de los polinomios resultantes de la ley es 

fuerzo-deformación y la distribución supuesta de esfuerzos, se, 

determinan los coeficientes del desarrollo en serie de las de-- 

formaciones, y lue„;o las de los desplazalnientos. 	La diferencia 

eseLcial en ambos desarrollan lalícu en que las expr slones en 

serie para las defoivaelnes 2ún . lucidas jeomiStri enmonte por.  

Zoma, y rostu a as 	r 1.erjulGy. 

ewhino que suiiiere TereGulov 	s..ndlar al sui:erido 

por P. , icala (40) 	-,,,,,, ,:._„,,.„- supone pol:no.iJ.os de Le._ endre en lu-- _. 

zar de 1)oLeaeia Je Z. 	Un tra!Al:_Jento con .'isti, necuela tiene,. 

desventajas, iorque no Je UOU la noción física del problema, ni 

se toma. en cuenta, la pu 	eula 1 .. 	d e. la: lune Oni!3 Gupuestas. 

54 

er 	te , (7.1V1 desafrollos crI3 se 
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(Ja'~  

4 

rie, en 1944 Vlasov (26, 37) introdujo un desarrollo en serie - 

de potencias de para las deformaciones. 	lu modelo de despla 

zamaento ea, en la notación prsente 

.11 , 	14, 
(/ 4- -77U.,-A_ —  

	

0440, 	 3.4 a,1) ) 

*W.+ZW (1)  

donde puede verse que conserva la hipótesis de sección plana. 

La ecuación 4a. puede expresarse también como 

I as. 	Wtbi 	 3. 5 = (44  + 	(  
4,..1  

y encuentra entonces su justificación en los resultados del a-- 

pendice A5, de acuerdo con la ecuación A4.10. 

De este modo se sigue conservando la hipótesis de sección 

plana. 

Debido a la introducción del término 14/ (1), Ylaoov llega 

a establecer las deformaciones. 

a 1,10)  

cz=4-a I 	1.31  

w''' 
ild<2.cz Dt51 

3.6 Cci.,c) 

Aquí se ve que el término IV (1) ea muy pequefto en compa- 

ración con la unidad y ea aproximada ente proporcional a la din 
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tribución de la car¿a normal a la superficie (cuando el m6dulo 

de Poisson erá los planos normales a la superficie media es pe-- 

quedo), lo que conduce rl que la (kformaciones (00/ 	wz% sean 

casi nulas, pur ejei4lo ea el caso ue cara uniforme. 	Esta in- 

con,, ruencia sería eliminada despuó por Vlanov, y en su libro 

(ref. 26) publicado en 1)49, introduciría 14,/ z: O. 	Con la nu.e- 

va conside]ución, Viasov intenta la solución del problema de cae 

carones gruesos y de curvatura Gaussiana distinta de cero. 	El 

desarrollo en serie para las deformaciones paralelas a la super- 

ficie media, en términos de la variable 	se deduce de la ecua- 

ción A-4. 19, cuando se sustituye ¿I: por su desarrollo en serie, 

es decir, 

le le* ,1(e.,. 	'11: leí 01 3:7 

o sea, 

" 	1  2: 	 k 	#4,411,1 4- kt e,0 	 

y consicLerando despr cIables -6r1 :-.1..nos subrayados por la 

(k,„Seui 

o bien, 

4  



M 	i  
e2+ 	R. Y :Jai.. 

,I.  

1 

(k," 	) 
2. 	 2 

(4k., /it )( 	kJ 	
+ 

quedando entonces, 

57 

1*s 

De las eouaciones 8 y 9 es puede deducir que 

JedlAi 

y en consecuencia, 

griL 

t'II: 

414 	, 
(-1) (hrLA 111 

5.14 

Como puede verificarse de las ecuauiones oorrespondiontes 

del capítulo anterior. 	La formulación de la solución del proble 

ma de la teoría de oasoaroneu gruesos podría realzarse del miau° 

modo que para loa cascuronos del'faded con la in.U:oducción de la,  

deformación por cortairze o oía ella, para ello en necesario aprt 

vedar que los cosficitInten de desarrollo en ocrle de la ecua--- 

ción 9 pueden cálcuiaroe con. leal reuultadoo obten ..dog para i„d X, 

y 	en utia so..Lción. 	Ente em análso a lo que propone M. Ro— 

driguez Caballero (44), coJi la Mfert*Itein de  quo 151, adí)iiáo del — 

uuo de lu notación tenuovial, 	 procedi . ento iterativo 

para incluir aqueljoo tIrrii:nuo corno 	 ete, /  que í.le desprectan 

en la forDiulacitIn '14.sal del viemu t ocuuc l.t tl.Gn d C -.3rúlcIples 

"I ti 13 V1.11' 	e + 	 ú. 	1»hb1.--1 	Ú 	 cc en cientes — 
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15 

media, porque se supone que las fibras nor:¿ales a esa superfi— 

cie se deforman libremente. 	El modelo incluye aquella deforma 

cioón que puede producir el cortante. 	Las limitaciones de la 

teoría que resulta del modelo son las siguientes: 

a) Las relaciones ese :sor a radio de curvatura menor 

no deben exceder 

°. 5  
b) Las curvas cordenadas elegidas sobre la super fi 

ciemedia deben ser casi de curvatura principal, - 

es decir que la torsión en la superficie media no 

debe ser mayor de ra. de la curvatura mayor. 

La condición (a) se cumple satisfac toriamnnte en la mayor 

parte de cortinas de concreto construidas hasta la fecha. 

La limitación (b) es una hipótesis de naturaleza puramente 

Geométrica, que permite establec(,r relaciones simples para los. 

parámetros fundamentales de la superficie paralela a la media. 

3,2 	Jeducción de tac ecuaciones de equilibrio en cascarones -- 

¿rue:Jos cuya curvatuPa jaussiona os distinta de cka.o. 

.ncilitar los dewIrrollos si„;uientes, :(1 res'.0 	ahora 

los resAtadcs 	 ,(21 upén,Iice A 	y 	1-,:iriso anterior 

de este )11i3::10 capítulo. 	ro, el apénlice A- se foruuló el mode- 

lo de defor:aci(idu ,z.',14 	.4,:‘,rwa, 
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dol desarrollo en serie para las potencias superiores a *I .111•11 MI» MED 

adquieren significado cuando la relación * es arando, y en este 

caso la hipótesis de sección plana implícita en las ecuaciones 4 

de.. ja de tener sentido, debido a la deformación de cortante. 

La teoría de Vlasov para cascarones L;ruesos, así como el -- 

procedimiento iterativo de M. Rodríguez 0.7  pueden mejorarse ha- 

ciendo uso del modelo de desplazamiento sugerido por Vlasov, y -- 

mostrado en las ecuaciones 4. 	l'sto se discute con amplitud mas. 

adelante. 

Empleando la notación de V.Z. Vlasov relativa a los pianos, 

de los desplazamientos como 61 discute en su libro (ref. 26, pp.. 

184 - 186), se plantea una secuela similar a la que se presenta - 

mas adelante para las ecuaciones del modelo propuesto en el grupo 

de eouacionea 26. 	La elección do Vlasov para los signos de los. 

desplazamientos arroja resultados distintos a los de Leve (5) y - 

tiene un inconveniente que se discute con base en la figura 2. 

Considerese ahora el modelo de deformación expresado como 

w 
(U, b) 

z 	w., r'«. + 	r;) 
Liar  

oz. K 

No seria difícil incluir más t6rminos, pero para el análi— 

sis siguiente solamente se usarán estos. 	:u-1 las ecuaciones 13 - 
(10 

aparecen dos funciones nuevas,>4 /  u. 	,•la primera de ellas, se 



Ck.1
(3)4 
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g5.n se desprende de la ecuación 13 (b), indica que la pendiente - 

total es debida, a que la sección permanece plana y a otras cau— 

sas como puede ser el cortante en las caras normales a la superfi 

cie media. 	Para es te modelo, 

donde 

pe  =1_ e  u 
scie 	[ •‹› 4. .6- (1"»-  •90./1)+zíe1A1)] 

 

3.14 

 

«,4  
19.4,4 la 0.(4 	04.0c ii„e 

335 

 

y las componentes de CJ se valúan de la misma manera que e«A  
(40 

pero sustituyendo 	por q« 	es decir, 

coy 	Uoi,/ 
u 

(1)  

, • /2 2 c›C 

• ¡as LL(5)  

(3) 
g ii (3) 	(5) -.
g• la 1.‹. 
	

— /2r tst A c.< 

3.16 

Además, la deformaci3n angular en las caras normales a la o 

perficie media, que puede calcularse como se hizo en la eauaci6n. 

A-4, 33, se exprcsa ahora como 

zz(5 tt7)  

  

3.17 

   

cf  

 

R 

Con la hipótesis de que los coe2icientes del desarrollo de - 

la ecución 13 (1) son decrecient¿J, el térz,ino subrayado puede 

despreciarse. Ct:nv cne intrcdvcir ahora una consideración ectáti 

ce, de :na!:era Luc lar., ceillicions 	2ontera en las caras extre- 



mas se satisfacan. 

Las condiciones son que los esfuerzos cortantes sean nulos, 

en ambas caras, esto es, que para un sólido elástico isotrópico - 

se tensa 

n 
115 	(vis .z° 	para 	

+ 
2 3/8 

entonces se puede expresar 

51.)0 1  
(IZ) 	 011M. •011.111•~1.1•1101.11 

coC 
3.19 

y análojamente 

(025  3.2 0 
0C 2 

en que 
2 

Si se representa el esfuerzo cortante coreo en vigas de seo 

ción rectanjular, es decír 

Q 

	

li 	
41*/ 

2  L 5 	 12 / 
A 

	

entonccs, i,or ser 	se deduce que 	ticne el sentido de 

Una función potencial ie fuerza eo...vtante, porque 

Q, 
t.5 3.2 2 

Aquí caben duo procedi: lentos en cuanto a la solución del 

problema: 

61 
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a) Definir un sistema de ecuaciones en 1a2 variables (4.1  

(4,W y Y, 	y resolver el sistema con las condiciones 

adecuadas de frontera. 

b) Sustituyendo la distribución parabólica de la ecuación. 

19 con otra uniforme que origine por ejemplo la misma - 

enerei de deformación, se puede introducir un procedi-- 

miento iterativo. 	Para esto se supone inicialmente 

que Y)=0 y, esta aproximación se mejora sucesivamente 

en cada etapa con la ecuación 22. 	Los momelitos calcu- 

lados con la ecuución 14 para cala valor de 51' intliodu-- 

oen términco independl.entes o residuos. 	Este procedi- 

mienuo puede incorporarse a la formulación iterativa de 

bida a I. Rodríguez Caballero (44). 

El primer procedimiento e L:iecuado en la formulacil de pro 

blernas de inestabilidad, en tanto 	121 se ;urdo es adecuado en 

el tratamiento de problemas de equilibrio. 

21 inconveniente eencia 	esta fomulacilin radica en 

que en el modelo de Vlusov Jet 	de 	las Icuacion s 4, en que...  

el desplaza. dento Y! es positivo en la dirección del vector 5;,r, 

las curvaturas quedan definjaJ en fT2na 	(ref 26, p 177) 

a como se -wt.,nen eu las ecuaci :len A-3. 	y A-J. 19; por ejem- 

151, 	11, 	Lea  

t a 

r 	W, a CZ, 
14-  

R 	R 2 



oue en su forma más simple es 

	

1 	w 

	

cz•‘ 	A 4  

Esto 	 en el caso de una vida, en que las deformacio 

nes se escriben 

3.2 

con el eje J7s! dirigido hacia arriba, que la parte superior se en- 

cuentra en compresión y la inferior en tensión, con lo cual se 

cumple con la notación usual en ingeniería en que 

Erg 	 3.2.5 

Considérese ahora la figura 11.2 (a), en que R es el radio 

inicial y R 	el de la superficie deformada, entonces f es pos 

tiva y esto implica que las fibras superiores se encuentren en -- 

tensión, con lo cual al aceptar que é.. es positiva en tensión, que 

dan plenamente justificados los primeros dos térninos de la ecua 

ci6n 8, pero siempre que se dürina 	cun signo contrario al de la 

ecuacidn 23. 	Con esto se ve que 11,dopendientemente de la elec- 

ción de V/, la curvittura fouitiva col.„..esponde a tensión en las f' 

brus suierlores, segán se aclara con las fií;uras 11.2 t a) y 11.2.  

3 3 (b). 	I 1)robleJ. se resuelve, :14olifIcaclo el sino 	: momea  

tos, con la 	 quo , LoLe:.Lor; 	fuerzau; normalea Puedan 

definid o3 do ¡Lanera 	e;¡ cunnLe 	de laelormacidn 

que introducen. 	prub 	no aparece en 1, Leuuela que des 

pués se 13 71e. 

63 

• 
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Otro problema quizá más esencial que el anterior se presen- 

ta cuando se omite tl(3) en la ecuación 13 (b) porque entonces 

el modelo es el de Kirchhoff, y en este caso, por las considera- 

cienes introducidad en la hipótesis de Kirchhoff, en el sentido - 

de que se supone que los esfuerzos cortantes no producen deforma- 

ción alguna, es incompatible deducir deformaciones de cortante con 

el modelo. 

3.1 Introducción de la función potencial. 

Otro procedimiento es el que aqui se sigue, y que consiste..  

en usar también u 
61•MB
n polinomio para los desplazamientos. 

te) 	0 	a (a) 9 a) 
11.4 II  11... 	 a., 4 	1144 *I" 	t¿M4 

-1-5/- 	w(*)+. ¿ W(1)+ 4  w(2) 
	 b) 

La elección tieno bases puramente ffoicas. 	Los dos prime- 

ros términos de la ecuación 46 . len re.sultados de la teoría basa 

da en las hipótesis de Kirchhoff-Lovo. 	Biela ecuación especifi- 

ca que las fibras perpndículares a la superficie media tienen de 

formaciones de cuerpo rígido, es decir ¿Iiran y se desplazan con - 

respecto a la posición inicial. 	'1_ tercer término es esencial-- 

mente dinto ul de T4Iregulov (ec. la) , y corrige la forma 

distribución de los esfuerzos normales* 	El cuarto «mino e ata 

blice una corrección a:. cambio 	pcHíciÓn dC laa fibras normales 

z-! la superficie media, y 	RI que la rotaci6n, eu Un tl5r.ino 

Entolec9 	fibraa 	exierlriontan una tranala--- 
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ci6n y además una deformación, porque no permanecen planas. 

La hipótesis del modelo de deformación consiste en que las.  

fibras normales a la superficie =dial  además de Girar y acortar- 

se, experimentan una distorsión. 	Esta distorsión puede ser por, 

ejemplo la debi. 1 al esfuerzo cortante. 	Dado que en la mayoria 

de los casos la deformación de cortante adquiere mayor inportan-- 

cia en crJ.scaronez que por ejemplo en placas, cabe atribuir a cor 

tante esa distorsión. 

En cuanto a la sewnda hipótesis de Kirchhoff, relativa a - 

la deformación de las fibras normales por efecto de la compresión 

en las caras externas, podría conswvarse despreciando los térmi- 

nos W"y W
(2) 	en virtud de que dada la restricción lateral, 

las fibras normales tedrán una deformación nor,:,a1 menor que la - 

que ocurre en vi as, donde es despreciable. 

Para el modelo de deforaciJn exprodo en las ecuaciones 

4a y 4b, del wiAndice A-4 se desarrolla el eílIculo de las deforma 

cienes, Los esfuerzcs y lan resultantes eol.respondientes así co- 

mo las ccuac1(2nes de cuilibrie y lac ecuacions de couratibili-- 

dad, 2e 2.11ucen por sc-2=do en los apéndices A-4 y A-5. 

3»...t.a el umjielo 	dT, r3,1azanicuto 	.esto, el tensar de-- ' 

f f nnaciJn pvc.c e 2 	 1 w. forut 

f ewe + zie")  
coic 	 4.1 	c1)1  

'5.27 



f in 	
,, ti) 
tti 	 I  f¿i 

I  

a, t 
4.2 I 

(O „.„ 
el 1 c  

y además que 

fz‹ 

O para 

cU 
(04 1 

It 3 

3, 2 8 (a„ 	) 

( d en que para valuar Q.,A 	locarJo to:aar en cuenta que 

66 

Por 	otro lado, la aeforinación angular que experimentan MY Me *ab tlib• 

los planos normales a la superficie media, se eálcula como 

Gel i 3 = Q,;  1- 
	

"I 2 9 

es decir, como la suma del ángulo que se desvía el vector tangen 

te a la superficie media en la dirección con respecto al vector.. 

normal, máo el ángulo que se desvía el vector norual con respec- 

to a la taLGente, al verificarse la deformación. 	cálculo 

se ha ver.l.fícdo r el apéndice A-4 y el resultalo es 

kt, Ywi s 	a <a) 	4 (31 	1 [ 	" i 	arv,i1 	10 
-- 

g1C , [ (g., 	..C, c,R, 	el 	
aoh.~~ 	C i  

t) 	2 a) 
2.Z/Z4 	(Z, 3.30 

El 	1,61uJ.;10 81 t )rayudo on la tICUttClUll 30 SC1 13pone de: pre--- 

ciable y la w.11. iez je (311.,a c(Jnol t,':ac:úln será jGtific.¿Ida den-- 

pués ( ver ec 	). 	 d 	3 qe 	ao 	 esconki12u14)  

recen c1.1 el 	 cuacione2 b, puele reducirae con clortas_ 

La priLiera 

conoijecit.ln 30 ve` 	Ia 	 lau Ironte-- 
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rao superior e inferior del eauearón. 	En estas fronteras, 

el esfuerzo cortante debe ser nulo si no se encuentra ninguna - 

acción externa que lo pueda producir. 

Entonces, en un cuerpo de aniootropla curvilínea (ver ref. 

68) se tiene, 

113 tsi 

que debe cancelarse para cs decir, 

61.011 101 o 

67 

3,32 
(1)111 Z 	o 

2 

Considerando como ineónitas a (Z, 	es posible (les 

pe fiarlas del sistema de ecuacion¿s 32 en términos do las otras,. 

variables 	11)
01 

 

ci6n 32, la notación  

Inroducie_do en la ecua 

C14. 
t 

2.R.1  

c 
2R i  

se puede escribir 

3 t (,i)

11,  

4 

	

t 	c 
L 

 k 
a 	f ) 

nide 	 C14 2 	 ate, 

5 t i 	rol 	 t i. 	?Ii.) 
(["— 

4c1 .R, 
a) 

- [1 
ch< 

(a) 

3 52 (6') 



„ 

9 

y considerando ade_ás que la 	 ptraite a wlio no es lu 

yor que 0#5, eo 	Cij 

t 	0 5 	 3.33 

68 

se pued-: deducir que 

1 41) 

.• 	 11111» 	Woo? 

Roci  R, 	2 oz i  

(a) 
í O, 

R (114 i 

45,34 

"3,55 

y 	tomando en etieri t; a est; o i V al, o r 	e . L ecuucion 30, tic wJtaoam 

CC que, 

r — 
4 

f 	J ,¿,, 	z , )  
' 1'1 b  

- t 	a': 

 
,- 	g  re' 

' 	1 



er4 
(t) 

,1 —[ V 2  r) :¿ 
oC, 

(1) 	I 	VPLI3  ti.  ¿1 \-. 
lel 

• 

3C 3 .37 
) 4 ( 

t
r. 

4.-- 	.( 1 
0‹, 

6'3 

1 ificando, se obtiene 

• t) 
tr

t
,. I (  

Ci 

    

    

2 

t  1 	ti) 
) 	

I --) 
c; 

 

    

     

co siderul.do que la ;:run tu: de loJ téniinos subra7adús, DUC•• 

de desFreciarse se tendrá 

  

tai 
ti 	 1 1 	W I hl 	mi 	X 4 	1„ )11) 

W
j  

)3- 	
 _wo_s 

R3 to-.1 	 3CI R-141•11 	R, 

 

(ited7oin 

  

  

   

en que 

•••0•1 
.nomi 

t 2  

aes 	nt.J resentado e el si.teLia de 

ecuaci(Jnca 26 . )uede ex...u.eulrse 	sencillaente con los resulta 

ios de las ecuaciones 34 y 35 ( u edndo entonces en térinos de 

6 ftt cieíles de;. conldclias. 

L3 MUY iin.)ertr 	e ilacer ver (..lue la. w 	.3lei6n respecto a 

la I lqueflez del t6r::.:11- v) subra:»..do 	.t la ( ct.w.c 1.<5n 30 es cur -eeta. 

Ade:41 	eli co.:recta tan ' 6n la 	io21(J1.3n itr(...,'.11.:,ei 	a continua 

ció]) de 	;-.1 ec. 17, 	.,. 	1: e cc,,;:i F Ji 1.tei 1 fi cil:e: 	erva2ido 

(111$2 	-i, e:: iliell Li 	(ii
(U 	

t.!,1 	 1(.1. (:: i., 	 ;`4i  	. 3 	-, 	i a t; 0 O l 1 	e o 
, 	 -)  
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que multiplicado por ;1 3  en su valor máximo permite 

70 

obtener 
6 	oc, 

10 

OC f 

Lada la expresión de 
OC1 

en términos de u)11  cabe suponer que este término será más pe— 

quen° que t, 	, en cuyo caso queda verificado que la represen 

taolón polínomial es correcta en las dos partes en que se ha se 

parado es ds.°ir en aquella parte en que la sección es plana y en 

su corrección (ver apéndice A-4, cc. 	A-4 7). 	Obaervandose,r  

la misma cualidad citada en cuanto a la ecuación 17 ya que el.-, 

valor máximo de la corrección es el del primer término y es 

El siguiente paso consiste en reducir el antro :ro de incóg- 

nitas. 	Dado que en jeneral los esfuerzos normales c.. las su— 

perficies del cascarón serán ,,equeflos, las deformaciones de las 

fibras normales serán pequel:as también. 	Para el modelo de des 

plazamiente, la deforración normal está dada por la ecuación --

A-4 31 como 

4'35 

Si esta defornación se considera 

Wi)  y W")  .ceben desapcirecer. 

ccuaciones 34 y 	se c :I3ve i:J rían en 

3,39 

spr ciable, entonces 

,stas c,Ldie ()nes, lus ma. 

3,4Q 
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Pero considerar que esa  = o no es muy razonable, porque, 

en algunos cascarones, la magnitud de (A) 13 puede ser del or- 

den de e 33. 

Aceptando sin embargo la pequeñez de e 33, existe una - 

consideración más razonable y que se deduce de considerar el — 

cuerpo del cascarón como ortotrópico. 	Para un material orto-- 

trópico, las deformaciones (ver ref. 68) se cálculan como: 

1 
Ei  vil 	E a  ta 	 30 

Da  e  ave 	
t  

E1 II  Ea " 

  

Ea; 	li 

71 

er, 	-02w  05, 	1  
v 	

E3  va: + Ev-  v  3f 

Wt  

CI)2s  = 	Ths 
Cais 

y en un cascaron de concreto reforzado, por ejemplo, Es < E,, El  • 

Zn la ecuación 41 (o) , se desconoce Cr„ y 131 I pero se puede cono- 

cer 055  

tremas. 

si se conoce la distribución ie carca en las caras ex- 

En estas condicionoH, cabe suponcr que 

T, , 2 

3.41 (ct,•••.,F 



en cuyo caso, e 35 55 

... _I. u 
E 

eaa (12 2 

1),1  rr  
v<11  

,5,41,4(0,15„c) 
i) a 

LY 	

2 2. 

De la hipóLosis 42 se infiere que el 017.3fuerzo 5 33 no fora, amo t••••• 

tiene efecto en lar; dtrormaciones e 11 y e wJ eata .::B la 

hipótesis usual en la teoría (le cascarones delL,:ados, latirJ-4.uo se - 

acepta simultánealente que e 33 	O. 	Iír_t (JclIcion(s que a 

quf se desarro lan pueden el minar elltunces esa difieulLad, pe- 

ro incluyen la hipót Jis 
Lji) 	

Wr1) n w ojoes 	y 

42 que ce usa para definir las ruw-- 

Si en las ecutteiones 39 y 43 ( 

° 3 5 
t 
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utilizary  

• 

P 
a t 

2 -t L'y 
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en cuyo caso, 
ess 

et1 

e.22  Med. 
111. • 

De la ilpótesis 4? se infiere que el esfuerzo 
G 33 no 

tiene efecto en tac deformaciones e 11 y e 2.4,  y esta c.s la 

hipótesis usual en la teoría de eaucaroneu delírados, d,ilde se 

acepza simultáneamente que e 33 	0. 	Las cama:iones que a 

qui se desarrollan pueden eliminar e.tunees esa dificultad, pe— 

ro incluyen la hip6tcJis (42) que se usa para definir las fun-- 
di) 

clones ksi y Pr)  

Si en la u ocuaciones 39 y 13 (a) su utiliza 

1,43 

3.44 

se obtiene 

 

3.4-5 

  

queiwJdo entonces 

411111.. 46 

La hii)-(A2b1b 42 ue, lus 11 J. as 

11 7, e .1 	1(.71 	¡Je detors..11 	t.„ 	, 

ta de. elif 	 e ucep 



y 
íDis rr  

E, 	44 
2) as 	ft  

E 	
V22. tárminoe puede ser del m smo 

13 
, y la única raz6n orden que lo's definidos por 

puede suiserir una estima madnitudes son :Juramente pequeñas y 

alp6te3is, $e se pretende fennur 1017, re1tIos 

:ueroix ',1k - sprcciaáo.2. eri. la  45, tonandc eL cuel-ita los t que 

alp¿t;eslu 42 .El 	u.iL.:ierito cun.-LíAitirti, en aau9;,,ar como mne- 41•• 

primera 111V,U0-1,31,S, lu. Conoeik Pi valor de Ja 

-1  en pala 
/21 los e..3fuerzo:J 1,4 '!Y - 171 

CC11:.010LCS j1.1t re2u1- 7_, el valor C-1  3 3 :-,71.11cra 

u. ‘3, jUU 
w (4) 	w ii) 

tan Ju jcell:_lc1(5n 

tud  
A 	

Al - 	1  4 _cra 	 '41 ....011.0j 

(A 1 

14 

tar las ceuaciones (45); sin embargo, la hip6tetn,s en sl resul 

ta snutunente cri-Gieuble ya que en oca¿diones, la Jactc;nitud de bou 

que la justifica radia er. el :,echo do que en del;,el.al diohas 

ción que aunque burla cs cuali 	Le 

1'or oto lado, fesuIta convqwieilte eulisiderar esa aixoxi- 

luriar de InLioducir d 	 111.3oonoeidass 

proder iatertivalleAte inejorandu en cada paso las ocuaciones_.  

:Lo 	 u., te, 	 oft- 

' 	 .  , 	.1, 	t. A 	1 	
, • 	-! 

1.") 	 '21 (A:t 	n 	 ("1 U 1 lo 

C 
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3.50 
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•reaunundr)  

• (á é/ U.„ (41 	
(y) 

(1,s, 

3 51 
/ 

44,
o)

ta 1 

011 	01 	01 ilje U.1, I. 	r 

(11 ) (.1,4  t.J 

-t 	t 01:.ant;G 
• 

1 

w(i)i-z¿") 

1.<  

exprsado talabLén n  la .c;.xación 	
suponerse l'ornado 	Ln „l'upo (ied 	

lazaentoFJ que corvesFonden a la hl p64,:esis de Kirchdoff (o dc 
Lac flbpas 	

y normales a la 812-- perficie 
media) y -Jro grupo que c

,:. nsti-uuye una cor,reocidn. 
En (stae codicioeJ e blícue escribir 

y entozocs 
	 vi1)/Y-Or 	

3.48 

7 

3,47 

1~I 

(0) 

ft/ 

correJpo2lien a.L Luo,elo 	Kiraoff, c./1.1.1-1do 

3.49 
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pero en lo Itte siGue se supondrá ror 
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b.52. 

  

Mediante esta sinlificación y despu6s do considerar el 

Grupo de ecuaciones 40, es posible escribir el modelo en su for- 

ma final come: 
YY = 

3.55 
= 

e„,t 	 3 4t1  2 fa 	v›c« 	oc, 

quedando entencz-s el moJelo 	correeoin en la forma, 

(c.J 
rz -Z 

oC 
	

2 nw. c 	
toc,c 

el termino subrayado co:responde a la ro vació de las fibras nor- 

males, deJldo a la exizencia del esfuerzo cortate, y su varia- 

ción es parabólica a travez del espesor, sin cancelarse en las - 

caras extremas. 	E2to Je comprueba al considerar la rotación Wis  

c,xprecada en la -cuación 38 1:121 la • y- 

duma 
1 

z 
1 

y anále,7,a: .ente 	 3 55 

(J942  3  
a 

en que zo culen 	 - • r-4 2ronteru relativac a los -- 

esfuerzos cc..-tí_u_ed C 1s 	3 cl‘c!;reu..aos 
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Las deformrIcioncs corresporídle 	al térlaino 4i orden cero 

son aquellas que aparecen en el apóndice A-5 (eco. A-5, 40)  e 

Pura fax deducción 1.13  las ecueiolles IV equilibrio , se se lie. le* allaw 

usará el principio iG los deuplazuW,entc,s virtuales, la ecuación 

corres,'ondierlte se encibe 

=iffPcio (ei÷c2q2 6e2 	gra den: y 
Ca 	(I cuji  )dit h"cza  dft, (La, + 

+11(x, U:41+ X214.14  W " tde dA2 	
3,65 

De acuerdo con la ley (ie Hooke, es posible establecer, que 

3.60 

y tomando en cuenta la definlcilln 27 	tensor de fortaaeión en 

+.(2 5ar d'ex' Cs 	d(ti  cuji  

O 

Gx  95.49.,) = c oi  

puede eueribir la ecuaci6n la superficie paralela a la me,lia, 1:11, 

59 on la forma 

Irly= EffIfiCei  

2cif-0) 	ci-)#strwitihd*1 

4. 

4. 3. 6 .Itst, o/. d 	da. f 

+ 	X22*¡:- WIt-c, D42. rif31 0-15a 

Len obje o J,1 a re v_,. 1w...3 i.ouarr 1..:.00, 3C cuponl_ian p 

ahorc, :::tespreciaben 11,12 el..: til:. le: 	Zz  y.02, O J211, JaE furvatu- 

ra2 cli la igui.:orfle:,e, 	.iiLláo 	wiToner taLibin (2, bprüciables -- 

a, 	t2, 	1.1., 	, 

4,- / 
. 	Con 	ta - 11-• 13 cantidadeo 



puede cncribir, por ejemplo 
to) 

¿el 
	1,4 4 , 

suposicikt,I 	("1 

3.62 
44141-1- 

.4_ 	.74  

o4 i 	2. 04  • Ri 	i 	k 

cola° resUtu ila sustAuei6n do las ees 56, 57 y 58 en la ec 

27. 

Para ser ooll,:azes cor c:sa su2..,o2ici6n, el término subra 

vado e la ea 62 ,iebe esaparecer. 

lo 	quo sitpe 3Í  habran 	dciucir l 	ecuaciones de goma amal anua 

equilibrio pura el oaso en que el espilor e; variable, suponien- 

do 	puede escribirse 

 

t 	t 0  ( 3 63 

Y que _a ccodel-ía,a ,P5 esL,1).,6n 	 en la foruia 

en ,4120 to 	epeaor 	 (11,1e -)uede 3or por 

ejeLiplo la i(?. 	c.-spPer) tv;:) .rficies 

'3araleln2 	 k 	 1:or :ser 

el r.L'fde J 	21IL 	 e.caren 	1.on 

ri 	 a 	3i . i'1,,sa-•Ijo 2U )niendo 	jue 

ti 	:11.› 	jtz 	L: 	̂). 	,; 	1.11 	13 	11. 

ueC ., 	 1. 	
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	 1 	 ' 	'Ll 'a 	' 	 t 
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1 
	4:t:)c,t., cift dink 

7t3 

que las superficies son paralelas 	r 	Así lun eantidl 

des C, j C2  , que caracterizan el cambio de longitud de los coe- 

ficientes metriccs en las superficies paralelas, si(uen siendo 

validas (ver apérnlice A-2), 	Esto es equivalente u suponer que 

el caAio de espesor al pasar de un punto a otro vecino, es muy 

pequeflo y es aceptable en . 1 tipo de casa. rones que se utilizan, 

en la in¡:elieria. 

La cantidad 	que caracteriza el cwibio del tamai.o del Br- 

ea al pasar le la superficie media a otra que distaIl de ella, 

se escribe aquí como en l  apéndice A-2, 

h- 1-IIM + Z a k 

en wue 4 Á ) 
3.66 

iao val.ikutli(AciJ 	le ; 	ío macione3 ex-- 

prc+sadas 	forma similar u la de e Jea ee 62, y 

deapuU Je a;rhper la2 	AC t,)(JJ COit rof,recte a lazi 	
rr 

Ui  W iú :',J1 17:2 
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Las condiciones de frontera corrcsi;ondientes a cada una do 

estas ceuaciones, se ..i_educen con forra an6.1ot2;a 0  e la considera- 

cián apropiada de las sivientes inteualcs do linea 

11 9“c1(-s h 	Ti  h),sulci = 0 

{ Cc-2C3 	ci 	) u:1 z 
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A l'upando los tárminoki que corresponden a la ec. 27 y que.  
se han prx-38er tado arrItes, c eocribe 

(01e #41,0 $ 	 2. ei  = 	k, w 	- 
PC 	 oc i  

W, 
CAC 

4.¿ I 	19 a 
uz*, a 	 z ez 	k W 
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t 10Z: iZ Oie 
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de esta manera, ea posible deducir el sillte„la de ecuaciones di-- 

ferenciales parcialoa equ libri.o para los cascarones imicaos no.  

rebajados. 	Sustituyendo las eca 68 en las ese G6, se deduce. 

t f  

(1 -90)0<k 	12 	80 	coc a  + 
k2 	 3.9 

t 3 	 tS  
+1G-E(M+D)--8-(5 R(M-P))j- 

[

t 	 t 	• 	Y! 1 } 
(TO 	4 	1156 k 014-01) 

t5  
-2-.11,(t+ a 

) -
k1. 4.  

y análo, 	e, 
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CAPITUI0 IV 

TEORIA GEn:MAL DE LA DEFOW1CION DE CASCARONES ELAST1COS GRUE-

SOS IMSARRO1LADA KED1ANTE EL EMPLEO DE FUNCIONES ESPECIALES 

4.0 Generalidades 

Tal vez el trabajo más in erelmnte :obre teoría de casca- 

rones en los últimos cinco afiol, es el que ha desarrollado P. 

Cicala y que ha sido ampliamente divulgado (4G' 41, 50, 60, 61).  

Esto es cierto al menos en lo que se refiere a la considera-

ción del cascarón como un cuerpo tridimensional y sujeto a car 

gas estáticas que no inducen inestabilidad. 

La idea fundamental del trabajo de Cicala es la de haber 

introducido las funciones de Legendre para expresar a manera 

de un desarrollo en serie todas las variables de la teoría de 

cascarones. Esta formulación conduce a un conjunto infinito 

de sistemas de ecuaciones diferenciales en el caso más general. 

En los casos mas usuales en la teoría de cascarones, el desa- 

rrollo en serie es convergente y basta considerar un número fi 

nito de términos. 

En sus publicaciones mas reci.entes(41 61) , Cicala ha mo-

dificado la forma de solución original que resultaba sumamente 

complicada cuando se pretendía aplicarla. Actualmente, Cicala 

ha tratado de considerar un grupo de soluciones aisladas que 

poseen ciertas características en cuanto al orden de las magni 

tudes principales y sus derivadas. 

4.1 Resumen de la teoría de 	Cicala 

88 

Para introducir otra ro!Abilidad en cuanto a 1al de narro- 



89 

liadas de Cicala y para ubicar los resultados que mab adelante 

se presentan, es necesario resumir en la notación utilizada en 

este trabajo, la teoría de Cicala. 

a) Los desplazamientos en el cuerpo tridimensional, se 

expresan en la forma 

/5.3) 
ab a?  = 	az) »,/(1) 

(4.1) 
04 

)13 .2 	)1(9/ /51  

J.47 

en que 	 Ilson funciones únicamente de las variables 

)11  Y /4?2  de la superficie. P. On es el polinomio de Legen 

dre de orden 	en la variable adimensional. 

b) Los esfuerzos se 

Z1  CIP2 
	== 2: 

Clp F33 

Ce/  1/2  

CZ 

C; C2 1/:7 

ez (;.3 

c, C2 C--;; 

e/  1;3 

desarrollan en la forma 

(4u 

en que t es el peralte, del catscrli)11, buluro con:Aante. 

c) 	e('uac On 	ta,a pouil 	,1c) tr-fill:Ite el em 

9on: 



ju')  / i J2/'r 71 	1:5»/j*- 	1 	JAtzi 7z 4. 

	

71. 6411./ j.  2 71. 13 (r),  2 . ‘5.2¿/. 	.61 1 /40i 71  111' 

amoh...1 

S3/1 
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(4.3) 

3/4/ L SZ..y 2 7L 	S./31 — S://  -^" 462  kr,Zi 	€1531 

para j 	1,2, — - n 

En ebta5 ecuaciones, se ha introducido la notación 

( 4 4 ) 

y las cantidades F11 '2 j' F3i representan las coeficientes 

del desarrollo en serie de las acciones externas. La cantidad 

k
3 

introducida en estas ecuaciones es la curvatura en la super 

ficie como se indica en el apéndice Al, solamente que Cicala 

introduce implícitamente la condición 

¿/2 zeZ/ '3 

que es válida unicamente en un cierto tipo de cascarones. 

Tomando en cuenta que las deformaciones el, e2, ¿D, pue- 

den expresarse en función de los desarrollos en serie corres- 

pondientes a los desplazamientos, en la forma 

.?,? 	 2,/}91 	 (4.5) 

‘ár; Ce 
J-2/ 

en que cono se deduce de la tf-urfa de la deformación, (ver a- 

péndíce A5) 

(4.6) 
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472 e21 	 0-) y expresiones análocas para 

I¿ 2 W para cada) se hace la sustitución de ellos en el sis- 

en t&minos 

coeficients d 	sis.. 	(e 

ta ta con inv:2rtir la matriz de 

eua c 	oltenilo con el modelo 

De la ley de Hooke es poldble deducir mediante integración, 

la relación existente entre los coeficientes de los desarrollos 

en serie para los esfuerzos y para los desplazamientos. Cica 

la multiplica por C C72  )5. 	las relaciones de la ley de 

Hooke e integra, con lo cual toma en cuenta el cambio de magni 

tud de las superficies paralelas a la superficie media. 

Finalmente Cicala estaLlece que la solución del problema 

conduce a resolver un sistema de 9 ecuaciones por cada término 

del desarrollo en serie de polinomios de Lecendre. La solución 

por este método es naturalmente muy compleja. Sin embargo exis 

te un camino que puede simplificar considerablemente la forma 

de solución, para que esto sea posible es necesario definir los 

desplazamientos en forma algo distinta a corno se especificaron 

en el grupo de ecuaciones 1. Si establecida la relación (me-

diante la ley de :looke), entre los coeficientes S y los4(.10  

tema de tres ecuaciones de equilitirio 3, entonces se tiene un 

sistema de gres ecuaciones por cada Urmino del denarrollo. La 

convenir-ncia funiamental radica en qur dicho sistema de ecua-

ciones puede resolvere mediante diferencias finitas o con un 

modelo Mico. 	cond '4(=nr, de frontera se elipccifican 

o mediante: diferencia: finitas para rt: olver completamente el 

Cuando 	rondlei gi n , n de frontfira ucn mixtas el 

:i.stera de ecuacios 	 Lre veces , una de laz 

nnti:rior lol coeficientes 
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de los desarrollos el serie para» 

El método más reciente que ha propuesto Cicala para la so 

lución del problema, es de interés puramente matemático; con-

siste en suponer que las derivadas de las cantidades que figu-

ran como coeficientes en los desarrollos en serie poseen cuali 

dades que pueden egresarse en t6rminos de un parámetro S que 

multiplica al espesor t y se analiza su comportamiento cuando 

Pro. Desde el punto de vista de aplicación esto es útil so-

lamente en casos aislados ya que no todas las variables parti-

cipantes pueden conservar un orden determinado de magnitud a 

través de la derivación. Así el análisis quedaría restringido 

a ciertos problemas de perturbaciones en tubos cilíndricos o en 

cascarones esféricos pero con la ventaja de que se habría fija 

do el orden de precisión de las aproximaciones usuales. El 

plant€amiento anterior posee un inconveniente adicional selyln 

se desprende de la referencia 61. El inconvniente radica en 

que así pueden tratarse solamente aquellos Froblemas en los que 

las condiciones de frJutura sean etática, es decir cuando se 

precriben las fwrzas, rorqu( ].os proUltul-w , ixto3 son de mu-

cha mayor cowlejidnl. La 4  leccie3n de Jicdla en cuanto a las 

func1)11.- s que van zi rure: 	 (rtdo irtenlo de e:,fuerzos 

rc¿O: 41.( 	crr' ida. 

4,2 	jo;.1.,,li-..ra-cit5 -: 	 a 	i 	r., (n.i 	. k) - te) ' 	.1.1 •,,t-,L 	)1 i 	-„i (Y.. '. e 

iz.) 	 - ,ie 	.,e i-r 	-,1:...i 	1._..... -.3 IT.J : 	r 1_:' 	„, 0 ._ ,...; o i 6 ri que pul..  

de 	r 	Y.11._,;:r adccu.RJ 	.1() 	r "a 
	,s 
	 í.o:.,  	Lf, c:, 	tie:1 .3 la 1--.)ro 

T'al 1:1 	ler 11,1 colii w 4 co-,,, 	Lo 	:. ifi. ric -.11- 7 	ortoroh3is. 



corresponde a 1:2 formula p 

   

9 3 

lem.o 	 1.; eros 
- 1 con- 

 

    

Jición e orto-onilij3d 
	

(pu, 	po.no- 

ricz 	o/21,i. 2 y 'Lvor 1.10 2, vüri 	introiut-dr rellt3nte::, de 

ln 	vci t.a jn e rue r.1. preAcru ¡AcJle convertir 

Lr= c`r". U110 
• • • 

} rio que 1n1 	 sc refieren a la 

::trfic 	y ie 	i_on 13s If ile 	 tlerw r, y/o 	- . Cuando 13 ••• 

-t.u12, 	ve a 1. s pro 

t.,5 por Jie,.11". , 1. , 	 11.orl de 	aza,Aeritoilz , 	vir 

ti 	 (k fc,r• , cio.ir 	cuz. Ji 	con 11 cio 

;If 3 de ce 	 r.e•iiante 	,y de 	 ad lin-::1, 

de equiliLrj o :LIJAni:77,tran el sivtera de ecuacio 

nes roí- 	 tener lo:-  coeri eic:Aes i i. desarrollo en se- 

ri e 	 :11 13 	 cle 	r1J:Aicidad(20, 

_ e te es 

	

	 la solto.:1a problenat:. 

U ) 1 	caino( 	 In C'' picar una func.: 6: que eum 

co 	13s co:d 1 c i orles de equiflirio de manera que la solu- 

1,1' 	;" Ge 	F' `1( C1 <.i 1(O 	fuue' 6n C funciones que 

b„ati fz:,.cen el equili ri o cuy 	 trn laB condi ci otle2 de com 

ci :In riatr i cií I de pi ol_ lemn1:: #7:n ,:.t.ructuras por el rYtodo de las 

ri ,-i riece 	y ( n t(:oría de ca.:';cr:)n‹,1: el 1 fndrico:3 a la:: - cuacio 

nes de ' lflr..e('-5) 	n hn de Tír„0:: „il 0(17). 	, , , .4_ ne ll 	ulan-,, 

,.c í_; , , -Lo tiene su :_1,..1] l', n 	1 el:1-tlo ma ricial Je estrletu- 

melj an Le la : t"rii, 3 	r] ( xi1.1 - 1.(-1 des, NiuntrzIL clie en la 

teorSa 1( 	el, 	d lo ti , 	 o en la funciU de Aíry(1 5 20) 

E] 	tra ta!'dent mi 7t,o 41Je,21 r pru 	!itído i,or las ecuaciones de 

13 1 '01. 1.¿J 	(--.1Yearwiul-i y per el teore- 



ma de ReisL-:ner(47) fm la teoría de la elasticidad. Esta dua- 

lidad de tratamientos, 	sido observada previamente por varios 

222 ,61 3,39 , 5 1) autores 	 y muy profusamente analizada y aplica-. 

2 (22) da por ArEyrls 	. Awir Le propone un tratamiento que conser 

va las propiedades del seEllndo la todo de la teoría clásica de 

la elasticidad. Dado que la propiedad de ortof:onalidad de los 

polinomios de Leendre se traduce en que se van a agregar (pa-

ra J2) canti'la!:13 que habrán de estar en equilibrio en la 

superficie mr.lia, ce proponen los 13i llitfites desarrollos para 

los esfuerzos tomandb en cuenta las definiciones de fuerzas y 

momentos dí.l apéndice A4. Los deLurrollos son: 
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C) 	 641/ 	 ir/ P¿ (19 
t 4 2 

C? F22 	72° 71- 	riz P‘ (0 3.2 

( 4 .7 ) 

(4A) 

h c, V72 	77  2 64/f 71, 	ri 	aj 	(4.9) 
(,77 

c¿ 	7,/ 
4 

412/,s-  i• 	(St: 2/ /9‘ .  (r) 

en que l 	t ridno:-; 	rr rayados ;leal e5t..11: 	 equiva I entes 

L cer, 	1 cuanto ti 	resltautl:3 n la wiperficie media. En 

cuacionL anteri 	se obl<(trva que lo -) detarrollos son 

dicdintch de ici:) rph: 	preltado icala. Los delarrollos que 

corrc 6 1!. ri 	lo 	ierzo . ¿
13 , 	;3 y 	serán de- 

duciJ 	diante 
	

1 <0 
	

cuacionel 	()qui. lit ri o en 

e t 
	

1.7f r 
	

Ii í-- 17". A4 ) . 	Lit. 	cuaci unes de 

2 1 11 .I  .0 	tj 
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JI.JAJ3CN A 

Pcf2 (c./ J11) , 7h  ii4c/(i) czy) 2 0(2,/ ('( vi2) 

042 (c  c2)(Áp2) =-- -(45060<tcji  3 - 
I.CUACKIN P 

[00 C P21 / 7L* Áa(let lirti/  2 -- 2' ( c, PI) f 

CO(4172) 	F:32  C? 0.0 0(e j — o?, ci<Z 113Z  
Rz 

CU Alj ION C  

h ce, «"// 	e zU72 
,ez 

 

fri SV) 2  — (4 13)) 13  

 

Estas ecuaciones son distintas a las de Cicala, únicamente en 

que toman en cuenta que el volumen a una distancia z de la su-

perficie media es h veces el de superficie media y en cuanto a 

otros detalles como la interpretación de 4112 4/21. 

El procedimiento para despejar a las cantidades que con- 

tienen a n3, r23 y 	consiste en integrar la ecuación 

diferencial (A) para F-31 y la ecuación (13)  para 	 Cono 

cidas estas cantidades, se puede --Tejar 7433 de la ecuación 

(c). 

rara la ecuación (A), el segundo miembro se puede poner 

4 3/ 3 C; IL 2 (11? g//) J10( o< / z 	(411) .  

y entoncerJ se puede ver que la ecuaci6n diferencial a resolver 

es 	

/ (1:3•1  
é 	 .49/ ei 	cm/ L 

2}1 
que es de 	Forma 

(4.12) 
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cuya solución e2 e 3 

 

6 

   

     

con 
./4(0déli 

La ecuación h puede pontxre en una forma análoza a la de la e-

cuación 4.12. La ecuación C es más sencilla de integrar una 

vez que se han integrado las ecuaciones A y B. Las soluciones 

de las ecuaciones diferenciales pueden simplificarse mediante 

el empleo de la fórmula de Rodri,t:rmes de los polinomios de Len-

fr,endre como se consic,na en el ap&Idice A3, y mediante la intro 

ducción de las cantidades 

~FM. '2/  S9/ 	1/2 S'i2/. 	z,Z7 o(Yi 7  
(>< / 

4 .2  7.74 i ttr 2 Si 2/ /  
(4.13) 

Las soluciones de las ecuaciones diferenciales quedan entonces, 

Q3/  c 	

4 	7.  / / 
i' 	

[...1 	
/ d 	‘ t-?/) >#2  / ) s  

732 "41  -.- 
... 	) /_d_.1:::...  

2 	42 	e 	
a 1  t*/ iQ'r-I ,z: //i  díjoi.? -( 44f•-i,/ 

y la solución para fr 33 que et,,-  una inte¿rración ordinaria, se 

obtiene a partir del grupo de ecuación 14.14 y mediante la ex-

preción de ton polínornio:J de LeTeldre. 

Tomando en cuenta la forma 	 .a °rc l los, en :Jeriü, 

puede deducirse de la Icuac, ón 



illárse1r 

/' 
J33 

411.0.1. 

t.14.513  

STi‹? ?") 	/ <0 2  
2'e ,/ a/r t "/ 	? 

7‘z ‹42 

E N.2 

2_1 
7 r dt.2  4/¿-.3 7 1-‘0 2 
2 	2Á  

é 

/ 	/7/  9141'1 ( 

„/(.1  

?", zi-.0.( 1-1/ ( 4 1  

2é 
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15) 

De esta ecuaci6n se puede ver que la suma se extiende des 

de O para ciertos término y desde 2 para los otros. En elytab 

condicione, se pueden separar los do:s priwerols término:3 de la 

suma, liaci%dolo aat y tornando en cuenta la forraa dc,. 1.os dos 
primero tIrminoz de lab ecuacionez. 4.7 

y 4.d zse puede deducir, 

(;67) 331 ira í 7, 

y tanibiiln, 

(4.16) 

y / 

el fact()r en la ecoaciÓn 	 1 i 	i euración 

111 primer 1.- érrilno cíe lj 11 y 

)11°. El fct)r en el 1)rimr 	"4 ., 0.'1 1 a t.' C G; -i e í 6r1 4,17 

la 	iA1 t C, al ,-
! 

la l'ormri quí•,  el 15egu1Jdo trwino d(-I. 4t xrr:4:1(.51 vtra 	.11 
Li 7 

) 1 tanto que ( 

_ , nod de /3 eculiciÓn 	 - it 

, 17 van a 	:;,.lit»..:-...;faci7: 	 ui. 

rae, del ca:.ichr&u, 
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111tima ecuación del grupo dio.  ecuac icn 14 ( ver a ,..nclice A4). 

Se tiene entonces, 

 

  

•••1•1•140 
yd) 	 -7L  2 

= 	2 

( 4 . 1 ) 

de donde se deduce 

quedando entonces, 

c.  .... 525 

/ - ---- 

ez  . ... 	f 	7i. 
2 	 .Z2 , 

( 	. 1 9 ) 

33 
(0) 

1.1.•••• 
1  e 

.e/ 72, 

  

2 
(4.20) 

        

VO .33 

       

  

k 	ir¿/ 	£-/ Z2/  

  

  

3erfa convenDeute tener una idea :1-;fica acerca d' la forma quc. 

adquieren los t&mínol; 1 I de;-sarrol u en Gerie para los esfuer 

Ln cuanto a 1.o a  t(Irminon quw forwan 1 Use desarrollos en se 

rie de lo :5 esfuerzos \,/ U . sl á. la fTáfica A3.2 

del ap&idice A3 sumini:3tra 	ide. Para i 	el3fwxy,02 trann 

verriaft () I) 	1° 	< 	iliCi 	t lob 	,-,rupc.)! de e cua 

ír.,:tnr. 	.1 4 4.1J, 	!1. 

.21) 

(a) 32 

en lar tC 	para 



00)3/ 
411,1(z z)2 

) 

2 	1  
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y sustituyendo el valor de}j),/de la cuación (4.13), se deduce 

ríj)  3/ 44/  á 	i)te, 	21 

c:& AbJ f ‘Af, 	750 2 / ) 
0,¿/0(2, 	 • 212  -/:) 2 	ty -7 

factorizando -- y tomando en cuenta la ecuación de equilibrio 

A4.20 del apéndice A4, se puede escribir, 

jo 3/
zt (C;) 2 
	

(t+ .22 ) 

y en forma análoga 

32 	3  
PIL (Cz.)2 

De estas ecuaciones se de4rende que lan canticiadesi\lit:1  

Y introducidas en las °C.. 4.13 para constituyen 

fuerza; cortantes que 	encuentran en equilibrio. 

Los resultado -  gx1( ze han deducido en los grupos de ecua-

clanes 21. y 22 son conri tentes como se deduce de la forma de 

las expresiones (7) y 8). i= i Urrnino de orden i. O reprenen. 

ta las fu rzar, en la superficie y corresponde al estado de mem 

tirana de manera 	 02-fw:rzob cortants ni las oara norma 

les a la superficie media son nuD:s, en tanto que no lo :ion los 

esfuerzos normales J 33 como 1 or iní lea. la pr:'i mera cuación 

del grupo dt couacionea420, Ahorca conA(Urse el término i 1; 

este término incluye solamente :los !nom nto2 flxíonantes y como 

dedue de la ecuaci3n 4.17 no a;,oruí nada al e,fuk-rzo normal 



xactamente lo  que, ocurre 

la hipótesis de sección 

t6rminos del desarrollo 

en la teoría de vigas de acucrdo con 

plana que implican loo dos primeros 

en serie de 1911 y p2. 
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tanto que origina los esruerzos cortantes\J 31 y V 32 

Como be ve esto es e- 

133, en 

indicados en el grupo de ecuaciones/22. 

Para i = 2, se puede deducir en forma análoga, 

fstps.,9 ( 1 	44  
-*/ 

(4.23) 

32 = i# 

y para i =3, 
°971--  (412/2 2/ 

1 	/e 

He distriblyen 

1 

con base en esto resultados pueden deducirse lo valores co-

rrespondientes a 033, y 4533. Como se indic6 antes, los 

tórminos subrayados son esfuerzo:} lue 3e equilibran en todo 

el espesor del cusclrón. Su influenc a upare 
 ce únicamente 

en las deformaciones ilue corresponlen i las superficies pa-

ralelaa a la medía. Elftaus deformaciones 

tratis del espesor, en ala forma similar + LA di Lribuc() 

de esfuerzos. 



( 4 .25) (C7 )i ) 	G" 

(c, 4 1/"Krí vW ~Me 

• 1~1.1.0.1, 

4.3 DEDUCCION DE LAS ECUACIONES DE UNA TEORIA DE 

CASCARONES CON POLINOMIOS DE LEGENDRE 

Como se discUte en el inciso 4.4 existen otros caminos 

posibles para la solución del problema de la teoría de cas- 

carones con los cuales pueden emplearse polinomios de Legen- 

dre. En lo que sigue, se analiza una posibiliiad que con- 

siste en el empleo del principio variacional de la energía 

complementaria máxima y el teorema de Gelfaud y Fomin(69)  

(ver apéndice A3). Del principio de la energía complementa- 

ria máxima se sabe(65) que cuando la energía complementaria 

adqaiere un valor máximo(` 7) se satisfacen las condiciones 

de compatibilidad; en tanto que del teorema de Gelfaud y Fo- 

min, se puede determinar el valor estacionario de un funcio- 

nal sujeto a ciertas condiciones dadas en la forma de otro 

funcional. Esto último es similar al empleo de multiplica- 

dores de Lagrange(2) en problemas en que 1.8.3 condiciones 

adyacentes son discretas. 

La energía complementaria, para los esfuerzos paralelos 

a la superficie media puede escribirse 

lo 
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;11 hacer mAximo este funcional quedarían satisfechas las 

condiciones de compatibilHad en la superficie. Además cono-

cidos los valores le los esfuerzos que fic,uran en ese funcio- 

nal, pueden conocerse los esfuerzos 
/13 ' T423 Y Q-b33 

así cuando se e uno c en 

las ecuacioní,s de equi.libr  

Q-71:›  y 57:)1  quedan satisfechas 

o en el elemento infinitamente pe 

tuero. ignora los coeficientes de los desarrollos en serie, 

satisfacen las condiciones del equilibrio jeneral, en virtud 

de que introducen resultantes de fuerza y momento que son nu-

las. Esto es así debido u la propiedad de ortogonal idad de 

los polinomios de Legendre y se cumple excepto para Los dos 

primeros términos del desarrollo en serie. 

De lo anterior se infiere que 	cumplen las condiciones 

de compatibililad en la superficie y Las de equilibrio en el 

elemento in':iniLamente peTleho. Es necesirio entonces ,saran 

tizar el equ ilibrio lt,eneral 	Lo:; eleme,ntos mecánicos o sea 

de los primeros coefh,'ient-s sic i Ileirrollo en serie le los 

HsIs'ierzos. 	v,sto se con:liK e, al introlucir las eciciorws de 

equilibr o como conlicton 	'adyacentes
(69) 

para el funcional 

r." (lo 1C j 



¡1 	4 	/ 

/ /C/ 4 r 	 /)t-  71. (c241;,) 2/ I 	4/ 12  ' I 	.b 

iL  :17 141( 	 170 cv<2 	04 c<2 

‘11,/ 	— 4Z i'll/Z) cel'/ o¿z 

(06412  _/ 
0(/ dz 

o(z 

/-  42/IQ,/  

z 

d12, AA L'/Z 4 171  
/ 

26) 

1 0 3 

Los factores de 4? 4/9, W 1  son las ecuaciones de 

equilibrio en la supPrricie, ~acidas después de despejar 

de las ecuaciones A4.19 y A4.20, las cantidades 	y 	• ) 

para sustítuirlAs en L313 ecuaciones A' .1b, A4.17 y A4.11L 

En lag ecuaciones de equjlibrio no aparecen los térmi- 



G7t 

104 

nos de carga para cumplir con la condición del teorema de 

Gelfaud y Fomin. Estas cargas son introducilds como condi-

ción de frontera en un paso posterior. La carga normal es 

Por simplicidad 13(1 supone en seguida, que las ecuaciones 7, 

8, 9 y 10, pueden escribirse en la forma 

/ r— 
OC, V// 

4/2 	6/,12  

es decir 3e supone que cuatro términos lel del.iar olo en Ge-

rie l  son uuficientes 1ur.1 (H!xpresa. la cantllad deseada. En 

cuanto a la cantilad 1/h 	tsura en la primera intetsral 

de V* (ee 	), ,3t-1 puede expresdr auoximadariebte como: 

(/4 

y en té t ir i.tios e normandos 	 f3scribe, 

( ,ií 	,d) ) 



105 

Z1.  la ecuación 4.29 es válida aún para valores de ----A4).6, 
/2? 

una aproximación más burda, resulta de escribir, 

ti  
11' 

2 / 
(4.31) 

Aquí?se usará esta última aproximación, que parece suficien- 

te para ilustrar los resultados. 

El siguiente paso, consiste en introducir la primera 

variación de las cantiiades que figuran en las ecuaciones 

28 y verificar la integración con respecto a 	como que- 

da indicado en la ecuación 26. Para este fin, es necesario 

establecer un resultado, auxiliar. Considerando el valor 

de 1/b de la ecuación 31, se puede ver que es necesario 

calcular 

Pn2(,)/72(,) k ari• 

Mediante integración por partes, se puede ver que 

437  (O d:t  

y se calicelan ambos LkSrminjs, en el caso en que ín a /7 

en tanto que para /77//2  se tiene 

fi7 = 0 I2 i 	Ñ = 0 

iil --/ 	n z* 2 	g = Oo 

/n= / 	/7=3 	4z o 
in i,. 9 	 2 	4 ein 4 (lx.• 

 

 

(4.33) 



c<7  

~FI 

2 

—2-a  /VI 74  

1 O 6 

Y 
O' itt• 

Con estos resultados se puede calcular crY 	. Así 

introduciendo la variación de los coeficientes del desarrollo 

en serie de los esfuerzos, es posible, agrupar el resultado 

de 	
v  if 	

en la forma, 

z 	W /14/!-- 74/3 
z 4ci4 	¿L 

30 E /?-// ̂  2 L;./2.7 

14/:(7-- 42_ /2/ 	itzw /71 

ih 	//:5' ffi 2  
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Af  r/S/ - 	44 fr  / 

42 

2 47) 0<? 	/ 2 	<7<t 	2  

74  /34 f/1/4.1 	41tr 

di'frf 
70 E 

-2) r
4) 43( 2

7 
 ) 

2). Ab! Al  
2 	r2; 

251  

4.2)/ 	 fhi/ S 
3 	te 2/4f slo  2 7.1 

71,  

Lf
/ 5"(t) 2 — 	go,i) 

r 	( 2. f r 	.2) 
.ser 2 )z.i é'.  Z7  I /VI 	»bil  

) 	 2/if r 
L6-70- 	" 	,414 ///' 	2' 42/'I Nf(5)/2  

3 z1 / 4/1 
[4 2/ ( 	fr i) ,i 7 	1112/ 1  a 	J (3) 2/) 

3 rry 	 1.2h1 
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¡S( /2 ( " 
2 	j  ) 

(9/21 7¿ 	 /2 10  
740 

Órs(3)  2/ (1 fs:57.3) 7/ 

/ 
3 Ali? r.S4(z) ,))) zri ?O 	4-- 

(4.34) 

Por simplicidad, la ecuación 34, se escribe ahora en la forma: 

J'IV ((O cr/V2  (á 2) 7C  44 (J/ .7¿ S», (74 ZI) 

74 6 r 	 It  r11  1 a (6a) TY2/ 1./ázi) .7¿ 

rs"(2)/  &,) f (fS(rJz (ca) 74 	) a c,=) .7` rs."(z)v (c599 (4,35) 

fiC(3» (09 J.S1 7 (49 74  1:5(9 (4'ilz) fu .C9 2/(14/7 =. O 

en la que el significado le las cantidades en paréntesis, se 
deduce de la ecuación 34. Del significado de las cantidades 

di al j 	/ 41/2 	y agy , se deducen expresiones para las de- 

formaciones 	4 el  ea  Y 	que deben satisfacerse 
/ 

para cualquier superficie paralela a la media. Así se dedu- 

ce entonces que, 

dl; 	 ,  
,E¿ 	2 	30 TZ 	j/  

(4.36) 

e? wi 
Af.9r  

z, 

P q 21z, 
(-17 iv/v2/4/7  7‘  37 
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En la forma anclo 'a, de las expresiones de las cantida- 

des /1 212 	ha 	y ¿7/ , al suponer que las variaciones 
/ 

pueden ser arbitrarias, se deducen las ecuaciones que expre- 

san a los cambios de curvatura. Estas expresiones son: 

2 	Gj 3b 7k 	2 Z  J 

51 h 

I k 1 r D Á 4 7 
/2 	

L'il  ljbp  
Li t/217L  .9; 7rj L. /1  -- F.  J 71  S.,6  L 	2  

f` h. 
Ahora tomando en cuenta la arbitrariedad de 13s variaciones, 

se puede deducir, 

r 

f(3),/ 	447 
76  " ( 4  .38) 

m rAfi 7- is . S.(3)/ 77 L 

(54.(2) 12 	2 	)1- /5. 1-  
Z'kr63,)/2I é /11 

7 	2 //,( r 7  Jr .- 
L r. 	

fsibb) 7/ 
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/0 

 

cr( 	4, S70 /2 

cr3) 2/ 	é M sy2,) 2/ 

( 4 .39) 

La solución de cualquier problema de equilit)rio en la 

presente teoría de cascarones, se puede conseguir de la si- 

guiente manera; las incógnitas son N 	N 	N- N 1' 	2' 	1 2, 	1, 	M1' 

M2, M. M , y M21' e decir 8, pero pueden reducirse a 6, ya 

que N12  y 	asi corno M12  y Mg.
1 
 son dependi entes si se acep 

tu que el tensor esfuerzo es simbtrico. La dependencia de 

estas cantHades queda establecida f:n términos de ala Geome-

tria de la superficie, de manera que se puede establecer la 

relación entre N 1 	Y N... 	.,t135 romo la rel:ic ón en t re M 
	

y 

Ueducido illmero le in:(Snitas 	las deforma °nes 

e2 e .) 	/2 	Jef " 	dez / pnaden 	alirse 

en el t ropo de ecuacione:, de equilibrlo del elemento inlini- 

tamente 	 median'un el 
	

lu ley de nooKe. 

pueden 
	el5p 	arse la s ileOnita13. 	lo 	doF, j31., i111 I'C 

nos 	i(41 lesirr,) lo en !.-;ri(-1 	-) 1_ 	ts 1(: rzw 	rina vf 

no(.: :z le N 	" 
1 1  " 1. N. 	y M 

0: JP)1. I1 JiLio ►P 
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decir 	J72» 	• ,S79 fi . Con este fin, del Grupo de ecua- 

ciones 39, se despejan 	
• 	

rol)2/ , para sustituirlos en 

las ecuacions 38 pudióndose deducir entonces los valores de 

r(7» • • .  • 	Z/ 	Conocidas estas magnitudes, es posible 

calcular 471h,...,. ,...,,r) 2y y en ton todas las cantidades 

determinadas hasta aqul se deducen los coeficientes de los es-

fuerzos 
071.3' 31  U-331  

En el diagrama 6.1, se muestra la secuencia de los tiesa 

rroilos ie este capitulo así como el camino que permite la so-

lución del problema de la teoría de cascarones. 

En la solución presentada, no se cumplen las condiciones 

de compatibilidad en los planes normales u la superficie me-

dia, pero se cumplen las condiciones de compatibilidad en la 

superficie media y el equilibrío ueneral en esa superficie. 

Ade-Ils, como inlica 1:4 formulación del diagrama b.1 se cumple 

con Las condiciones de equilibrio en el elemento infinitamen 

te pequeño situado a la ,listancia ¿ de la superficie media. 
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5. 1.•Y 	 ¿')O'iaE LA WLUC,1 	:!.Aft7fIATiCA Y NUP,;ilL;i1i1t.i. 	1U.,TE.MA DE 

UJIJACIONI 	DIFKV,IALE PAhCiALL3 NJ-1LNLALY1 i  

5.0 Alcance 

En el preGente capttulo ne prüentan ciertas considerado 

nes de índole analítica, quc,  tienen por objeto indicar varios 

caminos para la solución de lot; i. ternas de ecuaciones d iferen 

ciales qu( se han del..arrollado en este trabajo. Para la ilus-

tración del. procedimiento se escoge el sistema de t,cuaciones 

diferencialPs parcial es no lineales deducido onl el cap. 2. La 

extensa ón al cisterna de ecuaciones deducido en el cap. 	no 

es complicada. 

5.1 Procedimlentw analitico;, vara la solución de las ecuacio 

nes diferenciales 

iencialmente se presenta aquí un 'xocediminto que es U-

na aplicación del método renerai ci)nocido como método de Per-

turbación ( ver ref. 70, p. 1001 a 1038). 

La M5enica ha sido usada en particular para el análisis 

de 	placa: :1 por Chi en 	por Nau y Clioloy, riidiante el Impleo de 

la ecuacione,5 de 'FA. Karmlt1 y nt,v3 dearrollo 	 ?nta 

MamAii 1(1(71)  en Corra reGumia junto 4Jon una varinte a dicho3 

Considéreu 	e 1. 1.:istema L. 	 pL1-› 

de rolic,rentar?„st. mi-Ajan/e (i) 1' 	en 1:! -rma: 

4til/ 
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"04 en que y es el operador bilapLaciano en coordenadas curvilí- 

neos, ;1 es el operador diferencial designado antes (ver cap. 

2) como de interacción y que contiene a las curvaturas k 

//2 	/1/ 5  w) y Á /w) son operadores no lineales forma 

; Y ;7 

perficie media del cascarón. 

Para la solución del sistema de ecuaciones diferenciales 
4 X parciales no lineales, se introduce un parámetro 	que pue- 

de ser el desplazamiento W en un punto cualquiera sobre el cas 

carón (en general será conveniente elegir j igual al despla- 

zamiento M/ máximo). Entonces la solución puede escribirse en 

la forma de los siguientes desarrollos en serie 

/7 

dos con las variables es la carga normal a la su- 

5.2 

ademán, puede escritirse la carga 

análoga, es decir 

en una forma completamente 

y 5.3 

Sin embarco, dado que; 	pareflmetro A no (‘s conocido prcvi=en- 

te, es difícil conocer lnc, cantidad8 j; que definen a ;2 Y 

entonces es conveniente tomar unicamente el primer término del 

Idearrollo 5,3, para definir a 	, que se conoce con exactitud 

:lacicndo 

  

;t h/ 	frN 	) 

 

E 	ja forma 
un rue 2, 	un,i I rif: 'ud 
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„4 
en que v es el operador bilapinciano en coordenadas curvilí- 

neos, 	es el operador diferencial designado antes (ver cap. 

2) como de interaccón y que contiene a las curvaturas )  p¿.! 

/1/61 W)/ /4T i110 son operadores no lineales forma 
dos con las variables

.1  	
y 79 es la carga normal a 14 su- 

perficie media del cascarón. 

Para la solución del sistema de ecuaciones diferenciales 

parciales no lineales, se introduce un parámetro 4 )1  que pue- 

de ser el desplazamiento kl/ en un punto cualquiera sobre el cas 

carón (en general será conveniente elegir A  igual al despla- 

zamiento M/ máximo). Entonces la solución puede escribirse en 

la forma de los siguientes desarrollos en serie 

J•It/ 	 5.2 

541  ( 	) 
además, puede escrítirse la carga 	en una forma completamente 

análoga, es decir 

5.3 

Sin embargo, dado rl1: (1 pan1m. tro A no es conocido prcvi=en- 

te, es difícil conocer 	cantidads j; que definen a ;? y 

entonces es conveniente torrar unicamente el primer término del 

de arrollo 5,3, pira d,.finir a 

:Iaciendo 

, que t3e conoce con exactitud 

  

 

vutHc 	 J7;cna 	y 	1 n r rma 
nue 	(r, un .  
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nen en el Ji tema 5.6, como tirmino1.3 	ndiPlites. Con (nstos 

término;- independientes, 1J(73 puedn calcular las funciones 

/ y 	. 	Con esta :3olución y con la solución 110, 	1 ' es po- 

sible determinar los LtIrminos indey adíentes del sistema 5.7 

y asi obtener las funciones
/  

14 y 	El procedimiento a- 

plicado sucesívamente conducirá eventualffienLe a un valor peque 

ho para la nolución /J , en cuyo caso , l'e pueden despreciar 

los tn-minos siguientes. 

Si el punto en que se supone definido 4 es el de coorde- 

nadas ;e/(o ,2(0) entones 	¡osible correp:ir el valor • 

de la solución del sistema de ecuaciones 5.5, en virtud de que 

• 

El procedimiento es; numamenLe ad!cuado en 	caso de pro- 

blemas de diferccia fluitwJ porque entonceG 	sitema de e 

cuacione 	 convieruc ll una mtriz quo una vez 

inv(rtida.perwite e: ocular de inmediato e i valor de Jaz funcio 

1ie`s desconocidas . 

Uec; cto a la convi,T;ri•n,,Jia 	este 	 , 	7o uuerie 

.ti e Obre 	 Uonsidéree 
	

comi urL,uniull,Lo 

un ca::crón 	 d 	 )uo;:, con i a carga pue 

da repre',.- entJrf-7 	tri • dint 	una fawilia 	vd 	corix 	cit 

prent, n (TI la fi. 	5.1 y e 	la ri. !" 	1. 	d 	(t'IV, 	1ln (5- 

1.., 	C`1:0 , 	t1-1 	i ,:.i 	i i ' i 1f 	ra 	n' una 	, L.,.(•(--1.1(11 riZ u, 	F a 	rn 	t.,.Ári ,-"erite 

ílici a 1 	I'llin-("1-- c 	.1, in:,3 	,:i 1:, ;, v 	I 	I in JI 4 	/ 	, 	: ,1 dal :di 

aLl j. 	 ( I 	C 61-1 (2) J:rminus (1( iEis 

-r 	
t 
	

T.1 
	

t 	
, 	 j 
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desarrollos en serie de las ces. 5.2 que tienen j 	"7 Enton 

ces en esta parte de la curva, los términos adicionales son mas 

pequeños que el primero y la convergencia es aatural. Sin em 

bargo, en la rama descendente y en la segunda ascendente, para 

el caso de cascarones de espesor regular y pequeño, la cantidad 

adicional es sumamente grande pudiendo existir, en algunos 

casos, ciertos problemas para la convergencia. Por otro lado, 

fijada la carga, podrían existir hasta tres soluciones distin- 

tas y surge la pregunta en cuanto a que solución se esta obte- 

niendo. Dada la naturaleza del procedimiento, no es difícil 

predecir que el procedimiento converge a la solución mas peque 

fia. La extensión de este procedimiento al problema de inesta 

bilidad, puede lograrse con la consideración de dos estados si 

multáneos de desplazamiento (ver cap. 2) y un solo estado de 

esfuerzos, es decir, una solución única para 0 y dos solucio- 

nes para 

La naturaleza del problema de estabilidad, grandemente 

compleja de por si, no ha permitido soluciones simples, sin em 

bargo los métodos basados en el cálculo de variaciones, pare- 

cen haber superado estas limitaciones. Entre los procedimien- 

tos variacionalea, d( ataca el debido a Ritz(18) en la forma 

presentada por Galerkin(2). Este procedimiento fué utilizado 

por Timoshenko(13-a) en la solución del problema de pandeo de 

cascarones cilíndricos con desplazamientos pequeños. Ccn el 

empleo de la formulación Euicriana, el metodo variacional de 

Ritz 	Timoehenko, permite calcular la carga de pandeo (sobre 

estimada, mediante el empleo de la ecuación 

5.9 
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Con este fin, es necesario suponer unas ciertas funciones 

que cumplan con las condiciones de frontera inherentes a cada 

una de las variables y al problema en cuestión. En el caso del 

sistema de ecuaciones diferenciales del cap. 2, puesto en el 

sistema Euleriano, las varialbes son 

Giste en escoger 

0 y W. El problema con 

ki/ 	C/A 7L C: 2 02 7t C3 03 71 •I • . e 

0 4/4, 71 Cz P2 7‘ 
5.10 

en que las funciones 1 pueden escogerse como conjun- 

tos ortogonales y los coeficientes se determinan de manera que 

se cumplan las condiciones de carca, en el cascarón. 

Respecto a la aplicación de los procedimientos variaciona 

les al cálculo de inestabilidad en cascarones, Mushtasi y Gali- 

mov(73) han hecho una discusión sumamente completa; en la refe 

rencia 73, presentan las distintas consideraciones para la for 

mulación del protlema. 

En la forlaulación Lagranr:lana, la determinación de la car 

ga de inestabilidad, conduce a un problema complejo. 

Quizá con el empleo de los principios enerefticos, el mé- 

todo de perturbación introducidlo al principio de este capítulo, 

sea un arma eficiente. Obtenida la solución para el problema 

no lineal, la determlnlcién de la magnitud del funcional 

su comparación con 1 s valores correspondientes a otras cargas, 

permitirá deteminar con suficinte aproximación el valor de 

la carga para la cual ocurre 1 fenno drJ incLtabilidad. Di- 

`rl 
y .1 	• 

r O 	k 5 ¥_ ( 
t C - -'. 

	 en: 
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1.- Resolver el grupo de 3istemav de ecuaciones d íeren-

ciales parciales para distintol, valores de la carca. 

2.- Calcular el signo de Pa seL7unda variación, corno una 

forma cuadrática, para cada valor elegido de la car-

ga. 

3.- Los resultados anteriorels, permiten trazar una gráfi-

ca. y en ella ubicar .la cría de pandeo. 

Como se ve el procedimiento constituye una prudpa para ca 

da solución (*tenida para P. La presentación anterior sigue 

los lineamientos del criterio de estabilidad de Liapunov(74) y 

aquí el funcional 	de Liapunov es la energía potencial. El 

mtltodo que así resulta es complicado si se toma en cuenta que 

es necesario conocer la solución lineal. 

Este procedimiento adquiere sentido 111,ico, en el problema 

del cascarón cilíndrico que? ;(, ilutra en la 	5.2 que rué 

Laada de la ref. 67 cuyo autor a su vez la t -6 del libro de 

Volmir(75). Esta firtra, pr Le,nta la superposición de las in- 

tert,ecciones de la superll 	de Liapun)v (en 1 ras, 	d..z ¥1 
.‘1 

4:3 y ) con 	plano. para los que 	, la carga aY, 

ci.terna, es contante. je purAe ver Je la figura 5.2 que pa- 

ra cada valor de la carr,a, 	 exdrAc un rru 	en ia ener 

cía potencial, 	mi;Jba tnancra 	 ix15te un mínimo; 

de todw- 	 ( < minlno allüluLo corrnde ta la 

df 	pindeo r( al í L ;reciany I ite 	-Initia 	todas las 

que cut iuel 	:1 valore: 	 (1( la 	 ,Ito 

ilu'tra Pn la 1 arte inlsi 
	

1 
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5.2 	dobre la solucjón 	 Pro;: 	 ópe, C.ti.o 	di- 

dif 	ci 	 ión 	pr( 1. tema de i nezs- 

tabili dad . 

priu ra roma de ..- olución numh-i ea que su conoce para 

el problema de la t eor 	cal_scarom ,  , resulta ser di l'erene tas 

finitas(7°). 	1;11 La a pl i.caci 6t. 	 t(s.cnica al a nál it-sds de 

cascarones; , generalmente es necesario utilizar una red sumamen 

te cerrada para conseguir apro.xiusacione:J. reu'lares /7). Las 

técnicas de relajación empl(adas rara mejorar la solución de 

una malla grande, han sido utilizada en el análfr,ís de corti-

nas de presa y se ha, podido el_tablecer la roma de convcren-

cia. Otra alternativa, antet, de proceder a ta reducción del 

tamano de la rtd, con:si. a 	en el einrifo l e operadores 	pre- 

cios y !.)::sto 	 con:jderdo en (1 	 nunjrico en va 

riat torlhas (79»0) 
	

Una mod:tlicad (r1 el trat:.am( to de proble 

mas med iante di I" 3rencia 	I J. ni 1:as coi Opt rat.10/'€`:::; e mayor prec:,. 

sión, ) sido i.- ropue:', La por T- ittru 	y se uct:tirle aquí por 

cowiderr( de inte 

Jupón:'w,  unta 	 la lu::xt-Jida 1.11 	 ) • .3 y Gen 

4" una v:tri.abl.- • 	 den ni. la en 	punto lt. coord na- 

dar: ( 	) , de la red en a lorma nieahí 	nd ca 	t tred u- 

!ido allora la ino1.,1oíón 
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5.2 3oUr la solución nuriri 	Procedimiento ópd,wo .i di 

difer cia:, finita. 	',:7,onilerJ.Ición lel proUlema de ines 

tabilidad. 

La princra forma de lolución num(',rica que $F conoce para 

el problema le  la teorín de caz3carone, resulta ser dilerenciaz 

finitas °) 	la aplicaci6L le e:Az técnica al análil-ds de 

ca::)caroneu., g~ralmente es necesario utilizar una red surnarnen 

te cerrada para cons(uir aproximaciones rmularusk77) 	Las 

técnica de Tela:ación emph.adas para mejorar la solución de 

una malla grande, han sido utilizada en el análiis de corti-

nas de presa y se ha podido el:tablecer la forma de convergen-

cia. Otra alternativa, ante: J de proceder a la rducción del 

tamano de la r d, con 	te en el emul o le operadores mas'! ¡re- 

cil:os y cto 	sido cons;iderdo en f:1 	 nwni<1-íco en va 

(79,0) forms 	, Una raudal load en el tratmlento de pral:de 

mas mediante diferencia Finitas con operadore:.:, de mayor prec-J. 

("1  sido vroulleta por 	n 	y 	 aq r.í por 

conidert. ;le inter, 

"in p6 nral 	utvl 	:erre la :rul, trida en la 	5..3 y sea 

/..4 

- 

, una variabli cu,"J 1 qui- 	leri niia en y 1 punto 	coordena- 

), de l r red 	e Ina 	 ridi ca. 	1 n ixedu- 
/ 

or la ne, 	(5n 

L'In Id (rn 
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El valor de clZ 	
, 

en el punto ¿,../ , se puede determinar me- 

diante el empleo de la serie de Taylor escribiendo 

(C#I  71  jie fl7,1/5 
// 	 / / 

/3 3 .1 	71/1 L„2 /12  ; 1-.3  )7, 

en que 
m 

 

   

5.13 

?°1‘ 	
5.14 

m 	17, /2iL  

Las cantidades 	son las medidas de la red (fig. 5.3) 

Tseitlin introduce la noción de rango del operador para 

indicar que el error es proporcional a ese rango, asi por ejem 
4 L) ploparaelopc:rador---( i0  L 7.50 entiende que el error es del 

-D,11/4 /61 orden de /2 , que es su rango. Del desarrollo 5.13, ce puede 

escribir, 

de manera que 
4

71  

  

 

5 .16 

en que Despreciando el Lnuino sulrayado y los si- 

guicntes, es posible calcular el valor de /412  , que por despre 

ciar dichos t(rminos es de rango 2 y se ebcrile 

( /2 / 	< . ‘: 	/1  ...." / 5.17 
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1 2 1 

Si se toma en cu(nta la definición de i , se puede ver 

que el operador de /4/2  coincide con el de diferencias fini-

tas ordinario. La cantidad 3z  se escribe, 

/2 	.364 " 'I  • • 
	5.18 

y la cantidad jli , se puede poner, corno en la ec. 16, cuando se 

incluyen derivadas de orden superior, en la forma 

♦ • 5.l9 

despreciando el . .=rmino subrayado y los siguientes, es posible 

calcular el operador de la derivada cuarta de rango 2 y.el ope 

rador de la derivada segunda de rango 4, de las ecs. 118 y 19 

se deduce 

r /¿ 	S/ 71  fr•Z 
5.20 

2 
25‘¿7¿ /333 g/  — (9. 

/)4  
El operador 7111 es análogo al de diferencias ordinarias. 

Desarrollando el valor de 531  e incluyendo los t¿rminos subra 

yudos en las ecs. 18 y 19, se pueden deducir los operadores co 

/4/51  rrespondientec a 	5- y 	ve  , los resultados son: 

7 22 1‘ 7‘ L5.:9/ a/55-Z 71 ` 4/// 
5.2 1.  

Los op(xciclores 	corrpenden a las cirivadas de orden 

impar, se deducen con el en-j-do de las cantilades J/ , S12  

El rango de los operdores 	 :rá par y para los operado 

/ 	//3  res de fy2' 	/1/2 	'4 s) 	(Tic L7 - l'1:1 cantidades crir 



) e 4 
	que e:3 de 

aplicación Je otra:3 

la 

1.1L para el T 

• 

1 2 2 

que: 

(9/ 

5.22 

para lo cual F.,c utiliza un 1,r,)cf:d.in.i.entu análovo 1 descrito 

antes. 111‘;ta 	 han anulizdo lo: oporadorel; sol re la 

linea horlzontal, tratlndo::-e d operadores difernciale parca), 

les, e nececario cenlAder,lr Lambién la direcciM vertical y 

oLros niveles en la djr(J‘..ción horiz( 	Así puede dr-dui -Ge 

por ejew.plo el operador 	 ( 	), en la forma que 

indica la 1' 	5.4 b y para ID) comparaci n zle mue:;tra en la 

fi 	 el operador,  bilapiacilo glb 	 de la aplica.- 

ción de 	 ordinaria. 

• ••• 
••••• 

raniT 	no 

uira. 

u 1 	 -a efl la 

par oc(...: al qukt 	;:..3 i ta tk 

Ij • (79-
.i.(1..:,n 

1m. 5.4 ,Ye ti r rip-rí-...1 

o.) 	en 

'fldor 	 (;) incluye un 

1)0 	1." 
	 acAn 

C (114 	 . (1,0 	 puutu 

)7 „ Lt- k 

11,1 	'1!J, 	 ( 
	 ra 	eonyr-:r 
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gencia en procedimientos iterativos. La otra lona d(-,  compara 

ción Ge refir.re a los rultadw. En cuanto a esto, Tseitlin, 

aplica e¿ta técnica en un calcarán de translación libremente a 

poyada de planta rectanuular, enconLrando para la misma red, 

que el error en el tilo de diferencias usuales llega a ser .1-43, 

en tanto que con diferencias de rango 6, tl error es del orden 

de +- 5. Las magnitud(s que comparó , son lo:› desplazamientos 

y utilizó las ecuaciones de Vlaov(26). La soluLdón, suputsta 

exacta que sirvió de comparación, fuó deducida con el empleo 

del procedimiento de Ritz 	Galiorkin(23). 

Con el empleo de (sta técnica, puede resolverse satisfac-

toriame_nte el problema eutático. Et necesario considerar aho-

ra el problema de inestabilidad elástica. Para la presentación 

siguiente, se supondrá lue exi&,L,  un planteamiento di:icreto 

como puede ser uno de diferenciaz nnita, en cualquiera de sus 

variantes o uno formulado (n 	 de un modelo rn.ico (ver 

cap. 6). 

Nuevamcnte 	 paraixdanenLe 	cri. Lee- 

río de Lla p Inov(T4). 

Con:Jid 	pOU ejerliplo, 	 5

¿Irrt -  Lo que L:orren- 

ponde a un ,y17-,tema 	cine ont:: 	 upel tclo- 

nal (ver 	5.1). 	 4 
	r 
	

hArlse en 

ornla 
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en que 	= matriz de rigideces 

de flexibilidades 

)1115' matriz de interacción entre el estado de flexión 

y membrana 

W= vector desplazamiento; 	vector de la función 

de fuerzas 

1/1/02= 
vector que contiene los términos no lineales de 

cada ecuación 

u)/ 	= 
vector que contiene la suma de los productos inhe 

rentes a cada ecuación 

vector de cargas normales a la superficie. 

Se pretende formular el concepto de inestabilidad como a-

quel estado de carga para el cual existen des estados de defor 

mación de la superficie. Ambos estados se caracterizan en la 

forma 

EDO vector desplazamiento 

vector c:e las funciones 7 

 

 

5.24 

EDO II (símultIneo al 1) 

5 . 25 

en rewral 	, 6 	/ y ce puede hacer 7 . La 

primera de lac, ecs. 5.23, introdw!e la por,ibiliddd de que para 

el fcltado de denplazientes i y  conv5dcrado5 ulndeG en com-

paración con el peralte t y  exicta otro eltado adyacente 

que difi(:re poco dcl ant rior. El ritmo concepto ce azocla a 
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la serunda ecuación 

En 2111-unos protle2ac particulares, puede 13uionerse nulo u 

no dP 103 parl'metros é/  6 6z ; por ejemllo, en el caso de 

un nrtado esencillmynt d riemllrana, en que los ilesplazamien- 

tor 	iniciales 	on re( uc.,os es suficiente con coi iderar la 

pcwición ad)'acenU rn cunnt,0 a 4/, t13ciendo 	o 

Pare n obtenc,r la lwlución dci pro1.1 	e (ma n el ;'taso te :rsn- 
dr:s derpla2amiento 	M/, 	 proceder i. ter 	t.(7, re- 

solvielldo 	ro 1 	 Linral con 	como vector cnrun 

Con p: ta 	 cal.cul - 	vi-2ctor 1. rayado en 

la ec. 5.21. 

u.i(n(r una 21,o-  4 	 vector 	e 1 

1:•,(') 	c 	 W y 	 v 	()y 

2 
re 	1.1;rb 	Y 	 ''.111Ti 	 • 	la 

   

1 

• 

 

1 fl 	j:; 1`" 	e., ntr e 

, 	 vcr t U,r' )I 	1 	cc_ro neicin 
	

pri n- 

• 

o 
	

I e .1 (liti le e- 

I 1.0 
o 

ic)13  

O 

( 	
á,P0›,-_-. ki/,` 27' 2fli/;kt, 	t1/2' 

oo.  

a‘ (o) 

e 
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rl o  1 
1. 
	 5 

rl 

que cG:11:1..il.ye u' ¡.1. :1,1(.a. ie valor (Jz.cterliico. 
	w, 

e e 	.1 c (..)11 	 (.111<: COnt3t,i 
) 

t",uye el vrtior cr,cterf: 	ce. I 1-3c) 	 ,,J 	tY-1,;:i 	, 

   

co,ililce a un vector caracurllAico. 

4_1. 1 a 	a .i- litud 	v:Aor c¿ircterísLico 	er. uno 9  la 

poi ció 	je  (?.1-1Urio 	1r4e;-:1;4. ie., de otra :11:7;',,:ra Cb estable. 

sohición es red. .ate laUoriow,1 y en la 	5.5 e muentra 

x.ni :11 -rn 	1  Fiujo 	e re17,unt 1.L 	opei'ac í Qn 	itujeLidas. ''011 

tr¿.i -14 	
J(ci uc ir la sol 1C.óÍ i un pro bleT-7-La 

1 o 	. 	istc) Le 	 .1nurodu(dendo solamen 

te un lEld ZU14:: 124.1 c.1H6n xt 	 I1t1lieti que 

da 

J() 	14 * 03• 	 C 

   

 

/29 

Í4 

   

    

\u.i10r 	 funeján 

t 	- 5 
	 ¡.1. 4. 	t. 	 ' 	j• 	C.; ' 

	
1Jr.1..! 

/4/ 

fUr • 111r;. 	1 ¿I1 

• 3" 

t Á 1.1 	4,4 
; 



w 

FIG. 5.1 
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77.2  E t 5 	o Posición del equilibrio estable 

L, 	 • Posición del equilibrio inestable 

Posición neutro del equilibrio 

a) 	1 	 p 8.00 x Punto de inflexión 

EszEnergla potencial en forma 
adimensionoi 

a = Rodio del cascarón cilíndrico 

t = Espesor 

f = Desplazamiento radial máximo 
2 

4 

VI 1=8.00 
V 	7.27 0. 
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24 III 

II 	
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3..91 I- 

I 	3.004- 

8.00 
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4.24 
3.94 
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INESTABILIDAD ELASTICA EN CASCARONES CILINDRICOS. 

VERIFICACION DEL CRITERIO DE T.V. KARMAN 

FIG. 5,2 
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CAPITULO 6 

MODELO FISICO PAR EL 11NUIJIS DE (nJOARONE3 DE 

CURVATURá GENERAL, ESISSOR VARIA.BLE Y ORTOTROPIA 

CURVILINEA 

6.0 ,Alcance  

En el presente capítulo se discute un modelo físico, ex-

tensión del modelo físico, debido a Schnobrich- Newmark(83 '84) 

y del debido a Chuang 	Veletsos(77) . El modelo que aquí se 

presenta puede incorporar los efectos de deformación de cortan-

te y pretende incluir el máximo de variables geométricas. Se 

deducen las ecuaciones de equilibrio correspondientes a este 

modelo, en términos de las variables de desplazamiento u,,(1:, y 

W y en términos de una función potencial 	. Los resulta- 

dos se o.itienen para un punto general sin incluir las condicio-

nes de frontera. Como caso particular se deduce un sistema de 

ecuaciones en las vziriables Q. 	 y W , en que se con- 

siieran las distintas condicionen de frontera. También se pre- 

senta un sistema de ecuaciones en la variable W 	de despla- 

zamiento y en la función de fuerzas O 	Esta ultima formula- 

1,,,!ta el modelo físico oLiliza la a:,alosia estático-geo- 

larica u 	e  juctirica l  13Jbre bases fiGicas, en el desarrollo 

de este capitulo. Fara esta formulación, u, deducen las ecua-

ciones corresponAientes a puntos ceranos a alguna frontera. 

• 
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Todos los desarrollos que aquí se presentan, siguen para- 

lelamente los pasos formulados en los capítulos 2 y 3; la for- 

mulación, en general, sigue los lineamientos correspondientes a 

la parte analítica. 

6.1 	Generalidades. 

La solución de los problemas de la teoría de cascarones - 

mediante el empleo de diferencias finitas no ha podido atacarse 

en forma generalizada, reduciendose a un número aislado de apli 

caciones 1) fl  Las razones quizá se encuentran en las dificul 

tadea de índole numerica que surgen, para conseguir una aproxi- 

mación regular y las complicaciones que surgen para tomar en z- 

cuenta las condiciones de frontera. As/ por ejemplo tratando- 

se de un borde libre o de una zona en que las pertubaciones son 

muy locales 	(como ocurre en cascarones cilindriooa) resulta - 

necesario trabajar con mallas de un tarnaiio muy pequefto en tan 

to que en el resto del cascaron, no es necesario tal refinamien 
(36) to 	Surge entonces un problema adicional que se refiere.. 

a trabajar con redes de distinto tamal». 

Por otro lado, el recurso de procedimientos iterativos para 

la aoluoidn del sistema de' ecuaciones, parece tener varias limi 

taciones. 

Muy distinto aparece el panorama, en cuanto a las solucio 
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res de problemas de la teoría Cle cascarones, mediante cl empleo 

de 	modelos físicos (77) c33)841.) 	Estos modelos f nicou, p1 

den llegar a incorporar aquellos efecuou de la forma que no pue 

den ser considovades en diferencias finitas. 	AdeAs la formula 

ei6n de condiciones de frontera adquiere sentido físico y resol 

ta menos complicada. 	Las ecuaciones que r,:sultan de una formo 

loción de este tipo, difieren con respecto a. las que resultan 

con el era, leo de diferencias finitas. 

AL.n en el caso de plaCas en que el factor geométrico, de.  

la forma de los elementos no existe,. er l  Iresulta 

Chuanc y Veletaos (77), Pinn usado una toenica modificada.  

de diferencias finitas que resulta intermedia entre las dos for 

mulaciones anteriores, en virtud de (.ine no considera los facto- 

res de la forma de los elementos aislados que forman el sistema. 

Estos factores si son incluidos en el modelo de Schnobrich y -- 

Newwirk. 	El r,.5 todo láodificado do: lifereneias finítae debido u 

Chuang-Veletsos, mejora consid rablemente la aproximación del - 

método de difere.1,cias finitas. 	Este u“odo originainente apli 

cado a cascaroneli cílin.drícou, la uído extendido por oor y Ve- 

(ei) le 	 curvatura y t oos 	a C (:;. 3ClIe l3 r abl lja 	J e do bl 	 L. 

uando en pozticulary tra lu Luluci,L1 	ca3ctron del tipo - 

parabolo de iiiperholi-O•  

IV.; 	Ori..,r r 	 6:11.10 
	

txtt ajo(85) 
	

L30 

nota que yt.ra ale;:3f 7, .1' 1 a 1U: 	' n. 	l tbaila 	40 x 40, 
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ei 	que 	 (..):.d..1..rio diferencia.,91Jii taa, £I6 

ciento con m..;ar una malla de 10 	10 ja 'a e.:,,-Tc,ced.1:;i.e:nto modi 

fi~c ciobid .o a Chuan6-Yeletsca-P;oor (ver :leí:. 85 pp.1(0-169). 

O El -:,ddelo ,,e.2Crlytel3n 

6.1 ve .i.uestra al luodelo £:- sico que 3e pretende 

describir. 	El lodelo(.Juta forado ieeielLento claaticos de-- 

formables. 	Eatos elementou eirtlíce:9 se el=entran ligados en 

tre el, en ambas J reGione , xedlallte 4aca3 las cuales pue- 

den uuí)onorse forml,t..das en el perj.metro de baptsa inflinitamente - 

rigivas 4ue se unen e las esquina 	diante articulaciones y - 

que en. el 	encerra,Ja por lua JLufu , se encuentra un ciernen 

to o placa deforble por t.:efuer?,o cortante en su plano, 	F1  

usar una placa para liarLOJ elemeTton Jeformabies, tiene por 

objeto cunsiderr el cabLe dc Lamtrio Je la fiLra ueformabie a 

una di:?u.uicia 	Je 1 suu2rn,cle 	(Mi reHicto al lAimano 

lu l firiJeforablcl a la 	 dourAle or: 

iLuica et, la 	6.2. 

; 	"1. 	... c1.1 	 , 	GIL 	111121 

Ulilu,-,,J1,11-e al, Ui J rcwrte) 	CUP, 

que. 1,();litui 	 Lo 	 í. 

no 	T, 1-„"; 13 	1 ' 	3 

>.3 	 j 	 I: 1, e 	 ;.; 

r 	 1) j. 
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Al introducir los resortes y los cable, ue tema e cuenta 

el hecho de que la forja del recuaAro no eu un plana, uino oue 

borre una cierta torsión como la que se uuestra en la fig. 6 

Esta torsión correspondo a la forza inicial de la superficie. 

Estas, en conjunto, resultan ser im cunlidair inherentes 

al modelo fisico que parece ser capaz do tomar en cueuta Jan ca 

racterisLicas esenciales do la deformacion y la doformación por 

cortante, además de otras condiciones puramente «eometri eses que 

se discuten después. 

6.3 	Geometria inicial del conjuntc de elemehtue que 	'an el 

cascaron. 

Con las cualidades serialadau unteu, reopeuto al modelo, se 

procede ahora a formular la ¿,:mouletria ,e1 conjunto de elementos 

que constituye el caacaronssuponjase que eatoo elew,entos se ap 

yan en una sLperficie con t inua (ver ap6hdice A-1). 	Paru poder 

considerar elementos situadon entre 3í a it tancia variable 1?, 

usará la definiclón parauctrieu de iu disviLeía, Je ¡Lanera que 

cada punto se encue4tra a 2/3 di..ntuneta 

vcclaoh. 	La Joi 	real de Ja dit7itaL,cía 1.3b defíilna 

13e 	e no pen »Hra eu 	.1V 	e 5..,11 	f.- °  t aC1 111  \"- 	'.•?1 	 4  1 f3 e WICU. 

tra 	)a 	 In 	1 .?'5"1.rtzi 
	 v$-Jr 	3 17; 	 io 	(r 

va a 	 -' • 	 1.3v 	I,  '42'e 	I,' 	:3 1 	e 

tran lecailzaul 	Oleto;¡ f:la001 	LüflrU:1 el. e-Ilnerzo 
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normal. 	Las (:anndadeb 	 Uta 	 131;111 

tan para cada tr.g.nik..., y SU3 illagitwies re 
	ta 	nc t i °n en 1.11 

aya. restriccion. 	LUG placas peoGan lut. 1 c,-an loa cler¿entos 

formables, al pasar de un Irt.t. 	e oro/  por ejemplo Jobre la 

curva )5, 	forman. un angla° 	que constituye su leflexion. NOW 

Estas placas son 17t:rant-G>su las curvas 	yr )-5 cuyos radios en 

el punto de cruce, ue designan como 4 ,y 
	 re2pecLivamente. 

Ade;:lás estan placas, son 	 las curvas ./,'3,sobre el plano 

tangente, eh otras palabras, al ;Lacer picar un plano tan6ente a 

la 3uerficie por el elewento deformable, lag curva; /, 	trecena 

riamente se proyectan como rectas sobre ese plano, sino que pue 

del. proyectare° como curvan en la auperficie (ver fi/1. 6.4) y - 

los planos pie proyectaD 	 09 lo dichas curvan. 	Las - 

curvas en 4ue se proyectan las lineas 	y. 	(l[, la s4i2er1icie t.... 

sobre el plano tan ;ente, poseen: curvaturas que se dr,uignan 

ileu_rvaturas el la bupe:» icie" Y 17-1116 	_O FJ 
	

le- 

pendiendo 	la dirección en culst,ion 	( k.1r .1:74e;. 5.4), 

De Pntu 	J,uedau 1 or1.Suiwla2 J..ts cuailludes reometri- 

ces le los eleent,., .11.10 cclilLsJivujc,n oboervundo8e..  

que leb elerleLtos 
	 sino que (mur- ello eXi3 

e u n 	 so br e e 1 Ilanu 	r:a;..1 	 . e 	cual 

5 o " 1 

11.11110 el plano 

'71 
	 k.lue 	 1L2 CUnratUra2 

	
fj 

ifinU10 no intefese, porue 1.31.1 
	

,lcua cowill'Iorado 

cc .1i-.121 ca7itidt7:13 	 Ia8 	 la 1JuptIrticIe! 
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La facilidad de introducir intervalos de longitud distinta se (12 

be a la consideraci6n de la "longitud parametrica unitaria". 11111.11- 

Las longitudes reales, de acuerdo con las nociones do geometria 

diferencial del apéndice A-1, deben escribirse 

L, = *c. 413# 

La  = *c./  118a (6.1) 

En lo que sigue, la letra pueeta como indice superior de 

un simbolo, indica el punto de la red en que se valua dicho oim 

bolo. 	Con ste fin, se usará la red de la fig. 6.5 

Tomando en cuenta su definici65n, las curvaturas en la su- 

perficie, se pueden calcular geometricamente en la forma que se 

indica en la fig. 6.6. 	De las definiciones anteriores se apre 

cia que 

Fk,')0 	z 0.c. 

(6.2) 

entonces tse  .7 	te, 	n  
11  

y en consecuencia (ver np6ndice A 
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.121-1 lo anterior, 	ha oupuoste que 	sistema le curvas en 

la superficie eu orttmnal; 	:;(1- noralmente es necesario deterir4i 

nur un 5i3 tema le curvan que cumpla con e2 ta condicinlf  

solucidn de este problema. puede conseguirse por medíos anal ..ticos, 

como lo ha hecho 	ejmplo I .Rolrl.(:ucz o e 	por 	e 	 (86) para superficies 

como lau de una cortin:i o bici, por medios numericos como se su 

iere aquí. 	Para este fln, eonsider~ la figura 6.7; 	en - 

esta figura se ill'atru una superi:icie del tipo de cortina y se 

definen cantidades ql)e ue usan a continuaci6n. 	Para la determí 

naol6n 	ststeina de curvas orto'onales, es necesario fijar ini 

cialmente dos dc ellau; se eacoce la curva A que cdneide con 

el Urde de la cortina 	la curva B que se localiza en el plano 

de sietria (se suone j..or simplicidad que 	cortina ea iné-- 

trica). 	E3tas curvas oe irrtersoí,arr en 91 pulto C. 	1Pijeao es 

te punto que cumi4o /a eodiclén tit o .tconal dad, se procde a 

dete=nar otro voclno 	11  que : Qncoontra en el cruce de la 

curva 	y perpendicu-lar t la k:orva flc 91:metria, ' la curva, 

perpendicuDIr a la curva 	Uordo. Fara ello 4 necesario ele 

gir 	 y 2o1fre las curvas 	y 	rospectivamen 

te. 	Ente puntc 	detennina 	la condl..ción, 

! 

4 1 1,1 

/1)4 	
íd 

  

f 1 iaÉ 

(b) t.:1 7 (ríj, 7e1 1 jr,-*10 punto, 

,u 11:10u '*1 a la banc, 



1 3 5 

entonces se 	1-. 4/  definido una curva similar a la B y es posi— 

ble iniciar otro recorrido semejante. 

6.4 	Geometria de la defo=eion gel modelo físico. 

6.4.1 	1)efinici6n de los desplazamientos. 

La uefinición de desplazarzientos es sinIllar a la que han.  

hecho Shnobrich :ewmark. 	Los desplazamientos W normales a.  

la superficie media, se definen en donde estan localíz'tdas los 

eLementJs deformables. 	Si se supone que la deforinaciJn de es- 

tos ele:..entos, debida al esfuerzo en la dirección norma_ a la su 

perficie, es desprE viable, entonces todos 133 puntos alojados - 

en el elemento deformable, se desrlIzaran la misma cantidad kl. 

Los dosidaza/uientos en la direccAn de las curvas subre - 

la superficie, es decir los dealazamientos vi y9,, e definen 

en los runtos nedios de las rlaws; 	do 4azw:tento U en 

el punto medio de las 	aloai.:„s en la dirección de las 

curvas !a, el desrlaza-..ieno 17), e:. rern:a ecirespondiente, en el 

punto 2C,11.0 le las 1.-:1,1,cao CA la :tirecc±6n de las curvas 

Ect•..ls 	 ifiu,can en la fic. 6.8. 

A e:As d  l vector .3y1a:lau-ento, la _cformacAn de la 

sJperficie se cwactoriza :¡,.(1íante un 'TCC'tcr 	 erec- 

tivainente, 101.1  1 veri_7:tcl.u ,:.,  la dcron_ación del de clamen- 

tos, los ir:litoc neesivos t 	,lncral no tienen el :AGMD despla 
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zamiento W y en consecuencia, las placas giran una cierta canti 

dad con respecto a su posición inicial. 	Sin embargo, estas 

rotaciones, no se deben unicamente a los desplazamientos 	, si 

no que se deben también a los desplazamientos U, y t./ 2  . 	Las ro 

taciones se definen en los mismos puntee que los desplaza-mi  en— 

tos U, y U2 y se designan dr, y ta  ; siendo r, la rotación de 

la placa alojada en la dirección de la curva ,a, 	encontrandose 

en plano que contiene a la placa; J es la rotación de la 

placa alojada en la dirección ,432 	En la figs. 6.8 y 6.9 se 

caracterizan el vector desplazamiento y las rotaciones. 	En la 

fig. 6.10, se muestran los desplazamientos Ut y Uz y en la fig. 

6.11 se ilustran los desplazamientos debidos a las rotaciónes 

y ¿'2 el: las direcciones de las placas, a una distancia gene 

rica 	f , de iplinea media de cada placa. 

6.4.2 	Deformaciones en la superficie ( 	w ). 

Para establecer las relaciones deformación-desplazamiento 

en el modelo, es Jecesario hacer uila designación conveniente de 

los puntos en ue se van 	definir los desplazamientos. 	Una - 

designación adecuada, puede ser Liquella en que la posición de los 

puntos se dá en forma de coordenada:3, como ocurre ejemplo en la 

fig. 5.3. 	Sin embargo ocia elección no sería adecuada en este 

caso particular, porque el rillmero 	indices necesarios resulta 

rítt de: ,leiado grande. 	En su 
	se usará la designación de 

los puntos, que se muestra en la fi g. 6,5 	Esencialmente. 



ii!formable que Er: 	 66.9 a, se JJuestra el elenenuo 

corre 3ponde al punto " • Lasplacusaayace..tr'aese elemento, 

e lo ne s t& 

coincide coil eje norizontal, 	rara c':,lcular las ieforiulcio— 

f ,- ; la r'' 3a .n.rece ón t..de la taw;ente 

elenento l  los lirJs: a':.a21.ellos en la lirección 

J1 -4  
U, 	(14 

• 

1 

13 7 

c.est;nación ce, n13is',e en Indicar ried:1:: 	i.etras lui,yusculas 

ir.$s centros ,Je recuadres y los nun os e i que se dJfinen los áea 

plazamientos 	y medialte 	minusculas, e indices los pun 

1;01 secundari(J'¿ eL qt.te se definen l!L y 

Se procede W. Jra 	calcular las deformacine en el mode 

lo fisicc. 	jonbiúdirese inicialmente, un aregio de placas — 

sobre la curva,,, 11Garias con elelJentos detormables; 	las pla 

cas son inícialente rectanif,dres 	_Los elementos defornlables.  

hucen qae esas placas adoi)ten la forun te la curva. 

expe»inentan desplazanlientos 	y „ié en la dirección de sus ejeu 

lonitudinales. 	El elemento defor2able, tiene 3U0 fibras en el 

tanel3r15 a la superficie e._ el ixnto 	y en las direc-- 

nen (! el elemento, es necesario pro:/estar los desplazamientos.  

sobre la horr, 	al • 	Así rozlta, (pe la Jeforinación en el 



en que 
2 

38 

ilespizzazniento en la dirección - 

)3, , culculado en el punto f,+1 

Aderlás, debido a la curvatura l, 	-Á. La di. ación de 2.a cur 

va 	, al verifierse CU el eleuiento 	, un lesplazamento nor 

mal ,/,;;, aparece una defori:ación adiciúnal cvya magnitud 

e - k W 4 

( 6 • 7 ) 

  

   

Lo cual. lie deduce en la tiG:. 	1 ' 
	

En for::ia enteramente 

analo¿ja, puede deducír3e 	la deforncIón adicional debida a 

la curvatura e la uuperficie se e3cribe, 

f 
142.  Li t  

Ct. 

(b1,0 

es decir uatiendo 	 t , (d 'la fi 

1 ') 
b  SuperiToniendo 	dervlacloLco t, 61  6.7 y 	¿I  ,JrT1 1201,, 

ble .1.11-Licir In e1orL ue 	total en el eleent 	.tbj da a úodus 

los despizalelao3 	)11.ibicj. eJa lerurnací 	(»13, 

, 	 J A  
U. 	- U, 	 •-y 	 t- ,4 

e 	 w 

( 



139 

en que se} sustituido U:, por el valor medio del desplazamiento 

Ul, de lask4wadyacentes al elemento y que se encuentra sobre 

la curva )32 , normal a la curva _}.3, . 	En forma analoGa, es poli 

ble deducir 

14+1 	 471.1 	Jr.1  

	

L,J 	a; 	 Lho ea
; 	  C 2  + ricl 	éCai 	  

DC21 	 2 

 

(6.10) 

Considerese ahora, la deformacion angular de un recuadro. 

cualquiera, en cuyas esquinas se localizan los elementos de-- 

forLables. 	En este recuadro, existen un cable y unos resortes, 

que por ahora no interesan y se omiten en la fig. 6.13. 	En es 

ta figura, se indican los elementos desplazados, en un plano que 

oontinue a las placas JN Y J L L . 	Si las placas NM y LM, es- 

tuvieran contenidas en el mismo plano, la deformacion angular - 

debida a los desplazamientos uf y 1412 seria, 

" '11+1 	
U 

44.1 
14 2  

hure 	lis' 

   

   

o4r 	
(6.11) 

donde k deaiGna el centro „Lel recuadro 

Debido a jue en ca.i.a recuadro exi.Ite un valor para la *MY 

torsión, de la sv.per ície y que está valuada en el punto con--- 

4-,r1, la placa PIN f  forL.a un ánu3o y la placa - 

Lm el ángulo,4 0  con el plano que contiene a las placao 
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(ver fig. 6.13). 	Debido a la existencia de estos án- 

gulos, cuya magnitud depende también del tamano Je la red, ade- 

más de la torsidn de la superficie, la deformación angular de-- 

biera escribirse, 

u, cas a  
4.1 

4 a  

 

4.14  I 	C.0 	 Ch 

    

(6.11) 

Sin embargo, emmpto para redes muy jlandes, tales que una 

de las magnitudes 	sellywor que 	veces el peralto, la M._ 

coreccián relativa u lue áneulos la, puede comn 	despre- 

ciable. 	La exlste"cia de la torsión en la superficie, introdu 

ce una cantidad adicional en el capibio angular. 

se exprvsa 

k 	W3+ hiN +WM +W4. bx 
w kcw1 = 2 W K 	 11 12 2 

Esta cantidad 

y las curvaturas en la superficie, 

e onal de magnitud 

tt 	
k 

originan otra cantidad adi-- 

de manera que la ierornae dn an¿Uar total ;Jora 

(.1) k 
1-2.+‘ 	ti JIM 

112 	 2 

 

	

"ifi 	.44/ 

t2  

	

01- 	 2 

   

1.,L4Jo• 	.t  Uz'iJ 



y 

2 
SI 

Wi  = Son en que 

r 
‘../ 

4 

• 4 

•1 
4.• • 

1 4 1 

(14..-:s.i.,laztuient;01.3 en la 2upe:rieie, on los - 

„ 	( .voL medios. d 	 la 111  ,2ec:i.Órie las 

h¿eho de 	e¿leuiar la2 tieforLiaelone cn la t 	 ;e indica 

en 	la 	6.9 (ycu. la 	• ( ) y a P J.12 ,i tin let1-331az,a,ni.i cuto dUielo 

nal rara r, en cada punto principal. 	iJtO i.cuplazaient;o adi-- 

cional es la cantj.dad que perHte 	 la5 ,,ios compo- 

nentes (.ie los i&ij;Iazai.ento tT. la swperfiele, quedan conside- 

raClas. 	Por estas .r.zones, el desplazamiento total en el punto 

. es 

4111 
tij 	tt $  

s> 	:11.+1 
1L 	

/ 5J 
a 

( 6 , 1 3 ) 

s .  !sem 
51/al  

2 

elt ,C1,1 
y sj 	 , 9 a ."1 

40 Ve.), 

e 2)..„1A.1.41-,.-,.d y en J1-1 	,21. 1 	la uu 

2.4 	4 L2,...t1 1 	(,) 
	

t 
	

i 
	

..)„.:-. 	1 
	

1114411. 11, 

el L.dei, 	 1P O 

(6.14) 



ajarecen las rcioneu de las placas el-1 . Y dircciones 

J.; roit,IcAn 	la linea me -,,respectivaLen*,;e; debido a Y 

de ruLoitti11 1  :Je -pucác e!3cr1- 

(42 

que IT,0 pro-..:02Lnt. 11eJ la 	 a a. Lir de la su 

per2ície media de 11F.3 eleJ:ientos difofables. 	';11 lu,;ur je cal 

cular cirecual:iant e it 	caiblos de curvufa, se urol.:(1 ,  a va- 

luar uus efectos. 	Fara este fin cosiderese la tfi. 6.8 en que 

d3.a vertical de la Llacu en la uírecei6n /51  se f.isplaza ea esa 

direcc11.511 la cantad. -5'. 	.415.1-Ja consilerese la f.L. 6.13 en_ 

que se uueutran estas rotaciones y el desplazamiento que orij1- 

nan a la dist1.1 cia 0 . 	Esto desplazamientos iiti.'oducen de-- 

for::ucione,s que ae calculan eL la T:Usma forma que aquellr,s que 

fueron deducida en 6.4.21  es decix 

41 	1•1 	
7 61 

7 
ci .14 

IP 

2 

, :.(J la rotac.:13n 

JG trY:,a de. 	 la (..',..rvatura ,k; te La 

b 

4 

2 

0 J2-i 
Ir 2 
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y analoljanitInt e 

, a 3 	 — 	 ifa 
4 2. 	 f 	

ova 

1 6-  ) 

ara la 	Jeta, analotjia 	 re 1311_, des del inciso 

6 4. 2 , 	nccr3sa '10 introducir la ro tación al rededor de lea 

normal a la t-31.1.pCrI:i ci e ; 	desi 	 rotaci 3n con 	el 1; 6r 
• , 

Liino 	c 	1 en Y 	r€:8111 tar la un .4 	; 	embavgo esta - 

cantidad e:3 (:spr ci ubl e . 

Debido u 	rotaciunes 	loJ planos 1e las placLo ijue - 

forznan 	r(..,,etiaarci :se orlgina a la distancia Y o, una Hodi fi. ez-1, 

ojón eJ.s. el ángulo titie rer:liali lz.w 'incas en la di:k ecci 

las uc la dirección 	 Eota _( 1 fiCaeini coisti lave real-- 

mente con limen t o en la toral 6n dt: 	Ci l'IC e. 	Unpleando - 

la, anclo laanterior relativa a las expresiones de las deforma 

ciones j  y con las deformaciones producidas por y 	, os 

eacit)n posible escribir, por analogía con 	 a la toroidu 

de la superficie en la forma 

2 

6 
it+i r11.+4 

.1  I ti 
1 * 	," 	1,0  441 
.1. 17  Y, 	4 12 1 	2 
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6.4.4 	Forma e:p1:.cita para las rotaciones 	y 

Para pudor expresar lo: cambios de curvatura y 

el canlbio el, la torsión Ps neccuarlo conocer las cantida-- , 

(C:13 	y 	'Matas cantidades, se deducen ahora, empleando_ 

los aespllizarilientos ue males 7 ver ec. 6.13. 	(jor este fin, con 
7 

siderurse la fi, 	'16. 	Lo 2 des lazw,ientol; 	1 r ti) 	deben - 

uer proectalos en la dircce:_1!)1.1 	normal al eje de la placa 

o la dirección '.1.e In tr:2 .(n te 1 	en 	 La ifc 

c..c 	y-. 	 z301)fie 1143 	..;1.`l.t.11C-.'S 	cada placa 

extreman, :0'Llte CalCUrtJ: lz.„‘ rotl-bciou • .1 

• Al. 

l'rOY O 1." 	(7-! 	t (1, 	'L 	ICC a I 	(.:.¡L 	e 21)1.11 Z 	',II t O 	del ex- 

remo de; cad 1 1. 	con131., 	cancelar e Litt13 proyeecione 

1C C' 	t1,111,0 	r ; erisul 	. 	 pro:joecl,Lieri In-- 

ut 4 ' C1, 
1., trodeirán k.iefunacHor 	 al '3  

nn la 	6.1  

lecho ac ilustra - 

01 CC:13: 1:1 	 r CSCV.I_D1 

/ 	r q 

2 )141 	JJ.1 	 .1/2 41 	 j' 
VT 	(44  - 	) t $ 	tX1 	(IX 	) 52  _Di / 

  

4,4 1 	Y4.4 
tíz w 	2 

1 k 
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1C 	th( T i 
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2 +1 

1-t 	tt 
tkiT A: 4 	2j  — (La 

19 	§.1,4# 
it  

(() 15) 

Eh el-31:Ja13 	aolen u se 	utiIlzu.do la rotacit5n 

t t 	
ft),3 

h.imk 

ce7 

—1; 

placa 	jC so 1-1,e Al.- 13, 	itt 	i'or 

coriic lon,vitud de 

frf,r,'undell 

1;1,,ende 	(lailtIda- te 

• 
	 y .4 

i 
C1,1 C O 40 	C1,11 

4 

' U e 	 Tt l o ru a — 

,Gducc,' anal u L- C. J 	ecwtelone o O 1 	 b 	 d  , ,.+1 	 17 	13  

f . 	,„, 

1,3  ( t4 	14  +I  ) 	( 	II 
et•I 

) 

f A J 
Wi 	"t" 

j 4. 44-1 	J11—íN 
Usz 	 ) A ) 

( ti 
,J 4.4 
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Consideri6n 	ofeeLo -í(:! jefaci6n 	estue»zo cor- 
Gzi,Lte. 

f 1111 Ti. 6 /1  y 	etrj1.111 I-3e ,:edujo 	oz,lp 	3, 1.)r.iijinta. de.foriii.acionew a- 
diciop.aJ.e2 

	

	
5...)ere propo1'ci.ona1(-3 a 

.ffunei 6n 
uerzau cortan 

te:3 (71 	fi 	Ledia. 	las relaciones 

f 51',/ 	• rt7  
•••••••IIIr. 	

"t 	 O oc, 	3 

Y: 2 	
, 	t á 

a 	7 

é 

de 	nanera que si 	1 acel )ta que la fuerza co.l.'t1.1 te in-,- roducc: 41•10,  tia. • a 

une. Jel'orl.ac:i.6n en la forn:a 	Gnu 	lent e pue - 	tr.14 .1d,  ualle que 
el sent 	 Jeni,ila7aaie1....uo • 	A.. ora bi»ori t  la ro- 

taciÓn z 	 que." 	f--- 	la del: rn.rielán — 
del modelo 	ue , List.r.!_buye 	lekitc 	nuponerlo así ne 
t 	 errer 	ere hl e • 	i. V d eut.a. 	, 
el 	L o 1. e 1:z1 u 1 	q u e r 	 (r 	 uno. 

do nejtim e indica :1r 	 f c 	,a 	 en 1.ro 

	

porelior'ti a la 	= 
• 

01,.:v 
, 	si 

í;:; i)11 



i7.01J1,41 

-- 
44  

1 

1 4 7 

j14-1 	JI-1 
Ql 

od- 

- 	iia J 1 t 
< 	c142 

() 

...... 211  ie  

( u. 25 ) 

en gye las cantidades r, y P,3on l'al:1 rotaciones 14)1(4 .313 

al ecrLartle y 1.3(,? 	lculan en la forma 

- 	0,Q 

e< 414  

zY'r 
/52 	2  ( 6. 26) 

Lasa ex 1013 une Li coi ieu ortdintei a 1‹, jel  y -6 	, ue deducen 

niodiril 	utiti . cionen TLAI:JAJres u las pract)cadJ antes. 

6.6 oul -t an -t; 	(.1 ilerZ 	1, H. 	1 1.. 	1911. N 2  de Liumento ( M 

C.; Cur 

Luiii .,,-....2t).1,,ao lo 1.3 i.J, r o bl.eria u r ola— 

t:ivoJ 	 r 	C 11.7i Y' 	tfli i uIT.A.1;,  e r 	In e .Iti y a loo cambio cs 

ei:try:Lura. L 1.111 	', I.; ') hu Je 	Cua:3„;JOCIClu juü 1a2 

a 1L: 	 tit1:1 LÁCt1:1V 1Y, 	,:t 2Wuia. le cada ele 

tilento 	elJ 	:„ I 1 
	

L) 
	

a una al :3 

n 	J 	I  la ,tt. U JC cI i. i a en la di-- 

e- 
• 
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á e 	S 1.; 	u; e 	 C 1 i 	c:. la 	 e a la 	¿.; L an— 

c i a. 	su n: 
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.04 
•••••• 

e 
27)  

p
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ea  
R.. -t- 
R 2  

IM•or- 
•••••• 

c .  

(Á) 
= 	••••••••••••••••. 

ci cz 

.41 	t,o 	eal. o.. 	.7.5 L'e( de 	thi ids superficie:3 

lelas, 	tJrau e.. cuetP„ al .;a1cul!..,:c 	r2sulli-ntes iiiediunte in 

. t rav z e l 	 lie los ,':2.1..rzels deducidos me— " 

'„ 	 Hooke • erg 	Hooke z 	(Ice que 

( e, + 	c;' 

(i,J) 
(C. 

E 

E 
_ 7)  
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i 	

clitau ocueic.n21,3 .;:e ha int.: ,ueluw la rotación 

R1 	e, 

Las reuilltntes de pie.lento flexionante, que corresponden_ 

a las deformaciones por cortante, ne reducen al eG:Jiderar el 

hecho de (11.11:: la di::.;t1-ibu alón Je 

nal a Z5 	Las resL2taJ.,tes pon: 

1 c. . fc,r1.1z..ciuAes es prolioreio 

oe,c ow,it d 

tas 
be + e)( /20 (1 _91) I. 2  

i1 0 

6.7 e e Ufled de 

e . 	1 

• 

y 

• 

rGe ('1"1 

eF - CO 

U 



er.t)lea:!o en din- 
(1 , 

'i; e!1 	teoría de cas- 

- 
-..1•7! 

, 	1 
• 1_, A 

(:nn- 
t:.!Juo 

un 	
ni!lJL'. un 	 posi- 

. 

• 
I k- 

1(, -r c.• n debida, :.i 

y a (317.)1.-4 	 xicn_Inte 

1 p 1 

2r!v)1ea el prinit.13 lel tr.11-1,j0 	 en tanto -iue en 

!grmJción rr...ttricill de 
LISO -1.1 .1.01.1 

z1o 	.; (vil 1, 	

son rairiente 
tcnica2 del :. 11(2u.o !e 1.7:_irl-kciones 	2') ' y se puede usar 

el c:tic 	
le tru.riAci'Jnr, en la forma en Tle 

, 1 

trataziento mediant2 dife- 
rtlr:: 3 r:Lit1J. 

;roble:rds 

• ' 	1, 

.1 • • - 1 • • Á • ••  

3 0c."—Ir.Ukn 

¿5 	? 

.1•11. 	1. 

; 

2 	.-;mi'r(.3ible 	ai.arlcihn de 
n 	v 	 .1.z. aie 2 	te los 	e¿,. r:,0- 

LL1 	
al 1.4 J 
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é • •-•,_.( 	• 
• Á ve.,ubut, la 11...111 	 ,..11:ca.rones 

• • 
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en que MI es el número total de puntos principales, incluyen- 

do aquellos que se encuentran cerca de las fronteras. Para 

los puntos que estan cerca do las fronteras, las fuerzas o las 

deformaciones Be escogen de modo que se satisfagan las condi. 

ciones de frontera. Lo misia° deberá hacerco con los momentos 

y las curvaturas. 

La energia de deformación total, debe incluir también los 

elementos deformables que se localizan en los recuadros y las 

placas deforaables en que se supone concentrada la deformación 

por cortante transversal para cada tramo. Esta energía se es- 

cribe 

1/ 10  #4d  q 	4" 
km' 

k 	c 	K 7r, k 1 	k  * 	qo 	#(1 	inc ocki (6.34) 

en que " ea el número de recuadros 

De esta manera, puedo estructurarse la energia de deforma- 

ción total, para el sistema que constituyo el cascarón, en la 

Corma 

" 	+ Ykblig 	 (6.35) 

Las ecuaciones do equilibrio pueden deducirse a partir de 

V , mediante derivación, en virtud de que el sistema elástico 

es discreto. Si se pretendiera encontrar la ecuación de equí- 

ti 

	librio en la dirección de la curva A y en el punto 14-1 

ello se conseguirla haciendo, 

V (6.36) 
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IT!ri 
ion /t/ .Pero 	P.1C1-11ar 	ai O 	t O 	tle 	C 	 t?. Xpre 13, 

1..as eco 33 :34 	35 u comp1 	 innecebario ponp..w 

nolAmente Uh05 te,rmiuos contendran a 18 varidUlú (on 

a 13 cual , Intereaa derviar. 

	

Entonceu wira dedwzár la acuacion ,ift 	I i 	., 	en la 

direccion de 1a1..;urva. A , 1 _a cantidad V lAe cicuiarlie SU- 

d$.9 
liando unicamente aquelloc; terainon jue contienen a 

te caco, la entsrgla de de 	ion V14)11 1; 	k.;,1cula cono • 
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cascarones rebajados de espesor variable y de doble cur- 

vatura. Consideración de las condiciones de frontera. 

Como un caso particular de el sistema de cuatro ecuacio- 

nes deduci'io en la sección 6.7, es posible obtener un sistema 

de tres ecuaciones en las variables 	U2 y W . Para agre- 

gar simplicidad, se habrán de introducir algunas consideracio- 

nes adicionales. Estas consideraciones son puramente geomé- 

tricas y toman en cuenta el hecho de que por tratarse de cas- 

carones rebajados, la geometria de la superficie puede suponer- 

se representada por la geometría del plano en que se proyecta 

la superficie del cascarón. Así, resulta aceptable suponer 

que la separación le la malla es constante, es decir 

= constante 

0*K2= constante 

por otro lado si se suponeqque la superficie del cascarón 

está formada mediante arcos de circulo (cuyo radio es variable) 

que se apoyan o deslizan en otra curva perpendicular (según se 

discutió en la sección 6.3), se puede aceptar que el ángulo 100, 

permanece constante a lo largo de las líneas que contienen a 

los arcos de circulo. Bajo estas clIns derciones es posible 

escribir el sistema de ecuaciones que se presenta en un grupo 

de hojas por separado al final de este capitulo. En esta pre- 

sentación, se encuentran las tres ecuJc ores de equilibrio que 

corresponjen a un punto 17eneral y a un punto situado en un bor- 
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geométrica desarrollada en el apéndice A5 y utilizada en el 

capitulo 2. Las ecuaciones que aqui se deducen, son análo- 

gas a las desarrolladas en el capitulo 2 y se emplea la mis- 

ma analogía que permite tomar en cuenta la deformación por 

cortante transversal. 

Bl sistema de ecuaciones, se dedujo pensando en la posi- 

bilidad de de la obtención de los eoeficientes, fuese hecha 

en una computadora digital,* por esta razón, la mulla de la 

fig 6.22, no conserva la notación anterior en cuanto a la 

designación de los puntos. 

Cuando en las expresiones para los cambios de curvatura, 

deducidos en la sección 6. 	, se desprecia el efecto de los 

desplazamientos 	y 	, se pueden obtener expresiones sim- 

plificadas que son las que se usaron aquí. Las expresiones 

resultantes, son aproximadamente válidas para cascarones reba- 

jadas y se escriben, 

[ 	WJAVI  W.7",Ñ A7+'  

r 	1:4;' 	- 2  lot y "121  -414: Wk  

en tanto que el cambio de torsión en el punto 

be, 

if i í wk#1.3ko + 144 .40 w 	w, 	(6.47) 

* Actualmente, lassección de análisis numérico del In8titubo 
de Ingeniería, elabora un prot/rana para el empleo de lee 
ecuacionez que &Tii rae deduon en el diseño de cortinas. 

(6.45) 

(6.46) 

j 
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resortes de torsión 
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MODELO FISICO DE LA TEORIA DE LA DEFORMACION 
EN CASCARONES GRUESOS DE DOBLE CURVATURA 

FIG.6,1 







1 L 2 II 94 

CORTE b- b 

6.4 CA RACTERISTICAS EN  

LA OIRECCION 	2 

CORTE o-o 

6.3 CARAC re-R/37XAS EN  

LA DIRECCION p t  

	11111111111...111P 	 



P.  f. tol IX 5; 	I et'li 141 

e .4 L 	 : 

9,  	ív 
1 

Y2 fr 	 f  ei.T1 71 ,5 	" 
t. 

F*11111C1:30s id 44 lAw 

t 
,tét 111 bel 	+ eit *1 	yr 411 

• 

• 

6.410(iTOR$1011 EN LA SUPERFIC .." .  

„o- 

4 
• 

2.11.1^~1~4 illit~egmetten~t."49V42111111~ 11•110~4111 tt~lotrofflo,f~,~11~1,1~~1014 V.It.111thil" opmrtaltae tioNaMtrolrldboursotel"iralt43/~~401~111raMil 



••• 

-__r______ 1 ) 
-- , 

... 	r 

1 

4  Pi ti 
- / 

._,................._rk-i.... 

,,,. 1  

®l 

, 

ti, , ro 

°ti ik f f 	+ 	.1.~. 

 x .•,_ 

/10"11. 

1 

• 

....._ 

.., 	........ 

Atil  

Pa..$ 	1 

L2,4 	® 

0 

I nt-) (5) 

O 

4, 1 t h 

ot 

e 

09 w,,,, 

,,,, ,,, 

. 	:_ ...... 

hl. i  e 

.... 

i I 1 

.... 	. 
/t`! 

f 

® 

45) 

Y' 4 • 1 

01,0* 

Ji., 

ID 

04 

pi¿ .1 

Jp• / 

1-  

• imme• 

1.1'  

0 

a` I 0 

S) 

°je ` # 

, 

01 S 	6 /11 

i 

i 

..-- 

3
s  4  11 4  

3 
Si t 1. 4 

ta 

0 TI+. O 

vt 

4r, 1•••••  
Pi f I 

. . 

71-i 

. 
1.. a 

3f..i 

. • 

,••••Nr 
4 (i.) ! 1 

DESIGNAC/01V DE LOS puoros 50 9R LA 

SUPERFICIE ('EL CASCARO/Vj MODELO COMPLEro 



ilimminaziewerwar 

i 
1 4 4 

i 

— -- .- 

; 
i 
t 

1 ! 

_ . 
. 

hi-iJ 

»2,  

1t4 t 

... 
, 
i 

• e it4-1 .. 1+1 . 	. . 

, 	74.• 
. 

	

®1 
../ i-f 1,-1  

_ 

t , 
ti..1 ® 

1 
,. .. 

4 ...... 

_ 	. __ 	..... .. 	_ 	..... 	_.... , 

. , 
__

1 	 1 

65' DESIGNACION  DE LOS PuNras  EN EL MODELO 
•••, 

•••••••1. 

      

   

SiMPLIFICADO 

 

       

       

.-"antearm~wieweiam medisirisimmosimmoinaiwamplem~~~~~1~#4- Wianimalig~ t 



J. 

C ipoi 

L 

R, 

9  r 



Curva de centros Curva del 
perfil 

CO 

L o 

Curva 

Punto desconocido 
Curvad 

FIG. 6.7 

DETERMINACION" ARITMETICA DE LAS CURVAS ORTOGONALES 
A LAS CURVAS DE LOS ARCOS DE CIRCULO DE LA CORTINA 

a) 



Axin z.c e 
ISylp =ct z = cte 

Z 

x 

Varia solamente 131  

c 

FIG. 6,7 

b) 



Y 

d) 

Varia solamente 2 

e) 

Az 

7. 

F l G. 6.7 



ptiniose,lipt,/ e se deHnlept 

105 cie3r 	zafflie mio 6 

• 

..... .......,_ 
—...--.... 

J/ / ,''''''- 	 --..., 	..--:-.--,....,... 

-- ," 
, 	.../ 

J 

r 
s• define» 

Iøs churla zah“.«.414$ 

.....""TL--,_ 
.---- 

/ 
o 	 / 

, 	 .. 	 / 
\ / / v, ...- 	 / 

pv#1105 ell rtle .3Q detinem 

lo 4 die 3/0 /41 r al kw t *én It O S 	W. 

Pis) (. a 	dev/Skiamic4 

71. 

malf.«~Irdell~11~11~~~~..nt-~~111u11~~1111111~1~ wir~whyaimitmirerzermi~a 



111 

Curvo 161 

;J• 

69.1.1011100E1.0 	DEFOR 	-7,21V 	 I AM I _     



L 

.)-,.:k..--.:, 

	

. 	.., . 
. 	•\ 	•,•.,. 	-, 	- z:,.,, - 	\ 	- ••• 	-  • ..  

	

.... 	-.., 
1 a. \ '\ --- 

. \\\ , 

'» 
s 

.9 (l) ~Els° ZI.E' ~4P~ —41:27'5~7 

m.........mr•owtor....~».~.~~~~~1~~~~~ wirkm.~.~.~~1ariam.~..14~~~~iivaii~e~amtat~.~~ elIMIIONI.-~11111111111~111111101411111» 	 .1W SOL. 



k.1.1 

101  
2 

  

t 

24-1,7 4  7 	z tr->ii;r599 z e/Dile? ere: 

3.11InnelliMPIreleteeMbeirrelel
$11111/"IWIffie 4oternwistraweimar air Ar-mar 



F la 6 // () OC"Pio4,9ciew e/J .D549,2),9 .49 frr4 .9 iff 

e i417. 
c 

c4 4: 

r e* L.1 	n'II 

R,3  
I k I r  kdif 



deSpiQtelMielod-di itH 

ChfritZCat0.14 St /a 

Id h. 	=41 :31 

(iy 	el) .1344ricz ¿9 a x7,4,/~a7 4 4 Dzrpwrchl .¿ar 

..b54:5/ Dar 	4r 	 n y 142, 



FI,. 6.12 

1 

s 

o 

ig 	ok 1 

14  4 	C4 	# 

toto~11~1~~11~~0o. o,00ntornoo,16,oaroomoo...~1.,,o~ o ~oO000lt~o~o~rore 	worimllooKood. ose lorooko.~ ow0000t0000~oou00000aoopmo~o~~,....~..........,,,,,m 



1 



1114140 101414d/rpil pv orlo N 1) v b44 

   

s 9 	6.14  

OPIO et .064 





e í4Q.,si 

141:
r 

lt/IT (I: 	• )
-I  

 

r 
ki (t. 9 
; 	$ 

  

I. 

1.16 



r. O a 
1 4. 

r4 

11111••••iY• 

tat«. vdi 	I 

19G. 2/   Aro VIL/ f/ 	Liz datwiriff 'E;23#6 

        

  

t 

    

 

J. a 

  

J.! 
	

1 

    

       

    

        

        

-4- $ 

(bré:IY 	49ciatv «rho La" "W jet? .010 ¿ *041.'9 rwee#41 L 4, 

/4«.043 OS IV y 



K1 1 

2)I-EAri  44Áti*E.7 r1-.1:140*  
÷4.r»-G;;/-4 - j2-Ii ,d 

L 

2 .7 
Eirfr2 ) 2.'2 

K 

-E.7,4[2(ri.)27-2),V.4;1- 
-E;41-2fr2/9V+2/449- 
ix,d-Jalf6.)-s+aiirVA 

K-7t1  

721-4fiklift4E.fidif4Y7L 
2 off -7¿-(6.; # SV/4 is 

-2 

1 	 

-E7". 17-2(f792+2V.d r 2J 

v1-2(risl,W--#22)41rOdi 
N 

Gj /2-cf 

1 
WAT  

EJ1-4((r  /4%19 2  (ri4 )2  + 
V.  20 (ri,d;')frizif,}]-7L 

Á1f)2[(11,2Ei,c1  1+fr1 9E.7-ill}P—" 
+Lr-1.-492 +( _21)2E-1.7.4").?7 ,_ 

f2 ) 2a  j2  ji7 
	1 

--Ei,1-2(//15'  WviLa)rifV2  
....4-../2-.rtvGj.7 2 . a.? 

-£7477P(r;9 27L2imir;Q'-1 1 ̀T f2  

E,73ii(r-I4.9k7,41 

J-7V 

'1F 
	12 d2 i2 2 	T2 1 2 

.1: 2 	- -L5-14[2(1-27 14- 1 /2 / 

-Ewa(r2-5 W-/-271144 
--,13s'aliG;74.627/4  

.rf1 1  

V[Ez" 	112V flik 

H  

" r2.1. Hjr-2-1 42 

TERMINO PRINCIPAL DE LA ECUACION DE EQUILIBRIO 

FIG.6.27 



1 
-17 

,11 2 	• j J .7 Zif 42 L O /7 ,7„, 
r• 	A-  )2, 14' 	,„. '2  

t.R.MJNIC RíNiCfPA' 	 ECIACION DE COMPATIBILiDAD 
FtG.6.28 

/ 71 

4 

zis 

1-$9 r12 	2 -d 

2 -K79 I 

..1:41:147 

rC"ffi.  -4 Lij- I: 

9 / 

1 

1 

1 

4 / ,..., 1/ 
fr j"*L-212 f"' tly  

1 ..á 

i 

f 	 j -r 
2 1 c{142   j 

G'11/414 .G1,1":1;" 

J'Y 

«7 2 

2 - - Af.  

11.41;  

- • 	.7-f .7 	7 

1 	 
— 

rr 4/ 	ji 2  / 	- 1 

. ›; ,• 	;•-'2 r2. 
I 	I 	

j"; 2r7 Jt/I2L- 	 . 
7./. o. 	, /5~ ,0".  

r„. 
2) r f(r24 

/ 
K ,  2 E  

r 	K -L072-7)2EL1(4 2-4  

4/2(rír.) 2-2i)dZI 77,7  

---E;:dj[2(r2 )  --2,1)44;5 



/ 4,r 
.41  "Ii.7 

1 25 	b.r 
2.7 

)416" % .7.);Li -

--‘11'‘ f  

1 	 

+2T4  ki  

dr 2; ti] ± 

(ri9ki.sr 

t Jtl 

i
g '2<j  (f5r)-<1;7c2)(2i( 

-4(  k1J r2 

1 	 

.7 
r2 2 ) 	c 2 21-  

J 
2 2  

 

TERM NO DE INTERACCION DE LA ECUACION DE EQUILIBRIO 

FIG.6.29 



(r/),d2C2k2x 
Y, t.  
2 '1.T r2 

1 

7 

kjj rj 71. 

ri) 42.7 

JILJ  

2 ( ),sici-%;,,, 

'2.7.  rt 

TERM NO DE !NTERACCION DE LA ECUACION DE COMPATIBILIDAD 

FiG.6,29b 



DEDUCCION DE LAS ECUACIONES DE EQUILIBRIO 

EN LAS VAVIIMILE5,11„ 	CORRESPONDIENTES 

A LA 5ECCION 6.8 (VER TAMBIÉN 6.5b). 

MAN IAC ION 
Ecuhckohkes -vn EqUii.11ble10 rP uKPUNTO eiegerju. 

0.)r. Ea Lb. "VIIZECCIAM t401?..~ 

tN I.A 1DIRCCLION 

01-  EN ut. ttRetcclemt Pz 

2)r Ecti&coblEs Ve k cPutueláo Et EL 1501eDe Lobee. 

04)r tia 	viRewns blektuAAL 

1.11. DtRtC.Zteit4 



4 4 	_ 
,i1.1z 	1 1 	gti J 

211- -r) • 
1:47 	/":XJaftil 

1,« t 4 st 
1.4  

1; 

Ecuo,cion, 	tztk». tivilibrio en te DIrecatfn lorina.1 

1 	E/J(1'i! 4. , 4 rt: 
tz(t- ti 	

ate ' (01‘? C4i1 i2 1:3( X 
, 	, 	+ 

filjw4z 	
14 

.3 
120-ft 

i 1 
 

   

•-• 

,4-i 741.1 1 1.1. 	4,1%
z  

j ••• 
2 	Z-D 

Ii414 I I/ 
{ 3  

..cp-a rqu 

    

WQ  E C(?1 	43 
ii(1-1Y9 

z tv 

   

W 04 
Peca 
1Z6 ,- .0i  cerril/ 	VI 	 t.% 	< j1 J - 	 " 

    

{ E dPiii 

k 	 \ 
E. 

„i 
a 

I. 



11. I e ot'd 	t, 	I- 

t. 12(1-V9 	dxíralz.  

W Edii113_ -2111 

t 12(1-DI) 	dr' j 

• 

I 	r Z.L114 	1) 	\ t3 1.±-:13)1z1 	.341-  t_ 

12 (1-11) VI 	c7441) 	(‹irt 	 11(  

tik'  	Ít3 ( z...1211 	Z211.4j2)- 
I 	12,11•.1/1 	 cq 

3  ZÚ-1))  kr 	-1-3  
10-¿1z 	C?."  1 

(1/I+1  ..._E.&tXx3. 
$z(t-tt)( 

.t lb 11.1 # 
dir 

7 

Clri  -U-4j 	f3  2 O - 
12.(1.1141)1 	GO 111  

Í /3 
12(141\ 	it 

11 4441  
i   	(113 4 3  20- t-') 

g., J 

3  

ef,1,4d. 
120-v), 	clid,Ji 	3 

ti /1  E (1; 
-17(1:15') 



  

2. (1:49) btl-  /3 	" _21.  
,3( .i 	 trp dri 	j 

• / 

 

[4 3( 2h;. + 7112;1 	/(-2))122,11 	4 3 7  (.1-i') 17t31 
12(1"f`1 )[ ti 	(11 3 	 * 

	elite 

II 
fdijdt 	" ¿Íj--7))ii(  

"Z‘l4 -111  

Unt 	
L 

12(1-7)9( 	c(1/$1 

Edíj d I 	- 
't)  

4 L,,j 0c1.1 
=.4 1 	z 

43 	121 

1 	2 

5cii4.1.1 
12 0-•o) 

 

t í-1)   t . 4. 1. 	¡t. , : 
L 

11 L 	_1.1  Edild 	r 
L ift 

it,t   
te (1 



* z  
1141  

Ecadi 
(1-'09 1  5 ¿i;iir 

2 	.9 i27 bik  
111  

1-)Ktok.s 	1 4 

L . 
i 	12 (1 

Ecoacio'n (1.4. teitiaaxio en 	DireccitAN 

tfir E c(i'd, .4132) 
k „1.1t 

i 	'42 

	

5 	 4, ul 1:( -2-i• 

1 	
IL 

J 

4':1711t) 	12(1'1))JK 	
J 

 

 

   

4  t3L 	rt vt/u 	vt) 
;kit j  

fisi21.1 44{:ti37,kit;,:\ 

111  Sc(1[1c111) [ 	
I Ed.L2yrii_ [143 

L 

rl 	ciL 	2 
z(1-1)t) . 	c71.  

D) 1"v41 _ 
J 

jiti4l islidi.)_r  

20--Dt) 

   

  

  

1-2(t-Vi 

101 
(1. 	E« 41r1  r 79 	t. 1.1) *— 	t 20-1)1 ' 	

1 
 

rcike r 3 Vk jh j  
12(1-1)4 t  

3 . .1)) 
t. 	«11)1i! 	j 



W 	dti:d 	l .1 

114 	 4°Í 212' 
12(1-1)1 — Ljt —1 4  

ceaTei tJ  4.1  
12L, 	L1  2 (1.-),) 
-z¡Tir  Gi¡ 

 

 

 

   

    

2 	
giLY))_121: 4. ti  e 11'  r. tic 'Sil 	L 

2.0.1;1 
`u 	Pi

1  
t.  

   

itb 7)1_211  4 e  
12(1--0) 	 14c 

5 

Wr E .A " r ay 12L.  

   

gr. i3  2 ( I -) kvx  

    

ket  fre<19i1 	,(1-1),)k( .15 9kt_ 

vvvy p
cuii r 

L 1"1 1»1  d3- 

12( I --tY9 



cecy 
urfcNit 	tz !_vz) f r---Trot # .a 

j. t k  jazi12 I+ E offwil  

L 3 20-0)1.'11 
()I d  ,>5: 

C-1 • ora.  

[L' v1.(9 1.,4  I.  5 2 ( - 1)) k 

010 at a 

va 	E ("4,Jur  _ 	2 	E. tA ijoii3  m  

'lit": 	2( 	
k:1 

(,) 

	

J1‹. 
4 

k 

rcua.c¡oin 	
tagutiibri10 Q.n tirgcción 

TE 	
[ jci'fo(." * lfai" 

 

+1 14 - 1.1 'N 04  

E 	2 » 
04,,r4,/ L-.1.-zu cvst'ciff 

°N) 	12- (177) 

k  7  
cti 	N  o$ 4j   I 1.01'("4-1  

lz (1-0'9 

114 -1  Ex< jrx I 
t 

( 1 - 

Y11 +1 LA:T-4 
G(. 1  

2 ( 1 - i) 

.1z1.1 • osir  

I

12 O --L) 9 	cy/ 1  1 

1,1 
L 3  2(1 -1)) k;*  

y 
I 

4- 

J.1 E 

at z  

[ L o( 4 0 J 	3a Ja ..f.,2.....,s, t   
120-1)9 J ix 4" 

oía  

iz  fi E ojoer 
2 	 I —0 	Erx 3c,,J 

us, 	12-(1-Pi) 

1.3  2 I -9) k 	
km 

	

a 	3 	- k rei r 
a 1 



{

1/(1...iit) 	.1 oTiirca 	ti 	,:4-ii T 	LK ci(lii wthi '' " k r.i 7.411r ' 3  g!- -0) ktt  

y4 1.  E0,121 
1/(1...r\ 

t
a 

.1 

edw 	is -2 	( 43  z D121.1  
n -- 	• 	--I  + 	 4".  k 	-Ir .1 

to—i))bcìl 
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APENDICE Al 

GEOMETRIA DE SUPERFICIES 

A1.0 Alcance  

En este apéndice se presentan en forma resumida alvinos 

resultados de la :eometria diferencial, que se usaran para 

los desarrollos analíticos de los capítulos 2 y 3. Los re- 

sultados se presentan a manera de una colección de fórmulas 

en virtud de que su justificación conceptual se encuentra en 

23, 26, 28, 52, 64) diversos tratados sobre el tema( 	 y muy 

particularmente en las referenciiis 87 y 88. 

A1.1 1.32£12.9=1.1511§.  

Una superficie como la de la fig A1.1, puede ubienrGe 

en un espacio tridimensional de ejes coordenados 2;)  X 

y además puede representarse intrínsecamente mediante dos pa. 

rámetros usados como coordenadas paramétrices. Estos pa:áme- 

tros, se designan 4(/  y A , de manera que para un valor 
/g= cte., el otro parámetro describe una curva d":  . La re- 

presentación de la superficie se puede escribir entonces, me- 

diante el vector de posición 

al hacer variar simultáneamente los dos parámetros 

el vector /117  sufre un incremento eA? que se escribe 

(A1.2) 



DesiFmando 
v17, 

en quo la coma des! it?s 

162 

1? 2 
	 (10.3) 

der vación con respecto 

al parámPtre cuyo In.1 c f e3 Wuli al n(imoro due !Aguo a la 

coma; entonces es poible escrilir 

0/7 	(47111 

	 ( A. 1 .14 ) 

Los vector S 	y (.,2 Se ic::"ii1.5 1"_:iTl vectores bdGe en la 

superficie. La magnitud de Q', , es wIturalmln)te, la distan- 

cia entre los puntoa P( A 	7 ) Y r( 	.7‘$4 0:14/ 	'-/;172 

medi!I sobre la suporficie. 	 `i )l ', 	es: 

ois 29/2  9a 92  71 d 	(11 5 ) 

en que 

• 11/  

y se viotie 

lUlmado 	ri(1  

rPcibe ei 	 1“ 

..~tü els Wlso 11P 	fl 

cOG 

!'m in un 

}1:n 	 PC ;,L, 

I 	 • t 	i e3  11j 1, 1 

r  



2,1) )4' Cg /2 di 

•••• 

;9/61 z 	ts.  

.4.111 • 
1•40,11,- 
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En adelante se cez ru'n únicamente curvas de rererencia 

ortoKonales, de manera que 

dás 	zffir á// 41A2  7‘ 4'22 022  (A1.8) 

  

entonces conviene introducir la notación 

(A1.9) 

porque es posible encontrar vectores base unitarios en la su-

perficie y que se designan, 

(A1.10) 

o<2 

El vector normal a la nuperf joie en el !}arito "7/ , 3e define 

como 
• 	

"-^IP 

,7 7-  
'1(  / z 	 (A1.11) 

Tensor e J. rvatura 6 i'31.11-,uwla  fcruVi un71[3men  tal 

3obre, id CUrVa 	eb pon i le de t rm ims r tn v tor tan - 
~41». 

isentr 24, el cuul 

.4.bre esta linea, (xiss: 	In v(3cLor 	 í) 	cual :3e, suvo- 

ne que forma un 	 e.1 v 	r O I% 	// 
	Ver 	f), 

)) 
• 	La 	 11 vetc!r 	1.wi.)re 	curvli 	1-Je el3(:;r11)e 



2 -~ 
22 

la 3uperticie" con iuí componente3 tensorilles 

6,7 

t1(-JI eu:crí ir e de %(fliera que 	ee'1.11 	• 

( Al •d,7 /, 
0;4 7L 

(A1.13) 

y multiplicando escalarmente por /7 se obtiene, 

( A1.14 )  
oir 

en que J,9 es el radio de curvatura de la curva y en la 

ecuuc ion Al ,14  se ha usado una de las fórmulau de Frenet- 

Serret(?). 

Ahora es pouilUIP definir rol "tensar curvatura normal de 

Luz curwit -Iras nibtr 

127 

;15 

Z/2 

un lj :,Ipe:_sficie non: 

22z ( 41 16) 
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(A1.15) 



„e, 

/2 

(:.51  02/ 

!65 

ve recibe el nombre le ":zeinunla forma fundamental". 	• 

i:',11_lndo en particul:_tr resulta 12/2  ' O , se dice que LIS 

lineas ,/1/0; 	son ie curvaturayrinc.ipal. 

ál.3 Derivadas de los vectores base unitarios. Derivadas  

del vector normal 

:1 1 pasar de un punto 	otro sobre la superfile, los vec-
tores base, l'i?/ Y 42 f  cambin de muirmitwl y direcci6n. Corno 

los vectores unitario.; se expresan en trminos le estos vecto-

res y JUS wanitudes ( ver ectdción A1.10), para calcular las 

derivadas de los vectores unit,arios, es nece3lrio tomar en 

cuenta esa cuali';.11. Las expresiones le LIS de ivadas de los 

vect hu1/41.3e (./ y t,2 y dei k'ectcr normal conocen 47 se 

corno cellach.ms de Yiallc-zq Wejnarten(  (_'on ba3e en la de- 

finiión Al •10, 4 uti Ii ¿ /110 odas eemAcionos y  es posi 	dedu- 
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como exprel- lou 	 lerisulda.: le :oil 	 qnit,iríos. 

ecuaciones 	e 111-; 	 iel vector.' 	 5".  oon: 

í 
-7 ; 

le olazzi-,iJuss 

ec 	I 	ti u :7; 	 !:;on 	 Tle perra' - 

ten eic.)rp.4 ° 	 coeri 	?nteo 	I tensor mé- 

Irle° 	tensor de iirvutird. 	exprionel; j lty ahora se 

pre3en.,:in, fueron Jeducidab 	 olftüciuli¿ación 	103 co- 

rrespond' flt.‘115 en 1:011M,i ten3o:' 	(ver 	-)2 y 	Tstls 
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APENDICE A2 

CURVATnAS EN LA GUPRPICIE. GEOMETiUA DE UNA 

PARALELA 

A2.1 Curvaturas en la superficie 

En las expresiones del apéndice Al y en los desarrollos 

anallticos del trabajo, aparecen las cantidades 	04 7 	y 

06 / que son las derivadas de las magnitudes de los vec-

tores base. Estas cantidades, pueden inteppretarse gráfica- 

mente usando las definiciones de z . Considérese 

por ejemplo, la definición de 0,4 
	

(ver ecuación A1.9) que 

puede escribirse 

ar/ 
	

(A2.1) 

derivando con respecto a 

-N1/./ t=  

o sea,  

se obtiene 

770, 	 "'"•1111  

19,  2 • d. •12' 0,-/ ' 17,1,• 2 
(A2.2) 

(A2.3) 

si se compara evita ecuaci6n con las definiciones dei censor 

de curvatura normal de las curvas p .La superflei 
	

(ecuacio- 

nes Al.15), es posible definir ahora la cantliad "curvatura 

en la superficíe" (ver fit, A2.1) y en su forma real., puede 

et)eribirlie 
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111•••••0 
40•••••• 

en tt 	con 1.,1F eclri .lones 

plmde etinir 

/9 0(1 / 
2/  = 

4.14r1 for,rn, 4-letnejantt• l Se 

can_ t -1 	"un 	novc 	en 43'.  a r l fl j i 	ron I3- 

1:11; '.n) la forTuilción J,Ljeiiraic 	le ) e crietrl 

y A10,1.-„thhan caído en 	 debi o 	 no pol;een wituraleza 

GeLorial. 

	• 

ion: 	 ();110 er, 

nmelia" y otrl 	 piyioLu il0 	 unl 

Z. 	El ',Jet:for le poi;lción 	ia 	f 1 	pa:'ai(--,  a 

se e,:3ritde 

 

s t 

y 

---74  
7' i 	/ 

1/12 	jr? 2 

'rr  

1 ('-411, 	II ,  	4"' L 	» ;/''‘.'  

J.,:': ,i ' 	• IP' ' ", .:'', 

Y4' 

• /1•5 -47 	 ‘)" /4),  
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das ort(-)t;oniUls, si la torsión de la Superíicie(Yes nula. 

Las taa,:;n Lu' es le loH vec tí) re,s base de la supe ficie 

ralela se pueden ese r  b  i L' 

 

2 	2 / 7  z. 

115, 	12/ 

)11 sJi  2 	./ 2 

2 

2P/ 2  

   

á 3 a 

   

  

(A2,8) 

 

  

4) 

 

en que 

  

     

    

(AI.9) 

 

      

y an.flor-irvente 

(A2.10) 

con 

rn 
•-my. 
4-4.41 

	

LO 	e c. U4 1:‘ 	1 	.1-̀  o 	d{-' 1.1 	I 	iej 	le I6 	se 

	

i e .:1 l.1e (N -J 	en 	!'(i 	:; 1 In 1 1 '1 9,N 	 .1 a s 	 !fp? d 

r , 

4 

1 42 
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Pia(111111 ¡al ek ,5 LOW e 

ki lo (4 / Pies* irm9enile o la  

svpippciEt 	4/ 
p,,.$44. 

¿9. 1 	c t),? tWrvier9,,r 4e N 1.67 
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APENDICE A. 

A 3•1 Cálculo de Variaciones 

En este apéldlee se prsentan (1:1 forma condensada algu— 

nos resultados que serán utilizados en el desarrollo del presen 

te trabajo. 	Aquí se presenta el problema fundamental del cál- 

(72) culo de variaciones conocido 	como el de los puntos extre-- 

mos fijos en el plano y.  los resultados que corresponden al caso 

de dos variables in. opendiente. 	También se presenta el 4corenki.it 

(69• 	, ue Gelfand y Fom 	) in 	• relativo al problema de un funcional su 

jeto a condicions sAsordiarlas que estar dados también en la 

forma de un ftutcional. 

Supone  ase como en la fi¿;. A-3.1.1, que en , 1 plano, exis- 

ten dos puntos fijos por los que ha 	pasar una determinada 

curva sobr la cual ha de calcularse la inte rrral 

r(V) 
/4 

era (..11 e z1  Lj 	'eL je refOrT...el 	e3 la ler LVa 	(lki y con 

1,) -f e 1;o 	<' Y 5f.' 	er, 	l'une16/1 c(),LiJclja 	iuo variabD,3 	Y' 

viert,e 
	1 	 ble;aa 	 (:1.l eJlo in 

Le, 	,Id., 	1- 	 o la 	 pr 	 1 a (ALI* 

v a e3 1. ue la inte- 
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gral S (ahora funcional I) adquiera un calor estacionario; Inom dimu 11••• 

además se compone la condición de que esa curva pase precisamen 

te por los puntos A y B. 

Supdngse que la curva que cumple esta condición, es vecina 

a la curva 1. De manera que puede escribirse para la curva ve 

cena. 

y(x)-4 Y (x) t  5 Y(x-) 	 A-3.1.2 

en que 1 Y(x) es un cambio posible a la forma de lu curva y que - 

cumple las condiciones de frontera.. 	Este cambio posible S/ 
 
a. 

se denigna como vari ación de y 	Al pasar de una 

curva a otra, el funcional cambia ele valor y este cambio se de- 

signa 	y puede escribirse 

Arzhár f-72íli-áart 

con que
a
I es la se cunda variacin 101 funcional 1 y h es un 

tn4.111( f ra • 	'CAZ' ahora no int(,relia 

Pera que al introducir el. 	ltlt  

-.;et:jupda variaci6n, lo ma- 

I Para hui 13C Líen° 

rt4suzi iáy 	 A-j 4 
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restando la ec A-3.1.1 1  empleando un desarrollo en serie de 

Taylor y conserw.ndo unieamente el primer 	no , resulta 

Sri(1(SY+-li áVici-A 
A-3.145 

1.1•• ••••• 

integrando por partes el té 	vino subrayado de manera que pueda. 

despejarse cS , se puede deducir 

¿I=[sygli 3if zs:vízst  
ay( x  

74# 	1j Y  A-3.1.6 

El tórnino subrayado a la derecha de la ec. A-3.1.6, toma 

e Si la cuno.- n cuenta las co:Idieiones niturales de 2rout va. 

incial hace del funcional 	un valor eGt!.lcionarto, entonces ¿I 

debe Ger nulo y siendo sy are 	,- 	en loa extrei-Jos, de 

sapareee el térlainc jue contiene las eodicones raturales de - 

frontera be iAlede escribir 

Li I, It  
d 175,  

A-J. 

que en (7:- e17:!..1c -i..115n de 

:Ur.C11)..71111 	2 	la _orlia 
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V I 	
i x, x el 

	

a 	 y  

A-3.1.7 

que 	Wn W x, y ) 
Yul tu' resulta Ser , 

w 
9 x etc., 1, ecuación de 11••••••••1111.010••••••• 

agS +  O 	 
x 	 j aw5  0.x a, awi, 

A-3.1.8 

Teoreca de Ge lfandFomin.  (69) 

Consilerese nuevameite 	:CurJcional 	 :)ara el que 
se pretende er,contrar la curva jr• (>4) 	:ue la al ruoicnal 
un valo;r estlicionaro. 	Lab .3 los extre:::oo t  son 
invvvate, que la curva -- :-tre 	la 	.ult;a A y B. 	Pero a:1,ra....  

T 

3 

lehe 	li.eer u: , c(Jiidíción a-- . 
suponase quo 	ftnclo[lal 

liciodr,a1 y qile 	a ek-J-11cidu 	 e la 	ie un funcio 
nal, y oe 0:3cribe 

• 



Y ex ,A .¿ur..1L1 	 atea )'c 	 Puro a.ura ue li4po 

ne COL coL,11cr. 	 lu 	 '1;(- 111. k c(murve 

al rlIEJO valor, ants 	icspub 
	

la \variaci6n, es decir 

u e 	9 	r,1,,r, 	 t 	,71, v.t 	1 a 	11:4 V a y ...-3111.11 lo (?X-- 
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1 

31 ;" (x) 	 ex.treLo 	6 uíni.luo dl 

nc 	k / 	 !J.L2, c,:st;ante A 	-1 	, la curva 
y 9(z) }:liciüI  

t 	) d 

1.11,>:::L) 6 	o. 	intxo,luce ell.jr4C3 la variacidn ue 

• ) 
• 

rrc (,) 
qUu la cuaci6n de 

oLul..4„e al 	 e2eribivae, 

7i J.: <„.)  

tt "*" 

$ j. , 

11,  

ir 	h1 i 

• 



nra... lo.. 
• t.. N. h. 

en 	vi r no 131-u,ru1 a k e: 

J. 

!Z.30 re -u 	1,14 	enas a :3ic-.,J, sue 

4 e 	ir , 

ro- 
,,)1,1.11 A- 3 	, 

" 3 

x 

A- 
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• f 	 „p7: e c.-1 .2unciunal 

ir. t.) 	o 	t 	e ....Lo 	s e  e e , A- 3.1 l'i• . L 1  

do 	 :1 1,121.11U) 	 oro.nel 	11..-3.1 

	

L: tí) 	 2 	 O 12 3 e 	1,1 	1.'0 	n 	'* - 11 ellos si 

1T: 	e r 	n 	 t 	. a 	. 	 . 11 45 ) 	 ri-uit 	 1-3 de iJa. -fan' ,( 71  ) • 

e ?‘ Jj.1' 	 -1.1r.i611 
nr 

( 
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e ►I ^1 L !i<.1 

[ F 	9 1 l  

ueaz las eu.ut't 	..e 	las eur\ras .,-.1(1:11.-t si bles 

en =itie 	C‘ii (3U otra. 	 de I L 91 tul 	em o para 

Entonce e 9i. 	11 (X) /le 	47:1 X 'Urente; 

ante  

nal, 

z Ni 

ex1.9te a 1 euns-- 

9 
	

(x) CU3i + tc 1 ¡un 	 para 	l'uneio— 

es decir 1 	9".-2 9 	J:_.. -k,i3fa e la. (?0 	,!!,(Iti II crenclui 	A-3,1, 



to 	4. 

h0 

med 

t4I 

orila 

55, 
1) 	GIS ) 

• 4 	• e Lti 	j .3e 

T 

_fu,o 

e,:. deo 

a e 

, k r: ) dr) 

t 

r4 

le 

.ne 

r• 

u'e 

• 

eJ 

é 
1 

0J.  

r 	u 1 zar or I; o - o nal 

• :.,.v.,tor le pea° y 

'. 3O (.,k) ( X ) • 

i_jo,,1 1 	_uele aeAucir, 

r 

conjrit0 

' 
(E) ' 	 ) 	 1

t 1 • 
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A- 3 • 	Ilu*.1 _.G 1.) J.. '2 	II • re 

	

.c.- 
	1 	,J.;" '..)11e 111 (.1 

	 ixoblu.:11.11:; 

	

t erla t 	or eje 'lo a4ollas re;...x.ioila'.1s con fenc1lenol-1 1i- 

Oteen una C -al 	 como propleda,i je orl;ogo 

nrol.Liud. 4, e 	° 1)(. 	 0 n s ci 	 3.1 se 
2 (11) ) -75h ) 
	iice 

que aGn Ot 	 uIo Je eLlinple Tte. 

1 

que 



178 

ocA un 	tor .4e 1.,.0130 Cu ( 	j= f. C.,;.4() lie ve al Inl:roduair es-- 

  

ta 	uncluncs ,:11 L ec . A-3. 2 1 	16. 	p i 	s,A1 

Su.„o:4;:u.se ahora que el s471:11 ente polinonio debe ser 1e ¿. yrado 2, 

y e la Zurma 

0 2 - a0 * a A 	9 11  

la2 	ces 1  2e de ternilnan ue la 8 0,, ndie loue2 

56 2  d 

o 
	

A- 2 • 4 

y usl reJ I. La 

2 9 

y 	er 	ant1 o, • ,1 

A-3. , 5 

Loo r  :J 	 ) e eri 

L e! • 	 le:. 	ir., 

)1'1) 1 CY 

1,1 
A- 	6 



:estos poi nomics, pueden enovibirse, 
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A, 

I 

F = 	(63 15- 70 + 15 

se puede aemontrar que 

Po  

(2.p 4- .5  Pi A-3.2.8 
r4 „...f 

5 (81:)., 4201.11-7P, ) )  

6S 
(81-)5  4.28i/ 4. 27 pi ) 

Es ",os poi no:nion, 	t i..:1'.-cen la eouaeiU di ereneial 

; ) 9  

L tAt 	j 	p 	u: c r 1, ere 

I.' e 1 1.?.. 	11 c., 	ri 	 t 	 iC :3 	i ril.,40 	t.) h - 

1 It • 	 1. 1)() 	Le a-lre, 	 ciuciroe CWG (1.1 Ca30 purtí 

lorula ;e to3i-f,:.'.1.1e1,. 	Lo 3 I 'u 4 nen 	f, Pd1.41CCII 
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en :la lorza 

.10 

Len3 resL1-1 	 ,.11.;.:1 tea do , 	e Lit .ilizartin el capítulo 4, apr,;vu'lando la vo.iedaa 	ort0e0nalidad. 

.1';.1'11.1.1 	 cra 	ea algunas de etna3 fulcion9s. 	c:sth 

	

1:13. 	
Cqe veme que la propip 

dad ue ortodoilall {1F-3.d de las fluiej...ohea 
	.1)7) 	para k 	2 impllca que el arca 	

Ja eltr el Oje 	y la 	

y 

del 	polano:: L  e3 	ro y qi“...? 	,ái, ;-.3u 	lerito •?1-3 tatu. 00 	su va-- 1or 
ji e 	

.raile..a que su fuerza 	su - no tiento vesul.  
41 	P 	" 	í 	calzo (112'1;ribt.z..ei S Lie '2:312 
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POLINOMIO DE LEGENDRE 

A3.2 



1 8 1 

so lainen te e13. t1 rá la di. ha(.  17J dZ = Cen amUob calxJs 

1)1'1:1  cuyo coc rer ncia ,,:ntr 132 rul nitudt:s 

te -3C 

y .1(1 1; 	
X1 

s 	i3 I 	 ! 

APLUUJC A.4 

ECUAJIONI:".) Ún 1,L4111.ibhiú 

En el_ ap6ndic 	 ded icen lab 1 cuacione3 dei ele 

wento inriniLaan-nte 	 ckInt(nido cn 	cacart5n y median- 

te ln.tiJrración a Ixav(n lel (1.1pc,:,›or 	deducen Las ecuacioncs 

de equililrio en un temento 	 caz':,carón. El elemento 

infinitamnte pequcno rDe caracteriza porque Sub treb dimewzdo-

nch son cantidades liferenciales t  Pln tanLo que el elemento de- 

:Arpado finito 	tÁ definido por dota dimenz)ions diferenciales 

y uno de ma?nitud f:onsiderable - irual 	spesor 	Como 3C 

(Al Ja figura Al al aacar dela twperf ole media a una 

supcx icir paralela y qu( dieta 	de ella, lab milmas cantida- 

deo dp
1 y dp, dan hilar a Ilemvntol., di tintos cara volumen. 

vA 

(A4.1) 

,1 	 .etap 	1,r, ido en un !:J 1 a- 

curvatura principl, en tal 

un 	 urtogonal 

El rruv) 

t o 	p 	i 

la nuperf' 

/2 2 

Y 

" 2 

(1% 



f 

A • 

—44 

= 	 -7- ( 
7 	7 C. 2 WZ 	.?„ /2 
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y en la superficie media 

2 1/ 	//;: 	V‘?  1.. 	g) / 	/ 2 

utilizando la notación 

tiene 

(A4.5) 

El conjunto de elsfuerzos que actúan en el elemento a una dis 

tancia z, tiene rk:suitantc en cada una de 1a direcciones, u-

na de las cuatase , por ejemplo, 

rL re/ 07/ 77 pi.  c2 	Cl/3 
c)< /  

(A43) 

( A4 .4 ) 

dg./ 

(A4.6) 

que ri:Treenta la fuerza que actúa en la cara normal a la curva 

)411  y eG la suma de fuerzab por unidad de árl-la en que actúa. 

En la fi gura A4.2, 1.5 mue:stran 103 esfuerzee en las caras del 

fAemente, Debido a que en una ri sLema ort.ogonal, 3e tiene 

o<
1. 

c,<,  , de (Joule , 

j>1(2.  .4" 
< -2 ki 

) 
'd /2 

et na 1. Of.fl n t., , 

2 f  
,r1-; 

71  

vnH.f(- 	por wl] 	d( 

d/0 

11 	Cl j. !;;:! 

y de 

. 	i 	i 



74' 

(-)21,/  1 (ICZ 6 .) 

,C111C-1 16n 

c/ J, 

r I  
41: 

• 
.; 

r 	'2  /4C 
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A6,3 , al pasar de una cara a la siguiente (3 una cierta direc 

ció'', las resultantes experimentan incremento3. Si 30 suman 

las ruultanten y sus inci'ftmentos, tomando en cuenta el signo 

relativo, se deduce la condición de equilibrio. Esta condición 

es 

le2  
(Pi 2 1 - 	'123 

/ 

/ -<" /492 74 
	

) C)  

quedando entunces 

/ 	,Z72, 2 7L /Ad 
	 (A4.10) 

en que Z = 279/t y se le ha asignado el Indice 3 para indicar 

la derivdda con respecto a ella. 

Tornando en cuenta las expresiones correspondientes a las 

resultantes Rl  , R2 	3 
y R. 	(ecuaciones A4,7-9), as 51 como las e- 

cuaciones de Gauss-W< ingarten del apbndice Al, es posible dedo 

cir el siguiente dstewa de ecuaciones direrencialea de equili 

librio en el e3emente inrinítesimal. 

Ecuaciin A 

...11•411.1,4 



4 V32 

`'12 I)  tz:3' 
-9 

( ;uf . 	) 

) 
-'/ ) y 	2 si — 
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Ecuación  

Una vez ieducido el_ 	tema d ccuacione3 dei equilil,ri o para, el 

(dement c jnfinit siena 1 	ponil):11, c.: t1.ibii: c@r la  &-s que correz- 

penden al elinnur Lo 	 G 	te fin, 	int.roduce ahora 

la 	 no t,-,ac 1 Ón que di ri ere únicameiltu en de tal. lt::3 con 

respecto a las uti izada :J por Love( 5  , por Tia sov 	y por t;un 

bcguidun:z: 

Fuerzas 

IM11,11. //3I 

)1) 	 22 

/ 

1(/q? a ¿I  

7 
	 (A4.14 

7 



(A4,1 3) 

Mowntos 

/41/ 

11•0 

/ 

é7/ 
ja 

é 

'V 
é 

2  el V7t 2 cia 

2 
c.2 	2 

Ahora integrando a través del espesor cada una de las ecuacio. 

nes A, B y C, es posible deducir el primer grupo de tres ecua- 

clones de equilibrio de la:s fuerzab definida en el grupo d e 

cuaciones AIf, 14. Procediendo a int;egrar en el espesor se dedu 

185 

(A4.15) 

ce: 

Ecuación 1)  (A)-1  

/, s ' 7,2  -«,./27A4 y C 2fz/ 00(2 ,C1 

Ecuación E (in 

41( 	 01/z isc 

,ez 

Ecuac 6n J 	(C) 

/117' 

En (;.u-.h re1Jzicluac:7, 1 Y 
	

a- 
Jon 	 Lani,,ncilt 	en 

iri girccción 	la: ,2.11I'Vd:; (AL rk1txenci 	y 	la ¿Juplr-rficieí 

1 

4.1,--1:7- 	ri 	ri pfir(11.t».1'.!"Yi. 	nJicr, 	 Jur de que 
ut 	 I 



Fcuación 	(C) 

— S17, ri 
/1,12 

/e/ 	x92 
c:2 	 (A4 .21 ) 

136 

Las ecuacioneb que corresponden al equilibrio de momontoo 

se deducen de las A, B y C mediante multiplicación por 21'  e in 

tegración a través del epesur. AsS utilizando iaa definicio-

neo del grupo de ecuacioneo A4,15, se deduce el /Tupo de ecua-

ciones de equilibrio para el elemento finito en la forma: 

Ecuación G (A)4  

4:(2 IlY 7  	Abilt  - (N'y O 	4 z tw",2 	"-<.)(/°‹: 42/ ."` 0  (A4.19 ) /  
,, 	 1  

Ecuación U (B) 

— 
'902 A 	C'<é? 4: -001)0 Q2 

	
(A4.20) 

Si en la ecuación A4.21 se sustituyen las definiciones co 

rrespondientes a T12  y T21  como so elipecífica en el grupo de e 

cuacionea A4.14y1as correspondientes a M12 yM21 especifica--  

dos en el grupo de eeuaciones A4.15, y si además se utilizan 

las definiciones de C y C 	5e puede establecer que la ecua- 1 	2I 

ción A4.21 se convierte en 
/./ .( 1  

/ (-,4f 

22 
rer0: 

) 

Cr 	 /2 

4. 	

41?' 	
k /1 	• • , 	 /7/ 

n ra i71 	La 	1 :16r) reduce a lu forma 

nuvailirrite la 1.t.,na en parf,r,tia índicfi la ecurción de 
la nu-va 	udción. 
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decir le cati13face WiticalLente debido a la simetría del 

tensor esruerzo. 



1 
* 	4  
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AFENDIGE A5 

ECUAW_CNE DE WMPATIB1LIDAD Y 	LOGIA ZSTATICO- 

GEOMEThIjA DE LA TE0J-dA JE J,0 CAS.CAW)Naj DELG400:3. 

En lou desarrollos de eute apendice, 	usará un sistema 

eurvilineo ortogonal 	referencia pero no necesariamente de 

curvatura principal. El modelo de deformaclon que aqui se 

( 2) 	 54 ) 
p)  ca, ha sido usado por Gren y Zerna 	Zerna 	Goldnn- 

, 

veizer` 	, Mushtari y Galimov(" 
W 	

), M. Rodriguez Oabailero(514)  
(  

(56) Reissner 	, Este moleta un ilustra en las riga A5,1, A5.,) y 

15.3. En la fig I5,i  uo muestra el vector despiAzamiento y en 

la fi ls 45.2 se muestra el vector lotacton, cada uno con 311S 

componentes respectivas. ka superfície ,k,form3la 3e carateriza 

por e) ver:tor 

re 1.r' 	a las iJourdimudas 	j /si y ,pi e 3 ‹3 fi x p r ..1 b z-1 ro f o y i d 

0 1A 
1 at.4 (1,00 rd 	a,.; eruid: ,4,j, y A, 	,j1 .1v.. 	t.:',Orre.13POndr.-:n rt 1 ,t 1-.,.uprficie der.711 

wada como 

rn é 4 

Jul 	i` 1 tie 5  

(11 )7; 	(.4<ir 	71- W',7 

!"i 	 3 e 	r'ílJ 'f 4 	 í'j, 	r-.1;.. 	 , 	 v  

( 
-10.0,1440- 

= 
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(A. 9i 

La .9 can ti dados 14 y J 	
zueu tran. en la 

	A5. 3 • Bebido a 18 diferencia de ix' tud ue estos 
	ijuluzi t  el veco1.. noru1a la superficie media z.-ult; (

.
7;13 , e la defo.vlaackiáll  sufre una ro t uci 6n lan,tz lar alred odor 
	

1.11 ,1111.1.33no 0w/a matInitud e:3 

vector / 44 :.upix:12 a 
law:_,I.Jerl'icie 

defo1 L
p <3 e re pr esenta c. en t¿rzliLio 

3 del vL?e tor 
or 1J1113 '' 11. 1.1 la S'U 	ele 

'!„al r2 . 

4114', y P12 
que, Co:() ae !nue s I.. ra e2.1 lo i21',.;- 	A - • 	. (14 la! ..,.  
	103tore bc  
	vee--- 

...I., , . ra CO 
	

-0«... 	-- 
:._fl 	e Orlc,.1.1.13.1 pa- 

	

..4 	a 	-'it4 . 	' 	e ti e Or 
u211.:a. 

el o 

L4 r 

•i 	ttj 

1Ct(91: 
	

(.11 	t! 



190 

media, es decir la cantidad vectorial que tiene que girar el 

vector normal a la superficie media original para convertirse - 

en el cofrespondiente a la superficie deformada, se puede escri 

bir 

Zs: r Yits f 471 d'72 *- 
	

(A-5.8) 

según se deduce de las consideraciones introducidas en las ecua 

cioneu A-5.6 y A-5.7. 	También puede deducirse haciendo C1~1,1  

es decir llevando el origen local a coincidir en la superficie, 

media ori¿;ir.al, 	En este caso, el vector 

09 	""r5.441 
	

A .9) 

que se ilustra en la fiura A-5.5 es paralelo a la superficie - 

media y se puede Lxpres.,Lr en la forma 

~O» 	,:jul 	*aseo* 
)1  J¿ 	 rn 	

(A-541o) 

en cuyo caso ae col-Trueba la qxactitud. de la ecuación A-5.8 a - 

través de las ecuacienes A-5.6 y A-5.7. 

L:3 	 neillzad:Js pu2(1,en coLoce,r,Je aprovechindo el 

hecho d- que el 2113Lenia 1< ct.:L ori-lLal et! ortoLona1. 	Lob vectp 

res buse 	no 	spod(n u. la Ilu'per'ricie Ile1ormndL 	Jeducen 

le :leo Loulcl Le1^5 A-5.1 y A-1. 

(A-5.11) 



191 

(A *................. .-~ 

1« 

teoría de deformaci011es pecluelias e! r 91-."t 60,005 ).  odesiLr. 

nazi los ver toreo unitarios sobre la 1-7:,u.perficie deforinati como 
~mí 

e dilcir, 

C131:ial r,k,.b15 j1. Un 

* 	
1. 

ue,1011L.11(11 cr. 	 41, ¿ji 
..1* 	 ; 	 4... 

.1-:1 1.v) 	113 

A-1, la 1 1.11:: 	:r‘rva 

1)C 
a • 

con macnitules 

(A-5•12) 

quedando entonces 

ip ~ 
,...p* ill/ 	 (A-5.13) 
47/ 7r  

~~ 	
~~1~1101 e 4019 
Ud t "Si' 

Cric 
Estas relaciones aunque arroxi= las 1.3on :;ideetuvias el -i la 

ue Luc e compuobur que 

T¥ 

.09 
r° • fr 

11.11.111,* 

• 



y de acuerdo con la ec. A-). 

(71144414  ( i..*< 74' 	<C1-44 	qtts ) 
	

(1.-5.17) 

en que se ha introducido la aproximación utilizada en el Grupo.  

de ecuacieneo L-5.13. 	jesarrolindo la euaelón A-5.17 se pue 

de - ocribir 

4.  
ar Ir 	 rA, 74  —44  

e introduciendo la notación 

dríse . 4 , 77" fok 
09 

se escribirá 

Z¿1?1, 	( A-5.19) 

 

(A-5.20) 

4y4 71" di 	0/0 
1(11;5 	(A-. 	) 

donde ETS 	1.3e dC310.3. 

La8 c .ntLuadeL exrel,d 2 cul 	r,r1) de feLlicloncs A-5.20, 

aon rulnente 1113 ..1e17c.niuleille:J Lantx) 	 con,c Cr. -alares 

Ge tjh 

de 	ce13. A-5. 

n.a .Vl 1;e; rir.ern - 
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a)/ 
( 	7i- 
------- a, 



  

93 

.1.••401,  

 

    

que coincide con J.11 exprJ316n ic(.541. obtenida a partir d(1J las de 

ti .c1oneL3 A-5,20 q:kaid( 	hece (.4-1/1, 	„ 	ii gmeraJ., so 

usará la sinienue equiwtle.acill; 

`111-4.10 

 

e/2 

 

99) 1 ,11.01E. 

dril?! C." 

 

ne ve 
1 se itedueen 

eo:uo 	pro duo to e ne-Jilw: 	d.(is 	 ftii10 t(7; h. lo que 

1-3 +k; enria d 	e e- 

re2111....,:.%1:-.1 oro, :0 cita_ 	 1()L,71 	13 	ecuac io  

iie 
	

y A 	39 

• 

-111"' 
.) 	,¿  tC 2 fjp y 	ay/  

/ 7 	7  

j 	 „, t 

(Yo 
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2 . -.1egInda forma lux 	en la stwerficie derorclada 
~VI* -• Mi 	 SSS -41.~.~»•••,...• ,•••••• 

Nuev:..-Inente sei,;(111 la defiLlo16n le 1. O.1içt d (Jurvatura in- 

troducida eA el apéndice A-1 , se tiene ahora pttra la ouporfleie 

aeformada 

I  41 	 --Yr• sr .1 4‹ 
swe-01" 

( 	TI  Cli‘e ) (, 	
,L,,3) 

 

XZ" ..11111 titx  99.0 	kit:1 ( —r 2 5 ) 
.02uswitallieje  

El t6rwino subrayado dos vece3 c un Lérnino no lineal quo 

no se considerará en esta foruulaciÓn que trt;a con (7:splazamen 

Loo U/ y tiz pequeos, 	El tél:m no subrayado una ven, euntiune 

cal-Jt • :,-des del orden de 	que 3011 j:preciubles en el tipo d - 

oaec' rones lue aquí se e¿tud2a 

se puede ver  ve.r que 

ejemp30 	0(x /4/ 

..00 
"Yo 

SR 	 al?  
ri 	/Fa  

de i€ad( 	et.)L4nieba Lo 	uf, 	jor- 

 

•••'91110  

ame 
u f. 

:)
r 	Ter.1.'0: ' 	t.. I 	 Nji 	 4,) 	 1A 	 e I  

La 
	

L. 	r ./ 



SIC 	).7 • -.1...f43. 
grt 

fro 

1~09. 

e- 
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Mh• 

en forma análoga los cambios reales a.e carva 	al pasar de .11111111ft 

la superficie orit;inal a la defori:.aua se expresan como 

—No 

 

 

(A-5.28) 

   

o sea 
~pm 

(A-5.29 

observándose así. 
ac 

entonces la analo:ia existente con el 6-rupo de 

expresa al 

ecuaciones A-5.20 

asi nundo los valorcs adeuuauos a los 

J-2 A 
>I#  ne á 	*iP  

-ft» 
vector Men términos de .12 

Twilanao en cuenta la ecLacián A-5.10 que 

se puede escribir 

(A-5..30) 

ir.dices " 7 ¡6 

-77; • 7 
1Y, 

til4P 
4." 

V Z. 

can,Ao 	
13:11 	 deri- 

vector .12 	roila anál -a 	Go- 	:1 13 a 
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derivadas de LI 	Para este fln, en Leccsario intredueir Iac 

caLtid6den 

vr " naif 
107 

(A-5.32) 
Qaw 

eneontrándo 

g5 
pr 

913. 

7E 7; 11.  45 "; 
wml» 	.101m 

= -417 	jr-/2 

(A-5.33) 

3.- Ecuaciones potIpatibilid d 

   

La deducción de ,.as ecuaciones de compatibilidad requiere 

un etJtdio más cuidadoso que el que J. zieudo se presenta (35).- 

Dado que un üstudjo cuíliudoL3o .wplica ciertas consideraciones - 

L7enera1es, es mejk)r inteitarl.0 eún baae el, el cá.lculo tennorial. 

En otro apéndice de (..te trabajo 2C pr ,en ta U.L3. diJcusión de 

elite tipo que tiene por objeto 	11GLI1c1,:i de las cuestio-- 

nes pertinenteo y j1.;st flear lo que 	habrá de preuentarse, 

en notae ón vectorial. 	La preoenteión 	e 	oe hace 

diseUida iniciaIente poi' V. Z. Via3ov 
	

C.: 
	

2 .(j ) y iia 

do 	el e 	 1¿-1,ta pi.):1‘ 	'V 	 3 	* 

1UU :.1ut? 
	 an„,1(a 

ta Jullerlveizer (:)3) • 	L. 	 IH 

er„.rue-Jerlza 	 .1.1i u 
	

(.1 

	

12 
	

-:;11,93 VeCtureOym 



9/3 9/$ r. 

) 
DA, ( z>yk 

) 

v`if élY; «Pe  

/Ce (4I'l "#11 
p 	1.04,2atirj 

/ft 
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como l'une ones de 1;11-3 coorkien,u!t.s dt sily)erl Tele, L-lerán contl 

ruzos si se verifica 	el erden 	la dorivciul no altera el 

renu.tado, es áe_r si se cumple 

t% -cuaciones A-5.23 y A-5. 	cohoeen las pri.11 

ras derivjias de .1u1, 'vúetores ti - j . 	Al verificar la dcri 
1.9.• 

vación como ie in.leu. e: el :-.11.po de eeuue ünes A-!..j4 20 de 
luce, u14.1. -..culac 6n vectorlal de cada una e ellas. 	Ani 3e ob- 

.4 ' ene vara 	 ecuac„án, 

oto -64,,c59,t  11.- 4/4 "` 4 '010(1 

4 

# 	(lo  0'1 * r 
 
7 
	

wo.4.  

J 	 3 VcGtori 

3C 

  

(ú Al q> ) 

tf j Aa c.) 



.dei 	tes;t1 4:01,1  
45« 

o 
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En forma análodal  operando con la segunda ecuación del 

grupo A..5.34, eu posible deducir el segundo sistema de ecuacio— 

nes de compatibilidad. 	Este segundo Grupo de ecuaciones se ea 

cribe como: 

" 	/ f 4bit i 1L (de terd, "' "/ 

444(1 71 , 0V, ff; 
li~ww-•••• 	 Mí O 

it(r (4.4.4i  2 

›ir 	0 

oír, oye  440, 	w,g1t(00,1'•,,,),,,,  éf,, 	( •r;) 

( A — 5 . 37 ) 

 

01 Oil "Vil 

 

31 reeulta posible co ►ui. orar que 

a) 

o lo que Le lo j. G C 
	

10 
	acepta que j'ir° 	y en con e-- 

cue. Lcii.J 	r 

(A-r'.315) 

qUe 	. t t t'r :,,,,ouce en 



ele 0C/ j  2 
...<2 

«tí , 
76 4111 
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04 )1 	17/ ne 
	

(A-5.38) 

en qi- e 1/ 	let son las curvturaG en la superficie como se de 

fine en el apéndice A-2. 

Entonces el sistema de seis ecuaciont:s de compatibilidad, 

contienu seie inc&-nitau que son el, es, £0, oe5., ler 

1:1diunte el desarrollo completo de las ecuaciones que de— 

finen cada una de las variables que intervienen en el sistema 

de ecuaciones de compatibilidad, al hacer la sustituci6n en es— 

tas ecuaciones es pos-J.ble derlustrLtr que se satisfueen idéntica 

mente. 

4. 	Forma  explica ta de Ia 	01310110 3 de  e/,"  L otir  

ediulte el empleo adecuado de lun ecuac onLs de Gauss-- 

Wein6urten, duuci:las en el apónalce AJ 	 las ecua-- 

ciones A ' 	e. A-5. 	y A-5.32 así 1^..,oLw las 	niciones de ~eh» 

ri 	y .12 Intfoducid 	en la2 ecuacioes A-5.3 Y A 5.(Jf 	posi 

ble deducir IRs xprulenes 	rwada. 	A 7. i sts, 	ez v 

t 41 	Wir 
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3.z24.3 en2,-1,..Ltftur.. en la 3uperfici. O, 

= 4 az 74, w 

642 IN 
 

(A -04ü) 

t<i) 1/' Y4-/ 	 1/1 44 - 	y•¿ 2 /1„ uVI/ 	rY/ 

ür .112e /1, 7,4 

LO 1-7 
	

Lior 
	

VI  y 	 :cf nen a •i 	curva -turan .c4c0 corc.. 

Jueden escrIbirse 

111  

11.11cic 

eti 
(A 

-1' 

„.4 	 •e 	!".1 

›4‹, 
cc.C.ccacc 

gYot 



2 01 

*CC 11.4 
	

Oir 
z — ir/ )1/ 

- 	láv 4 

112 14, 
4r) 

(A-5.42) 

Haciende las sustltuciunen per.tinenJes, se encuei1tru para 

' 

z/a,« 	Cla  

r 
0671-1 -*/  l('u14//442 -(6144)1 °*t[(")) 40/r 14b7 

tól-winos unbraya,cs Huelen de preciarsc 0n las formu- 

lacienen 	autor - 1 sovi6ticou pava 102 	t'e la analogía eu 

tático-,Jeométrica. 	Las crtnt 

que?ao para la nuniioria 

:31,1)11 Vad110 0031 realmente pe 

cancaones usuales en incenicría, 

',odo kmle lue e eccribIrse: 

(-,&V 	J /L51.  

%2r2 54 g:-9) 71" !II-1  oír/ 	v 

   

0/2 	( fi/ / 2 • 	#70  

y Jsi 	 itte 
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2. Relacons no 	 entre deformaciones 65.1  
y desplazwriento w. 

Lan expresionet; no 11.11, 	para las deformaeionrs, pue- 
den i(4(111(e 	

Irinjción del termor leformacIón, en la 

Corma 

e 
/ 	4,-,/  7 4  1,rift, .7‹ ,k*/ 	lLes-Í9 2  

61? 11: 	 1i/ ort 	/ 71-  Alz lid (/'12W) 27Z(4-52) 2  aft 

 

11 / 
.14. 1/.t. 14 Ti ir, fele Pr, 

 

ort 7¿- 

 

    

,42 	.74 



Superficie deformada 

FIG. 	5.I 
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a1 

FIG. A5.2 

0  



a 

b ) 
r. 

FIG. A5.3 

11~ 

FIG. A5.4 



FIG. A5.5 
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e o (t 	 zami to de una 	crflparalela 

¿i 	la ii''` li;a y l oca t izad a 	 rficies extremas  

de un enscarán. 

Un naidelo de deformación quc no adopte la Id p6tesis de 

Kirchoff o de 	fibras norma tes rectas, puede ser 

- 	z269  
7L, a (4)  i• z3a.?)  

( A6 —1 ) 

 

en que 4/(2.,)  «,t)  a,13)  son funcienes que van a ser establecidas. 

Un mcdf2lo quizá ici,13 interesante se puede el3cribir. 

k"?* 	kt/ 	w()) 2204) 

2t41),4 EleZ9,£ 2341)  
(A0-2) 

o bien 

,4 ii/(e) 

en que It'l)  rcpr(isenta una con eccj 6n al dec-plazamiento W y 

que se encrihe 

(29  íg 	1.0/  ; 	Z 1449 

	

GI( 4) 

a 13 m 1 

"Gfé) (1.* ) 
1.4c  tt- Uor 

eCo< 	— 	 71* 	tox 	Rd>  

Al' 

Z• (49 14.44Iv 	-ti mod e lo 
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de 	 1 .0:1 	
R... 
	 n,...11 	L. 

t 	o13 que 	 ap 1 1»:,1) 	 :nade]. os de de 

formad' 3ri de 1 as 	 ta,- 1 C k.U.1i (1 ier 
otro s 

n 	. 	 - 	 n .1, rokiu:idej 	13 e pa 	 611 

(m.,„1-7 

con 	1.(. cual 	(7: )rtt 	'pr 	 i 	 án r“, re 1a 

par t e 1«; 	
) 

a can t, 	c e la veces 

rota c 

e] 	.1.`3 dk-11 da ¿ I. i 111 p6 

oner 	cia 1, de do3 	 una de ,  

Loff 	13 otrz.i crJnLiclerada 

7.1. cionali y 	1) 	1 (,2 	 t a c ori 	n 	te de CO rece 1. á I1 

puede e • r 	- ; 

11. 

,rod 

) 	 a ait 	 11' IA 

 

( 

v 	e "C.1 , 

0,41 €¿,1  

•.) 

141,`i °) t' 

Iba,/ 

¿4 ‘14t  6 ) 
(9)  
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en que R es el mayor d 	radios f-ti  y h.); debido a que, para 

valoren mayores de 	j  Las cuivas orUo¿,onalo de referen 

cia en la superficie m(dia, dejan de ser ortogonales en las 

superficies paralelas y (listo modifica las ecuaciones de equili 

brío y el valor de la deformación 4  y/ W29 (ver cc, A6-32). 

De acuerdo con estas consideraciones, el vector que define 

el del...plaza' lento en el continuo tridimensional del cascaron 

es: 

U 	al  0)1 # (21)4 	;772 74  2s  (eif9j VI. )7; ) 

71' 2 3  (019:/?*  t12"9"11.  (4/  TI  .0 /0  4)74  2  OrilOr 

de manrra que para el modelo de KircLhoff se tiene: 

-41- 	Col •-•- 	(5) **- 	 I 	.-"*" (k -14) 

y para la corrección: 

j2.0 	 "ff. (;19aii /09;71..  2 2U9)r; 

e 2wa9;r '4  3  ("fi° 	ih 
	

(A6-15) 

El modelo de desplazamiento be iiustra en la fi. 	A6-1. 

Au 1 Deformaci6n en el modelo tridimensional 

Adew.51-; de las deforvIciones sobre la superficie paralela, 

es wcerJelrio lefinir r,iforacioncs en plano5 noruulles 1ocalmen 

te a Ja su: erficl 	pan] que esto sa porAblu se ed tener en 

cuenta 	los r 	 ltlf caracterizan et3tov, planos son 

(Ao-16) 

1).1.3  in O 



206 

para superficie:-  paralelas (P3 ) r,or constante) y 

1195 	tiza 	O 

que se cancelan si las curvas coordenada l:, consideradat3 como ta 

les tienen torsión nula ( ver ap(2náice A2). 

Para el modelo de Kirec4hoff zsc puedo: escribir la deforma-

ción en lar superficieL paralela como en la ec. 0.13, 

)1,(d.) 	ils(Zt  

'94  (Au-17) 

en que (ver apüldices Al y A2). Tomando en cuenta la 

definición A3.30 y haciendo 

1902 
	,r77 	

(Ab-18) 

con 

11" 

se deduce: 

  

re?  (.414  atpsj (Ab-I9) 

 

   

en que E 	e:.; la drrutnación f,n 
	Isupctricie media, le7/4 	(2,9 

La curvatura total 	c9.5,5 	la curvatura debida a la correc 

án, 

La c.Lación 
	

del:Tret( 	ie 	ontsidraciones de 

Con 

/55,3  9 /eu ) 4;t 1114/A 
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y 	1- d queda definido entoncs como en la ecuación Au.17. 

Para el vector desplazamiento de corrección se tienen las 

deformaciones 

e69 
 

pero de la ec, A6.15 se deduce, 

0--4011) 

[11-9 1  17‘ ia7L iLl/  (1),Iir 
2Ja199 

- 	/ro •24' 10X9 ;57 

) 

( A() -21 ) 

(A6.-22) 

de manga Ti e sustituyendo la ec. id'.22 en la cc, A6-21, para 

crt 	/5 ar f 	- 

o lo que es lo TiSMO, 

ajlz(il) 
(dé ?,/ 	c./ 	<Yr **4(;4°,  

) e y W ,¿ 
po 

(ACJ-23) 

An11 o jan,(--, i1 	ira «.,4 11,̀  

n1  CC 
-11  e 	41'  

(2) 
2 2  r ar e 74¿ ) 	(1) 	0 .1'1 It 	ora , srz 

     

     

(1110-24) 

c 	 n.i 3 1r, 

12. 	 ic (c) 	3  ) 
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en .-.',u7u..h,61-1L 11a I.i cdi ido 

¿i(1 ( 
152  ét..)--  4/g fr 6)  

t O 	

Ab 

rri 	d 	 ) 	e 	 1 ore 	(si: 1 Tt 3 )ara 	¿Z',, ¿Ji 	y de 1 a 2 pa- 

ra W 	r, n orwa 	1.13 r 	 At.% 	3 y 	2 /4  y para 

evi 	z.3 e ha 11-1 .1,1(1 o 

• 0 441 

( 11.6- 2 7) 

diseti 

compa 

rI 	c o n 1V (( 	 t ,r 
	r a W1 /4  (' ) 	W la 

y. t- „ a 
	, 	• 

1-1 	 I íl‹.»  

4  

t- 
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j. e 	::1): • 	 t (- 	c: 	:71..JJ, 

• 1'.t. u r' e 	i e e - 

itr o 	 (1
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TI' 	a >4 ,0 

(¿.) 

f) 74- 	.d 
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' 
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