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PRELIMINARED

1, Generalidades

Actualmente se construye un buen nlimero ie cortinas de
concry-to en arco para presgsc. Fuolas construcciones originan
un cilerto tipo de probicmues enlre fos cusles pueden citarse
algunos relacionsdos con 18 zimentacidn, otros relacionsdos
con el comportamicntc estructursl v 4lgunos wie relacionsdos
con el funcionamiento hidraulics., Este sspecto de comporta-
miento se¢ nu resuelto parcisimente por métodos experimentales
y s ha hecbo poco caso del aspecto anslitico, tal vez debido
8 su couplejidad. Efectivamente, an este tipo de cortinas de
concreto, usudluente construidas como un cascurdn de doble
curvatura, dadas sus cuaiidndes geométricas, ia aplicacidn de
las teoriac ususier de cascarores, puede conducir u grandes
ertores. pPor ejewmplo, en estas cortinas, el espesor no es pe-
qJueno comparado con los radios de curvaturs, de modo gue las
teoriag existentes no resultan directamente aj.li1cablen., Kl

efecto, yuilzh mbs importante, que es necesario considersar, es

el de la deformacibn debide &l cortante que actOs en las caras

normales s la superficie. Este efecto, hace que dicuns caras

normales, no perssanezesn pianss durante la deformacibn.

For otro lnde la tendern~is usctusl, en westeria de cortinuas

forwsdus ~cu cnscar o aes de conereto, a8 hucer coly vez mhs ST
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Jen0 el veiesor, Beta tendencig observeds booo.én en ouro
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Asi pues resulta gie la construzciédn actual de cortinas,
exiize la consideracibn de otros efectos adicionales como son
el de espesor y el de inestabilidad. Los caminos ingenieriles
para su consideracion, son el experimental y el analitico; en
ambos cusos se trata con ideslizucidn de las varisbles esen-
ciales que son, el myuteriasl, la forma de la superficie y las
coniiciones 1ie apoyo. Y aungue parezca inverosimil, el hom-
bre, el ingseniero, continia buscando 1la solucibdn a problemas
con materiales que ls naturaleza no le 4ié,

S Finalidades

En el presente trabajo se pretende formular ciertas teo-
rias para el anAlisis de cortinas consideradas como cuscaro-
nes ccntinuos y las caracteristicas principales que se intro-
ducen son:

a) relacibdn grande de espesor a radio

b) desplazamientos finitos

¢c) inestabilidad

Para la consideracidn de estas caractericsticus se siguen
dos caminos:; uno esencialmente analitico y otro de anfilisis
numérico basado en un modelo fisico en que se pretende incor-
porar las variables consideradas en sl estudio anulitico.

Bn ambos casos las ecudaciones correspondientes, con di-
varsos grudos de sproxiwacidn, se plantean con el eumpleo del
chleulo de variasciones., Taxnbién se hscen consilericiones
acerca de la inestabilidal ellstica.

Se recopoca que 1 namero da variables que agul se con-



sideran, no agotu tolas laos (ue &y srecon on -0 dao oo Ye una
cortina. Por eiem;lo o te nace Choileraoidn als una pred;pec-
to a lu elasticidad de los apoyos, nl se toemsn en cuentya 1os
efector que pudlerun spdrecer durantve <l compuotamiento hi-

draulico del coniinto cortina--viso.

3. Introduccibn

En este trabajo e presentan tecriag le varioe 6rdenei
Ae aproximacidn que tLienen ;or otgete pluantear el anilisis
t L
die cascarones como cuerpos tridimencionares. e g regenta
tumbiétn un modelo fir. a0 poura wd piranteani-nto Ay crete ded
protlema.
Bn el pri.r capftule, ge hdce ana resel s e npataraieaa
3
histériza ocon objeto de aprapar eop muteris! tib.iorraf co
reilacionado con el téhpico ep cacntidn. wnoevie cupitign se
presentan tanbién Jos conceptos sobre el prob.emt le dtuestae
bilidad, en su evolucibn nistérica,
]
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en el capitulo 3 Be presenta una tecris de cuscurones yrue-
B80S con espesor variable, gue toma cn cuenta el efecto de
la deformacibén por fuerza cortante. Los resaltusdos que aqui
se deducen quedan limitiados a un sistemsa coordenado curvili-
neo ortogonal y de curvatura casi principal. ZIstos rosulta-
dos rueden enerallzarse al cago de curvas coordenadas que
no sean de curvatura principal. #1 sistemi de ecunciones
que se deduce en este capitulo, gueda exrresado mediante
las variables de desplazamiento & ,4% y W y en términos
de una fancidn notenciul Y.

Los capftulos @ y 3 prevencsan teorfas de cicrto orden de

arroximiacibn, jue pretenlen incorporar efectos como la defor-

macidén por esfuerzo cortan'e en lds cards normiles a la supor-

ficie, sin quedur resuelto el problema tridimensional. En el
capitulo 4, se presenta unu teoriai le cuscarones vruesos que
puede llegur o« reprecentur completumente el cuascardn como
cuerpo tridimensional. Esta teorin se busa en el empleo de
funciones es;eciales como son los rolinomios ie Legendre. bEn
particular ajqul se usa un niwr-oro rediciio de Loérwminos, pero
pary mejorar lia precision, puaedsn cgarse mis térmiuos y el
camino a sepuir gueda implicite, Los desarrclios Jde esta Gl-
tima teoria se limitsn 4 cuscrrones cuyas ciarvas coordenslas
gon ortogonales y de curvatura principaly su extensidn bacia
el cugo de curvus zcorienadas cuaiesagaiera solo raede hacer-
se sobre buses tensoriaies,

En cuanto a lo roiuwcidn gnali 124 o numé».cu, en el ca-

A o £ W e A 2t 4 e e
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pitulo 5 se presenta un método bausado en la teoria de perturba-
cién, describiéndose los pasos a seguir en la soluciédn del sis-
tema de ecuaciones diferencisles parciules no lineales, deduci-
das en los capitulos 2 y 3. También se hace una discusidédn some-
ra sobre la solucibén del problemua de inestabiliddd. Como técni-
ca mas al alcance del ingeniero, se discute un método de dife-
rencias finitas debido al autor soviético Tseitlin. La técnica
en cuestibdn parece ser adecuada para el tratamiento numérico de
losyproblemas de la teoria ‘e cuscarones, Para conclutr, en es-
te mismo capitulo, se prescnta la formulacidédn matricial del pro-
blema de inestabilidad ellstica a la manera de Liapunov.

En el capitulo 6 se establece la formulscibn discreta de
las teorius desarroliadus en los capitulos 2 y 3. Bn esta for-
mutacibédn se emplea un modelo fisico, ilealizacidédn del sistema
continuo, La discretizacibn se establece para coordenadas orto-
gonales y se introduce el concerto de distancia pauramétrica para
poder formular el croblema cuando lus distancias de la muallwe son
variables. Zomo cusn varticular de los resultados que corres-
ponden 4l modelo continuo del caplitulo 4, se presenta adenls el
sistrema de ecuacibdbn para ei modelo fisico, caando se utilizun
anicumente lus vuriables u,,up, Yy w . Todos los desarrollos
de este cavit.lo ue estubiecen para cascarones de espesor va-
risble y curvaturas cuaieng.iiera.  Kste cuso pdarticular se
aplica s 1o solacibn del problema de anua cortina simétrica cu-
70oo resaltudos se presentan en el cayitulo 7.

La mayor parte de lous desarrcllos snaliticos 451 como los

result «dos utilizados —e presentan en forma resumida, en los
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apéndices A1 a A6.
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1. WILAC LON HISTON
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Liema de valor estacionsario de 18 integrsl se reduce al de una
funcién de un nbGmero finito de vasriables que en ¢l limite con-
duce a ls ecuacibdn (8.1).

Alrededor de 17600 Lagrange(l) publicd sus resultados
acercd del caAlculo de varisciones e hizo interesantes aporta-
ciones al problema de la estabilidad de columnas iniciado por
fimler., La discusién de lagrange a este problema contiene la
indicscibén de distintas configuraciones para cargss distintas

como s0olucibn de la ecuacidn diferencial

2
:ij% = - Fy (1.5)

x
concluyendo jue es posible tener un nimero infinito de curvas
de pﬁndeo(l).

Bl trabajo sobre inestabilidad fue continuado por T.

Young con lua consideracidén de un grupo de problemas particula
res de barras publicados en 1807(1’4). Entre estos trabajos
resalta el problems de une barra que ge encuentra ligeramente
deformada y jue de necho inicia el tratsmiento de irregulari-
dades o ; ervurbacioney ocasionadas por la fubricucibdbn o inhe-
rentes a la condicibdn natural de la barra. Young concibe el
concepto de inestabiiida: cowe aquel fenbmeno ocasionudo por
"un valor particular de ls curyd axintl gue puede inaucir des-
plazamientos infinitos cuas: pu.ers que sea la deflexidn inicial
0 d1 menos produacir unn tlexion grande”™, Otros problemss con
distintas condicioner de frouters y de seccidn variabie fueron

vambién trataios por V. Yuung.,  NMucno Jegpubs epn 1430, Jinmer

A 810 UG B L ey
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mann concluiria que la cargn critica es independiente de lag

B T I

imperfecciones (r. &, p. 19Y).

La herramienta dei cdlculo de variaciones fue usadag
después en 1811 por Hophi Germaln pars la deducciodon de la ecus
cién de equilibrio en placus. Influencirada tal vez, por la
considerscibn gue sugirié J. Bernoulli en 1790, en cuauto a
gque una placa podris suponerse foraada por unasistema ortogo- §
nal de viguas, . Germain sugirié que el valor estacionario de §
la integrul E

A//(”"*'w)ds (1.6)

;

conduciria s la ecuacibn de placas; en esta expresibn, !
f& = radio de curvatura en una direccidn §
P~ - raudio de curvatury en lu direccibn perpendicular é

. 2

S - superficie :

:

sin embargo Gerwain ne judo gustiticsr la eleccibdn del
funcional (O.0) y, debido a au errcr, que despuds fue corregl
do por Luprange, eila no Licgd s o ecuacibn de placas jJue
bien ;odris llamsrse de germall-laglange.

Fue Jirchhoft en #5950 gquien hizo expiiciias las consgi-

derceiones de un tupcional del tipo:

//[};‘ }:" ,,a?}",? '}g“"“]f )d‘a‘ (1.7)

en L.*U(? a :y’ ﬂ sl s RN SRS IS RIS PN ‘r:it.lgut;,.x.d;} i ame, W H

adicion o Lo deprcweerhn corseto de b oecancidn de e ilibrio

i

1

doe praca, fdircaaotl't e tab e oL numero correrto Ale gied e



siones de frouters Jdando g dichas cuitdiciones justificacidn
r{rica,

los resultados de Kirchhoff pueden considerarse un "THBO
particuiar del tratamiento dei: roulema de placas considerando
iesarroblos en serie de poteuciss de 2 (cordenada perpendicu-
lar 5 la superficie media), propue:to en forms diferente por
A. Cauchy y Foisson(%g) De hecho, Cauchy r. 4, p., 335 v, |
estublecid que el wmomento flexionante era proporcional al cubo
dei e¢spesor y s la curvatura, segull lo wceptd Kirchhoff. En
cuanto a los desurrollos en scerie propuestos por Gauchy y

bl

Folwmwon, purecen haber sido abandonadas ans ves Jue B. de ot
Vehant indicd (uin denostirarle que esos deserrollos sran en
generoal divergentes, 1o c.al jarece INJusto porque La ecuusc idn

Germain-Llagraneye-Kirchnot?t Je plocas es sctlenids con J& ~ongi-

-
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wsta divisaidn fue picd ol origen aci nfogue contempori-
neo para la solucidn del problemd de cuscuarones cuyas partes
s conocen como "anllisis de membrana” o "estuade de esferzos
de membrana™ y el de "dandlisis de flexibn" o "ectado de esfuer
205 de [lexibn".

Rayleigh plantea la cuestién acerca de ¢i es congruente
tenvrecidar el término en h cuande h es prande, en virtud de
que s1 h es pegyuenc, la validez de Jdespreciar i enerpfa inex
tensional es oovia. JBu respuesta, basada en especulacidn, es
afirmstiva pero indicanto que, en los limites Jel ranpo de va-
lores de  h, esta congideracidn es validla.  Luas cortlinas de
un4d press no estin, naturalmente dentro de estos Dimites.

i85 congideraciones propuestas por Kirchhol!l fueron usa-
dds en cascarones crlindricos v esféricos por Love en J&ab ¥

{45
con términos adicionales’ 7 por a. K. Rasset en 189G, Pesrson
(r. 4, p. B9, V, 2) demnestra que foc términos adiciorales je
Bassetl no se basan de pahera correcus en la formuiae on de

x " £ A * 1ot kN ‘\ :ﬂ}" + * » D
Kirchnof{. Asf, A. ¥. . Love on 18490 ) Fue prien tormuio

¥ r

por primers vez ja e i ceraeral de onoonrone:s bhagada en la
peometria diferen ial v opart oniornente onoLoo resdibadas -

bireados por Soidzel oiey 3nos aates DQJEMHS 0 L Y oL S .
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laboriosidad. Ademés en cuanto 8l problema de inestabilidad re-
sulta inaplicable a pesar de que conocida la distribuciédn de car
ga puede obtenerse una idea de la posibilidad de pandes, al to-
mar en cuenta la capacidad de los elementos aislados.

El primer tratamiento del problema de inestabilidad en cas
carones parece haber sido resuelto en 1909 por 5. Timoshenko.
Timoshenko resolvid el problema de un cascardén cilindrico carga-
do en la direccibén de la generatriz. In el tratamiento de este
y otros problemas (ref. 13(3) pp 1-50) utiliza una idea debida
a Rayleigh(15), que consiste en la igualacién de las variacio~-
nes de la energia potencial interna y de las cargas exteriores

como criterio de pandeo, es decir,
SV=JT (.9)

V = energia potencial de deformacidn

T = trabajo de las fuerzas que inducen inestabilidad.

Utilizando funciones similares a las propuestas por Love
(r. 5 p. 547) para el anilisis inextensional de un cascarédn ci
lindrico en vibrucidn, Timosheunko planted el problema inexten-
sional de el cascarbédn cilinirico cuyo borde en contacto con la
carga puede desplazarze en la Jireccibén del radio. Establece
as{ lés parblmetros que intervienen en el prcblema e indica que
a cada relacibdn entre ¢llos corresponde una cargd mayor o me-
nor con distinta forma de pandeo, de manera que una clerta re-
licidén de les parlimetros puede conducir a que la carga més pe-

quefia de parieo corrcsionia a una forma de pandeo similar a la
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laboriosidad. Adem&s en cuanto al problema de inestabilidad re-
sulta inaplicable a pesar de gque conocida la distribucién de car
ga puede obtenerse una idea de la posibilidad de randeo, 8l to-
mar en cuenta la capacidad de los elementos aislados.

El primer tratamiento del problema de inestabilidad en cas
carones parece haber sido resuelto en 1909 por 3. Timoshenko.
Timoshenko resolvid el problema de un cascarén cilinirico carga-
do en la direcciédn de la generatriz. En el tratamiento de este
y otros problemas (ref. 13(a) pp 1-50) utiliza una idea debida
a Rayleigb(ls), que consiste en la ignalacibén de las variacio-
nes de la cenergia potencial interna y de las cargas exteriores

como criterio de pandeo, es decir,
V=T (2.9)

V = energia potencial de deformaciébn

T = trabujo de las fuerzas que inducen inestabilidad.

Utilizando funciones similares & luas propuestas por Love
(r. 5 p. 547) para el an4lisis inextensional de un cascardn ci
l14ndrico en vibracidn, Timoshenko planted ¢l vroblema inexten-
sional de el cascardn cilinirico cuyo borde en contacto con la
carga puede désplazarse en la dirzccibdn del radia. Establece
asi{ 1lés parflmetros que interviencn en el prcblema e indica que
a cada relacibn entre ¢llos correzponde una cargd mayor o me-
nor con distinta forma de pandeo, de manera que una cierta re-
lacién de leos parimetros puede conducir a que la corga mis pe-

quefia de ponleoc corrcuoyonia a uns fcrma de pandeo similar a la
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cas y cascarones) fueron deducidos por Bryan en 1891 y Ti-
moshenko en 1907 (r. 17, p.p. 348) y 1911 (r. 13 p. 193). En
el tratamiento de problemas en placas, el método de Ritz(ls)
quien lo presentd para el tratamiento del problema de vibra-
ciones transversales en placas, ha 3ido de especial utilidad.
Este wétodo consiste en introducir un grupo de funciones que
satisfacen las condiciones de frontera asociando a cadd una
de ellas una constante que se determina con la condicibn de
minimo para la energia potencial. Otro procedimiento también
de utilidad es el atribuido a Galerkin(lg), (que, como indica
Timoshenko, (r. 20, p. 159), se encuentra implicito en el tra
bajo de Ritz,) juien lo usbd en 191% para la solucibén de un ni
mero grande de problemas, de los cuales se tiene noticia Gni-
camente por referencia indirecta(l7’ <Ly 22).

Estos procedimientos del tipo de célculo de variaciones,
han sido también recientemente usados en forma sistemética pa-
ra el andlisis de problemas en cascarones (23). Asi queda de-
finido el origen de la aplicacibén formal del tratawiento va-
riacional, como método del anllisis numérico, en problemas de

la Mecénica Aplicaeda y en particular de plucas y cascarones,

Equilibrio esthtico 4n cascarones

Desde 1930, la produccibén litersaria acerca de cascarones
Yy en particular de cascarcnes cilindricus, crecid en forma
continua dando lugar a un ntmero grande de resultudos. Ciler-
tamente fue en Alewania con Dischinger y Finsterwalder cuando

empezaron a aparecer procedimicentos simplificados para el anh
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lided en estructuras que cowmo ¢l concreto armaco pueden experi-
mentar agrietamientos,

kxiste un detulle de particular importancia en cuanto a
Ja deduccidn de dos teorius: la de RlUgge y la Jde Timoshenko.
En el planteamiento del sistema de tres ecuaciones, ambos esco
gen relaciones tuerza-despiazamiento gue satisluacen la "sexta”
2cuacidén de equilibrio, y yue son distintas, oblenienco en ca-
da caso ecuaciones Jdiferentes. Bl hecho en aparente contradic
cidén, radica en que wmientras Pligge toms en cue-nta el cambio
de geometria de lus supertficies paraiela en el cilculo de las
deformaciones, Timoshenko utiliza las reluacion=s was simpies
que se o!tiepen el tomar las superficies paralelas igudles peo
métricamente a la media. lLa razén segan lo ha establoecido No-
voznilov (ref. 28, p. 38), radics en que independientemente de
la eleccidn particular, la igualdud

e M .
7;3 ]2, 12 M,u

P o——

R, R,

=0 (@.12)

quedersé satisfecha. Otrss elecciones particulares surgen de
la introduccidn de un nbreroc de téruinos del desarrollo en se-

rie

/ ..__f...[_.s. .3_."...‘._]
a+tz2  a ’o,+(a,) (@.13)

segun lo sugirid i Jacobsen (r. 33, p, 17) y todus ellus sa-
tisfacen la ec, O,1l, porgque ests implicito on la sigwevria del
yensor esfuerzon. kn lo anterior:

R, - radio de curvatura principal en ana direccibdn

R~ = radic de curvotura principual en ia direcoidn perpen-
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dicular
T21’ Tyo = fuerzas cortantes en la superficie

M,,, M5, = momentos de torsién

De todas estas aproximaciones, resalta la de I. Holland(
que con el criterio de minimizar el error con respecto a la #eo-
ria de FlUgge, utiliza como funcidn desconocida el desplazamien-
to = llegando a demostrar que el error de las raices de la ecua
cibdn caracteristica es 0.06 h/R con respecto a las de la teoris
de Fllgge.

La historia parece iniciar su desarrollo en términos de
aplicacibn a la teoria de cascarones de doble curvatura, en
1933 con Pucher quien introduce por primera vez una funcidn de
fuerza para el andlisis de mewmbrana de cascarones rebajados(35l
Considerando un sistema de coordenadas casi-cartesianas, K.
Marguerre extiende la idea de Pucher para el tratamiento de
flexibén en cascarones. Estos mismos resultados pero para cur-
vas coordenadas ortogonales y de curvatura principal fueron de

(36) en 1949 y an-

ducidos independientcwmente por V. Z. Vlasov
tes en 1932 para el tratamiento de cascarones cilindricos lar-

gos con el esfuerzos en la direccién de la generatriz y el mo-

mento flexionante scbre la directriz como funciones desconoci-

das. Como caso particular, Vlasov deduce lus wmiswmas ecuaciones
que Marguerre y seiala que su valldez estd limiteda pa;a cagca~
rones rebajados (ref. 36, p. 246), Para su deduccibn Vlasov

utiliza logqque shora se couoce como analopia estatico-geometri-

34a)



ca® y Jue fue presentadia por primera vez en 1990 por Al L.
joldenveirzer en su discrtucion bajo la divcecidn de Viasov
(vbésse p. ej. 1. 17, p. 65% de La v, 36). FPreviamente en
L()qq, Vias k 3?) hi bf . VY ¢ s et 1Yl e orpliernlec
1444 Viagsgov , habia presentado las ecunciones generales
de lv teouria de cascarones no rebajados y las ideas que ahf
presents han Ltomado actualiaad reclentemente,

Bl tratamiento de Ylasov intenta cubrir todos los rangos
posibles en cuantoc a espesor de low cascarones.  Bupone gue lag
deformaciones pueden expresarse en serje de potenciass de la
coordenads normel, sin embargo en la foruwulacibn de los despla-
zamientos de puntos localizasdon en superficlres paraleiss a s
medis adopts la hipGtesis de Kirchnolft (seccibn plana).

na interegante desceripe1bn dei traba,ju de la escuelas ru-
sa en la teoriu de rcascarones se encuentra en la referencia
(3 b). De entre los escritores rusvs julen ha atilizado en
forma por a@embs complets el chleulo de variaciones en la soju-
cién de sus problemss es Ylseov. La idea dessarrolladsa ampliap
mcnte por Onisshvilli troue originai.cente presentads por Viasov
en 19u9‘56). En 1451 Vlasov peneral izn sus ec¢iusciones pars @l
bratanicento de cagcarones cuysg Curvdas de preferencis son orto-
gondtes pero one o de carvabura princ)pal. Bnosu Lrastamlogtoy
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pero utilizando coorienadas sobre la superficie me:dia del cus-
carén(qa) y M. Herzog(ag) lJo haria tomando en cuenta espesor
variable y cambios de temperatura.

Recientemente han surgido distintos criterios en cuanto
a la modificacién de las teorias lineales de cascuirones con
el objeto de hacerlas aparecer més consistentes. W. T.
Koiter(soa) ha prescntado una uprozimacidédn conygruente tomanio
en cuenta el cambio de wecmetria para la evaluucidn del Area
en superficies paralelas a la mediua, Introducienio el cocien-
te:

h = g} = 1 4+ Z2ha + kz"3 (0.14)

en el que (ver apéndice 1)

Area en la superficie a la distancia =z

[+

Area en la supertficie media

curvatura media

x O R®&
n

curvatura Gaussiana

4

3in embargo no toma en cuenta esta diferencia para el célculo
de deformiaciones y la determinacidén de resultantes. El argu-
mento esencial es que estoy detdlles leben desprecidarse 4 me-
nos que se usen teorias mis refinadas gue no utilicen la hi-
pbtesis de Kirchhoff-Love. Con egte criterio particular cier
tamente no existe ninguna teoria elaborada pero la inconsis-
tencia en cuanto a la consideracién de cambio de las propieda-
des peombtricugs no es aceptable,
Otro lesarrollo yue los autores B, Budiansky y J. L.

(51la) i

Sanders Jr. ntitalan "la mejor teoria lineal de primer

L e R T A
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orden”, no introdfuce ena inconsisterncin v oa tpagamionto ten-

zorial de la nnalogla cotirvico-irreoméurics en (v ros le ang

-

variable compleja parece mas dcertids que ol vectorial iebi-
do a Novozhilov (r. & p,r. ©3=90), Ddeusde o1 punto le vista

de estos autores, se encuentran ol plunteamiento vepepal de

il

la teorfu ile cascarones rebajfacas debido 1+ 4, 5. Sreen y V.

Zerna (r. Sy p.p. 3C-402) v la teoria de cascarencs oilin-

<y
(1'7)

Aricos de Timoshenko® que results asi o wmis consistente gque

la de Fllpgre,

Estas conuilerdciones hibidn sito diccutidaa antes nor

‘ LY *y B ( ) .
- &1 > 7 S ;) . 7 i"‘ \} . -
A. L. Goldenveizert’’: y por K. Hoirfig! qitienes forma-

laron la consideracién de la {ifervncia le geometria en lus

1eformaciones v las resultantes con condiciones de (fontera

14)

(a - - ri . »
adecuadag’® . HWstos resultados adoptan come hirdtesis La

de deformiciodn plana que resulta debstible eu el tipo ie ca
* LN k 4 i S ( (){ ;} . ’ - § v »
carones en «le ey gplicuable v oAl resulta ser inconsis-
tente en cauanto g la introdu-e-ién de ur factor pesmétrico deu
. . Y
precianio el factor estitico de esfaerzor ortantes 7,
Con el abjeto de introducir Lipdtesi: 098 scertaiag que

las de seccidbdn nlana o e Kircoho!f-love, Kipghil ha presenta

do un: teoris que toma en cuenta la deformacidén de cortantos
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usuales de la teoris de cascarones y su tratamiento lo ha di-
vidido en ciertos iuan, 0s que on el tuturo lo pueden hacer o4s
- (ql) LR 2 . ‘s . L . N
mane jable . Slmilar tratawiento pero con buase en iesarro-
llos en serie de potencius ha sido presentado por J. Zerna’
como caso particuiar de los resultados de Jerna, M. aodricaes
s presenta el tratumi-nto de cascurones no rebajados en for-
ma iterativa con la hLipdtesis de seccidn plana vy 1la anulo. 13
estitico~geométrica, También con Lase en desarrollo en serie
de potencius 1. 4. Teregulov discute la Tormulacidn consig-
tente de teorius retinadas y se concentra en el tratamiento
de placuas, su tratamiento se busd en su principio vuriacional
3 - N H (f“::;) I S L
de la teoria no-lineal de¢ la elast.cidad Ty oeneraiizacidn
(47>

del principio variacicnal e LKeissuer 0. K. axentian y

I. 1. Vorovich(ap), hun iniciado en kusia un tratamiento disg
tinto en el problema ¢ placas consicerado come Lridimensio-
nal y por shora parece ser el mis consiotente,

La naturaleza compleja dei probiema de cascarones esel-
cislmente idealiirzados como biiimensionades ha hecho Gue mg-
chs pente de varias partes pomn: an 5a estuerzo en la evoiucion
de las teorias usuales y purece ser guesun DaLuro p.ooxLno se-
ra positle conocer e rade de aproaxvimacidn hacid of compor-
tamiento tridimensionsi elistico,  Sin enmbargo la relacién
teorfa-realiiad no se verd aticfecna ann sino bPasta deopafa

. N F 4 . LN . .- G -9._;"
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Inestabilidad en ZJuscarones

Después del primer intento de anflisis de inestabilidad

(13)

en cascaronas que se debe a Timoshenko, el Lrabajo mas
importunte scbre pandeo, c¢is el debido a v, Karman y Tsien.
(ref. &% pp. 303-380). EBo este trubajo, se presenta el pan-
deo de cuscarones estdriseos. La fig. 1.2, fue tomada de esta
referencia y con respecto a ella, se discute el comportamien-
to de cascarones esféricos con dilerente espesor. [En esta fi
gura, se aprecia que lsg pogibilidad de un fendmeno de pandeo‘
que impli-~u an camblo absoluto ~n el sentido de lu curvatura
(¢il canning en inglés y Durchslay, en alemfn) aumenta al re-
ducirse el espesor. Analizando eagta fijmira v. Karman y Tsien
concluyen que el pan-<eo ocurre para la carga gue corresponde
a los punto.: on que lu ¢urvya og cénceava hacia arriba.  Las ra-
zones mis imvotantes parectan 5or entonces las 1rresala-ida-
dens propias de g oestructaras. Mas turide T¢jen(u0) afirmaria
Jue 13 car 2 te pandeo e cnedentra optre el punto el e 1y

curva aical.ge un wiximo y soucl para el gae alcanza un mini-
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como un resumen de resultados aparece en la refermncia 91
por G.Gerard y H. Becker. En este tipo de cascarones, car-
gados axialmente, las imperfecciones Jjuegan un papel predo-
minante. Bn la fig. 1.1 se muestran distintas curvas del
comportamiento de casciarones Eilindricos con diferentes gra
dos de imperfeccidén. La carga de pandeo, de acuerdo con el
criterio de v. Karman, corresponde al punto de minimo en
esas curvas. Tratdndose de cascarones cilindricos este cri
terio ha sido justificado por Volmir eon base en la fig. 1.3}
En esta figura se muestra la forma en que varia la energia
para distintos desplazamientos radiales designados en esa fi
gura como f'. S5e nota en la parte inferior, en la curva pun
teada, que la carga efectiva de pandeo es la que corresponde
a un minimo absoluto de todos los miximos, es decir, siendo
los puntos inestables caracterizados por méximos en la ener
pia potenciul, de todos estos mAximos, la carga efectiva de
pandeo es la que corresponde al minimo de ellos. Realmente
este valor se alcanza para valores granies del parametro

r y pero estos resultsdos son coincidentes con los resul
tados exerizzntales,

El caso de un cascardn cilinirico apoyado en la direc-
cibn de sus peneratrices, ilustra alecuadamente el comrorta
miento Jde cascaroncs cilin'ricos y ecféricos; en virtud de
nue cuaandc este cilindre se encuaentra carsiado en la direc-
ciédn normal, existe la positiii’ad del fenbmeno de pandeo
con inversidén de la curvatura, Este problema puede repre-

* i * l
soentarse adecusdanente mediante 1la ecuucidn difereHCLJI( 7)
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en que 3
Ev

e il

D - /2 (1P

F5 = esfuerzo de compresién en la direccidn de la di-

rectriz

carga normal exterior

H

7
£

H

espesor

£ = lonvitud del arco

La solucibébn ie esta ecuscidn puede suvonerse en la forma

ﬁ’=;{m—-§5+;§m"7‘5’ (1.16)

el primer término, caracteriza un comportamiento de tlexidn
y el sepundo implica un yandeo por efecto de fuerzas de mem
brana en la fovma gae ocurre por ejemplo en cascirones esfé
ricos.

Tntroduciendo lus cantidades

/= T
|

geo puede vecolueor weudacion Allerencyal 26 mediante el
cmpleo del wfeote de sitz-Saliciriue  apli anlo este método

Geotedice,
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observandose entonces que }A estublece la influencia rela-
tiva de las cantidades f; y /(3 es grande, cuando la
rigidez en flexibn es pequena, predominando entonces el
e¢lfecto ‘e membrana y reciprouanrente . Siempre es posible
trazar una superficie de energia usando para ello la ener-

gla potencial en la forma

Z e /
- 2 oW BA/ANY (1.18)
4 gd/(:**%—//?)//r!/?w&
o ¢n forma adimensional
— 3
//:"- }/4-/ //-—'2?9 (1.19)
=¥
o sea, con la suposiciébn para #

-—

Vo i3 (0 81754 (B Fg*Pesty) o0
en que

lt
P L a9t 2. 00

£t

la supcerficie, pouce tntonces doy grados de Livertad

(f y 7 ) que caracterican respectivemente un estado pre-
dominante de tfiexibnyuno en gque predomina lu sccidédn mem-
Lranal . ©3ta superficic se jlustra en 1o Civ, o4, Ko

La parte intfemor de esta fiouara, ce encuenitran las dig-

2\

T e




tintas posiciones de carga q°, que corresponden a una mis-

ma manitad Aol esTuerno de ombrana P*, es decir, cuando
72 = constante. Bsta misma (it ara ha sido usada on el ca

pitulo © en unu rorma un tanto disztinta que sirve para

L

ilustrar lu Jefinicidn de inestabiliiad a la Liavrunov,
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teoria clasica de

pequefios desplazamientos

~comportamiento de un cilindro
sin imperfecciones con grandes

desplazamientos (segin Karman
y Tzien)

.-grandes desplazamientos en cilindros
con imperfecciones

FI1G, 1.1



e

Ay -Cascardn deigado

! .
A3-Cascaron de espesor medio
As-Cascardn grueso

FIG, 1,2



A 8q®

a) & T —g7s o Posicion del equilibrio estable
6 ¢ Posicion del equilibrio inestable

b —-—
T e -

INESTABILIDAD ELASTICA EN CASCARONES DELGADOS

FIG 1.3



SUPERFICIE DE ENFRGIA PARA CINCO POSICIONES
DISTINTAS DE EQUILIBRIO BAJO CARGA DADA
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2. TEORIA DE CALUCANRONLS REBAJADCS UE INCLUYEN EL
SEKCTO DE DEFORMACION POR CORANTE

Alcance

ho
]

En la muyor puarte de los dascarones que 3e usan para corti-
nas de concreto, la deformacidn por cortante resulta significati
va ya sea porque el peralte es grande o porque el mdédulo de de-
formacidédn a4l cortunte es pequeno, o bien por ambas causas,.

Parece necesario por tanto considerar este tipo de deforma
cidén y con tal fin se proponen e¢n este capitulo y en los dos si
gulentes ciertos refinamientos ¢ue pretenden incorporar el efec
to de lu deformacidn por cortante. Jomo primera aproximacidn,
se nrescntd aqui und extensidn z la idea concebida por 3.P. Pi-
moshenko(le) para introducir ls deformdacién por cortante en vi
BG4S,

En este capitulo se hace uso de la analogla estético~geom§
trica de VlasovaOLdenveizer(dﬁ) (ver apéndice AS) pura la con-
gideracidn de la delormacidn de cortunte; se nacen cierbas con-
siderdciones respecto a1l orden de »iaoninad de las cantidades pard
ticipantes, tratunic tambibén de definir el ranso de validez de
1is ecudcijones gue se dedsiren,  in los desarrollos se considera
el efecto e dJesplazamientos railales gruandes y las eciiciones
gue s mi ge ottiencn son s nlare: a lags deducidas por Vlasov
(ret” oy, p. ol cowmo uny venecralicacidn a las wcuaciones de

-

. . ? \‘_!}d ) . ) . . A 5 )
T, Ve Karman ) pard 3 lacas, L4s ecuaciones e Ylanov fu=ron

deduci s con lya analesin eotitico-rreomfirica, en tdanto ja2e aqai

e T R
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se deducen mediunte el empleo de una forma del del principio va

(47)

riacional de Reiscner

Q.17 Ytilizacibén de una analogia para los efectos de cortante

en cuscdaraones

De acuerdo con la hipdtesis relativa u 1la seccidn plana co-
mo moielo de deformacidn en vigus, se deducen esfuerzos cortan-
tes de distribucidbn parabélica(q). Estos esf{uerzos modificun la
posicibédn de ias f{ibras normules al eje neutro, introduciendo una
rotacion anpular. £n un primer intento se vuaede suponer que la
rotacién en lus fibras normales es la mismua a cualquier distan-
ciu del eje neutro e ipual al valor medio de dicha rotacidn®.

Wntonceces la rotacidn tolal en cada una de las direcciones del

cascarén serd

,
o= Kt P« (55/;/5’3)}(’“5‘2') (2.1)

en que

P = P (2.0
en tuntn que J& es la rotacion de la Fibra normil lebidu a los
esfuerztos normiles y 4 en uni constante e toma en cienta luo
forma en que se distribave ol esfacrzo cortante en la seccidn.
sn openeral se paede coper e el oes deras cortante es

(i = — s £F } (7.3)
' L7

p— N . ’ "y - R Lorvd e iy

T Ver diccusidn o L e aedin de Ly Reloucyibn histbérica,
N ) : e ! 14 1 T4

" At ocomo oen lus tenbs ocowicicn?s ol indice o puele Lowmdr

los valores 1V o 0 repcesc;tando entornces 1us cantidades

doeoiatas o a las Tloee ciones ﬂ;z 0 Jéé .

BT A P LY B i T LR S Vot b e e b e e L L




y 4 resulta ser entonces el valor medio de rjifé} » Puede de
mostrarse del sistema de ecuaciones de equilibrio (apéndice
A6), cuando no se tomian en cuenta los cambios de geometria de
las superficies paralelds a la media (ver apéndice A2), que la

ecudcidén de equilibrio en lLa lireccibdn normal a la superficie

media permite calcular

- ?é 521 7~ 7
' N A Z// ;//Zgz (2.4)
:{ /0 - / 4 -

3 = 7
33 = £

l
«qui, como en el resto del trabajo la coma (,) después de una
cantijad indica derivada con respecto 4 la o las variables/ﬁ?
con los indices que siguen a la coma; ;? es la cargsa aplicada
en la direccidén normal a lu suprerficie y que se supone 1plica
da en las caras extremas del cascardn.

Una vez introducidas las funciones }Z., en la forma de la
ecuacibébn 2,2, se puede peunsar gque los momentos flexionantes
son producidos OGnicamente por el cambio de las cantidades,4k
(como se ilustra en el apéndice AS5) segin lo ha hecho Ti-
mosticnko en el cuso de vigas. Sin embargo, al pasar de un 34
punto a otro sobre la curva ,Ai (ver fig. 2.1) la cantidad
no permar~ce constante, sino que origina una deformacién adi-

_ C Yy :
cional simitar a la e la curvatura 4, , Lo mismo ocurre
con la cantilad %E . La omisidn de estas cantidades adicio-
nales introduce en peneral errcres pequefos en vigas y quizé
también en cascarcnes de mancra gue como consideracidn de par

tila, se supondra despreciable. Al final de este capitulo se

U G T R
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discate el orden de magnitud de 1os errores ep cues

Haista ahora, <1 problema se ha complicado con

[ - . .y / 3 .
clion Jde luao funciones ¢21 YWy d€ manera que el
/s ! -

neral consiste en la solucién 1- un sistema de cinco

/
i

difercnciales en las vairiables My Ua, W, '&1 Y 35”

SenLLSC pary 1as

{39

Ao plinteado por hachirt 77
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A7 7

L.as cantidades de la derecha satisfacen idénticamente las

ecudciones de compatibilidad, cuando se escriben

/s W

- b2l
‘x(/"' X/\o(,);/f 2 &

A /u/) . A /s, (2.6)

9(2 ., }4/
/7
Z = 0(; i{é/;z b Z.?// ‘VZ) 7 t?’z( J

7 YAy LW

7/ = d?(ﬁ: }1/,3 2/2 <) ’
/

Tz = jﬁ;&;‘w /'x,(x?,”/ﬂ

Las ecuaciones de equilibrio son anfilogas por completo a
las ecuaciones de compatibilidai, a través del :rrujo de ecua-
ciones’Q.S. Entonces luas ecudciones de equilibrio se satisfa-
ran idénticamente 51 se introduce una funcién de fuerzas 5@
andloga a la variable H/ que esta incluida en las cantilda-
des 4, , X, & J Jz v , en el prupo de ecuaciones 2.6,

Entonces se deberd expresor,

Yool (- H2), p DLt

a >(z <,
/ /7 7’/ );?)t? j/?
12 = "fz;’“ \ Ry 7 {f} ,
s 5 -
o = ;: (/ ,V, /),; z 7 &z ( -2 '~5~-) (2.7)
¢ C L) oL 42
LR e &2 %z
/;) - u__:.',. 4 .,,_,R/_, 57”;} . {, “._ffi?_/
Z = ’<£’ k é‘ AR J < 212 )
Del prupo de ecuaciones 2.7, se paede ver qac lds variables ”h

el

Yy ‘/;/,KTJE citadas antes, pueden rep e oentarse con Ly misma funcién

R e e e o L T R AR M R e
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que representa o las fucreas normales N,y N., v la fuerza cor-
(e
tante S5 , en virtud de yue }Q, y ;ﬁ quedan delinidas me-
¢

diante la ecuacidn 2..2.
Esta repres ntacidén de las fuerzas cortantes tiene limi-
/
- - - J )_‘

taciones puesto que indica que en jplacas (cuando 7 =B
% 4

el esluerzo cortante es nulo, cualquiera jque sea ¢l espesor,
En cascarones cilindricos, s6lo puede estimarse de esta manera
el efecto de la fuerzs cortante en la direccidn de la directriz,

ya que a lo largo de la generatriz resulta nula; esto es cierto

. 3,17,24,3]
apraximadamente cuando el cascardn es lnrgo(g' 7524,31) es de-

¢ir, cuando se conserva la relacibébn L/R > 2.5, donde L es el
claro longitulinal y B el radio de curvatura.
Para la derivaciaon de las ecusciones funlamentales se usa-

. . L . . 47 :
rd el principio variscionai de Relssner( 2). Bl enunciado pa-

ra este principio, en el cago ie ls teoriua {de cuascarones, pue-

de hacerae 4l establecer

: s 7 . ;o o
7o/ A+ Mo by r FESME #1265 # 5@

’ ’.{.) de
40 Y ) e 0 5 A f&/)

Ny N / A\

[N}

7 /

' (2.8)

2 e o . o
- ’ R el l’/‘r"’ ,.f *'"'(/ ”’("? -y U,'-ﬂ'l
a/I \ ;o

como la energia de edeformaciin., ki térwinody‘ representa

La ener-ia complementaria ver i .0 vy los térainos res-
Lintes son ba eneryis de defornaaify o/ 00wl sinbolo 'l_ de

7

La sepnda interral doloca gde tiena antesrsl debe verificur-

T L e M
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Seoen aquella paprve de lu Supsriieie del cascardn op Gque ge
prescriben las fueczas, P oes | Fiersa en la direoceciép nor-
mal 4 la su;oprricie.,

De dcuerdo con el entneiado de, Lrineipio de eissner
(ref G4y pe 1 Jy 4l cancelarse Wénticamente la Drimera ve--

-
riacidén (éhf; (ver apédndice 43) de L integral 7 e oume
plen Simuitdneswente, |y condicionss Je eguilibrio ¥y las con-
Ticicnes de compatibiligug,

En el ca4s0 purticular Je 148 ecuaciones que aqul se desa-
rrollan es conveniente Ce-expresar la integral {2.8) en otry
forma. La formy e 53¢ @320 '8 consiste en poner la encrgia de
Didd a 'lexidn, como | eher{ia le 10 rmacidn U (vor fig,

r::f’ . ;} ) L3

(%

2L Ia g fue rzdn en Ly gy bl sje (N vv Noy 5 5 en

terminoy qe s energia znyuylameznmxrh;[/* (ver tue 00 A

AN

,
i

razon e esta eioceidn eg HE Gl antroacis la Cuneidn de 25 -
faervog }Z};Tdr%z defini e a las Coernas Mol yoras eondi -
SE RS HTCI RN TS cgailiorio, on ¢ ang. i ldl LG el eyl il rio en lon
Lhrnings fe Ciewi o AU o g cond e iones e Compa-
tabiiioigg, T S N TN RCIrL Y SRS PLSIrie w1 e LT s i e

S l ¥ ) = i -
IS LN | PO [ UER ) ! }j O LAY | i 21 'ffl‘
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A7

2 (1 J7)

En esta ecuacidn, el término subrayado esta expresado co-

ok Fol—

an que

mo un trabajao, en tanto yue los dos restantes de la primera in
tegral son energius de deformacidn, Respecto « la segunda in-
tesral de la ocuacidn 2.9, es necesario acliarar el significado
fisico d P « La primera integral sst4 valuada con cantiijades
en la superficie, en tanto gue la segunda contiene cantidades

que son normales a la superficle. asi no existe diferencia en
tre una placa y un cuascardn, a menos que se aclare el valor de
F. Debido a la curvatura del cascardn en una y otra direcciédn,
las fuerzas en la superficie {(en particular N’,1 y Ne), tendran

una componente en la direccidon de la normil como se ilustra en

la fijrura .33 entonzes

= }?"'E(zéfw’*‘éﬁ/wé/

2. 10)
que vor otro lado, es un término que d:rarece en la tercera ecus
cidén de equilibrio de fuerzas (ver ec. 4618 del anéndice A6),
Tomando en cuenta 1os grupos Ye lefiniciones 2.6 y 2.7, 131 co-
mo que las rotaciones fa y jg se expresan en la forma .

//, _ M-/ i Z ? d/,?

re e o o —— ..'l e
7, = - ; )
O‘,f ‘i‘i—W““{é““ \ ‘AJ . 1 '] )
f
/J H; ? 41/3 &”3
& P y e /. S £ "7_:
X 2 Ard AL

(en que lo: torwinos sabrarados se desprecian por 11 hipbhtesis

e cascardn rebdjuio) se proce ‘e ahord o calealar la primera va

r.ac1on.

A - 4 3 3 . - i . *.--'\.' " AT R & ¥ *
considiérese inice il onte Lo variscidn con resrecto a

Wi en este 2as o, lag variables e contienen o P no camuian

30
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81 se supone que la eometria de la superficie deformada es
esencialuente la misma gue la inicial. De la ecuacién 2.9 se

deduce entonces

Sy = // / DINIK + BTy = 5o d by + S 5

- 4 P)(B8E) » G () A (2.12)

' ; 125
GE Yy (I4) s B Pe ({44 4 &2 s g ) Inpos o B

Ahora las variaciones de o , ¥, , 2 NWH<& se expresan (ver
apéndice A3) como
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mediante interracidn por purtes se paede egeritic, cuande sa

supone gue el =spesor es variable, es decir, cuaundo D-al)ﬂﬁfj*)
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o? se entiende como el elemento de linea sobre la carva de
frontera. Antes de inlentar =21 desarrollo en esta forma, con-
viene introducir bipdtesis acerca de las cantildades Jue inter-

vienen.

el [ . - N “ ~ . ,

suponpase ahora que el espesor es constante ademas de supo
ner muy peqguenos los términos subrayados en el rupo de ecua-

ciones (2.13). Con estas simplificuaciones la primera variacién

r
de « con respecto a W es

4
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La variacibn de la ecuacidn 2.9 con respecto 4 ls variables

v
miede egcribirse, después de una deduccidn similar
y '
- 3 - r
f’ s f' /?;/ ~ /7 /f ! g [ . d:’ / } J
- ':_ * e - - Tm— _,' 2 .'"
Z ,{ e / N2\ Ao 42 e\, Xyl E
\ / /} - .o kN o,
! s an Y 4 dé . R
/ b on AT S Y AN A P
S AN ' S I A T TR I -
f‘ /d‘/ 4‘3 4o bd ‘..t'/ Z K; Yy L ,4::)2 { o 1/ ‘_)f? ! M{?. t{f’; ,"',_;
i L} \ * v
""
/’? ,‘; / /f} } / . / . ¢ P P -
; r / 4 H
— - “—w-:- 4/ /0 “}}" Y] 2 - e J o P . ,S {)f«',-'(z /}'V 222
VYN A LA Lz T i C]z e
. %t ’ -
S e N oy 4 \
A S 94y . :5Jf) - 2P
e o a' i ey v A ke 'j o e e L T memma— A * a—
- T P b {, P - "
- /» ~, rj),..é, g .*’}:52. g cﬁj, X7 E)’M', "

gy




S—

El thrmino sabrarado ana vez on lu ecude Sdn 2.0 ge ha
simplificado medianne ol 2uplec de was ecusciones de Qodazzi-
Gauss (ver apéndice A1), Rl témino subrayvado dos veces es
una 2uantidad sumamente peguena de wnnera que en la mayoria de
los cusos puede omitirse (en el inciso J.3 se discute la in-
troduccidn de esta contidad)., En todou Los desarrollos ante-
riores, no aparocce en nimgana parte la carvatura caussianag de

finida como
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En cunnto al problema de desplazamientos sroandes, squi se
considerard Gnicamente ¢l caso de valores grandes pura w, kn
tonces las ecuuciones que exyresan los cambios de curvatura
(ecudciones 2,6) son suficientemente precisis y en consecuen-
cias la andlogia estitico-geonétrica conserva su validez, con-
cluyéndose entonces que las fuerzas pueden expresarse como en
el cruno de eciaciones 2.7,

Kl inico cambio radica en que lds deformuciones en 1la su-
perficie media se expresan entonces (ver apéndice A5) en la

formsa:

~7 , we 2 L T2l (2.20)
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les (de primer oriden) y < &- y o) s0n las corres-
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ls ecuacidn 2.8 ia cantiiadi:
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Las condiciones de [rontera correspondientes se deducen
de la consideracidn de la integral de linesa en caiu una de
las ecuaciones 2,15 y ?.16, con sus respectivas modificacio-
nes,

Del sistema de ecuaciones 2.15 y 2.16 puede verse que los
términos lineales son simétricos. El término subrayado dos ve
ces en la ecuacidén 2.16, puede consiierarse desprecigble y por
esta razén no se ha incluido en la ecuacidén 2.2%. E1 término
subraysdo en la ecuaciéon 2.23 resultua despreciable en el tipo
de cascardn que se analiza,

De las ecuaciones anteriores es posible deducir todos los
casos particulares gue han siio analizados por diversos auto-
res (23, 25, 26, 28, YWi-b) y que se derivan 4de la teoria gene-
ral de¢ cuscarones Jdebida a Vliasov y sus geperalizaciones,

kn lo ile cigue se habran de peneralizar estus ecuaciones
para ei caso de coordensdas curvilineas +de curvatura no prin-
cipal y que forman un Angulo cualjyuiera é9f£}®°en la superfi
cie,

Antes de proceder a esta extens dn, purece interesdnte
observar gque =1 términommarcado =2on lindi interrampiia en la
ecaacibn de comp:tibrlidad 2.7 se vuede escribir, {(de scuer-
do con el rruyo de «cugciones .6y 4o consideracicnes intro

Aacidas en el oo de ccuaciones .1, prelativias g Jespreciar
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A o o,

los términos sabrayaios),

N A

que es la curvaturd gdussiana (ver apéndice A1) de la Super-
ficie deformada, cuando la curvatura gaussiana de 1la superfi-
cie original es nula o cdasi nula, como ocurre en cascaroned
rebajsdos. Lo interesante en esta cbhserviacidn radica en la
facilidad existente para el truatamiente le cascarones cuya
curvatura gaussiana de la superficie melia antes de la defor
macidn no es nulda. Un tratamientc ha sidce propuesto por M.
o . (ah) | " _ ‘2

Rodricuez Jabailero . Una discusidn acerca de la ecuascidn
de compatibiliist, ge rvresonta en el apéniice A7,

3e proceije abora 4 la extensidn de 1ayg ecuaciones 2,04y
2.?% para o1 tratumiento de cuascdrones tayo sistema de refe-
rencia no es crtorvonal ni de carvaturs prinacipal., e sisue
aqul un tratamiento sitwilar al propussto nor 3orley(&ﬁ> jpara
el anflisis le placas. Lda mizoa forwuliscidn podris lowrarse
sobra baoes ~uprarente Lenseoriales y ha sido consiferada por
fiversos altwbes(ud' sy 57 rard is teortia lineal jae no
incluye lu leformacidon de 2o-lante,

sonsitdress an 3isters de referenciyg ortorronal como el

mostrado en 1a Tt L8y otro sistera de peforencin no or-

. ¢ N ’ X # . i
torona: on L wisme 0o rToie con oan Amle A 43 , o 0 b

! . ; . . N s . [ T S . ) s . . ey
FETER | - Y f:{{ ’ 1 [UCERES ¢ ARE N E X T TS W5 S O A A T B UV LIS A L t,‘} S b
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Obia 170G, Pactaenso connoidry b naovn Bodel sistunie ortapgy-
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de marers gue para las derivailas uviiiazaadas en 108 ecausciones

o
Dedy 202% se tia2ne

£
)
|
r\
Al
- 4
ey
‘q -
3
'y
o
\"‘\
=
¢ 3
%,
ss.
3

’Q
. - S -
> g ~=3 oo
‘D o ; ; - (»( # ‘-j‘ A"“
. s
- 7, ’9 -

-
Y
bt

R

-
Lo

i e tov AR RS W

LR S S

S L T S

R R B

g R E




[ S

BB

T S B i S B4 s 1t s s b w e © e e e

y para las fueraas expresadas en términos de la funcién jﬁ

| , ;
/V/‘ T e ;"/"4((' ¢ dcal 8 "{1'1( g A’/I cod ?5
SOy D - g

/V% = fbéf (2.31)
f = t.? 7‘ A/E' <oJ f

la tilde sobre S y & indica que 3¢ truata de la fuerza cor
tante y momento de torsidn en la superficie de coordenadas
oblicuas.

Respecto a las curvaturas utilizando la ecuacion de la se
gunda forma fundamental deducida en el apéndice A2, se puede

escribir
v

.,é/ = .&-—)z

Lo 2 brag ¢ Lreoss (2.32)

o 2
by - Ly (L8 17 2 by b, L Ly

[P

. fﬂ/} 6 *"} J i/ "5 Jy ;’5

Al hucer ia sustitucidn adecuad: de los "rupos de ccua-
clones 2.28 a 2,30 en las 2.4 y 2.2%, se puede dedacir el sis
tema e ecuaciones de 14 teoris general fde cascarcnes rebaja-
dos cuya superficie medis se eucuentra referdda a un sistema
curvilinec cualquiera,

Bl regultado de egta suntitacidn, c¢uando s+ omiten los

términos no linaeales, es
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del oriden de EAZ Cousidéress inicialmente eLotérming que

orizina la no linsalidut: je 14 Ctiacidn 2,51 se deduce Qque i
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Los pegeeros, el téraino ddiciondl que representa o) cortante

y el término secantario gue toma en Gilenta ei eveoto je la cuar
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vitara sen el misno orden Je MITnItLd y que en colsecuencia
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les parcidles.

Tratidndose de cascurones rebajados, en airunas ocdsiones
es posible representdar la geometria de la superficie media del
cascarén como la seometria del plano en que se proyecta la su-
perficie en cuestidn. En estas condiciones es posible intro-
duciv alguhas simplificaciones relutivas a4 los parimetros en
la superficie y que son

4

1

t

C{? = constante

y s8i como consideracidén adicional se introduce la hipdtesis de

nes diferenciales:
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»3  Formas simplificadas del sistema de ecusclones diferencise-

curvatura cunstante, se deduce el sipulente sistema de ecuacio
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Eu el inciso anterior s» dedujo an sistema ie eccdaciolies di-
ferenciales purcini=s no linesaias paca 1 eguilivrio »n la veoris
de cascaronas. Kl proil ra gue d4nora e propone, Se refiere a la
inestabilidad. <Son objeto de hacer seneral la dircusion gue aqui
se presenta, se usard la formiiacidn Euleriana*, la cual conside-
ra para el equilibrio, la eometria de la superficie deformada.
El concepto fisico jue se discute bicne vasilez en los sistemas
Buleriano y Larrangiano. Lua formusscion suleriuna y la anterior
La rangiana son es-ncialmente no lineates; 1u Bileriuna incluye
aqui no linecalidades en todos los desplazamirntos, wn.tanto que
la formaiacion iel tipo La . ransiuna considera en el cAS0 ante-
rior, (iuciso <., ) solamente no linealidades para el desplaza-
miento w,
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qﬁe corresponde al segundo estado simultineo se designa como
5

Bl fendmeno dv inestabilidad elhstica, puede considerarse
también desde el punto de vista de la energia potencial V.
Cuando se introduce una pequefa variacién en el desplazamien-
to, la energig potencial del sistema sufre un cambio. El cam

bio en la energia potencial V se puede escribir,

4y = 4V +.24~’J"’/ 2.

en que h es un parfmetro adimensional, FEn realidad, si el
sistema en cuestidn, posee magnitudes que caracterizan su
configurducién geométrica es posible, represcntar la energia po
tencial V, en un espacio 74/ dimensional, En el caso demun
casecaréon, la [ig. 2.5, representa la funciédn V para las varia-
bles _97 Yy K/ . La primera variacidén es nula, se sabe gque el
estado es de enuilibrio. Este estado de equilibrio puede co-
rresponder a un maximo, en cuyo caso, el estado es ineslable,

o a un minimo, cuando es estable., La segunda vuriacién QBEV)
permite reconocer si 1ua energla potencial es mlxima o minima.
Cuando el sistemy es Lagrangliuno, la segunda variaciédn J12V
es una forma cuadritica y es8 necesario determinar su valor pa-
ra saber ni la posicidén es estable, Truténdose de la formula- .
cién Fuleriana, vpara el unflisis de inestabililud, es suficien
te con ¢ :nsiterar lo que jpuede luamarse la primera variacidn.

Entonces para la formlacidn Zuleriana, se puede escribir

Sw = SP 2,
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como condicibdbn de equilibrlio neutro, en que
W= energin yotencial le deformacidn o de lus raerzas

internas

H

P energly potencial de las carcas externsg,

La ecnucidon 2 es ejquivalente a la considerdcidn anterior
le la existencia simultined de dos estades de deformiacidn, que
corresponden a las superficies Sfy' S '

Lus ecuaciones patemlticas corres,ondientes, se deducen
al tomar en cuenta la tabla 1 y al considerar la forma de la
enersia cxpuesta al .rincinio de este capitulo (ver ecuacidn

) .

La pres ntacidn previa es totalmente similar al eriterio

de ilnectabilidiad debida a Liapunov®.
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CATITLO TTT

THECRTA ENERAL DR CASCARONES ELASTICOS GRUESCS

i Y

DESARROLLADA I'BDIANE EL EVPLECQ DE UNA FURCION PCTENCIAL

3,0 Generales,

La investigacibdn contemporfnsa an materia de cascarones =
dadica espneial atencién a elementos de este tipo cuyo espesor-
no es pequefio,e intenta resolver el problema elfistico tridimen-
sional de cnscarones en los que la hinbtesis de Kirchhoff no es
aceptable,

Dos formulaciones recientes constituyven la base dea las con
sidrraciones que sipuen: dinhas formulaciones se deben a ,-
Zerna (41) y a I.6, Teregulov (45), Terepulov suriere espe -
cificar 1a formn de los desplazamientos en términos de un nolimo
mio en %2 v de degarrollos anAlrgos pnara los esfuervos, La -
representicifn superids nor Terepulov es,en cnanto a los des -

plazamientos,

a - U(.)+Z(((.',+Z.(,(mfzsf.(m

3.1(a,b)
2
W = as ‘M-)‘LZM'I*Z Ma)
en cuanto a los esfuerzos agy
< A o A w A ' PP s =A

G = G (e) *z Gm +z' d(l) +z (%)

0 B Gm) *.ii Uﬁ) +£ (]{‘)
;u? (q‘b‘C)

L

(RN Y- B

i o




2
Y, para las daeforraciones,

. ey oy

é z e >*’E.E.

o X w¥{a sen (1) i WlA)

[H

&u é‘bb(o} +Z£‘;55(!}*‘1"‘£~‘,”1} 142";&‘ ¥ (%)

En egsta formulacidén de tipo polinomial se puede ver que -
no todos los polinomios son del nismo grado, conservandose en -
wies terminos hasta la tercera potencia y en obtras como 6‘3
solamente hasta la primera potencia., La eleccién de ¢ °* com
parada con la de &, parece incongruente, Ya que se adopta -
un matver.al elastico. sstag expresgiones que ha introducido Tg
regulov en la veoria dJde places son realmente uina mey ora pero su
extvensidn 4 casecarvnes rogquiere ciertas mod.ficaciones para po-
der incluir efeclos que noc zs.onn presentes en plucas, Je hige--
chio la propesicidn ae iog despluzamientogs en la forne de la —-—-—
ecucceidn  1(a) su,coidua pur reregulov, no resulia ser e mon -e
ndecuada paca el fin o la teoria | eneral do cusourcies, LY R
el artfculo criginal 4o Tere-ulov, “xiosue unn are-oularidal en

cuanto o las unidedes o lor Leviirosy dndl Lt MPRI'CHGC 1Neone

Slatecia exsalihtie QL T o I EE LS L | S A VN sl T 1 [;‘-_,;'.1;“ A CLTe
Clusionuy eroonens subie el couerel ooose Ter uvlov g ilw O 50
UM s,
T - . . . R .
LJepaeilov nsie L Qi D1y Joy 4oyt roaueir lan e
ek s - e P S T . P L ) . . LoEY B £ . v w e b
COWCLuie s SL e b relacioned 10l G Lae O annplanne.

1 R A . SR ERY [ . sy Yoy T Y AT L i *! LT A .
DGR L M L G Lt LoDy g LRgrn Varlhaelonad o ooaoalar Ga

" i st by e R : . R : er sy s oy W . N T
de el hoier, (47) RN S T SO LSRN oL P R el Ai‘l't«‘;,?ilf}\ Ol

v ELE, 3% (a b, c)
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el tratamiento ic preblomis no lincales de la elasticidad. (46)
Los rcsultados obtenidos por Teregulov corregponden a placas; -
cxtenderlas a cascarones resulta complicado, y serfa preferi—-

ble la formulacidn de Zerna.,

Previamente a la formulacidn de»Teregulov, Zerna (43) ==
pregenta un desarrollo infianito en sgerie de potencias de & para
los desplazamientos. lealante el empleo la propiedad del ten-
sor métrico contravariante de expresarse como un d.sarrollo en_
serie de potencias de &£ supone ciertas leyes de distribuecidn_
de los esfuerzos que satisfacen las condiciones de frontera, -
Slediante comparacidn de los polinomios resultantes de la ley es
fuerzo-deforuacidn y lu distribucidn supuesta de eslucrzos, gse_

determinan los coeficientes del desarrollo en serie de lag dew-

o

formacicnes, y lueso las de los desplavamientos, La difercncia
! Fod

csercial en ambos desurrolios radica en que las expresiones en_
serie para las deformacicnes gun doducidas seoméiricameunte por__

Zerna rostuladas aer Ter-ulov,
H )

Y

1 cumino que sulere leregulov os siuzilar al sucerido --
por ¥, 'icala (40) quien supone polinowios de Le endre en lu--—
car de polencius de Z.  Un tritasliento con zon secuela tiene
desventajas, porgque no se usa la nocidn fisica del problema, ni

ge toma en cucntu la purvicula-i o, de lag funciones supuestas,

Anteriorue te w, 1o exiicencia le esuten desarrollos en BE

-y

A o e

R e e e



4
rie, en 1944 Vliasov (26, 37) introdujo un desarrollo en serie -

de potencias de para las deformaciones. Su modelo de despls

zamiento ¢a, en la notecidn prasente

oy l w.u
“u “(!"'}‘;‘")a.‘“i o o ’.4(("5)

Wa=w+xW"

donde puede verse que conserva la hipdtesis de seccidn plana, _

La ecuacidén 4a, puede expresarse también como

&“=Q“+Z_{-g—?--—;w£&} 3.5

L]

¥y encuentra entonces su justificacidn en los resultados del a—-

pendice A5, de acuerdo con la ecuacién A4,10,

De egte modo se sigue conservando la hipétesis de seccidn

plana,

Debido a la introduccidédn del término W (1), Vliasov llega

a establecer las deformaciones,

! a w(‘}
Wy =
>, G, aﬁ,
! oW 5.6 (a,c)
Jag = ' ’

“<a.Ca 9008,

()
E. .55 = W

Aqui se ve gue el término W (1) es nuy pequeilo en conpa-

racién con la unided y es eproxiradarente proporcional a la dig

55
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tribucidn de la carga normal a la superficie (cuando el médulo__
de Polgson en los plancs normales o la superficie media ey pe-~—-
queito), lo que conduce o gque lan deformaciones Wy ¥y Wzxs sean
czal nulas, pour ejeuplo e el caso de carga unirorme, Fate in-
congruencia serfa eliminada Jdespués per Vlasov, y cn su libro --
(ref. 26) publicado en 1949, introduciria Md“i(?. Con la nue-
va considceracién, Vlagov intenta la solucidn del probleua de ces
caruvneg gruesos y de curvatura gaussiana distinta de cero, E1l_

desarrollo en serie para las delormaciones paralelas a la super-

ficie media, en términos de la variable 2 ge deduce de la ecua-

cién A~-4. 19, cuando Be sustituye -~ por su desarrollo en serie,

o
es decir,

bﬁ)“‘ m[/“knl*(%)a“(m}i)sf“a.“‘](e‘)«l*ﬁz‘t’dm) 5.7

0 sea,

Peq’ = e‘(ﬂ f'Z« (Xmﬁ u.ke‘(ﬁ')mza‘(ﬁ.“x“‘méi e““)*onn!t

y considerando deapricigbles los téruinos subrayedos por la

F - -~ - % N ; ;. 1 ;| »
e“n" C““}‘({X“a“g_ {A%"d"ﬂf“'ﬂi{ (.kﬂxmp)““liltti Ja
0 blen,
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Gt Cue * 2 KRl 5 9
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quedando sntonces,

"o, s e, 52U, ]
i ] Lo e
; S
€, Qu*‘g 28 ? 310
&l
p » 2
FW = e,‘*" é’,‘, - Q)““i 2“5(_'
Y]
De las souaciones 8 y 9 se puede doduoir que
(- (~¢
xuﬁ" = (-/) (é“ &‘J 3.1
¥y en consecuencis,
1

‘u( v (~] )‘M (ka e xn )

RO 710 e Ta TR
G, ”("'[) /: 2 w+3-{k’ *é’ )3] |

Como puede verificerse de las ecumoiones correspondisntes -
del capftulo anterior. ILa formulacién de la solucidén del proble
ma de la teorfa de vasoarones gruescs podria realizarse del mimao
modo gque para lus cascurones delgades, con la introduccidn de la_
deformacidn por cortence o sin ollu, para ¢llo es nacesuric apro-
vechar que los coeficientes del deserrollo on scrie de la ecufe~—
cibén § pueden cdlcudazse con low rewultados obtenidoa para 8.;,&’“
y & en esa solincidn. Late es andlogo a lo que propone M, Ro--

driguez Caballero (44), con 1a diferencia de que 41, adoads Jdel -

uno de la notacidn tencorial, sugiere un procediwiento iterativo

. . . _— {
para inelulr aguellos términus como ‘,5"{"5'“ ete,, que se desprecian

5
¥

en lo formulacidédn usval del vigwema de ecuaciones dAiferencionles =

Gnolas veriabies § v W L Sah vwbargos, vewrve gue coeliclentes -

A 8 A
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-

15

media, porque se supone que las fibras nor:ales a esa superfi--
cie se deforman libremente.  El modelo incluye aguella deformg
cién que puede producir el cortante, Las limitaciones de la -

teor{a que resulta del modelo son lugs sigulentes:

a) Las relaciones esp:sor a radio de curvatura menor
no deben exceder

1 -
5 = 0.5

b) ILas curvas corienadas elegidas sobre la superfi--
ciemedia dchen ser casi de curvatura principal, -
es decir que la torsgién en la superficie media no

. ! .
debe ser mayor de gz ¢ la curvatura mayor,

-~

La condicién (z) se cumple satisfactoriamente en la mayor

parte de cortinas de concreto construidas haste la fecha,

La limitacién (b) es una hipétesis de naturaleze puramente
geoméuirica, gue permite estableccr relaciones simples para log_

pardmetros fundamentales de la superficle pcralela a la media,

3.2  Jeduccldn ae lac ecuaciones de equilibrio on caugcarones —-

STNSE08 cuyw curvatur2  caugsiona es distinta de cero,

Fera fucilivar los desarrollos siguientes, ce resumen ahora
los resultadcs es nciales el apénlice A-4 y el iscigo anterior
de este mismo capfltulo, Zir el apéniice A-4 se forunuld el mode-

lo de deforincidn =i 1a foerna,

I R SRR SRR (R,

i, R

e R

G Ui e U e

S e T T R TR 6 e

g

SN
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del desarrollo on serie pare lag potencias superiorcs a &, ===
adquieren significedo cuando la relacién i} es grande, y en este
caso la hipétesis de seccidn plana imglfcita en las ecuaciones 4

de.ja de tener sentido, debido a la deformacién de cortonte,

La teoria de Vlasov para cascaroncs gruesos, asl como el =--
procedimiento iterativo de hi. Rodrisuez C,, pucden nmejorarse ha-
ciendo uso del modelo de desplazamiento sugerido por Vlasov, y =

mogstrado en las ecuaciones 4.,  Esto se digcute con amplitud mas_

adelante,

Empleando la notacidn de V.Z., Vlasov relativa a los signos_
de los desplazamientos como é1 digcute en su libro (ref. 26, pp._
184 - 186), se plantea wna secuela siwilar a la que se presenta -
mag adelante pare las ecuaciones del modelo propuesto en el grupo
de couaciones 26. Le eleccidén de Vlasov para los signos de loa_
desplazanientos arroja resultados distintos a los de Love (5) y -

tiene un inconveniente que se discute con base en la figura 2,

Considerese ahora el nodelo de deformacidn cxpresado como

W= W’ *

z " % b 33 (Cu,b)
U = U lre = ]2 (=0 Lo e Py P

Ru oc" L oe J

Ho serfa diffcil incluir méAs términos, pero para el andli--

sig sipcuiente solamente se usarédn cstos, En lag ecuaciones 13 =
(1)

aparecen dos Tunciones nuevag, f-y Uor ;3 la primera de ellas, sg

D e e BT e PASD T T AL et S e 0 T Dt SR it D T Bt e LN A Lt e T Lret e e T R -

LA e R e

RN S S Rt Sag She

triming
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gén se desprende de la ecuacidn 13 (b), indica que la pendiente -
total es debida, a que la seccidn permanecce plana y a otras cau——
gas como puede ser el cortante en las ceras normales a la superfi

cie medie, Para estve modelo,

I I 3 3,
e-cp ?"”E."[eu;s'*-‘z(&ﬁ“ wp ) Cun T+
donde
/ ‘/f.c
Bun ® =2 (o‘“ )'ﬁ 5.15

(3 . . :
Yy las componentes de e,m’ se valuan de le misma manera gue .4,
. (&)
pero sustituyendo W por W, , es decir,
(5) - L{.,; () ‘
ell = 0(' + lll u‘
(5 Uy, (3) \ 3.16
€, ® + ‘ez: U, '
(3) (3)
(3) Y WUa, (3) (3)
= Ot LA -
g = ol Ezg a‘ la: U, J

Aderds, la deformacién engular en las caras normales a la su
perficie media, que puede calcularse como se hizo en la ecuacidn_

A-4, 33, se exprcsa ahora como

¥ a2«

i 2 3

o e ......._.’ -+ — * 3.’7
Wy = -+ 2 (3, ) TR

Con la hipdtesis de yue los coeficientes del desarrollo de -
la ceuncidén 13 (b) son decrecientss, el téruino subrayado puede -
degpreciuorse, Conmvicne intrciveir ahora una consideracidn cctdti

ca, Je wmencra cue lag cendiclones dn Zoontera en las caras extre-
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wes se satisfaepgan,

Las condiciones son que los esfuerzos cortantes sean nulos_

en ambas curas, esto es, que para un sélido eldstico isotrépico =

se tenga
- i
6,=G w, =0 para £ =2 > %18
entonces se puede expresar
W 2
@y === (’“2" ) 3.19
o< )
y andlo ameute
¥ 2
Q) 2s =~ z('“; ) 3.20
<2
en que
‘; . 2%
h

51 se representa el esfuerzo cortante como en vigas de seg

cién rectoangular, es decir

6y = 1.5 ~C~£~‘-[/ - 321

entoneccs, Lor ser Uw=6*”wv se deduce que F ticne el sentido de -

uwna funeidén potencial e fuerza cortaunte, porgue

y’] Qa
R 3.2 2
o< AQ

Aguf caben dus procedinientos en cuainto a la solucidn del -

probleuas

g b A by T ey kPR S k'S T e ta 2 e e

R MLt L T TN T Wiy i

1 s T 2 T EERR AT RO P

Blergpurner’ Wil B S . €7

AR R R I P I A TR I e T A B 1

s i B

i G
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a) Definir un sistema de ecuaciones en las variables W, ,
Uy, W ¥y F , y resolver el sistema con las condiciones

adecugdas de f'rontera,

b) Sustituyendo la distribucién parabblica de la ecuacién_
19 con otra uniforme que origine por ejemplo la misma -
energi de deformacién, se puede introducir wn procedi--—
miento iteratvivo. Fara esato se supone iniciulmente -—
que F=0 :, eata aproximacidn se mejora sucesivamente -
en cala etapa con la couacidén 22, Los momentos celcu-

lados con la ccuuxcidn 14 para caie valor de ¥ intirodu--

cen términcs independientes o residuos. Este procedi-

miento puede incorporarse a la formulacidén iterativa de

bide a L, Rodrfguez Caballero (44),

El primer procedimiento es adccundo en la formulacid de pro
blemas de inecstebilidcad, en tanto que ¢l gegundo es adecuado en -

el tratamicento de problemas de eguilivrio,

31 inconveniente esencizl le estz Lfornulacidén radice en ~——
que en el modelo de Vliasov definido p.vor las ccuaeciones 4, en gue_
el desplazaniento W es positive en la direccidn del vector ?r, -
las curvaturas quedan definidas en Lforma aistinta (ret 26, p 177)
a como se ef.nen en las ecuacicnes A~3, 30 y A-3. 39; por ejem-—

plo _ ,
o W« u,/ N FWa W W

g [ W, Ua /
:z/ 2 Ry Rz

S A R e T R

T A e g e A

T

R T P T S

AT T eI s

N BT AN b e



T R

o e 2

53
LA

gue en su forme mds simple es

! O* W
A = =7 oa 3.23

IEsto im:lica, en el caso ac¢ una viga, en que lasg deformacio

nes se escriben
e =2 X 324

con el eje X dirigido hacia arriba, que la parte superior se en-
cuentra en compresién y la inferior en tensidén, con lo cual se =-

»

cumple con la notacidn usual en ingenierf{a en quec
M=-EIl& 3,25

Considérese ahora la figura 1I.2 (a), en que R es el radio
inicial ¥y R el de la superficie dclforuada, entonces ¥ cs poai
tiva y esto implica que las fibrag superiores se cncuentren en -—-
tensidén, con lo cual al aceptar que & es positiva en tensién, que

dan plenamente justificados los primeros deg términos de la ecua-

cibn &, pero siempre que sc defina A cun signo contrario al de la

ecuacidn 23, Con esto se ve que independientemoﬁte de la elec~
c¢idn de ¥, la curvutwra positiva corsesponde a tenaidn en las fi-
bras sujeriores, segdn se aclara con las figuras [L,2 (a) y I1,2_
(b). £l problems se resuelve, modificendo el signe &+ los momen
tos, con la dificultad de quo uonentos y ruerzas normeles guedan
defintdos d¢ wanera distinta en cunante al 3igne de la delormncidn
que incrodueen, L8te pruuvlens o oaparece en la secguels gque dege

pués se wigue,.

R,

5 BT B T TER T T R



i Semmstag v

A ST

64

Otro problowa quizd méds esencial que el anterior sé presen=-
to cuando se¢ onite cgﬂ(S) en la ecuacidn 13 (b) porque entonces -~
el modelo es el de Kirchhoftf, y en este caso, por las considera--
cioneg introducidad en la hipétesis de Kirchhoff, en el sentido -

de que ge supone que los esfuerzos cortantes no producen deforma-

cién alguna, es incompatible deducir deformncilones de cortante con

el modelo,

Jo1 Introduccidn de la funcidn potencial.

Otro procedimiento es el que aqui mse sigue, y que consiste_
en usar también u_n polinomic para los desplazamientos.

U=+ 22U @ 2y

W= W Z ezt neees

Lu eleccidn tienc buses puramente f{sicas. Los dvs prime-
ros términos de la ecuncidn 4z, les rcesultados de la teorfa bosa
da en las hipdtesis de Kirchhoff-Love, Diciia ecuacidn copecifi-
ce. que las fibras perpendiculares a la superficile media tienen de
formaciones de cuerpo rigido, es deecir giran y se lesplazan con -
respecto a la posicidn iniecial. %1 tercer término es csencial--
mente dist.nuto al de Tercgulov (ec. la), y corrige la forma de «-
digtribucidn de log esfucrzcos normales, El cuarto término eslo—
blece una correccidén a. cambio de pcesicidn de las fibras normales
¢ la superficie media, y a4l lpunl gue la rotacidn, esn un tériino

LIPAT, Entonceg les f2bras nerialeg experusentan una translas---
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. U}

cibén y adends una defermacidn, porque no permanccen plenas,

La hipbtesis del modelo de derormacidn consicste en que las_
fibras normales a la superficie mecdia, adends de girar y acortor-
pe, experimentan uno distorsidn. Ssta distorsidn puede ser por_
ejemplo la debi. 1 al esfuerzo cortante, Jedo que ecn la mayoria__
de los casos la deformacidn de cortante adquiere meyor inporitan--
cia en coscarones que por ejemplo en placas, cabe atribuir a  coxr

tante csa distorsidn.

En cuanrto a la segunda hipétesis de Kirchhoff, rclativa a -
la deformacidn de las fibras normales por efecto de la compresidn
en las caras externas, podrfa conservarse despreciando los térmi-
nos Wm ¥ Wm , en virtud de que dada la restriccidn lateral,
las fitras normales te:..drdn una deformaciéa nor.al menor que la -

que ocurre en vigsas, donde eg despreciable,

A,

Pora el modelo de deforumcién exprescdo cn les ccvonciones -
4a y 4b, del eséndice A-4 ge desarrolla el céleulo de las deformg
ciones, Los esfuerzcs y las resultantes co:rrespondientes osf co-
1o ecuacionnz de cunpatibili--

mo los ccuacicnes de ¢gpulilibric

b,’
o en log apéndices A-4 y A-5,

= |

dad, ce d2ducen por soparnd

o
o

Soora el mwolelo se deosslazanmicnto re_uesto, cl Lensor dee-—-
forimacidn vecie eseribirce en lo Jorna

t N7
0. 4 =E--[e,.,,+}_‘z‘ei‘; 3.27
ol

]
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| , o N |
en oque para valuar @ 4 ¢f hccenullo tozar en cuenta que
() .
() Wi ’e tl) W )
O
=3 R,

. a“‘,) y i)
el g Har fz: ©'o- W ; 328 (a,b,c)

it ot 2 Rz
‘ (L} )
iy W 2 1 w
€, &= =Ky Uy = -
Y i1

[
y aiemds que wm = 0 para ixe3

For ovro lado, la acforimacidn angular gue cxperimentan ==w—-—

los planos normales a la superficie media, se cdlcule como

w:s = @ll + e“ %29

es decir, como la suma del dngulo que se desvia el vector tangen
te a la superficie media en la direccidn con respecto al vector_
normal, mds el dngulo gque se desvia el veector norual con respec—
to a la tangente, al verificarse la deformaciédn, 51 cdlculo —--

ge ha veriricudo 'n el apéidice A-4 y el resultaio es

i 8’, 2 @) _§ . Wj:} A W,l,” Y:, ) a (v
Wy === 2Lt m - e e w2 T L o e 32N 330
C|R| oc, m—— {-q e oG, a3

Fl téru:ano subrayaco en ia uvcuacidn 30 so supone degpre=-—

ciable y la vuliiew ie eosla cunplieracidn serd Jictificade dege--
S ey ’ N - it . . . . . o e 4

pués (ver ec, 33). oboausere o inneloanes desconecldas que wpa

recen on el rupe Jdo occuzcioeones b, pueie reducirse con clertas

consl erecicnes du o naturaless rureente oo uitien, La primers -

consiser . ¢idn ge refjere 2 dn condieidn cofhicn on 1o ITonLae-—

S S e F P TR T Lt . S

i A T R TR A S e T O ST s TR SV TN et 020



rag superior e inferior del cascardn, En estas fronterag, =--—-
el esfuerzo cortante debe ser nulo si no se encuentra ninguna -

accidn externa que lo pueda producir.

Entoncecs, en un cuerpo de anisotropla curvilinea (ver ref,

68) se tiene,

6'15 = G‘ub Uiy ¥ 8i
que debe cancelarse para E =l »Et— , ¢8 declr,
u);' = amt“ =0 i
2
* 332 (a,b)
W,y /Z.,_._..i__.: 0o ]
2

, ,A _ @) ) , .
Considerando como inedgnitas a U U.", es posible ueg

pejarlas del sistema de ccuacioncs 32 en términos de las otras_
' {1} (a) T 11 Qo :
variables ryr o Wy W . In.roducie.do en la ecua

cidn 32, la notacidén

t
C = e
o 2R,
t
C,. = | ==
2R,
se puede escribir
2 x (r) ()
3t o U w P[0t St W, e
e tfl, R e B R 582(a.;"
4 4¢,, R, il ;j{C“n‘?, Col? e, 4 o<,

. p : t;‘) F ,(”
wme T U (’(1' ’_ ‘ | + .t ’ f t M - t Mi 352({:')
4 ' ‘#‘Cf-eg ’ ' L, E«Cf -Rf Ce ‘2 oy, 4 et

it P g TR

e P e A o T R Bt

e 0 e T i 252 T

s ST T PSR



y considerando ade.ds que la reiacidén peralue a cadio

yor gyue 0,5, cg accir,

ge pued. deduclr gue

21

Yy tonando en cuenta estoy valores

e que,

f o : ‘
(_j;“s' . o R——— v ! o (? - (‘" . ] JOU i« fx ‘;’ 4 . - / Cha 5 -
o k. ; f‘? v 4 :T i s E i ' R . i

+

3
I

.(
kY
~

. Ll ecuacidn 30, se catabluy

68

o ¢g ing-

5.58

4,34

e
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vinelificerndo, se obticuae

W =--L[l -¥ T.g'..(a-- .,'._)J4%' [WJ“"(,_ L)ny:iﬁ]

3 oC, \ Cl o<

(e bt

] _
L [ () | ! (;)l
e —— —— i -— .
' w [} ( '. ) BCIR| M| 3.5,

Coeconglderando que la aagnitud de los téririnos subrayadoas, nue-
4 i M

ie despreciarse sc tendrd

] A 1 ()
g“‘“"*l"" ] ,.H'_'._}! - ._%.._ W‘:,(,+ ! )+ X [Wu f“]
Rl“‘-l R,OC‘ ’ 2¢ 3C:R|°“t

3.%58
en que

<l odelo de despglaszariento wresentado en el siztens de -
acuacivncs 206 suede exiregirse ds senciilarente con los re eoulta
408 de las ecuaciones 34 y 15, uuecdundo entonces en térnincs de

6 fruciones desconcelidas,

b

bsomuy imocrtraite nacer ver gue 1a 9o osicidn respecto a

la pegueniez del tériino subray:do =, la eccuucidn 30 ¢33 courcecta.

Adende es co.recta tan ién 1o sunosiewdn 1vtro bielin a continua

cidn de 1o ecc. 17. e w50 ctoprueba flerlsents observando -
. {!) . . . n) ' T . " TR -ﬁ P

que W7 s Cener que W, . s noCLo, aC¢ Loy treg térrinos

“ P ) a4 e S
que delinen 4 W, e Lo aedn 38 ot dy e ootantes en

IR S TR RS s s RS e S T ST L s e b SR 0 e e

B S A e, B
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11
+ V.’c , , 3 . .
337 w, 4ue multiplieado por Z° en su valor mdximo permite
obtener — t-- <« Jzt ¢ . bade lo expresidn de '
6 OC, OC, Oc’

en términos de W, cabe suponcr que este término serd méds pe-—-
queflo que ¢ y CIi cuyo caso queda verificado que la represen
tacidén polinomial ea correcte en las dos partes en gque se ha se
parado es decir en aquella parte en que la seccidn es plana y en
su correccién (ver apéndice A-4, ec. A~4 7). Observandose_
la nisma cualidad citada en cuanto a la ecuacién 17 ya que el_

valor mdximo de la correccidn es el del primer término y cs

El siguiente paso consiste en reducir el ndwmero de incég-
nitasg, Dado que en general los esfuerzos normales e.. las gu--
poerficies del cagcardn serdn pequefios, lus deformaciones de lus
fibras normales serdn pequeias tawbidén, Yara e¢l mnodelo de desg
plazamiento, la deformceidn normal estd dada por la ecuacidn ~-
A~-4 31 cono

(a)

e =—W"'-22W 339

S5i esta deformecidn se considera despr cirable, entonces

(1) (a . .
W y W ) Lelen desaparecer, Suoestas condiciones, lus

ceuaciones 34 y 3% se convercirfan en

U“JW._Mﬁim \
T 2o, R,
i .40
c((a) ‘f ;é.’_
‘ Bha ‘(‘f 4

R B A - o
B o 5. TR i, 5 B B, bl A T, T 2 M e i i 5

b L RGeS R RS g
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Pero considerar que @y = 0 10 €8 mwy razonable, porque_
en algunos cascarones, la magnitud de @ 13 puede ser del or-

den de € 13,

Aceptando sin embargo la pequefiez de € 33, existe una -
consideracién méds razonable y que se dcduce de considerar el =--
cuerpo del cascarén como ortotrépico. Para un material orto-- §

trépico, las deformaciones (ver ref. 68) se cdleculan como: :
1

f _ 1)3_] 'qu
ell = E U‘l E. gza - E‘; Gll

. |
eaag—u-—l-)-m!'. g:‘+_m0’ -....:.D_!-?—-.

E, Ex 2t Fy (m

Css ~TTE, 0, - F. (oa * F, '3 };"H (@eer, F)

Wg 2 ——
3 ql’ iy _ I 0‘

TS Gy,q 2
/
Woy = — :
Gas °8 y

y en un cascaron de concreto reforzoado, por ejemplo, E’.f: E,,E.v
En le ecuacién 41 (e¢), sc desconoce 0,y 0,;, pero se puede cono-

cer (,; o1 se conoce la distribueidn e carga en las caras ex-

tremas,

En estas condiciores, cabe suponcr que

v
.?..’.‘; - m-gj = 0 S.42
E| Ez
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{0
it
L
ey
w
o

cn cuyo easo, B F

P .
e, = _f-: Uy = o= Vg F 5. 43 (q, b,c)
i

| 'D;z

@z ® g G ™ 7 O

De la hipdiesis 42 se infierc que el easfuerzo § 33 10 =--

H

4

% ¢

tiene efecto en lap dueformaciones € 11y @ 12, y eota co la -

hipétesis usuwal en lo teorfa de cascaroncs deljadvs, doiue gse =
w; ]

ancepsa simultdneamente que € 33 = O, Lig ceunelones gue @

qui ze desarroilan pueden eliminar entunces esa dificultad, pe-
ro incluyen la hipétrsis (42) que se usa para definir les fun--

‘ a2 (x
ciones W y W™

Si en las ecuuciones 39 y 43 (a) se utiliza

| 3 44

30 obuiene ;

3‘;{0 - - i?g 1
J =
21k,
Q&
hiflz . Pﬁ? | g b
z 1t ¥y

[BECESRE ST CINE ~D PRVIRE P OL SRS

VJ = W - E

. I 4 i #
B " i H w Y e 3 3 -~
- Lk ;ll i.w L‘m‘i Lb ‘!‘g. - A v ¥ 1......' o :S r :«.6 j.,:»} L ,a‘*f? ;y".‘-l {".
- v 4 F
-l (:‘l- & A 3 "‘,2 - i # { ifjl {J :.rii,.zngi i 5 :: { § - j ! :\‘J * : f“‘dw
=% X 1 it [ T ’? I "’i 4 £y » 3 ) LI
[ LY S i - C oy e Kl s [ * & < e L v, [ AR Y e ,ai. [V

27 S e e R T AR S RS

FLEPUT 2

bl

Faes]
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cn cuyo ¢aso,

@a2

e la hipdtlesis 42

I ﬂm

wr E; 0?1 -

-y

72

13

(722. P 5.4 (a.l b,C)

G, |

ge infierc que el esfuerzo § 33 1o —~—-

LA

tiene efecto en las deformaciones € 11y @ &2, y estu c¢s la -

hipbtesis usual en 1o

acepse simultdneamentie g
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tar las ccuacivnes (45); sin embargo, la hipltesis en sf resul
tu swiamente criticable ya que en ocuasiones, la mogmnitud de los

. v >, o
términosn wE?- y y o U;z puede sger del mismg -
1

orden gue los definidoa por -WEL_ 035 , 7 la inica razén
- %

que la jusatifica radica er el Lecho de que en geunesal alchas -
nagnitudes gon sumanente pequetins y pucde sugerir uno estinfes—-—

gy b

M 1 : N
cién que awnque Lurda cs cualiiazbiva,

Yor ot o lado, reésulta conveniente coagliderar esa aproxi-
nacidn en lugar de introducir dus fuwiclones dasconocidas. w3
se pretende refiner los res. ltolos 10 osia hipétesis, se pucde

procader iaterativaneate mejorande on czaa paso lus ccuaciones_

-t

e

4%, tomandc e cuenta los ©riiaca gue Jueron desurccliado:r en la

nipbteasis 42, Bl proceizziento consigtirga, en adopiiy como -—-
primera uipéliesis, lu ¢ la couscidn 49, Conocl lo el valor de
log esfuerzos 0, ¥ 0, 9 <¢ pucac eflcuolar op anbag coso extoe-
meoel valoy e @y , -0 canera us 1 oo ceucsclonvs que reonde
tan ae Lo ceuancidn 39, g0 puele cdlenlur ld“)y W' ey AL

k3]

< - P N T i ; . e SR T e g ' . Togma s N N Iy : > 1
txU(i KRN & l"\.}.:. A i { f’ rﬂt’.)\'&“u [ » Aa '!.: Ca O E ) AR S RN t*(vt’ 11 4..01"10 lj

. "‘..‘.. g .y = §- L. PR L \ . o P S . g o
231 oM Artatdnee, Cut iy O‘ DIV S T JHIE RS S Ll,.,-zl, COHBL O~

A,

Ay

I N S : ) N Sy
:)1.8 l:,& ik L}a(} i:\\:’:}ll‘s ‘if- ih\b.,: TS f!’:‘-"'!t,f{.i.

e T
ol

* y ¥ ; : 1 PPl Y - + s [ . “or ¢ " EL NS WY oAy .
:ﬁ\_}‘-i(; i"Q . et i .l‘:‘l,.’;a.l}‘h_l'j t(? ] L !\\.(‘!‘Vi\.} {.'}-}-QJ }.(-,‘ o j Ui‘.‘fl‘lwz.]-*a,uik) l::(}""

e . . : - . . . S “ " . . 1 . - . .
x. . - . » s i R . Y . ¢ ) . N . 4 LAY - ¥ 3 - ..
.,“C} i , _f‘\- . 4A‘}J 1;2‘3 1}', ‘i‘.‘ :.3 . 5. il d ii. i ;i : e } iaﬂ;j(;;’ LA v d "?s {}: A {}{.a.:‘f“. :‘ 11{} l',‘itil
: o

1 T T - P U OO DT
g Cooounn el orir iy ~ 1 v ST RS T TP P £ S A G I

-

-

A Jn e

2 St e =

et PR

b T B AT U T

ST T A



R b s et i

FRRIT ¢ g

347
}

- to) ) 2, (t) - 8 .,(%)
U Utz Ul v 22y 0 72
CRprisado tanb:én tla sevuacidn 20, 1l ome ielo vuvde gsuponerse

formado o WL vupo de dGS}l&J&MNGMtOS Qe corresronden a la hje-

péiesis e Kirchaorf (0 dn las Ziprag Slanag y Hormules o 1g 8Uu-~

rerficic leiia) s 0iro Srupo guye Cenlsuicnuye ung Correccidn, -

Iin ©3tag Coudicioney S€ Luyede Cgeribip

-

th (i) /.
U = U "+ i* 3.48

J entorecs

3.49

corresponien al NMoelo e Kircnnoff, Cunndo

4 3.50

J

, H - - L ST . e e . il . e .. , - S . .
resul v d o Gotone g ERRLEEEZ B YRS HRCLUN 2o Laplesy,

35|

Lo
oo
£y
-
P
o
i

i 2l ineige Rlerior, Caep M Jay el e Ligan
! e
2 ' e S T el N4 ) > (2 » Crantc
““_ \5 Q“ [N M e s R RSN V y/ & PV s i ) ) ,“

. ] Lt ; . (g) ) ;|-4} . : ) .. ]
oo A8 oniivloy o W ¥ W y L L lad b Lie o alHC;SLéu,
-




it

75

»

pero en 1o yue sigue se supondrd ror simplicidad,
() {(2)

llediante esta sim: lificacidn y después de congiderar el -
grupo de ccuzciones 40, es posible escribir el modelo en su for-

o final come:

W= W

3.53
U= US~E L "Za?;;.: cf:: *’z‘ofj(s:‘
quedando envenezs el modelo devcorreccién en la Torma,
U R SR m g R
~y &
e =-z e (1o 2t - g K | 3,54

el termiro subrayadc corresponde a la reotacidn ide las fibras nor
males, deoldo a la exicstencin del esfuerso cortante, y su varia-
cién es parabllica = travez dcl espesor, sin cancelurse en las -
caras extremas.  Esto se comprueba al considerar la rotacidn w,

exprecada en la  cuaciln 38, -en lac revizon 07 ev anr

y andlosac.ente 355

wn -t -5

en guce 2e cwarlen lag cosdieionics e Jrontery relativac o log =-

. 2 Ly

e3fUCrros CC.h o .03 € 1ug eurag exiremny,
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Las deformsciones corregpondients; al término Jde orden cero

son ajuelles gue aparccen en el apénaice A5 (ecs, A=5,40),

Pura la deducecidn de lus ecumnclones de equilivrio, 3@ =—-—-
usard el principio de¢ los despiczamientos virtuales, la ecuzcidn

correg ondiente se enmcrlbe

§ v ﬁ//{/y(cf 0,§€,+¢C50,6C, +C U2 d€p +Cq Uy, 6Cyy + €, Uy (& + Wy )

+ €, 0'“(8",4-0J3,)d1] hoc,0¢, d.B da, *

o N z 59
+//‘{X.“f X U EW o, da,d, T O
De acuerdo con la ley de Hooke, es posible establecer, que

i

0,(B, A, %) E(G’,P* W}Gf) )
G (B, B, 2)= G@&F
2,60

O;, (B, ﬁg};‘) = q CJ.)S,

y tomandeo en cuenta la defimicidn 27 4dcl tengor 4e¢ foruaeidn en_
la superficie paralela a la media, se puede cseribir la ecuacidn

59 en la forma

év=E//(ﬂ(e+~MG’ Jde Lt

+ ETJW“"S Cy Wy &U),B}hdi}u‘. ol dﬁfdﬁg A 36l
‘f‘// X|Q‘+X2u2+£l&/}n¢,v¢1 dA, da, = O
£

Con objeto .e a reviar log desarrcllog, so guponcin por -~
ahlora aespreecighies lug contidoaes 2, y,ﬁm 0 j2u, dag ourvatu-

rag en la guperfieie, wiends do guponer también osprecliables ~-
i, L, 4, U,

1 s
/ C R . oo oota -

R, Rll Rl ' R.;z

1ng cantidades
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suposicién, se puede cscribir, pur ejemplo
(o)

W, t o
Y RTTE KL
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cowo resultu 4o la sustitucidn de lag ecs 56, 57 y 58 en la ec_

27

Para ser 00k ,..=ibes  cor osa suyosicidn, el término subrg

yado en la ec 02 zeve :egaparecer.

[P Y

“nolo ogue sigue sc habran o delucir los ecunciones de =-—-
equilibrio pura el cugo en gue el espegor es variabvle, suponien~

do jue puede escribirse
- /. ,
t=toliv2ip, b)) 363

;{ :20 (‘4'%(461,}3;)) 364

en yue te es L espesor ae una ciarte soeceeidn (gue Luede aer por
cjemplo la o afaiuve ez ooer) ooon con cecoendn, Too sy rricLes_

saralelas 0 ot dintan A de 1o owioeridicle neanad, Lor ner
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que las superflcies son paralelas [»eslrerru As{ lus cantida

des €,y ¢z , gque caracterizan el cambio de longitud de los coe-

ficientes metrices «i

) las superficies paralelas, siguen siendo -

validas (ver apériice A-2), Fato c¢s cquivalente n suponer que_

el caubio de espesor

al pasar de un puinto a otro vecino, es muy _

sequeflo y es aceptable en 1 tipo de cascuronus gue se utilizan
q -

en la ingsealeria,

La cantided h que caracteriza el cambio del tamailo del ar-

ea al pasar ie la superficie media a otra que dista £ d¢ ella, -~

ge escribe aqul como

A

en que

K

en 21 apéndice A-2,

= |+ 2M+ 2K *

{ i Iy !
Mok (e ek ak )
2R R RTT 3.66
i /
e R TR - k-ka*k:i

)

UWLilileunao ahora ifag variicloncs oo las aefornagceionag ¢pee

prosadzy 2 forme similar w la de y MuStinoar el g aec 62, y -

degpuds 2¢ aruper luag varluaciuncs con respecto s
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au Variubleﬁm

U, {1‘ W foLe wednee deoaa eg B,
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- (€0 h) = o (€10, bl } § Weerea dB, sy =2

Sl cam,) e (6 canna),

| 4T 3 s l
+3¢'; 7["35. (¢ h Um j:‘ )J'],z ¥ Xoc, [:ﬁ: (C"h ‘“-%‘: )'a}/'

L

02 b ]

8""""1"“31 d s, dﬁz} &£ = 3.66

Iag condiciones de frontera corrcsgpondientes a cada una dae
estas ecuaciones, sc ueducen con rforrma andlogse, .e la considera-

cidn apropiada de las sizuientes integrales de linea

J{glcantcad, n)sulde =0

J{F (T h+c T, n)§u;|dx =0
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8¢ han

(¢, 0 h §24 4 2c, g, he 2y

JI#1

- L":L“"(:!‘.C,U,h)’, t+ ;i“,‘;(icz.(l‘g h),;]&w

+Oahmai)5ﬁ:+(Q”1@J£)gi:
“[:i?{ (C“hgmi{)ﬂ * m':. (e hG‘”‘E)-"ISW

“CUshSW=CaCashSW]du = o

AFIES

4+ &
[+'§:.( T C0h), Bocy g1 Calah), s
+“_1 i‘ &4 a'

sz, (5% 71 ChUa ), + Zoc, (71 Cah(, £)
3
a“. (Cahgg; a) ﬁ—:—(c,hﬂ";-fm)”

+[1-5% ](c Tish+Ca G‘,,h)]é)"}o’!}dz =

srupando los términos que corresponden a la ec.

bresentado antes, ge escribe
3
— u;a,l 2 vl E R;
CETE RS (), a2
o 2
= W,1 44!! #a
e = 2 + R A Sl
7 « Ra W Oy oy )-""“ "if“’ OCy 42
o3
#a
eaa“ (uba) t k:l W"'W“( ),1 Bf'uc, ("BE’;");:
W,: x4 Y
eﬁl = o, ( : d) %kll w+ . mnC_: )jl %i:;mi E: ),1
&
oy +.2
- B[ 2
(-4
Wag= - =~ =g

2 G2+ caung ¥2 1o P NI

3.67
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de esia manera, ea posgible deducir el sistenn de ecuaciones di--

ferenciales parciaolog equilibriv para los casecarongs grucsos no

rebu jadus, Sustituyendo las ecs 68 en las ecs 66, ge deduce.

""‘?;51{ | [( )(“—* +R W)]

'*(;"‘;55‘"’ {{(t --’MD~--5?!<")(~£%‘ bhaw)| ¢ 3.69
t®

(7 (M+D)----~)<(M D))z %—f);l}ﬂ] -

+ [(E;:(M*D)“ 76 KM+ D)) ~~~~~ )];e} t

F &l i -],

t* ;
+[7§. M; ( W, | ’ ] ,cl b f’tl_ )'l}ﬂ} . Xu

y andlo,a.enie,
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CAPITULO 1V

TEGRIA GLNLRAL D LA DEFORMACION DE CASCARONES ELASTICOS GRUE-
S0S DuSARRULLADA NEDIANTE EL EMPLEO DL FUNCICNES ESPLECIALES

4.0 Generalidades

Tal vez el trabajo mis interesante sobrec teorfa de casca-
rones en los Ultimos cinco afios, es el que ha desarrollado P,
Cicala y que ha sido ampliamente divulgado(ho’ 41, 50, 60, 61).
Esto es cierto al menos ¢n lo que se refiere a la considera-
cién del cascarén como un cuerpo tridimensional y sujeto a car

gas estédticas que no inducen inestabilidad,

La idea fundamental del trabajo de Cicala es la de haber
introducido las funciones de Legendre para expresar a manera
de un desarrollo en serie todas las variables de la teoria de
cascarones, FEsta formulacidén conduce a un conjunto infinito
de sistemas de ecuaciones diferenciales en el caso mids general,
En los casos mas usuales en la teorfa de caucarones, el desa-
rrollo en scrie es convergente y basta conciderar un nimero fi
nito de términos.

(41, 61)

In sus publicaciones mas recientes , Clcala ha mo-
dificado la forma de soluciédn oripginal que resultaba sumamente
complicada cuande se pretendfa aplicurla, Actualmente, Cicala
na tratado de considerar un grupo de soluciones alsladas que

poscen ciertas caracter{sticac en cuanto al orden de las magni

tudes principales y sus derivadas,

4h.1 Resumen de la tecorfa de P, Cicala

Para introducir otra pozibilidad en cuanto a lag desarro=-

88
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lladas de Cicala y para ubicar los resultades que mas adelante
se prescntan, es necesario resumir c¢n la notaciédn utilizada en

este trabajo, la teorfa de Cicala,

a) Los desplazamientos en el cuerpo tridimensional, se

expresan en la forma
o)

4; = 2? dﬁhf /fy(/;)

=/

Z?} = j? Usj «?}(fZU)

J&‘/ (401)

Ws - E Way /D/'(’f.’}

J=/

en que é&j, 4@7} A&lson funciones Unicamente de las variables

}l yﬂz de la superficie. P/ (:) ¢s el polinomio de lLegen

dre de orden en la variable adimensional.

b) Los esfuerzos se desarrollan en la forma

¢ Ve = .§ N7, Z}'(gj

boali =3 %A (P
bo T = 3 sw Bl
L s liz = Jé S2// /?/(f) (4.2)
£c ey Vs --; S, 1L
£ c2lp; = : s”?; H(8)
baelo < § 5% B (Y
£e Ve = J: s )

en que t a3 el peralte, del cascordn, supuesto constante.,

c) las ecuacion o do equilibrio deducidas m-odiante el em

LA R A N L | o ittt es son:
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525/ * SEQx}Zﬁ £%f32ﬁ—569}%4éthy'f /ﬁy‘ = O3/,

Siz 0 # $Y,2 / /a(fxg/',x Jegjfézﬁaﬂ £y = S3z/
(4e3)
Sg// / 7 5..’3//.2 * ,é;.f/gj._. é/~52/°"' é}fz‘/'f}f}j = ‘S-;:S'/

parau/fz 1.2, -~ = -n~ - - <,

En estas ecuaciones, se ha introducido la notacién

/
S 3y = (”2/'*/)/ cce Vo Ao/ ¥ (hot)
~/

y las cantidaies Flj F2/- Fl/ representan las coeficientes
del desarrollo en serie de las acciones externas., La cantidad
k3 introducida en estas ecuaciones es la curvatura en la super
ficie como se indica en el apéndice Al, solamente que Cicala

introduce implfcitamente la ocondicién

l‘p/«? =z.”2/ = ,éé.?

que es vélida unicamente en un cierto tipo de cascarones,

Tomando en cuenta que las deformaciones r?l, &€ 5, (), pue-
den expresarse en funcidn de los desarrollos en serie corres-

pondientes a los desplazamientos, en la forma

o
e, = 2 é?/Uﬂa'

JSz/

Co28r = é%yj?} (4.5)
JS=/
D

S
en que coro se deduce de 1a teorfa Jde la deformacidbn, (ver a-

péndice A5)

/
Gy = (///j)// e 12/7‘3&{// (4.6)

o e DB o e

bk e TR T 8
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y expresiones andlogas para (2 c‘?;i/' y G,

De la ley de Hooke es pocible deducir mediante integracidn,
la relacidén existente entre los coeficientes de los desarrollos
en serie para los esfuerzos y para los desplazamientos, Cica
la multiplica por C"l <, P/ O/f las relaciones de la ley de
Hooke e integra, con lo cual toma en cuenta el cambio de magni

tud de las superficies paralelas a la superficie media.

Finalmente Cicala establece gque la solucién del problema
conduce a resolver un sistema de 9 ecuaciones por cada término
del desarrollo en serie de polinomios de Legendre, La solucidn
por este método es naturailmente muy compleja., Sin embargo exis

te un camino que puede simplificar considerablemente la forma
de solucién, para que esto sca posible es necesario definir los
desplazamientos en forma algo distinta a como se especificaron
en el grupo de eccuaciones 1, 5i ecstablecida la relacién (me-
diante la ley de looke), cntre los coeficientes S y los A(l’
[(2, }{/ 2ara cadaj se hace la sustitucién de ellos en el sis-
tema de tres ecuacioncs de equilibrio 3, entonces se tiene un
sistema de tres ecuaciones por cada término del desarrollo. lLa
conveniencia funiamcental radica e¢n qur dicho sistema de ecua-
ciones puede resolverce mediante diferencias finitas o con un
modelo fisico, 51 lac condiciones de frontera se especifican
enn términos de dogplanamicnts, basta con invertir la matriz de
coeficientos diel cistena de  cuacicnes obtenido con ¢l modelo
o mediante diferencias finitas para resolver completamente el
protlema, Cuando lar condicion s de frontera ucn mixtas, el

una de las

[

cisterma de eccuacionin dele plantearce treu veces,

CURIES Corve part oo tener on Ia forca anterior low cocficlentes

1, 20 4 2 T £ mg Tt
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de los desarrollcs en serie }}araj} 2.

El método mds reciente que ha propuesto Cicala para la sg
lucién del problema, es de interdés puramente matemdtico; con-
siste en suponer que las derivadas de las cantidades que figu-
ran como coeficientes en los desarrollos en scrie poseen cuali
dades que pueden expresarse en términos de un pardmetro 5‘que
multiplica al espesor t y se analiza su comportamiento cuando
Aza-o. Desde el punto de vista de aplicacidén esto es Gtil so-
lamente en casos aislados ya que no todas las variables parti-
cipantes pueden conservar un orden determinado de magnitud a
través de la derivacién., Asl el andlisis quedaria restringido
a ciertos problemas de perturbaciones en tubos cilfndricos o en
cascarones esféricos pero con la ventaja de que se habrfa fija
do el orden de precisién de las aproximaciones usuales, Bl
planteamiento anterior posee un inconveniente adicional segin
se desprende de la referencia 61, El inconveniente radica en
que asi pueden trata-se‘so}amente agquellos problemas en los que
las condiciones de frontera son estidticac, es decir cuando se
preveriben las fucrzas, porgue oo problemas nixtos son de mu-
ciia mayor complejidad, la cleccidn de Jicala en cuusnto a las
funcionss que van a reprecoeatar ol cstado interao de esfuerzos

eR redaln ate cerrtada,

he? Considoracidn o eyl Tirio oo ddante [ uiiaonios de le-

o e Poue Leopr o aba o uas manoera de solucidn que pus

de revclicr adeenada,  ton o oliaovion de Lesoolre tienen la pro

pliodad doe Cer un conduito cogploto de Nueione: ortoronales,

S B L

i T N



lento 1oy }; lod los rriueros jotioculon de Lescadrs, la con-
dicidn deo ortor-onrlidad simdrica Ufricarente gue low polino-
mics I+ ordeir Iy mavor ae 2, van g introducir reo ltantes de
CUSTIO Y morer o Gue vl g oer nulas, Dobtn ovartienlaridee  de
por of dooroiice la overtada e cuc el prevlema pucde convertir
Leoonoumo e ol o rio oo gue las inedraitse se refieren a la
caperficie y won las fuersmas y/o oo for =atoyr,  Cuando se si-

Heocl o datenty ooceloaSnoru oard o cae uno verlante a lus pro

—
-
-
e
-
o
[
On
-
p
-
-

puer bis por Cicalc ity son degplazaaientos, on vir

tud o oo particondo de deforticeloaecs que cunlea lue conlicio

nes de ceopaticiilicd, mediante la 1oy de clacticsidad linenl,

1

tenuscelon ¢ de equilitrio cwiinictran el sictena de ecuacio

-
-
L s

nes que porrite oclener lor cueficientes ‘1l desarrolic en se-

¥ ¥ . - * - OO
ric de Jos doorlazanienton., T la teorfa Jde la Wld&tlﬂldad(k '
ﬂp)

ecste es v Jo

]
(7, 24 : .
' corciete «n emplear urna funcién que cunm

or. cxtiv ¢ purz la soluciéi e problemas,
21 otlro cauino
olo conr lag condiciones de equiliirio de manera que la solu-

cifn 1ol protlors se oltieae cvando la fune’én o funciones que
sati fecen el equilibrio cwyle ta Uidn las condiciotes de com
patititictad, =l primer plutteardento corresponde a lu formula
cidn matrieinl de prollemas en cstructuras por el método de las

(17)

Luocionko . L1 se;vn oo plan-

25) ..

nes de !’]Uf;f@( S a1 g de

1

tea donto tiene su il e ool edlrculo matricial de eotrietu-

rof meidiante la murris Jde flexililidades, nientras que cen la
1,5,20)

h ]

teorfa de o elacticidad lo tiene en la funcién Jde Airy(

El tratardiento mivto guela repreccatado jor las ecuaciones de

ry ’-*” £y ] } v
L i gl
Vigrov (20 20, 34

v ta teorfy de carcaronrs ¥y opor ol teoree
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(47)

ma de Neiscner ~n 1a teorfia de la elasticidad. LEsta dua-

L

lidad de tratamicntos, na sido olservaeda previamente por varios
(22,2¢,38,39, )1)

autores y muy profusamente analizada y aplica-
L] iy 2
da por nrgyrls( 2). Agul ¢ propone un tratamiento que conser

va las propledades del segundo wétodo de la teoria clésica de
la elarticidad., Dado que la propiedad de ortoronalidad de los
polinomios de lerendre se truduce en que se van a agregar (pa-
ra jé.z) cantidales que habrédn de estar en equilibrio en la
superficie media, ce proponen los siguicntes desarrollos para
los esfuerzos tomando en cuenta las definiciones de fucrzas y
momentos del apéndice A4, Los desarrollos son:
he Gi = I 4 64, Sic F (/Z’) (4.7)
 of #? l

7 .
her frz = -fi jﬂzzf% 2 iz P (%) (4.8)

c /. & M2 , n
VAR D, _‘}(_E_.,/ /‘?f 7;(2" Sciz 7 (f} (4.9)

Mx

]
N

7
hcle = Lo f.iyf.’f/. S S /Ei(;’/ (4.10)
z 22 (=2

en que los tfrninos subrayados son estdticaacate cquivalentes

a cero, on o cuanto a las resultantes on la superficie media, bkn
lar ~cuaclonic anteriores se obuerva que los desarrollos son
distintos de lon gue b precoatado Cicala,  Los devarrollos que
corrcoponien a los e “ueroos, d;13, (4113 Y (é 13, serdn de-
ducildor mediante o] erploo a0 luas cevaciones de equilibrio en
el oeremonto infliatteoiond (ver o, fnlice A4), Lut ccuaciones de

couilil rio con:

Sy b b AT 1 s T it L
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S UACICN A

[50(2(6} @}'z/ 2 /;667(/) fﬁ)jz-dg/ A(G@zj 7
0(42(‘5722)(4@) '-’—“‘[/7@6’\’/0(z </, 3~ A, oz __gf
LCUACLON

/0(262/5 52 /7‘/10(;6’:5:]2- 29 24(6’;@) s
o(?/(CC'z)(éﬂ “*/Ar?fzofzdz/3~/,:o(o(z*@ ;I

LCUACION C ;
/;c;?ffu Agrz - o(z//q/,m,/, # fahlifs - (4033) s

I'stas ccuaciones son distintas a las de Cicala, dnicamente en
que toman on cuenta que el volumen a una distancia z de la su-~ ﬁ

perficie media es h vcces el de superficie media y en cuanto a

e

otros detalles como la interpretacién de /’12 74:-/21.

El procedimiento para despe jar a las cantidades que con- g

t.icnen a 6”13, GAEB y UABB, consiste en integrar la ecuacién

diferencial (A) para ¢ 31 y la ecuaciédn (B) para 5N320 Cono
cidas ectas cantidades se puede 7 spejar 0“.33 de la ecuacién
(C).

Fara la ecuacién (A), el segundo miembro se puede poner

_.[(ég;/qu,l- 2(/;6}._{./0(,0(;_ (4.,11)

y entonces sc pucde ver que la ecuacidn difcrencial 4 resolver

F/) 3/ ?(A(xa/) _ "}"/' /“""/(M?V;zﬂ
ba(hex ) - 74, /44:’2 (44 @}/, --/m’..(c'/)c’?}}j//#/ hete)

que oo de la forma

S (8= A

es
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cuya soluciédn (C2) es: _y i / //ﬁéé? f,/ _.,.,,...

con fé = 5/4(‘1:)0/#

La ccuacidn b puede ponerre en una forma andloga a la de la e-
cuacidn 4.12., la ecuacidn C e¢s més sencilla de integrar una
vez que 3e han integrado las ccuacionces A y LB, Las soluciones
de las ecuaclones diferenciales pueden simplificarse mediante
@]l empleo de la férmula de Rodrirucs de los polinomios de Len-
gendre como sc consigna en el apéndice A3, y mediante la intro

duccidn de las cantidades

e DSy e Sin - L S ] s
/ Lowi 7 Lo T (4.13)
N, = $ oS — L JogSs .é(lez/
o= G ~luSin S RO ST

Las soluciones de las ecuaciones diferenciales quedan entonces,

‘ _ / /~ / (~/ d( b4
W= 5 """"'4 ?‘z/w’ﬁz%-f B ,/{ //

= .‘. ........... //0/(/ /
Uz = & /«2/(/\4,)"_,-%);/%;;([//

y la solucién para 0’ 33 que es una integracidén ordinaria, se

(h.14)

obtiene a partir del grupo de ecuacidn 4,14 y mediante la ex-

presién de los polinomios de Lependre.

Tomando en cuenta la forma 1o low qacvarrcllos en serie,

puede deducirse de la ccuacidn ©,



f33 =t

De esta ecuacién se puede ver que Ja suma se exticnde degs
de O para clertos términos y desde 2 para los atros. En estas
condiciones, se pueden separar los dos primeros términos de la

suma. Hacifndolo as{ y tomando en cuenta la forua de los dos

primeros términos de las ecusciones 407 Y 48 se puede deducir,

el g/ Z? ;ﬁ ) : s o
/(63) 33/ u ..n.\ ,,:.5; # ..:..;..,;; A e " {(h.16)

y tambidn,

)

T VR REVOw ) L. O
%) Z r y &j)?”(‘f/? ;\j 'z

el factor zilﬂllﬁ ecaacion 4,16 se debe a la shhepgracidn de
Pann i
la ecua~ién C, al concddersar ol promer oérming de iy U oon,
kil .f‘éictz:}l"{ en el primer wdrmine de ja ceuno Hon L.17 resalia Jde
la forma que tiene e ac gundo términoe de ja CXPresian para G B
L"”’ 20 Lunto Que (E’”f) resuite o g dore Brameras Uhpni.
nos de ja couacidn 4,14 PAYG a0 Uon tas vt Ohen Gl
ko l7 van a sav sfacerco ja- ORGSO L e FRont Ga e fan ea.

ras del cascardn, esva: cond Lty e s

2 AT 38 S B e 1

iaer:
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¥ltima ecuacidn del prupo de eocuaciones A, L4 (ver apéndice Af),

Je tiene entonces,

525? (4.,18)
/1 /2 Coh o = _ |
7£ = # &)+ L2 >
de donde se deduc
G = 2
/ J (4.19)
. bol
G- L, 7 )
z "\ B P
quedando entonces,
7 5B 725
_ 33 = _ 7/ /! 2 A
(o) (& "B 4"7.4 z
’ (4.20)

il

s Y
G55 == f ) Lr s Fr gl )E
T oA AiAT =" 2
éj 2t N\ V2 P\ Z& k2
Y . - . . [ R LAY + 3 . . : .
Serfa convenicnte tener una idea pgrifica acerca de la {orma quo
adquieren los términos dei desarrollo en serile para los esfuer
205,  Ln cuanto ua los términos gque forman los desarrollos en se
3 L] Yy - ' ry - ‘ -
rie de los esfuerzos /11, Gﬂhg, J 12y V21 la grifica A3.,2.
del apéndice A} suministra ecooa idea., Para loo esfuerzos trang
versales

g, contidéresc inicialminte 1= O, de los pgrupos de ecud

)

ciones G404 y 413, co pucde deducir,

(/(’0/ 47 =z ()
N {L.21)
W@J? = ()

en tante cue para oo |




-

£ /! /o

————— ’

: Z v
L(Er2)
y sustituyendo el valor de %D’/de la ccuacidén (4.13), se deduce

(//-3/ =% ____Zi_ ¢.’£ _._é.i%:"._, 6"/2"
DY e |

;LS M T L M T (e
r s (%-—-—-'-ﬂ / — o(“""‘""‘""'"/ n—
Srete \/? 7317 e p (4

factorizando ‘?} y tomando en cucnta la ecuacidn de equilibrio

AL.20 del apéndice AL, se puede escribir,

~ 22,
)3t =2 ) (4 .22)

y en forma andloga

. }02/
37 = 2 _7°
0 aZ (Cz)z %

De estas ecuacionez se¢ desprende gue las cantidades ‘
’ L

y'/gfg introducidas en las ecu. 4.13 para i=§;2, constituyen
b

fuerzas cortantes que se encuentran en equilivrio,

Los recultados que ce han deducido en los grupos de ecua-
ciones 21 y 22 son conuistentes como se deduce de la forma de
las expresiones (7) y (8), Il término de orden i =0 reprecen-
ta las fuerzas en la superficie y corresponde al estado de mem
brana de manera que loo csfucrsos cortuntes en las caras norma
les a la superficie media son nulas, en tanto que no lo son los

esfuerzos normales G 33 como Joo indica la primera ecuaciodn

Cﬂ

del prupo de ccuacionvﬂfEQ. Ahiora concidérese el término 1 = 1:
" k]

cste término incluye solamente Jos momentos flexionantes y como

se deduce de 1a ecuacidn 4,17 no ayorta nada al ecfuerzo normal

e TR TN G e

R 5 Rt 1 e A 3

T
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(33, B tdnto que origina los estfuerzos cortantes Q“Bl y(}m‘32
indicados en e} grupe de ccuacionesd 22, Como S5€ Ve esto es e-
Xactanente lo que ocurre en la teorfa de vigas, de acuerdo con
la hipétesis de Seccidn plana que implican los dos primeros

términos del desarrollo en serie de 011 y (22,

Para { = 2, se puede deducir en forma andloga,

Gy ot < 47;‘{; s .f:./}a ( ;’5)7}5 (/ff/) i/ (4.23)
_ " ’
Uy #2 = 707 /%2/ § (f “:?//“/“Eé (/ff,// /

Y para i =3,
o (/ ? ¢ ¢/,2 2/
o7 < LG /@//‘é"/“/ * f(;“/)“f}g f(/f“p///

- Loy T 4 e
@32 22?’72)2‘. ¢ L T o f\' z“‘//

con base en estos resultados pueden deducirse Joeg valores co-

rrespondientes a 33,y (; 33. Como se indicéd antes, los
() &

Lérminos subrayados son esfuerzos que ge equilibran epn todo

¢l espesor del cagearén,  Su influencia aparece Gnicamente

en lus deformaciones {ue corresponien 1 lag Siuperticing pu-

Palelas g ia media, Katas dﬁformucionus, ¢ dlstribayen a

través del ESPeSOr, en una forma similar 4 14 distribucion

de esfueryos,

e R S 7 ek P < i



4.3 DEDUCCION DE LAG ECUACIONES DE UNA TEORIA DE
CASCARONES CON POLINOMIOs DE LEGENDRE

Como se discute en el inciso 4.4 existen otros caminos
posibles para la soluciédn del problema de la teoria de cas-
carones con los cuales pueden emplearse polinomios de Legen-
dre. En lo que sigue, se analiza una posibilidad que con-
siste en el empleo del principio variacional de la energia
complementaria m&xima y el teorema de Gelfaud y Fomin(69)
(ver apéndice A3). Del principio de la energia complementa~
ria mlxima se sabe(65) que cuando la energia complementaria

(47)

adqiiere un velor mAximo , BE€ satisfacen las condiciones
de compatibilidad; en tanto que del teorema de Gelfaud y Fo-
min, se puede determinur el valor estacionario de un funcio-
nal sujeto a ciertas condiciones dadas en la forma de otro
funcional. Esto Gltimo es similar al empleo de multiplica-
dores de Lagrange(2), en problemdas en que las condiciones
adyacentes son discretas.,

1a energia complementaria, para los esfuerzos paralelos

a la superficie media puede escribirse

ﬂ///ﬁ/(c;/ﬂ;(a/f// (4.25)
_ ...E__. /C‘é (Qéw)/
' L L[ offeta gl

-
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Al hacer mhximo este tuncional quedarian satistechus las
condiciones de compatibili-iad en lu superficie. Ademds cono-
cidos los valores de los esfuerzos que figuran en ese funcio-
nal, pueden conocerse los estuerzos G—"‘B’ G oy ¥ 0"33 ¥y
asi cuando se conocen gf], ”
lag ecuaciones de equilibrio en el elemento intinjitamente pe-
queno, ihora los coeficientes de los desurrollos en serie,
satisfacen lug condiciones del equilibrio zeneral, en virtud
de que introducen resultantes de fuerza y momento que son nu-
las. HBEsto es asi debido u la propiedad de ortogonalidad de
los polinomios de Legendre y se cumple excepto para los dos
primeros términos del desurrollo en serie.

De lo anterior se infiere que se cumplen las condiciones
de computibilidud en la superficie y las de eguilibrio en el
elemento iniinitamente pegiaeno. FEs necesirio entonces caran-
tizar el equilibrio peneral de los 2lementos meclinicos o gea
de los primeros coelicientes del desarrollo en serie de los
vrslacersos,  Msto se consigue, al introducir las ecaaciones de
(649)

eguilibrio como coniiciones adyscentes para el funcional

25, e decidr

102

L qu y 21 quedan satisfechas
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/- 7 {03
)7/(18/}-/’4// g.. (,/5&/)/(1/}0?/‘/

C‘/N") 74((2/}(/2/) 4/;70(;0(! 4)‘-7 /J?
E‘?A/, é;;A%V P
/ ///(o(,o{/ 0(/0(3 # e e L

Y E 2T 2. 7 R W) W/W

o) o2 o o3

Xy o'

/ 5[2/ @/‘i)ﬁ* o My KeMz)y _ Lo 4
y b5 é/z%z)/ é(///z), . /3//71‘_4//;/”/ »

o) X o7 o2

# W ./&”‘[5/’)’ 7‘ @/,475)2 — oL M, #0(/44/’%’

/ &2’4{/)// _&M//.?Jz o &y 2 L X2 7
71 / <, o ) 2 /V A /y@//

p /
A \fz/(/z = é//%-- g/(ya(,o(: / % dﬁ? (4.26)
J/ 4,26

l.os factores de 4{1, 4!8‘ l®/, son las ecuaciones de
equilibrio en L4 superficie, deducidas después de despejar
de lus ecuaciones A4.19 y A4,20, las cantidades 471 y'Q)Q
para sustitulirlas en las ecudaciones A4,10, A4,17 y A4.18,

En las ccudciones de equilibrio no apurecen los térmi-




nos de carga pira cumplir con lua condicidn del teorema de
Gelfaud y Fomin. Estas cargas son introducilas como condi-

cién de frontera en un paso posterior. La carga normal es

Por simplicidad s supone en seguida, que lus ecuaciones 7,

8, 9y 10, pueden escribirse en la forma

i 7/‘-—/571- %’ffi,{’f 5&)/’?({;')*%}’/?’(;)

56 ez = —%/3 %’Z" £ 92 R5) 157 RlY) .

AT e /}/ 5”’2;2 ?Pf’)f{)/z/j/gj

bl < %y e p, Gud(y)es R )

f

es decir se supone que cuatre términos lel desurrolo en se-
rie, son suficientes pars expresur lg cantidad deseada. En
cuanto a lu cantiiad L/h que figura en la primera intepgral

de V* (ec 6), se puede expresar aproximadamente como:

L ;’ M - ;’ L

/

y en términos le polinowios de Le =ndre ne escribe,

(4.29)

woi / -ZZA’« 'ff " i ™
¢ :Z_) /b e ¢ v ( 9, ‘i() )
,{ ) f'[ O L —.md‘;-»- P ﬂ e TR - 'i 2 }? 7’ }[%/ )
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la ecusacibn 4.29 es valida aln para valores de —_~.£éo.6,
una aproximacién més burda, resulta de escribir,

o B -.i"f,ﬂ (4.31)
é g

Aqui?se usaré esta Gltima aproximacién, que parece suficien-

te para ilustrar los resultados.

El siguiente paso, consiste en introducir la primera
variacion de las cantidades que figuran en las ecuaciones
28 y verificar la integracidén con respecto a g' como que-
da indicado en la ecuacidn 26. Para este fin, es necesario
establecer un resultado, auxiliar. Considerando el valor

de 1/h de la ecuacidén 31, se puede ver que €8 necesario

/ PnlF) BE) § F

Mediante integracién por partes, se puede ver que

7- / it os </ 7w /m) %
// FA //?»/5’/”/‘/"/

y se cancelun ambos Lu.nluoa, en el caso en que m =7

calcular

en tanto que pard /27;(0 se tiene
m=0 9=/ = 2/;
M =0 =2 /.7
D=0 /7 =3
m=/ 72 4 < .%o (4.33)

71 =/ /] =3
/T e D - 2 ) = 6’/?(
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W )
Con estos resultados se puede calcular fy - d |, Asi
introduciendo la variacién de los coeficientes del desarrollo

en serie de los esfuerzos, es posible, agrupar el resultado

de JV*#-:O en la forma,

J‘/wkfﬁ’hﬁzazmé:}’l/ //V/ 'DA/

4:55 2F £
_/j M/A//“___/Zz

3o E |
> VZ 7
/J'/Vz(- 41?-:’»%-@”%/‘?5“;;?{/
1L M N _ DY
3o £/ ¢ 2
Uz /l/z M)
A (f/%( o(/ & 4 é?W/A/;ng 71 /zf/f/é
7( J/Vé'/( o(’ /2/12-,4’1}1/7;/%/_/ /’/2/)

() 204, 2 (k)
fﬂ/” "m"/"'/fwéf//y"“/v’/

A 2 /5'@/ - "72"' '52?)2 g—f//

OB (), () (4]

Z [ He- 3 M) L (M- )

2 Soe- 7 Sw1] )
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g3§ //y_/%.aa J’£//V /

7"[5‘@2 (._f /Szz)zué-ﬁj//fgﬁ‘/‘wngﬂﬁ/g{g

4
S ~i,M @Jz--"*'f@/’//

# f /
‘?) /z L /-572)/2/7‘ ‘f—w-— f-/'”//?j/*j “""‘{"2”5.(3)/2)

.5'45 i 6-2
# f‘f/l) "’(}é ;/‘;&/?/.j 74 ?‘?‘;‘; ;f ?/‘_f/ 7'5" “%if 56) 7’)

¢ B (754 /:5/// " ié”’/* 70 /57)/“3(5"()2/&‘5%4)
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JS()/Z ( £ _:S*()/z/% — A/*- J(z)/z /

]1 CIBZ%)Z’(ﬁ;é;‘;szi)z{l77g’isé /”in;{k@QQZ{;)
(4.34)

Por simplicidad, la ecuacidn 34, se escribe ahora en la forma:

Aj&f(@y ¢vdﬂ09(2h) #cfxéy&QZg) 4 <!”4V(<?q) va

AN (b)) + J‘/,/ZL/A,) #d M (b/z) A 0[‘/}/2/\'/521) £
.,J:Sq@/x/"') #4'Sgz (a) # ISty ) # IS Cu)t (4,35
IS () + 582 (@) #ISp)2 () # S 2(oy) = O

en la que el significado ie las cantidades en paréntesis, se
deduce de la ecuacibédn 34, Del significado de las cantidades

d,/ d,/ Gz Y Jz;  se deducen expresiones para las de-
formaciones ,_4/ é.:/ @2 y &, AQue deben satisfacerse
para cualquier superficie paralela s la media. Asi se dedu-

ce entonces que,

- LW - )y "”-—;-’-'-2’-—4
- (4.36)
é’......,... -2 LM M SN
d [A/ /Joz." T 7 F /

ot ()0 2T
é%y //ﬂ d/fj% — /ﬁﬂggéf/’
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En la forma andlora, de lLas expresiones de las cantida-
des .A éz/ /2 Yy é?/ , al suponer que las variaciones
pueden ser arbitrarias, se deducen las ecuaciones que expre-

san 4 los cambios de curvatura., Estas expresiones son:

V2 r, I 2M T2
' TR (e M/%sb-z‘z:—'g A/

_""Z(,kzy/‘“ E?-IKVZ“f
o 247
% - :ga - 2/ L e -2
73 /f()z - 2 St/ /
M
// = [/V/"/"t.-?;p 1_‘3‘5:[//"'"’%/7/ ya /Q?//"“g(z)z/
’/“;%’ M2/ 7 30 /;Z- /"?_.ZQMJ]%‘EE/J(:)Z“?J(Z//V/

Ahora tomando en cuenta la urbitrariedad de las variaciones,

(4.37)

se puede deducir,

(4.,38)



W) = LY SE))

‘Sné) 2 s~ 24 Y SE)2

/O

‘5?3//? = .2 Ay S(z) /2 (4.39)

70

SG3)y = 2 LM S
' /o

La solucidén de cualquier problema de eqguilibrio en la
presente teoria de sascarones, se puede conseguir de la si-
guiente manera; las incbgnitas son N,y Noy Nogow Nogy My,
Mg, qu y ng, es decir 8, pero pueden reducirse u &, ya
que Ny, ¥ N21 asi como Moo Y hﬁ&,,1 son dependientes s8i se acep-
ta que el tensor esfucrzo es simétrice. La dependencia de
estus cantidades queda establecida en términos de la geome-

tria de la superficie, de munera que se puede establecer la

reiacibn entre Nyo ¥ Han asf como la relucion entree Man Y
{ ¢ o

Reducido ¢l nimerc de inc6gnitas a o, las deformaciones

. /’ ’ ’4 [ B 1t i AT )
ei/ /7 612'} é/?j E:?/j n/(f, , d‘(}/_ %2} (A"z/ P”(’)il(,n sisblitulrae

A
en el o ruro de ecuaciones de equilibrio del elemento intini-
tamente yegieno, mediante el empleo de 1y ley de Hooke. asi
pueden Jdespejiarse las i1neodpgnitas de los dos primerou térmi-

nos del dessrroilo en serie pure Lo esiaerzos. Upna vern co-
noctdus das mingpnitaies de NW’ !{?, Nlﬁ &4 NRE y Mg' Mﬁ' M}g £
Mo, de paedern caleal s les coetiorentes e los polinomion de

RN
2

sepando cvden el desareoltle ea o cerie de los eatuoracs, es

1t0

B T AT B e N ]

i At MR R, T
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decir d?@d/ ...... ..~ﬂ§)/z . Con este fin, del pgrupo de ecua-
ciones 39, se despejan JZLV._“.”. Jzyz/, para sustituirlos en
las ecuaciones 38 pudiéndose deducir entonces los valores de

~ﬂﬁ7/'----- . Jayz/ . Conocidaes estis magnitudes, es posible
calcular JZ@»_.,.,_,,,“‘QQ)Z/ y en ton todas las cantidades
determinadas hasta aqguil se deducen los coeficientes de los es-
fuerzos Oqg, 053, 6753.

En el diagrama 6.1, se muestra la secuencis de los desa-
rrollos de este capitulo asi como el camino que permite la so-
lucién del problema de la teoris de cascarones.

En la solucién presentada, no se cumplen las condiciones
de compatibiliduad en los plines normales 4 la superficie me-
dia, pero se cumplen las condiciones de compatibilidad en la
superficie media y el equilibrio general en esa superflicie.,
Adenis, como indica la formulacidn del diagrams .1 se cumple
con luas condiciones de equilibrio en el elemento infinitamen-

to pequeho situado a la distancia & de la superficie media.

b1

ke

e BN o B

AR LR e T

PrCER

AT SR et AT L ki, 1P T R
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Se~  GUehkl LA SOLUCTCH MATHMATICAN Y NUM-ZLICA DRl S1UTEM

FOUACTONED DIFELENCIALES PARCLALES NO<LINEALRSG

5.0 Alcance

En el presente capftulo ce preventan cicrtas consideracio
nes de dndole analitica, que tienen por objeto indicar varios
caminos para la solucidn de los sistemas de ecuaciones diferen
ciales quc¢ sc han desarreollado en este trabajo. Para la ilus-
tracién del procedimiento se escoge el sistema de eccuaciones
diferenciales parciales no lineales deducido en el cap. 2. Lla
extensidn al cistema de ecuaciones deducido en el cap., 3, no

es complicada.

5.1 FProcedimicntos analiticos para la solucidn de las ecuacio

nes diferenciales

Feencialmente so presenta aqui un procedimionto que es u-
na aplicacidn del método general conocido como método de Per-

turbacidn (ver ref, 70, p. 1001 a 1C38).

Le téenica ha sido usada en particular para el andlisis
de placas por Chien v por Hase y Cuoley, mediante el empleo de
las ecuvaciones de 1.V, Karmas y sus desarrelios Loo presenta
(71)

Manotf'ield en forna resumida junto con una varisnte a dicnos

desarrol los,
Considércoe que el sistema de couvaciones diferenclales pue

de repreccentarse mediante vperadores en b Corma:

DY # 5 D= ¥ @) g

VAR s S YT
. e L’fl 4{ / 7 A ’.Zf j,{ RIS ;’1’/ {‘ M’f ; }/L,,}
&N ) '

L < i, AR e 3 o
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en que }/ es el operador bilaplsciano en coordenadas curvili-
neas, ;a& es el operador diferencial designado antes (ver cap.

como de interaccién y que contiene a las curvaturas é/ ,éz
/éVZ . ,4/‘ /}&Q)JV A/(r/}V) son operadores no lineales forma
dos con las variables /M/}{/, y 7? es la carga normal a la su-

perficie media del cascarédn,

Para la solucidén del sistema de ecuaciones diferenciales
parciales no lineales, se introduce un parédmetro A% que pue-
de ser el desplazamiento PV'en un punto cualquiera sobre el cas

carén (en general serd conveniente elegir 4 igual al despla-
zamiento W/ méximo). Entonces la solucién puede escribirse en

la forma de los siguientes desarrollos en serie

/7

W—-—-Jg/ Wy (A, /o) 47
72 Y (f. o) 47

ademés, puede escribirse la carga ;? en una forma completamente

52

anilopa, es decir

# .
7 =2 2,4
¥, }g> 5.3
Sin embargo, dado que ¢l pardmetro ‘d no o35 conocido previamen-
te, es diffcil conocer lac cantidadcs ;Z;; que definen a ;? Yy
enteonces es conveniente tonar unicamente el primer término del

decarrollo 5.3, para d<finir a j? , gue se conoce con exactitud

aacicndo

. o p
4 } ivr i 1A
£norae \

b r‘//a
adimencional, y e la {Qrul'm"ww'*ﬂ_~*+~m—2
HS |

togrioad curazier{cotica,

A R 4 3, . . b e ¢



113

en que $7 es el operador bilaplaciano en coordenadas curvilf-
neas, /Dé es el operador diferencial designado antes (ver cap.
2) como de interaccidén y que contiene a las curvaturas la} Aéz
é/:.’ . /VGJ/W)] /ﬁ/(/W) son operadores no lineales forma
dos con las variables ﬂ}(/, Y ]? es la carga normal a la su-

perficie media del cascarén,

Para la solucién del osistema de ecuaciones diferenciales
parciales no lineales, se introduce un pardmetro Jd'x'que pue-
de ser el desplazamiento M/ en un punto cualquiera sobre el cas

carén (en general serd conveniente elegir A igual al despla-
zamiento W/ méximo), FEntonces la solucién puede escribirse en

la forma de los siguientes desarrollos en serie

M/-“-"\/é/? /’5 (ﬂx,/s’z/)dj
ﬁ’; #r (fpe) 4

en una forma completamente

5¢2

ademds, puede escribirse la carga

Ny

aniloga, es decir

/)
= 2 2, 47
~ /M/ 5.3
S

Sin embarpo, dado que ¢l parémetro J no es conocido Lreviamen-
te, es diffcil conocer lao cantidades ;Z/; que definen a ;? Yy

entcnces es convenicnte tomar unicamente el primer término del
desarrollo 5.3, para d<finir a }7 , gue se conoce con exactitud

naciendo

e - e a

T pucle hecerce adimencional, y o la forma ———lbnllign 20,
oy s - Y Voo T . a oy de PR
£roruge N« wiie doncitad ocnrancterfotica, A
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nen en el sistema 5,6, como términos indep ndientes, Con ostos
/

términor independientes, ue pueden calcular las funciones [{2

“ . l

y /ﬁe. Con esta solucidn y con la solucién W) ,‘Fﬁ, es po-

sible determinar los términos imdepcadientes del sistema 5,7

y asi obtener las funciones /fg y Jﬁb . FEl procedimicento a-

plicado sucesivamente conducird eventualmente a un valor peque

flo para la solucién // , en cuyo caso, s¢ pueden despreciar

los términos sipuicntes.

Si el punto en que se supone definido ;f s el de coorde-
nadas ;éa( /é%ﬂg * entonces ¢s posible corregir el valor
\ 0} / / ¥ . LV Y t P & &5 o ol .

de la solucién del sistema de ecuaciones 5.5, en virtud de que
s
’{/ t ) . /
¥/ ( ,(o}/ﬂ?(o 58
/ Je

E1 procedimiento es sumiamente adecuado en «] caso de pro-
blemas de difercaciar finitas, porque entonces ¢l sistenn de e
cuaciones diferencinles ve convierte on una matriz qgue una ves
invertida. perpite caleular de inmediato el valor de las funcio

nes desconocidas.,

Recprcto a la cunverponcia de este desarrollo, alpo puede
decirvee cobre fases {cicas, cvonsidérese o comporbamiento de
un caccaron cuya variacién o deoplasamisntos con Ja cargda pue
da reprecentorse mediante una famiiis G curvas como lac que oe
presentan on ta i, 5.0 y en la S, 1, del cap, 1. bn es-
Lo caeco, en la prim ra rana coocnde ntey va 1o s tangente
gledial reprecenta 1o solucidn jan ol /. /v cantiaad adi-

Jromad de ds fornacidn ot ropresent ol por tos Lirmminos de log

Al A g e R A bl 5 0 s A vy ek e B R T i <+ g

Al worued dectong ol orh o b cur vdan voor Jonadas

o
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desarrcollos en serie de las ecs. 5.2 que tienecn \/:2‘2. Enton
ces en esta parte de la curva, los términos adicionales son mas
pequeiios que el primero y la convergencia es .aatural, Sin em
bargo, en la rama descendente y en la segunda ascendente, para
el caso de cascarones de espesor regular y pequefio, la cantidad
adicional es sumamente grande pudiendo existir, en algunos
casos, clertos problemas para la convergencia. Por otro lado,
fi jada la carga, podrian existir hasta tres soluciones distin-
tas y surge la pregunta en cuanto a que solucién se esta obte-
niendo., Dada la naturaleza del procedimiento, no es diffcil
predecir que el procedimiento converge a la solucién mas peque
fla, La extensién de este procedimlento al problema de inesta
bilidad, puede lograrsc con la consideracién de dos estados si
multdneos de desplazamiento (ver cap. 2) y un solo estado de
esfucrzos, es decir, una solucién tnica para ¢ y dos solucilo-

nes para .

LL.a naturaleza del problema de estabilidad, grandemente
compleja de por si, no ha permitido soluciones simples, sin em
bargo los métodos basados en el cd4lculo de variaciones, pare-
cen haber superado cstas limitaciones, Entre los procedimien-~

(18)

tos variacionales, destaca el debido a Rita , en la forma

(23)

presentada por Galerkin . Este procedimiento fué utilizado

(13-a)

por Timoshcnko en la solucién del problema de pandeo de
cascarones cilindricos con desplazamientos pequelios. Ccn el
emplco de la formulacidn Euleriana, el mftodo variacional de
Ritz - Timoshenko, permite calcular la carga de pandeo (sotre

estimads), mediante el cmpleo de la ecuacién

ﬁ‘V"‘ J/D 5.9

by T o - M e e+ e e W e ek e et Ansernpe e
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Con este fin, es necesario suponer unas ciertas funciones

que cumplan con las condiciones de {rontera inhercntes a cada

una de las variables y al problema en cuestidén, kn el caso del

sistema de ecuaciones diferenciales del cap, 2, puestn en el

sictema Euleriano, las varialbes son ¢ y /. El problema con

L

siste en escoger

W C//b// #C2 s # Ca Baf e -
;D/::: C/ﬁ 7152/(03 7“:-5}037('“'"

en que las funciones ;ﬁé ,';Z , pueden escogerse como conjun-

5010

tos ortoponales y los coeficientes se determinan de manera que

se cumplan las condiciones de carga, en el cascardn,

Respecto a la aplicacién de los procedimientos variaciona
les al cdlculo de inestabilidad en cascarones, liushtari y Gali-
mov(73) han hecho una discusidén sumamente completa; en la refe
rencia 73, presentan las distintas consideraciones para la for

mulacidén del protlema,

En la formulacién Lagrangiana, la determinacién de la cay

ga de inestatilidad, conduce a un probtlema complejo.

Quiz& con el empleo de los principios energéticos, el mé-
todo de perturtacidn introducido al principio de este capftulo,
sea un arma eficiente, Obtenida 14 solucién para el problema
no lincal, la determinacién de la magnitud del funcional y
su comparacién con los valores correspondientes a otras cargas,
permitird determinar con zuficiente aproximacidn ¢l valor de
la carga para la cual ocurre ] fendmeno do incotabilidad, Di-

cho de orra monors, rl trocodiciento concistirfa en:

R g S e g SR R B G Oy T R

A AR, S B




B e ot A 80 ARt

SR

ti 8

l.~ Resolver el pgrupo de sistemac de ecuaciones diferen-
ciales parciales para distintoc valores de la carga.,

2.~ Calcular el signo de la scpunda variacidn, como una
forma cuadrética, para cada valor elegido de la car-
£a.

3.- Los resultados anteriores, permiten trazar una gréfi-

ca y en ella ubicar la carga de pandeo.

Como se ve el procedimiento constituye una prucba para ca

da solucién obtenida para P, La presentacién anterior sigue

los linecamientos del criterio de estabilidad de Liapunov(ZQ) Y
aquf el funcional de Liapunov es la energfa potencial, EI

método que asi resulta es complicado si se toma en cuenta que

es neccsario conocer la solucién lineal,

Este procedimiento adquicre sentido fisico, en el problema

del cascarén cilindrico que se ilustra en la fie, 5,2 que fué
tomada de la ref, 67 cuyo auntor a su vez la tond del libro de
1 ,(75) S Y e 'y BN T . ¥ P Ly oy .'6 - | ey 4
Volmir . Esta fipura, precenta la superposicién de las in-
tersecciones de la superficic de Liapunov (en las variables
iy

fﬁ Y gﬂa-mm- ) con los plano: para los que , 14 cargs axinj

‘ 7

rzterna, os constante,  oe puede ver de la fignra 5,4 que pa-
ra cada valor de la carpa, siecapre existe un mdximo en ia ener
pIa potencial, ic Ja misma mancra que siempro existe un minimo;
de todor aqudlios mixior, ol minimo altoluto corresponde 4 la
cardu de pandeo real oy e precicanonve la mindng de todas las
que conducen o valoreo mdxines de la enorgfa potencisl,  hoto

ceoplutra en la parte infervior 40 La s, 5.0,
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5.2 Sobre la solucidn nundrica,  Procodimients Spuino de di-
diferconcias findtas,  Sonsideracidn del problema de ines-

tabilidad.

La priwere forma dec colucidn numérica que se convce para
el problema de la teorfsa de cascaroncs, resulta ser diferencias
Finitas(yb). snola aplicaciédn de cuta téenica al andlisis de
cascarones, gencralmentc es neccsario utilizar una red sumamen
te cerrada para conscguir aproxinaciones regularus(YV). Las
téenicas de relajaciédn empleadas para mejorar la soluciédn de
una malla grande, han sido utilicadas en el andlicis de corti-
nas de presa y se ha podido ectablecer la forma de converpon-
cia, Otra alucernativa, antes de proceder a la roduccién del
tamano de la rod, consiste on ¢l empico de operadores mas pre-

+

ciros y wusto a sido considerado en v andlicic numérico en va

3 ] ? + I ('/9".:;()) fyy e - . g g vy Y b S AR S ¥ y RN 2] e
riav formas o Una modiadicad en el travzmicnto de problc
mas mediante diferencize finitas con operadores ae mayor preci

(41

5ibén, ha sido propuesta por Treitlin y se rovume agui por

conciderzresc de interés,
oupdnzare unn s la como la mostrada en la Uigl 5.3y sed
AQ(“ una variable cunlqgui-ra definida en o1 punto de¢ coordenda.-
¢/ i
daes ( €“/ }, de 1a red en ta Forma ue ahf se Sndica,  introdu-

ciindo abora 1a noetacitdn

,Z/O ff' 'Y«/‘() B ‘g;
20 » Yz = fz

o 11

y Lanmbién

17
-
.~

-i///g 4 ~/0
';//5’5) - K.ZIZ“" 2 o \»J bd

e ld
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5.2 Sobro la solucidn nurérica, Procodimienvo 8ptinpo de di-
difercrncias findozo,  cSonsideracidn el protlema de ines.-

tabilidad.

La princre forma de coluciédn numérica que se conoce para
el problerma de la teorfa de cascarones, resulta ser diferencias
11n1tas(’ ). kn o la aplicacidn de esta técnica al andlisis de
cascarones, genoralmente es necesario utilizar una red sumamen
- ) [} - ~ 1 e I3 N g \ - - s - ” - T 't \ .( r/r/) ¢
te cerrada para conscgulr aproximaciones regulares . lLas
téenicas de relajacidn empleadas para mejorar la solucidn de
una malla grande, han sido utilizadas en el andlivcis de corti-
nis de presa y se ha podido ectablecer la forma de convergen-
cia, Otra alternativa, ante: de proceder a la reduccion del
tomano de la red, consiste ¢n el empleo de operadores mas pre-
civos y wuto o sido conciderado en o andlicic numérico en va

e foymae W7Dy ! Ll e Ot temt et o e
riac formas v Una modid jaad on el tratzmiento de proble
mas mediante diferenciac 'initas con operadores de omayor preci

(81

sién, fLa sido jropuesta por Toeitlin y se rooune agul por

conciderarse de invteréy,

supdngoar e unn o wmntls o romo la postrada en la Ui 5,35 y sed
Aév'una vardabils cuaslagui-rn detfinida en o1 punte de courdenae-
dae | gw/), doe e red en o Yorma cue ahf ose indica. introedu-

ciendo abora 1a notagion
’ ;
Lo # Y = £
/
/20 r 20 * ;2

b.11

y Lianbién

11

\
S
-

R
~/Z_7;) - «L’Z-? o B JZ’

Geld
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L]

El valor de d{ en el punto ¢, se puede determinar me-
E e p

diante el emplec de la scric de Taylor escribiendo
77/
Yy = by s L SiddSh s Lz e s
= LA ;A = 420/l 7 ’/
4 ~ //(,;/ J/</ %2‘/ QU2 13

, g o A2 g 3)
‘5 gwieazf’/z p 3t 2L R

en que N
Y7 = 4

7 47 %
Al & Y 5.14

L7 pm 2T
PILrT

LLas cantidades A& .é’son las medidas de la red (fig. 5.3)

Tseitlin introduce la nocién de rango del operador para
indicar que el error es proporcional a ese rango, asi por ejem
plo para el operador ;4 (b“/ae entiende que el error es del
orden de ,56, que es sdy;ango. Del desarrollo 5.13, ce puecde

escribir,

Up = Yoo b H+ 540 £ 47 ,zy ,4/" - =-44

5 15
/. L /2 “j 4 .
de manera que
E o= 2U A+ N «,é,/”
/ 5,16

/ : . .
en que 5£=W44m . Despreciando el término subrayado y l1os si-
1 N [ [ ] [ : ™ al o : ] z b} [
guicntes, c¢s posilble calcular el valor de , que por despre
ciar dichos términos es de rango 2 y se escrile

A /73/(.' i) o oy, £
72 Qﬁ (7T ol £

s

5.17
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Si se toma en cuenta la definicién de 5, , se puede ver
que el operador de 4{2 , coincide con el de diferencias fini-

tas ordinario, La cantidad _53 se escribey

Ey= 24+ ‘{//»% ” /5/4/ V;‘ 5,18

y la cantidad };,, se pucde ponor, como en la ec. 16, cuando se

inc¢luyen derivadas de orden supcrior, en la forma

5= PUAHy L Y

despreciando el término subrayado y loc siguientes, es posible

340 7£ 5.19

calcular el operador de la derivada cuarta de rango 2 y el ope
rador de la derivada segunda de rango 4, de las ecs, 18 y 19

se deduce

4
*/é' > 6l - L E 4 &

4
//4 = - 25U /333;/ -9, 043 fz

Bl operador ;4é , cc andlogo al de diferencias ordinarias,
Desarrollando el valor de j{;, e incluyendo los términos subra
yados e¢n las ecs, 18 v 19, ce pueden deducir los operadores co

¢ &
rrespondientes a.,4é' y /Vé , los resultados son:
?

flg = 2722UALE G~ 0 /5614 2.00 &,

¢
g = f 33U~ 656, 4 252~ 2./67 83

Y
-

DS
[

I.os operadores auo correoponden a las derivadas de orden
impar, se deducen con el enrleo de Jas cantilades cﬁ , é; -
El rango de los operadores cilempre cord par y para los operado

/ 3
ree do //' g ,i{;/ o deduee cmricando 1o cantidades
Tk A e !,7,12 ¥ Z J ‘j L I LIV S N R R Dawt Lol L
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que:
f,f"/ _J"’
2 = D5 g

' .’ o
/",{’/2 o J/ f r’j}.hf;‘(.’fj.?

a5 {}*»w 4./5 j; A D.0D/] J;

para lo cual se utiliza un procediniento andlopo al descrito

antaes,

Haota aquf, se han analisado lov operadores sobre la

linea norizontal, tratdndose de operadores diferenciales parcia

les, ¢35 necesario censiderar también la direceidn vertical vy

otros niveles en la direccidn horizontal,

£

Asf puede deducirse

por ejemplo el cperador bilaplaciano ( 7 ), en ia forma que

indica la tip, 5.4 b

y para su comparacidn se muestra en la

i, 5.4 a, el operador hilaplaciano gu: resulta de la aplica-

cidn de lasn diferencias ordinariac,

-4

Bl ooperador guc se oaaestra on la fig,
range G, o L pareco ajo ogque resulta deo i
criterion para mo orar i pae {Ti;.:ift’{r'}(l‘?(})}.

Pige 5.4 ve pucdon counpuarar on dos formas,
corresponte aoun ondliais oo

Dosile tuero ne obnorva gque o} ope vador deo

- P - s . . . + o
LT Yo e oY Ye nait

. ] . e VI . . .4 . T o bon e g ey e , W # R, sy g
&j‘f.! i’.,',{.ét.'fl‘ borpue \ii R TR S WY PO A gziilut;i;» Oy ol

T “ R . eyt L e ce . N M . i
Contra o o Dequende pre o e rador o

Qrorador ordirirrio . Shoenter e Tyt b unts

T contrigri o o o w0 sl e
H P
D DN TS S TS IR I CO SN I CONLITILNYe
- h oy : \ . -
noel o opyin ; L o : i Cogdy TRV e

Paoomegniltud de

reitrite £ inal

belp by, que es de

aplicacidn dle otros

Luo operadores de la

1.
H

Ya proniera ae el lasg
jos cocficientes,

Uye un

Lot QU0 O relacaion

pocto al o del punto
Vi bogun para el

RS U S E B S0 S

oy o ro sade tionier

AP EEE 0 AUET BF6 TS 1 N W Lo
Vol COrd o daocanver

e
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gencia cn procedimientos iterativos. La otra forna de compara
cidn se reficre a log resultados, En cuanto a esto, Tseitlin,
aplica esta téenica cn un cavcardn de translacidn libremente a
poyada de planta rectangular, encontrando para la misma red,

que ¢l error en el uso de difercncias usuales llega a ser 439,
en tanto que con diferencias de ranpgo 6, ¢l error e¢s del orden

de +5.. las magnitud-z que compard, son los desplazamicntos

L : 20 ;
y utilizé las ccuaciones de Vlasov(z ). La solucidn, supuesta
exacta que sirvid de comparacién, fué deducida con el empleo
. . (23)
del procedimiento de Ritz - Galiorkin .

Con el empleo de ccota téenica, puede resolverse satisfac-
toriamente el problema estdtico, Ly nececario considerar aho-
ra ¢l problema de inestabilidad elastica. Para la presentacién

siguiente, se supondrd que cexiste un planteamiento discreto
como puede ser uno de difercneiac initas, en cualquiera de sus
variantes o uno rormulado on Lérminos de un modelo £fcico (ver
cap, 6),

Nuevamente la proooatac.dn sipue paralelamentc ol cerite-

(713).

rio de Liapunov

Concidéreur por ejemplo, ¢l arreplo diicroto que corres-
ponde o un cistema dr cuscione:  aprecado orn forna operacio-
nal (ver oo, A 1), Lichio arre~le diseoroto pucde eneriuirse on

forma ratriciag,

- - N - .. - .
-~ . - g
KR iy 7 A
/ , P
g e
/ s ~
D, 7 9, L A ek
/ /_"‘ * “J/" J ] ) bffpbj?‘.)/)ﬁ ,
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e

~en que

matriz de rigideces

]

n de flexibilidades

matriz de interaccidn entre el estado de flexién

]

y membrana

X YRy

It

vector desplazamiento; ‘;% vector de la funcidn
de fucrzas

vector que contiene los términes no lineales de

&
i

cada ecuacidn

vector que contiene la suma de los productos inhe

It

i
7

Se pretende formular el concepto de inestabilidad como a-

rentes a cada ecuacidn

vector de cargas normales a la superficie,

I

quel estado de carga para el cual existen dcs estados de defor
macién de la superficie., Ambos estados se caracterizan en la

forma

EDO I }0{:: vector desplazamiento B/ .

R

jﬁa = vector Ce las funciones }7

EDC IT (simulténeo al 1)
W= I/, + & w ]
. 7, - 5-25
fﬂ” }J/‘?‘ C‘.'Z 9&5

en pen-ral é'/ , &2 & / y ce puede hazer & = & . la

wvh
tJD

primera de lac ecs, 5,23, introduce la rocililidad de que para
el cotado de despluramientos l{/j , coneciderados prandes en com-
paracién con ¢l poeralte t, exista otro ectado adyacente ¥

que dificre poco del antericr, k1l miome concepto se asocia a
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1a sepunda ecuacidn

En alcunos protlemac particulares, pucde suponerse nulo u
no de los pardmetros & & €z ; por ejemplo, en el cago de
un ectado esencislmente de mombrana, en que los desplazamien-
toc iniciales M4 fon recuenos, of sguficiente con considerar la

pocicidn adyacente ¢n cuanto a W, hiciendo o =0 .

Pars obtener 1a solucidn del problema en ol caso de ran-
des decplacamiento. W, sc yuede proceder iterativareite, re-
solviendo ;riv ro ' yroblema Lincal con ;? CORO VveaeLor ¢arga,
Con e ta coiucién «v posible calcular ¢l vector oulrayado en

la cc. Y,

Arrecardo cston Uirainos ol vector;f e nucidn cotener um

VD ﬁolucléﬁ ara Koy §Brgu;t3 Gover oricind auovos vecho-
lfﬁé Y Igé }%9 o w'mero Jde ciclor ce cuode edvir o da
rolucidr o Do Cor leoeares wa por el veotor . oty

- *-'\‘{' ¥ . : ' R ¥ [ L L ’ R Y v 3 ot e
S IO g “ o i : M/, Y % . WIS B AL S 19 oo« J-itedad enure

crte tfcodicn y 1 o Ae dea de reorturhac:da Davrolucida al prine-

o 1 Y P o G S N T R N < S 1 T RO S0 e o=

I T T o e e e e e e N :
QLI 0 e85 o0 | IS O R S A Loy 7 NG ary Srhroal
-y ; ] L4 A ‘ -~ -
o coue, R iy croooas Dy Ton Y9 Tnog

Wo o= Mo+ (}%7,;/1/@/)/511/ Iz
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deduce

A P T Wz W W

LR
ey
-~
.
—
r-
A\
<
oW
b
—

3
-
T
o
<
r.
-

4
I

i

Den f

/ 4 f,l“
P P % GWr + W,
- . . ! _
que conetiivve uwy jaroblema e valor caorscterfiseico. oi M y
96 ruede 1o oerLclonari o, cudstird vn pardeeiro A que consti-
tuye el voalor cairccterfvtico, Lo sojvedn el caotenn 5,25,

cooiuce o un vector caracterfatico,

W
7.

i 1a naonitud 4ol ovolor carsceteristico A, cs uno, Ja
nosicidr e equiliiric o drnectuile; de otra ma.ord es gstable,
1. solucidn es realsconte lavorios:s v en la fip. 5.5 fe muestra
un disora o de flufo cae reswac lac operacions.o incicadas, con
cote trobamdconto, o oosicle deducir ta solveida a oun problema
de Sncotatiil el toenl, reto co comniouwe Introduciendo solamen
te fn ol vonag laooocieidn wdvaerste,  wtror ponicllidades que
dan irylfcitas,
do ode b Porno candravi o
-

-

I 2 i U 4
lf}_{//,/- a7 || C g eV e

VR B

roncei den to dbespdbooadietos Wy b welor de ba tfuncidn ;z? en

1oy L O SRS SAAIEIE TSR SATS I SRSV S GRS AN PG SRS RIS R ST S0 S & T § S b rdn! oo

et b, i R A SN
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CAPITUIO 6

MODEIO FISICO PARA EL aNALISIS DE CASCARCNES DRE
CURVATURA GENERAL, BSI'ESOR VARIABLE Y ORTOTROFIA
CURVILINEA

6.0 .Alcance

En el presente caﬁitulo se discute un modelo f{isico, ex-
tengidén del modelo fisico, debido a Schnobrich- Newmark(SB‘Bu)
y del debido a Chuang - Veletsos(77). El.modglo que aqui se
presenta puede incorporar los efectos de deformacién de cortan-
te y pretende incluir el méximo de variables geométricas. Se
deducen las ecuaciones de equilibrio correspondientes u este
modelo, en términos de las variables de desplazamiento U,,U,, ¥
W y en términos de una funcidén potencial ¥ . Los resulta-
ivs se ostienen para un punto general sin incluir las condicio-
nes de frontera. Como caso purticular se deduce un sistema de
ecuaciones en las variables (, , U, ¥y W , en gue so con-
sideran las distintas condiciones de frontera. 'También se pre-
senta un sistema de ecuaciones en la variable KW , de despla-
zamiento y en la funcidn de fuerzas ¢ . DBsta dltima formuld—
cidn, rara el modelo Fisicn, utilizg 1la nnulogia estltico-peo—~
nétrica e ce justifica, sobre bases fisicas, en el desarrollo
de este capitulo. Fara esta formulacidén, e deducen las ecua-

ciones correspondientes a puntos cercanos a alguna frontera,
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Todos los desarrollos que aquil se presentan, siguen para=-
lelamente los pasvs formulados en los capitulos 2 y 3; la for-
mulacién, en general, sigue los linearientos correspondientes a

la parte analitica,

6.1 Generalidades.

La solucién de los problemas de la teoria de cascarones -~
mediente el empleo de diferencias finitas no ha podido atacarse
en forma gensralizada, reduciendose a un nimero aislado de apli

(81)

caciones Las ragones quizéd se encuentran en las dificul

tades de indole numerica que surgen, para congeguir una aproxi-
macién regular y las comrlicaciones que surgen para tomar em ==
cuenta las condiciones de frontera. As{ por ejemplo tratando-
ge de un borde libre o de una zona en que las pertubaciones son
muy locales , (como ocurre en cascarones cilindricos) resulta -
necesario trabajar con mallas de un tamane muy pequefio en tan
to que en el resto del cascaron, no es necesario tal refinamien

to (36). Surge entonces un problema adicional que se refiere_

a trabajar con reies de distinto tamaflo,

Por otro lado, el recurso de procedimientos iterativos para
la solucién del sistema de ecuacionem, parece tener varias limi

taciones.

Muy distinto aparecce el penorsma, en cuanto & las solucio
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nes de problemag de la teoria e cascarones, mediante cl empleo

&) ‘{y7 ? d\?) 5‘1 ) - - L .
de  modelos fisicos! 7777/ . Eatos modelos fisicos, pue

den llegar a incorparar aquellos ctecios de la forma que no pug
den ger considersdus en diferencias {initas,  Ade.ds la formula
cién de condiciones de frontera adguiere sentido ffwico y resul
ta menos complicada, Lap ecuaciones cue rosultan de una formu

lacién <de este tipo, difieren con respecto a las que resultan -

con el em;leo de diferencian finitas.

Aun en el caso de placas en que el factor geonétrico, de_

la forma de los elementos no existae, efi» resulta ciewto

Chuang y Veletsoa (77), han unado una tecnica modificada
de diferenciag finitas que resulta intermedia entre lus dos for
mulaciones antericres, en virtud de gue no considera logs facto~
reg de la forma de log elementos ainlados gque forman el giatemn.
Estos factores s1 gon incluidos en ¢l moaelo de Schnobrich y -
Newnark, Bl étodo nodificade de diferencias {initas debido a
Chuang—~Veletses, mejors considerablemente la aproximacidn del ~
nétodo de difercucisg finitaa, Fote nétodo originalnente apli
cado a cascarones cilindricos, na ei1do extendido por Noor y Vee

L S5 . ‘ .
lotsos (£5) o coperrones robajaacs e doble curvatura y ha 8100
usado en particular, pard la colueidn de wn cuscoron del tipo -

parabeloeide niperbolico,

T lan compuraciones, 1oaaliace ge ecte Lrebzlo y 38 =

nota gque pira alesnwvar la ai;'az'f;;x;-:i,;w*s.én 4 nnaoamlla de 40 x 40,
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wioque se agé ol nénodo orarourle arterencias faiuitag, fué sufi
ciente con usar uni walla de 10 ¥ 10 para e. yrecedisiento modi

ficeue debido a Chuang-Veletsos-~hoor (ver reil, 8% pp.160~169),

6,2  El wcdelo fisico, Jezeripeidn ;

blole g, o071 se suesbra ol modelo flsico gque se pretende

deacribir, El rodelo cata formrado ae elenenitos elagticos da--

formubles. Latos elementos eluslicos yo encuentran ligadog en é
tre ef, e ambag direceiones, rediante plucas las cuales pues- E
den guponerse formadas eén el perimetiro Jdé barsa infinitanente - é
rigiaas gue e unen eu las esquines meditante grviculaciones y - ;
que en el fArea encerradn por lus Derras, oe encuentra un clewmen f
to o placa deforuabrle por csfuerso cortante en su pluno, Ei_ é

usar una placua para ligar Log elementos  delorpables, tiene por
objeto consrdersar el cambue de tamaio de la faibre aeformable
ang dlevenclir 2o, Jde le sarerticre redin con respecto al tamarno

d1e la Dibvra defornable o Lo Jipeapnein o= ooy, Este doralle ao

inolea on lo i 6.2,

Ade dy ae cotop eleneatos deloimablcn, exiailon en planos

N0 NOCCILYTIALG.LO paraledus wnlre s, Loy PESCILES elagbicen -
QU LOMBI CL wuenTi 20 witeld GO Sonenhito Soraimmegiie, A oLaan g
no Jde eshon raporteyg corroseonoe g 16 Yoy eteltoyu de Soraidn
M@‘} o My . Lt Daeran tooldnees oo o ozueeciioie, S0k e
Seatiaoad L or L 00LG e Ganlen, gt e JUe s e den o osbieg
corresponde vni 0 daa Derwsne S0
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Al introducir los resortes y los cables, se tomay e cuenta
el hecho de que la formn del recuadro no cs un plana, 2ino que
tisne una cierta torsidn como la yue se uuestra en da Lig., 6.3

Egta torsidn corresponde a lo forma inicial de la puperficie,

Eatas, en conjunto, resultan ser 1m cunlidaies inherentas
al modelo fisico que parece gser capaz do tomar en cuents las ca
recterisiicas esenciales de lo deformacion y la deformacidn por
cortante, ademds de otras condiciones puranente seometricas gue

ge digcuten después,

6,23 Geometria inicial del coenjunte de elementcs que forman el

cagearon,

Con las cualidades sefialadas untes, respecto al modelo, ae
prucede ahora & formular la geouetria iel conjuntc de elementon
que congtituye el caucuron;supongase que estion elepentos se Bpu
yan en una superficie continua ver apéudice A-1,  Paru poder -
conagiderar elementog situados entre af a distancis variable 38
usard la definicidn paramelriecs de lw disgtaneia, Jde mancre gue_
cadu punto se encuentra s la distancta A& T 4SS de gup e
VCR1NO08, La Jjongitud real de la dlotenela ge designa 0, pl o~

i R . - 4 . : - oy v PR ¥ # LIE S i Ty ‘Y 3 "
se epouentra e 2 dircecerdn e la curvi 2 ¥y o0l ope onpouans

oy D S o P pmrvr s b RS oo 5 o N
tra en da dircccidn ic o in o owva R {\’ or Tlge Ge s | . Lad £ e
vagp 4 Y ooy Lol preelanpenle San Linodn e QU Be QLOU G

tran lecalronday jovao oleuwertos olasbieonr gue Lohnn el safuerso
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normnal. Lag canciaades -y - ., s su.onen eu goeneral, Jistin
tag para cada ftramo y sud augoltuldes relatl VAS 1c tlenen ningus
na restriceion, Las placas cectas que ligan los elementos de_
formables, al pasar de ull truuc 8 oLre, por ejemploe asobre la =
curve 4, , forman un angulo # guc coustituye su letflexion. -
Estas placas aon cecantesa lag curves 2.y ». cuyos ruadios en
el punto de c¢ruce, ge degipgnan como ~. y . , respecuivanente. -
Adends estas placas, son e ar-¢s a las curvas.&,sohrw el plano
tangente, en otras palabras, al .acer pacar un plano tangente a
la suverficie por el elemento deformable, las curvas /4, no necesa
riamente se proyectan como rectus scbre ese planc, 31no que pug
den proyectarse como curvas en la superficie (ver fig. 6.4) y -
log planos se proyectan conu secidntes le dachas curvas,. Lug -
curvas en que se proyectan las laneas r», y ~, de la superiicie,

gotre el plano tangente, poseen curvaturas gue se deglgnan --—-

Heurvaturas en la super! icie" y wsus simboleos soa L. 0y ., , d@e-

pendiendo de la direccidn en ocwstlon (ver Lig. B,4),

De esta naners guedan fornmuludan lua cuslidudes geometri-
caus Jde los ele.entos aue couns.liuyen ei wowelo | observandose_
gue Los elementos no son coincrdentes, sine que entre ello exis

ne un S.ule - gobre el piane nermai o Ju superiicere le cusl
‘3 ¥

)

4 .
N N 1 "3 - EEE (LT R ' . - N Y ey £ P 1 CHEn s "1‘ ’ .
Clone ung curvaitura P i Y LI an,nio o aoh e el ;l.m;c} -
-j'\
e ey b . i ey b st Crer vy e 5 : U
W (Wlilﬂi_)tizz "\J (.g [ ] Qi ;5{3 L 1‘11 Alc L i:} e J:lg}s .2 {-'xl} Ck}ni v{l 11]-&-?(1:3 "é & I;‘ + e * }“’0‘3 Le ke

g - : - - - ik L R . 5 i T ey g 3 o Sy W g 3 TYOY ¢
dluine Arlgulo ne tercso, porgue e eirelo Gaega considerado -

cun lag cantidaedes .y x svolap o cuarvatuvag en la supeprtlele,

N

Y M
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Le. facilidad de introducir intervalos de longitud distinta se dg
be a la consideracién de la "longitud parametrice unitaria®, -
Lag longitudes reales, de acucrdo oon las noclones de geometria

diferencial del mpéndice A-1, deben escribirse

L; = o, Aﬁl

Ly e, B8, (6.1)

/

En lo que sigue, la letra puesta como indice superior de
un simbolo, indica el punto de la red em que se valua dicho sim

bolo. Con .ste fin, se usard la red de la fig. 6.5

Tomando en cuenta su definicidn, las curvaturas en la su-
perficie, se pueden culculsr geometricamente en la forma que ne

indica en la fig. 6.6, De las definiciones anteriores se apre

cia que
LT"" R;T Poj = "C;T
J (6.2)
= ‘L it : ¥
gnLtoncesy OC‘;}; . so"(,{l“wR'J} + R. (HM - 5,‘:])

vy en conpecuencia (ver apéndice A-1),

A —
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in Lo anverzor, sc ha supuegtio que el gistema de curvas on

la superficie es ortogonaly cencralmente cu necesario Jdetermd
nar un sigtema ie cuwrvag que cwnpla con esta condicidn, La -~

golucién de este problema puede conseguirse por modios analiticos,

, , . 86
como lo ha hecho por e¢jemplo k,Roirfpuen O, (86)

como law de unu cortinz, o blew por medios numericos cowo ge 8u.
giere aquf, Pura ecuste fin, considersse ia figura €,7; on -
esta figura se murstra wa superiticie del tipo de cortina y sge
definen cantlidiudes que se usan & ccntinuacidn, Para la determl
nacidn del sistera de curvas ortogonales, es necesario rijar ind
cialmente dos de ellas; se escoge la curva A que caneide con -
¢l berde de la cortina y la curva B que se localiza en el plano
de simetria (se supone yor simplicidad gue lo cortina os simée—-
triea), Estas curvag ge intersectan en ol punto C, F1iedo es
te puntlo que cumple la co.dicidn dr ortogonalidad, se procede a
deverminar otro veeing ¢ 61, gue se oencuentra en el cruce de la

curve 4, , perpendicular a la curva ae guactria, y la CUrve &,

perpendicular a la ecurva ael Lorde, Pra ello es necesario ele

glr y wobre lasg curvas - y #. regpectivamen
te. s3te puntc se determina de la condiciédn,
2 #
o
A ‘}1// bR i‘:“ :;‘. ’.;f A Ij / ‘
; A2y

211 gue lug @1nbolon  urnaes eno ogta emrecion se defnen o oon lag
- ) - 5 Ay d -~ . b} . f=‘ f o '*i.»_w . . L . 3 ce i gm . L
frourag 0,7 (b)), o.7 (o), u,7 (4, o owver Digndo cole punto,

e oreeerre wua lines B odo o Sn e, ocdh, e lleoar o no la baoe
¥ ¥

para superficien

B o T
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3 ' / - . + " ] 3
entonces se harrs definido urna curva similar o la B y es posi—-

ble iniciar otro recorrido semejante,

6.4 Geometria de la deformacion del modelo fisico.

Gedal Pefinicidén de los desplazanicntos,

La c¢efinieidn Jde desplazamientos es sim:lar a la que han_
hecho Shnobrich = liewmark. Los desplazamientos © normales a_
la superficie media, se definen en donde estan localizndas los_
e_.ementos deformables, 51 se supone qu2 la deformacidn de eg~
tos eleuentos, debida al esfuerzo en ia direccién norma. a la su
perficie, es degpr-ciagtle, entonces tcdos los puntos alojados -

en el elemento deforumable, sc lesplucaran la nmisma cantidad W,

Los desplazanientos en la direceidn de las curvas suvore -
la superficie, es decir log degiylazaz.entos Y y '/, , ce Jefinen
¢l los puntos medion de las pleces; el desplocadiento UW,, en -
cl punto medio Je loas plovas alogadss en la direccidén de las —-—

curvas 2, el desplaza.iento (/,, cx fcrna corsrespoadiente, en el

punto necdio de las plucas en la tircceidn de las curvas K, , =

L4

"
]

wabas dofinicicues se indican en 1la fig. 6.8,

. SICR . e, v ey 1ey NP e d e O .
aupesficie se caructoriga mediante wn veeter rotuceilng elec—

stona doe elenen-

3
et
£
[}
3
by
C
Lo
'L:_
o
[
O
—
et
£
»)
;—J
by}
)
ot
Y
A
¢

tivamenve, ol veriZicarge

tog, dos puntos sucesives, cn sarcral ne tienen cl mismo despla

L d
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zamiento W y en consccuencia, las placas giran una cierta centi
dad con respecto & su posicidén inicial. oin enbargo, estag =-
rotaciones, no se deben unicamente a los desplazamientos v , 8i
no que se deben también a los desplazamientos U, y U,. Las ro
taciones se definen en los mismos puntes que los desplazamien--
tos W, y U, y se designen Xﬁ y J} i siendo 4 la rotacién de
la placa alojada en le direccién de la curve A, , encontrandocse

. en plano que contiene a la placa; ¢, es la rotacién de la_
placa alojada en la direccién 48, . En la figs., 6.8 y 6.9 se ~
caracterizan el vector desplazamiento y las rotaciounes, En la
fig. 6.10, se muestran los desplazamientos W,y U,y en la fig., -
6,11 se ilustran los desplazamientos debidos a las rotaciénes -
&\ y &, enr las direcciones de las placas, a una distancia gene

rica Z=1 delalinea mediz de cada placa,

6.4.2 Deformaciones en la superficie (<, &, w ).

Para cotablecer las relaciones deformacidén-dcsplazamiento
en el modelo, ¢o necesario hacer wia designacidén conveniente de
los puntos en gue ge van o definir los desplazanmientos, Una -
designacidén adecuada, puede ser cquella en gue la posicidén de los
puntos gse d4 cn forma de coordenadas, ccumo ocurrce ejemplo cn la
fige 543 Sin cwbargo cava eleccidén no seria adecusda en cste
caso particular, porque el nimero ic indices neccesarios resulta
rfd deunasiado grande. En su lu,ar, se usard la designacién de

los puntos, que se muestra en la fig. €5 .  Isencialmente_
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csta cestonaeidn coensisLe en lndicar medraste letras mayusculas
Log centros Jde reeuvadros y los pvntos en que se delinen log aes
vlazamiertos » y mediacnte letrag minusculag, e indices los pun

toe secundarics en gue se definen U oy Y. .

Se procede atoru o calcular las deformaciones en el mode-

4 . 1 , 4 . . . . .
lo fisico, Vonviverege 1inicialmente, wn  arceglo de plucug -
2obre la curva A, , liganag con elesentog detormables; las pla

cas son inicialmente rectangulares ; .us elementos deformables

aacen Jae esas placas adopten la tornae le la curva,

Er 1a 1g. 6.9 a, se auestra cl elenenvo seformable que -
corre sponde al punto Lug placas aayace.tes a ese elemento,
experimentan desplazanientos 4y &, en la direccidn le sus ejes
lon ,1tudinales, 1l eclemento deformabie, tiene sus fibras en el

plaso, tangents a la superficie €. el ;wnto J y en las direc--

cLones 4y~ o, i la Tigurc la direccidn de la tangente -
coincide cou el e¢je norigontal, Fara cuilcular las deforiiacio-

nes e erl elemento, 03 neccsario prorectar log desplazamientos

gobre la horiusoutal, Aol regulta, que la leforwsacién en ol --

elenento, ~v.do 2 los degplacanmientos en la lireceldn ~,, eat
J 1,:’,_“' u-)‘“‘
L-L, e 1 -
o s . CJ (UCG)
w o !
L&

L b it S LA 2o T 5 e er it 3

e 1. b, g g o o
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@l que (,“ T G

ot b s . 3 -
= Jesplicgamiento ¢n la direcceiédn -

4, , caleulado en ol punio J +1 .,

Aderds, debido o la curveswraté, . fen la diroecidn de la cur
va ., al verificarse en el eclemento ", un desplazanmiento nor

mal », aparece una dclormacidn adicional cuya nagnitud es

J L
e,v = k‘ WJ
(6.7)
Lo cual se aeduce en ia rig. 6,17, In forma enteramente
analoga, puede deducirse gue la deforzac:én aiieicnal debidae a_

1a curvetura en la gurnertficie se eseribe
4

es deelr sustituyende o Leroox oy 4 ur i la Ulg, -
6612, Superponiendo lng delcrimecronces 6.€, 6.7 y 6.0, us pO Bl
ble deduelr lo geforcecidn tctal on el elewento, devida a todos

4 . . Ve - L . 5 N “ . i AR Lk
los desplazanicenton pocibles, con delormacida og,

J ti J . Joti o Jy
3 ., - L ‘ ] = A l“al t*’;i,‘ )
e T e e R $ '&_s‘ WJ 1 g e e -

P
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en que seksustituido W, por el valor medio del desplazamiento
U,, de laslkaesadyacentes al elemento y que se encuentra sobre
la curva 5,, normal a la curva .8, . En forma analoga, es posl

ble deducir

Jati Ja—li I+t J,-1

J a Wy J J J U4+ WU,
@, = ¢y +ky Wy + tay ( )
: o< a3 2

(6.10)

Considerese ahora, la defcrmacion angular de un recuadro_
cvalgquiera, en cuyas esquinas se localizan los elementos de—
foruables, En este recuadro, existen un cable y unos resortes,
que por ahora no interesan y se omiten en la fig. 6.13. En es
ta figura, se indican los elementos desplazados, en un plano que
continue a las placas Jy y J. . Si las placas NM y LM, eg=-
tuvieran contenidas en el mismo plano, la deformacion angular -

debida & los desplazamientos ¥, y Ua geria,

u:nl" u:!fl U.,hm-— u:’iﬂ

Wi = -t
ol (6.11)

o

donde k deasigne el centro ..el recuadro

Debido a jue en czda recusdro existe un valor parn la ~«-—
torsién, de la prperflicie y que estd valuzda en el punto cen—--
+ k
tral, la placa MN , forua wn fngulo M, = b ,o; ¥y la placa -

k i - .
LM el énguloazzgﬁg, con ¢l planc que contiene a las placas -

o TR M 1 A £ EUR e e B e s s e S 8 4 e .
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(ver fig. 6.13), DLebido a la vxistcucia de estos én-
gulos, cuys magnitud depende tawbién del tamano Jde la red, ade-
mds de la torsidn de la superficie, la deformucidédn angular de--

biera escribirse,

! ] R Ji
w = “tmcesA’: - u.a"L + U, Teos A - uw
K{Ww) < : K
DC‘ D-Ca

(6.11)

Sin enmbaergo, exapto para redes muy 2. andes, tales gue una
de las magnitudes y SCAMAYOr que veces ¢l peralta, la ==
coreccién relativa 2 los dngulos M, puede considerarse despre-
ciable, La existe.cia de la torsién en la superficie, introdu
ce una cantidad adicicnal en el cambio angular, Zsta cantidad
e expresa

4 Wi+ Wt Wa+ W k
Weiwi = 2Wxk kg = 2 k,,
v Jas curveturas en la gsuperficie, originan otra cantidad adi--
cional de megnitud

K 4
jlz u; T j:ll ul
de manera que la jeformacién an_ular total scrd

£a44 Jays " J
1t b4i .
Wk = “a : 1 4 Y, - U, fwl“‘WA‘PWN*-N‘,
o, o< ¥ e

R,

K K das
t €,y Mf"* 1; u2*§t (6 19)

e B g 54 e e e
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Al werinlr low desplawesientos en la supe LQicie, on loa -
puiitos nmedios de 1as caryaes »oon la dlroceidn Jde edlas:por el

]

hacho de cedcular lar aeformaciones en la furvys quwe se indiea

ern la fig, 6.9 (y ¢n la we, 0), apar ce un desplasiiouto adleio

nal puara r en cada punto principal, sute dcaplacaniento udie-

cional es la cantidad que perzite cstablecer cue les 40s compo-

enteg de los degplaza.lentos on jia superficie, juedan congide-

radius, Jor estas razones, el desplazaniento toval en el punto
es

w;' = +(u"““ J‘““) S, +(L<""‘"... W) sy

(6.13)

en gue g’ ¥

.

- g - - - Y Vi Lo e : M . Lo
nota dorzvace:én ogo o Justificw en oda Jig. 6.9,

+ : H

- F - e e P Vo e, . R i . L« T s R SO ‘ )
Godold Conabbies v sus curvaturas ¥y en 1o Lorsidn de la uu

poerliere snicnual,
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que gon propovelonsles & lu ulsteane.d »ouwedidiooa pa Lir o de la su

pertficie media de Llus elesentos dofor ables, o lwar de eal-

cular cirecvaments ewtus Casblos Jde CUIVELUra, 8€ rroceay o vae

luar gugs efectos, Yara este rin coasiderese la Ui, 0.8 en que

s

aparecen lasg roviciones 40y G ode las placas en lus direccolones
Ly "o respectivacenve; debido o la rotacidn 40, lu linea me
ata vertical de¢ iz rlacu en la uireccidn A, se desplasa en esa
direceidn lu cantiuad 2 7,, Alivea couslaerese la rig. 0,13 en_
que se uuestran estag rotacionen ¥ el desplazamientio yue origi=-
nan & la disgta cla 2 ¥stog dogplazanmientes introducen de--
forzaciones gque se calculan en la migma forma que wguelles que_

fueron deducidus en 6.4.4, es decir

e -jul Ja.

) HT. , r 4 + f

E ‘( !' - ‘& ( it e ,T +~ fl? o e e e e ,k.-.-_i o )
o, I 2

diet

TN g 3. . o . . . - v oaes ko , . ; ; R Y . [ -
snoest ditoriacion seoa b odaeide la rotaecidn 47, -

i
"

ey _— i ¥ oy L A ] M ’ PR Sy } Lo PR : . 4y
if&iiw{fl }.Ji‘\j lCt}t .i‘ *1%4,& G L FA Wil “-.:'T?x wWya OVL ?h.a’. o L I R o t&.,:.“‘ ' tl {ii‘{.‘s """ it l.{.l

iy

s - . L ' i + I o k % B LRy - o I B iy f s Pat e % B R ‘.-q.
superlicle, de LAaneri que Wbl Cula rubeindily, S0 pucde eseri-

" s,

b1y,

ey o s

SR —
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y analogamaentie

[}

Jau Jau Jagi Ja-
XJ" P A A o3 Ir AT+ &
2 " PSS L T
5 2

(6,15)

lure la cuupleta analogia coa los resultiudes del inciso -
6.4.2, coria neoeesacio introducir la rotacidn al rededor de la_
normal 2 la superiicie; designainde esta rotaeidn con v, el tér

mino an.ccicnal on ¥ rosultaria un s A s 3.1 emburgo esta -

cantidad og .csgprecicihle,

Lebluo « lag rotaciunes cu 1los planos e las placas que =
forman unh recuadro, se origina a la distancia» 0, una nodifiecn
¢idn ci el ngulo que Lerman lag placas en lo direceidn 2, con_
las Jde la direccidn ., . Lota rodilicncidn constituye reale-
mente con auvmento en la torsidn de la superficic. Baupleando -
la analogla anterior relative n las expresiones de las deforma-
ciones -, :y con lus deformaciones producidas por # y ., es_

posible escribir, por analogia con . modificacion a la torsién

de la superficie en la torma

L3 44 Jags " YEITS ) ‘
X -d F AR K Jias [P LT
ok = MimwTwio *Nﬁmwwmfgwm+!n Y Y, 4
(v £ 4
t i 1

(6,17)

[ —
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6.4,4 Forma explicita pars las rotuciones 'y

Para pouder expresar los camnbios de curvatura «, y 4. ¥y
el cambic en la torsién * , es necesario conocer las emntida--

des 0y V. Yotas cantldades, se deducen shora, empleando_

; . ) . 1 . 5 -
los dacspluzamientus totales » ver ce. 6,13, “on este fin, con

T

b

siderurse la fi.. €.10, =08 deg, lacoudentos w, Yy N; , deben -
per projectuios en la divece.dn de la nermol al eje de la placa
yoen la dirveceidn e o tongoente lersloen enda ponto. La .ifg
ro.ele ot lus srogcceloneyg sobre las siswvales o cuda pluca on -
log puntus exiremas, cerdte caleulsr lu rotaclion {:’“ . Al _
rroyectar souve la taogente lecar ol deaplazandento » del ex-
treno de cada pl-.¢n, e consl us cancelar cstas proyecclenes on
1o juntoes jriseipnles, LS00l sanern lag preyeccicies inee

trodocirdn velfurce:onan sdicionalos, she o necho soe Llugtro -

b . B ! " . I . - . .
Tl combie o wlar & G0 e e eseribir enbulicese
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(W ed (e b )R

Fl. egsays eonacicney se o uwbtilizedo o rotacidn

5
t) = Lan ©,

i

i
Y
i
v
(3
3
S

(H.20)

S
T oy
if
LY
N
= Ry
—

v

.« R T, R . F - e - . 34 .
Y o5v o ha anteoliclde Lo eaniddua g (=0 o+ <01 cunie loucitud de -
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6.5 Considerneidn uel erfectlo iwogeteriaeidn por Csiueswo cor-

Linte.

] 17

Agul Cono ern ol caplindo 3, o oo g teodla tonoldn v

DA 1ClUi. el Coecte o lo soeforn.eidn SO cortante, Lute -

funcidn, sestu se eduge en el enp 3y vrigina deforunciones a-

dicicrales sinilares . Lag ae Civatura, pero proporceionaley a
3 S \

7, La funcidn v ge vacleetw lleada oo lag fuerzay cortan

tes Gy Qo nediate Jus relacicies

- 2 -4 ¥,
Q, T : J )

i
XN
4
l

W N
i
rr
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- 2 o 2 -— = :{ - v';
Q,= % &t """'";" T3 (qt‘&?

de nmanera que s1 se accpta que la fuerszy COrLALTe 1101 00UCE wae-
une delioriacidn en la forng de ong thdientoe, pue s Qo tamne que

VY osieae el sentiao de un sesplavacienso, A ora bien, la ro-
teeidn wdielonul que dntroduce el curti te e, la defirnacidn -~
del ncdelo o go datrabuye Linculiente Se pupcherlo asi ge 4
terdriv un erver Conisiaerahle, boresta roson, oo adopin agud
el 145 0 resulbaio JUE p3ra ol JlLte ooconn o, Lirte resulta
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en que las cantiduodes g y &, son lag rotaciones dJebrdag  =—

al corvante y ge coleoulan en La forna

Al y_y -‘éua - }LQ Aoq

plrt =2 11T

(oc! o)

(7 +x; )

Lus expresiones coireg,ondientes a ¥, X,y &

: [ T
"'“Jz.—l . Yf "93}“ }U'r' A;
(r&’ el S S SR

(6,26)

y de deducen

mediante sustitucionesn gimtlares a lag praclicados antes,

6,6 Hesultantes de saerau
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lelas, .e tomu o cueibta 2l caleulor los rosuliantes mediante in
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en que M

do aQquellos que se encuentren cerca de las fronteras. Pdra
loa puntos que estan cerca do las fronteras, las fuerzas o las
deformaciones se escogen de modo que se satisfagun lus condi-

ciones de frontera. Lo migwo debarld hsacerce con los momentos

y laa curvaturas.

La energia de deformacidm total, debe incluir también los
elementons deformables que s8e localizan en los recuadros y las

placas deformables en que se supone concentrada la deformacidnm

por cortante transversal para cada tramo. Fsta energla se @8-

cribe

ol K K k
V’v“aq :'%.g {(H'l wk*”:l"' M‘l gk+
i

+H:, &, +Q,~2"+Q:.i‘:k)oc“‘ac;} (6.34)

en que M, 68 el nGmerc de recuadros

De este manera, puedo aestructurarse la energlia de deforma-~
cién total, pars el sistema que constituye el cascarbdn, en la

forma

Ve Vi t Vo, nq (6.35)

A8 ecuaciones de equilibrio pueden deducirge a partir de
¥ , mediante darivacién, en virtud de que el sistemws elbstico
e8 discreto. 81 se protendiera encontrur la ecuacidn de equi-

l1ibrio en la direccidén de¢ la curva .8, y en el punto J,., .,

ello ne conseguiria haciendo,

1% X.GN
ox /

5;;3}: (6-36)

es el nlmero total de puntos principales, incluysn-

A
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s

cascarones rebijados de espesor variable y de doble cur-

vatura. Consideracidédn de las condiciones de frontera,

Como un caso particular de el sistema de cuatro ecuacio-
nes deducido en la seccién 6.7, es posible obtener un sistema
de tres ecuaciones en las variables 4., U- y W , Para agre-
gar simpliciduad, se habran de introducir algunas consideracio-
nes adicionales. Estas consideraciones son puramente geomé-
tricas y toman en cuenta el Becho de que por tratarse de cas-
cuarones rebajados, la geometria de la superficie puede suponer-
gse representada por la geométria del pluno en que se proyecta
la superficie del cascarénm. Asi, resulta aceptable suponer

que la separacién ie la malla es constante, es decir

o< constante

il

ol = conztante

tH

Por otro lado si se suponeqque la superficie del cascardn
est4 formadia mediante arcos de circulo (cuyo radio es variable)
que se apoyan o deslizan en otra curva perpendicular (segin se
discutid en la seccibn 6.3), se puede dceptar que el &ngulo %
permanece constante a lo lurgo de las lineas que contienen a
los arcos de circulo. BRajo estas consideraciones es posible
escribir el sictema de ecuaciones que se presenta en un grupo
de hojas por geparado al final de este capitiulo. En esta pre-
sentacibén, se encuentran las tres ecuaacicnes de eqgquilibrio que

corresponien a un punto gseneral y a un punto situddo en un bor-

B i W g 3 R

AP A W
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geométrica desarrollada en'el apéndice A5 y utilizada en el
capitulo 2. Las ecuaciones que aqui se deducen, son an&lo-
gas a las desarrolladas en el capitulo 2 y se emplea la mis-
me analogia que permite tomar en cuenta la deformacién por
cortante transversal.,

El sistema de ecuaciones, se dedujo pensando en la posi-
bilidad de gqge la obtencidén de los eceficientes, fuese hecha
en una computadora digital,* por esta rezén, la milla de la
fig 6.22, no conserva la notacién anterior en cuanto a la
designacién de los puntos.

Cuando en las expresiones para los cambios de curvatura,
deducidos en la seccibn 6. y Se despreciua el efecto de los
desplazamientos y y 8e pueden obtener expresiones sim-
plificadas que son las que se usaron aqui, Las expresiones |
resultantes, son aproximadamente vAlidas para cuascarones rebu-

Jadas y se escriben,

T J J
gu =T [A;J WJ-: -2 WJ"cJ + WI{»I <, ”] (6.45)

J
X.‘I g Fy [-J:Wx - ZW;J: + "d;’ "‘/R ] (6-46)

en tanto que el cambio de torsién en el punto J, 8se escri-

be,

Bj, = @j, [Weri 0" + Wy 47- W, 27"~ Wi 3] (6.47)

+i

* Actualmente, lasseccidn de anflisis numérico del Institubo
de Ingenieria, elabors un progrema para el ampleo de las
acuaciones que aqui ge deducsn en el disefio de cortiras.
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elemento indeformable por esfuerzo normal,
deformable por el esfuerzo cortante normal
a la superficie media ‘

alemento deformable por cortante
en’la superficie

elemento deformable
por torsion |

elemento rigido que
i s 4

sirve de union a lqs
resortes de torsion

elemento deformable por
" esfuerzos normales

MODELO FISICO DE LA TEORIA DE LA DEFORMACION
EN CASCARONES GRUESOS DE DOBLE CURVATURA

FIG. 6,1
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DET.ERMINACION' ARITMETICA DE LAS CURVAS ORTOGONALES
A LAS CURVAS DE LOS ARCOS DE CIRCULO DE LA CORTINA
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DEDUCCION DE LAS ECUACIONES DE EQUILIBRIO
EN LAS VARIABLESW,, U, W CORRESPONDIENTES
A LA SECCION 6.8 (VER TAMBIEN ©.5b).

ORGANIZACION .

1)~ Ecuncienes o Equiniemio BN UR PunTo aiEneraAL
a)- En 1a pireccion Noemar
b)- En 1a Direccion B\

o En DIRECCION [53

2)- Fconciones DE EQuiLBRO EN EL BoRDE LiorE
) En i Direccon Noemar

b)- Tn a DrEccion {9.
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APENDICE A1
GEOMETRIA DE SUPERFICIES

A1.,0 Alcance

En este apéndice se presentan en forma resumida alpgunos
resultados de la —eometria diferencial, que se ugsardn para
los desarrollos unaliticos de los capitulos 2 y 3. Los re-
sultados se presentan a manera de una coleccién de fé6rmulas
en virtud de que su justificacibén conceptual se encuentra en

diversos tratados sobre el tema(23' 26, 28, 52, O4)

y muy
particularmente en las referenciias 87 y 88.

A1.1 Representacidn paramétrica

Una superficie como la de la fig 4A1.7, puede ubicarse
en un espacio tridimensional de ejes coordenados 2;/ )-’z, X
y ademis puede represontarse intrinsecamente mediante dos pa-
rimetros usados como coordenudec paramétrices. ©¥stos parlme-
tros, se designan /16 ¥ /é; , de manera que para un valor
/Az = cte., el otro parfmetro describe una curva/ﬁ% « La re-
presentacibébn de la superficie se puede escribir entonces, me-

diante el vector de posicién .

F-Fh) a

al bacer variar simulténeamente loas dos pariretros ,é% y,Agz

—
el vector 4 sufre un incremento 472? que se¢ escribe

— i -~ 7 (A1.2
7w 2 3 4 ;E otz
) e
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Des! A
esigndando £
gnand Q= L5 . "gf//
24
4
-...—I,, - ._&, *-.,
j? L= ma._".é) b EZ (A1'3)
-Q,@z
/--»'
en que la coma despiés de ,.? inti~w derivacidbn con respecto

al pardmetrce cuyo inlice es 1punt 4l nfdimero dque sipue a la
bl ]

coma; entoncees es posible egeribir

O/'Z;.w J,j;d//é/ # “;?d;gz (A1.4)

"’ -._-’
Los vectores 45 y J2 se iesignan vechores base en la

superficie, La magnitud de 44? y 8 naturalmente, 1a distan-

¢ida entre los puntos P</€//4? ) Y F,S;ﬂr‘QQZ} /ékv‘eﬂg? ),

medl ia sobre lia superficie, 4sta dictancia es:

*

o i a7 , ; p 2 \
9/‘5' = _f]// 0//3/ *{?5?!9@%2 71@/7;)0//@? (AT.H)

an que —

et
dy = ﬁ/ ’ {fj/
-~y

o ~ine Ay o MG
:/’/2 = ‘.//; .('{7? b= { i‘}’ . {':!;

| =
dz2 = J2 7

. ( l‘,...j '/’ }. ;i ]' \ ‘ "
y s¢ priede demcstraps 0 o ertan cabkty laton orman o un

tencor, llamado tensor b oo, o oossionoes 1 oecsac18nD
y

A1, recibe el nombire de Tovipory Carr g U damental . L

J
& o v e —— e o i el 3 ottt e

lou vectores buse en Dy napers oo non ortogsonsies ) anton-

e

b 8 R A i 4 S A T30 S P e ot 12 2ot o et




En adelante se e€ssrin unlcamente curvas de relerencia

ortopgonales, de manera gue

4 2
S Z e dyy aﬂ/ # 422 c//Jz? | (A1.8)

entonces conviene introducir la notacidn

P = o
G{%z 451

porque es posible encontrar vectores hase unitarigs en la su-

(A1.Q

perficie y que se designan,

e, _’
7 @)
AR of
-7 (A1.10)
7 o= L
{2 :Z*
El vector normal & la superficie en el punto 77 , se define
como . ;
) 7" Pl
’ Xz (A1.17)

A1.2  Tensor carvatura 6 depunia forma fantamental

obre la curva ¢, es posiole determinar an vector tan-

""b'
sentre 2'»(’ 2l cuul e esoribe

1T ¥ 22 28, IR I
o 38 D5 e Is

ronormal 2 el cual se supo-

subre esta Linea, exists 1 voote
. ’ - A \
ne que forpa un dmilo cen el vector normasl /) (ver fig
vl
Ated) Lav lerivada del vector Z/ sobre le curvd O se esceribe

63

T S,

T N o e 0 e S L et e
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—-— —p 4, o 72—
c/.r‘ /Q//(' :,{5) ,P/z f” j/ﬁz D/ﬁ?’) €2z

(:)\1-"3)

y multiplicando escalarnente por /7 se obtiene,

—y

DL / . ,d ?/? ﬂ/dgz /&

ZE )y = =L Col -.::2 7 /Mi- Z” & (M )
prat Y- g=2 (a// vVl g

en que‘/ﬁ es el radio de curvatura de la curva C y en la
ecudcion A71.% ge ha usado una de las férmuluas de Wrenet-—
(R7)

Jerret

Ahora es posibie definir el "tensor curvaturda normual de

Ya superficie" con sus compononLO“ tensoriales

4 — 2//
(5;2 = 0 /??Z (?;1.'15)

452'” 5?: 25;2

Lac curvstiras métrics. en 1a saperficie son;

</ O(/2

22 1 16
...,,..{ z - -':(7— = 4:/73 (A1.16)
2 2

...i..a...--é:’izé’/z

&y X2

de mancrua que la eguscidn (7,4, puede erceribirge

— —~ z “/}.‘2 » b4 7.2 ICPRA
0{3' d? = '-""':; é/ a):):, )[ Z,‘»{,.)('z é/z 4/2’/&722 7‘1{\/2 ,?/2 0;32 (A )
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que recibe el nowmbre e "sepunia forms fundamental™. '

Suando en particular resulta éﬁz » @ , se dice que lus

Lineas /éijﬁgz son de curvatula principal.

Al.3 Derivadas Je los vectores base unitarios. Derivadas

del vector normal

Al pasar de un punto a otro sobre la superficie, los vec-

v Y ;
tores bagse, ao Yy A, , camblan de miapnitut y direcciédn. Cowo |
los vectores unitarios se expresan en términos e estos vecto-
res yogas warnitudes (ver ecudacidn a1.10), para calcular las |
derivudas de los vectores unitarios, cg necesirio tomar en

cuenta esyd cualllad, L1as expresiones de lus derivadas de los

—— s -l

vecturas base ¢y By del vecteor normal 4 8se conocen ;
. 3 . £ et L33 N _ (i;ﬂj“é}?—.&') .
como veuaciocnes de Jauss-Welnrarten y con hase en la de-

finizién A1.10, v utilizando edas ecoacicnes, ¢s posicle dedu-

o

::;:* iﬂw% r} rl w, e s
2 E el 70 X2 Ky )
f)(/ *
-w:' fo/ ' 2 ......-? , .
2, - < — R /
[é/ = == /g Y
4'\(/ 2
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como exprecion:s para Las derivadas te los vectores unitarios,

» M H H . - Ly
1,a8 ecuaciones e s derivaidas iel vector normil i a0n:
(:-\q ’ ’i(":

Ayi weusciotes de  jolazzi-hiauss

Las ecutciones de Jeoianzi-G116s s0n ecuaciones e perpi-

ten express @ la reiszcidn entre los coeficientes el tensor mé-

trico 3 Ael tensor de curvataira. Lus expresiones e ahora se
presentvan, rueron deducidas mediante especislisucidn “e los co-
prespondicntes on formd tensorial (ver retfs »2 y 85),  Hotas

rolacicnes se ;ucden escoribir,
2
0(.1? #4 Xy X % & o |
/ /242 / ”3“‘};‘ = Ay, Xy 2 = D Caiedd)

2 Vs
~ ey : w_.__‘.:':_ — b4 o r A = D
Ny A2/ Fxa ez g L2z X2,/

que sen las ecnncionns e o azei. o ecaeoidn de Gauss se
A‘.}\jg 31‘3
/é} ,’Jl. / .’t_)('//

ez 4 L) g e

Vo, /// \0(2//(' LA e )

D4 Gosaconen 4, Ly puedan enety. rae tambidn o enola
oo -

. Y 5 f
\f\(/ 1L = ™7 2 22 ) \

e / g
UXGJQQZ/ T NT/ ey

N
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APENDICE A2
CURVAYURAS EN LA SUPLRFICIE. GEOMETRIA DE UNA
SUPalkt10IE PARALELA

A2.T Curvaturas en la superlicie

En las expresiones del apéudice A1 y en los desarrollos

analitvicos del trabsjo, aparecen las cantidades Dé;? Y
o(g/ que son las derivadas de las magnitudes de los vec-

tores Lbase. Hsias cantidades, pueden inteppretarse grafica-
mente usando las definiciones de mﬂ Y aﬁ- . Considérese
por ejemplo, la definicibn de «/, (ver ecuacidn A1.9) que

puede escrivirse

2 ——
derivando con respecto a s 3 Se obtiene
_.:..’ oy —y —
A A L R S A I OV IPY
Y, b e '
™, 2 = t7//'2 ’ /-:.—
0 sea,
- ——
J
e = Ep-7, (A2.3)

81 se compara esta ecuscibn con las definiciones del tensor
de curvatura normal de las curvas ie la superficie {ecuacioc-
nes A1.15), es posivle definir ghora la cantiiad “curvatura
en la superticie" (ver iy A2.1) y en su forma reasl, puede

escrivirse
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prede
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das en la formalacibdn al eoriica 1e |4

Yy ahorihhan cuaido en dueguaso

Lersor»ial,
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son. ti&rege

13 "modia"
listane . 4
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1as ortogoniles, si la tLorsién de la superficie (éf:)es nula.,
Las masnituies te los veclores base de la supe-~ficie pa-

raleia se pueden escribir

) (fli?'B)

en que <, = (/;J > \

( A o * \’ )

y anfiloramente

/60(2 = '“(? Tz (A2.10)

con

”» f/ ;-' / Fa 3 o
w2 = S )'53 /'f gép (e 1)
U Zf?}

Los veaotores wuiturion de 14 sapoerficle paraleid se
deducen en torma similar a oo de la superticie media, eg

- P oy e

] w,"'" . - K-T"-‘.

¢ : :,7/ / / {_,; - &2 é('f 4‘3 o .
/ o [ - A Aty L b g e+ 2T g S48 e R M ( ‘L‘ P 1 t'.’ )
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APENDICE A-3

A 3.1 Cdlculo de Variamciones

En este apéndice se prosentan e forma condensada algu—~-—-—
nos resultados gque serdn utilizados en el desarrollo del presen
te trabajo. Agul se presenta el problema fundamental del cdl-
culo de variacivues conocido ('72) como el de los puntos extre—
wos fijos en el plano y los resultalios que corresponden al caso
de dos variableas inievendiente, También se presenta el ‘eorema

(69)

ae Gelfand y Fomin reilativo al problema de un fTuncional su
jeto a condicionng subsordiarias que estan dados también en la_

forma de ur. funcional,

Supon,;ase como en la fig. A=3.1.1, que en <1 plano, exig-
ten dos puntos Jijos por log gue ha ae pazar ung determinada —--

curva gobr: la cuval ha de calcularge la integral

A“ia‘]"l

oL oque x,y son Jus creu ae reserencii, Y es lg lerivaas de y con
roupreto v $oy P en une Twielén conoctaa dc juus variablesg  Y!
y y X . e Ve YLgual Cnowrva, cuowntepral 1ooe in-
vierte en . nlooerd, os oaeccir, ol oprovlema cux ol el cdlcalo in
L. 1tad, Foere wipon, el 14 Lo TNcG, il 00

pr oernesnente 1a our
wagingy

vy ol fooeonierdn e persote copermainarla, e ojue la inte-

e e AR i k3

it At e SRR AT T
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gral I (ahora funcional I) adeulera un calor cstacionurio; =—--
ademds se conpone la condicidn de que esa cwrva page precisamen

te por los puntos A y B,

Supbngse que la curva que cumple esta condicidn, es vecina
a la curva 1. De munera que puede escribirse para la curva ve

+

cina,
Ylx)= ¥ (x)+3¥(x) A-3.1.2

en que §Y(x)es un cambio posible & la forma de lu curva y que =-
cumple las condiciones de frontera.. Eute cambio posible ffm

vipiva!l se designa como variacidén de Y . Al pasar de ung --

curva a oira, el funcional cambia id¢ valor y este cambio ze de-
gigna Al y puede escribirse

h?
AI“}]&I f-;;(sarr.,... A“3u1.3

4 ) . . \ ,
con que §°1 es la segunda variacidén iel funcional 1 y h es un
Yarametro » Por ahcra no interega la cegunda variaciédn, de ma-

nera quc al iatroduciy ¢l cuwnbio e Yy , para hat ge Liene

b
Fesl=f g(x yi8Y 5'v 8Y)da A=301.4

Q

PR




e € PR e N M b A1

restando la ecc A-3.1.1, enpleando un desarrcllo en serie de —--

Taylor y conservando anicanente el primer ¢éruino, resulta

o |
&I=/ (—g-g} 8Y+—°—£6Y')dx

aXLM A“30105

integrando por partes el término subrayado de manera jue pueda_

despejarse ¢ Y, se puede deduciz

1 =[ay§-—-—;’f’,]:+/x‘§y[~§~$-— = (3%)}d=

A-3,1.6

51 términe subrayade a8 la derecha dc lo ec, A-3.1,06, toma
en cuenta las coundiclones noalurales de Jroatera, 51 la curva-
inicial hace del fuicional I wn valor catucionerio, cntonces ¢
debe ser nulo y siendo SY:mﬂﬂkrann}exceumcen los cxtrenos, de-
gararcce el térnince jue coatliene lag coadiciones naturales de -

frontera y s¢ puede cseribir

A‘jolo&

que en lo cevneidn de Fulay -

;s B P ] T L ] . X
W2l Junelonni o Loeo doeo1Aa oornn

g U e 7t b o S € ke, o s
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di, b,
I::// ¢('~’C,‘J,W,fo,W,;JW,x3)dxdy

A"‘30107

o
x

n

¢ que W= W (x,y) W, x

“uler resulta ger,

€tCsy, 1. ecuacibn de —mm—w

)]
X

9 3 o9 ° 26 . 0 dp

ik rims e vy,

OW OX dWx Y AWy 9x Ay aw,xy

=90

A-""'Bn 108

. . . : 6
Teorema de gelfand vy Fomln.( 9)

Congilerese huevamente el runcional A=3,1,1, rara el jue_
8¢ pretende encontrar la curva Y=y(x) e ia al funicicnal -
Vit valor estocionar.o. Las eondielon:s eun los extremos, son_
Lutva.ente, que la onrva PAPC por la ,engn Ay B, Pero ai.ra_
SLUpol age que ¢l funcican) Ly debe satiglucenr Uit condielén gee
1leiceral y que esa condrecidn esvd lnia e +3 Doraa e un funcig

NAL, ¥y ze ouoribe

k
. YA, Ddx =
K (yY) / 1¢X Y 4')dx A-3.1.9

Q o

ey
14

27, ST UONE | Cui.:,ti.»ﬁt?.

R et iy 1 e g
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S1 Y0 re conouee Gnovalor exhreens wdxine 6 pindme doi

iy

Y, : . rl ~ . . . s Y md e - . P “ e :
uneloast Koo ocltone oo CALSLT v euastunte A Lzl ocue 1a curva

yyt=) hace el n.eionnl

b
( +2q )d x

qQ .
A"J.1b1l)

/ -

UnoLAaxiue 6w, id-iin.. Q. ~i AN LT0 Mice encLonces la variucidén we

Yoern L Lsoran odietae anves roee A-3,1,.), Furo uoora se Linpo

. : v oy s C oy s e - . N I :
e conu COiuﬁlG*;;.cAJLCAxJuLl, <8oze e ol tulcelonel K oconsirve

el riigso valor, antes iezpubs oo 1o variaeidn, ¢s deeir

k[9]=k[y)
A=2.1,11

Y P ; LE S ‘}‘7 Y S + Pl o ¥ VAL Ty LI IS AR . Ly g ! '
CiLwue 4 ep la rrarect.r.n vooiaaa 1o la esiva Y oserin 1o oxe-

peesa la e, a- o, 0,0,
. e .i" £ R 4 P o - c e , o ) PR . 3
FURFAE WE G S S PR N $ . TR N R & ili. PRV N 2 P >l! Lll{{.} -1{'.1 "fciii.icléil '18
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3o 4 PR . N B . I - L . ,5,¢~. " )
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7 [ ] \ N ] 4 A e v
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- i

P o v A q ) - s vy oy
ceon i conarotdn bW 2.a e oo Muoelonel -

st

LACLAL 16 CU .

kK (4],

- ) S 4 HELU L LI LB r M Y YT : '=
oo oo Lowld.. P O S Y St L (®)0 1w a que el Juncional
Koooluine o valor 2utre.o paele aclurarece wodizstie la ec. A-3.1.1¢3

en  visoag do gue SA K Soanm o valor extrenc el téraine suuraya

do eoapareee, gusdiialo la zeuscidn airlerencral A-3,.1.0,

.

¥ Fonin. “n ellos si

(71).
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Lade el suacicnal

sean las couadleic.es tta las curves ndrligibles
b
Jed=A o ydkl=B K[Y]:) Gqix,9.9)dx = 4

o
en que KlYles otra Suneclond, osen Il9) un ¢z irvemo vara ys= y(x),
Intoices gi YEYX) LU 93 Wl exirens Lo K [4] y 2Xisbe usa oG-
ante A Ll gue Y=oy x) eonunce 4 i exbrenc pera ol Suncio-
nal,

b
/ ( [ )\(;1 ) dlﬂ

€8 decir, 9 =y(x) seiisface 1a ecwnidn Alterencial  A-3,1,

A S e P A P

et
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LG . 40 lan Juniclones gue en provlengn SQ see=e

in, enceria,  or ejenolo ajuellas rercclonati.s con Teacmenos di-
cos, poseen uun crallacas A0Sl Naad Coro propieasza ieé oricgo
nalis iaa, LOouIL L oLpe e fule.ones cf:,(g)‘ ,¢3(%)_”¢h()5} Ge 1100

que acn ortosoniies, ciuande se cumple e

7
(k)¢ (K) =¢C SOV
/gc ? 6 ?i, ) ' A= e ]

o G0 e 1oncioies, pusde resuliar oridogonal
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*‘»;r . l-Jl;; #

o la fForna

g,
u&?})%i(g))tiéﬁ)d5=xu PAL U A= by, o
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S Ve al introducir og--

@,y 8ol wrtogoaales, -

Su_orgese anora que el arycclente polinonio debe ser Je grudo 2,

-~

y ¢ la Jurua

v wsf res.lta

yoer Joroa anloon,
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Bstog polinromics, puaeden egcribirae,

oW
B

A

R o=z (381
R =5 (55-38) A-3.2.7
P, =5 (355 308"%3)
Bo=g(s35-108vi58) |

o
0|

H

>
®i—

y s8¢ puede aemoatrar gue

[ Wy

**'-"'"‘g(&& +ZOR +TR)

(SPE +28R +27P,)

Uc!’“

b

Lo o ‘
ggﬁgﬁaa+5ﬁ) { A-3.2.8
h
b

25508 polinomioca, satisf.cen la ecuacidn diferencial

' ) d': . dj )
|~ S L g S J0 R + i 4o

QuHLAC O 00 Ll enLere Loditlvio,

Lis nlsmas relecrones deaQlaay antes pura Loes elneo fiv e -

v netipomios Ao begadare, paean logueirae cowe en caso purti

cular e i rormvla e doarfiuen, Los pulinencn se leducen,
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en lg L'orma
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LO5) =55

n g
‘ ¢ E
- B e - g‘. !

i N
n i dgﬂ ¢ Ao A~3.2.10
Log LeBLLteygs MUC aqad ae b eaueido, ge Ubilizardn ep

el curfiulo q, AETUVeehando ja Fro dedad se ortogonalidmd.

En e T, A~3.0.1, e ALesSLran en Loy cratioen algunag
) ’ L 3 ’

de egslag Lunciones, “noesta AN puede verse que g propie

dad ge Crtogonalidad de 1as tuncioney Py (51 pora R =2 -

y
implica qie el arca COLLrendida entype el eye g J la ciivg ww
ael, Polinoriy ws C L0 Y oque woo Al BULanento VELATLICO 0 yy yge
lor MBulo, o nulo, Jlenoe Lo QLra rageon e su fuersy y BU -

Lomenteo resulishite 40, Ly, 51 oo FLCien Se lan funciane; cono

ﬁimtfibucngcs Geesliarae e, ceenoreee1dn,

LS R



s Curvey |

.

Pl Fvipes LR s

9

T R e e by ety

2.4




1.0

0.5

0.0

-0.5

-1.0

od

0.5 P (L)

POLINOMIO DE LEGENDRE

F1G, 3,2



| & 1

APEEDICE A

ECUAC LONLS D LoULLIbido

En el apéndice presente se dedncen las ccuaciones del ele
mento intinitamenve pegqueno contenido en el cascarén y wmedian-
te integracidn a vravds del espesor se deducen las ecuaciones
de equililrio en un clemento finite de cascardn, Bl elemento
infinitamente pequerio se caracteriza porqus sus tres dimensio-
nes son cantidades iiferenciales, en tanto gue el ¢lemento de-
sirnado finito .atd delinido por dos dimensiones diferenciales
y une de magnitud considerable © ipual al espesor . Como se
indica en la figura Al al pacsar de !la superficie media a una
superficie paralela y gque dista 4 de elia, las mismas cantida-

des d}hi y dp~ dan lugar a clementos distintos de volumen.
. [

51 se hace d4 o= Cen amtos casos, solamente cxistird ladi
. ‘ ._ ! / .
Forencia ontre las mapnitudes f%; , X YfX§ , X7, CUYO cocien

-

te sSe adesipna:

/ (A4, 1)

."’ P -o—z
” e / ¢
C *) o R - .:; / ‘/'” . -”:._‘ )
‘ - L2

El prope b0 cooncion s AL, L cn cetrictamente valido en un sise
et de e feponela ortopanal y e curyatura principal, en tan-
to cur céie o apeoaadan nee vATTdo onoun vietsna ortogonal

Y onoo e ripnvatiarde proacingi,

[T A A . FE . : B [ T v . - o v o, - s Y
Pl S A A I D b S T S O 5 T S O | ;“ek,?s.,!;(‘i'& 2t 44 i;i};.3€ ri}"'

YA f
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y en ia superficie media

s 7,/07 old, B,

el

(AL.3)

otacidn

2 =

utilizando 1a

e by

12/

(Ah.4)

L

se tiene

VA : 7
Vs o 2 (A.5)

Zl conjunto de esfucrros gue actlan en el elemento a una dise—

tancia z, ticvne resultantos en cada una de las direcciones, u-

na de las cuales es, por ejemplo,

u*,‘?

/ .‘Z:./" ’C}C/// 7 4 C202 /2 / Ur3 7 (A4.O)

que representa la fucrza que actla en la cara normal a 1la curva

/43 y €5 la suma de fuerzas por unidad de! 4rea en que actidan,

En la figura A4.2, a0 muestran los esfuersoeos en las caras del
& ’

tlemento, Debido a que en una sistema ortopgonal, se tiene

‘)C = oK 1 0(;7: de donie,

- g

'

andlopamente

.

2 o= Xeh XA

— ~_,.,,)

Elalpa T3 4 Vs 10 (AL.7)

- — T - . i
,} ! A e 4 wy " £ T )
’cz 3 t,)‘/ ‘,{7 \( 2 e PAr 4 ‘i'l?," /f ?‘ { “’ /') L/ (AJ* ké}a )
‘.;:)_4,, ; K R ‘“"?"“"’ P »‘-ﬁ-)
: P K -, e [ , - ‘V s 2l “'Jf oy 3 o
£y 0w KXo (s o A S TF Vas 7 VAle.s)

caLae o resad

),
A

ol tlen

STIRTY G docd de ‘1,4? y Je

\ui a{‘ N j;’():'
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Aé.3, al pasar de una cara a la sigulente c¢s una cierta direc-
cién, las resultantes experimentan incrementos, 351 9e suman
las resultantes y sus inerementos, tomando en cuonta el signo
relativo, se deduce la condicidn de equilibrio, Lsta condicidn

28
DF, RLE Py
£ EALENVINY % R it R 253
B+ 55+ 4 VA
- (flaf + ;é; ra 123/) == O

quedando entonces
£) # P2+ Bya = 0O (AL.10)

en que 4 = 22/t y sc le ha asipgnado el Indice 3 para indicar

la derivuada con respecto a ella,

Tomando e¢n cucnta las expresiones correspondientes a las
resultantes 'ﬁa,dﬁ; y"ﬁé (ccuaciones A4.7-9), asf como las e-
cuaciones de Gauss-Weingarten del apéndice Al, es posible dedu
cir el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de equili

1ibrio en el elemento infinitesimal,

Fcuacidn A

/AO(? &//)‘//‘/L/}“/C(/‘é({ié’)/

f¢%g/éﬂ3%b)ﬁm@3(&#cy(4ag)

, R , . i~ iy " p .
;&-{‘ // /) V3l X, Ay ('{/‘7..3 74. / 0{, c/z A .‘,;(,3{ / = O (AL, 11)
. 4 ™ z)f l

Lenacidn b
a P R .
¢ (_,r\‘: {_,"3/(7;/”[ / K /)/( ( 2‘?’)£
v} dog ;'/e

r

)

e e
v Xy 2 h) ( Sl ,; A A ‘4-"‘.)(' Z "’J?’}/’)

"4 iis r - N
AL ’ | /.7 Ay, 17
;’L “‘ /) CJZ {.... ("{I('{ i j 3 ?!’ f: f’) -‘i;(;{g 033 R /f smw O ("{.# i )

I’,
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beudacidn

» . o

/ P, e / v e ) / / Lot /i 7

s i f? ;::" {/// ) 7‘ e ’ /'5 é » v’;z Jos s . “2 ) W/ /
2t AR 2 S 1 ¢ 2 - <y /

y

i

)
~/
Una ves deducido el sistema do ecuaciones de equilitrio para el

: . /:;i// ’{? {'«:32 "f = ()”/) ("!J:}’,,/f; 3 (:‘U}. 1 3 )

.

clemento infiinitesimal, es posiblce establecer las que correg-
ponden al elomento tinito, Gon este fin, se introduce ahora
la siguiente notacidn, que difiere Unicamente en detalles con

{(5) (26)

respecto a las utilizadas por Love , por Vlasov y por sus

seguidores:

Fusrvas

N T e, Sl TR it

7 ’/ " } l(
¢ F i g N ' it o r.....
Iy / ' | Big e pore 4

iy
n
LA
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Ny
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i
& j

- ?« "{-_/ C (:ﬁi ;.)/'/? )yéf'?}’*fi s Pl
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50333 o2’ = )
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) Momﬂntos

M) = ,/ : hic, Uy 2 ez

v

4%2 ré 6@; L

( (Al .15)
f
/V/Z'-: /5('/ (//! 20/2

3:-?

W - /;;’ bl 2 o

Ahora integrando a través del espesor cada una de las ecuacio-

nes A, By €, es rosible deducir el primer grupo de tres ecua-

g ciones de equilibrio de las f{uerzas definidas en el grupo de e

3 cuaciones A4.lhk. Procediendo a integrar en ¢l espesor se dedu

ce.

Leuacidén D (A)"

/./?M ;’ / + /;// QS/: z "(\/%,/f{’é;fa'{;zj}; o o007 .,..’.{ («?} - J"’ (A4.10)

/

Ecudcidn E  (3)

[

- a /,." 7 A , . / .
/ﬂé A{Z? F A A Mo 2 Gy g ety B Pedr )

beuacidn F o (C)

r}/ 4';? ’ ’ 7
AR ARl N "‘} ) Va4 ‘% &z/ 2 (a4.18)
f’, g" oY X2 ' /

tn cotns eccuaclones, 5.y 8, son lao Tuerzas tameencicles en

’w..

ﬁ

Ta ajrcceién de Tar curvas ac referencin v covre 1a superificie,;

aderds se ha supuesco q = o,

-i" e fi,f%z*s—’s: Ths! p}rt’n sle, sndivar taococuaeidn aaterior de gue
of decusitly e @quzdn

185



l.as ecuaciones que corresponden al equilibrio de momentos
se¢ deducen de las A, B y ¢ mediante multiplicacidén por 2 e in
tegracidbn a travis del espesur, Asl utilizando las definiclio-
nes del grupo de ecuaciones AL l%, se deduce el pgrupo de ecua-

ciones de equilibrio para el elemento finito en la forma:

Ecuacién G (a)°

- /‘
L/"(z"'/’.f;]/ 4 [0 Mrefz = Ao My #4254 @) = 0 (M4.19)

Leuacién H  (B)

Gio Mor ] g [0 M [y Ky M # X by -s @2 = D (14,20)
/ /

N

S Sy 4 e o (Ak,21)
/@ e/ y) D2

51 en la ecuacidn A4.21 se sustituyen las definiciones cg
rrespondientes a T AR TBl como se especifica en el grupo de e
cuaciones AL,l4h y las correspondientes a Mlz y M?l especifica-
dos en el pgrupo de ccuaciones AL.15, y si ademds se utilizan

las definiciones de C] y C,, se puecde establecer que la ecua-
L.

cién AlL.21 B2 convierte en

( 4
/ /‘.’ Y, / fﬂ! FETS - - -
/;[z/ ',,’c')’? 7 (2 k"ci"'g a . < i ) Jgé = <
- - -;'1‘ ‘;4’ /G’! PT h
}“lo R
? \ /;u ?” / / ’
~C' - C’I = g m——— /-m‘ ;’- — <2 f?" >l
’ VO SEay> ( £ 22
- a Vs S ) & & 2 L )
T - S S IV A ) = 5
‘T e R (T ’/ /e >

de manera aue ta ccuvacidn AdLel vo reduce 2 o la forma

. Wt 7 A I G b bt Wb W R g R 5 e

tAdqul mmevarente la lewga en pardstosis indicn la ccuacidn de
]

Toene s dedia o b noova ccuaci i,

1



es decir se satisface jdénticamente debido a la simetria del

tensor esfuerzo.
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AENDLICE AS

BCUACTICNES DE CSONPATIBILIDAD Y ANALUOGIA BWSTATICO-

GEOMETRICA DE LA TEORIA DE JOS CAGUARONESL DELGADON.

En los desarrollos de este apendice, de usar&é uu sistema
curvilineo orctogunal 48 referencla pero no necesariamente de
curvatura principsl. %1 modelo de deformacion que aqui se em-

] . . WY o, g .
plea, ha sido usado por Groen ¥y Aerna(‘ ) Aernakja)i Golden-

. IV (1\ . . ¢ i ) ;oL 4\’

veizer' 7, Mushtari y Gullmov(?j), M. kodriguesz Gabaklerokpjf
(96) , | o ;
Reissner y Este mojelo se ilustra an las figas AS.1, A5..0 ¥y g
A5.3., Bn la fig 45.7 s8o muesgtira el vector desplazamiento y en f

la fig A5.2 se nuestra el vector rotaclion, cads uno con sus
componantes respectivas, Lo guperiicie defoprmyla 3e caracteriza

per el vector
mwp gt it " -
V=L AN SR (R5.7)

ref=rido a las cowrdenadas,érylﬁg Yy oque 88 oxprasa referido g

“ A 1 I : »
a4 noordenadam/&xﬁi que corregponden o Lo tupsprricle defar
wada como

i e ., ¥ . 2 (e e
/i,')“’ﬁ - /{)&W//‘i;i.f r / { W s e

»--‘N
nodao e Y, el o yestor (/ ae Rl e,
n-w}b— e i ~ e * ...-*Wt
o S 4 ’ ;oA P
- . i4r P 3
(. Uy 7o e Ty p W7 L
ionaehama de eelovencid oriyinarasiLe SULorons . e Convierie,
dompgos de o detognacfon e g Sanbent cuYe gl .0 vt e
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S = ?‘T"‘“) (A-5,4)

giendo

2 4 g (4-5,5)

L Cantilades él y'é)g YO mUeytran ep la i, urg A-5, 3,
Debido g la diferencin de hagiiitud ge egtos éngrlua, el vector
Nornel a 1y Superficie medla witey ae Ja deformaoidn, Sul're ung

rotuacidn angular alrededor 1€ 81 wismo CUya magmityg ey

t) - J/
d’ “ o (A~5,6)

.
“1 vector /7“ggraal 4 1lg stuerl'ioje defor;nna, HUCle pe-
e
Presenta-ge N Yérmines del veeror herial 77 4. 14 Superiicie -
: o ! )
origiual y oo téru;xmusaxe Lo dnciiey M } 2 que, oo 32 .
3 WJ L , ¥

Micstra ¢ 1g iy, A=y, SO 1 CUlLib v oy R DT TR o vVee-

i

L - [T
LO}1 -l 3)-"- £ 47y 1Tt g Sy e 7 'l vy ; :
. Criv.l d o Ao, uu.l w " 4 3 &

L4 yaol
ra Colveryiree LI Lo VECL oYL )71,; S G a HUy el ioie wefop

o1 St liel e UPisinal pge

laon, Lhlcnoey

-

. s . - . . ch e o, T, X P 4 oy : .
R S I vﬂaibr-ithhu A A L4 STy U0 Juran
- - Anpa

[SLER 5| dolaryucgén CrRperirernyg R R Te ] D ST AN TR I SWLer’ ey o
* o
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media, es decir la cantidad vectorial que tiene gue pirar el --
vector normal a la superficie medis original para convertirse -

en el correspondiente a la superfiecle deformada, se puede eseri

bir

weniion

w7, ”")42‘/;;”7")77”'; i f;;h (A-5,8)

segin se deduce de lay consideraciones introducidas en las ecus
L

cicnes A~5.6 y A~5.7. Tamnbién puede deducirse haciendo (/=0 ,

es decir llevando el origen local a coincidir en la superficie_

media origiral, En este caso, el vector
7 - - (A-5.9)

que se ilustira en la figura A-5.5 es paralelo a la superficie -~

medis y ase puede expregury en la forus

L

e el
= 77
7 xR (A=5.10)

en cuyo caso s¢ comprucba la cxactitud de la ecuncidn A-5,.8 a -

travéa e lag ecuaciones A-S,6 y A-5,7,

Loz cantl tndes wtilizaas pueaen cornocerse gprovechando el
hecho d. que el wigltema locul orijanel eg ortogoennl, Los veeto
res bugCe Jue cors sponden o la guperiicie delorsnde so o deducen

de leyg ccouacinues A-5L,1 ¥y A=Y 7 gon

gl

7 = /
A" Kl + Uhx (K<r2) (A=5.11)



con magnituaes

(= r@) (4=5,12)

a a; (A-5.13)

/
T
Iz = -

Estas relaciones auvngue aproxirmadasg gson adecuadas en la —-

3

teorfa de Jeformaciones pequenas [en Qe &0,005), 9 se desig
nan los veclbores uniteriog wobre la superficie deformaca como

—’“
Ja es decir,

AN Iel, (A-5.14)

Be wpueur comprobar jque

AD/ < 77“',55
WDy = 7247

CITLE GQuuivies se corprieban en s kg A% 5

(A=5,15)

1o brapere .ol cuadgiertel enodeogu eriiele delornada

———— iy A — N i V. 1 Q- 0, B emitiaz k. Lo b < i

3 iy e L. T e g ey a R R, \ - . N A
De coaesio con L nociones shurcduel oy o ol ppellarog -~

. oy LI ~ 40, N P N T o,
A-1, la priceroe Dorpa Uoooboe bl o exXpi. o

pear’; Pl

"
(.,74?5 - *--*(ac ‘ "{,4



y de acuerdo con la ec. A=H,1,

Ay’ = (G +0in)* (da # Gp ) (£-5.17)

en gue se ha introducide la aproximacidn utilizada en el grupo_

de eccuacionea A~5.13, Vegarrolicndao la ecuacidén A-5.17 se pue

de ~geribir

bl

o« éZ; ~)
s = (14 278 # :r;‘éffi/b“’/" (4=5.19)

¢ introduciendo la notacién

~ . (A-5,20)
s¢ egeribird
4 - p,
Qs = (17 ys +Eax ) 0 2 (A-5.21)

donde Eﬁé ge denigna .enpur aelornaci fn.

Las ¢ ntiander cexprescdas en el propo de ecrvacionee A=, 20,

gon reslrente lag aelorpecicner wanbo lineales conc aingulareg -
soocn pe aespronde de Lo ogngaiente; jarsLrecdo oo la primera -

de Loy cege A-DH1h we pucae ver gue

g » it

' . -4
0 (Gy + ), e
’ wr S

L7 s v

TR RTINS



e -

¢ A

\. i/ m.«-
Wy = S /é,
%,

que colncide con da exprenidn dc & obienida o partir de lus ac
fiix.-ij.ciﬁ!lleﬁ A-.‘)":)Q duando se nhacce L‘-}Q‘ - df.)’( , ““ &;E‘-flerﬂ.l., 30

agard la siguiente equivaleacieg

!

g, 3 - (A=5,22)

Wt

, se deduce
)y @, =e deducen

ULV 80 ve, Ll calitidades €,y €., a)
: [
cono ¢l prodaucto egcialar e dog veewores anaidgmionts s lo que
. . H § PR 4 P )’( ‘v }';f s .. red gy b ey 7 . - L3
OeuUrre el dan e tidandes 1 y & oua slotena de refe-
Lo
reiacia orvoonnl se o preac 2 corule usende log rupos de ecuacio

Tig: 43 Fs““l,,} . L Y A~ Y 5 y

— _— e
“g"'f*’ e SV ‘?)*/;' 7- }/; /]

gt

w olf ] ) - t A;-i-- f )-'5 )}
(7‘;2 = ff’{g ;:? »,rs‘i ’f“;",f,f # \}’g? f.-*‘f Ja j
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2. Segundao formo fundanentgl en la superricie detorindna

Nuevanmente sex 18 definicidn de teaseor 4o curvatura in-
¢

troducide en el upéndice A-1, se tienc ahoura pura la superficie

deformada

#*

“"’f"
bgs =

o
/? ] ,6

~ = (e #Un)" (7 3 very,
(A=5.25)

” é’f’ Ae s~ U - U P

Bl térmaino subrayado dos wvecen e9 un Lérmine no lineal que

N0 se considerard en estu Tormdacidén gue trabe cun aesplazamleln

Los €y y Uz pequeics +érmino subrayado une vewn, conticne

' , 4 : , | « . .
casitialdes del orden de @ Gue son Jesprocinbles en el tipo de -

e

casearones aue anqul so ectudiag or ejemnplo hucxenm36134/ﬂa/

ge puede ver gue

—e - ) o, ,ﬂz ARy L(nﬂuy ”{
U_,/'ﬁ?l/ U{,/ﬁ"‘/‘({":’ﬁ:; ;‘ﬁ;(/’s /ﬂg)d’r‘ ml)

. I LY N s N . i P PRI I p gy g . o sy A 4 L N
A one Le oui.-,i-.z‘\feb.a Lo arterior, Q0L innthG b counaglolg A*-,,H;'_)

et ik e

ad : —in
by ~bgs = - G- .\

Yorenrostnte ol dnetanenle v o CLvaTury pe al Pt Vgl y
P . . O T N 1.
verssdoonrose L devoriaoa o, S S P e roedaen o Jtyo o Mpaere
ToQar GIlgial,y L0 swpreat nas CL s o Ty 1ee A=] 6o
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£ &
= - O
A z %

én forma andloga los cambios reales ae carvature al pagsar de -
la superficie original a la deforraua ge CXPresan como

. by - b
A?/J = Xx A5 (A-5,28)

0 8aa
tf’,?d = - 72 v --or"
/e .,,
vemdi® . (A“E}.‘?g)
/f’ = - o I x
AR m o ia s G

oLservédndose asf entonces le analo.fa existenve con el grupo de

ecuaciones A-9, 20, Tomenzo on cucntu la ecuacién A-5,10 que -~
=gty ~

expresa al vector /2 en términos de .2 y B¢ puede escribir

Laa?

'PV, = ;7*)(7;( * :‘;%A- (A“ﬁo}O)

Yy asignando los valores adecucuos a los 1ndices o 7/5

’e’/r”};'ﬁj'ﬂ/ﬁ

&y
f” ax "‘/:." :{.?l_t : ’f’
/ ~ = A% __
WE (A“’,‘-31)
Arg w Jo - m—-ﬁ’t e Gy
) w ,.;_}/g.{:' - 2

s N SO cee b s NN oy er . AL . g Y e v -
wpreando cntag CHETesLones oo puailie CSrlelr o Laa dori-
o
T \ 9 ] o - Y R i, N = vty P g 5 -y ’ . IR Y
vasas del veetor 2 en foila endlo s u ocoro ge o Ao log -



e
derivades de U , Para eate fin, es neccsario intreducir las_

cantidades

2, = -
o= el F M)z 7 (A=5.33)
=013

==t CUSe * T

Jo= Lcuunciones de compatibilicad

La dzduccidn de las ecuuciones de compatibilidad reguiere
wl estudio mds cuidadoso gue el que & mermdu se pregenta (35).m
Dado nue un cgtudic culaudoso implica ciertas consideraciones -
scencreles, es mejor intentarle eon base on el cdlculo tensorial,
En otro apéndice dec cste trabajo se pr sonts usa Jdiseugidn de -

eghe t1po que tieunc por objete nwelerar alg nns de las cuestio—-

nes pertinentes y justificur lo gue ahcra habrd de presentarse,

en notacidn vectorial., Le presentaeidn que uncea ge huce e
disentide inleilalmente peor Vo 4. Vlasev (rei's 26, p. 230) y na
gldo anplicrente q2carvoliada por ddveosuos auborss oo, La_

M VYT s . - * W r s i A Tyos RN SN : 3 I 40 L B v FIR TR T ETS
.: I [ ‘{'a;dff 2.1‘.1 - A RS [ S o l,‘,!f,ul(‘: 1 ..;-l PP B Lff LL!] ii,f“(’m}{i, i1 ifi i i I ENTE 638

gt

. Y ; v ey . . s M T BN QN 3 B L H . P e -
taa v ] tornvad e . Lm JCL DT Lo v L S RRRPRE icie medla e
- -
o Y L v g | 2 x k! R AT e Wy ; AP S Al
CLDROLEY L2 ANy sul Veolwl g U JZ s L) VTl (3’{3,
e
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Cowmo funciones de Llug coorderriains ge sy osuperficle, serdn conti

mMos 8l ge verifica uue el orden o ia derivecidn no altery el

regullado, oz deaqir si ac curnple
e
c%d/ A%Je,) éySz ( @5,
(A""S . .ﬁ‘q }
5}5/(.g%5l 5%5“ (éyd/
e Taa ccuuciones A-b.23 y A=5.35, ae conoven lag prane

ras derivadas de lon vectores M&; &l verificar ls deri
vacibén come se inliedo €r CL Mupo de ecuncionesy A=Y, 34 8o o
duce, ww  cuwcidn veetorial de cada una fe ellas, Asl se ob-

Viene para la irimere ecuiciin,
- ' »
70 [- Cati) s 4ty - o) ¢ oty - mie g7 VG

77*/-(*’:(’ ¢ Do Ay («),m)‘: S A, —&n:.r.}:-j b (A= 35)

R e ek e ST Rl Mﬁ‘} ﬁ,
o VG 2’ r
@y £ ] = :;::7

youl oireviar see coeiloionten 1o Tos YOoetoras puse Wild L 21' 3085,

”’[. &fﬁé' - 5”'& /4 ‘V;“i dfjf S~ a);n’,.ﬁ

AL

3¢ obtierc =1 oo lonte vl siosens e QUILCLCLS G compati

balyrde.

(Wiyns), 2y ~a6), f**ﬂ”&f’"*ﬁﬁ?fg e
/ :

&2 gﬁi j Jg o ’/’t‘}l‘}; ;e o (;;fﬂ', v ¥ -(;fa if? L] (:) e
fll‘f‘zi o iﬂ‘?lf.’}i, { e, 1('{/‘, - f{;/ . ¢ :
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'3
“"oe:w 7‘4?;9 ~ .Q?,L..f.;;,ﬁ g.:_g.a e

X Y Ka

En forma andloga, operando con la segunda ecuacidn del ~-—
grupo A-5,34, es posible deducir el segundo sigtema de ecuacio-
nes de compatibilidad. Este segundo grupo de ecuaciones gc eg

eribe como:

- (1 Ko ),/ + die Ky + (d, 'ﬁz),-r + afy,y K1

/?/ N /i'at O
Apa ke + G Mia)s & Aoy by = o) (K02 (A=5.37)
«, % e B
»> T L -
/PII y‘ /f;
”1’ ~I ..?‘ o, ’”{ f‘; {:‘”’! (ﬁ} 7‘&/) — 0
A A R

S1 resulta posible considerar que

/D,::ajgz.g?

°

0 lo gue g lo nisne, cuando 3¢ acepta que e 0 Y €N CONnpe--—

Cuer.ciy puede eoeribirse

¢, v Gy = & (A-%, 38)

que se traduee en
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/,9)’; = dr Ve (A-5,38)

en que Lre 7(2/ 306 lag curvaturas en la guperficie como se de

fine en el apéndiice A-2,

Intonces el sistema de seis ecuacloncs de compatibilidaed_

contiene seis incégnitas gue son €y, O “), £, 2 v @,

Lediunte el desarrollo completo de las ecusaciones que de-—
finen & cada una de las variables gue intervienen en el sistems
de ecunciones de conmpatibilidad, al hacer la gustitucidn en ep~-
tag ccudciones, es posible denmestrur que se satisfucen 1dénticg

mente,

4., Forme explicita de las exprepiones de @, &e W, £ A%
7,7

~ediente el emplceo adecuado de las ecvacrlones de Gaugg=——-

Weingurten, decuciias en el avénaice Ad , woilizanio lag ecug-—

ciones A-5.0+, A-5,51 y A-5,32 wuf oowno las definicioneg de ==

——

—
{/ J? 1utroducidig en lus ccuaciones A=5.3 vy A-5.0, o5 poai
] ——

ble Jdeducir tag  xproesicnes leseadas, Aol puiy CQ,e§~u:ﬁD

Loy, Lic X1, 2 W
= ool A il S A A
< o1 7 o) K2 A%
, &
C’;’? c ‘{.—{Lt " Uy d’,f /‘

[ —a—— - - —_— "ru-i" )i‘(:
G 2 ) A2 Tz VAT

S

. Ay /Uy LI
(D T ooy LA 2/ fa"r Cory /2 el 4
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O utillumanio los ovwvisuria. oo la superficie, e vy

& = _g-id + batts + o

b = 5_{!:_5 -+ {w({f %/ézﬁ’

& = {g&i + %ﬁ.‘uﬁuﬂ&—-ﬁ/&’t A2 R W

en o que /é, & V/ﬁ, y x(‘z = %f’z A{/f = ‘y/f.’/t

Los dn,vlon Y’] y }" sue cefinen o lawu curvaiburag see--
<.

waeden eseribirse

Hoeo B i

W,
e o - ““;f ~ Sy Uy ~ /62 ¢,

A4 JL O n LC o iy AN A "-}:;;Ei:i!”" Wi I A e R ; L fif.fiif}&:li

07
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ds (A~5,42)

Haciendc las sustituciones pertinentes, se encuentre para

el

1'
& M,
&G - ";;“ -;—-,—f-} r d“{"él ~ALy d ~ Sl e

/é/z (“/4'/ 5 (&’za‘i)/] ..L.[(,d’;); v‘&/z “e)/]

Loa t4ridinos subraya .cs suclen despreciarse en las formu-

lacicnes d¢ autorcs soviéticos pare low fines de la annlogia es

{1411 co~reonét>rica, Lug cantil diizen subrayadng son realmente pe
L) —

quefiag pura la mayoria de loy cascarones usuales cn ingeniceris,

4 0do oue ruelie encriblrses

Vo WA H':.’:.
=g (), iz
/
K o AL s ir?,
L5 a2 Ae /2 7 ;) l” (A=5.44)

(/5?L 2 - f%/{{7¢{/'# 4’2

voasl o oo ueucr o con o tng e, A=,

,};...-::
/-




.  Reluciones no Pndales entre deformaciones 6% & y‘a;
Y desplazariento w,
Las expresiones no vincalas para las deformaciones, pue-

den deduc!rse de |4 relinicibén del tenzop ieformec:ibdn, en 1la

forma

Uy 2 /12
éa = ‘%7 ,Ladkﬁq. # /éJV'%(ﬁéHK} f‘(;;j)

t 3
CD = 6&3 3 égL *.,6t&$1‘441&@ +
ai o,



Superticie deformada

FIG, A, 1



FIG., A5,2



FIG, A5.4




FIG, A5,5
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APFIOLSL Aoy TIOJL1G Ta L, o lCUnl SInvLe

ab,  Qlodelo ao decplazamiento de una roperficie paralela

- ———— A ——— e ——

ala wodia v locaiizada sntre las superficies extremas

de un_coscarédn,

Un modelo de deformacidn quc no adopte la hipétesis de

Kirchoff o de las fibras normales rectas, puede ser

W = W22

(AG-1)
Ue = U +adl?ea3dy

) 3 . . ,
&N que W(?;’ ;(,8((4) son fuacicnes que van a ser estatlecidas,

Un ncdelo quizd wfs interesante se pucde escribir,

W e wrawlsa? e

L (ho-2)
Ue = &1 el el s g2

o bien

W = W+ < (563
en que w &/ reprosenta una correccidn al decplazamiento W oy

que e escribe

W o 20 p g2 @) (e =4y)

Uy = 62?}#-((..-@} (A6 =5)
Coyr (‘) (Z} a}
Uy e —a " 27wy’ + 298

. y 7
(:Z“Jr d;o) v 2 C(«},

(A6-C)

Un W ouen oo derplacaniontos que correoponien al modelo
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J
»

de Hircrnotf, 1o coeoeln e agal e ol ue pma olienor oo re
anltados que se doducarn, soi Aplical Tes g loo dou modelos de de
formacidn de las ~cuaciones dp-] Y du-2 vy onoconeral g cualquicr

otroe sinilap

ENdns ecr. AUG-S y ab-n so b Introducido e separacidn:

() g/ )
“,; = a ! s / (aG=7)

con lo cual oe pretende e proconvar lsointeraceidn entre las
artes G# L@

partes Ue " v e’ . lan cantidades A, Juo pdeer las veces
de rotacicnes, sc cucdon suponer formada: de dos partes, una de

. 2

ellas delida a la hipdle:is de sircabioff vy o la otre esnuiderada
adicional vy debids ol cfecho de Lo comroninte de correceidn,

icl ne pucde cxirecar:

oy

(;J ; . Y
“‘( = - }z o @ { AL - )
CE e Lo dntraadsido

v . Y (it -9)

R

(4
{/;*-f (Al-10)

Poyidy e SRR T SR RN f R S Job iy B Ef }“: v ey



en que R cs el mayor de log radios Rl y RE; debido a que, para
valores mayores de 1/l,, , las curvas ortogonales de rcferen-
cia en la superficic media, dejan de ser ortoponales en las
supcerficies paralelas y ésto modifica las ecuaciones de equili

brio y el valor de la deformacidn d@, ytﬁba {(ver cc. A6-32).

De acuerdo con estas consideraclones, el vector que define
el desplazamniento en el continue tridimensional del cascaron

esS:
I =~ & »alf + 72 »22(df0 +d¥7% )
+ 22U U T )~ (w2 w®) )T

de mancra que para el modelo de Kirchhoff se tiene:
T =t + d®F ~(- Ye)a 7 -a- B)aiE cwi (i -14)
X = )2 )y = - 22 )aji -wii

y para la correccién:

Qe = - %’);}f'_(%x)e}{- 205 v o2 JF

- J =

El modelo de desplazamiento se¢ ilustra en la fip, AG-1,

Av-1 Deformacién cn el modelo tridimensional

Ademds de las dcformuciones scotre la superficie paralela,
es neceserio Jdelinir deflonaacioncs en planos normeles localmen

sie se Jelbe tener en

.

te a la surerficl , pura que esto sea poci

cuenta gue los parfretrox que caracterizan estos planos son

Q/J (/d’,) /Sz) E) = / (1’1()—16)
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ara superticiecs paralelas (espesor constante )
P [

b,g = bz # o

Que sc¢ cancelan si las curvas coordenadas consideradas como ta

les tienen toresidn nula (ver apéniice A2).

Para ¢l modelo de Kircohof! se puede escribir la deforma-

cidén en lac superficices paralelas como en la ec. AS,13,

-

4) ) g
/6379 - ;-Z < /s (AG-17)

en que M.-Qd.’x (ver apfndices Al y A2)., Tomando en cuenta la
def'inicidn A3.30 y haciendo

-—a-(")
7, x

x

6973 = . jﬁ: (AG=-18)

con

,‘55"(?).,.79;-,@3{5

se deduce:

Yo A /- o
- e, oz (e, +ﬁ;¢] (AG-19)

% Q[ s (i ),

en que é%ﬂ es la defomacién en la super ficie media, ﬂ%ﬁ es

la curvatura total v 6%” , & la curvatura debida a la correc

cidn,

Paocctacidn A,/ ve decprence de las consideraciones de

loe apdndices aAb vy A2,

- f??%g 7 ’ﬂfﬁu (A -19)

con

rE . = (”é‘.';g 7 /f’,du,) Ve f‘ﬂ;ﬂ (A 20 )
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y ‘Q%¢ queda definido entonces como cn la ecuacidn Ao,17.

Para el vector desplazamiento de correcciédn se tiencn las

deformaciones
-,@_)
@ U’ =

& . % (AG-21)

P P
pero de la ec, A5,15 se deduce,

iy (-—L-/a + e 2 ]I
#L-C2e)e v et dF et d ) -

~[2w? ¢ e‘;r(‘i]ﬁ"/) N

de manera que sustituyendo la ec. Aw,22 en la cc. AG-21, para

(A.-22

A r /34- r .,
C,q’,/ (;L} 2'{“&’( m)fﬂ (/// i‘tf.dft/-- gfjﬂ(?
o lo que ¢35 lo rismo,

@') ’ a//z a) 2 (')
- - L ...Z... -~
Ery 2 (/ Z[

bedl- 27 [ﬁw /,”/J PN
' he </

Andloanente, pira &e«4e 2

o & [t (B (B )+ £

w®
¢t 7, %[ﬂﬁ ) el s el L

€z u <r (AL~24)

y en forws sinilar,

B R €, 22, C’) (40-25)
Sz 5 2T G “""“3: C‘«'}“
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(i) & - Y
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i
Dle,
. N . PR + . “
ASOTA L T aclormacidn a0 Sar TUUrin noprr s e Gl supers
. ; - N T U S i [ g b
B } ” ‘hm

Cle m Tia se aede calcular conc.

.-.».-({g)
I - 3 - o
g3 = "“;{;" ‘ /? (nt-30))

Ao scusrdo can a ceune &

- J
633 A e W'('U.. 7 Wé) \au-31)

Sy Ty S 4 v R .
R I I B A S L O S S L R T v ano
, B & ‘g B [ ]
LOrn Al o i an 0 e S E e e e :
Tt e e U UL GG O e Nl L YOt tur 00T 00 -
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S R R L ST T N e L/(a) L e e
ek PR et ' o mdaners e
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s 9 (A =532]

i

i < s
Py Cos o R R AN
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