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El flujo, contracción y variación de las propiedades mecá-
nicas del concreto con el tiempo en ocasiones influyen considera 
blemente en el estado de esfuerzos y deformaciones. Se conoce—
que en estructuras de concreto bajo carga prolongada las deforma 
clones inelósticas debidas al flujo pueden ser varias veces mayores 
que las deformaciones iniciales intantáneas, reduciendo la estabi-
lidad de la estructura. Al mismo tiempo se presenta redistribución 
de esfuerzos entre el concreto y refuerzo. En coso que el estado 
de esfuerzos sea producido por la deformación, el flujo conduce a 
la relajación de esfuerzos y en ocasiones cambia cualitativamente 
el estado de esfuerzos. 

Es por esto que para la determinación del estado de esfuerzos 
en estructuras de concreto simple, reforzado y prosforzado bajo car 
go, bajo causas especiales (variación de temperatura, contracción —
del concreto, etc.) y en aquellas en que la aparición y desarrollo 
de grietas es inadmisible desde el punto de vista de su funciona-
miento, es necesario considerar la deformabilidad y variación de 
las propiedades mecánicas del concreto con el tiempo. 

El propósito de este estudio es presentar un esquema del co-
nocimiento actual sobre el comportamiento del concreto con el 
tiempo. 

En el primer capifulo se presentan los resultados fundamento 
les del comportamiento del concreto obtenidos experimentalmente:.  

Tomando en cuenta lo tendencia de estudiar el problema 
mediante modelos reaológicos, en el segundo capitulo se da un breve 
resumen de reologra y los resultados obtenidos Oltimamente. 

En el tercer capitulo se presentan las ideas básicas de la 
t'orto del flujo del concreto. 

El autor expresa su agradecimiento al Dr. Melchor Rodríguez 
Caballero por haber sugerido el terna de tesis, al M. en I. Javier 
Solazar Resines por su ayuda prestada como consejero, al Dr. 
Emilio Rosenblueth por la revisión critico y al instituto de Inger.-
nierra por las facilidades brindadas. 

INTRODUCCION 



CAPITULO 	1 

COMPORTAMIENTO DEL CONCRETO 

Se han propuesto varias teorras para tratar de explicar el 
mecanismo interno do la deformación del concreto con el tiempo. 
Entre ellas se pueden citar la teoría viscosa, la teorra plástica, la 
teoría do la filtración, otc.(19). Ninguna de las teorras anterio-
res puedo explicar totalmente el problema, habiéndose comprobado 
experimentalmente quo en distintas etapas se presentan en diverso 
grado, flujo viscoso,, flujo plástico y filtración. No es posible 
precisar qué parte del flujo se debo a cada factor, pero es probable 
que ello dependa de las condiciones a que esté sujeto el concreto, 

Desde el punto de vista estructural los fenómenos de flujo y 
contracción del concreto dependen de los procesos frsico-qurmicos 
'que se presentan durante la hidratación del cemento y la expulsión 
o absorción del aguar El concreto esta compuesto do material gra-
nular, pasta de cemento, micro y macroporos llenos de agua, vapor 
y aire. La microestructura do la pasta de cemento esta formada 
fundamentalmente de granos no hidratados i soluciones y un conjunto 
de productos hidratados que forman el coloide gel (forma de materia 
intermedio entre Itquido y sólido). Estudios do Grudemo (14) sena 
Ion que el proceso de hidratación presenta tres etapas. En la priXe 
ro se forma la estructura fundamental que es el coloide. La segun 
do etapa, caracterizada por la reducción de la hidratación prima: 
ria, se manifiesta on la formación de la estructura cristalina de ti 
po fibroso, En la última etapa de carácter transitorio se presenta"; 
recristalización y otros cambios, todos ellos a velocidad muy bajo, 

De las dos fases que componen la pasta de cemento el gel 
es la de mayor estabilidad estructural, mientras que la fase amorfa 
es la que contiene la mayor cantidad de agua, El agua en el con-
creto puede separarse en tres grupos fundamentales: 1) agua (Will' 
comente combinada; 2) agua coloidal; 3) agua libre. El agua qur 
micamente combinada forma parte de los fenómenos irreversibles, 
La cantidad de agua coloidal se reduce constantemente por la trans 
formación del coloide a gel. El agua libre disminuye continuamen 
te por evaporación e hidratación del cemento. 

Grudemo ha encontrado que la variación que se presenta en 
la composición química del cemento no altera sustancialmente la 
microestructura del producto final. 

Segán la concepción actual (4) la contracción y expansión 
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del concreto se deben fundamentalmente a las variaciones volumé 
tricas del gel. Los fenómenos capilares producidos por la filtra- 
ción también influyen, pero tienen un carácter secundario. Expe 
rimentalmente se ha concluido que la relación deformación por 
contracción-humedad relativa so inicia a partir de cierto conteni 
do de humedad (humedad crrtica) con variación rápida transformétii 
doto en una recta•segon muestra la fig. I. En caso que la humedád 
exterior sea mayor que la del concreto, la gráfica se inicia a par 
tir de cierto grado de saturación en forma semejante al caso ante 
rior; la parte final de lo curva refleja la expansión volumétrica` 
del gel(fig. 2)„ El proceso repetido de evaporación y humedeci-
miento conduce a la combinación de las curvas anteriores, presen-
tándose un fenómeno de histéresis,y las deformaciones son irreversi 
bles(fig.3). 

Para poder controlar convenientemente las deforma ciones de 
flujo y contracción es necesario saber cuáles son los factores más 
importantes que influyen en los fenómenos anteriores. A continua-
ción se presentan algunos de ellos y su efecto en el comportamiento 
del concreto con el tiempo, obtenidos con base en pruebas experi-
mentales realizadas en varios patsos. 

1. Calidad del cemento 

Durante la hidratación del cemento se libera gran cantidad de 
calor, que en estructuras usuales y condiciones normales de tra-
bajo se disipa rápidamente por radiación. Las variaciones de 
temperatura dentro de la estructura son relativamente bajas y de 
poca importancia, En estructuras masivas la baja conductividad 
térmica del concreto impide la radiación rdpida pudiéndose pre 
sentar temperaturas elevadas en el interior de la masa, que en 
ocasiones conducen a una contracción considerable y agrieta-
miento. Por tanto, los cementos de alto calor agudizan los pro-
blemas anteriores. Sin embargo, la porosidad del gel aumenta 
con el teman° del grano del cemento. 

2. Contenido de humedad y relación agua-cemento 

Como se dijo anteriormente, en concrotns con un contenido de 
humedad (o con una relación A/C) elevado la contracción se ini 
cia a partir de un contenido crriico, después do lo cuai se mani-
fiestan los cambios volumétricos del gel. El valor de la humedad 
crrtica aumenta con la relación agua-cor.ento (1). 

Por otro lado, para relaciones A/C altas la evaporación es 
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mas intensa, produciandoso mayores ezfuerzos do contracción, 
y grietas. 

ExPerinnentalmento no ha comprobado 12) que pato relacionas 
A/C bajas las diferencias de temperatura producidas par la 
hidratación se" disipan rapidanento. 

3. Conlided do comento 

Para una relación A/C dada, a mayor cantidad de comento en 
el concreto le contracción se inicia mós tarde y su magnitud 
,aumonte debido a 1110 la evaporación superficial os más intensa 
(2); Id distribúcion do humedad es menos UllIFOFele r  lo que hace 
que el comportamiento dei estos concretas sea mds desfavorable 
desde el punto do vista de ion esfuernes de contrae:alón. Ade-
mas, la parte lundelelanl.al del flujo visazo so debe e la pasta 
do cemento, por tanto en eoncrotos ricos en comento la magnitud 
del 'flujo aumento, 

4. Propiedades de los antegarlos 

Sean Fluck y Washa (9) los agregados elonoos con un módulo 
de elasticidad elevado y bajel absorción reducen la contracción 
y flujo del concreto, Lo ttbri-10 resulta el aumentar ol tomarla 
móxirno del agregada y cuando so emplact mejor greinulornetsl'a. 
A mayor concentración valumatriccr del agregado al flujo se 
roduee per la resistencia lue presenta al flujo viscoso de la 
pasta de comonto. 

Do acuerdo con Hansen 114) la pe.rmeabilided del agregc.i.  do 
lavoroce ©l proceso de filtración. 

5. Condiciones de humedad 

•Segan tiansen (14) la primero etape de la evaporación acolo 
ro el flujo deSido a cierla'modMlicación irrovrsible en la os--
tructura del gel, la cual no te repite un lar, (nopal subsecuan 
tes. Picl<at atribuye 	riodificacir3n ca CV- i5 las parti'cula7 
adquieren una posición mis oslablo dosarrotIan 3 0 vYnculos qu? 
micos.que provienen una soparnuidn fus.ura. La aparición de'—

.grietas intensifica la evaporación (ver inciso 7). 

•6. Eto2a de hidratación a: aplicar la corra 

.Se ha comprobado •vio cfionlo Intla avanzado so (1.>ncuontrb al 



proceso do hidratación al aplicar la carga, la magnitud del 
flujo se reduce debido a que la estructura del concreto es mós 
estable, El curado en vapor acelera la hidratación,roduciendo 
el flujo. 

Como en el inciso 	entre menos edad del concreto a la cual 
se aplique carga mós tardl'a y mayor será la contracción O). 

7. Tamafio.de  la estructura 

Al aumentar el tarnalio se reduce la superficie especrfica clic 

minuyóndose la velocidad y magnitud del flujo y contracción, — 
pera ésta dltima os más uniformo (6). En genera!, el proceso de 
evaporación en la superficie se inicia en forma intensa dando 
lugar a'tensionos en los poros capilares, con lo que la densidad 
del gel y la resistencia en los capilares aumentan reduciendo la 
evaporación o hidratación. En 0101111311t011 de gran tamafio 
reserva de agua libre os mayor, con lo que aumenta la velocidad 
de formación y cantidad de CaCO3 , el cual se sedimenta en la 
superficie obstruyendo la evaporación de la masa interior y redu 
riendo la uniformidad de la contracción, 

8. Proceso do compactaciÓn 

La magnitud del flujo vana inversamente con la densidad 
del, concreto. El vibrado, ademús, disipa los osfuerllos internos 
producidos por la contracción no uniformo y permite utilizar me 
nor cantidad do agua y cemento, reduciendo oí flujo y la con 
tracción. 

9. Variaciones de la temperatura 

De acuerdo con Hansen (14) la magnitud del fioio aumenta 
con la temperatura. Las deformaciones de la pasta y agregado 
producidas por la temperatura son distintas dando lugar a es-
fuorzos'internos. 

• 10. Ti2o y nivel de esfuerzos 

En general, la aplicación de ccu ra e;tterior acelera al flujo 
y contracción del concreto, 

Dentro del rango do esfuerzos de trabajo el flujo es propor 
cional al esfuerzo aplicado. E:,:porimontalmento se ha obtenía° 
(17) que para esfuerzos del 70";1,  de la resistencia, R, del con 
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creto la no lineal idad decrece y despuós de un tiempo las 
deformaciones de fluencia se hacen proporcionales al esfuer 
zo. Esto se debe a que en el momento inicial la relación 
(r/R es grande, pero al aumentar R con el tiempo la ante 

rior decrece hasta quo la rotación esfuerzo—deformación por 
fluencia se haca lineal. Si la edad del concreto al aplicar 
la carga es avanzada, la no linealidad puede conservarse 
puesto que el incremento do R puede no ser suficiente. 

En pruebas (-10) bajo esfuevzos de tensión elevados resultó 
que el flujo es proporcional al esfuerzo para 	Te 0.918. 

Las deformaciones de flujo y contracción no son aditivas 
(3). Esto, hecho es cierto tanto en compresión como en tensión. 
La suma do los efectos` separado; os menor quo la defore-,ación 
conjunta. A menor resistencia (menor edad y mayor relación 
A/C) y esfuerzo mayor la diferencia en la aditividad es mayor. 

En dementes bajo tensión la evaporación es mds rápida que 
en elementes. Sin'carga (5)o En elementos bajo compresión a 
mayor dimensión la ovaporeció'n es mas rápida. De acuerdo 
con las preobas, on elementos con un módulo do superficie 
reducido los factores mas importantes son los volemdtricos que 
aumentan la velocidad de ovaporaci8n., mientras que en ciernen 
tos con un módulo mayor predominan los factores superficiales—
que reducen la velocidad d¿ evaporación. 

En las mismas pruebas resultó que <el coeficiente de Poisson 
aumenta con la carga debido a cierta deformación del concreto 
producida por la presencia de poros, los cuales se deban a la 
imperfección de la compactación y !a presencia de agua que so 
consume en la hidratación y evaporación, y la aparición de mi,  
crogrietas. 

Al aplicar una carga en 'el concróto al esfuerzo se distribuye 
entre las componentes viscosa y granular producióndose flujo en 
ambas, siendo (a primera de mucho mayor importancia. Debido a 
esto so manifiesta una redistribución de esfuerzos do la pasta al 
agregado. Puesto que el flujo del gel varia directamente con la 
relación dcl esfuerzo a la ree;Isi•encia y debido a que dicha resisten 
cia aumenta con el tiempo come consecuencia de la cristalieación—
y a que la estructura rrgide del aerceado retarda el fenómeno, la 
velocidad del flujo se reduce con el tiempo. 

La estructuración del concreto es un proceso producido por 



7 

la h'Idrotación continua del concreto. La estructuro inicial este 
orientada en Forma arbitraria °  o:,:copto por la influencia quo impon 
gen los fonemonos de flujo y controccion. 

Al aplicar un esfuerzo, seo variable o constonte,, la hidratación 
se acolara con respecto e lo quo ocurve on la ausencia do esfuerzo, 
pero on ambos CCI309 Ovenonta las mismas otal.ios . 	Era el cencrotool 
etifuOrZo 5e distribuye entro las componentes viscoso y Granular. En 
la priniora compononto la cristalleticf8n quo no prosonto dosdo esto 
momento IcalderO a orlonrarso en una forma conveniente para resis-
tir ol.osfuerzo aplicado, encontrando ro l:Wanda por paree da to 
estructura anterior que se oncuontra en etapa do recristalización. 
Estos cambios cualitativos se manifiestan anteriormente con la apa 
Holgón 	pequonos.fisuras o mlcrogrintas quo roprosontan reacom6;:los 
ostructuralcs. Elfo proccs do reacomodo y reorientación no oo pro 
sentó on todo la masa al mismo tiempo debido a las hatorogonoidoe%s 
del material y distribución do esfuerzos. Una voz logrado al cambio 
los ffisuras dosaperecon, pero pueden aparocor en otros zonas do lo 
masa. V.ol proceso do carrja es repido, es posible quo el elemento 
folla cintos do quo !a ostructuro tnterna logro la orientación mas 
estable on. cuanto al esfuerzo aplicado. 51 el proceso do coreo es 
lento, pueda sor que ce logre la meinirna es:•abilidad on" la mayor por 
te •cle la estructura. Loa cambios anteriores so presentan On forma 
do saltos, y. es por lo que on la representación grafica 	t so 
monino/tan en forma do irregularidades que desaparecen al verifi-
carse el salto. El siguiente soft° quo pueda presentarse debera sor 
monor'„,houta .duo llegue un momento en que los cambios scan practi 
comento irnporeoptiblos. Si 90 incrementen 1019 013VUOPZOS aplicados, 
en algón instante apareocretn,microgrieta3 progresivas quo cencluebn 
o /a fallo .del. elornonto. 

A todo mato hay que agregar 31'fen(5ffinno do evaporacilán que os 
el responsable de la aparición do capilares, 103 cuales prosontan 
nuevas trayootortas potenciales do ro/icor:lodo y agrietamiento. 11.1 
proceso do ovstbloreción os decreciente con el tiempo, lo que haca 
mes brusca la diferencia orrt.ro coda salto. 



CA1' H'1.1 

REOLOGiA 

La reolagla (21) es la rama d,?., la frsica relacionado con el flujo 
y deformación de ins materiales. 	!?.n alfa sn estudia al cornoorta- 
miento de los naterialas viscoala,:tica7,„ 31.1 los cuales los efectos 
del tiempo, y consecuentemente la velocidad, juegan un panel impor 
tante, 

.El comportamiento r.Dalgic,c., de los rnr.ltriales queda determinado 
por la relación entre esfuerzo:, y delor:nete.loilOs y sus derivadas res- 
pecto al tiempo, 	Esta relación raci!:)3 s 	nomine de 0c:t'ación realógi 
ca (S), 	Los par n'otros que cn 	l lo apav'ccc zn son las constantes reol'o". 
gicas, mientras q1.10 	esfUerz05 y 107, def9ra'acionr,s 1)51 las varia — 
bles. 

Tomando en cuenta que el ccraoartaminto de los materiales es 
distinto, bajo cambios de volumen y bajo distorsión, es conveniente 
plantear dos ecticzeioVftls 	 InderLz. ,,dllintes, 

En la toorra lineal de la clasticic_lad (i3) las ecuaciones de equi. 
librio referidas a un sistema cciri-:.35larlo ortr.:gortal se e>:prosan en la 

• forma 

en que¥¥J s.on las componentes del h:pn,;nr esfuer.zo, 	son los. 
componentes de la,fueryza d 	ot,!..rpo per 9nidari de masa, 	es la. 
densidad y la coma representa elerivaci3n parcial raspe ctii a la coar 
donada 

Las relaciones clelormacidn-d,:tspl z. m 7 F:nt o son: 

(19,2) 

en donde • liír son las componentes. del tensor deforma,:ión y 

las' componentes del tensor cle3plazarni 

El tensor fluencia se dufin 	GnIG: 

son 

4 



lit.. 	:••.• (i 1 .5) 

en que 

CI:j1 
9  - 

or  os el tensor mOtrico„ 	al modulo de elasticidad li 

9. 

• 
en que V:  son las componentes- del veclor velocidad y el punto 
representa derivación oarclal con respocto al Hemo,b; 

Las ocs. de compatibilidad 

(11`,4 

y las condiciones do Frontera: 

donde 11,i  es el vc ,.....tor unitario normal a la superficie exterior y 
es la fuerza o xterior por un dad do área de la suporfh  

Las relaciones esfeerzo-cWorreación están dadas por: 

(11.6) 

donde t*.!. son las constantes al/jis:liaos que dopanden de las propio 

dados mec(:inieas del material y do! .3ís.temo de refl-Jra.ncia (tensor 
trica) 	Para en trictir,lrial. Itoine l2z:,noo 	iGotrope la relación anterior 
puede p. rosentarse en la forma: 

(Cr -- 	 2 	E 	 01.7) 
o 

neal, 	es el coeficiente de Poisson 	 y hu. son los cokafi 
cientos de Laroó, Entra esias cow,I•cti'dos er.isten las siguientes ro-
lac iones: 

(11,9) 

La viscosidad fin ce, segón la 	ni cibn da Newton., se e;q1resa 
mediante la siguiente ecuación roológica: 



113)1.1i  

en donde D es un operador diferencial lineal. Si 11/1 	o  , 

el cuerpo es un fluido; si 	, 01 cuerpo es un sólido. La 

constante e,18stica t 	recibe el nombre de coeficiente de viscosi- 
dad,. 	 1.  

La elasticidad, viscosidad y plasticidad son las propiedades fun-
damentales de la reologra. Estas tres propiedades pueden represen-
tarse mediante: 

za el cuerpo do Saint Vonant( ji95. 5 y 6). 

La combinación de estos elementos de lugar•a relaciones compli-
cadas que permiten representar apromirnadamente a los materiales rea 
les, En la siguiente tabla so presentan algunos modelos simples y 
las ecuaciones roolágicas correspondientes. 

Si lo deformación de un cuerpo bajo asFueno constante os fun. 
ción del tiempo, se dice que al cuerpo fluye o que se presenta el 
fenómeno de flujo(fi2. 7). 

Si por el contrario, el esfuerzo que se presenta en un cuerpo so-
metido a una deformación constante es funcl3n del tiempo, se dice 
que se presenta el fenómeno do relajación Uig.8). 

El problema do flujo se plantea en la forma siguiente (8): dados 

:.--e14(t) y la relación entre o-  y 	, encontrar 	(1-1 os la 

función unitaria Hoaviside, 	91. 

El problema de relajación consiste en determinar Cr dados 

E =j0-1(t) y la relación entro cr y 	(K es una constante). 

10. 

1. El elemento eldstico - un resorte quo simboliza el cuerpo de 
Hooke(N. +1). 

2, Elementos disipadores: a) un amortiguador que simboliza el 
li'quido de Newton, b) un elemento Iriccionanto que simboli 
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De acuerdo con lo anterior, para el modelo de Kelvin con 
C= 1 se obtiene: 

Ei 
f(t) 

	

	¢ 11—  U(t) E 1. 

que por definición representa la función fluencia, en la cual 
2-= //E 	recibe el nombre de tiempo de retardo. 

Para el modelo de Maxwell con K =1 resulta: 

Et 
r(t) 	E 02-- 	ii(t) 	 (ii„12) 

que es la función relajación y en la que 	 es el 
tiempo de relajación. 

De lo anterior resulta que la deformación en cualquier instante 
puede separarse en dos partes: la deformación instantánea propor-
cional al esfuerzo que actóa en dicho instante y la deformación 
diferida como función de la historia de carga, Puesto que la fun-
ción fluencia representa la componente diferida de la deformación, 
resulta: 

e(t) = 21.—il4 ( 0('e) fl(t '1) 
lti  

en que 	 representa la velocidad de fluencia o la fun- 
alón memoria, segán Boltzman. En esta expresión so supone que 
para 	1 	t1 	la deformación diferida es nula, en que ti  
es el instante de aplicación de la carga. La fórmula representa 
el principio de superposición exprnsado por Becker. 

Aplicando el mismo razonamiento para el esfuerzo, se obtiene: 

(..€) = E E(4:) 4 	E. et) 
• •ris 
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en que 	-y) o la velocidad da rolcijacion o la función memoria, 
Esta oxpresión representa al principio da superposición dado por 
3oltzman 

Hasta equ7 se ha considerado lue las deformaciones son pequefias, 
por lo que so obtienen relacionas lineales entro esfuerzos y deforma 
cienes o sus velocidades 

Si las deformaciones son finitas, so pueda presentar elasticidad 
no lineal independiente del tiempo y no linealidad por efectos del 
tiempo., En general (20), la no linealidud independiente del tiempo 
so debe a consideraciones geornótricas (efecto da los dosplazamien 
tos en los cambios de los elamontos de li'neaS y físicas (cuando !c' 
deformación excedo el lYmite proporcional del material) indoisendien 
tes entro sr., En estos casos se llenan relaciones no lineales en le — 
carga y deformaciones reversibies totales o purci dos, en la desear 
ga, Sin embargo, atan cuando las deformaciones sean totalrnento 
versibles, los diagrumas de carga y descarga no son iddnticos, pre 
sent6ndose el fenómeno do histbrosis en cada ciclo de carga-descar,  
gay el cual representa un proceso do disipación de energía, Los 
mecanismos fundamentaies da la disipu,cier, son (16): 

1,, Disipación eterna por fricción; 
9,, Di s ipec i6n  intnrna  por c:(1-,.1Nios en in po-.1ción da las aurtrcu 

las en materiales amorfos; 
3, Disipación interno por andurocimiento de los cristales; 
4, Disipación interna por 1.c:cristalización; 
5, Disipación do la enana aplicada debida a variación de 

temperatura, etc , 

De esto se concluy,..; 	el 	do disipac:oii 	bastante 
complejo, por lo que los alemontus disipadores lineales no pueden 
reproducir el comportamiento do los matariales reales, .ilue es fun 
damentalmonte no lineal „ Sin embargo, la introducción de elern-ontos 
no lineales da lugar a complicaciones matómóticas tales que obligan 
a que s'a recurran a cicutas idcaacionós quo, aún limitando el 
tipo de respuestos, conducen a relaciones notornaticas accesibles, 

Por lo que respecta al nivel do esfuarcs, 5'D conoce que en 
materiales con limito oreporcionai arriba de ;5'1*9 So presenta COM 

portamiento no lineal (reológico) „ En cuanto c los deformaciones 
inoitisticas los materiales Is, uedon dividirse en: 1, i;'lesticos y 2, Vis 
coelasticos„ 
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11 concreto puedo conJi.,:,:rors.,:, 	 01 segundo grupo 
por comportarse aproximadamo, nto como cíictf-.1rial viscootdstico, La 
pasta do C5111a1“0 (gol) puede d‹..:cirso cluo es un s¿Slido por tener un 
l'imite de fluo.ncia y, por tanto, elasticidad y rigidez abajo do este 

111.1?mito de fluencia asta ro?reson:ado por ol valor mlnimo 
del esfuerzo cortanto necesario paro destruir la estructura dol gol 
a tal grado f ue so presento ol flujo no lince!, 	Ct compor;•amiento 
!neceaste° del gol so describe por la relación er,luorzo cortante-vol° 
cidad de fluencia (fig.'10). La ecaucie'n general de astado del ge

les .  

05: 
o 

on la cual 	SI. o 	es,7aerna cortanto an al Instant() t 	Pare 

(t) '"'"›. O 	resulta 	̀q LIi  1,11,: 	que es ¡O da;: lnicit:in de cuerpo do 

Saint Venant,, 	De la figura so observa rit.le la  vi5Cor,ídad 	c roco  

con el tiempo como rosultado de la 'cristal iv.acil3n,, 

En general, 103 lYciuidos shrsp!ns, como agua y aceites, SO dicen 
Nuidos de Newton 	1.a pre,Jsencia do wutorial suspendido incremon 
to la viscosidad; si la  concentraoi(n 	muy grando, la •,:isuost

- 

dad puado determinarse do la feirmula do Einstoin: 

Ira 	 C,) 	 1 1,16). 

donde Vi,„ os la viscosidad del solvente y 	es la concentración .  

volum/trica., 	 0:ylicoblc 
morteros do cen-:ento c.-.on una ct-,Inco, ntracidn Vo!Un'idl'i'ítai muy alta, 
En este caso l'Y deja do sor canG'iare y dopando del nivel do es- 

fuerz.os, Los U:luidos cOn 	v as! a S 	s :7., dice y, no !Iewlobion OS , 

Vartos 0:Ji. ares hun tratado 	os'..udiar z•:z comportemionto del 
cancrolo por  mc,•dfa da i710j0JOJ rOole,GiCoZ, 

l'O Ud ant ha! y E: o!! (10) realizun una si.-Jr 1 o el 	1-.51.4 .1 	:f. 19 e r mon- 

tales parar o; oStudio dei ‘!1.,10 d e  concrzi.l'o y proponen el modelo 

de la fig,11 compuesto 13.,c; 
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1. Un ele:.,zn1.0 	laxwell 	 'a respuesta visco 
elástica; 

2„ Un elemento do Kolvin que representa la inieracción visco 
elástica de las fases st3lida y ll'quido; 

3. Un °fomento de Kelvin no lineal quo epresenta al efecto 
do la consolidación; 

4. Un elemento do Kolvin no lineal que representa el reajusta 
interior, 

La ecuación .re o lógica del modelo es: 

eht:jcz ji3T1(1-• ;;/11 )+ 7 	5/5, 

De acuerdo con los rosultador, de las pruebas 

ej 	 vi  

VE3 	1/12, -1- VE4  

Para la 'zona de comportamiento lineal se encontró 
de donde: 

4 

«VI: 0023., 

paro 	 fre  
•-•Lfril 	

j 	'‘• ( 	e 	(1I o23) 

Gtuclich (11) estudia o::p,.::rii-aza:.cimonte el co,N:ortunlicw?cl do 
la pasta de cemento antes de :a aparición do Oriei.as y propone puro 
considerar la deformación olási•ica insi.onitinoa y (31 flujo reversible 
e irreversible los modelos de la Fig:12, en que: 

1. Representa la defor.ulacion 	:10 
.2. Representa el flujo irroversible; 
3. Representa el flujo reversible„ 
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Post::riormento (12) el aular confirma k posibilidad de utilizar 
ostos modelos y propone un tercer modelo (fig,, 13) en que: 

1. Representa la respuesta elástica instantOnoa; 
2„y 30 " 	la elasticidad retardada; 
4. " i 	el flujo irreversible; 
5. la deformación permanente retardada y una compo-

nente de la elasticidad retardada, 

Lo ecuación reológica del modelo es: 

e= wr 5 	 et/ri 

I 11 	L=2 Ei 

De los resultados experimentales se obtuvieron los%parametros reo 
lógicos representados en la tabla 3, pdo. 961, ACI, II 1961. 

Hansen (14), al igual que Flügge y Reiner, propone.' el,modelo de 
Burgers para la descripción fonomenológica del comportamiento visco 
elástico del concreto. El modelo os valido mientras no se presenten 
grietas y no toma en cuenta la deformaci8n permanente. Este modelo 
se utilizó para comparar con resultados experimentales obtenidos du-

.rante 19301958 en varios paises en especl%nenes con Cr=const. y sin 
contracción. Las dispersiones fueron 12-16%., 



CAPITULO 	III 

TEORIA DEL FLUJO DEL CONCRETO 

Las ttes tendr,ncios Fundamentales en la construcciU de la 
teort'a del flujo del concreto son: 

1 	Toorl'a del cuerpo viscoeldstico, 
2 leerla do la ha:encía eldstica„ 
30 Tooda dei envejecimiento° 

En este copilule se prosonton las teorras del cuerpo viscoolas 
frico y del envejecimie.nto i,. las cuales puodon consideKerso coma 	5••  • 
tOOVTIIS' "notarodtica" 	"óc icudci cuerpo viscoeldstico,, respocti 
vamente. La teavra do la horoncia elelsticct no se presento por soT 
éSsl'e un caso particular de lo Irimelo, 

A. T.norl'a tinoI da! cuerpo viscoeldstica [7j 

n la teorro lineal del cuerpo viscooldstico 3o aceptan las 
siguientes hipt3tasis: 

1 .„ El Material (concreto) es homegenao u isátrapos 

2„ Entra los deformaciones \Instanttlnoo y por fluencia) y los 
osfuer:r.os existe une ro!cR;i6n linccil 

3 	Paro las defol.nacionos par Fluencia es aplicable el prin-
cipio de superpc.)sici6n. 

o Los valores absolutos da laG deformaciones no dependen 
del signe del esfuerzo. 

La cuarta hipótass is presupone qua cl matead so C, O p 01' í' 
11.¡uai bajo tonsit3n y comprosi6n. 

1, 	EctieCiOn ,? 	f en 11 e ce ,-,Iniales 

En lo que sigue, !,a daformaci()n ,It oll'uor7o) quo aparece en el 
rnoenta do aulicocitSn do las cargos 	dononinard deformecian (os • 
uerooldstia instc.Inttinea„ 

Tomaremos cono punto de partida ol momento de fabricani8n 
del concrete. La edad dol material so de SIgna rá con 1;s• y el Tns 

ts, 
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tante en que se determina la deformación (esfuerzo) con t, de 
manera que 0.4'e..4, 

Considérese un elemento bajo un astado unia'lal do esfuer-
zos do intensidad unitaria aplicado a la edad y . La deformación 
total se expresa: 

/ 4  N 

donde el primer término de la dere.cha representa la deformación 
elástica y el segundo término la deformación por f luencia. 

	

Si el esfuerzo aplicado a la edad DI 	es función del tiempo, 
por el principio de superposición resulta: 

Ex(1) TC€5- 
ri 

(rx(t) 	 2L (v) 	(t, 

La deformación transversal puede expresarse: 

Ey 	ez(t) 	(t) a 	o .0+ 
E(t) + 	zt.[  4( »t  

(
,t
c) 

en que 	V1 (t) y 	92 (t, t-) son los coeficientes de la deformación 
transversal para las componentes elástica e inolóstica, respectiva-
mente, y y(tir) os la caracterfstica de fluencia definida como la 

relación entra la deformación por fluencia y la deformación elds.. 
tica instantánea. Entonces: 

ky(t)t) 	C(t'r)  lt) E (t) C(t)t) cr) 

de donde: 

V2(..t5t) 	t) cr (t ) 	1)2  Lt,  1)  'P./ 	cr(t) 
Eet)

C  

'Por tanto, en la expresión (111.3) el primer término de la dere-
cha representa la•deformación transversal elástica, mientras que 01 
término integral representa la deformación por fluencia. 

Siguiendo el mismo razonamiento que en la obtención de 
(111.2) so tiene, que para un estado de cortante puro: 



1:111.4) 
t 

r (+)n-- v---2LL-') 	 wat, t9] zz- 

w(t., v) =, 2 [1 + V2  et,£)] C(t,t) 1111 .431 

(11L6) (t) = 21 TYY (I) [1 4. (:4)] 
E(t) 

donde 

s(t,t) = r' (.1. t) 

	

Ect) 	' 

li(tlee) -1127 1' 92 (V')  (.1.›.t) . 

	

(t) = %el) 	(t) T-5(t) 

donde C4(t) es el módulo de la deformación angular y w(t, 	) os 
lo medida del flujo balo deformación angular pura, relacionada 
con Ctr„ ) mediante la siguiente cmpros 

Para el estado tridimensional de esfuerzos, de (111.2), (111.3) 
Y 11144), aplicando el principio de superposición, resulta: 

f.o 	(rx(t) [1+ viCt)] vi(t)  S(t) 
E(t) 

( t 

CrS (t) 	{5(t,t) 	(t)'91—• 5(y) «157:j'II:, t)  dy  
' 

-b r 
x 	a2 L (.1:M .1.  .1 Yr) &u- 



En (111.6) el primer término do la parto derecha corresponde 
a la deformación elástica instantánea cornénmente usada en la teo- 
no lineal de la elasticidad; el término integral representa la de- 
formación diferida (fluencia), 

Sustituyendo (111..6) en las condiciones de compatibilidad 
(11-5) se obtiene: 

2. 	'D ISiV) 
reTY [1 4' V M'IV Cr x () 4- ...57c2  

144*(r)  1572  er:(4) 17, 	t') 14 ír)11 + 11.1"x) 	b 	d = 

2211  
t) 	

(i) 4 	Yi(J.)17217:),(() 	,e)y  .i — 
E 1,. 

'¿12  5ct) 
V2 €11,*(t9 2- EiT (to.) ,,. 8' i(t t)f 	(t. 	o  

Zr • 	• 	' 	*1x? y "Yr 

 

 

que junto con las ecuaciones de equilibrio (II., 1)(sin las fuerzas de 
cuerpo) y las condiciones do frontera (11,6 .) forman el sistema de 
ecuaciones del medio viscoelástico bajo lo acción dé carga exterior. 
En estas expresiones 	cr;(07(t),(t 	o , 	T (t),(t 	I) y 	tx*(t),. ,, . 

*tel(y  t) '  .,. son las componentes del tensor esfuerzo y tensor de- 

formación considerando el flujo y variación del módulo E (t) 
En ellas el primor término representa las ecuaciones de Beltrami-
Michel! del problema oltistico instantáneo y el segundo término 
reflojo la influencia del fenómeno de flujo en el estado do esfuerzos 
y deformaciones. 

Se puede demostrar que en el caso lue se verifique 

(t) = 1)2.Nt) = v 	 (111.8) 
4 E1 símbolo (x,y,z) indica que las demás componentes del tensor 
deformación (esfuerzo) se obtienen permutando cíclicamente los 
Indices x, y, z. 
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el fenómeno de fluencia influye únicamente an la magnitud de las 
deformaciones, mientras que el estado de esfuerzos coincide con 
el correspondiente al problema elástico instantáneo, 

2. 	Estado de esfuerzos producido por la deformación 

Existen, sin embargo, casos en que el fenómeno de fluencia 
influye no solo en la magnitud de las deformaciones, sino también 
en el estado de esfuerzos, Esto se presenta cuando el estado de 
esfuerzos es producido por fa deformación, por ejemplo, debido a 
variación de temperatura, fenómenos de contracción, asentamiento 
de los apoyos, etc., 

Suponiendo que las componentes de la variación de la defor 
moción sean 	'tt),„„„ 	t'o), „ • y considerando 011,6) se 

.gy 
obtiene un sistema de ecuaciones tal que, si los componentes ante 
rieres satisfacen las condiciones de compatibilidad y la relación 
(111,8), el sistema se reduce o las ecuaciones de Beltrami—Michell, 
En el caso general en que dichas componentes no satisfagan los con 
diciones de compatibilidad„ se demuestra que el problema queda 
resuelto si se conoce la solución del problema elóstico instantaneo„ 
Si, ademós, se cumple Zill.8), so obtiene: 

Tr.(t) = Tx 	45;(*(():15 ECO [ 

(111,9) 

ce; (t) 	crl; (Y) é(t) -4-grt) w (t)t)1 
t 

en que 	a;„ (t)r 	 ;t),„,„ son las componentes del tensor 

esfuerzo del problema eleistico instanta'neo y el segundo termino 
representa la relajación de esfuerzos, 

Para la solución de.los ecuaciones i:111.9) es importante lo 
'lección del núcleo„ por lo que hay necesidad de conocer la expre— 
sión anal rtica de C(t. ir) Y 	E(.t)” 

Las características fundamentales de 	(st, •r) son las sí— 

• 



21, 
gulentes 

1) eCtpt) > 0 	pura 	±.›..t 

d(t.l t)= o 	pdta 	t =.77 

2) ihr 9C1t1V) 	puro o .4't z5.t 
t8co t —o  

3) 9C(5,. v) 	
liml CUY, 0 1---.  do " 	e'—'7F`  

-.r 
 <0 	 --›,,, . 

4:1 A purtP de cierld edad, det,t9 difiere muy poco del 
valor de i d funcian fluencia pea un molería' viejo,, 

De acuerdo con esto„ se propone la siguiente relacidn hin 
cionel: 

en que: 

en donde 

(,) f  - 
ci-t) 	gg  

Kxo 
y rg  son constantes del materiol 

Itio 'r 4 

Lin 	Cc, 
tueco 

Con base en pruebas expedmentnles se ha visto posible 
expresar: 

(e(t) = d0 + 	kor  

y 

y paro fines Facticos puede aceptarse: 

ect, = (r)r 	 (e(t) = co (111.11) 

Par lo que respecta a la ley de variación del módulo de la 
deformacidn instantánea, so han propuesto varias relaciones hiper 
bólicas en función do la resistencia Re-) del concreto, los cualIs 
complican considerablemente la solución del problema. Las rola- 
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ciones de tipo exponencial son más accesibles matemáticamente y 
por tanto se aceptará; 

E c,[4— fs 	d'v  (111,1V, 

en que E 13 y et. son constantes que dependen do la granulome- 
trra y condiciones de fraguado del concreto. 

Sustituyendo (1110H) y (Ill.12) en (111,9) se obtiene: 

	

t 	$1' t 	-P (CC1) rz Grx ttO+ 	(rikre'll .... (litSitl).  [ E l(r4)  .1.1.F eci)keN) 	
(t)

:1} j E(y.) e t cit + 
Eetni) 	E(..ti) UY!) 	- 	' . '1,1 

-1-LECI)e cit e 	— I- -- L - ECG) ) E c:¿) L E7:25 k• 
1 	-1/1(t) r O)/ cr>r() cr,:(1) f)i. 2  El) )_.. gi(2). r Eit...4) (11._ 

t..1 	tz) 	Ecil) 

— 2 -1(.2) 	E(11) i 
ct 

 L1 

donde: 

ItIV) 	t  [ 4 + THE(t)j 
vi  

En esta expresión el primer thrmino representa el esfuerzo 
elástico instantáneo; el segundo tármino expresa la influencia de 
la variación del esfuerzo instantáneo con el tiempoYde la defor-
mación elástica instantánea por efecto de la variación del módulo 

('r) y del flujo del material; el tercer término simboliza la re 

Moción del esfuerzo debido al flujo y variación de 	E ( 

Si se considera que el módulo 	E (t) varita muy lentamente 
con el tiem;)o, de manera que pueda considerarse constante, la ex 
presión (111.13) se reduce a la forma: 

;III 13'../  

rri4 
5 61) r7: (• (t:1) 14 ›w-E o 4)(rvil  01} 111,14) 

 

donde: 

y [4+ c o cij 

4)(1,81 es la función gama incompleta 
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die 

(2.. (1) C' s:_,;  1) —• 	v --,y• dt: .. '0 

El segundo tdrmino dentro del pardntesis puede considerarse 
como el coeficiente de relaiacidn de los, esfuerzos por efecto da! 
flujo del concreta, 

3, 	Ifectos do !a tomperaturc 

Suponiendo qua la ley do %.,•ari ci6n de lo tertiperat ra del 
medio pueda e>zpreser4o en la (olmo 

1s';',1) 	• 
1";*  

y que los componentes del tensoi c.,:slucrzo correspondionte al problo 
IYIq eldstioo instantlinea est,t,:n dadas [50Y 

0.:(Y) 1<o) 	Lv/11-1)-- 1,/(.1.1 ):1 

(I+) 	'1.1")1°. (x, y, u) 	01 1.  viCt.)-• 

Componente:; del tensor esfuerzo considerando el 'lujo del con-
creta, pueden e:tresavsc: 

11 

(r:(C-J Cry,t)(11r,, V, «J') 	t (.1) 
L,1.4 

	

vi estas l'e:lucio:les 	es e! 1:erFodo de la fuuci 3 n w(t) Cf 
Dual u un ario; w v1 ) es ler 	d 	diSteibt.JCitSil de le tatilperatura 

una voz fabricado el elemento; 	ct. e el coeficiente de dilatacit3n 
tármica del concD•cto; 	C.1y 	 la ley de di .stribucit3n 
del esfuerzo elástico instanteineu en funcibn de las variables 

Sustituyendo (11,15) • (Hl ,.1¿5 )̀  y IP! ,,17) en (19 	1 .,!-.,) y consi 
clavando E.,Tpr.1,: c., resulta: 

i u  ('1.) 	 •t  i . W10-11
, /,

I '0 '.,V1  
•
r
t•

o 'a 
0 .....d«,l •  

(
p
. u h 

•;I
.
..)  

,z.,,
(  —

'
a
'
-
t 

I -I  (0 \ (:)er ,7 o 
c ,.r „. 

.r 	. 

1,111,,1E1) 
!tt 

 



En el caso do flujo no estacionario, la solución puede ex-
presarse en la forma: 

en que 	aWibz .y,z) representa la ley de distribución 

zos fórmicos en la sección transversal del elemento. 

c(1  
S. • 	n^t‘') 

(. 131 

do los osfuer 

(111.21) 

t 	I. 
1 + tEoc¿I. e'"'" Alf e-"v-i'd.t. ecr-  4Q1":,e(P-1)  et + 

Co f rlit:Pat eCt...Del)1•1 13 C11}, 
Yi 	‘7.1  

t 
%1 	tia 
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Paro el caso do flujo estacionario las componentes elds.,  
ticas instantónoas son independientes del tiempo y de la e;cpresi8n 
anterior se obtiene 

(111.19) 

en que 

,(t....-c1) t.- 4- 111:2- ( A4  1. )tPd [0(y15 	krvi, P k„ 	 (111.20) 

refleja la influencia de la edad del concreto rt:4 y la medida de 

fluencia en la variación de los esfiJerzos o Para 	„ este tór 

mino adquiere su valor móximo igual a la unidad y para t-000 
adquiere su valor mínimo; 

Por lo que respecta a la edad del concreto t4  5  y(05,14) 
por medio de su desarrollo asintotico resulta sor creciente con V4.1  

y para tr+60 vale 4_ `dedo  

De (111.13) se obtiene: 

-rt• ylo.  Q ge¿ (t -rf) tEo( 	-g-Ter 
Vt 

+ 

(111 .22) 

en que 
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donde a es el coeficiente que caracteriza el flujo de calor y h 
es el espesor del elemento. 

4. 	Efectos producidos por la contracción  

Como indican varios autores, la expresión más apropiada 
de la variación de la contracción es: 

Snet)= 11( 4—  e- 5t ) (111.23) 
donde S. es el valor móximo de la contracción (experimental) y s 
caracteriza la velocidad del proceso de contracción. Se supone 
quia la contracción es una deformación volumétrica libre y que la 
reducción de los elementos de línea en tres direcciones ortogonales 
es la misma. 

Designando con 	exb(t),... a las componentes del tensor 
deformación elóstica instantónea, entonces 

ejt) = ét3  ([ + CM] Crics (t) — ViCt) $(t)) Ilm Osylist) 

tytekt)  =  2 [ 4+ Yi(t)] 	 (111.24) 
E(t) 	crAY 119 	 09)5 10 

Sustituyendo estas relaciones en las ecuaciones de compatibilidad 
se obtiene 

+ vi011 vtG15(t)  
Zx 2  

= E(t){  1'41  v2 
 $n({) 

21011 

fi t Vil)} vtent) :1919. rttl  21111 
iff 	 Lt. zx rav  

(111.25) 

X) Y, z) 

que ¡unto con las ecuaciones de equilibrio y las condiciones de 
frontera determinan lus componentes elósticas instantáneas del 
tenor esfuerzo producidas por la contracción, 
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Conocidas las componentes elásticas instantáneas, de (111.13) 
se obtiene 

donde: 

ITset) = 1.115 (tyci) co(t) 

1.1.(tIti) 	I - 
-- est 

tE. 	
t 

I red- p 
de • 

( i  /.1. 
C 	

(r-5)1 p 
oi 	 41. 

el  

(111.26) 

(111.27) 

E. Teorra del envejecimiento 23 

1. Ecuación fundamental 

La teorra del envejecimiento fue propuesta por F. Dischinger 
y Ch. S. Whitney y desarrollada por varios investigadores'. 

Las hipótesis de partida son las mismas que se utilizan en 
la teorra del cuerpo viscoalóstico y, además, se acepta que las 
curvos de fluencia del concreto bajo un mismo esfuerzo, pero car 
gado a distinta edad, son paralelas. 

Experimentalmente se comprobó que las desviaciones del 
paralelismo son pequeñas y debe suponerse que para fines prácticos 
la hipótesis anterior es aceptable. 

Partiendo de esta hipótesis, la relación entre esfuerzos y 
deformaciones para el estado uniaxial se expresa en la forma 

t. 
act) = 2.,(.4 4-4/t) 	d'41  [ "ái7 	1-1:1-"Lit  dm 

o 
que es la ecuación fundamental de la teorra del envejecimiento. 

Como puede observarse, la hipótesis del paralelismo de las 
curvas de fluencia toma en cuenta la influencia del envejecimiento 

(111.28) 
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en el flujo del concreto. 

2, 	Estado de esfuerzos producido por la contracción 

La ,  aparición de un estado de esfuerzos producido por la 
contracción en elementos de concreto reforzado se debe a la presen 
cía del refuerzo que retardo la deformación libre de contracción, 

En esto sección se considera el estado de esfuerzos produ-
cido por la contracción en elementos de concreto reforzado consi 
derando el flujo del concreto, la variación del módulo de °testi: 
cidod y el carácter prolongado del proceso de contracción, El 
estado de esfuerzos se analiza en secciones alejadasde los apoyos 
(en las que puede aceptarse la hipótesis de la sección plana) su-
poniendo que no se alteró la adherencia entre el concreto y refuer 
zo. 

donde: 

El proceso de contracción se expresa 

, 
tt) 	104 ,1 «ryt, (111,29) 

dA) es la deformación unitaria de contracción en 
el instante t; 

ckál es el valor máximo de .ij(t);  
es la característica de fluencia en el instante t; 

prt es el valor mdximo de Wt  
Para la ley de variación del módulo de elasticidad del con 

creto en esta teor?a se acepta la expresión 

Ec.t)=E0C1+6"Tb) 
	

(111,,30) 
en que 	E0  es el módulo del concreto en el instante de aplicación . 

de la carga y S es un parámetro experimental. 

En una sección como la mostrada en la fig. 14, partiendo 
de las condiciones de equilibrio y de compatibilidad de deforma-
ciones del refuerzo y concreto en el nivel del refuerzo, los esfuer 
zos en el concreto en dichos niveles resultan 

BintroTre,1  nr LAS DiV1510n1 
DE 1N:y 	v.:10N Y DEL DOCTO.. 
RARO DE imwaus. 



	

= vtptIA(PiP2-  PD÷ P2 	(III t, 33) 

23 
np(4(PiPt -  ft).+- I), • 

	

83-  n P ( P4 PI .P31) 	, 
.P3 

(ey 	 + 2  ealit  4- C3  

CrCy° 11' C4 ev4  + es el'ia gil  .4' C6 

los esfuerzos en el refuerzo 

P3 CrcY  Cray 
11A( fl f2 r  p3 
Tcy 23 9.C°4 fi  

vg = 1CA( r4f2.- PI) 
Gay =r-1 	(ray 

(ya' 03  =2. 	Cra'y 

En estas expresiones: 

Fp + 	F0._ 	+ 
-41

Fa  
1 	Fc 	

F,  

	

E p 	 I c pt0.
rc

2  = 	 Pi. = 

	

Eo Eo 	Fc 

28. 

(III .31) 

(111.32) 

1111 	(P+ P2 - P3
2  

)  

1145 (P1 - 93)+  Pz 

A2=  nP14(P4P2 -  P3)  
'1PeA(Pda P3)+ pi 

A3  -  PI + 	(PtP2-  1)(14)  

P3 	 3 



+ttptlIA(P4h-  P23)(4 + 	, 	ttp 14s  (21 Pa .61)  

P3 ) 	15+12. 	.P3 	
TI  • 

= 	a2 

a t  = A4 B2  

a3  At  

b1 = 4— B1 2 2 

b2  = A1  

/33 = A211 

a4. =— ;4j, Eo (A4 Ba + A2,) 	b4 	E. (A211  + A4) 

K1K5  K2 1:4) w 4,2 -- [ 	..1.2±(5 12 
2 j 

1)4  

K4
al  

1.4 

K 6  — a4  

Las constantes de integraci8n Ci  se obtienen de: 

'Mg C3  a3d6  a+ 

ha  C3  + b3C6 = 1)4 

C1 + C2 = C3  

Ws  C4  -I- W2  Ca  = K3 
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Existe la posibilidad de simplificar el procedimiento trans-
formando las ecuaciones integrales ((11.28) en ecuaciones algebral 
cal, lo cual se logra integrando por partes y utilizando el teorema 
del valor medie. Suponiendo, adeinds, que la relación entre 

%ft) y y, es lineal se obtiene 

o(.yc 	A4 B, + 84. 
trcy 	L. o ,j..1-3A4—  

(111.34) 

E 	A3 B4 + B3 
Crcy 	AL III O 1 A3 4.  

Los demás esfuerzos resultan de (111 .32) y (11133). 

Otros métodos aproximados consisten en: 

1) suponer que la excentricidad de la resultante del refuerzo es 
constante y coincide con el centro de gravedad del refuerzo; 

2) resolver las ecuaciones de compatibilidad independientemente 
una de la otra e introducir un coeficiente de corrección. 

De los resultados anteriores se puede concluir: 

1. Debido al efecto de retardo en la contracción producido por el 
refuerzo, en el concreto aparecen esfuerzos de tensión y en el 
refuerzo esfuerzos 'de compresión. 

2. Al aumentar el porcentaje de refuerzo los esfuerzos de compresión 
en el refuerzo decrecen y los esfuerzos de tensión en el concreto 
aumentan. Por lo tanto, en el concreto pueden aparecer grietas 
aun cuando no exista carga exterior. 

3. Al aumentar el módulo del concreto los esfuerzos de tensión en 
el .concreto y de compresifin en el refuerzo aumentan. 

4. En todos los casos el flujo del concreto reduce los esfuerzos de 
contracción. 
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3. 	Estructuras de concreto presforzado 

Consideraremos ahora el caso de estructuras de concreto 
presforzado. 

El efecto del presfuerzo se separa convencionalmente en dos 
fases: 1) la primera (t = O) consiste en dar una tensión al acero 
y una compresión al concreto. La determinación del estado de es-
fuerzos se realizo por los métodos conocidos de la teoría elástico 
del concreto; 2) la segunda fase (t 	O) comprende todo la vida 
de la estructura, durante la cual el estado de esfuerzos yerta de-
bido al flujo y contracción del concreto. 

A continuación se acepta la siguiente convención de signos: 
(4-) para osfuerzos de compresión; (-) para esfuerzos de tensión. 

la. fose 

a) presfuerzo sobre apoyos exteriores. 

Considerando en la fig. 14 que el acero de presfuerzo es 
F

P 
 y F' y transformando las ecuaciones integrales (11148) en alge• 

•  
braicas se obtiene: 

(1. 	C1123) — (re:* c4'132.  
srraP 	(4 +45'1)3)(4 +q IN) co2q1D2 • 

crelj.  + (I N) — crait qP2  
craP 	( 4  +c05)(1+ 	— 9p19.' 19/ 

(Tcp = 	(TaP 	<31(14 Pa) 71-i) • 

Test)  = — (q, Tal  + cas(J-4 ph) rtp  • 

cap :a n'a (re? 

(r 	cr' 0.0 	cp 
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son loi esfuerzos contro- En estas expresiones 	JIS y 0.0., 
lados inferior y superior; 

+ rta(p. +ti!) 
np µir 

c 	
ttp Mi)  

4+ rt<4.0.4+ 1.9 

p4 = 4 + - 	. 7zsiro   
J1  

P2 ' 4 — P3 = 4  + ru • o 	 o 

Tcpr 

OCpr 
(111.36) 

(t) Ircy 9W 	ec(t) =  

acilp (t) = elp 	 ec(t) = 	+ 

(rao(i) (ra0 cropr 

szr. to(i) izro'.0 (r:)pr. 

Ocp — 

(111.37) „, eao  r—). 1. 
t5+ ap-k 111) 

14 Itc,(41. + e!) 

que son los esfuerzos en el acero de presfuerzo, en el concreto en 
los niveles del presfuerzo y en el refuerzo ordinario, respectiva-
mente. 

Debido al flujo del concreto los esfuerzos producidos por 
el presfuerzo varean continuamente. Paro cualquier instante: 

donde con el indico "pr" se designa la pérdida del esfuerzo corres-
pondiente debido sal flujo. 

b) presfuerzo sobre la estructura; 

En este caso 

(Top — Totic µpaak tiit3  (4+  Qco Yo 
+ nace + 
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(111.38) 

Paro cualquier instante t : 

(Tcp(t) = Tal + (Sr 

Glap 	=QwK + (Iiir 

y los demás esfuerzos se obtienen de (11136) considerando (111.37). 

En estas expresiones: 

Fp 	 r.1 • Fa , 	ro. 
Fe. 	= Fe 	r - —Fe 

val( 
1P -41 E0 	aax 1141 

(Tall 

(Tipr CrC 	OCIPF P4 
	 011.39) 

¥A ( V1d2 r P8  

y eall es la distancia del centro de gravedad de la sección modifi« 

cada al punto de aplicación de la resultante del presfuerzo. 

2a. fase 

La compresión inicial del elemento es acompañada de pér 
didas de esfuerzos producidas por el flujo del concreto. Las péll 
didos en el acero de presfuerzo conducen a pie lo sección se en 
cuentre bajo tensión excéntrico. 

Para determinar las pérdidas del presfuerzo se plantean las 
ecuaciones de equilibrio en los niveles del refuerzo superior e in,. 
ferior, resultando: 

;Dr P$ (Tem. P2  
pr = (90.1P2.— 

Para determinar los esfuerzos en el concreto producidos por 
o 

gr y 	(51r se plantean las condiciones de compatibilidad en 

el nivel del refuerzo superior e inferior, obteniéndose: 
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Cin(Y#2449i  + di s1014  + C' cpr —  

/ 	= f4  P̂f 4 1K 	_, o Wa*4 	 (109.40) 
9 tpr 	 e 5 e 	+ 1;6 

Entonces, los pérdidas de esfuerzos en el refuerzo ordinario valen: 

Topr. 	t*.F, 0"pr 

(111,41) 

Pcror r—iT) (rPr 

El valor de los esfuerzos para cualquier instante t se ob- 
tiene de. (111,365, En caso de transformOr las ecuaciones integrales 
en algebraicas: 

ecpr 
Tcp, A4  B3 + %III B4  

A3 A4 
(111,42) 

CC!  p Al B4. + Cc!) B3  
•• 

4 - A3 ,4 4. 

Los esfuerzos que aparecen en..el concreto y refuerzo pros 
ducidos por carga exterior prolongada varían con el tiempo debido 
al flujo y crecimiento del módulo del concreto. Dicha variación 
se expresa en la redistribución do esfuerzos entre el concreto y 
refuerzo, 

Como en el caso anterior, el.trabajo de la estructura se 
analiza en dos fases. 

la, fase 

Consideremos la sección mostrada en la fig. 15 bajo un mo-i 
mento flexionante Me  constante, 

Los esfuerzos que aparecen en t mt O so determinan por la 
teorla elástica del concreto; 
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Crct = — Me Ya. 

-ce 	ya • 1A1. 	 etc .  

Los esfuerzos en cualquier instante t valen: 

Cru(t) (Tc  + 

':re(t)= CrCe 	G'cl 

croza) = (Tac 	Cfet 

Qac (t) = 	crj. 

0o¢ (t) = (ro« + aoct. 

(T:n(t) = Croe + cr 

donde con el rndice "d" se designa los esfuerzos adicionales co 
rrespondientes que aparecen en el instante t. 

2a. fase 
••••=0.1.4•••••••••••••••••• 

Como consecuencia de los esfuerzos adicionales Cid 	y Cri 
la secci8n se encontrar& bajo compresión excóntrica. Partiendo 
de los ecuaciones de equilibrio para la sección, se obtiene: 

oca P2 
- ttrt ( P2 — .P3 ) 

cr<1 =  ed  
( ft — Pa) 
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ev.,4% + C 121 ew2,% Cu 
cd - a 

ejd  = C: 	+ C6 ew2lit + e: 

Si las ecuaciones integrales se transforman en algebraicas: 

orce A4B3 + 0-:4134.  Tu. 
1 — AS )14 

(111 46) 
Crcie As 134 vaca. B3  = 	1 —  AsA4 

De los resultados anteriores se puede concluir lo siguiente: 

1. En las estructuras de concreto presforzado, debido al flujo del 
concreto, pueden presentarse perdidas de esfuerzos considerables. 

2. Al aumentar la caracterYstica de fluencia 4.1 las pérdidas de 

presfuerzo aumentan, por lo que resulta conveniente tomar me-
didas para reducir 4/ como: utilizar relaciones A/C bolas y 
concretos de balo cemento, realizar el presfuerzo a lo mayor 
edad posible del concreto, condiciones atmosféricas húmedas, 
etc. 

3. Al aumentar ilp las peirdidas crecen; al aumentar 	las pérdi 

dos decrecen ligeramente. 
4. Al aumentar E0  (concretos de alta resistencia) las pérdidas se 

reducen. 
5. La variación del módulo con el tiempo aumenta las pérdidas del 

presfuerzo, pero en la rnayor?a de los casos su influencia no es 
importante. 

6. La redistribución de esfuerzos en estructuras bajo carga de larga 
duración conduce a esfuerzos adicionales que en ocasiones exce 
den los esfuerzos iniciales. Los esfuerzos adicionales aumentan 

con ql y el coeficiente de refuerzo y se reducen al aumentar 

E 0 O 
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4., Estado do desplazamientos y rigidez 

Sobre el estado de esfuerzos y deformaciones de un elemento 

balo flexión influyen los siguientes Factores: 

1. el esquema ostótico; 
2, las dimensiones geometricas; 
3, el tipo y magnitud de la carga; 
4, la cantidad y disposición del acero de refuerzo; 
5, la presencia de presfuerzo; 
6, las propiedades del concreto y refuerzo; 
7, el flujo del concreto en la zona de compresión; 
8, el flujo y las deformaciones plósticas del concreto en la zona 

de tensión; 
9. la aparición y desarrollo de grietas en la zona de tensión; 
10, la contracción del concreto; 
11. las variaciones de temperatura y humedad del medio; 
12, el crecimiento del módulo de elasticidad del concreto; 
13, el flujo del acero de refuerzo, etc. 

Gran parte de los factores mencionados representan procesos 
prolongados e influyen uno sobre el otro. En la mayoría de los 
casos el flujo del concreto en la zona de compresión es la causa 
fundamental del crecimiento de las deformaciones. 

La aparición de grietas en la zona de tensión elimina, en 
mayor o menor grado, dicha zona del trabajo reduciendo la rigidez 
del elemento. La descripción teórica de los procesos de formación 
de grietas, o seo la creación de la toodo de la aparición y desa• 
rroll o do grietas considerando el factor tiempo os un problema 

muy complejo. 

Por lo <re respecta al refuerzo de la zona de compresión, 
este reduce los desplazamientos elósticos /debido a que dicho re• 

fuerzo aumenta la rigidez del elemento) y diferidos (puesto que el 
refuerzo retarda las deformaciones por fluencia}, 

En lo que sigue se acepta: 

1. La hipótesis de la zección plano; 
2, el diagrama de esfuerzos en lo zona de compresión es 

triangular; 
3, el concreto de le zona de tensión no participa en el 

trabajo. 

... 
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(reo = 
h: ( 

2 Me  

x. 
" -17 

donde: 
¡Lo= -0-  o 

24  
9 	b ha  Cre(t) x(t)= f ho [ -V 

Me  

1'1012  fto bh: (4 - 49..) 

(111.49) 

Ga(t) = 	Me  
tiobh: (4 -V.») 

Te«) = 	2 Me  b y(oho  ( 4 -n/) 

yet) = 11(it)  

Tomando en cuenta la hipótesis de la sección plana 
en (1lla) resulta: 

Para un instante cualquiera t, por condición de equilibrio: 

(111.48) 

Y 
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Considerando la sección de la fig. '16 bajo un momento 
flexionante Me  , para el instante inicial (t 	O) segón la teoría 
elóstica: 



2.251 1— 	4— —21 	4  9 VII cut) 
-4+ 3    y _ 	e  4 

9 1:71.1°  (re(±) 
<ro (+) 

t 
d 0.,(r) 

nato aio(d 	Plattof 	d,c 	K(t1t)cl. 
O 

(111.49) 

E0  
i((t2 t) - 1-7-6;

) 
	 Tt. 

La solución de esta ecuación integral puede obtenerse por 
el método de A.V.Shvedov que consiste en dividir el tiempo en 
intervalos y sustituir K(t, 'r. ) por su valor medio en cada inter 
valo r  obteniéndose una ecuación algebraica. 

entre 

donde: 

Un método aproximado mas sencillo consiste en suponer que 
(re (t) y 44.  existe una relación lineal, resultando: 

y3(t)- [4d+ 1] 2(t) 4- [3 d 	1Ct) +1) = o (111 .501, 

	 \ 	4  = 110.140 	+issut 	X0(3- 

D=0(1+4'++4 	) 
Conocida sl(t), de (III„47) se obtienen Cra (t) y 	Cre (t) 

De la ecuación del ojo deformado se obtiene la rigidez B(t) 
del elemento estructural para cualquier instante t: 

nt) 	r(t) [ ho  x(t)] 

EC1) = 110 — .1111 



40. 

Resumiendo, se puede indicar: 

1. Las causas fundamentales de la variación de los desplazamientos 
en estructuras bajo carga de larga duración son: 

a) el flujo del concreto en la zona de compresión; 
b) la aparición y desarrollo de grietas en la zona de tensión; 
c) la contracción del concreto y el flujo del refuerzo. 

2„ El refuerzo de la zona de compresión reduce los desplazamientos 
de la estructura. 

5. Relajación de esfuerzos en  estructuras de concreto  

Para el estudio do la relajación de esfuerzos a la estructura 
se le impone una deformación constante con el tiempo. 

Para un elemento de concreto simple bajo compresión axial, 
derivando (111.28) respecto al tiempo se obtiene: 

(rcet)  = erce 1̂1  etLC  ) 

N(t) = Na  1-1(1) 
	 (111.52) 

donde H(t) es el coeficiente de amortiguamiento 

14(t)= e-(4+ 	t.)41t (111.5 3) 

En caso que el módulo de elasticidad se considere constante, 
deberá sustituirse 5=0. 

Para un elemento de concreto con refuerzo simétrico las 
expresiones (111.53) so conservan, pero 

W(t) 
	e- (4 + 	+ rta,e.  

4 	no. 1,4» 
	 (111.34) 

En el caso de un elemento de concreto simplemente reforzado 
bajo flexión, sin la preisencia de grietas, en general, en la sección 
transversal las lineas de esfuerzos y deformaciones nulas no coinci 
den debido al flujo del concreto. Sin embargo, como hipótesis si; 
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plificatoria so admite que dichas Irneas coinciden en todo instante. 

Para un instante cualquiera t, por equilibrio de fuerzas: 

bt yct ) crc(t)= 2  vco 4   (G.  ) 

y por equilibrio de momentos: 

donde: 	
M(1) bh2(rat) [5.— 0.5 — 3:---1: 2  --.(t).11  

S'a) 	xlt) 	= —112- 

Tomando en cuenta la hipótesis de la sección plana y la 
condición do compatibilidad de las deformaciones del refuerzo y 
del concreto en el nivel del refuerzo, se obtiene: 

Cre(0 — 12a  
2 

2 RoCc(t) 
lackl)-5R0.12  

tt „ 
na 	CH. 	+ 	—"ctTu 	K(t,t) dar 

o 
(111,56) 

Tu)  
.10 

La ecuación (111,,57) puede resolverse utilizando el método 
de A,V,Shvedov y obtener (rr,(t), con la cual so determinan las 
damas incógnitas, 

Si suponemos una relación lineal entre 	(re (t) y lit  y uti 
I izamos el teorema del valor medio, la ecuación integral se trans-
forma en: 

r2+D]y2(t) [4+ 2C + j)f-]yet) + d o 	
(III.57) 

Conociendo 	y (t), so determinan Crc (t) , 	41(t) y  m(t) 
En caso que la sección transversal esté reforzada simétrica 

mente, lo posición del eje neutro no varia con el tiempo. Si el —
desplazamiento impuesto so conserva constante, los esfuerzos en el 
acero también serón constantes con el tiempo. 



Por la hipótesis de la sección plana 

lo' no. (reo 

42. 

(I11.58) 

Considerando que las deformaciones del concreto son cons 
tontes, de 01118) resulta: 

cfc(t) = creo  (t ) 

2I r M (t) = erco 1-7º. 	+ ha/Al] 
donde: 

= é—(1+  

SI en el elemento estructural simplemente reforzado se 
presentan grietas en la zona de tensión, por condición de equili- 
brio: 

MW 
, tio  b haI  [i 1(.1j1 

3 

20)  
bho cut) ve:){ 1— .11.3 

De la condición de desplazamiento constante se obtiene: 

(111.59) 

1_1(t)=.,  2(E)[11° -x(t)]  
4(h, - x0) 

Utilizando la hipótesis de la sección plana resulta: 

1 
4 +12„Cre(t) 2 (10120  

• it I  
= i1.0.(reo(1' 	 d ÷ nal 	‘2.1  (4'0 dit t o   

.11•0 
••••• 

(Ita,6y) 

(111.62) 
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cuya solución puede obtenerse por el matado do A.V„ Shvedov. 

Aceptando una relación lineal entre 	ac(t) y 1/41/, 	y uti 

(izando el teorema del valor medio, la ecuación (111,63) se redu-

ce a 

11 C]')-Do 

donde: 

(111,63) 

4 	1 — So  

1) = na,1)., (4 + + «W) 

De estos resultados se concluye: 

Para elemento's de concreto reforzado bajo flexión el proceso 

de relajación es más intenso en la primera etapa (sin agrieta- 
miento). 

El efecto do la variación del módulo del concreto con el tiempo 

consiste en intensificar el proceso de relajación. 

6. 	Flujo no lineal del concreto 

La relación lineal entre esfuerzos y deformaciones por 

luencia se presenta hasta cierto nivel de esfuerzos. Este Irmite 

arfa arnpliamiente y dependen en gran parte de la resistencia del 

oncreto. 

En esta etapa las deformaciones por fluencia son acampana 

as por deformaciones plásticas relacionadas con la aparición de 

nietas muy pequedas en el concreto. Las deformaciones ineldsticas 

atoles pueden referirse convencionalmente a la zona de flujo no 

ineal. 

En muchos problemas de la teorla del concreto el flujo no 

ineal tiene un carácter transitorio. El paso de la zona de flujo 

o lineal a la zona de flujo lineal se debe al aumento en la resisten 

la del concreto, reducción de los esfuerzos durante la relajación 

redistribución de esfuerzos del concreto al refuerzo, cierre de 

nietas, etc,. 
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En la teoda del flujo no lineal se admiten las siguientes 
tip8tesis: 

1. El material es homogónoo e isótropo. 
2. Entro las deformaciones elásticas y los esfuerzos existo 

una relación lineal. 
3. Para las deformaciones por fluencia se acepta el prin-

cipio de superposición. 
4. La hipótesis del paralelismo de las curvas do fluencia 

se extiende a la zona do flujo no lineal, 
5. Los valores absolutos do las deformaciones no dependen 

del signo de los esfuerzos. 
6. Se supone que las curvas do fluencia para esfuerzos dis-

tintos son semejantes. Esto significa fue la deforma- 
ción por fluencia 	Eft /t) producida por el esfuerzo al 

puede obtenerse do la deformación C(t) producida por 
un esfuerzo de l kolcm2  multiplicada por cierta 

función del esfuerzo 	r:(0.:.): 

	

F((Tc)c(t,). 	 (111,64) 
en que 

Fere) = (re 	para 	(jc  

F(cre.) = f(re) 	para 	0-C 	 (111.65) 

donde 	R es la resistencia del concreto y V¿ os la relación 
para la cual el flujo lineal se transforma en no lineal. 

La forma más general *de la función f( le ) es 

f (r) = ecCr,+ yf rrt  

pero en este caso aceptaremos 

f(0)= 	po" 2  

donde 0L, y g son parámetros experimentales. 

Supongamos un elemento de concreto simple bajo un es-
fuerzo constante (rcel  . La deformación total vale: 

(111.66) 



De las condicionas (111,66) resulta: 

P = ° 
p.›0 

de manera que so puede escribir (fig. 17) 

13W V 11 5 3111 )0( 2  

*Una relación mós general sedo 

go= 

45. 

ec (t)= ea + 644.(t.) = 	+ f @lo) d(t) 

Si en t= 	el esfuerzo recibe un incremento MI a( t'o), 
la deformación total en t i  > 	será 

E c( ti) 	+ 	f (rco)  e (ti) + af • d(tilto) 

en que los dos primeros términos representan la deformación instan 
qinea producida por eco  y 	Aq(*ro); los dos segundos términos 
•epresenton la deformación por fluencia: la primera producida por 

0.-co en t 	ti y la segunda por AF debido a 	MIC(11,)„ 

Si 	ree =gc,(t), considerando la cuarta hipótesis y que 
Ipt 	C (t) E o  se obtiene: 

cr 	f ((lo) w í ¿Qa) 4 + 
Ect-t)= E, 	E, Tt jo  cit 

af [PM] 44- 44.1 
dr 	E0  V(11?.67) 

fue es la ecuación fundamental do lo teonct de envejecimiento para 
a zona de flujo no lineal. 
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en que y es un par8metro experimental Oig.18). 

En caso do considerar 	1(t)= 11.= constante, se tendría 
flujo estacioncrrio no lineal. 

Una suposici8n más correcta seria considerar (fig.19) 

j51k) = j3„ 	para 	O 4  t t./  

yt) := O 	para 	t > 

El caso más general seria 	pct)constante, 
es decir, p(t) varia desde P° en i=0 hasta .0+3=0 en 

t.g(f ig, 20). 

7. Rolajaci8n de esfuerzos  

Consideremos un elemento de concreto simple bajo compre 
si8n axial. Tomando en cuenta que 	Ec (t) = constante, derivañdo 
(111,,68) y considerando 	13(t)=110 =constante se obtiene 

kr,(t) = (reo 

 

;41[4   f  

P 	 (1  + 12- ) olo [ 1 — 	1 
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e comparada con la expresión correspondiente al caso de flujo 
leal muestra que el proceso de relajación os más intenso. 

En el caso de un elemento de concreto reforzado, por condi-
Sn do equilibrio: 

Gee 	Fc. + 1F (t) F 	N e  

por lo condición de compatibilidad de deformaciones se obtiene: 

  

Cree 

 

(111.68) 

donde 

 

PoTee(.1 — 

 

 

=1.14 (11  [ 4  — —67-4 	1 
	* set  

+ 
se consideró (11140). 

 

  

en que 

 

En osos roblemas os posible adoptar otras relaciones fun 

1 
cionalos para .f Tee(q) , puesto que la ecuáciÓn fundamental 

permite separar las variables independientemente del tipo de Ircej, 

Considerando un elemento de concreto reforzado con pres-
fuerzo sobre apoyos exteriores, cuyo sección se muestra en la 
fir 21 	, al soltar el presfuerzo: 

(j'el :=3 "..  

 

5 
rtp  

 

== » 	n gap 	P Qco  

Tm' npTce 

(111.69) 



(TiAt) = 	[ 4 — 	  
11P+ 1  +Poo.c0(4—  0'4) 

mientras que 	(T* (t) y cp 
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Pura cualquier instante t, por efecto del flu jos  

CreC+) = Creo Crcp() 

= Crap 	Crp 	 (111.70) 

C0.0(t) Teto  (t) 

Por condición de compatibilidad de deformaciones, utill-
zando (111.68), después de algunas transformaciones se obtiene: 

cripW=— jco[ 1 

  

1  + pocr,,,(4 rivti4 ) 

 

 

(111,71) 

donde 

5.= "Pq-Lp+11){ 4—  MY—el in 1.-"P(9+  Prt  
t 	 4 i•rtp(14py) 

En caso de prosfuer:zo sobro la estructura: 

Top = go( 

Cr --  PPlag  co — 	4 ÷ npe. 

Cito = 11,p (reo 

Tp  (t) se determinan de (111.73). 

(I11.72) 

En estos resultados se consideró Ea.— EP • 
Como so indic8 anteriormente, el flujo no lineal tiene un 

carácter transitorio, es decir el pardmetro 	es función del 
tiempo. Para considerar esto hecho, se supondrá que el módulo y 
resistencia del concreto son constantes. El efecto de la varia- 



o t 

t 

Q12 
= o V (t)laIO r212  

Am 	 a + CR'2 b= 	2/Q' 
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ci8n del módulo es insignificante,, sin embargo el crecimiento de 
la resistencia puede acelerar la transición del flujo no lineal al 
flujo lineal y por lo tanto reducir las perdidas de presfuerzon 

Sustituyendo 	G(t) = pl n' en las ecuaciones anteriores 
se obtiene el valor do 	4,,t  para el instante trzt de transición 
del flujo no lineal al flujo lineal: 

Cr
nl 

 
1P0  Crco 

Bb - 2D 	a.°  es 	are ig 	F (crco) 

13(t) = v [0(t\ t]2 
—314   

P= o 

o gs 

con 

Y 

con 

En estas expresiones <ro  es lo raíz de la ecuación: 



5O 

C 	(Cro  v(12.92 	 — A 

= 4 	— 102 
	

D (ro  (4A — 4) 

acrece )  
r(crco).=. 

(reez)+5./[ 	— vtroAt) 
Si se desea determinar el estado de esfuerzos en t o  al que 

corresponde una característica de fluoncia LI).to , so sigue el proce- 

dimiento siguiente: 

1) So calcula 	Itt según las expresiones anteriores. 

2) Si 	11404 11).1. 	, en to  se Heno flujo no lineal y los 

esfuerzos se determinan de (111073). 

3) 
Siv.°✓   Ty , entonces hasta t' se presenta flujo no 

lineal; en 	t'll.t4to  se tiene flujo lineal con un osfuer 
zo inicial 

De los resultados obtenidos en la toorla no lineal se deduce: 

10 La relajación do esfuerzos en al concreto bajo compresión axial 
aumenta en comparación con el caso 

20 Bajo carga axial do larga duración la redistribución de esfuerzos 
del concreto al refuerzo es mas intensa que an la zona do flujo 
lineal. 

30 Las pérdidas do esfuerzos en el concreto y refuerzo son mayores. 
4. En muchos casos el flujo no lineal es transitorio debido a la re- 

ducción de los esfuerzos en el concreto con el tiempo, aumento 
do la resistencia, cierre de grietas, etc. 

5. Al considerar el carácter transitorio del flujo no lineal las por-
elidas do presfuorzo se reducen„ 

6. Considerando que en la ecuación fundamental las variables se 
separan independientemente de la forma de .1(0.o) , existe li'oet 
tad en la selección de dicha relación, 

(111.75) 



CAPITULO 	IV 

OBSERVACIONES Y CONCLUSIONES 

En esto trabajo so han expuesto las ideas fundamentales 
de las teorías matemótica y tocnica del flujo del concreto. 

Con base en las hipótesis do partida se obtuvieron las 
ecuaciones fundamentales que permitieron plantear las relaciones 
necesarias para la determinación del estado de esfuerzos y defor 
mociones producidas por carga exterior y deformaciones impuestas. 

La diferencia fundamental entre las teorras matemática y 
tocnica estriba en una hipótesis adicional adoptada en esta última, 
según la cual las curvas de fluencia son paralelas. Debido a 
esta hip8tesis os posible resolver satisfactoriamente las ocuacio-
nes integrales que resultan y aplicar la teoría a una gran variedad 
de problemas de estructuras do concreto, tanto en el rango lineal 
como no lineal „ 

Respecto a las toorras anteriores cabe hacer las siguientes 
observaciones. 

1„ En la beoda raatemática la contracción del concreto se 
expresa mediante: 

	

$0 ( — 2-st  ) 
	

t,15/.1) 

Considerando {22) 

rn(,l- e- b>:) 

en (M. ) resulta 	
e4A 	J / 	-* bi.• 

Estas expresiones son semejantes entre sf, con la diferencia 
quo 3 está relacionada con el problema de contracción, mientras 

que b se refiere al fenómeno de flujo. Asf, la teoría matemática 
separa los fenómenos do flujo y contracción° Para evitar la sepa 
ración seria necesario valuar s de una prueba de contracción com 
binada con flujo„ 



_(IV,4) 

(1\1,5) 
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2. Experimentalmente se ha hallado (15) que la mayor in-
fluencia en las deformaciones se debo al esfuerzo aplicado a edad 
temprana y al esfuerzo inmediatamente anterior al instante de ob-
servación. Los esfuerzos en el período intermedio se suavizan 
por la elasticidad diferida. Considerando lo anterior se ha visto 
que la forma de C(t, 	) propuesta por Arutiunian subestima la 

influencia del esfuerzo anterior al instante t, no presentándose 
este hecho al considerar 

c(t,t9 = (PC:) 	F(t) F(L) 

El autor consideré 

C(t7 t)=. (I+ 41 )[131(1- 	 1 )+ B2( 

t 

gil-  V e- 

Esta misma expresión se utilizó para determinar la relaja-
ción de esfuerzos, resultando que la teoría lineal sobrestima el 
fenómeno, en un máximo do 15 por ciento. 

3„ Por lo que respecta a la ley de variación del módulo 
de elasticidad, en la teoría matemática éste so acostumbra expre 

sor en función de Emóx 	Hm E(t), mientras que en la teoría tác 

nica se relaciona con el valor inicial E0 . La ventaja do 	(111,12) 

consiste en que la variación do E(v) puede iniciarse desde 
cero. 

4. Considerando que la determinación de yt  , m, o.y(t) 

y cty en la teoría técnica se hace en condiciones de laborato 

rio, resulta conveniente relacionar éstos, obtenidos en condicio-
nes medias e  con la realidad. Para ello se ha propuesto (24): 

VT1 = 	114  Vtg.  it3  

09 = olym 	1/4 
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en que: 

t es el valor máximo da la ceractorrstica de fluencia 
para las condiciones medias do laboratorio; 

es el valor máximo do la contracción para las condi 
cienes medias de laboratorio; 

)4 os el coeficiente do corrección que depende do la 

ti

I humedad del medio en que so encuentre la estructura; 

2 es el coeficiente do corrección que considera el fac-
tor de escala (dimensiones reales de la estructura); 

13  es al coeficiente de corrección que dependo de la edad 
del concreto al aplicar la carga; 

os el coeficiente de corrección que depende del tiem 
po 	el' 	en que se comienza a considerar la influen 

cia de la contracción. 

• Los valores de estos parómotros obtenidos experimentalmente 
ce dan en (24). 

5. Parc poder utilizar las toorras anteriores es necesario 
realizar una serie do pruebas euperimentalos y determinar los para 
metros que an elles aparecen para distintos tipos de concretos y 
condiciones del medio. 

Las conclusiones mas importantes do este estudio son las si-
guientes. 

1. De las teorías existenies, la toorra del cuerpo viscoelós 
tico (maternótica) es la mas rigurosa y gneeral, mientras que la 
teorra del envejecimiento (tÓcnica) os una simplificación do la 
anterior. 

2. La influencia del envejecimiento del concreto en el flujo 
en la teorra matemótica cc considera mediante la función de envo 
yacimiento 

(e(td) c.t (CO 	= Co 4. y 

A i 

114  

(IV.7) 
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mientras que en la teorla técnica ésto se logra por medio de la 
hipótesis del paralelismo do las curvas de fluencia. La función 
de envejecimiento 	(e(v) implica irreversibilidad parcial de las 
deformaciones de flujo, asr corno la hipótesis del paralelismo de 
las curvas do fluencia presupone la irreversibilidad total de las 
deformaciones de flujo en la descarga (relajación). 

3. Las desventajas fundamentales de la teorFa del cuerpo 
viscoelóstico consisten en que debido a dificultades mcitemdticas 
frecuentemente no es posible tomar en cuenta el envejecimiento 
del material, tanto por lo que respecta a E(t.) como a la edad. 
Estas dificultados son mayores en el rango no lineal, que no consi 
dere el cardetor transitorio del i'enórncno. Todo esto haca que en—
ciertos casos los soluciones obtenidas mediante la toorra técnica 
sean mas correctas, aun cuando la toorra :nets:matice sea mas rigu 
rosa. 

4. La teorra técnica permite resolver los siguientes pro-
blemas: 

a) determinar el estado do esfuerzos producido por la 
contracción en seccionas simótricas y asimótricas 
(rofor:!adas y prosforzadas) bajo carga exterior y sin 
ella, considerando al flujo, la variación de E( c.) y 
el cardetor prolongado do la contracción del concreto 
(artrculos 2 y 3), 

b) determinar la rigidez y desplazamientos en elementos 
estructurales en cualquier instante considerando la 
influencia del flujo, contracción, variación de E(t), 
la presencia de refuerzo en la zona de compresión que 
reduce el flujo y ic: influencia de la ona de tensión 
cubierta por grietas progresivas (articulo 4). 

c) Resolver el problema da relajación de esfuerzos en ele-
mentos bajo compresión y flexión considerando el flujo 
y variación de E(r) (articulo 5). 

d) determinar el estado de esfuerzos, relajación y perdidas 
do presfuerzo en compresión axial, el estado de esfuer 
ZO3 en elementos bajo flexión y las perdidas de ores- — 
fuerzo en compresión considerando en todos los casos la 
variación do kv, y E(t) y el carácter transitorio del 
flujo no lineal con - constante (artrculos 6 y 7). rr 
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5. En la teorta técnica se han presentado soluciones a 
problemas unidimensionales. Parece posible extender 
la teorra a problemas bi y tridimensionales siguiendo 
el procedimiento utilizado en la teoría matemdtica „ 
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