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RESUMEN

Dado un conjunto de programas regionales de construccibn y los recursos
disponibles de maquinaria, el problema es como distribuir este equipo en
tiempo y espacio y cémo programar las nuevas adquisiciones de modo que
los costos totales sean minimos, Se¢ construye un modelo de programacién
matemitica. La estructura obtenida es la de un problema de programacién
lineal generalizada, en cl sentido de Wolfe, donde las variables de deci
5i6n son enteros. Esto conduce a un problema de programacifn lineal mix
to, que se resuelve por medio de un algoritmo de particién del tipo de

Benders, Al final se incluye un ejemplo numérico.
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1. INTRODUCCION

Este trabajo tuvo su origen en la necesidad que existe cn la Secretaria

de Obras PGblicas de aprovechar al miximo la maquinaria pesada, de costo
muy elevado, dedicada a la ejecucién dc programas anuales de conservacién
de carreteras. Para atacar estc problema sc elaboré un estudio (ref 1)

en el que, para las condiciones especificas de dicha Secretaria, se pro-
pone un método para obtener un programa anual fptimo de transporte de
maquinaria en funcién, principalmente, de un programa anual dado de conser

vacibn de carrcteras.

Este trabajo tiene por objeto considerar aquellos aspectos de ese primer
estudio que tienen interés mds gencral y que incluso pueden ser aplicados
a otros problemas plunteados en un contexto diferente del de mdgudnas y

obras, que es el que aqui sc siguc.



Mis especificamente,el problema quc se trata pucde plantearse como Sigue:

Existe un conjunto de lugares en que deben ejecutarse trabajos con miquinas
idénticas; para cada tra-ajo se conocen los dfas-miquina requeridos y los
intervalos de tiempo hdbiles para su ejecucién., Se dan los inventarios ini
ciales de maquinaria en cada lugar y el costo de transporte de una miquina
entre dos lugares cualesquiera. Se ticne un lugar “artificial", con um in-
ventario ilimitado de miquinas, al que no se le asocian trabajos. El costo
de transporte dc este lugar a otro incluye el costo de adquisicién de una
miquina. El problcma es encontrar un programa de transporte que satisfaga,
para cada trabajo, el nlmero de dias-miquina requeridos, computados dentro
de los intervalos hidbiles especificados, y de modo que los costos totales

(adquisicién mis transporte) sean mininmos.

En el cap 2 el problema se describe con detalle y se plantea matemitica-
mente, resultando un problema no lineal de programacién matemdtica. En la
sec 2.2 sc demuestra que si los costos y tiempos dc transporte cumplen con
la desigualdad del tri&ngulo, entonces es factible restringir los tiempos
en que ocurren los transportes sin afectar la optimaci6n, lo que da una
primera reducci6n en las dimensiones del problema. Fn el cap 3 se demues-
tra un teorema de descomposicién que permite calcular el transporte.equivg
lente o resultante de un conjunto de transportes que cumplen ciertas condi
ciones; con esto ¢l nfinero de variables se reduce nuevamente y ademis per-
mite plantar el problema como uno de programacién lineal generalizada cn
el que las variables toman valores enteros no negativos (sec 4.1). En la
sec 4.2 sc presenta un ojemplo nunérico y en la siguiente se propone el
algoritmo de particidn de Benders como procedimiento de solucin. Una vez
obtenida una soiucién optim:, el teorema de desconpesicidn mencionado pue-

de emplearse para gencrar nuevas soluciones Hptimas,



2. FORMULACION DEL PROBLEMA

El problema puede describirse como sigue. Se tiene un conjuto de lugares
o sitios donde deben realizarse trabajos o tareas con miquinas idénticas
entre si. Inicialmente, las miquinas estan distribuidas de alguna manera
entre esos lugares, pudiendo ser transportadas entre ellos. Se conocen el
costo por transportar una miquina de un sitio a otro (se suponen costos 1i
" neales) y el tiempo correspondiente (fig 1a) en que las méquinas transpor-

tadas permanecen inactivas,

Los trabajos no pueden efectuarse en cualquier momento necesariamente, de-
ben realizarse dentro de intervalos de tiempo dados*, 1lamados periodos
hdbiLes, cada uno de los cuales estd asociado a un lugar (fig 1b). Cada

tarea se especifica por un nimero que denota la magnitud o vofunen del tha

* Estas limltaciones pueden deberse a condiciones climdticas, secuenclia de
actividades, etc., Por ejemplo, en los programas de conservacion de ca-
rretcras se deben considerar las estaciones de lluvia, periodos de gran
clrculacion de vehiculos, etc.



bajo requerido por este, que convencionalmente le medimos en dias/miquina
y por un subconjunto formado por periodos hébiles (fig 1c) no necesariamen
te asociados a un mismo lugar. Para ilustrar esto considérese el ejemplo

de la fig 1, cn la cual se observa lo siguiente:

1) Los W, dfas-mdquina del trabajo 1 pueden realizarse en el lugar 1
durante los periodos 1y 2, y/o en el lugar 2 durante el periodo 3.
La condicifn es que la permmanencia de miquinas en estos lugares den
tro de los correspondientes periodos de tiempo dé un total de W

1
dfas-maquina

2) Para las tareas 2 y 3, se especifica que en el lugar 2 deben hacer-
se w2 dfas-miquina durante el periodo 4 y w3 dias-miquina durante
el periodo 5, lo cual no necesariamente es igual que hacer w2 + w3

dfas-miquina durante la uwnién de los intervalos 4 y 5

3) El efecto de la tarea S sobre la 4 (ndtese que los periodos 7 y 8
se intersectan y pertenecen al mismo lugar pero a distintas tareas)
es que de los W, dfas-mdquina que deben hacerse en el lugar 3, du-
rante los intervalos 6 y 7, al menos w5 (< w41 dias-miquina deben

efectuarse durante cl periodo 8

El problema consiste en encontrar un programa de transporte dc mfquinas,
con costo total de transporte minimo, tal que se cumplan los vol(menes de
trabajo especificados para cada tarca cn los lugares y dentro de los perio

dos hilbiles prefijados.

Aunque en la fonmulaci6n general no se requiere que se cumpla la desigual-

dad del tridngulo en los costos y en los tiempos (el costo por transportar



wa mdquina del lugar £ al m es menor o igual que el costo por transportar
lade £ al'ydespués de £' a £ y, similarmente, con los tiempos de trans
porte), de hecho tales suposiciones permiten hacer wuma reduccién considera
ble del nfimero de variables que aparecen en el problema. Los procedimien-
tos de solucién propuestos requieren, para garantizar el 6ptimo, que se cum
plan estas condiciones, las cuales claramente se satisfacen en la mayorfia

de los casos.

A continuaci6n se hacen lagunas consideraciones generales y al final de la

seccibn se introduce la notaci6n correspondiente a los datos del problema.

A fin de evitar que el nfimero de miquinas disponibles sea insuficiente, pa
ra que el problema tenga wna solucibn factible, se supone un lugar artifi-
cial, denominado mercado de maquinaria, el cual tiene un n@mero ilimitado
de ellas. En el costo de "transporte" de este lugar a cualquier otro
puede incluirse el costo de adquisicién de una mfquina. Con relacién a
esto, si los costos de transporte, propiamente dichos, son pequefios en com
paracién con los costos de adquisicidn, entonces es claro que el problema

es equivalente a minimizar la adquisicién de nuevas miquinas.

El problema, tal como se ha plantcado, no considera ciertos aspectos que
pueden tener importancia en problemas reales; por ejemplo, economfas o
deseconomias de escala en el rendimiento de las miquinas, diferencias
entre las capacidades de estas, programas de mantenimiento que distinguen
una miquina de otra por el nimcro de horas trabajadas, ctc. lin presencia
de este tipo de situaciones puede intentarsc un procedimiento, que pucda

ser heurfstico, y que consiste en resolver esencialmente problemas cono cl



descrito, en que los datos de entrada de cada nuevo problema se modifican

de acuerdo con las condiciones violadas por la filtima "solucifn'. Se pue

de, por ejemplo, subdividir periodos hibiles, modificar dfas-miquina, etc.

En este trabajo se emplea )a siguiente notacién para los datos de entrada:

-t
m

K=

={1,2 ..., M)
={1,2,...,N)}

(1,2 .., P)

lp el, pe K

S (4), 4¢e1
C (e, m, £, meh

Tos

LEV:

W,

Ee,

, Lel
, el

PeK

LeA

conjunto de lugares o sitios

conjunto de intervalos de tiempo (periodos hfibiles
o, simplementc periodos)

conjunto de trabajos o tareas

conjunto de intervalos o periodos disponibles para
realizar el trabajo p

sitio o lugar asociado al intervalo {
tiempo de transporte del lugar £ al m
tiempo en el que se inicia el periodo £
tiempo en el que termina el periodo £

nlimero de dias-miquina correspondiente al trabajo
P

inventario inicial de maquinaria en el lugar £,
Se supone Em e w0

Para ilustrar esta notaci6n, en la fig 1 se indican A, T, K, 1p' etc. los

tiempos TOL' Tli estdn dados por las barras de la fig la, y la funcién

S: 1 + A del cjemplo queda definida como sigue:

S(1) =8 (2) «8(3) =1, S(3) « 8(4) = S(5) = 2;

S(6) -8 (7)) =S (8) =3



c (£, m}, 5 (L, m

a) Costo y tiempo de transporte entre dos lugares £, m cualesquicra

Lugar o Inventario inicial Periodos hibiles (J+{1, ..., B}
sitio de miquinas tiempo

A -
! e, | L v | [z ]
) s [ &3]

3 g [ ]
(M=)4 00 T

(X3
m

b) Inventario inicial de mdquinas y periodos hibiles

Trabsjo o

tarea Dfas-miquina Periodos habliles correspondientes
1 Wy ' (1,l 2, 3} =1,
2 ¥, {4) =1,
3 w3 {5} . I3
4 v, wn o=,
(p=)5 ws {8} L ts

c) Trabajos: dias-riquina y periodos hdbiles

Fig 1. Datos de entrada. Ejemplo
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Fig 2. La funcién G (£,2)

2.1 Formulacdlbn analltica

En esta seccibn el problema se formula analiticamente en términos de varia
bles de decisién de 1a forma u (£, m, £}, con lo cual se designa al nfimero
de miquinas que parten del lugar £ al tiempo t - 6 (£, m} para arribar al
destino meA al tiempo . Esto da origen a lo que se denomina problema 1,

o mis brevemente, PI,

Aquellos valores de £ para los cuales tiene sentido u (£, m, t} forman el

perdodo de planeacién, que se designa por T = [To, T,'], donde
Ty = min (To&.léel}, T, = mx {Tu|4’el}

la funcién a minimizar es el costo total de transporte, la cual es lineal

en las variables u:

min Y e (£, m) u (£, m, t) (2,1
atl'.T’ I' mEA

teniéndosc entonces que las variables enteras u deben ser no negativas, la
sumatoria sobre ZLeT se puede reducir a aquelles yalores de £ en que
w (£, m, 1) es distinte de cero, que claramente cs wi subconjunto discreto

de T



Las demis restricciones del problema resultan de que dada una solucién de

P', denotada por {u}, se tiene:

C1) El nfmero de miquinas en el lugar £eA al tiempo teT es igual
a Ee menos el nﬁmefo total de miquinas que partieron de £ den-
tro del intervalo[ To,At]Inés el nmero de miquinas que llega-
ron a £ dentro de ese mismo intervalo. Este nfmero no debe ser

negativo

C2) El nfmero de dias-méquina asociado a un intervalo {eI es igual
a la suma de los tiempos de permanencia de la maquinaria en el
sitio S (£{) dentro de ese intervalo. El nfuero de dias-miqui-
na asociada a cada trabajo PeK es entonces igual a la suma de
los dias-miquina asociados a cada uno de los intervalos

(elp. Este n@mero debe ser mayor o igual que wp

Las restricciones del primer tipo se denominan condiciones de no negativdi-
dad del ndmeno de mdquinas, o condiciones C!, y las restricciones del se-

gundo tipo se denominan condiciones de efecucddn de £Los trabajos o condi-

ciones CZ. A continuacién se considera la forma analitica de estas restric

ciones.

De acuerdo con el punto CI, cl nimero de miquinas cn el lugar LeA al tiem-

po t'e| Ty Ty Jesta dado por

Ee-{ Jule, m £y +7  Juim g, ') zn L, 2
2ro(L,m) <t we A <t el

el cual debe ser mayor o igual a cero. In cstas condiciones una solucién

{u} de P! debe cumplir para toda £cT:
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) Luttym t') - Tuim £ ') <E, Let (2.2)
£'-0(L,m) <t meA ' <t meh )

En lo que toca a las condiciones de ejecucibn de los trabajosf o condici6n
C2, conviene definir una funcién que dé€ el volumen de trabajo realizado por
una miquina en el intervalo £ cuando llega al sitio S(4) al tiempo £, y no
vuelve a salir de dicho lugar. Sea G((,%t) esta funcién, la cual claramente

estd dada por (fig 2).

Tre = Tog 34 22Ty

= mix (0, (T
Lel

10 - mx (g, TOL) ) )

El volumen de trabajo realizado en el periodo {el se puede expresar median-

te la funcién G(., .) como

ES o) (T Tod * T ¥ 6l,t) utm S(é),t) - 1§ Gli,2-6(L,m)0 uls{i),m,z2)
2eT meh el mel

La condici6n C2 consiste en que para cada PeK la suna de los vol(imenes de
trabajo realizados en los intervalos (e Ip (asociados al trabajo p) debe ser
mayor o igual que “b' es decir, la suma dc la expresién auterior, para

iclp, dcbe ser mayor o igual que wp 0 sca:

I 1 ) G, Bulmsta),t)- § ) ) Gl t-0(e,m) )ulS(d),m,t)
idp teT m A /Lr]p 1T meh



>W - F Eqpoy [Ty, = T,.) para pek (2.3)
P telp K] VAR VAN 73 .

Las variables de decisi6n deben cimplir, ademis:
ul L,m, £} >0 L, meh, teT (2.4)
ull, m, t) = entero L, meh, teT (2,5)

En resumen, el problema P1 consiste en encontrar {u} que hace minima la fun
cién (2.1) y tal que se cumplan las restricciones 2.2 a 2.5, ‘Este problema
serfa lineal si no fuera por los témminos de la foma G(<,2) u (m, S(L), 2)

que aparecen en las restricciones,

Una manera de hacer lineal este problema es convertir la variable tiempo en
una variable discreta; el problema entonces puede fonnularse como uno de
programacién lineal. Una dificultad es el tamafio: si D es el niimero de tiem
pos discretos, el nfimero de variables serd del orden de DM (M-1) y el nfmero

de restricciones de aproximadamente (T + 1) M,

En la siguiente seccifn se demuestra que cs posible pasar a un problema 1i-
neal, mucho mds pequefio que el obtenido, al tomar discreta la variable %,
que permite resolver el problema P1 cuando los costos y los tiempos de trans

porte cumplen con la desigualdad del tridnguvlo:
cle, m <Cle, £') + Cle",m) (2.6a)
ofe, m) <olL, £') + 6(L’,m (2.6b)

para todo £, m, L'cA




2.2 Transpontes oportunos

Sea L' un lugar tal que la terminacifn del Gltimo de sus periodos hibiles
sea £' (con t' < T,); o sea, a partir del tiempo t' y hasta ei fin T, de

la planeacidn, en el lugar £' no hay mis periodos h#biles para realizar
trabajos. Si alguna de las desigualdades Ael trifngulo €cs 2.6) no se
cumple, es evidente que debe considerarse la posiblidad de transportes de
miquinas del tipo u(f, &', ] con %[t', Ti] ya que, aunque estas no pueden
realizar trabajo en £', el paso por este pucde ahorrar costo o tiempo de
transporte. Sin embargo, es claro que dichos transportes pueden ser des-
cartados a priond si se cumplen las desigualdades 2.6. Con ciertas modifi-
caciones, esta idea se puede generalizar a periodos inhfbiles "intercalados"
entre periodos habiles, lo que da orgien a la nocién de transportes inopor-
tunos, la cual tiene la utilidad de que, como se mostrari, siempre es posi-
ble encontrar una solucién de P1 que no contiene transportes inoportuncs.
En esta seccibn se consideran las simplificaciones del problema P1 cuando

se satisfacen las desigualdades 2.6,

En la fig 3 se muestran todas las posibilidades de transporte del lugar £
al m. Por sencillez en el dibujo, los transportes se representan mediante
lineas verticales, lo cual puede interpretarsc como un desplazamiento rela-

tivo en magnitud 6(£, m) de las escalas de ticapo para los lugares £, m,

En las figs 3a-f, facilmente se observa que al sustituir cada transporte
representado con linea puntecada por otro del mizmo nimero de maquinas pero
en el tiempo correspondicnte al indicado con 1inea llena en la misma figu-
ra, y que s¢ denomina Ldempe opeituno (referido, como siempre, al tiempo de
arribo), el volumen de trabajo realizado cn cada uno de los lugares £ y m

no disminuye. A los primeros les llamimos trandportes Liuoportwios y a los
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D s
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-
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4 2, =3
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o £) g) h)

Fig 3. Posibilidades de transponte ded Lugan £ al m

jar £" Lugar 2"

)

jar m ?////4///;//:7171/727//5//«//2‘# Lugar n ‘ \\ ,
Y & ’/ AL //,,’

Lugar £

jar £
a) Caso(i) de fig 3 b) Caso (*) de fig 3

77.2777% significa fuera de periodo h8bil.

W4

V/

N
N

Fig 4. Transpontes "dinectos"



14
segundos thandponrtes oportuncd. En la fig 3 se advierten dos tipos de trans
porte inoportuno: 1) los marcados con (.), los cudles llegan retrasados (res

pecto del transporte oportuno) y2) los marcados con (*) que llegan adelantados.

Supo'ngase que los costos y los tiempos de transporte cumplen con las desi-

gualdades 2.6 y que {u} es una selucién Optima del problema P1, la cual in-
cluye transportes inoportunos. Se demuestra que a partir de {u} es posible
construir otra solucibn Optima de P1 que no incluye transportes inoportunos.

Para construir esta solucifn se puede seguir el siguiente procedimiento:

.PaAo 0. Hacer {u} = {u}

Paso 1. Hacer el mayor nfimero de sustituciones de transportes inoportunos
por transportes oportunos (méquina por méquina). Especificamente, para cada
transporte inoportunc « (£, m, £) > 0, con tiempo oportuno de transporte de-
notado por ', hacer sucesivamente lo siguiente: si la condicién € se viola
(enmsit<2"yendtsit><t") para algin tiempo dentro del -intervalo ce-
rrado limitado por £ y t' cuando a u (£, m, t} se le rcsta una unidad, pasar
a otro transporte inoportuno; si no es el caso, hacer u (£, m, %) =

A RTI VAR A L BE A

Paso 2. Si en {u} no quedan transportes inoportunos el proceso termina y

{u} resuelve P1 &l mismo costo que {u}. In caso contrario continuar paso 3.

Paso 3. MNacer transportes directos. Especificamente, anular cada transpor-
te inoportuno « (£, m, £} > ¢ mediante la aplicacién rcpetida de uno de los
siguientes procedimicntos, segln que £ < t' o £ > £', donde £' cs el corres-

pondiente tiempo oportunc de transporte:

NOTA: Por abreviar, en lugar dca = a + 1 yb=b -1 seescribca="4+1,
b = b -]u
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5.1 Adelanto (¢ < t']. Se busca un transporte cualquiera uim, £", £")>0
que parta de m dentro del intervalo (t, t'] (es decir, t < £"-6 (m, £")< £')
y se haceuw (£, m, 2) =% -1, @ (m, 2", t") « * -1, W (L, £", t") « * + ]
(que es el transporte 'directo", fig 4a). Repetir esto hasta que

wile, m t) =0

5.2 Retraso (t > 2'). Se busca un transporte cualquicra u(L", £, £")>0
que 1legue a £ dentro del intervalo (t', £} y se hace & (&, m, t) = * -1,
uile, g, t")="*-1, wile", m t) =*+ 1 (que es el transporte directo,

fig 4b). Repetir esto hasta que u (£, m, t) = 0,

Obsérvese que al terminar el paso 2, siu (£, m t} >0 es un transporte
inoportuno que subsiste, entonces con u (£, m, £} -1 se viola la condicién
C1 dentro del intervalo cerrado limitado por £, t'; pero como {u} cumple la

condicién C1, se debe tener:

1) Si t < t', el nlmero de miquinas que llegan a su destino en el
intervalo (%, t') (fig 4a) es exactamente igual al nfmero de

miquinas que salen de m en ese intervalo

2) Sit>1', el nimero de mdquinas que llegan a £ dentro del
intervalo {t', £} (fig 4b) es cxactamente igual al nfmero de mé

quinas que salen de £ en ese intervalo

Por tanto, siempre se pueden encontrar los transportes buscados al princi-
pio de los subpasos 3.1y 3.2. Por la desigualdad 2.6, al sustituir en el
subpaso 3.1 los dos transportes u (£, m, ), « (m, £", t") por ¢l transpor-
te directo u« (£, £", "] se tieuc que ¢l costo de transporte no aunenta,
y por 2.6b, el ticmpo de partida de este transporte directo no es ante-

rior al tiempo de partida {£, ", £"}, por lo que al nacer
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dicha sustitucién en el lugar £ no se viola Fl. Un razonamiento andlogo
se puede hacer para.el subpaso 3.2. Noétese que un transporte directo ser4
inoportuno o no seglin lo sea el transporte con el mismo destino al que sus
tituye, ya que el tiempo de llegada es el mismo, y por ello, el pfoceso ge
neral termina en el paso 3. Obsérvese que este proceso no modifica trans-
portes del tipo de las figs 3g-h pues estos son en si oportunos ya que en
el primer caso cualquier modificacién en el tiempo de partida afecta los
vol(menes de trabajo en los lugares £ y m , y el segundo es un caso parti-

cular que interesa destacar.

Con lo anterior queda demostrado que siempre es posible encontrar una solu
ci6n 6ptima de P1 que no contiene transportes inoportunos. En lo que si-
gue, el conjunto de transportes oportunos que se denota por 0, se caracte-
rizarl en forma mis compacta, para lo cual se requieren las siguientes defi

niciones:

o (4,§l= e (S(<], S{fl), 4,4el

(L) Es?u-zﬁ""' Ty, Leh (2.7)
T(L) ES(L’?‘C[TOLT,‘C]' LeA

(i, = [Tyt oldy 1, Tyt ol NN [Ty Ty by 4odeld

Se usa la siguiente notacitn:

ol4, §) tiempo de transportc del periodo al £y al §

{4 conjunto de los tiempos de llepada al Jugar £

T(L) conjunto de tiempos hibiles del lugar £
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(L, §) interseccion de los periodos 4, § respecto a §. N6tese que
t{d, §)=¢si Sl4) = S{j)

Teorema 1. Si se cumplen las desigualdades del trifingulo 2.6, entonces
existe una solucidén 6ptima de P1 tal que cada transporte u (£, m, £}> 0
pertenece a uno de los conjuntos 00, 0, definidos a continuacién, los cua

les son ajenos:

0, = (ult, m, £, IS(i)e mf £, T ~olt, m ¢ c(t)) (2.7) !
0, = {ult, m, £) | existen 4,4 €l tales que S{4) =&, S(f) = m, t-6(m,2)
C('_to‘é' T’j » Le [Toj, T’j)’ 1(1._{] , 0 } (2-8)

definicién equivalente de 0y: si (4, §) ¢ ¢ entonces fet (4, f)«+ ulS(4), S(_{],Jtloso2 1

Demostracifn. Por lo antes expuesto, este teorema queda demostrado si se
nuestra que 0 = 00 u 0, es el conjunto de transportes oportunos y que

00(\0’ » ¢. Para demostrar la no interseccibn de los conjuntos 0,, 0, sea
w (e, m, ‘tojlc 0;, por lo que Toj' 6(L, m CK-TOL' T“]. Si ule, m, Toj.)e 0

entonces Toj-e(t, m) ¢ 1(L), es decir

T

oj- e(‘e' M) ‘T

14

o lo que es lo mismo
Tt okt gl =T,

por lo que por 2.7 10j

Finalmente, se pucde comprobar que cn la fig 3 los transportes oportunos

¢ 1, ] ¥ ¢, 1o que contradice que u[(,m,TO{)col.

correspondientes a los casos al - d} pertenecen a 00, y los transportes
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oportunos de los casos €) - h) a 0’.
Los transportes que pertenencen a 0, se denominan transporfes en {ntersec-
edifn y a los que pertchecen a 00 trhanspontes fuera de internseceidn (fig 5).
Obsérvese que el conjunto 00 es finito y que el 0,, si no es vacfo, es nu-
merable y por tanto infinito. El interés de particionar el conjunto 0 en
los conjuntos 00 y 01 se verd claro en el 3%guie?gg gggitulo, donde se mues
tra que el conjunto de transportes u (S{<), S(j], ¢} €0, que llegan en el
intervalo © ({, §) se pucde representar por combinaciones conexas de trans-
portes que llegan en los extremos de t(4, f), por lo que para evitar dupli-

cidad inecesaria de variables, los transportes oportunos de las figs 3e y h

se incluyan en el subconjunto 0;s

Puesto que durante los periodos inhdbiles puede haber solidas de miquinas
pero no llegadas, para garantizar 1a condici6én C1 en dichos periodos es su-

ficiente con verificar la no ncgatividad del nimero de mdquinas precisamen

te antes del inicio de cada periodo hibil, es decir, al tiempo 754' {ieh; o sea

pero sin contabilizar las llegadas de miquinas a
"

A esta condicién le 1lamamos eondicién Cl al Anicio de

que a cada tiempo TOL
S(i) al tiempo TOL'

periodo hdbif. Para garantizar la condicién C1 en el Gltimo periodo inhi-
bil es suficiente verificar ésta para el tiempo Ty lo cual se llama condd-
cibn C1 al §<inal de ta planeacdién. Para garuntizar que se cumple la condi-

ci6én C1 en todo tiempo resta, finalmente , verificar la condicibn Cl en fas

)

intenacciones, especificamente en los tiempos contenidos en U 1{4, §); 4eT.
|

Esta scccidn puede resimiirse en ¢l siguiente teorcma

Teorema 2. Si sc¢ cunplen las desigualdades del trifingulo 2.6, ¢l probloma
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P1 puede formularse como siguc: Econtrar {u}€0 que hace minima la funcién

2.1 y tal que sc cumplen las siguientes restricciones:

Rl. Se cumple la ec 2.2 para £ = T, (condiciones C1 al final de la
planeaci6n)

R2. Se cumple la ec 2.2 para te (T;L|LCI} (condicién C1 al inicio de
cada periodo h4bil)

R3. Se cumple la ec 2.2 para te U tl4, §), 4el (condicién C1 en in-
tersecciones) 4el

R4. Se cumple la ec 2.3 (condicién C2)

R5. Se cumplen las ecs 2.4 y 2.5

El conjunto 0 de soluciones oportunas estd dado por la unién de los conjun-

tos 00, 0, definidos por las igualdades 2.7 y 2.8

La condicién C1 subdivide explicitamente en tres partes (R1, R2, R3) por

la continuidad de este capifulo con el siguiente,




3. REDUCCION DEL NUMERO DE VARIABLES

La dificultad que presenta la formulacién del problema P1, tal como aparece
en el teorema 3 al final del capitulo anterior, es que el conjunto 0, L que
corresponde a 165 transportes en interseccién, ¢s alin un conjunto no nunera
ble y por tanto infinito. "En este capitulo sc demuestra que todos los
transportes del tipo u(S(<), S(j), tk)“ con tkﬁr(é, §), se pueden reducir

a un solo transporte 'resultante" con el mismo origen que llega a S(jf)den-
tro de la interseccibn t(4, §). Esto se establece mediante el teorema de
descomposicidn que se demuestra en la seguiente seccién, lo cual conduce

a formular un problema,denotado por P2, con la ayuda del cual se resuelve

P1 empleando ¢l algoritmo dado en la sec 3.3.

3.1  Teorema de descomposicdbn

Teorema 3. Sean los intervalos {, (c1 tales que t(4,4§) / ¢ y los transpor-

tes en interscccidn ull, m, th) > 0 con Zp€ g, §}, k=1, .., n,
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Demostracibn, Por las ecs 3.1 y 3.2 el volumen de trabajo realizado en el

intervalo § es
kg’ Glj, t,) ult, m, t,) - kgr”’f ) u (o m b)) Ty

ST -t w (l,m ) =G Uf, £,) ule, m, 2]

14

y similarmente para el intervalo { . Por la ec 3.2 t es una combinacién ccn

vexa de t’. vee, tk y por tanto tet(4, §). Para demostrar el inciso b) se
aplica el inciso a) ya demostrado. Los dos transportes se pueden sustituir
por otro de magnitud u (£, m, alj] +u (e, m uij) = ulg, m, t), (directa-

mente de las ecs 3.3 y 3.4) que llega a m al tiempo dado por la ec 3.2:

02 - t t - Gl.'
i ol ¢ — A o
a2 -al., Y 42,1,
in 4f 44 4

es decir, los dos transportes pueden sustituirse por el mismo transporte

del inciso a), con lo que thda demostrado el teorema.

* Bn las condiciones de este teorema se dice que u(f, m, %) es el nesubtante
del conjunto de transportes {ulf, m, tk)} (fig 6), que

{ufe, m, tk)} es una descomposicion de ull, m, t] y {(u(l, m, “lj]'

ule, m, aij)} una descomposdicdln en estremcs tanto de los transportes
{ufll, m, tk)} como de ulf, m, £]. Nbtesc que este tcorema es vilido si

tke¥(l, §), solo que entonces cn el inciso a) te T (4, §).

los términos '‘resultante" y '"descomposicién'' provienen de que las ecas 3.1
y 3.2 son idénticas a las quc se emplcan cn mécanica para la composicibn y

descomposicion de fuerzas paralelas (la cc 3.2, por ejomplo, corresponde a
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L = S[i), m= S{j). Los voliimenes de trabajo realizados en los intervalos
4, § no se alteran si este conjunto de transportes se sustituye por cual-

quiera de a) o b):

a) un solo transporte u(f, m, t), llamado rgsultante, dado por

ull, m, t) » E’ u (£, m, tkl (3.1)

donde el tiempo t de llegada a m estd dada por

te]t,ult,m £,)/ ult, m, ) (3.2)

cuando u{€, m, £)> 0, en cuyo caso Le t(L, f)

b) una pareja de transportes u (£, m, u’.

44

s4cdibn en extremos que son cero si u(f, m, t) = 0, y°que en caso contra

rio estan dados por:

-t
ule, m, al.) e Al (e, m, £ (3.3)

, m, ) (3.4)

donde u (£, m, 1) ‘est'zf definido por las expresiones 3.1, 3.2 y

1 = ; H 2 = By = 1 H ’
o’ min {4, §), o mix v (4, §) (3.5)

Ademds, obviamente u{£, m, aij) +ull, m, ai{) =u (£, m, t)

), ull, m, aij),ilmnada descompo




la ecuaci6n de momentos, donde el punto de aplicacién de la '"fuerza"

u(g, m, ') esta dada por t).

Una observacibn importante es que si bien desde el punto de vista de la condi
cién C2 los transportes {u(L, m, thl}, ull, m, )y {ull, m, aij]'

ulg, m, °2£j’) son equivalentes, desde el punto de vista de la condicién
C1 no se puede hacer ninguna implicacién general; es decir, C1 puede cum-
plirse cuando se considera {u(£, m, th)} y no cumplirse para las otras
dos alternativas o reciporcamente, etc, (ver'qjgmplo de 1a fig 7). Esto
conduce a que el teorema 3 permite eludir la no numerabilidad del éonjunto
de variables 0’, pero a cambio de ello la condicién C1 puede violarse en
las intersecciones 1({,§). Si se formula un nuevo problema, que se deno-
ta por P2, en el que Gnicamente se permite un solo transporte de S{{) a
S{4) por cada interseccién t(4{, §) ¥ 0, entonces el nimcro total de varia-
bles de P2 es finito y si bien P2 garantiza C1 fuera de las intersecciones
dentro de ellas puede no ser satisfecha. Para resolver esta dificultad pue
den buscarse descomposiciones (de los transportes en interseccién natural-
mente) que cumplen C1, pero el problema en general puede ser muy combinato
rio. Lo que se propone es resolver P2 con los datos de P1, y si para algu
na interseccién se viola C1, subdividir en dos dichos periodos hibiles
(fig 8) y resolver un nuevo problema I’2 con estas subdivisiones, €l cual
garantizari que la condicién C1 se cumpla al menos en la frontera de esos
periodos subdivididos y que antes no se cumplia., El conjunto de datos de
P2 que es modificado en cada ciclo de este tipo, y que se denota por D,

es el siguiente

D= (1, I’p, s'{.), Tb., T;.} (3.6)
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Lugar m :
L 4 4 [
Uy € 00
Lugar £ | Ugy Ugy Uy € 0,
D/ ¢
Fig 5. Transponrtes oportunos de La m

t, tz /ts

: | } al. o2

L 444

Lugar m 1l ]
PR s— =

Lugar ¢ . 4 | 4 | 4| |

'(a (e, m, £} u e, m 2 ule, m, a};jl. ulL, m.aijl

Fig 6. Teustracibn del teorema 3

L B L. |
1 1 - 2]
] 1 }
11 No I’
a) sc cumple C1 b)Vse cumple C1 para el trons-

porte resultante :

Fig 7. Hay equivalencia nrespecto a Cl y no nespecto a €2

| ] E—

4
2 ' :

P -1 | N
i
T B
t, t,

a) Al tiempo £ la solucidn b) Al tiewpo £ la sclucidn del
de P2 viotn A4 nuevo P2 cumplird C)

Fig 8. Subdivisibn de periodos hébifes cuando C1 se viofa en intersecedbn
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inici = L ' = ' =
ddonde inicialmente I' = I, Ip Ip, S'(.) =S(.), T i T

notacidn, cuando se desee diferenciar el problema P2 para distintos ciclos,

14 4el. Con esta

se escribirf P2 (D)en lugar de P2.

A continuaci6n se formaliza el problema P2 y se describe el procedimiento
para resolver P1 como una sucesién finita de problemas P2(D). E1 capftulo

siguiente se dedica a la solucién de P2,

3.2 EL problema P2
Puede idefinirse en foma abreviada como sigue:

Problema P2, Se supone que se cumplen las desigualdades del trifingulo 2.6.
Econtrar {u} < 0 de modo que:

a) para cada t({, ) ¥ ¢ se tiene a lo mds un transporte
u(S(<), sijl, ti.j) > 0 con tq.e}rf‘aé, §} (obviamente

b) la funci6n 2.1 es minima
c) se cumplen las restricciones R1, RZ, R4 y RS del tcorema 2.
Nétese la ausencia de la restriccién R3 del teorema 2.

Para expresar analiticamente este problema conviene definir los siguientcs

conjuntos:
a=(L §1|(e §) erxT, SIj) /&g, Toj. -0(2, Slilz (&)} (3.7)
o = ({4, §)] ¢, fle T xI, vl4,§] ¢ ¢} (3.6)
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Bs claro que por las ecs 2.7 y 2.8, se tiene
ule, Stj), Toj.) € 00 - (£, f) cQ (3.9)
u(S(<), Slf), ¢) ¢ 0y + (£,§) e @ (3.10)
Por tanto, se puede hacer el siguiente cambio de notacitn:

para (£, ) ¢ 2 el transporte u (£, S(J), Toj) se representa simple-

mente por zej

para (£, f) ¢ ¢ el transporte u (S{<), S{f), TLj) se representa por

la pareja (VU' t&'j) , por lo que se entiende que

. { \
VU ulsl<), Sif), ‘tx‘j'
Para escribir analfticamente las restricciones R ,» R2, R4 conviene expre-

sar en forma abreviada condiciones como'’conjunto de transportes 2 o Que sa-

5
len de £ antes del tiempo T,. con S(<) = £} etc. Esta condicién se puede

expresar también como
Cilista, ) e, SW) =2, Ty - old, §) <Ty)

lo cual resultaria demasiado complicado al considerar sumatorias. [Estas di
ficultades en la notacién, respecto al capitulo anterior provienen desde
luego de la distincion cntre los transportes de los conjuntos 00 Yy O’. In
la tabla 1 aparecen las definiciones de los conjuntos de indices (ver ejem
plo de la fig 9) que se usan en la formulacién analitica de P2, la cuil se

presenta a continuacifn.

———r— ——



CONDICIONES

Llegan al lugar £

Salen del lugar £

Liegan al! lugar S({)

antes cde T,.
04

Salen del lugar S{4)
antes de TOL

Llegan a S(&) al tiempo
TO{ o antes

Llegan a S{{] dentro del
periodo 4

Salen de S({) dentro del
geriodo £

F1 = fuera de interseccion

El = en interseccidn

FI

El

FI

EI

FI

FI

FI

EI

El

EI

TABLA
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1.

i~

NOTACION (SUBCONJUNTOS DE R Y ¢)

CARACTERIZACION

m, §1 | (m §leq, SI{il=2t)}
jo Rl | lj, R ee, S(kl=2)

JL, fl enl
(&, §1|(k, §) € ¢, S(k] = 2}

L

m, §1|(m, §) e @, T0j <Toe!

G, KIG, 0 e e SH ) oT

!
» Toj - 0(4'., j) < TOI. }
S«

ilista), §) e 8

(k, §1|k, §il € ¥ s Top < Toi

m, §)]tm, §1 € 0, Tyo < Tpo
jl(.{o i e}

jltg, §) e e}

L2
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——

v /) Vs

« {1, 2, .., LA 1, D)

« (1, 2, (2, 11, (1,41}, o« (3, 1, 11,3), (4,50)
« ((1,2), (1,4)) vk, 3

{2, 1) (U1, (4,50)

. (1, 20) v (11, 30)

- 1, 2) v, (1, 3

. (U1, 2, 11, 4)) )04- (e, s

g, 193,3,0407)

Fig 9. Ejemplo de Transportes opontunos de mdquinas entre dos
Luganes
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Problema P2, Se supone que se cumplen las desigualdades, 2.6.

Encontrar
{Zu.l (2, {e 0}, {VU’ tUI(L, {} € ¢}
tal que
(£,4)en (4,§)ed

tal que se cumplen las restricciones R1, R2, R4 y R5, respectivamente:

(R1) Condicién C1 al final de la planeacién

) 2, DR PR £ij -3 zyjki £, Leh (3.12)
jeat bm jleas’ [k, jley (§,k)eY

(R2) Condicién C1 al inicio de cada periodo hdbil

; Zsta) g 'X, fm,'*f Ve -'Z Voj SEs(a) 4eT (3.13)
fer, [m,;}en/; (k,j]eié (J'k)cwi

(R4) Condicibn C2 para cada trabajo

R B R N N L T AR "
delp fef, (m, §) e Tk, jley, (jkley,
o N

. N ) _ 1 - . /
Ty +old, ) oy Vei t DTy Gﬂ)VjL.)g_ W, UL su)'('f’f,,
jeoi jci’.c delp
(R5)

V.., 2 .> V.. 7 .enteros (3.15)

A4 e4 ~ 4if ed



30

y ademis

gif €1 (£, §) (3.16)

3.3  Algonitmo de solucibn

Se propone el siguiente algoritmo para resolver el problema P1 cuando las

desigualdades 2.6 se cumplen:

' t ' = ' L 4 ' L4 =
Paso 0 Hacer 1 I, Ip Ip, S'(.) = S(.), To TO" T;. Ty
Paso 1 Resolver P2(D) (ver ec 3.6). Sea {zej}' {yéj' tij} esta solu-
cién
Paso 2. Sea el subconjunto V < ¢ tal que para (4, §)eV se tienc que al

tiempo tkj - o(4, §) se viola C2 , en el lugar S{{). Si V es vacfo la so-
lucién de P2(D) es solucién 6ptima de P1 y el proceso termmina. En caso

contrario centinuar el paso 3.

Paso 3 Hacer modificaciones en D, de modo que para cada (£, f)eV el

periodo £ quede subdividido al tiempo tij - old,fle- Ir a1,

El efecto del paso 3 es realmente introducir (cuando sc violan) restriccio-
nes Cl en el interior de las intersecciones 1(4{, f) del problema original,
es decir, este algoritmo cs simplemente un procedimiento de relajacion so-
bre restricciones del tipo 2.2, las cuales son lineales en u (2, m, t'],
asi que el lado izquicrdo de 2.2 es wna funcifn convexa respecto de tales
variables. Esta Gltima condicién garantiza que cl procedimiento de relaja

cién (Lasdon, pdg 206) termina con un nimero finito de pasos.
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En el siguiente capftulo se destaca que el paso 1 de este algoritmo, en el
que s€ soluciona un problema ‘tipo P2, consiste en resolver un programa li-

neal mixto al que se le designa por P3.

Obtenida una solucién de P1, el teorema de descomposicibn puede ser Gtil

para generar mis soluciones 6ptimas de P1,

En los problemas précticos resueltos este algoritmo resuelve el problema
P1 en un solo ciclo, es decir, nomalmente se resuelve un solo problema P2
y este cumple las condiciones C1 en el interior de las intersecciones.
Esto se debe a que los transportes en interseccién son menos '‘eficientes"
que los transportes al inicio del periodo h4bil. Ademis, cuando ocurre

un transporte en interseccién por lo general no ocurre el que circula en
sentido contrario, as{ que las restricciones C1 al inicio de cada periodo

hfibil comiinmente cubren hasta el interior de los periodos hébiles.



4. TRANSFORMACION A UN PROGRAMA LINEAL MIXTO
4.1 Empleo de programacibn Lineal generalizada

Aunque el problema P2 conticne un nfmero nénor de variables que P1, en P2
persisten las no linealidades, segln se observa en las restricciones 3,14,
las cuales contienen productos dei tipo tij Vij’ Sin embargo, la condi-
cién 3.16 significa que el conjunto de valores de tij est limitado por un
poliedro convexo, ya que

T i § 1 2
tLj €1 (4, f] < T :-téj < o

donde “ij y aij estén definidos por las ecs 3.3 y 3.4. Esta propiedad per
mite transformar P2 en un programa lincal mediante el método, introducido
por Wolfe (Danzing, Lasdon), dc programacién lineal generalizada, el cual
consiste esencialmente en expresar la variable contenida en el poliedro con

vexo, en este Caso tlj' como una conbinacidn convexa de los extremos del
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poliedro, en este caso aij i’ (i, j) € ¢, los coeficientes de esta com
binaci6n convexa estén relacxonados como se ve a continuacién, con la des-
composicién en extremos del teorema 3. Si el transporte en el extremo de-

recho de la interseccién t({, §) se denota por xij (fig 6), por la ec 3.4

se tiene:
‘t‘-—r G}-.
X, : -4 4 vy (£, {l e o (4.1)
8] az ~al 4§ _
4f 4

enque X,.< VY Despejando ¥,. en la ec 4.1 se obtiene:

4f = 44 4f
. ol 2 _ .1
;ij oy +la£ oy l XLJ/VLJ, (4, ) e ¢, si V 4 F0  (4.2)

es decir

t[,j.(‘yj.j-x )Gl + X, Z)V-—:;Si‘yf('j’O("s)

4§ T4 e BRPY
que es una combinacién convexa de aij' aij' Identificando esta con la com
binaci6n convexa 3.2 del Teorema 3, se ve quc la pareja (Véj - xijl' ij
es 1a descomposicién en extremos de un transporte de ij miquinas que lle-

gan a S(4) al tiempo zij (fig 6).

Si se sustituye 1a ec 4.2 en la 3.14, se obtiene un problema designado por
P3, donde las restricciones correspondientes (ec 4.7) son ahora lineales,

es decir, P3 es un programa lincal mixto. Dada una soluci6n de P3, por me-
dio de la ec 4.2 se obticene la correspondiente solucion de P2, A continua-
cién sc presente el problema P3, obscrvindosc que en la funcién objetivo no

apareccn las variables XLj'
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Preblora Pé. Se supone que se cumplen las desigualdades, 2.6.
Encontrar
tal que

Min ] Clg, Sl4)) it I ¢ (sl&), stf) ) v‘_.j.

(4.4)
(£,4)en (4,f)et

tal que se cumplen las restricciones R1, R2, R4 y RS, respectivamente:

(R1) Condicién C1 al final de la planeacién

)) ch- ) ij + ] ij -y Lyjki Ee, LeA (4.5)
jeal ™ (mgleas [k, fleyt U4, kley

(R2) Condicién C1 al inicio de cada periodo hibil

Dofggy T LD Wy sl Y sEggy 46T (48)
j't [M,j'ltﬂi (koj)e‘ié ‘j‘,k)c\i".‘

L:)

(R4) Condicién C2 para cada trabajo

I oUT o Tod -1 2, + ] 2.1 Yoi*t 1 Vb

S . .
deTp jeg, ' (m,j)cQ% Y, f)ey, (§,k)ey;
I - ql 2, . ql, .,
Doy obd ) oggy gt 1 Wy megld ygde b gy - aggd Xy
jeo, _{62,‘: jeo,
. 2 R 1 _ - - o
) (uj/('. uj.&,) xji :wp ) (T4 TOL” E,/S('L)' PeK (4.7
jcﬁ_i Lelp
Xej Vi (4.8)
y adends g, 2, 2, Ygjr 2o¢ enteros (4.9)
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Ejemplo numénico

Los datos estén dados por:

35

Tiempo (dTas) Costo de trans-
. porte
Lugar Inventario | oy sss o Dfas-miquina Lugar
{=1 . ' : .
1 2 [ S| 10 0 1 6
, i=2
a 0 —t—— 3 1 0 5
i=3 i=4
3 2 I 7,4 [ 5 (1}
4 » S 9 8

Bl problema P3 para este caso queda como

LR M1 32 29

!estrllcclonesi

3
W 4

Ecs 4.8

2
R2 intervalo 3
N . ‘

1.
RY Intervalo § :

21 12 M M) 32 23 21 M 32 4] 42 43 4
FUNC 0BJ =11 1 6 6 5 5 1 6 5 9 9 9 9 -
-3 3-3 3 0 O 4-4 3-3 0 O S 5 0 5 210
3-3 0 0-2 2 (-3 3 0 0 2-2|-3 0 3 3 3
0 0 3 -3 2 =2 0 0-3 3 -3 13 0:-3 <3 3 1
0 0 3 -3 2 -2 0 0.-3 3 -1 1 0 -1 -} 1 2
=1 1 .
-1 0 1 0,
-1 S §
-% . | -0 0
0 -1 0 1 .
3 1 . . ‘
-1 0 1 1 0
0 0 -1 -1 D § -2
0 0 0 1 j
-1 1-1 1 0 0 1 1 0 1 -2
i~ 0 0 -3 |- 0 1§ 1 0
0 0 1 -1 1 -1 0 -1 -1 1 -2
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Por sencillez, en estc ejemplo se consideran tiempos de transporte cero
y ademfis cada trabajo tiene asociado en solo periodo hébil., Una solucién
6ptima es: 231 s 2, V!Z s 4, X’2 . 2, VZS = 4, )(23 s 2.5, funci6n objeti-
vo = 36, el resto de variables cero. La solucién correspondiente de P2

estfi dada por (ec 4.2) ’t12 « 2.5 2,, =+ 10/3 (fig 10). Esta solucién

23
cumple la condici6én C1 en el interior del intervalo 2y por tanto es solu
cién del problema P1. Otra solucifn, obtenida descomponiendo el transpor-

te V,z, es la de la fig 11,

fig- 10 §ig 11
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4.3  Solucibn por método de Bendens

Aunque el programa lineal mixto P3 puede resolverse por distintos métodos,
el procedimiento de particién de Benders resulta en este caso atractivo no
solo por su eficiencia computacional sino porque exhibe cierta estructura
del problema. Sobre este método proceden consultarse las refs 3 y 4.

El programa P3 tiene la siguiente forma: dadas las matrices C1, A1, Az,

AS’ calcular y, u tales que

min ¢, v ' (4.10)

con las restricciones

A,u + A2 y>b (4.11)
Asy > by . (4.12)
b u >0 ' (4.13)
y entero (4.14)

El método de particién consiste esencialmente en descomponer este en dos
problemas interelacionados, uno que contiene Gnicamente variables reales
{u) y otro solamcnte con variables enteras (y), dc tal manera que las solu
ciones de ambos determinan el 6ptimo del problema original, Sin entrar en
mis detalles, el procedimiento de Benders, al que aquf se le hace una pe-
quefia modificaci6n relativa al manejo de la matriz A3, conduce a resolver

alternadamente los siguientes problemas:
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Subproblema real:

mix w (b -Azy) (4.15)

WA, < 0 (4.16)

) w; < M (nGmero grande) (4.17)
w>0

Subproblema entero:

min 2 | (4.18)
con las restricciones
Asy > b, (4.19)
> Czy tu 4(b - Azy) (4.20)
hy entero no negativo
El algoritmo es el siguiente:

Paso 0. Determinar una solucién factible w del problema real (en nuestro

caso siempre existe pues lo es w = 0).

Paso 1. Resolver el problema entero para w = w, con lo que se obtiene la
solucién y = y, 2 = 7. Si 2 no est acotado para abajo, hacer 7 igual a

cualquicr nfmero pequefio.

Paso 2. Resolver cl problema real para y = y (la y del paso anterior), ob
teniéndosc la solucién w (antes dc llegar al 6ptimo, w se va a infinito,

lo que hace activa la restriccién (4.17)
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Pato 3. Determinar 7 - Czy < w (b - AZV). Si hay igualdad continuar al paso

4), sino ir al paso 1) y agregar 2 > C,y + u (b, - Ayl al conjunto de
s

restricci6n 4.20. Una restricci6n en 4.20 puede eliminarse cuando déje de

ser activa.

Paso 4. Usar y del paso 1y resolver el problema,

min C,y

con Aju > b - Ay, uz0 -

teniéndose la solucién X

Paso 5. La soluci6n 6ptima es X, ¥

El problema real se program§ siguiendo el método dual lexicogréfico y el

problema entero por el procedimiento de todos enteros.

El hecho de que el valor de la funcién objetivo (de P3) no dependa de las

variables reales u (no enteras), se traduce en que la regién factible del
un
subprograma real es'cono convexo.
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