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RESUMEN 

Dado un conjunto de programas regionales de construcción y los recursos 

disponibles de maquinaria, el problema es cómo distribuir este equipo en 

tiempo y espacio y cómo programar lasa, nuevas adquisiciones de modo que 

los costos totales sean mínimos. Se construye un modelo de programación 

matemática. La estructura obtenida es la de un problema de programación 

lineal generalizada, en el sentido de Wolfe, donde las variables de deci 

si6n son enteros. Esto conduce a un problema de programación lineal mix 

to, que se resuelve por medio de un algoritmo de partición del tipo de 

Benders. Al final se incluye un ejemplo numérico. 
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1. 	INTRODUCCION 

Este trabajo tuvo su origen en la necesidad que existe en la Secretaría 

de Obras Públicas de aprovechar al máximo la maquinaria pesada, de costo 

muy elevado, dedicada a la ejecución de programas anuales de conservación 

de carreteras. Para atacar este problema se elaboró un estudio (ref 1) 

en el que, para las condiciones específicas de dicha Secretaría, se pro-

pone un método para obtener un programa anual 4-Urna de transporte de 

maquinaria en función, principalmente, de un programa anual dado de conser 

vación de carreteras. 

Este trabajo tiene por objeto considerar aquellos aspectos de ese primer 

estudio que tienen interés más general y que incluso pueden ser aplicados 

a otros problemas planteados en tul contexto diferente del de m4qtanaz y 

°buz, que es el que aquí se sigue. 
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Más específicainente,e1 problema que se trata puede plantearse como sigue: 

Existe un conjunto de lugares en que deben ejecutarse trabajos con máquinas 

idénticas; para cada tra-ajo se conocen los días-máquina requeridos y los 

intervalos de tiempo hábiles para su ejecución. Se dan los inventarios ini 

ciales de maquinaria en cada lugar y el costo de transporte de una máquina 

entre dos lugares cualesquiera. Se tiene un lugar "artificial", con un in-

ventario ilimitado de máquinas, al que no se le asocian trabajos. El costo 

de transporte de este lugar a otro incluye el costo de adquisición de una 

máquina. El problema es encontrar un programa de transporte que satisfaga, 

para cada trabajo, el número de días-máquina requeridos, computados dentro 

de los intervalos hábiles especificados, y de modo que los costos totales 

(adquisición más transporte) sean mínimos. 

En el cap 2 el problema se describe con detalle y se plantea matemática-

mente, resultando un problema no lineal de programación matemática. En la 

sec 2.2 se demuestra que si los costos y tiempos de transporte cumplen con 

la desigualdad del triángulo, entonces es factible restringir los tiempos 

en que ocurren los transportes sin afectar la optimación, lo que da una 

primera reducción en las dimensiones del problema. En el cap 3 se demues-

tra un teorema de descomposición que permite calcular el transporte equiva 

lente o resultante de un conjunto de transportes que cumplen ciertas condi 

ciones; con esto el número de variables se reduce nuevamente y además per-

mite plantar el problema como uno de programación lineal generalizada en 

el que las variables toman valores enteros no negativos (sec 4.1). En la 

sec 4.2 se presenta un ejemplo nun'érico y en la siguiente se propone el 

algoritmo de partición de Benders como procedimiento de solución, Una vez 

obtenida una solución Optiml, el teorema de desco!Tosición mencionad( pue-

de emplearse para 1,enel. ar nuevw7, soluciones óptims. 



2. 	FORMULACION DEL PROBLEMA 

El problema puede describirse como sigue. Se tiene un conjuto de lugares 

o sitios donde deben realizarse thdbajcus o taneaz con maquinas id6nticas 

entre sí. Inicialmente, las máquinas estan distribuidas de alguna manera 

entre esos lugares, pudiendo ser transportadas entre ellos. Se conocen el 

costo por transportar una máquina de un sitio a otro (se suponen costos li 

neales) y el tiempo correspondiente (fig la) en que las máquinas transpor-

tadas permanecen inactivas. 

Los trabajos no pueden efectuarse en cualquier momento necesariamente, de-

ben realizarse dentro de intervalos de tiempo dados*, llamados peníodo4 

hdbilez, cada uno de los cuales está asociado a un lugar (fig lb). Cada 

tarea se especifica por un número que denota la. magnitud o vaumen dee tna 

* Estas limitaciones pueden deberse a condicioris climáticas, secuencia de 
actividades, etc. Por ejemplo, en los programas de conservación de ca-
rreteras se deben considerar las estaciones de lluvia, periodos de gran 
circulación de vehículos, etc. 



bajo requerido por este, que convencionalmente le medimos en días/máquina 

y por un subconjunto formado por periodos hábiles (fig 1c) no necesariamen 

te asociados a un mismo lugar. Para ilustrar esto considérese el ejemplo 

de la fig 1, en la cual se observa lo siguiente: 

1) Los Wi  días-máquina del trabajo 1 pueden realizarse en el lugar 1 

durante los periodos 1 y 2, y/o en el lugar 2 durante el periodo 3. 

La condición es que la permanencia de máquinas en estos lugares den 

tro de los correspondientes periodos de tiempo dé un total de W1  

días-máquina 

2) Para las tareas 2 y 3, se especifica que en el lugar 2 deben hacer-

se W2  días-máquina durante el periodo 4 y W3  días-máquina durante 

el periodo 5, lo cual no necesariamente es igual que hacer W2  + W3  

días-máquina durante la unión de los intervalos 4 y 5 

3) El efecto de la tarea 5 sobre la 4 (nótese que los periodos 7 y 8 

se intersectan y pertenecen al mismo lugar pero a distintas tareas) 

es que de los W4  días-máquina que deben hacerse en el lugar 3, du-

rante los intervalos 6 y 7, al menos W5  (< (l,} días-máquina deben 

efectuarse durante el periodo 8 

El problema consiste en encontrar un programa de transporte de maquinas, 

con costo total de transporte mínimo, tal que se cumplan los volúmenes de 

trabajo especificados para cada tarea en los lugares y dentro de los perio 

dos hábiles prefijados. 

Aunque en la fonnulación general no se requiere que se cumpla la desigual-

dad del triángulo en los costes y en los tiempos (el costo por transportar 



una máquina del lugar / al m es menor o igual que el costo por transportar 

la de t a t' y después de /' a / y, similarmente, con los tiempos de trans 

porte), de hecho tales suposiciones permiten hacer una reducción considera 

ble del número de variables que aparecen en el problema. Los procedimien-

tos de solución propuestos requieren, para garantizar el óptimo, que se ctnn 

plan estas condiciones, las cuales claramente se satisfacen en la mayoría 

de los casos. 

A continuación se hacen lagunas consideraciones generales y al final de la 

sección se introduce la notación correspondiente a los datos del problema. 

A fin de evitar que el número de máquinas disponibles sea insuficiente, pa 

ra que el problema tenga una solución factible, se supone un lugar artifi-

cial, denominado mercado de maquinaria, el cual tiene un número ilimitado 

de ellas. En el costo de "transporte" de este lugar a cualquier otro 

puede incluirse el costo de adquisición de una máquina. Con relación a 

esto, si los costos de transporte, propiamente dichos, son pequeños en com 

paración con los costos de adquisición, entonces es claro que el problema 

es equivalente a minimizar la adquisición de nuevas máquinas. 

El problema, tal como se ha planteado, no considera ciertos aspectos que 

pueden tener importancia en problemas reales; por ejemplo, economías o 

deseconomías de escala en el rendimiento de las máquinas, diferencias 

entre las capacidades de estas, programas de mantenimiento que distinguen 

una máquina. de otra por el numero de horas trabajadas, etc. En presencia 

de este tipo de situaciones puede intentarse un procedimiento, que pueda 

ser heurístico, y que consiste en resolver esencialmente problemas cono el 



descrito, en que los datos de entrada de cada nuevo problema se modifican 

de acuerdo con las condiciones violadas por la última "solución". Se pue 

de, por ejemplo, subdividir periodos hábiles, modificar días-máquina, etc. 

En este trabajo se emplea la siguiente notación para los datos de entrada: 

conjunto de lugares o sitios 

conjunto de intervalos de tiempo (periodos hábiles 

o, simplemente periodos) 

conjunto de trabajos o tareas 

conjunto de intervalos o periodos disponibles para 

realizar el trabajo p 

S (d.), íe1 	 sitio o lugar asociado al intervalo 

C (t, ln) 	Ific A 	tiempo de transporte del lugar 1 al m 

tiempo en el que se inicia el periodo ti 

Tlí,¿ci 	 tiempo en el que termina el periodo 4: 

WP' PeK 	 número de días-máquina correspondiente al trabajo 

Ee' teA 
	

inventario inicial de maquinaria en el lugar t. 

Se supone Em  

Para ilustrar esta notación, en la fig 1 se indican A, 1, K, 1p, etc. Los 

tiempos Tu, Tlí  están dados por las barras de la fig la, y la función 

S: 1 -1 A del ejemplo queda definida como sigue: 

S (1) . S (2) . S (3) . 1, 8(3) . S(4) . 8(5) 	2; 

S (6) = S (7) . S (8) . 3 

A E { 1, 2, M } 

E { 1, 2, 	..., N ) 

K E { 1, 2, 	..., P } 

I el, pe K 



Lugar o 
sitio 

A 

1 

% 

3 

(M.)4 

Inventario inicial 
de máquinas 

E
l  

• 
E
2 

00 

Periodos hábiles (1.(1, ..., 8) 
tiempo 

5 

7 

18 

LL-J 

3 	1 

6 

c 	ni), 0 1/, In) 

Costo y tiempo de transporte entre dos lugares /, m cualesquiera 

b) 	Inventario inicial de máquinas y periodos hábiles 

Trabajo o 
tarea 

Dfas-máquina Periodos hábiles correspondientes 

{1, 	2, 1  3) a 	1
1 

W
2 

(4) 
2 

W
3 

(5) , 	m 	;
3 

W
4 

(6,7) 	' .., 	1
4 

W
5 

(8) t, 	+5 

2 

3 

4 

(N1)5 

c) 	Trabajos: días-dquina y periodos hábiles 

Fig 1. Datos de entrada. Ejemplo 



G(1,1) 

Fig 2. La función G (L,t) 

2.1 	Fohmulación anatitica 

En esta sección el problema se fonnula analíticamente en términos de varia 

bles de decisión de la forma u (e, m, t), con lo cual se designa al dinero 

de máquinas que parten del lugar al tiempo t 	(1, m) para arribar al 

destino mcA al tiempo t. Esto da origen a lo que se denomina problema 1, 

o más brevemente, Pl. 

Aquellos valores de t para los cuales tiene sentido u lt, m, t) forman el 

~oda de planeueíón, que se designa por T = [To, Til, donde 

To  E mtn. (T
0i
lic1), TI  E max {Tulíci} 

La funcién a minimizar es el costo total de transporte, la cual es lineal 

en las variables u; 

mhi y c (I, in) u (e, ni, 	 (2.1) 

teT, £, men 

teniéndose entonces que las variables enteras u deben ser no negativas. La 

suitatoria sobre ter se puede reducir a aquellos valores de t en que 

u (I, m, .t) es distinto de cero, que chtramente es un subconjunto discreto 

de T. 



Las demás restricciones del problema resultan de que dada una solución de 

P1
, 
denotada por {u), se tiene: 

C1) El número de máquinas en el lugar LEA al tiempo ÚT es igual 

a E
e 
menos el número total de máquinas que partieron de / den-

tro del intervalo[ T0, tlmás el número de máquinas que llega-

ron a t dentro de ese mismo intervalo. Este número no debe ser 

negativo 

C2) El número de días-máquina asociado a un intervalo ícI es igual 

a la suma de los tiempos de permanencia de la maquinaria en el 

sitio S (í) dentro de ese intervalo. El número de días-máqui-

na asociada a cada trabajo PEK es entonces igual a la suma de 

los días-máquina asociados a cada uno de los intervalos 

ícl . Este número debe ser mayor o igual que W 

Las restricciones del primer tipo se denominan condiciones de no negatíví-

dad de/ núMeao de máquína4, o condiciones Cl, y las restricciones del se-

gundo tipo se denominan condiciones de ejecueídn de /04 thabajm o condi-

ciones C2. A continuación se considera la forma analítica de estas restric.  

ciones. 

De acuerdo con el punto Cl, el número de máquinas en el lugar IcA al tiem-

po /fe( T0, T1  jesta dado por 

E
e 
- 	u (I, ni, 	+ 	u (In, 1, 41 	n lt, 

tlo(t,m)<t ira A 	 .t' <-t acA 

el. cual debe ser mayor o igual a cero. En estas condiciones una solución 

{u) de P1 debe cumplir para toda tcT: 
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u 	t') -E 	u (m, /, t') < Ee, /cA 	(2.2) 

	

-V-0(t.,m)« meA 	 t'<t mcA 

En lo que toca a las condiciones de ejecución de los trabajos, o condición 

C2, conviene definir una función que dé el volumen de trabajo realizado por 

una máquina en el intervalo L cuando llega al sitio S(i) al tiempo t, y no 

vuelve a salir de dicho lugar. Sea G(í,t) esta función, la cual claramente 

está dada por (fig 2). 

1L 
- T

OL  441 t 

Gk,t) u  - t 4L roí< t Tli  

O 4L t > Tu 

mdx (O, 	 (t, T01)) 
 ) 

Lel 

El volumen de trabajo realizado en el periodo tel se puede expresar median-

te la función G(., .) como 

ES(.í) (Tlí-TOí) + y 	y G(í,t) u (m, SU-U) - y y G(i,t-0(1,m)0 u(s(i),m,t) 

mc95 	 tcT m'o% 

La condición C2 consiste en que para cada PcK la suma de los vollmenes de 

trabajo realizados en los intervalos .c 1 (asociados al trabajo p) debe ser 

mayor o igual que W , es decir, la suma de la expresión anterior, para 

Lelp, debe ser mayor o igual que W o sea: 

,z 	z 	E 	G(.i,t)uhm,siii,t)- y 	y. 	y G(i.,t-0(£,m))a(5( ),m,t) 
íc1 ter ni A

P 
tér Incti 



> 	- 	Ecin  (Tul  - Tom) pm tul( 	 (2.3) 
— m Lap  

Las variables de decisión deben cumplir, además: 

• 

u( 	.t) > 0 

u(1, m, t) Q entena 

meA, 	 (2.4) 

1, me A, teT 	 (2.5) 

En resumen, el problema P1 consiste en encontrar (u) que hace mínima la fun 

ción (2.1) y tal que se cumplan las restricciones 2.2 a 2.5. Este problema 

sería lineal si no fuera por los términos de la fonna G(41,t) u (m, S( i), t.) 

que aparecen en las restricciones. 

Una manera de hacer lineal este problema es convertir la variable tiempo en 

una variable discreta; el problema entonces puede fonnularse como uno de 

programación lineal. Una dificultad es el tamaño: si V es el número de tiem 

pos discretos, el número de variables será del orden de DM (M-1) y el número 

de restricciones de aproximadamente (T + 1) M. 

En la siguiente sección se demuestra que es posible pasar a un problema li-

neal, mucho más pequeño que el obtenido, al tomar discreta la variable t, 

que permite resolver el problema P1 cuando los costos y los tiempos de trans 

porte cumplen con la desigualdad del triángulo: 

C(/, m) < C(/, /') + C(V,m) 

ell, m) < e(t, 	+ 0(1',m) 

para todo 1, m, l'cA 

(2.6a) 

(2.6b) 
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2.2 Thanapotteó epontuno4 

Sea t' un lugar tal que la terminación del último de sus periodos hábiles 

sea t' (con t' < T
1
). o sea, a partir del tiempo t' y hasta el fin TI de 

la planeación, en el lugar /' no hay más periodos hábiles para realizar 

trabajos. Si alguna de las desigualdades del triángulo (cs 2.6) no se 

cumple, es evidente que debe considerarse la posiblidad de transportes de 

máquinas del tipo a(,e, 	t) con te [t', Ti) ya que, aunque estas no pueden 

realizar trabajo en t', el paso por este puede ahorrar costo o tiempo de 

transporte. Sin embargo, es claro que dichos transportes pueden ser des-. 

cartados a paíoaí si se cumplen las desigualdades 2.6. Con ciertas modifi-

caciones, esta idea se puede generalizar a periodos inhábiles "intercalados" 

entre periodos hábiles, lo que da orgien a la noción de transportes inopor-

tunos, la cual tiene la utilidad de que, como se mostrará, siempre es posi-

ble encontrar una solución de P1 que no contiene transportes inoportunos. 

En esta sección se consideran las simplificaciones del problema P1 cuando 

se satisfacen las desigualdades 2.(. 

En la fig 3 se muestran todas las posibilidades de transporte del lugar t 

al m. Por sencillez en el dibujo, los transportes se representan mediante 

líneas verticales, lo cual puede interpretarse como un desplazamiento rela-

tivo en magnitud 0(1, m) de las escalas de tiempo para los lugares 1, m. 

Eh las figs 3a-f, fácilmente se observa que al sustituir cada transporte 

representado con línea punteada por otro del mismo nlmero de máquinas pero 

en el tiempo correspondiente al indicado con línea llena en la misma figu-

ra, y que se denomina tjewpc omituno (referido, como siempre, al tiempo de 

arribo), el volumen de trabajo realizado en cada uno de los lugares y ni 

no disminuye. A los primeros les llamamos tunal:loa-tea inoportunos y a los 



a) b) . c) 

•••••••••1 

4
1 1 

1 	1 

* • • 

13 

4 

d) 

• 

a r m 

ar / 

ar m 

ar / 

+ 4 	 r  

I 	
i 

I  	I • . 
e) 

Fig 3. Po4aílidadch de tmitootte dee .fugan t al m 

dar 1" 	 Lugar t" 	 \\ 

1 	 \ 

lar m 	 (;,: ';.~../~, 	Lugar m 

1 	

\ 

	

\ 	1 

dar / 	 Lugar 1 

a) Caso(;) de fig 3 b) Caso (*) de fig 3 

~M ~»;» significa fuera de periodo hábil. '  

Fíg 4. Tnnn4pontc4 "dínectra" 

* * 

f) 	 h) 



14 

segundos thanzponteá oportunos. En la fig 3 se advierten dos tipos de trans 

porte inoportuno: 1) los marcados con (.), los cuáles llegan retrasados (res 

pecto del transporte oportuno) y2) los marcados con (l) que llegan adelantados. 

Supóngase que los costos y los tiempos de transporte cumplen con las desi-

gualdades 2.6 y que (u) es una solución óptima del problema Pl, la cual in-

cluye transportes inoportunos. Se demuestra que a partir de {u} es posible 

construir otra solución óptima de P1 que no incluye transportes inoportunos. 

Para construir esta solución se puede seguir el siguiente procedimiento: 

Paco O. Hacer {ii} E (U) 

Paáo 1. Hacer el mayor número de sustituciones de transportes inoportunos 

por transportes oportunos (máquina por máquina). Especificamente, para cada 

transporte inoportuno 77 (.1, m, t) > O, con tiempo oportuno de transporte de-

notado por t', hacer sucesivamente lo siguiente: si la condición CI se viola 

(en m si t < t' y en ¿ si .t > t') para algún tiempo dentro del intervalo ce-

rrado limitado por t y t' cuando a Ti (/, ni, t.) se le resta una unidad, pasar 

a. otro transporte inoportuno; si no es el caso, hacer ú II, m, 

* -1, u (I, m, ti) 	"+ 1. 

Paso 2. Si en {13 no quedan transportes inoportunos el proceso termina y 

0 resuelve P1 al mismo costo que (u). En caso contrario continuar paso 3. 

Pozo 3. Hacer transportes directos. Específicamente, anular cada. transpor- 

te inoportuno Fi (Z, 	t) > O mediante la aplicación repetida de uno de los 

siguientes procedimientos, según que .t < t' o t > t', donde .t' es el corres-

pondiente tiempo oportuno de transporte: 

NOTA: Por abreviar, en lugar dea=a4 1 yb.b-1 se escribea ,,  * + 1, 
b 	" -1. 
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3.1 Adelanto (t < .t'). Se busca un transporte cualquiera ram, /", t")>0 

que parta de m dentro del intervalo [t, tg (es decir, t < t"-e hl% 	t') 

y se hace ir (t, nl, t) 	e  -1, ir (m, 1", ti • e  -1, 7 (t, 1", t") • 	+ 1 

(que es el transporte "directo", fig 4a). Repetir esto hasta que 

ir (.U, ni, t) • O 

3.2 	Retraso (t > t'). Se busca un transporte cualquiera r(1", e, t")>0 

que llegue a / dentro del intervalo [t', .) y se hace ir (1, m, t) • e -1, 

(1., /, to). M -1, t7. (V, ni, 	* + 1 (que es el transporte directo, 

fig 4b). Repetir esto hasta que 7 (L, m, t) • O. 

Cbsérvese que al terminar el paso 2, si ü (1, m, t) > O es un transporte 

inoportuno que subsiste, entonces con 17 (1, m, t) -1 se viola la condici6n 

Cl dentro del intervalo cerrado limitado por t, t'; pero como {u} cumple la 

condici6n Cl, se debe tener: 

1) Si t < t', el número de máquinas que llegan a su destino en el 

intervalo (t, 	(fig 4a) es exactamente igual al número de 

máquinas que salen de m en ese intervalo 

2) Si t > t', el número de máquinas que llegan a 1 dentro del 

intervalo rt', 	(fig 4b) es exactamente igual al número de má 

quinas que salen de £ en ese intervalo 

Por tanto, siempre se pueden encontrar los transportes buscados al princi-

pio de los subpasos 3.1 y 3.2. Por la desigualdad 2.6, al sustituir en el 

subpaso 3.1 los dos transportes ri (1, »1, t), ú (ni, t", t") por el transpor-

te directo iZ (/, t", t") se tiene que el costo de transporte no aumenta, 

y por 2.61), el tiempo de partida de este transporte directo no es ante- 

rior al tiempo de partida (t, 	tu), por 10 que al nacer 
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dicha sustitución en el lugar £ no se viola C1. Un razonamiento análogo 

se puede hacer para el subpaso 3.2. Nótese que un transporte directo será 

inoportuno o no se0n lo sea el transporte con el mismo destino al que sus 

tituye, ya que el tiempo de llegada es el mismo, y por ello, el proceso ge 

neral termina en el paso 3. Obsérvese que este proceso no modifica trans-

portes del tipo de las figs 3g-h pues esto's son en sí oportunos ya que en 

el primer caso cualquier modificación en el tiempo de partida afecta los 

volfrienes de trabajo en los lugares/ym,yel segundo es un caso parti-

cular que interesa destacar. 

Con lo anterior queda demostrado que siempre es posible encontrar una solu 

ción óptima de P1 que no contiene transportes inoportunos. En lo que si-

gue, el conjunto de transportes oportunos que se denota por O, se caracte-

rizará en forma más compacta, para lo cual se requieren las siguientes defi 

niciones: 

0 lí,fIE e Is(í), s(j)), Lije/ 

T(/) E U 	er„, T1 .), /cA 
S(L)«/ " 

7(t) E 	U [TA  ,T, 3 , LcA 
S(í)gt " 

1(íij) E [T 0(4 j), Tu  + o(í,j)in Croj, T1.),  L.,ler 

(2.7) 

Se usa la siguiente notación: 

o(í, j) 	tiempo de transporte del periodo al í y al j 

TU) 	conjunto de los tiempos de llegada al lugar t 

7(t) 	conjunto de tiempos hábiles del lugar 1 
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tlí, j) 	intersección de los periodos í, j respecto a j. Nótese que 

T(í,j).0si S(í) = s(j) 

Teekema 1. Si se cumplen las desigualdades del triángulo 2.6, entonces 

existe una solución óptima de P1 tal que cada transporte u (/, m, t)> O 

pertenece a uno de los conjuntos 00, 07  definidos a continuación, los cua 

les son ajenos: 

0 0 E 	M toi  JIS(j)= m é 
t, T

of  .-e
(t m) E T(1)) 
	

(2.7) 

0
1 
 E {u(L, m, t) I existen t.,1 el tales que S(í) =1, S(j) = m, t-0(m,t) 

L• toí, T711, tc 101, Tu), t(L,j) 1 0 ) 	 (2.8) 

definición equivalente de 07: si t(i, j) 1  O entonces ttflí,j).1-› u(S(i), S(j),t)e02  

Demomtucídn. Por lo antes expuesto, este teorema queda demostrado si se 

muestra que O 1, 00  U 07  es el conjunto de transportes oportunos y que 

voi 	0. Para demostrar la no intersección de los conjuntos 07 , 02  sea 

u (1, ni, t01)c 01 , por lo que T01- 0(1, m) c[T0í, T72. Si u(/, m, T0i)c. 00  

entonces T
01
-0(1, m) f i(1), es decir 

T01  - 0(1, 	. Tu  

o lo que es lo mismo 

+ e(C, j) = T0  

por lo que por 2.7 roi  r. T(i,j) / ¿, lo que contradice que u(£,m,T01)cUi. 

Finalmente, se puedo comprobar que en la fig 3 los transportes oportunos 

correspondientes a los casos a) - d) pertenecen a 00, y los transportes 
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oportunos de los casos e) - h) a 01. 

Los transportes que pertenencen a 01  se denominan tkampotte4 en ínteuec-

can y a los que pertenecen a 00  tAan4potte4 lucha de ínteueeeíón (fig 5). 

Obsérvese que el conjunto 00  es finito y que el 01, si no es vacío, es nu-

merable y por tanto infinito. El interés de particionar el conjunto O en 

los conjuntos 00  y 0 se verá claro en el siguiente capítulo, donde se mues 
cc1 , 

tra que el conjunto de transportes u (SIL), 5(j), t) £01  que llegan en el 

intervalo 	(41, j) se puede representar por combinaciones conexas de trans-

portes que llegan en los extremos de flí, j), por lo que para evitar dupli-

cidad inecesaria de variables, los transportes oportunos de las figs 3e y h 

se incluyan en el subconjunto 01. 

Puesto que durante los periodos inhábiles puede haber solidas de máquinas 

pero no llegadas, para garantizar la condición Cl en dichos periodos es su-

ficiente con verificar la no negatividad del número de máquinas precisamen 

te antes del inicio de cada periodo hábil, es decir, al tiempo ro:, LcA; o sea 

que a cada tiempo Tu  pero sin contabilizar las llegadas de máquinas a 

S(L) al tiempo Tm. A esta condición le llamamos condíeírin Cl atíníeío de 

pehíodo tufb.U. Para garantizar la condición Cl en el último periodo inhá-

bil es suficiente verificar ésta para el tiempo Ti , lo cual. se  llama condi.-

ean Cl a/ 6inal de ta planeacíón. Para garantizar que se cumple la condi-

ción Cl en todo tiempo resta, finalmente 1  verificar la condicen C1 en bu 

íntenneeíone4, especificamente en los tiempos contenidos en U T(í, j); íGI. 

Esta sección puede resumirse en el siguiente teorema 

Twona 2. Si se cumplen las desigualdades del trilngulo 2.6, el problema 
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P1 puede formularse como sigue: Econtrar {u}c0 que hace mínima la función 

2.1 y tal que se cumplen las siguientes restricciones): 

Rl. 	Se cumple la ec 2.2 para t s T1  (condiciones Cl al final de la 

planeación) 

R2. Se cumple la ec 2.2 para te {TiílíeI} (condición Cl al inicio de 

cada periodo hábil) 

R3. Se cumple la ec 2.2 para te U T(.L, j), id (condición Cl en in-

tersecciones) 

R4. Se cumple la ec 2.3 (condición C2) 

R5. Se cumplen las ecs 2.4 y 2.5 

El conjunto O de soluciones oportunas está dado por la unión de los conjun-

tos O
O' 
 O  definidos por las igualdades 2.7 y 2.8 

La condición Cl subdivide explícitamente en tres partes (R1, R2, R3) por 

la continuidad de este capítulo con el siguiente. 



3. 	REDUCCION DEL NUMERO DE VARIABLES 

La dificultad que presenta la formulación del problema Pl, tal como aparece 

en el teorema 3 al final del capítulo anterior, es que el conjunto 01  que 

corresponde a los transportes en intersección, es aún un conjunto no ~era 

ble y por tanto infinito. 'En este capítulo se demuestra que todos los 

transportes del tipo u(S(L), S(j), tia),, con 	j), se pueden reducir 

a un solo transporte "resultante" con el mismo origen que llega a S(j)den-

tro de la intersección T(í, j). Esto se establece mediante el teorema de 

descomposición que se demuestra en la seguiente sección, lo cual conduce 

a formular un problemapdenotado por P2, con ]a ayuda del cual se resuelve 

P1 empleando el algoritmo dado en la sec 3.3. 

3.1 	Teorema de dezcompo,síWn 

Temema 3. Sean los intervalos 	¡r.1 tales que llí,j) / 1 y los transpor- 

tes en intersección a(f, m, 	> O con tke 	j), 1. 1, .., n, 
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Demo4tmean. Por las ecs 3.1 y 3.2 el volumen de trabajo realizado en el 

intervalo j es 

	

k 1 G(j, tk) u(/, m, 	le1 (7, - t) u (1, m, tk) = Tif  
r4  

= (TI' 	t) u (/, m, t) = G (j, th) u(/, m, t) 

y similarmente para el intervalo i . Por la ec 3.2 .t es una combinación cen 

vexa de tl, 	tk  y por tanto tet(í, 3). Para demostrar el inciso b) se 

aplica el inciso a) ya demostrado. Los dos transportes se pueden sustituir 

por otro de magnitud u (/, m, al') + u (k, m, aZ) = u(/, m, t), (directa- 
. 

mente de las ecs 3.3 y 3.4) que llega a m al tiempo dado por la ec 3.2: 

	

al - t 	t - 
al.. 

	

al -al.. 	al .- 
.in 	 .4.4 

es decir, los dos transportes pueden sustituirse por el mismo transporte 

del inciso a), con lo que queda demostrado el teorema. 

• En las condiciones de este teorema se dice que u.(£, m, t) es el he4dtante 

del conjunto de transportes {u(/, m, tk )} (fig 6), que 

{u(/, m, tk)} es una dmeompo4Laón de u(1, m, t) y (u(/, m, al'), 

u(/, m, c(2. .)) una ducompo4Lcan en eAtteme.6 tanto de los transportes 

(u(/, m, tk)} como de ule, m, t). Nótese que este teorema es válido si 

tkutlí, j), solo que entonces en el inciso a) tc T (í, 3). 

Los términos "resultante" y "descomposición" provienen de que las ecas 3.1 

y 3.2 son idénticas a las que se emplean en mécanica para la composición y 

descomposición de fuerzas paralelas (la cc 3.2, por ejemplo, corresponde a 
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S(í), m S(j). Los volúmenes de trabajo realizados en los intervalos 

4 j no se alteran si este conjunto de transportes se sustituye por cual-

quiera de a) o b): 

a) 	un solo transporte u(t, m, 	llamadd AC4ultante, dado por 

u(t, m, t) - y u (1, m, tk) 	 (3.1) 

donde el tiempo t de llegada a m está dada por 

t • y tk  u(t, m, tk)/ u(t, m, 	 (3.2) 

cuando u(/, m, t)> O, en cuyo caso te TU., j) 

b) una pareja de transportes u (/, m, a1
.)
' 
 u(/, m, a2

íj
Ulamada de4compo 

41,1  

tacan en extnemo4 que son cero si u(£, m, 	O, nue en caso contra 

rio estan dados por: 

a.2  . - t 
u(t, m,4 
	t 
	 u (/, m, t) 

4 	_ aíj  aíj 
	 (3.3) 

t - al 
u(/, m, a?.)   U (t, M, ,t) 

44 	k. 
íj 	

a 
 íj 

	 (3.4) 

donde u (/, m, t) está definido por las expresiones 3.1, 3.2 y 

01 	E mín 	J), (12;. E máx 7 (, j) 
	

(3.5) 

Además, obviamente u(/, m, a'..) + 	m,4.3 . u (/, m, t) 
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la ecuación de momentos, donde el punto de aplicación de la "fuerza" 

u(/, m, .t') esta dada por t). 

Una observación importante es que si bien desde el punto de vista de la condi 

ción C2 los transportes {u(/, m, th)}, u(t, m, t) y {u(t, m, 

u(4m,(124)} son equivalentes, desde el.punto de vista de la condición 

Cl no se puede hacer ninguna implicación general; es decir, Cl puede cum- 

plirse cuando se considera {u(/, m, thl} y no cumplirse para las otras 

dos alternativas o recíporcamente, etc, (verOemplo de la fig 7). Esto 

conduce a que el teorema 3 permite eludir la no numerabilidad del conjunto 

de variables O
/' 

pero a cambio de ello la condición Cl puede violarse en 

las intersecciones l(í,j). Si se formula un nuevo problema, que se deno- 

ta por P2, en el que únicamente se permite un solo transporte de S(í) a 

S(j) por cada intersección TU., jI 	O, entonces el número total de varia-

bles de P2 es finito y si bien P2 garantiza Cl fuera de las intersecciones 

dentro de ellas puede no ser satisfecha. Para resolver esta dificultad pue 

den buscarse descomposiciones (de los transportes en intersección natural-

mente) que cumplen Cl, pero el problema en general puede ser muy combinato 

rio, Lo que se propone es resolver P2 con los datos de Pl, y si para algu 

na intersección se viola Cl, subdividir en dos dichos periodos hábiles 

(fig 8) y resolver un nuevo problema P2 con estas subdivisiones, el cual 

garantizará que la condición Cl se cumpla al menos en la frontera de esos 

periodos subdivididos y que antes no se cumplia. El conjunto de datos de 

P2 que es modificado en cada ciclo de este tipo, y que se denota por D, 

es el siguiente 

D 	(I', l'p, S'(.), To., 1-11.} 	 (3.6) 



ct2  1 . • 	• . 
44 44 

u(/, m, al!), u(/, 

Lugar m 

Lugar / 

Lugar m 

Lugar / 

)/c 
FLg 5. Thanooltte4 epottuno4 de 	ni 

I 1  I 
t2 

 I  t
3 

H 
t 
,1 	 j I 	 

	

íl 	 

u (/, m, .t) 
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4 	 
(u 	m, tien 

• • 

u1 c 00 

2 
u
3' 

u4 e 
O
1 

Fíg 6. I/u6tAací6n del teonema 3 

1 

a) se cumple Cl  

2 1 

Jo 71 
b)Vse cumple Cl para el trans-

porte resultante 

Fíg 7. Hay equívalencía /te4pectv a C1 y no he4pecto a C2 

rommrew 0.111~.7 

/4.  
a) Al tiempo t' la solución 	b) Al tien90 t la solución del 

de P2 vitnA el 	 nuevo P2 cumpliró Cl 

F. 	8. Subdívízíón de pemíodoz hgh¿lez. cuando C1 be vina en intemeccíón 



25 

ddonde inicialmente I' = I, Ip = Ir, VI.) = S(.), Poi  = Tu  íel. Con esta 

notación, cuando se desee diferenciar el problema P2 para distintos ciclos, 

se escribirá P2 (V)en lugar de P2. 

A continuación se formaliza el problema P2 y se describe el procedimiento 

para resolver P1 como una sucesión finita de problemas P2{0). El capítulo 

siguiente se dedica a la solución de P2. 

3.2 U phob/ema P2 

Puede definirse en forma abreviada como sigue: 

Problema P2. Se supone que se cumplen las desigualdades del triángulo 2.6. 

Econtrar {u} < O de modo que: 

a) 	para cada r(i, j) 	$ se tiene a lo más un transporte 

u(SW, S(j), tíj) > O con tífel(i j) (obviamente 

u(S(L), S(j), 	") 

la función 2.1 es mínima 

c) 	se cumplen las restricciones R1, R2, R4 y R5 del teorema 2. 

Nótese la ausencia de la restricción R3 del teorema 2. 

Para expresar analíticamente este problema conviene definir los siguientes 

conjuntos: 

{ 1, 1)1(4 j) EA x 1, S(j) 	e, Toj  -0(t, S(j)- TM) 	(3.1) 

0 E {(L,j)1 	j)c 1 xl, 1((,j) / o 	 (5.8) 
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Es claro que por las ecs 2.7 y 2.8, se tiene 

u(/, S(j), T0j) e 00 	(t, j) e n 	 (3.9) 

u(S(í), S(j), t) c 0 4-> lí,j) c m 	 (3.10) 

Por tanto, se puede hacer el siguiente cambio de notación: 

para (/, j) e n el transporte u (/, S(j), T0j) se representa simple-

mente por Zei  

para (L, j) c 0 el transporte u (S(i), S(j), Tí!) se representa por 

la pareja. (Y—, t..), por lo que se entiende que 

Y.. 	u(Slí), S(j), 
xj 

Para escribir analíticamente las restricciones R1, R2, R4 conviene expre-

sar en forma abreviada condiciones como"conjunto de transportes Zei  que sa-

len de t antes del tiempo Tu  con Sií) • /' etc. Esta condición se puede 

expresar también como 

( ji(suo, j) e n, s(í) • /, T0.  - olí, j) < ToL) 

lo cual resultaría denusiado complicado al considerar sumatorias. Estas di 

ficultades en la notacifin, respecto al capítulo anterior,provienen desde 

luego de la distinción entre los transportes de los conjuntos 00  y Oí. r 

la tabla 1 aparecen las definiciones de los conjuntos de índices (ver ejem 

plo de la fig 9) que se usan en la formulación analítica de P2, la cual se 

presenta a continuación. 



TABLA 1. 	NOTACION (SUBCONJUNTOS DE II Y 0) 

CONDICIONES 	 CARACTERIZACION 

Llegan al lugar 

Salen del lugar t 

Llecan al lugar S(í) 
antes de Tof  

Salen del lugar S(L) 
artes de T- 

FI 	111  E { M, j) I (M, j) e n, s (ft = / } 

El 	TI  I { j, kl 1 (1, h) c O, S (k) = L } 

FI 	5?t  

El 	--T/ __: (k,)k 	) 1(1;J1(: :)e 	O, S(k) * 11 

FI  ni  S { (m, j)I(M, j) e 4/1' TOj < Toi, 1 

FI 	li 5  { (3, K)1(3, k) e y S(L) TOk 
< T

4,1
1 

FI 	Q. E { ji (2(i), j) e le(41, Toj - cf(L. j) <} Toi  

El 	T. E { (k, j) lik, ji e T S(i), 	Tu  Tok  < 	} --c.  

FI 	911  { ("I• 3) i (m, j) e III, T01 
 1 roí  } 

El 	oi S { 1l (j, í) e 4' } 

El 	O • 	I(t, j) e 

Llegan a S(L) al tiempo 
To,c  . o antes 

Llegan a S(i) dentro del 
periodo í 

Salen de SIL) dentro del 
periodo L 

FI = fuera de intersección 

El = en intersección 



T2 ((1, 3)) 
w2. ((3,1), (4,5)) 

4'4. ((I, 3)) 

1.4.. (11, 3)) 

04« ((4, 51} 

28 

lu.  4 j r 1 

X12i9a r 2 	i 

I" 	(1, 2, ..., 5A 	(1, 2) 

n 	- ((1, 2), (2, 1), (1,4)), 	 ((5, 1), (1,3), (4,5)) 

lit 103, /34122.1  

Fíg 9. Ejemplo de Tunoontes °poblanas de mdquina4 entre dos 

tugothe4 
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l'obten% P2. Se supone que se cumplen las desigualdades, 2.6. 

Encontrar 

' 

tal que 

mili 	y 	slí)) zei 	C 	S(j) 1 Yíj 	 (3. 11) 

(1,41)en 	 (í,j)co 

tal que se cumplen las restricciones R1, R2, R4 y RS, respectivamente: 

(R1) Condición C1 al final de la planeación 

/ zej 
-I 
	imj 	/ 	Yki 	Yik 

fent (m,j)d-11 (k,j)cre 

E
e
, e€A (3.12) 

(R2) Condición Cl al inicio de cada periodo hábil 

'su); 	zmf 	Si -I 	Ykj ES(L) ícI  
fea (m,j)en. (k,j)a. (j,k)a. 

(3.13) 

(R4) Condición C2 para cada trabajo 

{(Tu-ru) 4 	z (í) 	+ 
s f 	zmf - y 	

ykf + 	Y, 
Jk 

Le Ip 	 ie 	 (in, j)ertz 	Ite,j)étv j, 

1 

(T11 	J) 	51,j  4 y 	(7.7,„ -.)í 	Wp 	(T14: -T" )1 
S(4  

YeK 
(3.14 

je0í 	 felí 	 ícip 

(R5)  

Y.„ 2 
. , Y., Z . enteros 

m — › 
(3.15) 



y además 

z.. c i lí, jl 
	

(3.16) 
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3.3 AtgonZono de. 4oeue.íón 

Se propone el siguiente algoritmo para resolver el problema P1 cuando las 

desigualdades 2.6 se cumplen: 

Paso O 	Hacer l' = I, 1;3  = lp, S'(.) = S(.), TI = To., 	w T1. 

Paso 1 
	

Resolver P2 (0) (ver ec 3.6). Sea {2
ei 

 J, {Y
44
, Z.,} esta solu-

cien 

Paáo 2. 	Sea el subconjunto V < 0 tal que para (1.„ j)cV se tiene que al 

tiempo tif  - o(í, j) se viola C2 en el lugar S(í). Si V es vacío la so-

lución de P2(D) es solución óptima de P1 y el proceso termina. En caso 

contrario continuar el paso 3. 

Pasa 3 	Hacer modificaciones en D, de modo que para cada (í, j'el/ el 

periodo í quede subdividido al tiempo , - 0(í,j).- Ir a 1. 

El efecto del paso 3 es realmente introducir (cuando se violan) restriccio-

nes Cl en el interior de las intersecciones 11L, j) del problema original, 

es decir, este algoritmo es simplemente un procedimiento de relajación so-

bre restricciones del tipo 2.2, las cuales son lineales en u (1, m, 

así que el lado izquierdo de 2.2 es una función convexa respecto de tales 

variables. Esta última condición garantiza que el procedimiento de relaja 

ción (Lasdon, póg 2(6) termina con un número finito de pasos. 
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En el siguiente capítulo se destaca que el paso 1 de este algoritmo, en el 

que sé soluciona un problema -tipo P2, consiste en resolver un programa li-

neal mixto al que se le designa por P3. 

Obtenida una solución de Pl, el teorema de descomposición puede ser útil 

para generar más soluciones óptimas de Pl. 

En los problemas prácticos resueltos este algoritmo resuelve el problema 

P1 en un solo ciclo, es decir, normalmente se resuelve un solo problema P2 

y este cumple las condiciones Cl en el interior de las intersecciones. 

Esto se debe a que los transportes en Intersección son menos "eficientes" 

que los transportes al inicio del periodo hábil. Además, cuando ocurre 

un transporte en intersección por lo general no ocurre el que circula en 

sentido contrario, así que las restricciones Cl al inicio de cada periodo 

hábil comúnmente cubren hasta el interior de los periodos hábiles. 



4. 	TRANSFORMAC.ION A UN PROGRAMA LINEAL MIXTO 

4.1 	Empleo de pluighamacídn tíned gene/u/izada 

Aunque el problema P2 contiene un número menor de variables que P1, en P2 

persisten las no linealidadés, según se observa en las restricciones 3.14, 

las cuales contienen productos del tipo t,
xj 4.4 

Y..* Sin embargo, la condi-

cián3.16significaqueelconjuntodevaloresdet.está liMitado por un 

poliedro convexo, ya que 

tíj  c .1 	ji 	tíj 

donde 	y al'  están definidos por las ecs 3.3 y 3.4. Esta propiedad per 

mito transformar P2 en un programa lineal mediante el método, introducido 

por Wolfe (Danzing, Lasdon), de programación lineal generalizada, el cual 

consiste esencialmente en expresar la variable contenida en el poliedro con 

mco,enestecasot—
x j
,como una combinación convexa de los extremos del 
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poliedro, en este caso al 	al', (i, j) e 0, los coeficientes de esta com 

binación convexa están relacionados como se ve a continuación, con la des-

composición en extremos del teorema 3. Si el transporte en el extremo de-

recho de la intersección T(í, j) se denota por Xíj  (fig 6), por la ec 3.4 

se tiene: 

al. 
X.. E 	 y..  
44 	a2 ...al 	44 

-í1 íj 
k, JI e O 	 (4.1) 

en que XX'  < Y. Despejando yíj  en la ec 4.1 se obtiene: 

t. 	
alj ¿ 

+tal
j  - 
	

44" 	
Yíj JI e 0, si 	/ 0 	(4.2) 

x 	 .44  

es decir 

( (y.. -X4,1 a
4
l 
4  
. + x

4
..
4 

al 	
Y

; si 	
4

# 0 (4.3) 
.44  

que es una combinación convexa de 	
, ¿ 

al. al* Identificando esta con la com 
¿J  

binación convexa 3.2 del Teorema 3, se ve que la pareja (1/í!  - XL I, Xíj  

es la descomposición en extremos de un transporte de 1/ maquinas que lle-

gan a S(j) al tiempo .tí'  (fig 6). 

Si se sustituye la ec 4.2 en la 3.14, se obtiene un problema designado por 

P3, donde las restricciones correspondientes (ec 4.7) son ahora lineales, 

es decir, P3 es un programa lineal mixto. Dada una solución de P3, por me-

dio de la ec 4.2 se obtiene la correspondiente solución de P2, A continua-

ción se presente el problema P3, observándose que en la función objetivo no 

aparecen las variables X. 



34 

3 

Pnetewa P. Se supone que se curplcn las desigualdades, 2.6. 

Encontrar 

(z Ilt ile 0, (Y.., 	(i, j) c 1) 

tal que 

lan 	cut, sui) zeí 	C (s(i), s(f) ) Víj  
(/,L)cn 	 (L.Deo 

(4.4) 

tal que se cumplen las restricciones R1, R2, R4 y R5, respectivamente: 

(R1) Condición C1 al final de la planeación 

1ef 
-í 	Z

mi 
 + 1 	. Yki  -y 	0 Y. 	Ee, /cA 

n 
/44  (m,f)cl's (k,i)cP (ide)eY4-  

(R2) Condición C1 al inicio de cada periodo hábil 

zsuzif 4 	'mi + 	Ykj -1 	Yki  1, Esto íc1 

jcgi 	(m,j)en: (k,f)eU li,k1cYí  

(R4) Condición C2 para cada trabajo 

1 	{(Tu-Toi) -I 	Zslil i  + 1 	
Zmi - 1 	Yie; + 1 	Yjk 

iclp 	fez:. 	 (ni, j) crtl 	1 k, j) é xii . 	(j,k)cti'. 
4.. 

1, 	(T14  + ou, .1) -al.J) , xl 
. If.. 4. y (Tu  - olji) Yjí) + y (alj  - a44 ) xm  .. -a. 

 
ti,. 

ic.0..í 	 feli 

-1 (alÁ  - alií) XiL  > 5 - y (T,, -TOS) Eilí), NY 	(4.7) 

jt.Zi. 	
ícIp 

X.. < Y,. 	 (4.8) 

(4.5) 

(4.6) 

y además Z • >, y — 4, z  enteros (4.9) 



2-1 1-2 3.1 1-3 3-2 2-3 
	

2-1 3-1 3-2 4-1 4-2 4-3 4-4 

1 	6 6 5 	5 1 	6 5 9 9 9 9 

4 -4 	3 -3 0 	0 5 	5 0 5 • 
-3 3 	0 0 2 -2 -3 	0 3 3 
O O -3 3 -3 	3 0 -3 -3 • 3 
O 0.-3 3 -1 	1 0 -1 -1 1 

1 
1 0. 

1 
_ 	1  . 0 
O 1 

1 

-1 	0 1 1. 
0-1 -1 1. 

O 0 	0 0 1 

-1 1 -1 1 0 	0 1 	1 0 1 
1 -1 	0 0 -1 	1 -1 	0 1 1 
0 0 	1 -1 1 -1 0 -1 -1 1 

 

2-1.  1-2 3.1 1-3 3-2 2-3 

FUNC OBJ 

1 
testricciones2  

3 
4 

-3 3 -3 3 0 0 
3 -3 0 0-2 2 
O 0 3 -3 2 -2 
O O 3 -3 2 -2 

Ecs 4.8 

2 
R2 intervalo 3 

4  

1. 
Rl Intervalo 2 

3 

-1 

	

-1 	0 -1 

	

0 	-1 -1 

O 
3 
1 
2 

O 
-2 
-2 

-2 

-2 
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4.2 EjempPo numéAico 

Los datos están dados por: 

Inventario 
Tiempo 	(cilas) 
. 	. 	$ 	- 	' 	1 1  

Costo de trans- 
porte 

Lugar Lugar Dfas-máquina 
Inicial 1 2 3 4 5 6 7 1 	2 	3 

1=1 
• il 	$ 	• 	I b 1 2 10 0 1 6 
1=2 
•—•.--1--, 2 0 3 1 0 5 

1=3 	i=4 
ii...........41.-41 3 2 7, 4 6 5 0 

4 
.. 9 9 8 

El problema P3 para este caso queda como 
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Por sencillez, en este ejemplo se consideran tiempos de transporte cero 

y además cada trabajo tiene asociado en solo periodo hábil. Una solución 

óptima es: Z
31 
 g 2, Y12  = 4, X12  g 2, Y23  - 4, X23  = 2.5, función objeti-

vo g 36, el resto de variables cero. La solución correspondiente de P2 

está dada por (ec 4.2) t12  g 2.5, t23  = 10/3 (fig 10). Esta solución 

cumple la condición Cl en el interior del intervalo 2 y por tanto es solu 

ción del problema Pl. Otra solución, obtenida descomponiendo el transpor-

te Y12, es la de la fig 11. 

    

2 2 

6ig 10 
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4.3 Solurik pon método de Bendem 

Aunque el programa lineal mixto P3 puede resolverse por distintos métodos, 

el procedimiento de partición de Benders resulta en este caso atractivo no 

solo por su eficiencia computacional sino porque exhibe cierta estructura 

del problema. Sobre este método proceden consultarse las refs 3 y 4. 

El programa P3 tiene la siguiente forma: dadas las matrices Cl, Al , A2, 

A3, calcular y, u tales que 

mili C1  y 

con las restricciones 

(4.10) 

A
l
u 	+ A

2 
 y> b (4.11) 

A3  y> b3  (4.12) 

y, u 	> 0 (4.13) 

y entero (4.14) 

El método de partición consiste esencialmente en descomponer este en dos 

problemas interelacionados, uno que contiene únicamente variables reales 

(u) y otro solamente con variables enteras (y), de tal manera que las solu 

ciones de ambos determinan el óptimo del problema original. Sin entrar en 

más detalles, el procedimiento de Benders, al que aquí se le hace una pe-

queña modificación relativa al manejo de la matriz A3, conduce a resolver 

alternadamente los siguientes problemas: 
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Subproblema real: 

máx w (b -A
2
y) 

wA
1 
 < O 

I w. < M (libero grande) 

w > O 

Subproblema entero: 

mín 

con las restricciones 

A3y 1. 63  

Z > C
2
y + u (b - A

2
y) 

y entero no negativo 

El algoritmo es el siguiente: 

(4.18) 

(4.19) 

(4.20) 

Pacto O. Determinar una solución factible Irdel problema real (en nuestro 

caso siempre existe pues lo es w • 0). 

Pago 1. Resolver el problema entero para w iii, con lo que se obtiene la 

solución y . j, z r 7. Si z no está acotado para abajo, hacer Y igual a 

cualquier número pequeño. 

Paco 2. Resolver el problema real para y . 7 (la 17 del paso anterior), ob 

teniéndose la solución lo (antes de llegar al óptimo, w se va a infinito, 

lo que hace activa la restricción (4.17) 
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Pacto 3. Determinar Y - C
2 
 y < w (b - A2V). Si hay igualdad continuar al paso 

4), si no ir al paso 1) y agregar 2 > C
2 
 y + u (b2 

- A
2
y) al conjunto de 

restricción'4.20. Una restricci6n en 4.20 puede eliminarse cuando deje de 

ser activa. 

Pacto 4. Usar y del paso 1 y resolver el problema. 

mín C
1
y 

conA
1
u>6-A

2
-y-
' 
 u>

- 
O 

teniéndose la solución 

Paco 5. La solución 6ptima es 7, -y- 

El problema real se programé siguiendo el método dual lexicográfico y el 

problema entero por el procedimiento de todos enteros. 

El hecho de que el valor de la función objetivo (de P3) no dependa de las 

variables reales u (no enteras), se traduce en que la región factible del 
Vil 

subprograma real esvcono convexo. 
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