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Capitulo 1
INTRODUCCION

El movimiento siempre ha Hamade a atentién del hombre. Para su compren-
sidn, ¢ste debid desarrollar los conceptos de espacio v tiempo. El concepto de
espacio era. de alguna forma, natural: pres era on ol espacio donde se desarro-

Habarn t

08 1os fendmenos, desde lzs formas mds sencillas de movimi

hasta la existencia mwisma del hombre. Servia, vues, 42

e

ario para odos
108 ovenios. La invencldn del conc cpto e tl S RIeN sin Cmr_,(hco fue nece-

saria pars descrinir Lo gran cantlcac de cambios gue suceden en los sistemas

Aoidgicos.., que rodean al hombre, v o orden en el que

En s Fislen newroniana, e ol

Cy UL ODED ametre [SPNCI IR

& gescrineion del movinerto. Con 8Ltz desevipeidn delomovimienso es tan

o)

no e8pACio, durante

slmnie como pus

5071 4 CaGe pog

h]

su movimiento. ie corresponde una asignacidn er el tiompe. Ademsds de hacer

—y B ey Tl et
51._1\ lela deserl )"’) GOL Inoys

denioo en iz Fisice sewionlang ¢ tlemno gora

Isto quiere decir que, tod
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i : crama e e gy
observadores le asocian al ntervalo de GEITLDG GTARLBCUITING enire racda sal

de eventos, la misma duracién. Sin embargo, ya el mismo Newron sabia que

dos av

08 que courrlan “en un mismo lugar” para un ohservadar, para oiro
podrian ocurrir en “dos lugares 2istintos”, por lo que la distancia espacial que
separa 2 dos eventos no os absoluta. Esa cra una de las diferencias entre las

propledaueb det

v i espacio. En particular, Newton no en

espacio absoluie, con respecto al cual deblan medirse todas fas aceleraciones,
pues, segun &, Interactuaba con todas las particnlas, resistiéadose a gue dstas
s¢ aceleraran: v 1o ideniificd, arbitrariamente. con el sistema de referercia del
centre de masa del sistema solar.

En la Teorfa Especial de la Relatividad, ios conceptos de espacio v idempo.
por 8¢ solos, pierden ol sipnificado gue se les habia conferido en la Fisica
newtondana. NI el tlempo es absoiuto, ni existe un sistema de referencia
medir accleraciones. En su hngar, sparece o

2.

concepto nuevo de espaciotiempo, introducido por Hermann Minkowski en

1908, sin el cual la internretacidn de las transformaciones de Lorentz oo

es natural. En esta teoria se hace patente [ importancia de los sistemas
de referencia, on pariichiar. son L08 sistemnas ce referencia nercizies quiencs

Jugardn un sane! decisive, pues es en cuos que la descripoddn de los lendmenos

a. Ademds, ge hace hincapid en que todas a8

ner 1a misma Sotima en cada sistemna ae relzrencia

inercial. LvICAs dehe o

o ia Teoria Kspecia de la 2ol

estucdio

nresentes

SN



I prescncia de estos fmpl

fencla e sistemas de refore :del{.q

globales.

.

La Teorfs General ge iz Rewatividad de Einstein es ia feoris relas!

sta

En eila se incorporan, a los conceptos desarrollados en ia

¥ sus efoctos: porlo gue podemes decir que la segunda es un caso particular de

la primera. In la Teorfa General de ia Relatividad cobra vital tmportancia

wtura geomdirica del espaciotismmpo, v es, de hecho, ol estadio de

o os

esta estruciura geométrica lo que permite el desarrodo v comurensidn de los

profundos conceptos fisices de esta tenria

. desarrollo de la Tearia Geoneral

de 1a Relatividad tienc, como elomente

o

el
fed
4]
&
&
e
o
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&
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mds importante, la deduccidn de lzs ec

ninstein Para 2 (:ampo

graviiacional:

L ISR
W= R

L~

=

doude G es ¢ iensor de Dipsteln, cuyas componenies son

Fanets N
[ ==
S\JI. las comn DGLenes ”lF‘l Lensor r

componentes del tensor de Riccl, obrenido de |

curvaiura de Rlemann:



R = B 11.6.3]

prees

v F o8 el escaiar de curvatura, obienido, a

i
o
o]

-

s clars, pues, que el tensor de Einstein contiene informacién geamméirica del
sspaciotiempo. Por otro ludo, £ es una constanie v T es el tensor de srergia-
contenideo material v energético dei sistema. Dicho contenido
5

s moedela, usualmente, con un Juido perfecto, en tal casc sus commponentes

SO

donde uw# son

su densidad de masa-energle v pes su presidn. La inforn

tensor de gnergia-inomento s, precisamente, [a ¢e los fujos de ener

Dues, CSlamos o

BTANGO,

L8 LASO. (ile el Suido

serfecio og e faente dol campo gravitadional. Dec

Tgla, genera la curvatura der espaciotlempe. v

ciotlempe. & su vez, determ novimiento del

- foo . S
i L2074 L=eTCIAL G e o

docir gue los campos g

LLltos doenire do




L Esoecial de s Rewtividad, o ausencle de campos gravitacionales

w,

implica gue siernpre s posible encontrar un sistema de coordenadas en

i

que o kadL,().,JP npo es Gl()bdllfle e ')Idﬁf}

ia Teorfa General de la Relatividad de Einsteln encuenira su mds grande

¢ importante aplicacién on la Cosmelogia Relativista, que es ol estudio de

modeios relativistas del Universo; pues siendo ésta una teoria de la estructura
zeométrica del espaciotiempe, nos deja cn posicién de hacer un estudio de

la dindmica del Universo [que estd regida bdsicamente por las interacciones

gravitacionaies) como una sola eniidad.

Como es notorio de lag ccuaciones de campo, en nuesiro estudio de ia

dinica del Universo estdn comprometidos dos aspectos: el geoméirico,

caracterizacion del espaciotiempo, v ¢l termodindmice, que

involucra la parte {enomenoldgica, Bsto guicre decir que cuando estudiamos

modelos cosmoldgicos o tividac Generzal. debemos fenor
‘:':uifl'aciu Ceoexighn que Iaeveaeidn gue das ecuaciones de campe le dicten
a maestzo Suido. sea compatible con a evolucidn gue las leves de la Ter-
modindmica e exigen al mismo.

Aeiavividad provoed cambios en

CUe Z0 acveniinlenio Ge

B

wa Torma de eseribir v entender lag leves de ia Fisica. Resulta Interesante que

L LUTIIOGLL

nive no naosido, hasta este memenite, sowmenida & val proceso

con éxitc. De hecho.

STeCMIDE do WOT BSLC DUoDiema S8 Al
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Legado 2 un consenso, ¥ nay mds de una vroduesta; de hecho, se Uener dudlas
san fundamentales como aué cantidad o cantidades deben considerarse coma
invariantes. Ninguna ce esias pregunias tiene. ain. respuesta definitiva
En Cosmologia. la praciica usua: es considerar validas todas las relaciones
"1tre as vanebles termodinamicas que aparecen en ta Termodindinica clasica.
asumiendo gue no es necesario hacer cambio alguno.

Otro punto que Hama nuestra atencidn sobre el use de la Termodindmica
radica en el hecho de gue sus relaciones, formalmente, son vilidas para sis-
temas gue se encuentran en ostado de equilibrio, es decir, cuyas propledades

son independientes del tiempe. En of caso de la Cosmologia, of sistema es-
Iy

5L

tudiado es el Universo, v uno de nuestros principales intereses consiste, pre-
cisamente, en la prediccion de la evolueidn del mismo. Es decir, dificilmenie
podriamos pensar gue el sistema se encuenira en uno de sus estados de equi-

Yibric. en el sentido oomvencional.

T oesta tesis desarrollamas o

odindmico de 103 modeos cog-
moldgicos que gozan de mayor gereralided, Interpretande las soluciones exac-
tas inhomogeneas a las ecuaciones de campo de Einstein como una mezcla de

fuides perfecios. con el gbjetiveo de estudiar cndles son |

’ !

esTricciones qu )

Termodindmica impone & las cas cue definen dichos moedelos. Para zel

efecta, zeneralizamos e ssguema termodizdmico de Coll v Ferrando a nez-

clas de Zuides, v estudiamos 8l ¢ defnir nis

UNDOne a.gulla sunieilia 8GO0 Las SOIUCiOnes.,

mos delinir ToGES LBS varias

0



aparicidn de simetrias, in embargo, exigir ia satisfeccidn de ia condicidn de

asociada con e proceso de mezciado de lus Huldos



Capitulo 2

TERMODINAMICA

2.1 Termodinamica clasica

.

Uniedie ias tareas nrincipales de los cientificos consiste en deseribiv los fendme-

10§ natirales. v el primer contacto que estos tienen con la naturaieza (v 2l

nortante; se leva a cabo & nivel macroscopico. Fi papel de [z Ter-
moaindmice s precisamente ol estudio de las propiedades macroscopicas de

log sistemnas, v de las relaciones e

wiedades

rentes onire las mismas. Dsh

estdn sujetas a regularidades de cardcter universal, ¥ las sutiles relaciones que
encontrainos entre propicdades aparentemenie desiigadas, nos nacen ver que
tas implicaciones de Ia teorfa son de gran alcance.

Pndmice parie e

LeSie de gue log sistemas macrostdpicos

se pueder corpeverizar de forma €l . pUeS 4 pesar de que estos sisiemnas

esTAN consiituidos por muchas partfeuias. ¥ esto implica mn

macion relevante a nivel macroscdpice os

IIVoAaCTagda, 12

o wae la dese ’l"zi.O 3 busrada se SGETR OO

nAmers segie

(ve)



macrosedplcas. Ademds, la Termodindmica es una teorfa gue describe sis-
temas indevendientes del tiempo, pues sy principal interds son los cstadoes

“estdticos” de los sisternas macroscGplcos. Graclas a la simpiicidad tanto de

de interés para la
ermodindimica, ésta resulia de gran generalldad, pues es aplicable a sistemas
con todo tipo de propledades mecanicas, eléctricas, magnéticas v térmicas;
siendo éstas ultimas de gran importancia.

. Para ia Termedindmica, asi como para el resto de la Fisica y la ciencia
en general, la conservacién de ia erergia ha sido de gran significacién. De
hecho, uno de los primeres pasos dados en el desarrollo de la teoria es [a con-
sideracidn de la existenciz de una funcidn blen definida, 4t en ia descripeidn
de ios sistemas macroscoplcos, lamada energla interna y sujeta al principio de
conservacidn. Dado e carderer fenomenolégics de la teoria, histdricamente,
oste paso se did a travdés de numerosos experimentos aesarroiiados a o largo
de 250 angs.

Utro paso importante en e desarrolio de la teorfa fue el reconocer que los
sistemas macroscdpices alcanzan estades muy simples. os cuales scn inde-
pendientes de ia zistoria de o sistemss. Estos estados se caracterizan porque

las propledades del sistema guedan determiradas por faciores intrinsecos v

no por induencias externas, voes o principal obietivo de la Termodindmica

realizar su desoripoidn.

06T

A pesar de gue la

.t"m'z‘?:;o*ogzca ol andiisis ¢ critico de un




te ahora considerarla comoe ura sooriz © oien

de Los afics nos pers

establecida. Una de las formas més convenientes en que se puede estudiar

os lz postulateria. Aqui consiceramios los postulados con los gue se puede

uyv resumida (Callen)

presentar la teorfa

Postulado 1. Existen estados particulares, lamados de equilibrig,
de los sistemas simples, que se caracterizan con la energia interna,
el volumen y el nimero de particulas.

Resulia entonces importante, determinar si un sistema se encuentra ¢ no
an algune de sus estados de equitibrio. El apiicar el formalisimo de la Ter-

modindmica a sistemas {fuera de equilibrio Heva @ inconsistencias v contradie-

clones entre las prediceiones de la teoria v 1os result

puede sor una guia para detectar estados de no equilibnio.

Postulado 11, Existe una funcién de los pardmetros extensivos, lla-
mada entropia, definida para todos los estados de equilibrio, ¥ con
ia propiedad de que, los valores que toman los pardametros exten-
sivos al retirar una restriccién interna del sistema, ia maximizan
sobre el conjunto de estados de equilibric accesibles al sistema.

Entonces, podemos enunciar el problema fundamental de la Termodindmica

£omo e Getenminacidn del egtade ce equilibrio que alcanza un sisiema macTos-

COPICD CUEDGe a 83T 8¢ le retiran restriceiones intor lz eniropia.
de primerdial importancia, pues. en principio, de conocerla, nuestro probie-

ma estd resuelio. Exnooiras palabras, la relacidn funcional enire Iz entronis

VOIS DATATMeLIOy eXIUNSIVes 25w relacien funcamental de lzoteniia, va quo

R e I

. P S, S
contiene inininTroacidn Tertnonl GUE Loimpitta.



Postulado III. La entropia de un sistema compuesto es aditiva sobre
ios subsistemas consgtituyentes. Es una funcidn continua, diferen-
clable y mondtonamente creciente de la energia interna.

31 anlicamoes La aditividad de la entropla o subsistemas espaciaimente sepa-
rados, nos percatanros de que debe sor una luncién nomogénea de

primes

orden de los pardmetres extensivos.

SIALLAV,AN) = AS(L,V, A 2.1

Ademds, e que sea mondionamente creciente

lica

~ PN
> 4 I\Z.l.gj

podemos considerar como 1a definicion de ia temperatura como una fun-

i

cidn siempre positiva, La continuidad v diferenciabilidad implican que pode-

mos Lener ung formulacion energética de la Termodindmica, covivalenie o

Lol DY DIPTSR

formulacion entrdpica

onces, & = U para el estado on gue 7 = 0 la entropia fiene un anico cero

20 de la icorfa puede prescin




5. ciaramente, 5¢ hacen presentes o Hajas temnperaturas. el

a8 vecindades de T = 0. La asignacién de este valor absoluto para la entropia
tiene su mavor significacidn en la internretacion de la Mecdnica Zstadistice.
Sus alecances mas importantes sor, por un lado, en Termoaquimica v sobre
los coeficientes de respuesta, por ¢! oiro, pues cuande T — 0, o ——
Cp — 4, O —> 0, ete. Ademds, ya que asegura que [a soterma T =
0, es tambiér, iz Isentropa {adlabata) § = 0, implica que ningin proceso

cuasiestdtive adiabatico oue inicle a temperatura T 5% 0 puede levar & un

- PN

it oy o T =
Jigtemia e L = o,

del conocimiento de ia relacidn fundamental de un sistema,

5 = 510N obtenible, en principie. a través de la medicidn expenimental
de los covdicienties de respuesta, URo puede deduclr wdas tas ecuaciones de es-
tado del rismo, es decir, encontrar la dependencia de lag variables intensivas

08 UnO

come funciones de las variables extensivas, Ademds, con los postul
determinag .a condicion de equilibrio termodindmics, en términes del equi-
librio :érmico. el equlibrio mecdnico, e equidbric guimice, el equilibric de
fages, etediery v las condiclones de esuabilidad de un sistema, cuce se refiejan

COUNG TeATILODIONGS sCore L0s Cealdlentes e resplasia Lol MIsmio

- Ia] Yyl
Ny o2 g 2 O L.aldbi

[SN]
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2.2 Termodindmica Relativista

Cuendo un osistema Dsicn se encuenira en movimiente solative con respecio
& nosetros, surge la pregunta de céme debemos iransformar 12s cantidades
v oetuaciones on ias que describimos al sisiema v oa los fendmenos que en

&l se llevan a cabo. Le Teorla de la Relatividad Especial establece que s
los sistemnas de referencia en cuestién son inerciaies, la forma adecuada de
reallzer dichas transformacionss es por medio de las transformaciones de

Lorentz. Es bien sabido que dichas transformaciones, junto con ia Teorin de

2Tl g
()

la Relatividad misma. modificaron de manera fundamental la {orma en que

se entendian las feves de la Fisica.

Es e nuestrs interds, entonces, preguntar cudl es el efecto del movimiente

Feiativo sobre 1as leves de la Termodindmica v sobre las variables con las que
deseribimos a ur sistema termodindmico, y méas ain, cémo se ve madificada
la teprfa de la Tormedindmica cuando consideramos ta presencia de campos

gravitacionales.

Podemos decir gue la primera aportacidn de ia Teorfa de la Relatividad

2 ine
L= VAL

I

U0 ella 10s nermite consliderar procesos fermodindmicos en los gue

- realizan a través de cambios de la masa del

LOS NRIDIiTa & CEierinar LA oLl




bric de nrocesos tales como i@ transiormacidn de materia v oantimaterin en
raciacidn electromagnética. Sin embargo: lo que podemes decir acerca de .

Termodindmica do sistemas en movimienic ¢ en campos gravitacionales, es
todavia de cardcter especuiativo.

NS . o
Ly J’ Lcony =0l — =% tuncmms desconocidas, rales ques

Vi 1\ P

st d), vs la cartidad de calor que dos sistemas termodindmicos intercambian

en ¢ sistema de referencla inercial [, en el que ambos estdn en reposo, on-
tonces en el sistema de referencia inercial [, cn movimiento relativa a [, con
velocidad v, la cantidad de calor intercambiada entre los dos sistemas, d€

estard dada nor

4= £

£
I
2
o
O
-
o
b
1)

St ¢ — G, v —= I ¥ entonces f{1 = 1. Ademds, supongamoss que la
segunda iev de la Termodindmica para procesos cuasicstaticos, F,dS, = di,

en f,,en T tiene la forma

Tds =41~ d0) 223
=40 dD) 223
gon 7710 = 1 Asumiends s do Py 2
2 O Sy £
7= 1y \\2.2,'-&.




dfl, = v (dE — % -dp)

Lenemos que

TdS = Gd() = 4740, = 9 (dE, — PdV,) = 0§+ (dE —

v oadamis

el

TdsS =47dG, = 8fT,d45,

o
S

0 que CiLque

0% ne ha sido Snica,

JUBGE SICOIIIAT, OLINE Olras, (a8

ILoLB IPTInod ce debe ser

joies deben ser 4 v ;

v gy

imvariante en for

s aliores. ¥ considerando las rrunsfcrmacicnoes

.28

4

(22.7)

-dp + PdV)

(9.2.8)

(2.2.9)

(2.2.10)

L TB5DUIRSA A

v enia literatura uno
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ANIOLCS. N CULrpo en movimiento se ve mis o que on el sisteme de rofe-

rencia en el que se CReuentra en reposo.

“

i La segunda leyv de ia Termodindmica debe ser invariante v fiv] =~
DOT o o

0~ =1 (2.2.16"

¥oeunuonoes

e v s Al ag sarse et e el e
slgunas volacionos termodinamicas

T=nizh




un cuerpo en movimienro se ve mas callente gue en of 8 : de referancia

2L el Que S enCueLITE en Iepose.

(o3 9]

i La temperatura, 7. es Invariante, Dot 1o que

_——
[Sv]
0
.
(58]
=

(2-27-”\

Gin = (2.2.21)

v algunas relaciones, como la segunda ley, s¢ ven modificadas aj camiiar de
sistema de referencla.

En el drea de la Relatividad General se ha discutido el concepto de eqgul-

dbrio térmico. Para estudiar los efecios de un camne gravizacional, sean 9

v oy {0 > o) el potencial gravitacional o un nivel alto v 2 uno bajo, respec-

tivamente. Ademds. R sord un reservoric, slempre a la temperatura T, ded
fivel altu e Infclaimente en reposo ahl En el nivel aito cede una cantidad
fe calor (Jp. v GesCIEnGe 20 IVeL DAjl. GUe 5S¢ Cncuenire a :a iemperatura

DrOVOCE CAambIos en la enty

— P . S .
Tal proceso (el doseensch. o pia e R, sl

Io reallzamos cua

‘camente v de manera adiabdtica. Anore, queremoes

Ty 0

regresar a D4 su estado ér cle la captidad do calor

N e e
Lo DaTd cue Tt

LAl arty

CRLG, 1S



estéticamente entre el nivel baje v R. Comno no ey cambic de iz entrople en

este procese

Q- Qs

Ei sistema completo se regresa a st esiado orig
GUE 56 eDCUeNira va en st estado térmico original, hasia el nivel alto. Resulta

que ia eficiencia del cicio esta dada por
1 1

De aquf, nos dames cuenta que el nivel alto corresponde al reservorio cadtente,
pues asi obtenemes la eficienciz para el ciclo de Carnot usual, en ausencia
de campo gravitacional {¢; = ¢1;. Este resultado nos ayudard a establecer

una definicidn de equilibrio térmmice, pues si consideramos cue el equintbric

térmics ostd cado por e uniformidac de ¥ oen el sistema, nuesire restitado

carecesd qe sentigo. Pero sioel agullibrio érmice signides gue un

de Carnot. trabajando entre cos Ceglones de. sistema no producs

LT S eren b
Lo oo ML Leeie

mecdnico. es cecir, n = 0, sntonces

¥4



= ;. Como parece razonable, se adopta ésta

que 1mpilea

como definicidn de equiliorio térmico. Para

Lo
A
—

—
%]
)

<h
~

podemos escribir

A AR

: CUTE T )

ibrio térinico en una regién lmpiica que, para campos graviia-

Asi, el equis

.4@

. T ~ . .
CONE.0S DeQuenns ¥ eSLAIonaries

es indenendiente de ¥ en la regién, v

Fgta relacidn la obtuve, nor primers ver R O TIAlL, 7, €8 14 Lamada

temperatura iocal. gue dede En contraste,

T es [a temperature miedide oxperimentalnente. En ausencia dal camdo

consideraciones anteriormente expuesias existe consen-

Trnire os oy
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de 125 propuestas es admisible, oiros se apegan a alguna de cilas v hay hasia
quienes claman gue no hay necesidad de preguntarse acerca de estas modi-

ficaciones, tanto en ¢l dmbite de la Relatividad Especial como en el de 1a

Relatividad General, pues, aseguran, todas las leyes v ecuaciones de la Ter-
modindmica s0n 1a$ mismas taniu en ol espaciotitmpo Piano cOMO Curvo,

or la

iguales a aquellas de la Termodindmica cldsica no relativista, excepto

"

-

consideracién de las modificaciones gue involucra la ecuacién £ = me?. La

razon de esta aseveracion, dicen, es que las ecuaciones estan formuladas de
manera escalar, ligando variables termodindmicas que une mide en ¢l sistema

de referencia en ¢l que el sistemg termodindmico se encuentra en reposo.

2.3 Termodinamica Irreversible

A pesar del éxito v gran utilidad de la Termodindmica clasica | Termostdiica)
on Lz caracterizacidn de ios estados de equilibrio de ios sistemas, debemos
reconocer gue e principa: interés de ios clenidiicos se cenira cn el estudio
de los procesos que se realizan en los sistemas, mds que en los estados de
equilibrio que estos pueden alcanzar. Auncue la Termodindmica clisica es
capaz ce analizar los efecios globales de un proceso reelizado en wn sistemna,
a pariir de la informacién de los cstadoes inlciar v final del sistema. es incapaz,
por ¢jempio, de decirnos con que velpcidad se Hevan a cabo los camblos en

1
i

ol gstema, as ceclr, cual es 1z velocidad de los proceses. La extensidn de

T ‘ol v haen mafarereia 2 1o velneidan de lae nracesos
A lermodinamicd CIASiCe QU NaCe relefenlid & 18 VEioCldat de 108 Procesos

- el Ty A i fewaopraibla su ahierive es on o ohar an oo
es .a reorin e 2 Lermodindmica IITCVErSIDie. §U ODJElVo ef CIELOLAT en il
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solo esquema el waramnienio fencmenclogles Ge los procesos rreversinies v
proveer un marco general para la descripcidn macroscépica de los mismios.
i:as primeras consideraciones de cardcter termodindmico en el andlisis
de procesos irreversibles fas reallzd . Thomson cn 1854, al estudiar vanos
fendmenos termoeiéetrices. A finales del siglo X1X v principios del XX,
rios clentificos intentaren formular expresiones para la rapider de cambio de
ia entropia local en sistemas no uniformes, partiende de la segunda lev de
la Termodindmica. v <e las leyes de conservacidn macroscdpicas. Asi lo-
graron relacionar la irreversibilidad con la ne aniformidad de los sistemas.
¥n 1931, Lars Onsager establece sus famosas relaciones de reciprocidad, que
se r:!umpien para los coeficientes de las distintas leves fenomenoldgicas lineales
que describern & los procesos irreveorsibles. B los 19407s, Melxner y Prigogine
implenentaron una Seoria fenomenoldgica consistente de los procesos irre-
versibles, que incorpora el teorerma de reciprocidad de Ousager v el cdleulo
explicito de ia fuente de entropla para clerto nimero de sivgaciones fisicas.

Parz abordar o) probema deia descripeidn de los procesos i

empezaremes por intreaneir dos conceptos nuevos: une para referirnos aa

VOUR L STOCEST o1 O 4n v oiTu para dese S UCSPLOS-

Consideremes un sistems compues:o por 2 osubsisiemas.

.-

tensivo sendrd ios veiores Xop v Xop respeciivamernte, v oia




donde X es una constante. Si a0 existen restriceiones sobre X v Ao io8

valores que toman en el equilibrio guedan determinados cuando

il

] = = = Fyy - Fy (2.3.9)
6.\’1k X \ 8X 1k /}Xk aXlr @,ng - 2 ’

. £as8 0 /8(8 = SN a5 35,
[\

vale cero. Bs decir, si W, vale cero, el sistema estd en equilibrio; de otra

forma, ocurrird un proceso irreversible, que levard al sistema a un estado de

cquilibric. A Uy se ie llama afinidad, v actia como uns fuerza generaiizada,

responsable de gue el proceso se lieve a cabo. Fi es el pardmerro intensive

conjugado al pardrmeiro extensivo Xy, 51 X fuera L 1a afinidad serfa

. Wi = (2.3.3)

S AT = 0 (¥, = (), el sistema estd en equilibrio térmico, de lo contrario
e diferenciz del mvorso de lz o temperatura actuard comd una fuerza que
nrovocars un flujo de calor entre los subsistemas.

Ademds. caracterizareros la respuesta a la fuerza aplicada con la veloci-

dad de cambio del pardmetro extensivo X;. v [a Hamaremos el Hujo Jp

— iey o o2

J,'; = R ‘,‘2.-).-:}\

T F o g v reTh © L BRRICES o8 coro. v ouna s9rided distinca
e oosta forma. el A_u 3OS CETO 81 LB ALNIGAC 08 Cero, ¥OUTA AR aslinta

Jo distinto de cero. s la rewcidn ont

de cero i 2 1ok Aujos v

afinidades lz que caracieriza la velocidad con que se liovan » cabo los proceses

toreversin

)
(v



Abore consideraremos ja produceidn de extropla

il
Cao
L

S=> Wil (2.3.6)
Ast, la velocidad de produccién de entropia os la suma de los productos de
cada fluio con su afinidad aseciada.
Ahora extenderemos la definicidn de afinidad a sistemas continuos. Para
ello nos valdremos de [a ecuadddn de g produceidn de entropia. S hay fujo ge

calor de un subsistema nomogéneo a olro a través de una pared diatérmica,

metal de manera continua. es difficil aplicar 1a definicidn previa ae afinidad.
Sin embargo. podemos calcular la velocidad de produccién de entropla, ©
identifcar iz afinidad.

Consideremoes un sistema en o que hay fujos de materia v energia, provo-

cados por lag fuerzas apropiadas. Escogemos a las componentes de los vee-

T
e

~

W, A NI S
torves de censidad

nentt

EE . P
TIATOTIE, ey Y * »3\_,\.L.»c.

como flujos. De esta forma, tenemos 3 flujos de energia;

clades con L7

Huwmprta oo prememanancng Oe 8 (oS o a0 o
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Alora, para escribir la expresidn de la produccidn de entropia. necesi-
tamos definir qué es la entropfa de un sisiema fuera de equilibrio. Lo gue
haremos serd considerar elementos de volumen infinitesimaies, a cads uno de
los cusles le asignaremos una entropia local, cuva dependencia de las varia-
bles extensivas serd la misma que para la entropfa en cquilibrio. Esta es la

flamada “hipotesis de equilibrio local”. Entonces

£
95
i
)
&
P
- hl
W
(]
N

o considerandoe todas las cantidades por unidad de volumen

ds =y Fedrs (238

tenemos que una definicién razonable de densidad de corriente de entropfa,

o= Pl 2.3.9)
"

donde la magnitud de J, es la cantidad de entropia transportada a traves de
L2 unicad de drea por unidad de dempo. La velortidad de produccién local

2 regidn, mads la velocidad

de entropia s lguel a la entropia que abandona

dei incremento e la entropia dentro de 1z regidn. Si s denota @ velocidad

de produceidn de entropfa por unidad de volumen v 3 denota el incramentc

BN

de volumen, entonces

CL

- $ v 1Y 3
€Il L& entropia DOr unl ida



. ds - e
s:—az—‘—vjs {2.3.4\1‘;

St los pardmetros exiensives zonsiderados se conservan, como 1z energla, ¥ en
ausencia de reacciones quimicag. los distintos ntimeros de moles, se cumplen

las couaciones de continuidac

TV di=0 (2.3.11)

v tendremos que

|
Pl R
1l
0
Lo
3
B
™)
L]
*
\l\.;

por o ooue

5= E VE.-Jr 2208
expresidn en la que reconocenos 2 VF, comoe s ainidad del sisteina continuo.

Jemplo, la afinidad asociada con Jy., Wa,. €8 "V (f; y la afinidad

L
4]
[
<
@

e Yy peevan Ty - RN
asociada con Ji,, Vi es (V (=800

Fatre oy sistemas cuva deseripeidn es mds sencilla, se encuentran ague-
lios e los que fos Sujos a cada instante dependen s6lo de los valores de las

c 11 ese instanse. Son 0s sistemas puran

s wor no tener Cmemoria”. Entonees.

i depende sdlo del

VoGe loF DArdmelTos INTenSives 0mes




dE = ’jk' ’:L‘Du-, Li}]*’-': W :E:‘.j“ﬁz [“\ ‘\2 3.2 ‘-‘J

1

As{, la densidad de corriente local del ndmera de moles del |

k-ésimo com-
ponente depende del gradienie del inverso de la temperatura, los gradientes
de —4 para cada componente, de ia temperatura local, la presidn, ete. Es
decir, aunque cada flulo depende fuertemente de su afinidad conjugada, tiene
dependencia también del resto de las afinidades. Es precisamnente esta de-

perdencia la causante de aigunos de Jos fendmenos mas inferesanies en el

rampo de la trreversibilidad.

o

Cada fujc Ji se hace cero conforme las afinidades se hacen cero. por |

J

cue podenes oscribi

sonde

land
f
N
w
-
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Las Tunclones Loy se aman coeficientes ¢inéticos v dependen de Ins pardmetros

i =l (& I :
Lo =L (8L F )
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ciones Lyp son ios cosficientes oind

was b tieos de segunde orden, tamzién

dependen de los pardmietros iniensives locales, v asl, podemos considerar

coeficientes de cuzlouier orden mavor. Ba presenciz de un Sampe magnético

- 3 =) o H -
externo I, escribiremos simplemente Ly = L, {8, El teorema de Onsager

Lix = Ly {=B) (2.3.18)

es decir, ol valor de ei cocficiente cindtico Ly medido en wn campo magnético

externo B oes 1déntico al valor de L, medido en el rampe magnético — 5. En

o

otras palabras. exisie eirfe entre los efeeics lineales de la j-dsima

D k-Gsime Bule, v ool efecto lineal Ge la k-ésima afinidad v ¢! j-

ésime flujo, cuando estos efectos se miden 21 campos magnéticos opuesios.
Cuando las efinidades son tan pequenas que todos los términos cuadraticos
v de graen superior nucden ser despreciades. podemos deseribir un proceso

UrAImentd resistive nead cOn las ecuacioles aproximadas

e
)

LS Claro gue para o

ie procesos, el reoreme de Onsager

Por ssla razdn. usualimente

ag 1

naviicu

CLaE SE Al

el eauilinrio. pues las &

que se miden en ol \@boraroric son nuy noguenas en o sontido de nuestra

LITOs gueng 1\)\ o 5 O‘a Oz
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son Lneales. Por olemplo, e Gujo de cnergd i conductor térmico es

proporcional 2l gradiente de temperatura

Jy= —sVT (2.3.21)
donde & cs iz conductividad érmica de? cuerpo. Podemos escribir 1o mismo

de la forma

fl

RS

KTV (=

* 1\ [‘\T)):
Ao

v simnilannente para el resto de las componentes. Asi, nos damos cuenia de

P
(e
g,«.')
(v
2

e

que 577 es ol cozliciente cinético. La avsencia de términos de mayor orden en

la ley fenomenoldgica indica que ios gra

temperatiura comuninenie

La iev de Ohm de conduceidn eléetrica v la lev de Fick de difusién son
mé&s elempios de leves fenomenoldgicas en los que se hace patente aue para
los valores comurnes de las afinidades, en estos procesos ios términes de orden

mayoer son despreciables. Sin embargo, ef alcance de dichas leves estd Limitado

4 sistemas que no s

sefalar aue fera gel régimen ilneal. estas considerac

1 T, Ty ey i ey [ R e Tl ant
de o Termodinamics Trre O LLLEG..

fmice Irreversibie Extendida. on ¢l gue

e desarrolia €1 CRIMDO Q8 [g lermod

b

se pretende dar cuenta de ios fendimenns gue oculren en sistemas 2ios de

la condicidn de equilibrio, por lo que la caracterizacidn de los

t
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Capitulo 3

TYipt
EL MODELO

COSMOLOGICO STANDARD

La iarca principal de ia Cosmclogia es la descripeidn del Universe, dande

by

cuenta de la gravedad come el agente causante de su evolucidn. Para allo, 1a
Relatividad General aporta el marco de estudio mds adecuado. Ademds de
tener un marco de estudio, es muy importante tener en cuenta la informacién
astrondmica observacional, es decir, como vemos que “es ¢l Universo”. Lo
primero que notamos es que la distribucion de gaiaxiag es muy semejante en
todas partes, v que todas las direcciones son equivalentes, es decin; pensamos
e no ocubames un luger priviegiade en el Universo. Tswa Glosofla estd
contenida en ! Principio Cosmoldgico. que sstablocs cue ol Universo os, 2
grar oseals T10% afios fuz), nomogénen ¢ isottOpico. Claro estd, osta nindtesis
de rrabaje ne contradice la presencia de las inhomogeneldaces 4 esciaias 1as
pegueitas, e 1as que somos testigos.

4

id

o

G

Y ogl “observamoes” con mas detalle. nos percalamas de Cueo on



eproximacién, tocas las galaxias se aielan de i nuestra de maners radi
una velocidad de recesidn que es proporcional & la distancia entre nosoiros v
ia galaxia en cuestidn. Esta caracteristica de nuestro Universe se descubrid
&l analizer los espectros de la fuz gue nos llegz de ctras galaxias. Resulia que
estos espoctros sufren un corrimienio al rojo {efecto Doppler) que se puede

entender con fa lev de expansion de Hubble:

v = Hr (3.0.%)

es decir, micntras mavor es ia distancia () entre una galaxia v nosotros, con
mayor velocidad v} se aleja de nosotros. y, por lo tanto, con mavor corri-
micnte al rojo recibimes la luz gue la galaxia emite. H es la constante de
Hubbie, es independienie de la distancia y la direccidn de la galaxia, nero
puede depender del tiempo. Aungue iz visién cosmogdnica reinante afirma-
oa gue ol Universo debia ser esidtico, las ccuaciones de campo de Einstein
tontempiaban la posibilicad de un Universo en expansidn. Sobre el origen
de esta expansion, se supone que alguna vez el Universe consistié de an so-
lo nunte (singularidac}. de densidad infinita, v fue uns gran explosidn (Big
Bang! la causante ce que se expandiera. De toedos ostos hechos da cuentz el
Models Cosmoldgico Standard, en ei gue ademds se predice la presenciz de

iel especirn corr

i
[N
]
o,

ponciente a las microondas. Gue por clerio, apoya de manera contundente

M e . Tal Timie g
2 isotropla del Universo;

T3 .

. o T vvavra - i
Sdsla »oarie en nute
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con el cuai se pretende expiicar la composicion guimica del Universo. Es esie
modeln. hasta hoy, el mds acepiado. ¥a que deseribe una bucna parte de las
caracteristicas de nuestro Urlversc, sin embarze; existen alguncs problemas
cuva selucidn ha planteado la necesidad de modelos mds claborades, de los

crales, un ejemplo es la Cosmologia Inflacionaria.

3.1 La métrica de Robertson-Walker

Varmos a considerar ¢l siguiente problema: si pensamos que el Universo es
homogéneo e isotrépico, [ cdmo escribimos la métrica mds general para un
Universo con esas caracteristicas?. Para emmperar. notemos ogue cuando ha-

blarmes de homogeneidad e isctropla, necesariamente nos referimos a un ins-

sante dado, jodmo, entonces, hacemos mateméticamente precisa la nocidn de

un “insiainte dado™?. Para lograrlo tendremos que hacer 1o sigulente: con-
sideromos hipersuperficies [iridimensionales; tipo espacio. que constituyan
una foliacion del espaciotiempo, es cecir; que llenen el espacioticmpo sin in-
terscearse.  Supondremos que todas las galaxias se encuentran sobre estas

nipersuperficies, v pedirermos gue, para cade galaxiz, la hipersuperiicic de

simuitancidad en su sisterna de Lorentz loce! coincida, loca

mente, con la

Asi, la cuadrivelocidad w¥ de cada galaxia es orte-
gonal & las dipersuperficies de ia foliacidn, v $i parametrizamos 2 las hiper-

cosmico, que

a uall Instanie

CACO @ Correspondera una e ias ”'35‘1'5‘ JL"I“. ex de ln TCLAlIon.




T
|

o problema es el de

Jirg enfoque al -

ien consideré que

neas de mundo de las galaxias son geodésicas en el espaciotiempo. diver-

zentes de alglin punto nasade, v gue forman tna congruencia, os dag

%

lenan

¢l espaciotiempe sin lntersecarse {excepto, posiblemente, en puntos singu-

FESC RS

iares]. Asumié. ademds, que existen hipersuperficies tipo espacio. ortogonales
2 las geodésicas. Escoglendo un pardmetro ¢ tal que a cada hipersuperficie
le corresponda un valor de ¢ = constante, que serd el tdempo propio a 10
largo de cada geoddésica. tendremos nuestro tlempo cdsmico. Ademds intro-

ducimos coordenadas espaciales (z°. 7% 2z%) comoviles con las galaxias, de tal

forma que para cada geodésica 1as x% son constantes. En estas circunstanc

podemos escribir la métrica de la sigulente manera:

DOT L0 GuE ia merricd espacial on cada una de las nipersuperiicies tendrs ia

La pregunta ahora es ;cud: ¢s la Gependencia en el tiemue de las A7) La
dependencia serd ol gue se cumpla la exigencia de gue nuesiro Universe sex

isetrdpice. Dade gue

i

BILS

€ QL0U

que todas las direccionss son equivalentes, deducimos i se

dard a svavés ¢o un




daria con ia misima rapidez en todas direcciones. o que constituirie ura
contradiceidn & ia exigencia de isotropia. Esto quiere decir que podemos

escribir nuestra métrica asi:

donde

do'® = vyda'da’ (3.1.1;

~; funciones de las coordenadas espacisies Qnicamente; v R{i’ es ¢l damado

factor de escala. Se puede demostrar que para este 2spacic la curvainra es

h

constame v el tenser de Riemenr se puede eseribir como

L
b=
Tl

B = Elrwrn ~

N

donde & s una constante. Se pucde verificar gue la métrica espacial do™ es
consistente con el tensor de Riemann presentado silas ., tenen la forma tal

8 CsCIIDIT

Gue
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P
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podemos cseribir L& métrica de Robertson-Walker en su forma standard:

, 02 o 2. | P
+ 8% - sendit 30000

7
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La CONSTALe & DURGR toinar Lo6 vaiores —. ¥ U, dando 1ugar en cada casc a

L omeinca espacia, Gis

"Casc k = 1.
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PN P — SN, entonces
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;o Degy T 26002 o o202
do” = Rt di? + sen®uldd — sen8de™) 3118

para un £ = constanie dado, R serd una conwiarte. 81 embebemos el espa-
deserito por la métrica anterior en un espacio euclidiane

cuadridimensional, cuvas coordenadas sean [w, z. y. 2). donde la métrica es

2y
b
If
&
b3
.
=
b
q-
e
I
o
s
o
-
e

¥ haciende la transformacién

- o= fleosy 130

T = fsenisenfcos o (4.1.78)

I 3 Foy e 4
v = Reenusenfisens 130T,

z = Osenteoos

se cumple que

N [ RS | s e
TS GECT, A melnlca espatiz corresplude A owe
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Consideremos ahora 1o sur 7= ronsionte

2
ST,

i
=

Es claro que corresponde 2 une 2-csfera, cuva érea os

A = da RPsenty, (3.1.21}

donde v, puede tomnar los valeres entre 0 v . Conforme v, varfade Cam, &
se incrementa hasta llegar a un valor méximo cuando ¥, — i valor a partir

wrva A
del cual 4

iegar a § cuando ¥, = #. 0. volumen de esta

asfors es

Fste caso corresponde a un Unlverse con curvatura espacial cero v volumen
b I N

oo ) g LT et s o K
ds° = PP A Tt 2305t 3.1.23

I GQOLLY & INeirifa espulidd




peraun i = congtante dade, os claramente la métrica de un espacio euclidl

tridimensional, va que haclendo ¢! cambic de variablies

Rysenficose (3.1

[a¥]
<
e

se cumple gie

do® = dz* + dyz Ldz?

v para t = cofitstante v ¥ = constante = 1,

qie 65 una 2-esfera,

. ) PO
A= AT R 2030

T e prier e
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10Uy dammenia, ST eI L esiorid aun
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Caso £ — —1.

Este caso corresponde @ un Universe con curvatura espacia negative ¥ volo-
men infinito. A Ciferencia de los casos anteriores, el espacio deserito por la
parte cspacial de la métrica no puede ser embebido ex un cspacie evclidiane
ruadridimensional. sin embarge; st es pesible embeberlo en un espacio de

Minkowski {pseudoeuchidiane) cuadridimensional, pues st hacemos la trans-

formacion

z = Hsenhwrost 13.1.34)

USTAII0E JacianltC 4T la Lo

e ey
LGE erd

. 3.0

sseucoesfera tridimensional, o 25

que




Nuevamente, consideranco i = consiante v U = consia

= 4w [V senh7y, 13.1.38)

v que claramente, al igual que e! voiumen. se incrementa mondtonamente

Cuitl

conforme o, 1o hace.

3.2 Dindmica cdsmica: Modelos de Fried-

-

La formea mas general de escribir las ecuaciones de Einstein pare el camp

gravitacional es

= _ LRe fAg. =xT (3.3.13
G = Hy, 58 Vs = KT (3.2.1)

my b iy it
Aqui hemos considerado ef término de ja constante cosmoldgica, A, cue antes
50 aabiames inculdo. Originalmente, Einstein 1o ntrodujo para permitir la
existencia de soluciones cosmoldgicas quo representars
Acttalmente, sin embar

o se conslders cue este lérm

ecuaciones de campo mevor generaildad. indepenciente

I e P T S
I Unid COIeIl

C

<A T T et o P
1010 G2 g ZeClieilia O illa conty

Gel Tampe graviiacional.

s
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Las scuaciones de campo ceven ser satisfechas tanto por el wensar métrico
come por el tensor de energia-memente. En Cosmolegia, sin embargo; res-
tringimos g 2 métrica de manere considerable mediante argumentos de sime-
tria. Tal es el case de nuestro estudio, pues ' métrice de Beobertson- Walker
aplicabie a todo universe homogdneo e isotrdpico, depende de tan s6lo 2
pardmetros tibres, Bt} v £, Ademds, las ecuaciones de campo impondrdn
restricciones sobre eilos.

Vames a considerar que el contenldo material del universe constituye un

polveo, cuvo tensor de energla-momento estd dado por

TE = ¥ {3.2.2)
Considerande, ademds. cue v® = 1,000 v 2% =0 22 2% = {4, 2,4, 2),

entonces tendrernos 1, = dieg{pe’,0.0.0). Utilizando las ecusciones de

campo, liegamios 4 .as 2 relaciones sigulentes

Con estas 2 evuaciones o5 posibie demosirar que

o ~ ST"GO‘RE .

2.2
oS¢




. A D23
s O AR

o= =773 Slnt 2.2.3,
£ .

que cs 2 ecuacidn diferencial de Friedmann, v representa ias restricciones
sobre ios modelos dei universo con la méirica de Robertson-Walker, cuvo
contenido material sea un polvo, es declr, con ella modelamos los universos
herrogéneos e isotrépicos cuya materia es polvo, Cada modelo quedard to-
talmente determinado al elegir los valores pera €. A &, un valor inicial B,
v elsigno de 7 (¢,). Ademds, notamos que 12 = 0 es un punto singular de
fa eciacién de Friedmann, por io que ninguna solucidn reguiar 8 = R(#)

puede Dasar wor B

iflca que todas las soluciones regulares o
¥or enteramente positivas o enteramoente negativas. Nosotros, acul conside-
raremos s6lo los casos > 0 v o > 0. Otro punto importante que debemos

notar es que la ecuacidn de Friedmann es invariante ante los camnblos t — -4

v i = -+ constenie. Esto implica que pera cada sciuc

L que Tepresenta

A un Universo en expansién, existe una sooucin gue representa uil universo

en contraccion, ¥ aie ¢l tiempo es homogeieo, lo cue nos permitird escoger

fal Tty 4T
dL = oo SUAINGG D= o

3.2.1 Modeles estaticos

e H Y e A e T T e AT A ey s
En este tino de mocelos = 0, condiclon gie oo

47.-;:_\_:__"(7\ A
12 \
- e

r
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(O Que claramoento Lmpics que o = constande, ademds, come g > O, noce-
sariamente # = 1. Lste modelo da lugar al Universo de Finsteir, el primer
models del universe propuesto a raiz de la Relatividad General. Como va vi-
o8, 14 métrica espacial da lagar a la 3-esfera. Este modelo fue abandonade
al ser descublerta ia expansién del Universo.

-

El otro unico caso posible esen el que A =k = 5 =0 v R = sonstante;
por lo que la méwrica facilmente se puede transformar en la de Minkowski.
En este modelo un polvo de prueba estdtico llena de manera homogénea un

sistermna de referencia inercial infinio.
oger p = hmphica que podemos escribir la ecuacidn de Friedmann de

/I' PR ey ~
{ = /ké_m? — R (3.2.8

con las sigulenies sciuclones:

VA= 00k = Ol

b

[

? = constonte. Este modelo corresponde al universo

vacio v estatico anteriorinente deserivo, en el que & espaciotiempo es el de

Minkows

iy A =0k = -1 R =ct Estemodelo corresponde a: universo de M

v

dempo es el de Minkowski, ¥ en un evente

cz prueba (masa = |

Wil

o en odas direcciones v con todas as velociaades nosinles.

43



HA > 00k =10, B = expli/ Zste miodelo correstonde al

3
A

universe de de Sitter. cuyo espaciotiempo, precisamente. es o de o
Aunque no es muy realista, pues es vacio, es el ifmite al gue deben tender

todes ios modelos que se expanden indefinidamente v con A > (

S A : 1/2 f} BYPR ; .
WA >0, k=1, R="3/A" cosh{¢/ 3/2 7). Este models tene por

£
SN

espacictiempo al de de Sitter, v es el andlogo al modelo estdtico 1), pues es
estdtico por un instante. Las particulas de prueba se aproximan hasta una
distancia minima, para separarse indefinidamente debido 2 la repulsion A

- i 172 YR N
viASQ =1, B=13/A"" senh{1/ 13/ Bste modele ticne por

espacictiempo al de de Sitter, ¥ es el andloge ai modelo it} de Mine. Cons

de un polvo de prueba que forma una bola en expansids, cuva
jS :

frente de Iuz. Aqui la causa de la expansidn es la repulsidn Al

vi) A <0 k=~1, R= 13/A: 1/ sen(t/ '3/}, Este modelo tiere por

i

aspaciotiernps a: anti-de Sivter. v también es andiogo al de Milne. Za bola

de pelve de prugba, en este modelo, se exvande “Ternads” por & atraccidn

22,2 Moedewos no vacfos con L =0

Bl escoger A = O v ounm valor pare ) nes cela con 3 tipos diferentes de

acuacién de Frisdmeann, uns por cads valor de &

I

Caso k= 1.

Es vz ocase muy s

i



155253 . Y
O (3.2.9)

El modele correspende al universo de Einstein-de Sitter, que se expande

indefinidarenie.

~Caso A = 1.

L2 s0lucion en este caso se HAaneTa

‘ DI R ey r o
t=C sen WVRIC— JR/C — [Rf(;jzj {3.2.50)

¥ ose DUCCe DATAINCLIIZAT COrmno
(= C{1—cosw)/2 ¢ =08 — sen) /2 (3.2.11;

que claramente corresponde a la pararmetrizacidn de una cicloide. Este es el

Sricdmann-minstein. v tiene un comportanienio oscllatorio; pues

LRIVETSO Ge
Se expande V reco:apss Uuna v OLTE Ver.
Caso & = —1,

1o o] v
La sels

= . an
s O — seni T RO 32120

firecta la ecuac

mMenie 8 andulzamos Q6 1

¥\
o



R= /R =" 13.2.13)

o
o
o
o
.
&
o
—
e

Es claro que R decrece desde infinito v tiende ara T grande,

este modelo es muy parcecido al de Milne
3.2.4 Modelos no vacios con A £0

Cuando permitimos que /i tome valores arbitrarios; ia variedad de modelos
posibles se incrementa de manera considerable. Ahora, podremos obtener las
soluciones cualitativas a la ecuacidn diferencial de Friedmann considerando

las curvas de nivel

10 1a 0 .
LC le IUNCIOn

iR A= — B ey s oan
SELTE = K Ty
©R 3
para algin valor fijo de € > 0, en ei planc (K.\}, En otras palabras, si

consideramos la gréfica de A contra K, donde

A - O

3 W ety
13

R - I ier e e e sy ey e S e
v Do Mfu{:»uu GUE 7o W To0E ung ser

VAICIeS. LStas ¢

de 2 formas caracteristicas, dependiendode cuen < Uon > 0.

Lasn se encuentran o

erio mor Sahsin
lenie pov o oohalo

si. CTO =

&



&l monotdnicamente. Zn el segunde case, crazan e oje A len A = Ofn.
alcanzan un maximo v decrecen, acercandose asintéticamente at eie R,

El conjunte de puntos para el cual g= 0 estd determinado por la relacidn

P ‘o
A= ——m + =0 i=> A= - (3.2.16]
2R 3 2R
N 1 1 - bl
¥ ol incide con los maximos de todas las curvas de nivel, ademads de soparar

el planc en 2 secciones. por arriha de la curva B> G, v por debajo de 1a
misma B< 0.

Ademds, cada modelo de Friedmann estd caracterizado por un valor par-
ticular A = constante. Entonces. objenemos nucstrz solucidn al csooger un
punio del pianc ¥ avanzar horizontalmente, los valores de las curvas de ni-
vel (de n) nos proporcionan fzz (Una ver cue escogimos k), v por anto; la
pendiente de la curva solucidn

Siempezamos en & = 0 ¥ A < 0, necesariamenie obienemos un universo
oscllante. Nuesira soiucién R(#) empiesa con un valor infinito de B, ol cual
decrece hasia llegar a cero, cambia de signo, por lo que R disminuye hasta
Hegar nuevamenie a R = G,

Siempezamosen R =0v A > Jyvescogemos b = Dok = -1, sntonces R/
decrece inicialmente, desde su vaior infinito inicial hasta un valor minimo fen
R=0 v Cespués se incrementa nuevaments. Este es un universe inflexional
o de Lemaitre.

gama de posibilidades

Pl S R N

de modeins. Si CINDOXEDNIGS 2 = U TCLends universos nfexicnaies s



ntes st A <

VOULIVErS0S 080

)
universe ¢on Bz Bang que se aproxima asing

e .
QO LDinstein.
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Vlcamente al uiiverso estatice



[

omo mencionamos en el capitiuie anderior, las cbservaciones asirondmicas

revelan cue o] 1 dneo o lsetrdpice 2 grandes escalas. Es-

. e -
to pemmile gus. como p

- JUU O QU | I D S JR
eTe aproimecitn, los modelos de Friedmanz,

Lemaitre. Robertson v Walker {FLRW). resulten adecuados para descr

ias propiedades del Universo a esas escalas, es decir; la Cosmologia toma

como orim aproximacidn un punte de vista de gran escala. considerando
la presencia de estructuras en el Universe como perturbaciones en un fonde

SuUAYVe & gran escain,

Sin embargo: ox navural guerer ir mds and de una primera aproximacion.

2o mode

ips FLRW. =

De esie dages han 0 zener

inhormogéneas. que pretonden deseribir

TIOTEL lzaciones wOnLose Snelones ewat

. I N B sz 1 s rie e A e i
o dlnamica O COLARTSACIGH (0 TIAaLleria on o .Gl.a% g(ll(l\ as vV ¢ dinuios

regiones yvacias. fiuctuaciones en ia temperatura asociade a la




raqlacion do I00GS. v oia poszb:‘mau G G se Dreselen CIeCios Use0s no

1 la exzansion de las drbitas qe los

constderados en os modelos FLRW.

planetas, evercidn de lz singularidad de Big Bang, provencidn del reco-
lapso. cie. Bs decir. la motivacidn principal para proponer v estudiar estos
v Anloe oo Feye  Aaval] Y = TER . ST T oryey e -] .
madelos son todos los detalles finos que o8 modeios FLRW pasan por alto, y
cuvo entendimiento v descripeién enriquecerian nuestra vision del Unlverse.
En este capiiuio presentamos un reSwmen del trabajo que se ha desarrollado

coiz este ohjetive.

4.7  Los Universos de Szekeres

Esta familia de soluciones s¢ obilenc al considerar courtenadas on ias que la
métrica sc escribe en la siguiente forma

2 I T N K BT 8 R

ds® = diF — ezt — e uwT — dy” dolL;

i “ 9/
N
W

cong=ali,oy vy i=5

sy, 2 funciones gie debern ser detenininadas

e las ecuaciones de campo. Ademids, se considera que La fuente del

U, aUuncue easien generanzaciones.

. [ . Oon i, iy
campo gravitacional es un Hulde peric

st comOVLES, O 10 Cue

Las coordenadas on les gue o8t

1833, &l consicerar un medels con constanie cesmoidgica v simetria esférica,

campo gravitacional era Un polve. Syekeres resonvid en 1975

e UDIINICOTANCDH UL T




A = O, Szafron generalizd este resiliado en 1977 al caso m & 0. Esta familia,

para su estudic. debe dividirse en 2 casos. 3 =0y 8 #£ 0, donde 5/ =

dz”
4.1.1  Subfamilia ' = ¢

Para cste caso. la solucidn estd dada por

* = A+ 0% (4.1.3)-

donde @ = @{t}, k es una constante arbitraria, A = A(% 2}, ¥ estd determi-

neda por

L

i



¥ oambas ccuaciones pueden resolverse Lna Vey (ie sC Na escogido po= pir).

La densidad de materia estd dada por

si ) = kW v VL = VW, = 0, adguiers sinetria esférica, plans o hiperbdlica,

dependiende de que £ > 0.k = 06 & < 0. Ademds, una caracteristica

generalmente presente es que las superficies {4 = constante, © = constante}

son superficies de curvatura constante. proporcional a k. Fs lmporiante

sefalar gue esta subfamilia

s F LAWY, pues esics

resultan cuande A =0 v I/ = — k¥,

-

4.1.2  Subfamilia 3 # 0

Para este case. las ecuaciones de Einstein impiican

3 u P4 oo
e = fa [4.1.8)
-
[} Lo ‘ o
- i Lo
&7 o= e EEP
- ,
V= 2. h=n00
; S
8T oo S c




donde 4 = 4{z}, 3. = 8.z} By = Byiz), 0 =00z v Az son funciencs

.

arbitrarias, @ estd definida por

20, %%

- kn . =N FA T TN
e gz ,p—rqu 9 (el L)
donde p = p(t} s una funcién arbitraria y k = &(z) debe cumplir
. 2 p_ Lo o s
AAC—Bl - B :;()’l —k} '[4 1.}..4:‘
4

La ecuacidn que define a @ puede ser integrada una vez gue se ha especificado
2 p(t). La coordenada z puede ser transformada, z = (2"}, y podemos
utilizar esia libertad para darle a b 2 forma que deseemos.  Szafron
escogld a z de tal forma que A2} = I, pemo esta eleccidn es inconveniente
para considerar el Hmite FLRW, por 1o que la dejaremos sin especificar.
Esta subfamilia, al igual que la anterior, carece de simetrias, sin embargo;
adquiere un grupo tridimensional de simeirfa cuando A, By, By v € son
constantes. Aqui. el signo de AC — BE — BY tiere las mismas consecuencias
o

que ¢l signo de & ‘ene en la subfamilia ¥ = §. pero como son funciones. para

Wi espacio § = constonie. 0 odas ras superficies @ = consiante tienen la

Qe A aeeie Thape agla g kD
SiNe ZeOmellia. JJara e@s8vd suo

talel Umite FLRVW resulte cuando
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By =8,=0 (41.17)

/

ubnfamiiias

3

4.2.3 Propiegades comunes a ias 2

w
—

- . . . .
1) La carencia de siinetrias, en general.

4} La existencia de superficies ¢ = constante. z = constanie do curvaiura

TomEianie

era el camno gravitacional o

duldoque g ara

=

imiales a ce

5 La expansién v

Vi Los espacios § = congtanie son vonforrmalmente planos,

vit La marte marndticg 2ol tensar de Wovl eq nulal

e
e



4.1.4 Propledades de !'a subfamilia 2 =

Cuando xp = —.\ = constanie, la ctuacidn gue determiza & @ se integra

para dar

R
b
|
—
e
feed
&
)

¥ la cue determina & A se integra para dar

AM D

'2_/ T -
3 — AP = EWV e+ X

121

W
v
—

AN
A DG, -~

(o)
—

donde M os una constante arbitraria v X = X{2) es una funeidn arbitraria.

2V ANBE LT (U+EWio - X
A=~k ey T R ," - L —d
L & 3 L ’:I)‘i'-."’d - 2},{{/@ 4 é;‘\fb?).’i;z

o

. R Ve N T srhitraria
O Y = X, T, 0nTa funedn arotiraria.

Con A # 0. las seluciones para @ invelucran funcions elfpticas, cada solu-

cidn contendrd una nueva constante arbi hc“_a la cual definizd el momente

e momento inlclal de evolucidn pitede involucrar o

micial de evolucion.

g Bang, va que st .\ es positiva v tiene un va-

10 se presentariz le singelaridac. Por otro lado.

P presensa. e necesariamente simulténcea pare todos

- .
Acemds, cuande se presenia una

wourre donde e = 0L




- La ccuacidn para @ es idéniics a a de rriedmann. v asi o son sus solu-
ciones. La soincidn para A tiene una funcidn arbitraria mds. V', pero se pueda

especificar tna de entre el conjumo 1)

2,1 XY} mediante ia cleccicn
de la coordenada z. Asl, la solucidn general contienc 2 constantes arbitrarias
- : ey o

v 5 funciones (de z) arbitrarias.

habes resolvicron ainbay eceaciones para el caso A # O,
k = 0, la solucion tiende asintdéticamente al espaciotiempo de de Sitter.
Cuando escogernos A = 0, las ecuaciones para © v A tienen scluciones ele-
mentales, que definen a la subfamilia 37 == O de las soluciones de Szekeres.
Las soluciones pars @ son las de ia ccvacién de Friedmann, Dadas @ v A =0,
la ecuacidn para A se puede integrar.

Bonnor y Tormhimure estudiaron 2 evelucion de cada posinle caso v encon-

. MM " 1 N P | P [P e 1 : M

traron que dependiende de los casos particulares, la métrica o la densidad de
maszeria pueden o0 no aproximarse 2 la homogeneidad, cuando nos aproxima-
mos a la singuiaridad inicial, o hacla of infinite temporal o una singularidad
final. s de recalcarse el comportamiento asintdtico independiente de la

expansion v la densidad de materia. Los distintes casos presentan nhomo-

eldades que crecen ¥ decaen.
4.1.5 Propiedades de la subfamilia 7 # 0

Cuando &p = =\ = consiw

fm oecuacidn gue deferming 2 © se integra

Dara Gar

it
<n



varrubias ha demostrade como obtener las soluciones de de Sitter, Lemalire-

Tolmarn, Eardiev-Liang-Sachs, el Universo estdtico de Einstein v la solucidn

T

]

¢ Schwarzschild. con sus contrapartes plana ¢ hiperbéiica. a partir de esta
ecuacién. Cada una de las soluciones a [a misma tendrd una funcidn de z
extra, arbitraria, denctada por i,{z;. Bl instanie ¢ = #,(2) define el momen-
to inicial de evolucidn, v con A = 0, ey neccsariamente una singularidad,

correspondiendo a & =

[

. v corresponde al Big Bang en el Mmite FLRW. Se
ie conoee en iz Hteratura como ol instante del Bang. Sin embarge, cuande

N

tor 5= O (en general], el instante en ei que se presenta la singularidad depende
de Ja posicion. es decir, ne es simultdneo.

Lna singuiaridad adicional puede estar presente donde {e”), = (. En

el Hmite LT. ésta os una singularidad tipo shell-crossing, en la que distintas

Dartivuias de poivo Chol ranece cas.

Laec para ©oes formalmente céntice 2 la de Fried:
£ v M como funcicnes de z. por o gue distintas superficies & = const

evoiuclonan de mancra independiente a ius o1ras. rsto fvorece la Tiguers de
posibles efectas fsicos. Sus seluciones cuando A = 0 pueden ser expresadas

on e O UCIOIes

- ' o . Vs T s
amente u..a,dﬁci.: oo lds L# A

cevacidn ce rrigdmann v deflnen ios modeos de Szexeres con 3 # L

ol
-1



4.1.6 Propledades fisicas de ia familia

RN Y 2 _ o % ar ol oama les sinperSeos
ig¢ el subtase AL — IF — ZF » O, en el gue las superficies

Szekeres nvest

It = ronstanie, 2 = consfante} son esferas. Il auior encontzéd que se pre-
senta el colapse a una singularidad Big Crunch) en & =0 o en (6%, =0,
que representa la singularidad tipo shell-crossing. Encontrd ademds gue ia
primera es inevitable en cada linea de flujo v cue la segunda, 1 existe, podria
oeurrir antes gue ¢} Big Crunch. Covarrubias encontrd las condiciones en las

que la solucion con & # 0y AC — BY — 32 > [ os una pequefia perturbacion

a la métriea de Minkowski.

Cuando AC — BY — 37 = 0 las funciones arbitrarias se pueden red

AC - BB} =

¥ realizanco ja transformacidn de coordenadas

riy = ot 82 (1.1.25)
= I

xf = rsendcosy 5. 12T

;o= rsenbaon 228

[ L)
o



2= reosd f4.1.29)

M
—

i

Dodemes eseripir 1 densidad de materia como

(2M/P,
S PH@/P).

r{:h
—
[#¥]
)

donde

-

=
—ul
It

A=C) 287 + 28 —r(A+ )

lo que permite separar ia densidad de materia en una parte esféricamente

B 2 T e 4 S N
simétrica. dependiente sdlo de i v ¢

.y un AE, que se puede escoger de tal
forma que la hipersuperficie Az = 0 contenga al punto r = 0. Tal separacidn
28 Unica, ¥ el Ar es una contribucidn tipo dipolo a la densidad de materia.
4.1.7 Espaciotiempo de Szafron con 3 =

0 {simetria
esférica)

El limite esféricamente simétrice “natural” resulta de los espaciotiempos de

Seafren con 37 = T ocuando & o= I pues s esferas i = ronst

vongignic} son oo

Therg slen mat Smanna eee [ N RS 0 R, e AN
ricas, oo sel Jorma gue son Orbitas del grupo T35 8
ol gry

gTUPG S0 COnVIErTe en Un grupe oo lsomeirias para ol espaciotiemnpo. pues

se puede Vel gue <uanco £ = 1, s esferas {¢ = congtanie, z = consiante:

son Grbites de un @

Gyl =17

7.opues la

TNUVTION BE 31T



2 el 20 5.2 27 Fao- ey
de = di® - %t — & .\&9 - :.E’u. gdﬁ-’ ; ‘\=1.A.32j

BEste limite fue copsiderade primeramente por Korkina v Martinenxe,

aungue va en 1938, Datt habia considerado 3 soluciones para polvo, esférica-

. 0 , ;
ds? = dt? — X3dr® - (a6 + sen Ody”) (4.1.33)

Este es un iimite natural esféricamente simétrico a las soluciones de Szekeres

con 3 — 0. El imite £ = } de la solucidn de Datt es una soiucion de vacio:

2 _ IZ‘M’

— \—1,@?
&

.
[¥7)

-

que podemos reconocer como la métrica de Schwarzschild dentro del hori-
zonte. Bl artfculo de Datt tiene importancia aisidrica. pere podriamos pen-
sar que fue publicade con demasiada antelacidn a sus posibies lectores, pues
en ese entonces aln no se acostumbrabar 2 los modelos FLRAW, mucho menos

estaban stos sera sus generalizacioncs.

Rubarn lnterprerd esia soiucidn ce Datt asi: es una bola de polve gue
explota de una singuiaridad al siempo ! = £, .® = 0], se expande hasla guc
b =2V, t=1,+ Wx v secolapsa al flempo £ =¢, - 2M 7. Zn el momente
de maxima expansion, la bola de pelvo Lena tode la esfera de Schwerzschild

1 o P [
La soiucidn para polve, con simelria Diana,

Cuando p = .\ = § = & podemos ver gue las superficies

-



ones ce Szekeres con ¥ = 1 son nlanos. S

z = consianted de lag solucl

ademds U == 1] = 1} = { v reparametrizamos A de tal forma que IV = 0 [sin

5

pérdida de generalicad), se puede escribir ia métrica

S

" : 2y 15y 2 P -
dst = di® — Ndyt - 25 = dy?) (4.1.35)

. / .
A= ) g {4.1.36)
1\ )QJ/ \ 1

ot
e

o

donde se sscald a @ de tal mancra que M = 2/6 v se transformé a =z

-
fa,
&

asumiendo X # () % 1. Cuando X = 0 tenemos el 1lmite vacio, cuando

M = T tenemos ¢l [mite estatica. La densidad de materia os

YN A

KE =201+ —,\] 41381
LAY

En el iimite ¥ = 0 se obtiene el modelo FLRW plano con polvo.

Tomimura encontsé gue Y/X mide el contraste de la densidad,

s infinite en el Big Bang. pere tiende a cevo conforme ¢ — o¢; asi, ¢ modeio

s¢ anproxima 4. dmire TLRW pizne [con peive) en el futnro asintético.

Pollock v Cadern! Interpretaron los modelos de Szafron como une mezcls

. 1 L e ftosne
2 v un poivo nhamogéneo (18807

T tamem ae Tl
LilTla v 100N &

nomogéneo v un Aulde perfecto romogénes {19881

6.



4.1.8 Generalizaciones de subcasos de ia subfamilia &' =

oy
" L

GooGe generalizd ia suofamilia & = © de lzs soluciones de Szafron, con-

Y

siderando of flujo de calor distinto a cero. Asumid la migma forma de la
métrica que la de las soluciones de Szafron, y ademds: 1) 3, = 55 =0 2)
lag superficies {t = constante, » = consfanie} tienen curvatura constante.

Para un fluido perfecto, estas condiciones se siguen de lag ecuaciones de
Yinsteln, pero no es asi al incluir ef fiujo de calor. Resulta, de hecho, que
para el caso 9 # 0, las condiciones anteriores implican ausencia del flujo de
cailor. por lo que solo la subfamilia 3 = O permite tal generalizacion.

T PR PR o~
LA J06uCLon es

;2 -+ A TR TP ia 1 a0
ds? = dt* — S*(e™ (da® + dy*} + H?dZ*) {4.1.39;
SO
e =14 Zk(x? %) {£1.40)
4
d=e" 430G, - F 4 1Al




donde kb = 0. =1, 5 = 5{t;,, H = Hi{z.y, 2.8, v = vizy), A = Alz oy 2,

_ [ S I 0 AU AT o y _ (2l — R R St

B = Ble,y. 2, @ = Q). F=TFli.z), a = alzg;. b = blz), ¢ = ¢elz),
I's A v B -

hy = hiiz), by = ho(2), hy = haiz) v . b o hy, R v Ay son funciones

arbitrarias. 5 esta dererminada por

el
oy

=3
G

[N
L

L
S

I

|
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!
—

At

ademds, was componentes del vector fujo de calor son

2 AT y
t"‘” froz - hg\ j‘k'\:ﬂ‘ - ”,2>: — éhhaJ._{j:} 3
p= 595 o
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distinta de coro. Goode enconird que ia presencia de fiujo de calor hace que
la singularidad inicial sea mds anisotrdpica.

Tomimurs y Waga consideraron gencradzaciones de la subfamiils 37 = 0
de las golucjones de Szafron, para el caso en que estd presente un campo

electromagndéiico. para el cual, tanto el campo eléctrico come el magnético

de la toordenada . Asumieron que la fuente
es una mezca de pelvo inhomogéneo v radiacion homogénca. con densidad

dada por

7.2 -
ge, = et ~{4.1.50}
con 3 = 3t v ¢ = constente. Al asumir esto, se obtienen 3 tipos de solu-

clones: 1} ¢! modelo FLRW planc, 2) un modelo estdtico. 3) un modelo euye
espaciotiempo tiene simetria plana. Uno de los efectos de la presencia del

campo magnético es el de hacer que la singularidad inicial sea rds isotropica.

Lima v Nobre hicieron las roismas consideraciones que Tombmura v Waga,

para un Huido perfecto descrito por la ecuacidn de estado

i
Il
el
3
[
fa
o
N

Encontraron gue para »

singuiaridad de Big Bang v ¢l modelo evolucionard al modelo FLIEW, v para

Dde 3l

3 Bung esid presente vias anisourcoias scbreviven

SUT Bl g TULuI0 @BInTan:Co.



otia v Tomimura encontraron 4 clases de soluciones con viscosidad que

AT clerios st

casos do ia subfamilia de soluciones ae Szafron con

=0, En el limite ¢ = 0. lodas las soluciones reproducen el modeloe FLREW
plano von ecnacicies de estado definidas.

Rov v Tiwarl consideraron métricas con simetria plana para soluciones

™

ey
S
D)
=
o

tipo Szafron {ambas subfamilias), para un fluido viscose. En ellimite & = 5 =

i, una de sus soluclones reproduce el cago de simetrfa plana de la subfamilia

4.1.9 Soluciones de la familia 3’ # 0 con simetria G3/5>

IZ1is encontrd ol conjuntc mas general de soluclones con grupo de simetria
tridimensional actuando sobre Orbitas bidimensionales. Son solutiones para
polve con constante cosmoldgica. ConsiGeraremos su caso en el que kp = —A
v las superficies {7 = constante, r = consfgnte}r son orbitas de simetria de

o

los espaciclienpos de Szafron. Las soluciones estdn dedas por

gst =dit — = 2BV RLET - RPAS - PR {6152
donde. si
s=v = osend (4133



tenemos simetria plana, v st
f= ~1v f=senhd 4.1.55)
fenemos simetria hiperbdlica. £ = E/F) es una funcién arbitraria, R =

B{t. 7}y estd determinada por
AR (4.1.56)

s
7]

H?t:lZE%

tra funcidn arbitraria. La densidad de materia se expresa

con M = M(r), o
coma

2M,
RR.

5

E! limite TLRW requiere que R sea separabie en R = f{r)S{t), v

coordenada r puede escogerse de tal forma que

N R=rS 4.0
P S T TOTINET R
A8, 20 LINIITE S LSO 82 DOULInTIE cuando
L .
A . ot + ‘A
- = & = Ccousiaric LE.
7 L
;
v
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Sdlo e case @ = 1 permite |

s PLRW, nues con @ = 0 v 2 = —1,
k < 0. Las soluclones de Ellis resultan de la métrica de Sgafron cuando

(1, =0 sp = = El caso de simetria plana, £ = 0. con A = 0, es ol

Ifmite de simetria plana de las soluciones de Szekeres con 37 # O

Tomimura demositd que el contraste de densidad, tlende a un valor

fijo, distinto de cero. cuando 7 — ~. Ademds, sefiald gue la solucidn con

M < 0v A =0 tiene densidad de materia negativa ¢ todos lugares a cada
nstante. por io que no os un modelo cosmoldgico razonable.

El limite de simetria esférica fue primeramente deducido por Lemaitre

gn 1933, v ilamade modelo de Tohnan. quien lo discutid en 1934, Lemaitre

$aCI00eS eil un

fonde rLRW.

Telman en 1934 discutis las propiedadss de las scluciones con € = 1.

Observd que las funciones arbitrarias del modelo permiien escoger una dis-
tribueion arbitraria de la densidad de materia inicial y ung velocidad |

v que e modeio contiene al Universo estdtico de Einstein. Su resultadc mds

importante e la demostracién de que los modelos de Einstein ¥ FLRW son
estables ante ¢f erecimiento de inhomogeneidades.

4.1.10  Otros casos del espaciotiempe de Szafren con

20 i on

“"TU

Dodson considerd ln métrica



ds® = dt* = RPe (de’ = dy? + dz?) ‘4.1.6%)

que reproduce ¢l modelo FLRW plano cuande A = 0. Encontrd v discu-
g la solucidn a ias ecuaciones de Einstein con un fluide cuva presidn es
anisotrdpica.
Baona. Stela v Palou estudiaron ol subease de las seluciones de Szafron con
'# 0 en el que los espacios t = constante son planocs. Esto sucede cuando
k{z) = { y la méirica puede ser parametrizada de tal forma que Alz) = 1 v

S

£ (4.1.62)

"
- N2
2 {3 \
2] Ju \
Kp:—,_"_l:-, (4163}
e AR
donde O, = C-{z). Cy = Cy{z) v f = fli). Esta sclucién reproduce el modelo

FLERW piero més general cuando O1Cy, — &1 .C, =0

Sussman investigd el suocaso de Bona, Stela v Palou, bajé la dptica de
ung megela de 2 fluidos, un fluido perfecto homogéneo con p = (~— 1}z, cuva
dindmica se asume déntica a e del modelo FLEW con la misma couacidn de
estado, ¥ un peivo nbomogéned.

4.1.11 Generalizaciones electromagnéticas a la subfa-

b L
mha o 7—U

dodas lus clases de soiucionss lenen una ecuacidn madre encentrana NocT

Tampians Sl pnne oo TR o et el et e el oo o SUUE-SUR N T
Hronnikon Paviov. LAL_-\ 2oy DONSILCTErCN 1A QULACIONes G LINSTeln- vaxwi.,
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para i poive cargado. asumisndo cue

campo clectromagnerico tlenen u
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20068 L G20, 20
R \(f,J —+ Skd,‘u ;

= At.r), cue son funciones que

Einstein-Maxwell: v S

tring esférica, plana e hiperbdlica,

1 son

)
g

mente. Las ecuaciones de Binstein-dMaxwel
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ademas £ = 1,0, —1 para permitlry las shmerrlas esférica, plansa o Kigerhdlioa,

o Bimer

respectivamente. v ¢2Q, (v, JCY? (20, (r,3/GY?) ey la carga total eiéctrica
{magaética) contenida dentro de la supericic r = r,. Las densidades do

cargs estan dadas por

_ - — { 1 70
o2 - 2 1.1.70)
r i
4,7GA,‘2,Om Qm e alZ
2 B2
v la densidad de energia
N 2-\.-‘:‘6““;2 o
H.E‘—:T IS Y

Las funciones T, N, M v @ deben cumplir i& relacién

PN = (M - 00T, 4172

Debido a la presencia del campo electromagnético, el polve se mueve

con aceleracion ¥ =

S¢io en el caso de simetria esférien (z = 1}

se aamiten 3 tipos de modelos: el recolazsante ¢ “eliptico”, cuando £ <«

G, of dgado ¢ "parabdlics”™. cuando £ = 0 v o que siempre se exsande o

“hiperbéiico”. cuando £ > 0. En el de campo electromagnéiico cern

g0

v & = 0. se reproduce Iz solucion de Elils.

S t/ = Consiante nOCESATIATICITe

BhaaE

degarmian singnaridacdss fino shell-oross

GURRIVALLON CNLC Mias Larid 1l



in analizd e caso & = L con Q. = const

geieraleada por Orh &

5
I

observd que cuando A, = 0. ¢ # 0 v M > 0, A jamds asume o] valor de

cero, es decir, la carga eléetrica avita la existencia de lz singularidad de Big

Bang.
4.1.12 Generalizaciones de las soluciones de la subfa-
milia &' # 0 con viscosidad

Ray v Singh encontraron § soluciones con viscosidad de bulto v corte, rela-

v

cionadas con las scluciones de Szafron con 3 # 0. Lo de sus cascs es un

(]
o]
=]
[
[
el
=
o
[l
03

ie métricas con simetria G5/ 5

2 Y peiN—ip2 o2 p2iap? L i 8
de’ =dt’ — (e + Kr')7"Rodr® — B7(dA* + fPdy”)

£
.1
Lo

K es unz constante v P oesid determinada por
- 2 3
SR. R OKr? dsnl, TR
SN PO UL AN LS 40 74
TR ® TR : e
donde 5 o5 el coeficiente de viscosidad de corte. { = (¢} s una funcion

arbitraria. v oen el limite de viscosidad core, 20 pasa a ser -xp. La densidac

[

ce materia v ola presidn denen iag sigulentes expresiones




donde { es ¢ coeficiente de viscosidad de bulto. Asi, la presencia de la
viscosidad ¢s la responsable de que la presion sea inhomogénea. En el Iimite
¢ = n =0 se obtiene el casc de las soluciones de Szafron con simetria G/ 5,
v 8l ademés xp = —A, se ontienen as soluciones de Ellis. Los 3 maodelos

ELRW estdn contenidos en estos modelos en toda su generalidad.

4.1.13 Descripcion de la fermacién de vacios

L.as primeras predicciones de la formacién de vacios en Universos inhomogé-
neos las realizaron, independientemente, en 1834, Tolman v Sen. En 1947,
Bondi discutid la formacidn de vacios, sus causas y consecuencias.

) Este tipo de consideraciones se retomaren en los 70°s. Ocehionero. Vig-
nato ¥ Vittorio, en 1978 utilizaron el modelo LT con A = 0 para describir
la formacidn de maximos v miniinos en la densidad de materia, partieado
de una distribucidn de materia con densidad espaciaimente homogénea pero
con una distribucidn de cnergia inhomogénea. Demestraron, ademds, que el
contraste de densidad se acentia con el tlempo.

Henrtksen v de Robertis, en 1980, esindiaron la evolucidn de un modelo
LT, considerando coudensaciones en el momento iniclal, pero permitiends
rarefacciones alrededor <e las mismas. Envontraron que jas regiones de menor
densidad se vropagan hacia afuera, precedidas por una onda de densidad.
Ademds, sefizlaron que ios maximos v ominimos de 12 densidad de materia,
en general, no son coméviles con @1 polvo. sino que se propagan a través de

Ve
las Mneas de




Sate. en 1982 considerd perturbaciones linealizadas del modelo FLIRW

iris que la distribucién de materia observada e ¢f Universo bien

nodria haber restiiace de . expansion de vacios.
4.1.14 Descripcién de la formacidén de estructuras

Asi comno se ha tratado de deseribir la formacidn de vacfos, ha habido intentos
de deserinir la formacion de galaxias, cimulos de galaxias v otras estructuras.
Lemaitre. en 1933, es el primero en tratar de describir la formacién de gala-

xias. Utilizande la méirica

B 4Br_ 22 on s 20262 20,7 7 n—
ds® = A% {—du® < 2dwdy; — C*(df° + sen®ddy (4.1.77
donde 4 = Aln). C=Cluy).n=w—yy
) L A
A= (4.1.78)
L+ 2z .

C= / Wdy (4

[
[
-
[t}

P

i s T — TR g rmmay Taiel e
wioy W =Wy es una funcion

A # 5 demostrd que la distoiha
A F U, demostro que la distribu-

cidm fnicial de mase Dodria escogesse Ge tal forma que la regidn finita do

CATMALO £omavii r, alvededor cel centro colapse, mientras gue la regidn Tt > 7,

se evpanda por sio Seillald cue esta inestab

idad local de un po

oo JorTnag



. 1

oo siguiente trabajo. Leviaitre, en 1934, descrinié comnoe en un medelo
de Universe inhomoegéneo existen zonas de recolapso esparcidas en un fondo
que se expande, v que es FLRW,

En 1934, Tolman v Sen, independientemente, llegan a la conciusién de
que el Universo estatico de Einstein v los modelos FLRW son inestables ante

la formacidon de galaxias.

19536, Bonnor es el primerc en realizar una prediceldén cunantitativa
acerca de la formacién de galaxias, utilizando el modelo LT,
En 1964, Novikov utilizé una configuracién similar & la de Bonnor, para
~describir la formacidn de quasares v el mecanismo a través del cual estos
emitern encrgia.
Kantowski, en 1969, argumentd que el modelo LT serfa aproplado para
deseribir variaciones en ia densidad de cdmulos grandes de galaxias.
Moffar v Tatarski, en 1092, aplicaren el modolo LT con & = C para
describir 1a formacidn de estruciura ex el Universo,
4.1.15 Influencia de las inhomogeneidades en la dis-
tribucién de materia sobre la radiacién de fon-

do

Razine v Thomas. en 1981 fueron los primeros en consideran

utilizando 8l modelo LT, Estuaiaron 1o que Ye sucede a la radiacién de fondo

cuands a

atraviesa una zona ce condensacidn, siendo emitida v recibida en




momenio dipoiar v cuadrupoelar de la anisotropia en la radiacién de fondo.
In 1992, Panek realizé un estudio similar al de Raine v Thomas. con-
siderande 3 iipos de inhomogeneidades en of camino de los rayes de faz: 10
vacius 2 grandes atractores 3) chmulos de galaxias, Estudid los efectos de
estas anisotropias en la radiacidn de fondo. Encontréd que los fotones gue
atraviesan vacios son recibldoes con un corrimiento al rojo mayor que los que
no atraviesan vacios, v por io tanto, con unpa temperatura asociada menor.
Caleuld que este efecto podria causar un descenso en la temperatura dado por
AT/T =3x% 1077 Bl efecte de os grandes atractores también es de provocar
un mavor corrimiento al rojo de los fotones, pues deben viajar en contra de
un potencial mayor que aquel al que entraron, pues el atractor evoluc;nna.
aumentando su masa. Este efecte provocaria que AT/T = 2 x 107% Los

efectos de un cumulo de galaxias, se reflejarfan, cuantitativamente, come un

descenso en la temperatura del orden AT/T = 1075 ~ 6 1075,

4.2 Los Universos de Stephani

i

Los Universos de Stephani son una familia de méiricas que comprende la

solucidn inds genoral coniormalmense plapa cuando la fuente es un faid

perfecto irroracional. Estas soluciones. que, en general, carecen de simetrias,
1 : erd I ~tien] PRI N O PR
seneralizan (08 espaciotiempos FLEMW (el caso particular de cuadriaceleracion

nuia; v podrian ser imreresanies como modelos cosrioidgicos inhomogéneos v




4.2.1 Definicién y propiedades generales

Definicion imvariante: coleccidn de todas las soluciones con fluido perfecio
para las cuales ¢ = w

;=0 # 4
puede escribir

En coordenadas comdviles, ia mélrica se

V’E(df < dy® 4 d2?)
donde D = FV,/V, F = F(i) es una funcion arbitraria v V'
La forma de &

estd determ

inada por

— & LA 5 0Y
—_ | t.s-
Wwe 7 "
con f = fluy, wna funcidn arbitrariz més.
sencilia con v vz, v W=

u estd relacionadsa de manera
X7 2
=Y

z) esid relacionada con V' de manera
senciile. Los casos particulares los trataremos mas adelante.
I ie

i

(7]

nsor de Weyl es proporcional 2 f, 81 f =
conformalmente plano.

0. el espaciotiempo €3
Festd relacionada con w8, mediante
M= 4

3
a
sy T T L e T oianes. ar ~anrdenadac eyl e @ — @H“
asi, pava esta famiia de scitciones. en coordenadas comoviles, = B,
2.5 scluciones se pueden clvidir en 2 fax
es conformalmente plana

una es tipe Petrov D
Lag soluciones

. 18 Oira
o D denen simeirfa Ga/ S, las
neirias.

=1
)

C



. Fsta farmilia de soluciones tlenen una propiedad desagracable cuando se

Jes considera como modeios tosmoldgicos: cuando se hace p = O se obtiene
socdel] ‘q_\\ vl ep Ty AT e oy o il 2 Til O

un modelo fpe FLI cuandoe se propene gue p = pig) se obtiene un modeio

tipo FLRW, o el de Wyman o el de Collins-Wainwright. Ademds do esas 2
ccuaciones de estade. hasta ¢l momento nadie ha propuesto una ecuacion de
estado relevante. Poeo es conocido aidn, pues, acerca de las aplicaciones de
esta solucidn 2 modelos cosmoldgieos,

La primera solucidn de esta familia fue encontrada por MeVittle en 1933,

Es una supernosicidn de las métricas de FLREW v }a solucidn de Schwarzschild.

i

ol mismo afie, Dingle redujo las ecuaciones de Finstein para una méirica

o

con simetriz esférica de la forma de Stephanl a una ecuacidn diferenicial egui-

valente & la que presentamos para W, El case conformalmente plano

totalmente resuelio por Stephani en 1867 v ia Jamilia completa fue derivada
por Barnes en 1973: consiste de las clases de Stephani, KQ v las contrapartes
de K{Q con simetria plana e hiperbdlica. Barnes demostrd que esta familia

cubre 2 todas las soluciones con fluido perfecto para las que ¢ =w =0 # 4.

Sdemds, considerd scluciones estdticas con ¢ = w = 0. Krasinski estudio las

T B e T I A PR - P PR
TEOSGIUCIDT IO LWitO pe“u WCoTald B Cuia

o = =0 #§ debe tener simeiria piana. esfrica o hinerhoiics

5 ETZ YEpPTeSentar & .08 modelos {po O
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B F
.ias funciones 3L Voy B Clanall Mhedlanie
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con W = Wit u], b es una constanie arbitraria v u ostd definida por

v @ es otra constante grbitraria. Fs ; de simetria

tridimensionales actuando sobre drbitas bidimensionales. La simetria es

esférica cuando @ < %, plana st a = b e niperbdlica sl o > ¥
4.2.3 Modelos de Barnes con simetria hiperbélica

Para este caso existe una représeniaciin mas simple, on lo gue

-
- ¢ -
W= — (4.2.6)
i
i
- ox / N
Vo= \42 f;
con Y o= e VoA
-
T N g
presitn estén dadas por
R 3 SIS R PR Ao &
RE = = ~ [uil Vo — R L:.Z.D/-
72 .
gpo= ol 425



Estos modelos descublertos por Barmes en 1973, reproducen ios modelos
de FLIW ablerto v pano en wda su generalidad. Colling y Wainwright
demostraron en 1983 cue no existe otro subeaso para o Gue p = plg; que no

sea FLEW.
4.2.4 Modelos de Barnes con simeiria plana

En este case existen coordenadas en lag gue

e
(=S
[l
o
[4m]

Py

W=z

. PR BRS A
RE = o =2V - 3V 14212}

3 .. 2F, PN
Bp = —— =V~ o (42,135
2 rip

" abierts ¥ piano en toda su

Estos modelos r

ad, en - pfer, los niodelos sooreduten

generall

4. caso FLEW o a la méirica primeramente idensificada nor Colling v Waln-

wright F = constanie v V' = azy, con @ una

ALl

a, v = vlXN) v X = ez, Ademéds. v oestd determinada por




iy

e

RACITNY

donde B es una constante arbis dae

materia es sspacialmente homoginea, le solucidn de Collins-Walnwright se

Estos son los modelos de Barnes con simetria esférica, para los que existen

coordenadas en las que

=t syt =t 14,213
v
= 14.2.18)
de tai forma que

. P P Siorad ' TR S e
de? = Pt - v drf = TR = semt R 427,

las oxpresiones pera la densidad de mar
- 12V, = 12V 42,18




(4.2.16}

Las ecuaciones de Einstein para este ¢ase fueron tratadas por primera

o

vez por Kustaanheimo v (Jvist en 1048, Hasta el dia de hoy existen sdlo
resubtados parciales que involucran casos especificos de f

Stephani en 1983 cstudid cudnde la ecuacidn diferencial de W puede
ser integrada en términos de cuadraturas. Su resuitado fue que puede ser

integrada a una ecuacion de primer orden cuande f = ¢® o f = &% ©

F=tluwsa™u+ 870 con n, o v 8 constantes arbitrarias. Ademd
 puede ser resuelia por cuadraturas cuando f = {gz? b o) 78
o f = u""7 con o, by cconstantes arbitrarias.

Ravchaudhuri en 1852 estudid la métrica de la familie como una pertur
nacidn de modelos FLEW. Encontré que siempre que ¢! Universo se encuentic
en expansidn, |

= {), el gradiente espacial de la densidad de materia de-

creceréd. pero ¢l contraste de la misma se incrementard.

2.6 Soluciones conformalmente planas

Lenconird en 1067 e solucidn conlormaimente piana mds general con

Trnocoornonadas comd
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con € = Clg), determinada por

. 1
k= RHC? - =) {4.2.24)
4

¥ ¢i escaiar de expansion es © = 3/F. Los modelos FLIGW resc]
£, To, Us ¥V Z, 500 constantes. Esta solucidn we ticne, en general, simetrias.

+

L.as hipersuperiicies ¢ = constenfe en cste espaciotiemnps son homiogéneas ¢

isotrdnicas, pero s acemodan ce tal lomma que la distancia cntre elias es

distimta 2 lo largo 4o}

w8 de la ceordenada ) por o que o

eapacionienno 10 hereda shnerria £lg

~

Sr e sclucidn de Stephani. la fuucidn ko se convierte en en ‘ndice de

s ; Ve TT - B S ST e g
curvatura en el fmite TLEW. pere depence de 2, 1o gue Race inercsanie

- P RSO PRI CA oo
sensar an le evolucidn e




o 1983 Nrasinski senald que an oste modelo, cuande O = congtanie, la
solizcidn de Stepaani se reduce a ia de de Sitter. Dabrowskl, en 1993, realizé
el essudio de fa geomerria de la varfedad de Swephani, para los subcasos de

simeiria esférica.
4.2.7 Solucién de Stephani con simetria esférica

El limite de simetria esferca de la solucidn de Stephant es al mismo tiempo
ol lmite conformalmente plano de la solucidn de Kustzanheimo-Quvist. El
primero en derivar la selucidn fue Wyman, en 1946, v Kustaanheimo v Qvist
reportaron su soiucion en 1948. ©n 1955, Raychandhur utilizd la solucidn
para describir la formacion de inhomogeneidades, en un fondo FLRW. Gupte;
en 1559, enconitd que ia sciucidn puede describir oscilaciones del medio.

4.2.8 Generalizacion electromagnética de los espacio-

tiempos KQ

Las generalizaciones son soluclones a les ecuaciones de Einstein-Masxowvell con
simetria csféricn. en las gue la fuente es un Fuido cargado irretacional ¥ sin
viscosicdad. La métricn vn courdenadas isotrdpicas es la misma que para e

espaciorlompo NG

'y Doty § 2\.‘
[ I—— .')”:':ff‘.v — g()”' E)l - (“J
con D= L0 shora |

o
83



Ve = [V AV (4.2.28)

donden =¥y [ v A son fanciones arbitrarias de «. Lz tnica componente del

campo clactromagnético distinta a cero es Fpy = —=Fy = —FEV,, con E* =

de carga v la corriente son cero, pero st E, 0. el campuo electromagnético
& > o 1 ol

serd distinto a cero. Este cs el caso en el que una carga estd presente en el

cenite v el fluido se mueve en su campo eiéetrico.

Sussran, en 1987, considerd el caso cuando

ho=dn" {4.2.28)

= gul b+

|

=y

)
i~
w0

5 iaoso.ucion

VoG, U, £ 4 OONSTAnTes aroltra

' : ~ H DR Arrien pe |
v clasificd fodos los casos PALOICEA0s, ioconsiderd la midiica enaa

forma




con [ o=I{rsenrseniel. Eptre sus resmtados (19880 discute los posibles
tpos de singuaridades presemies. Adernds estudid la geometria global de los
espaciatiemnes.

4.2.9 Generalizacion de los modelos de Stephani con

fujo de calor

Tal como las soluciones para fluide perfocto, éstas se dividen en los tipos
i3 de Petrov (todas con simeiria esférica) v las conformalmente planas. La
clase de soluciones més general con simetria esférica fue encontrada por Stro-
bel en 1868, Ademds de lz simerr{a esférica, Strobel considerd ausencia de

viscosidad. La métrica es. en coordenadas comoviies

ds? = D32 - Vg 2l = sendict) 4.2.31)

— e = 3w = p? v el vector de finjo de calor tiene sdlo

componente radia

[ U PRI FORR RS | S TIToel pae T LIRE e o T an o ee iat e meeyan
Beneves Dutin Choudhury v Bhul en 2580 encontraron (& soricldn con-

‘orinalmente niane mds general, con métrica on woordenadas comdviles
: g :

fe3)



W=Alg" 9~ 2+ Az = Aoy + Asz - Ay 14.2.34)

v B =Bit), B, = B.(t), By = Bolt), By = Bylt), By = B0, A = A(

Ay = A As = Ap(3), Ay = i) v Ay = A4(#) son funciones srbitrarias.

El vector de flujo de calor es

y en et limite ¢° = 0 se obtiene la soiucion general de Stephani.
Sussman, en 1993 generaiizd iz familia de soluciones de Stephani. con-
siderando una clase de scluciones cuva fuente es un Quido con conduccién de

calor v viscosidad,

£



Capitulo
MEZCLAS DE FLUIDOS

5.1 Termodinamica clisica de mezclas de flui-
dos

Cuando estudiamos un sistems desde ol punto de vista de o Termodindmics,

pesuita de fundamental importancia considerar el intercambpio de energia que

éste tlene con sus alrededores. La ecuacidn de (Gibbs indica las posibles

contribuciones a dicho intercambio. Para uwn sistema corradoe, constituids

N

por un fuido simple monocomponente, dicha ecuacion toma la forma

dU = TdS - pdV

—
o
-
o

——

donde o primer térmnino da cuenia del posibie intercambic de calor ¥ e

segunac térimino corresponde al posible intercambio de trabajo.
En esie capltulo interpretarerios a los modeios cosmeldgicas inhomogéneas

v anisotropicos como mezclas de fuidos. Cada elemenio de Suide de dicha

TICZCLE 68, DO T8



de materia, o que en general, provocard una variacidn en a composicidn
der elermento de fluido en consideracion. A continuacidn discutiremos la ter-
nodindmica bdsica necesaria para dicha interpretacidn,

Prestarer1os atencién primeramente a la depenrdencia de los potenciales

termadindmicos en el ndmers de particulas. De las definiciones de los poten-

clales termodindmicos

- fro4 AN
(*:_, T \Si»ﬁ)

v de la aditividad de iz energla v ge la entropla, concluimes que los poten-
clales terrpodindmiceos también son cantidades aditivas. Desde el punto de
vizta matematico, la aditividad de los porencizles implics cue son funciones
homogéneas de primer grado en las variables extensivas. Asi, para sisternas

MmOTOCOMDeRENies tenemnes gue

e

£



i AT orIT A
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ot
oy

G = Nf(T,

—
Hh
oo

donde N es el mimero de particulas. La aditividad de Iz energfa implica que el

.. .
camble en |

B
a
=
ol
-

rgia de un sisterna debido arp intercarabio de materia con sns
alrededores. debe ser proporcional a la cansidad de mareria intercambiada.

En forma diferencial

dU ="TdS — pdV + pdN

ot
—
]

donde

(v
AN,

,-\
(21
.
i
[an)

o5 el polencial guimico. Para los potenclales termodinémicos se cumpie en-

IOnCes que

dA = =SdE — pdV = pdX

= F o1
J.L.04



dondce pes la misma funcidn 7er potencial quimice) pere expresada an sérminos
delas variabies de las gue depende ¢ priencial termodindmico correspondien-

ie. Podemos notar que

/JC\
VAN G

-

13

[l
jo—

=

= f{T,p)

e

o = N, es decir, el porenaial quimico de un sistermra monocomponente

leinente, su energia libre de Gibbs por particula, una funcidr de la

temperatura v de la presién, perc no del numero de particulas

djs = —sdT + vip (5.1.14)

con s = 5/N y v = V/N. La anterior se conoce como ccuacidn de Gibbs-

El potencia quimico del sisterna es una variable intensiva. Cuande éste
se encilentra en equilibrio, el sotencial guimico tlene un vaior uniforme a
o large del misme. Por lo tanto. ast como un gradiente de temperaiura

provoca ia aparicion de un dujc de calor, un gradiente de poiencial quimico

provoca la aparicidn de un Jujo de materia. Las parilenlas fluirdn de las

Tegiores de mayer noienciel quimice = aqueliss donde éste es menor. Este
fuio de mnatesis desaparccs cuande ¢ potenclai guimice se e uniformizado:
asi como desaparece o Thijo de calor entre jas distintas parres de un sistema
cuva remperatara es uniforme.

Parg genernilzar o dicho o sistemas constituidos por mids de un fine

e

~

o

i



pardiculs {mezclas). s6io debemos recordar que las cantidades adidivas son
funciones pomogdéneas de primer grado en odas las varizbles extensivas, lo
que incluve 2 1oy 2dmeros de Dariiceias de los distintos componentes del sis-
tetra. Asi, en vez de introducir un potenclal quimico para el sistema, defini-

mas un potencial guimice por componente, de tai manera que las variaciones

diferencales de los potenciales termodindmicos toman {a forma,

a7 = TdS — pdV + Z Y (5.1.15)

dH = TdS+ Vip+ Y d (5.1.16)

Ja—
-1

. dA = ~5dT — pdV ~ Z s N T

dG = —5dT <+ Vdp + E id N 3118

de donde podemos concluir que es posihle expresar & log potenciaies quimicos

de los distintes componentes en funcidn de la temperatura, la presi

n v ias

ol osisrema, Accemds, oiilizande e teorenia

S = ZJLL'Z;“\":

oo une generalizacidn de & o= nN. Nassito

DI o DIOECL e T



dos en sémmnines de las densidades, pues es de cardcter local ta informacion

termodindmica que requerimos para rabajar con las ecuaciones

Primero deducivemoes Lo ecuacidn para un Juido monocomponente,

de campo.

v entonces

cnconiTaremos su generalizacidn. Aplicando el teorema de Euler a la ecuacide

de Gibbs obtenemos

D =TS -pV +uX

v gl gonsideramos la ecuacion para iz energia por particula

podemos sscribir

AOnGe Nemaes considerado

Diferenciando

o

1.21)

[
nY
3%

e

-
(R
[l

Mgt



dp = —sdl + Hdp 15.1.28)

gue son lag ecuaciones de Gibbs y de Gibbs-Dubem, respectivamente, en

términos de densidades. Sin pérdida de generalidad, consideraremos el case

gue nos interesa. ol de una mezcla binaria. Para una mezcla binaria, al aplicar

el teorema de Fuler a ia ecuacidn de Gibbs obtenemos

=T85- })‘V' - ,LL)."\"; - sz.‘\"Q 5129}

dande -, Ny v ug, Ng son, respectivamente, el potencial aquimico v el nidmere

i

doe partfeulas de ios componentes L v 2. S el nldmero total de varticulas en

o' elemmenzo de fuide es N, entonces tendremos

s

|
>
3
o
!
o
sl
oo
)
bl

L]
N
&

--'Ja.,

L
=l
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(13
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il
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o

33)

eg clarc que

o o = 1 f51.34)

de una mexcla !

io que significa que la compos queda deserminada

por un sdélo pardmetro, una de las concentraciones, pues

e cambic de una de ellas determina o cambic de la otra. Para obtener iz
ecuacion de Gibbs en términos de las densidades. considerarernos nuevamente

tlizando 2 ecuacidn de Euler

B e T
> Demnos InITCCAnas va, Jue

L

o re o e
- Holy 3,037
b

¥ diferenciando



AR : S ‘ PR
7 L) = s = sdl - pd ! d/; — wdp = grde = odpy 5 padesy + cpdirs, (51387
W7 7

de donue reConociings que

.1.39)

:

1
o {f—;}‘ = s — pd ,[__\1 = gyde -+ padey

\n/

eg la 2cuacidn de Gibbs DAL la ““P/CI:L ent sérminos de las df‘n?ld&d(‘

——
T
.

fart

(111(“!_1.-1 descrita con una de las concentraciones. DOUQmOS eseribir

YRR
(A I I N
Pt = Tl —pdy — = (g — de:
\:"V/l G \ﬂ} Hy L2 ) A\

e
o
How
—
—

=9
)
5]

o, iniroduciendo u = - — e que lamaremos “potencial quimico™ ¢

4

mezela

2N _— 1{1 - .
Pl Fi { \ﬁ |~ ude 5.1.57;

LOS 1 sonello

on in que rrabajaremaos. En oclla notamos que el

de deserinir los efectos de! cambio de com-

Cltime de sus <érmings se encal

posicidn en ol elemento de duido. Cabe sefialar que, cormo se ve de la covacidn

D02 da rermodiy

vow gl nezela o depende de ios valores in
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de los potenciaies gquimicos de 1o componentes, sino, exclusivamente de la
diferenciz de o8 nismos. Esto. en virtud de 1= eccuacion de Gibbs-Dubem.
que Implica que para una mezcla, une de los potenciales quimicos queda de-
terrminade al fjar aguelios del resto de los componentes. Es decir, aunque
para una mezcla binaria en 1 fase tenemos 4 ecuaciones de estado, T, p, 14

v ig, can lag que caracterizarizinos completarrente al sistema, en realidad,

’D-

adas 3 de ellas, con la ecuacion de Gibbs-Dubem eneoniramoes la cuarta.
En otras palabras, al estado termodindmico de la mezela binaria en 1 fase,
queda completamente especificeds a: determinar 3 de las variabies con las
que se e describe.

T

La ceuacidn 3.1.42 establece la relacién que satisfacen las densidades de
fas variables fermodindmicas, v es valida para evaluar el cambic de ene
por particula entre 2 estados de equilibrio del sistema, conectados a través

de un proceso cuasiestdiico.
5.2 El esquema termodinamico

Como hemos diche antes, e interés er estudiar los universos de Stephani v las
scluciones de Seoxeres, radica Cin que son a8 soluciones exactas qle 10 tlenen

slinetrias en general. nero v contiencot en cierto dmite geoméirico al mo-

lele TRVY. Sin ainbargo: estas soluciones no admiten una ecuacldn de estado

barotrdnica ‘silve en =l caso imite FRW)L © nor In rante, se les considera
B A 4 &

sin cardcter fisico. Cabe mencionar que, por oire lado, exisien considera-

ciones gue apovan la ldea de guo ws ecozaciones de estado harctropicas son



N

demasiads resirictivas’, pues desde o pundo de vista lermodindmico, oo ge-
freral. conrslderar una ccuacion de estado que depende de un sélo pardmetro

tiene Implivacicnes muy fuertes pare el resto de ias ecuaciones de estado

con lag que se describe al sistema. [ Como establecer ecuaciones de estado
no baroirépicas rszonables? Coll v Ferrando® investigaron las condiciones
para la consistercin entre las ecuaciones termodindmicas v las ecuaciones de
cainpo de Elnstein, derivande de manera rigurosa io que Hamaron “esquema

termodindmico”. Se dice gue una solucidn exacta de las ecuaciones de Ein-

stein, con Huido perfecto, adrmise un esquema tormodindmico si satisface las

una ectacién de estacdo, no necesariamentoe barotroplica. as condiciones de in-

2 1t "

tegrabiiidad para la ecuscidn de Gibbs se satisfacen v viceversa. Presenfarnos

v

sahora aicho esquerna termodindraico para el Nuido perfecto monocomponente

en el gue so corserva ol pdmere de particulas, Para tal duido, e! tensor de

lE-OImEenLD s

R (5.2.1)

~

0 que implica las identidaces de
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; - P Fees A .. s
donde @ = v Al = &~ wu,u® es el tensor de proveccidn.

La conservacion del nfimero de varticulas, dada por

) =0 {(3.2.4)
maplica para el fluido perfecto mmonocomponente que la produccidn de en-

tropia sca nula v que las iineas de flujo sean a eniropiz constante

fnsu®), =0 (5.2.5)

nimero de partieulas v o8

e

donde, er ambas ccuaciones noes ta densidad de
Ia entropia por particula. La ccuacion de Gibbs puede escricirse como la
I-forma

1 ; {()‘ /‘\j .
w=ds == d ( (5.2.6)
13/1

en la que d denota a la derivada exterior. Las condiciones necesaria v suf-

ntegr aniidad do ln ecuacidn ae \.,-u;bq DL feuas al C'\l“.’,\\.‘.Z“ CULS

yES

de las leyos de conservacicn. son las condicionas aue Coll v Fermands denctan

v

como admision de un oescuema termodindinico. Esios autores demostraron

que un fluido perfecio admite un ¢ cermodinamico 8l v sdlo s existe

— ¢

lar = F o 5 que satisfage

una a1

L)
(@]



& =F 327

TGue se cumpie 81y s0lo sl a su vez, se cumple [z vestl

(U&,[l—ua}/}! ANdphdp =1 {5.2.8)

Para llegar u este resultado, Coll v Ferrando plantearon lo que laman 1z teoria
de Rainich del “fHuide perfecto termodindmice”. En analogia zl trabajo ori-
ginal de Rainich, en of que s¢ pregunta cudles son las condicicnes necesarias
v suficientes sobre el tensor métrico de una regidn del espaciotiemipo, tales

que aseguren que, dadas las ecuaciones de Maxwell para el vaclo v el tensor
de energla-momento para sl campo electromagnético, se satisfagan las ecua-
clanes de campo de Einstein; Coll v Ferrando se preguntaron cuales deben
ser las condiciones sobre el tensor méurico para que, dadas las scuaciones que
definen & un medio v el tensor <o exergla-momoento del mismo, se satisfagan
ias ecuaciones de campo de Einsteln, siende el medic un fluide perfecto.
Agul queremos sefiaiar algo que nos parece muly lmportante, Creemos gu

lz analogia que establecen Coll v Ferrando entre fos casos del campo eleciro-

maznélico v el Suldo perfecto uo os compiea bor 2 razones. La primera tiene

s Qe (JL"‘-("hJCﬁ 4 QcAAa UG ie las m (,('.,OS

Gut ver con e forme de las ecuact

las ecuaciones de Maxwell forman parte de una feorfa relativista. ¥ no

acugcion de Gibbe, La segunda tiene gue ver con el cardeter de las eciaciones

¢ a cads uno de los wedlns: lag ecun

T LEE O 50 denilt
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tienien fa informeacidn de como svoinciona ¢l campo ciectromagnético, es dedir,
involucran 1o dindinies de carmpo, sin embargo. para caracterizar al fluide
perfecte, Coll v Ferrando utilizan la ecuacién de conservacidn de ia energia,
la scuacidn de conservacidn de particulas v ia relacidn de (iibbs. Ninguna
de estas ecuaciones determina, desde ¢l punto de vista termodindmice, cuél

+

debe ser la evalucidn del flatido perfecto, pues ésta gueda determinada por la

segunda ley de 1o Termodindmica.

-

5.3 Termodinamica del fluido perfecto irrota-
cional

Ahora presentaremos algunos resultados bésicos que serdn de utilidad para
entender v desarrcllar nuestro objetivo principal estudiar los modelos cos-
meldgicos inhomogénecs v anisotrapicos interpretandelos como mezclas de
fiuidos, bajo e esquema termodindmico desarroliado por Coll v Ferrando.
Considercmos gue ci conzenido del universo es un fuido perfecto irrota-
cional., En este caso, la cuadrivetocidad del misme es orfogonal a la hipersu-
perficie tridimensions! tipo espacia, v existen coordenadas locales comdviles

K PR crm e e e At - ot
fode tal Tormea que podemos oserinio asl

[¢2
(W)
[
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fla_g = .’]Ufﬁidé (334'}

a la métrica, la 4-velocidad, la 4-aceleracién v el tensor de provecsion, respec-

tivamente. N v g;; son, en general, § s las coordenadas {t, ')

En esta representacidn, las identidades de Bianchi v las leves de conservacion

toman ia forma

o= lorp{lnVAy, =0 8.3.3)

h i - M
i=0 5.36
-
it
- S /I fmo o
= 5.3.7)

con A = det

relaciones implican que. en general, las varizbles termuoding

tento de las coordenadas espaciales como del tiempo, por

que asumir .2 hindresis de eguiitbrio local, propia de la Termodindmica [rre-

1 gue supone gue nara un sistema fuera de equilibric, cuyas



propicdades termodindmicas no son uniformes v varlar con ¢! vlempo. son
vélidas localmente twodas 1as relaciones de cquilibrio, v que son éstas las que
determinan cémo se relacionan lus variaciones temporales de las variables
rermodindmicss asl came sus gradientes. Tenlendo esto en mente, a50ciemaos
a nuestro sistemna de referencla comovil la base de 1-formas {4, dzt). En esta

base, la relacion de Gibbs queda expresada como

Rp—

Pt

2w
R

i : .
“~p ( \ i dzt (538}
i

n/

iente para esta i-forma es
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dindet | drt A ded

o= WA T g, T T [naant
il == V¥ T T ﬁlj T = U RO LYY
W= (0 (5.3.11)

¥ la condicidn
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- Mk = mpapny {5.3.15)

Utilizanco esta 1-forma v sus condiciones de inzegrabilidad, Quevedo v Suss-

raan® examinaron la consistencia de la termodindmica de un flnido perfecto
monocomponente, irrotacicnal ¥ no isentrépics. que conserva el nimers de
pariiculas v es la fuente del campo de los universos de Stephani v de Sze-

Leres. En un trabajo posterior, Krasinski, Quevedo v Sussman® invesiigan

las restricciones impuestas por la relacicn de (ibbs sobre los universos de

Stephani y las soluciones de Szekeres. Utllizando la 1-forma

\l.pf(

w="Tds = [
R A

Bho

v su condiclon de integrabilidad necesaria v suficlente. dw fw = 0, escrits en

‘a forma equivalente

dpidpghdn=10

-
[l
()
-

dlegaron = los sigolentes resubtados: Jos universos de Stephani ¥ las solu-

ones clase I de Szckeres admiten un csquema termodindmico s v sdle s
sg imponen simerias sobre ambos medelos, cspecificamente, sl se reducen
al caso de sipetria esiérice o al caso FRVW. Para las soluciones de Suekeres
“ase il encontrarcn el subcaso mas general sin siinetrias ¥ que satisface las

condiciones lmpuestas por la ecuacidn de Gibbs. Sin embargo: este subcaso

micas gue no se transiorma en




1

el correspondiente en el Iimite FEV. Estos astores notan gue sungue une
sciucidn admita un esquemsa termodindimico, las variables termodindmmicas
que describen al fulde pueden tener un comportamienio no aceptable desde
ol punto de vista fisico, v sefialan como posible causa la necesidad de una
termodindmica generalizada, compatible con el esquema de la relatividad.
En las sigulentes secciones generalizaremos el esquems termodindmice
desarrollado por Coll v Ferrande a meuclag de fluidos, v lo aplicaremos a los
universos de Syekeres v Stephani. con ¢l objetivo de estudiar las restriceiones

que son impuestas sobre las métricas que definen a dichos modelos.

5.4 Modelos cosmoldgicos interpretados co-
mo mezclas

3.4.1 Esquema termodinamico para una mezcla

Abora consideraremos que la fuente es un fluide perfecto constituido por una

mezcs binaria de fluldos perfectos. El tensor de energla-momento estd dado

e
8]

2

T = {p =+ p)u® + pg® CERY

A x

donde 085l iz densidad de mazerie-enes O'u%. OI&-: ¢85 L2 DTesiGn Ge LA mezcia v

#% eg la ruadrivelocidad asociada con el movimiento macroscopico del fiuido.

mo antes. oste tenscr satisface i ley de conservacion 705 = 0, que implica

ias identidades de Bianehi coniraidas




v exigiremos gue el luide conserve 2] nlmero tosar de particulas

donde n ahora representa la densidad del nidmero total de particulas. Como

hemos visto, la ecuacion de Gibbs para la mezcla estard dade por la 1-forma

Lirey o (10 : \
; . ! P
Cu':a-:':’_ad\"j =pd | — - pde (2.4.3)

T An \r;] ]

por lo que ahora se cumple que
Ay o dn

ﬁ:,:?}_ 546"
di Tdi : !

en general, ja produceidn de entropia serd distinta 2 cero, pues ¢l intercambic
de mareria producto de las Inhomogeneidades en la compaosicién de la mezcla
involuerard una envropla de mezciado, dada por la ecuacidn 5.4.6. Asi. la
entropla por particula, s. dependerd tante de la posicidén como del tiempo,

por lo que la ecuacidn de Gibbs, exprosada en términos de s hase de lormas

‘] asociada al sistema comd

— FoR! o
it del caso de un Hui-

da, pues como es claro, hemos introducide nnn irreversioiidad en el sistema.



Serd, pues, de fundamental importancia en la determinacidn de lag resiric-
clonmes & las que debemnos someter 2 los modelos, al estudiar la compatibilidad
de las ccuaciones termodindmicas 2on las ecuationes de campo

NOSObros expresaremos [a ecuacio » Gibbs con ia 1-forma
Nos ITOSATCINNG | 1cidn de

o

O=Tde=dl %)+ (ﬁ\l ~ pde (5.4.8)
\n/ n)

Una condicidn suficienie para la integrabliidad de ésta es d52 = 0.

: dondn |
dil = ~——— —duAdc=0 A
n
cuvas componentes sou -
dQ = Yydt A da’ + Yida' Ade? =0 13.4.13)
T
- _ - . . . -— A
'y = 29. thy — Haly (9.2.11;
e = B
Y= ——pim 15.4.12)
il
v Ly condicitn de integrablidad necesaria v suficlente para la misma es 20 A
=1
i oo N
oy Exii i ' B f= om0
A A = ——— Moo AT ds fR4.13

LVAS COTDDOTENIEE RO

i
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en donde nemos hecho use de la relacidn de Gibbs. Fsias componentes las

iy,

poderos eseribir en la forma reducida

(!

|
H
[
3
1
=
i

o

5.4.18)

ZZJ,;- = k)E)D RUR R ST
n /
utilizando dircetamente la conacidn 3.4.13.

Para desarrollar nuesiro anaiisis, centraremos la atencién en la condicidn
Para desarrollar nuestro andlisis. centraremos la atencién en la condici

necoss -suficiente. eeuacion 5.4.13, & tomar el ruenta & condicidn sufi-

ciente. ecuacidn 5,490 pues esta condlcidn es equivalente a pedir la ext

de

ciSn caworT, alge que no solamente no ¢s necesario, sine que ieve

el

& conclusiones Jsicamente inaceptables sobre las propiedades del fluide. por




Ademaés. GUEremos mostrar que puestic esquema termodindmico incluye
como casoe especial el de un fulde. Para vor esto, tan sélo es necesario notar
gue dicho limite s logra pidiendo que o = 0 v ¢ = 1. Sustituvendo esiwos
valores en ias ecuaciones 3.4.15 y 53.4.16, obtenemos

4

VARES TPl {5.4.19)

- L
Zijp = e R

—
ot
e
o
=]

Gue son las componentes de la 3-forma

dp A dn hde

2
i

= (5.4.21)
v que es gquivalente g la condicidn utilizada por Krasinski, Queveds v Suss-
man. ccuacicn 3.3.17.

Bn las siguientes secciones reallzaremos 10s analisis concretos de los mo-
deles, niilizande las conaclones 3.4.17 v 3,438,

5.5 Universos de Szekeres

Las solucloues de Syexeres tienen como fuenve un fuide perfecto irroracional

v geodésico, de tai modo que = 0, nor 1o gue, en nucestro sistema de Te-

ferencia comdvil logcal, N, = 0 v » = pifl. Sin pérdida de generalidad

egcogemos N = 1, de tal fotma que v = 4 v todas las derivadas con-

1

vartivag Seras

Corivadas con respecto 2l tlempo coordenado

108
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Soluciones de Szekeres clase 1 #

0)

zes. i parie espacial de la métrica est

Poiged e g2 28 a0 3
gdotdad = *dz? 4 &2 (e + dyt)

5.5.2)

Al yg} ~ 283+ 28y +

(F.iz0 By lz) v ) son funciones arbitrarias. La funcidn

& determinada por la ecuacidn
2.
205, + B +

F=— (I)E

=

L
o
[

soue cene satisfucer la

LG Luaon

:sldedes de enorgla v ode particulas correspondientes a esta métrica

NS

s
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p=gpli 3 s
no= fe "¢ (3.0.8)

respectivamense, donde § es una funcidn arbitraria de las coordenadss espa-

ciales, ¥ E {1, z) esta definida por

E=3{3%+k) —23, (0% k) (55.5]
i limite FRW para esta solucidn se obtiene cuande @ = zR (1) v & = k2%,

con £, constante.

r1y

[jemos nwestra atepcidn en ia condicidn de integrabill

ecuacidn 5.4.18. Comeo el fuido que estamos considerando cs geodésico,

pi= 0. por lo que la condicidn se reduce a

-
Zi;;: -

que es equivalente a la ecuacién

Vux Ve Ve=0 RNy

Gue R oSU ver impilica gue podemos represtiiar & VS comoe unz combinacidn

I P

al de Ver Vi

AR 3.aLE]




e Ce todas las coordenadas |

forma para ia ecuacién de

o
n oy oespaciaes op @ -t
Sinhe se escrinen
Lip=py b b
i R - A (5.5.13)
L Th /‘ i pi
00 1o que sl hacemos las idenmificaciones
Al
. (5 5.14%
= = D.0.44
7 L ;
. PR
- 12.3.15)

sntonees resu

GUe POAEINOS DLeErar Como

e Gibbs

Despelznde dea parie sspacial de fz i-forma de
I . N,
FRTTY

. I H o g

- = ! B .8,

oinvrpduciende el potencial gulmico
.
R




egtamos en condiclones de identificar 2 5, la entropfa por partd

de, 7.osa temperatura deimismo v ¢, la variable con la que caracterizames

s composicion. Para ello, caleulamos el gradiente del potencial quimico ¥

buseambs en la expresidn ressltante un wérmine en el gue un gradiente mnlti-
1

phgue al petencial guimico, ¥ un érmmine que ses el producto de una funcidén

rmultiplicada por un gradiente, De las expresiones para g, p v n tenemos

hEe™ +2(0% + k) — 203, | o2

|
= b
=
. \ &2 v
I d
resuliando que
Ca L.
c=1in-— 15.5.21)
n
T
T=2 15,522}
7

:f)‘.—p‘p’, (5 597

= — Lol

T, T )

donde T, v ¢, son funciones exclusivamente del tiempo.

La componente fempora Zy, = O de iz condiclén cgrabilidad.

e o AT M e r-u\l'\
pOVACICI I.%.1 G F L IO

1 -
Lo =
=T = \
ne
que nara un Huido geodésico ip ey egpuvalente & aa ecuacidn



iy . - . -
Ve x Vo, Viux Vs =5, Ve Vgt 1, Ve % Ve = C

o 1
T

1]
i1}
1%
(a1}

voque se puede redueir A la sigalente relacién ulllizaudo la ecuacidn de Gibb

GG

V
Peg. / it - VC) -0 (5.5.26)

i \ TL

Tal rslacién se satisiace wrivialmente, pues de la ecuacidn 5.5.21 vemos que

Ve=-Vian

o
1]

)
-1

Ademads, se debe satisfacer la condicidn de produccién de entropia

gy _pac (5.5.28)
(i‘* o L2 )
Sustituyendo en ella las variables termodindinicas involucradas. ecuaciones

5.5.17,5.5.21 v 3

'u'

523, engonrames que ia dmplic

r mids importante gue

1

¢ichia condicidn tlene sobre las variables fisicas v las fanciones gue definen a

N

la métrica, es cue la densidad de energia p, la entropiz por particula ¢ ¥ la

expansion @ sean unifo 05 eNCLISIVAmeNie del Liampo.

[ S : : T .. Y
Tal restriceldn reduce 2 los modelos 2 ios Une FEAV A¢ A%, 10 Gincddn e® 23

tebe ser separable oo na funcidn del Uempe v una de la

posicion. Tal sevara

TSt s exaste una Sancidn de da

cocrdenads 2. 2z, en rénmninos de s cual se pueda cxpresar a las funciones

-

k= kv @ = RZ con kb, constame v R G

reidn de




tierpo. Aprovechanco la Ibertad gue 1nemos para escoger & ia coordenada
z, poaecmos hacer la transformacién = — £, de tal forma que es clare gue
hl

la condicidn reduce & ic mévzics del espacictiemnpo a acuella de los rmodeios

cosmoidgicos FRW.
5.5.2 Solucicnes de Szekeres clase II (5 =0)

La métrica para estas soluciones dlene la misma forma gue ia clase L

“ SR 28 /4% L g0 fe e g
gyidrdy’ = ¢ ~ e drt +dy”) {5.5.20)
DOLO
3 fT o oant
gl = o 15.3.30)
. Z It
7 = Alf z; =+ Se 15.5.3%;
§m S0 le? oy Ui Vi W ’5.5.39"
0= su [ i ;T VAo Vel - .2'!{’ '\J.-J.JZ/.

de tal forma que

v dondds
consianie

variables de estads



2Bp .+

is =

£

-
g= ZE{i zie” " = ,5ﬁ7{2-——' (3.5.33;
1
con

LR T,
A . AP

& A

AP

—
]

36)

o

uneidn Al z) esid determinada por le penacion

(I)(I) o= (I)Q( - ;L \‘.

@).:;1 - @y\\z - { : . = RV TS
\ P /

Tt
Il
<
|
e
<A
=
.
Cit
s

&

~

ia densidad de particuias toma ia forme

dande f oos una y arbitraria de las eourdenadas

T ‘YI'

esta solucidn so obtiene cuando A =0y L= -]

El andlisis termaodindmico de estas universos se realiza de la misma lonna

Lo condicidn de wd Zys = O, couacion

118, impiiea para fnidos gecadsicos, gue ws gradientes de las variables ter-

LiLonor lo que podemnos exprosar

IONES

I T e T gl e Toe Sl et
sanea ce Ve Vo realizer les idend

nes oo estado ¢

183 VATl




Cranco que éstas deben cumplis ia relacion 5.5.16. Dadas las expresi

i

nes

nare pop v ., lenemcs

T O L2
e B Ao Ax - - -
o= :24,( - Er-mq&—ﬁ— - . {5.5.35)

dondde T, v ¢, son funciones e

s& componente femporal £; = O de lz condicidn de integrabilidad,

V-t

couacidn 3.4.17, nuevamente imphca 1a relacidn 3.3.24, gue para un fuido

Zeoddsiens s equivalente a la cegacidn 2.5.23, v gque se puede reducir a la

i

redacidn 5.9.26, atilizando la ecuacidu de Gibbs, Como hemes visto, de la
Vaf e ol ol )
Aenniclon Ge ¢, wa: red 1eidn se a&l’WQIa(E‘ triv kaLI!J\.‘I e

A I m weqes o Tovgrent e ol s e e
I condicidn de produecion ce eniropia

Imoone peré as variziles Hsicas nuw e nue p sV 25

es cecir. reduce a los rmodelos a aguedos del Ups DRV ademis, pars las

Ll



voque e v A se pueasn separar como vroductos de la forma fE

se logre s

&= 00k = O oenemos los modelos FRW planos, 081 A o §,
v tentinos 108 modelos TTAY en zeneral.

Hemos desarroliado « andlisls termodindmico de los universos de Sze-
keres, interpretdndolos como mezelas de fuidos perfecios. Para fal efecto,
planteamos el esquema termodindmico de la mezcla. Como resultado del

misten, enconiramos nuiy natural planear ja ecuacidn de estado

_prr ‘

13.0.44
7 ' LH)

(1}

i

an 12 gue el potencial quimics de la mezcla queda determinado poria densidad

1 ;

de energla. la presidn v ia sidad de particulas. Comno habiamos discutido

antes, 1o Son W, v iy por separado quienes determinan las propledades del

fluido, sino . A esta variable entonces e debemos exigir que no sdlo de-

fermine el cambio de composicidn, sine of flujo de mat ‘con composicidn

uniforme). wdonos o ia I-forma de Gibbs

-
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T
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o
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i = do — i — =

(1. = iy S, i de
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definide. Ademas resuita cue. ¢ la mozeis obedece dicha ccuacidn de estado,
los modelos admiten un esquema termodindmico que no restringe de manera

aiguna a la méirica. Es decir, definir blen a las variables termodindmicas con
las que hacemos la descripeidn del fuide no involucra en este ¢aso una incom-
patibitidad con las mérricas mhomogéneas, este resaitade en contraposicion
al de Krasinski et al para el caso de un Hnido, pues estos autores encontraron
que es imposible gue o fuido admits un esquemsa termodindmico (para las
soluciones clase 1) si 1a métrica no se wo resiripgida & una con simetrizs.
Sin embargo, cuando nos prevcupanos por la evolucidn temporal de la mez-
cla, desde el pumo de vista termodindmice, ¥ exigimos gue se satisiaga la

condicidn de produccidn de entropla, ambos modelos se reducen & ios mis

'v"xl‘

tino PRV, Resuita pues, éeta, una restriccidn muy severa.

5.6 Universos de Stephani

1

Los universos ¢e Stephani comprenden la solucién conformalmente vlana més
genere! con un fuide perfecto irrcracional come Tuerte. Estas soluciones no
admiten, en general, iscmetrias v generalizan los espatioticrmpos de FRW.
Para este tine de sclucionss, exister covrdenadas comdviles Locmies en las

PRVES pCQCZ“JJ ereribir & oia métrica como

Y R A S W 4 =
\UET Gy Gz} LRI

-1
s}

-t



Com e MR
T &) T T ey

donde F (1), 11{1), kith o, (60 u, (£} v 2 (1) son funciones arbizzarias. La
4-velocidad del fluido esta dada por v* = D745 v las variables de estads

o

para esta méirica sou

™

1l
]
!
s
o
oy
N’

!

——
[
Cat

I o] - y

n= .,”" (3.6.6)

donde [ es una funcidn de las coordenadas v la funeidn O] estd definida a
sravés de la relacidn

= -
= :

v

El Dfmdte FRW para osta s

seidn e obilene cuando £, o,

Yo ¥ 2, 9010 nodas
constaurns

Para desarrollar o) andlisis tormnodindmico de esios

wra atencidn en la coudicidn

relacion cu



La forma e ia que procederemncs os la siguicnie. Considerando que el sistema
sermedindmico gue esiudiamos es ol mismo, ung mezdla de finidos perfectos,

proponemos que sus propiedades estan caracterizadas por la misma ecuacidn

de estado

pp £
B=— 5.6.9)
m

COmMC CReCnRtTAnIos para los universos de Szekeres. Una vez hecho esto, en-

contramos gue la relacion 5.6.8 se convierte, absustituir ¢l potencial quimico,

¥ utilizando ia relacidn de Gibbs, en ia sigulente

Vn
{

[N

+ Vc/j‘l X Vp V=0 {5.6.10)

ace dénticamente, Dt de la forma de

- “
irm [1\ ,
(D) spl=) - ey 5825
Fiig), TP\ THs
Tin/s ) ,
T Ly h

o= T e 5572
. T, =2 7 ‘ )
ie esta soiucidn tiene densidad ge energia uniforme, oy, =0y

i :

T



ENIONCES Yemos (g e gra

ente e s, s entrepia por parcfenla, es varalelo
al vector

Tt (5.6.14,
e i
por io que, siodelimimos 2 e entropla 1

a. como en el caso de los
universos de Szekercs, a fravés de la relacidn

el gradienie de la composicidn do?

[
e

{ -
. D=} {3.6.15)
Ny

Integrandc la ecuacidn para ¢ tenernos

/4
L
o
i
-
!

donde o, o8 una &

Giexciusivemente del fiempe.

La componente el

acnacion 5.4.17. de a condicidn de
integrabiiidad, para wn fu

2 se rednce,
cihdzando [z 36

rde la CNDIENIGT

“la ecuacion de Gihhs
A relacion

f= oo
. \-_)-J..Lé,
N /

s embargs; ios gradienics de v £ san arbifrarios, poria arbitrgriedad de
f.opor io ta

anto. para cumpliv ron esta vesticeidn os necesario Gue seocumnl

_;:)Q



unt de las siguientes condwciones: 1 Vg = 1, io que imulica ¢ue

independienie de las coordenadas sapaciaies, reduciendo la métrica a fa de los
modelos sipo FEW: i) que la entropla nor partionla sen uniforme, s = s (1),
ues

Vn Vs

VI g (5.6.19)

va que

/J
[0S
H
<
=
5
.
3
S
o
<h
I~
2

Con nuestra definicidn de s, podemos tograr esto escogliendo una temperatura

ce la forma

-
(W]
]
)
pos

— e

donde 7, es una funcidn el sie:

[ ZCCv : . N
- (5.6.22]

77 VLT ‘

Adewmds. las variables gue hemos defis

2 s e~ .
GC Cenen salsiacer o

de produceidn de entronla

glue se satisface sdlo sl ¥ o

que reduce la métrics o 2

<



AST pues, demos encontrado que. stlilzando la ccuacion de estado de la

08 s siscema. dada por 5.8.9. podemos definir

DI0ECLE (UD LA QUe G0

variables termodindmicas cue 10 necesaraments

-

rpliquen que a méwrica de

log universes de Stephani adgquiera simetrias. Sin embargoe, al exiglr que se
ple loe condicidn de produccidn de entropla, es necesarico gue la meéirica se
reduzea a aguella de los modelos FRAV, tal conio en el caso de los universos
de Szckeres, v a diferencin <lel caso de un duide. en el que, como encueniran
Krasinski e al. para definir blen teles veriables. es necesario que la métrica

adguicra un grupo de simetria.




Capitulo 6

CONCLUSIONES

ndraico de s modeios

Fn este trabajo hemos desarrollade ! andiisis

cosmoldgicos inhomogéneos més generales, lnterpretdndolos como mezcias de

3

fluidos. Pars elio, generalizamos el esquerna terr

mico desarroilado por
Coll v Ferrande, para el casoe de un fluido perfecto compuesto por 2 compo-
nentes distintes. Entre las diferencias que aparccen, destacan i} que para 2
descripeidn del fluido debemoes ncorporar las variables conjugadas (g, ¢} que
dan cuenta del proceso de mezclado, v i) Ia posibiidad de gue los modelos

involucren prodiiccidn de entropia distinta de cero. Nuesira generalizacién

incluye e caso de un fiuido monccomponente cuando g = 0 v ¢ = 1. En

H 3 Hals e y For sy ol A LT -
ol deswrroilo del andlis TUACION G0 lE SCUACIOL L8 BRTACD

pare & Dezelas 1zl ecuacion de estade

Gue naesire nide admita

un esquens termodt

cisceptipie ge Interpretacidn fizica. EHsewe

ran simesrias. ademéds de gue o

o

resultado comirasta con 1o encomirade nor Avaminswl ol alf

OLOCOMDonanie oo



ae Szekeres clase 1oen los que ¢ definir bien las variables termodindmicas
implice necesariamente que la méorica adquiera aiguna simetria. Sin embar-

20, cusndo exigimos que se cumpla la condicion de produccién de entropia,

;:: todos los casos a mdinica ha de reducirse a equelia de los modelos FRW.

Esto, a diferenda de lo encontrado en 3%, pues para el caso de un fhii-
do monocomponente, aungue el esquema termodindmice involucra que las
métricas adquieran simetrias, no necesariamente éstas se reducen a las mds

shipétricas. (as do s modelos FEW. Sobre osie, podemos decly o siguiente:

aungue introducimos un grade de libertad adicional. pues el estado de la mez-

cla se determing co riad gqueda acotada al escoger la

pues o v 2 quedan determinadas poy las ceoaciones de campo, vl Conser-
vacidn de partioulas determina ia forma de no Ademdéds, debemos recorda:
gue en el case de un fuido perfecto monocomponente, la condicidn de nro-
duccidn ae enlronin nuia ostd dade en la componente temporal de la lden-

1dag de Bilanchl v no involucra une relacion acicional entre las vartables

rermodindmicas como en ef caso de la mezcia.

Sobre nuesiios dos Queremos Ipencionar algo gue parece palenie:

Uogue see precissinente lu produccldn de entrepia la restricoldn severa, que

e consideracdas & La ce .08 modelos PRV, dndics dhor-

doenire 108 modelos cosmoidgicns Infinmogdnecs v la Tor-



medindmica, en el siguiente sentide: o segunda lev de la Termocindinica

sara sisternas fuera de equiilbrio (no uniformes), mplica la aparicién de pro-

CE3GE que producen entropla {on nuestro caso, ol proceso de mezelads) v enve

pape: es desvanecer las inhomogenelidades. Esto nos invita & considerar sc-
riamnente. la exploracion de una Termodindmics relativista. pues los ticntos

que se han hecho en ese campo. indican la posibilidad de que un sistema

alcance estados <de equilibrio en jos que las variables termodindmicas no han

- RS R
de sor uniformes.
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