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Capítulo 1 
, 

INTRODUCCION 

,os CV8il:US. La invcI:cióu (:('1 conccpro Ó~ tien;po. :i::J. embargo; fue :lCCC-

sa:-ié: ~)(E(~ dcscri~);;· ~(: grill' CaU.lC:iiÓ (ie cambios q,¡e sucedcIl eIl los sistema::; 



dos e':e::':8S (::¡c ()c:.:r:{, __ Cl "en un mismo Lagar" p<'.ra un o~se'Y<.~do:·. ~)(~r<~ otro 

;)o(~,:a:; occ:.rr;r eIl "'dos lugares ¿ist.Í::1ws". por;o qUf' la disl<:.nc;i' espac:al que 

separa 2. dos 2-,,'entos no es absoluta. Esa (~ra una de bs diferencia:') (;n"Lrc lits 

propiedades dd tiempo )' el espacio En particular. :\ev;¡ton ¡lO e!l("()ll¡,rÓ UT: 

cspach absoiuf,(), COI) respecto al cual debían meditse tod;,ls ¡as .:1ce¡(>r;-.~c:iorl(\C;. 

pues, según éL ln;eraCluab('~ con todas ias yaTt,icui<is, resist¡¿~:.:ci~)sc él (il.e ¿'s~as 

se acelera,a:-::: y ~o identificó. arbit::ariarnei1~e. con pi sistema de referr::cía del 

centro 8.l~ l;}aSa dei sistema solar. 

En la -Teo::-Ía Especial de la Relativic;aó. ~os conceptos de rSI'dclO" ;;rmpo. 

por Sl solos. pie::-dez: ::;l significado (F~e se :es I)abía cünferiuu CI~ :a Física 

:J.ewt.oniana. :\-; el tierr::po es abSOluto. r:: cx:ste :1>1 .c,;ste~:¡;'l cíe referencia 

preferido, eDIl res}X;ct.o al cual n:edir cH:c:c;Ta::;ones. í~!, ~':.;. 

2 



~l()I)(UCS. 

de :i'C 2/c.·'::t.¿;..ción. En ei~;i se ü:;corporar:., a Jos c:onccpws desarrollados e~l 12. 

Tco]":a Especia! de 1<:1 Helatividaci la presencie. de los carnpos gra\"itacionales 

y' s~s efectos: por lo que podemos dcci:' que la segunda es un C<lSO particular de 

la ;.¡;--:mera. En la Teorí2. General de ia Rei.ati,·idad cobra vital. ünpün..a.:lCia 

más importante. la deducci0I'.. cl.C :<,.s '2CU,;,CiC~iCS de Einstein para. '21 eampo 



:::.U (, 

Es Claro, ~)UCS, ql:8 el tensor de Ei.J.:3tein Cor.~:8.J.e ::~for:Gac:ón ge()r::;~~.lica eie; 

cspaóütier:-:.?o. POI otro ~ado .. '"L es ~:r.a eo:lstan:c y ': es e~ :2:lS0; d2 2I:erg;'".-

rnomeIl:O de: ccuenü,.;o ma..~erial y ener¡2lcico cie~ sistema. Dicho contenido 

sur: 

TJ.W 



. '" , , .' . . . 
~,~ "-cu:::,.'- .<~ i~.l'Scr.c'c,:, ce Ci'~r::;?;:-)s g.::aVi·' .. acwnalCS 

implica q~(-: .'i:cIGpre es ;)osiblc Pílcon:r-ar L;,l sist.ema de c:oc:'denadas e:: e~ 

modelo!"' rcbr.ivis~.as del L"r:iverso: ;:m('s siendo ésta una teoría. de la cst,ructura 

geométrica crl espaciot.iempo, nos deja en posición de hacer un estudio de 

Como ('S norurio C;(' las rcuilclc)J)cs c;e C:il!ll;l{). en llllcst·íü estudio de ~él 

involucra :::-: pan e fc.:wmrr!ológica. Este ql¡icrp decir CJ.llC CtlaJ:QO cst,ldiamos 

. . . , 
',~:) .<l ;J.~~.::(,;:'ú'::(1 ::ü S~.: ;;'2_ 



tan funQamemalcs corno 0.llé ca:,:Óóad J ca:-:;:idades deben cG::1side.larsc como 

invariantes. :\i!lgu:a ce 2S~P~S ;);:eg:lD~.a..':i tiene. aún. ~cspuesta Jef:rü¡.ivu. 

En CosIllologÍ<::.. la pracr.ica llsua; 05 CO~lsi(:cr¡lr ';álidas todas la.s relaciones 

entre las variables ,cTIliuciin<Ímícas que aparece:J en ia. Termodinámica clásica. 

asurrüendo q\:e no es necesario hacer camb:ü ,:ügüno. 

Otro punto que llama nuestra at.ención sobre el use de la Termodinámica 

radica en el hecho de c¡uc sus :-claciones, fonnalment.e, son válidas paw sís-

temELS que se encuent.ran e:1 estado de cquil:br:o; es decir, cuyas propiedades 

son indepePtdie:l.te~ dci tieí:.lpo. En d caso de la CosmoiogíG.; e: S~s~8:,:,a es-

c:lsamente. en la preóicció;! de la e'voluciór: de: mismo. Es decir. di[cil~::-:e::te 

podríamos peasa:: (i:lr el slstern;l se eDcucn:ra en UIlO de sus estados de equ:-

:as inho::1ogéIlcas a las en;acione:, de cam;)o de Ein5:ei~: corr:c :.:.::;-~ mezcla de 

. . . . .. . 
':002.:" -<:e::) ·.( .. ,ilL~.'2S ·lcn:,r'C::;-:'l:·;.lC?...s s:¡~ cr.:..c: C~S·~~J 



producción ce (~n~ropia; aSCl:::::ada co:: ¿ p::oceso ::12 rr:eL:claclo de :os tlÚ:OS_ 

:"cduc'2 ?. los mo¿e~os a los ~ipc ?RV: 



Capítulo 2 
, 

TERMODINAJ\1ICA 

2.1 Termodinámica clásica 

más i:r:portan~e) se ~jcYa a cabo e: niwl macroscópico. Ei papel de lz Tc!"-

moc.~Lá:Y:ic2, rs p:-(~ciSi.menie el ('sp¡clio de las propiedades rnaGo.::;cópiC2,S de 

esüin Sl.:.jE'tas ct regularidades de car;Í,r:tcr universaL y 2as sutiles rcJac :;JYH~S (i~(~ 

se 

8 



"esrár.:cos" de los s:sre:::as ::~(-lC()SC:Ó;ú:os. :=;.racias a la sír!1})lic:idaó ~anto de 

ia descripción corno de los estados: de :03 sistemas Cjt;e sen de interés para la 

Terr:i.odinárDica. ésta resulta de gran gew~raLiáad, pues es aplicable a SIstemas 

con todo tipo de propiedades m.ecá:-ücas, eléctricas, magnéticas y t¡SnnicC!.s; 

siendo éstas última".: de gran irnpOIti~:lcia. 

Parf1., la Termodtnáuica, así c()wn para p.l ;:-esto de la Ffsica y ia ciencia 

en gcneml, la cOIlserVaC;ó¡¡ de," e"8egía ha sido "c gcan significación. De 

hecho, UIlO de los pr~nleros pases dacos en el desarrollo de la teoría es la con-

stueraó .. ón de la ex~st('r:cü}. (ir.: '.::1.<1 :::::c:ió:~ tJier: definirla, ú¡j~ en la clescripcióIl 

de lOS sistemas macroscópicos, liar:::ada c::tergía :nterna y sli.jcta al principio de 

COils2~vación. Dado c¡ carácter fcnon:enológicG de la teoría. histó~jc2,rnentc. 

de 250 eLIlOS. 

Gtro paso impor;:a;¡tc eü e: dcsa:','ollü de la ~.eoría fue el reconocer qae los 

sLsteraas macroscópicos alcanzan estados :nuy sim-yles, ~os cuales ser::: ir:de

pcr:;óic::les ele ~(} ;jsi'oría ele ~o::; S:::otem2:;. Estos estados se carac~eriza::-: po::(;~:e 



establecid2... Cr!<i de ;as forIYl~~s más COilVeil;eIJt.€S C!i que S2 puede eswdiar 

pn:se:,u1.r la teoría (ie form;;! r::::.:y rC'smrlida (Callen). 

Postulado I. Existen estados particulares; llamados de equilibrio, 
de los sistemas simples, que se caracterizan con la energía int.erna, 
el volumen y el número de partículas. 

ncs:.J.l~a ent.one!'s importante. ¿e~.crm:!1ar si :1:: sistellla se ('1)cuer:tra o no 

en alg:..:.r:c (le SeiS estados de cqui:ibrio. El aplícar el formalisr:lO de la Ter-

:1'.odi:.:.árrücC\. a sistemas rutora de e-quiJ.ibrlo lleva::~ :r:c.onsbtenClc.'l.S y cOcltradic-

::;;0118S entre las prcciíccioncs de:a teoría)' lo;; rcsl'.I~2.dos ~:xI;cri:llC.Lltalc¿. Ésca 

pue6c ser ;~;:¡a guía para (lctectar cstados de no 2c¡;Jilibrio. 

Postulado Il. Existe una función de los parámetros extensivos~ lla
mada entropía, definida para todos los estados c.e equilibrio, :l COE. 

~a propiedad de que: los valores que toman los parámetros exten
sivos al retirar una rest:,icción interna. del sistema; la maximizan 
sobre el conjunto de estados de equilibrio accesibles al sistema. 



Postulado III. La entropía de :In sisteLla compLlesto es aditiva sobre 
los subsistemas constituyentes. Es una función continua, diferen
ciable y monótonamente creciente de la energía interna. 

Orc1(!Il de les parámetro::; extensivos. 

;~\dCI~ás, e: que sea monó:oIlaJ:Yl8Iltc cr-ecie:1tei::r:;:¡lica 

/ aS\ 
\ [jP J 

\ J I '/,X 
> G 

(2 

CiUC pOG2mOS cQllsiderar como la uennición de la temperatura COmo "lma f1l;:;-

ciór: sic21~rc posit:nL. L8. ~'0I1~,;nuidad y dífcre::ciaiJiEdaG implicarl CjU2 pode-

5= 5(0", Y Xi 

Posí:.ulac1o IV. La entropía de todo sistema es ce::-o 2r: e! Cst2.c:c pa:-a 
'1 el clla~ : 

) ~ -.,,' 



;as \w:iudades de T = (l. Le:. :i.':ligllaciór; de este valor absoIClto pa:-a la en~:-opia 

t.iene :'>1: l:o.ayor significación en la rnterpretació:-:. ce la ~Vlecár.lca. Ss~adis~.:~a. 

Sus aka:Ke:-: ::lás importantes son, por "U.ll lado., en lerITloqdmica y sobre 

bs coeficieIltcs de respuc:st<,~, })Dr el otro, pues cuando T -...., O. o: -'---;' C, 

Cp --)- (J. C\ .----1- Q, etc. Además, ya que asegura que la ;sote:':Yla T 

(J. es t::lmbié!:. la isentrop;;" (adíabata) S = O, implica qar ningún proceso 

,.;. pa:-t.::- elel cor:ocimiento de :0. relación fUl1elamentat de un s;ste:nCl . 

. obtenible: en principio. a través de la mcÓicióE ex~w:·in;e,:t<l.j 

¿e ~GS cocfJC:enL.cs c.c l'espuesta, uno puede cleóucir lOOas ias ecuaciones de c:s-

detc:rr:li¡Ja :a comiic.:ión de cq"ilibrl() tcrn:ocEnámicc, en términos de; rC:lli~ 

.. n· .. . 
";):·::c :"(::<:-:~.;' ;;;;~'S sC,;:'(~ .us ~8~¡:CW:l-.:r~S c.~ :-C:-;í)J.2sc:a CCl ;-nlS:J.:O 

) , 



2.2 Termodinámica Relativista 

I:cua('~ones ':::0:: ~c...s q:lC descr:bimos aL Ststcma y a los fenómenos Ci'le en 

él ~e ¡!eya¡¡ ;~ C<lbo. L: Teoría de la Relatividad Especial establece que ,':i; 

lo.:; SisL211:a.::i de reÍerellcla en cuestión son inerciales. la ronm-i adecuada de 

Lon~::~,¿. Es J:e:: s<lbico ql~e ¿ic~as t:-ansformaciones, junto con ~a 'Teoría de 

12.. Rc:a~:\-:ci(lcl :-:üsr:l,L modificaron de manera fundamental la forma en que 

~:-; (~V "uestre ::"er6s. eE~(mC(;S, p:-egur:r,ar cuál es d efecto del wcvi:nic:1tG 

:1'e:a"[;vo SO[lre ias leyes lÍe :a Termodinámica y sObre !as variables con las ql:e 

cksc, .. ibirnos él UL si~tc!ll(-~ terIlloaÍl:árr.ico,}' más aún, cómo se ve: mociificél(};:;. 

graYl ~acioIlales. 

Pode:Ylos decir (1~:(' la prime2"a apo:tación de la Teoría de la Rclatiyida.d 



t.ocad;-" de C<Eáctrr cspp.cuiativo. 

Sean \. J" 
. J con "/ = (1 

, \ 
\ - "" 

- ~) 2: funciones desconocidas. rales que: 

si dQo es la citnidad tic calor que dos sistemas termodinámicos intercambian 

en c; sistema ele referencia inercial 1~ el, d que ambos estárl en reposo. er:-

tacees en e: s~st.cn,c:, de referc'JlC~a Lacrc:2cI l. en movimiento relati\"o 3. lo con 

veloci(:ac. :::l cantidad de calo~ intetCaI:~bia(lct cnt~e los dos siste:na,s. dQ 

dQ = f dQ, 

Si e ------7 O. --..;. ~ y emOllces f = 1. Además, supongamos que la 

en fe. en J t~e::e la forrr:a 

TdS=9,.,...~,¿q 

).2.5: 



(2.2.7) 

TriS = f3rlQ = fjf:lQ(J = 9I (dEo - FdT/~)) = (JI",I (dE - T· ctp + Pd1/) 

(2.2.9) 

(2.2.10) 



f (2.:2.13) 

T (2.2.15) 

rCIlC.'!a en el que se encuentra rJ~ rrposo. 

) =",1, 

f) - , 

(as \ 
~\ En· ) E_I' 

T 
-

-(: 



O r I ~ , 
J " '; 

(2.2.:9) 

(2.2.2: ) 

:y algi.illi:1..'i .cplacio!1es. ("OJ,lü :a :-;egl;r:c;a ley. se ven modificadas iil ca:r;i;iar d(~ 

s¡~tellla Ué: rúcrcncia. 

tivarneme. A.demás. h será un rescITorio, siempre a 1<:;. t8nJ.pcratura T¿ ¿el 



e::::;t¿t:caalcnte eat.re ei ::iwi baje y R. Como :10 

c::::;t.e proceso 

(2_2.22~ 

Por supue::ito. la máquina uesarroHa trabajo, que, como usualraente, está 

d.ado por 

;~:2,2.23) 

El ~ist2rr.a co:npleto se rcgn-;::;a a S1.; estaco orig~üa:, eic\"a;:;do el resen'orio B.. 

c-!"üe se ('Dcuemra ya en su estado tú'mico originaL tas;:a el ni..-er a1-;:,0. ReSlÚ2. 

que ;(1 eficiencia del cicio está dada por 

Tj = = 1 
0'2 0: 7"2 ----

(;'2 T 

De aqu:. ~lü::; ¿ar:los cuenUi qü.2 el nin~i ¿,jw cOITespo;¡de al reseryoric ca:ic'me. 

;:l1lCS as; obtenemos 12, eficienciz para el cic:o de CarIlot. usual, en ausencia 

de G,ll:PO grayitacioDa.l (02 = r/h;·. Este resilltado r:os ayudará a establecrr 

ae Carilot. ~rabajancio c¡ltre C:CJS ~egior::(s cíe: sis~ell'..a :10 p:-CJc>~c,: 

:3 



02 - 0; 

como definicióll ele cquili¡)riu lérmi< (l. Para 

pocle:nos esc::ibir 

( 0, \ ( o, \ 
T: ! ]"2 \" (.'2 ;' 

- \ " ") e-
(2.2.27) 

(2228) 

En n:nguru,. de 1a::-; c()r;SiC;er8c:i(m('~ 2..1:leriorr.:,cr:tc expuestas existe consen-



quie:les claman que no hay neces~uad.. cl~e p~egu;:'..tarse ,1CC:'G,- c:c estas :nocii

Ecaciones, tanto er:: 121 ámbito de la Relati-.;idad Especial como en e; oe la 

Relatividad General. pues, aseguran, todas la...c; leyes y eCUaÚ0YlCS d~ la Ter

moc,úlámiea SDn laS mism,,\s tanto en el espaeiotiempo piano como curvo. 

iguales a aquellas de la Termodinámica clásica no rclati\'ista. excepto por la 

cons:deración do: las modificaciones que involucra la ccuar:ón E = 172c2. La 

razón de esta aseveración, dicen. es que las ecuaciones l'st:u: formuladas de 

m<:\>1era escalar, ligando variables termodinámicas quc uno mide en el sistema 

de referencia en el que el sisternª terr~¡odináUlico se CilCllent,ra pn reposo. 

2.3 Termodinámica Irreversible 

.\ pcs<~r del éxito y gran utilidad de la Termodinámica clásica :Ter':-::lOstática) 

c¡; ~<; c2.ract,erizació;1 ce lOS estadof> de equilior:o de lOS sistemas. debemos 

:ec:c.:~o(e:· (iüC e~ ].Y"~i1ci.pa~ inti::rés óc ios cicnt.ííicos se ccn:ra CE el estuciio 

de los procesos que se redizc.:c. en los sistemas, más qüe PIl los estados de 

cql::iibrio que estos puecen <:kanzar. Allne.¿uc la YermOCiill2.illico. clásica es 

2- p8."~ir de la :;Jurmaciói"l de :0:': estados ;nicia~ y final de: si::;terr:<L es :nc2..p3.z. 

;)O~ cje:np:o. (:e decirnos CO~l ql:e velocidad se :levan a cabo :os ca;:1~:os en 

.3. Te:·:;::odiná:ilka clis:ca q"Ile h8.(":2 'CIerer.cia é.- la vf:lüciJa(~ de :0::5 procesos 



pro'\'cer Gn marco ge:le:"al pa:-a la descr:pc:ión macroscópica ele los :n:smos 

:"as primera.s consideraciones cie carácter terrnodinár::1ico el el a"álisis 

de procesos lrre\"f~rsi'oles ~as realizó \\". T'nornsoIl Cl 185~. al 2stucii,li yarlO:i 

fenómenos termoeléctricos. :-\ finales del siglo XIX ,v p:':!lc:ipios del XX, va

rios científicos imr'1~2.ron :ormu¡a~ expresiones para :a rapidez de cambio de 

:a entropia local eL sist.ernac; no lmiformes, part:ewlo ele la segunda ley dE' 

la Termodinám:u:. y ce ~as leyes (f(~ conservació:l macroscópicas. AsÍ- ¡o

graro:r. re~acioGlr li.'. :rll'versib;lida¿ con :a no ,mirormidad de los sistenas. 

En 1931. Lus Onsagcr establece S¡lS rarnosas rdacior!es (le reciprocidad, quP 

se cumplen para :0;; C'oefic::cmcs ci(~ [;,lS disr.im::as leyes fenomcnológicas iinea;es 

implementaron UTla ~,('oría f(~n()menológica :::O:lslsteEH" de los ~)r'uc~~sos Íne

ycrsiblcs. que i:lcorpora r1 tcore!::a de :'(;("iproc:d<1(; de O;:sage:- y el cálu,lo 

cxp:íc:t,o de: :a fue::!c de eutropía p;:ra cíe~t.o r;úlllero ele situaciones fís:r:as 



',alores que tornan en el equilibrio quedan determ:ec..dos c'Ja:Hio 

(8(5; ~ 52) I 
\ 8X;k Ix, 

aSí 

8X1, 

as? 
fJX2k 

vale cero. E~ aec:r, si 1J!k vale cero, el sistema está en eqlliliDrio~ de otra 

forrna, ocurrirá un proceso irreversible, que llevará. al sistema a un estado de 

cq,lilibr:o. A \[1 k se ~e llama afinidad, y actúa como una. flle:-za. generalizada. 

conjugado c.: pa:-ár::let.ro ext.ensi",;o X k . Si X k fuera [J, la afinidad seria 

(2.3.3) 

Si J..T -::: J.:.-±-',;; = C~, el sisrema está en equilibrio tér!"":i.Íco. de ;0 cOllt.ra;:io . 

. -\clem,is. caract.erizareT"::os la respuesta a la Íuena <::plicada con la ,·el()ci-

/2. 3. ~ j 

ce 

. .' , 
':::·h€:·S:'jl('::'. 



Así, ~('. H-,locidad de ;;roducción Ce entropía es :a su::na ue los jJroGuctüs de 

cada flujo nm su ;::.fi:1idad asociad?~. 

A.!lOrcl ext.er:dcre:llo::; la. definición de anriú:ad a sisten:.as con~,ü:ü.o::;. Para 

ello ::os yaldTcn:os de ¡i:~ ecuaciór: de la produ;ció;l de er:tru;)Íd. Si tay flujo (ie 

calor zie un :-il1hsisT.crna ¡wmogéneo a otro a uavés de '1:18. pared cL'l.tér:-::i:ca. 

::lP.~:::': de :r;:~ane;a c();,timla. es difÍci~ ap:icar la definición previa. ae afinidad 

S;n embargo. ~)OdeI::()!:i calclllar la ve]ccidac de producción de ernropía. e 

ca.dos por las :\:erz<.ts apropiadas. Escog;em8s a L"_, COTIll)OI:entes cife los vec-

con:o 

. .. 
JL:.gi~:-0.:': :::; 



_'\r~o:-a, parT>. escribir la expresión de la prot1ucciór: eje (~r:lTOpÍ<-l. r:eccs:-

tamos defini~ c:ué es la entropía de ~:r: sis:eIlla fue:-a de equ:libr~() ~O C¡ü2 

i"::are:u:os sc:-á considerar eleme::tos de volüwen infinitesirr.ales, a caóe: :.lIla de 

los cuales le asignaremos una entropía locaL C'IJ''''. d(TCn(h~nc;a (~C la5 va:"ia-

bLes extenslvas será la misma que para la entropía en equilibrio. Es¡;;:. C!:i la 

narnada ·'hipótesis de equilibrio locar: Entonces 

(2.3.7) 

o cOll~ideraad() ~odas las cantidades por unidad de ':o!üme:: 

ds ~ I: F,dxk (2.38) , 
IC!lerr.Os que' Ulla clcnnición razonaole de dens:dac de corriente de p::1rropía. 

J"., es 

k 



os 
s= - + V·.Js 

éJt 
(2.3. ~ \;~ 

Si los p2.:cúrnrt:"os px;:,e:lsiYcs ::::o::1side:C2.dos se cOEservan, c:o;::;o ~<-: energía., y. e:: 

,lUSelll:la Úi..' reacciow .. 's químicas. ~os distintos números de llloks. se cnnpkE 

las cC\1<lcioIlCS de continuidaG 

AsL por e.ic¡:nplo. la ,rfi.:úlad asoc:adil COIl 'W uz , es (\7 (-7));: y la afinidad 

llos C:~ :cs q;w ;o~ :::.'-:~~-'s (~ C2.C2a i::stG.ue ~iepende:: SólO cie los valores di: las 



Asf~ la densidad de corrícr::tE' ~oca¡ del número de moles del k-ésimo com-

ponent,e depende de: ;;radielit,e del inverso dr ia tNflperatura_ los gradicnV::s 

de --¿ para cada c:o;nponrme, de la temperatunl !oc,d, la prrsióu, etc. Es 

cleClr, a-duque cada flujo depen¿c fuertemente ele su (dlDldac: cOIljugada, tiene 

dependencia también de! rest.O de las aíinidades. Es precisamente esta de-

;JeLder:cia la ca:.rs<wt.e cie algunos de jos fenómenos :r;::í.s lnt.crcsant.Qs en el 

(~ar:lpü ¿e la irreversibilidad. 

" " . . ),~ = ~L 

).3." 

"26 



depC:lder: eie lo~ p<:'-.:-(ir:;c~:-os :n~cr:sivcs 20calcs, y así. podernos consicicfi:r 

coeiicicnt,es de Cll2.~(~:.::f:':- G:;-de~: :~:;:;,yor. i<::u ?fCSCUC;2, oc :12 ::;2,r.:-::pc ¡~i;:;,gnér.ico 

externo D. escriDlrc::lO:-- si;-:Jp:prn(,!1~c r;i<' = LJI:. (73). El teofern;-l de O;:;.sager 

(2.3.19~' 

ésiIllG fbjo. cuando eStos efecto:: se ::-::cL;:: 2:;' ::::arr~pos magnéticos op\~est.o'S. 

Cuar.o.o ~as c.:1Iliú;:lür-s sor: taJ.l pequeñ2..'> q-:w todos los téErúIlos cuadráticos 

(:2 0':-0(';: supc:'jo: :);:('(;cr: se::-- desp!'rc:acics. podernos ¿escrii)ir un p:-occsc 

:c:;':; ;)(j(~,_:ros;,-, ?o,' :~S,-,i :·azón. Ils'..l&:r:;c::'ce 

1)(.>('0 (;e~ rq':.iij·o:':o. :):.1\:S iliS a:iE:rlades 



propoccional c..i gradien:.e dc tempe::at.i..:: a 

donae r C:::i ia CU!lc1uctividad ~.érmica de: cuerpo. Podemos e;-,cribir lo mismo 

de la fo::ma 

./ (i" \ 
= KT' i 'V I ~ 1) (2.322) 

\ \" J : 

ia ley ~'eIlon:e:l.Qióg,¡c,'. indica que ios grad.:en:es de te:Ylpe:'atura com1:l1Inente 

La :ey de Ohm de conducció:l eléctr:ca y la le" dr F'ic:k de difusión son 

l1:iÍs e,;cmp:os de :eyrs fenorne:lOlóg:cas el! los que se hace pa:-.entc (:1.18 ;:)ara 

los '~'aicres CO:llUl:rs de L1S afi:J.:(~ades. en í:'stos procesos lO;) términos d~ order. 

:::nayor SOIl despreciables. Sin cm'oargo. el a1cance de dichas leyes está limitado 



Capítulo 3 

EL MODELO 
COSMOLÓGICO STANDARD 

:;:"'a tarea principal de la Cosmologia es 22. cescri.iJCió", del Cnin_':'5o, dar:dc 

cuenta. de ia grm-edad como el agente causante de su e\-Oi~lC:Ó::. Para ello. 1;;1, 

Rph-;,~i-,idaci General aporta el marco de estuaio más aciecuado. Además de 

t.ener un marco de estudio, es muy importante tener en cacnta la información 

3.s~ronómica ü~servacional; es deciL como "iTmOS que ·,~S el t niWfSO" Lo 

pr!mero q,lC notamos es que la distribución de gaiaxias e~ muy Cicmcjantc el: 

todas partes. y que todas las direcciones son e(j1Úvalc:::lcs. es c:cc;:-: pensamos 

':)eq'l,eñas. ce ~<:'A..'-) que SDll'.OS testigos. 

:3(i 



:,n3 ye:cJc:dacl ele rccesión c.ue es ?ío;:)orcional (~ la distancia entre r:oso:ros y 

al an::dilaf los espectros de la luz que EOS llega de otras galaxias. Res:..¡lta que 

entenc.er con La ley de expansión de Hubble: 

es decir. m:c:nras l:l(l~yO:' es la distancÜl (r ~ 2,1tre una galaxia y nosotros. con 

mayor vrlocidad se aleja de ilosot,rOS. )', por lo tanto. con r::::ay~)"í c.:orr:-

:lÜCDl'O al rojo re::.:ibimos la lUZ Que la galaxia emite. H es la constante de 

].)L;.ede Jepcr:der del tier:::po . .Aunque ia visión cosmogónica rciname anrma-

de esta expansióIl, se supone que alg:llla vez el "Cniverso consist.ió de ;u, so-

Bang:: 18. ca:lsante (:e C:U8 se expa:~c_:era. De tedos estos ~lCC:r:OS (~(l (::';'21;.':2.. 21 

, , 
c:.poya ce :::a,wra COl.:~:r¡ce::::2 



modelo. hasta boy, el más aceptado, ya que describe 11;la buena ;lafl.e de ~as 

caracte:-ísticas de nuestro Crüversc, sin. embargo; 2x:stell algiLllos pro()lemao 

cuya . .,o:ución ha planteado la necesidad do modelos más ciab()~·ados. de los 

c¡:alcs, ~:)l eje:::iplo es la Cosmologí3. Inflacionaria. 

3.1 La métrica de Robertson-Walker 

\'ar;¡o~ a ~:ünsjderar el siguiente problema: si pensamos que el Cniveroo es 

horr::ogér:co e isotrópico, ¿cómo escribImos la métrica más general para UD 

CnlY(:I'SO con esas caractedstica...s? Para empJ:~zaL notemos q\lí..', c',l::cndo ~.a-

bla!~:o~ {:C hmnoger:eidad e isotropía, necesariamente nos referírnos a c:n ins-

tante dado, ¿cómo, entonces, hacemos matemáticamente precisa la noción cie 

ur: "insTante dado"'?, Para lograrlo tendremos que hacer lO siguiente: con

s:dc:~~':::,)s ;--::?c:-sc;.~erfic;es :'c:riC:ime:;siünalcs;, Lipo espacio. que consti::uyan 

:lna :o:~ac:ó;: c:ci esp¡lc:otie:~:po, es cec;:-; qü.e ~;eneIl cl eS]Jacioticmpo si:1 iIl~ 

tersrcarsc. Sll1Joy¡dremos que todas las galaxias sc encuentran sobre estas 

s;mu:t.éi.i:lCiciaó en su sistema de Lore!lt.z 10c2.1 coir:cica. locé1.ilLe:::e. co:: ~a 

:::;h::-C;l::Je:-fici2 g;o~al. AsÍ, la c:uad:-;yelocidad ur de cada galax:a es ortü~ 

gona: o. las áipcrs:lpcrnc:es de ic. foEació:l.; y s: "í:)ara:r.e::-iza:I1CS a las hi'per-

s::pe:-:1ues co!'. el parámetro " T será ?or ¿ef..nicLó;::, 2:' t.ic~,-po cósr::::lco. C;:le 

CCi:1Cid ,'2,. c;;:: (:', :ieTDpo propio de C:2.G.2~ galaxia. L,i;cr:ces, 3. ;"¡fl instame 



:ínea:i de mundo cie :?...5 galaxias sor¡ geodés:cas ~n el psp2.ciotiellpo. G:W> 

el e::ipacimiernpc ::iin i:lterseca,se ::excepto, posib¡rmen~e, ('L ;,unt,os Si'::lg',:-

lérres;. ,\sumió. ademá..'< que existen hipersüperficies tipo espacio. ortogonales 

a las geodésica::.. Escogiendo un parámetro t ta~ q\H.: a cada iúpeIsHíwrÍkie 

le co::responcla un valor de t = constante, que será ei ,iempo propio a lO 

largo de cada geodésica, tendremos llUest,o tiempo c6smico. Además ;r:t::o-

<i Hcimos coorcienadas espaciales 

forma quP para cada gcodésica las :¡;¡ son const.ante::i. En cst<~s cirCl:ns;,(~nc:¡l..S 

POd(~:llO::i c::icrihir ia lllétrica de la siguientc :Ilanera: 

po1' .0 que :a métrica espu:i¿:'l c:n caela ,m,,- de las rúpc;:sci;Jerüc:es :cnGi2. la 



contmdicc~ÓI!. ¿. ~a exigencia de isotropía, Esto qüicre cee::- qu(' podemos 

cscr:nir aucstra métrica así: 

-:.3; 

donde 

es la !!létric¿ de un espacio t.ridimcnslonal homogb.eo e lsotróp:co. s:cr:co las 

l} fü.Ilcá,;es (:C' las coo~dcnadas espaci41cs ú~ücaJTlem.e; y n.((. es el iiamc~(l() 

fr.:.ct.or ck: escala. Se p;rede demostrar qllC para este 2spacio la CUT>:at12!"<1 es 

consistente eDIl ei t.ensor ce Riemann prescr:Tac.o 5: las" ~ie:1P:l l2" for:lla ta: 

CQIl 

= 3 



y r11 coordenadas eJe: :c,t::i 

(3.1.9; 

r' 
(3.: .le) T 

2 -
ur ~2(,,'a2 29 1 ,,2\1 ;---k 2 J- \ c.tv -- "jeTo Q...-) I 

1 - T 

~Casc k. = 1. 

., • .J. 



~3.:.13) 

cíe tridirncnsioI1u.; descrit.o por la métrica aat.erior en un espacio cuclichano 

cuadridimeIlsionaL cuyas coordenadas sea:1 ('Ir, x. y. 

y haciendo la trar.~sfor:Iiació:~ 

?.L' :::--: Iú:ns'L' 

x = Rscnt:sf;TI!JCOS ':.;; 

'; 

_ ::;>2 
- " 

donde la métrica es 

(:3.114) 

,~ 

. ~ I ! 



(3.1.20) 

Es claro que correspo:ld,; ('~ urra 2-cskra, cllya área es 

!Se incrcmeuí.,a hast.a Eega~ (\ '..1E "alor máximo cuando t';o - ~, valor ,} partir 

2sfrn: (-:s 

Case I;; = '-'o 

Este caso corresponde (l un L-niYf:rso con Cl1rvat:lra espacial cero y volumen 



tri¿irnensioaal. ya qae hacier:c;o e: ~arr:bio de '·PArl.::.blrs 

(.3. 25) 

(3.~.26) 

z = RBcos(j 

(3:.28) 

v para t = constante y t; = constante = "(;0 

~ .29) 

q¡le es una 2-esfera, Ctly<l área está dada po:-



Caso k -! 

l>arte cspac:2J de k rné:rrc2. nO puece ser c:~ü)eb~do er: ¡:n espacio e~:clidiar;,c 

tuacirirlimensionaL si:; e~nbargo: si es posible embeberlo en un cSiJil.cio de 

formació:-:. 

).:32; 

z = RscnhvcosO 

_ • • '. n • 

::e>s ~;:':-::¿.:?:'::cs :> , lo' 2S::2k::::U::; d<,,,d ___ ~O c.e .8.- ~::~)(,::SL::;:::2=-~~CC: -~:.iX: 

;3 : 



'7' 
'J. I 

que es una. 2-csfera. cuya área es 

COE~orme 1['0 Lo hace. 

3.2 Dinámica cósmica: Modelos de Fried-

La forrml más general ne escribi.:" las eCi:i~cioEes de Einste;:, iJar;,: e2 (:arr..i;o 

gravitacional es 

(3.2.1 ) 

AqllÍ ;.c:nos cO:lsiú:rado c; térm:r:o de :a cor:star:te ('os:nológicii. \. (~;lC aIl~CS 

.\.C'::t:al::::eIlt.c, sin embargo: se ccnside:"(l c~l~e este ;(~nnino :1" confiere a .(-:s 



comú por el teIlSor ele e::ergfa-r:::cmeIltc. Er: Cosmología, si::. 8¡r;bargo; re5-

~plicable a todo uniw'r.so homogrnco e isocrÓpíco. depende de t.an sólo 2 

parámetros libres, R(t':! y k. :-\dcmás. las ecuaciones de campo impondrán 

::est.riccio:G.C:s sobre dIos 

\"arnos a c():ls¡d('ré~r ~lue el c()~ltenicio ,J1aterial del universo coIlstituye un 

polvo. cuyo te~lSO;- de r:le:-gía-momcnto está dado por 

(3.2.2) 

2ntO:'H:es tenúremo;i T~j" =;; di.u.g (pc·~, o. o. O). "Clihzando ias ecuaciones de 

2 
R k 

c: -S::Cp!(3-

(], .3c2 

i:S:. 

!{2 

3 

8;-:Gp 
3(;2 

S::GpR3 

"* 

(3.2.:l) 



2 
R 

que es ~a eCl:ac:ión cEfcrenclal ele tiicdr.1ar;:l. y [ppresenta las restricciones 

sob:-e ~os moJc~os <lel ¡¡niverso con la métrica de Roberrson- \\:alkcL cuyo 

cont.enido material sea un polvo, es decir, COIl eb:. Tllodclauos los universos 

homogéneos 2 isot.rópicos ~l:ya materia es polvo. Cada modelo quedará to-

talr;wrltc determinacro al elegir los valores pata C .. \. k. un. valor ióc:al R/tú:' 

y el signo ele R 

la ecuación cie Frre¿mann. por 10 qm: nil:guIla soll:ción regular R = R(t) 

raremos sób les casos R ~ e y p 2: J. Otro pur;.to importante q:IC debe:ll:os 

notar es que ic~ pcuación de Frlcurn,w,n es in\';-crlallll' a:~tc los cambios t -----', --t 

3.2.1 )/lodelcs estát.icos 

rl/-



sarian::erlt(' ,~. = 1, Este modelo da lugar al Cniycrso de Einsteir,. el p:"lrr:c:

::T.odelo (:e: ,~Il:Y~~;"SC prcp;~est0 8. raíz de 1;.-: Relativ;dad General. Corno ya Vl

:;~O:'i, ;8 r::(;tr:c;-, e:-:pacial da lugar ti la 3-psfNa. Este modelo fue ,lb::u:doriilGC 

<1] ser de~cubicrta :a expansión del "Cniyerso 

El otro único caso posible es en el que .\ = k = p = O Y 11 = constGnte: 

por lo que la métrica fácilmente se puede transformar en la de :'v1inkowski. 

En este r:::odclo ;~;l ;)o)YO de prueba estático llena de manera homogénea un 

sistelll<l, de r,,'fPH'IlCÚl, úwreiai infinito. 

3.2.2 :'vlodelos vacíos 

E: escoge!" ;; = G ;o;;p.c:c,o. q;;c podemos escribir la ecuación de Frieúrnann cie 

:a siguiente :orma 

con :as siguiewcs SOJUCiOllCS: 

.\ = C. 1:: -'---- Ü. R = constanTe. Este n:odclü corresponc~e ai tl:,l-,-erso 

\'ac;o y estárico ;.-:mer:or;nc;Ite ciescriw, en el que e; cspaciotiempo es e~ de 

ji\ , - c. le" = -~. R = ::;t. Este rnocielo correspor:cle a.~ ~lI:ivc::so Ce ~:i!:le" 

21: e~ qi.:C e: eS:)<ls::l::C::::JO es el de ~linkowsk;. y er. U:l 8VO,tO de "creac:ó:::" 

;w :!Ú:1~e~c :1::C.r.i:o c:e p,-:rt{cu;as C2 pf1lpb2. Crnc...,a = S_ ~'ol~pne::n = O" '2::: 

;(~:;zac-' :',~C:¡d:::( ::~e c:: :c¿c:.~ ¿:recc:o:-;cs y con toc.;as :é:~ \"e:ocici;:~des D~)s:':Jlcs 

·;:3 



.\ > (J. k ;:-: (J. P = 

:;n:vr,sc de de Sit.te.L, cuyo esparioLiempo. precisamente. es 2: de ~~e 5i~~c:--. 

Aünque ilO es ~u.\' realista, ;mes es ';ac;o, es el límite al que aeJ)e:c :.cnde!" 

todos los moddos qm; se expanden inden.nidar::lcntc y con .\ > D. 

i\') ¡\ > 0, k ~ 1, R ~ ,3(\:'/2 cosb(t/ ,,3;'\ Este modele t.icnc por 

espaciotiempo al de de Sltt.cr, y es el ardJogo al muJdo esuí.t,:co i':. lJUE'S es 

estático por un instante. Las partkula..c;; de prueba se, aproxünan ha.s~,a '..:ua 

distancia mínimct, para separarse indefinidamente debido 2. la repulsióI: .\.. 

p) ,'\ '> 0, ,t. = -" R - '3/,\,]/2 se<r>f)!t./ 
, ~ ".. 1.", -! . I ,'0."\,; Este ~no(~clo '.::CIlP por 

cspacioücmpo ;11 de de Sitter, y es d (~l:i-5Jogc <1~ ::l1oóclo :::' de :\'liiIlC. COl;sís~:e 

fre.r.t.c de h¡z . .!\q¡;Í la causa de la expans:ó:l es ;2. ;:ep:..::sión .\. 

vi) ,\ < O, k = -:" R = 13/A,i/2 scn(t/ !3j.\, Este ~Ylodclo t.il'T.r. por 

2spaciO'(,iernpc 2..; ant:-ac SitteL y también es i::.ná:cgo al de :\liine. =-a bola 

.\., i,asta c1etene:-se y recolaps<lL 

3.2.3 =vlod2~os nO vacios con 

Caso 

Es '...:. 



F-c = 

inde nnid(lI::('Il ~- (' 

~Caso k=-- ;. 

~ = e sr::n-'v/R1r' \/fi/e ~ (R/ r \:21 • IV - , " ',,' VI j (3.2 :;C) 

a = C{í. - (',os'I,,;)/2 t = - sen'()j/2 

que :-;j;~ramc;lle corresponde <l ia paracetrizacirk de :.:cli! cicloide. Este es el 

.. Caso k 

:).212' 

, , . 
s::; :lluae.o se ye z::as 



Es claro Q!lC Ji decrece desde infini~c y :ic:r.de <1 :3., clIlic:aci. 

este modelo es muy parecido al de :\lilnp. 

3.2.4 Modelos no vacíos con A # O 

Cuando permiLrnos que ~\. tome valores arbitrarios, ia var:edad de modelos 

posibles se incrementa de ma:c.era conside:-ablc. Ahora, podremos obtener l(l.,s 

soh~ciones cualit.ativas a la ec:uac:ór: diférncial ¿2 FriedrmmD. considrrando 

las curvas de nivel 

(:e l(~ i unció" 

n.(R. 

n(F( .\;. = ::;onstcn.te 

e 
Ji 

.\R' 
3 

2 
::=R -k 

para alg;ln valor fijo de e > O. en el plano ~R . . \), En otra .. ') pala.bras, SI 

c:o;;sic.ie:-ar:.:.os 1;" gráfica de .. \ comra R. dOIlCic 

.\ = :3(.;[1- e: 
R3 

c. ('. 



alcanzan. un má.ximo ~. ciccecen, ace:-cáncio5c (lSin~ótirarncn~e al 2.;e R 

R= 
e .\R 

-- = e 
3 

( 3'" \ , . 'j \ 
\ =}, ~ 2R3 ) ·~3.2.16) 

el plano er: 2 secciones. i)or arriba de lo. c;una R> G , Y por de"oajo de la 

rnlsfIlü R< O. 

:\demás, cada modelo de Frledmann está cara.ct.erizado por un valor pa:--

t.;c;ular A = constcmt.e. 

PUlltO del p:ano y aVaní'ar norizoIltalmeEtc, los valores de :2.5 C;l~"Yas de n:

. , 
ve1 (de n) nos proporcionan R (una vez ~uc escog~rnos k), y por !2!l~O: ~c. 

peEd:ente de ta curva soluciún. 

Si empezarnos en 11' = G y .\ < G. necesariameme oote:¡emos ;m universo 

oscllc.nt.e. \"uestra soiü.ció;: R(t) cl"l1pieL<l COI, l.:Il valor idinito ,>~ 1i, ci CUi{: 

decrece La.s:::.,8. llegar a cero. c<lrr.bü{ de SigIlO, por lo que R diswin--..rye :-.?~,,:,a 

d ;crru: inicialmente. (i"'S(1(, su valor infinito jr;icia: h?_st.a '...1::' \·a.lor m:r:irr:.o " e:: 

o se Lerr..2.icrc. 

;:::-:1 esC'og2111os k '," ,\ 

,; 



.. \. > 

de Li~lst.ein. 

'¡s 



Capítulo 4 

}/IODELOS , 
INHOMOGENEOS 

lemaitl'c, Rooe:-tsü:: y \Ya~ker (FLIl\\'). :-cslllten adecuados para ¿escrib::-

S::l 



· ., .... . . 
y ~ii ::JOS:tLi.CúlC ~¡C (l';\.' ,,(~ ~):'e:-'(';:te:l 

coDsicicrc:.dos en ¡os modelos fLH\\·. ('U:TlO Lo. ex:::;ansión de ~;:s cí:·L:~il.'i ce los 

modelos son '.odos los detalles finos q;:(' ;0::; lllo(iplOS fLR\\" pasan por air.o. y 

cuyo emendimiento y descripción (~r¡rique("('rían nuestra visión del Crll\"crso. 

4.1 Los Universos de Szekeres 

~nétrica ::iC escribe en la sigu:er:~r forIll~, 

:r, y. z) y ":f = 

2, - ( 

G. pa;-ti,: ::c las eCl.4aciones de cam¡)o. Adrr::ás. se c:o:ls:dera que :a fl;e:ltc del 



p~'..fa ~:: cst.~:d:o. debe diyjc!:,se en 2 casos. 31 = O Y /3' # O. donde ,3/ = ~. 

4.1.1 s U bfarnilia ,3' = O 

(4.12) 

( 4.1..3)" 

donde º = 1>(t). k es U:la constante arbitraria, ), = ),U, z), L: está determi-

(4.1.~) 

v~ = 

, 
---- = v Q:¿ \ -~. 

)'.::c.Q -



La d(:nsiclaci de materia está dada" :)01' 

3k 
1>2 

Esta farr:ilia de cspac:otiempos no tic¡~e. eIl generaL simetrías. Sin e:lloargo. 

dependiendo de CJ.ue le > O. k = O ó k < e Adc!Tlás. ':Ila :::aractcrístic:a 

generalmente prescme es que las superficies {: = constante. Z = C0?1Sfan3e j 

son superficies de curvatura const.ar.te. proporcional a k. E:-; importancc 

reseltan C:laIlrlü A = CJ Y L" = -k"Y:F. 

4.1.2 Subfamilia ,3i # O 

Para este ca5C. las ccue_cienes de Einstc;:1 ::i:npiic(~ll 

. -~. 

co.:-: (~= <Di .2; :; = 

. \ 



.0 a; = 

21>,11 
1> 

c: 

k 
!<:p, cf>2 

SOll :::::C;O:le:; 

=c 

donde p = p(t) es Ulla función arbitraria y k = k(z) debe cl!mplir 

(4.1.12) 

La eOlación qae define a <D puede se:: integrada una yez q'lC se ha especificado 

<t p(t). La coordenada z puede ser transformada, z = f J' Y podemos 

.2, ~orm;'l qile deSeemos. S:z.n,fron 

escogió a z (~e ~.al for:na que h (Z:' = : pe~o est.a C!focción es irlcor~Yenier..'~2 

para considerar el límite FLR\V. por :0 que la dejaremos sin especificar. 

Esta su bfarnilia, al igual que la anterior. carece de simetrías, sin embargo; 

adquiere lin g::upo tridi:ncns:onal ae sirne~,rÍét cuando A. El, B'2 Y e son 

c:onstantes . .-\(:Ul. el s:gno de AC - B? - Bi tier.e las :nisrnas consec\:e::cias 

que el Sigl:O de k :,irne rn la subfamilia 3' = O, pe::o cumo son funciones. para 

.. = 2:aIl,;r;/2¡,cos;: 



cP = rR 

e = 4.-1 = 

4.=-.3 Propieciad-es C:Oillu.:nes a las :2 süofamEias 

i) :='<l c;arenc;a de f;:¡:netrÍ2.s, C~;l general. 



4.1.4 

para dar 

( 4.1.20) 

¿-" la (iue deterrni::i.l a ). se imegra para ciar 

(4.:.21) 

donde ji es lJ:lé1 ('Clllstalltc arbitraria y X = X(z) es una furl(.'ió]~ arbitrari2. . 

. \si. 

( 4.1.22) 

~:or. ~.' = ~. 

Con .\ i:- G. las ::ioL:ciones para <P in\"olucran fU:lc~ons dipt,icas. cada sol11-

~nicia: de eyolllcJill. Este momento inicia: de evobcié~l ;mede iY!vohcrar e 

:1O se prcse:-n,ar:a :2. s:ngllla:cidc:c. Po:: o:,ro [<lac. 



cioncs. La sOll1ciór: para).. ticne 1W<:l LElc:ón a:·b:~!'ari2. :!vÍ}). y. ~e~o se lJileci2 

de l<t coordcnada ;; .. -\sL la solución general co:1tienc 2 constantes arbitrarias 

y 5 fUllciones (de z) arbitrarias. 

k = O. la solución tiende asiIltótica,r:ent.c a: espaciotiempo de de Sitre::. 

Cuando escogemos .\ = 0, las ec:uaciOY,(~s pi1l"a <J1 Y ). tiener: soluciones ci.e-

mentales, que define!! a la subfamiEa 3' ::-: O de las soluciones de Szckeres. 

Las s01:.:.cio:1cS pa:-d. 1> son ~i,-S de ~a, CClliU::ÓIl (~e róximann. Dadas <P y ;\. = O. 

ia eC:lación par;i )\ se puede ::ltegra:-. 

traron que depcr.diendo de los casoS par:,lcu;ares, ~a métrica o la deDsidad de 

ma;:eria pueden o no aproximarse a la horno~eIleidad. cuando nos a;)roxima-

r.lOS eL la singuiaridad i:1icial. o icacia el ;nfir:itc temporal o una sin:;ularidaú 

¡; , ,,,na;. Es de recalcarse e; corr:portanjento asintótico independiE'nte de la 

4.:L.5 Propiedades de la. subfarnilia 3' -:f e 

~)2.ra G2.é 

:)6 



--k (L.23) 

con ¡a diferer;cü~ de que ahora tI> = ij:J(t . k = k(zJ y JI = ~'vJ(z). Con 

. \. ¡. l), las soluciones de la ec'U.ac~órl para q:¡ iLvolucra.n funciones elípticas. Co-

\'arruolas ha demostrado CorDO oDte:J.er las soluciones de de Sitter. Lemaitre-

Tolm8.:1, Earclley-Liang-Sachs. el "l:niverso est.ático de Einstel:J. .Y la solución 

de Scb\ya:-zschild, COE Sl:S co;;r;:apa:-t.es plana e hiperbólica, el parti:- de esta 

ecuación. Cada 'C.na de las soluciones a :la !l11sma tendrá una función de z 

extra. arbiuaria. denotada por El instant.e t = iD (z) deiine e~ momen-

to inicial de eyolució¡:¡, y con .:\ 0, es necesarÍament.e ilr:a s~ngularidad. 

correspondie:::j(~o ? O = 0, y corresponde al B:g Bang en el Emite FLRV,·-, Se 

le conoce er.. :a litcratura C01~lC el instaT':.tc ¿el Bang. Sin eróargo, c'Jando 

t(J,z "# O (en gelleI6.1). el instante en el que se present.a la singularidad. depende 

de la posición. es dCC~L no es simllltánco. 

t"na singularici;tcl adicional puede eEitar presente donde .z = O. En 

el línúc LT. ést.a es \l:'.a singularidad tipo shdl-crossi"g, en la qUE' distintas 



4.1.6 Propiedades físicas de la familia 

Sze.ke:-cs ::1yes:.igé f' sc:bcasc TJf - 3j > , , .. 
12,S S¡¡PC:-l-;'CCS 

f+ 
l" c.:o'nstante} so:: esfer(ls. ;::·1 autor e¡WoIlt-;:Ó ci.ue se pre-

senta el colapse a üEa singularidatl ~Big CnmcJ-:) eE <D = O o en 

que representa la singularidad t:po shell-GoSslIlg. Encomro ¡¡demás (~¡:c :a 

primera es inevitable en cada línea ce flujo y C¿lit la ::iegL:.Il(le~, si existe, :)Odrí2 

ocurrir ant.es que el Big CruIlch. Coyarrubia<; encont~ó la" conJicio:1es er, :25 

qllC le. solució::l COti .J' i- O Y AC - B~ - Di > J (~s una peque:;'.::. perturbación 

c. la mét:"ica ele ::VIi:c.Kmvski. 

de ~al !!lanera que 

" " 2 ¡ , rle - B; - B2 = - ce> "-c 
'1 

-k 

x -,- 11" 

55 



O)O(iC:~lOS c~crioi:; la ciensidaci (le r:1at.c:;:a como 

(LvI /p3),c 

C10n(~r 

1 ')(1\ 
L.JV: 

lo que pernüte separa:; la ciensidac1 de :-nat.eria en una parte rsféricame::1t.e 

sirnélriccL dependieme sólo dc: t y (, 'J.ll j.E, que se puc(le escoger cie La; 

forma qliC la hipersuperficic .6.E = O contenga al punto T :-:: (l. Tal separación 

('5 úr:iC<l. y el 2¿ ';:;5 una comribt:.ción ti.po divoLo a la dr.m;idad de materia. 

4.1.7 Espaciotiempo de Szafron con 3' 
esférica) 

o (simetría 

El lí!::.:t,e esféricarnentc sirnét::ico "::atunl" resulta de los rS;J(lciotiempos de 

':2 - = :F. p1.:es l:-: 

-59 



~.32) 

Sstl' límit.e be considerado primcramen:e por Korkina y ~1a.n,jnenKo. 

aU:lCJ.ue ya (,;n 1938, Datt había considerad.o 3 soluciones para polvo. esfóric2--

meme sirnétricas, con A = O 

(-i.:.33) 

Éste es un límir.r ;~aturai csféricamente simét.::;co a las soluciones de Szekeres 

con 31 --= O. El :írnit.e é' = O de la solución de Da.tt es una sC).iUCiÓ:l de vaCÍo: 

que podemos reconocer corroo la [!":étrica de Schwarzschik! dentro del :~()l":-

'lonte. El 3rt:c::l(; d(J "0att -::.ieIlc importancia ~}is:ó::ica. pero ¡)()drían:os pCll-

sar que fl:e p:ÜÚC<lGO cor:: de.rn.a...c;iaG.a amelac:ó:l 3. sus posír):es lectores, pue.c: 

(~n ese entonces al.b ;10 ~e acostumbraba!: (~los ::l:ocielos FLR\Y, m:,,:c];:J mr:lOS 

estak.:: úto.c: )2.::C-L 5:15 ger:.e::aEnc;o:¡cs. 

expiora. dE: 117,(3.. s::-:guiaridac: al ~.;rmpo i = t~ . (P 



ademis [; 

pérdiúa de ger:e:-aiÍó:,ci). se puecle escribir j;~ mdrica 

donde se esc:-l~ó a <P ele tal rr:ar:era que }1 = 2/9 Y se t:-ansfo:-r::ó a z 

Z' = 

asumiendo X # U f- .\i. Cuando .\- = O t.enemos el lí::nite yarío. cl1ando 

En ellin::ite )' = Q se obtiene el ;-nodelo FLR\\' plano COTl polvo. 



4.l.8 Generalizaciones de subcasas de ia subfamilia 

sidcrando Cl Eüjo de calor distinto a cero. _-\sllwió la rni~nla forma de la 

métrica ql1C la dc las soluciones de SzafroIl, y además: 1) .. ?/,tx = 3',tv = O 2) 

las superficies {t = consta.nü:, z:::: constante} llenen Cun-aLura const.antc. 

Para U;} fluido i)crfecto, estas condiciones se siguen de las '2c:uCLciones úe 

'::::ir:st.ei:::, pero IlO es así al incluir el fiujo de calor Rr.sulta, de hecho, que 

para el caso ... 3' i- 0, las condiciones anteriores implican ausencia del flujo de 

C<:110:-. por lo que sólo la !:lubfamilia ,31 = O per~i.tr t.a.l ger~c::-alizació~:. 

(4.1.'10) 

- ') .. ~- ;.3 

S:2 



B Bt.>" .0"· ' ' n = q(t). V"', '-j' le! 

h, hl\Z;,. h.." = h2 (z), h, 

F 

Q = ¡ S 
.J 

= n, ," 

h3 
. 

'i 

(l a(z). 

(L á. e, h·, 

arbitrarias. S está dete;:minada po:-

25 5 ' , ,tt, ,(;;: (0 

S 7 S2 - 8'1 -:- ,,,"P = v 

3S,F., kF L" • ______ _ 
.A ,te' S 52 5' 

aden:ás. :¡"\.s componemcs del ycctor flujo c:c calor SOE 

;:., T 

(2V(2h:r..:. h2:: - ~kl>:2_ 
.. S3H~-

b 

i'V2 

y). 

= 

, -
./1 -

b(z). 

y h3 ~cn 

(' = 

funcim:cs 



la sing~larid:ld inicial sea :::ús anisotrópica 

~or::::ir::_ll:'& y ''.Yaga consideraron generalizaciones de ~a subfan:il:<:. 3; = e 

de la~ soluciones de Szafron. para el caso C;J que está presente un canqo 

electromagnético. para el cual, tanto (~l campo eléctrico como el magnético 

son amboE; taIl¿cntC<i el hE iineas de l? e j01 c.2C:Ilada z. Asumieron que la fucr.te 

es üna Illezcla de polvo inllOInogénco y radiación homogénea. con densidad 

dacia por 

y (; ----"= CO.'1str1/)le. Al a.C;;Elli:- esto. se obt.ienen 3 tipos de soL-

ciOIles: 1) c~ I?:lOdclo FLR\V plé::.r.o, 2) c1:1 modelo estático. 3) un modelo cuyo 

espac:oticmpo tiene simet.rÍa plana. Lno de ios efectos de la presencia de] 

campo rn;-lgnéLco es el de hace;" que la singll12.:-idad inicial sea más iso trópica. 

para un fiuido pcrfecr.o ¿escrito por la ecuació:1 ele es~.ado 



~:on(l:, TOlllil:1llri-l cnCuntraon ·'k clases de solucior:es con viscosi(bd q(1C 

>:l' = '> ir: 2-. l:I1:::r (J = 0. ~o(:as las sOlilciones reproducen el modelo FLR\V 

plano (·011 t'Cllac:iUl:CS de cs~ado definidas. 

Eoy :. ::i'.\"ari cOl,siderarou !!létr~cas eDIl s:metrÍil plana para soluciones 

t,:po Szafro:: ~am~as sllbfaElilias), pa:':"a un fluido viscoso. En ellírnite ¿ ;;:::: r¡ = 

CL una de ~us so>.~ck):les reprodu(',e. el u.so de sirnetría plarLa de la sllbfanü~iG 

4.1.9 Soluciones de la familia 3' f O con simetría G3/ S2 

E1Jis l'w:(j::~ró el collj:.:nto má.'i general de soh;ciones con grupo de simetría 

tridir::ellsioIlal acma::do sobre ór!Jitas Jid::r:.eúsiona!es. Son soluciones para 

polvo (:0:; CuHS"alltC ~~osmoiógica. Co.llsic!crarernos su caso en el que KJJ = -.\ 

Y las s:lpe:ficic.,> ti = constante. z = constante} son órbitas de sirnetrfa ce 

los CSpcLl i~):iempos (~(' Stafron. Las so:':.cÍones están d?das por 



~ = -" '.. Y f ::::: senhO (4.1.55) 

tenemos sime"rÍa hiper"bólica. E E: r) c!) ur:a :ü.Ilción arbitraria, R 

R(t. r) y está determinadii por 

(4.1.56) 

core 

E: línúe FLR\V requiere que R sea !)ei)arable en R f(r)S(t), y :;:. 

coorcie:c.ada T puede escogerse de tal :orm'l ql:(~ 

R ~ eS 

ss 



k < O. La.~ sobc:iOlll'S ae El~is resultar: de la rndricéi de SLafroIl cuando 

o \" .I.;;p = -.\.. J:'~ ~~(iSO de simetr;a plana, e = O. C:O!! .\ O. es el 

límite ele si:l~et;:ia plar:a de :as solucimces de Szekcres con ,3' ¡ D. 

TO:llim:.rra dcr::lOsaó que el c:omra5re cie densidad, ~:o-, tiende a un \·a.lor 

fijo, d:st.~mu de cero. cuando t ----'r X. :1..demás, señaló que la solución ('on 

jJ < O !- ;\ = O tiene densidad de mat.eria negatÍYa en todos lugares a cada 

:nstante. pu:- lo que no es ,1I: :nocielo cosrno:ógico ra%oIlabl(~. 

E: lÚ:1:te de simetría esférica fue primeramente dcd!rcido por Lcmaitre 

en 1933. Y ;:amado modelo de Tolman. (píen lo disc1ltió en 1934. Lemaitre 

colltcm~)ló este rnodeio para cüIlside,,~:' el c:esarrcl;o de condensaciones e11 un 

Tclr:la:; en 1934 ¿:sc,¡~ió las propiedades ele Í<ts solucio;ws con ¿ = 1. 

y q~le c; modejo COIit:ene al Cniverso estático de Ein::itein. S1..: resu:tado más 

impo?:ta::te es 12, cien::lstración de que los :-:JOdelos de Ei¡lst.c:n .y FLR\\' son 

4.1.10 Otros casos del espaciotiernpo de Szafroll con 
:,JI ¡ n 

J r u 



que reproduce ei modelo FLR\V plaIlo cuar:.do ), = C. Er:contró y C1:SCll-

Lió l<i sol'J.ctón a :as ecuaciones c.e Einste:;:: con liT:. Buido cuya presión es 

a:nisotrópica. 

Bono.. Stehl.. y P;¿tlO,l est.udülxon d subcaso de las soInciom.'.s de Szafron con 

3' -# () en el q"ll(: ~os espacios t = constante son planos. Esto sucede cuando 

k(z;. = e y la métrica puede ser parametrizada de tal forma q\:.e h(z) = : y 

( Fa \ 2 
,-1 \ r. I 
\ "' ., / 

donde C, = c: C2 = C2(z) :.' f = j~t). Esta solución reproduce el modelo 

FLR\V plaeo :nás genere'..l Cl¡a:ldo el C2 .z - C1,zC2 = J. 

Suss:can investigó el suocaso de Bona. Stela y Parou, bajó la óptica de 

una :i:llCzc1a de 2 fluidos, un fluido perfect.O homogéneo con p = (" -l)¿, cuya 

esu;"Go, y un pCl';o :nilorr:ogér:eo. 

4.1.11 Generalizaciones electromagnéticas a la subfa-

58 



C0n~:oc:rancic 

(1. .64) 

CUI! 0; = r; y re R(t. 

deterrll!nar 2. pa,t.ir de :as eCllac::or;.es de Einsteül-:\bxwell: \' SÍ¡ = sene, 9, 

rner:L:8. LiS ccuacio::9S c:C Ei!1stein-:\Iax\'."211 so:, 

11 

2QQ.:\" 
l?2 

2E = ~2 _ ¿ 

1) .\R' 
-----

3 

:~.:.G8: 



respectivamente, y ¿'Q,,(TO~/Gl/2 (C2Qm e~ la carga tota~ c:éctrica 

(mag:lé~ica~ contenida dentro cie ~a sllpedcic r = 1'0' Las der:si~~a¿es ¿c' 

carga están oaebs ;)ot 

y la de;ls¡(~ad (~e energia 

4ILC:·/2 pm 

o' 

Ti' 

Qm TC- 0:'2 

-----
R' 

rs._ = (JI __ o OC¿ .\"1' 

(1 1.70) 

Debido a la pres€llcia del campo elect!"o;nagnético, el polvo se m;wve 

COI' ac'e'("a";/'" ?ji'= .;." , ~ ,. '. ,,-v •. ' 2 ~ 



ooservó Ql:C cIando R T = D. Q #- O Y jI > ü, R j,~más aSl.:I!lf' el \"8.1or ::ie 

cero. es deci:-. la carga eléctrica cyita ~c'L exis:.C¡lCia de ~a s:r:g,¡lü.r:dad ce Big 

Bang. 

4.1.12 Generalizaciones de las soluciones de la subfa
milia B' oF O con viscosidad 

Ra..y y Singh encomra~'O!l 5 solucior..es COIl viscosidaG de DlJ.lto y corte. rcla-

cionada.s COD. las soluciones de S¡;afrol¡ COI:: (3' i- C. L;~c di? sus ~áSOS 2S l~I: 

73) 

K es ::na ("ODs"tantc: :> R (;s~á det.erminada por 

: .7{: 

(ionoe r¡ es 21 coeficieme de yiscosiciad de corte. es \.::'.<1 función 

¡ub:~:-ar:2.. y ef: rl H:1Úr: oe ',iscoslciao cerco 2t pasa 2. ser -¡'-p. La ciensidaci 

.1\.=- = 

(,~? '-" \ 
I ¿.i. L.; r~.,_ " 
I--~--I 

\. R R._! 



(~Gr:.de ( es el coeficie:r=-e te; ';:::oc;osida(~ cie ~)dtc. .:\sí, la presencia ele la 

\"i~c()sid::~(J es la :"C;Spo;,s,lbiE: de que la presión sea iIlhoITlo6"énea. El~ e~ r:r::::u: 

( = Ti = O se obrienc f!j C(J.sc ele la." soluciones de Szafror; con simetría G",/8¿, 

y si además sp ::... -,,\. se ohtienen Las soluciones de Ellis. Los 3 :nodeLos 

FLR\\" están conteni.do,::; '?n estos modelos en toda su generalidad. 

4.1.13 Descripción de la formación de vacíos 

Las primeras preciiccioncs de la fcmnaciól de vaelos en -r"::niversos lnhornogé

neos l.'is realizaron, independientemente, en 193·1, Tolman y Sen. En l047. 

Bondi discutió la formación de yacíos, SllS causa."> y consecuencias. 

Este tipo de consideraciones se !"etoma:-OE PI; ¡os 70's. OcclJiüncro. \-ig

nato)" \'ittorio. en 1978 utilizaron el modelo LT con A = O para describir 

la fOCTI2.óón de :¡Üx::rlüs y mínimos cn la densidad de mat.eria~ partiendo 

de 1..:)18 distribl.:c:Óll ele n~(~tP,i2. CO:: cC:J.si¿ad 2spacialrneme nomogénea pero 

con ilDa distribución de cncrgi(; i~lhomogér:cü. Dcn:Gst-'(~rm:. üecGl<l.s, o,c:e el 

c::mtraste de densiáad se <Lcent:.ia con el üewpo. 

Hel:J:ikscr. y de Robe:<tis, en 1980. estudiaron la evolució::: de ~:Il ILoclc:o 

1-:-. (:o:-lsic"te.:-a;lC.:'o c;o,1¿e,~5a(:jones e:1 el r:lOrnento inicial, pero pCJ:~::t:cr.dc 

.:-arcf,,:ccioIlCS alredcdm (:c las ~lór.::as. [econtra:-oIl q:re :as reg:oncs de Ille:wr 

ciensiciad se propaga'l !lac:a afuer::L prececiidas po.:- una oada de de::.si¿ac. 

las ~:r:cas (:e 



pla::lo y :::ügi~ió ciue 1<, dist~:1:Y!.lción de materia obscryada e.Ll ci CnIYc!'so bil":l 

podrir, ¡:aber tesu:t.ac;o c;e ;a exptmsión de yados. 

4.1.14 Descripción de la formación de estructuras 

Así como se ha tratado de ¿escribir la formación de vacíos, ha habido intent,os 

de descri~it la forrllació,~ ele galaxia;:;, cúmulos de galaxias y otras estruct.uras. 

Lemait:'e, en 1933, es ei pri:npro en tratar de describir la formación de gala-

(, "'7"'7\ "'-l;. 1. I 1) 

dune:" .-1 = c= 7i = '1); - y y 

A, 
J""i=~~ 

1 --T Z 

c= r Wdy 
J 

(4.1 (9) 

;3 



de Cniversc inhomogéIleo existen zonas ¿r recolapso esparcida,e; en un fO:X10 

que se expande~ y que es FLR\\", 

En 1934, Tolm2.Ti y Sen, independientemente, llegan a la conclusión de 

que cll-nlvcl'so estát.ico de Einstein y los modelos FLR\V son inestables ante 

la formación de galaxiati. 

En 1956, Bonnor es el primero en reaEzar Ul: .. a pr'2d~cc:ón cuantitativo. 

acerca de la formación de gala.'.j(lS, utilizando el modelo LI. 

En :964 . ..'\ovikm: t;tilizó una configuración similar él la de Bonnor. para 

·-describir la formación de quasares y el mecanismo a través del cual estos 

Kantowski, en 1969, argllmentó que el modelo L~' sería apropiado para 

describir \-ariac:ones en la dcnsidaci de cúmulos grandes de galaxias. 

\Ioffc.t y Tilta::ski. ~~~ 1992, ap::'ca::cíl ei rr,ocic::o L,T con E = \J para 

4.1.15 Influencia de las inhomogeneidades en la dis
tribución de materia sobre ia radiación de fon
do 



:l)()rnCn~O dijJO:a:- y c:adn2.pola:' de :a aIlisot.¡-opia en la radiación de fendo. 

En 1992. Panck realizó un estudio similar al de Raine y Thomas. CO:1-

~idcran¿c; :3 LiVÚ'i de inllOmogeneidaoes en el camino de los rayos de l:lz: ~) 

\'ac:ío::; '2'. grancies atrac~ore::i 3) rúrnulos de gala.xias. Estudió los efPCtos de 

estas ilnisGtr-upías Cl] la radiación de fondo. Encontró quc los fotones que 

atra\~esarJ. Yacios S0l1 recibidos con üIl corrimiento al rojo mayor que los que 

no atrav:esa;; '.-aCÍos, y por lo tanto, con una temperat.ura asociada menor. 

Calculó que eSlr cÍecto podría causar un descenso en la temperatura dado por 

~T/T = 3 x 10- 7 El efecto ue los grandes atractores también es de provocar 

).iIl mayor COr:'i,lliento al rojo de los fotones, pues deben viajar en contra de 

llIl pot/.'r.c i(~; :::ayo:;- ((ue aquel al que entraro::1, pues el atractor evoluciona 

aumeEtaEdo ::;u a;cL<e;él. Este efecto provocaría que !:J..T IT = 2 x 10-5, Los 

p:ectos de un cúrr:u]o de galaxias. se renejarían, cuantitativamente, como un 

desrenso Pll la '~empprmma del OTde:l !:::.T/T -:;;;;:: 10-6 - 6 X 10-6. 

4.2 Los Universos de Stephani 

Los ~_~rÜ\'I':":-i()" (~C S:(,);1<1:1i son um: familia de múricas que com:Jécnde la 

s(JL:~::"ó:: ~;:Ls gene:'<-',i ~·l)nformalr:1e'l';.e pialla cuando la fllente es un fluido 

~)€1"feCL() ¡;r(l:,:("i~Jlli,; Estas soluclOnes. que, en general, carecen c.e si:J:lctrÍJ.o5. 

¿,e"e~'cJiz(l:l :005 t'spH'iotic;npos FLR\ r .~ el caso ?a.rticula:- de cl:adriaceleraciór. 

llul<· y ])0(::':2,:: s,~:· i:;~C':-csanLco5 co:~:c morido::; co::;r:w~ógicos inhornogéneos .'-" 

J ~; 



4.2.1 Definición y propiedades generales 

Definición irn-ar:a:lte: colecciór:: de todas las soluciones con fluido perfecto 

p<l:'a la.s c:.ales (] :::: :.:.; = O i (J. En cQorcienadas cQmóvites, ~a rnétrica se 

donde D = Fl<t/l---', F = F(t) es una fl.::1Ción arbitraria y V" 

W," 
\ji' 

(4.2.1) 

cü~: f \, ¡na funció:l a::oitraria m2s. u está relacionada de rr:;anera 

sencilla cor, ::':. b' y z; )1 ~/~l :::: Y;:;t, x, Y: z) esLá relacionada con Y de maL.era 

sen(:i;la,. Los casos particulares tos t.r2.~,areI;:lOS más adelante. 

cünlo::;1~a¡mp.::te plano. 

F está r'2laóo;-;.ada co:>. u~~ mediante 

3 
8=c= 

r 

iG 



,C.'; COIls:ue:" cor;¡o lllo(-ir;o~ co~nlÜiógicos: cuando se hace p = O se ohtiene 

llll n:o(;e]o ~-i)o FLR\\', c:.:ar:do se p:-O})OIl8 :;:crcj) = p(é) se obtiene ün ::,O(lC;O 

Lipo FLR\\', () el ele ~\\"y;:na:: o el de Ccilin~-\V8.inwright, Adcmá~ (ic esas 2 

ecuaciones de c:)~,ado, be.sta el momento nadie ha prop-c.esl,o ,ina ecuaci6n de 

rstado rcley;-mte. Poco es co;:ocido aún. pues, acerca de las aplicacioI1CS de 

(:sta SU~:.lc:ór" a ::lOdclos cosmológicos. 

La prir:lera solución de est.<l fam;lia fue encontrada por \kVittie en 193;), 

Es una superposició¡: de ~as YEétricas de FLR\V y la solución de Sch',,'arzschilci. 

El). c:l mismo aúo. Di¡:g;> :-cdüjo las ecuaciones de Einstein para ;j:Lla n::.éaica 

(;On :-;l;:netrÍi::. esférica (ic :a YOT1JlCi de Stephani a Ena ecuaciór: ¿iferenc~a: C(r~~-

valen;;e a la que prC'::;cnrilmos P¿ll"C. 'Vv. El caso conformalment.e plano :;.¡c 

~O~,3,,:::,,-e-;-~t2 rC's"J.et,() pm- St:cpoani en 1967 y ~a Íamília completa be de:-:vadi:L 

por I3a:-r~cs en 1973: c'on~iste de las clases de Stephani, KQ y las contrapart.es 

de KQ COI: ::;ime~:-:a ~;)lam~ 2 hiperbólica. Barncs demostró que esta fami!ia 

(:ubre a tod::l.S ~a.':; sol,-tóor:es con fluido perfecto peua las que (J = ;,.,.,' = O i g, 

_--'\demás. cO;:1sidcró soluc:(mes cstá~¡cas COIl (J = :...,. = o. Krasinski eswdió las 

4.2.2 Soluciones tipo D 

",- C"f';2.ClOnai: :[¡8Ul.a:¡;te 



(4.2.4) 

con ~V = VVI:t. 

2(2 - u) 
(4.2.5) 

y eL es otril constante arbít,rariil. F:-;ta~ ~ohcioI)es t,iencn grupos de simetría 

tTidimcaslünales actllando sobre órb~t3.." bidimensiona.ies. La simetría. es 

csfér:c:a nlando (1 < !/'. plana s: (j = b p rlÍperbólica si a > ¡}. 

4.2.3 NIodelos de Barnes con simetría hiperbólica 

PaTG est,p caso existe una represPI1taciór: T:ás sin~ple: e::'. ~6.- '1',:2 

(4.2.6) 
,ij 

1, . ~4.2.7) 

~4.2.8;-



Estos :l!o(~dos desc:loienos por Rll':¡CS en : ~)7:3. fPp:·o(h;ccn ;os ;:lOdclos 

(:c F~R\r abierto r p~ano el) ¡,ocia su generalidad Collins y \Valrnvright 

Ü1..'rnostraron en 1983 que :lü exist,~ otro sllbcasc !Jara 2: c;U€ p = p(¿) que no 

sea F:"R.\Y. 

4.2.4 Modelos de Barnes con simetría plana 

En este caso existen cOOrd('fladas en las qU(' 

u=z (4.2.10) 

(4.2.L~ 

CQ:l H" = ~V\t, z::. La denstdaú ce mateüa:: h I)rCS~ón se da.TI <." continuación 

gcne::a:idacl. e:l el l:r1lÍte f = o. C1l(·lr~do ¡'J =-

Vi"l":gh.:: e:-, ~a83. ?a::c:. ~S'J' ú~:·,:mo caso. F = constante ~, ~/ = an·. CO,l a '..:n2. 



materia es 8spac~almentc horrlOg(~T;('a, ~2 soi'.1c:i6n dc Collins- \'útirnvrighl se 

rec.UCf, Ce la d-c de Sit.ter. 

4.2.5 lvIodelos de Kustaanheiulo-Qvist 

(-1.2 ~.J) 

y 

(~.2.16) 



F' 
lF (, 

Las ecuaciones de Einstein para este caso flJeron tratadas por primera 

\-ez pe:¡- Kustaanúclmo y Qvist en ~948. Hasta el día d{~ hoy existen sólo 

rcsuhacios pa:-ciales que iIlvoiucran e.asos específicos dE' f. 

Step:i2.íj e:'. 1983 c.stüdió cuándo la eC:.laCLÓn difcre!~c:iaL de: ~y puede 

ser integrad"" 2:-:::' ~é:-:llinos de cuadraturas. Su resultado fue que puede ser 

integrada él una ectiaC'Íór. de primer orden cuando f :;;::: 11" o f = e" ü 

CGIl n. (} y ,3 constantes arhiinE"ias. Acernús, 

o f = ,,-:.5/7, con 1]. b Y e cGr:!.stantcs arbitrarias. 

Ra\'Cn2.11Cllllri en 19:j2 estudió la métrica de ¡a far:liL-:. ~:(m;G ~:::a pCf"~:~':--

baciór: de modelos FU1\V. Encontró que sicmprc~ que cll~y.ii\'erso se cr.c:en~,:·c 

> 0, el gradiente espnciai de la densidad de rnaterl::-!' ce-

4.2.6 Solucio~es conformalmente planas 

SI 



1 
-k 
4 

F = [(t). R = R(t), k y = y(t), z = 

(4.2.:2": :. 

SOE f..mciones 

arbitrarias. La densidad ele materia y 12. presión esUÜt dada.c; pür 

KV= -3C' ~2V~:C,t 
'v .¿ 

coa e = C(t), detecEiIlacia por 

(4.2,22) 

(4.2.2{: 

/\', .'EI): Yo .V Zo son COilstar:te::;. ~sta ~u2Gc:ón "iO tiene, en generaL simer.rÍas. 

Las hipersuperficies t = ~:on8/(¡litf; 2:: este cspac:()~:C~0PC so:~ .hoI:logéncas e 



4.2.7 Solución de Stephani con simetría esférica 

el lúrú:e confor:¡~laln:l'Et(~ pl,mo (k la solución de Kustaanheimo-QvisL El 

primero en dCri\";'lf la solación fue "\Vyr:lan, en 1946, y Kustaanheimo y Qyi~t 

repo;,-caron ::;;..; solm:ión ell ~g48. r~n 19.55. Raychaudhuri utilizó la solución 

¡jara dC-5c:ribir la formac:óu ele :Ilhornogcr:cldadcs; en un fOllclO FLR\Y. Gupta, 

~~n ~S;::.:> 811COL:TJÓ qUl' ;a :-OOlUÓÓ:l. p:lcde describir Dscil2~ciones del medio. 

4.2.8 Generalización electromagnética de Jos espacio
tiempos KQ 

Lts ge:l(;;:aliZ<1C;o:lCS su:" SOlllCicIlCS a 12:': CCl1aCiOl~es de Einstcin-\laxwcll con 

:':0:]. [) 



(4226) 

dO:1CC 't}, = ,1 Y f y h son funciones arbir:-arias (~C?l. =-'3. <Ínic<-~ cCIn;)(mente ciel 

campo electromagnético distinta a cero es FOl ::::; -FlO = -Fl:_:V" con EL = 

2r 'lh., por lo que, cuando h .:::::: O = E, p; campo eÍ(;ct.rornagnético es nulo y se 

obüc:lE'- bt clase de soI,-lc:iones de KQ. Si Er'2 = Eo = constante, la densidad 

ce carga y la corriente son cero. pero S! Eo 0:/ O. el campo electro::'-:nagnético 

seriÍ ti:stlnto a cero. Este (~S el caso eI'. el que l;:J.3 carga está presente en el 

cent::o y el fhrido se mueve en su campo ei.úctrico. 

Sussr::~;-l!L en 1987. consicieró el case cuando 

j 

h= (42.28) 

:a SG:ució:: 

2, 

3·' 



con ={r,sCrif' 

~ipos (:2 SiIlg:J.;;li:iciatlcs prCSCn¡,e.'i .J,dernás eSlllciió la geomet,r:a global de los 

4.2.9 Generalización de los modelos de Stephani con 
flujo de calor 

Tai corno las sO;uciolles para fluido perfecto, éstas 58 dividen en los [,ipos 

D de Petro\' (todas COI'.. simdría esfrxic:a) y las conformalmeate phnas, La 

c:asc c;e solucio'les mis general con sirr:etrút esférica fue encontrada por Stro-

be; ey; ~968. Además eie la slmeHÚl esférk:l, Strobcl consideró ausenc;~a de 

viscosidad. La métric." cs. en coordenadas romóvücs 

coy¡ 

= J3,.: 

'·t," -'.-

(4.2.31) 

J. 'ti = 1'2 Y el VE-:ctor de fil1jO de calor tiene sólo 

~ 4.2.32) 



( 4.2.34) 

A= 

y .-1..\ -:::: A!,(t) son funciones arr)itrarias. 

El veCtor de flujo de calor es 

cel - 2íiL
, ,i ~ 1 ... 2 .. 3 r;,> = O 

"".1 - '11/) , '1'-' (4.2.:35) 

y eE el limite q' = O se obtiene l<~ sOlución general de Steph<-i.n:. 

Sussman, en 199:3 generalizó :2. :a;;:úlia de soluciones de Stephaai. COI;-

sideranclo una clase de 5cbciG:J.~:s (':.:.ya fm:n~,e es un unido con conciucciDY1 de 

calor v viscosiuClCL 



Capítulo 5 

MEZCLAS DE FLUIDOS 

5.1 Termodinámica clásica de mezclas de flui
dos 

Cuando \?st\¡diamos ,:n ststem('~ desde e: p:l::-ltü de vtsta de La Termo(ünámic2.., 

resulta de fund2.wemal :mportar.cia considerar el in'Lercarnoio cie energía que 

éste 'Cielle eo::: sus alrededores. 1 __ il ecuación de Gibbs ü;dica ~as posibles 

contI1Ducio::i.es a dicho intercambio. Para 11E s:stemn \:c'!"rado, c:o~1stit1l:d·~ 

por ¡~L Íiuido simple' :nonocompo.:-¡cmc. clic:ha ecuación torna ia fanna 

de' ~ TriS - pdV (- , , \ 
\ ;:).1 \ \ 

Er .. est,\? capítdo i:~terpretare:-:l.Os c. Los modelOS COSIr'.ológicos b~.omogéneos 
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(leí elcrr.ento de fluido en consideración. A comínuación discutiremos la ter-

:!lodi::iÍ::üca básica necesarta para ckha interpretación. 

l'rest,arc::lOS atención primeramente a la dependencia dr los potenciales 

terr::..odir.ámicos en e~ número de partíclila...s. De las def,nt<:iones ele Los poten-

clcllC's termodinámicos 

H = U ,pe" (5.1.2) 

A = ¡; - TS (- ~ ')' 
1, ':;.1 . .),' 

G =!{ - TS (5.1.4) 

\.:e la ('~ditividad de ia energía y ue la entropú:c. co!:cluimos qUé' los pot\:!;~ 

ciales terr:codinámicos también son cantidades aditi;;as. Desde e;: punto de 

yiSUl :Ylat.emático, la aditividad de los potc:::.ci2~es :::1:~i:cG. (~ü.e son funciones 

homogÓ!leas de primer grado en las variables extensi\·i:ls . .-\_si, par?. sister:J.a:? 

ss 



)-S ,>,¡S.T) 

(5.~.8) 

dor:de y es el número de p('~nlcubs. La adLÜvidad (18 la eIlCrgÍa implica que el 

cambie en la energía de :'1Il sistema debidu al intercíi,ubio de materia con SllS 

¡ürcdec.ores. debe ser proporcional a la cantidad de mat.eria intercambiada. 

En rorma diferer:ci(~l 

donó, 

dl' = T dS ~ pd'/ -¡- pdN 

p= 
( al' \. 

\8V) Sy 

es 2; po~.erlCia.l c¿1..:ÍI:1ICO. Pzra los pot.enciales ~ermodin¿rnicos se cU:llple er:;-

dH = 115 ~ 

89 



( ac i - (Ir ' 
\ ~\- i -" \ ,p) 
\U. I T.p 

)1= ( 0.1.13) 

ü G = I-IN, E'S decir, el pot.encial químico de un sisterr:a mor..ocomponeIltc 

CS. "irnIJlelIle:¡,tc, S;J energía libre de Cibos po: partícula, una :fun~:i6r: de la 

tempenltura y de la prCSiÓll. pero :-:'0 del r..úmero de partic:ll~ls 

dy = -sdT -;.- 'cdp (5114) 

El potencia: químico ele] siste::22, es una variab1e :ntensiva. Cuando éste 

lo largo rlrl m:srl1G. Po::o ta!lto. así como un gIac:en::.c de te;T:l-peratilra 

provoca U:l apar:c:oIl de llIl :C1UjG ele ca~or, un 6radiente ele potencial qJ.Ím;co 

provC)c;~ :a apilziciór: eJe un 5.eija cic m?:.ter~a.. Las par~.íclllas f1¡¡irár.:. ,:e :as 

iiS: (:o'1}o ¿csa.pa:-ece c~ Íb.Jo ¿e calor e~,te :o.s ciis~::üas partes c:e lm sis,e::}a 



~erna_ ~-'isí. e:; \-cz (~C jn:rodc¡:cir un potencia: c¡uinú~o pa:,2. el sisteTil2., defm:-

mas liE pote:-:.ód qUÍIl1~CG por compor:ent.e, de ta; manera que las var:a( ;ones 

diferplll ic)les de los potenciales terlllüdiairrJ.icos toman ia founa 

T '5 ,\", '\' d ,e d. -;;1 ..;.. 6 P¡ C'1 

dA =: --SciT-

(5 1.16) 

.17) 

de los distÍ:1tos c:om~)nncntes en fUEción de la :r~lT;pe¡Cl.tura: h:. presión y las 



termodinámica que ;-cquerirnos para :rabajar C:0:1 la~ ecuaciones de campo. 

Pürncro dcdcclretfJ)S [~t 2C,-&ÓÓn ;>;'';':;"6. :.m :1uiGO IllOl:acomponente. y entonces 

Cl"J.COTlUaremos su gcncraEz<u:::Ó"k ).,.plic:ando el teOH:1::a de Euler a ta ecuacióL 

de Gibbs obtenemos 

r... .. =- TS - pV -:- il.\" 

y si coaside;-amos ~<~ ecuación pi:fa Ü). energfa por ~art{Cl:la 

poo.¡;mos esc"ibir 

:.luriC:e [leInas ::.:onsideraclo 

c: 1; 
= T::'" - 'V:"""':'" I¿ 

\ . ·.Y· ¡-
, .' 

ro..: - p::'" -:- JI 

, . , 

:5.121) 

(0.122) 

(5 2.3} 



de dOIlC:e ;:ec:onocer;¡o~ 

( 
T J ' "'7" ,,1 

= ~ c-s -- srL - P(" \.;; 

dp = -sdT T ~dp 
n 

~dp - d;l 
n 

(:3 L26) 

.27) 

~.j.1.28) 

(1".1.e soa :a..s ('.'2~mc:i01~(:s de Gibbs y de Gibbs-Duhcm. respectivamente: en 

~érrr.:n(}s ¡~e densidades. Sin pérdida de gene:::-alidad, consideraremos el case 

qlle :1OS intc;-cs<l. el de 11:l(l mezcla binaria. Para una !rle7.c;~ '~)i~:arja. 8.L aplIcar 

el teorema de !~uler a :a ecuación de Gibos ob-;:'cIlcmos 

e: ('lc:nP:;l~o de: ;1;.¡ido es S, entonces tendremos 

y. y,) 
~------"::-=l 
S .Y 

93 

(5.U9) 
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y = e 

-es claro que 

JO que signífica que la cOII,:,poslclúE se ;]:Lla :-r:czcla binar-:a c.ue¿a ~le~8rminada 

por un sóto parámct:"o, -.lila di.' las cO:Jcen"raciones, pues 

(5_~.35) 

81 cambio de una de ellas cictennin2 2; ca:::1l.J:c ó: :8 ot:a. Para obtener 1<: 

la energía pOI" partícula. L-~ili!.a,~clo :C. eCllclción c~e Eu]e, 

[.~ TV
T 

.Y v'-

./, 



e' (¿ \ -= ')",1, c_ 'T ' ( 1 \ L _. - - <.J' ~'d - V{¿ , - I 

\ ' \ n) 
-~dP~,ii cZc-Cd/-l,-+-(J.2dc2+-Czd,ll:: (-J.l.38~ 

Ti 

(5.1.39) 

es la eC'.lac:ón de Gíbbs para ia r:-:ezcla, en ~érminos de las densidades, y 

(5.1AO) 

.-;s la grnera;izac:ún de la ccuac¡ó¡; de Gibbs-Dubem para una mezcla binúxia. 

¡o,n términos de j<'L~ (k~,s~dades. B_.(~c()[dan(;(j que la composÍciór: de la mezcla 

(5.1A1) 

ji; - }Ll' (pe Ll2.ma:-ernos "potencial químico;' ele !a 

d/jJ\=J.üS-

9.) 



de LOS potenciales quirnicos dr' ,~\" '::()¡npCll~entcs. sino, exclusivamcllte de la 

dife:-;:,'¡:cl,: (~(: :05 :nisnlOs. Esto. CL \·:rt,ud de b ecuación de Gibbs-Duhem. 

que ir:lplica que para tilla ,r~czcla. l1no de ;cs po:;enciales qUÍmlcos queda de

tf~rn::nadc t1.l fijar J.queEos del :'cS,:",Q ,:::e los ccnnpom:utes. Es decir; aunque 

para una mezcla binaria en 1 :·i1;"(' terlemos 4 eCHaC!Ones de estado, T, p, fli. 

Y J1,1.. con la...'i que C<1wctcÓ7.arf<1rilUS completamente al sistema) el! realidad, 

dadas:} de ellas, eOll :0.- ccuaciór¡ de Gibbs-Duherr. encontramos la cuarta, 

En otras palabras, el estado tcn1OdiniÍmico de la mezcla binaria en 1 fase, 

quede.. comptetam'2Ilte especific¡~(:o a~ determLrl<ir 3 de Las \'arLab~cs cmi. las 

ql1e tie le describe. 

Le: c~::acié:l 5.1. i-2 estabiecc ia .:-elacién que satisfacer; ;as densidades de 

ias '\'2Tlablcs tennouinámicas, ~' es yáEda para e\'aluar el carLbio ce energía 

por ~artfcd2. 2r::~:'C 2 e.':itaGos cie eql¡iiibrio dei sistema, conectados a través 

de un proceso c1l('.siestáttco. 

5.2 El esquema termodinámico 

Como hemos dicho ant.es, el interés eI: rstacli2.r los i.mlyersos de Stepnani y ias 

sin carúct.er ús;co. Cahe r::le::,;ol;2,;' cr:e, por 0:.;:-0 i2.(;o, 2xisL:e~: ~onsi¿era-

~i6 



heral. CUI;SH1Crar U!Jil CCl.:ilÓÓn ele eS"Lildu que tlCpCIlcie cíe 1iIl sólo parámeuo 

tiene ;:-:.::y L:ertcs pare. d resto de ~as ecuaciones de estado 

con ~as c;.:¡e .,'e ¿CSC¡;08 al si8ten:Lit. ¿Cómo establecer ecuaciones de estado 

no baro~,rópica:'i r:-:zonabies? Coil y Fer:;:ando2 inv€súgaron las condiciones 

para k consistcI.ci;~ e11tre 10..-''; eC:l<lcio¡ws termodinámicas:;.' 1<1.-''> eClldciones ue 
(:dJIllJO de Ei"lléólt'ír¡, ccrivanclo de n:a:lc:a rigül'Osa lo que llamaron "esquema 

termod~r.,i!r::co" Se dice Que una solución CX'lct2. de Zas ecuaciones de Ein-

stci:!:L COI: Huiclu perfec~o, admi¡;e un esquema tcTIDOdillá:mlCO si s<ltisface las 

condkio; ... e~ (:;,: ::1:egrabÜidad de la ecuación de Gibbs. Resulta que si existe 

~t.o:,c" d¡d~CJ eSQ.i..:P!r.a terr:1oclinúm:co para el fluicio perfect.o monocompoc.ente 

en e~ q'Sf' ~C: COI:se"{d. el número de partkula.'), Para tal tlui¿o. e~ tensor cie, 

(5.2.1 ) 

G Ci.UC i:nDi~ca las ~der.ti.¿a¿cs de 



(,J.2.3~ 

La COYlS8n'2C:Ó" elel n;;'muo ele pan:cuia!:i, dada por 

i: Q = G (524) 

!mptica para el fiui(~o pe:-feetü mOIlocomponente qur t,.". prodncóón de en-

trc:J:a s(:a nula y qlW las iínea:ó (~e nujo seaIl él cntropb constante 

(5.2 .5; 

la entropía por pal'tÍCula. La ecuación de G:bbs jJ~l8Gé) csc-lüirse como la 

1 /0\, (1\~ 
-o' \.:..-, - vd ( ~ !.' 

T' \nJ ' \n)~ 
(5.2.6) 

en ~a q'j(: á de anta a La der;Yilda exterior. Las cond:cioncs :u;cesaria y 512;:-

ill12 ~u:~~;JT: csca1nr F = F 

S8 



f) =F 

( . . \ 
\p el P - ,0 d P) tI cip /\ dp :::: O (5.2.8) 

Para 12egar a este resultado, CoIl y Ferrando plantearon lo que llaman 13, teoría 

de Ra:nic!: del "Ruido perfecto tcrmodinán'..:co'· E;1 analogía al trabajo OfL-

ginal (~e Rllhicü. en el que se p:-egunta cuáles son ltt...") condiciones ne:cc:saria" 

y s:lÍlcientcs sobre el tensor métrico de un~L región dei 8i';pacioticmpo, tales 

(le eneégia-mom.eiJto para 81 campo clec:trGIl";ügnéticu, se ::;atisfaga!l las ecua-

eJODC'S de campo cie Einstein; Col] y Fe::rando se preguntaron cuáles debe::: 

ser las sor::dü:1c::es scOr'c el t\..:nsor métrLco pafa que, dadas ~as ecuaóones que 

A~l"L..l ql18rcm08 señalar aigo q1..;.(~ nos ya.rece mlly tl.1lportante. Creemos que 

la analugÍa q~le cst.i~DlcCCIl Co~: y FCrraYldo ent~T :05 casos del Cér:rTJü electTo-



inYolucca.~~ ~a. (2~-::Lá;:~~Lc2. Ge~ campo, sin embargo; para caracterií:ar al nuido 

perfecto; CaU y Fenando ll~,iliza::1 ia eC:Jación de consc~Taóón de ia energía; 

la 8cuació,: de CüllSCl'V<ición ric p3.rt.[cli.~aC; 'y ~a reiacióll cie Gihbs. :'\ínguna 

de estas ecuaciones detenuiIla. desde ei pUDto de ".i[);',a t.ermodinámÍCo. cuál 

debe ser la evolución del fluido perfecto, pues ésta queda determinada por téL 

segunda ley de la Tcnnuc!lJláelica. 

5.3 Termodinámica del fluido perfecto irrota
ciona! 

Aho:a prcsc¡naremos aj~;;lIlOS resulta.dos básicos ql~e SU;-¡:l cie ~¡tijiciad para 

entender y desarrollar nuestro objctiyo principa> t,Sllldiar- los InodclúS C05-

mológicos ::~::oCOgé¡i.20S y anÍsotrópicos interpretándolos como mezclas de 

fluidos, bajo el csq¡:e:na termodinámico desar:-oilado por Coil y Ferrando. 

Considccmos (p:c el cGn:,enido dd universo es UCl fi~j(¡o pe:-tp.CTo :r:-oi.-a-

ciona:'. En este c<:so, la u¡adrivclociciad del mísmc; 2S o:-togonal a la hipersl1-

perficic tridimc.:.nsionc.l tipo espa.cio. y existel: ('()ordenada.s locales comóvi~(:s 

" \ 0 • ..v 

= _\ - ;¿~ 

~oc 



(0.3.4) 

a la métrica, la 4-Yeiocidaci, la ·1-acelcración y el tensor de proyección. respcc-

tivamente. X}' 9¡) sun, en general fnnc:iones de todas lús cooró:nadcls (t. Xl). 

En esta representación, las identidades de BiaIlchí y las leyes de conservación 

tODl(1.D ia ferma. 

5= '5 .. 3.8; 

con ~ =::: det 



p:'oplcóaccs terr:lodir.ámicas no Son unifo:-mes y yarÍ<lr: en" (~: ~jernpo; son 

v2.Lidr:..:: IoceJr.::eiltc ~odas ~'I.s reLaciones de cquLlibrio, y que son éstas las que 

dete~minan cómo se ;:-elacionan bs ';üflaclcmes ~2rnporaics De las variables 

terrncciinámlG1.S así como sus graciicrrtes. Teniendo esto eL mente, asociemos 

a nuest.ro sistema de referencia comóvilla base de l-fcrmas (dt. dx1> En esta 

base. la rda.cióu de Gibbs queJa.. expresada como 

c...: = s,~dx' = f í(p·,(;\l ,-)~p-I 
! n ,i nJ '"--i 

dx' 

Cn.2. condición de in~egrabilirJad s:.:nciede para esta l-forma es 

c1t JI dx~ . TJí dx" 1\ dxJ 

--T--" iIl'ij rr 
TL fU 

=0 

T;.iPi _ 
T 

'p --'- v'l ( :.: L .t 
(Te- TU ) 

" '< 1\ T 

v la condición ;:lf~cesaria y suficiente está dada por 

v ./).; 

(5.3.0:. 

(.5.3.J2) 



(.5.3.Ei) 

ea::3.4 ex?~minaron la c:oaslstcncia cie la termodinámica de un fluido perfecto 

monoeomponentc, irrotacional y no isent.rópic.:o, que conserva el número de 

part:culas y es la fueme del C:¿U;~P() de los l1niversos de Stephani y de Sze-

ksr~;. En llr~ tra.bajo posterior; Krasinsb, Quevedo y Sussman5 investigan 

tas rc:st.rtCclOne;,; impuestas po:: la relación de Gibbs sobre lOS universos de 

5r.ephani y las solucio:ws de Szekeres. Lti~ilando la l-foTIOil 

(6 .. 3. 16j 

'." su cou::'ición de íi:tegta"uI:icl.ad nr:cesaria y suficiente. d:.,...:;\:.,...· = 0, escrita en 

dp 1\ !Ir ,~ dn ~ Ü f~')~.,\ 
~ u.'.) . .!. j! 

:icgaron (~ los sig-cient.ps resultados: ios ar:ivcrsos de Stephani y las solu-

~-:iou:s dSS0. : de Szcb.::-es aámite:: :J.rr '~sq1.ler:-:a ~c[modi.lJ.ámico si y s6l;; ~; 

sr: i:r:vo~12l: si::J.e~:-~as so:xc ambos ;Jlocie!os. CSpccÍDC8.I.C.er::e, si se reciuccr:: 

c:ase i: enco:nt:::-a:::-o:: 2: s'J.bcaso más gt:wraI s:r, sime:::-{as :' que satisface ras 

cQ:lc.iciG:1e~ :r:::l~ucst~~S por la ecu;..lC~Ó:¡ de Gibbs. S:n cmba:-go: este subcaso 



e~ currespondiente en el limite fR\\:. Estos a~:cor2S C:lut.a!l q;~e aunque llna 

SCL1:c~ón admita un esql~en:2. :,~~mür1Lnámic(); las variables termodLná:nícas 

que describe!; al fluido pueden teuer un COIfl.;)o::ulm:enLü :lO aceptable desde 

c~ p:mto de vista físico, y señalal: como pos~btc causa :8. ntcesidad. de 'Jna 

termodinamica generalizada, compatible con el e.'-iquema de la relatividad. 

En las siguientes ::lecciones generalizaremos el esquema termodinámico 

desarroLlado por CoLl y Ferrando el mezcb.-s de fluidos, y lO apEcaremos a lOS 

unÍ\"ersos de Sílekeres y Stephani. con el objetivo de cs¡;uc.iar las rcstri:::ciones 

q"C.e son tmpuestas sobre las métricas que uef.llen <.1. dichos moueios. 

5.4 Modelos cosmo1ógicos interpretados co-
mo mezclas 

5.4.1 Esquema termodinámico para una mezcla 

Ahore1 consideraremos que la fuente es UD fluido perfecto constituido por un;} 

:nez6a oinaria de fluidos perfccto~. El tensor de energía-momento está dado 

:5.4.1) 



donde n ahora represcrJt<;. la densidad del núrnero total de partículas. ConlO 

hemos visto; la ecuación de Gibbs para la mezcla estará dada por la l-forrna 

~'= as 1 [ (P \ 
T ~¿ \;;{) 

l)or lo q,le alJOra se cumple que 

dH 
T dt 

- f.1dc ' 
J 

é::J. general, ~,l prodU(;C~ÓE de entropía será distinta ct cero, pues el interc2mbio 

(ie a:(:~e1":a prccLcLo dl' ias id:o.illogeneldades eri ia composiciórl de la mezcla 

:r.volucra;:-¡\ U:,2, en'~rop::a \le mezc:iaúo, dü.da por la ecuación 5.4.6. Así. la 

2ntropía por paaícula, 8. dependerá ta!lto cie la posición como dd tiE:"mpo. 

1 ,( p\ 
,1 -! ~ P 
I \ nI (i 

( \ 
1-, 

\ cc) 
, .C> 

,IlC 

lD6 



::-::or;es i: ;~LEi ql;C úeoe¡nOEi sOmett'r alos modelos, al estudiar la compatibi;idad 

de las ecuaciones ce:-:lloCl:,:án::cas :::D:r: la..'i ecuac:iones de campo. 

\-osot~G:'i expn:Sill"CnlOS ~a eC:.lilción de Gibhs con la l-forma 

"Lna cO::1dición 5uíiCil:I~te para la integrabilidad de ésta es dr! = D. 

n = J. 

, ' dp /\ dn . 
d! = ---,,- - dj.l /\ de = O 

n 

(5.4.8) 



( (J + v 
~ ;'1: te., I "--,-' n J-: -

\ 7l ' . 

, , 
-"' \ 
-p,j') n ' 

':5.4.15) 

= p n (3416! , .. ) 

en dCI2clP i:e.Ln()~ hecho ¡¡so de la relación cíe Gibos. ;::sta~ c:un~ponc:ltes las 

.,\ 
"o¡ I 

) 
, 
</.} . 

(5.4.:8) 

Para (lcsarrojlar rlUCstro c;.r:.á¡¡"is. centrarcn:os 16. at.er~cién CZl la condició::1 



S~)21lO LasO especia: el de 11::: fi;j~dc. Para "-Cl esto, tan sólo es necesario notar 

¡¡'-le dicho límite se logra pidicJ:CIo (r,~e .n = \l Y e = 1 Süstituye;,dc estos 

v('do:es Ci: :as (x:i.I<lciOllE'i"l 5A 15 Y -5.'1.16. obtenernos 

- -,-,3 V ,t71"p,).' , , (5.4.19) 

(.sA.20) 

Cí,-:e son las componentes de ¡a :3-br:na 

d¡¡ /\ dn /\ do 
- .{ '::::; O 

n. v 
(5.1.21 ) 

y que es cqu~vaIente a ¡a cond~ció!1 utilizada por Krasinskf, Q'..:evedo .Y Suss-

mano ccuaciúr: 5.3.:7. 

Bn las sig¡¡ie!l~Cs sec~:G:1CS ':-(~ii:i¿alelllos lOS análisis concretos c.e los mo-

cielos, ;ltilizClllCio las eC\1¡~c~ones J.1.17 y :).4. ~8. 

5.5 Universos de Szekeres 

fcrenc:a cor;¡ó',il locaL S, o y =]l 

escogemos .\- = 



.. ,\,."-c \ 

5.5.1 Soluciones de Szekercs clase 1 (3' cJ O) 

(J.0.1) 

3 1> (t,z) 
e· = 

S (r. !J. z) 
~.) .. ). 2) 

ye l son fU!lc:onos arbitraria.':). Lil fUIlciór; 



i; 
p::::: ~2E(-G ;5 .~ .. ¡ 

n=j"e-r'-'d 

respeetlvampn:e. donde f es lllla funcifm aruitraria de la::; cCJordenad¿s espa-

ciales, y E (1-, z) está definida por 

El Lí:nit.e FR\\" para est.·a soh:ciór: se obúer.c cuando ¡:P = zR y k 

(~cuación .).4.18. CO!1~S e; ::,.:ido que eSTamos c021siderando es geodésico. 

P .• ::::: O; po::- lo que la condición se reciuce a 

que es equivalente a la ecuaciór: 



S,i 

1 !o~'f)\ 
-1-' -< I 
T, n ) 

;,()¡- ;0 que si hacernos las idcmíficacloncs 

(J = T 

0= 
T 

,1 ')~' » , 

, '--' I 

/ ,::; '-.J \ 
\ --- 1(', 

J 

/ " 

(" :'1 \. i ~''::~ ': 
\ ¡ 

(.3.5.14) 

(J,:d6) 

(5.5.17) 



51; con~l>o:)iclón. Para ello, c,11n¡larnos el gradienc,e del potencial qu:m:co y 

(-mscarno;.; PI: la cxprcslÓ'::l re~:.::t2-nte 'G.n término en el que un gradiente Innlti-

pbqllf: al potencial químico; y ,l;: término que sea el producto de ":lua función 

multiplicada por un gradieme, De tas expresiones para p, p y n tenemcJs 

rcsul:¡; .. .:;do que 

¡-hf>-O -, 2 (~~t + k) - 2W~.tt 1 
I ~-- ¿P2 

, Ca 
c=¡n-

7l 

l' 
T 

donc.e 7~ Y Co son funciones exdusivarr.ente dd t:empo 

, 
.1 

(5.).21) 

(5.5.22) 



(5.5.26) 

-.:'al re~a(:iÓ:l se satisface L:rivialmeme; pues de 1;;. l~C'",:(l.: :Óll 5 .. ::;.21 vemo~ que 

V'e- --\7:nn 

A.demás . .'ir' debe ~at.i . ..,facer la cor:dici6:~ (:e pr()(j~cción de entropía 

ds 

dt 

JL de 
(5.5.28) 

la métr:ca, es que la den.'iiJad de energía p. la cnt:--opÍa ~JOr panícuia .) y la 

y una (le 1'-'-

- , ,) 



Z., .i)OclCmOS hacer la trall.,:iformacióll Z ---'j Z, de ml forma qne cs claro que 

¡a condición reduce él. ;z" ;né'~:-:cii Gel espaciotiernpo a 2.quelJa de ~os rr.ode~os 

ccsmoiógicos FR\Y. 

5.5.2 Soiuciones de Szekeres clase II ($' = O) 

pero 

e -

e" 

eh 



l' -...::: 

(~2, ~ k 
~. '<~~~--

'J (1)2 

con 

\,', A ./iJ )": <p~¡ - rZ G- - kVv /\ '±'.ti 
). -. ... E = - -. ~ ~~-,-- .~---

q) tD '1>' 1> 
(5.5.36) 

((I>1>.tt ~ cp2! 

\ q, 

,- k\, 
\ ), 

) 

!2= 

Z~-,,,- = :i., ccuacrór. 

s.;; .>.1. 0.·).'·J 

- 1;; 



(})'¿, --;-;'; 
,)----- -
- zj>2 

, , 
(' ::::: ill -

T 

p- P Ji 

(5.5.40) 

L:. <.:omponen,e te:;::~c~a: Zt;] = G <le 12. :'<Jndkión (1C intl?grabilidad, 

denlúción de c. ta; r-el;Kión se ::;atisface triVta1reCl:1:c 



Esto 

.Cie 

knes. interpretándolos C'or:,]O mezclaH de fh¡jdos perfectos. Para ::0,1 efecto. 

plantearnos el esqueme} termodinámico de la mezcla. Como resultado del 

mi;.;rno. errCGutramo:'> :11;1:; "atUfa] plamear:o, ecuación de estado 

f-1= 
p+p 

n 
(3.5.44) 

'2:::a q,w.e~ potcBcial qUÍtllicQ de ia mezcla queda determl:wdo por la der:sid2.c: 

úe enel"gía, la prcs;ón y ];~ (len."idau de partículas. Corr-:o h"tl;ú:"-InOS discuüdo 

antes. no sor: ,u: y !LJ. :)C)?:" separado quienes determinar. la.s propiedades dé 

ihúio. si::1u}l. .\ (Sea ya:·¡able cntollC:CS ll'. debemos cXtgtI que no só~o de-

termine el canlbio de composIción. si:w el flujo ele r::2.~(::'~a \ÚL ~;ompo;;~ción 



los modelos a¿::::::cn l:;~ esqüGnCl cc:'m()diflám~co que no resr,ringe de manera 

aigu:li'l a la ;núrica. Es decir, ckfin~~' ~;er: ¿l :as yar:ables termocEnámicas con 

:as que bacerr:os l,-', descripció;,.: de~ ih..:ido no invohtcra en esre caso ,¡na incom

patibilidad COIl la:; méulca.c; iniwTIlogé:leas, (!Stl~ resultadu en contraposición 

al de Krasinski et al para el caso de un Huido, peles estos autores encontraron 

que es imposible cJ"ue el fluido i:lJm~ta Ll~¡ esquema ~.erITJ.odinámico (para las 

soluciones clase I) si la métrica llO se \'t' :Tstringida él una (;OI: simetr{(l~. 

Sin embargo, cll<lruio nos preocuparnos por la eyo:ución temporal (:e ~a mez

da., desde el pL..n:.o óe vista :.erm.od.idmíec, y exigimos que se satisfaga la 

condkión de prüd'c~ccú)n de ~;li:fopia, a:nbos modelos se red.ucen 2- ios más 

sirr.ú:-i-c:os, los ::'i.po FR\'i/. Resulta. pues. ésta. ,1:14 ;:-estrtcdón ml..:y severa. 

5.6 Universos de Stephani 

L·OS universos (;e Stepl::an: comprenden la sol¡¡ción umformalT:len:f~ plana más 

genera! CO:1 u:; f:.12ic~c perfrct.o irrot.CtciowJ.t cuw:J :l:c:::tC. Estas SOluciones no 

admit.en, en genere:;, :soH"lCtrías y grncrali:.-:an los rspacioticl:1})OS ue FR\Y. 



FV: 

(5.6.3) 

donde F n(t). y Zo (1,; son funciones arbü.rarias. La 

'l-velocidad d81 fluido está ciada por (lO = D-:5~ y las yariables de estado 

para esta :r:ét.:-i.ca sor; 

(5.6.4) 

(5.6.5) 

n (5.6.6) 

e:-:;t.á cief1nida a 

ir2 , 



(.5.5.8) 

La fOCTL<1 en ia. que proccde:'c:ncs es la s:g:üc;ntc. Considerando que e: s~strr::l,l 

t.(;rmoái,nánú:o (~:~[: cswdiamos es (;1 mÍ,c;r:lO, una mezcla de nuicos perfeltos. 

preponemos que sus propiedades estan c;:tracterizacia::; por la. c:üsr:1a ecuaóón 

de eSl.adu 

,u= 

como CIlcür.t:-arnos para. los UIl1versos de 5zckeres. l;na vez hecho esto C!l-

con::r2.'no", (iue :a reiación 5.6.8 se eOTiviertt:. ú-sustit.'.llr el potcncia.i "',l:;"",(), 

y ~:til1zi3.mio ia relación de Gibbs. er, la siguiente 

(\ln \ 
1-,-, Ve' x VI" VS ~ O 
\ n J 

(5.6.10;: 

Gibbs 

T 



pOI" io que, si defÍIljIll()~ ;: :(~ cIlt::opÍa yO, paTiic-:.Ja. como en rl caso de los 

i' 
,j = T 

( ¡ \ 
C',7 = \ i:l ;::~ ) 

(5.6.15) 

f::, ~ 1 ro' 
\'J.V.1..0) 

(.7,6,17) 

La compoDcr,t.e :ewpura: /:(;'J = 0, ecuación 0.4,17. de la condición cie 

~'~ vp x 



cÍe ia fOt2la 

s 

vc= v 
nsJ 

T Y, 
= r\/2'-' 

ji 

T 

J ".1 

2ec, 
JF2V~T 

L',,') ,i., de 
('; 1- (h 

,:5.6 19) 

(5.6.21) 



reduzca, a a<j\l<:lLJ, de los modelos FR\\·. taL COL.LiO en el caso de los universos 

de Steb::n:s. y (l d¡f~!Tnci,\ del Gl:-,u (k :ltl ~luL¿(). e:: el que, como encuent.ran 

Kfi-t.'iÜ1Ski c;, d. para ddinir tú~n v.les v<":.~·iabLes. es necesario que la mét::-ica 

adqule:;·a :1], grclpo ele sirnetría. 

:23 



Capítulo 6 

CONCLUSIONES 

En este trabajo hemos c.esiurollacio el aná:'üüs :er:nod:n<ü,;ú -:0 c:c ~(Js !lloQe;os 

cO:-itllológicos jnhorDogéaeos ¡mi.:; generales, interpretándolos como ITlczcl<ts úc 

CoE y Fc:,rarrdo, para el caso de c::: fluido :;::;e.rfecto (:m;:lpues~o por 2 campo

r.eI~tes C!:R;::;;':CS. Eil~.iC ~as diferer:cias ql:e apc:.rrCC'IL destacan i) C;Lle p~~r(: :8. 
descripción Qfi fluido ciebemos ir~corporar la:; yariables con.iugadc:s 

CLii:: caenl<~ de] proceso de me7clado, y ii} 12 ;)osibilicad de q~_:c lUs ::1cdclos 

;;lvol:lcrec. prOd¡iCcióIl dI" er.tropía tiist.inta ele C?rQ. :\ l,E~S::'<1 grneraiizacién 

1nduye ei caso de- ~nl fluido m01l0cornpon€r:'lf' cuar.do ¡é = O Y e = 

.:'é';.Il sime'.rÍas. ndc::nis 22 ~i:':é ,"s s',:sc:cpt:j;e úe ~nü:{..Jre:ac~ór: E<c(l. Es~c 

:-esultaúo C()n~.rasta co~-;. io fTlCCl:t=-,-,~ic :)8: :\.:'a3ll}St-:: Cl (j~ ~'('.:c:. -"'::':--. ::. ."." 



(i(~ Szckercs c:as(~ 1. en los qllC el denr:.ir Oler:: las \·a.riables icnnodiná:nicas 

;;u, c~,-l~:ciu (~xigi:llüS c:ue se cumpla :a condlcJm je producción de e:Jt,ropia. 

Loto. a diferc:lL:i;l de lo encont.rado en pl~es para. el cam de un flui-

do rnonocowpo::cnte. aunque el escl"c.lcma termodinámic:o involucra qne la;., 

:!létricas ~l(lqllieta¡: simet.rúls1 no :lecesariamenw éstas se reducen a la.s más 

sin:;étrka,s. ;as 02 ;05 modelos FR\V. SO:)Ir2 r:st.O, podemos decir te siguiente: 

?,\.:.tlCJ."Je in~roduc~l!los uu grado de lil)ertad adicionaL pues el estado de la mez-

p-cp 
fi = 



11lüdin(\mi('(~, {~:: el s:guie;:,te s~:ttiJü: :<1 scg,.:nda le:' (Le ~a Tt;~m()ci:ná:¡ú:2. 

~;a.:-('", :-ótemas ~'li('ra (le eql:i:.ibrio (no ;.:nifoI1Yies), implica la a;)i:lr:ciÓ¡l (;(~ pro

ecscs q-..:.e p::O(;\t(:(':~ CUIOpÚc ,:cn E\.:estro C::1SO, el ;JWCCSO de mrzciaoo) ':' cu::c 

pape~ es cl8S\',ECCeT las inhornogelleidacies Est.o nos invita a cOllsicierar sc-

rüur.('nte. 2(~ exp:oracióE (~e ,-ma Tennodir~ámica relarivista, pues los tieutos 

que se rli:ln :1Cd~o en ese campo, inciican 12. pusibilidad de que iln sistema 

akclIlce estados de equilibrio el: íos q:..:c las ,"aria bIes terrrlOdinámic¿,s no ilan 



" CuDins. C. B.. 198;). J. .\-lath. Phy8. 26, 201l9, " 
2: Coü. B a.::d J .L Fe~::a~~do. :989, J . . ~lath. Phi/s. 30. 2918. 

8.}9. 

[5: Krasinski. _\ .. 1L Q:,,:,cH~dü a:lC~ R . .2.... Suss:r:an, 1997, J. Mutil. Phys. 

38, 2602 
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