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INTRODUCCION

El objeto principal de esta tesis es el estudio de las vibraciones en
losas de concreto, producidas y percibidas por seres humanos.

Al juzgar la vibracidn en casas y edificios, el criterio es usualmente
el de comodidad; asf que, aun cuando las magnitudes de vibracidn pueden
ser bajas, el 1Tmite de molestia humana en este sentido puede no diferir
mucho del 1Tmite de percepcion. Asi vibraciones que se consideran
despreciables o aceptables en otras situaciones, por ejemplo vehiculos
en movimiento, pueden ser una seria molestia en edificios. La molestia
se puede interpretar como distraccién o interferencia en el descanso

o en alguna actlvidad crftica, o mids cominmente, miedo de daflo a la
estructura o a la construccidon del edificio. Podemos fijar tres
criterios de exposicién humana a un medio vibratorio (1):

a
b.
c.

En

. Conservacidn

Conservacién
Conservacién

este escrito

de la tranquilldad o comodidad.
de la eficiencia y seguridad en el trabajo.
de la salud.

nos limitaremos al estudio de los dos primeros criterios.



1., VIBRACIONES EN PLACAS

1.1 DESCRIPCION DEL PROBLEMA

Considérese un edificio cualquiera. Las losas de concreto que forman sus
elementos de piso pueden tener diversas condiciones de apoyo; en la
|iteratura se encuentran soluciones cerradas para algunas condiciones

de apoyo especiales y por tanto el problema general de vibracliones en
losas de concreto requiere del uso de soluciones aproximadas. Aquf
usaremos el método de Rayleigh-Ritz generalizado a elementos finitos

y un método de rigidez equivalente a partir de deflexiones elasticas.

En el andlisis debemos considerar los efectos del amortiguamiento, y
la excitacion serd transitoria y aleatoria con leyes que mas adelante
estableceremos.

1.2 MODELOS MATEMATICOS

Dentro de la teorfa clasica de placas, consideremos el rango eldastico
lineal; sea el espesor h de la placa, pequefo con respecto a las
otras dimensiones, tomemos el plano x-y como el plano medio y
supongamos que las deformaciones en la direccidn 2z son pequenas con
respecto a h. Entonces, al vibrar la placa las normales a su plano
medio permanecen normales a la superficie media deformada.

Llamemos v a la deformacion de la placa en el sentido del eje z;
E y v a los mbdulos de Young y Poisson respectivamente.



Para oblencr la energia polencial acumulada en fa placa se establecen
las relaciones de esfuerzo y deformacion. Al sustituirlas en la
expresion para Ia energia de deformacién dan

)
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donde D=E h3/{12(1-v?)} es la rigidez a flexién de la placa; Integrando
en el volumen de la placa,

o= YNy By

2y 32 52y 12
+2v g—x}g—y;nn-v)(ax;y] } dxdy (1.2)

La energia cinética de una placa vibrando transversalmente es
T = 201 J2dxdy (1.3)
277A

donde ph es la masa por unidad de area.

En una placa rectangular simplemente apoyada en los bordes, las
deformaciones pueden tomarse como la doble serie que satisface las
condiciones de frontera

“" ° mnx ml
v= ) ] 6 sen — sen (1.4)
m=l n=1 MM a b

en donde los coeficientes ¢mn son funciones del tiempo.

La expresion para la energia potencial queda

ndab . % v ., (m2.n2 2
-t L
y la energfa cinética,
h b (a4} wo .
T= qu_, Lol Q;n (1.6)
m=1 n=1

Tomando la primera variacion del término Von

- mx o onmy
Sv =8¢ sen —=sen - (1.7)

llegamos a la ecuacion diferencial dinamica para vibraciones libres
de placas rectangulares,



phzj;mn + n"Drpmn[':—;-+g;']y= 0 (1.8)
Su solucién es

don= C1COSPE + C,senpt (1.9)
con

p=ﬂ2\l—p£h[%§-+%;-] (1.10)

y de esta formula se pueden calcular las frecuencias de vibracidn de
las placas simplemente apoyadas. Hemos incluido este desarrollo de
una solucién cerrada para calibrar posteriormente nuestros métodos
aproximados.

El método del elemento finito resuelve la ecuacidén dindmica diferencial
discretizada del sistema (3)

M {x) + [c|{x} + |K|(x} = (E(¢)) (1.11)

en donde |M|, |[C| y |K| son las matrices de masa, amortiguamiento y
rigidez respectivamente y P es la excitacion a que estd sujeto el
sistema. Con las condiclones de borde adecuadas este es un problema de
valores en la frontera; el método es de aplicacion general y la
ecuacion se integra numéricamente paso a paso o se puede aplicar
andlisis modal. No trataremos los detalles de éste método pues se
encuentra ampliamente analizado en las refs 4-7.

En general al resolver el problema de vibraciones en losas de concreto
usaremos el método aproximado de rigidez equivalente que aquf
presentamos. Sea el sistema dindmico de un grado de libertad representado
por

mx + cx + kx = p(t)

con m masa del sistema, ¢ amortiguamiento viscoso, k rigidez y
E(t) excitacién transitoria en el Instante t.

El método propuesto consiste en reducir el problema dindmico a uno con
un grado de libertad. El resultado diferird del exacto en un valor &
que |lamaremos error. Intentaremos que la esperanza de ¢ sea nula, de
manera

=€ 0(0,02) (1.13)

donde D(+) = distribucién de probabilidad definida por sus dos primeros
momentos .



La ecuacion de movimiento de una placa se reducird entonces a la forma

miZ () #c+2 (1) +k32(1) = p (1) (1.14)
donde 2(t) es una coordenada generalizada

vix,y,t,) = v(x,y,)Z(t) (1.15)
Para una placa simplemente apoyada, adoptaremos la funcién de aproximacidn

v(x,y) = sen %?—sen %g— (1.16)

aun cuando puede usarse cualquier otra forma congruente con las
condiciones de apoyo. Asfi, para una placa empotrada en sus cuatro
bordes, podemos escoger la funcidn

pix,y) = (x?-a2/4)2(y?-b2/4)2 (1.17)

que satisface las condiciones de frontera

v = A 0 en x = *a/2
ax
(1.18)
v _
v = By 0 en y = %b/2

Para una placa rectanqular de dimensiones a en la direccidn del eje x y b
en direccion de .

A partir de estas expresiones se pueden obtener los parametros del
sistema de un grado de libertad (8): la masa generalizada

mi = [am(x,y) (¥ (x,y) 17dA (1.19)
el amortiguamiento generalizado

c* = fAc(x,y){w(x,y)}QdA (1.20)

la rigidez generalizada

. a? 32 7- 32 32 ; ﬂ 2.,
kit = Df, 5&%#} 2(1-v) |5;%'ay (axay) |} dA (1.21)

y la fuerza generalizada



pro= pr(x,y)¢(x,y)dA (1.22)

con  plx,y)= carqga distribuida en la placa.

En dinamica de placas no se encuentran soluciones generales sencillas para losas
continuas ya que el andlisis se complica por las condiciones de frontera

que varfan en funcidn del estado instantdneo de todos los paneles; en

estas condiciones se han usado con éxito los métodos del elemento

finito (5) y de la faja finita (9,10).

Para evitar dificultades analiticas reduciremos el problema de vibraciones
en placas a un solo grado de libertad. Proponemos la siguiente funcidn

de aproximacidn que considera un empotramiento eldstico con apoyo perfecto
en los bordes:

wix,y) = (x2 - %2)(y2- % ) cos %fcosﬁl (1.23)

donde 8 es un pardmetro de calibracidn. Para valuarlo igualaremos la
frecuencia natural de vibracién de nuestro modelo con el valor medio de
los valores de la primera frecuencia de vibracidn en el rango y tipo de
losas de Interés.

TABLA 1.1 Frecuencia natural m?={unn2/(oh/0)l para varias condiciones
de frontera y continuidad.

Continuidad Frontera Frecuencias adimensionales
S-S E-E E-S
2x2 - 19.74 23.66 20.83

S-S

E-E 23.67 27.11 24.60

E-S 20.82 24.61 21.86
3x3 S-S 19.74 21.62 20.24

E-E 21.64 23.39 22.10

E-S 20.24 22.08 20.72

S-S

4x1 19.74 20.82 20.02

S: simplemente apoyada
E: empotrada

En la tabla 1.1 se citan los resultados de la primera frecuencia
adimensional de placas continuas con diversas condiciones de apoyo.
Estos valores los consideramos representativos y estan extractados
de los calculados en la ref 10.

A . . .
Llamemos w), a la frecuencia natural adimensional; de la tabla 1.1
calculamos su media

E{w,22/(oh/D)) = w) = 22.3

desviacién estandar



all) = 2.3 (1.2h)

y cocliciente de variacion

v = 2.3/22.2 - 0.1
siendo m? variable aleatoria; de la ec 1.13

w? = 5? + e, e d n(0,5)
(1.25)

> N =223 4 ¢

La distribucidn de probabilidad D definida en la ec 1.13 la consideramos
en el sentido de una aproximacién de segundos momentos.

Con este valor de 5? resolviendo la ecuacion que se obtiene de
sustituir la ec 1.23 en las 1.19 vy 1.21 y con

oY = Ykt /m#) (1.26)

el parametro en la ec 1.23 eéfe =2.11 vy las ecs 1.19 y 1.20 toman
la forma

m* = 8.212 x 107" pha®p® (1.27)

cv = 8.212 x 10"%a’bS¢ (1.28)

la rigidez generallizada es dificil de resolver analfticamente,

32 2 32 32
k# = f ((v29)2 + 2(1-v)|[§g7] -ﬁwgh dA (1.29)

la integramos numéricamente en el apéndice A para distintas relaciones
a/b. La ec 1.22 se transforma en

p' = 1.824 x 10-2[ p(x,y,t)dA (1.30)

donde p es en general funcién del tiempo y del punto (x,y) de la placa;
por ejemplo considerando p constante en toda la placa,

p* = 1.824 x 1072 abp(t) (1.31)

TApéndi.ce A



En este caso la cc 1.1h se puede escribir como

- 22.22 ()

Z() 4200, 2(0) 40?2 (1) = i P (1.32)

siendo ¢ el coeficiente de amortiguamiento critico y w, la frecuencia
natural,

En general con E% = E*(x,y,t) Zp*(x,y,t)/m* se tiene la ecuacidn
dindmica de la losa con un grado de libertad

Z(t)+2€w1i(t)+m12(t) = E% (1.33)

1,3 METODOS DE SOLUCION

El problema es hallar la respuesta a una excitacion dada en un sistema
lineal. Antes de considerar excitacion aleatoria veamos los métodos

que describen la respuesta de un sistema a excitacion determinista (11).
Dado que el problema es lineal se aplica el principio de superposicion
y se puede reducir el problema a una entrada y una salida

SISTEMA
- >
x(t) DINAMICO y(t)
Excitacion Respuesta
(Entrada) (Salida)

Para resolverlo se pueden seguir al menos tres métodos:

1. Andlisis clasico de entrada-salida en el dominio del tiempo.
2. Andlisis cldsico de entrada-salida en el dominio de la frecuencia.
3. Analisis en el dominio del tiempo con modelos de espacio de estados.

Los dos primeros son versiones de una misma idea y andlogos a los métodos
de filtrado. La solucion por los métodos 1 y 2 se resume en los sigulentes
pasos

a) Elegir una familia elemental de entrada, que sea facil de encontrar
y cuya combinacidon lineal pueda expresar la funcidon de la exclitacidn;
de preferencia funciones ortogonales para simplificar la solucion,

b) Encontrar las funciones elementales de salida.

c) Expresar la excitacién como combinacién lineal de las funciones
elementales de entrada; la respuesta deseada es la misma combinacion

lineal de las correspondientes funciones elementales de salida.

En el dominio del tiempo la funcion elemental de entrada puede ser la
delta de Dirac

at(r) = &§(t-T1) (1.34)



La funcién elemental de salida es entonces la respuesta ht(T).

Si expresamos la excitacién como

x (1) = [2 8 (Ux(t)dt (1.35)
la respuesta asociada es

y(t) = [T h (t)x dr (1.36)
donde X, es la transformada generalizada de Fourier de x(t).

En el dominio de la frecuencia la funcion elemental de entrada es la
exponencial compleja

fwt

gm(t) = e = cos wt + isen wt (1.37)

con funcidn elemental de salida de la forma

H g (t) = H(w elut (1.38)

Para una w dada, H(w) es una constante compleja; como funcién
compleja de omega es la funcidn de transferencia del sistema. La
descomposicion de la excitacidon es

x(t) = [:;imtxwdw (1.39)
La funcién de salida y(t) es por tanto
y(6) = [ [Hwe [ X(w)du = 7 e™tY(u)du (1.40)

siendo Y(w)=H(w)X(w) la descomposicién en frecuencias de y(t)
H(w) y h(t) forman un par de Fourier (12) igual que X, = X(w) y x(t).

Antes de pasar a la teoria estocastica de filtrado lineal, consideremos

la respuesta de un oscilador con un grado de libertad para el cual la
ecuacidn diferencial de entrada-salida es

'y'(t)+2£m,9(t)+w§y(t) = x(t) (1.41)



La solucion homogénea es

Yh(l) =] ('xp('r‘,m'i’in\'v/]-f‘“)l (IQZ)

con J= conslante compleja arbitraria. La solucién particular de la
ec 1.41 para x(t)=exp(iwt) es

yp(t) = Hiw)e'“t (1.43)
donde
Hlw) = (wf'w2+2|£w1m)'1 (1.44)

es la funcion de transferencia del sistema.

Suponiendo conocidas las condiciones iniciales y(t), ;(t) en t=to,
se encuentra que la respuesta es (13) '

y(t) =J exp(-£m1+im1V|-£2)t+meH(w)X(w)exp(fmt)dm (1.45)

J se calcula a partir de las condiciones iniciales.

Cuando x(t) es un proceso aleatorio se debe diferenciar entre
varios casos: x(t) estacionario periédico, estacionario aperiédico,
seudoestacionario y no estacionario. Se demuestra que los resultados
para x(t) estacionario se acercan a los de una entrada determinista,
en tanto que se requiere de una teorfa mas general para manejar los
casos transitorios (13). Un proceso seudoestacionario es aque! que con
una transformacion se convierte en estacionario.

Sea

x(t) = *xe™t o, =2 (1.46)
n=-o n

una funcién aleatoria periddica estacionaria con media cero. {X_} es
la secuencia de varfables complejas aleatorias no correlacionadas;
si x(t) es real, X = X,

-n n

Las correspondientes funciones de densidad espectral media de potencia
y de autocovariancia periédica de x(t) son

S ) = 5 EC[X 28 (w=nu)) (1.47)



B (I) = Im S (m)e“”tdm = E{'X |:)|(.’|nmll (1118)
- xx n:—llv r]
En particular,

o = o ELX |7 (1.49)
X n

n==ua

La salida de un sistema lineal invariante en el tiempo con funcién de
transferencia H(w) es también estacionaria y periédica con perfodo
T. Por tanto se puede representar como una serie aleatoria de Fourier

y(t) =n=)3°_°anH(nm1)einm1t (1.50)

o sea (Yn)= X H(nw;) . Por tanto las funciones de densidad espectral
media de potencia y de autocovariancia de la respuesta son

Syy(m) -ng;wE{lvn|2}c(m-nm,) = |H(m)|25xx(m) (1.51)
a1 2y inuyT _ @ 2 2 inwt
Byy(r) nJin{|Vn‘ le A ECX }|H{nw,) | 2e (1.52)

y la variancia,

Ui' fm S (w)du=

~o”yy n=-mE{|Xn|2}|H(n“’l)|2 (1.53)

En caso de respuesta transitoria a una excitacién seudoestacionaria

o transitoria se puede hacer uso de la funcién generalizada de densidad
espectral media de potencia (14) que se define como la doble transformada
de Fourier de la funcién de autocovarfancia B (tj,t;)

1 ] =ilw,t. mw. t )
Szz(“’l’“’z) =7 ”_mBzz(tl,tz)e 171 T2 72 de dt, (1.54)
con su transformada inversa

0 i(w, t ~w. t.)
B, (tht,) = [[S, (ww)e 171792720 dy du, (1.55)

en donde t; y t, son dos valores del tiempo.

La funcidn generalizada de densidad espectral media de potencia de la
respuesta y(t),
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S {w ) = Hlw ) TEX e )S  (w L) (1.56)
yy 1 i CTxx

que es la relacion bdsica excitacion-respuesta en ¢l dominio de Ta
frecuencia para procesos no estacionarios.

Existe una dificultad operacional al utilizar la densidad espectral
generalizada para caracterizar procesos de entrada-salida, que
proviene del dificil cadlculo de la siguiente doble convolucidn

B (t)t,) = H"_"msxx(wl,mz)H(m])H*(wz)ei(mltl'wztp)dmldmz (1.57)

para simplificarlo se han ideado caracterizaciones espectrales alternas
(15,16) que no trataremos aquf.

En el caso particular de la respuesta a una excitacién x(t) transitoria
de ruido blanco, consideremos la ec 1.41; en t el estado del sistema puede
ser representado por

: (1.58)
z,(t) = il(t) = y(t)

Podemos escribir la ec 1.41 en términos de z, y z, como un sistema de
dos ecuacliones de orden uno:

il(t) = zz(t)

(1.59)
iz(t) = 28wz, (t) - wlz,(t) + x(t)
o sea en forma matricial
z(t) = Az(t)+Bx(t) (1.60)
en donde
z= {1} A '-,.(,)12 -zu:?i TRREN

El concepto se puede extender a ecuaciones diferenciales de orden n.
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Podemos considerar la ec 1.60 en un estado inicial de sequndos
momentos con valor medio y matriz de covariancia ) dados por
(8]

) / : (1o haria superior denota esperansa)l

b =)
z(tu) )o

y la excitacién x(t) con valor medio y funcién de covariancia tal que
se pueda representar como

x(t) Bxx(tl't2) = T‘(tl)é(tl-tz) (1.62)

Con estas condiciones iniciales, el desarrollo en el tiempo del valor
medio del estado (estado medio) y de la matriz de covariancia del estado
se rigen por las siguientes ecuaciones diferenciales (17)

z(t) = Az(t)+Bx(t)
(1.63)

i_z_(t) = AZE(t)+E£(t)AT+BI‘(t)BT

La funcién de amplitud de entrada :(t) en general varfa lentamente en
el tiempo y puede ser aproximada por una constante en cada paso de la
integracién numérica que usualmente se emplea para resolver el problema
por este método.



2. EXCITACIONES PRODUCIDAS POR HUMANOS

2.1 IMPORTANCIA Y CAUSAS

Los ediflicios pueden ser puestos en vibracidn por diversos tipos de
fuerzas, las que dividimos en continuas o transitorifas. Fuentes externas
incluyen el transito, vibracion transmitida por el suelo, actividad
industrial cercana, sismo y viento. Las causas internas pueden incluir
la maquinaria dentro del mismo edificio, pasos y otras excitaciones
causadas por la actividad humana en general.

Repetimos que el criterio para juzgar vibraciones en edificios es
usualmente el de comodidad. Los lTmites de percepcidn y de molestia
son casi lguales (en el rango de 0.001 a 0.01g, segin la ref 1).
Estos problemas de vibraciones generalmente estan asociados a ruido
causado por la misma fuente y por tanto deben tratarse como

parte del mismo medio ambiente,

Estudios realizados en el tema cubren una gran variedad de movimientos,
vibraciones simples en frecuencias desde muy baja hasta muy alta,
aceleraciones de impulso y aun 'sacudida'" (derivada de la aceleracidn
con respecto al tiempo; en inglés, '"jerk').

La propiocepcién (que forma parte del mecanismo de kinestesis, que son
los medios por los cuales el Individuo conoce las posiciones y
movimientos corporales) al inteqgrar las sensaciones corporales da el
""equilibrio'" del individuo lo que le permite percibir las vibraciones,
a las cuales el cuerpo humano es muy sensible (18).

14



Como resultado de esta sensibilidad y por su falta de experiencia las
personas sobrestiman la intensidad de la vibracion. Los efectos reales
que producen las vibraciones en ¢l cuerpo humano incluyen cambios en el
ritmo cardiaco, presién arterial, rapidez de los reflejos y aun en la
agudeza visual; fatiga, nauseas y marcos y aan la muerte. Existen
enfermedades asociadas con ambientes en que existen miaquinas
vibratorias,

Se han realizado muchas pruebas para determinar efectos de vibraciones
en humanos, el estudio cldsico de Reiher y Meister (19) consistié en
exponer a 10 personas de 20 a 37 afos de edad a frecuencias de 3 a 70
ciclos por segundo con amplitudes de 0.01 mm a 10 mm en una mesa de
pruebas y en varias posiciones, la fig 2.1 muestra los resultados para
personas de pie o sentadas. Las intensidades mostradas van desde ''no
perceptibles' hasta ''muy molestas'', sin embargo esta escala no es la
dnica que se utiliza.

Goldman (20) con menos niveles de sensibilidad obtiene las curvas de
resultados que muestra la fig 2.2 y en forma diferente la fig 2.3 en
la cual se observa la forma complicada de las curvas que refleja la
naturaleza de las reacciones. Otros investigadores (21) han propuesto
e) uso de unidades de vibracién ''"VIBRARS'', "PAL" (utilizado en las
especiflicaciones DIN+h|50), escalas sismicas, etc.

Wiss y Parmelee en una publicacién reciente (22) comparan resultados
obtenidos con excitacidon servocontrolada con los de Reiher y Meister;

en las figs 2.4 a 2.7 se muestran las curvas de respuesta que relacionan
las variables FA=frecuencia en Hz x amplitud en mm, £=relacidn de
amortiguamiento y R, nimero arbitrario asignado a cada nivel de
sensibilidad en la siguiente forma:

Nivel de Respuesta R Clasificacién de vibracion
1 Imperceptible
2 Ligeramente perceptible
3 Normalmente perceptible
4 Fuertemente perceptible
5 Severa

La ecuacidn de prediccién para vibraciones amortiguadas similares a las
producidas por un pie al caminar, ajustada con mfnimos cuadrados, es

0.265
R = 2.156 (po777) (2.1)

para el caso de excitaci6n armdnica sin amortiguar, de la misma ref 22,
se obtiene

R = 3.138(FA)0-2% (2.2)

estas ecuaciones se comparan en el trabajo mencionado con los
resultados experimentales y muestran buena correlacidn. El coeficiente
de variacién es 10.1% para la ec 2.1.

YDewtshe Tndustrie Nowmen (Fapecdgdcaciones de ALemandia Oceidental)
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Fig 2.8 Densidad espectral de un proceso de banda
ancha limitada

Fig 2.9 Respuesta en banda angosta de un sistema excitado en
banda ancha



Lo cuanto a Ias excitaciones producidas por personas se han medido
coclicientes de impacto (23) ajustdndose con una distribucién
logarftmico-normal con vialor medio 1=2.6 y Var(l)=4. 4
Para Yten casos particulares estudiados, Tas nediciones del coeficicnte
de imwpacte incluyen las siguientes activiuades:
toeficicnte de impacto | Actividad

3.0 Grupos de personas bailando

ritmicamente en las habitaciones
destinadas a recepcidn, en el dia
de maxima carga.

3.9 Brincos normales de hombre.

1.7 Sentarsc y pararse de una silla.

Para el caso correspondiente a bailes se ha observado (23) que
el 60% conversan o estan sentados mientras que el L40%Z restante baila.

2.2 CARACTERISTICAS DE LAS EXCITACIONES

Las excitaciones de interés producidas por personas son:

A. Al caminar en forma normal.
B. Al brincar, moverse, sentarse o pararse.
C. En bailes y reuniones sociales.

De estas necesitamos conocer en qué zona actdan, intensidad, tiempo
inicial y duracién, frecuencia, etc.

Consideremos dos modelos de excitacidon; el primero que |lamaremos
excitacion normal y que corresponde a los casos Ny B, el segundo la
excitacion extraordinaria que es el caso C. En ambos modelos
proponemos procesos gaussianos de banda ancha.

Un sistema excitado por ruido de banda ancha con media cero se

csquematiza en la fig 2.8; para este proceso la funcién de
autocorrelacion es (13)

R(T) = 25“(sen w,=sen w 1) /1 (2.2)

y ¢l valor medio cuadratico

R(0) = 25’)(Ulr1-ll)l) (2.4)

es finito, siendo SO la intensidad de la densidad espectral.
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La respucsta y(t) serd un proceso alcatorio con espectro como sc mucstra en
la fig 2.9, con densidad cspectral
S

(3]
I - F w, < |m| T,

(u\? "m:)) T &P,tn:‘m.’ L
S (w) = l n n (2.5)
v 0 |w] tucra de cse intervalo
El valor medio cuadratico de la respuesta es

Ely?) = [28 (w)dw {2.6)

en la ref 13 se da una solucidn cerrada para esta integral, obtenida a
partir de una expansidn en fracciones parciales,

5 S
E(YZ} =3 E&g {T(mz/mn)"'l'(ml/mn)} (2.7)
donde
_ 1 _1 26W ¢ 1+W242W/ (1-£2)
TW) = - tan~i 5+ gnrzy 10 TeZeawd(15e7) (2.8)

Para este proceso la funcion de densidad de probabilidad de la envolvente
de los maximos locales que sobrepasan un nivel a, es

f(n) = ié-exp(-u7/202) 0 <q < ® (2.9)
”Y Yy - -

que es la distribucién de Rayleigh, y como la media del proceso es cero:
= E{y?) = [f:sy(m)dm (2.10)

Observando la ec 2.5 los pardmetros de la excitacion que hemos escogido
como modelo son F={S , W), mz}.

Las frecuencias de corte inferior w, y de corte superior w. se elfgen
para quc incluyan las frecuencias de excitacién del sistema; para los
casos en consideracion tomaremos :
Frecuencias (rad/s) Perfodos (s)
W, w, Tl T2
Excitacién normal, caso 1 3 630 2.1 0.01

Excitacidén extraordinaria, caso 2 3 16 2.1 0.4



21

Usaremos los datos obtenidos en la ref 21 en el primer caso de carga; la
esperanza de la carqga viva debida a personas en unidades de habitacién vy
e olicings es 100 Kkag/m” on dreas de recepcion y trabajo y 1o desviacicn
valandar oy 1000///\|_ donde A es el area de influendia.

Ln ¢l caso de carqga extraordinaria el modelo de carga viva que tomamos de
las ref 2h y 25 tienc los siquientes pardmetros:

Carga media de una sola celda mQ = 65.7 kg
Nimero medio de cargas por celda me = 5
Variancia de una sola carga 06 - 184.7 kg
Variancia del nimero de cargas por celda G; a b

Perfodo de recurrencia para carga extraordinaria Te = 1 afo

Nimero medio de celdas de carga en funcién del drea de influencia AI
92 4

0.
0.184 AI

/N 15377086

9ml <A <« 4om? > X
- - m

Lo m? < A > X
| m

De la ref 26 tomamos estas relaciones que nos seran utiles:

2 . 2y o 2 21 = 42 2
oy E{X"} My -+ E{X?} oy * my (2.11)
E{XY] = EIX]E{Y) (2.12)
2 =2 m?2 2 2 2 2 2
Ogy = My 0% * mg oy + 0% of (2.13)

Para los valores estadisticos que se proponen, en el caso de carga normal,
con las ecs 2.12 y 2.13 calculamos la esperanza y la desviaclén estdndar

= 2
m 260 kg/m (2.14)

o, =210 + 13b0/A|, kg/m?

si consideramos m, como parte del peso de la losa, la media del proceso
seri cero; entonces la desviacién estandar es

()T = 1340/A kg/m’ (2.15)

TAfuste pon minimos cuadhados de Los datos de €a nef 25,
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En carga extraordinaria para el intervalo 9 <A, < 4o m?,

B moem em e = y 0.97 0.9,
my = My Mg m, M 65.7x5x2.6x0.184 A| 157 A' (2.16)

aplicando la ¢c 2.13 ilerativamente,

o, = 156 A?-92 (2.17)
Si la media de la carga es cero, es decir con mQ =0,
05 = 727 A9 .92 (2.18)

Consideremos ahora A, < 40 m?; el valor medio de la carga por metro

|
cuadrado es

my = moempemy X = 932 /(A|-15.3) (2.19)

y en este intervalo la desviaclén estandar para la carga extraordinaria es

a, = 931 /(A|-15.3) (2.20)
Para el caso en que mQ = 0 o sea para un proceso con media cero,
0y = 267 V(A-15.3) (2.21)

A es el drea de accién de la carga de interés (27) que en este caso es el
area del tablero de la losa: A} = ab, donde a, b son el ancho y el largo
del tablero respectivamente.

2.3 APLICACION DE LA EXCITACION A LOSAS

La excitacion que hemos definido en el inciso anterior es una fuerza
distribuida equivalente; la respuesta que deseamos obtener son desplaza-
mientos o amplitudes en un proceso estacionario gaussiano. Para simplificar
el andlisis de la losa consideramos que el valor medio de la carga es cero;
la carga media la asignamos como parte del peso de la losa; en estas

condiclones los pardmetros =% = {S* | wy., wy.}, | = 1,2 = casos de carga;
son i oi i [

g} = {1425/ (ab)?, 3, 630}

75 = (78(ab) 18", 3, 16) 9 m < ab < 40 (2.22)

z§ {2740 (ab-15.3), 3, 16} ab > 40 m?
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La respuesta y(t) tendrad también media cero.

Estamos tomando la excitacion como fuerza; debemos convertirla a
aceleracién para obtcner y(t) como desplazamiento relativo con respecto

a los apoyos. De la segunda ley de Newton,t = mx X = [/m yuc es
aceleracién como E* en la ec 1.33, con unidades: H(w) {cm=?}, E* {cmes=?}
y Z {cm}.

Como hipdtesis simplificatoria, consideramos la masa generalizada del
slstema constante en el area; la ec 1.19 se simplifica a

mk = mwasz (2.23)

con la aproximacién de segundos momentos dada por la ec A.13

mc = 8,46x10-%(ab)"m (2.24)

en donde m es la masa del sistema que incluye los efectos de peso propio
y de carga viva CV. Sin considerar la incertidumbre en m el valor del
coeficiente de varfacién de la ec 2.24 es 10%; este valor se obtuvo

de aplicar la ec A.lb.

La masa del sistema es una variable aleatoria; le asignamos por convenien
cia la distribucién normal (29), con parametros calculados con la ayuda
de la relacién

m = (ph + CV/g)ab (2.25)

Con p = (2.4 ton/m3)/g, g la aceleracién de la gravedad y a, b deterministas.
El peralte de la losa se tomard con distribucién normal como en la
ref 29 Para dimensiones en centfmetros sus estadisticas son:

h = h, + 0.6
(2.26)

o =0.9

h

en donde h, es el peralte nominal de la losa conforme a los planos de
construccién .

Hemos aceptado en el caso de carga normal los valores estadfsticos de la
ref 28:

CV = 100 kg/m?
(2.27)
e hOO//(Al) A, = ab
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Para estos valores con las ecs 2.26 y 2.27 sumando las medias y usando
la ec 2.25 obtenemos el valor medio de la masa de! sistema en condicidn
de cailga nornal ;

my = (2.45x107"h +1.17x107 ") ab (2.28)

la desviacidén estdndar de la masa del sistema en esta condici6n de carga
es la ralz cuadrada de la suma de las variancias de las variables aleato
rias, que suponemos independientes:

Oy (u.asxlo'“hﬁ+1.66x10'1/ab)1/2ab (2.29)

Los pardmetros de la masa generalizada del sistema se obtienen aplicando
las ecs 2.12 y 2.13:

mt = (2.07x107h +9,86x10-%) (ab) 5
n (2.30)

ok = (3.55x10"°h;~+h.10x10'“hn+8.37x10'13+1.20x10'7/ab)‘/Z(ab)5

1

en unidades {kgecm™!:s?}; para a, b en metros y h, en centimetros.

Carga viva extraordinaria. De las ecs 2.15 ! 2.17 y aplicando la ec 2.25

obtenemos en el intervalo 9 m? < ab < 40 m

my = {2.45%x1072h +1.60x10~1(ab)0.9241,47x10"%}ab
n

(2.31)
0, = (4.85x10-442.56x10~2(ab)1*8%) 1/24b
y para ab > 40 m?,
M = (2.45x107?h 49.50x10"1/(ab-15.3)+1.47x102 }ab

(2.32)
0y = {4.85x10~449.01x10"!(ab-15.3) }1/2ab

Para esta carga extraordinaria,considerando p, h y g como en el caso
anterior,en forma similar obtenemos para el intervalo (9 m2, Lo m?)

my = {2.o7x1o-bhn+1.35xlo-“(ab)0-9?+1.zhx1o-5}(ab)5 (2.33)
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cuando ab > 40 m?,

v

@ = 2.07x107%h +8.04x10*/(ab-15.3)+1.24x107%} (ab) ® (2.34)

La desviacion estandar para ambos intervalos es:

o‘u'

yo- (7.5‘0x10'7o§+7.l6x10‘9ﬁ§)1/2(ab)“ (2.35)

con ﬁé y o, de las ecs 2.31 y 2.32 y en las mismas unidades de la ec 2.30:

El amortiguamiento ¢ y el coeflciente de amortiguamiento critico £ se
relacionan de la slguiente manera:

c/m = ¢F/m = Zan (2.36)

Se ha observado que el coeficiente de amortiguamiento crfltico depende
poco de la frecuencia o amplitud de vibraci6n para amortiguamiento de!
tipo histerético (36). Las mediclones experimentales del coeficiente

de amortiguamiento en estructuras de concreto se han efectuado principal-
mente en edificios (30 a 35); de la ref 35 tomamos las estadfstlcas
calculadas para el coeficiente de amortiguamiento critico en edificlos

de concreto sujetos a vibraclones:

Deformaciones

pequefias grandes
€ h.26% 6.63%
o 3.23% 17.99% (2.37)
Ve 1.52% 1.28%

en donde v es el tercer momento central dividido entre el cubo de la
desviacién estdndar, que |lamaremos coeficiente de asimetrfia
("skewness' en inglés). Usaremos estos pardmetros para el problema de
vibracién en losas.

El histograma de estos valores del coeficiente de amortiguamiento se
ajusta a distribuciones del tipo log-normal o gamma, que son asimétricas
con respecto a la media; por tanto usaremos el coeficiente de asimetrfa
en una aproximacidn de terceros momentos (37), conservando el ajuste.

De esta misma ref 37, para variables estocdsticamente independientes,
la media se puede calcular con la relacidn

&

(2.38)

NN
~ [N
~ R
N LNI
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y el coeficiente de variacién en las mismas condiciones

& 2 2 Yeuu 2 - 1/2
PRRGERTRIEATRERIERTRIER) (2.39)

donde = significa igual salvo términos de orden superior, Z; y VZI

la esperanza y el coeficlente de variacién calculados como si la
variable Z; fuese la Gnica aleatoria, con todas las dem4s iguales a

sus valores esperados y z = Z(esperanzas de las n variables aleatorias).

En el caso de datos con coeficiente de esviajamiento cero o cuando
no exista informacién al respecto, usaremos las ecs A.13 y A.14,

Con los datos de la ec 2.37 para el coeficiente de amortiguamiento
obtenemos que dentro de la aproximacidn de terceros momentos el valor
medio es

7 & L(E + 20;) ; bz(g - 9¢/2) (2.40)

y la desviacidn estandar

o, = 0.4{2(z + 2o€) - z(E-oC/z)) (2.41)

En el apéndice C se obtiene la rigidez D* equivalente en flexidn para
losas de concreto, considerando el efecto del refuerzo y en cierta forma
el agrietamiento, Si 1lamamos Dg al médulo de rigidez en flexidn de la
seccién llena,

Eh3
Dg 12(1 - v (2.42)

en el Distrito Federal el reglamento de construcciones establece el
valor del mbdulo de elasticidad del g¢pncreto: E = lOOOO/fé. asi para
un valor del mbédulo de Poisson, v = 0,2

Dg = 868h3-/fé (2.43)

en donde h es el peralte dc la losa vy fi la resistencla nominal del
concreto.,

De acuerdo con las hipdtesis del apéndice C, usaremos la rigidez en
flexién D, de la relacidn

D4 = min(D , D) (2.44)
g e
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la rigidez equivalente que se deduce en el apéndice C,

< 2x1075 &N 42 preg aqon F420° 200_
D, = 2x10 Mﬁ{,x +d? {/f-2x10 Mmga—x—}{180d+53(ﬁ(l: I)Aspra]} (2.45)

donde Mp,,x €s el momento maximo en la losa en el estado en que se miden
las deformaciones, Asprg) es el refuerzo al centro del claro en la
direccidn del claro corto, d el peralte efectivo de la losay h, f!
tienen los significados usuales.

2.4 FUNCION DE DISTRIBUCION DE AMPLITUDES MAXIMAS

En procesos gaussianos como los que estamos estudiando la distribucldn
de probabilidad de los maximos es la de Rayleigh, con funclén de densidad
de probabilidad dada por la ec 2.9 y funcion acumulativa de probabilidad

N

- [§3
202

Fla) =1 - e “°Y

(2.46)

Sustituyendo en la ec 2.6 los valores obtenidos en el Inclso anterior

y con un criterio de aproximacién de segundos o terceros momentos,
podemos calcular E{y?},que es igual a la variancia,ya que la media vale
cero, o sea,de la ec 2.11,

E{y?) = o% +0 = 05 . (2.47)



3, ANALISIS ESTADISTICO Y OPTIMACION

3,1 DISENO DEL EXPERIMENTO

Se planed un experimento de muestreo para obtener datos relacionando
la respuesta humana ante vibraciones en losas con el costo adicional
que estan dispuestos a pagar los interesados con el fin de evitar
estas molestlas.

La poblacion dentro de la que se escoge la muestra son todos los
usuarios de casas y edificios en el &rea de aplicacién del reglamento
de construcclidn del Distrito Federal; para efectos practicos la
consideramos infinita.

Como instrumento de medida utilizamos un cuestionario que se distribuyd
por correo o personalmente. En el apéndice B presentamos este cuestionario
en su forma final.

Probamos el cuestionario en una encuesta piloto con investigadores del
Instituto de Ingenierfa de la UNAM. Con base en los resultados se modifico el
formato simplificandolo y cambiando algunas preguntas.

El tamafio n de la muestra depende del grado de precisidon que se desee

alcanzar y de la incertidumbre en las respuestas; en una poblacion
infinita (38),

(@]
3N

(3.1)

=’
[}
-

28
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para o, = variancia unitaria en unidad de muestreo y op = variancia
que sc dcsea alcanzar en los resultados.

Cons ideramos adecuado para los fines de este experimento reducir
cl grado de incertidumbre en un factor de 10, o sea n = 100.

Al planear el experimento consideramos necesario establecer dos
estratos de muestreo: usuarios y técnicos conacednres de la materia.
Sin embargo las respuestas de la encuesta fueron generalimente desde
el punto de vista del usuario (aun en cuestionarios

contestados por ingenleros proyectistas).

3.2 RESULTADOS ESTADISTICOS DE LA ENCUESTA

Los resultados de la encuesta nos resultan (tiles desde el punto de
vista de la estimacion del porcentaje adicional sobre el costo total
de la obra que los interesados estarfan dispuestos a pagar, ya sea en
un aumento en el costo de construccldén o como renta adicional.

Se enviarion 235 formularios de encuesta y se recibié un total de 113
respuestas de las cuales se desecharon 26 por considerarse no
representativas.

De las 87 respuestas aceptadas se obtuvieron los siquientes resultados
relacionando el nivel de respuesta subjetivo de la intensidad de
vibracidn en losas con el costo adlclonal sobre el valor total del
inmueble.

Nivel de Respuesta, R Costo adicional, c,

Medla Desviacidn estandar
Imperceptible 1 no se obtuvo informacidn
Ligeramente perceptible 2 0
Francamente perceptible 3 6.9% 6.4%
Fuertemente perceptible 4 11.5% 5.7%
Severa 5 no se obtuvo informacién

3.3 OPTIMACION COSTO-BENEFICIO

La solucidn éptima es la que maximiza la utilidad. Como una medida
escalar de la utilidad tomamos la funcidn de objetivo dada por

Z=C+0D (3.2)

en donde C y D son respectivamente las esperanzas del valor presente del
costo Inicial (Incorporando la posible variacién de la esperanza del

valor presente de los beneficios) y pérdidas por ingreso a estados limite.
En clerto sentido Z representa el costo total de la obra, el cual se
desea hacer mfnimo.



30

Los distintos niveles de respuesta R nos dan la medida del ingreso a
eslados limite; para hacer accesible el cdlculo, ajustemos funciones
continuas que relaclonen el costo adlcional cg en por clento con el
nivel de respuesta R; estas son:

¢, = 0 R <2
(3.3)
c, = 6.90(R - 2)0.737 2<R<5
y la relacidn inversa
R =0.0727c}-3%7 + 2 0 <c < I15.5% (3.4)

En la ec 3.4 se puede emplear aproximacion de segundos momentos; para
ello tomaremos la desviacién estandar del costo adicional cy fgual
a 6% constante; asf se tiene

R = 0.0727{(<:a +6)1-357 4 (ca - 6)1:357}/2 + 2 (3.5)

Aplicando la ec 3.3 a los resultados que da la ec 3.5:

Nivel de respuesta, R Aproximacion de segundos momentos
para el costo adicional, E;

Imperceptible 1 0

Ligeramente perceptible 2 3.8%

Francamente perceptible 3 7.9%

Fuertemente perceptible 4 12.1%

Severa 5 15.9%

Las funciones de regresidn que ajustan en forma continua el nivel de
respuesta R con la aproximacién de segundos momentos para el costo
adlcional E; son

¢, = 3.82(R - 1)t.0" 1<R<5 (3.6)
y
R =0.27522:963 + 1 0 <t < 16% (3.7)
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Observamos que los exponentes de las ecs 3.7 y 3.8 son muy cercanos
a la unidad y con poca pérdida de precision linearizamos estas
expresiones; enlonces tencios

¢, = bR - 1) 1 <R:-5 (3.8)
Y
R =0.25¢c +1 0 <, < 16% (3.9)

El valor presente de la esperanza de las pérdidas por ingreso a estados
1Tmites para el caso de ocurrencia de eventos como en un proceso de
Poisson con pardmetro A y aceptando el modelo exponencial de conversion
a valores presentes exp(-yt) para y = tasa de actualizacién vy

t = tiempo, estara dado por

@ -\t -
D= [TAe e at = %% (3.10)

para A independiente de t, A;= esperanza del costo de las pérdidas,
0 sea

Ap =T = bR~ 1) (3.11)
en donde

_BR - 1)
b= =7y (3.12)

Del modelo que hemos tomado para las cargas vivas normal y extraordi-
narias, A = 1; tomaremos como representativo el valor y = 6%; la
ec 3.12 queda entonces como

= L(F:*Fgl) = 3.774(R - 1) (3.13)

Para representar el costo inicial C consideremos una relacidn lineal
con un valor constante C, y un costo adicional que varie en funcidn
de los conceptos que modifiquen la propensidon de la losa a vibrar.
Estos son el drea y colocacién del acero de refuerzo y el peralte
de la losa para ancho y largqg constantes; en el apéndice C se
comprueba que para una variacidn del 3rea de acero dentro de limites

pricticos la variacidon en la rigidez en flexidn es despreciable o

sea que la influencia del drea de acero es pequeia. Tomaremos como
varfable a optimar el peralte h de la losa; entonces la esperanza

del costo se puede escribir como

C=C +ch h>0 (3.14)
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en donde para efcctos practicos ¢| es una constanle y su valor depende
de los costos de construccidn; de un estudio limitado obtuvimos los
siguientes valores extremos

cp . 70,22+ 1.5x10-"f!
min
(3.15)
= XA
1 ax 0.35 + 2.5x107%f .
en porciento del costo total de la obra.
La funcidn objetivo a minimizar es
Z, =Cy+ ch + 3.774(R - 1) (3.16)

0 ]

la cual normalizada, sustituyendo los valores de las ecs 3.15 y
eliminando los términos, constantes es

Zy = (1 +0.0007F)h + 17.2R
(3.17)
Z, = (1 +0.0007f )h + 10.8R
La ec 2.1 nos da el valor de R; con una aproximacién de terceros momentos
para los valores del amortiquamiento, se obliene
R = 1,23(wA)0.765 (3.18)

en donde W = w y A = /E{y”}. AsT las ecs 3.17 se transforman en

Z,

(1 +0.0007F)h + 21.2(w/E{y2}) 026"
(3.19)
Z

(1 +0.0007F!)h + 13.3(w/E{y2}) 0267

La optimacidn de las funciones objetivo establecidas en las ecs 3.19

se realizdé con un procedimiento de blGsqueda ordenada ya que las
restricciones del peralte maximo y de las dimensiones nominales posibles
del peralte limitan la eleccién y por tanto se necesita estudiar

un nimero limitado de casos.



33

En 1a fig 3.1 se muesira el peralte 6ptimo obtenido de minimizar
las ecs 3.19 en funcidon de (a+b)/3/f<':; en esta fiqura se aprecla
que la posicion de los puntos éptimos define una 1Tnea recta, asf’
Ajustamos la siquiente exprasién:

h, =h = 8(a + b)/ /1L (3.20)

en donde 6 es un pardmetro que valuamos estudiando 48 casos variando
las dimensiones de la losa de 3 x 3 a6 x 12 my f¢ de 100 a 300 kg/cm2
en las ecs 3.19. La media y el coeficiente de variacion del pardmetro
son

8 = 6.66

(3.21)

Vo = 10.2% (como una medida del ajuste de la ec 3.20)

Este resultado nos permite afirmar que el valor Gptimo del peralte

de la losa en funcidn de las vibraciones producidas por un evento
esporddico de carga extraordinaria como los que aqul modelamos es

poco sensible a las variaciones de las relaciones de costos y por
tanto el peralte Gptimo hy se puede aproximar con la siguiente férmula

h, = 7.33(a + b)/3/f (3.22)

la cual mejora el ajuste de la curva para valores altos de (a+b)/3/fé
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4, RECOMENDACIONES PARA REGLAMENTO

4,1 ANTECEDENTES

Revisando los reglamentos de construccién y c6digos en vigor en distintos
paises se encontrd que existen recomendaciones para limitar la exposicion
de personas a vibraciones producidas por vehiculos o maquinaria; tal es
el caso del documento I1SO/TC 108/WG 7 (Secretariat-19)39, junio 1970
(1SO=International Organization for Standardization) que es una gufa para
la valuacidon de la exposicion humana a vibraciones en todo el cuerpo.

En el mismo caso se encuentran estudios reallzados por los militares para
obtener Ifmites de tolerancia y de control en aviones y vehfculos de
reingreso a la atmésfera.

En los co6digos aplicables a la construccion, especialmente en el Reglamento
de Construcciones para el Distrito Federal de la Repidblica Mexicana (1966),
no se encontrd mencidn alguna con respecto a este problema de vibraciones
en losas de concreto y menos aun alguna recomendacién tendiente a evitarlas
o a conocerlas.

La naturaleza del problema de reaccion humana a vibraciones hace que

su estudio sea dificil y una recomendacidn general aplicable al reglamento
entrana una aplicacién universal lo cual hace mas dificil aun el problema.

35
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4,2 RECOMENDACIONES

Se propone sca agregado al Reglamento de Construcciones para el Distrito
Federal un parrafo que diqga:

"Ln Los casus en que pon su ubdeacddn y tamano un {ocal preda aer wsade
para nealdzan reunccnes o flestas, el pernalte minome de Ca osa de pise
debend sen

peralte minimo = 3.67(penimetno dek tabtenc en metnos)/3/§l

La Limitacidn que dispone el pdrrago anterndon e aplicabfe a fosas con
penimetno entre 10 y 36 metnos y para nesistencias det concretu fo
comprendidas entrne 100 y 300 kg/em?. Las Losas con perdmetne mayon de
36 metnos deberdn calewlanse dindmicamente para evd tan vibraciones y
motestias excesdvas",

Esta recomendacion del peralte Gptimo como el minimo deseable se basa
en los sigquientes razonamientos:

Si por alguna otra consideracién se escoge un peralte mayor, la
optimacion en el concepto de vibraciones tal y como la hemos realizado,
resulta inaplicable al no haber tomado en cuenta esa restriccién que
motivo el escoger un peralte mayor.

Generalmente el disefador tomard el peralte minimo que le permitan
sus restricciones; asi, si esta recomendacion resulta ser mayor que
el peralte determinado por otros conceptos la losa serd Optima en el
sentido de vibraciones.

Para losas con perimetro mayor de 12 m las deformaciones dindmicas pueden
ser considerables sobre todo si se producen agrietamientos y con el
peralte Optimo tenemos una alta probabilidad de que esto no suceda.

4,3 CONCLUSIONES

Hemos encontrado una vxpresion sencilla que nos relaciona el perimetro

de una losa y la resistencia nominal del concreto con el peralte Sptimo.
Con este resultado propusimos una adicion al ReglamenLo de Construcciones
para el Distrito Federal que puede ser también incluida en olros
reglamentos.

Del estudio estocdstico de vibraciones en losas podemos resumir algunas
consideraciones de importancia.

Es necesario realizar estudios experimentales para determinar
estadlsticamente las deformaciones estiticas y dindmicas en distintos
tipos de losas de concreto reforzado, tomando en consideracion el
problema de agrietamiento tanto estatico como dinamico.
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De estos experimentos se podria determinar la rigidez flexionante de las
losas y su comportamiento conforme a las teorias de placas o en un sentido
amplio tratarse como un problema de identificacién de sistemas.

Los cstudios cxperimentales propuestos deberan extenderse a las cargas
dindmicas con el fin de encontrar espectros de disefo.

La encuesta que sirvio para relacionar los efectos subjJetivos de la
vibracion en losas con el costo debe extenderse a los efectos de la
reaccién humana a deformaciones dinamicas y grietas en plafones,

En el estudio de optimacién se observé que en losas de claro 6 x 12 m
el peralte Sptimo corresponde a valores de R = 4 o sea vibraciones
fuertemente perceptibles. Cabe, que cuando el perimetro sea mayor de
36 m, el disefador estudie y optime soluciones alternas como vigas
secundarias o losas nervuradas ''cambiando de Universo' (43).

Las funciones de aproximacion utflizadas para la eldstica de la losa
consideran apoyo perfecto en el perimetro de la losa o tablero (no se
permiten desplazamientos verticales). Esto significa que no se ha

tomado en cuenta la flexibilidad de los apoyos, especialmente de las
vigas cuando no haya muros de carga. Tampoco se considerd el acortamiento
diferenclal de las columnas al ser sometidas a carga axial,



APENDICE A

ESTUDIO NUMERICO DE LA ECUACION DINAMICA DE PLACAS

Necesitamos conocer los valores del parametro 0 que aparece en la ec 1.23;
si hacemos p = A, desarrollando tendremos
p{x,y) = x’y’cos(px/a)cos(py/b) - (a2y2/4)cos(px/a)cos(py/b)

- (b2x2/h)cos(px/a) cos(py/b)

+ (a2b2/16) cos (px/a) cos (py/b) (A1)

Separando variables podemos expresar en forma cerrada las siguientes
integrales

[pwdA = Ala)A(b) - (a?/4)C(a)A(b) ~ (b2/4)A(a)C(b)
+ (a%b%/16)c(a)C(b) (A.2)

wasz = B(a)B(b) - (a?/2)A(a)B(b) - (b%/2)B(a)A(b) + (a2b2/4)A(a)A(b)
- (a"b?/32)c(a)A(b) + (a“/16)c(a)B(b) + (b“/16)B(a)C(b)
- (a%b"/32)A(a)C(b) + (a“b“/256)C(a)C(b)

38
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donde
AGe) = 11/3 2 (e /7)de. = 13(1+3senp+6cosp_6senp)

R e A M (1)
B(x) = [ rrcos? (pe/r)d = Lo 1eLisenp(5-69+20) 4cosp(2-129) )} (a.5)
T -ngcos pz/t)dt = 175 Ssenp(5- 5+ o) +cosp(T3- T .

1/2
c(r) = f cos?(pz/t)dr, = T(14380P) (A.6)
-t/2 2 P

Con las ecs A.2 a A.6 podemos valuar las ecs 1.19, 1.20 y 1.22, o sea

mt = pthwsz
ck = c[szdA (A.7)

pr = p(x,y) [ vdA

Para valuar la ec 1.21, con las derivadas parciales de la funcidn de
aproximacién

gi = (Yz'bz/h)cos(py/b){cos(px/a)(2+%§-R§§3)*Q§§sen(px/a)} (r.8)
gj - (x2-a2/b)cos(px/a){cos(py/b)(2+%§-9§§3)-5§153n(py/b)} (A.9)
§§%$-= {2xcos(px/a)+(%?-9§3)sen(px/a)}{2ycos(py/b)+(%?-9%3)sen(py/b)}

(A.10)

se sustituyen en la expresidn para k* que, con integracidn numérica, nos
permite resolver en p la expresién:

k¥/m¥ = 0i2 = 0 (A.11)

en donde w) es la frecuencia adimensional de la ec 1.25.

Al utilizar la media de la frecuencia adimensional en la ec A.11 se
obtiene p = 2,11,
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Haremos uso de una aproximacién de segundos momentos; de la ref 40, para
una funcién de la forma:

Y = v(2) (A.12)

se obtienen los valores de la media Y y del coeficiente de variacién V(Y),
salvo términos de orden superior, con las expresiones

oYz 0(2) ) ; Y{Z - 0(2)} (A.13)
viy) Y{Z + o(2)} - Y{Z - o(2)}) (A.14)

2Y(2)

donde o es la desviacién estandar, = significa igual salvo términos de
de 6rden superior, la testa representa valor medio y V(x) = o(x)/x.

Aplicando las ecs A.13 y A.14 con los valores de la ec 1.25 a la ec A.11
1legamos a

k¥*/m* - 400.0 = 0 (A.15)
k¥/m* - 605,2 = 0

resolviendolas numéricamente se obtiene el promedio de segundos momentos
del parametro p = 1.99, que difiere 6% del valor de p calculado con el

valor medio de la frecuencia adimensional. El coeficiente de variacién
es 18%.

La variacion en el médulo de Poisson no afecta los resultados. Se calcu
laron las ralces de las ecs A.15 para v = 0.15, 0,20, 0.25 con resul tados
idénticos para p hasta la sexta cifra decimal.

Para el cdlculo de los valores del peralte Optimo se usaron funciones
aproximadas que se ajustaron a los datos obtenidos con la solucidn
numérica de las ecuaciones [ntegro-dlferenciales.

Para la frecuencia de vibracién del sistema usamos tres expresiones:

a2 = 595(10'9"2 + 486, 1x~4) /a"

wi =2 +g = L(3to.tm + 566.5x~4)/a" (A.16)
w ph

W@ . 0%40.965x" + 392.5x74)/a"

donde x = b/a, a, b dimensiones menor y mayor del tablero de la losa y
D/ph como se vio en el capftulo 1. La precisién lograda con este ajuste
es de t2% de error en el intervalo 1 < x < 2,
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Otra expresidn Gtil es la que relaciona la funcidn de aproximacién
con la curva de la elastica de la losa; sea

= ¢ o, . - P8
C = Cnmng%ub-z)z Wt (A.17)
donde

cp = <0.1187x2 + 0,4076x - 0.2245

La ecuacidén de la el§stica para la funcidn de aproximacién usada y
con la aproximacion de segundos momentos es

2.22 2.2
v, = Cl%ﬁ(x a /h)(Zzbgléeli:§§;QSSX/a)COS(l.99Y1b) (A.18)

En forma enteramente andloga se encontraron férmulas para k*, w vy
momentos flexionantes.



APENDICE B

FORMATO DE LA ENCUESTA
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ENCUESTA SOBRE VIBRACIONES EN LOSAS

El Instituto de Ingenieria de la UNAM, solicita de usted muy atentamente
conteste este cuestionario que tiene por objeto establecer bases para un
estudio de vibraciones en losas. Los resultados obtenidos se procesaran
estadisticamente y por tanto son andnimos, es decir, NO es necesario

que usted anote su nombre,

Favor de marcar con una cruz (x) el lugar correspondiente a su respuesta
y escribir las observaciones necesarias.

1. Ocupacién.
EMPLEADO () OBRERO () TRABAJA POR SU CUENTA ()

OTRO ( ) Especifique:

2, Antes de haber recibido este cuestionario ha notado o tenido noticlas
de vibraciones en losas.

NO () st ()

3. Indique su actividad o relacidn principal con el problema de vibraciones
en losas en los que tenga o haya tenido experiencia.

USUARIO O INQUILINO () CONSTRUCTOR ()
PROYECTISTA () PROPIETARIO O ADMINISTRADOR ( )

4, Sensibilidad personal en relacién con algunos tipos de vibraciones.

S NO CUALES

Sufre usted molestias al viajar
debido al movimiento?

{Percibe Yos temblores
o vibraciones leves?
(que otros sT slenten)

Le molestan los ruidos fuertes?

5. Si usted sabe o conoce de alguna(s) medicion(es) o investigacién(es)
que trat (n) con vibraciones en losas, por favor describala(s).

BIBLIOGRAFIA o fuente de informacion:

MEDICIONES REALIZADAS (de ser posible incluya la amplitud del
desplazamiento maximo y la frecuencia o perfodo de vibracién)
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6. En los casos que haya conocido de vibraciones en losas, por favor responda
en la sigufente tabla, para cada uno de ellos:

CASO 1 2 3 4 5
U |Habitacién
S |Oficina_ e
0 |Hospital
Comercio
| Industria
Otro
A |Descanso
C |[Intelectual
T |de Precisién
I |Bafle suave )
V [Baile violento
I |Concentracidn
D excesiva de
A | personas
D [Otra
V |Ligeramente
| perceptible
: Normalmente
A perceptible
C |Fuertemente
| perceptible
0 [severa
N
L |Dimensiones: Ancho |
0 Largo - - ]
s 1. Peralte o
A |Tipo de
piso: Pulido __
Mosaico
‘Alfombra o
) ___ Parquet
Concreto:
fl en kg/cm?
Armado: variTlas ¢ T I
con separacién
C |Nada
o [1%
s 2% I
T |3 a 5% i L
0 |5a 10% _ | :
[mas del 10% ) _ B
* |{Cuanto estarfan usted o los interesados, dispuestos a pagar en un
supuesto costo adicional, ya sea de renta o de costo de construccién
sobre el precio actual total, para evitar estas vibraciones?

Agradeceremos sus comentarios y opiniones adicionales (al reverso de la hoja)
acerca del problema de vibraclones en losas que no esten tratados en esta
encuesta y al mismo tiempo, aprovechamos la oportunidad para manifestarle

que apreciamos la atencidn que se ha servido dar a la presente.




APENDICE C

RIGIDEZ EQUIVALENTE EN FLEXION PARA LOSAS DE CONCRETO

En una placa anisotrdpica la ecuacidn diferencial de equilibrio toma
la forma (41),

kv Ay My _
DXW*‘ ZHa—xza—yz'+ Dy-a?'— q (C.‘)

En el caso particular de una losa de concreto armada en dos direcciones,
los médulos de rigidez en flexién en las direcciones x,y son

E
M e ALPVIL LI LW

E
b, = T VC{ICY + (n - l)lsy} (c.2)
H = /DD

X'y

con E., Eg médulos de Young del concreto y del acero, vc como el médulo
de Poisson del concreto, I ., el momento de inercia de la losa e lgx el
del refuerzo con respecto al eje neutro en la seccién x=constante y en
la seccién y=constante los correspondientes 'cy’ lsy.
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Para simplificar estas expresiones se aprovecha que el brazo de palanca
y la profundidad de la zona de compresi6n varian poco en las losas que
nos interesan. Asi tomamos valores medios para el cdlculo de los momen-
tos de inercia,

= o 3
le, = ey = 0.064d
lsx = 0.36d"Agy (c.3)
lgy = 0.36d%Agy

para un ancho de losa de un metro, el peralte efectivo d y Agy, Asy
areas de acero de refuerzo por unidad de ancho en las direcciones x, y
respectivamente. Consideraremos como refuerzo principal el colocado

en la direccion de las x.

La rigidez en flexidén D* que aqui proponemos debe ser compatible con la
ec 1.2, con ecuacidon dlferenclal

V“V = q/D* (C.u)

y esto Implica que

Dy = D, = D¥ (c.5)

El Instituto Americano del Concreto (42) propone que para consliderar el

agrietamiento se haga uso de la siguiente formula para el momento de
fnercla le de 1a seccién agrietada

M M
le = (ﬁ;ﬁi]3|g + {1 '(ﬁ;ﬁi]3}|cr (c.6)

donde

Mcr -frlg/Yt

fr = 1.5/FL

xg = bh3/12

.. = 1,43d3 + — - 1)0.423Agd
cr VEL s

con Y, = distancia del centroide al punto a tensién mas alejado, Ay =
area de acero y Mpax = momento maximo en la zona de Iinterés.

Efectuando sustituciones y asignando valores,

13/2,9 13/2,6
- osfe3/2h —ox1ouf h 200 _ 2
le = 1.30x10 -ﬁ%;;—-+(l 2104 J{1.43d +(7¢1 1)0.423A,d?} (C.8)



47

De la definicion de rigidez en flexidn en placas

b = Ech® _ bh®_ Eg - E. _
1200 - V) 121 - ) €100(1 - v)

1001, /f! (c.9)

C

para b = 100 cm y E. = 10000/f/

Sustituyendo la ec C.7 en la ec C.6 obtenemos la rigidez equivalente
para losas de concreto con refuerzo de acero

1219 216
De = 2x10706 + (VFL-2x104T81") {1804+53 (509 - 1) Aq } 02 (C. 10)
Mmax Mmax fc

En la ec C.10 consideramos Gnicamente el area de acero Ag en la direccidn
del eje corto ya que se observd que el area de acero en la direccion del
eje largo no modifica apreciablemente la rigidez. La cantidad de acero
de refuerzo no es muy importante para la rigidez de la seccidn; si se
aumenta o disminuye tres veces en su valor la rigidez Dg calculada con

la ec C.10 varia en menos de 10%.

En la misma ref 42 se establece que deberd usarse la menor de De y D¢,
que es la rigidez a flexidon de la seccid6n completa de concreto sin
considerar el acero

Dc = = 1000h3/f; (c.1m)

E.h
12(1 -
La rigidez a flexidn equivalente serd entonces:

D* = min(De, Dc) (c.12)

En el caso Dg < D. consideramos que la losa ha sufrido agrietamiento.

[



APENDICE D

DEFORMACIONES DINAMICAS

Consideremos dos valores para las deformaciones dindmicas de las losas
excitadas por la carga extraordinaria: la rafz cuadrada de E{y?} y la
flecha m&xima para una probabilidad de excedencia del 5% en la distribu
cibén de Rayleigh.

En la fig D.1 se encuentran graficados los valores de vE{y?} contra
(a+b)®/(h2Vf!); observamos que es posible un buen ajuste con una funclén
lineal; sea

y = VE(y?) = (—;’-,;}7%5 (b.1)

Los valores de las estadfsticas del pardmetro 6 son:

= 2110

0 (D.2)

V0 = 22.5%

Por comodidad, sea 6 = 2000; la ec D.1 queda

— (a + b)G

y = - e 6x 107" (D.3)
RIVFL
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Con la funcidén de probabilidad acumulada de Rayleigh dada por la ec 2.46
para un valor de excedencia de 5%, el desplazamiento a es

o= 2.“50y (D.4)

en donde oy = VE{y2} =y; considerando las ecs D.1 y D.2,

@ = 8‘%57% (D.5)

Las ecuaciones anteriores nos dan idea de los desplazamientos dinamicos
esperados en una losa excitada por el modelo de carga que 1lamamos
extraordinaria. Se consideré Gnicamente la respuesta de losas no
agrietadas.
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6000 T, [ T 1 1 1 | R T l { 17—"
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(a+b) ' |
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Fig D.I. Deformaciones dindmicas en losas. Ajuste de la
ec D.3 con puntos calculados



APENDICE E

MEDIDA DE LA RESPUESTA HUMANA A VIBRACIONES

Hemos adoptado la convencién de representar la respuesta humana a
vibracliones en losas con la variable R; dentro del intervalo (0, 5)
la hemos valuado con la ec 2.1,

En la fig E.1 hemos graficado los valores de R contra v(a+b) 6/ (flh)
haciendo uso de los resultados para la respuesta con el modelo de
carga que llamamos extrordinaria o caso 2. Observamos

que es posible el ajuste con una lfnea recta,

R = 6Y(a + b)-6/(fLh) (€.1)

Los valores estadfsticos del pardmetro 6 obtenidos de los cdlculos
con nuestro modelo matematico son:

0 = 0.224

Vg = 13.4% (como una medida del ajuste de la ec E.1) (€.2)
y podemos escribir la ec E.1 como

R = 0.224Y(a + b)+6/(flh) (E.3)

esta ecuacidn nos permite conocer en forma sencilla la respuesta
humana a vibraciones en losas sujetas a carga dindmica producida
por bailes.
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Fig E.1 Respuesta humana a vibraciones en losas. Ajuste de
la ec £.3 con puntos calculados
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