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1. BCUACIONES DE FLOJO,

= - e et

1.1 Ecuacidn de continuidad.

La ccuacidn de continuidad para el flujo de fluidos a

través de un medio poroso, se obtiene aplicando un prin
cipic de conservacién, el cual establece gue una canti-
dad fisica no puede crearse ni destruirse. Para el and 1
lisig se considera el flujo de masa de un fluido a tra-

vés de un pegqueiio elemento del yacimiento con dimensio-

nes Ax*, Ay, Az como se muestra en la figura 1.
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Este elemento contiene roca y fluidos ocupando el espa

cio poroso. Para cada fase se puede escribir un balan-

ce de materia en la forma

masa gue entra - masa gue sale + masa inyectada =

masa acumulada (1.1} ;

En la cara x del cubo, la velocidad del fluido y su
densidad son v, ¥y Ry respectivamente. En la cara
x + Ax, la velocidad y densidad son v, . ¥ D I3

Similarmente, para las caras y,v+dy,z y ztdz, se ob

tiene: v s}

R W A
v Py, Vysby, Py+ay, Vz, P

2, Vz+hz ¥ Pzedz. f

Los gastos de inyeccién (+) o extraccifn (=), gquedan re

i

|
i
1}
|..
presentados por Q. - ‘.
Con estas definiciones, la conservacidn de masa puede
establecerse de acuerdo a la ecuacifn 1.1. La cantidad

de masa que entra al elemento durante un intervalo At, r_:f'“'

2s5:

vaxuyﬁzﬂt + pyvyﬂxﬂzﬁt 4+ pzvzﬂxﬂyﬂt

La « ‘idad de masa gue abandona el elemento en &l mis- LEE T

mo rwalo es:




R

Ayhzht + p Axhzmdt + p Axbdyht

x+hx %+ dx y+ﬂyvy+ﬂy z+hz" gt

Simultdncamente, durante este tiempo un cantidad

At
EK,Y,Z,E P

de masa es inyectada en el elemento.

La suma de estas tres cantidades anteriores, nos da la
acumulacidén de masa en el cubo durante dicho At, esto

es

[(sdp) AxAy Az

X, ¥ 2 b0 r5¢p]x.y,2;t}

donde 8 y ¢ son la saturacibn del I[luido y porosidad

de la roca, respectivamente.

Substituyendo estas expresiones en 1.1 y dividiendo en-

tre AxbyAzAt, queda

¢ e - N f - - -
__'?.ﬁi.l.'}tu.ﬂ.-i}-t'i"k'. i I?thn;k'ns.,';j! Wy '-.I],J,,Ml"..:a,:.-:, ‘?.5._-“1. : L"' & '::' _)
M i - e By
fom 5 Pt Be g Lyt
e, ¢ho i
e {.:i}i .)-'u'.?,hh‘- = (EF -)r,'i.:,t -“_ 2)
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Tomando el liImite para cuando Ax,Ay, 4z vy 4t —= 0

- 2050 55 (00)- 35 (P0)+ Q=Bi(spp) .2
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-7 (PT) A.farQ;-g-%_(Eapp) (1.4)

que es la ecuacién de continuidad para un fluido gque flu

ye a través de un medio poroso.

Fcouacién de Darcy.

Para el flujo de un fluido en un medlo poroso, la ley

de Darcy nos relaciona la velocidad volumétrica con el

. gradiente de presi6n y las fuerzas gravitacionales como

Vi = —-%igi— %%% {1.5a)
U‘T T - l"i-”}-‘:- % (1.5h)
6 =l 29 | (5!

El potencial de flujo eostf definido por
d=p+pgh (1.6)

en donde g es la aceleracifn debido a la gravedad.
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1.3 Ecuacién de difusibn.

Combinancdo las ecuaciones 1.5 con la ecuacifn 1.4, obte
nemos la ecuacidn de difusifn para cualguier fluido flu-

yendo a través de un medio poroso. ndemis; substituyen-

do
’ 'PS:.
e I e i (1L.7)
v =3
en la gque p es una densidad base y B el factor de

sC
volumen de la fase, obtenemos

e ——

=) ‘Mi
La ecuacibn 1.8 aplicada a la fase de agua para un flujo

en tres dimensianes, gqueda

( Joc ke @w) _‘.(Elﬂ_é.@w) N I

B Mo 8% e Hw 8y
(1.9a) '
2 ( teke ke kew 3 ) Yo _ > (ﬁﬂm) .
82\ B, Ms oz Lw Bw &t \ Bw

Para aceite

2 (ke 2 ) 4 2 (ke 2 ,) 4

Ba/"-"a =FS /uﬁ &Y
(1.9b)
2 (kekn 2 5 ) + = :,awa)
B2\ 8o Uy D2 L0 Bo otV Ba
Para gas
> (kelws 3 Yol p 2 > (Ykrs
Ox \ba g ‘akﬁ Bo Mo ° ax@*ﬂ)'*aﬁ(ng/ug %1 9 ™

B2\ B lly 02
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en donde los términos adicionales en la ecuacién 1.9c¢,

son los gque rigen el flujo de agua, aceite y gas a tra-
vés de un medio poroso, los cuales para el flujo trifé-
sico deben satisfacerse simulténeamente., Ademis se de-

be cumplir gue
Sg + Se + 5w = 1 (1.10)

Se pueden definir también dos presiones capilares inde-

pendientes
El = P - P {1.11a)

) i p. s {1.11b)
]
Hay pocos datos experimentales sobre presidn capilar en
tres fases, haciendo necesario ocbtener estimaciones de
los datos medidos en dos fases para los sistemas agua-
aceite. Perry y Herron', presentan los esquemas usados

@n S5uU programa para estimar la presitn capilar en Ltres

-fases y permeabilidades relativas.

} Referwv. ‘as al final.
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2. ECUACIONES EN DIFERENMCIAS FINITAS.

2,1 Solucifin analitica.

Debido a la heterogeneidad de los yacimientos y a las -
condiciones de frontera gue se presentan, la solucién
analftica de las ecuaciones 1.9 es imposible. Afn en
algunos casos donde soluciones analfticas estén disponi
bles, la evaluacidn de series infinitas o integrales
puede ser mids complicada y consumir mis tiempﬁ gque la
solucidn en diferencias finitas de las ecuaciones dife-

renciales parciales.

Solucitn numérica.

La solucidn num&rica de una ecuacifn diferencial parcial
es el proceso de resolver una representacitn en diferen
cilas finitas de la ecuacifin diferencial. ULsta técnica

puede usarse para resolver problemas extremadamente com
plicados, los cuales se llevan a cabo mediante computa-

doras de alta velocidad.

Errores involucrados.

Existen dos tipos de error al reseplver ecuaciones dife-
renciales por el método de diferencias finitas.

Para [ronteras cuadradas, el error serd la mayorfia de
las VeCes de redondeo. Pero una solucidén del tipo ite-
rativ.. s puede llevar a cabo con un nimero suficiente

de 4* . significantes para mantener este error peque
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El segundo tipo es el error de truncamiento resultante

al reemplazar la ecuacidn diferencial parcial por -la a-

proximacifn en diferencia. Disminuyende la medida de
los incrementos espaciales y tiempo, usuvalmente disminu
ve este error. Tambifn tomando una aproximacifn de or-

den mayor para las derivadas parcilales, puede reducirse

dicho error.

2.4 Diferencias finitas. |
Esta representancifn se obtiene reemplazando tédas las
derivadas por diferencias finitas, las cuales pueden de v
sarrollarse ficilmente por medio de la serie de Taylor E
aplicada a la variable dependiente en el punto x + Ax

como sigue

Hn+ﬁn'}=ﬂx‘i-f-ﬂ_ﬁh‘gu+ ER %Ew-l . ar’{"v;‘} ..... (2.1)

Resolviendo para la primera derivada

afe_ Fleran) = fog _ _;q;e‘_ﬂn e (2.2a) |
Tx box 21 owt
i ; ' e
o sea : R
E\m_[,__ _ fea) = o) - @J;‘m} (2.2b) itk

Mo
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en donde (({f%) es el error de truncamiento asociado
con esta aproximacidn y eos del orden de 7Ax. Esta a-
proximacién se llama progresiva.

Expandiendo la serie de Taylor para el punto (x-4x)},

queda

y resolviendo para la primera derivada se obtiene

2f ) F) = F-aa) m 'E‘Fbt]_q (2.4a)
R Ax T Teae

3#{a1,_¥ix3“5{u~nx; S [2,4h)
R ¥ L @ﬂhx]

gue es la aproximacidn regresiva de la primera derivada
1

y tiene el mismo error de 2.2,

Existe otro tipo de aproximacibn para la primera deriva

da vy es .la llamada diferencia central. Para obtenerla,

basta restar 2.3 de 2.1, guedando

CBfe) L Ferax) - fla-ax) Axt B‘{Ex}. (2.5a)
o . 2 &% EY Il
?_F... s £ nabr)=F{n-nx) + e L&RY) (2.5h)
= B e
El + :or de truncamiento asociado con esta expresidn,
es ¢ orden de BAx*. Asi, para BAx pequefia, la expan

510 v 08 mas exacta que 2.2b y 2.4b. Intuitivamen-

b s i Pk Y e e e T g S R 7
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te, pnrﬁcerin razonable usar la aproximacifén en diferen
ela centrales en lugar de las otras dos. Sin emﬁaxgu.
al aplicarse a la solucibn de ecuaciones parabSlicas en
casi todos los casos, resultan esguemas inestables.

La segunda derivada puede obtenerse de la misma manera.

Sumando las ecuaciones 2.1 y 2.3, gueda

JBre) L Fran) =28+ Fix-ax) 2060 20w (2.6a)
Er Rl B> 4 Ead

}}1‘[_{.51 = F(K*-hﬂ‘l —Z‘F{K'I'i';l[ﬂﬂhv,} + a..{ﬁ'l'} {E.Gh]
B[R ﬁ'ﬂ. .

én donde el error de truncamiento asociado con esta ex-

pansién, es del oxden de Ax?.

Ecuacién de difusién.

Aplicando las ecuaciones 2.4b a las ecuaciones 1.9, ob-
tenemos la ecuacidn de difusifn en diferencias finitas.
Reemplazando los indices x por i, x+4x por di+l, vy

suponiendo A&x, 4y vy Az éunstantes, se obtiene para

el agua
=) ! Ewc.j.k— E'-".‘-p Sk k=] - Bugsn - i"m','-: ke,
e b:h e 141 J+«5?- wr__kﬂd&? sl
K} L) E’N; 'h_i*‘“‘c N s
W(TW: e Az = J + %u.. =
LR — [P,
_— L 3|.u_2l-',f||:,ntl ( B )1’,1‘.#,“, {2-‘?&}
At

Aplicando 2.2b a 2.7a, se tiene

mnisd
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-Tudr'f"- "jl'l h (CEN;*“,*. hu E“” l‘tj."lij i TN l'.-"'"‘"j' k { -im‘.‘-rl' kT -ﬁul-l'j‘ll")

+ T'*"»'.j*l';"nl-c (Em;‘}“‘h—' Em;.""L}“‘Tu;‘JL.y‘,h (EW,:,J“,L; oy £upu-._|,l¢-)

e ( o tyjytest ™ §“'='-J‘.h)“T‘“ﬂrf= wre Busgjne - Fucihn)

s — &
i . W (ﬁgw)faf.k.nr! ( ‘3‘;:’)‘:1‘-&.-*3 {2,8h)
| T = At

El subindice n en el miembro derecho de 2.8b, se refie

re al nivel del intervalo At, Este subfindice se omiti6

del primer miembro, pero serad afadido cuando se especi-

ey

fique la técnica a seguir para resolver la ecuacién 2.8h

Los coeficientes T,, en esta ecuacién, se definen como:

|
-lrvl.-.d)- ' --q.-Tl'Ll:*h;ik '+Tu.l ke {2.9&]
l*'}"ti}lk b L zﬁ

ky keus {Sw‘}

To Crnfik ( Buwlp) pw (P ’)"”-.I'i"

(2.9h)

Los demis coeficientes se definen de una manera similar

a 2.9. Expresiones semejdntes a 2.8b, se obtienen para

‘el aceite y el gas.

/ - e |
i e ; e S i A A A i 48 54 gl 5 e i b . et




3.

ESQUEMAS DE SOLUCION.

3.1 Modelos de lineas de flujo.

Higgins y Leighton?®, han descrito una téenica para -
aproximar la recuperacitn de aceite por medio de inyec-
cifén de agua basado en lineas de flujo generales para
el flujo de un solo fluido. Su técnica usa esas lineas
de flujo para dividir el &rea total de flujo en "cana-
les de flujo", los cuales fluyen cn paralelo entre po-
zos inyectores y productores. Cada canal es dividide en
un cierto nﬁme;c de celdas lineales, en serie, las cua-
les se aproximan a la forma del canal. heﬁiunte el uso
de los factores de forma determinados para cada una de
las celdas y usando un desplazaniento frontal del tipo
Buckley y Leverett?, se calcula el cowportamiento de ca-
da canal, Combinando el compurtamienté de todos los ca
nales se obtiene la historia de produccitn de cada uno
de los pozos.

El uso de canales de flujo reguiere el concciniento pre
vio de las linecas de flujo para el arreglo de pozos es-
"tudiado, para gue de este modo las celdas y sus facto-
res de forma puedan ser calculados. Estos cfilculos son
demasiado laboriosos para una aplicacién préctica.

Le Blanc", presentd un método gque produce resultados e-
guivalentes pero no requiere el conocimiento previo de
las lineas de flujo ni factores de forma. Este modelo

biffisii> para yacimientos homogfneos, fue ampliado a

e el bl ot - i tars ey - s = v
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tres fases® y aplicable a cualguier tipo de yacimientos.

Las ecuaciones 1.9 aplicadas a un solo fluide incompre:.
sible, de viscosidad constante, que fluye isotérmicamen
te a través de un medio poroso incompresible, heterogé
neo ¥ anisotrdpico, donde se .considera gue los efoctos

gravitacionales son despreciables, se reducen a

%Lknk%}+%-thyh%})+%§-ﬁw =0 | {3.1)

La aproximacidn en diferenciasfinitas de 3.1 con Ax=Ay

s

{H.:t'n ‘I”fi' ‘J {?;'1-1.." -~ P""J} D {_ l"‘h}f—ﬁ -.J. [FJ.J - P,‘_hj}-l- (k"r h}'l‘j‘ﬁ{::{'i“ Br. P‘I'j}

—ihﬂtg—-ﬁ“hj = Pisjut )+ A 3*'-_;' A " (3.2a)

E"hj Pfrj*-l + bl‘.) ?.‘-u._j + E‘-,J- Pa'.-j + T""-j 'F;.‘H,JI -+ th P;”u,-l-}u?ﬂ}-'-'-ﬂ (3.2b)

en donde
By = (g, o = et (v s 13- 34]
E:.;""':E"*.f""v"u""}:‘-.f"'" H;.J) (3.3b)

y los demis términos se definen en forma similar.
Al usar una malla de I x J nodos para representar al

yacimiento, habrd que resolver simultlneamente un siste

P S ————




ma de I x J ecuaciones. Para esto se usa el procedi
miento fuertemente implfcito (SIP) propuesto por Her-

bert L. Stone.

P R o S LN PP

51 aplicamos 3.2.1» en orden creciente de 1 para cada

j, ¥ variando j desde 1 hasta J, nos resulta un

sistema de ecuaciones como el mostrado en la figura 2,
_ o g s g e
En Fy Hu P Gy, 1
D.“ E'IL Fu Ha P Ghy, 'I
I~ :

Ptl Qll

Pr, 24 Qx, 34

-FI"I.I Q:ﬂ,;

13| [ Pa | | Qua

Figura 2.

gue expresada en forma matricial es

MP =8 (3.4)

La solucibn de 3.4 por eliminacifén de Gauss, cuando se

tien¢ un nGmero grande de ecuaciones, requiere mucho
cllc..’'., por lo que la matriz M se altera en M + N,

de t... forma que ?



ey e S S S e N S

siendo L wuna matriz triangular inferior, figura 3a ¥
U una triangular superior con unos en la diagonal prin
cipal como se muastra en la figura 3b. La matriz alte-
rada M', figura 4, tiene siete diagonales cuyos ele-
mentos para un renglén son

L'.'._;'i beyj @iy jor ! ) gy J;u".',,a"‘ biyg Pt ¥ Ca g €ty 3 B4 Bljre 2 C8Y Fen yenliy

il

L+l

At

M Loy

h,iu' Clﬂ 'EL.J- J\‘
Il

(a) (b)

1 Figura 3 :
‘lo que nos conduce a una expresién del tipo |

IE':rj P'.lj-l -+ C:.j Fl'-lr._] - "'h:.j F;'-J,J: + E:.j P‘"j + Fj‘.l Pi.q-ilJ' I
(3.6)

+ c‘:’“.i' Pﬁ'-f.j-r-] + H:'J Pll'f‘l o Q*“J' |

Todor '-:5 métodos iterativos consisten en intentar ha-

cer . atriz M'  tan parecida como sea posible a M

e i 4 aln e = R
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y luego usar M' como la base del método escribiendo
MIF'IIM-I E‘Mr?k —WT_MFR— G":I {3_-”

donde w es una parimetro de iteracién.

Figura 4.

Para reducir el error de redondeo, se define

LR ki
B =Fy P (3.8a)

k ke i le k
Rt.j = Q=B T‘c‘.}.g =By ?rh.; ~EnjPe, = Feoj Pean,j = Heyj P:'.j.,: (3.8h)
asi 3.7 gueda

Pkl [
HE ﬁ-’an {3-9}

e e 58 sy g s i = s et o e e e T i s T
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La ecuacidn 3.9 es muy facil de resolver, substituyendo

M' = LU

Lug™ | (3.10a)
d;finiendu

VARETE (3.10b)
gueda

LVt R (3.10¢)

1
Us ™ =V (3.10d)

Hacer que el método iterativo sea lo mis r&pido posible,
consiste en como especificar los elementos de L y U.

Stone not6 que los valores de Pit1,4-1 ¥ Pi—l,j+1

‘'se podian aproximar por

Poatyjo = Prunj 4 ey~ g

(3.11)
?l'-h_fﬂ = F;'.h_, + Pl‘-_iﬂ H-'prl._J
y ac. ‘s multiplic6é los miembros derechos de 3.11 por

un - cotro de iteracién o, el cual varia de 0 a 1.

o e, (T3 S =yt o el A i e 1 4 e 8 T e L




‘Con esto, siempre gue la matriz modificada introduzca
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el término P esta presifn serfi parcialmente

i‘lrj"'lr
cancelada restando “{"Pi,j + P.i.+1,j * F‘i,j+1]'

Asf, la forma modificada de 3.4 es b
Bey e j-o 4-D‘U"P'-nj vEejPeoj +FigjPou + Ha‘.j?as]jﬂ 4

+ C"-j[ﬁ'”nj-f- L) [- F‘:.i' +'F4'+t,j- + P‘;j_l )]

+ E;l.!j ['Pa'-i.jﬂ R (-F‘.'j * F""j” A F‘l-:'j )] {3 * 12}

en donde

Cflj = C-:Ilj = é".j E;'u.',.i :' fil-'u" = cfl‘J {‘"rr_f {3 - 13}

Los té€rminos gue involucran a Pj, -1 Son {Bi,j““ﬂi,j}

lo cual en 3.6 corresponden a hi 3 por lo tanto
rar

b.‘.j =By o Cej (3.14a}
Ciy= Dij ~ =G, (3.14b) |
|
ih. . .. io B i 5k i 3 3.14 |
"‘ih; E‘*j‘(‘-j-i+c‘*1‘3;"1j"£*"..f Pyt -u.’i‘u | ( c) ]
' I
T Ll TR ot (3.144) '
ijohy = Foj == |

d’;,j L-‘j = Hij - a-;G,;.j (3,14e)
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Los coeficlientes b, ¢, d, e, £, R* ¥y V son coeficien-
tes intermedios, generados y usados durante el proceso

da eliminacifén v estdn definidos por 3.10 y 3.14, © sea

bi,j - B : ' (3.15a)
I teeg oy
. Dl'.j
Ciyj o e e (3.15b)

disj = Eaj+beglae, = fop e cofloing ery) (3+159)

o Ruimstbigeige {I3.15dl'
e"’J ) &{'.J

Heg = ®uCagtimng
dhj

;"*j = {3.15e)

Riy = @y "[Bc.jﬂ-:,-.,-rb.'.j RE * Eoy Pl +F:‘mj?f1:uj*H:.jﬁ:.. (3.15£)
Vig =(Risf = bigVisjmr = ca5Via )b (3.15q)
Las ccuaciones 3.15 se aplican a los puntos en la linea
j =1 econ i wvariando de 1 a I. Ensequida 3§ se in-
crementa en 1 tomando 1 los valores anteriores. Este
procedimiento se continfa hasta que j = J. A continua
cién se aplica 3.104 para &K+l aplicdndose en orden
contrario en cada punto para obtener el cambio de pre-

si6n, esto es

(e = ik ae o
Ef.j \l'l.‘,Jl = E‘-.‘,} Ss.r,j e '[J. 5*-.‘}" ': Ga)

i R SRS

L
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finalmente

Mo

Lui e
Ry =T 8y (3.16b)
Al aplicar 3.15 se debe tener en cuenta que
hﬁl E-H":a:ﬂ pora EIz'i'lz""""lI ; {3-17?1}
D"IH;.F"!'-_D para J'=F,'2.---,J {3.17h)
Stone encontrf empiricamente gue haciendo w diferente
de uno, no se aceleraba la convergencia, por lo que dni
camente queda en el método un solo parfmetro a de ite

racifn., Tambi&n empiricamente se ha encontrade gue -

{1 = ag) debe ser calculado del mismo modo ‘que Il =e

calcula para el ADI. El valor minimo de o« no es cri-

tico ¥y puede ser cero. DIBn cambio el valor miximo si es
muy critico y se ha encontrado satisfactorio calcularlo

con

a
| = o may = ™iN R J (3.18)

L '2"."‘{|+-i?-) ' ?J‘(H--%

en donde AX son D y F, y Ay son los coefi
i, ] i3 =

cientes Bi,j ¥ Hi i Los diferentes valores de (1-uo)
¢ 3

en el ciclo se escogen de modo gue estén espaciados geg

métricamente entre 1 y fl-umax] , asj
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k-
J_'MI.L:{r_ "‘mu-n]“.-q

y kaliZyo,K {3.19)
donde K eas el nfimero de par&metras‘ en el ciclo. 5i

I el problema tiene compresibilidad (|E|>|B+D+F+H|), en
tonces o = 1 debe incluirse en el ciclo.
Una vez calculada la distribucién de presiones, se pro- 1.
cede a calcular las lfineas de flujo, para lo cual se si i
tdan particulas cerca del pozo inyector. Las velocida-

| des en los nodos donde hay pozos se calculan con’ |

ﬂj:_'j'lI:;( LI- ) 2?;.:' _Fp_i.j _Pf-ih’f {312“&1
2

i‘ k 2P|' == F' o -P‘ ',
i o= Y ) o ¥y j=1 Uy j+1
U\ gt iy Zav (3.20b)

¥y en el resto con

v, o= f ke N Paig =Py :

_'L-' {"f"‘ (‘?ﬁ'ﬁﬁ)t.j' ) 2 O b {3 . 2(]1::} :
g - b
= k"i’ F:r:f‘” i F-'q i= i
Vasoy Lq”)‘-"-""]uﬁ 28y ' (3.204) ; &

Asi el avance de las partfculas se calcula con

Kipear = %y + 0y At (3.21a)

Yeong ™ Ty + vy Ak (3.21b)

Emm AR EL R R A RS R T i B i i ] g g e - . R ]




+ lo cual nos genera las lineas de flujo. §&i las lineas
al partir de un pozo inyector se encuentran igualmente
espaciadas, el flujo por cada una de ellas serd funcién

de su posieifn relativa, esto es

oy
'i.-‘=“'-—_'“;z f__,} Fr (3.22a)
&

i en donde

’ v =\ W, + vy, (3.22b)

(R S R S

mtn'ul"u cas =, (3.22c)
T-.rl,'-_—"r]r sen ot (3.224)

Como se trata de un solo fluido, el avance de estas 1i-

neas de flujo, nos define el volumen poroso de la linea

en cualgquier punto, en funcifén del tiempo de avance y

el volumen acarreado por la linea de flujo, o sea

VF.;“'%{‘ (3.23)

El gasto de un fluido i gque pasa por una celda en

una linea de flujo es

a = Kk, A AT (3.24a)

i AL

T T LT . g L el B e nd o e B —
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para otro fluide J en la misma celda

Kkr A AT,
e v s (3.24b)

Despejando A/L de 3.24a y 3.24b e igualando gueda

LTI ¥ -~ (3.25a)
g' }ll.
AP =—L— £t AW, .
REY, (3.25b)

en donde el subindice i se aplica cuando t&némns un
solo fluido en el yacimiento, vy j representa a cual-
guiera de las fases aceite, agua o gas.

El gasto gg que pasa por una linea a un tiempo t, es
constante a lo largo de ella; por lo gque la Iéunﬂuctivih

dad total del canal a ese tiempo es

3!,": & ﬁ‘ll's‘# {3-26}
{?1 _.P"'\, % i '&'Pj
Sl

en donde n es el nGmero total de celdas, o regiones
de diferente movilidad en la linea de flujo. Substitu-

yendo 3.25b en 3,26, gueda

: §
Mjr' =Ty E--* (3.27)
ToTR - = A Yo,
A T At B¥ey

S i 5 s e P R e - - - e LR e PSP U WL ELL A M S0 |
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en donde o, se refiere a cuando se tiene un solo flui

do. Asi resolviendo para g ¢, B5€ obticne
r

)\QEI )‘th

En esta ecuacifn el coeficiente C es constante para
un tiempo At, Esta constante también nos relaciona

las velocidades en el caﬂal, por lo gue
Vi = Cewg (3.29)

Todos los puntos que empiezan en una linea de flujo, per
manecerdn en ella. La ecuacidn 3.231ccntiens un solo
término que no se puede obtener de la ecuacifin para un
solo fluido, hPt_ Se puede suponer una ﬂpt constan-
te durante todo el proceso, o bien, hacerse funcifn del

tiempo.

De la’ ecuacién de Buckley y Leverett, se tiene que la

‘velocidad de cualguier saturacién es

(_:H_)sf ';f‘{r‘ (%i’:f)sw -~ (3.30)

en dinde g/¢h(l) es la velocidad total del fluido en
cual - :cr punto de L. Esta velocidad se puede substi-

tuir _ - 3,29, quedando




— B ¥
-H.S“_,,,‘E ——Cr'ﬁj;(_aam)s {3.31)

(FY] |

e —— T

Para obtener £ 1la curva de f, Vg S, se aproxima

W
por una serie de lineas rectas como se muestra en la fi

gura 5. EL nfimero de linecas rectas define las p cel-

das de movilidad constante. La £, correspondiente a
cada saturacifn, es la pendiente en la curva que prece- |

: de inmediatamente al valor de &. R

|

Figura 5..

; | s L 3
La movilidad A; . para 3.27 en esta zona invadida es b
' |

by, ey
A= i ;ﬁ - (3.32) s

El gas libre se supone es desplazado totalmente por el
banco de aceite y que en la zona de gas Gnicamente flu

ye ga:, cchido a la gran diferencia de movilidad entre

—aeam e — FE, A P ) e i o A = .t i b,
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. &1 y el aceite”. Asf para el banco de aceite tenemos

Ry =g (3.33)

El volumen de agua inyectada a un tiempo dado, serd ~
igual al volumen de gas mévil desplazado. As{ el volu-
men poroso del canal al cual se encuentra el frente de

aceite es

VF,I:=“'_1—WTt (3.34)
S9um

La movilidad en el banco de gas serd

krq, (3.35)
111" EJ“}‘I:;L‘
Durante esta etapa, en la cual existe gas libre, la pro

duccifn de aceite y agua son nulas. El agua inyectada

en un intervalo estd dada por

AW, =9, 4t (3.36)

Una vez que el banco de aceite alcance el pozo productor

se tondrd produccifn de aceite, la cual se calcula con

ﬁf,j?rtﬁ AW, 4 (3.37)

Dura. v“sta etapa no se produce agua, aunque se puede

o ——— e B A P A £ R At 1 B vt i i bl el
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incluir para cuando la saturacifin de—agia--én—al-JramrcE=

i ecms ey

de aceite sea mayor que B8y., £ Una vez gue el agua in-

yectada surge en el pozo productor, se tiene

ﬂijl‘: EWI‘E 'let. {3-33&} |

&MF,’&: &\h’;.ﬁ-&\ﬂ?,t (3.38b) I

AsT con las ecuaciones 3.36 a 3.38, se nhtiené la histo
ria de produccifn de caﬂﬁ linea de flujo. Sumando el
comportamiento de todas las lineas de flujo del yacimien
to, se nhtiens.al comportamiento global de &1, aszsi como

el de cada pozo.

3.2 MEtodo de presifn implfcita y saturacién explicita.

Una de las formas de resolver las ecuaciones 1.9, es el
método IMPES, el cual consiste en eliminar las satura-

ciones de tales ecuaciones usando 1,10 y

X (Su+ SovSq)=0 (3.39) g

con lo cual, finicamente guedan como incbgnitas los po- i
tenciales de las tres fases. Fagin®? y colaboradores, L.
en £ articulo desprecian el efecto de la presifn capi-

lar, jundando asi los potenciales definidos como

F,=p P 31n (3.40a)

. i gy e B iy Bl i B B e i o e R e e -----s—-.-u-nll
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1 |
| !
f |
' i
. | . |
g | : fo=prp gh _ (3.40b) |
| By=prpoh . (3.400)

Multiplicando 1.9c (aplicada a dos dimensiones) por Bg

y expandiendo el miembro derecho

' 6% b\ 35 s
By V- [Ty V3, |+ ByV+[ToReavE ]+ % hsﬂ[[ﬂj]w 25 o
2(%hg), (4R 3 Sa a!'im".-’ggi (3.41 K
+ Sq 228y _a: L.Tt + Sop S ] ) F
en donde il '
et
ToKerh (3. 42a) l 2
B o i
§m—Qa___ | QoRusby | (3.42b) "

37 Awhy | AXAY Ba

Haciendo A igual al primer miembro de 3.41, se tiene

__.._.,._.____.____

h‘—'-ﬂ*’h%”-ﬁjh?:;[—— hﬂ_%ﬁg_'ag 4+ $RehBa B BTeqo

|-
t
By 2t Ba oy, O 3
!
. dfig OF | B b 4B BP
+hgte [ dbe 30 ona (B - S48 30 )) Sy ik

Como 'a presibn capilar es cero entre el aceite y gas,

; A
el t :=»ino u-%{—?—- vale cero, guedando

e et [ — T
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3.5! _ 55 dBs 39 | _ PaPsaSe h3s  Budh S. dR. Bp
H‘Ph[ ot B.’i dp Bt Ba ot Be ﬂp,st
Be Rsa S .
n s (=2 3.44a
+Y5,- Ba ]h Sk | { )

Aplicando un procedimiento similar al balance de aceite

y agua da

s es ] (- G ] i v, 000

B [ TuV B [= ﬁ—,[-LgL ;Z“J;i-ﬁ% +SuhZE v Bug,, (3.44c)

Sumando las ecuaciones 3.44 y aplicando las ecuaciones

1.10 ¥ 3.39, gqueda
aﬂ"q;[-rﬂwq 55"}-&'&”'0.['[“’? E_’].y.{'b,-eﬁﬁw}‘?-['ﬁ{]’*ﬁq

=} a* 2P dBs . S [8Ba dRss
[‘13 +Boy, + Bu, |+ ¢h A Rl

o Su &u..]; 28

g ST =0 (3.45)

Aplicando la técnica de diferencias finitas a 3.45 y de

finiendo el operador
Al (&)Y, =ﬁéf[mm -t@ -3 )
I..J F l-*'.l"'lj u"'“‘j a'-lu.

"‘T“i"-'h-;' {.é“-'. :.ﬁca,-u ]-ﬁ

la ecuacifn 3.45 para dos dimensiones y aplicada al pun

(3.46)

te i.4 queda

L T e et T L

o
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ENESYS: {‘H)-,_‘; + [t Ay (2) 1 [t 'aﬂﬁm " ;._,
+hip a3 (320 T (6T o7 (87 + 6Bar (85)y ]
g ps) v ahg, (P B AS o (3.47)

Esta ecuacién es implicita en la direccifn X, ya que
los operadores de diferencias en la direccién Y no

contienen potenciales en el nivel de tiempe n + 1. El
método empleado para resolver 3.47 es el desarrollado

por Peaceman y Rachford!?, llamado procedimiento itera-
tivo implicito de dirececifin alternante {hDIP] La ecua
clfén anterior contiene tres inc6gnitas Pi l g p?+; vy
piii 1, asi cuando se escribe para cada punto de una £i

la de la malla gue representa al yacimiento, figura 6a,

se obtiene un sistema de ecuaciones gue se supone es 1i

neal durante el intervalo ' At. Este sistema de ecuacio

nes genera una matriz tridiagonal el cual se resuelve

facilmente mediante el algoritmo de Thomas'!,

(a)

Figura 6.

x valores al tiempo n.
& valores al tiempo nil1l/2
O wvalores al tiempo n+l,
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Aungue este método es equivalente al’‘de eliminacibn de
Gauss, evita el crecimiento del error asociado con la
solucifn regresiva del método de eliminacién y también
minimiza el problema de memorila en la computadora. La

ecuacidn 3,47 aplicada al punto 1i,] queda

AREy + B o PRy = (3.48)
an donde
|
AI. HY[‘I‘:[F}L;‘_%F +;1{?‘] Tw‘l*ﬂy' .-'r -F:I.F}Tj |:“".|'l';r. ‘j] {3 . 4'9&}

Bi== 2 [futn (Tetepj * oty Y+ Alp oy * iy )

®h ' s
"+ ‘FJRP} (Tﬂf-}l‘i’i.j +T3;'.:,|"Uj]'- ‘_-Ja-%u {3.49!:)}

Ci= '?HF{;'{P}T“E- Varf £ i‘lF}T‘“"ﬁfnﬁ + {?}T‘} l'-g.._.j] (3.49¢)

=Rl (R 9n), - (n By [t 09 (209, ]
* T_E‘E%L [t h9 ‘*)x. j 0:531)"*".3 +E# [(f; ‘.1‘:1,-,;‘ (BRI ﬂﬂ
(R %), (R, ] B (g o), - (99)., ]

; n dhg.(r
v g (pee) e Eatles) | hoas (3.49d)
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1
“El sistema de I eccuaciones resultante para un renglén
en forma matricial da
[B]7 =D (3.50)
en donde
1 : — —_ — - - .
By, O T By
Az, Be, 0, T By
[BJ: Ah.hluc‘} ; -'Fn P.‘\ ¥ -'fz 1.:'! {3.51}
‘ Ar L B 3
e, g 1_ L % 4 L, h: .J |
|
La matriz B puede descomponerse en dos matrices trian ;
gulares, una superior y otra.inferior, esto es .
e
[e1=Lwlls] (3.52) i
ol F
‘B
en donde ! 1| i
r—-= — — ——— 1-
w, 1.b, 1 B
hhwl 'I.i.l‘_ ] -
h].,tl.l‘ ‘l h; " ¢
[w] = . : [.D]= s (3.53a) 5
1%
s , — . - ' e -.'.I s
! ' B
1| para lus cuales se tiene R
i foo
| s
| %
| L
} , [
| _I .

—— e g e T el et e g B s e i Y et it e
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a3

by=—d ) Iy I=i (3.53b)
Substituyendo 3.52 en 3.50, da

[w][6]F =D (3. 54)

Definiendo el vector 3‘ como I S

[wls =T (3.55a) i
se puede egcribir ? |

B
3l= why

{3.55b) H st

Bj=}":‘:ﬂ"ti'hl_ ZEJEI

Wy

Igualando 3.54 con 3.55a, y premultiplicando por la in-

i
I
|
!
;
versa de [w] queda {
1
|
I

(blg =3 (3.56a)

que es la solucibén del sistema 3.50, o sea

P =9,

PJE'?J-.D}PJ‘*" 3 I-iﬁj"!'-l {3.55&}
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La secuencia de cilculo para resolver 3.50 es la aplica
cifn de los algoritmos 3.53b y 3.55b en forma descenden
te, calculfindose los elementos de [w], [b] y 9. La so
lucién se obtiene resolviendo en forma ascendente 3.56b.
La aplicacifn sucesiva de este mEtodo a todos los ren-
glones de la malla, da como resultado un nivel de pre-
siones a un nivel de iteracifn n + 1. Escribiendo la
ecuacién 3.47, para una fila de nodos, figura 6b, gqueda
en forma similar a 3.50, sfSlo gue los niveles de pre-
2i6n serfn Ilo+2.

Una vez resuelto este sistema, tenemos los nuevos nive-
les de presifn al tiempo n + 2, con lo cual podemos ob
tener explicitamente los valores de las saturaciones
simplemente resolviendo para 8Sg, Sg Y Sy las ecuacio-
nes 3.44. En este punto las presiones y saturaciones
al nivel k+2 se comparan con las del nivel k+1. 5i
la tolerancia no estd dentro del rango fijado, se hace
otra iteracitn. De otro modo, se pasa al siguiente in-
tervalo., Cuando una tendencia se ha establecido, una

extrapolacién lineal se puede hacer para los valores de

‘presién y saturacién.

Modelo implicito.

Perry y Herron'?, desarrollaron un modelo matemitico pa
ra 1l vwrediceifin exacta y eficiente de un yacimiento en
tres  ises y dos dimensiones. Incluye los efectos de

comp: oivilidad de la roca y el fluido, viscosidad, gra
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~ vedad, presidn capilar, permeabilidades relativas y so-

lubilidad del gas. Dentro de la restriccifn de dos di-
mensiones, el yacimiento puede ser completamente hetero
géneo y anisotrbpico.

Como ya cse dijo, la ecuacifn que nos gobierna el flujo

de un fluido en un yacimiento, es
ke b _ ® 5
- é‘ﬁ ‘?{P“f"i‘ﬂ*’i'%? LT) (3.57)

Para el nodo i,j esta ecuacién expresada en diferen-

cias finitas es L

an ] (Rk) (axt, ~(#9), 40)]
1'5‘?{(9%1_)-1 (&1&“ o l ?ﬂn .ﬂ-‘fb)]= ll.lr L?EE‘] o "?f—n ':3 .58}

en donde los operadores de diferenciag tienen las si-

guientes definiciones

Ay ( Ca L P+ )u_._-ﬁlﬁi [C""?; |‘|f'r1; (hwr}j.nu- E'.;', M-l)

= Ciy, i (ﬁ:‘,;m = I’.u..‘,',m. )] (3.59a)

ﬂT { C ﬂ\ftu rj 5 "E%f [C l'u'tl‘f.,. L] t.ﬁ';j'ﬂrni-r = P:qj-*"‘")

Cojetrn \Bofonar = p;lf,“‘_“_r]] (3.59b)

—TE—— Ty




36

, (8., (8] e

! bix y Ay son las dimensiones del blogque i,j. El térmi
no ci+1f2,j,n representa una cantidad medida en la
frontera del blogue y es una propiedad promedio de los
blogues i,j e i-1,j. 8in embargo, las permeabilidades

relativas en esta cantidad se basan en las propiedades

i del bloque gue esti aguas arriba en la direccién del -

flujo. BEsta ecuacifn es regresiva en presién y progre-

siva en movilidad. La saturacién se expresa en térmi-~
nos de las variables dependientes usando las presiones
capilares. Ninguna de las ecuaciones se resuelve expli

cltamente.
Con el £in de reducir el error de redondeo, se puede ha

cer el siguiente cambio de wariable en 3.58

Ab, =k, ~P, (3.60)

la cual escrita para la fase de gas, gueda

ﬂ‘-:ﬁ‘r Cjuyn &"‘T t&bj}n-fl g E‘-‘#?CE ryn 'b:“f' (hlpﬂ}n+1

$Sq . dR;(1~5u-
ﬂﬂ-r[ E';Jr s ( - 5,) } +Gg, (3. 60a)

en dende
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Ay Cquyn Buy (893 ), = B Cy, Ax(R¥y)a,

+8yCq, Dy laks),,, (2. 60b)

Cq,= (;‘;'%;—ﬁ)“ (3.60c)

- R:kkruh )
Cs, (mﬁeﬂa ) . (3. 60d)

Ggn= 8%y f, Cony Duy D v g duy fy Co oy Duy D .

- &“? {:5“7 ﬂu? an- ﬂ';uhf Cl'n'f .i'l‘ti-\,' 'Pn.n"' c-'l‘a {3.60e)

Para resolver la ecuacién 3.60a, se usa el procedimien-
to iterativo desarrollado por Weinstein y colaboradores ?
aplicado a tres fases. Asi los elementos B,D,E, etc.,
son matrices de 3 x 3y p, . son vectores de tres ele-

mentos. |

Los términos de acumulacién no lineales se tratan con
un procedimiento iterativo Newtoniano.

Considfrese el cambio de saturacién de n a n+l, Es-

ta_diferencia en saturacifn queda

¥ sﬂﬂ[l_%..)w_ (_ﬁd-_ﬁ)} (3.61)




La iteracién k+1 de saturacifén est§ expresada en tér-

minos de la iteracifn k-é&sima por

[P - b s )k[ e "
Sq, =S +L—~—L— AR - AP ]

ni R wo

+ L:'_Fsai', )k {ﬂ.ﬁ': - LP:;-] (3.62)

en donde la saturaci6n de gas es una funcién de la pre
sién capilar agua-aceite y gas-aceite. Usando 3.62 y
expresando las presiones capilares en términos de las

presiones de las fases, resulta

(] ke
= EET 25 L k
Sﬂﬂ-ﬂ 53,-,, = (3 R = 2 ) ri —kL—-..._L)_s_‘-L_) al

2Pega | o 2P o )
-t-(s-i;—f:-u—)k [;"'"'_, kﬁgm.-;ﬁJ (3.63a)
en donde
S R G (3.63b)

La saturacibn de agua se trata en la misma forma, sélo
gue &sta se considera funcifén de la presién capilar -
Gnicamente. La porosidad, factor de volumen y la solu-
bilidad del gﬁs, se oxpresan también como funecifin de la
pres: s usando el procedimiento iterativo de Newton.

Mult: icande 3.60a por el volumen de un blogue, esta
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- ecuacidn es funcibn de los [ 's definidos anteriormen-

te, se transforma en

. b ]
By Csnyn Ay B0, (- Bag) f:}'

4 (EL%T (:sx YN ﬁk*’{*— E%ﬁa) {;hﬁh = Rs (?15!5&)

donde

B %E.M By :. “a?mu | E“P:?,u) ( >\"'H ( E?Pf-aﬂ

2% _ ke )H (x-m-ss)nk%))k 1 e

Eﬂmu afcwo

' b 3 : 3
\ k(9% ) (3@ (3.63c)
B‘%L ‘EE-[(?’&]I)WH( I B (%‘i nel a?cun*%m 1 2

O N MR )
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Las ecuaciones representadas por 3.63, se resuelven u~-
sando el método fuertemente implicito (SIP), aplicado a ‘

tres fases.




4.~ ANALISIS DE CONVERGENCIA Y ESTABILIDAD

4.L'| .~ Convergeancia

El error de truncamiento es en el que se incurre al reemplazar una ecua~
cién diferencial por una ecuacién en diferenclas  La selucién exacta de una ecuacian en
diferenciasdifiere de la solucién de la correspondiente ecuacién diferencial debidoa es

te error. Este error estd dado por
-~ AU n (4.1)

donde : ' .

m
i

= Errer de truncamiento.
Dy = Forma en diferencias.

= Forma difercnclal.

£
c
i

Este error se puede usar como una gula del orden de convergencia de la
solucién de la ecuacién en diferenciasa la soluclén de la ecuacién parclal conforme los

incrementos Ax, Ay, At tienden a cero.

Para una aplicacién préctica en problemas muy complejos, lo estimacién
del error mejor se ohtiene resolviendo las ecuaciones de diferencios con diferentes tama -
fios de malla asl coma A, para determinar sus efectos en la solucidn. En muchos cases,
valores précticos de &x Ay, y At pueden ser demasiado largos que el error no decre

ce tun rdpido como lo predicen las ecuaciones para el error, Esto se debe a que las -

ey i B SF R bl T oy ey b e - e e T

—
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. expresiones para el orden del error describen el comportamiento asintatico conforme . A x,

Ay y At se aproximan a cero, y no dice algo acerca del comportamiento del error

para intervalos A x, A y y At grandes, Debido a esto, se debe tener precaucién

" con las estimaciones emplricas de los errores obtenidos al correr el mismo problema con

diferentes incrementos A x, Ay y At

4,1.1.= Ecuacién de Laplace.

Por simplicidad, el andlisis de convergencia se haré para una sola dimen’

sién. Tenemos de 4.1 que

E

E. = @?ﬂlngéi +@E-i _ -ai@ '(4.2}

Ax” o

Desarrol lando en serie de Taylor los elementos de 4.2 se tiene

_— 4
n 772 2% B3 4
"z E§+A,g§_@+é%3 _\_dm S‘é +$¢ Eﬂ%
(A" | =i A Zl Byt 31 DR® 41 ax

— =1 & A 4 § ﬁa;l@
+% _ﬁ + QRN -2+ & -Ax T+ SR 24

—3 —4 —5 5 __ &) o2
P S T o(u‘)l-%_% (4.30)
31 ax*” 41 9xt Bl o Sl
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Cancelando términes queda

s
£ = # i B0 B (43b)

M

Para minimizar el error se tiene que hacer que Ax—= 0.

4,1.2.- Ecuacién de difusién.

En este caso fenemos que

Qz%m“@ﬁ'&lﬂ @. @“-1 __@L 'E}ﬁ
Ax* :

TAt € e

. Desarrollando los términes en serie de Taylor

Eﬁ-H@ 28 &*¥E X RIY

ol 21 9 T 3 Bk 4\ g%

B 9%, o(6)-28,F, - W B2 K P9

K=l o 2\ 3x" 3l oxt

t_4 : ”
+ & 2 ¢ 35§ + O )l“i[@ldt@_i" ﬂk%%

41_ _514 :.vi xS

=21 A2

]

Cancelando ténnines

1'5.?:- 9__@ E ___@ 4 —L
- E‘x-’-h ERET +D(E)¢G:‘,m) (4.5b)

XS '.:%@ o (& )k Qﬁ rc28 (4.59)

o i S P
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Si se quiere minimizar el error se debe hacer que

&G 248 _ c A 2°8 : (4.6)
12 ox2 T 2 i

Milt demostrd que si el potencial satisface

Cia) ” 9 -. (4.7a)

ox2 En
también satisface
2% i Ot (4.7b)
x4 R
por lo que 4.6 queda
—z —
s,
—% = _2__“’1 (4.8a)
asi la condicién de convergencia es
Cak _ A (4.8 b)
'L

4.1.3.- Méfodo S|P.
El andlisis del ri fmo de convergencia se llevard a cubo mediante un anélt

sis de Fourier, suponiendn que los coeficientes son constanies para lodos los puntos y estdn

B R W] bt B ek Bl s B a o B
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definidos por las relaciones

niri EpR = Hi_.i . (4.9a)
D;“i E D = Fifi : E4-9 El:l
E,, = -2(B+D) (4.9¢).

Para valores grandes de i y j los coeficlentes b, ¢, d, e y f adoptan valo

res asintéticos y C tiende a G. Para ¢l = 0 se tiene

b =B C=be = BB .dibf+co=E

d
d+h—':+cdf = E d2-Ed+ BH +DF =0

Finalmente

C = BD (4.10a)

Para g =1

L& s a0 (4.10b)

Definiendo el error en k-8sima iteracién como

E"nj — P"'J - ‘?i.Jj {4.”}
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en donde p, I es la selucién verdadera. Se supone que el error se puede representar
L
por

V. Xe T (wwse + pry)

€;=F Auwp € ; (4.12)

Si M es la matriz del problema y M' la matriz del método, se tiene
Mp = Q (4.130a)

substituyendo ( 4.11)

Mo(p-e®) - a (4.13b)

Mk - Q « MeX » b (4.13¢)

M Sh = Rk . ’“J“}
0 sea +

Mo(p™'s k)= R (4.13¢)

De 4.13 ¢y 4.11 se tiene

W (e . £ ) = Me" (4.131)

con lo cual se han eliminado las presiones y Q . Substituyendo 4,12 en 4.13f se llega o

la expresién
% _ [o.ac[t-af}J+c«A]t-4ciF?;z (4.14a)
[ru.s::.{1-ﬂjj+cn<#.%5]zq4c,=p_"‘




e e pem v e —— ¢ T T e

47

en donde
J = cos (W T An) cos (P AY) _ (4.14b)
‘" 2 & :
beow Baen kﬂ*ﬂfﬁ) cen? 9_11%1) el

R*. Ksm"( %LE&.K) g¢n‘(f_‘£&&’)l g i— | = sen? “-‘Ef")]

|4- sert (o) |
: (4.144d)

5=HDmn‘(”““)—Ewﬂa(E{—‘ﬁ) (4.14e)

Z

Para convergencia se debe tener

\H < | (4.15)

En el anélisis de 4.14 a,5tonencontrd gue:
(1) Conforme D o B ( pero no ambas ) lienden a cero, % tiende a cero
Esto corresponde a que los tramsmisibilidades tienden a cero, en cuyo caso el faclor de -

aproximacién de la matriz M es exacto y asl la solucién se obtiene sin iteracidn,

S B Bl e e T e -y ey P T T ey - e B L

TGO, W] Pl .

———m e <

| LN
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(ii) Si By D son grandes con respecto @ {'ﬂ AX [z )2 y (1T &‘fﬂz)z‘,
el uso repetide de o = 1.0,0rigina que l?lal . De hecho el uso repetidoa de cualquier

A  en la vecinidad de 1.0 resulta en H\F[\. 2 | para alguna combinaciénde W

Y P

(iii ) Para cualquier combinaciénde WJ y p existe una & que es
6 en el rango de cero a uno, el cual hace a 'f pequeiio con respecto a la unidad. Sin
embargo, para otras combinaciones de W y p, esta eleccién de & puede resultar en
.i"i \ ligeramente mayor que uno. Por lo tanto, se sugiere el uso de un ciclo de pa-
rametros, cayendo cada uno dentro del range de cero a unc, Valores cerca de la unidad
tienden a bajar los errores fundamentales y de bu[r.l. frecuencia mds rdpidamente, mientras
que valores cercancs a cero aminoran les errores de alta frecuencia mas répidamente. Los
valores cercancs a uno son més sensitives a los valores de w y p, estoes. si & sces
coge para minimizar [ ? l para una combinacién particular de w y p, un cambio re.
lativamente pequefic en w y p resultard en un valor mucho mayor de | ‘f 1 . Por
esta razén es de esperarse que la mayorfa de los valores de ©4  empleados en un ci

clo sean cercanos a une.

4.2.- Estabilidad

Los requerimientos de estabilidad implican que los errores presentes en
cualquier etapa del célculo no crezean en los niveles sucesives del céleulo. Existen va_
rios eriterios para determinar la estabilidad, Los més conccidos son el de Karplus y Von

Neumann.

R —— L L R
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4,2.1.- Ecuacién de Laplace.

Esta ecuacion en diferencia es

.Eé;ﬂ,; '@hi " éw' @hj étn’“ éw + .1;_..@_& = O (4.16)

vy A32 BB

El criterio de Karplus nos dice que si todos los coeficientes son no nego =
tives, el osquema es estable, lo cual es el caso en 4,16, por lo que se concluye que la

ecuacidn de Laplace es Incondicionalmente estable.

4.2.2.- Método ADI|P.
Las ecuaciones que definen al procedimiento implicito de direccién ufiﬂi

mante son

2 2 } '
Ax .F'n-i".‘z + ﬁ"’f o = —E-h(in:- Pn) (4.17a)

As Poay, + &FT Pryy = E%E (Paxs - p“'i"h) T (417b)

Sea p* la solucién exacta de las ecuaciones en diferencias 4,17 a y 4.17 b
p la solucién de la méquina y € la diferencia entre ellas. Asl, mediante estas defini_

ciones, p* satisface las ccuaciones 4.17.

# *
éax Boave - b“fi P: 2 E_'L ( ?:ﬁ'a“ Pa ) (418 a)




ok ; _
Ax ?m'h_ + 55‘11 Pnﬁ = %L_ ( P:n - P:*“Ia) (4.18b) '.

Por lo que las ecuaciones 4. 17 quedan

MU’:?@ *‘Enw:.) & b:"{(PI +€n)= 2 (PL-;, * Enay, - P:-En) (4.19a)

At :
2f o e # )
ﬂ"-ﬁ(Prwz* Em-'.&) + ﬁ\? (Pﬂﬂ +Enyy )= ‘i_,cl?m,‘"_ €1~ Ty Enara L
(419 b))
Restando 4,18 de 4,19 3 e 4

ra [ I i {4'2{} 8 }

&K é-“‘lfl.rl -+ &"T 'En = %1. (Emli’l -£h>
2
&;EM‘J: 4= 351{%1 = fi_ (En.n'“ Enﬂ};) . {4.21'“:}

Usando el criterio de Von Neumann el cual representa al error

' AR AR
¥
En= N\ € B (4.21)

donde § representa f-T La condicidn de estabilidud es

Vi R | o
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s e e i p—— T e -

AsT
\_ﬂ .E,m.l - lﬂﬂ o }\m“-.fz )kﬂh 4.92 |
N £ . —_lﬂ - An Aoy i (4,22} !

es el factor de amplificacién del error para el intervale completo de tiempo.,

T _Tw;
Sustituyendo 4.21 en 4,20 y dividiendo por & g

queda

. )\-n {"2 dca&-r”) ;- (2- ifﬂﬁ@} o ()un“h }L) (4.230)
' ¥

..}m&flzcn-s:@;) i {1-?:;&) zt.(xm."xn,,h) (4.23b)

o K
E'n dgr\d h‘ y LK -?ﬂ ¥
T 2 sSuUS 1—\--.11».[4:. cosw = E t€

i
Usando la identidad 2 = 2 cosx = 4 sen? (x/2) y resolviendo la ecua ~

cién 4.23 a para An+ba /}.n , y laecuacién 4.23b para  An+y /}'-”“Jz da

-

X?_ ) A sen (w.,_l ]K?—' _ ‘Faznz (fjl) ]
No= Atz A 18 Ay* e e (4.24) :
An o Aary [Z +45m“‘(&"@}[_% N 4 sen® ({e‘fz)] b
s TaE B T e !
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Esta ecuacion muesira que la condicién de estabilidad IX <4, se sa_
tisface para toda {3 y 8 para cualquier incremento positivo de tHempo A F. Por

lo tanto, el ADIP es incondiclonalmente estable.

4,2,3.- Método IMPES.
S1 los fluidos se consideran incompresibles, y lus transmisibilidades se to_

man constantes en cualquier direccién dada, las ecuaciones 1.9 en diferencias finltas

quedan
Tw A%u - Gy = Ve AL Sw (4.250)
At :
To A% = %o = Yo ArSe
(4.25b)
Ta A% - 9, - \Lifh Ay sg (4.25¢)
donde
Tap = Tedip & Ty Ay P+ Aap (4.25d)
‘_,«L Ay A=z
Twx = ,m:m \iﬁ.x SRS

R mmiisins e Bt e St et e it . i i —— LS T P Pl sl T L Ce e ] TS OL R
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Usando funciones lineales de presion capilar queds

I. 'Tu.: ﬂia]? - F::.Iu.tu Tw- .ﬁ:EH-u - D’i‘u.l i _I'—'E At Sw {4'2{”:}
' \
| Ta ﬂaP ._c«h - - i‘l Ar Sw ~ ‘x:—lfi. AL Sq {4.26b)

donde p cs la presidn del aceite. Hay tres ecuaciones y tres incégnites 5w ,5g y p.

Los errores €, Ep, Eq enesas variables satisfacen las mismas ecuaciones.

ol 1T 5-1'{553!'-1-! + T'-'Id Az (.E-M = Fg-i Ay E (4.27a)
T A? (Ea‘)nﬂ == _ﬁﬂ. .{1;_.5, - %EL Ar &2 (4.27b) |
T'5 JE'E(E:B'-)-rv” 'i"TIﬁQE.z)n :i—ﬂ-‘: Ay Eo (4.27 ¢) !

I i
donde TIM;— P cwe tw + un nimero positivo y T'.ﬂ & Pllcﬂn T?ﬂ 5 P e

lambién positivo. La notacidn del tiempo en el primer miembro de 4.27 refleja el hecho de quo
el método IMPES toma las presiones implicitamente y las presiones capilares o saturaciones

explicitamente.

e

T g A g e e e 8 A b o g T i b e == T e g R
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Reemplazando !
Faind B o Bocgh : |
Ery = b Mrigini ghen (4.28) |
da ; :
T = ki I
by Ejlew ™ r o ikm . (4.29a) t it
i' G
- |
L . !
A2 i =-Y, € (4.30a) o
donde a"“ = 45&!1-2 (et fg'l; E‘T :4-)&.47(3{1‘4‘2]" k’; = -{:qhi{mt /2 ) ...I. N o I
y fnes una funciende n, oc x )y o2y, e¢g varfan de cusi ceroa T pero
no més de dos de estas tres vartables pueden valer T al mismo tiempo. Aﬂ‘se tiene

T 878 =T A & +Tay A% Ex+ Ay &r % Ee (4.91a)

e i

en donde
Ay = hd//,(_,, (4.31b)
:’5‘,! =M sent 2% 4 41“‘.&“&?311&‘-&—1"
AX 2 A 2
L 4R AxAY i, B (4.31¢)
A2 rA
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Substituyendo 4.31 a en 4.27 da

Yl &h""‘ { I.M.H _E““l‘l {432ﬂ }

- Y4 E

1-"'---1-|-l|

~ %o &y Exmpy = = gy E ) x(Eepy=Em)  (4.32b)

-Fkﬂmi Ty iy --iﬂ Eﬂiﬂm:qiflﬂﬂ -E'-*"t] (4.32¢)

donde h-iu.:“len% Eq = P:gu Aq ¥ o<=Ve/at. Sumando estas tres -

ecuaclones y resolviendo para ¥l .E NiadL y substituyendo lo Gltimo en 4.32 b
y4.32¢c da
c-df'.-i,q“ [b:‘.— ['}m*-)\:,\ 91154,., (4.33q)
+ }h:-Kll ¥, €,.. .
M
of Etﬁnl ¥ “'(61...“.1 — [b{“ -}\'}\ Vi] E\M

'>k es la movilidad total A w + Kok ?‘\: . Estas dos ecuaciones on forma

matricial son;

&, =hbE, (4.34a)

SN
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donde

{Eim .
Em'z . (4.34b)
E'l.--l-.

Resolviendo para & ., se tiene

E..=dbe, =Be, (4.35)

Caal . 1

La matriz B es - . . R
[ E"-L?..{Jl-l.ff-\-;}w%l-\ﬁm

B= = (4.3 f R

L Leda¥ o Regfifin)

Aplicaciones sucesivas de la ecuacién 4.35 da el vector error después de

n pasos de tiempo como

£ =B" &, - (4.37 .

Ll

donde €o es el error inicial. Para estabilidad se requiere que

g L BT =20 (Matrte avla) (4.38)

# M-n-DG
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Esto es cierto si ol radio espectral es menor que la unidad. Haciendo los

elementos de la matriz B - b;i-,sva tiene para los valores caracteristicos de la ecuacién

bu_rj‘. !34,11
= O (4.39a)
hz,. 1‘311"‘“—_ .

=

Resolviendo para O

'ﬂn + haz.t\/(bn * bu-;_\ll‘ -4 J".'Lh 1
2.

0= (4.39b)

tLﬂn:E-ﬂ.

/jb = l:"'-'l ht?. - bn bu . {4.39¢c)

Resclviendo 4.39b para T se tiene

U= 'Ell_n-c_ {.?.nr _ Y {“u;\:}'«aiw _ h‘l':h—ﬂ.{.;:f‘)**j
(4.40)

- R () - 8T O ]
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T es siempre menor que + 1. La restriccién -1 LT da
) 4N,
At S o e  $i R et ) LJ__‘ (4.41)
i N . A

—

Para las regiones de agua-aceite en el yacimiento, se hace :’\nf.}\qfﬁ} N

se tiene . )}
¢. b?‘ﬂ‘f ﬂi [ ..A—‘ ) . I : g . .I.:'-..':___:':'1‘_-'."“
.ﬂ'& s ™ kva L {4.420} : |'
2P, (h g{(ﬂ .l gr\h‘: & Vg g.v:ﬁ:( ) e A,
Para la regién de gas-aceite se tiene ) . =ﬁ =0 , con lo :
que se obtiene |
i
Ax AT 4z (7‘&——“ :
el * gl Y (4.42h) !

LY 43 ﬂ . br bz Ar Y
oo [l BLER (o, R g BEEE
Para obtener las ecuaciones 4.42 se usé el hecho do que la resiriccién
més severa en A t ocurre cuande los térmings mnz en h‘ﬁ, Y h"; Henen su |

valor méxime de uno o cosi une,




5. DISCUSION DE LOS DIFERENTES METODOS DE SOLUCION UTILIZADOS.

VENTAJAS Y DESVENTAJAS,

5.1.~ Modelos de ITnec de flujo.

Desde 1962 en que Higgins y Leighton 13 preseniaron su método de ca -
nales de flujo, este principio ha sido usade por un ndmero de autores para hacer ciley_
los aproximados de inyeccién de agua, vapor, gas y pol meros 20473013718 1 ayitg
de este métado 13 fue que presentd una excelente concordancia con los resultades numé

9

ricos y experimentales reporiados por Douglas y colaboracbres ! para un arreglo repe =

titive de cinco pozos.

Las suposiciones béslcas de estos modelos, es que (1).- las ITneas de flu
[o son independientes de la relacion de movilidades, {2}_.- la teorfo de Buckley y - =
Leverett puede ser usada para calcular ¢l desplozamiento de los fluidos entre Iineas ad_
yacentes. La primera suposicion parmite que las ITneas de flujo seun determinadas a =

partir del flujo de una sola fase, y mantenerse fijos conforme la invasién progrese.

Para el caso en que se tengan arreglos no confinados, estas |fneas cam=
biaréin cuando la relacion de movilidades se aleje de la unidad 20 , con lo cual la pre_
diccion se alejard de la realidad. Sin embargo, recalculando las potenciales conforme
avanza el frente, la exactitud puede ser grandemente mejorada. Esta desviacién se de
be a que atrds del frente de agua ocurre casi toda la cafda de presién, con lo cual las
trayectorios de las ITneas de Flujo atrés del frente se hucen cas! independientes de la -

region de alta movilidad adelante del frente de agua.



a0

La falla del modelo para reluciones desfavorables, es de particular inte
rés cuando se tiene la presencia de gas libre inicial, ya que en estos casos se tiene una

movilidad favorable a través del banco de aceite.

5.1.1.- Ventajas,

Con el medele més avanzado de este Hpn:r5

, se puede predecir la inyec
cién de agua de cualquier tipo de yacimiento, ademds que se puede calcular las efi- -

ciencias de barrido a diferentes etapas de la invasién, La memoria que requiere en la

computadora cs pequefia y el tiempo de céleulo es rapide.

La deformacién de las ITneas de flujo puede evitarse recalculande varias

veces las [fneas de flujo, pero con el consiguiente aumento de tiempo,

5.1.2.= Desventajas,

El compertamiento, asf como la forma del avance de la interfase, sélo
son confiables cuundo se tiene una relacién de movilidades igual a uno. El comporta -
miento de los pozos productores estaré sujeto Gnicamente a los gastos de las lTneas que
a ellos llegan, lo cual se aleja mucho de la realidad para los pozos més alejados de los

inyectores.

5.2,- Método IMPES.
Este modelo estd programado para compuladoras digitales con bastante
capacidad de memoria. Esté disefiado para una solucidn prictica de la relucién fisica

compleja entre las fuerzas naturales y las propiedades fisicas de un yacimiento =~ =

T " ="

o i,
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heterogéneo. La expansién de todas las fases, incluyendo la de la roca se lleva a cabo

de tal modo, que el cdlculo de la presion es el caso general en régimen variable. Para |
| tomar en cuenta las grandes variaciones en elevacién encontradas en algunos yacimien |
tos y permitir lo segregacibn de algunas fases, se incluye un término gravitacional en : e

el potencial de flujo.

5.2.1,- Venlajas.

L ——

Este modelo se puede aplicar a cvalquier caso practico, ya sea para ajus

te de historia o pardmetros del yacimiento, prediccion del comportamiento con inyeccion i k

de agua o gas, tomar en cuenta aculfercs, fallas, etc,, prediccion de comportamien =

tos primarios, relaciones agua-aceite, gas-aceite, efc.

5.2.2.- Desventajas.
Para trabajar eficientemente, este modelo necesita una computadora de g,
gran capacidad de memoria y alta velocidad de céleulo, Se debe tener una descripcién

muy detallada del yacimiento en fodas sus propiedades, fanto petrofisicas como de flui .

dos para poder lograr una buena estimacion, yo que debidoa los muchos parmetros - A
ve inlervienen simulldneamente, algunos conblinaciones entre ellos pueden dar los mis
q ' P 15

mos resultados durante algdn tiempo. Esto es, que al predecir el comportamiento, se -

puede alejar de la realidad.

Los intervalos de tiempo estdn restringidos a las condiciones de estabili
dad, aunque si los cambios de soturaciones no son muy grandes, esto pucte no ser proble " 3 ey

ma .

{1 i A B B e by g Pl o et S SR e S s <
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! 5.3.- Modelo implicite.
Este simulador esid disefiade para dar una gran flexibilidad al usuario - !
del programa. Se puede usar en coordenadas cartesianas o cilindricas para describir el

" comportamiente por pozo.

e E—

Incluye los efectos més importantes para el comportamiento en tres fases.

Como es impllcito en presién y saturacién, los intervalos de tiempo pueden ser lo sufi - :

cientemente larges aunque haya cambio grande en saturacién.

La mayor suposicién de este modelo en tres fuses concicrne a las propie
dades de los fluides. Las propiedades del aceite y gas se caracterizan por la sola pre - _ i

sién del aceite.

5.3.1.- Ventajos. , ‘

Debido a su cardeter implicito se puede aplicar con confianza aun cuan

do haya grandes cambilos en lassaturaciones de los bloques durante un intervalo de tiem

po.

Incluye los efectos mds importantes del comportamiento en tres fases y

es de una gran versatilidad, ya que se puede simular, dentro de la restriceién de des

dimensiones, cualquier cosa como acuffero, segragacién, inyeccién de gas, etc. i

5.3.2.- Desventajas.

Debido a la versatilidad del modelo, las ecuaciones a resolver sen algo

f complicadas, leniendo que hacer muchos cdleulos para cada nodo, por lo que = =

B Lot i e T R e e e S e i L M e mnan . - S




consume mucho tiempo al aplicarse a un caso comin, en los cuales a veces no se tiene

la suficiente informacién para poder simularse con este madelo.

TP i L T i i . ok, i . e iy i L e P —




6. ESTABLECIMIENTO DE LA SECUENCIA DE CALCULO DEL METQDO RECOMEN-

DADO.

El método mds accesible, por simplicidad y caracieristicas es el propues
to por Fugin? y Stewart, sélo que usando el procedimiento fuertemente impli'cifc:6 =
: 10

(SIP ) ya que su ritmo de convergencia es mayor que el de direccidn alternante -

(ADIP).

En la figura 7, se muestra un diagrama de blogues' mestrando la secuen~
cia lagica de céleulo pora una prediccion. Una vez que se ha definido la malla que =

representa al yacimlento, los siguientes datos se nececitan pare cada nodo 0]

Profundidad,= Cima de la urerﬁ.

Espesor.~ Espesor efectivo del yacimiento.

Porosidad.~ Porosidad media del bloque.

Saturacidn inicial de gas.~ MNecesaria Gnicamente si un casquete estd
presente inicialmente.

Saturacion critica de agua.~ Pueden ser definidas con las curvas de =
presién capilar por programa.

Saturacién inicial de agua.- Puede ser calculada autométicamente por
el contacto agua-aceite.

Presian inicial.~ Calculada de mediciones,

g e L A et




Permeabilidad, - Introduciendo los productos Kh entre punios de ma - b
lla, es necesario un conjunto para las files y otro para los renglones. Felles y ofres ba

rreras pueden ser incluidas aquf.

Ademés se debe tener: correlaciones de las propicdades de los fluidos

del yucimiento; historia de produccién; permeabilidedes relativas y presiones capilares;

datos del acuffero, si lo hay; y dates del pozo que puedan ser usados en la prediccién.




&b

{(ectum da todos los datos necesarios

para la prediccién,

Hucw;Fﬁ41=Fi"‘5n+?=si |

para todo i, y los tres fases. t=t; |

Cileulo de las funciones de presion y
saturacién, wsandop. 1y S

5 nal
aguas arribe.,

Célculo de las presiones py, por el

P = P método SIP.
.:"MH = 5'11.
' : Célculo explicito de las saturaciones

Sk de cada fasz para todo nodo.

Calcular gastos en los pozos, y producciones.
Probar balance de materia.

Imprimir resultades.

.F
i
| o
Ll
|

Figura 7
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