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1.' ECUACIONES DE FLUJO. 

1.1 Ecuación de continuidad. 

La ecuación de continuidad para el flujo de fluidos a 

través de un medio poroso, se obtiene aplicando un prin 

cipio de conservación, el cual establece que una canti- 

dad física no puede crearse ni destruirse. Para el aria 

lisis se considera el flujo. de masa de un fluido a tra-

vés de un pequeño elemento del yacimiento con dimensio* 

nes Ax*, Ay, Az como se muestra en la figura 1. 

z t 

,41 

1  A A y. 

*Nomenclatura al final. 
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Este elemento contiene roca y fluidos ocupando el espa 

cio poroso. Para cada fase se puede escribir un balan-

ce de materia en la forma 

masa que entra - masa que sale + masa inyectada 

masa acumulada 	 (1.1) 

En la cara x del cubo, la velocidad del fluido 

densidad son Yv y px 
respectivamente. En la 

x + Ax, la velocidad y densidad son vx+Ax Y 

Similarmente, para las caras y,v+Ay,z y z+Az, 

tiene: v p 
Yr Y  vy+Ay, Py+Ay, vz, Pz, vz+Az Y Pz+Az. 

Los gastos de inyección (+) o extracción (-), quedan, re 

presentados por Q. 

Con estas definiciones, la conservación de masa puede 

establecerse de acuerdo a la ecuación 1.1. La cantidad 

de masa que entra al elemento durante un intervalo At, 

es: 

Pxv• yAzAt + p Y  v  Y 
 AxAzAt + p 

z 
 v 
z
AxAy¿St 

La 	:_dad de masa qUe abandona el elemento en el mis- 

mo 	valo es: 
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• Px+Axvx+AxAyAzAt + p 	
YI-AYAxAzAt 	pz+Azvz-bAxAyAt YAY  

Simultáneamente, durante este tiempo un cantidad 

Qx,y,z,t pAt 

de masa es inyectada en el elemento. 

La suma de estas tres cantidades anteriores, nos da la 

acumulación de masa en el cubo durante dicho At, esto 

es 

[(S0)x,y,z,t+At - (S0)„f Z i • 

] AxAyAz 

donde S y (b son la saturación del Zluido y porosidad 

de la roca, respectivamente. 

Substituyendo estas expresiones en 1.1 y dividiendo en-

tre AxAyAzAt, queda 

1. 

Tomando el límite para cuando Ax,Ay,Az y At 

.1)v 	9 
>4. 

(5->>9-';9.5.sj, t 1,1 — 	Y?.9) Y 	L 

( Le n 
.2`....______ 

tás,- i'a I i5 1. 

(1.2) 

-5;,(? 0;4)- 	 )- 	0-z) Q =-17.1.(s 16p) (1.3) 
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• o sea 

-T. 	c\-?= a.a.1(16e) 	
(1.4) 

que es la ecuación de continuidad para un fluido que flu 

ye a través de un medio poroso. 

1.2 Ecuación de Darcy. 

Para el flujo de un fluido en un medio poroso, la ley 

de Darcy nos relaciona la velocidad volumétrica con el 

gradiente de presión y las fuerzas gravitacionales como 

El potencial de flujo está definido por 

1D + P 1\1 

en donde g es la aceleración debido a la gravedad. 

. 	• 	_ 
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1.3 Ecuación  de difusión. 

Combinando las ecuaciones 1.5 con la ecuación 1.4, obte 

nemos la ecuación de difusión para cualquier fluido flu-

yendo a travós de un medio poroso. Además; substituyen-

do 

?se 
(1.7) 

 

el factor de en la que ssc  es una densidad base y 

volumen de la fase, obtenemos 

ick,  Q,( 
( 

A .1 

  

151 (1.8) 

 

La ecuación 1.8 aplicada a la fase de agua para un flujo 

en tres dimensiones, queda 

k 
Ix 194) 	9sy 	- 

I.) 4- 	= 	(qz:) 
	(1. 9a) 

4- 
1)1 

(1,9b) 

k141140 D 	) 	vuly,rg  
60,,tto 1\«''° 	° 	B3/Á.) 5-Zi 

_a.  

slcyj 	ay. 0 	97. 55/(A y al?" 	...11'1'51.3)15 	(111: (1.°9)c)  

11\501 	 1(.-~Lb. 	 jr. 	 4"  4  

59 	'4)  So -- . 	So 

Uno 
Dx\ '15,.0"u 

12.\ 

Para aceite 

\ %o" js 

.a.• 
"aZ,V30A0 DZ —o 
Para gas 

•¿.) 
D>c \155,C4-7; 571 
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en donde los términos adicionales en la ecuación 1.9c, 

son los que rigen el flujo de agua, aceite y gas a tra-

vés de un medio poroso, los cuales para el flujo trifá•-• 

sito deben satisfacerse simultáneamente. Además se de-

be cumplir que 

4- 	.5 o 	•=. 

Se pueden definir también dos presiones capilares inde- 

pendientes 

pc, — 

Pe 9 	pa - po  - 

Hay pocos datos experimentales sobre presión capilar en 

tres fases, haciendo necesario obtener estimaciones de 

los datos medidos en dos fases para los sistemas 

aceite. Perry y Herronl , presentan los esquemas usados 

en su programa para estimar la presión capilar en tres 

.fases y permeabilidades relativas. 

1  Refen 	al al final. 



2. ECUACIONES EN DIFERENCIAS FINITAS. 

2.1 Solución analítica. 

Debido a la heterogeneidad de los yacimientos y a las 

condiciones de frontera que se presentan, la solución 

analítica de las ecuaciones 1.9 es imposible. Aún en 

algunos casos donde soluciones analíticas están disponi 

bles, la evaluación de series infinitas o integrales, 

puede.ser más complicada y consumir más tiempo que la 

solución en diferencias finitas de las ecuaciones dife-

renciales parciales. 

2.2 Solución numérica. 

La solución numérica de una ecuación diferencial parcial 

es el proceso de resolver una representación en diferen 

cias finitas de la ecuación diferencial. Esta técnica 

puede usarse para resolver problemas extremadamente com 

plicados, los cuales se llevan a cabo mediante computa-

doras de alta velocidad. 

2.3*Errores involucrados. 

Existen dos tipos de error al resolver ecuaciones dife7 

renciales por el método de diferencias finitas. 

Para fronteras cuadradas, el error será la mayoría de 

las v :os de redondeo. Pero una solución del tipo ite- 

rativ 	puede llevar a cabo con un ndmero suficiente 

de ¿V 	significantes para mantener este error peque 
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Ro.. 

El segundo tipo es el error de truncamiento resultante 

al reemplazar la ecuación diferencial parcial por la a-

proximación en diferencia. Disminuyendo la medida de 

los incrementos espaciales y tiempo, usualmente disminu 

ye este error. También tomando una aproximación dé or-

den mayor para las derivadas parciales, puede reducirse 

dicho error. 

2.4 Diferencias finitas. 

Esta representanci6n se obtiene reemplazando todas las 

derivadas por diferencias finitas, las cuales pueden de 

sarrollarse fácilmente por medio de la serie de Taylor 

aplicada a la variable dependiente en el punto x 

como sigue 

r 	 2 
(14  +1.1X) 	+49 	 5.5  alf.m 

1.  • Dx 	2  t ZX
Axa .1 

 " 31 DX1  

Resolviendo para la primera derivada 

•P(x)_ ±1x+ it.x) q)_11 	/1 Y V-  tx1 
"Dx 	Qx 	21 "Dx' 

o sea 

(2.1) 

(2.2a) 

D{,(x)-kx-rtlx)—kx) 	0-1/Iq 
Ax (2.2b) 



(2.4a) p-f (x) 	f(%)- 	hY)_ 	25-3‹ 91.1(x) 
"Dx 	""ax"4  
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en donde CY(Ax) es el error de truncamiento asociado 

con esta aproximación y es del orden de Ax. Esta a-

proximación se llama progresiva. 

Expandiendo la serie de Taylor para el punto (x-Ax), 

queda 

(), A.„) 	- 17, (/ 01) 1. 	(X) 	Z.? (,)n) 	 \ 
-8)( 	t '". -1  

y resolviendo para la primera derivada se obtiene 

(2.4b) 

que es la aproximación regresiva de la primera derivada 

y tiene el mismo error de 2.2. 

Exiite otro tipo de aproximación para la primera deriva 

da y es .1a llamada diferencia central. Para obtenerla, 

basta restar 2.3 de 2.1, quedando 

• _f(>,) _ kbc-i 	')-.1(x tsx) 	217;:a 	ucl 	(2.5a) 

	 + Cr (Uct) 	(2.5h) 
- 	2E1 

El 	:or de truncamiento asociado con esta expresión, 

es (.:,,-den de W. Así, para . Ax pequefia, la exilan 

es más exacta que 2.2h y 2.4b. Intuitivamen- 

(n) 



(2.6a) 

(2.6b) 

• + (5 )1)- 	-An ) 	21 	) a9 fo<  
dx j 	 171-4. 	 4 	"als.'1 

DI'f(x)  _ f (x+Nx) 2..1(x)*  
-"ex' - 	5:5V' 

(2.7a) 9i.sw 
/¿,;,k,niq 	Z3Lu /¿,j,k, rt 

Aplicando 2.2b a 2.7a, se tiene 

10 

te, parecería razonable usar la aproximación en diferen 

cia centrales en lugar de las otras dos. Sin embargo, 

al aplicarse a la solución de ecuaciones parabólicas en 

casi todos los casos, resultan esquemas inestables. 

La segunda derivada puede obtenerse de la misma manera. 

Sumando las ecuaciones 2.1 y 2.3, queda 

en donde el error de truncamiento asociado con esta ex- 

pansión, es del orden de Ax2. 

2.5 Ecuación de ¿afusión. 

Aplicando las ecuaciones 2.4b a las ecuaciones 1.9, ob-

tenemos la ecuación de difusión en diferencias finitas. 

Reemplazando los índices x por i, x+Ax por 1+1, 

suponiendo Ax, Ay y Az constantes, se obtiene para 

el agua 

er

( 	
a 	X 

Twi 	z 	 4i, k 
7 	

W;;-  Iwy 
	 Qy 

	  \ 
wl 	áz 	) qw 
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k 	j, 	Iuj j• ) 
¥TW i'¥¥.tj tk  ( I`u 	 L-1,) 0,) 

TOJ 	I/ 	 ku"C,/,14 ) -T. 	, ( . 

7-Zu . 	. 	 J, 	-• lkoAj; c,j, k //, 	14+1 	of 

Sb Su) 	 (;6 Sta 

•K• 	\ Eh  JAJ,1<,nti 	\ 13w1¿,/,k, 	 , Af 

El subíndice n en el miembro derecho de 2.8b, se refie 

re al nivel del intervalo 1t. Este subíndice se omitió. 

del primer miembro, pero será añadido cuando se especi-

fique la técnica a seguir para resolver la ecuaci6n 2.8b 

Los coeficientes Tw en esta ecuación, se definen como: 

J, • • 	TI • • _ 	  
Tu) i+ ya ,j 	 2 áv. 

I  1‹,, krw(sw) 	) 
") 	,J , k

- 
31.413) Af ( 

(2.9a) 

(2.9b) 

Los demás coeficientes se definen de una manera similar 

a 2.9. Expresiones semejantes a 2.8b, se obtienen para 

el aceite y el gas. 

(2.8b) 



3. ESQUEMAS DE SOLUCION. 

3.1 Modelos de líneas de flujo. 

Higgins y Leighton2, han descrito una técnica para 

aproximar la recuperación de aceite por medio de inyec-

ción de agua basado en líneas de flujo generales para 

el flujo de un solo fluido. Su técnica usa esas. lineas 

de flujo para dividir el área total de flujo en "cana-

les de flujo", los cuales fluyen en paralelo entre po-

zos inyectores y productores. Cada canal es dividido en 

un cierto numero de celdas lineales, en serie, las cua-

les se aproximan a la forma del canal. Mediante el uso 

de los factores de forma determinados para cada una de 

las celdas y usando un desplazamiento frontal del tipo 

Buckley y Leverett3 , se calcula el comportamiento de ca-

da canal. Combinando el comportamiento de todos los ca 

nales se obtiene la historia de producción de cada uno 

de los pozos. 

El uso de canales de flujo requiere el conocimiento pre 

vio de las líneas de flujo para el arreglo de pozos es-

tudiado, para que de este modo las celdas y sus facto-

res de forma puedan ser calculados. Estos cálculos son 

demasiado laboriosos para una aplicación práctica. 

Le Dlanc 4, presentó un método que produce resultados e-

quivalentes pero'no requiere el conocimiento previo de 

las 1:í.neas de flujo ni factores de forma. Este modelo 

bifál, 	para yacimientos homogéneos, fue ampliado a 
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tres fasess  y aplicable a cualquier tipo de yacimientos. 

Las ecuaciones 1.9 aplicadas a un solo fluido incompre 

sible, de viscosidad constante, que fluye isotérmicamen 

te a través de un medio poroso incompresible, heterogé 

neo y anisotr6pico, donde se.considera que los efectos 

gravitacionales son despreciables, se reducen a 

47  1".% '11)-1" 	\ 	
'D I 

" 9.v  --o 
b ,,NY 

(3.1) 

La aproximacién en diferenciasfinitas de 3.1 con AwnAy 

— 	kvk 	(Pc9 	(kv 1.1,j4 yz(PiV*,  

(15¿,i - 	)1  9 ‘,) 	° 

B. .1)¿ 4.1 

en donde 

Pi, 	 -O (3.2b) i 	 . W 	-91; 

+ 	IN ¿d../ (3.3a) 

(3.3b) 

y los demás términos se definen en forma similar. 

Al usar una malla de 1 x J nodos para representar al 

yacimiento, habrá que resolver simultáneamente un siste 

^ 	÷ 	F‘ ).1 	14¿,i 



3-1 

P„ 

paI 

Figura • 

P1,3 

F12. 
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ma de I x J ecuaciones. Para esto se usa el procedi 

miento fuertemente implícito (SIP) propuesto por Her-

bert L. Stone. 

Si aplicamos 3.2.b en orden creciente de i para cada 

j, y variando j desde 1 hasta J, nos resulta un 

sistema de ecuaciones como el mostrado en la figura 2. 

que expresada en forma matricial es 

=•  

La solución de 3.4 por eliminación de Gauss, cuando se 

tiene un numero grande de ecuaciones, requiere mucho 

cálc1J:, por lo que la matriz M se altera en M N, 

de 	:.::arma que 



(a) (b) 

(3.6) 4 
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•M-I-N=LU=M' 

siendo L una matriz triangular inferior, figura 3a y 

U una triangular superior con unos en la diagonal ¿crin 

cipal como se muestra en la figura 3b. La matriz alte- 

rada M', figura 4, tiene siete diagonales cuyos ele-

mentos para un renglón son 

hiv 	• " 	Li,j 	Ci-i,)) 	 e, 	cji.) 

£4 

1 	e ¿q 

Figura 3 

lo que nos conduce a una expresi6n del tipo 

5,,j  Pi,j 	•f• C j p,•.,.„) _, 	7);•,i 	.J F.1.; 

Todw. ,n métodos iterativos consisten en intentar ha- 

cer . 	ItLriz M' tan parecida como sea posible a M 
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y luego usar M' como la base del método escribiendo 

Ni  I ? 1c. 	1,,,s  I 	,t4 	
M 

1314. 	(31. 
j (3.7) 

donde w es una parámetro de iteración. 

Para reducir el error de redondeo, se define 

14.4.1 
• =  ‘,)  

r.nk 	111, 	/4' 	•r, 	/4  
4'41 — 	/ 	

19 Dk 	c 
je) I 

D  
4:9 	

w 	
N',) c,j+, 

así 3.7 queda 

C41 
(3.9) 
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La ecuaci6n 3.9 es muy fácil de resolver, substituyendo. 

M' = L U 

LU (3.10a) 

definiendo 

queda 

1..\/ /"' 

%ti.% 
U S 

	^vk 
 

Hacer qu'e el método iterativo sea lo más rápido posible, 

consiste en como especificar los elementos de L 

Stone not6 que los valores de 

se podían aproximar por 

Pi+1,j-1 Y Pi-1,j+1 

y aC 	multiplicó los miembros derechos de 3.11 por 

un .,t-ro de iteración n, el cual varía de 0 a 1. 



biv . 5i 

d 	• 4.1 
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« Con esto, siempre que la. matriz modificada-introduzca 

el término Pi_1,j4.1,  esta presi6n será parcialmente 

cancelada restando a(-pi,1  + pi.nd 	Pid+1). 

Así, la forma modificada de 3.4 es 

j_, 	 Ei,,j P¿,) + FirjBw,./ + 	Pi, .1+ 

en donde 

-(- 7,v + Pe+t ../  4- P,•,)_, )1 

+ C7-4). 	- 	P¿,i+s (3.12) 

(3.13) 

Los términos que involucran a 

lo cual en 3.6 corresponden a 

Pi,j-1 son (Bi,j-aC.) 

b. . 	por lo tanto 1,3, 

(3.14a) 

(3.14b) 

(3.14c) 

(3.14d) 

(3.14e) 
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Los coeficientes b, c, d, e, f, R' y V son coeficien-

tes intermedios, generados y usados durante el proceso 

de eliminación y están definidos por 3.10 y 3.14,'o sea 

        

(3.15a) 

(3.15b) 

(3.15c) 

(3.15d) 

9  - I -+-.4e,>j'O 

    

CA*= 

      

      

ebc. 	e¿-,,j  

e,..- 9 	, 	d t•i) 

     

     

         

t.) — '4 14.C1,) 41.-W  
d • • 

(3.15e) 

[Be, 	bit) 	I-  E z 	fe,) P7i49 Kjeti,1 (3.15f) 

,-(T2 c,i 	 cetj Ve-s, j 	iq 	(3.15g) 

Las ecuaciones 3.15 se aplican a los puntos en la línea 

j = 1 con i variando de 1 a 1. Enseguida j se in-. 

crementa en 1 tomando i los valores anteriores. Este 

procedimiento se continúa hasta que j = J. A continua 

.ci6n se aplica 3.10d para 0'1  apliCándose en orden 

contrario en cada punto para obtener el cambio de pre-

si6n, esto es 

I 	 r 
e i,) Sir,,J .ri) ope,), (3.16a) 



Para. 	1 2 , . • . 

Para i= 1,2, 	7  ,7 

15‘,, .=" 1.-1 6,2  

1,1 =F 

20 .  

finalmente 

PL.1 	k 	$(4% 
¿.: 	+ 

Al aplicar 3.15 se debe tener en cuenta que 

(3.16b) 

Stone encontró empiricamente que haciendo w diferente 

de uno, no se aceleraba la convergencia, por lo que dni 

camente queda en el método un solo parámetro a de ite 

ración. También empiricamente se ha encontrado que 

(1 - ak) debe ser calculado del mismo modomue 11k se 

calcula para el ADI. El valor mínimo de a no es crí-

tico y puede ser cero. En cambio el valor máximo si es 

muy crítico y se ha encontrado satisfactorio calcularlo 

con 

[

T1 .1  	II  
212  (I+ -1)  Y. 	2J2  (14 v1°1) 

•-• (3.18) 

en donde AX son Di,i  y Pi,j,  y Ay son los coefi 

cientes B. . y H.
j 	Los diferentes valores de (1-a) 

en el ciclo se escogen de modo que estén espaciados geo 

métricamente entre 1 y (1- c/máx)'  así 



Pi+hi f;-¥¥t- 
2As  

y en el resto con 

¿,J, y, = 
55x ¿Jiu. 

21 

) 	 (3.19) 

donde K es el número de parámetros en el ciclo. Si 

el problema tiene compresibilidad (lEl>1134-1)+FI-H1), en 

tonces a = 1 debe incluirse en el ciclo. 

Una vez calculada la distribución de presiones, se pro• -

cede a calcular las líneas de flujo, para lo cual se si 

toan partículas cerca del pozo inyector. Las velocida-

des en los nodos donde hay pozos se calculan con' 

Pe;;*,  
2Ay 

Así el avance de las partículas se calcula con 

(3.20a) 

(3.20b) 

(3.20c) 

(3.20d) 

(3.21a) 

(3.21b) 

Ir 	=(ciy.t ás t 

k -1 
—1 

c't rno.K 

2 Pi,j  

0/A. AS 	 2Ax 

( ch", ás )ii 	2AV . 

)/ (••••4t = Xt Ir% A{ 

s t +AA. 	\r"/ L\1 



(3.22b) 

(3.22c) 

(3.22d) 

v,: =V11-x i 

Vx¥=Zfx casos 

Vy¥c lrysena 

vP, = (3.23) 

• lo cual nos genera las líneas de flujo. Si las líneas 

ál partir de un pozo inyector se encuentran igualmente 

espaciadas, el flujo por cada una de ellas será función 

de su posición relativa, esto es 

en donde 

Como se trata de un solo fluido, el avance de estas lí-

neas de flujo, nos define el volumen poroso de la línea 

en cualquier punto, en función del tiempo de avance y 

el volumen acarreado por la línea de flujo, o sea 

El gasto de un fluido i que pasa por una celda en 

una linea de flujo es 

q 	KkriAML. 
Ti 	L 

ami 	.o.n.11,-1,. 	• - 

(3.24a) 

(3.22a) 



Kkrj AAP] 

t M'1 
J=I 

(PI -*N), 

¿? TOT Al. - 

els ,  

j4/ q. Aht 

23 , 

para otro fluido j en la misma celda 

Despejando A/L de 3.24á y 3.24h e igualando queda 

P¿ 	)si  A?i 

en donde el subíndice i se aplica cuando tenemos un 

solo fluido en el yacimiento, y j representa a cual-

quiera de las fases aceite, agua o gas. 

El gasto qs  que pasa por una linea a un tiempo t, es 

constante a lo largo de ella; por lo que la Conductivi-

dad total del canal a ese tiempo es 

en donde n es el número total de celdas, o regiones 

de diferente movilidad en la linea de flujo. Substitu-

yendo 3.25b en 3.26, queda 



Ct  (3.29) 
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en donde o, se refiere a cuando se tiene un solo flui 

do. Así resolviendo para as,t,  se obtiene  

110=:Ctclo 	(3.28) 

En esta ecuación el coeficiente C es constante para 

un tiempo At. Esta constante también nos relaciona 

las velocidades en el canal, por lo que 

Todos los puntos que empiezan en una línea de flujo, per 

manecerán en ella. La ecuación 3.28 contiene un solo 

término que no se puede obtener de la ecuación para un 

solo fluido, ápt.  Se puede suponer una Apt  constan-

te durante todo el proceso, o bien, hacerse función del 

tiempo. 

De la'ecuación de Buckley y Leverett, se tiene que la 

velocidad de cualquier saturación es 

(di ) 
di /su, 	-a 1,, isw  

(3.30) 

en &m, le q/0(/) es la velocidad total del fluido en 

cual ler punto de L. Esta velocidad se puede substi-

tuir  ».:7 3.29, quedando 

á ?, 
> 



kr( 	.4.  1.52:su ... 
/u«,. 	c) 

(3.32) 
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—C C"— (3.31) 

La movilidad X
j,t para 3.27 en esta zona invadida es 

de aceite y que en la zona de gas únicamente flu banco 

Para obtener fsli, la curva de fw  Vs  Sw  se aproxima 

por una serie de líneas rectas como'se muestra en la fi 

dura 5. El número de líneas rectas define las p cel-

das de movilidad constante. La fw correspondiente a 

cada saturacitin, es la pendiente en la curva que prece-

de inmediatamente al valor de S. 

Figura 5.. 

El gas libre se supone es desplazado totalmente por el 

ye ga:, acbido a la gran diferencia de movilidad entre 
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. 61 y el aceite°. Así para el banco de aceite tenemos 

kr 

11° 
(3.33) 

El volumen de agua inyectada a un tiempo dado, será - 

igual al volumen de gas móvil desplazado. Así el volu-

men poroso del canal al cual se encuentra el frente de 

aceite es 

Vr,k — \Alst51.1  

La movilidad en el banco de gas será 

(3.34) 

(3.35) 

Durante esta etapa, en la cual existe gas libre, la pro 

ducci6n de aceite y agua son nulas. El agua inyectada 

en un intervalo esta dada por 

A \Al /J.  = 
	

(3.36) 

Una vez que el banco de aceite alcance el pozo productor 

se tundra producción de aceite, la cual se calcula con 

á 5, it 	 (3.37) 

Dura: 	,sta etapa no se produce agua, aunque se puede 
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incluir para cuando la saturación de-agua - én érlsanr.r.zz 

de aceite sea mayor que Swc.  Una vez que el agua in-

yectada surge en el pozo productor, se tiene 

áW 
	

kui  4: 
	 (3.38a) 

áNyht= 	-15-V1 ?)+. 
	 (3.38b) 

Así con las ecuaciones 3.36 a 3.38, se obtiene la histo 

ria de producción de cada línea de flujo. Sumando el 

comportamiento Ale todas las líneas de flujo del yacimien 

to, se obtiene el comportamiento global de él, así como 

el de cada pozo. 

3.2 Método de presión implícita y saturación explícita. 

Una de las formas de resolver las ecuaciones 1.9, es el 

método IMPES, el cual consiste en eliminar las satura-

ciones de tales ecuaciones usando 1.10 y 

27 

-D 	S u, -I- so  * S3)=1 O 
k 

(3.39) 

con lo cual, únicamente quedan como incógnitas los po-

tenciales de las tres fases. Paging  y colaboradores, 

en su artículo desprecian el efecto de la presión capi-

lar, .?uc!clando así los potenciales definidos como 

(3.40a) p 



ti (3.40c) 

Ar--- thsh+ S h " Dt 3 .at 
tib 	dE59 • p 	chRs 11131   -as. 'l'Ye go  

139 d 	-‘ 50 VP, 90 al 

130 dp at 	130 Dt Ba d? at (3.43) 
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(3.40b) 

Multiplicando 1.9c (aplicada a dos dimensiones) por Bg 

y expandiendo el miembro derecho 

15357.1-5-  V 	R 193 ]-v• 	=1,E, ridl.) 
2 	3 	9 	° " 	e 	9 	3  1-15-.3 in+1 .1t- 

s 	(0/33)  ( (PRs 	
•a

0 	9(0125o/sol 
Sn Dt k Bo 4)+i 	 'D'E 	.1 

en donde 

T.  Kkr  
b./A. 

 	Q0 RZIO 
3 	6V 	+ ox   iL\Y 130 

(3.41) 

(3.42a) 

(3.42b) 

Haciendo A igual al primer miembro de 3.41, se tiene 

Como a presión capilar es cero entre el aceite y gas, 
DY,„ 

el t..11d 	
. 

.no 	vale cero, quedando 21t 
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sq 	 8.9  •a 	13 ,31ZsoSo  kDr1 	B9 (1,115.  eiRs. a P 
133  d?  "at 	13. at 	Vs. 	Zt 

13,Rs° sa 	ach (3.4'4a) 

e, d 
ao 	? 

3
t1 soy.,.1.0 

at 	t 
ca u (3.44b) 

'b i)  

Aplicando un procedimiento similar al balance de aceite 

y agua da 

(A» 

131vv• 	4'‘'N[at'' 3.44c) su, da. 
13w d? Dt 	t 

Sumando las ecuaciones 3.44 y aplicando las ecuaciones 

1.10 y 3.39, queda 

1T11.173'S/ ID]  .13,.9  • [Tu) V 1-1 + (?).+531")'9'[.T- 1.1:1 

-1k »,1- 	Sn 	Sh ,51 139 .-1. 
9 -5̀ u iA•tki +80(4„ 1* h  	"13 	P 	B. dp 

áls. 
9 dp l. 

 

5,, -a ,s 
T3 u Ti 	

_ 
" 3t‘.1  (3.45) 

Aplicando la técnica de diferencias finitas a 3.45 y de 

finiendo el operador 

(3.46) 

la ecuación 3.45 para dos dimensiones y aplicada al pun 
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[1:".1 (?) 	(•E'+' 	f- n1 41( ?) AY- 	). 	á.X.(11: ). • v  
11+1 

(VL )‘,1 {:4(>1)) 	(1"5+1),•, f31 	1.5y1  (1;):11.1 

— 	V', .5) i 1,132  (1,,,$) 	h  tahl 	o 	(3.47) 

Esta ecuación es implícita en la dirección X, ya que 

los operadores de diferencias en la direcci6n Y no 

contienen potenciales en el nivel de tiempo n + 1. El 

método empleado para resolver 3.47 es el desarrollado 

por Peaceman y Rachford10, llamado procedimiento itera-

tivo implícito de direcci6n alternante (ADIP). La ecua 

n+1 • n+1. ci6n anterior contiene tres inc6gnitas Pi-1,j' Pi,j 

n+1 pi+1,i,  así cuando se escribe para cada punto de una fi 

la de la malla que representa al yacimiento, figura 6a, 

se obtiene un sistema de ecuaciones que se supone es li 

neal durante el intervalo , At. Este sistema de ecuacio 

nes genera una matriz tridiagonal el cual se resuelve 

fácilmente mediante el algoritmo de Thomas11, 

Figura 6. 

x valores al tiempo n. 
valores al tiempo n+1/2  

O valores al tiempo n+1. 
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Aunque este método es equivalente alde eliminación de 

Gauss, evita el crecimiento del error,asociado con la 

solución regresiva del método de eliminación y también 

minimiza el problema de memoria en'la computadora. La 

ecuación 3.47 aplicada al punto i,j queda 

A:14; 1  ,i + 13¿1' 7.,) ¿? 	C¿ 	= D ,  (3.48) 

en donde 

At= r 
2  1.,(p)Tai,,/,., • lz(?) Twe,/, 	(P)T5 ¿+ift. iíj (3.49a) 

= ,p, 	OJ.+ 	 )+ 'G(p)(Tui  ¿+1 /2,9 

2. (s (f))(75 ¿+0,,J. 	T5i- 1/4.119.1 	
0129151 

 (3.49b) 

(3.49c) 

{(P., 51). — (Pc,c3?.), 1+M.--"-!..--'111i.{.(P 91) "CP19 1 ,,) 

To.-fligi  
1( 	V;91)ifij+ 	{.(In )4*,)-(fo”) 

[(P 91) 	(r 5/). 1+ 	ne, ) 	) 1 Tw 	

rs-v. 	 L 	 J 

43) 9z(P'') 	i‘ MP>5)4.17.̀".) 	A t 	A± 
(3.49c1) 
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'El sistema de I ecuaciones resultante para un renglón 

en forma matricial da 

LB-J -7=-13 

en donde 

Ax ,Ci  

La matriz B puede descomponerse en dos matrices trian 

guiares, una superior y otra.inferior•, esto es 

C -51-1.w.H.1) 

en donde 

para los cuales se tiene 



2 j w1  = Bi 	I  

(3.54) 

b 
1 	tu./  
= Ci 1-1 	(3.53b) 

Substituyendo 3.52 en 3.50, da 

P =  

tw]-5 =T5 

se puede escribir 

(3.55a) 

D 

	

o 
	i  

	

,J 	w1 (3.55b) 
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Definiendo el vecton g como 

Igualando 3.54 con 3.55a, y premultiplicando por la in-

versa de [w] queda 

que es la solución del sistema 3.50, o sea 

(3.56a) 

(3.56h) 
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La secuencia de cálculo para resolver 3.50 es la aplica 

ci6n de los algoritmos 3.53b y 3.55b en forma descender 

te, calculándose los elementos de [w], [b] y g. La so 

lución se obtiene resolviendo en forma ascendente 3.56b. 

La aplicación sucesiva de este método a todos los ren-

glones de la malla, da como resultado un nivel de pre- 

siones a un nivel de iteración n 	1. Escribiendo la 

ecuación 3.47, para una fila de nodos, figura 6b, queda 

en forma similar a 3.50, sólo que los niveles de pre-

sión serán k+2. 

Una vez resuelto este sistema, tenemos los nuevos nive-

les de presión al tiempo n + 2, con lo cual podemos ob 

tener explícitamente los valores de las saturaciones 

simplemente resolviendo para Sg, So  y Sw  las ecuacio-

nes 3.44. En este punto las'presiones y saturaciones 

al nivel k+2 se comparan con las del nivel k+1. Si 

la tolerancia no está dentro del rango fijado, se hace 

otra itdración. De otro modo, se pasa al siguiente in-

tervalo. Cuando una tendencia se ha establecido, una 

extrapolación lineal se puede hacer para los valores de 

presión y saturación. 

3.3 Modelo implícito. 

Perry y Herron12, desarrollaron un modelo matemático pa.  

ra lr.predicción exacta y eficiente de un yacimiento en 

tres;::;es y dos dimensiones. Incluye los efectos d 

comí: 	 de la roca y el fluido, viscosidad, gra 



),D) .] A5(,{( 11 /(5<4.k  )11 ()`\'"'" 

(3.59a) 

guientes definiciones 

( ¿S)<P,,I)=-"b 	( 

-111-t elo n." 

Ay (Ch Ay I'. .) 

(3.59b) 4V- >n 111..1,11 	 lin+s)] 
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. vedad, presión capilar, permeabilidades relativas y so- 

lubilidad del gas. Dentro de la restricción de dos di- 

mensiones, el yacimiento puede ser completamente hetero 

góneo y anisotr6pico. 

Como ya se dijo, la ecuación que nos gobierna el aflujo 

de un fluido en un yacimiento, es 

7(1' — .P51)]+ 	ti f V-F-S;) 13,1 

Para el nodo i,j esta ecuación expresada en diferen- 

cias finitas es 

.I.Ay[( 1J_Lt.1_)
n 	

- U1)„ h,??)]=¿It n") 14 n Bp  

en donde los operadores de diferencias tienen as si- 

(3.57) 

(3.58) 
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9.1 

r/s) 	chs 
B /n.o 	 B 	\ 8 ),',In] 

(3.59c) 

Ax y Ay son las dimensiones del bloque i,j. El térmi 

no C11-1/2,j,n representa una cantidad medida en la 

frontera del bloque y es una propiedad promedio de dos 

bloques i,j e i-1,j. Sin embargo, las permeabilidades 

relativas en esta cantidad se basan en las propiedades 

del bloque que esta aguas arriba en la dirección del - 

flujo. Esta ecuación es regresiva.  en presión y progre-' 

siva en movilidad. La saturación se expresa en térmi-

nos de las variables dependientes usando las presiones. 

capilares. Ninguna de las ecuaciones se resuelve explí 

citamente. 

Con el fin de reducir el error de redondeo, se puede ha 

cer el siguiente cambio de variable en 3.58 

1'n+, ."-'17n+1 	 (3.60) 

la cual escrita para la fase de gas, queda 

Ax5, C3usin b&X 5)".,,,y, r 
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Axy 	ávy 	 = /5x 

/.`i 	\29 )1141 

c3 	( "r9 1, 
" 	/ 1̀3 89 g.)11 

cs 	gs 1<k ro 11  
/lo Be, 

q5  = Lixy 	5t y  h5c\i A + 3  LSo(y fc, Cs )4y lxy 

_ áxy C9 xy áxy 133n— Axy Csxy Avy 	— e4.5  

(3. 60b) 

(3.60c) 

(3.60d) 

(3.60e) 

Para resolver la ecuación 3.60a, se usa el procedimien-

to iterativo desarrollado por Weinstein y colaboradores" 

aplicado a tres fases. Así los elementos B,D,E, etc., 

son matrices de 3 x 3 y p, . son vectores de tres ele-

mentos. 

Los términos de acumulación no lineales se tratan con 

un procedimiento iterativo Newtoniano. 

Considérese el cambio de saturación de n a n+1. Es-

ta;diferencia en saturación queda 

á t V22.- ) 9 	nr1 	131 ns, 	15n )n 

9 S3n4,— S21) r1 -o- 1 

Ss  (Al
5  
— 	—\ 

L 	11 Inri
, 
 \ 13, in (3.61) 
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La iteración k+1 de saturación esta expresada en tér- 

minos de la iteración k-ésima por 

14.-e. 
= 	

S , 	
) S., Op- Jn-rt 	.2/ 	w o 	 WO 	WO 

Vi 
(9:1-19-1 	ispc9‘` `Do 	,1 / 

(3.62) 

en donde la saturación de gas es una función de la pre 

sión capilar agua-aceite .11 gas-aceite. Usando 3.62 y 

expresando las presiones capilares en términos de las 

presiones de las fases, resulta 

s
kMi 	

(

a ok 	= 	55  
J1- .4.1 	J n 

) 
"DP4 3' 	° 

-i- 
•Pc• 	r-S,  )k 

) Ss.  \/` 14+( P a Pa 
9' 	9 n-4.1

-s 
 n 

en donde 

- p)k  
1,*1 

3.63a) 

(3.63b) 

La saturación de agua se trata en la misma forma, sólo 

que ésta se considera función de la presión capilar - 

dnic¿imente. La porosidad, factor de volumen y la solu-

bilidld del gas, se expresan también como función de la 

pres_ 	usando el procedimiento iterativo de Newton. 

Mult.' 	cando 3.60a por el volumen de un bloque, esta 
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• ecuación es función de los r's definidos anteriormen- 

te, se transforma en 

C. xy 

(11.*Xi CSx 1/4 n 16'. 	- 

donde 

14. 

6 %)1N.1.1 Lkwo 	a 1%0. 4-  ( -l1 )o nt% 	Pc9 

( 	g 
  

5g 
Pckoo 

-1r• 
3 rvrt(-15:„.,30 	130 /nti 	S)c.k.uo 	DVL'u3 ° 

P  \ 	
,,,, k ( 

' 61:k, ('i; - -á:0)w, 5  \ crP5:50 
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L y (Ay,9 ) 	Ay..(  ceg x. v , QxY 055)0)1  \ k 

11. 
S 

130 041 	
rt+1 

k 
53^) -  (t) (5w  nt 

(4;11+ (1.-.)-s3).,\(%)
,
-(.,.)„-  (3.63e) 

Las ecuaciones representadas por 3.63, se resuelven u-

sando el método fuertemente implícito (SIP), aplicado.a 

tres fases. 



4.- ANÁLISIS DE CONVERGENCIA Y ESTABILIDAD 

4.1.- Convergencia 

El error de truncamiento es en el que se incurre al reemplazar una ecua 

ción diferencial por una ecuación en diferencias. La solución exacta de una ecuación en 

diferenciasdifiere de la solución de la correspondiente ecuación diferencial debido a es 

te error. Este error está dado por 

\AZ,j,n — C\ UZ,i,n 

E
T 	Error de truncamiento. 

Du r• Forma en diferencias. 

du 	Forma diferencial. 

Este error se puede usar como una gura del orden de convergencia de la 

solución de la ecuación en diferenciase la solución de la ecuación parcial conforme los 

incrementos Ax Ay, d t.  tienden a cero. 

Para una aplicación práctica en problemas muy complejos, la estimación 

del error mejor se obtiene resolviendo las ecuaciones de diferencias con diferentes turna - 

ños de malla asr como %t, para determinar sus efectos en la solución. En muchos casos, 

valores prácticos de L.x á y, y A t pueden ser demasiado largos que el error no decre 

ce tan rápido como lo predicen las ecuaciones para el error. Esto se debe a que las 
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expresiones para el orden del error describen el comportamiento asintótico conforme • 4.x, 

Q. y y Z.t se aproximan a cero, y no dice algo acerca del comportamiento del error 

para intervalos á x, Ay y át grandes. Debido a esto, se debe tener precaución 

con las estimaciones emprricas de los errores obtenidos al correr el mismo problema con 

diferentes incrementos ¿. x, L1y y L t. 

4.1.1.- Ecuación de Laplace. 

Por simplicidad, el análisis de convergencia se hará para uná sola dimen' 

Sión. Tenemos de 4.1 que 

(4.2) I.V*1 21'1 1».  

Z;Z2'  

Desarrollando en serie de Taylor los elementos de 4.2 se tiene 

I 
4 4 

(4)<.)z 	 a >c 	2 1 
Y‘ 

+ Y,  -V 291 1-7 
>c.."¿  DY.5 	4 ! DX1  

--▪ A7c3 	 L\>4  1_. 

6 	-r A".";<z  
(:) 	)  

1 /4 	1 	D>k 	21 	-1.• 

.15x 9 3 	1§ 1&7( 4  Z4r/ 	 _Dsk 	
2 	

(4.5a 
31 	a. 	

.a) 	. 

4  77 .--5-)-(4 	S! 

5.1 
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Cancelando términos queda 

( L-7( 4  
2. 

( 4.3 b ) 

Para minimizar el error se tiene que hacer que .á x 	O. 

4.1.2.- Ecuación de difusión. 

En este caso tenemos que 

n 	11-1  
i.44 - 1_(44-1-s  c  - 

A 'DA2  (4.4) 

. Desarrollando los términos en serie de Taylor 

( 	• '1  Ax.)2. 	)4 	
isb(4- 

	

A 	 z21
bX a3  

aX. 	cdI•2 	a7,3 	41 

( EY14 	2 / 	Lx. Z_.1: ..421 ' dy.. 	 92  
51 	D)ss 	 r. 	2-k, 

X7,1" 4 (15,- 	-;—• 5 s 

41.  P>(4  1 Dxs 
 

21.  
4 	(a 3)- 	4- C 

Cancelando términos 

_ 	 - 	D 2.1( O 1ZZ .1- O k,4b.1 	(4.5b) 1 2-1 	aX2 	2 	L.2 



-D41 
9)(4  

por lo que 4.6 queda 
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Si se quiere minimizar el error se debe hacer que 

E;(2  `;I c 
12 Dx2  

Milt demostró que si el potencial satisface 

921 
X2  

también satisface 

.0 2 
	

G zS,-1. 

1Z 	 2. 

asr la condición de convergencia es 

4.1.3.- Método S P. 

El análisis del ri fmo de convergencia se llevará a cabo mediante un an6li 

sis de Fourier, suponiendo que los coeficientes son constantes paro lodos los puntos y están 
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definidos por las relaciones 

Bid 	 Hid  

Di,= D 	Fi  

Eid 	-2 (B+D ) 

Para valores grandes de i y j los coeficientes b, c, d, e y f adoptan valo 

res asintóticos y C tiende a G. Para o< 	0 se tiene 

B; CR be 	13D ; d +bf + 	E 
d 

d 	— H CF 	E. d2  Ed BH D F 
d 

d 	E+ A-B7) ;C= 13D 	  
E 4/2 BD' 

Finalmente 

c BD 
( 	)4-17515r  

Para o( =1 

C =A/BD 

Definiendo el error en k-ésima iteración como 

,..k 
. 	P . • - t 	1.5 



(4.12) 
iiI;CW1Tx t piry) 

P e- 

P Q (4.13a) 

M' ( p I  - 

De 4.13 c y 4.11 se tiene 

M' ( e_ 	- 	) 

(4.13 e) 

(4.13 f) 

p 	) 
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en donde p.1, 1 . es. la solución verdadera. Se supone que el error se puede representar 

por 

Si M es la matriz del problema y M' la matriz del método, se tiene 

substituyendo ( 4.11 ) 

o sea 

M ( 	- ek  

Mpk - Q 	M 

M' k = R 

(4.13 b) 

( 4.13 c) 

(4.13 d) 

con lo cual se han eliminado las presiones y Q . Substituyendo 4.12 en 4.13f se llega a 

la expresión 

10.5C(1-0()1/434-CotAi 	4C 2 R2  

í.0.5 C ( I -0,1)3 + Cc< A +. 512_ .4 cl iza 

( 4.14 a) 
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en donde 

cos (t.t.5 W 	(0:5 Pri'd/) 	 ( 4.14 b) 

	

sena 
 

W 21 
 't1\2 041 
	

(4.14 a) 

  

_ sena  (w11-¿>ll 91  R . 	s czy)'( Wuk,>:.)  «.-za.nz ( 

  

ecy; ( PivAty) 

(4.14d) 

\ 2. na 

 

.( 4.14 e) 

 

2.. 

Para convergencia se debe tener 

< (4.15 ) 

En el análisis de 4.14 a,Stone6encontró que: 

( i ) Conforme D o B ( pero no ambas ) tienden a cero, 	tiende a cero 

Esto corresponde a que las transmisibilidades tienden a cero, en cuyo caso el factor de - 

aproximación de la matriz M es exacto y asr la solución se obtiene sin iteración. 
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( ) Si B y D son grandes con respecto a eVY 4x/2. Y y ( W(/2)2, 

el uso repetido de c( .7. , „ orSina csua 	\ 	De hecho el uso repetido de cualquier 1 n 

o< 	en la vecinidad de 1.0 resulta en \ 	para alguna combinación de u.) 

Y P. 

( 	) Para cualquier combinación de u.) y p existe una c)( que es 

tá en el rango de cero a uno, el cual hace a y pequeño con respecto a la unidad. Sin 

embargo, para otras combinaciones de ui y p, esta elección de iP( puede resultar en 

\ 	ligeramente mayor que uno. Por lo tanto, se sugiere el uso de un ciclo de pa- 

rámetros, cayendo cada uno dentro del rango de cero a uno. Valores cerca de la unidad 

tienden a bajar los errores fundamentales y de baja frecuencia más rápidamente, mientras 

que valores cercanos a cero aminoran los errores de alta frecuencia más rápidamente. Los 

valores cercanos a uno son más sensitivos a los valores de w y p, esto es. si GY se es 

coge para minimizar I I para una combinación particular de w y p, un cambio re 

lativamente pequeño en w y p resultará en un valor mucho mayor de 	 . Por 

esta razón es de esperarse que la mayoría de los valores de 1:;‹ 	emple.ados en un ci 

do sean cercanos a uno. 

4.2.- Estabilidad 

Los requerimientos de estabilidad implican que los errores presentes en 

cualquier etapa del cálculo no crezcan en los niveles sucesivos del cálculo. Existen va 

ríos criterios para determinar la estabilidad. Los más conocidos son el de Karplus y Von 

Neumann. 
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4.2.1.- Ecuación de Laplace. 

Esta ecuación en diferencia es 

j 4_ j41 

ZST/ 

P .2S—Tz  
	 t "417) 

-E 2- 

El criterio de Karplus nos dice que si todos los coeficientes son no nega - 

tivos, el esquema es estable, lo cual es el caso en 4.16, por lo que se concluye que la 

ecuación de Laplace es incondicionalmente estable. 

4,2.2.- Método AD I P. 

Las ecuaciones que definen al procedimiento implícito de dirección alter 

nante son 

n+ 4L 	á2y K41 	C Pr1} 
61: 

Sea p*, la solución exacta de las ecuaciones en diferencias 4.17 a y 4.17 b 

p la solución de la máquina y e la diferencia entre ellas. Asr, mediante estas clefini 

clones, p* satisface las ecuaciones 4.17. 

;, 

•>4 
x PniVz 

2 1% 
Pr, 2 1 pn  

h" 

S; 2 
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A  n 2 á) vl 	rn 72, 
nyy 	* 
r n+ t 	

K)
Irma 

Por lo que las ecuaciones 4.17 quedan 

Lyz, (Pn.'44v2. k' my.) 4. cla  (p'.  ari) — 2  (P* ni/2 A  -n4w - V 
r)81, 

— 	3 n --En 	(4.19 a ) 

Prp,ve 1.'492.) 
2 á1 ( P 	r *A 4. I En41 )72 --Ist 	cn4 I viwt/2". c'iwbz 

Restando 4.18 de 4.19 

yvvvz  + ¿n n+ ./z  

Usando el criterio de Von Neumann el cual representa al error 

	

e 	1.i 

	

. 	e, 

donde i representa p. La condición de estabilidad es 

< 



(2-2Loup,) 
.15.><" 

(2...2co5,51) _ 
4yz 
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Ast 

es el factor de amplificación del error para el intervalo completo de tiempo. 

	

./h 	. fi 
Sustituyendo 4.21 en 4.20 y dividiendo por 	

¡  

queda 

xxvoz. 2 _2c,„p) 	-kn4.1  (2.-2 cosa) 	(Xn-vs 
/.5 	 /v-e- 	dt, 

A 
5041-1- kiió COA— e + e  

2 • 
Usando la identidad 2 - 2 cosx r: 4 sen2  (x/2 ) y resolviendo la ecua 

ción 4.23 a para kn+ ya 	, y la ecuación 4.23 b para X.n+1 An+yz 	da 

en donde. 

12 	4 sej(1//) )1 2 _ sera (/z) 
z 	Zt. • 6'4' j 

1. z 	4 1.:e.r'(19z)1 2, 	4 zena 1/2)1 
VZI 	dl 	.1 1z-t. -J. 	›lz- 

x 	vz 
%n arlo/i  
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Esta ecuación muestra que la condición de estabilidad IX.1 ¿- 	, se sa 

tisface para toda (¿ y 11  para cualquier incremento positivo de tiempo z t. Por 

lo tanto. el ADIP es incondicionalmente estable. 

4.2.3.- Método IMPES.  

Si los fluidos se consideran incompresibles, y las transmisibilidades se to 

man constantes en cualquier dirección dada, las ecuaciones 1.9 en diferencias finitas 

quedan 

áz 	 = 	á1. SLu 

-1-0 	 So 

donde 

--r 	ts.5 ;.• 	 'ID 22,1) 
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Usando funciones lineales de presión capilar queda 

Tw azr 	Tu., Azs,„ 	 Stu 

a 
stu 

— A I c To 	9-0 	L1.  

• TB  A. y) 4- coP — c4c, 	i1,151  A.6 

donde p es la presión del aceite. Hay tres ecuaciones y tres incógnitas Sw ,Sg y p. 

Los errores El, E2, E3  en esas variables satisfacen las mismas ecuaciones. 

AY-  C ¿5)n#t 	«rtu ¿ 2  (e 1)n - 	E ► 

To á2  (ab)„, 	 Y-a 

2(2 31,41 +.715 (az)n 	—\1-1 4& 

1 donde T ' „, ., — P c.„. t _ 
u., , un número positivo y 71  g ,..., rn  .5. l 5 

también positivo. La notación del tiempo en el primer miembro de 4.27 refleja el hecho de quo 

el método PAPES toma las presiones implícitamente y las presiones capilares o saturaciones 

explícitamente. 
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Reemplazando 

• 4. °(," (2 Á 'S .  e  Adx 4  k 
r 

titz 	- 	E • a 	A112 

donde 	11.,, In 4 sen2  (0.1, /e) ; 1^.r  =4,QK' c.c,c /".e.) bAz 	iiseml(c›<k/2. ) 

y fn es una función de n. o< x ) c+4 	tzt u 	varran de casi cero a rn-  pero 

no más de dos de estas tres variables pueden valer fi?" al mismo tiempo. Asr se tiene 

'63EJ1 -=-1-Xx 	4ls1 E.¢ 4:1-,Z a Al2 	"kt Y1A E.0 

4 lb< A.VAil 
6,g 	 502n- Ice.< 	411V5".2  

Le< 	 1.  

4.  4 11-1 4X2S'i 

6z 

'1.  e•.,' 



55 	• 

Substituyendo 4.31 a en 4.27 da 

.4el.„, 	(4.32a) k5 	 vs. 	vl 

— X0 10-5  E 'N.,n}i 77". 	 ln1)--c<(Ez.+H-1-4,,,  ( 4.32 b ) 

13 ..., 75‘.  Si 	"< 	 (4.32c)  

donde "A.- 	 5\. 	Pc2° VP/A t. Sumando estas tres - 

ecuaciones y resolviendo para y substituyendo lo último en 4.32 b 

y 4.32 c da 

o4 Mol  (4.33a) 

4- .\ 5711  1A E 
2 	2  111  

[ C'(  115-5S- 	
E t 

(4.33 b) 

X 	es la movilidad total 	+ 	 Estas dos ecuaciones en forma 

matricial son; 

a E,,+1  6 E, (4.34a) 



Resolviendo para E 4.1+1  se tiene 

b E, 13 

La matriz B es 

-7k1 	4 1 ,) 
c1( 

• 'X 	" 

Aplicaciones sucesivas de la ecuación 4.35 da el vector error después de 

n pasos de tiempo como • 

donde Eo es el error inicial. Para estabilidad se requiere que 

o (m„..1,:. n.. (,) 
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Esto es cierto si el radio espectral es menor que la unidad. Haciendo los 

elementos de la matriz B b.I 5 se tiene para los valores característicos de la ecuación 

b„-Q- 
O 	(4.39a) 

6z, 

Resolviendo para G.- 

(6,,+ 	- 4 bit 4  u t'Y t  ( 4.39 b) 

= 6 b Vi. 6  2.1 .( 4.39 c ) 

Resolviendo 4.39b para Cr se tiene 

154.+ (2"4 -)1 /4 %).L. 	{(':71(x.4 .x..) 

(4.40) 



O 	 "VI 
MUN (4::1 

PL. ls.r62 	L  b)111.2 	k_ 	Y: AY 
rl 	AZ 	1-4 C Q `t* 	 2- 
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Cr es siempre menor que + 1. La restricción -1 <, 	 da 

at Cho 4:-X 9 	 t)1 /4 	 k 

V  

( 4.41 ) 

Para las regiones de agua-aceite en el yacimiento, se hace 

se tiene 

Para la región de gas-aceite se tiene 'X, -r--Xw, 7:- O 

que se obtiene 

( 4.42a ) 

con lo 

izip á I( 	Lsa Vt.,- 
	  ( 4 42 b ) 
2 	„,„ [i, 	/ .Y.  A 	L 15•X 62- 	t._ 	)c 

P 	
* 

1‘ 	c 'l 	k`r. 	r's1 11  A a 

Para obtener las ecuaciones 4.42 se usó el hecho de que la restricción 

más severa en 	t ocurre cuando los términos sen2  en 	114i  

valor máximo de uno o casi uno. 

óz  tienen su 



5. DISCUSION DE LOS DIFERENTES METODOS DE SOLUCION UTILIZADOS. 

VENTAJAS Y DESVENTAJAS. 

5.1.- Modelos de linea de flujo. 

Desde 1962 en que Higgins y Leighton13  presentaron su método de ca 

na les de flujo, este principio ha sido usado por un número de autores para hacer cálcu 

los aproximados de inyección de agua, vapor, gas y pol rmeros2 4-513-18.  El éxito 

de este método 13  fue que presentó una excelente concordancia ton los resultados numé 

ricos y experimentales reportados por Douglas y colaboradores 19  para un arreglo repe - 

titivo de cinco pozos. 

Las suposiciones básicas de estos modelos, es que (1).- las lrneas de flu 

jo son independientes de la relación de movilidades, (2).- la teorra de Buckley y — 

Leverett puede ser usada para calcular el desplazamiento de los fluidos entre Irneas ad 

yacentes. La primera suposición permite que las Irneas de flujo sean determinadas a 

partir del flujo de una sola fase, y mantenerse fijas conforme la invasión progrese. 

Para el caso en que se tengan arreglos no confinados, estas lrneas cam-

biarán cuando la relación de movilidades se aleje de la unidad 2°  , con lo cual la pre 

dicción se alejará de la realidad. Sin embargo, recalculando las potenciales conforme 

avanza el frente, la exactitud puede ser grandemente mejorada. Esta desviación se de 

be a que atrás del frente de agua ocurre casi toda la carda de presión, con lo cual las 

trayectorias de las lrneas de flujo atrás del frente se hacen casi independientes de la - 

región de alta movilidad adelante del frente de agua. 

... 
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La falla del modelo para relaciones desfavorables, es de particular inte 

rés cuando se tiene la presencia de gas libre inicial, ya que en estos casos se tiene una 

movilidad favorable a través del banco de aceite. 

5.1.1.- Ventajas. 

Con el modelo más avanzado de este tipo5  , se puede predecir la inyec 

ejem de agua de cualquier tipo de yacimiento, además que se puede calcular las efi- - 

ciencias de barrido a diferentes etapas de la invasión. La memoria que requiere en la 

computadora es pequeña y el tiempo de cálculo es rápido. 

La deformación de las líneas de flujo puede evitarse recalculando varias 

veces las líneas de flujo, pero con el consiguiente aumento de tiempo. 

5.1.2.- Desventajas. 

El comportamiento, así como la forma del avance de la interfase, sólo 

son confiables cuando se tiene una relación de movilidades igual a uno. El comporta - 

miento de los pozos productores estará sujeto únicamente a los gastos de las líneas que 

a ellos llegan, lo cual se aleja mucho de la realidad para los pozos más alejados de los 

inyectores. 

5.2.- Método IMPES . 

Este modelo está programado para computadoras digitales con bastante 

capacidad de memoria. Está diseñado para una solución práctica de la relación física 

compleja entre las fuerzas naturales y las propiedades físicas de un yacimiento -• 
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heterogéneo. La expansión de todas las fases, incluyendo la de la roca se lleva a cabo 

de tal modo, que el cálculo de la presión es el caso general en régimen variable. Para 

tomar en cuenta las grandes variaciones en elevación encontradas en algunos yacimien 

tos y permitir la segregación de algunas fases, se incluye un término gravitacional en 

el potencial de flujo. 

5.2.1.- Ventajas. 

Este modelo se puede aplicar a cualquier caso práctico, ya sea para ajus 

te de historia o parámetros del yacimiento, predicción del comportamiento con inyección 

de agua o gas, tomar en cuenta acurferos, fallas, etc., predicción de comportamien-

tos primarios, relaciones agua-aceite, gas-aceite, etc. 

5.2.2.- Desventajas. 

Para trabajar eficientemente, este modelo necesita una computadora de 

gran capacidad de memoria y alta velocidad de cálculo. Se debe tener una descripción 

muy detallada del yacimiento en todas sus propiedades, tanto petrofrsicas como de flui 

dos para poder lograr una buena estimación, ya que debido a los muchos parámetros - 

que intervienen simultáneamente, algunas combinaciones entre ellos pueden dar los mis 

mos resultados durante algún tiempo. Esto es, que al predecir el comportamiento 

puede alejar de la realidad. 

Los intervalos de tiempo están restringidos a las condiciones de estabili 

dad, aunque si los cambios de saturaciones no son muy grandes, esto puede no ser proble 

ma .  
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5.3.- Modelo implícito, 

Este simulador está* diseñado para dar una gran flexibilidad al usuario 

del programa. Se puede usar en coordenadas cartesianas o cilíndricas para describir el 

comportamiento por pozo. 

Incluye los efectos más importantes para el comportamiento en tres fases. 

Como es implícito en presión y saturación, los intervalos de tiempo pueden ser lo sufi - 

cientemente largos aunque haya cambio grande en saturación. 

La mayor suposición de este modelo en tres fases concierne a las propio 

dades de los fluidos. Las propiedades del aceite y gas se caracterizan por la sola pro - 

sión del aceite. 

5.3 e 1 e '" Ventajas. 

Debido a su carácter implícito se puede aplicar con confianza aun cuan 

do haya grandes cambios en lassaturaciones de los bloques durante un intervalo de tiem 

Incluye los efectos más importantes del comportamiento en tres fases y 

es de una gran versatilidad, ya que se puede simular, dentro de la restricción de dos 

dimensiones, cualquier cosa como acuífero, segregación, inyección de gas, etc, 

5.3.2,- Desventajas. 

Debido a la versatilidad del modelo, las ecuaciones a resolver son algo 

complicadas, teniendo que hacer muchos cálculos para cada nodo, por lo que - 
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consume mucho tiempo al aplicarse a un caso común, en los cuales a veces no se tiene 

la suficiente información para poder simularse con este modelo. 



ESTABLECIMIENTO DE LA SECUENCIA DE CALCULO DEL METODO RECOMEN- 

DADO. 

El método más accesible, por simplicidad y características es el propues 

to por Fagin9  y Stewart, sólo que usando el procedimiento fuertemente impIrcito6  - 

( SIP ) ya que su ritmo de convergencia es mayor que el de dirección alternante 10 

( ADIP ). 

En la figura 7, se muestra un diagrama de bloques' mostrando la secuen-

cia lógica de cálculo para una predicción. Una vez que se ha definido la malla que -,  

representa al yacimiento, los siguientes datos se nececitan para cada nodo i ,  

Profundidad.- Cima de la arena. 

Espesor.- Espesor efectivo del yacimiento. 

Porosidad.- Porosidad media del bloque. 

Saturación inicial de gas.- Necesaria únicamente si un casquete está 

presente inicialmente. 

Saturación critica de agua.- Pueden ser definidas con las curvas de 

presión capilar por progtama. 

Saturación inicial de agua.- Puede ser calculada automáticamente por 

el contacto agua-aceite. 

Presión inicial.- Calculada de mediciones. 
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Permeabilidad.- Introduciendo los productos Kh entre puntos de ma - 

I la es necesario un conjunto para las filas y otro para los renglones. Fallas y otras ba 

rreras pueden ser incluidas agur. 

Además se debe tener: correlaciones de las propiedades de los fluidos 

del yacimiento; historia de producción; permeabilidades relativas y presiones capilares; 

datos del acurfero, si lo hay; y datos del pozo que puedan ser usados en la predicción. 
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Lectura de todos los datos necesarios 
para la predicción. 

Hacer: p 	 ; S n 	 n + 1 
para todo i,j y las tres fases. Fi" 

Cálculo de las funciones de presión y 
saturación, usando pn 4_ 1  y. 	Sn.,..1 	. 
aguas arriba. 

Cálculo de las presiones pk  por el 
método S I P. 

Cálculo explícito de las saturaciones 
Sk de cada fase para todo nodo. 

Calcular gastos en los pozos, y producciones. 
Probar balance de materia. 

1 
Imprimir resultados. 
	 •-,, 

4 	t  I 

5i ) tiim  

FINAL 
Figura 7 
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