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Resumen.

Para determinar la energia y las propiedades electrénicas de una molécula se requiere formalmente
resolver la ecuacién de Schréndinger para la parte electronica asociada a tal sistema. Desafortunada-
mente, las interacciones que se dan entre los electrones impiden encontrar una solucién exacta. Hasta
la fecha se han desarrollado una gran cantidad de métodos cudnticos que permiten determinar una
funcién de onda aproximada. Estos dan excelentes resultados para moléculas con decenas de dtomos.
Sin embargo, para moléculas con cientos e incluso miles dtomos existen problemas de indole prictico
que hacen su aplicacién sumamente dificil. Un alternativa es la teoria de funcionales de la densidad
(TFD) donde la densidad electrénica juega el papel de variable béasica y contiene toda la informacién
fisica. No obstante, en esta teoria es necesario llevar acabo un proceso denominado autoconsisiente
para obtener la densidad electrénica. Tal proceso demanda una cantidad enorme de tiempo de CPU y
aun cuando existen métodos alternativos para evitar el proceso autoconsistente en su mayoria involu-
cran reemplazar el hamiltoniano electrénico por un hamiltoniano semiempirico, lo cual representa

una pérdida de precisién.

En esta tesis proponemos un método nuevo denominado método de la densidad electrdnica virtual
que permite hallar la densidad electrénica y la energia evitando el proceso autoconsistente de toda
la molécula, sin modificar el hamiltonianc electrénico. La estrategia basica del método es partir
la molécula en pequenos fragmentos utilizando criterios de los cuales hablaremos en la seccién 3.2.
Después de hacer un cédlculo de la TFD en cada fragmento, utilizaremos estos resultados (secciones
3.3. y 3.4) para construir un modelo de la densidad electrénica y de la energia cinética para toda
la molécula. En el Capitulo 4 calculamos la energia de acidos nucléicos y Cgp para comparar los
resultados entre nuestro método y la TFD tradicional. Las desviaciones entre las energias totales y sus
componentes son muy pequenas respecto de las obtenidas utilizando la TFD. Ademds, comparando
las energias relativas entre dos conformaciones moleculares, una de equilibrio y otra deformada,
utilizando la TFD y nuestro método, observamos diferencias de menos de 3 kcal / mol, prediccién
que es mejor que cualquier resultado semiempfrico. Tales desviaciones se encuentran dentro del rango
de error propio de la TFD. Para moléculas de estos tamaios {excepto Cg) los tiempos de CPU que

se obtienen con VEDA son de al menos la mitad de los tiempos que tarda un calculo de la TFD-KS.
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Capitulo 1
Introduccion

Para determinar la energia y las propiedades fisicas de una molécula se requiere formalmente resolver
la ecuacidén de Schrodinger asociada a tal sistema. Desafortunadamente, las interacciones que se
dan entre los micleos y electrones impiden encontrar una solucién exacta. De aqui la necesidad de
realizar aproximaciones. La primera es la aprozimacién de Born-Oppenheimer {1] que considera la
gran diferencia de masas que existe entre el electrén y el niucleo. Ya que el nicleo es miles de veces
mas masivo que el electrén, es de esperarse que se mueva muy lentamente respecto a los electrones.
Por lo tanto, podemos pensar que los electrones en una molécula se mueven en un campo de niicleos
fijos. De esta manera, pueden separarse el movimiento nuclear del electrénico obteniendo dos ecua-
ciones. La ecuacion para la parte nuclear no sera de nuestro inierés en esta tesis. El objetivo central
serd la solucidén de la ecuacién electrénica. Aun con esta aproximacién, la ecuacién de Schrédinger
para la parte electrénica resulta sumamente dificil de resolver en forma exacta. Hasta la fecha se
han desarrollado una gran cantidad de métodos que permiten una solucién aproximada. Uno de
los primeros fue el método de Hartree - Fock [2] que considera a cada electrén moviéndose en el
campo promedio producido por los electrones restantes. Asi, podemos obtener funciones de onda
que se pueden representar por un sélo determinante. Métodos maés sofisticados como Configuracion
de Interacciones (3, 4], permiten obtener funciones de onda que son una combinacién lineal de deter-
minantes y dan resultados mds precisos. Para moléculas suficientemente pequenas {(con apenas una
decena de atomos) todos estos métodos dan resultados excelentes [5]. No obstante, para moléculas
mds grandes (con cientos de dtomos) existen problemas de indole practico que dificultan enorme-
mente su aplicaciéon. Cada método tiene un tamano critico més alld del cual llega a ser poco practico
o simplemente imposible de aplicar [6]. Una mejora de los aspectos técnicos sélo puede aumentar
el tamafio critico en forma modesta . Aln cuando puedan aplicarse estos métodos, los calculos re-
sultan ser sumamente costosos, tanto en memoria como en tiempo de CPU y en un futuro préximo
no se observa un desarrollo tal de las computadoras que permitan extender su dominio aplicacién a
moléculas gigantes (con miles de dtomos). La solucién de este problema es requerida especialmente
en la simulacién de materiales y sistemas bioldgicos, como moléculas orgdnicas, oligonuclestidos de
ADN é ARN, proteinas, péptidos, ya sea en el vacio o con ambientes explicitos, pues las moléculas

que intervienen en estos procesos son de tamaifio enorme, conteniendo miles de atomos.



En la actualidad las moléculas bioldgicas son estudiadas, en gran medida, a través de calculos de
mecdnica molecular [7,8]. Este método resuelve la segunda ley de newton para niicleos atdmicos
utilizando potenciales de interaccion disenados especialmente para cada tipo de molécula. Los
parametros del potencial se ajustan por medio de datos experimentales. Con el método se pueden
estudiar muchos fenémenos que requieren el conocimiento de la estructura, como la prediccién de
geometrias, energias moleculares, propiedades termodindmicas, entre otras. El método tiene la ven-
taja de resultar relativamente econémico en uso de memoria y tiempo de CPU, pero no se pueden
medir propiedades que depende de los electrones, pues no son tomados en cuenta en el problema.
Ademas, resultados mucho mas precisos requieren del uso de otras herramientas. Una alternativa son
los métodos semiempiricos (9, 10]. Estos métodos tienen la caracteristica de reemplazar las integrales
que representan la interaccién columbiana entre electrones por pardmetros ajustados al experimento.
Aunque estos métodos resultan ser rapidos, suelen ser poco precisos y la seleccidén de parametros

para cada sistema de estudio limita su aplicacién.

Una estrategia intermedia (en términos de precision, rapidez y viabilidad) entre los métodos basados
en la funcién de onda y los métodos convencionales para estudiar moléculas bioldgicas, resulta ser
la teoria de funcionales de la densidad (TFD) [11,12]. A diferencia de los métodos basados en la
funcién de onda, en la TFD la densidad electrdnica juega el papel de variable bisica y contiene toda
la informacién fisica. El esquema de Kohn y Sham [12,13] representa una aplicacién préctica de la
:TFD para cualquier tipo de sistema. La solucidn de las ecuaciones correspondientes (ecuaciones de
Kohn y Sham) permiten hallar la energia y la densidad electrénica del estado base de un sistema.
El conocimiento de esta tltima es suficiente para determinar todas las propiedades fisicas. La TFD
proporciona una manera eficiente y precisa de calcular las propiedades moleculares. Sin embargo, en
la realidad los calculos son dominados fuertemente por un factor, el tamafio de la molécula, que puede
caracterizarse de la siguiente manera. Formalmente la densidad electrénica es el cuadrado de una
funcién de onda, que puede desarrollarse en términos de funciones base. En general, se selecciona un
conjunto de N funciones bases centradas en los dtomos de la molécula y esta cantidad N caracteriza
qué tan grande es la molécula. En la TFD los tiempos de CPU escalan como N3. Por lo tanto,
para una molécula gigante N° resulta ser enorme. Asi, para poder realizar cdlculos en moléculas bio-
tégicas es necesario acortar los tiempos de cémputo tratando que los calculos escalen como N. En la
TFD la evaluacién de la energia total requiere hallar la contribucién de dos términos que demandan
mucho tiempo de CPU. La energia columbiana clésica J y la energia de intercambio y cbrrelacién
E.. (parte cudntica de la energ{a columbiana). Para evaluar en forma més rdpida J y E,, ’es posible

utilizar un conjunto de técnicas de integracién numérica y analitica denominadas escalamiento lineal



(EsL) [14,15]. Ademds, en la TFD es necesario levar acabo un proceso autoconsistente (P4C) para
obtener la densidad electrdnica. Como este proceso escala como N3, el uso de las técnicas de EsL
(que escala como N), requiere de aproximaciones adicionales para evitar e} PAC. En efecto, el PAC
representa el mayor obstdculo a vencer para poder utilizar la TFD en forma eficiente en céiculos de

moléculas gigantes [16].

Denominemos métodos de EsL a las técnicas de EsL que evitan o simplifican el PAC. Tales métodos
hacen uso del principio de localidad [17). Para explicar su significado consideremos que F (r;,rs,
...,Tm) representa una propiedad estatica de un sistema bajo potencial externo V (r) que depende
de m coordenadas, todas restringidas a un volumen w cuya dimensién lineal es ~ A, la longitud de
onda de Broglie del estado base del sistema. Denotemos por T el centro de masa, ¥ = m~™! 3 7' r;,
entonces un cambio del potencial externo AV(r’), no importa que tan grande sea, tendrd un peguerio
efecto en F, con tal de que AV/(r') este limitado a una regién distante, en el sentido de que para
toda r’, |[r — r'| 3> A. La localidad es vélida para la matriz de densidad y por supuesto para la densi-
dad electrénica que se define en términos de sus elementos diagonales (ver apéndice C). Es por esta
razén que los métodos de EsL utilizan la matriz de densidad como variable basica. De hecho, existen
desde hace algin tiempo métodos que minimizan la matriz de densidad para obtener las propiedades
fisicas de un sistema [18 — 21] . No obstante, como la matriz de densidad escala como N2, no pueden
utilizarse en cdlculos con moléculas gigantes. Esto se logra en los métodos de EsL combinado el uso
de la matriz de densidad con el principio de localidad. La diferencia esencial entre los métodos de
EsL es si calculan por completo la matriz de densidad o simplemente su representaciéon en términos
de funciones base. No cualquier conjunto base es 1til para este tipo de cdlculos, se requiere de fun-
ciones base localizadas en el espacio. Esto se debe a que a través de estas funciones se maneja la
localidad. En este caso es conveniente utilizar orbitales gaussianos (ver Ec. 2.5.11) u orbitales de
Wannier [22], .existe también una gran cantidad de investigaciones sobre el desarrollo de conjuntos
base localizados. Entre los métodos més representativos de EsL tenemos (ver [23] para una revisién
detallada):

1) El método de Minimizacién de la Matriz de Densidad (MMD) [24,25]. En este método los
elementos de matriz del operador de densidad son utilizados como los grados de libertad respecto a los
cuales se minimiza la energfa. En este proceso es necesario imponer dos condiciones: La idempotencia
del operador de densidad, es decir 7 2 = 5 y la conservacién del nimero de electrones. La primera
condicién se puede satisfacer utilizando 7 de prueba de la forma 372 - 5°! La segunda condicién puede
ser manejada facilmente formulando la teoria en términos del gran pote,ncia], Q="Tr [,?5’ (ﬁ —ul )]

donde u es el potencial quimico. Para alcanzar EsL, el método de MMD hace uso de la localidad de



los elementos de matriz de p fuera de la diagonal, es decir de pj; (4 # 7). En este caso se define un
radio de corte (Re) tal que p;; = 0 si Ry; > Re, donde Ry es la distancia entre dos orbitales base ¢ y
J. La matriz de densidad del estado base se obtiene minimizando £2 respecto a p.

2) El método de Minimizacidn de Orbitales (MO) [26 — 28] resulta similar al método MMD,
es decir, también se minimiza respecto al gran potencial, sélo que en este caso se trabaja con los
elementos de matriz (W, |p| W;) del operador de densidad. W; representa las funciones de Wannier,
las cuales son obtenidas minimizando un funcional de H — ,uf. El resultado final es el conocimiento
de p representado en la base de funciones de Wannier.

3) El método de Desarrollo del Operador de Fermi (DOF) {29, 30]. Puesto que una de las ope-
raciones bésicas de una computadora es la multiplicacién entre una matriz y un vector, una repre-
sentacién simple del operador de densidad g que requiere solamente esta operacién es un polinomio,
P~ cof+ clff + c2ﬁ2 + -+ cmff’", donde 7 es el operador identidad. Desafortunadamente, un
polinomio de grado alto es numéricamente inestable. Para evitar esta inestabilidad p se representa
por medio de un polinomio de Tchebychev, 5 2= (c,/2)T + D e ¢;T;(H). El objetivo del DOF es de-
terminar cada uno de los coeficientes ¢; del desarrollo utilizando la distribucién de Fermi y técnicas de
anélisis numérico. También es posible una representacién racional de la forma, 5~ ., w,/(H - 2,),
donde z, es una variable compleja. Los coeficientes w, pueden calcularse utilizando técnicas de in-
tegracion de contorno. El DOF es la forma maés directa de calcular la matriz de densidad y fue

desarrollada en principio utilizando un hamiltoniano tight-binding [31].

Los métodos de EsL han tenido un gran desarrollo en lo ultimos 5 anos. Estos permiten tanto
el calculo de energias y propiedades fisicas, como cdlculos de dindmica molecular en biomoléculas
[32], nanoestructuras de carbono [33] y cristales 6 superficies [34]. En la actualidad, utilizando sélo
métodos de EsL se pueden estudiar moléculas que contienen alrededor de 1,000 4tomos. Asi mismo,
es posible combinar el uso de métodos de FsL con métodos semiempiricos para estudiar moléculas
que contienen alrededor de 5,000 dtomos. No obstante, para moléculas gigantes ain necesario el uso
de hamiltonianos semiempiricos y en muchos casos es necesario hacer aproximaciones adicionales que
resultan en muchos casos drasticas, obteniendo errores mucho més grandes que los propios de la TFD.
Dos aplicaciones interesantes a un molécula de ADN se pueden hallar en [35] y [36] . En el primer caso
se estudia un fragmento de ADN con 650 dtomos utilizando sélo métodos de EsL. En el segundo caso
se estudian fragmentos de ADN y proteinas que contienen hasta 2700 dtomos combinando métodos
de EsL y métodos semiempiricos. En consecuenc‘i‘a, resulta sumamente importante el desdrrollo de
métodos ab initio que permitan estudiar moléculf;s gigantes dentro del contexto de la TFD. En esta

tesis proponemos un método nuevo denominado Aprozimacion de la Densidad Electrénica Virtual.



El objetivo es utilizar la densidad electronica como variable bésica en lugar de la matriz de densidad,
la eleccién comiin de los métodos de EsL. Asi mismo, hallamos la energia y la densidad electrénica
evitando el PAC de toda la molécula, sin modificar el Aamiltonianc como es caracteristico de los
métodos de EsL. La estrategia basica del método serd partir la molécula en pequerios fragmentos
utilizando criterios de los cuales hablaremos en la Seccién 3.2. Luego, haciendo un calculo de la TFD
de cada fragmento, pegamos la informacion de cada uno a través de la construccién de un mode-
lo para la densidad electrénica en términos de las densidades electrénicas de los fragmentos. Este
modelo para la densidad electrénica nos permitird proponer un modelo para la funcién de onda a la
que denominaremos funcién de onda virtual. Utilizando la densidad electrénica virtual y la funcién
de onda virtual se pueden calcular energias y propiedades de acuerdo al esquema de la TFD. En el
Capitulo 4 realizaremos algunos calculos en moléculas modelo como los 4cidos nucléicos y moléculas
de mediano tamafio (con menos de 100 atomos) para comparar los resultados entre nuestro método

y el esquema TFD tradicional.



Capitulo
Teoria de Funcionales de la Densidad

2.1. Antecedentes Histdoricos

Poco después de la formulacién de la mecanica cudntica a mediados de los anos 20, Thomas y Fermi
[37,38] crearon un modelo que permitié determinar la energia y algunas propiedades de moléculas
sencillas con el sélo conocimiento de su densidad electrénica. En esta cruda aproximacidn, la densidad
electrénica jugaba el papel central, a diferencia de la ecuacién de Schridinger basada en la funcién
de onda. El modelo de Thomas y Fermi resulté util para discutir algunos aspectos cualitativos como
energias totales, pero en general, dio malos resultados y predicciones fisicas incorrectas. Por esta
razdn, fue poco utilizado ya que otros métodos cudnticos de aquella época basados en la funcién
de onda daban mejores resultados. No fue sino hasta 1964 que un nuevo esquema denominado la
Teoria de Funcionales de la Densidad (T'F D) formulado por Hohenberg y Kohn [11] retomd la idea
de utilizar la densidad electrénica como variable bésica en vez de la funcién de onda. Hohenberg y
Kohn demostraron con todo rigor, que el conocimiento de la densidad electrénica es suficiente para
determinar la energia y todas las propiedades fisicas de una molécula en su estado base. También
demostraron como hallar la energia total y la densidad electrénica, pero las ecuaciones resultaron
muy complicadas de resolver. En 1965 Kohn y Sham [13] propusieron una forma de hacer de la
TFD una herramienta préictica del cdlculo de las propiedades moleculares. Su esquema introdujo al
problema el uso de orbitales especiales a los cuales se les denominé orbitales de Kohn y Sham. Para
hallar su expresién era necesario resolver las denominadas ecuaciones de Kohn y Sham. Pero esto
requirié proponer una forma analitica para la denominada Energia de Intercambio y Correlacion,
Exc (Parte de la energia interaccién columbiana que contiene los efectos cudnticos). Puesto que no
existia una forma sistemadtica de hallar este término se tuvieron que hacer aproximaciones. Una de
las primeras fue la aprozimacién local de lo densidad [12]. Esta aproximacion resulté ser conveniente
para sistemas con densidad electronica casi constante. Sin embargo, menos exacta para sistemas
con densidad electrénica no homogénea, como es el caso de las moléculas. Para sistemas de capa
abierta (51sternas con diferente numero de electrones con espin « y 3) y sélidos magnéticos, la TFD
fue ewctg:ndlda exitosamente en los anos setenta. En tales casos, ﬁue desarrollada la aprozimacidn de
lo densidad local de espines [12], para proponer una forma de Exc. En los afios ochenta se dio un -

gran impulso a ta T#D con el desarrollo de mejores expresiones analiticas para Exc. En los dltimos



anos los esfuerzos en la TFD estdn dirigidos principalmente a disminuir los tiempos de cémputo
que involucran los calculos de la TFD y a poder aplicarlos a moléculas mds grandes {moléculas con

cientos y miles de dtomos).
2.2. La Aproximacion de Born-Oppenheimer

Un estudio mecanico cudntico de un sistema molecular implica resolver la ecuacién de Schrodinger
asociada a tal sistema. Debido a las interacciones que se dan entre los elementos del sistema la
solucién resulta complicada incluso para Atomos muy pequenos. De aqui, la necesidad de hacer
aproximaciones. La aproximacion de Born-Oppenheimer (BO) [1] se basa en la gran diferencia de
masas entre el electrén y el nicleo. Ya que el nicleo es miles de veces mas masivo que el electrén,
es de esperarse que se mueva muy lentamente en comparacién con los electrones. Nuestra discusién
de tal aproximacion serd cualitativa. Los aspectos cuantitativos e incluso correcciones a ella son
discutidas claramente por Sutcliffe {39}.

El hamiitoniano para un sistema que consiste de M nicleos y N electrones esta dado, en unidades
atémicas (la que serdn usadas en toda la tesis), como

N M M M

~ 1 1 & V2 2427
H:-5 EA;M ZZ ZZ—+ZZ£A:, (2.2.1)

i=1 A=l i=1 j>i T A=1 B>A

Tid

donde el primer término representa la energia cinética electrdnica, el segundo la energia cinética
nuclear, el tercero la atraccién columbiana entre ntcleos y electrones, el cuarto la repulsion entre
electrones y el dltimo término la repulsion enire nucleos. M4 representa la razén entre la masa del
nicleo A y la masa del electrén. Z4 es el nimero atémico del dtomo A, ;4 la distancia de separacién
entre el nucleo A y el electrén ¢, Rap la separacidn entre los ntcleos A y B, y ri; la distancia entre
los electrones i y j.

Con la aproximacién de BO, el segundo término de la Ec. (2.2.1), la energia cinética nuclear,
puede ser despreciado y el ultimo término, la repulsién entre nucleos, puede ser considerado como
constante. Cualquier constante anadida a un operador sélo se suma a sus eigenvalores y no tiene
efecto sobre sus eigenfunciones. Los términos restantes de la E'c. (2.2.1) se denominan hamiltoniano
electrdnico y describen el movimiento de N electrones en el campo de M cargas puntuales

N N

ezec=——ZV2 ZZZ*‘ ZZ—— (2.2.2)

=1 A=1 Tia 1=1 j>1 T

La solucién de la ecuacion de Schrédinger con este hamiltoniano
He!ec\Ijelec = Ee[eclpeiec; (223)
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es la funcidn de onda
‘Ije!ec = lpelec (I‘, R) : (224)

que describe el movimiento de los electrones y depende explicitamente de las coordenadas electrénicas.
En las coordenadas nucleares depende sélo en forma paramétrica. La energia también tiene esta

dependencia
Eelec = Lelec (I’, R) . (225)

La dependencia paramétrica significa que para diferentes arreglos de los nicleos, ¥, es una funcién
diferente de las coordenadas electronicas. Las coordenadas nucleares no aparecen explicitamente en

V... La energia total para ntcleos fijos también incluye la constante de repulsion nuclear

B —F ad ZAZB
tot — velec + Z Z (226)

A=1 B>A
Las Ecs. (2.2.2)— (2.2.6) constituyen el problema electrénico y la solucién de ta Ec. (2.2.3) es el
problema central de esta tesis.

Si uno resuelve el problema electrénico, es posible a continuacién resolver el problema del movimi-
ento nuclear bajo suposiciones relacionadas con el movimiento electrénico. Como los electrones se
mueven mucho m&s rapido que los nicleocs, es razonable aproximar en la Ec. (2.2.1) las coordenadas
electrdnicas por sus valores medios, promediando sobre la funcién de onda, esto es

Aegs T (-iyvi-yy 2 ZZ) >S4k gy

TiA

= i=l A=] i=1l j>i A=1B>A4
1A V2 M X ZAZB
=—_Z_+Ee£ec +ZZ
Ma A=1B>A
M
1 V2
- =S 1AL EL(R
2 2 77, B (R).

La energia total B, (R) proporciona un potencial para el movimiento nuclear. En conclusién, en la
aproximacién de BO los nicleos se mueven sobre la superficie de energia potencial Ei, obtenida al

resolver el problema electrénico. La soluciones de la ecuacién nuclear
Hnud\pnucl = E\I’nuds (228)
describen la vibracién, rotaciiin y traslacion de una molécula,

lI}m.nclf = 1IJ1fmci(]-:{')) (229)



y E que es la aproximacién de BO a la energia total incluye la energia electrénica, vibracional,
rotacional y traslacional. La correspondiente aproximacién a la funcién de onda total, solucidn de la

ecuacién de Schrodinger con hamiltoniano (2.2.1) es
v (I‘, R) =Yy (R) lIJelec (I‘, R) . : (2210)

De aqui en adelante, cuando nos refiramos a la ecuacién de Schrédinger y a la funcién de onda sera

la correspondiente a la parte electronica.

2.3. Teoremas de Hohenberg y Kohn

La solucién de la ecuacidén de Schridinger para la parte electrénica (2.2.3) es una ecuacién diferencial
para la funcién de onda en 3N dimensiones donde N es el nimero de electrones en la molécula, por
lo que su solucién resulta ain muy complicada. Una manera alternativa de tratar el problema es
" pasar por alto” el célculo de la funcién de onda electrénica. Esto puede hacerse por medio del uso

de la densidad electrénica cuya expresion es
ol = [ [ 100, )l d -, 2:31)

donde ¥ denota la funcién de onda electrdnica multielectrénica, NV el numero de electrones, x; denota
las coordenadas espaciales r; y las coordenadas de espin s;.

Usando las Ecs. (2.2.2) y (2.3.1) podemos escribir la energia electrénica como

= (s iSu-Sr 2yt

Eei’ec = <¢ ‘ﬁeiec

Tia

¢> (2.3.2)

i=1l A=l =1 j>i
= (9|7 + Pue| ) + / Veae (1) p(x)dr
donde
—~ 1 N
=3 Z V2, (2.3.3)
i=1
denota el operador de energia cinética,
R N Ny
Vie = Z Z = (2.3.4)
i=1l j>»i

el operacior de interaccidén columbiana entre electrones y-

M
Z
Vet (1) = — —‘A {(2.3.5)
Ae1 TiA



denota el potencial producido por los nucleos sobre los electrones. De aqui en adelante denotaremos
a la energia electrénica Eg,, por F.

La Ec. (2.3.2) junto con un principio variacional permitieron a Hohenberg y Kohn [11] mostrar por
medio de una reduccidn trivial al absurdo que hay una correspondencia uno a uno entre la densidad
electrénica y el potencial externo V.;:. Esto implica que la enérgfa es un funcional de la densidad

electrdnica, esto es, para un potencial externo V,;, dado
E = Eve:t [p] * (23'6)

Utilizando la Ec. {2.3.2) podemos escribir esta ecuacién como

By, o] = / Vae(r)p(x)dr + Fix [o], (23.7)
donde
Fux (p| = <¢ ’f‘i' Ve ¢> : (2.3.8)

Fyk [p] es un funcional universal idéntico para cualquier sistema con el mismo nimero de electrones,
ya que no depende del potencial externo V,;, producido por los diferentes nicleos propios de cada
molécula.

Adicionalmente Hohenberg y Kohn derivaron un segundo teorema que proporciona un principio
variacional para la energia. Este establece que para cualquier densidad electrénica p; de prueba, la

energia Evy,_, [p:] es una cota superior a la energia exacta del estado base Fygqe,
Ebase < EVHc [pg]. (239)

Aunque el teorema de Hohenberg y Kohn implica la existencia de un funcional Fyg [p], no dice
nada acerca de su forma ni como puede ser construido. En la seccién 2.6 trataremos en detalle este
problema. Aqui sélo enunciaremos los teoremas, su demostracion sera presentada en el apéndice B.

Supongamos que tenemos un sistema de N electrones encerrados en una caja grande y moviéndose
bajo la influencia de un potencial externo independiente del tiempo V. (r). Supongamos ademads

que el estado base es no degenerado, asi los teoremas de Hohenberg y Kohn son

Teorema 1. Sea un sistema de electrones en un potencial V,,;(r). La densidad electrénica p(r)

determina en forma unica ¢l potencial Ve (r), excepto por una constante aditiva.

Teorema 2. La energia ezacta del estado base es un minimo global para un potencial dado Ve, (r) y

la densidad electrénica p(r) que minimiza By _, {p] es la densidad electrénica ezacta del estado base.

El segundo teorema también es denominado principio variacional de Hohenberg y Kohn. Los teore-

mas pueden demostrarse para el caso de estados base no degenerados [40] y son vélidos por supuesto
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para un sistema de electrones no interactuantes. Este sistema es semejante a un gas de Fermi (elec-
trones no interactuan entre si), excepto que el numero de electrones es pequeno. Por esta razén, no
se le puede aplicar la mecdnica estadistica.

Formalmente, los teoremas de Hohenbérg y Kohn son validos sélo para densidades electrénicas que
representen estados fisicos del sistema ba:jo el potencial V,;,(r), tales densidades se les denominada
V-representables (VR). Las condiciones que debe de cumplir una densidad arbitraria para que sea
VR no se conocen atin. No obstante, fueron Levy [41] y Lieb [42] quienes demostraron que es posible
formular los teoremas de Hohenberg y Kohn para densidades que cumplan condiciones bien conocidas

(ver apéndice B).
2.4. Ecuaciones de Kohn y Sham

El segundo teorema de Hohenberg y Kohn puede escribirse en la forma

Eloi= [ po)Viw)ir + Flol 2 Eln, (24.1)

donde
Flpl =Tlp] + Vee [0], (2.4.2)

y V(r) denota el potencial externo. La Ec. (2.4.1) nos dice que la densidad electrénica del estado

base p, es la densidad que minimiza E [p| y satisface la ecuacién de Euler (ver la Ee. (B.13))

OF [p]
= V,(r) + , 2.4.3
H f(r) JP(I') ( )
donde u es el potencial quimico y se obtiene a partir de la conservacién del numero de electrones,
/p(r)dr =N (2.4.4)

Una vez obtenida la densidad del estado base p,, la energia se evalila directamente usando la Fec.
(2.4.1). No obstante, las complicaciones para aplicar en forma practica las Ecs. (2.4.1)—(2.4.3) surgen
cuando se intenta resolver la ecuacién de Euler (2.4.3). El problema consiste en el desconocimiento
de 1a forma de F [p] y aunque en la actualidad pueden proponerse formas aceptables, la ecuacién de
Euler es aiin dificil de resolver en la mayoria de los casos. Un camino alternativo fue propuesto por
Kohn y Sham (1965} [13] quienes retomando algunas viejas ideas del modelo de Hartree [43] lograron
construir un esquema que permitié la aplicacién practica de la TFD.

El concepto fisico en el que se basa el modelo de Hartree es muy simple. En un atomo, cada

electrén es considerado moviéndose en el potencial efectivo producido por los electrones rebtantes

z
Vi (r) = == + ,rp£r3,|dr', (2.4.5)

11



donde el primer término representa el potencial debido al nicleo de nimero atémico Z y el segundo
término es el potencial efectivo de la distribucién promedio de la densidad electrénica alrededor det

punto r. Los orbitales ¥; de cada electrén obedecen la ecuacidn diferencial de una sola particula

{—%Vg + Vi (r)} P; (r) = v (1), (2.4.6)

donde 7 denota tanto los numeros cudnticos espaciales como de espin. La densidad media estd dada

por
p(r) = D1 ()1, (247

donde, en el estado base, la suma corre sobre los N eigenvalores més bajos ¢;. Las Ecs. (2.4.5)—(2.4.7)
deben resolverse en forma autoconsistentes. Uno inicia el proceso proponiendo primero una g/ (r)
dada, construye Vi (r) de la Ec. (2.4.5), resuelve la Ec. (2.4.6) para ¥;; vuelve a calcular p(r) de la
FEc. (2.4.7), la cual debe ser igual a la p (r) inicial. Si no es asi, uno repite el proceso hasta que asi
ocurra,

En 1965, Kohn y Sham se propusieron la tarea de hallar ecuaciones semejantes a las de Hartree,
partiendo del principio variacional de Hohenberg y Kohn que es formalmente exacto. Esto conduciria
a una formulacién tipo Hartree que seria exacta. La ecuacién diferencial (2.4.6) tiene la forma de
la ecuacién de Schridinger para electrones no interactuantes en un potencial externo promedio Vy.
Kohn y Sham se preguntaron como podrian aprender algo util de esto partiendo de una TFD para
electrones no interactuantes moviéndose en un potencial externo dado V,(r). Para tal sistema la
energia de interaccién entre electrones es nula, esto es, V. [p] = 0, por lo tanto, las Ecs. (24.1) y

(2.4.2) pueden escribirse en una sola como

Euipd = [ (V)i + T, (o] 2 B, [pul, (2.4.8)

donde T es la energia cinética del estado base del sistema de electrones no interactuantes y ps su
densidad electrénica. Para obtener la energia y la densidad electrénica del estado base, hallemos las
condici\ones de extremno que aseguran que la Fc. {2.4.8) sea estacionaria con respecto a variaciones
de p,(r), bajo la condicién

/p,(r)dr =N, (2.4.9)

que implica la conservacién del niimero total de electrones. Estas son
f

0E;[p] = 6/p3(r)Vs(r)dr + 8T, [ps) — e§/ps(r)dr =0, (2.4.10)
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donde € es el multiplicador de Lagrange consistente con la Ec. (2.4.9). Utilizando la Ec. (A.2)

obtenemos

/ {V,(r) + %Zji‘;] — €| dps{r)dr = 0. (2.4.11)

. Para deducir las ecuaciones de Euler-Lagrange requerimos conocer la forma de T, [p,] en términos de

' Ps- Esto no resulta simple y debemos tomar un camino alternativo.

La ecuacién de Schodinger para un sistema de electrones no interactuantes es
A%, = E, ¥, (2.4.12)

donde
~ YT
H, = [—5\7’? + Vi (ri)] (2.4.13)

i=]

La solucién de la Ec. (2.4.12) es simplemente el determinante de Slater

1

J, = Det ce , 2.4.14
\/ﬁ ['9011)[’2 T»ON] ( )
donde los orbitales v; satisfacen
1
{——2-‘72 +V (I‘)J Wy () = e (I‘) . (2.4.15)
donde ¢ = 1,2, --- ;| N. Para el estado base tomamos los orbitales 1; con los eigenvalores ¢; mas

pequenos.
Para una funcién de onda tipo de la Fc. (2.4.14) es facil demostrar [44] que la densidad electrénica
esta dado por
N
polr) = D [thi (1)} (2.4.16)
i=1
Mientras que la energia cinética esta dada por

N

Tor) =Y <¢,- (—%\'ﬂ

i=1

1!11-> (2.4.17)

Las dos ecuaciones anteriores permiten escribir la energfa como funcional de los orbitales, esto es,
Es = E, [ps [th:] ,4s]. Asl, la variacién de la Ec. (2.4.10) es equivalente a la variacién de E, respecto
a orbitales v;. Si seguimos este procedimiento (ver discusién después de la Fe. (C.31)) obtenemos la
ecuaciones de Euler-Lagrange que son precisaménte las Ecs. (2.4.15). De esta forma podemes hallar
la densidad electrénica y ia energia de un sistema no interactuante, hallando los orbitales ;. Hasta

aqui{ todo es exacto
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Ahora, para el problema de electrones interactuantes, escribamos el funcional F[p] de la Ec.

{2.4.2) en la forma
Flol =T, [pl + J o] + Ezc o], (2.4.18)

donde ’
Il =5 / / E—%)jagldrdrl, (2.4.19)

es la parte cldsica de energia de interaccién columbiana entre electrones y

Exelpl =T [p] = Ts [p) + Vee (0] = T 0], (2.4.20)

denominada energia de tntercambio y correlacion contiene la pequefia diferencia T, = T — T, y los
efectos cuinticos de la interaccién columbiana entre electrones a través de V., — J. Para este caso las

Ees. (2.4.1) y (2.4.2) pueden escribirse en una sola ecuacién utilizando (2.4.18) como

Efp] = / p(r)V (x)dr + T, [o] + J [o] + Bee [p] 2 Epd (2.4.21)

Nuevamente, para hallar las condiciones de extremo tenemos que resolver

SE [p] = 5fp(r)V(r)dr + 675 (ol + 8J [p) + 6 B [p] 65/p(r)dr =0, (2.4.22)

donde ¢ es el multiplicador de Lagrange consistente con la Ec. (2.4.9). Utilizando las Ecs. (A.1),

~ (A.4) y (2.4.19) podemos escribir esta como

&7, [p] }
§E E/{Veecr-i- — €| dp(r)dr =0, 2.4.23
= [ [Vorets) + = e o) (2429
donde
v — p (') 0
erec(r) = V(r) + It — r’]dr’ + Vzo(r), (2.4.24)
se denomina potencial efectivo de Kohn - Sham y
0E;. [P]
Vio(r) = ——ze 1P 2.4.25
0 == (2.4.29

se denomina potencial de intercambio y correlacién.
Notemos que la forma de la Fc. (2.4.23) es idéntica a la Fc. (2.4.11) para electrones no inter-
actuantes. En consecuencia, las condiciones de extremo para la Ec. (2.4.23) son exactamente de la

misma forma que la Fec. (2.4.15), asi para el caso de electrones interactuantes '

)

[—-%Vg + Vesec (I‘)} ¥; (r) = ey (r). (2.4.26)
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donde = 1,2, -- ,N. Estas son las ecuaciones de Kohn y Sham (EKS} y una vez resueltas podemos
utilizar los orbitales de Kohn y Sham ; para evaluar la densidad electrénica y la energia del estado

base a través de las ecuactones

= Z |w; ()} (2.4.27)
£= [ o0V + T, (0] + I ] + Bucd (2.4.28)

Las EKS requieren el conocimiento de la energia de intercambio y correlacién E..{p]. Este no se
conoce en forma exacta por 1o que es necesario proponer aproximaciones. En la seccién 2.6 discutire-

mos a fondo el problema.
2.5. Conjuntos de Funciones Base

Las FKS pueden escribirse como

it (r) = e (r), (2.5.1)

donde
- 1
hs = —5‘72 + Vifee (1) (2.5.2)

Estas son ecuaciones integrodiferenciales que pueden resolverse por métodos numéricos, pero en
general resultan poco viables en la prdctica. Una eleccién muy comun es convertir las ecuaciones
integrodiferenciales en ecuaciones algebraicas. Para esto, escribamos cada orbital de Kohn-Sham

como

K
(1) =S Coitpn (1), (25.3)

donde {g;} es un conjunto de K funciones base. Formalmente, X es infinito, pero por restricciones
practicas debe seleccionarse finito. Las funciones base ; usadas tienen propiedades bien conocidas y
son seleccionandas en forma conveniente dependiendo del tipo de molécula a estudiar. Mas adelante
discutiremos las razones para elegir un conjunto determinado.

Sustituyendo la Ec. (2.5.3) en {2.5.1) obtenemos

K K
ks I Cuitpn (r) = & > Coiton (). (2.5.4)
n=1

n=1

Multiplicando por ¢, {r) et lado izquierdo e integrando
. 1

Zcm / 0% (1) Pasipn (1 Zcm f o= (r) on (r)dr. (2.5.5)

n=1

t
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Definamos dos matrices, la matriz de traslape S de dimensiones K x K con elementos

San = /go:n (r) @, (r)dr (2.5.6)

v laimatriz de Kohn-Sham Hys de dimensiones K x K con elementos

(Hks)m = fcp:n (r} Aksen (r)dr. (2.5.7)

Utilizando estas dos matrices podemos escribir la Ec. (2.5.5) como

K
HKS ni — € SmnCm 1= 1,2, ey K. (258)
> >

Estas ecuaciones se pueden escribir en forma mds compacta
HKSC = SC¢ (2.5.9)

donde C y ¢ son matrices cuadradas de X x K con elementos Cp,, ¥ €nn = €n0mn. De esta forma,
las EKS son equivalentes a las ecuaciones algebraicas (2.5.9). Existen técnicas matriciales muy
sofisticadas (denominadas técnicas de diagonalizacién) que permiten resolver (2.5.9) para determinar
los coeficientes Crn ¥ €mn. A partir de estos resultados se pueden hallar los orbitales de Kohn y
Sham 1; por medio de la Fe. (2.5.3).

Para resolver la Fc. (2.5.9) es necesario proponer unos orbitales de inicio ¥/, que permiten definir

los operadores His ¥ S por medio de las Ecs. (2.5.8) y (2.5.7). Luego, resolviendo la Ee. (2.5.9)

obtenemos nuevos orbitales ¥, A continuacién utilizamos como orbitales iniciales 9 y resolviendo
(2.5.9) obtenemos los nuevos orbitales ¥{”. El proceso se repite sucesivamente hasta que los nuevos
orbitales 1\?) sean iguales a sus predecesores /""" donde p es un entero. En la realidad, el proceso
se detiene hasta que la diferencia en valor absoluto entre los coeficientes de los nuevos orbitales C,(f)
y los coeficientes de los viejos orbitales C,(ﬁ_l) sea menor que A = 1077 donde ¢ = 1,2, ... dependiendo
de la precisién que uno desee. Esta forma de resolver la Fc. (2.5.9) es lo que se denomina proceso
autoconsistente (PAC) y es el mayor obstdculo cuando se aplica la TFD a moléculas grandes (més

de 100 atomos).

Las eleccién del conjunto de funciones base {(;} resulta sumamente importante por dos razones. La
primera, permitir un proceso autoconsistente m4s rapido (al tener un minimo nimero de elementos,
K pequefo) y una evaluacién sencilla de las integras,les que definen los elementos de matriz de los
operadores S y Hgs. La segunda razén, es poder determinar en forma facil y rdpida la energia las

propiedades fisicas del sistema. Existen dos conjuntos de funciones base cominmente usados.
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1. Orbitales de Slater
Xﬂ.hm (T: 9: ¢) = Nn,i,m}/i,m (9) ¢) Tn_l exp (_CT) H (2510)

caracterizados por los nimero cudnticos n,[,m y exponente (. Y}, denota los arménicos esféricos y

N, m es la constante de normalizacidn que depende de los ndmeros cudnticos.

2. Orbitales Gaussianos
Gase (1,6, 0) = Ny 2%y 2% exp (—nr?) (2.5.11)

caracterizados por numeros cuanticos a, b, ¢ que determinan la forma angular y direccién del orbital

y el exponente i regula el tamano radial de la funcién base.

Para utilizar el menor nimero de funciones base K es conveniente el uso de orbitales de Slater
centrados en los dtomos, pues describen mejor la fisica atémica. Sin embargo, para evaluar con
rapidez las integrales es mds conveniente utilizar funciones gaussianas. Para satisfacer ambos casos
se prefiere desarrollar cada orbital de Kohn y Sham en términos de orbitales de Slater centrados en

cada unos de los 4tomos de la molécula, esto es

K
% (1) = > Cpixp (r — Ra) (2.5.12)

p=1
donde p denota cada uno de los nimerocs cudnticos n,{ y m. R4 es la posicién del dtomo 4. A su vez

cada orbital de Slater x, es desarrollado en términos de orbitales gaussianos, esto es

L
Xp (r —Ra) = Z BpqGq{@pg, T — Roa) (2.5.13)
g=1

donde ¢ denota cada uno de los nimeros cudnticos a,b y ¢, dpq son los coeficientes de contraccién y
(pq los exponentes de las gaussianas. L, el niimero de términos de la suma se denomina grado de
contraccién. Los nimeros di, y o, estdn bien definidos y dependen tanto del tipo de orbital de
Slater que generen, asi como del 4tomo en el cual se encuentren centrados.

El uso de los orbitales de Slater en la E¢. (2.5.12) es un ejemplo de lo que se denomina un conjunto
base minimo. Es minimo en el sentido de tener el menor nimero de funciones base requeridas para
describir los orbitales atémicos ocupados por electrones de cada dtomo [45]. Por ejemplo, para los
atomos de Li y Be se utilizan 5 funciones 1s, 2s, y 2p, aunque usualmente el 2p no es ocupado por
los electrones en estos dtomos. Asi, un conjunto base minimo consiste de 1 funcién para los atomos
'de Hy He. 511@1 Li al Ne, 9 del Na al Ar, 13 del K al Ca,18 del Sc al Kr, ..., etc. Aunque el
conjunto base minimo es muy pequefio y no conduce a resultados exactos, da lugar al conocimiento

de aspectos esenciales del enlace quimico.
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En particular, cuando L = 3 en la Fe. (2.5.13) tenemos un ejemplo de un conjunto base al que
denominaremos STQ — 3G [46,47]. Este es el conjunto base que utilizaremos en tocos nuestros
cdlculos. Conjuntos de funciones base mds sofisticados utilizan el doble (o triple ) de orbitales de
Slater que un conjunto base minimo y se denomina funciones base doble Zeta (o triple Zeta). Aqui

mencionaremos algunos gue son populares sin entrar en detalles de su forma, por ejemplo

e Funciones base 3-21G [48,49].

Funciones base 6-31G [50, 51]

Funciones base 6-311 [52]

Funciones base de Dunning {53, 54].

Funciones base de Huzinaga [55, 56).

2.6. Funcionales de Intercambio y Correlacion

El principal problema para resolver las EXS o su equivalente, las ecuaciones algebraicas matriciales
(2.5.9), es el desconocimiento de la forma del funcional de energia de intercambio y correlacién E.. [p] .
Como no existe una manera sistemética de hallar su expresion exacta, es necesario proponer formas
aproximadas. En esta seccién discutiremos primero el significado fisico de E;., después trataremos
una de las primeras aproximaciones de F.¢, la aprozimacion local de la densidad. En el apéndice D
presentaremos un breve resumen de las aproximaciones méas importantes de E.. o], sin deducir sus

expresiones analiticas pues en muchos casos resulta artificioso y complejo.

Es un hecho que los electrones se repelen entre si. A nivel cudntico existen dos explicaciones de
esto. La primera es debida a la interaccién cldsica columbiana entre ellos. La segunda se debe a
la interaccidon de intercambio que es producto del principio de exclusién de Pauli: electrones en el
mismo estado cudntico con espines paralelos tienden a evitarse. El resultado de esta repulsidn es una
probabilidad muy pequefia de encontrar un electrén cerca de otro electrén dado. Puede suponerse
que cada electrén esta rodeado por una regién difusa que es inaccesible a otros electrones (ver figura
2.1). Tal regién se denomina hueco de mtercambzo y correlacion (hic). Cada electron lleva su propio
hic que,tiene una carga +e. Observando el hic desde una dlstaLma mas grande que su didmetro
el electrén y su hic parecen eléctricamente neutros. Esta es la razén por la cual los electrones se

comportan como si entre ellos la interaccién columbiana estuviera apagada.

18



® ®
® : Hueco de
~—— inlercambio y
’ correlacion
®
®

Figura 2.1. Conjunto de electrones rodeados por su hueco de intercambio y correlacidn.

Cuando consideramos dos electrones con espines paralelos, su movimiento esta correlacionado y existe
una interaccidén entre ellos debido al principio de exclusién de Pauli. Una parte de E;. denominada
energia de intercambio E, esta relacionada con este efecto. Por otro lado, cuando dos electrones
(sean de espin paralelo o antiparalelo) se mueven no interactian directamente entre si, sino que la
interaccién involucra también su hic. Una parte de E,. denominada energia de correlacién F, esta
relacionada con este otro efecto. A la energia de correlacién F,. también contribuye la interaccién
que existe entre cada electrén y su propio hic. El concepto del hic resulta sumamente importante en
el desarrollo de formas aproximadas para E.., aqui no trataremos este problema.

En base a la discusién anterior tiene sentido hacer la particién
Ei[p] = Exlp] + Eclpl, (26.1)

que resulta una estrategia inicial muy comun para aproximar E_. disefiando por separado la parte
de intercambio y la de correlacién. Unas de las primeras aproximacién de la energia de intercambio

y correlactdén fue aprozimacion local de la densidad

BEP i = [ ple)Ec (o), (2.6.2)

donde
Ese () = E(p) + Ec(p), (2.6.3)
es la energia de intercambio mas correlacion de un electrén en un gas homogéneo de densidad p. La

parte de intercambio &; puede ser calculada ficilmente [57] y su expresién es

1/3
e =-3(2) e o (26.4)

4 I
Pero la parte de correlacién &£, resulta sumamente dificil de determinar y su expresidn analitica

es expresada como una funcién muy complicada EYW# de p por Vosko, Wilk y Nusair (VWN)
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[58]. Fisicamente, esta aproximacidén mide la E.. de cada electrén con sus vecinos mas cercanos.
Aproximaciones mejores requieren que se incluya a vecinos més lejanos. Esto se puede hacer por

medio de la aprozimacidon generalizada de gradiente

Efff’q (o] = /d3r Eze (p(r), IV p(r)], V7p(r),...) . (2.6.5)

Notemos &, depende ya de variaciones mds finas en la densidad introducidas por gradientes de p.
Por ultimo, mencionemos que en general E; y £ son negativas, pero con |E;| mucho mds grande

que | E|.
2.7. Integracion Numérica

El cdlculo de la energfa de intercambio y correlacién E.,. requiere realizar una integracion en el espacio
tridimensional de funciones con formas algebraicas sumamente complejas. Casi todas las aproxima-
ciones de F;. son de la forma (2.6.5). Por esta razén, sélo es posible calcular la integral en forma
numérica. Cuando realizamos una integracién de este tipo requerimos seleccionar un conjunto de

puntos en ¢l espacio denominado malla de integracion. De esta forma las integrales tridimensionales
I= / F(r) dr, (2.7.1)
v

pueden ser aproximadas por

I~ AF(r) (2.7.2)
donde r; denota el conjunto discreto de puntos de la malla de integracién y A; funciones de peso
diseniadas convenientemente para mejorar la precisién de los resultados. El objetivo de esta seccién
es hallar un conjunto éptimo de r; y A; para el caso especifico de moléculas. Pero primero podemos
hacer una importante simplificacién. Esta se debe a que las integraciones se realizan en regiones
que contienen varios nicleos atdmicos, lugares en donde existen puntos singulares debido al compor-
tamiento 1/r del potencial nuclear columbiano, que tienen que tomarse con cuidado para no obtener
resultados que divergan. Una manera simple de resolver este problema es descomponer la regién de
integracién molecular, en pequefias celdas discretas de geometria simple, donde cada una de ellas
contenga uno y sélo un nicleo atémico. Debido a que en una regién dada F(7) es dominada por las
contribuciones del centro atémico de tal regién, F(7) puede ser descompuesta en componentes de un

sélo nicleo

N
F(r) =3 Falr), . (2.7.3)
donde N denota el numero de nicleos y " !
Fo(7) = wa() F(r). (2.7.4)
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Las w,(r) denotan funciones de peso que pueden asignarse a cada centro atdmico n, tal que Z:’ wa(r)
= 1. Ademass, los w, son construidos de tal forma que valen la unidad en la vecindad del propio
nicleo y tienden a cero de manera continua y suave cerca de otros ntcleos. De esta manera, podemos

transformar la integral tridimensional de toda la molécula Ec. (2.7.1) en una suma de integrales

N
I=%"1, (2.7.5)
n=1
donde
I, = f Fo(r) dr. (2.7.6)
V;

Notemos que la dltima ecuacidn involucra la integracién en un volumen V; que contiene un sélo nuicleo
atomico. Cada integral /,, es evaluada numéricamente utilizando la Ec. (2.7.2).

El objetivo ahora serd definir las regiones de integracién V;, asi como hallar un conjunto éptimo de
r; y A; para cada integral [,. Empecemos por definir ¥;. Aunque existen muchas formas de celdas que
pueden construirse alrededor de cada nicleo, nosotros utilizaremos los poliedros de Voronoi {59]. Para
definir el poliedro de Voronoi del nicleo dtomico i. Consideremos la linea que conecta a los niicleos
atémicos 1 y k, {i # k) donde k es un nicleo atémico arbitrario de la molécula y no necesariamente

un vecino.

® Atomo k
-~

Peliedro
— a8
verenio

Figura 2.2. Definicion de los poliedros de Voronoi.

Supongamos que tenemos un plano perpendicular que bisecta al vector que une los atomos ¢ y k,
entonces la regién encerrada por la interseccién de todos los planos define un volumen alrededor del
nicleo 7, esta regién es lo que se denomina el poliedro de Voronoi del nucleo atédmico 4, (ver Fig.
2.2.). Notemos que los puntos dentro del poliedro de 'Voronoi son aquellos que se encuentran mas
cerca al dtomo "t” que a cualquier otro. ,b !
Para escribir w,(r) en forma analitica, definamos en forma mds precisa las celdas por medio de

los poliedros de Voronoi. Para ello seleccionemos dos dtomos ¢, § (con 7 # j) como los focos de

21



e .

una elipse, utilizando entonces un sistema de coordenadas elipticas cofocales (A, p, @) [60], donde
A = cte. representa superficies elipsoidales de revolucion, u = cte representa hiperboloides y ¢ = cte
caracteriza planos, podemos definir las coordenadas (A, ) en términos de ry, r;, y R;; que son las
distancias de un punto de la elipse a los nicleos 7 y 7, y la distancia internuclear respectivamente.

Asi, las coordenadas pueden definirse por

Nj = T—%Jﬁ i = T"};j’r". (2.7.7)
Es claro que los rangos de variacién de las coordenadas son
0< ¢y <2 (2.7.8)
1 <Ay <0 (2.7.9)
—1<u; <1 (2.7.10)

Notemos que cuando p;; = 0, 7; = r;, se obtiene entonces una superficie compuesta de todos los
puntos equidistantes al dtomo i y al dtomo j, es decir, un plano que bisecta al vector que une los

atomos ¢ y j. Si definimos la funcién escalén por

1 -1<pu;<0
S(pi;) = ! . (2.7.11)
0 O<py <l
Los polinomios de Voronoi estaran definidos por el producto
P(r) =[] S(ps) (2.7.12)

JF

Si r estd dentro del poliedro de Voronoi r; < 7y, esto es, p;; € [—1,0] y P(r) es distinto de cero, en
caso contrario si r; > r; entonces p; € (0, 1] y Fi(r) es idéntico a cero. As{ podemos construir w,(r)
con base a P;(r) como

wa(r) = f?f(?:}ﬁ’ (2.7.13)
que cumple Y w,(r) = 1. Resaltemos que la suma sobre m incluye todos los dtomos incluso m = n.
Resta determinar la forma apropiada de S{u;;) que debe ser un escalén suave. Si esto no fuese as,
las funciones wy,(r) podrian variar en forma abrupta en la frontera entre dos poliedros contiguos.

Existen muchas formas para construir esta funcién, pero una, particularmente adecuada es

:Sk(,u-ij) = % (1= filpis)l, ! (217.14)
donde
Filpss) = pM (1ssy), (2.7.15)
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k denota el nimero de composiciones 6 veces que se aplica la funcién p y
3 1

3
oHii — SHi (2.7.16)

es un polinomio bien comportado. Resulta que para & = 3 composiciones, se obtiene un escalén suave

plu;) =

suficientemente adecuado para nuestros propdsitos. Para k muy grande la Ec. (2.6.14) se convierte
de nuevo en un escalén abrupto. Esto ultimo muestra la forma exacta de construir las funciones wy,
a través de la Fcs. (2.6.12) — (2.6.16). Existe atin una correccién que debe hacerse debido a que en
general las moléculas tienen dtomos distintos, en este caso, las caras de los poliedros de Voronoi no
deberian necesariamente bisectar los ejes internucleares, la particién seria mas conveniente tomando
en cuenta el tamano de los 4&tomos. Como sinénimo de tamano atémico podremos utilizar los radios
de Bragg-Slater [61] que son una medida experimental del radio promedio de la orbita trazada por
los electrones més externos de un atomo. Para introducir los radios de Bragg-Slater en la teoria
definamos la variable

vij = ij + ai(1 — pl). (2.7.17)
En términos de v;; se puede construir la funcién escaldén S = S(v;;). Esto implica una traslacién
del punto de particién sobre cada eje internuclear, ya sea hacia el d&tomo ¢ o hacia j, segun sea a;;
negativo o positivo. El valor de ai; puede determinarse si tomamos aquel punto en el eje internuclear

donde »;; = 0 , entonces de la Fc. (2.7.17)

Mg
i = ——. 2.7.18

En este caso el valor de u;; puede ser construido por medio de una razén en la cual partimos el eje
internuclear en cierta proporcion. Esta razén puede caracterizarse por los radios de Bragg-Slater R;

y H; de los dtomos ¢ y j, por ejemplo

i _ B
mTR X. . (2.7.19)

Tj

Asi, el valor de la nueva variable estarda dado por

Ty —7T; ri—7; X—l
o= - - , 2.7.20
His Rij T+ Ty x+1 ( )

Sustituyendo en la Ec. (2.7.18) obtenemos el valor a;;, pero para asegurar la monoticidad |a;| < 3.
Con esto sabemos como construir los pesos w,(r), por lo tanto, de acuerdo con la Ec. {2.7.6) queda
por calcular numéricamente las integrales /,. Si traslada.mps nuestro siste1na de referencia al dtomo

n, e integramos én coordenadas esféricas
In= //f Fo(r,8,)r?sin 8drdfdyp. (2.7.21)
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Podemos proponer una malla de integracién para cada grado de libertad por separado. Pero resulta

menos costoso en tiempo de CPU realizar la integracidn como

I, = / f F,(r, Q)r?drd, (2.7.22)
donde Q denota el angulo sélido. Haciendo el cambio de variable
1+=z
=TT (2.7.23)

donde r,, es la mitad del radio de Bohr del 4tomo en cuestién, transformamos la Fc. (2.7.22) en

I, = / /_ 1 Fa(z, Q)G(z)dzd, (2.7.24)

donde
o (14 2)? Wm

r X :
mI-z2 T a)
La integral en z puede hacerse utilizando la mallas de integracién denominada formulas de Gauss-

G(z) = (2.7.25)

Tchebyshev de segunda clase
+1
f Fulz, )G{a)dz = Zkan(a:k, )G(zx) (2.7.26)

donde las wy y los puntos zx son tomados de [62]. Notemos que zj corresponden a las raices de

_los polinomio de Tchebyshev de segunda clase. Para la integracién angular utilizamos las mallas

publicadas en [63 — 65], de tal forma que

L= wiG(zi) Y wiFa(zz, Q) (2.7.27)
k J

donde wjQ corresponde a los pesos angulares y §2; denota los puntos sobre una esfera de radio unitario.

Los valores apropiados para los puntos §); y los pesos w? también pueden encontrase en [62).

2.8. Conclusiones

La Teoria de Funcionales de la Densidad es un método en el cual la densidad electrdénica juega un papel
central. Los teoremas de Hohenberg y Kohn son la base formal de la TFD, permiten establecer la
teoria sobre bases sélidas pues demuestran que es suficiente el conocimiento de la densidad electrénica
para determinar la energia y todas las propiedades fisicas del sistema. Estos teoremas proveen una
forma de calcular la energia del estado base y su dfinsidad electrénica. La teoria de Hohenberg y
Kohn no resulta ficil de aplicar a todas las moléculas. El esquema de Kohn y Sham resuelve este

problema presentando un esquema practico para calcular la densidad electrénica y las propiedades
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fisicas moleculares, pero el precio a pagar consiste en regresar al uso de orbitales. Los orbitales de
Kohn y Sham dptimos se obtienen al resolver las llamadas ecuaciones de Kohn y Sham que tienen
forma similar a las ecuaciones de Hartree-Fock. La TFD es una teoria exacta sélo si se conoce el
functonal de intercambio y correlacidn. Los mayores esfuerzos estdn encaminados a hallar mejores

aproximaciones a estos funcionales y a hacer viable la aplicacién de la teorfa a moléculas gigantes.
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Capitulo 3
El Método de la Densidad Electrdénica

Virtual.

3.1. Modelos para la Densidad Flectrénica

Es natural pensar que cualquier intento por aplicar los métodos mecdnico cuanticos a moléculas
gigantes debe en esencia partir estd en pequenios fragmentos. Nuestro objetivo en este capitulo
es construir un método que permita aplicar los cdlculos mecdnico cudnticos a moléculas gigantes.
El primer paso que tomaremos es partir la molécula grande en pequefios fragmentos. El tamano
propio de cada fragmento sera aquel que permita cilculos cuédnticos rapidos de sus propiedades’. Por
simplicidad estudiaremos moléculas de capa cerrada {con igual nimero de electrones con espin a y 3)
en el estado de multiplicidad més bajo (S = 0) y utilizaremos un conjunto base minimo, ST0O — 3G,

con el cual desarrollamos la funcién de onda molecular.

Primero notemos que cada orbital molecular 4/ que compone la funcién de onda puede ser construido

como una combinacidn lineal de orbitales de Slater (ver Ec.(2.5.12))

¢k(r Zzazf XU i) (311)

i=1 j=1

donde el indice ¢ (j) numera atomos (tipo de orbitales) y r; es el vector de posicién del dtomo 1.
Las sumas se toman sobre el nimero de M de dtomos en la molécula y sobre el mimero de orbitales
{N;) que le corresponden al dtomo 7. A los términos a( ) los denominaremos coeficientes moleculares,
mientras que x;; denotard los orbitales atémicos (orbitales de Slater centrados en cada dtomo). Cada
orbital x;; es a su vez desarrollado en términos de gaussianas pero aqui omitimos esta tercer suma
pues no es 1util para nuestros propdsitos. Las Fes. (3.1.1) y (2.5.12) son equivalentes, solamente

hemos distinguido entre los orbitales atémicos centrados en cada atomo.

Podemos escribir los coeficientes moleculares a( ) en una matriz. Para esto consideremos una molécula
de agua cor{m ejemplo. Utilizando la Ec. (3.1.1) podemos arreglar los orbitales moleculares de la

siguiente forma

'En este caso, rapidez es un término relativo que depende del tipo de procesador que utilice el usuario.
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No. de | Tipo de | Tipo de § Orbitales Moleculares
Atomo | Atomo | Orbital | 0y ... ¥x ... 3
1 O ls ay ---oafp o a
2s ala oafp o ad
2pz | al,
2py ajs
2pz | alg
2 H ls al, - b - aj
3 | H ls a, - af - a}

La matriz de coeficientes moleculares aﬁf) serd aquella donde cada fila (capa) representa el coeficiente

molecular asociado con un 4tomo y un tipo de orbital atémico x;;, mientras que cada columna

representa un orbital molecular. Para una molécula en general la matriz tendrd la forma

o ac vi vt
capas | ¥1° ... ¢ grl e e
1 (45 N Qg | Gl g+1 -  Qirg+r
(3.1.2)
P p1 ... Opg | Gpg+1l ---  Qpgir

donde p es el nimero de capas, g es el nimero de orbitales ocupados y r el total de orbitales virtuales
(vacios). Los orbitales virtuales surgen de la necesidad de trabajar con matrices cuadradas en el
proceso autoconsistente (PAC), esto para poder llevar acabo el proceso de diagonalizacién. En la

TFD rara vez tienen algln significado.

Denotemos por 7 la matriz de la Ec. (3.1.2), para una molécula grande. Si partimos esta molécula
en N fragmentos, a saber, F, Fa,..., Fu, entonces, una vez hecho el cilculo del PAC para cada
fragmento F; podemos hallar los orbitales moleculares y por lo tanto, una matriz 7T de forma
similar a la Fe¢. (3.1.2). Cada matriz 7, tendrd dimensiones menores a las de la molécula gigante,
puesto que cada fragmento cuenta con menos dtomos, aunque se podria contemplar el caso en que el

fragmento es toda la molécula.

i
El objetivo ahora es construir la matriz 7 utilizando las matriced 7, o equivalentemente, construir

los orbitales moleculares de la molécula a partir de los orbitales de los fragmentos. Nuestra experiencia

nos muestra que este es un problema dificilmente soluble. Las complicaciones aparecen cuando se
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trata de combinar las dimensiones de todas las matrices 7; para generar la dimensién correcta de
la matriz 7. Por ejemplo, si los fragmentos F|, F,,... tienen las matrices con las dimensiones

siguientes
7.:3><3: TGXS; ey

la pregunta que surge es como combinar las dimensiones para producir Tig.7, siendo esta tltima la

matriz asociada a toda la molécula.

Existe otro problema, el nimero de coeficientes a construir se escala como p?, que para una molécula
gigante p es un nimero muy grande. 2 Ademds, agreguemos a esto que variaciones pequefias de
los coeficientes moleculares predichos con respecto a sus valores reales, altera en forma apreciable
las propiedades fisicas. La conclusidn que se obtiene es que resulta bastante complicado construir
los orbitales moleculares y consecuentemente la funcién de onda molecular a través de los orbitales
moleculares de los fragmentos. Matematicamente, lo anterior indica que no existe una forma dnica

y sistemadtica de hallar el mapeo
( Tl) TE;'“ ) TN) — T (313)

Debemos entonces adoptar un punto de vista diferente. El objetivo ahora es utilizar tanto la densidad
electrénica, como los orbitales moleculares como variables a construir. Por esta razén recurrimos al
uso de DFT y en particular al esquema Kohn-Sham, donde tanto los orbitales, como la densidad
son las variables bésicas. Utilizando la informacién de la matriz 7, podemos calcular la densidad

electrénica del fragmento F, como
Ny

pe=3

t

¢fk}(r)‘2 : (3.14)

donde Ny es el nimero de orbitales doblemente degenerados. Asi, para el conjunto de fragmentos
{ F1,..., Fn}, hallamos el conjunto de densidades {p;, -+ ,pn}. Lo que buscamos primero es
determinar el mapeo

(PI:P2:"' ,PN)_"P; (315)

donde p es la densidad electrénica de la molécula. Si asumimos que el punto r, esta mas cercano al

fragmento F que a cualquier otro, esto implica que

l _f’(rq) = pi(rq)- (3.1.6)
?Notemos que p = capas X orbitales moleculates. . En general en una molécula grande, tanto el nimero de capas,

como el de orbitales moleculares es muy grande.
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Lo que significa que las densidades electrénicas de los otros fragmentos contribuyen poco a la densidad

en el punto, r,. Por lo tanto, para un punto arbitrario r, podria suponerse la siguiente forma del

mapeo (3.1.5)
pmar(r) = M'ax[pl(r),pg(r), U ,pN(I‘)]. . (3‘1'7)

Esta ecuacién nos da una forma de aproximar la densidad electrénica de la molécula giganté punto
a punto, por medio de la densidad electrénica de los fragmentos. Comparando pp,..(r) contra p(r)
punto a punto percibimos que la forma de nuestro mapeo p.... €s aceptable, aunque p,.. tiene
la particularidad de cambiar su forma analitica dependiendo de la regidén donde se evalue. Por
ejemplo, si estamos cerca del fragmento F tendremos que prq.(r) = pe(r), mientras que si estamos
cerca del fragmento F; entonces pnq.(r) = p;(r). Por lo tanto, teniendo ya una forma especifica de la
densidad pmez, €l siguiente paso es analizar sus implicaciones al calcular las integrales que determinan

cantidades fisicas como por ejemplo, la energia

E= i [ (_%vz) wlx)axr [ o)V ()i
// p(r) PP b s+ Ere o).

Notemos que en general hay tres pos1b1hdades
1. Evaluar int_;egrales simples e integrales dobles numéricamente.
2. Evaluar integrales simples e integrales dobles analiticamente por regiones.
3. Evaluar integrales simples numéricamente e integrales dobles analiticamente.

La primera posibilidad resulta demasiado costosa en memoria y tiempo de cémputo para una molécula
gigante, debido esencialmente al célculo de integrales dobles en forma numérica. De hecho, la eva-
luacién de la integral doble de la energia clasica columbiana escala en principio como Q(N*), donde
N es el nimero de orbitales moleculares [66]. Asi, por ejemplo, al calcular la energia requeriremos

un gran tiempo de computo para hallar la parte cldsica de la interaccién electrostética.

Jlpl == f/p"“" r1)pmaz(ra) o0 o (3.1.8)

[r1 — 1y

donde hemos sustituido p{r) por pma(r).

LA segunda posibilidad implica evaluar integrales analiticamente por regiones, en particular

N N

-3 ), [, e e 519

klll
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donde Ry es la region para la cual p(r) = pmez(r) = pr(r). Adn cuando la integracién analitica de
la parte clasica pudiera escalarse linealmente O(N) ver [67], existe el problema de como definir las

regiones fx y aunque esto pudiera resolverse pmar seria aln discontinua.

. La tercera posibilidad resulta la méas viable, siempre y cuando evitemos definir regiones de integracién.

En este caso las integrales dobles {en principio la expresiones que demandan mds tiempo de cémputo)
pueden realizarse en forma més rdpida por medios analiticos [68]. Desafortunadamente, el mapeo

Pmaz SOlO permite la integracion doble en forma analitica por pedazos.

Las razones anteriores nos obligan a proponer un nuevo mapeo. Nos parece conveniente y natural

proponer
Psum(T) = p1(r} + p2(r) + -+ + pi(r). (3.1.10}

Al comparar p,,m(r) con la densidad real p(r) punto a punto, observamos que su forma es no sélo
suficientemente aceptable, sino que ademds corrige los problemas de discontinuidad y evita definir
integraciones por regiones. Nétese que en un punto arbitrario r contribuirdn a la densidad todos los
fragmentos y no sélo los mds cercanos a este como fue nuestra idea inicial al construir pma.®. La
normalizacion adecuada de la densidad pg,m, serd discutida en la seccién 3.3, Una vez propuesto el

mapeo pPsum resta por definir la forma como debe fragmentarse un molécula gigante.
3.2. Criterios de Fragmentacion

De acuerdo con la naturaleza una molécula gigante se empieza a formar a partir de pequefos frag-
mentos. La combinacién de estos fragmentos da lugar a las caracteristicas fisicas de la molécula,
pero en muchos casos los fragmentos dentro de la molécula conservan en esencia su identidad. Esto
invita a la construccién de un método que fragmente la molécula en varias partes y permita de-
terminar sus propiedades fisicas con base a la informacién obtenida de los fragmentos. Debido a
la naturaleza misma de la interaccién electrostitica que va como 1/r%, es razonable pensar que la
interaccién columbiana de los dtomos de un fragmento dado se extiende sélo sobre los d4tomos més

cercanos pertenecientes a fragmentos contiguos. Esto nos motiva para enunciar el siguiente principio

Principio de Localidad: Sea el punto r, més cercano? al fragmento F; que a cualquier otro fragmento,
q q g

entonces en el punto r, los coeficientes moleculares del fragmento F; son los que més contribuyen a

3En principio, pudiéramos haber propuesto p = Zj w;p; donde w; son funciones de peso continuas. rSin embargo,
el problema seria definir la forma analitica de w; que sea representativa de la regién de influencia del fragmento F;.

Esto nos conducird a problemas andlogos a los de phayx.
4Mas adelante precisaremos que significa el término "mds cercano a”
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la densidad electrénica total.

En otras palabras, el principio de localidad establece que la densidad electrénica que rodea al frag-
mento queda determinada en gran medida por el fragmento mismo. A continuacién afrontemos
el problema de como fragmentar la molécula giganté. Adn cuando en principio las particiones se
pueden hacer de manera arbitraria, nuestra experiencia nos indica la necesidad de hacerlo de manera

inteligente. Por ello proponemos los siguientes criterios de fragmentacién

Evitar partir anillos.

Evitar romper enlaces fuertes.

Es recomendable fragmentar el minimo nimero de enlaces.

Tratar de dividir en pequenas moléculas que se sabe son estables en la naturaleza.

Estos criterios nos dan una estrategia de inicial de como partir una molécula, pero a priori no es posible
saber cual serd la fragmentacion idonea que requerird una molécula arbitraria. La particién final se
determinara después de un poco de ensayo. No obstante, una vez conocido el tipo de fragmentacién
de una molécula dada, todas las moléculas similares pueden ser fragmentadas de la misma manera.

Utilizando estos criterios, supongamos que partimos una molécula en N fragmentos {F,,..., Fn}
que por separado son estables. Obviamente cada fragmento F, contiene una parte de la molécula.
El problema que aparece en primera instancia es que cada fragmento F por separado no conoce la
existencia de sus fragmentos vecinos. En consecuencia, en cada particién se perdera informacién del
comportamiento de la densidad electrénica en la regidn frontera con sus fragmentos vecinos. Una
forma de evitar este problema es introducir 4&tomos de traslape entre fragmentos contiguos, de tal
forma que comuniquemos a cada fragmento F; informacion sobre los alrededores inmediatos, pero

sin la necesidad de incluir los fragmentos vecinos completos, lo cual representaria un ltimo recurso.

Haciendo uso del principio de localidad vemos que sélo es necesario incluir la presencia de algunos
atomos de los fragmentos vecinos. Es en este punto cuando podemos explicar el significado de las
palabras "més cerca a” en el principio de localidad. Estas estdn relacionadas con la precisién. Si
queremos tener una densidad ps.m Ids y més representativa en la frontera del fragmento necesita-
mos primeros, segundos, ... , etc vecinos. La seleccidén depende de la precision que se quiera en el
cdlculo de las propiedades fisicas de una molécula. Sin embargo, nuestra experiencia nos indica que
para obtener resultados precisos, es suficiente incluir primeros o a lo mds segundos vecinos (Esto se

ejemplifica en el capitulo 4). Esto es valido para dtomos ligeros como C, N, ... para el caso de metales
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esperamos que sea necesario incluir mas alla de segundos vecinos, aunque en una molécula gigante
existe una gran posihilidad de formas de fragmentacién y seguramente pueden evitarse particiones

en las cuales se encuentren metales en las fronteras.

Para explicar e ilustrar en forma préctica el proceso de fragmentacion e introducir varios concep-
tos necesarios, consideremos como molécula de estudio una base nucleica del ADN, por ejemplo la

Adenina. (ver Fig. 3.1). Las lineas punteadas indican el lugar donde se fragmentar la molécula.

H12 ;-E}?[l 1 -
R -{:y“,l’

i

¢
i

; |

Figura 3.1. Estructura de la Adenina.
Utilizando los criterios correspondientes y el principio de localidad obtenemos los fragmentos repre-
sentados en la Fig. 3.2.

‘ ¥ atomos sR
Syt 1 dtomos sG

Fragmento 1 Fragmento 2

i Figura 3.2. Fragmentos de Adenfna.

{
Los atomos sG son los dtomos que se agregan a cada fragmentos para comunicar la presencia de

fragmentos vecinos. Mientras que los d4tomos sR son los 4tomos reales en la frontera de los fragmentos.
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En esta disposicién sdlo se presentan los primeros vecinos sG. El objeto de introducir dtomos sG es
tratar de reproducir lo mejor posible el medio ambiente que rodea a cada fragmento. Esta particién
resulta la idénea para moléculas de este tipo. Para obtenerla hemos partido solamente el anillo de
5 atomes y dos enlaces fuertes C — V. Notemos que los dtomos sG segundos vecinos han sido
sustituidos por dtomos de hidrégeno. Esto permite hacer estable cada fragmento por separado. La
introduccion de estos hidrégenos cambia poco el medio ambiente en la frontera del fragmento. Esto
se debe a que la densidad electrénica en el hidrégeno se encuentra muy concentrada alrededor del

ntcleo.
3.8. Escalamiento de la Densidad FElectronica

El objetivo de introducir dtomos sG es comunicar a cada fragmento, informacién sobre la densidad
electrdnica del medio ambiente que le rodea. Puesto que algunos atomos se repiten en los fragmentos,
esto produce una sobre estimacion de la densidad electrénica de la molécula, que obviamente alterara
en gran medida las propiedades fisicas moleculares. De aqui surge la necesidad de evitar la doble
presencia de dtomos y la sobre estimacion de la densidad electrénica. El problema puede ser resuelto
mediante una correccién en los orbitales moleculares de cada fragmentos ya que son estos los que
originan la densidad electrénica. Por simplicidad trabajaremos con los coeficientes moleculares, que
definen a los orbitales moleculares desarrollados en términos de orbitales atémicos centrados en cada
atomo (ver Ec. (3.1.1}). Como las mayores alteraciones que produce la introduccién de dtomos sG
se dan sobre los dtomos sR, pondremos especial atencidon sélo a los dtomos sG y sR. El objetivo es
escalar solo los coeficientes moleculares asociados a los orbitales atdmicos centrados en los dtomos sG
y sR. Esto permite evitar la sobre estimacién de la densidad electrénica proveniente principalmente

de la regién frontera y al mismo tiempo conservar la carga electrénica de cada fragmento.

Aun cuando existen un nimero infinito de formas de escalar: En general consideraremos 3 tipos, a

saber

¢ Tipo sGxA: Escalar sélo los coeficientes moleculares de los orbitales atdmicos mds externos
de los atomos fantasma sG por un factor A, haciendo cero los coeficientes moleculares de los

orbitales atdmicos mas internos.

¢ Tipo sRxA: Escalar sélo los coeficientes moleculares de los orbitales atémicos més externos de

los 4tomos frontera sR por un factor A, respetandb el valor de los coeficientes moleculares de

. s n P 4
los orbitales atémicos mas internos.

e Tipo sRx(1+A) + sGxA: Escalar los coeficientes moleculares de los orbitales atémicos més
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externos de los dtomos sR por un factor 1+ A respetando el valor de los coeficientes moleculares
de los orbitales atémicos més internos. Ademas, escalar los coeficientes moleculares de los
orbitales atémicos mds externos de los atomos sG por un factor A haciendo cero los coeficientes

moleculares de los orbitales atdmicos mas internos.

Combinado estos tipos de escalamiento para una molécula partida en dos fragmentos tenemos la

siguiente tabla, donde se encuentran las formas de escalamiento mas naturales

Fragmento. ! Fragmento.2

sGxA sGxA

sGxA sRxA

sGx A sRx(1+A) + sGxA

sRxA sGxA

sRx\ sRxA

sRxA sRx(1+A) 4+ sG=
sRx(1-+A) + sG*A sG*A
sRx{1+A) 4+ sGxA sRxA
sR+(14+A) 4+ sGrX | sSRx(1+A) 4+ sG#A

Tabla 3.1. Combinaciones de Escalamiento de los tipos sGxA,

sRxA y sRx(1 + A) 4+ sG*A para una molécula con dos fragmentos.

Por ejemplo, para el caso de la fragmentacién de la Fig. 3.2., los 4tomos sR y sG (primeros vecinos)
son atomos de C' y N. Cada dtomo tiene asociado 5 orbitales atémicos (doblemente degenerados),
tipos 1s, 25, 2p;, 2p, v 2p,. El escalamiento tipo sG«A significa hacer cero los coeficientes moleculares
de los orbitales atémicos 1s y 25 (los més internos) y escalar por A los coeficientes moleculares de los
orbitales atomicos 2p;, 2p, v 2p. (los més externos). El valor de X es seleccionado de tal forma que se
obtenga la carga de cada fragmento, la cual es igual nimero total electrones del fragmento sin contar
los electrones de los dtomos sG. Por otro lado, el escalamiento sRx{1+A) 4 sGxA significa respetar
los valores de los coeficientes moleculares de los orbitales atémicos 1s y 25 (los més internos) de los
atomos sR y escalar por (1 + A) los coeficientes moleculares de los orbitales atémicos 2p;, 2p, y 2p.
(los mas externos). Ademads, hacer cero los coeficientes moleculares de los orbitales atémicos 1s y
25 (los mas internos) de los étomo§ sG y escalar por A los coeficientes moleculares de los orbitales
atémicos 2p., 2p, v 2p. (los més e}gﬁernos). '

Notemos que uso de los coeficientes moleculares es crucial tanto para llevar a cabo el proceso de

escalamiento, como para determinar los factores de escala A. Los valores de A se ajusta hasta que
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[ Poum (r) dr = 3, [ Wi (r)]* dr sea igual a la carga total de la molécula Tal integracién se puede rea-
lizar en forma analitica utilizando el algoritmo presentado en el apéndice E. En la seccién 3.5 veremos
que a través de los coeficientes moleculares también sirven para implementar factlmente el método
directamente en los programas ab-initio (programas que hacen célculos cudnticos en moléculas). Por
ultimo, mencionemos que existen muchas formas de escalar un fragmento, es posible escalar por
una funcién de peso en vez de un factor numérico, sin embargo, esto no permite que el método se
implemente directamente en la maquinaria ab-inito, ya que la introduccién de esta funcién altera
todas las ecuaciones de la TFD. Ademés esto implica un costo en tiempo de CPU apreciable. Para
puntualizar especificaremos que el método al que denominaremos método de lo densidad electrénica

virtual (DEV) consiste de tres partes
¢ Un modelo para la densidad electrénica. En este caso psym.
¢ Criterios de Fragmentacidn.
¢ El escalamiento de la densidad electrénica de los fragmentos.

En la siguiente seccidén veremos como las hipétesis hechas en el método DEV pueden utilizarse dentro

del esquema convencional de la TFD para calcular principalmente la energia.

3.4. Implementacion del método en el Esquermna Kohn-Sham

Aun cuando en la TFD es posible determinar la energia de una molécula gigante, en la prictica el

calculo resulta imposible de realizar. La razén es el alto costo en memoria y tiempo de CPU que
implica hacer el proceso autoconsistente debido al enorme nimero de orbitales moleculares. De este
modo, es necesario hallar una forma que permita hacer viable aplicacién de la TFD. En particular,
nos propondremos utilizar nuestro método en conjunto con el esquema Kohn-Sham para acelerar los

célculos de la TFD en moléculas gigantes.
El objetivo consiste en utilizar como modelo para la densidad electrénica la Eec. (3.1.10), esto es
Psum(T) = p1(r) + pa(r) + - - + pa(x). (3.4.1)

Cada término de la suma. estd bien definido con base a la fragmentacién de la Sec. 3.2 y al escalamiento
de la Sec. 3.3. La Ec. (3.4.1) permite en principio evaluar todos los términos de la energia que
1dependen de la densidad, como la parte cldsica de la interaccidn electrostatica, la interaccidn micleo-
“electrén y la parte de intercambio-correlacién. Sila densidad electrdnica es lo suficientemente precisa

en cada punto del espacio, entonces esperamos que el valor de estos términos sea aceptable. Para
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calcular la energia cinética en cambio debemos conocer los orbitales moleculares ; de toda la molécula
va que su expresion esta dada por

N

T=> (- %vi’ywi). (3.4.2)

i=1
Los orbitales moleculares sélo se pueden conocer al resolver el problema, lo cual para moléculas
gigantes resulta sumamente dificil. Por lo que debemos buscar un camino alternativo. Atin cuando
es posible calcular la energia cinética a través de la densidad eiectrénica, los funcionales desarrollados
son poco precisos [69]. Para implementar nuestre método en el esquema Kohn y Sham necesitamos
construir un modelo razonable para la energia cinética en términos de los orbitales moleculares de
cada fragmento. Para ello supongamos que fragmentamos la molécula en M partes. Encerremos
cada fragmento j en un volumen Vj, tal que cada volumen no se traslape. Ahora, si la molécula tiene
N orbitales moleculares y; podemos seleccionar N; orbitales wfj), como los que mas contribuyen
a la densidad electrénica dentro del volumen j del fragmento j. El criterio es tomar los orbitales
moleculares 1f; que den los valores mds grandes de fvj |T/Ji|2 dr. De este modo, asociamos a a cada

fragmento una parte de la energia cinética de la molécula. Al fragmento j le corresponde

N;
1= 3w ) (3.43)
La energia cinética de la molécula se puede escribir como
T=TN+Ty+ - +Thy, (3.4.4)
donde
N =Ny + No+ -+ Ny (3.4.5)

Notemos que la Fe. (3.4.4) es exacta, simplemente hemos acomodado de otra forma los términos
de la sumatoria de la Ec. (3.4.2). El objetivo ahora es aproximar cada término T; calculando Ia
energia cinética de cada fragmento por separado (fuera de la molécula) y utilizar la Ec. (3.4.4) para
calcular la energia cinética total de la molécula a través de nuestro método. A esta energfa cinética

le denominaremos Ty, Notemos que
Tsum = Tl + T2 + - "|" TM s T, . (346)

! . .
donde cada término 7} se calcula por medio de irbitales del fragmento 7 y no de toda la molécula
como es el caso de la Fc. (3.4.3). En resumen, hemos encontrado una forma de determinar la energia

total de la molécula utilizando un modelo para la densidad electrénica y la energia cinética. Tales
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modelos sélo requiere el conocimiento de los orbitales moleculares de cada fragmento. En la préxima
seccion mencionaremos como puede ser integrado este procedimiento a los programas de computo de

la TFD.
8.5. Construccion de la matriz de coeficientes moleculares

Es esta seccidn nuestro objetivo es construir la matriz de coeficientes moleculares para una molécula
giganie a partir de las matrices de coeficientes moleculares de los fragmentos. El objetivo es imple-
mentar el método DEV haciendo uso de los programas de cdmputo especializados en célculos de la
TFD. Esto también nos permitird utilizar todo el poder y la experiencia que se ha logrado a la fecha

en los calculos ab-initio ordinarios.

En primera instancia describamos el formato que la mayoria de los programas suelen utilizar para
almacenar la informacién de los coeficientes moleculares. Tomaremos como ejemplo la molécula de
formaldehido C'H,O para discutir la construccidn de la matriz de coeficientes moleculares. Para esta

molécula tenemos la siguiente matriz

Matriz de Coeficientes Moleculares
No. de ! Tipode | Capa Orhitales Moleculares
Atomo | Atomo | Atomica | ¥ ... ¥ ... s
1 C 1s aly -+ af - a)
2s aly -+ afy o+ ah
2pz | al;
2py aly
2pz als .
2 O ls ay, -+ af -+ a3
28 aéz e agg PR a‘gz
2px al,
2oy | ey
2pz als
3 H ls all - a0 @}
4 H lS a‘tll]_ e aﬁl e ail

Cada orbital molecular 1, esta dado como una combinacién lineal de orbit';ales_ atémicos, arriba
i
denotados por capas atémicas. El nimero de orbitales atémicos para un dtomo dado depende del

tipo de base usada. Para la base STO — 3G (la que se usa en esta tesis) se tienen tan sélo 5 capas
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para los dtomos C' y O (1s,2s, 2pz, 2py, 2pz ), mientras que para H se tiene 1 capa (1s). Asi, cada

atomo tiene asociado un numero de filas o capas en la matriz de coeficientes moleculares.

La matriz de coeficientes moleculares para el método DEV serd construida a partir de las matrices
de los.fragmentos y contendra toda la informacién necesaria para determinar la densidad electrénica
Psum, Ec. {3.4.1) y densidad de energia cinética ts,m, Ec. (3.4.6). Consideremos ahora una molécula
arbitraria cuya matriz de coeficientes moleculares tiene dimensiones de m x n y representemos con

Z los coeficientes moleculares que le corresponden a un atomo arbitrario A de la molécula.

Matriz de Coeficientes Moleculares
Tipode | Capas | Orbitales Moleculares
Atomo | Atémicas | ¢, ... U

T

™m

f A 1 7z ... Z (3.5.1)
i 2 Z Z

!

a k Z Z

s

l

Aqui, hemos asumido que el atomo A tiene k capas. Supongamos a continuacién que fragmentamos
la molécula gigante en dos partes y que el atomo A estd presente en ambas. Asumamos que para el

fragmento (1) la matriz de coeficientes moleculares tiene dimensiones de p x ¢ y estd dada por
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Matriz de Coeficientes Moleculares del Fragmento I
Tipo de | Capas Orbitales Moleculares
Atomo | Atdmicas 51) ((11)

T

p

f A X X

i 2 X X

1

a k X X

5

l

(3.5.2)

donde sélo hemos escrito los coeficientes moleculares X que corresponden al 4tomo A. Mientras que

para el fragmento (2) la matriz de coeficientes moleculares tiene dimensiones de 7 X t y estd dada

por la expresién

Matriz de Coeficientes Moleculares del Fragmento 2
Tipo de | Capas Orbitales Moleculares
Atomo | Atdmicas 1/}&2) 1:(2)

N

r

f A 1 Y Y

i 2 Y Y

i

a k Y Y

s

1

(3.5.3)

T
donde, al igual que para el fragmento 1, sélo hemos escrito los coeficientes moleculares Y quei:orres—

ponden al 4tomo A. Al dtomo A le corresponden k capas {orbitales atémicos) en las matrices de la

molécula gigante y de los fragmentos. Por lo tanto, para formar la matriz DEYV tomaremos todas las
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filas de la matriz del fragmento 1 y las reescribiremos sobre las filas que le corresponden al 4tomo A
en la matriz DEV. Asi, por ejemplo, en la matriz DEV tendremos las k& filas correspodientes al 4tomo
A ocupando ¢ (donde ¢ es el nimero de columnas de la matriz del fragmento 1). Para el fragmento
(2) haremos la misma operacién pero escribiremos a partir de las columnas ¢ + 1 hasta ¢ + ¢ (donde

t es el nimero de columnas de la matriz del fragmento 2). El resultado de tales operaciones serd el

siguiente:
Matriz DEV de Coeficientes Moleculares
Tipo de | Capas Orbitales Moleculares
Atomo | Atdmicas | ¥y ... g | Vg1 .. Vgt
(frag. 1) (frag. 2)
1
m
(3.5.4)

f A 1 X X| Y Y
i 2 X X|Y Y
1
a k X X[ Y Y
s
|

En caso de que el 4tomo seleccionado no sea parte de algin fragmento, su lugar en la matriz de
fragmentos serd ocupado por una submatriz de ceros. Por ejemplo, si el 4tomo A no se encuentra en

el fragmento (2) la matriz anterior tendra la forma
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Matriz DEV de Coeficientes Moleculares
Tipo de | Capas Orbitales Moleculares
Atomo | Atémicas | ¥ ... Wg W1 .. Wgpt
(fragmento 1) | (fragmento 2}
" .
m
f A 1 X X 0
i 2 X X 0
1
a k X X 0 0
s
|

En su forma mas general la matriz DEV estard dada por
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Matriz DEV de Coeficientes Moleculares
Tipo de | Capas Orbitales Moleculares
Atomo | Atémicas | ¥ ... Y | Yer1 ... Ypp
1
A 1 Xa Xa| Ya Yy
2 XA Xa Ya YA
o i
1 XA XA YA YA
f .
B 1 Ys Ys (3.5.6)
1 2 Yp Yg
1 7 0 0 YB YB
a
s C 1 Xe Xe| O 0
2 Xc Xe 0
! k Xeo Xc| O 0

donde las X representan los coeficientes moleculares del fragmento (1) y las ¥ representan los coefi-
cientes moleculares del fragmento (2). En esta matriz los 4tomos A, B, ... , C, ... representan los

dtomps componentes de la molécula gigante. | 1

H
En la matriz anterior vemos que el dtomo A aparece en ambos fragmentos, por lo que en algin

fragmento deber un 4tomo tipo sG. Si asumimos que el fragmento (2) es aquel donde el dtomo A es
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declaracdo como sG, entonces utilizamos el escalamiento sGx A donde A es el factor de escala las filas

de la matriz DFV queda como

| Matriz DEV de Coeficientes Moleculares
Tipo de | Capas Orbitales Moleculares
Atomo | Atémicas | Y1 ... Yg | W1 - Ygur
{frag. 1) (frag. 2)
1
m : : : . . :
A 1 X ... xlo ... o0 (3.5.7)

f X X 0
i 3 X X | XY AY
|
a k X X | AY AY
5
!

donde A denota el factor de escala para las capas méas externas del dtomo A. Es necesario destacar

" que el valor de A se calcula en forma dindmica en el método DEV y se introduce para mantener la

carga electrénica del fragmento en cuestién.

En general la matriz DEV diferird en ndmero de columnas de la matriz ordinaria que representa
la molécula. Esto debido a que tiene un exceso de columnas (u orbitales moleculares ocupados)
provenientes de los dtomos tipo sG. En realidad un programa comercial leerd sélo la matriz ordinaria
de la molécula gigante, pues tiene las dimensiones que le corresponden al sistema fisico real. Para que
lea la matriz DEV sélo hay que realizar los célculos de la molécula colocando cierta cantidad carga
ficticia. Este exceso de carga negativa no tiene ningin efecto debido a que los orbitales moleculares de
la matriz DEV no contienen su influencia. Es importante observar también que pueden ocurrir que
el nimero de columnas excede al nimero de filas, sobre todo cuando se tienen muchos dtomos sG.
Para corregir este problema es necesario introducir centros fantasma en la molécula, estos son dtormos
hipotéticos que no interadcionan con nin%(m otro dtomo de la molécula y no alteran las propiedades

fisicas de la molécula como la energia, pero si permiten aumentar el nimero de filas (capas) de la

matriz de ordinaria.
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Por iiltimo resaltemos que la matriz DEV se puede construir para mas de dos fragmentos. Para ello

tos orbitales de cada fragmento se colocan en cada una de las columnas subsiguientes a los orbitales

escritos del fragmento anterior.
8.6. La Funcion de Onda Virtual

Como vimos en la seccidn 3.1 existe una correspondencia entre la matriz de coeficientes moleculares y
la funcién de onda del sistema. La pregunta esencial es si existe esta correspondencia entre la matriz
DEV y una funcién de onda. En principio nada nos impide construir una funcién de onda utilizando
la matriz DEV é los coeficientes moleculares de los fragmentos, denominemos a esta funcién de onda
virtual vW F. Ahora, preguntémonos cuanto se parece vWF a la funcién de onda real rWF de la
molécula. Sila funcién rW F es el determinante de una matriz de dimensiones de n x n, esto significa
que el sistema tiene n orbitales moleculares ocupados. Por otro lado, dependiendo de la forma de
ta fragmentacion y del nimero de fragmentos la funcidén de onda vW F' siempre tendrd dimensiones
mayores que la funcién de onda real rWE. Lo que resulta de la introduccién de dtomos tipo sG en
la definicién de los fragmentos. Nuestra suposicidén mas fuerte es considerar que la funcién de onda
vW F contiene la misma informacién fisica que rW F. Siempre y cuando pg,m (r) sea suficientemente
cercana & peum (r). La utilidad de vWF' es como un modelo inicial para rW F en los diferentes
métodos que requieren de orbitales moleculares iniciales, como los métodos basados en el cilculo
de funciones de onda. Para ello basta con desechar los orbitales moleculares de vW F que menos
contribuyan a la energia, hasta quedarnos con un nimero de orbitales igual al de W F. Es en este
punto que creemos que vW F' resulta adecuada para proponer un modelo de funcién de onda real

rWF.
3.7. Conclusiones

Hemos hallado una manera de construir la densidad electrénica y la energia cinética de una molécula,
a través de sélo el conocimiento de los orbitales moleculares de cada uno de sus fragmentos. Esto
nos permitird calcular la energia y las propiedades fisicas moleculares dentro del esquema de Khon-
Sham. Esto representa un gran avance en la aplicacién de la TFD en moléculas gigante, pues hemos
reducido el problema del extremadamente complejo al que conduce el proceso autoconsistente de
toda la molécula a un problema que requiere realizar tantos célculos autoconsistentes pequerios como
fragmentos se teIngan. Esto implica que el método es totalmente paralelizable. En un célculo en una
supercomputadora cada procesador puede realizar el cdlculo de un fragmento sin necesidad de que

tengan que comunicarse entre si, ya que cada fragmento lleva consigo informacién de sus vecinos.
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Por otra parte el proceso de escalamiento de la densidad de cada fragmento conduce a una densidad
molecular que tiene una forma analitica, por lo que la implementacidén del método puede hacerse
directamente en cualquier cédigo de la TFD. Es importante mencionar que hemos considerado a
los orbitales moleculares de la matriz DEV como ortogonales, ya gue provientes de los cdlculos
de cada fragmento hechos en espacios diferentes. Es importante merncionar que no hemos resuelto
el problema de hallar la funcién de onda molecular #W F a partir de los orbitales moleculares de
los fragmentos, pero st hemos creado un artefacto la funcién de onda virtual YW F con el que se
puede construir una aproximacién inicial a rW F, que puede utilizarse con métodos que determinan
funciones de onda para moléculas, creemos que esto permitird reducir en gran medida los tiempos
de CPU en tales calculos. Notemos que el método es valido para cualquier conjunto base de no sélo
STO — 3G, aunque en este caso el préximo capitulo sélo hacemos pruebas utilizando este conjunto,
la eleccién de otros conjuntos base requerird experimentar con las diferentes formas de escalamiento
para determinar los criterios mds adecuados. Adicionalmente, creemos que es posible trabajar con
moléculas de capa abierta 6 con estados de multiplicidad mds alta (S > 0). En tal caso, tendremos
dos matrices DEV, una para estados de espin « y otra para espin 8. La densidad electrénica tendrd

la forma p(r) = p2,, (r) + P2, (r) v la energfa cinética T =T +T% .
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Capitulo 4

Calculos en Moléculas

4.1. Adenina

Apliquemos tanto DEV como la TFD-KS (la TFD en el esquema de Kohn- Sham) a la base nucleica
de Adenina. Estudiemos tanto la geometria de equilibrio (EqAde) como una geometria deformada
(DefAde). La conformacién DefAde se obtiene sacando los atomos N1 y N7 del plano de la molécula
por un valor de 0.23 y -0.23 angstroms. La conformacion DefAde es utilizada para determinar las

diferencias de energias entre las DefAde y EqAde. En la figura 4.1 se presenta la estructura de EqAde

A12 (Hil
L

Figura 4.1. Estructura de la Adenine en equilibrio.

Utilizando los criterios de fragmentacién de la Sec. 3.3 para EqAde definimos dos fragmentos. Estos
son presentados en la figura 4.2. En este caso hemos requerido de un poco de ensayo para encontrar
la particién adecuada, no obstante, para moléculas con forma semejante a la Adenina, en este caso

guanina e hipoxantinacas, esta particién serd vélida.
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1 atomos sR
¥ atomos sG

Figura 4.2. Definicion de Fragmentos para EqAde (DefAde).

En la figura se observa que hemos sustituido algunos atomos sG por atomos de hidrégeno, el objeti-
vo es hacer estable cada fragmento por separado. También hemos introducido dtomos sG segundos
vecinos para obtener mejores resultados. Los factores de escala son presentados en la tabla 4.1. Para
el primer fragmento, los coeficientes moleculares (u orbitales atdmicos) 2pz, 2py y 2pz de los dtomos
sR son multiplicados por un factor (1 + u), mientras que los orbitales 15 y 25 de los 4tomos sG son
anulados y los orbitales correspondientes 2pz, 2py y 2pz son multiplicados por u. Para el fragmento 2
sblo se escalan los orbitales atémicos 2pz, 2py y 2pz de los 4&tomos sG por un factor v. Tales factores

son seleccionados para normalizar la carga de toda la molécula.

Fragmento | Tipos de Escalamiento Valor del Factor de Fscala
1 sR x(1 +u) y sG *u | p=6.4422 x 1072 (6.3073 x 1072)
2 sG *v v =0.2177 (0.2170)

Tabla 4.1. Factores de Escala e informacion de los fragmentos.

Para ejemplificar la semejanza que existe entre la densidad electrénica real p y el modelo py.m se
presenta los mapas de isodensidad en la Figuras 4.3. La densidad electrénica p es calculada con la
TFD-KS mientras que pg,, con DEV. Los valores de isodensidad correspondientes son: 0.05, 0.1,
0.2 ¥ 0.3, todos estan en unidades atémicas. La curva més externa corresponde al valores de 0.05 y
la mds interna al valor de 0.3. Estos valores serdn los mismos para todas las moléculas estudiadas.
Notemos Ique las diferen(ias que existen entre los mapas de isodensidad se dan en la regién de corte,
a lo largo de los enlaces. Esto era de esperarse debido a que estamos escalando los orbitales px, py

¥ pz, que generan en gran parte la densidad alrededor de los enlaces. Lo notable de esta discusién
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resulta que estas pequefas diferencias no alteran en forma apreciable las componentes de la energia
(ver tabla 4.2). Esto se debe a que fuera de la regién de corte todas las curvas son muy semejantes.

Este breve analisis serd valido para el caso de las demds moléculas estudiadas.
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Figura 4.3. Mapa de isodensidad de EqAde utilizando lo TFD-KS y DEV.

De la figura anterior vemos que ps.m €s un modelo aceptable para la densidad electrénica real p.
Aunque hay diferencias estas se dan sélo en la regidn de corte. Esto permite validar el principio de
localidad y justificar el modelo para la densidad electrénica psur, . La justificacién para el modelo de
la energia cinética se puede hallar observando los resultados de las Tablas 4.2 y 4.3 para las energias
utilizando DEV y la TFD-KS . En los célculos de energia hemos utilizado el funcional de intercambio
y correlacién de Lee-Yang-Parr E'WP (p] (ver apéndice D y [84]), ya que da buenos resultados y su

expresién es sencilla. B9 [p] sera utilizado en todos los célculos de esta tesis.
Ic

Conformacién EqAde Conformacién DefAde
TFD-KS DEV AE(EqAde) | TFD-KS DEV AE(DefAde)

E —461.1231 | —461.0775 0.010 —461.1111 | —461.0617 0.011
Egiv,,, | —1583.9498 | —1584.6471 0.044 —1581.5208 | —1582.1859 0.042
E; 703.9233 704.7000 0.110 702.7552 703.5020 0.106
Exc —63.0291 —63.0627 0.053 —63.0076 —63.0400 0.051
Exny 481.9324 481.9324 480.6622 | 480.66217

N 70.0000 70.0000 70.0002 70.0000

Tabla 4.2. Componentes de Energia para Adenina (en hartrees). Aqui, E representa la energia

total del sistema, Exyv.,, lo energia cinética electronice mds la energia de los electrones en el campo
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producido por los nicleos de la molécula, E; es la energio de interaccion cldsica columbiana, Exc la
energia de intercambio y correlacidn (parte cudntica de la energia de interaccion columbiana) y Enpy
es la energia de repulsidn entre nicleos. AE(EqAde) y AE(DefAde) son los errores relativos de la
conformacion de equilibrio y deformada, respectivamente. N se refiere al nimero de electrones que

se obtienen al integrar la densidad electrinica.

TFD-KS | DEV
Energias Relativas (kcal / mol) 7.54788 | 9.8602
Diferencias de Energias (kcal / mol) 2.3124

Tabla 4.3. Diferencia de energias entre FgAde y DefAde calculadas utilizando la TFD-KS y

DEV. Las energia totales estdn dada en kcal / mol por conveniencia.

De la Tabla 4.2 observamos que los errores relativos de todas las componentes de la energia son
pequerios, no sélo de la energia total. Esto es vélido para las conformacidn de equilibrio y deformada.
En este caso sélo hemos estudiado dos conformaciones, de aqui surge la pregunta si para cualquier
conformacién deformada obtendremos tales desviaciones. Para responder esto, recordemos que la
particién sélo altera la densidad electrénica de una pequefia regién alrededor la zona de corte {ver
fig. 4.3). Esto se debe a que en la definicién de cada fragmento hemos incluido algunos dtomos sG.
Para una conformacion arbitraria puede suceder que la aplicacién del método conduzca a diferencias
mayores de la densidad en la zona de corte. Sin embargo, tenemos mucha libertad para mejorar los
mapas de isodensidad y en consecuencia las desviaciones de energia, haciendo uso de un escalamiento
més fino y seleccionando de manera diferente los dtomos sG. Es importante mencionar que el tipo
de escalamiento utilizado en todos los célculos es muy el burdo. Mejores formas de escalamiento
pueden desarrollarse facilmente. En las siguientes secciones realizaremos un estudio similar para las

moléculas de Guanina, Hipoxantina, Citosina, Timina y Cgp (bucky).

4.2. Guanina

Para Guanina estudiamos tanto la geometria de equilibrio (EqGua) como una geometria deformada
(DefGua}. La conformacién DefGua se obtiene sacando los atomos N3 y N7 del plano de la molécula

por un valor de 0.24 y -0.24 angstroms. En la figura 4.4 se presenta la estructura de EqGua.
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Figura 4.4. Estructura de lo Guanina en equilibrio.

Para Guanina definimos dos fragmentos presentados en la figura 4.5

¥ dtomos sG
Figura 4.5. Definicidn de Fragmentos para EqGua (DefGua).

Los factores de escala y el tipo de escalamiento se escriben en la siguiente tabla:

Fragmento | Tipos de Escalamiento Velor del Factor de Escala

1 sGokps = 0.2653 (0.2624)

2 sRx(1+v) y sGrv | v =28140 x 1072 (2.7799 x 107?)

Tabla 4.4. Factores de Escala e informacién de los fragmentos.

En la Figuras 4.6 se hallan los mapas de isodensidad para p y peum-
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TFD-KS
Figura 4.6. Mapa de isodensidad de EqGua utilizando TFD-KS y DEV.

Los resultados obtenidos para el cdlculo de energia son presentados en las Tablas 4.5 y 4.6. Notemos
que obtenermos mejores resultado que para Adenina. La razén es la introduccién de mds dtomos

vecinos en la particién de la molécula (ver Figura 4.5).

Conformacién EqGua Conformacién DefGua
TFD-KS DEV AE(EqGua) | TFD-KS DEV AE(DefGua)
E —535.2871 | —535.2604 0.005 —535.2741 | —535.2447 0.006
Egiv,, | —1859.6826 | —1858.7198 0.052 —1857.1360 | —1856.1589 0.053
B 827.3520 826.5041 0.102 826.1195 825.2577 0.104
Exe —71.5995 ~T71.6878 0.123 -71.5783 —71.6643 0.123
Enxn 568.6430 568.6430 567.3208 567.3208
N 78.0002 78.0000 78.0000 78.0000
Tabla 4.5. Componentes de Energia para Guanina (Hartrees).
TFD-KS | DEV
Energias Relativas (kcal / mol) 8.1684 | 9.8506
Diferencias de Energias (kcal / mol) 1.6822

Tabla 4.6. Comparacién de Energias entre los dos métodos para EqGua y DefGua.

4.8. Hipozantina

Para Hipoxantina estudiamlos tanto la geoinetrl'a de equilibrio (EqHip) como una geometria defor-
mada (DefHip). La conformacién DefHip se obtiene sacando los atomos N1y N7 del plano de la

molécula por un valor de 0.23 y —0.23 angstroms. En la figura 4.7 se presenta la estructura de EqHip.
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Figura 4.7. Estructure de la Hipozantina en equilibrio.

Para Hipoxantina definimos dos fragmentos presentados en la figura 4.8.

¥ atomos sR
i iatomos sG

Figura 4.8. Definicién de Fragmentos para EqHip (DefHip).

Los factores de escala son escritos en la siguiente tabla:

Fragmento | Tipos de Escalamiento Valor del Factor de Escala
1 sR (1 +p) y sG x| p = 6.3564 x 102 (6.2044 x 1072)
2 sG *v v = 0.2174 (0.2166)

Tabla 4.7. Factores de Fscala e informacion de los fragmentos.

.
En las Figuras 4.9 se hallan los mapas de isodensidad para p y psum- '

52



Figura 4.9. Mapa de isodensidad de EqHip utilizando TFD-KS y DEV

Los resultados obtenidos para el célculo de energia son presentados en las Tabla 4.8 y 4.9.

Conformacién EqHip

Conformacién DefHip

TFD-KS DEV | AE(EqHip) | TFD-KS DEV | AE(DefHip)
E —480.6845 | —480.6367 0.010 —-480.6736 | —480.6234 0.010
Exk4v,,, | —1607.9059 | —1608.3438 0.028 -1605.3122 | —1605.7244 0.026
E; 711.7318 712.24G1 0.073 710.4427 710.9308 0.067
Exe —64.3389 -64.3654 0.041 —64.3120 —64.3378 0.040
Eyy 479.8284 479.8284 478.5079 478.5079
N 70.0001 70.0000 , 69.9999 70.0000
Tabla 4.8. Componentes de Energia para Hiporantina (Hartrees).
TFD-KS | DEV
Energias Relativas (kcal / mol) 6.8433 | 8.3338
Diferencias de Energias (kcal / mol) 1.1796

Tabla 4.9. Comparacion de Energias entre los dos métodos para EqHip y DefHip

4.4. Citosina

Para Citosina estudiemos tanto la geometria de equilibrio (EqCit) como una geometria deformada
i

(DefCit). La gbnformacién DefCit se obticne sacando el 4tomo N1 del lplano de la molécula por un

valor de -0.5 angstroms En la figura 4.10 se presenta la estructura de EqCit.
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Figura 4.10. Estructura de la Citosina en egutlibrio.

Para Citosina definimos dos fragmentos presentados en la figura 4.11. En este caso hemos hecho

ensayos para encontrar la particidén adecuada, no obstante, esta particién serd valida para la timina

que tiene forma similar a la citosina.
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¥ atomos sR
I dtomos sG

Figura 4.11. Definicidn de Fragmentos para EqCit (DefCit).

Los factores de escala son escritos en la siguiente tabla:

Fragmento | Tipos de Escalamiento Valor del Factor de Escala
1 " SRa(14p) | | =42249 x 1077 (4.1518 x 1072)
2 sGxv ' v = 0.3564 (0.3565)

Tabla 4.10. Factores de Escala e informacion de los fragmentos.
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En la Figuras 4.12 se hallan los mapas de isodensidad para p y paum-
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Figura 4.12. Mapa de isodensided de EqCit utilizando la TFD-KS y DEV.

Los resultados obtenidos para el célculo de energias son presentados en la Tabla 4.10.

Conformacién EqCit Conformacién DefCit
TFD-KS DEV | AE(EqCit) | TFD-KS DEV | AE(DefCit)

E —389.6179 | —389.6817 0.016 ~389.5970 | —389.6599 0.016
Exyv.,, | —1207.9412 | —1208.7741 0.069 —1202.3221 | —1203.1923 0.072
E; 530.1300 530.8978 0.145 527.2031 528.1013 0.153
Exc —52.5345 —52.5332 0.003 —52.4686 —52.4694 0.002
Enw 340.7279 340.7279 337.9005 337.9005

N 58.0000 58.0039 58.0000 58.0078

Tabla 4.11. Componentes de Energia para Citosina (Hartrees).

TFD-KS | DEV
Energfas Relativas (kcal / mol} 13.10166 | 13.67093
Diferencias de Energias (kcal / mol) —0.56928

Tabla 4.12. Comparacién de Energias entre los dos métodos para EqCit y DefCit.
4.5 Timina |

Para Timina estudiemos tanto la geometria de equilibrio (EqTim)} como una geometria deformada
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(DefTim). La conformacién DefTim se obtiene sacando el dtomos N4 del plano de la molécula por

un valor de 0.5 Angstroms. En la figura 4.13 se presenta la estructura de EqTim.

Figura 4.13. Estructura de la Timina en equilibrio.

Para Timina definimos dos fragmentos presentados en la figura 4.14

ek

T atomos sR
1 dtomos sG

Figura 4.14. Definicién de Fragmentos para EqTim (DefTim).

Los factores de escala son escritos en la siguiente tabla:

Fragmento | Tipos de Escalamiento Valor del Factor de Escala
1 sGxp p = 0.2968 (0.2934)
2 sRx(1+v) y sGxv | v =23.8252x 1072 (3.9671 x 107?)
1 Tabla 4.13. Factores de Escala e informacidn de los fragmentos.

En la Figura 4.15 se hallan los mapas de isodensidad para g ¥ psum-
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Figura 4.15. Mapa de isodensidad de EqTim utilizando TFD-KS y DEV.

Los resultados obtenidos para el calculo de energias son presentados en la Tabla 4.10.

Conformacién EqTim

Conformacion DefTim

TFD-KS DEV | AE(EqTim)| TFD-KS DEV | AE(DefTim)
E —448.0159 | —448.0027 0.003 —448.0013 | —447.9846 0.004
Exiv.., | —1446.2842 | ~14450739 |  0.084 | —1440.0089 | —1438.9250 |  0.075
E; 638.1358 636.9422 0.187 634.9561 633.8963 0.167
Exc —59.9990 —60.0026 0.006 —59.9302 —59.9376 0.006
Enn 420.1316 420.1316 416.9817 416.9817
N 65.9999 65.9999 66.0000 66.0000
Tabla 4.14. Componentes de Energia para Timina (Hartrees).
TFD-KS | DEV
Energias Relativas (kcal / mol) 9.1591 | 11.3618
Diferencias de Energias (kcal / mol) 2.2026

Tabla 4.15. Comparacién de Energias entre los dos métodos para EqTim y DefTim.

4.6. Fulereno C (Bucky)

Para el Bucky estudiemos tanto la geometria de equilibrio (EqBcy) como una geometria deformada ;.

(DefBey). La conformacion DefBcy se obtiene dos dtomos en los extremos del corte de fragmentacién. ¢

En la figura 4.16 se presenta la estructura de EqBcy.
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Figura 4.16. Estructure de la Bucky. en equilibrio.

Para el Bucky definimos dos fragmentos presentados en las figuras 4.18.y 4.19. Aqui, dividimos la
molécula arbitrariamente en dos fragmentos cuyo tamano es aproximadamente la mitad del Cgp.
Después de tres ensayos encontramos dos fragmentos que convergen. El primer fragmento contiene
32 dtomos de C, mientras que el segundo contiene 28 atomos. Las lincas punteadas parten los enlaces

entre atomos sR. y sG.

# sR
.1 sG

Figura 4.17. Definicion del Fragmento (1) del Bucky.
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Los factores de escala son presentados en la tabla 4.11. En este caso, escalamos dtomos sG primeros

y segundos vecinos.

Figura 4.18. Definicidn del Fragmento (2) del Bucky.

’E"agmento Tipos de Lscalamiento Velor del Factor de Escala
1 sGxp po=0.2292 (0.2128)
2 sR+{1+v) y sGxv | v =5.0300 x 1072 (4.9679 x 107?)

Tabla 4.16. Factores de Escala e informacion de los fragmentos.

Para el cdlculo de energia obtenemos los siguientes resultados

Conformacién EqBcy Conformacién DefBcy

TFD-KS DEV AE(EqBey) TFD-KS DEV AE(DefBcy)
E —2257.1534 | —2257.1071 0.002 —2257.1380 | —2257.0921 0.002
E. | —19729.5676 | —19732.1503 0.013 —19710.9238 | —19713.2853 0.029
E. 9434.2851 9437.1959 0.031 0424 9713 9427.6612 0.029
E.. —324,5457 —324.8274 0.087 —324.4895 —324.7721 0.087
Ene 8362.6748 8362.6748 : 8353.3041 8353.3041 !
N 360.0003 360.0000 359.9999 360.0000

Tabla 4.17. Componentes de Energia para Bucky (Hartrees).
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TFD-KS | DEV
Energias Relativas (kcal / mol) 9.6543 | 9.4137
Diferencias de Energias (kcal / mol) 0.2406

Tabla 4.18. Comparacidn de Energias entre los dos métodos para EqBcy y DefBcy.
4.7. Tiempos de CPU

Notemos que los orbitales moleculares de cada fragmento se pueden determinar utilizando varios
procesadores, uno por cada fragmento. Asi, el mayor tiempo de CPU de estos procesos serd una
medida del tiempo en que tardamos en formar la matriz DEV para iniciar el cdlculo a través de
DEYV. Este tiempo mds el tiempo propio de nuestro método es a lo que denominaremos tiempo de
CPU de DEV. En la tabla 4.19 presentamos los tiempos de CPU (en segundos) de DEV y de la
TFD-KS.

%onformacién de Equilibrio | Conformacién Deformada
Molécula TFD-KS DEV TFED-KS DEV
Adenina 852 488 809 547
Guanina 1354 611 1594 656
Hipoxantina 1779 407 1076 461
Citosina 692 343 750 369
Timina 977 330 1662 376

Tabla 4.19. Tiempos de CPU (en segundos) utilizando DEV y la TFD-KS.
4.8. Conclusiones

Existen ciertas diferencias entre las superficie de isodensidad de la TFD-KS y las producidas por
DEV. No obstante, estas diferencias se dan sélo en la regién de particion y para algunas curvas,
esto implica dos cosas. La primera es que nuestro modelo pg.,, resulta razonable y que los errores
en la energia y las propiedades fisicas provendrin de la region de corte. La segunda es la validez del
principio de localidad. Esto tultimo resulta fundamental para la aplicacién del método a moléculas
gigantes. Los errores se pueden minimizar y controlar utilizando formas de escalamiento de los
coeficientes moleculares (u orbitales atémicos) menos rudimentarias y definiendo fragmentaciones mas
inteligentes. Debido al pr1nc1p10 de localidad, el hecho de que un fragmento sea parte de una molécula
pequena o gigante no debe qamb:ar en esencia la forma de escalamiehto. Atin si, es{muy sencillo
utilizar calculos TFD pequefios de la regién frontera para refinar el escalamiento de un fragmento en

una moléculas gigantes. Aqui nos vimos limitados en el nimero de posibles fragmentaciones debido
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al tamano mismo de la moléculas. Este no serd el caso cuando se aplique el método a una molécula
gigante.

Nuestros resultados muestran que el método DEV arroja excelentes resultados en comparacion con
el calculo de la TFD-KS. Las desviaciones de energias totales y sus componentes son muy pequefias.
Ademds, comparando las energias relativas entre dos conformaciones, la de equilibrio v la deformada
observamos diferencias de menos de 3 kcal / mol, prediccién que es mejor que cualquier resultado
semiempirico. Para moléculas de estos tamafios (excepto Cego) los tiempos de CPU que se obtienen
con DEV son de al menos la mitad de los tiempos que tarda un célculo de la TFD-KS. El tiempo de
CPU de DEV depende en parte de la rapidez del célculo del fragmentos por separado. Selecctonar
fragmentos adecuados (o particiones inteligentes) puede disminuir en gran parte los tiempos de CPU
de DEV, sobre todo para moléculas gigantes esperamos una disminucién considerable. Notemos,
que el calculo de los factores de escala no agrega tiempo de CPU pues pueden hallarse a partir del
céalculo de cada fragmento por separado. Por ultimo, es muy importante observar que DEV no hace
un proceso autoconsiste de toda la molécula sino sélo de los fragmentos. Tal proceso es el mayor

obstaculo de la aplicacién de métodos de escalamiento lineal a moléculas gigantes.
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Apéndice A
Teoria de Funcionales

En lo subsiguiente estableceremos en palabras simples que es un funcional [71] y deduciremos algunas

relaciones utiles para la demostracién de los teoremas del capitulo 2.

Definicign: Un funcional F es una regla que asocia una funcién f (en general, un objeto mateméatico)

a un numero F [f (z)].

Definicion: Sea F un funcional bien definido, el diferencial de una funcional esta definido como

oF

donde la cantidad éF'/d f (z) es denominada derivada funcional de F' con respecto a f en el punto z.

La derivada funcional esta definida explicitamente como

lim {F[f+h¢i$) F[f]} f&f (z) da, (A.2)

h—0

donde ¢ (z) es una funcién arbitraria bien comportada. Si tomamos ¢ (z) = § (z — z,,) obtenemos
la férmula explicita para 6F/4 f (z,). De esta ecuacién se deduce que la derivada funcional tiene las

siguientes propiedades

4 ¢F
5f( ) (61F1+02F2) (5f( ) +C2 f(:E) (AB)
Y
R 5Fy
76 B = 5P Ry (A4)

Consideremos como primer ejemplo el funcional de energia cinética en la teoria de Thomas-Fermi

Trp = Cp/p5/3 (r)dr. (A.5)

Desarrollando en serie de taylor
5
 Trrlp+ 391 ={Cr [ [psfs (1) + 20 (1) bp ) + - | ar (A5)

= Trr [f) + 3Cr / 3 (x) 8p(x) dr +
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Utilizando la Fe. (A.2) obtenemos la derivada funcional
0Trg 5

v 2/3
57 (1) FCrp (). (A7)
Consideremos otro ejemplo, la energia clasica columbiana
1 T r i
el =3 /f pr) o) gy g, : (A.8)
T12 :
Desarrollando en serie de taylor
1
Jp+dp = 5/ [/ Mdrz - _/ o) dp(ry) dra+--- | dry (A.9}
T2 T12

=i+ [ [ aryar,

utilizando la Ec. (A.2), obtenemos la derivada funmonal.

571l _ [ )
o)~/ e (p10

Supongamos ahora que tenemos un funcional G de f{z), esto es, G = G[f(z}], entonces de Ec.

(A.1) el diferencial de G esta dado por

6G
G = f mdf (z) dz. (A.11)
Si f(z) es un funcional de g (z), esto es, f = f[g(z), z], entonces de (A.1)
5f(x) = / :SS;(( ))59 (z1} dxr. (A.12)

~ Sustituyendo la Ec. (A.12) en (A.11) obtenemos

0G = /./5}5%) gg o) 8g{z!) dridzx. (A.13)

De esta ecuacién y de (A4.2) la derivada funcional de G respecto a g(zf) es

66 _ [ G 6
bg (') 6f (x)dg (=) (A.14)

Esta es la regla de la cadena para derivadas funcionales.

Por ejemplo, cuando tenemos el funcional

G =Glp(pi(z),z)], (A.15)
donde
N
= lei (@I (A.16)

i=1
Utilizandn‘gla Ec. {A.14) obtenemos
G 3G bp(z) f 6G G
' = dr = e (z—2)de = o} (2') —— A7
5oc @) ) @™ = @Rl = ey (A0
La expresidn anterior serd muy importante para derivar varias ecuaciones de la TFD.
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Apéndice B
Demostracion de los Teoremas de
Hohenberg y Kohn

Consideremos un sistema de N electrones encerrados en una caja grande y moviéndose bajo la

influencia de un potencial externo independiente del tiempo V(r). Supongamos ademas que el estado

base es no degenerado.

Teorema 1. Sea un sistema de electrones inmerso en un potencial externo V(r). La densidad

electronica p(r) determina en forma tnica el potencial externo V(r), excepto por una constante

aditiva.

Demostracién: Supongamos que 3 otro potencial externo V'(r) que es determinado p(r), tal que
V' # V 4 cte. Esto significa que 3 dos funciones de onda del estado base, tal que v esta asociada
con V(r) y con el hamiltoniano electronico H, mientras que ¢/ esta asociada con V/(r) y con el

hamiltoniano electrénico A’. Ademds, asumamos que H esta asociada con una energia E, y H' con

una energia £
De la Ec. (2.2.2) podemos escribir el hamiltoniano electrénico como

N
H=T+Ve+Y Vv, (B.1)
i=1

donde T y V., son los operadores de energia cinética y de interaccidn electrén-electrén y V(r;) es el

potencial externo

o~ 1 ol 2
T=--% 2 (B.2)
2 i=1
—~ il 1
V'ee = Z 'J'_'-'_'" (B 3)
icj Y
M 74
V(rz) - Z ] (B 4)
A=1 T
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en unidades atémicas. Utilizando la Fec. (B.1) y el principio variacional de la mecénica cuantica

E. = (v|A|w) < (w|A]v) = (v |B|v)+ (v'|7 - B|v) (B.5)
= £+ [ o0 V) £ V) i,
esto significa que :
E.< B+ [ o) V() - V') ar, (B.6)
de manera semejante puede demostrarse que
B, < Bt [ o0 V') - V()] dr, (B.7)

comparando las Ecs. (B.6) y (B.7) obtenemos E, < E/ o que £/ < FE,, lo cual implica una
contradiccién. Como V(r) fija H, entonces el conocimiento de p(r) permite conocer el hamiltoniano

y todas las propiedades electrénicas.

Teorema 2. La energia exacta del estado base es un minimo global para un potencial dado V(r) y

la densidad electrénica p(r) que minimiza Ey [p] es la densidad exacta del estado base.

Demostracién: Lo que se trata de demostrar es que si £, es la energia del estado base y p(r) es la
densidad electrénica del estado base tal que £, = Ev [p], entonces para una densidad arbitraria p(r)

tenemos que E, < Ey [p]. Supongamos que p{r) > 0 y que

N= / (B.8)
utilizando la Ec. {2.3.7) obtenemos
(3]8]9) = [ 5w Vo) de+ Fuxc 71 = B 17, (89)
pero del uso del principio variacional de la mecénica cudntica
<i5’§’|i5>2 <¢‘ﬁ’¢>=Ev (o], (B.10)

entonces Ev [p] > Ev [p]. Por otro lado si Fyg [p] es determinado de algiin modo y si es una funcién

suficientemente simple, determinar la energia del estado base serfa muy sencillo. Sélo hay que tomar

5{Ev{p]—,u.[/p(r) dr—N]}:O. | (B.11)

Utilizando la Ec. (A.1) obtenemos ' 1

f‘/(r) dr+/wlg—§[p] dr-—,u/ dr = 0, (B.12)
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que puede escribirse como 5
F
p= V(r).{._”_mr (B.13)

y se denonima ecuacion de EBuler.

Existe un problema conceptual muy importante dentro de la teoria de Hohenberg y Kohn. Los teore-
mas s6lo son vilidos para densidades V-representables, esto es, densidades que provienen de resolver
el problema de un sistema inmerso en un potencial externo V' (r). Las condiciones que debe satisfacer
una densidad para que sea V-representables no se conocen atin. Si una densidad no es V-representable
la evaluacion de los funcionales de la teoria de Hohenberg y Kohn no tendra ningilin sentido. Fueron
Levy {41] y Lieb [42] los primeros que resolvieron este problema, demostrando la validez de los teo-
remas de Hohenberg y Kohn para densidades de prueba denominadas N-representables que cumplen

condiciones mds suaves y bien conocidas, a saber
2
p(r) >0 ]p(r) dr = N; /‘Vp (r)l/gl dr < 0. (B.14)

La primera condicién se debe a que estamos tratando una densidad de particulas que siempre es
positiva. La segunda condicién refleja la conservacién del niimero de electrones en el sistema y la
tercera condicién implica que la densidad debe ser bien comportada, continua y no divergente.

Para explicar como se modican los teoremas de Hohenberg y Kohn con la teoria de Levy y Lieb

iniciemos dando una respuesta al problema de como determinar la densidad electrénica pp de estado

base a partir de la funcién de onda ¥y. La respuesta parece trivial : ¥y da py por cuadratura

(ver Ec. (2.3.1)). Sin embargo, existe un numero infinito de funciones de onda antisimétricas {no
necesariamente provenientes de estados base) que dan todas la misma densidad. Dada una de estas
funciones que integran a pgo, digamos ¥,,, como distinguirla de la funcién de onda verdadera ¥, del
estado base. La respuesta es simple: utilizando el principic de minima energia para el estado base,
esto es

(Upo || ) > (o | B} o) = B, (B.15)

donde H = T + V.. + va V(r;) es el hamiltoniano para un sistema N-electrénico. Puesto que la

energia potencial debida a un campo externo V(r) es un simple funcional de la densidad tenemos

%) +/V(r)pgdr.

Ty, \DPO>+/V(r)pgdr2<\Dg ‘f+f/;

(5.

Simplificando
#

quo) 2 <\IID ‘,f + I’}ee




concluimos que de todas las funciones de onda que dan la misma densidad py, la funcién de onda del
estado base ¥, es la que minimiza el valor esperado <’f + 17&3> . Este es igual a Fyx [po], el funcional

universal definido para densidades v-representables

Fyk [po] = <‘1’o ‘f + V..

\Ilo> = min <\If ‘f—% I?e,,_

min \If} . (B.17)
Pero existe una diferencia en el procese de minimizactén. El cual se da de la siguiente forma: Primero
calculamos el valor esperado <'f + 1783> para todo un conjunto de funciones de onda antisimétricas que
dan py por cuadratura , luego tomamos el minimo de todos estos valores. Este tipo de minimizacién se
denomina método de busqueda-restringida. La razén del nombre es que el espacio de las funciones de
onda contiene sdlo aquellas que dan py por cuadratura y no todo el espacio de Hilbert del sistema. La
Ec. (B.17) no sélo es una demostracién del primer teorema de Hohenberg y Kohn, sino que también
elimina la restriccidén original de Hohenberg y Kohn de que el estado base no puede ser degenerado,
debido a que en el método de busqueda-restringida sélo una funcién de onda es seleccionada del
conjunto de funciones de onda que dan pp por cuadratura.

Otro punto importante es cuando se definen los funcionales a través de busqueda-restringida, ya no
es necesario que las densidades sean v-representables sino N-representables. Esto permite extender el
dominio de definicién de los funcionales en la TFD a densidades N-representables, siempre y cuando

los funcionales esten definidos en forma similar a la Ec¢. (B.17). En forma mds general podemos

escribir

Flol ={Ilnir;<\l“f+ v, w) (B.18)

donde p es N-representable como en el funcional universal de Hohenberg y Kohn. La diferencia con la

FEc. (B.17) radica en el uso de la densidad p de un estado arbitrario. Notemos que para la densidad

electrénica del estado base pp
F (o] = Frk [po] (B.19)

para cualquier pg N-representable

Para determinar una expresion para la energia del estado base utilizando la biusqueda-restringida

notemos que

qj> (B.20)




Utilizando la Ec. (B.18) tenemos
Eo= mpin {F[p] + / Vet (r)p (1) dr} (B.21)
= min E (o],
2
donde la energia del sistema se define
Ep] = F[r] +/V;xt(r)p(r) dr. (B.22)

Notemos que la Ec. (B.21) presentan una demostracién del segundo teorema de Hohenberg y Kohn
donde las densidades de prueba son N-representebles. Con el método de bisqueda-restringida Levy

y Lieb eliminan varios de los problemas que presentan los teoremas de Hohenberg y Kohn.
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Apéndice C
Demostracion de las Ecuaciones de
Kohn y Sham

En esta parte vamos a deducir primero la expresién para la energia cinética y la densidad electrénica
de un sistema arbitrario. Después vamos a deducir las ecuaciones de Kohn-Sham minimizando el
funcional de energia respecto a orbitales. Finalmente vamos a deducir las ecuaciones de Kohn-Sham

para un potencial externo mds general de un sistema en un campo magnético.
La matriz de densidad de la mecdnica cudntica para un sistema de N electrones se define como
! ! f
v (X3 - Xy xaxXe X)) = U (X3 - xy) Ty (axe - X) (C.1)

donde ¥y denota la funcién de onda multielectrénica, x; las coordenadas espaciales r; y s; las de
espin. La matriz de densidad +y permite representar estados cudnticos mas generales (ensambles)
que no siempre pueden caracterizarse por una funcién de onda. En términos de 7y el valor esperado

de una observable A se define como

(A‘) =Tr (E?N) . (C.2)
Cuando las observables tienen la forma
N
= 01 (xi, %) (C3)
i=1

se denominan operadores de un electrén. El valor esperado (C.2) de un operador de este tipo puede
simplificarse mucho utilizando el concepto de matriz de densidad reducida de primer orden que se
define como

A (x5 %) = Nf e f7N (X]X2- XN} X1Xp - Xy) Xz dXpy, (C.4)
En general se puede definir la matriz de densidad reducida de orden p, pero en el caso de los operadores
de energia sélo se requieren las matrices de reducidas de primer y segundo orden. Haciendo uso de

las Ecs. (C.2)-(C.4) podemos escribir
<51> Tr Ol'm f/Ol X, %)) Y (x); %) dxydxd, (C.5)

i
Sl el operador es local, es decir, tiene la fortha, _
v .
=1
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La Ec. (C.5) se convierte en

<61> = / [01 (x) vV (', %)] dx. (C.7)
El operador de energia cinética
N
-~ 1
T =~ V2 :
32 (©8)
tiene la forma (C.6) y por lo tanto su valor esperado es
- 1 ’
T = <T> = -2 / (V24D (x; )] L (C.9)

El operador de densidad electrénica

5= Za(r—r') (C.10)

i=1

también tiene la forma (C.6) y su valor esperado es
p= (@) = [+ wsixs)as, (€.11)

donde la integral indica la suma sobre la coordenada de espin.
Nuestro objetivo ahora es escribir las Fes. (C.9) y (C.11) de la manera mds simple posible.

Para ello utilicemos el hecho de que la matriz reducida de primer orden admite eigenfunciones y

eigenvalores [57] que satisfacen la relacién

/ 7D (x5 %) i (x) dx = nahi (x) (C12)

donde ; se denomina orbitales espinoriales naturales y 7; son los niumeros de ocupacidn tal que 0 < n;
< 1. Las desigualdades implican que los orbitales estdn parcialmente ocupados, de esta manera,
tenemos en general un numero mayor de orbitales naturales M que electrones N. Escribiendo la

matriz reducida de primer orden en términos de sus eigenfunciones y eigenvalores tenemos
M
T, (0, 30) = Dm0 (x)- (C.13)
i

De esta ecuacién y de las Ees. (C.9) — (C.11) tenemos

M
L o VP 1
| TT; t<¢, 5V ¢1>. (C.14)
' M
p(r) = mlihi(r)]*. (C.15)

i=1
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El namero M es en general infinito para un sistema con interecctones mutuas entre sus particulas.
Pero para un sistema sin interacciones mutuas entre sus particulas M = N. La razon fisica es la
siguiente: En un sistema sin interacciones, los electrones y su carga respectiva pueden ser descritos
perfectamente por un sélo orbital (por cada electrén). Cuando los electrones interactuan;cada uno
de ellos altera su distribucién de carga (su carga se desparrama) y su movimiento se intefrelaciona
con el de los electrones restantes, por esta razén se requieren un nimero mucho mayor de orbitales
para describir los efectos fisicos. Asi, la carga electronica se distribuye en varios orbitales y por
conservacidon cada orbital debe tener nimeros de ocupacidn tal que 0 < n; < 1. En cambio para
un sistema sin interacciones un sélo orbital contiene toda la informacién fisica de un electrén, los
niimero de ocupacién sdélo toman los valores n; = 0,1 y existe un nimero determinado de orbitales

ocupados, uno por cada electrén. Para un sistema de N electrones no interactuantes las Fes. (C.14)

y (C.15) se escriben como

7, [o] = i (w]-377w) (c.16)

N
p() = > 1 () (€17)

Para demostrar las ecuaciones de Kohn y Sham sin hacer referencia al sistema de electrones no
interactuantes, vamos a suponer que la Ee. {C.17) es vilidas aproximadamente para un sistema de

electrones interactuantes. En esquema de Kohn y Sham la energia puede escribirse como

Bl =Tlpl + Tl + Buclol + [V (D)oo (C.18)
N
=3 w0 (-39l + T+ Buclil+ [V p(e)ar

Es un hecho que si la densidad p{r) es N-representable se puede asegurar la existencia de una funcién
de onda de la forma 9 que construye a p (r). Por lo tanto, si el conjunto {y;} varia sobre todas las
funciones continuas, entonces p{r) cubre todo el conjunto de las densidades N-representables, que es
el dominio de definicién de £ [p] (en el esquema de Levy y Lieb). Lo anterior significa que buscar el
minimo de £ [p] en el conjunto de las densidades N-representables es equivalente a hallar el minimo
de E[{v:}] entre todas las funciones continuas. Estableciendo la constriccién de que los orbitales

sean ortonormales

, [ v @ar=s, (C19)

definamos el funcional

Fi == Y Y e [ 4 @ () (c:20
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donde £ [p] es funcional de {¢;}, ya que p = p[{#s}] y &i; son los multiplicadores de Lagrange. Para

minimizar E [p] se requiere que
o [{:}] = 0.
Utilizando la Ec. (A.1) del Apéndice A, vemos que la Ec. (C.21) es equivalente a

T _ 6E
il ;akﬂbj (r) =0.

De la Ec.(C.16), para la energia cinética tenemos

oT, o] _ v 1 B
o Z&'k (—Evz) P (r) = -Evz'ﬁbk {r).

Para los otros términos de la energia, se pueden simplificar utilizando las Fcs. (A.15) —

entonces

5J [,0] 8J
mientras que para la parte de intercambio y correlacién
SE[p] 0B
5o o ().

Para el potencial externo, utilizamos las Fecs.(A.1) y (A.15) — (A.17) 6 {(C.17)

)
m/wr) (¥)dr = V (1) e (1)

Sustituyendo en las Fcs.(C.23) — (C.26) en la Ec. (C.22) obtenemos

or 1
fgr = 727 Ur ) Vepee () () - Zek,wj (r)=0

donde el potencial efectivo esta definido como

Vs @) =V (1) + [ £+ V).

y Ve (r) = 0 E,./6p. Simplificando y haciendo k& — 1 obtenemos

1
[——ivz + Vefec (T ji ¥i(r) = Z e (r

i
' !
Notemos que '

1
efec = “§v2 + Vefec (I‘)

=)
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define un operador hermitico y en consecuencia las cantidades e;; forman un matriz hermitica &,
ademas como la funcién de onda es invariante ante transformaciones unitarias podemos diagonalizar

£, as{ de este modo escribimos la Ec. (C.29) como
1, ;
—§V + Vefecj(r) ¥i (x) = e (1), (C.31)

La Ec. (C.31) se denominan Ecuaciones de Kohn-Sham en su forma candnica (EKS). Aqui hemos
demostrado las EKS sin hacer referencia al sistema de electrones no interactuante de Kohn-Sham
excepto por la suposicién de que las densidades sean iguales p = p,. Si sustituimos V.z; (r) por V, (r)
en el proceso de minimizacién obtenemos exactamente las EFcs. (2.4.15), las FKS para un sistema

de electrones no interatuantes. Con esto podemos justificar los pasos seguidos en la Seccién 2.4 para

demostrar las FKS.

Para finalizar plantearemos la teoria de Kohn y Sham para un potencial escalar mas general. En
particilar, un caso de extrema importancia es aquel cuando el sistema fisico se encuentra bajo un
campo magnético, los grados de libertad de espin de las particulas del sistema deben ser tomados en

cuenta. Usando un potencial externo que incluye una parte magnética.’

. 1 N \ N 1 N N
H:——EZVI-+;;{;+ZV(r,—)+2ﬁeZB(r)-si, (C.32)
N N N
V=> V()+28> B(r)-s (C.33)

= /V(r)ﬁ(r)dr—fB(r)-fﬁ(r)dr,

donde N
p(r) = Z §(r—r;), (C.34)
¥
N
RA(r) = —28, > s (r—r.). (C.35)

i
Notemos que tanto p{r) como my(r) son operadores locales. Por lo tanto, tenemos que la densidad
electrénica esta dada por

p(r) = (& |p(r)| ¥}, (¢.36)

SEn este caso, solo hemos tomado en cuenta el acoplamiento del campo magnético con el espin del electrén.
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m(r) = (¢ [m(r)|¥) . (C.37)
Discutamos el caso més simple en el cual el campo magnetico b (r) tiene slo componente en la

direccién z. De la Fc. (C.33)

(v[7]9) = [ Vo= [b@mar, (C.38)
donde de la Ec. (C.37)
N
m(r) = —20, <w Zs&"cf(r —ri) ¢> (C.39)

= _2)6& /525 (I‘ - I") ?1 (xf[:xrl) dx’

N
= —20, Z 5,7, (rs,rs)

s=ct, 8

= 26,33, (ere) + (-3} 7. 08,70
=B, [¢® (r) — p* (r)] .

Para este potencial mas general con campo magnético el funcional de energia puede escribirse en la

forma
N N
E,= <¢ T+ Vet V(r)+26.> b(r)s? ¢> (C.40)
= (9[T+ %l 9) + [ VD0 y i) e
= 7 (%) + [ (V) + 850 70 + (V) - b () PP (0)) i,
donde

F o] = ([T + V| ). (C41)

EL método de Kohn-Sham puede ser introducido para manejar rigurosamente una parte de la energia

cinética. Consideremos que el funcional universal F' se puede escribir como
F o, 0] =T [0 0] + 7 [, 0°] + Bue 0%, ¢°), (C.42)

donde T [p“, pﬁ] es el funcional de energia cinética correspondiente a un sistema de electrones no
, interactuantes con densidad de p* y p°, y Eue [0 07 fzs la energia de intercambio y correlacidn.
. ! _

, Notemos que podemos escribir

(] = S [ 61,0 (-57) e e (043
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donde la minimizacién se lleva sobre todo el conjunto ny, y ¢;, compatible con las constricciones

Z Nia |61 (1) = p° (1), an |65 ()" = 27 (x). (C.44)

En la prictica los conjuntos de n;,50n seleccionados tales que los més bajos estdn ocupados {(n;, = 1)
y el resto estan desocupados (n,, = 0). Supongamos que este conjunto minimiza la energfa, asi

podemos escribir la Ee. (C.40) como
a By _ * i 2 a f3 o
E [10 P ] - Zniﬂf¢ia (I‘) (.._§v ) Qf)ia (I‘) dr+.J [.0 y £ ] + E:rc [p :Pﬁ] (045)
+ [V + 0 #°(6) + (V) = B (1) P(0)] .

Minimicemos la energia sujeta a la condicién

[ #0800 ar=1, (C.46)
obtenemos son las Ecuaciones de Konh-Sham
-~ 1
oy Bia (T) = [_§v2 + ;}f] dia (T) (C.47)
el
= “Zpia(r) = tiadia(r), i=12... N
Y
-~ 1
By dis () = [—§V2 + Ve’f«f} ¢is (r) (C.48)
£} _
=_ﬁ¢iﬁ(r)=5iﬁ¢iﬁ(r), z=1,2,...,Nﬁ
Nig

donde los potenciales efectivos dependientes del espin estdn dados por

0Bz [p*, F°]

o _ p(r/)
V= V() + Beb(r) + f o r![dr’+ 550 [0) (C.49)
y ¥
Vﬁ,f =V (r) - Gb(r)+ p(x') dr/+ OBz [0, /] (C.50)

fr = v/ 5 )
y £}, son los multiplicadores de lagrange consistentes con la constriccién de la Ec. (C.46). Notemos

’ . 1.
que los electrones con espin ¢ y espin 8 cumplen !
[

N® = /p”‘ (rydr NP =/pﬁ(r) dr (C.51)
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y también debe hacerse la variacién bajo la constriccion
N = N*+4 N°. (C.52)

Estas ecuaciones nos permiten un uso més generalizado de la TFD, que puede utilizarse para célculos
en sistemas de capa abierta (con diferente nimero de electrones con espin o y ). Sin embargo, para
aplicarlas requerimos una aproximacién para el funcional de intercambio y correlacion Eg, [p"‘, pﬁ]

Una de las primeras aproximaciones es la aprozimacidn local de espin que se discutird en la seccion

2.6.
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Apéndice D
Principales Funcionales de
Intercambio y Correlacién

En esta parte presentamos una lista de los funcionales intercambio y correlacién més importantes
utilizados en la TFD. No entraremos en detalle sobre la descripcién de sus formas analiticas. Los
funcionales pueden llegar a tener formas totalmente distintas y no existe manera de pasar de un

funcional a otro. Sin embargo, todos deben cumplir ciertas propiedades [72, 73] las cuales no serdn

discutidas aqut.

En la aproximacién generalizada de gradiente el funcional de energia de intercambio y

correlacion es

ESCA [p] = /dST Exe (p(r), |V p(r)], V2p(r), ). (D.1)

Definamos las siguientes variables de densidad

1/2 1/3
_ (a2 3\1/3 _ (4 _Ve(r)| , _ [Ve(r)l _ ({3
ke=(37%)"", k,= (Wkp) T T t = 5, "=\

Todos los pardmetros que aparecen a continuacidn estdn en unidades atémicas. La lista de funcionales

es la siguiente.
En la Aproximacién LDA el funcional de intercambio (74} es
E7P4 = Agp'P, (D.2)
donde A, = —(3/4)(3/=)/3.
En la aproximacién de Perdew-Wang el funcional de correlacién (75} tiene la forma

1

1/2 3/2 (D-3)
2a (ﬁl""a + Bars + G315’ + ﬁdrg)-

ELDA = 2ap(1 4 ayry)log |1+
donde o = 0.0310007, a; = 0.21370, f;, = 7.5957, B, = 3.5876, s = 1.6382 v 3, = 0.49294.
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El funcional de correlacién "random phase approximation” RPA [76] es
ERPA

[+
f(z)

donde ¢, = 0.0252 y r, = 30.

= —pcuf(rs/7p)
(1+z)31n(1+%)+§_22_%’ (D.4)

El funcional de intercambio y correlacion de Langreth-Mehl [77] tiene la forma

ELM = gLDA _ O] (% +18f 2)

Lu RPA IZ’:LTlE 2y’ (D.5)
£ = £ +aan- (2exp (—F) + 181 7)
donde F = b|Vp| /76, b= (9m)V/8, o = =/ (16 (371'2)4/3) y f = 0.15.
El funcional de intercambio de Perdew-Wang 86 (78| tiene la forma
2 m
EPWEE — gLDA (). (1 + 0.0864% + bs* + cs"‘) (D.6)
donde m=1/15,b=14y c=0.2
El funcional de correlacién de Perdew-Wang 86 [79] tiene la forma
Vo(r)
SCPWSG = ECLDA (p}+ exp (—®) C..(p) Lpp_4(/3—)'|*’ (D.7)
donde _
® = L7asfl=lld

Co+Cars+C4r2 )

Celp) = Cit mrvartios

donde F = 0.11, C; = 0.001667, C» — 0.002568, C3 = 0.023266, Cy = 7.380 - 10~%, C5 = 8.723,
Ce = 0472 y C; =7.389- 1072

El funcional de intercambio de Perdew-Wang 91 [80] tiene la forma

1+ ayssinh™ (azs) + (a3 + a4 exp (—100s?)) s? (D.8)
1+ a;ssinh™ (azs) + ass? ’ '

donde ay = 0.19645, a, = 7.7956, az = 0.2743, aq = —0.1508, y as = 0.004.

ervm wsiosi

Fl funcional de correlacién de Perdeiv-Wang 91 {81] tiene la forma

ETVO = E7P% (p) + pH (p, 5, 1), (D.9)
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donde
H = lOg [1 -+ Tﬁ%ﬁf] + Cd) {Cc([)) - Ccl] tz exXp [—100t2]
A = [exp{ 2aekPA (p) /G - 1]_1 ’

donde & = 0.09, 8 = 0.0667263212, Cqo = 15.7559, C,y = 0.003521. La funcién C,(p) es la misma del
funcional de correlacién de Perdew-Wang 86 y €224 (p) = £LP4 (p) /p.

El funcional de intercambio de Becke 88 [82] tiene la forma

2
£5%8 = SLDA 1— g x
(o) 2134, 1+ 6Bzsinh~!(z)]’ (D-10)

donde z = 2(67%)Y3s = 213 |V p| /p*3, A; = —(3/4)(3/%)'/3 y 5= 0.0042.

El funcional de intercambio de Engel-Chervary-Macdonald-Vosko [83] tiene la forma

1+ ai€ + ay€?

ECMV LDA 1

— —_— 75 11
& & ()1+h€+%8’ (D-11)

donde £ = s y a; = 27.8428, a; = 11.7683, by = 27.5026 y by = 5.7728.

El funcional de correlacién de Wilson-Levy [84] tiene la forma

wi _ __ ap+b|Vpl /o'? (D.12)
‘ c+d|Vpl [{p/2)*3 + 1y’ '

donde a = —-0.74860, b = 0.06001, ¢ = 3.60073 y d = 0.90000.

El funcional de correlacién de Lee-Yang-Parr [85] tiene la forma
1 1 1
LYP _ _ —2/3 5/3 _ L 1g2 _p—1/3
ESNT = al+dp'1f3 {p+bp {Cpp Qtw+9 (tw+2v p) exp( cp )]}, (D.13)
donde t,, (la energia cinética de Weiszacker) es

__1 |VP|2 2
tw-s( p -Vp, (D.14)

Cr = 3/10(372)%3, a = 0.04918, b = 0.132, ¢ = 0.2533 y d = 0.340.

.a aplicacién de estos funcionales a dtomos y moléculas se presenta en las siguientes tablas. Aqui,
la energia de correlacién experimental se determina a través de Ec¢ :i E — Fyp, donde sélo se mide
experimentalmente la energia total F, mientras que la energia de Hartree-Fock se determina a través
de un céleulo tedrico [85].

WS"“A TES S NO AL

TT -rn----_' r_/'\rwv?r"' p
f“. Jﬁ\ L ST
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Energias de Correlacién (hartrees)
Atomo EWE | ELYP | £C6GA | gLDA | o Eup.
He 0.042 | 0.043 | 0.046 | 0.112 | 0.042
Be 0.094 | 06.094 | 0.094 | 0.233 | 0.094
Ne 0.383 | 0.383 | 0.383 | 0.743 | 0.392
Mg 0.444 | 0.459 { 0.451 | 0.888 | 0.444
Ar 0.788 | 0.750 | 0.771 | 1.426 | 0.787
Error Rel. medio (%)} | 045 | 1.70 | 0.78 | 93.40

Tabla D.1. Energias de Correlacion atdmicas calculadas usando varios Funcionales de Correlacion

y comparacion con la energia de correlacidn experimental.

Energias de Correlacion (hartrees)

Molécula EWL | glYP | gPW & £ Erp.
H, 0.049 | 0.038 | 0.046 0.041

Co 0.446 | 0.384 | 0.391 0.514

Ny 0.532 | 0.483 | 0.490 0.546

o 0.621 | 0.583 | 0.588 0.657
H>0 0.386 | 0.340 | 0.347 0.367
NH3 0.376 | 0.318 | 0.338 0.388
CH, 0.369 | 0.294 1 0.320 0.293
HCN 0.525 | 0.464 | 0.478 0.527
Co 0.516 | 0.484 | 0.488 0.550
Hy0s 0.690 | 0.638 | 0.652 0.691
CqH, 0.504 | 0.443 | 0.466 0.476

Error Rel. Medio (%) | 0.71 | 11.50 | 8.83

Tabla D.2. Energias de Correlacion moleculares usando varios Funcionales de Correlacion y

comparacion con la energia de correlacion experimental.
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Apéndice E
Integracion Analitica de Gaussianas

Para calcular los factores de escala necesitamos determinar las contribuciones de los diferentes or-

bitales atomicos a la densidad electrénica. Esto finalmente se reduce a evaluar ecuaciones de la

forma

Si; = sz‘ {r—r;) X5 (r—r;) dzr: (E.1)

donde x; y x; representan orbitales atémicos centrados en los dtomos en r; y r;. En general, la eval-
uacién de la Ec. (E.1) puede realizarse por medio de integraciéon numérica (ver §2.6). En particular,
cuando los orbitales atémicos son generados por medio de un conjunto base de gaussianas, existe una

enorme simplificacién que permite la evaluacién analitica de la FEc. (E.1).[1]

Utilizando un conjunto base contraido de gaussianas podemos expresar los orbitales atémicos como

L
Xa = Na Y _ oy, (E.2)

donde N, es una constante de normalizacion, L es el grado de contraccién y i, representa las

gaussianas primitivas dadas por
P = N, ry’» 2 exp (-ap'rQ) , (E.3)

donde N, es la constante de normalizacién de las gaussianas primitivas. Determinemos primero N,.

Para esto consideremos que la primitiva esta centrada en el punto r/ = (z/, 4/, 2/}, esto es,
W, (r =1/} = Ny (z — /) (y — 1) (2 — 21 exp [~ (r — /)] . (E.4)

Para hallar la constante de normalizacion se debe satisfacer

/w;p (r —enNfPdPr = 1. (E.5)
Haciendo el cambio de variable r — 7/ — r en (E.5) :
1=N] fm 2% exp (-2a,2%) dz /m y¥ exp (—2a,y°) dy /m 2% exp (—20,2%) dz. (E.6)
—o0 —co -0
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Cada integral puede evaluarse por separado usando la formula analitica

o 9 (2= [
/u exp (—2au )du = —(-15—)-,1—\/%.

Sustituyendo (£.7) en (E'G)

(26 — 1)1 (25 — 1)1 (2k = 1)1 ( x )3/2

1=N? — —
P (4a)1+3+k 20

entonces la constante de normalizacién de la primitiva esta dada por

o 1/2
(4)+7** 20c) ¥
Ny = [(% = D25 — )2k ~ 1)“} (}_) |

Denotemos
Toq = / Yprhgd T,

Para hallar las constantes de normalizacién de los orbitales atémicos

L
Xo = N, Z C;pra
bl

1= /X;XadST-

Insertando la Eec. (E.11) en (E.12) y utilizando (£.10)

L L L
1=N? / Z Z CpCatipthed®r = N2>~ cyegThy.
P q g

debemos asegurar que

Por lo tanto
—-1/2

L
No = {Z pCqlpg

»e

(E.7)

(E.8)

(E.9)

(E.10)

(E.11)

(E.12)

(E.13)

Notemos en este caso que T, representa la integral de traslape de dos gaussianas primitivas (1, y

1) centradas en el mismo punto. Sustituyendo la Eec. (£.1) en (E.2), podemos escribir S;; como

L

Sap = NaNbZCpcq/'ﬁbp (r - ra) (2 (r - rb) d37':

P.q

haciendo uso de la Ec. (F.10) podemos escribir la esta ecuacién como !
]

L
Sap = NaNb Z Cququ (ra: rb) )

P
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donde
Tog (Yo, 1) = fv,[;p o) Wo (T = 1) dr (E.15)
Por lo tanto, para determinar Su todo lo que tenemos que hacer es evaluar las cantidades T,.

Consideremos dos casos

A) Cuando r, = ry, entonces

pq rarra /wp r‘r’q I'—I'a) dBT"‘" (E16)
= NN, [ (5 = 20)*(y = 4 (2 — 20) exp [—0 (r — 1)
donde
i=ttly 5 J=dptdy + k=ktk ¥y a=o0p+a, (E.17)

Haciendo el cambio de variable r —r, —s r en la Fc. (E.16)

00

y’ exp (—ay?) dy/ ZFexp (-az?) d.

—o0

=} . 8]
Tq (Ta,Ta) = NN, ' exp (—az?) d:c/
—ox —o0
Utilizando que -
f u?**exp (~au?) du = 0
—o0
y la Ec. {E.T), obtenemos

N,N, (=1 (F-1)(k—1)1 (2)3/2 Si 4,7, k son pares.

Toq (Tay Ta) = (4a) TR (E.18)
0 En cualquier otro caso.
B) Cuando r, # 13, tenemos que evaluar
Tpg (Ta, 1) = /1/;,, (r —ra) %, (r — 1) d°r. (E.19)

Debido a la forma del integrando se puede integrar cada grado de libertad en forma independiente,

por ejemplo, para la variable z tendremos que evaluar integrales de la forma
W, = / (z — za)" (2 — z) " exp [~y (z - :ca)z] exp [—a, (z = z3)7] .dz (E.20)

Con un poco de dlgebra podemos multiplicar las exponenciales desarrollando sus exponentes y reor-

ganizando términos, asi obtenemos !

exp [—a, (z — .)"] exp [~y (z — 2)?] = Dsexp [~aq(z — 2,)°] (E.21)
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donde
o =, + (E.22)
z, = (QpTa + 0gTy) , (E.23)
D, = exp [~y (2o = 3)" /o, ] (E.24)

Sustituyendo la Fe. (E.21) en (F.20) y haciendo uso del cambio de variable z — £, — 2/ tenemos

W, = DI/ (& + Tra)” (T/ + T,5)" exp (—azs®) dar, (E.25)

donde
Trg = Ty — Tq, (E.26)
Zrp = Ty — Tp. (E.27)

Para evaluar la integral de la Ec. (£.25), necesitamos desarrollar los binomios del integrando. Para

esto utilizaremos la formula del binomio

n
(a+0)" = Z (Z) a™kb*, (E.28)
k=0
Utilizando esta ecuacién obtenemos que
T ,
i ig p g ip—m ig—n__ (mtn)
(Tt 4 Tra) " (2 + T0p) " = n; ; (m) (n) AL A T : (E.29)

Para reordenar los términos de las sumas, consideremos la doble sumatoria

i: Y amn, (E.30)

m=0 n=0
obviamente
0<m <, (E.31)
0<n <. (E.32)
Haciendo el cambio de variable
m =25 ~ t, (E.33)
ns=xt, (E.34)

i | i

entonces sustituyendo la Ec. {£.33) en (£.31) obtenemos
0< 25—t <ig & 25 =i <t < 2s. (E.35)
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Por otra parte, sustituyendo la Ec. (E£.34) en (E.32)

0<t <. (E.36)
Sumando las Egs. (F.33) y (F.34)
Zs=m+n,
y utilizando las Ecs. (£.31) y (£.32)
0<2s <+ 3 (E.37)

Puesto que s puede tomar valores semienteros

podemos escribir la Fec. (£.37) como

0<s< 1“'2””. (E.38)

El cambio de variable de las Ec. (£.33) y (£.34) indica que podemos reescribir la suma de (£.30)

como

iq )

%&h
Z Z Gmn = Z Z Q2s—t ¢ (E.39)

m=0 n=0 s=0 t

donde la suma en ¢ esta sujeta a la condicién

max [0,25 — 4,] <t < min{2s,4), (E.40)

los simbolos max [a, bl (min [a,b]} denotan el mdximo (minimo} de a y b. Esta condicién resulta de
demandar que las Ecs. (E.35) y (E£.36) se cumplan simultdneamente. La figura siguiente nos indica

la equivalencia entre las dos sumatorias de la Fc. (£.39)

Utilizando las Fc. (F.39) podemos escribir (E.29) como

(2/ + Tpa)? (2 + 213)" = ; zt: (2;’: t) (th) Ty, Bty et
Sustituyendo en la Ec. (E.25) y haciendo el cambio de variable x/ — z tenemos
[ 32%’-3 ' o j
. W, = D, Z C(Qs,ip,iq,:r:m,cc,b)f z**exp ( .amz) dz, (E.41)
3=0 -0

donde los coeficientes de la sumatoria estdn definidos como
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-

min(2s,ig] ) .
2 1. . .
- : — v p'd —2s+¢ —t
0(23, 3p, 7.,‘,, Tra, mrb) = E (93 " t) (t )"Tralp s+ ;L'rb’q .

t=maxf0,25—1p]

Notemos que la integral de la Ec. (E.41) es nula cuando

s=i30
SN

R\Dlr—a

Por tanto, utilizando la definicién

[T_] _ g Sim es par
2 ==l Sim es impar

podemos escribir la Fc. (E.41) como

(=]

W, =D, Z C(2s, 1p,1q,$m,zrb)/ z% exp (—aa: ) dz,

s=0

donde
s=0,1,2,. ..

Utilizando la Eec. {E.7) evaluamos la integral de W, obteniendo

-1
W, = D, Z C(2s zp,zq,a:m,xrb)f—)l)\/;

s=0

(E.42)

(E.43)

Para los otros grados de libertad, el procedimiento es equivalente, con lo que se obtienen expresiones

F]

_ o (2s — 1)1V [
W, =D, Z C(Qsajpzjmyra:yrb)%z)s_) o

3=0

222

23]

w.=D, S C(s, Amkq,zm,z,b)(—%—i)m\g_

3=0
Sustituyendo las Fes. (£.43), (E.44) y (£.45) en (£.19) obtenemos

(52 [ [

25, — 1)1 (28, — DM (25, — 1!
Tpq (ta,Ts) = NpN,DyD, D, Z Z ( N (2sy ! )

= sy = (4a)ﬁx+3y+3z

o o 3/2
0(2321 Tp; gr Tra, xrb)C(QSy:]p:Jq: Yra, y,b)C’(Qsz, Ky, kg, Zra, zrb) (C!)

86

(E.44)

(E.45)



donde

min|[2s,n}
C(?S) m} n; u; U) = Z (2 m t) (Z’) uip—23+t,u‘iq—t‘
5 —

t=max[0,2s—m]
Con la expresién de T, para diferentes centros, podemos evaluar finalmente cualquier integral de

orbitales atémicos del tipo

L
S = [ X6 =530 (r =)' = oy S cyesTr (a1,

a
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