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INTRODUCCIÓN E IMPORTANCIA DEL TRABAJO 

La ionización, captura electrónica y excitaclOl1 se encuentran entre los procesos 
más importantes en colisiones ion-atomo o átomo-átomo [1,3]. Estos estudios han 
hecho una contribución importante al conocimiento de sistemas. de colisión 
atómicos ya la evolución de la mecánica cuántica [4]. 

Sin embargo, aunque han habido considerables progresos en esta área de la tisica, 
la teoría de ionización se encuentra aún incompleta. 

La principal característica de la ionización de partículas es que hayal menos tres 
partículas no ligadas en el canal de salida. Así pues, desde el punto de vista teórico, 
la diticultad principal es la representación de los estados electrónicos linales, 
cuando el electrón emitido viaja en presencia de potenciales coulombianos 
(proyectil y blanco). Debido a la naturaleza de largo alcance del potencial 
coulombiano, el estado de partícula libre no puede ser representado por una onda 
plana. Por ello, una solución exacta del problema no ha sido obtenida. No obstante, 
las funciones asintóticas se pueden obtener exactamente [5,6]. 

Es así, pues, que el principal propósito de este trabajo es estudiar, desglosar y 
entender dos modelos teóricos de ionización, el primero de los cllales utiliza la 
primera aproximación de Bom y desprecia la de flexión coulombiana, mientras que 
el otro utiliza un tratamiento perturbativo a primer orden, dependiente del tiempo 
en el cual se toma en cuenta la ctellexión coulombiana. 

Cabe señalar que el avance en la profundización del conocimiento de la naturaleza 
del sistema ion-átomo no es la única razón que genera interés en este problema, 
sino que los datos sobre ionización por impacto de partículas cargadas son usados 
para aplicaciones en materiales e investigaciones científicas fundamentales, entre 
otras (estudio de la tisica atmosférica [lll, la astrotisica [12, 13l Y la tisica de 
plasmas [14]). 

Dentro del vasto campo de investigación de colisiones atómicas y moleculares, el 
presente trabajo propone el estudio del proceso de ionización utilizando proyectiles 
ligeros. En donde los objetivos de este trabajo son: 

1 )Determinar la relación funcional de la sección transversal de producción de rayos 
X en función de la energía de colisión, mediante los siguientes métodos: 

4 



a) Utilizando la primera aprOXlmaClOn de Boro y considerando trayectorias 
rectas para los proyectiles, esto es, despreciando la repulsión coulombiana. 

b) Considerando la repulsión coulombiana, la cual establece trayectorias 
hiperbólicas junto con un tratamiento pet1urbativo a primer orden 
dependiente del tiempo. 

2)Comparar los resultados obtenidos de la aplicación de los modelos anteriores con 
resultados experimentales registrados en la literatura. 

El tema de ionización en colisiones atómicas ha sido extensamente estudiado, tanto 
en forma experimental como a través de modelos y aproximaciones teóricas [7]. 
Sin embargo, tanto el descubrimiento de nuevos efectos [8], como el análisis de 
estados finales de varios cuerpos [9J, así como las nuevas técnicas experimentales 
asociadas con la detección del blanco residual y/o el proyectil [10], no sólo son 
muestra de que todavia no se ha alcanzado una comprensión completa y precisa de 
los procesos de ionización, sino que se ha producido un renovado interés en su 
estudio. 

Por ejemplo, los primeros trabajos realizados en el programa de energia 
termonuclear controlada tuvieron como objetivo el determinar secciones 
transversales precisas que pudieran describir la interacción de sistemas atómicos, 
ya que una de las aplicaciones principales del buen entendimiento del proceso de 
ionización está encaminado a resolver el problema del calentamiento de un plasma 
para la obtención de energía por fusión nuclear, donde esto se lograría mediante la 
inyección de haces de partículas cargadas a energios de decenas KeV. 

Por otro lado, se han desarrollado considerables cálculos teóricos haciendo uso de 
la mecánica cuántica para intentar describir la interacción entre los sistemas 
atómicos, pero a medida que estos Son más complejos, su aplicación es más 
limitada. 

Conforme las computadoras llegaron a ser de mayor rapidez y capacidad, los 
cálculos teóricos llegaron a ser más aproximados. Los experimentos realizados en 
numerosas disciplinas pueden también proveer comparaciones cuantitativas con 
predicciones teóricas. 

Existe, por lo tanto, un propósito mutuo para realizar medidas precisas de procesos 
atómicos. Entonces, las secciones transversales, además de poseer una importancia 
práctica, permiten obtener, a través de la comparación de sus resultados Con la 
teoría, un entendimiento más completo de sistemas atómicos. 
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En las pasadas décadas diversos grupos han realizado mediciones y cálculos de 
secciones transversales originadas por interacciones atómicas para un gran número 
de sistemas sobre un intervalo de energia del orden de algunos e V hasta varios 
miles de eVo 

En la década de los cincuentas y los sesentas, periodo importante de la lisica 
atómica de colisiones, se hicieron numerosos trabajos experimentales respecto a la 
ionización de la capa K y la consecuente emisión de rayos X. La mayoría de éstos 
hace una comparación de sus resultados con expresiones de una sección transversal 
teórica obtenida utilizando trayectorias rectas para el proyectil en la primera 
aproximación de Bom. En 1959 aparece un articulo que asocia, en ciertos casos, las 
discrepancias que existen entre el experimento y la teoría (aquélla que utiliza la 
primera aproximación de Bom) a que en esta última no se toma en cuenta la 
interacción coulombiana entre el blanco y el proyectil. Sin embargo, en ningún 
trabajo se encuentra de forma detallada cómo se llega de modelos conceptualmente 
sencillos a una expresión ya tan utilizada para comparaciones experimentales. Así 
pues, este trabajo, al mismo tiempo que documenta paso a paso cómo estos 
modelos cristalizan en expresiones relativamente sencillas, también busca un mejor 
entendimiento de dichos modelos; más aún, compara las expresiones obtenidas con 
resultados experimentales reportados en la literatura para verificar tanto cada uno 
de los modelos como los intervalos para los que se predice su validez. 

Finalmente, cabe señalar que el hecho de que los fenómenos colisionales puedan 
ser explicados con modelos sencillos tiende a enfatizar la importancia de éstos. 
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1. COLISIONES CON Y SIN DEFLEXIÓN COULOMB lANA. UMBRAL DE 
ENERGÍA DE IONIZACIÓN. ENERGÍA MÁXIMA DEL ELECTRÓN 
EMITIDO. 

El problema al que se refiere este trabajo consiste en determinar la sección 
transversal de producción de rayos X por la ionización de un átomo blanco, proceso 
que sutre éste al colisionar con una partícula cargada y pesada. 

La primera teoría de excitación de átomos por partículas cargadas, pesadas, lentas. 
fue desarrollada por MOTT [15], BETHE [16] Y HENNEBERG [17]. Este último 
autor realizó un extenso trabajo en el cálculo de la sección transversal de la 
ionización de la capa K, para lo cual utilizó la primera aproximación de Born, es 
decir, ondas planas para las partículas entrantes y funciones de onda coulombianas 
para los electrones con respecto a su I1llcleo. y tratando la interacción entre el 
proyectil y el electrón a primer orden. Sin embargo, ¡'esultó que las secciones 
transversales experimentales discrepaban de manera importante de los valores que 
arrojaba la teoría. 

HENNEBERG había usado ti.mciones de onda coulombianas no relativísticas para 
representar a los electrones y, como era ya bastante claro que la teoría no estaba 
coincidiendo con muchos experimentos, con los que se esperaba que así fuera, 
JAMNIK y ZUPANCIC [18] repitieron los cálculos con tunciones de onda 
relativísticas para el electrón. Contrario al decrecimiento esperado en la secció[\ 
transversal, resultó que el incremento relativístico de la densidad electrónica cerca 
del origen ocasiona un crecimiento de la sección transversal para blancos de 
elementos pesados (Z2 :> 40). Mientras que para elementos que se encuentran por la 
mitacl de la tabla periódica, la corrección relativísticu fue pequeña. 

BANG Y HANSTEEN [19] consideraron que las desviaciones de los resultados 
podrían deberse, en parte, al hecho de que la teoria de HENNEBERG no toma en 
cuenta la repulsión coulombiana entre el proyectil y el núcleo blanco. Asi pues, se 
tiene que la repulsión evita que partículas de baja energía se acerquen al núcleo, lo 
cual podría explicar por qué experimentalmente se obtiene una sección transversal 
más pequeña que la predicha por HENNEBERG. 

Como más adelante se verá, resulta que el parámetro decisivo en la validez del uso 
de la primera aproximación·de 80rn en este problema es ; = aqmln , donde "a" es la 
mitad de la distancia de máximo acercamiento entre el núcleo-blanco y el proyectil 
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en una colisión trontal (también se puede ver como la distancia entre el centro de 
las ramas de una hipérbola y el vértice a cualquiera de ellas; más adelante se verá 
esto como el segmento OA ;:: OA'= a), mientras que qmin está relacionada con el 
mínimo momento que el proyectil transtiere. Así pues, para valores ~ '" I o mayor 
que 1, la sección transversal es mucho más pequeña que la que se predice con la 
primera aproximación de Boro y sólo en el límite en el que ~"I la repulsión 
coulombiana puede ser despreciada y la primera aproximación de Boro usada. Por 
ello es que en este capítulo se va a entender el significado de ~ y lo que tisicamente 
significan los valores que puede tomar. 

La ecuación fundamental de la dinámica en coordenadas polares (considerando 
masas invariantes), F = ma en las proyecciones sobre los vectores unitarios e~ yep 

son: 

(!.la) Ff = m ((7 -('f) 

'ld(2") 
(!.lb) F'(' =o m f clt f 'f 

donde Fp y F. son las proyecciones del vector F sobre los vectores e. yep , m es la 
masa de la partícula sometida a la fuerza F = Fp + Fcp, P es la norma del vector que 
va del centro de fuerzas a dicha partícula. 

En un campo central de fuerzas, como el que se tiene en el actual problema, la 
energía potencial de una partícula sometida a un campo, en el presente caso, el del 
átomo-blanco, tiene una energía potencial U ~ - pip, donde ~ es una constante; la 
fuerza, en consecuencia, tiene una magnitud dada por F ~ - ~/p' (~= ±Z,Z,e' en un 
campo coulombiano, donde 2, y 2, son los números atómicos o las magnitudes de 
las cargas - sin signo - de la partícula incidente y del átomo-blanco, 
respectivamente.) y, otra vez, p es la distancia desde el centro del campo hasta la 
partícula. Cuando ~ > O la fuerza que actúa sobre la partícula de masa m está 
dirigida hacia el centro del campo (atracción). Para encontrar la trayectoria de la 
partícula, suponiendo que p(<p ~ O) ~ Po, vp(<p ~ O) ~ O Y v.(<p = O) ~ VII, 

generalmente se emplean las leyes de conservación de energía y de momento 
angular. En las coordenadas polares p, <p de estas leyes se deduce: 
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donde E Y L son la energía mecánica total y el momento angular de la partícula. 
respectivamente, con respecto al centro de fuerza. Estas dos magnitudes también se 
pueden encontrar fácilmente de Ins condiciones iniciales «p = O), E = mv,,'/2 - ~/p" 
Y L = mp"v" 

Para hallar la trayectoria de la partícula sometida al campo en función del ángulo, 
esto es p( <p), se hace lo siguiente: Al principio, en la ecuación (L2a), se pasa de la 
diferenciación conforme al tiempo a la diferenciación conforme a <p, esto se puede 
hacer con ayuda de la ecuación (L2b): dt = (mp'/L)d<p. Después, se separan las 
variables p, Ip, es decir, se reduce la expresión obtenida al tipo dlp = tlP)dp. 
Finalmente, se integra esta ecuación teniendo en cuenta las condiciones iniciales. El 
resultado de la integración da p( <p). 

La solución obtenida es [20]: 

(13) f ( 'e) = -C--+--(-I'--~-"\:-C-o-s--e 
donde 

(13 a) e = _--,!3-=--~ 
"'¡0oYo'-

De la geometría se sabe que la ecuación (U) determina una curva de segundo 
orden. En dependencia del parámetro c, ésta puede ser una elipse (cireunterencia), 
una parábola o una hipérbola. Cuando c = 1 se tiene una circunferencia, cuando 
l>c > Y:! se tiene una elipse, cuando e = Y2 se tiene una parábola, finalmente, 
cuando c < Yo se obtienen hipérbolas. Dado que uno está más ülmiliarizado con el 
concepto de excentricidad E de la curva, se da a continuación la relación entre c y E: 

c = l/(E -+-1), E = (1 - c)/c. Asi pues, cuando E > I se obtienen hipérbolas que 
corresponderían a la trayectoria de una partícula que se encuentra en un campo 
atractivo, pero que no llega a ser ligada. La ecuación de esta hipérbola seria: 

A,( I+E) 
(lA) j?('f!)= I + é. c.os 'E' 

con E > 1, definiendo ~ para un campo coulombiano atractivo W=Z,Z,e') se tiene, 
según la definición de E en términos de e, que: 
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(15) E -1 

Ahora, véase de qué otra manera se puede relacionar Po con E. Se sabe que una 
hipérbola es el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia entre sus distancias a 
dos puntos fijos es constante. Estos dos puntos tijas son lo llamados focos. Sean F 
y F' dichos focos, donde FF' está sobre el eje x (ver figura lol), siendo el origen el 
punto medio entre los tocos (centro de las ramas de la hipérbola). Entonces, si Pes 
un punto sobre la hipérbola y 20 es la diferencia constante de sus distancias a los 
focos, se tiene que 

(lo6) F'P - F P = 1.0 

Figura lol 

Sean A Y A' los vértices de la hipérbola, los cuales están sobre el eje x, de la 
definición se tiene que, para A : 
F' A - AF = 2a , o bien, 
(F'O + OA) - (OF - OA) = 2a , por lo tanto, 
OA=a 
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Ahora bien, la detinición de excentricidad es justamente 

E = OF/OA y OF = Ea donde E> I 

Por lo tanto, p" = OF' - OA = atE - 1), de igual manera, de la ligura 1.1 se puede 
ver que r" se puede expresar de la siguiente manera: r" = OF' + OA = atE + 1). 

Así pues, la ecuación (lA) queda de la siguiente manera: 

(17) 'f (-c.os-'(-i-)) (05'(- i-)) 

Hasta ahora, se ha estado trabajando con la curva que se describe si se está 
trabajando con un potencial atractivo, es decir. con la rama que se llega a acercar 
más al foco F' donde se ha puesto el centro atrayente. Sin embargo, la curva que 
interesa es justamente la otra rama, la que se describe si ese centro fuera repulsivo 
(ver ligura LI). Pero, resulta que una vez teniendo descrita la rama I para los 
ángulos que indica la ecuación (1.7), la rama 2 queda descrita de la siguiente 
manera [21]: 

Q(é.~-I) 
(1.8) rC'(')=é c05 'f!-1 '('(-cos' (~), C05'(~)) 

Ahora que ya se tiene la curva que describe un proyectil cargado positivamente en 
un campo repulsivo (que por cierto tiene el mismo parámetro de impacto que la 
partícula en el campo atractivo, ver figura LI), hay que notar que P ahora tiene 
signo negativo, llámese W = -p, po < O. Además, la excentricidad E, aunque es la 
misma para ambas ramas, se tiene en términos de Po Y la velocidad Vo de la 
partícula en el vértice de la rama l. Considerando la misma energía inicial para 
ambos casos (rama 1 y 2 en campo atractivo y repulsivo, respectivamente), se tiene 
que: 

n _ j3' 
(1.9) J...mV'- _/~-:= _1 mV'''-

;¿ o Po :<.. o ro 
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donde vo' es la velocidad de la particula en el campo repulsivo en 'p = O. Por lo 
tanto, 

Por otro lado, la ecuación (1.8) se puede tran,formor de la siguiente manera (esto se 
hace para ponerla en la forma de (1.3» 

_ ro 
- E. , 

e. - I C05'e - E=T 

Definiendo una e' como: 

(1.I2)C'=- I 
é - I 

se obtiene: 

( ') r(\O) _ ro 
1.10 ,- (I-C.')cos<e - c' 

Como la excentricidad es la misma para ambas ramas, de se despeja E en I,mción 
de c (Pág. 9) Y también en función de c' (ec (1.12», y luego se igualan las 
expresiones, resultando que la relación cntre e y e' es : 

(1.14) e' 
e 

:¿c-

Sustituyendo la ecuación (l.3a) en (1. 14) e igualando a (1.12), se obtiene: 

1- E 

Sustituyendo (1.10) en (1. 15) se obtiene: 
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(1.16) E.. =- (3 
+1 

Véase ahora qué aspecto tendría la trayectoria del proyectil, en coordenadas polares 
y vista desde el núcleo-blanco, si en efecto, como supone el modelo que desarrolló 
HENNEBERG, la repulsión coulombiana fuera despreciable. En este caso, en lugar 
de describirse una hipérbola se tendría prácticamente un par de rectas, donde 8 ---+ TI: 

(ver Fig. 1.2) (pues, utilizar la primera aproximación de Born, como se verá, supone 
que el proyectil es dispersado muy levemente), que a una distancia muy grande del 
centro dispersor (infinita) coinciden con esta hipérbola, así pues, dichas recta son 
justamente las asíntotas 1, y 1, (ver la línea oscura) de la figura 1.2. La ecuación de 
1" por ejemplo (nótese que para 1, el análisis es semejante dada la simetría),en 
coordenadas polares con polo en el núcleo-blanco (foco F') tiene la forma 
siguiente: 

(1.17) R.( ) _ a.E~e - , 
'f - sen't' + Je· - \ 'c.os 'e J 

'e: (+0.;' (-JtG') , O) = 

:: (- cos'( ~ ) ) O ) 

Nótese que cuando E » ¡, la ecuación (1.8) puede escribirse como: 

o, C. "-
(1. I 8") r( '€) =- -'C.-(O;:o,5-='('~---'-

Mientras que la ecuación (1.17) pude escribirse como: 

(1.I8b) R(~) = 

y sólo para ángulos próximos a 'p = O la hipérbola y 1, comienzan a separarse, 

además de que se obtiene que 8 --+ Te, como se pude ver de la ligura 1.2. 
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Figura 1.2. ---~~-iH:::::--L.::~-
F 

I 

I 

Para evaluar de manera más precisa la condición E» 1, considérese el cociente 

entre R(q» (ce. 1.17) y r(q» (ce. 1.8): 

(1.1 9a) ~ iC ~ » - -;=="",éc...lC""t..::.c::::oS:c.'f,,---::-..:.I!....) ,----
'< ~ sen-e+ (e-I)Cos~ 

Para que la primera aproximación de Born tllncione, se necesitaría que este 
cociente fuera -1 para todo ángulo '1' Caquí <p E {tan"(-[E'-I]'I2), O), la otra parte 
de la hipérbola se supone que se aproxima a 11), Sin embargo, este cociente siempre 
es menor que 1, Y sólo tiende a 1 cuando r ~ 00, mientras que SlI valor mínimo es 

justo en el vértice de la hipérbola, cuando '1' = O. La idea es, entonces, ver bajo qué 
condiciones. para ángulos pequeños, este cociente se aproxima a i. Resulta que, 
independientemente del ángulo, si E» 1, es posible aproximar el cociente como: 

(Ll9b) R. (<t» 
'r(~) t » 1 

) 
écos~ -1 

De (1.19b) se ve que aún cuando el ángulo sea pequeño (se tendría eos<p '" I Y senrp 
sería un número negativo pequeño), si la excentricidad fuera lo suticientemente 
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grande, el cociente sería casi l. De hecho, de la ecuación (l.l9a), resulta que en 
(p = O se tiene que 

R(o) 0 2 t 
(1.I9c) __ == e ::: 

r-(O) E.'--\ 

de donde se ve que cuando E ~ 00, la trayectoria del proyectil tiende a ser una sola 
linea recta. 

Para darse una idea, véase que de la ec,(1.19a), para un ángulo de 10°, el cociente 

R( I O°)/r( I 0°) '" 0.96, para E = 20; mientras que R(l OO)/r( lOo) '" 0.73 para E = 2. 

Así pues, se puede decir que cuando la excentricidad es muy grande, f. » 1, el 
modelo que supone trayectorias rectas puede funcionar. A continuación, se verá 
físicamente qué signitica esto: 

De la ecuación (1.16) se tiene que si se pide que E »1 (8", ¡¡), se necesita que la 
energía cinética del proyectil en el punto de máximo acercamiento sea !TIucho 
mayor que la energía de repulsión Uo entre el núcleo-blanco y el proyectil en dicho 
punto: 

> 
E. ::: m 'o Vo + \ > > I 

17:. e'-, :>.. 

» \ 
(120) 

Es decir, el proyectil debe tener suficiente energía cinética en el punto de máximo 
acercamiento para no verse perturbado por la repulsión del núcleo-blanco. 

Se verá a continuación qué otras implicaciones o qué otros significados tiene pedir 
E» l. De la ecuación (1.16) y (1.9) se obtiene: 

('C. - 1) -m. V~2.. + 
2. 
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(12 I ) é. U (-ro) = E _ U (ro) .:::::::? ( t + 1) U ('fó) = E ( =- [ ) 
:2.. iot 2 :L ;.. ' 

Luego, de la ecuación (18) para tp = O Y de (1.21) se obtiene (recorelando que [1 = 

Z,Z,e'): 

(122) é. -t- \ -:: 

Como más adelante se ve, la distancia OA = a, se puede expresar en términos ele la 
excentricidad E de la hiperbola y el parámetro de impacto p del proyectil de la 
siguiente manera: 

-;; 
(123) a =- p (E."--I) "-

Introduciendo (123) en (122) se obtiene que: 

(124) E. + I ::: :t ti ( E. + 1) P 
(3 (e-I) 'h 

Lo cual, haciendo un simple despeje da: 

( 
El. ~)i 

(125) é = I + ~ ;/ 

También, de la ecuación de (122) se puede encontrar que: 

(126) O 
_ ¡3 _ 
- .:2.. E, -

Y, por lo tanto, 

( 
p2 )'A 

(127) E. = \ + a.~ 
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Nótese que las ecuaciones (I.25) y (1.26) detinen exactamente la travectoria del 
proyectil, dada la energía inicial E¡ de la partícula, el parámetro de impacto p y la 
magnitud de las cargas, tanto del proyectil como del núcleo-blanco, ZI y Z2, 
respectivamente. 

Además, analizando la ecuación (I.25) se puede ver que tener altas energías de 
colisión (es decir, la energía inicial con la que es lanzado el proyectil) y/o 
parámetros de impacto grandes, y/o números atómicos de las partículas 
colisionantes pequeños, da justamente la condición E »1. Lo cual concuerda con la 
propuesta de BANG Y HANSTEEN, es decir, concuerda con el hecho de que sólo 
bajo estas condiciones la interacción coulombiana sería despreciable, ya que ésta 
depende justamente de la distancia entre las partículas que interaccionan y de sus 
cargas; mientras que, qué tanto se vea afectado el proyectil depende de cuánto 
tiempo "disponga" el núcleo-blanco para afectar su momento lineal o qué tan 
masivo es el proyectil para que ia fuerza de repulsión sea capaz de cambiar su 
momento, así que, en otras palabras. las ecuaciones (1.25) y (l.26) dicen, en 
proporciones exactas, si el proyectil es lo suficientemente masivo o veloz (lo que 
equivale a decir que tenga la suficiente energía), y/o su línea de colisión está lo 
suficientemente lejos del núcleo (medido como la distancia recta, es decir, el 
parámetro de impacto), y/o el producto de las cargas es pequeño, dicho pmyectil no 
será considerablemente perturbado. 

Antes de analizar qué tiene que ver esto con el factor'; = aqmín., que al inicio del 
capítulo se menciona, a continuación se modela, de manera sencilla, cómo es que 
se da la ionización. 

Fueron CHADWICK[22] y SLATER[23] quienes primeramente observaron e 
iclentitlcaron tos rayos X característicos de varios elementos expuestos a partículas
a de fuentes radioactivas. Más tarde, GERTHSEN[24] se dio cuenta que estas 
observaciones estaban claramente en desacuerdo con un simple modelo, el cual 
representaba el proceso de ionización como una colisión elástica de la partícula 
incidente con un electrón, el cual se considera esencialmente libre, excepto que su 
ligadura al átomo limita la transferencia mínima de energía que se debe 
proporcionar al valor de la energía de ionización de la capa atómica que se desee 
ionizar. Tal modelo es muy útil en una descripción cuantitativa de aquellas 
colisiones que son principalmente responsables por la pérdida de energía de los 
proyectiles a su paso por la materia [25]. Para el presente propósito, este modelo no 
sirve ni aún como primera aproximación, pues, resulta que la máxima energía que 
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una partícula pesada de masa tl1 p y velocidad VI puede transt~rir a un electrón libre 
de masa m, y velocidad u está dada por [26]: 

En particular, el límite superior para la transferencia de energía a un electrón en 
reposo es aproximadamente 2m.:v¡2, y por lo tanto, mientras más masivo sea el 
proyectil más energía se necesitaría para la ionízación, para una misma energía de 
incidencia. Realmente, no obstante, el proceso ocurre para energías que caen por 
debajo de este limite, además, según MERZBACHER (1958) no hay un umbral 
evidente. 

Dijo MERZBACHER: "GERTHSEN notó que si la colisión podía setO considerada 
casi libre, las altas velocidades de los electrones de la capa más interna (K) 
reduciría el mínimo de la energía requerida para producir rayos X característicos 
(aproximadamente por un factor de cuatro). Así pues, de una manera mús o menos 
indirecta él reconoció la importancia de la energía atómica de ligadura, la cual 
etectivamente incrementa la masa del electrón y permite mayores transferencias de 
energía" 

A continuación se ve el proceso de una manera que permite determinar cuál es la 
energía mínima para la ionización y, por otro lacio, permite rescatar en un cierto 
limite la ecuación (1.28) (cuando la velocidad del proyectil es del mismo orden de 
magnitud que la velocidad del electrón de la capa K): 

Fíjese primero en una colisión frontal, (esto es, cuando p = O o bien, E = 1) que es 
cuando el proyectil puede acercarse más al núcleo. De la ecuación (1.26) se obtiene 
la distancia de máximo acercamiento en colisión ti'ontal es (recuérdese que a es la 
mitad de dicha cantidad): 

(1.29) ro (p"o) l,7. .. e" = 
Ei 

donde la,1 es el radio de la capa K, EK es la energia de ligadura de un electrÓn en 
esta capa y ambas cantidades están relacionadas por la expresión: EK = (Z,e')/2IaKI. 
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Supóngase que el proyectil se acerca lo suficiente a la capa K (a una distancia de 
Ib,l) de tal manera que iguala el potencial de atracción del núcleo blanco, esto es: 

(130) 

Por lo tanto, si se necesita que el electrón esté igualmente atraído por el proyectil 
que por el núcleo, la distancia máxima (umbral) a la que necesita acercarse el 
proyectil es: 

De la misma manera, la energía mínima (umbral) que debe tener inicialmente el 
proyectil, para igualar la atracción sobre el electrón a la del núcleo, debe ser, por 
(1.29) y (1.31): 

=:2.. Z,Z. t 
l,+? .. K 

Esto significa que basta con que la energía inicial del proyectil sea "ligeramente" 
mayor que la energía umbral, para que el átomo píerda dicho electrón. De hecho, en 
su trabajo, BANG Y HANSTEEN[ 19] simplemente dicen que para que se dé la 
ionización es necesario que la mitad de la distancia de múximo acercamiento en 
colisión frontal, "a", sea menor que el radio de la capa K, lo cual, ciertamente, 
limita la mínima energía que debe tener el proyectil. Sin embargo, con esta 
condición sería posible que la distancia de maximo acercamiento en colisión 
frontal, "2a", fuera apenas menor que dos radios de la capa K. Además, dado que la 
mínima energía cedida al electrón es justamente Ef(, arguyen que otra razón para 
que no Se dé la ionización es que si la,l< a, esto implica que E/2,< E" por lo tanto, 
sería imposible la ionización bajo estas condiciones. (ecs.(2.5) y (2.6) ref.[19]). 

Ahora bien, supóngase que E¡ > Eumb , entonces, cuando el proyectil está a una 
distancia r"nb del núcleo blanco y/o a una distancia Ib,l= (2,/22)la,1 del electrón, 
todavia tendrá energía cinética qué cederle al electrón y he aquí que ya se podría 
considerar que el electrón se encuentra en reposo, pues ya no está ligado al núcleo 
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y, por ello (ver eo.(1.28) para u = O), el proyectil ahora sí sería capaz de cederle una 
energía cinética igual a 

donde v(r","b) es la velocidad del proyectil, en el punto donde la ¡lierza sobre el 
electrón es cero, la cual está dada por la ecuación (1.2) y por el hecho de que se 
trata de una colisión frontal, es decir, V r = drldt:::::: O. 

(1.34) E. = mp '( 
L ;¿ 

Por lo tanto, en el punto en el que el proyectil contrarresta la atracción del núcleo se 
tiene que: 

Despejando (v(r,mb))' Y sustituyendo en (U3), se tiene que la máxima energía 
cinética que puede ceder el proyectil al electrón es: 

donde también se ha sustituido (3.31) Y que E, = (Z,e')/2Ia,l. Ahora, dado que en 
este trabajo siempre se supone que los proyectiles tienen velocidades menores que 
las velocidades de los electrones de la capa K, pues de lo contrario no se puede dar 
un tratamiento clásico al proyectil, además de que el proceso de ionización no 
puede ser manejado por métodos semiclásicos [19], supóngase que la velocidad del 
electrón en la capa K es n veces mayor que la velocidad del proyectil (n <! 1), 
entonces, usando el teorema del virial para un potencial V = kr" (<T> = -<V>/2) = 
-E, donde los promedios se toman como promedios temporales) resulta que si Ve' = 
nv¡ (donde v" es la velocidad del electrón en la capa K) entonces: 

(1.37) E, 
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Por lo tanto. 

De la ecuación (1.38) se ve que si Z, y Z, son pequeños o, en su defecto, si Z, es 
mucho menor que Z, o viceversa (digamos Z, = 1,2 Y Z, > 10) Y v" es del orden 
de Vi, (digamos n' < 100) se tiene que la ecuación (1.39) sería una buena 
aproximación de (1.38): 

En el caso que n ;:::: 1 se tendría que la energía total máxima que puede ceder el 
proyectil sería: 

(1.39a) (E=c) , o: E +T ' ~ S me E 
¡ - ... .....: k l'Tlo. )( fl'lp ~ 

Analogamente, si p '" O y, por lo tanto, E(p) > 1 (lo cual da cómo resultado una 
hipérbola), se tiene que la distancia de máximo acercamiento entre el proyectil y el 
núcleo está dada por (ver eco (1.8) y (1.27)): 

( ) 
'1, 

(1.40)'0 pjloO)=-o.(I+E.(p) o: a. + (a: + p'-) >20. 

Por lo tanto, la distancia del centro de ambas ramas de la hipérbola al vértice de 
cualquiera de ellas "a", de (lAO) se puede escribir como: 

'- 2-

(1.41) a. =- _\ ro (p) - P 
1.. ro (p) 

Por lo tanto, la energía inicial del proyectil, usando la ecuación (1.26), se puede 
escribir como: 
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(L42) E, = (3 ro (p) 
lo\p)- pl. 

De esta manera. introduciendo la condición de la distancia máxima a la que 
necesita acercarse el proyectil para conseguir la ionización, "rumb"(ec. (1.31), se 
tiene que el límite de la mínima energía para conseguir la ionización Eumh está dado 
por: 

O, equivalentemente, utilizando que a, ~ n'/m,Z,e' (m,: masa del electrón), 

De aquí se puede concluir que, dadas las cargas tanto del proyectil como del 
núcleo, el hecho de que la seccíón transversal se incremente a medida que la 
energía inicial del proyectil incrementa se debe a que a medida que crece la energía 
del proyectil se alcanza la energía umbral para un intervalo de p más grande. 
También, resulta que a medida que crece la carga Z, del proyectil (siempre 
conservando que 2 1< Z2), para un mismo parámetro de impacto p, la energía 
umbral también crece, lo mismo que ocurre si Z2 crece (lo cual coincide con 
experimentos que se han hecho [27, 28 y 29] ), Otra cosa que se puede observar de 
esta ecuación es que, dada las cargas tanto del proyectil como del núcleo, si el 
parámetro de impacto iguala o excede a rumb la ionización sería imposible, 
independientemente de cuán grande sea la energía del proyectil, así pues, se 
esperaría que las secciones transversales tendieran asintóticamente a un valor fijo 
mientras la energía de los proyectiles crece, ya que, aunque el aumento en la 
energía permite que partículas de un mismo haz, con parámetros de impacto p más 
grandes, sean capaces de lograr la ionización, este incremento en la energía no 
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serviría de nada cuando p excede a rumb, esto es, el aumento en la energía de los 
proyectiles no va a cambiar la disposición de éstos a traves de los atomos blanco. 

Bueno, otra vez, si E¡ > Eumb, entonces, el proyectil todavía podría ceder energía 
cinética al electrón, tal como lo indica la ecuación (1.33), donde (v(rulIlb»:!t'stá dacia 
por la energia total del proyectil como: 

(1.45) [V(í: ))'"'" (i-.~ +- r'-IP'-):o ~(E. _ Z,Ll.e'-) 
v ..... b " ... h \. m Q ~ ...-

r 1 """b 

De esta manera, la energía cinética máxima cedida al electrón por el proyectil es, 
nuevamente, por (1.33) y sustituyendo r"mb de (l.3l): 

y también, si Z, es mucho menor que Z, (digase Z I : 1, 2 Y Z, > 10) Y Ve' del 
orden de V; (digamos n' < 100) se tiene otra vez que: 

Entonces, en el caso de n !:::: 1, se tendría que la energía total máxima que puede 
perder el proyectil sería: 

(1.47a) ~E ), '" E + T, = 5 m. E· \1 ~..........." K 1'1'»>< rY'\p t. 

Así pues, tanto en la ecuación (1.39a) como en la ecuaclOn (1.47a) se tiene 
aproximadamente lo que resultaría de la ecuación (1.28) considerando al electrón 
atómico en reposo. De hecho, hacer aquellas restricciones sobre Z" Z, y v; no es 
tan relevante como parece, pues, muchos de los experimentos hechos a este 
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respecto caen justo dentro de estas restricciones ([17, 19,26,27,28,29,35,41,42. 
43,45], por ejemplo) así pues, se puede decir que bajo éstas. se va a tener que: 

y 
Esto interesa ya que, más adelante, se verá que la magnitud del mínimo momento 
que puede perder el proyectil se puede escribir como: 

(De hecho. m, es más bien la masa reducida entre el proyectil y el átomo blanco, 
pero suponiendo que éste último es más masivo que el proyectil, se puede poner 
como m,). Por lo tanto, tomando en consideración la ecuación (1.48) - pam 
aproximar la ec.(1.49) -, (1.47a) o (1.39a), (1.39) y (1.37), se tiene que: 

Ahora, si se multiplica (1.50) por "a" (ec.([,26» y se toma en cuenta que v" = 

Z,e2/h, que E; = mpv;', v" = nv; y (1.37) se obtiene: 

donde ~II = aqm;, cuando E, = E,,,. Al principio, la cantidad aqm;, había sido 
llamada ~ y se había dicho que sólo en el límite en el que tiende a cero es que la 
primera aproximación de Boro (lo que signitica usar trayectoria rectas del 
proyectil) funciona y he aquí la razón. Pedir que ~ tienda a cero es pedir que el 
proyectil tenga la mayor masa (respecto a su carga) y velocidad posibles, y que al 
mísmo tiempo tenga la mínima carga posible. Por otro lado, de la ecuación (1.25), 
después de una pequeñas transformaciones, y usando la relación (1.3 7), se obtiene 
que la excentricidad de la trayectoria se puede escribir como: 
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(1.52) é.:: ( I + 
1

, '1 
, 7"' ~ )/2 ( 1 "7' , "l.) 2 m. r¡; L.~ e P ::: I + m p r. '- e p 
l~z.:t,'e' I~t"l'\' 

Sobre p no se pueden poner restricciones, pero tener E» 1 (lo cual da prácticamente 
una recta) exige justamente lo que exige tener ~ tendiendo a cero, como se puede 
ver de la ecuación (1.52). De hecho, se puede escribir E en términos de ~o (detinido 
en la eco (1.51)) como sigue: 

(Nótese que So -> O <=:> ~oIn' -> O, ya que de (1.51) se ve que ~o depende de n\ La 
razón por la que se ha dedicado tanto tiempo a este factor S es por que resulta que 
cuando se obtiene la expresión para la sección transversal para la producción de 
rayos X característicos de la capa K, considerando la det1exión coulombiana, ésta 
coincide exactamente con la que se obtiene usando la primera aproximación de 
Bom (es decir, suponiendo que el proyectil sigue trayectorias rectas) justamente en 
el límite de S -> O, tal como lo explica y predice el análisis anterior. Sin embargo, 
como se puede Ver en el apéndice e [30], el origen de la primera aproximación de 
Born. por sí mismo, permite tener un criterio para determinar los límites de 
aplicabilidad de dicha aproximación en el caso de un potencial coulombiano 
blindado por sus electrones, así pues, se puede ver que dicho criterio (energías de 
colisión altas y/o un potencial débil) está en perfecto acuerdo con este análisis. 

Cabe señalar que las condiciones que se piden para E »1, deben ajustarse a pedir 
que mp debe ser considerablemente menor que la masa del átomo-blanco. 
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11. TRATAMIENTO DEL PROBLEMA CON Y SIN DEFLEXIÓN 
COULOMB lANA. 

a)er COMO FUNCIÓN DE LA AMPLITUD DE DISPERSIÓN. 

Por el carácter microscópico de los corpúsculos básicos, el unlCo método de 
exploración del que se dispone para investigar la estructura de sus interacciones y 
su dependencia de los diversos parámetros (tipo de partículas involucradas, energía, 
distancia relativa, etc.) consiste en el bombardeo de unas por otras y el subsecuente 
análisis de los resultados de la interacción [31]. 

Físicamente, la situación general por estudiar es: un haz de partículas con momento 
y energía controlados y conocidos, es lanzado contra un blanco de estructura 
conocida (que en el presente caso es un gas o un cristal) que generalmente se 
encuentra en reposo respecto al laboratorio. Debido a las colisiones que se 
producen en el blanco, las partículas de bombardeo (proyectiles) - las cuales son 
independientes entre sí, debido a la baja densidad del haz - son dispersadas y salen 
del blanco en todas las posibles direcciones. A su vez, a una distancia relativamente 
grande, respecto del lugar de la colisión, se encuentran detectores adecuados que 
reciben las partículas que emergen como resultado de la interacción. La zona donde 
se encuentran los detectores es la región que matemáticamente se llama región 
asintótica. A par1ir de los datos que proporcionan los detectores se pueden 
determinar propiedades del proyectil (masa, carga, energía, etc.), pero, 
principalmente dicen el número medio de partículas que inciden por unidad de área 
del detector por unidad de tiempo. 

Un primer punto importante es que la descripción del experimento se realiza, 
naturalmente, en un sistema de coordenadas ligadas al laboratorio, en el cual se 
encuentra el blanco en reposo, mientras que en la descripción teórica es más fácil 
tratar con el sistema del centro de masa, ya que el movimiento uniforme del centro 
de masa es irrelevante en la descripción (dada la reducción del problema de dos 
cuerpos, ver apéndice B, a». Cuando la partícula bombardeada es muy masiva 
respecto al proyectil, ambos sistemas son casi coincidentes, pues el centro de masa 
en todo momento permanece muy cerca del blanco, confundiéndose prácticamente 
con él. 

Tres parámetros importantes son [31]: 
e -ángulo de dispersión 
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E - energía de la colisión 
n(8) - número de partículas que inciden por unidad de area, por unidad de tiempo, 
de apertura dO (dada como un ángulo sólido) y posíción angular e. 

A continuación se da la relación de los parámetros vistos desde el sistema del 
centro de masa (CM) y el sistema del laboratorio (L) : 

Por ejemplo, resulta que si se definen los ángulos de dispersión como eL en el 
sistema L y como eCM en el sistema CM [31] entre ellos existe la siguiente relación 
(donde m, es la masa del proyectil y m, es la masa del blanco): 

Por otro lado, una parte de la energía disponible en el sistema L está asociaela al 
movimiento del CM y no se utiliza en la dispersión. Esto hace que la energía de la 
colisión sea menor que la usada para acelerar las partículas según la fórmula: 

Un resultado muy importante es el que relaciona el número de particulas que 
inciden por unidad de área y por unidad de tiempo en un detector cuya apertura 
dOcM y posición angular se delinen en el sistema CM, con el correspondiente dato, 
pero definido en el sistema L. Se obtiene 

r 1 + z.~ ca 50 9,,,, + (.':!l..c)'-J'h. 
L fY'\ ~ vn, 11 (SO") 

\ + ~ cose, ... 
ml. 

En lo que sigue se considerará el problema directamente en el sistema CM ; para 
simplificar, se omitirán los índices CM, que quedan sobreentendidos. 

En el actual problema lo que se tiene es un ion ligero (proyectil de energía E - o E;, 
como es llamada a partir de este capítulo -) colisionando con un átomo así pues, 
primero se debe analizar el tipo de potencial de interacción (V(r)) que existe entre 
estas particulas y las funciones de onda que representan al proyectil antes y después 

27 



de la colisión. De la ec.(B-55) (para más información respecto a los temas de los 
apéndices ver reC [31]) se ve que si el producto uV(r) se anula en el intinito. 
entonces el comportamiento asintótico de la función radial LI en el intinito es LI - el~r 
con k = (2mE)"2/ l\ (m - o ~l, como es llamada a partir de este capitulo - es la masa 
reducida del sistema, ver eco B-62 y B-63); este comportamiento asintótico de la 
función se obtiene si uno se restringe a los potenciales que obedecen la condición 
rV(r) ..... ° cuando r ..... oo. Los potenciales que tienen esta propiedad son llamados 
potenciales "de corto alcance". Si en el estudio de procesos dispersivos, al tomar la 
primera aproximación de Born, uno se limita a considerar sólo potenciales de corto 
alcance, entonces, el potencial coulombiano - justo el que se trata en el presente 
trabajo- quedaría eliminado, no obstante, se verá que el efecto de blindaje de los 
electrones atómicos y las altas velocidades de colisión permiten utilizar la primera 
aproximación de 80rn. 

Cuando la interacción es debida a un potencial de corto alcance, se puede 
considerar que ésta tiene lugar totalmente en el interior de una esfera de radio finito 
R, por lo que si la distancia entre el proyectil y el átomo-blanco es mayor que el 
alcance R, el movimiento es libre (V( r) = 0, si r > R). En este caso, la energia 
cinética del movimiento relativo de las particulas libres es la energia total del 
sistema. 

Con se ve en el capitulo Ill, la función de onda que describen las pal1iculas 
dispersadas en la región asintótica (r ..... 00) se puede escribir como el producto de la 
función radial asintótica R(r) = u(r)/r por una función de onda angular que se 
denotará con f(8, <p). Usando la eco (8-62) se escribe entonces: 

¡ \( .... 

e 

donde en donde f(8, tp) es la llamada amplitud de probabilidad de dispersión (si se 
trata sólo con dispersión) y (ver eco (8-64)) 

~:1. 11 [. I 

(11.5) K:= /~. 

Puesto que el detector se coloca invariablemente muy lejos del blanco, para 
garantizar que el proceso (dispersión-ionización, en este caso) se haya realizado 
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completamente, esta función de onda es la que se necesita para calcular en qué 
proporción se da el proceso estudiado, por [o que la descripción del proceso seria 
hasta aquí suticiente. La función de onda completa posee una componente 
adicional que corresponde a las particu[as no dispersadas por el blanco 
(representando también que el electrón no salió de la capa K). Como éstas forman 
un paquete de partículas libres y electrones a.ún ligados, \I'im;, se puede escribir la 
función de onda total, lejos del blanco, como 

;1/. ... 

(1[6) r = \jI'nc + F (G,'f!) ~ = 'f,nc + 1fJ,'p 

Más adelante, en el siguiente capítulo, se verá que la función de onda incidente se 
puede escribir como 

(11.7) 'Vi" = Aeib , donde A A * = I 

La ec.(1[6) aparece como la superposición de una onda incidente más una onda 
dispersada. También se puede entender como que el estado del sistema es igual a la 
superposición de un estado inicial y un estado final, cada uno con su respectiva 
amplitud de probabilidad (y por lo tanto una probabilidad), que en general, varía 
con el tiempo, pero, con valores constantes en las regiones asintóticas. 

La función de onda dispersada es una onda esférica saliente multiplicada por la 
amplitud de probabilidad f(8, 'p), que más adelante se verá que contiene toda la 
información dinámica del problema. Se verá a continuación que esta función f(8, 'p) 
encierra también toda la información empíricamente observable. Esto es, la 
probabilidad de encontrar la partícula incidente en el punto r mucho antes de la 
colisión y al electrón en la capa K será (ver ec.(1[7)) 

Suponiendo la incidencia de los proyectiles a lo largo de eje z, la probabilidad de 
incidencia por unidad de área y unidad de tiempo será 

(11.9) 
\ 'Y'" (i') í'-d~ 

dxdyd t 
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donde V; es la velocidad de la partícula incidente mucho antes de la colisión. Por 
otro lado, la probabilidad de encontrar una partícula dispersada mucho después de 
la colisión y al electrón libre será, por (11.6), 

\<yJ"p(f')I'-d'v-= I'j'JiSr('Fl\\-'-dr dn 
(lLlO) == \f(G)l{l)\l.dr-d1l 

dO. =: se'1eded'f 
Entonces, la probabilidad de detectar una par1ícula por unidad de tiempo, 
dispersada dentro del ángulo sólido da, no es más que (11.8) dividida por dt = drlvr, 
donde VI' es la velocidad final de la partícula mucho después de la colisión: 

Se le llama sección transversal diferencial al cociente de la probabilidad de 
detección de la partícula dispersada (con el electrón líbre, en este caso) por unidad 
de tiempo en una diferencial de ángulo sólido, entre la probabilidad de incidencia 
de la partícula (con el electrón en la capa K, en este caso) por unidad de tiempo y 
unidad de área. Experimentalmente se debe que la sección transversal diferencial es 
el cociente del tlujo dispersado en da (co~siguiendo al electrón libre), entre el tlujo 
incidente con electrón en la capa K. Así pues, 

Por lo tanto, la sección transversal total se obtiene integrando (ILl2) sobre el 
ángulo sólido de detección: 
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b)cr COMO FUNCIÓN DEL PARÁMETRO DE IMPACTO Y DE LA 
PROBABILIDAD DE TRANSICIÓN ENTRE DOS ESTADOS. 

Es justo en la región de bajas energías, donde las grandes divergencias de los 
cálculos con la primera aproximación de Born aparecen, que un tratamiento clásico 
del proyectil es justilicado. La condición para tal tratamiento es (ver ec.( 1.3) de rel". 
[32]) 

"1_ J..l,Z~e'l. =2.t,V .. »1 
(II.l4) 1\.. - -\;, Vo V. 
donde Z, es la carga del núcleo-blanco y v; es la velocidad del proyectil. Esto 
permite tomar en cuenta la repulsión coulombiana eligiendo una trayectoria 
apropiada para el proyectil, la cual ya se ha visto que es una hipérbola y que 
corresponde clásicamente a un potencial coulombiano repulsivo. 

Para tratar el proceso de ionización, de tal manera que la detlexión coulombiana 
pueda ser tomada en cuenta, BANO y HANSTEEN propusieron un tratamiento 
perturbativo semiclasico. Ellos representan el problema en términos del parámetro 
de impacto y expresan la interacción entre el proyectil y el electrón como la 
perturbación 

Fig. 11.1 
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Se tiene que la aplicación de una perturbación a un sistema cuántico moditica su 
estado; por ejemplo, si \V" es el estado inicial, eigenestado de H", el estado tinal. 
eigenestado de H; H" + V, se puede escribir como 

Un cierto coetlciente C"k da la amplitud del estado k de Ho contenida en 'Po. asi, 

Por lo tanto, P "k ., IC"d' es la probabilidad de que, como producto de la 
perturbación, se realice la transición del estado inicial n al estado k. 

Si ahora la perturbación depende del tiempo, entonces, se tiene que encontrar un 
tratamiento perturbativo dc la ecuación completa de Schriidinger 

La solución general del problema no perturbado: 

d (o) /\. 

(ILlS) d1 d t = He \feo) 

se puede escribir en la forma 

(o) 

(11.19) \jl := 

en donde las <jlk son la eigenfunciones de Ho, Y Ek los correspondientes 
eigenvalores. Los coeficientes Ck del desarrollo se pueden escribir como 
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(se considerará que la interacción inicia en t = -00, donde se entenderá a -el) como 
-n2rr, donde n -> 00; únicamente por las coordenadas hiperbólicas que. mis 
adelante, se usarán para representar la interacción) Para resolver la ec.(11.17) se 
utiliza un método de variación de parámetros propuesto por Dirac, el cual consiste 
en escribir sus soluciones en la forma (II.l9), pero con las constantes sustituidas 
por tunciones del tiempo a determinar 

Sustituyendo en (11.17) se obtiene 

(I122) 

multiplicando por (PI' e integrando sobre x 

en donde 

(1L24) de Are :=: ~~: (X) ie. (j;) ~I< eX) di< 
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Si se integra sobre el tiempo, suponiendo que la perturbación se aplica en t = - 00, 

múltiplo de -2it, se obtiene 

en donde el valor inicial C,(-ro) es, según se sigue de ([1.20) 

Tal como en este caso, en el caso especial en que antes de la perturbación el 
sistema se encuentra en un eigenestado de Ho (cuando se tiene al electrón en la 
capa K), que será llamado 'Pe. resulta que 'V(t = -ro) = 'p,,(x) y, por lo tanto, de 
(11.26) se tiene que C,( -ro) = o". 

Por la notación de ([1.25) la ti.mción buscada \V puede escribirse ele la siguiente 
manera 

Para resolver el sistema de ecuaciones integrales ([1.25), que es exacto, se hace un 
desarrollo perturbativo de los coeticientes C 

Sustituyendo en ([1.25) se obtiene, cuando n " I 

34 



Iterando C,(t), dada por la ecuación (11.28), y suponiendo que ésta no varia mucho 
de su valor inicial, es decir, que C,"(t) es pequeño, se tiene que C,(t) está dado, a 
primer orden, por 

(" . ( ) 

C-,- (1:) = - ~ ~ J.",C, (-a» e,cu1,t X fK d t' 

t,) t. l,.W,tK. '-. . ~-t. -' d ' 
(11.29b) e, eu:: - ii e ;?{ ~I<.. l:. 

-o> 

Dado que estos codicientes e se rdieren a la transición n -). 1 es conveniente 
agregarles el subindice n, al igual que a la t'unción de onda dada por (11.27) 

(11.30) ~n 

Ahora bien, si el hamiltoniano O{ describe un potencial V que se aplica en t = -00 y 
que eventualmente desaparece. Para tiempos t mayores que la duración de V 
(digamos, para t = 00), los codicientes C habrán adquirido su valor tinal y la 
función de onda será una superposición de eigenestados de H" dada por 

El coeficiente C",(co) es la amplitud del estado estacionario I contenida en IV,,; por lo 
tanto, la probabilidad de transición del estado estacionario inicial n al estado 
estacionario 1 durante el tiempo que dura la perturbación es (a primer orden) 
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Esta aproximación es válida cuando el coeticiente Cul(e) no varía mucho de su valor 
inicial (que para n '" 1 es cero); es decir, cuando C,"(t) (ec. (11.28» es pequeña 
comparada con la unidad, por lo tanto, se estaría pidiendo lo mismo para Cnl(I)(t), 
para lo cual, se necesita que la integral de la ecuación (1I.31) sea mucho menor que 
uno, lo cual, finalmente, demanda que el potencial perturbativo cambie poco 
durante intervalos de tiempo -- (ffil..nr'; pues, en este caso, debido a las oscilaciones 
del integrando, la integral resulta pequeña. En el presente caso, esto se puede 
garantizar a través de la eco (ll.l). 

Para aplicar la ce. (11.33) al problema de ionización, se ha de identiticar que el 
sistema que inicialmente se tiene es un electrón ligado al núcleo-blanco en la capa 
K, regido por el hamiltoniano Hu (dado por la ecuación (8-39» y representado por 
su correspondiente función de onda (la cual será tomada más adelante en la forma 
en la que la presentan ALDER Y WINTI-IER[34]), después, se tiene al proyectil 
acercándose al electrón con una velocidad Vi, cuya interacción con el electrón 
(considerada como la perturbación) cambia el estado de éste. De esta manera. el 
potencial perturbativo, dependiente del tiempo es (ver fig.ll.l): 

z,e 
(l1.3 4) V = -c==:...;~--:-:--

11"- Pc(toll 

donde r es el vector posición del electrón y R(t) el del proyectil, respecto del 
núcleo. 

Ahora se trata de conocer la probabilidad de que este potencial saque al electrón del 
átomo y quede libre. Así pues, el estado final va a quedar representado por la 
tunción de onda de un electrón libre con energía T [34]. De este modo, el cambio 
en la energía El - En , asociado a este problema es justamente la energía de 
ionización El.: del electrón (igual a menos la energía de ligadura inicial del electrón) 
más la energía cinética tinal del electrón, T. 
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Se tiene, entonces. que la probabilidad de que el electrón pase de estar en la capa K 
del núcleo-blanco - estado I i> - a ser libre con energía T - estado <f! - es, a primer 
orden: 

donde w = ( I E, I +T )Ih. Por otro lado, se tiene que la detinición general de la 
sección transversal total es 

'" 
(11.36) cr -::.;LlT f p P Cpl dp 

o 

donde p es el pmúmetro de impacto en la colisión y P(p) es la pl'Obabilidad de que 
un evento cualquiera ocurra cuando el proyectil se aproxima con UIl parámetro de 
impacto p. Geométricamente, la sección transversal es el área circular, centrada en 
el blanco, dentro de la cual, si el proyectil llega ahí, el proceso al que se reliera P(p) 
se llevará a cabo. 

De este modo, entonces. se tiene (¡lIC la sección transversal para la emisión de un 
electrón atómico con energía tinal T está dado por la expresión general: 

<P 00 

(11.37) ~~" ~ )pdFI~~te'"'\LIV(R),)t)lf>r-
o 
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1I1.SECCIÓN TRANSVERSAL PARA COLISIONES SIN DEFLEXIÓN 
COULOMBIANA A PARTIR DE LA AMPLITUD DE DISPERSiÓN Y 
USANDO LA APROXIMACiÓN DE BORN 

a)EC. INTEGRAL DE LIPPMAN-SCHWINGER PARA 
ONDA TOTAL DEL SISTEMA CONSIDERANDO 
COULOMBIANO BLINDADO 

LA FUNCiÓN DE 
UN POTENCIAL 

En la primera aproximación de Born se va a considerar la interacción entre un 
átomo hidrogenoide y el proyectil en las regiones asintóticas (es decir, las regiones 
en donde se consideran los estados inicial y tinal). La función de onda del sistema, 
útomo- proyectil, va a ser considerada la función de onda de una cuasipartícula de 
masa P = lllpm/lna+mp ,la cual. suponiendo que el potencial fuera de corto alcance, 
será una cuasipartícula libre (represt:ntada por una onda plana), la cual, fuera del 
alcance del potencial producido por el núcleo atómico, seguirá una línea recta. 
Donde las pérdidas de velocidad en el proyectil serán debidas a la energia que es 
cedida al electrón. 

En el capítulo anterior se vio que, tal cual, el potencial coulombiano no es un 
potencial de corto alcance (V(r) = O si r >R, siendo R tinito), sin embargo, el 
llamado efecto de blindaje o apantallamiento va a permitir que, en las regiones 
asintóticas, el potencial de interacción se pueda considerar nulo - tal como un 
potencial de corto alcance -. El efecto de blindaje en un átomo se debe a que los 
electrones orbitales blindan o aíslan parcialmente al núcleo de la carga externa. Una 
evaluación cuántica muestra que se puede tomar en cuenta este efecto 
introduciendo el factor de blindaje e""' , en donde a depende de la estructura del 
átomo. De hecho, por ejemplo, se tiene que el potencial electrostático producido 
por un átomo hidrogenoidc en su estado base es el promedio [311 de dos 
contribuciones: a) el potencial debido al electrón orbital, -e/Ir - xl. y b) el potencial 
producido por el núcleo, Z2c2/r, donde r es la distancia entre el nllcleo y el 
proyectil, mientras que x es la distancia entre el dectrón y el núcleo. Tomando el 
valor esperado de su suma entre estados base hidrogenoides, se obtiene 

Aqui, basado en lo anterior, se considerará que entre todos los electrones del 
átomo-blanco anularán el potencial del núcleo en las regiones asintóticas, no así 
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dentro de donde se considere el alcance del potencial del núcleo; mientras que, 
cuando el proyectil se acerca lo suticiente y empieza a interaccionar con el 
electrón, dicha interacción también se verá afectada por los otros electrones 
atómicos, lo que permitirá introducir un factor de convergencia rara obtener la 
amplitud de probabilidad como más adelante se verá. 

Se: parte de la ecuación de Schrodinger para un proyectil de masa mp en el campo 
del potencial Ver), que produce un átomo de masa ma, siendo r la separación entre 
ambos. Entonces, se tiene que 

donde E; es la energía asociada al movimiento relativo entre las partículas (la cual 
está relacionada con la energía con la que es acelerado el proyectil, es decir, la 
energía de colisión en el laboratorio, por E; = {I- lll.,!(m,,+mp)) [E;]'" 

(111.3) K. 
2 

= ~ E, > O 

entonces, 

Se ve que el problema se reduce al de una partícula de masa reducida >t en el campo 
Ver). Si este potencial es de corto alcance, a saber Ver) = O para r> R, Runa 
distancia tinita, entonces (IllA) se reduce, para r > R, a 
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r> R. 

Por lo tanto, 

donde A es una constante que más adelante se definirá, La ecuación di ferencial 
(lIlA) y su condición de trontera (IlI.6) pueden incorporarse en una sola ecuación 
integral, llamada de Lippman - Schwinger. Las ecuaciones (lIlA) y (IlI.6) san del 
tipo 

y si se considera el lado derecho de la primera ecuación como una fuente p(r), tal 
que 

con ello la ecuación (Il1.7a) se transforma en 

Si L, es un operador lineal diferencial (como 'Y' + k'l, la función de Green de L, es 
la solución de la ecuación 

" (llLlO) Lr~ ('¡::,r,)~+ c5 (r,i") 
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La función de Green permite construir la solución de la ecuación inhomogénea 

para una fuente arbitraria; en efecto, la solución es 

donde IV Y G satisfacen las mismas condiciones de frontera. 

En el primer caso (8(r - r'» se hace referencia al potencial producido por una carga 
puntual localizada en el punto r, la cual produce la densidad de carga 

(11113) (J(f-f-') = Ó(f_~l) 

Donde la carga es l. En efecto, esta función es cero en todo punto salvo en el punto 
r, por lo que la carga está concentrada en ese punto. En el segundo caso (p( r'» se 
hace referencia al potencial producido por una distribución de cargas que pueden 
escribirse como la suma de los potenciales producidos por cada carga puntual. 

Así pues, el primer problema seria resolver la ecuación (111.10), poniendo 

esto es 

Se expresa a G(r, r') en términos de su transformada de Fourier (tridimensional) 
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Aplicando a esta expresión el operador '11' se obtiene 

donde 

\j'e,~.(.-r'l =- \j CV el' (.-r')) = \7 (e,(~·r_p') \j (¡~. F) ) 

= \lCé«-r\a) = ¡Jo ~+Q de<. +a_~) 
-r \1~ax 173y t< al 

(IlI.lS) 

Entonces 

(1lI.19) \j'- (j (r, 'i") :: - (~;)3h-) C; ('t) '4'- e~(T- ;') d ~ 

c , \ (;'i(Y'- <'l d~ 
(1lI.21) O (r,r) =- BIf')e. t:t 

entonces, 
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Puesto que esta condición debe satisfacerse para r arbitraria, el integrando debe 
anularse, lo que demanda que s~ tome 

~ 

(1I1.23) Ci e ¿p I I I 
- (?:rr )"< 1(' - <1' 

Introduciendo este resultado en la ecuación (111.16) se obtiene 

) 

ni' -l"} 
7' - -, _ I e ~ 3 

(111._4) c¡ (r-y- ) - --)' 1 dQ e.m K - c¡. "- + 

Para realizar la integración se expresa a q en un sistema de coordenadas esféricas, 
tomando el eje z en la dirección de r, con lo que se cumple que 

(111.25)'1-'("" --r') = c¡'r-Y"lcose 

entonces, 

luego, sea fl = cosO y dfl = - sen8d8, entonces 

t;P -1 '1n 

C¡Cr-i') = ("~)~ ) ~~ 
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00 ·1 "ttr . \_ -llp. 

(I1L27) ~(r- r') = _1- JI ( e''lr .• Q'-da d~dliJ 
(;tu» • . ,l K.'- - "1-'- t T / \ 

Al integrar se obtiene 

(111.28) 

En la segunda integral se hace el cambio q ---+ . q, entonces, 

(1l1.29) 

q (r-i") :: 
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Para determinar esta integral se necesita un método para usar el teorema del residuo 
y poder evaluarla. Asi pues, se debe pasar al plano complejo C, donde se considera 
a q como un complejo. 

Hay una proposición [32] que dice que: 
i) Si {es una {unción analjtjea en un conillnto abierto que contiene al semiplano 
superior H =(q / [m(q» 01 excepto por un nÚmero linito de sinf{lIlaridades. 
nin una de las cua/es está en el e 'e r:ea/ v ue existen constantes ¡\¡{ v > I v Zln 

2: R. Entonces, 

"" 
(1I 1.3 O) )F(~)d't =.:t1fL L {ree"J"os de F en IH} 

-'" 

"" 
(1I1.31) J f(,+)d'\.=-:UfL '[{reóiduo, de f en IL} 

El integrando que se tiene es 

(IIUZ) F (tt) 

donde q E C. Se dice que una función f(q) es analítica si es diferenciable en el 
sentido complejo (es decir, respecto a q, en este caso) excepto en un número finito 
de singularidades. Se tiene que 

([[133a) 9 ('1-) =. 9,. 

. \- -'\ 
(IIU3b) h (c¡) = e'~ r-r 

son analíticas, mientras que 
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\ 

( 1I l.J 4) P ( 't ) = -'1.-=-''';''--K-:;""' 

lo es también (es I entre un polinomio) excepto en las singularidades q = k Y q = -k, 
sin embargo, k E IR , por lo tanto, tl q) no cumple la parte que pide que las 
singularidades no deben estar sobre el eje real. No obstante, esto se pude solucionar 
alejando un poco las singularidades del eje real por una cantidad imaginaria 
±i E/2k, la cual se hará tender a cero, como se puede ver de la tigura m.l. 

e 

Fig.ll1.1 

Una vez superada esta dificultad, lo que se necesita es encontrar M, p, Y R en los 
reales, tales que, IqIPlf(q)l::; M, \fq E H Y P > I ·3·lql ~ R, para así poder calcular la 
integral usando el teorema del residuo. 

Se tiene que 

Sea p = 2, se obtiene que 

1'1-'- 1,"1' I 
c:¡. "t ¡L 

Cj.'- K:' -
:: 
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(11l.J6) 

Si se hace Iql ~ Ik'l+ I = R, entonces se tiene que 

(1l!.3 7) 
191 ' ro 11 M 

<: 11 IIK'\ ['11
2 

=-11 I 1'-11
2
'" \- 11<'ltl I-II+\/IK'\ 

l<f-k'.'-Il. 

donde 

(IIL38)IKI=-h..'-- E.~ 
tj H, 

Se ve, entonces, que la función f(q) cumple con las condiciones i) y ii), por lo tanto, 
se tienen dos soluciones, una para H y la otra para L 

aquí se tiene un solo polo simple k' = k + iE/2k 

00 

(lIlAO) ) \~~~~~I d<:¡. =;t.TI L L (Res F en U 
-<P 

aquí se tiene, también, un solo polo simple - k' = - k -iE/2k. 

Ahora, si 

(lIlA 1) 

existe y es distinto de cero, el residuo de f en k' es dicho límite 
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(111.42) 

¡, I;'f l\ 
~e 

~ + "'"' 

Haciendo tender E--> 0, se tiene que 

(IlI.43) Res f en fH -= 

Para el residuo en L se calcula lo siguiente 

(111.44) JJ n1 
~...,- K' 

si se hace tender E --> 0, se tiene que 

-i, \.( Ir. ro)1 

(lIlAS) Res F e f1 IL "- e ;;L 

Sustituyendo en (1Il.39) y (lIlAO), resulta que 

Sustituyendo (IlI.46) Y (lIlA7) en (IlI.29) se tiene que 
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(5048) c=j, (i'·-i") ~ i' .. )\ \i'"- '">\ 

'lIT 11"-;:'1 
e en \t\ 

'1. .;", \r ~ ;:-'\ 
(5049) c=j, (;o-c') = -e IL e en 

'iTI Ir-;:'\ 

La amplitud de GH, asi como la de Gl., es proporcional a IIlr-r'l por lo que la 
intensidad decrece como l/r2

, lo que corresponde a una onda esférica; si se 
multiplica por el factor temporal e- l 

(Jl t (donde el signo menos es una convención 
para diferenciarlas ondas salientes y las ondas entrantes), se ve que la fase de GH es 
klr-r'l- últ, lo cual corresponde a una onda saliente. La función de Green general es 
una combinación arbitraria de las dos soluciones, sin embargo, este caso exige que 
la solución dispersada asintótica tenga la forma de una onda esferica sal iente eikr¡r 

(ver eco (I1A)), que es precisamente la forma de Gil. Por ello, debe tomarse G oc Gil, 
así pues, se propone 

(111.50) Ci (f-r'l = - B e'~\'-r'l 
4TT Ir - ,-'1 

donde B es una constante que más adelante se detinirá. 

Sustituyendo (1II.s0) en (111.12) y usando (111.8) se tiene que 

Nótese que la [unción incógnita ,ver) aparece también en la integral (se le 
denomina, pues, como ecuación de Fredholm de segunda especie). Entonces, de 
(m.sl), se tiene que la solución general de (HU) es 
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(111.52) \f'(r) = ~(r-) - Bt'ñ' fd'r' 
Esta última ecuación es la ecuación integral de Lippman-Schwinger. 

b) FUNCIÓN DE ONDA EN LAS REGIONES ASINTÓTICAS. ITERACIÓN DE 
LA ECUACIÓN DE LIPPMAN-SCHWINGER. APROXIMACiÓN DE BORN. 

Antes de continuar, sería bueno aclarar qué representan r y r'. Se vio, desde el 
principio, que el vector r representa la distancia entre el núcleo-blanco y el 
proyectil, lo cual, evidentemente, sigue representándolo. Por otro lado, el vector r' 
simplemente apareció como una variable muda al introducir la función de Green y, 
también, sigue siendo una variable muda sin ningún signiticado físico, no obstante, 
en la ecuación integral de Lippman- Schwinger (ec. 111.52), el potencial de 
interacción entre el proyectil y el núcleo explícitamente depende de r' y no de r. 
Notar esto es importante puesto que el potencial que se está considerando que es un 
potencial de corto alcance, asi, si r'2: R, entonces, la integral de la ec.(111.52) se 
anula. Por otro lado, en este caso, bastará describir y representar las ~egiones 
asintóticas del proceso para determinar la sección transversal del proceso que 
interesa (Cáp. 1I), es decir, el estado del sistema mucho antes de la colisión y el 
estado del sistema mucho después de la colisión (estados inicial y tinal), asi pues. 
interesan las regiones en las que r es muy grande comparado, incluso, COn el 
alcance del potencial. 

En base a la discusión precedente, resulta que la función de onda en la región 
asintótica se puede obtener considerando en (111.52) r » R y, dado que V es 
diferente de cero sólo dentro de su alcance R, entonces r'. de quien depende V, 
aunque varía en magnitud de O a 00, sólo produce contribuciones a la integral de 
(111.52) cuando r'~ R. De este modo, sin pérdida de generalidad, se puede obtener 
la función de onda en la región asintótica cuando: r'~ R « r (Fig. 11.2). En este caso, 
el denominador del integrando de la ec.(1I1.52) puede ser escrito como Ir - r'l '" r, 
mientras que en el exponencial se debe ir un orden más allá en la aproximación 
(ver Fig. 1I1.2): 
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Fig. 1IL2 -r 
d 

I I -, ~ 

(lIL53) r - ¡:' ~ ,- ,- . Qr 

entonces, . 

I - -, I <, IL A - 'U -, -, 
([[1.54) K. r - r :: n..r - f\.QrT = n.oY" - K:' r 

donde, 

(lI1.55) H.' = K.. ~ 

Sustituyendo en (lI1.52) se obtiene que 

Sustituyendo ~(r) de (1U.6) 
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donde 

He aquí, en la ec.(1l1.58), la superposición de una función de estado inicial 
incidente, representada por 

A ¡¡;:·r 
(111.60) 'V' = e 

más la función de estado final, representada por una onda dispersada multiplicada 
por la amplitud de probabilidad del proceso (Cáp. 1I). 

~~r 

(111.61) Ij-!f (f)= f(e)\f')~ 

Nótese de la ecuación (111.59) que 1'(8, (p) contiene toda la información dinámica del 
problema y, como ya se dijo en el capitulo 11, también encierra toda la información 
empíricamente observable. Las constantes A y S, en este problema de ionización, 
también tiene que ver con el estado inicial y final del sistema, las cuales, aunque 
para las variables de integración de (1l1.59) fungen como constantes, dependen del 
vector x que va del núcleo al electrón, al igual que lo hace el potencial Ver) (o 
Ver')), como se vio al inicio de este capitulo. De esta manera, tanto A como S 
representan eigenfunciones del electrón en el potencial producido por el núcleo 
atómico, sólo que A en el estado base (capa K) y B en un estado excitado: 

A 
e-

(1I1.62) = lV'.p"' = \j-'. (X) 

- * 
(111.63) B = ( \jI~b,. ) '" Ij-!; (Xl 
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Ahora, en (IlI.52) se tiene una integral que involucra a la propia ,ver), que es la que, 
en cierto sentido, se está buscando (pues está detinida por r(e ~ )). Este problema se 
puede resolver iterando (1[1.52) si se supone que el centro dispersor es leve (sea 
porque (os proyectiles sean muy energéticos y crucen la regi"ón de interacción muy 
rápidamente, por lo que sean poco desviadas de su trayectoria inicial por los 
centros dispersores, sea porque el potencial dispersor sea débil, o por ambas Cosas 
(ver. Cap. 1)). En ese caso, iterando (IlI.52) se obtiene que 

Utilizando las aproximaciones usadas para Ir - r'j y continuando con este proceso 
se genera, en (111.59), la serie infinita 

(111.65) 
) \ "" ( B J< )nl> n = <~ V ~o - K.11T{;'- (QV) 141> 

La Q se detine aquí de modo que 

se llama primera aproximación de Born al primer término de la serie infinita 
(IlI.65), el cual se sigue de tomar n = O 

(IlI.67)(Ce,lf) = - ~~ ;¡~?. <~)I V 14 > 

- - ~ -LJd' 'AA* d~-k')'i" VC-') 
- N "lft,')"- e ,.-

que no es más que la transformada de Fourier del potencial. 
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e) SECCIÓN TRANSVERSAL TOTAL DE IONIZACIÓN DE CAPA K CON 
APROXIMACIÓN DE BORN 

Ahora, para determinar la amplitud de probabilidad de Born para el proceso de 
dispersión-ionización se deben sustituir tanto las constantes A y S, dadas por las 
ecuaciones (111.62) y (Ill.ó3), como el potencial Ver') = V(r', x), el cual, en la 
región donde se considera que el núcleo ya no está blindado por los otros electrones 
y donde la interacción entre el electrón y el proyectil es considerable, aunque 
afectada por la presencia de los otros electrones, está dado por 

-, 'L -'-1 
C-I e eo:..1r - x 

¡y-'- j( I 

(recuérdese que a se hará tender a cero, cuando se haya integrado sobre r) 

p 

Fig. IIU N 

Además, se tiene que tomar en cuenta que, para obtener la t"(6,$) del proceso 
dispersión-ionización, se tiene también que integrar sobre todo el espacio en el que 
puede estar el electrón, esto es, integrar sobre x. De esta manera, la ecuación 
(IlI.67) se transforma en 

(IlI.69) f(eJ~) "'.2.~, f~; (,~)e"ii-¡¡")'i" (l,~; e'- -
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Separando la ec.([[1.69) en los sumandos que corresponden a cada parte del 
potencial se ve que el primer sumando es cero, dada la ortogonalidad de las 
eigentimciones de los electrones en el campo del núcleo: 

([[1.70) + L (w" clK- ¡<'l.r' ~i"-;¡I 
.:nr-h"-J Fe e 

-:z "- d' 3 te,e w(xl r'cJx 
Ir'-xl I~ 

De este modo, sustituyendo en la ecuación (ll.l2), se obtiene que la sección 
transversal diferencial está dada por: 

donde dQ está referido a las coordenadas angulares por donde se dispersa el 
proyectil: 

(IlI.72) dil = seneded\f 

Así pues, se puede ya proceder a integrar sobre r'. Llamando q al número de onda 
asociado al cambio del momento del proyectil, se tiene que 

- -) 

([[173) c¡. ~ Ji. - 11 

Sea X tal que 

entonces, se tiene que 
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~-.(r)-x) 

(IlUS) X=J~'xf:(j()'i',,(!()r\e'-e'\~)d'r' el:'_ XI e~Ii"-;¡1 
V" 
p 

Para hacer esta integración hágase el siguiente cambio de variable: 

(IlI.76) y: = r'-x 
donde, como la distancia proyectil-núcleo (ahora representada por Ir'l) es 
independiente de la distancia electrón-núcleo, se tiene que 

(lIl.77)d;; = c!¡::' 

Y, dado que Ir'- xl representa la distancia entre el electrón y el proyectil, se puede 
afirmar que 

(I1I.78) Irl E (0,00), d...-= C!...-' 

Entonces, se obtiene que 

(IlU9) X = rd, el'}.;: -""<,, r) r Irl e 

Para realizar esta integral se orienta el eje z del sistema de referencia en la 
dirección del vector q, lo que proporciona que 

(IlI.SO) ~. r = ~ ...-cos$ 
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integrando r en coordenadas esféricas y definiendo ~L = cose y d,LL = -sen8d9 se 
obtiene que 

(1I1.81) 

Ahora, integrando sobre r 

Haciendo tender a cero a a y sustituyendo p, se obtiene que 

'x- y1T - 41T:¡ 1.JÓ3 .",. _ '1- x 
(111.80) -PT"- ').1. L ,e x~,()<)e 'ji~(X) 

que sustituida en (UI.74) y utilizando (1I1.75) resulta que 
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Para poder proceder a calcular la integral sobre todas las posibles direcciones de 
dispersión (dn) se debe tomar en cuenta la dependencia de q respecto del ángulo de 
dispersión e, así pues, tal como se detinió q en la ecuación (111.73), signitica que 

(IlI.85) -'rí ~ -= p' - P -= Ji (Vf -vJ 

donde p y p' denotan el momento inicial y tinal de la cuasipartícula de masa ~L 

definida en la ec.(III.l) y (IIU) (en le sistema CM, ver Cáp. Il , sección a) y, v; y v, 
sus velocidades inicial y final, respectivamente. 
Tomando la norma de q y luego su diterencial, respecto de e, se obtiene que 

Por lo tanto, 

t,tgd~ 
(111.88) - -:= Ve sene d e 

Vi)1-'- r 

sustituyendo (111.88) en (IlI.84), integrando sobre 'p y simpliticando, sc llega a que 

Llamándosele factor de forma a la integral que aquí aparece. 

Hasta ahora se ha considerado que calcular la sección transversal para la emisión de 
rayos X característicos es equivalente a calcular la sección transversal de 
ionización, sin embargo, la primera está regida por la probabilidad de transición del 
electrón a cada uno de los eigenestados excitados o desligados del electrón en el 
campo del núcleo al que pertenece. Es decir, en realidad tener rayos X 
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caracterIstlcoS provenientes de la, capa K signi ficaría integrar sobre todos [os 
posibles estados tinales del electrón, incluyendo los estados ligados del átomo al 
que pertenece, esto es, considerar la sumatoria: 

(1l1.90) dOKT (q)::- 8T1I~e~" kl(\¡¡{> (1-, x')e~';¡w)' (A x)d'xl' 
T V t -f," T ~ 3 ) J 11....' 1 1'" I 

Donde las \V,,,,(A) están dadas por [34]: 

1 Y m son los números cuánticos de momento angular, )~ está relacionado con la 
energía del electrón como 

(llI,92) A-':o _ 2 rY\ E 
t 

N"" es el factor de normalización, el cual, para estados ligados, es: 

N - J.. ((nt~\I)\ -y. 
(1Il.93) Ü - (' o ) 1 ' la,,\ , -u+I. n (0-,\'-1)1 

donde n es el número cuántico principal y laKI es el radio de la órbita K; mientras 
que para estados no ligados, el factor de normalización es 

donde r¡, llamado número de Sommerfeld, queda definida por la ecuación 

(1l1.95) A = L tt 0." = ~e j a K <.. O 
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Las cantidades k, = mvJh y v, son el número de onda y la velocidad del electrón. 
respectivamente, en infinito. 

YI.,~(8,(p) son los armónicos esféricos normalizados y R,(r).), para estados ligados. 
está dada por 

mientras que para estados no ligados, está dada por, 

donde, [' ( _ ) = r ( h \ - /-'/a..J r ( t) = r ( ~ -t- \ t ¡"'/a.~ ) 

Así pues, volviendo a (IIL90), resulta que al hacer cada una de las integrales que 
involucra cada término de la sumatoria, la única contribución impOl1ante a la 
sumatoria es el ténnino donde la integral no tiene cambios de momento angular 
[35], esto es, que I¡ = 1, = O, de ese modo, entonces, se asegura máxima 
superposición de las funciones de onda final e inicial. Por esta razón, el único 
estado final que se toma en cuenta es aquél donde el electrón queda libre con I = O 
(estado-S en el continuo) [26]. 

Por lo tanto, las funciones de onda inicial y final serán 
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introduciéndolas en (HI.89) se llega a que el factor de forma está dado por 

(111.98) F - N N I 
KT - ojla.k.! °i~ y 11' 

haciendo q'x = qxcose y >' = cose, d" = -sen8de, e integrando sobre >' y <p, se 
obtiene que 

, 

(IIL99) FKT =: No"~,, N0i~±JR:(X/¡'l.QIJI\,(x/\a"I)X2. se;!x dx 

Antes de continuar con la integración sobre x, hay que fijarse en los valores que 
puede tomar q. La conservación de la energía limita los valores de la siguiente 
manera, de la ecuación (111.86), se tiene que 

t '1. '1.. '1. e 1.) 
(HI.l 00) 11 q. = r (V, - 2 Vi V f <.05 +-Vf 

donde Vr y v; son las velocidades inicial y final del movimiento relativo átomo
blanco, entonces, si el proyectil no sufre deflexión por el núcleo, se tiene que e = O, 
por lo tanto, 
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Donde la energía perdida está dada por 

(Ill.lOla) [ '" [ t- T pe' k. 

donde E, es la energía de ligadura del electrón y T es la energía que cede el 
proyectil al electrón como energía cinética (ver ee. 1II.46), similarmente, si se tiene 
una colisión frontal, es decir 0 = rr, se tiene la condición de CImil:-." que corresponde a 
un proyectil severamente afectado por la repulsión coulombiana 

Ahora, en caso de que la energía que pierda el proyectil sea sut¡cientemente menor 
que la energía de colisión inicial, condición que, según la ecuación (1.37) y la 
ecuación (11.46), es cierta si la velocidad del electrón es mayor, pero del orden del 
la velocidad de colisión inicial; las ecuaciones (1lI.101) y (IlI.102) se pueden 
aproximar de la siguiente manera: 

mientras que para qmáx , se tiene que 
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-h'-'1~ =2j<tc(\+Je[,EreJ=2jJ-E,(111- EÉ;'f)'"~1ftL(l- ~EJ 

(111.\04) -¡;'1.<}.., = '3.fE'(I- ~~J~gJá., 

No obstante, más adelante se verá, al integrar sobre q, que dados los términos en q 
sobre los que se integra, se puede poner sin error alguno, qm:h.'= oo. 

De las ecuaciones (111.\03) y (III.l04), se tiene entonces que 

mientras que, 

(III.l06) 

entonces, multiplicando (111. I 05) por la,I' , se obtiene que 

(111.107) 

Utilizando las ecuaciones (1.37), (1.47) Y (JIl.lOla), tomando ~L '" mp, se obtiene 

• J n -Z 10 

Entonces, si la velocidad del electrón es varias veces más grande que la velocidad 
del proyectil, se puede asegurar, de la eco (1I1.1 08), que 

(IlI.109) <:\../0-./» I 
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Volviendo a la integral de (111.99), resulta que, al integrar por partes, ésta se puede 

expresar como una serie de potencias: Lm=ICn/q\qlaKlt\ esto es 

O> 00 

::: -~ 6". - ~~)6 ~os't)( - ~?~ ~ X 'en~l( 
o o 

continuando el procedimiento, 

00 

4 ( ,,, 
+ 't" J ti ~os c¡.x 

o 

(11I.ll0a) =. 

entonces, si la condición (1Il. 1 09) se cumple, la integral de (111.99) se puede estimar 
tomando sólo el primer término de la serie, de hecho, no es necesario que q sea 
mucho mayor que a = IIlaKI, dado que el primer término de la serie será 
proporcional a 1/laKlq' y tan sólo el siguiente, a partir del cual se cortará la serie, 

será proporcional a IIlaKI]q' , asi pues se tiene que 
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Ahora restaría evaluar en x ~ O la función ¿', de la ecuación (1I!.1 I Ob). De las 
ecuaciones (1I!.97a) y (1I!.97b), se tiene que 

(lILlII) Ro ( O) = \ 
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(1I1.114)dRo (O) = __ I-
d)< \o.K \ 

Por otro lado, utilizando la función beta [30] 

, 
( -i/(Kea.,.) L/(K;,a.K) B( L l ) 

(IlI.115) )dlt LA (1-11) " ,- ~ea. ) I + !'tea.. 
o 

por lo tanto, sustituyendo en (1lI.112), se tiene que 

(111.116) 1\:(0)= \ 

Luego, 

1 

(I-C/(I<cCl,J <!(KeOK)d D. (L _l_\ 
(111.117) ) LA (I-U.) LA" U :/.-",.o.K) I t\\e'll< I 

o 

usando la propiedad: 
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(llLlIS) r (1+') = Z'. r (1) 

se tiene que .. 

(llLlI9) ( ,- '/X.a,,( )i/x.a'd( \,I_-~~~"!'-)Lr~(I_-7",~~~o.,~)_r_(_1 t--,K~~_a._) 
,U 1-11 Ll= - K 2. 

Introduciendo (llLlIS) y este resultado en (llI.l13), se tiene que 

(1II.12O) d R; (O 1 
dx 

=l~e((\--¡ )-1)==-1 
. K. Cl... 0, .. 

Por lo tanto, 

(5.121) 

Entonces, sustituyendo en IKT 

'-
(llU22) I - Z 

KT -Io.klc¡.~ 

Luego, sustituyendo en (llL99) 

Finalmente, sustituyendo en (IlL89), multiplicando por 2 - por la presencia de dos 
electrones en la capa K - e integrando sobre q, se tiene que 
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(Ill.l24) 

donde a" es el radio de Bohr del hidrógeno. Luego, evaluando en limite inferior, 
dado por (lI!. 103), se tiene que 

También restaría, entonces, integrar sobre todas las posibles energías cinéticas T 
del electrón emitido; antes de eso, hay que tomar en cuenta el factor de 
normalización No.o dado en la ecuación (lI!.97b). Así, utilizando propiedades de la 
función gamma: 

(Ill.l26) r (1 t- 1.) :: l r (I) 

y que sen(iy) = isenh(y), se llega a que 

(lIl.l27) Ir( 1+ i\1)I2.=. I~Tf'l. 1 \ (1T~ -1111) e - e 
Por lo tanto, 

n ,'[, 

(1lI.128) INo''l.I~= J..Tf1r1.lCe"''l.,e_ e.1T1~') ::;l.1T1 'l1-_'-e=""--'\-o-, 
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Definiendo e como: 

y utilizando la ec.(I1I.95) se tiene que 

T .... 

(llI.l30)\f=C(INo 11. dT 
) ''1. (E +T)'O 
o 1<. 

Además, con las ecuaciones (IlI.92) y (1l1.95), se pueden relacionar A con 1<." y 
ésta a su vez con la energía.cinética T del electrón, de tal manera que se puede 
hacer el siguiente cambio de variable en (IlI.130): 

, .. 
(I1I.l31) T =. {; K. 

). "., e 
dT = 1Ii .• dk .. '¡''L 

) 2.m~ 

con lo que se obtiene (v = ñ2/2m,) 

(K.)...>x 

(IlI )3?) ro- - C :m'lí'1. (\ dKe 
. - '1 - m.1c.. .. \) \ _ EitIT/lKtIQ.n (E. +\)K;)'o 

o 

Para poder evaluar esta integral, será necesario hacer una aproximación del primer 
factor del integrando, es decir, en el que aparece la función exponencial. Así pues, 
véase que si 1<., toma valores desde O hasta (I<.,)m'"" entonces, el exponente de e toma 
valores desde -00 hasta -2it/«I<.,)m;x.laKIl; se verá, pues, que dicha exponencial en 
dicho intervalo siempre será un número mucho menor que 1. En el límite inferior 
de !<e, la exponencial sería estrictamente O; para el límite superior, véase, de 
(I1I.106) y de (I1I.l31), que 
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Por lo tanto, de las ecuacione·s (1.37) y (1.47), se tiene que 

(111.134) I =-( \'1' )1" =- l!.. 
(K.)~.<lo.,\ Y :l 

y\ 1.. 10 

Se tiene, entonces, que en el"caso extremo que n = 1, 1/«k,)m,.,\aKIl = 112; en ese 
caso, la exponencial e .2;¡/«kC:).I~ó.x.luKn alcanza su valor máximo que sería apenas de 
-0.04. Por ello, dicha exponencial se considerará como un número x mucho menor 
que 1, de tal manera que el prImer factor del integrando pueda ser expresado como 
una serie binomial, esto es 

-1 3 
(111.135) (I-X) =-I-t-X+,X'+X+ ... (x' L. \) 

Entonces, dada la pequeñez de los valores que toma la exponencial, la serie puede 
ser cortada en el segundo término y así, la integral de (111.132) puede ser 
aproximada como la suma de 'un término dominante más una pequeña corrección: 

, _ .:l..TTl; dl\e ( dK.e 
'- [)O<.ol"'<Ú (""),,.,:. _ln/(<<\a.t) 

(111.1.>6) (f - ( me lo.", 1 (El< tv~.t + J (E
k 

+ V v,,~)'O 
o o 

Si uno se queda con el primer sumando, todavía es posible hacer otra aproximación 
sobre esa integral. Resulta que, se puede simplificar el cálculo de la primera 
integral si se considera una integración de O a 00, en lugar que de O a (k,Jm:h .. Esto se 
puede hacer pues, el integrando tiende rápidamente a cero a medida que kc: crece. 
De esta manera, integrando hasta infinito (ver [36] Pág. 274 Y 296, ecs. (92) y 

(404» se llega a que 

,J.... [ ~ (1I1.137) (j _ (TI" 3".30 ..... 2.] \ \ (L)-' 
- "'e IC\,d ~. B· ... ·I '-j" E: ~E: .. me 

<l::C J:L-[3~.~O ... :1)_\ =-\.8")( 
'i~ '1-8 ..... , E~ 

\ 

E' k 
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Es así como de aquí se llega a la fórmula que se buscaba [27], sustituyendo C (ver 
ec.(1I1.I29» 

(5.138) (j Z' :J ' l' _ e ' L '- V; 
- 1<. E' . 

" 
donde CK es una constante que depende del elemento blanco, esto es, deINo.¡,K¡I, ver 
ec.(IlI.97a): . 

1 " 
(llI.l38a)C = ~ 1f'l.l- 8 ( . 03) l, 

1<. ~ e.n 1.0 o.S 
. " 

Como se puede ver en (llI.I38), se tienen involucradas tres cantidades relacionadas 
entre sí: Z], E" y CK , hay, entonces, que escribirla en términos de variables 
independientes: 

(111.139) Cf = c.' s 
V , 

donde ahora los parámetros de (111.139) son independientes entre sí y C' no 
depende de ningún parámetro: 

., 
(111.140)C'= ~ TI' ~J.B( ) a; E:. e h L 8 '3 

Volviendo a la ecuación (llU30), si uno repara en la expresión que tinalmente se 
obtiene para la sección transversal (Ill.137), es posible escribir la forma integral de 
ésta de tal manera que, m~.s adelante, se pueda relacionar con la que se obtiene 
tomando en cuanta la deflexión coulombiana. Para ello, véase pnmero que, 
haciendo la misma aproximación de (1l1.l35) para (1l1.l36), el factor de 

normalización IN"."I' puede escribirse como: 

I 1
1. 2lT 

(IlI.141) No,'!. ::::ZTTyt = ~~laJ<.1 Y1 <: \0 

este factor de normalización varía, entonces, de 00 (en T = O) a n¡¡( en T = T m;,). 

para n .:: lO. Sin embargo, el integrando, escrito' en términos de k." es fmito para 
toda k,. De este modo, se puede interpretar que dicho lactor puede salir de la 

71 



integral como un valor·promedio q\le lo represente justo en la integral de (1IL130). 
Así, la expresión integral de la sección transversal puede ser escrita como: 

T...,~x 

) ( dT 
(IILl42)\f= 9 (1.8:) e) (E,,+T)'O 

o· 

. Finalmente, otra vez, debido a la naturaleza del integrando de (lIt. 142), la integral 
se puede extender hasta 00: 

(lO 

(5.143) <f =- 9 ( 1.83 ) efe ~)<.: T)" = \. 8 :, e ~: 
o 
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IV. LA SECCIÓN TRANSVERSAL PARA TRAYECTORlAS HIPERBÓLICAS 
DEL PROYECTIL. 

a) APROXIMACIONES USADAS EN LA IONIZACIÓN DE LA CAPA K POR 
PARTÍCULAS PESADAS 

El carácter del proceso de la ionización de la capa K por partículas cargadas y 
pesadas se ha visto que depende de las relaciones entre 1<." a, a, y qmio. Donde ñk, es 
el momento del electrón emitido y a ~ Z,e'mIñ' es el inverso del radio de la capa K 
del electrón, a ~ Z,Z,e'/2Ei (ver ec.(1.26)), y qmio es el mínimo momento transferido 
por el proyectil, el cual, de la ecuación (IlI. 1 03), se ve que se puede escribir como: 

(IV.I) O =~ 
t"'(· .l¡;v, 

donde T es la energía cinética del electrón emitido y E, ~ Z,'e'm/2h' es, como 
antes, la energía de ligadura del electrón de la capa K. 

Es de interés notar que los 'valores relativos de a, a y qmin están ampliamente 
determinados por el parámetro X, dado por la eco (11.l4). Así pues, si se define ~o 
(ver Cáp. 1) como el valor de ~ ~ aqmio para Epec ~ EK , se tiene que 

(IV.2) 

y 

I ..". 
o..<X.~ ---

Lj "t, "'P 

Para dichas cantidades uno tiene cuatro posibilidades - correspondiendo, en el orden 
mencionado, al incremento en la energía del proyectil - : 
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(IV.S) 1) _1_ < _'- <..0.. 
~n\l'j'\ 01... .. 

De acuerdo con la eco (1.31), tomando en cuenta que Z, « Z" pai'a que se dé la 
ionización es necesario que se cumpla que 2a S l/u, por lo tanto, dicho proyectil es 
incapaz de acercarse "'o suficiente como para que se dé la ionización. Más aún, de 

·([V.26) y la fórmula dada para u, se tiene que si a> Z,/u, incluso entonces, EK > E;, 
así pues, la ionización sería imposible. Luego, 

(IV.6) 2) q < o.. 
t m(" 

<_l
e(. 

:¿~!!!!.Z'>;( > 'iZ, j me I 1... 

Para tales energías, el proyectil podría alcanzar la distancia umbral para.que se diera 
la ionización (ver eco (1.31)), sin embargo, la probabilidad de ionización se verá 
fuertemente afectada por la detlexión coulombiana, ya que, como se puede ver del 
caso 2., aqm;,. > 1, de ese modo, como se vio en el capítulo l., este significa que el 
proyectil es desviado de su trayectoria inicial, describiendo una hipérbola de 
excentricidad considerable y provocando que el proyectil se acerque menos de lo 
que lo haría si no fuese desviado. Luego, 

(lV.7) 3) o.. <_1 - < -'-
~"'(I'I OL 

;( > 'i l, j (f <. 1) 

En este caso, otra vez, el proyectil puede acercarse lo suficiente para que se dé la 
ionización, dado que nuevamente a < l/u. Por otro lado, la detlexión coulombiana 
todavía tiene cierta importancia, pues más adelante, se verú que sólo llega a ser 
despreciable en caso que ¡; ~ O. Finalmente, 

\ 
(IV. S) 4) o. < oz < ~"'(' , x«yr., 

Aquí, el proceso de ionización no puede ser tratado por métodos semiclásicos, ya 
que la velocidad del proyectil sería mucho mayor que la del electrón de la capa K, 
por lo tanto, sería cercana a la velocidad de la luz [19,16]. 
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Asi pues, como se puede ver, este trabajo abarca básicamente los casos 2 y 3. (Cáp. 
[[[), mientras que esta sección, donde se va a suponer que la detlexión coulombiana 
es impol1ante, esencialmente se apega al caso 2), en el cual X (ver eco (IV.7)) se 
ajusta a la condición (IJ.14) y, por lo tanto, nos garantiza que el número n (ver eco 
(1.37)) de veces que es más grande la velocidad· del electrón, respecto a la del 
proyectil, es suticientemente grande como para asegurar que (ver eco (lILlOS)) 

(IY..9) «1 

Por otro lado, la relación entre. el número de onda, k" del electrón emitido y el 
inverso del radio de la capa K, a,-se puede escribir de la siguiente manera: 

(IV.IO) ~ 
01... 

Utilizando las ecs. (1.37) y (1.3 S) o (1.46), se tiene que 

(IV.II) (Jk) , = ~(~ _ Z,l~ ~) 
01... ... 4> n LI + 1 .. ffip 

de este modo, si, cqmo ya se vio,:n es grande, entonces, también se tiene que 

(lV.12) (~)« I 

Por lo tanto, de la ecs. (IV.9) y.(IV.12), se tendría también que 

(IV.13) ( Ke, ) < < I 
SJ .... ,,, 

Finalmente, para poder suponer que el átomo-blanco, el cual es neutro, permanece 
en una posición fija y que no es afectado por la presencia del proyectil; para poder 
suponer que el proyectil describe una hipérbola con foco en el la posición del 
átomo-blanco y para garantizar que la masa del proyectil, mp, es aproximadamente 
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igual a la masa reducida del sistema, ~[: se pedirá que la masa del átomo-blanco sea 
mucho mayor que la masa del proyectil, lo cual, implícitamente, implica que la 
carga del proyectil sea mucho menor que la carga del átomo-blanco, Z, « Z,. 

La tabla IV.l muestra los valores de los diversos parámetros par~ algunos casos 
experimentalmente investigados por bombardeo con protones [19J. 

TABLA IV I 
Elemento Z2 .E; (keV) X. ~o aa 
Fe 25 140 21.8 0.28 0.051 

1300 7.2 0.0094 0.0052 
Mo 42 240 26.8 0.56 0.084 

1600 10.5 0.033 0.013 
2400 8.6 0.018 0.0083 

~ 

Pb 82 1920 18.6 0.21 0.046 

b) TRATAMIENTO PERTURBATIVO DEPENDIENTE DEL TIEMPO Y A 
PRIMER ORDEN DE LA IONIZACIÓN DE LA CAPA K PARA EL CÁLCULO 
DE LA SECCiÓN TRANSVERSAL PARA TRAYECTORIAS HIPERBÓLICAS 

I )PROCED[MIENTO GENERAL 

De las ecs. ([1.34) y (11.37) se tiene que la sección transversal para la emisión de un 
electrón atómico con energía cinética tinal T está dado por la expresión general: 

00 ~ 

(IV.14) ~~ = ~~te"fpdpl~dl e",t<Ij1,\\;:_IR(t.)\\~T>\t 
o o 

donde E es la excentricidad de la trayectoria hiperbólica del proyectil (Cáp. 1), 
suponiendo que el núcleo-blanco, centro dispersor del proyectil, se encuentra en el 
foco F (ver Fig. IV.I). Por otro lado, de la ec.(1.8) se tiene que 
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/ 

I 

/ 
I 

ü'F - distancia del centro de las hipérbolas al foco donde se encuentra el núcleo

blanco 

O' A - distancia del centro de las hipérbolas al véltice de la rama que traza la 
trayectoria del proyectil 

1, - asíntota de la hipérbola (describe por donde inicialmente se acerca el proyectil) 

1, - asíntota de la hipérbola (describe por donde se encuentra al proyectil cuando se 
aleja del lugar de la colisión) 

Como el proyectil sigue una trayectoria hiperbólica, yendo por la rama de una cierta 
hipérbola, entonces, el núcleo-blanco (centro dispersor) debe encontrarse en el foco 
opuesto a dicha rama. 

Figura IV.l 

(IV.15) o'F + O'A -= o, (H 1) 
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Además, en el capítulo 1, también se vio que O' A = a y que O'F = ac. Con esto ya 
se puede determinar el parámetro de impacto p en términos de estas cantidades. 
Entonces, tomando en cuenta que el parámetro de impacto se puede ver como la 
distancia recta [46, Pág.63] entre la asíntota 1, [46 Pág.79] Y el núcleo-blanco (el' 
punto F), situado en 0(0,0), donde se cruzan los ejes XY; se va a definir la asíntota 
1, como 

Por lo tanto, la distancia recta entre O y 1 ¡, es decir p, es 

-..[E'C'I' (o) 4 (-1) (O)+~Q t = a.~C' _1' 
(IV.17) P -:. ~ é"" _ 1; 1 ' 

de donde se obtiene que 

y, por lo tanto, 

(lV.19) pdp -:. o.'!"EdE. 

Por otro lado, se tiene que el término IIlr-R(t)1 puede ser expandido como [47] 

(IV.20) 

Donde se ha definido r, como el más grande entre r y R(t) Y r< como el menor entre 
estos mismos. Así pues, este capítulo se confinará a sólo considerar el término 
monopolar en el potencial, asumiendo que este término es el dominante para a ({ 
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qmin. , o equivalentemente, cLfando la velocidad del electrón es mucho mayor que la 
velocidad del proyectil. Entonces, por esta razón y dada la cc. (lV.19) y la ec. 
(IV.14), se tiene que 

dd<r~r:: ~ a.1.fe~rt.dE 
¡ 

(IV.21) 
I 

r.( f\ "" . R (t) ) 

)dl ~"'\~T I X I It'K) 
-"" I 'r)' P, .,- , 

Luego, para evaluar las ·integrales de la ec.(IV.21) se va a lIsar una representación 
paramétrica empleada por, entre otros, TER-1vlARTlROSYAN[40]: 

X :: a (c.oshw + é) 

y=oJe-I'senhw 

(IV.22) "i:= O 

R:: Q(e <osh"" ti) 

1:."" ~l (benhw+w) 

E§TA TE§1[§ NO §AJLF 
1DlE lLA lBílRUOTECA 

Donde W E ( -00, ce). Cuando W ~ -00 se tiene la representación del proyectil en la 
región asintótica mucho antes de la colisión; mientras que en w = 00, se tiene' la 
representación del proyectil mucho después de la colisión, también en la región 
asintótica, Entonces, insertando en la ec.(IV.21) las funciones de onda del los 
estados final e inicial del electrón, \VT y \jIK respectivamente, con momento angular 
I ~ O (ver Cáp. IlI), dadas por las ecs.(IlL97a) y (IlI.97b) [34], se obtiene que 
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Donde b se define como 

(IY.24) b = 0<.- L ~e +.2. .. ~e u.. 

La integraci~~m sobre {P, l!p , la integración sobre e, IH . Y la integración sobre r, Ir, se 
pueden llevar a cabo fácilmente y se obtiene que 

"" 
d(f; l1T "LZ' ~ I I~I I'-J dT = {;' o.. ,e. No,l'kl No,~ e.dE 

, 

d.L ¡~t d -;'1. i't I 
X ~ e . u. ( 1- u.) u.. 

(IY.25) ~"" ¡ , 
_~ \ ["1(I-it¡lr(llitI) 

Donde 1, es aquello que está encerrado en los paréntesis cuadrados. Para integrar 
sobre el tiempo se deben usar las expresiones de la eco (IY.22) para sustituir las 
variables t (dt = dlvl {Ecoshw + l }dw = {Rlvddw) y R, e integrar sobre w; mientras 
que de la eco (IY.I), úl puede ser escrita (ver Cáp. 11) como úl = Epjrl = qm'"v" 
Entonces, recordando que aqm'". = ~ (ver eco 1.5 1) Y multiplicando por el momento y 
arbitrariamente por Vi se tiene.que 

'" 00 

(1.26) . r' - . (di: cwtr _ ( d ifCo >enhwtwl[~_ 
V, t - V, ) e R - J y.J e b' -.. -
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C\t -bo.( "r(t ... \'w+w)-bQ~c",\'w 
b~ e ) dw e <os ),vv 

-.. 
Ahora, se van a representar estas integrales en términos de lo que se llaman 
funciones de Bessel modificadas de tercera clase y de orden complejo [39, 19]. Para 
ello, hay que identi ticar las cuatro integrales que se tienen. Así pues, primero se 

tiene 

haciendo la transformación 

W ---t -w' 

se tiene que (ver [39] Pág. \82, ec.( 1 O» 

(\V.28) 

La integral [2 sería 

00 

([V.29) 1" =) dw d~ (tsen\'w +"") -bQ,~coshw) 
-00 

Para la cual se hace el siguiente cambio de variable 
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De donde se obtiene, utilizando la detinición del senh y cosh en térmicos de 
exponenciales, que 

~ 

1,- =- J ~ e~(Y-Y) y;f e\'~E (yt~) 
o 

(IV.30) 

Ahora, si se hace la sustitución 

y(c/2)(ba - i~) = t 

se obtiene 

Por lo tanto (ver [39] Pág. 183, ec.( 15», 

Para IJ e 1, se utiliza que coshw = (e" +e''')/2, entonces se tiene que 

"'" 
(IV.33) 1

3
= ~ d 'N" e;l(oenhwt",,) +w - ba.tc., \'W 

-00 
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y 

Tratándolas de la misma manera en que fue tratada 12, se obtiene que 

.1" il 
(IV.3S) 1 ::. 2. (bo.+ Lf \-t-I< . (tJb' 't'<O' ') 

3 bu - '-t / -H'f o. r 

mientras que 

-1 ti. t 

(IV.36) I~ = ~(::~~ n-t-K'-'1" (t h'o.'-tf') 

Finalmente, sustituyendo 1,,1,,1) y 1", Y utilizando la propiedad: K .,.(X); K,.(x) (ver 
[39] Pág: 79, ec.(8», se tiene que la eco (IV.26) se transforma en 

a . ~ 

Vi T. ::; Lib3e'¡k;} (E f)-l.b(Q+lb-')eb~ (~:~~;r- K;f(Ub<Úf')-

~ 

(IV.37) _abe e~ t {(t:~~P 1- k't" (t~bta.~tf ,) + 

o bien, factor izando primero y luego utilizando la propiedad de que K,.,(x) - K",(x) 
; -(2v/x)Kv(x) (ver [39], Pág. 79 ec.(l», se obtiene que 

(IV.3S) V¡ 1, ::; 
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agrupando y simplificando finalmente se obtiene que 

Hasta este punto el desarrollo es exacto. A continuación se harán aproximaciones 
que estarán basadas en las condiciones (IV.9) y (lV.12). Esto es 

(lVAO) Ibla.:::: 1«'-'Ke(lt.zU.)/ Jo<.¡+I\~(\+2.1.1{ 
'f ~~(~a. '3,,,,(0 

Considerando (IV.12) y que u: (0,1] se tiene que 

Y, de acuerdo con (IV.9), se obtiene luego que 

(IVA2)~ ~ Ibla. «\ ) Ib\a. :: c<.Q. 

'tmr" 1 
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Ahora, con esto, se hará la siguiente aproximación 

. J) 0.+'. ::. (_1) - o.+q (IV' 4' (b f )y< ~(b' ~ )-¡, 
bo--' f bu + 'f 

Por otro lado, utilizando (IV.42), se tiene que 

elevando a la i~-ésima potencia y utilizando que para un cierto número b (= i~I:~, en 
este caso), irracional o con parte imaginaria distinta de cero, y un número complejo 
a (= -1 Y arg a = rr en este caso), se tiene que (ver [33] PágA4, Prop. 1.3.10): ah = 
eh'''''' _'""h , donde lag a = lag lal + iarg a, y n = O si arg a E [-rr, rrJ o [O, 2rr] (ver 

[33] Pág.45). Así pues, se tiene que 

Por otro lado, de acuerdo con un teorema de multiplicación para funciones de 
Bessel (ver [38J 7.15 ec.(19» se tiene que 

Como se puede ver, esta expansión converge rápidamente si la condición (IVA2) se 
cumple. Así pues, utilizando que K, (x) = K .,. (x) y pasando el denominador del 
lado izquierdo de la eco (IV.46) a la derecha, las rápidamente convergentes 

. ., 2 ., 1'" ( .,., ):" 1/") . expansIones para K¡,(e[b-a + ~-] -) y para K¡,., e[b-a- + .,-] -, escntas 
explícitamente hasta n = 2 Y n = 1, respectivamente, resultan ser 
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Otra vez, tomando en cuenta que la condición (lVA2) se cumple, las raíces 
cuadradas elevadas a (-i~) Y (1- i~), respectivamente, de (lVA 7a) y (lVA 7b) pueden 
ser reducidas a la unidad, así pues, el término encerrado en los paréntesis cuadrados 
de la ec.(IV.39), puede ser escrito como 

Nuevamente, utilizando (IV Al) en (IVAS), ahora para aproximar las raíces 
cuadradas - que en ella aparecen - a la unidad, y sustituyendo lo que de ello resulte 
sobre (IV.39), así como sustituyendo también el resultado de (lVAS) en (IV.39), se 
tiene que 
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(IV.49) 

Ahora, utilizando otra vez que ab
:::: etllug 

¡¡ + ~:tinh doride n:::: O si arg a E [-n, rr] o [O, 

2IT], se tiene que 

(lV.50) ( ba..)-ir _ -i}j,,(I-~~) 
1--. -e. 

'r 
Luego, utilizando la expansión del In (1 + x) cuando Ixl < 1: 

n ) "'31'1 (lV.5Il..<,...(I+x =X-~X +~'" --;:¡X +.--

se obtiene que 

Ahora, utilizando la expansión de eX. se obtiene que 
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Insertando esta expresión en (lV,49) y tomando en cuenta que Ibla '" aa = Z,E,/E¡ 
debe ser un número considerablemente menor que 1 para que sc dé la ionización y 

que, más aún, es mucho menor que 1:" se pueden aproximar los denominadores de la 
eco (IV.49) a ser puramente imaginarios y, además, a partir de k l ', sólo tomar el 
primer factor (ver ec.(IV.48» 

1>'" . 

V 1 - 1.6-' -'Ü" ' o l/ ) (IV.54a) ¡ t - e~o li.n t "-i¡+n (E1 

" , ) . 6 a. 
Ii., = L ;Z r 

(lV.54b) 11'" n - \ (_ 'p~o..~)" 
'Lo ;2..n-'f1!"t (valido po.ra. n 2:2) 

Insertando este resultado en la ec.(IV.25) se tiene que, definiendo unas nuevas k"" 

(IV.55a) Il.'; =- :~: + br (~t -.;;-) 

Insertando los valores de las k,,", separando ko" Y k,", las cuales no están dadas 
por la fórmula de la sucesión k"", se tiene que 
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d (lKT rr.. '- ['1. ~ I N 1'- 1. f'" 
(IV.56) dT = 11'-0, ,e 0,10.1 I No/ti é dI: 

, , 

x ~¡t\:le'i:-f[l(f(q)r(\_¡'l)~("¡1) JJu. (HA)''! J'tK~ + 
• 

Ahora ya es posible hacer la integración sobre la variable u. Para hacer las dos 
primeras integrales del término encerrado en las llaves de la ec.(IV.56) se recurre a 
la función beta ([30] Pág.223 ec.(A.I O». Para la tercera integral, que está dentro de 
la sumatoria para n 2: 2, se usa una representación integral de la función 
hipergeométrica ordinaria (ver [38], 2.12, ec( \ », de este modo, la integración sobre 
u, 1" ,está dada por (ver también eco (lV.24»: 

, 

j -;~ it 1 ft., 

(IV.57) Tu = du (I-U) U. b = 
o 
, 

= S d '-' (1- u.)\l' (1 +-
o 

Usando la ec.(IV.95) y cumpliéndose la condición (IV.12), que implica que k" « a 
(o lo que es lo mismo, 11 ::: 1), la función hipergeométrica se puede escribir cama 
,F,(3-2n, l+i11, 2, -2/(I+i11» y, por lo tanto, se puede hacer una confluencia (ver 
[38], secc. 6.1), de tal manera que 
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Donde (D es la función hipergeométrica confluente. Así pues. con las dos primeras 
integrales del término entre llaves y la tercera dada por la ec.(IV.58), se obtiene que 
lo que está encerrado en las barras de valor absoluto, lo cual será Ib.mado 11:, 

resultará ser 

donde las k" están dadas por: 

~o:o -:f: + '~~ 

• • 
lO.O<.. 

r-

Como dal~o ~ 4Z l/X (ver ec.(IV.4)), se ve que para valores suticientemente grandes 
de X, la ec.(IV.59a) puede quedar bien aproximada tornando los tres primeros 
términos de la sumatoria (n = 0, n = 1, n = 2). Para esto, se puede escribir K -i~+2 en 
términos de K.;;., y de K.;, (~K;;) (ver [39], Pág. 79 ec(8) y ec(I)): 

De este modo, 1, se puede escribir aproximadamente corno 
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2)SECCIÓN TRANSVERSAL TOTAL Y SU RELACiÓN CON AQUELLA 
CALCULADA CON LA APROXIMACiÓN DE BORN. 

La sección transversa! total para la emisión de los electrones ele la capa K con 
energía detinida puede ser obtenida de (IV.59a) integrando sobre la excentricidad. 
Usando una fórmula integral de Lommel (ver [39), Cáp. 5), y usanclo los fórmulas 
de recurrencia para las funciones K -i~ ... n ([38], Pág. 79) se obtiene que 

(IV.62) 

A, B, Y C son polinomios cuyo número de términos depende del número incluido en 
(IV.59a). 

La convergencia de las expresiones para A, B, Y C depende, como se puede ver de 
(lV.59a), de los parámetros aa y ~, , los cuales a su tiempo pueden ser expresados 
en términos de X (ver ecs. (lV.2) y (IV.3). Para valores suficientemente grandes de 
X (X :> 30 para protones) una buena aproximación puede ser obtenida si uno 
desprecia los términos de (IV.59a) de orden mayor a n = 2. Entonces, para los 
coeficientes A, S, Y e se encuentra que 

A ~ - ~ }~ + ~ (f~/ 

B =...L ~. 8 (Co. ",-)'-
(IV.63) 9'f - 5 r . ) 

e :: -' _.'i ~ + 8 (0.0<.)'-
18 ~ r s r 

Para valores más pequeños de X, los términos de orden más alto en la ee. (lV.59a) 
pueden tener un efecto significante. No obstante, para X .( 30 se puede utilizar el 
hecho de que el tercer término en (IV.62) es altamente dominante. Entonces la 
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aproximación para A y B en (IV.63) es suticiente, pero, para e uno ckbetoll1ar en 
cuenta más términos en (Iv.59a). La expresión general para e está dada por 

Así pues, 

(Iv.64b) Q. = -ª-
5 

Debe ser notado que el término (8/5)(ao./I:;') en e (ver ecs. (IV.63) y (Iv.64a» 
corresponde al término dominante obtenido del cálculo hecho con la aproximación 
de Bom (ver eco (1Il.124», a condición de que se usen las expresiones aproximadas 
para las funciones de Bessel en (IV.62) cuando el argumento de éstas es 
considerablemente menor que 1: 

(IV.65) 

Kif(rp~-Jn(q) 
Ef < < I 

La expresión general para la sección transversal para la emisión de electrones de fa 
capa K está dada por 

la cual también puede ser escrita en la forma 

dq- -"~( d<r) 
(IV.67) dT"" e dT B •• J I-F(;(.,p) 

donde (dcrK/dT)Bom es la sección transversal que se obtuvo en el capítulo anterior 
para trayectorias rectas y está dada por (HI.I25). El factor de corrección f(X, é;) 
puede, entonces, ser encontrado de (Iv.63) y (Iv.64a). Así pues, teniendo que X es 
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lo suticientemente grande para poder hacer las aproximaciones ya mencionadas, 
con lo cual el factor de corrección sería mucho menor que 1, la corrección principal 
a la ec.(III.l2S) proviene del factor e'" , por lo tanto, ambas expresiones se 

aproximan sólo en el limite cuando ~ « l. Tal como se analizó en el capitulo l. 

A continuación, simplemente se relacionan las secciones transversales totales con 
ambos métodos, cuando f(X,~) « l. Esto es, la sección transversal calculada a través 
de la primera aproximación de Bom se puede escribir como (ver ec.(1ll.143)): 

donde CK ~ 9( 1.83)C y C está definida en (IlI.l29). Por lo tanto, de acuerelo con 
(lY.67), la sección transversal, tomando en cuenta la e1etlcxión coulombiana, se 
puede escribir como: 

haciendo el siguiente cambio de variable 

(IY.70) -1:'" irQ E,+ L 
-¡¡ V ~ 

se tiene que 

10 , dO -< ( -t(~V¡)(t,v¿)- -10 _ ({¡V')-J~dt 
(IY.71) Clc = (1<.) e Tfo.. no. 1. dt - el< 1T<>- t'O 

~ ... : .. V(l. ,...r.o.TT 

Usando integrales exponenciales, mediante un cambio de variable: t ~ t'lx, se tiene 
que, 

) 

.. _xl )00 t' ) 
X - ~ dt = --.L n di 

(lY.72) E..,()- t.~ cx. X 
, . 

Por lo tanto, 

00) _,-' 

= xn-I ~ dt' 
t'" • 
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-x "o, e dt ~ l ~~ -l 

(IV.7J) ) e
t 

n d l -= x ,,\:. ~ 
, 

de donde, 

\-Yl e J
O<> - xl 

(IV.74) X ~ dt 
, 

Utilizando esta igualdad en (IV.71), se tiene que 

(IV.75) \l
t

::: el<.. ~, [,. (~~:" \f 0.) .. 
Finalmente, comparando con (IV.68), se obtiene que 
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V. APLICACiÓN DE LOS MODELOS 

En este capitulo se darán algunos resultados experimentales del cálculo de la 
sección transversal de ionización de la capa K por colisión con p+, 3He+ y .I He +-, En 
cada una de las gráticas, donde lo que se tiene es E¡ vs. (eJ,)"" aparecen también 
las gráticas de E¡ vs .. ( eJ,)"o," Y (eJKlcool., correspondientes a los modelos estudiados· 
en los capitulos III y IV, respectivamente. 

a)TABLAS 

Tabla V .¡.Energía del proyectil H+, Ej, contra la sección Iransversal experimental de la producción de rayos X de la 
capa K, d'e'p, para Fe. [50J. Aqui, los valores de n van apro.,;imadamente dI;! 6.1 hasta! I para la energia mús blljn. 
Mientras que. So va de 0.04 hasla 0.26, para la eneroja mas baja , 

Ei(KeV) (eJK)",( cm') 
140 2.45*10" 

152 3.35* IO·"N 
160 4.50*10"'0 

180 8.00*10'= 

202 1.28*10'" 

224 1.89*10" 

242 2.77*10" 

262 3.63*10'" 
282 5,20*10"n-

304 6.60*10"n-

324 8.42*10'" 

342 9.65*10·-''Y 

364 l.n*IO·' 
406 1.92*10" 

448 2.70*10" 
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Tabla V .2. Energía del proyectil H .... E¡. contra la sección lransvers¡¡1 experiment¡¡1 de la producción de r¡¡yos X de la 

cD,pa K. Cinp • para CU. [50J. Aquí. los valores de n van aproximadamente de 6.S haSI;} Il.S. para la energía 111{¡:; baja. 
Mientras que. ~o va de 0.06 hasta 0 . .32 pan la ener"ia mas baja o 

Ei(KeV) cr"p.e cm·) 
143 4.61*10-·' 

153 6.98* 1 0-·' 

163 1.29* 1 0-· 

182 1.93* 10-· 
204 3.43* 10-" 

224 5.26* 10-'° 

245 8.22* 10-'0 

.263 1.16* 10-" 

288 1.63* 10-· 

30S 2.29* 10'· 

329 2.95*10-· 

349 4.17* 10-· 

369 5.IS* 10-· 

392 6.60* 1 0-· 

411 S.OO*IO-

456 1.04* 1 0-'" 

Tabla V.J .Energía del proyectil H+, Eh contra la sección transversal experimental de la producción de rayos X de la 

capa K, Ci.xp • para Mo. [50J. Aquí. IQs valores d.e n van aproximadamente de 6.8 hasta 13,2 para la energía más baja. 
Mientras que ~o va de 0.06 hasta 0.44, para la ener"ía más baja o' 

Ei(KeV) cr,.,p(cm·) 
240 7.40* 10'· 

260 1.0S*10·· 

2S0 1.62*10-' 

300 2.40*10-

320 3.45*10-' 

340 4.75*10-" 

360 6.42 * 10-·' 

.3S0 S.45*10-· 

400 1.13 * 10"0 

440 1.62* 10-'0 

600 4.50* [0-'0 

740 1.1S*[ 0-<0 

940 3.0S* 10-' 
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TJ.bla V A.Energía dd proYl!ctil H-t-, E¡, contra la sección uunsversal experimental de la producción dI! rayos X de la 
capa K. cr,,~. para Ag, [50, S! l. Aquí, los valores de n vnn ¡¡proximndnmenlc dI! 7.2 has!" !4.5. pnrn !a energía más 
bajn. Mic:ntras que va do:: 0.072 a 0.588. para la enc:ruia más baja , 

E,(KeV) cr"p(cm·) [50] 
260 1.58* 10"" 
280 2.55* 10'·' 
300 3.56* 10"0 
320 5.24* I O'· 
340 9.18*10'· 
360 1.32* 10'·' 
380 1.87* lO'·' 

400 2.62* 10'·' 
600 1.39* lO'·' 
740 3.20*10'· 
940 S.40*10· 
1040 1.28*10'" 

E;(KeV) cr"p(cm") [51] 
600 4.55*10'·' 
700 1.0S*10·'" 
800 1.83*10'·' 
900 3.52*10'· 
1000 4.58*10'<0 

Tabla V .5.Energía del proyectil H+, E¡, contra la sl!cción transversal expl!rimental de la producción de rayos X de la 
capa K, cr .. p • para Al [43J. Aqul, los valores de n van aproxim"damenle de l.3 hasta 3.3 para la energía más baja. 
Mientras que ~o va de 0.00042 hasta 0.0069 para la ener"ia más baja o 

E;(MeV) cr"p.(barn) 
0.375 130 
0.5 230 
0.6 300 
0.7 340 
0.8 410 
0.9 490 
1.0 550 
l.l 620 
1.2 680 
l.3 700 
lA 780 
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1.5 1900 
1.6 1890 
l.7 1910 
1.8 710 
1.9 700 
2.0 800 
2.1 780 
2.2 760 
? o _., 890 

Tabla V.6. Energía del proyectil H+, E¡. contra la sección transversal experimental de producción de rayos X de la 
capa K, cr .. p • para Cu. [4J]. Aquí. los valort!s de n van apro.'\imadamente de 3 hasta 6,4 para la energía mús baja. 
Mientras que ~o va de 0.0052 hasta 0.05 para la eneroía más baja , 

Ei(MeV) cr"p.(barn) 
0.5 0.9 
0.6 1.9 
0.7 3.0 
0.8 4.8 
0.9 6.5 
1.0 9.0 
1.1 12.0 
1.2 16.0 
l.3 19.0 
lA 22.0 
1.5 26.0 
1.6 32.0 
1.7 36.0 
1.8 41.0 
1.9 48.0 
2.0 53.0 
2.1 .59.0 
2.2 61.0 
2.3 68.0 
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Tabla V.7 .Energía del pro~ec¡il H"', E¡, contra la sección transversal e.,<;perimenlal de la producción de r¡¡yos X dt: la 

capa.K, (J.'I" paril In. [43]. Aquí. los villorcs de n van apro.\irnadamente de 5 hastrl 12.1 pam la ener~ía m;is baja. 
I\-licntros que ~IJ \",1 de O.U::!..J. hasta 0.34 para la etll..'f"·a lás baja . , , ",1 11 

E;(i'vIeV) cr"p.(barn) 
0.4 0.00036 I 
0.5 0.0015 1 
0.6 0.0056 
0.7 0.0084 
0.8 0.016 
0.9 0.025 
1.0 0.037 
1.2 0.075 
1.3 0.07 
1.4 10.14 
1.5 0.13 
1.6 0.21 
1.7 0.20 
1.8 0.30 
1.9 0.26 
2.0 0.42 
2.1 0.38 
2.2 0.60 
2.3 0.95 

Tabla V.8.Energía del proyectil H+, E¡, conl~a la s,.:cción transversal experimental de la producción de rayos X de la 

capa K, (J~,p, para Al. [29). Aqui. los valores de n van apro.\imadamenle de 4.5 hasta 14.4 para la energía más baja. 

Mientras que ~o va de 0.018 hasta 0.58 para la energía más baja 

Ei(KeV) cr",.(barn) 
25 0.06 
30 0.25 
40 1.05 
50 4.00 
60 7.00 
70 16.00 
80 30.00 
90 40.00 
100 55.00 
120 120.00 
140 200.00 
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160 350.00 
ISO 400.00 
200 600.00 

Tab!a V. 9.Energía del proyectil ;He -l-, E¡. contra la sección transversal experimental de la producción de rayos X de 

la capa K, onp' para Al, [29}. Aquí, los valores de n van aproximadamente de 8.0 hasta [6.8 p:lfa la \!nergi¡¡ más baja. 

Mientras que ~() va de 0.03 hasta 0.3 par.! la energía más baja ,. 
E¡(KeV) cr"p.(bam) 
45 4.06*10" 
50 1.02*10'· 

60 3.95*10'· 
70 1.3S*10· 

SO 3.12*10' 
90 7.5S*10· 

100 1.14*16" 
120 2.5S*10 
140 5.20*10 
160 9.25*10 
ISO I.3S*IO 
200 2.31*10 

Tabla V.l O.Energía del proyectil ~He +, Ej. c~n(ra la sección transversal experimental de la producción de rayos X 

de la capa K, O'~'P' para Al. (29]. Aquí, los valores de n van aproximadamente de 9.2 hasta 16.7 para la energía mas 
baja. Mientras que ~o va de 0.04 hasta 0.23 para la ener"ía mas baja o 

Ei(KeV) cr"p.(barn) 
60 6.98*10""-
70 2.52 * 10'· 

80 6.24*10' 

90 1.27*10' 
100 2.53*10' 
120 6.92*10' 
140 1.68*10 
160 3.21*16" 
180 5.25*10 
200 8.13*10 

A continuación se presentan las gráficas de estos datos y la comparación de éstos 
con las gráticas teóricas. 
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En ésta y las cuatro siguientes secciones transversales con deflexión coulombiana, se toman en 
cuenta cinco términos de la serie (IV.64a). La parte punteada de esa curva indica la región de la 
energía donde la convergencia de la serie se toma lenta y en la cual multipolos más altos en la 
interacción pueden empezar a contribuir de manera importante (ver ec.(IV.20)). 
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VI. RESULTADOS y DISCUSiÓN 

1) Sistema W -> "Fe. 

Como se puede ver de la figura V. t. los valores teóricos de sección transversal, en 
donde se considera la det1exión coulombiana, reproducen los valores 
experimentales de manera bastante aceptable. Además, se puede apreciar la 
importancia de la corrección del efecto de la repulsión coulombiana sobre la sección 
transversal que considera trayectorias rectas, esto es acorde con los valores que se 
tienen para,n y'; en estos datos. Por otro lado, se ve que a medida que aumenta la 

energía (el proyectil penetra más en las capas), la curva de O"l'uul., se va separando 
de los puntos e,xperimentales. Parece ser que la explicación de esto es que, en el 
caso ele elementos ligeros (Z, <: 30), el hecho de que la energia de ligaellll'a del 
electrón se incremente durante la colisión, debido a la presencia - cada vez más 
próxima - del proyectil [27], afecta marcadamente la probabilidad de excitación ele 
los electrones. 

2) Sistema H+ -> 29CU, (240 - 450 KeV). 

En la figura V.2 se aprecia, otra vez, que lo valores teóricos de la sección 
transversal O'Cuul reproducen muy bien los datos experimentales, mejor de lo que lo 
hace la a"om' Esto, otra vez, va de acuerdo con lo esperado, dados los valores de n y 
~ para estos datos. También, aquí se puede apreciar que las dos curvas teóricas se 
aproximan entre sí, a medida que la energía incrementa. Por otra parte, parece ser 
que la corrección por perturbación en la energia de ligadura cobra menos 
importancia que en el caso anterior, por lo menos para energías menores a 400 keV. 
pero, en el último punto, se puede apreciar la separación otra Vl.:Z. 

3)Sistema ¡-r -> "Mo. 

Respecto de la ti gura V.3 se puede decir que ambas curvas teóricas están 
igualmente alejadas de los valores experimentales, aunque ambas son una buena 
estimación. Aquí se tiene que la aCuuJ subestima la sección transversal, mientras que 
la aOom la sobrestima. La corrección en la ligadura del electrón lo étnico que lograría 
sería disminuir aún más la sección transversal, aunque muy ligeramente. Así pues, 
la respuesta a estas discrepancias está en el hecho de usar funciones de onda no 
relati visticas para los estados de los electrones pertenecientes a elementos que 
comienzan a ser pesados [18, 19]. Como se indica al principio del capitulo 1, usar 
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esas funciones de onda incrementa considerablemente la sección transversal pJra 
blancos pesados, y como se puede ver. la gráfica que considera esto es b que mejor 
se ajusta a los datos experimentales. 

Sistema I-r- ~ HAg. 

He en la figura V.4, que se tiene básicamente el mismo comportamiento que para el 
molibdeno, sin embargo, los efectos relativísticos son más notorios que en aquél. 
Además, en las energías más bajas, la aBorn ya se aleja bastante de los datos 
experimentales, no tanto así' la aCuul., lo cual indica que la repulsión coulombiana 
está jugando ahí un papel importante. 

Sistema H+ ---> "Al, (0.5 - 2.5 MeV). 

En la tigura V.S se tiene el ·mismo proyectil, ahora mucho más veloz, incidiendo 
sobre un blanco ligero. Aquí, tal como se esperaría de los modelos - dados los 
valores ele n y ~ -, los valores que arrojan ambos cálculos, al\urn y aCuul., coinciden 
entre sí y describen muy bien los valores experimentales. De hecho, a estas 
velocidades, a pesar de tener un blanco ligero, la corrección en· b ligadura del 
electrón y las correcciones relativísticas madi fican despreciablemente la 
aproximución. Así pues, la razón de la abrupta caída del último punto se desconoce. 

Sistema H+ ---> 2"eU, (0.5 - 2.3 MeV). 

En la figura V.6 se tiene otra vez coincidencia entre crllorn Y 0"('(1111., sobre todo para 
las energías más altas, lo cual de nuevo está de acuerdo con los valores de n y de ~. 
A su vez, se puede ver que ambas, aunque mejor la CTCuul., predicen aceptablemente 
los valores experimentales. Nótese que a mt:dida que baja la energía, la G[lOr!\ 

empieza a sobrestimar la sección transversal. Por otro lado, resulta que, para este 
blanco y para esas energías del proyectil, las correcciones relativÍsticas y de 
ligadura del electrón no cambian mucho las predicciones de la GCnul. Si se compara 
con la tigura V.2, es también alrededor de 0.5 MeV, donde las predicciones 
comienzan a tener problemas. 

En la figura V.7 se tiene otra vez un blanco pesado y, de nuevo, como en el caso de 
la plata, ambas a's presentan discrepancias de impol1ancia. Al igual que en el caso 
de la plata, parece ser que son las correcciones relativísticas las que oti'ecen una 

112 



mejor aproximaclOn. Sin embargo, añadiendo a los modelos tanto correcciones 
relativísticas junto con correcciones en la ligadura del electrón. todavía se encuentra 
que la predicción teórica se comporta de manera distinta de lo que lo hacen los 
datos, por debajo 0,8 MeV, Nótese que la ""om reproduce bastante bien los elatos 
experimentales para las energías más altas, lo 'cual tal-vez sea engañoso, ya que la 
sobrestimación de la sección transversal por la O'Bom obedece a suponer trayectorias 
rectas del proyectil, lo cual no es cierto; lo que contrarresta la disminución de la 
sección transversal por la de flexión coulombiana es el incremento que se obtiene 
por er aumento en la densidad electrónica del blanco, cerca del ongen, que 
corresponde a las correcciones relativisticas. 

Sistema H~ -> IlAI, (25 - 200 KeY), 

En la figura Y,8 se tiene el mismo sistema que en la ligura Y,5, pero, a diferencia 
de ese sistema, la energía del proyectil es mucho menor, Entonces, lo que se tiene es 
que tanto la GUOnl - principalmente - como la Gcoul. sobrestiman la sección 
transversal, Sin embargo, tal como se espera de los valores de n y f" la "eool. mejora 
la predicción de la "Boco' El hecho de que todavía los datos caigan debajo de las 
curvas teóricas se debe a los cambios en la energía de ligadura del electrón. En 
efecto, si además de la corrección por detlexión coulombiana se agrega la 
corrección por las variaciones en la energía de ligadura del electrón, la sección 
transversal teórica reproduce perfectamente (os datos experimentales. 

Este sistema, correspondiente a la ligura Y,9, presenta un cambio en el proyectil, Se 
tiene un proyectil con la misma carga, pero, tres veces más masivo. De nuevo, la 
O"Cuul. presenta una mejora sobre la O'Uorn , sin embargo, falla todavía, ahora por poco 
mús de un orden de magnitud - mús que pam el ~¡+ -, respecto ele los datos 
experimentales. Resulta que, agregar la corrección de las variaciones en la energía 
de ligadura del electrón a la sección transversal teórica hace que ésta reproduzca 
perfectamente los datos experimentales, Por otro lado, puede verse que aún cuando 
la energía por unidad de masa es la misma, la "Cool. falla más para JHe que para H+, 
esto se debe que la variación de la ligadura del electrón no depende de la carga neta 
del proyectil, sino de la carga del núcleo, 
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S · 4 + Istema He --> IJAI. 

La tigura V.I O presenta un sistema donde el proyectil es más masivo que en el caso 
anterior, pero con la misma carga. Otra vez, aunque la O'C'JuL mejora las predicciones 
que arroja la <JBorn. falla - igualmente que para el 3He->- - por poco más de un orden 
de magnitud, y, del mismo modo' que para el 3He !-, agregando la cOJTección de la 
ligadura adicional del electrón, se obtiene la sección transversal que reproduce con 
gran precisión los datos experimentales. Ahora, nótcs¡,; que las secciones 
transversales experimentales casi coinciden para el 3He+ y para 4He->-, cuando tienen 
la misma energía por unidad de masa. Además, se puede ver en la gráfica que, dado 
que el 'He es isótopo del 3He' y: por lo tanto, tienen la misma carga, el factor de 
corrección por la ligadura adicional del electrón cumple con ser el mismo en ambos 
casos [28]. 

Por otra parte, hay que agregar que en ninguno de los dos modelos que se 
estudiaron se tomarOn en cuenta los efectos de apantallamiento [191. 

El apantallamiento del campo coulombiano del núcleo por los electrones atómicos 
puede interferir de dos maneras diferentes. 

a) Realmente, el proyectil se mueve en un campo coulombiano apantallado, más 
que en uno no apantallado, tal como se sugiere en el capitulo IV. Entonces, la órbita 
descrita en (IV.22) no es del todo correcta. Por otra pal1e, se ha siempre supuesto 
que la colisión se da bajo la condición de que a « la,l. Esto signitica que el 
movimiento del proyectil en la región de considerable apantallamiento es ya casi 
imperturbado por el campo del núcleo. Así, el efecto de apantallamiento es, 
entonces, despreciable. 

b) El electrón - tanto en el estado ligado, como en el estado libre - se está moviendo 
en un campo coulombiano apantallado. Esto es tratado de las siguientes maneras: 

1) El electrón adquiere una energía adicional de la repulsión por los otros 
electrones. Aunque esta energia es relativamente pequeña comparada con la energia 
de ligadura EK1 tiene cierta importancia debida a la gran dependencia de la sección 
transversal de ~. No obstante, uno puede tomar en cuenta este efecto usando las 
energías de ionización experimental para Eper = EK + T, en vez de las teóricas. 

2) El cambio de las funciones de onda por el potencial apantallado tiene que ver en 
dos partes: 
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i) El, asi (¡amado, efecto de· apantallamiento interno [19J es tomado en clIenta 
usando la carga nuclear apantallada (Z::Jcti.:~,~ Z2 - 0.3, en vez de Z2, en la expresión 
para dcr¡.:/dT. Esto es una corrección pequerl<l, obviamente. 

ii) El efecto de la parte externa de! apantallamiento es más bien un c<).l11bio suave 
del potencial, apreciable sólo para distancias más grandes que a,/2(Z,)'" (ver Cáp, 2 
de [52]). Claramente, tal cambio es casi despreciable para los estados iniciales, 
donde ¡as funciones de onda se extienden sólo a distancias de alrededor de a,J(Z,). 

Por otro lado, hacer las correcciones por efectos relativisticos y por etectos del 
cambio en la ligadura del electrón, ya no. son tan simples y significan incorporar 
más elementos a los modelos y hacer nllevos cálculos de las secciones transversales. 
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CONCLUSIONES 

Ambos modelos tratados en este trabajo tienen una característica común con el de 
JAMNIK y ZUPANCIC [18.]. En los tres tratamientos la sección transversal es 
obtenida como un des31Tollo en serie de la cantidad a/qmín .. En consecuencia, la 
fórmula resultante sólo puede ser aplicada a experimentos donde la desigualdad 
(IU4) es satisfecha, es· decir,-·donde la energía de la partícula incidente es lo 
suíicientemente pequeña como· para que a/qmin. sea menor que l. Las demás 
·aproximaciones envueltas en los tres métodos, no obstante. sori tales que se puede 
decir que tienen, a su vez, diferentes regiones de aplicación. Por ejemplo, el primer 
método {Cáp. I1I) no presenta problemas cuando las energías de incidencia alcanzan 
ciertos valores; mientras que el segundo método (Cáp. IV), es evidentemente más 
favorable aplicado a la región de bajas energías, donde la detlexión coulombiana es 
de importancia, sin embargo, bajo esas mismas condiciones para blancos mús 
ligeros (Al) todavía la sección transversal está sobrestimada. 

Para elementos pesados, los valores experimentales caen por arriba de las 
estimaciones teóricas, pero está visto que la desvia~ión se atribuye principalmente a 
las correcciones relativísticas en las funciones de onda del electrón, las cuales 
incrementan la sección transversal para este tipo de elementos. 

Por otro lado, Se ha visto [28J que la sección transversal es muy sensible a la 
ligadura del electrón y que la presencia del proyectil la incrementa ésta de tal forma 
que la sección resulta afectada considerablemente para blancos ligeros y bajas 
velocidades. 

Entonces, finalmente, el cálculo que involucra estas cuatro correcciones [43J es, 
hasta ahora, el que reproduce mejor los datos experimentales. En tanto, las dos 
calculadas en este trabajo proporcionan, bajo las condiciones antes mencionadas, 
una muy buena aproximación. Además, el desarrollo que hasta ellas ha llevado es 
fundamento de aquellas otras. 
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APÉNDICE A. FRAGMENTOS DE LA TEORÍA DEL MOMENTO ANGULAR 

a)Momento angular orbital 

El.operador de momento angular orbital, L, se define en mecánica como: 

A ,,"A 

(A-l) L::: y- "1.. P 

En coordenadas esféricas se tiene que 

Como L2 conmuta COn cada componente L¡ (L:>;) Ly, LJ, se pueden construir 
eigenestados simultáneos de L 2. Y de Li. pero como las componentes Li no conmutan 
entre sí, a lo más, una de ellas puede carecer de dispersión en un estado dado. Si se 
toma, en forma meramente convencional, a Lz con \:alor bien definido, se puede 
construir el estado ILL,>, eigenestado simultáneo de los operadores L' y L" pero 
que no será, en general, eigenestado de Lx ni de L,.. 

b)Eigenvalores y eigenfunciones del momento angular orbital 

Para determinar las eigenfunciones Y(8, (p) y los eigenvalores de los operadores de 
momento orbital, se establecen las correspondientes ecuaciones diferenciales en 
coordenadas esféricas, pues con ellas resulta más sencillo. Como existen 
eigenfunciones sfmultáneas tanto de L 2. Y de Li> las ccuaci-ones a resolver son: 

1\ 

(A-3) L"Z y(g)~) :::t,2), Yee)\f) 

" 
(A-4) L. YU3,\f):::f, m "fr9;Y) 

(con esta escritura, los eigenvalores A y m son adimensionales). Tomando el 
cuadrado de (A-2) se obtiene 
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Por lo tanto. 

De las expresiones de los vectores aro ao, 3¡p en términos de los vectores cmtesianos 
:.1.'(, ay, al.: 

,.. Jo. ¡\ /\ 

(A-7) Qc =- CI, Seni9 CCh'f t 0y 5eni9 ~en 'f t- C(" cos$ 

A A ,.. /'-

(A-S) Oe =C\x CO'519 COS'f +- 0. 1 CoS19,eY1'f - el;, sene 

~ ñ ~ 

(A-9) 0'( '" - O. sen re +- ay C~r 

A 

(A-lO) 09 C\'(' = o 

A ,.. 

(A-12) o~ 0,¡9 :: Q'(' (05' (9 

• 

Usando estos resultados en la ecuación (A-6) se obtiene 

(A-14) AL' ::: -t.·[~t -1- ~éJ. +-~ 0~J • .,e>'1e SO" El 

o bien, 

118 



Para construir el operador L, se proyecta la. L, dada por la ecuación (A-2), en la 
dirección z: . 

como de las ecuaciones (A-8) y (A-9) se sigue que: 

A '" 

"J a,' Qa ::: - '5 erll9 

se obtiene finalmente que 

"-
(A-17) L

1 
= -~-h8'e 

Insertando (A-15) Y (A-17) en (A-3) y (A-4) las ecuaciones de eigenvalores toman 

ta forma. 

(A-18)1 'Í31 == ¿m Y orYl 

Resolviendo primero la ecuación (A-18) para L" se obtiene 

Para que esta función sea univaluada se requiere que su valor sea el mismo para 'p y 
<p+2n, por lo que debe cumplirse la condición de que e imIP = eim(lP + 2¡'t), es decir 

(A-21) e,lTfm ::= \ 

lo que demanda que 
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.Esto quiere decir que la función de onda es invariante frente a una rotación de 21t. 
Además, los eigenvalores hm de L, son múltiplos enteros de t1: O, ±h, ±2t1', 
puesto que la dirección de z es arbitraria, este resultado debe entenderse en· el 
sentido de que la proyección del momento orbital en· cualquier dirección está 
cuantizada, por lo que los eigenvalores del operador", L, donde n es un vector 
unitario en dirección arbitraría, son 0, ± h, ±2h, , .. Sustituyendo (A-20) e~ la 
ecuación (A-'19), se obtiene ' 

(A-23) 1 ~(5el'\e~)0- m< G+Ae::. o 
",el" G 9S 0e sen<g 

Esta es la ecuación diferencial de Legendre y tiene soluciones para todos los valores 
del parámetro A, sin embargo, en general, tales soluciones son divergentes para 
algún valor de la variable 8 dentro del' intervalo (O,re), por lo que fisicamente son 
inadmisibles, Pero, resulta que la ecuación (A-23) tiene soluciones aceptables para 
m;:: 0, si Y sólo si: 

(A-24) A ::.Q(.Q'H) i .Q '~ 1m I 
Donde I es un número en~ero I =. O, 1, 2, ... 

En este caso, la soluciones de la ecuación (A-23) son las llamadas funciones 
asociadas de Legendre (x = cos8): 

m I rTY¿ lHm 
(A-25) p (X) = __ ( I _ X') O 

.( Jl J\ d X~'''' 

Así pues se ha obtenido un resultado sumamente impol1ante de la teoría cuántica 
del momento angular: los eigenvalores de L' son h'l( 1+ 1), 

Las funciones asociadas de Legendre son ortogonales respecto del indice 1: 

(A-26) 1P;(X)p; dx = J./~I 
-, 

Usando la fórmula (A-26) se demuestra que las Y's debidamente normalizadas Son: 
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para m ~ O. Estas funciones son llamadas armónicos esféricos: su valor para m < O 
se puede tomar como: 

c) Reducción del hamiltoniano para fuerzas centrales 

Cuando una fuerza es central el operador L2 es una integral de movimiento, por lo 
que las eigenfunciones del hamiltoniano pueden ser eigenfunciones del movimiento 

. orbital. 

Primero, en el sistema de coordenadas esféricas, el operador laplaciallo es: 

Insertando la ecuación (A-15) se puede reescribir esta expresión en la forma 

donde se está tomando en cuenta que p2 es igual a _02
\72. Esta fórmula sugiere que 

se escriba 

" " " (A-31) p2 '" p: + L' 
r L 

Sea ahora Ver) el potencial central; haciendo uso de la ecuación (A-31) se puede 
escribir el hamiltoniano en la forma 

(A-32) H 
Como toda la dependencia angular del hamiltoniano está contenida en el término 
proporcional a L', la función de onda 'l'olm(r,e,<p) se puede factorizar como el 
producto de una función radial R,,(r) y la función angular Y,'"(e, 'p). En efecto, si se 

escribe 
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y se sustituye en la ecuación de Schródinger. tomando en cuenta que los armónicos 
esféricos son eigenfunciones de L~, es decir: 

A '" '1. y"' 
(A-34) l1. '1 ::.1; JO-l-I) t 

. ). 

se obtiene que 

(A-35a) 

Por lo tanto, si se cancela Y(1. , la ecuación de Schr6dinger se reduce a su parte 
puramente radial: 

(. 
(A-35b) L ~~ + 
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APÉNDICE B. POTENCIALES CENTRALES 

a)Reducción del problema de dos cuerpos 

Ahora, supóngase ·un sistema compuesto de dos cuerpos o dos partículas. El 
hamiltoniano del sistema se construye como la suma del hamiltoniano de cada 
partícula más el potencial (o hamiltoniano) de interacción. Por lo tanto, si se supone 
que el potencial de interacción depende sólo de la posición de las partículas, se 
escribe: 

~ ~ A 

(B-36) H (p, ,p,';=,J,)= H, (p,/,)-I- H, (p,J,).¡. V(~JL) 
los hamiltonianos. H 1 Y H, a su vez pueden escribirse en la forma 

A r , 

(B-37)H =~+Vcrl=- t,' \1,'+\/;(?,) , 2,..,.,. ~ ¡. 1mi, lo (., 

• 

donde Pi representa el momento de la i-ésima partícula. La ecuación de Schrodinger 
es, entonces (para el caso estacionario), 

Suponiendo que cl sistema está aislado, y que - por lo tanto - los potenciales que 
producen los campos externos son nulos, por lo que sólo existe el potencial de 
interacción entre las partículas; la ecuación (8-38) se transforma en: 

(B-39)Er= [PI' .¡. p~ +V(r')(l)lr 
2111, UIl, J 

Para seguir adelante en la resolución de este problema hay que especificar más 
propiedades del sistema. Ahora sólo se está interesado en el potencial de interacción 
que sólo depende de la posición de las partículas, es decir: 

(B-40) y ("(-, 1(,) = y l7, - {-l) 

Para este potencial la ecuación de Schr6dinger es: 

(B-41) EY = I_l 'V,' - ~ "r +- y ("(,_(,)1 'f 
L ;L rn , :( ("11"1. J 
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Dada la estructura del potencial, conviene pasar de las variables r, Y r, a las 
variables relativas y de centro de masa, detinidas como sigue: 

(B-42) ? ~ r, - (, 

donde M es la masa total de sistema: 

De (B-42) Y (B-43) se sigue que 

(B-44a) V, :: 'Vr .¡. ~ íJ "-

(B-44b) V ... -'" -\j • .¡. ~ \IR 

Con el cuadrado de estos operadores se encuentra que 

~ 1- \/; - 'Vr' -t \/;} 
(B-45) mi ('11,. - -;:( M 

J 
donde >l es la masa reducida del sistema 

Sustituyendo este resultado en la ecuación (8-41), se obtiene 

Esta ecuación se resuelve con el método de separación de variables, entonces, se 
hace lo siguiente 
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descomponiendo la energía en dos partes 

(B-49) t = E,,- + Er 
se obtiene que 

esta expresión se puede separar en el siguiente par de ecuaciones 

(B-50) 

La ecuación (B-50) se refiere al movimiento libre de una "partícula" de masa M (a 
este tipo de partículas matemáticas se les llama cuasipartículas), cuya posición es R. 
la coordenada del centro de masa de las partículas 1 y 2; luego, se ve de la ecuación 
para el centro de masa, que se mueve libremente con energía ER. Este movimiento 
es irrelevante para el presente propósito, basta con que se pase al sistema de 
coordenadas en el que el centro de masa esté en reposo (sistema del centro de masa) 
para que se pueda tomar la solución trivial ER = O, ~ = const. 

La ecuación (B-51), por el contrario, describe el movimiento de una cuasipartícula 
de masa reducida ~L, asociada al movimiento relativo de las paL1ículas 1 y 2, sobre la 
que actúa el potencial Ver). 

Ya se vio (apéndice A), que en el caso de potenciales centrales, la ecuación (B-51) 
puede resolverse si se escribe 'l','m = R,,(r)Yt'"(8, <p), donde la ecuación radial R(r) 
está dada por 

(B-52) r_~ 2... ((2~ )-1' {;,'2- YÚ-t-J) + V(f)lR,VJ;:: ERe.-) 
L lJ,Ul. 0í~ 0( ;!.,jir' J 

donde ahora m = ¡.L, r = r, - r" p, = -ih(l/r)(6/5r)r = -ih(6/ór + l/r) y además, 
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Ahora conviene introducir una nueva función radial u(r) definida como 

R (r-):= U(r) 
r 

Así pues, la ecuación (8-52) queda de la siguiente manera: 

LKX.r+'hzQ(.Qtl) t-V(r)]~::: 
l 2vnf' C) f" 1m r 2. f' 

(8-55)[_K d~ + -];,2.Q(9+ 1 ) +VCí)]Ucr-) =' E u(,.-) 
2.(1'1 or' 2fl'1 ¡-2 

que es precisamente la forma de la ecuación de Schrodinger unidimensional. De 
esta manera, el problema central de dos cuerpos ha sido formalmente reducido al 
problema unidimensional de una cuasipartícula asociada al movimiento radial 
relativo, actuada por el potencial efectivo V + h'l(l+ 1 )/2",' en la región r <: O. 

Debido a los factores I/r, tanto p, (y, por lo tanto, pe' ) como la ecuación (8-55) 
quedan sin detinir para r = O; por ello, es necesario especificar la condición de 
frontera que debe cumplirse en el origen de coordenadas. Para obtenerla, obsérvese 
que si p, es hermitiano respecto a las eigenfunciones (cuadráticamente integrables) 
del hamiltoniano, entonces, el hamiltoniano tambien resultará hermitiano respecto a 
sus eigenfunciones. De una integración por partes se sigue que 

~ ~ 

(8-56) ) f( ( Pr R ,) í 2 d (' ::: (- i'ñ ) R: R, ,.- 2 [ + J R, ( p/\ R:) r- 2 dí 
o o 

en donde R, y R, son dos funciones radiales arbitrarias. Entonces, para que se 
cumpla la hermiticidad de p, respecto a las eigenfunciones del hamiltoniano es 
necesano que: 

126 



Jín1 (fR,) = J~rt1 (("R~ )=0 
{" ~ C() ('.-, O() 

\(<<1 ("1 R, R~ = O 
r ~ O 

esto se cumple, en particular, si se impone la condición u(O) = O. Para todos los 
problemas relativistas, esta condición de frontera es suficiente para seleccionar las 
soluciones radiales aceptables; ella es equivalente a demandar que la tune ión radial 
R(r) = u(r)/r permanezca finita en el origen, o bien, a considerar que en la ecuación 
unidimensional (8-55) el potencial V es intinito para r < O. En otras palabras, las 
soluciones aceptables son las soluciones impares ( que se anulan en el origen) del 
'problema unidimensional de Schrodinger con potencial V( Ixl) + h'l(l+ 1 )/2~IX2 

b) El átomo hidrogenoide 

Ahora se trata de estudiar el movimiento relativo de un electrón único alrededor de 
un núcleo de carga positiva Zc. Como inicio del estudio del átomo hidrogenoide, se 
analizará el comportamiento asintótico de la función radial u(r) cuando r ---7 O Y 
cuando r ---7 00, para potenciales Ver) que cumplan con las siguientes condiciones 

a) ¡ (m (' Z V ( r) = O 
r .. o 

b) !(rn r V (1") ::: O 
r .. "" 

Véase primero el comportamiento de u en el origen. De la ecuación (8-55) y la 
condición a) se sigue que 
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entonces, muy cerca del origen. 

r2 1;,2 cJ2 U. -= -h 2 JUt-O 
2.(11 dr' 2m 

Asi pues, cuando r --'> O, se tiene que 

(B-58) (fu _ ).( .e+I) 
cJ 2 Ll=O r r' 

Esta ecuación posee solución de la forma 1"; sustituyendo u ~ Ar'. se tiene que 

=9'3(5-1)-lU,tl)=o -75 2 -5-)(.,(.¡-1),,0 :;> 

I!' el +4.QW_1))V2. _ 1;: [(2)+I)']Yz :: 
(B-59)5 ~ .z . L 

La solución con s negativa o nula, s ~ -1, no es aceptable, pues no cumple con la 
condición (B-57), u(O) ~ O. Asi pues, el componamiento de u cerca del origen es 

En el limite de l' muy grande, el potencial efectivo se anula por la propiedad b) 
anterior, con lo que la ecuación (B-55) se reduce a 

(B-61) _ -h ~ J' \.( :=. E vi. 

Q.IY) dr!. 

cuya solución es (omitiendo el factor de normalización) 

d( 

(B-62) U. -:. e 
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donde la constante a está dada por 

(8-63) "-
01... .= 

Se ve que hay dos casos posibles para los cuales el comportamiento asintótico de II 

en el infinito es enteramente diferente. Si la energía E es negativa, a resulta ser real, 
con un valor positivo y uno negativo, de igual magnitud. En este caso, la función de 
onda crece o decrece exponencialmente en el int¡nito; la condición de integrabilidad 
del cuadrado de la función de onda elimina la solución con a positiva, por lo que 
para energías negativas, se obtiene 

(8-64 ) 
( r-'t oo ) 

Por el contrario, si la energía es positiva, a tiene valores imaginarios. La función de 
onda es oscilatoria en el int¡nito y la combinación requerida de las dos soluciones 
queda determinada por la demanda de empatado de u con la solución que viene del 
origen. 

Es decir, cuando la energía es negativa, se forman estados ligados; este caso 
corresponde clásicamente a la aparición de órbitas cerradas y, naturalmente, la 
densidad de electrones debe decrecer rápidamente conforme uno se aleja del centro 
atractivo, lo que da origen al decrecimiento exponencial de ll. Por otro lado, las 
energías positivas se obtienen, por ejemplo, lanzando partículas contra un centro 
atractivo, el cual las desvía de su trayectoria inicial, pero no puede capturarlas. Este 
caso corresponde clásicamente a órbitas abiertas. Como las partículas pueden 
escapar a distancias arbitrarias del centro dispersor, la función de onda se puede 
mantener finita conforme r crece. De esta manera, se concluye que al sistema ligado 
le corresponden energías negativas que forman un espectro discreto, mientras que 
los estados de dispersión corresponden a energías positivas con espectro continuo. 

En particular, en el caso del átomo hidrogenoide; si el núcleo posee Z cargas 
positivas, el potencial está dado por la expresión 

1 "
(8-65) V ~ __ e._ 

y-

entonces, la ecuación radial se escribe 
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(8-66) _ 

Para estudiar en lo fundamental las soluciones que corresponden a estados ligados 
es conveniente reescribir la eco (8-66) en forma adimensional, cosa que se puede 
hacer en términos de la variable p detinida como: 

(8-67) f ~ ;Z o( í . 

en donde a. está dada por la eco (8-64) (el factor 2 se escoge por conveniencia). 
Haciendo este cambio de variable se obtiene que (u' = du/dp) 

(8-68) " ( __ 1 + l _\ _ J (H I).-!.... ) U = O 
u.. -j- I-j 0(00 r (>' 

donde 

(8-69) a o =' 

Se propone la solución 

(8-70) 
LA.. 

donde e"p/,:! garantiza el correcto compüt1amiento asintótico de 1I. La écuación 
diferencial que resulta de sustituir (8-70) en (8-68) es 

Q" (2U+ I ') 1) Q) (t!o<.Qo)-1- 1 
(8-71) + - + 

f (-Y 
Q =:: O 

Para averiguar qué condiciones de frontera se deben imponer a Q, se procede como 
sigue. En el origen u toma la forma u '" pHQ(O) y (8-60) se satisface con Q(O) = 
constante. Cuando r ---> 00 pueden pasar dos cosas: a) Si Q crece menos rápido que 
e P12 se tendrá que e P12Q ---> O Y 'v corresponderá a un estado ligado; b) si Q crece 
más rápido que e P12 , entonces, el producto epJ2Q diverge en el infinito; como,' de 
acuerdo con la ee. (8-62), esta divergencia deberá ser exponencial, se tendrá en este 
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caso que e,p/2Q - e,p/2 y la función de onda será tisicamente inaceptable. Se 
concluye que si Q se expresa como una serie de potencias de p, esta serie deberá 
reducirse a un polinomio(es decir, crecer más lentamente que una exponencial) para 
ser tisicamente aceptable. Resulta que las soluciones de (8-71) que aquí interesan 
son polinomiales. Un estudio de la ecuación diferencial muestra que tales 
soluciones existen, si y sólo si el coeficiente nuniérico del último término es un 
entero no negativo, es decir si: 

(B-72) L - J - \::1{ 
c(Qo 

En este caso las soluciones polinomiales de la ecuación (B-7l) son los polinomios 
asociados de Laguerre, los cuales están dados por 

. Z~+I P -(2HI) J1Í -(> i\.t2HI 

(8-73) Q:: Q'i. Cf)= e r dp"' e r 
Para estudiar las consecuencias de la condición de cuantización, se reescribe la 
ec.(B-72) en la forma: 

(B-74) 1: ~\( + J + \ =- \'\ 
0<.0. o 

donde se ha introducid~ el número cuántico principal n, que puede tomar valores t, 
2,3 ... ,; mientras que el momento angular I = n - 1 - k queda restringido a I1lllneros 
enteros que cumplan con la condición 

(B-75) J. < 1')-1 

Las funciones radiales del átomo hidrogenoide se obtienen introduciendo la 
ecuación (B-73) en (B-70) y recordando que R = u/r; se obtiene así que 

El coeficiente de normalización se obtiene de la condición h,mr'Rol'dr = 1 Y resulta 

que 
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APENDICE C. CRITERIO DE APUCABLIDAD DE LA APROXIMACIÓN DE 
BORN 

Como criterio de aplicabilidad de la aproximación de Bom se puede proponer que 
la segunda corrección a la función de onda (IlI.64) sea mucho menor que la 
magnitud de la primera (recuérdese que IAI = IBI = 1); es decir, 

(C-l) 

o bien, como es muy común, tomando IV(O)I > IV(r)1 para Irl > 0, entonces se tiene 
la condición más simple, que se rdiere a las correcciones en r = O, 

. (C-2) 

• 
donde se ha sustituido ~(r'). Si V(r) = V(r), ésta se reduce a la integral simple, 
entonces, integrando sobre las variables angulares 8 y <p, haciendo los usuales 
cambios de variable, se tiene que 

oc 

(C-3) J d ¡' V ( r J) (e"~r'_ 1) < < I 
• 

Ahora sustituyendo V(r) se puede ver que para la parte tlel potencial que contribuyó 
en (5.70), la condición (C-3) será 

]

y 

[ 

~----:1> ' 2 ( ,<,I{)L 2. l 

(C-4)./i l,e'- UnJ 1+ 4(11./..::) ) + \Cl-rc.+o.n CZ «1, f,L 

Así pues, se ve que se cumple la condición de aplicabilidad si el potencial es débil 
y/o la energía del movimiento relativo es alta. 
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