UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

SECCION TRANSVERSAL Y UMBRAL
DE ENERGIA DE LA PRODUCCION DE
RAYOS X EN COLISIONES ION-ATOMO

90857

T E S | S

QUE PARA OBTENER EL TIiTULO DE:
F I S I C A
P R E S E N T A
MARISOL ALCANTARA ORTIGOZA

N
DIRECTOR DE TESIS:

=

= -

SO MARTINEZ VALENCIA
E ] R L

Y.

CIENCIAS

TA
FaCUL COLAR

SECCIO



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



RUZERADAD M aATIoNAL
AFema Lt
Mo

M. EN C.ELENA DE OTEYZA DE OTEYZA
Jefa de la Division de Estudios Profesionales de la
Facultad de Ciencias

Presente

Cornunicamos a usted que hemos revisado el trabajo de Tesis: SECCION TRANSVERSAL Y UMBRAL
DE ENERGIA DE LA PRODUCCION DE RAY(OS % EN COLISIONES [ON-ATOMO.

realizado por  MARISOL ALCANTARA ORTIGOZA
con ndmero de cuenta  9031719-2 , pasante de la carrera de FISICA
Dicho trabzjo cuenta con nuestro voto aprobatorio.

Atentamente

Director de Tesis @_
Propietario DR. HORACIO MARTINEZ VALENCIA

Propietario DR. EDUARDO ANDRADE IBARRA %{H

Propietario OR. JUAN CARLOS LOPEZ VIEYRA Ly (Lo -

Suplente DR. FERMIN CASTILLO MEJIA

Suplente DR. ROBERTO GLEASON VILLAGRAN %

Consejo Departamental de F[SICA

FACULTay . iwlad

wiRT 41 n FlallA
DRA. PATRI t-f‘hA’CﬁE_,—-




A mis padres, Miguel Angel Alcdntara S. y Emestina Ortigoza A,
a mis hermanos, Miguel Angel, Miguel Alonso, Mariana, Marina Estefania y Miguel Sebastian.
y al Mtro. Victor Manuel Rojas Guzmén.



Quiero expresar, primero, mi eterno agradecimiento hacia mi
mamd, quien con Su caririo, sus cuidados y gran sabiduria me ha
llevado en brazos hasta la fecha de hoy. Al mismo tiempo, quiero
agradecer a mi papd, quien ha guiado mi vida, sembrado todas
mis aspiraciones e ideales y me ha legado su esencia.

Mi eterno agradecimiento también a mis muy queridos hermanos,
las personas mas extraordinarias que he tenido la fortuna de
conocer. Deseo mencionar especialmente a mi hermano mayor
Miguel Angel, por su carifio, por todo lo que nos ha enseriado,
porque nos ha cuidado y asistido siempre, por su paciencia, por
preocuparse por nosotros y porgue mds de una vez - literalmente -
ha salvado mi vida.

Mi hermano Miguel Alonso y mi singular - y dnica - Marianita,
hermana y maestra; ambos etermos e incondicionales comparieros,
no hay palabras para describir todos estos arios que tengo que
agradecer, pero ustedes y yo sabemos de que hablo...

Quiero también mencionar a mis hermanitos, gquienes sin
pretenderlo me han dado mucha alegria y muchas enserianzas.

Agradezco también a mis abuelitas Guadalupe y Emestina;
también, por supuesto, a mi tio Leonardo, a mi tio Antonio y a mi
tia Graciela, por tantos arios de apoyo y buenos deseos.

Ademas, muy especialmente, quiero agradecer a mi asesor, Doctor
Horacio Martinez Valencia, quien, valga la redundancia, me ha
asesorado y ayudado ampliamente en los ultimos arios. También,
de manera muy especial, agradezco al Mtro. Pedro G. Reyes
Romero por toda su colaboraciéon, por alentarme tanto, por todos
sus consejos y ayuda.

Por otro lado, quiero expresar mi agradecimiento al Dr. Fermin
Castillo, al Dr. Juan Carlos Lépez Vieyra, al Dr. Roberto Gleason, al
Dr. Eduardo Andrade y especialmente al Dr. Alejandro Amaya, por
sus comentarios tan valiosos y por su apoyo.



También agradezco, por esos sutiles detalles que me han marcado
profundamente, a la Mtra. Constans Arnaudova Karadjova
Todorova y a la Mtra. Gunta Salaks.

Agradezco ademds a los proyectos DGAPA IN-109203 y CONACYT
32175-E '

Finalmente, quiero expresar mi mds profundo agradecimiento al
Mtro. Victor Manuel Rojas Guzman, sin el cual este trabajo, quizds,
jamds hubiera sido posible. Gracias por todos los 'desvelos, por la
tolerancia y por devolverme la sonrisa,



INDICE

[NTRODUCCION E IMPORTANCIA DEL TRABAJO. 4

1. COLISIONES CON Y SIN DEFLEXION COULOMBIANA. UMBRAL DE
ENERGIA DE IONIZACION. ENERGIA MAXIMA DEL ELECTRON
EMITIDO. 7

[I. TRATAMIENTO DEL PROBLEMA CON Y SIN DEFLEXION
COULOMBIANA.

a)s COMO FUNCION DE LA AMPLITUD DE DISPERSION. 26

bjo COMO FUNCION DEL PARAMETRO DE IMPACTO Y DE LA
PROBABILIDAD DE TRANSICION ENTRE DOS ESTADOS. 31

1. SECCION TRANSVERSAL PARA COLISIONES SIN DEFLE’XION
COULOMBIANA A PARTIR DE LA AMPLITUD DE DISPERSION Y
USANDO LA APROXIMACION DE BORN

a) EC. DE LIPPMAN-SCHWINGER PARA LA FUNCION DE ONDA
TOTAL DEL SISTEMA CONSIDERANDO UN POTENCIAL
COULOMBIANO BLINDADO. 38

b) FUNCION DE ONDA EN LA REGION ASINTOTICA. ITERACION
DE LA ECUACION DE LIPPMAN-SCHWINGER. APROXIMACION
DE BORN. 50 '

¢) SECCION TRANSVERSAL TOTAL DE [ONIZACION DE CAPA K
CON APROXIMACION DE BORN. 54

IV.LA SECCION TRANSVERSAL PARA TRAYECTORIAS
HIPERBOLICAS DEL PROYECTIL.

a)APROXIMACIONES USADAS EN LA IONIZACION DE LA
CAPA K POR PARTICULAS PESADAS. 73

b)TRATAMIENTO PERTURBATIVO DEPENDIENTE DEL TIEMPO
Y A PRIMER ORDENDE LA [ONIZACION DE LA CAPA K PARA
EL CALCULO DE LA SECCION TRANSVERSAL PARA
TRAYECTORIAS HIPERBOLICAS



)PROCEDIMIENTO GENERAL. 76 ,
2)SECCION TRANSVERSAL TOTAL Y SU RELACION CON
AQUELLA CALCULADA CON LA APROXIMACION DE

BORN. 91

V. APLICACION DE LOS MODELOS. 95
V. RESULTADOS Y DISCUSION. 111
CONCLUSIONES. 116

APENDICE A. FRAGMENTOS DE LA TEORIA DEL MOMENTO
ANGULAR.
a)Momento angular orbital. {17
b)Eigenvalores y eigenfunciones del momento angular orbital. 117
¢)Reduccion del hamiltoniano para fuerzas centrales. 121

APENDICE B. POTENCIALES CENTRALES.
a)Reduccion del problema de dos cuerpos. 123
b)El atomo hidrogenoide. 127

APENDICE C. CRITERIO DE APLICABILIDAD DE LA APROXIMACION
DE BORN. 133

REFERENCIAS. 134




INTRODUCCION E IMPORTANCIA DEL TRABAJO

La ionizacion, captura electrénica y excitacidén se encuentran entre los procesos
mds importantes en colisiones ion-dtomo o dtomo-dtomo [1,3]. Estes estudtos han
heche una contribucién importante al conocimiento de sistemas de colision
atomices v a la evolucidn de la mecanica cuantica {4].

Sin embargo, aunque han habido considerables progresos en esta area de la tisica,
la teoria de ionizacién se encuentra aun incompleta.

La principal caracteristica de la ionizacién de particulas es que hay al menos tres
particulas no ligadas en el canal de salida. Asi pues, desde el punto de vista teérico,
la dificultad principal es la representacidn de los estados electronicos tinales,
cuando el electrdn emitido viaja en presencia de potenciales coulombianos
(proyectil y blanco). Debido a fa naturaleza de largo alcance del potencial
coulombiano, el estado de particula libre no puede ser representade por una onda
plana. Por ello, una solucidn exacta del problema no ha sido obtenida. No obstante,
las funciones asintdticas se pueden obtener exactamente [3,6].

Es asi, pues, que el principal propésito de este trabajo es estudiar, desglosar y
entender dos modelos tedricos de ionizacion, el primero de los cuales utiliza la
primera aproximacion de Born y desprecia la deflexidén coulombiana, mientras gue
el otro utiliza un tratamiento perturbativo a primer orden, dependiente del tiempo
en el cual se toma en cuenta la deflexion coulombiana.

Cabe sefialar que e! avance en la profundizacion del conocimiento de la naturaleza
del sistema ion-atomo no es la tnica razén que genera interés en este problema,
sino que los datos sobre ionizacion por impacto de particulas cargadas son usados
para aplicaciones en materiales e investigaciones cientificas fundamentales, entre
otras (estudio de la fisica atmosférica [11], la astrofisica [12, i3] y la fisica de
plasmas [14]).

Dentro del vasto campo de investigacion de colisiones atémicas y moleculares, el
presente trabajo propone el estudio del proceso de iontzacion utilizando proyectiles
ligeros. En donde los objetivos de este trabajo son:

1)Determinar la relacién funcional de la seccidn transversal de produccion de rayos
X en funcién de la energia de colisién, mediante los siguientes métodos:



a) Utilizando lta primera aproximacién de Born y considerando trayectorias
rectas para los proyectiles, esto es, despreciando la repulsion coutombiana.
b) Considerando la repulsiéon coulombiana, la cual establece trayectorias
hiperbdlicas junto con wun tratamiento perturbativo a primer orden
dependiente del tiempo.
2)Comparar los resultados obtenidos de la aplicacion de los modelos anteriores con
resultados experimentales registrados en la literatura.

El tema de ionizacidn en colisiones atdmicas ha sido extensamente estudiado, tanto
en forma experimental como a través de modelos y aproximaciones tedricas [7].
Sin embargo, tanto el descubrimiento de nuevos efectos {8], como el andlisis de
estados finales de varios cuerpos [9], asi como las nuevas técnicas experimentales
asociadas con la deteccion del blanco residual y/o el proyectil [10], no sdlo son
muestra de que todavia no se ha alcanzado una comprension completa y precisa de
los procesos de ionizacion, sino que se ha producido un renovado inter€s en su
estudio.

Por ejemplo, los primeros trabajos realizados en el programa de energia
termonuclear controtada tuvieron como objetivo el determinar secciones
transversales precisas que pudieran describir la interaccion de sistemas atomicos,
va que una de las aplicaciones principales del buen entendimiento del proceso de
ionizacidn esta encaminado a resolver el problema del calentamiento de un plasma
para la obtencién de energia por fusion nuclear, donde esto se lograria mediante la
inyeccion de haces de particulas cargadas a energias de decenas KeV.

Por otro lado, se han desarrollado considerables célculos tedricos haciendo uso de
la mecadnica cudntica para intentar describir la interaccion entre los sistemas
atdémicos, pero a medida que estos son mas complejos, su aplicacion es mas
limitada.

Conforme las computadoras llegaron a ser de mayor rapidez y capacidad, los
caleulos tedricos llegaron a ser mas aproximados. [.os experimentos realizados en
numerosas disciplinas pueden también proveer comparaciones cuantitativas con
predicciones tedricas.

Existe, por lo tanto, un propdsito mutuo para realizar medidas precisas de procesos
atémicos. Entonces, las secciones transversales, ademds de poseer una importancia
practica, permiten obtener, a través de la comparacién de sus resultados con la
teoria, un entendimiento mas completo de sistemas atémicos.



En fas pasadas décadas diversos grupos han realizado mediciones y calculos de
secciones transversales originadas por interacciones atdmicas para un gran nimero
de sistemas sobre un intervalo de energia del orden de algunos eV hasta varios
miles de eV,

En fa década de los cincuentas y los sesentas, periodo importante de la fisica
atomica de colisiones, se hicieron numerosos trabajos experimentales respecto a la
ionizacion de la capa K y la consecuente emision de rayos X. La mayoria de éstos
hace una comparacion de sus resultados con expresiones de una seccion transversal
tedrica obtenida utilizando trayectorias rectas para el proyectil en la primera
aproximacion de Born. En 1959 aparece un articulo que asocia, en ciertos casos, las
discrepancias que existen entre el experimento y la teoria (aquélla que utiliza la
primera aproximacion de Born) a que en esta (ltima no se toma en cuenta la
interaccion coulombiana entre el blanco y el proyectil. Sin embargo, en ningin
trabajo se encuentra de forma detallada cémo se llega de modelos conceptualmente
sencillos a una expresion ya tan utilizada para comparaciones experimentales. Asi
pues, este trabajo, al mismo tiempo que documenta paso a paso cOMO estos
modelos cristalizan en expresiones relativamente sencillas, también busca un mejor
entendimiento de dichos modelos; mds aun, compara las expresiones obtentdas con
resultados experimentales reportados en la literatura para verificar tanto cada uno
de los modelos como los intervalos para los que se predice su validez.

Finaimente, cabe sefialar que el hecho de que los fenomenos colisionales puedan
ser explicados con modelos sencillos tiende a enfatizar la importancia de éstos.



I. COLISIONES CON Y SIN DEFLEXION COULOMBIANA. UMBRAL DE
ENERGIA DE [ONIZACION. ENERGIA MAXIMA DEL ELECTRON
EMITIDO.

El problema al que se refiere este trabajo consiste en determinar la seccidn
transversal de produccion de rayos X por la ionizacion de un atomo blanco, proceso
que sufre €ste al colisionar con una particula cargada y pesada.

La primera teoria de excitacidn de dtomos por particulas cargadas, pesadas, lentas,
fue desarrollada por MOTT [15], BETHE [16] Y HENNEBERG [17]. Este Gitimo
autor realizd un exienso trabajo en el caleulo de la seccidn transversal de la
ionizacion de la capa K, para lo cual utilizé la primera aproximacion de Born, es
decir, ondas planas para las particulas entrantes y funciones de onda coulombianas
para los electrones con respecto & su nicleo, y tratando la interaccion entre el
proyectl y el eleciron a primer orden. Sin embargo, resultd que las secciones
transversales experimentales discrepaban de manera importante de los valores que
arrojaba la teoria.

HENNEBERG habia usado funciones de onda coulombianas no relativisticas para
tepresentar a los electrones y, como era ya bastante claro que la teoria no estaba
coincidiendo con muchos experimentos, con los que se esperaba que asi fuers,
JAMNIK Y ZUPANCIC [18] repitieron los cdlculos con funciones de onda
relativisticas para ¢l electron. Contrario al decrecimiento esperado en la seccion
transversal, resultd que el incremento relativistico de la densidad electronica cerca
del origen ocasiona un crecimiento de la seccion transversal para blancos de
elementos pesados (7, > 40). Mientras que para elementos que se encuentran por la
mitad de la tabla periddica, la corrcecidn relfativistica tue pequeiia.

BANG Y HANSTEEN {19] consideraron que las desviaciones de los resultados
podrian deberse, en parte, al hecho de que la teoria de HENNEBERG no toma en
cuenta la repulsion coulombiana entre el proyectil v ei nicleo blanco. Asi pues, se
tiene que la repulsidn evita que particulas de baja energia se acerquen al nicleo, lo
cual podria explicar por qué experimentalmente se obtiene una seccion transversat
mas pequefia que la predicha por HENNEBERG.

Como mas adelante se vera, resulta que el parametro decisivo en ia validez del uso

de la primera aproximacion-de Born en este problema es & = aqu, , donde “a” es la
mitad de la distancia de maximo acercamiento entre el nicleo-blanco y el proyectil
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en una colision frontal (también se puede ver como la distancia entre el centro de
las ramas de una hipérbola y el vértice a cualquiera de ellas; mas adelante se verd
esto como el segmento OA = QA’= a), mientras gue quq, esta relacionada con el
minimo momento que el proyectil transfiere. Asi pues, para valores £ ~ | 0 mayor
que 1, 1a seccion transversal es mucho mds pequefia que la que se predice con la
primera aproximacién de Born y solo en el limite en el que E«l la repulsion
coulombiana puede ser despreciada y la primera aproximacién de Born usada. Por
ello es que en este capitulo se va a entender el significado de & y lo que fisicamente
significan los valores que puede tomar.

La ecuacion fundamental de la dindmica en coordenadas polares (constiderando
masas invariantes), F = ma en las proyecciones sobre los vectores unitarios e, ye,
son:

(1.1a) Fp = m(f; -Pcel)

- d .
(Llb) Fe= m’(‘? Jt (/)1“6)

donde F, y F, son las proyecciones del vector F sobre los vectores e, ye,, mesla
masa de la particula sometida a la fuerza F = F, + F,, p es la norma del vector que
va del centro de fuerzas a dicha particula.

En un campo central de fuerzas, como el que se tiene en el actual problema, la
energia potencial de una particula sometida a un campo, en el presente caso, el del
atomo-blanco, tiene una energia potencial U = - /p, donde  es una constante; la
fuerza, en consecuencia, tiene una magnitud dada por F = - B/p® (B=1%Z,72¢" enun
campo coulombiano, donde Z, y Z, son los niimeros atémicos o las magnitudes de
las cargas - sin signo - de la particula incidente y del atomo-blanco,
respectivamente.) y, otra vez, p es la distancia desde el centro del campo hasta la
particula, Cuando P > 0 la fuerza que actia sobre la particula de masa m esta
dirigida hacia el centro del campo (atraccién). Para encontrar la trayectoria de la
particula, suponiendo que p{p = 0) = pg, V(@ = 0) = 0 y v (@ = 0) = v,
generalmente se emplean las leyes de conservacion de energia y de momento
angular. En [as coordenadas polares p, ¢ de estas leyes se deduce:



(126) mote = L

donde E y L son la energia mecdnica total y el momento angular de ta particuia,
respectivamente, con respecto al ceniro de fuerza. Estas dos magnitudes también se
pueden encontrar facilimente de las condiciones iniciales (p = 0), E = mvy 72 = B/pa
¥y L =mpyvy

Para hallar la trayectoria de la particula sometida al campo en funcion del angulo,
esto es p(p), se hace lo siguiente: Al principio, en la ecuacion (I.2a), se pasa de la
diferenciacidn conforme al tiempo a la diferenciacién conforme a @, esto se puede
hacer con ayuda de la ecuacion (1.2b): dt = (mp*/L)dyp. Después, se separan las
variables p, ¢, es decir, se reduce la expresion obtenida al tipo do = f{p)dp.
Finalmente, se integra esta ecuacion teniendo en cuenta las condiciones iniciales. El
resultado de la integracion da p(ep).

La solucion obtenida es [20]:

. - e
(£-3) ﬂ(%) T cH(i-c)cose
donde

N — /3
(132) C = v

De la geometria se sabe que la ecuacion (1.3} determina una curva de segundo
orden. En dependencia del pardmetro ¢, ésta puede ser una elipse (circunferencia),
una parabola o una hipérbola. Cuando ¢ = | se tiene una circunferencia, cuando
I>c > Y% se tiene una elipse, cuando ¢ = % se tiene una pardbola, finalmente,
cuando ¢ < ¥ se obtienen hipérbolas. Dado que uno estd mas familiarizado con el
concepto de excentricidad € de la curva, se da a continuacion la relacion entre ¢ y €:
c = /(e +1), € = (1 — c)lc. Asi pues, cuando € > | se obtienen hipérbolas que
corresponderian a la trayectoria de una particula que se encuentra en un campo
atractivo, pero que no llega a ser ligada. La ecuacion de esta hipérbola seria:

/B (1+E)
(['4)/)((?):1 + ECOoS P

. . . 2 .
cong > 1, definiendo P para un campo coulombiano atractivo (B=Z,Z.€") se tiene,
segun la definicién de € en términos de ¢, que:

9



m/%\/oi _|

(I9e= 21, e*

Ahora, véase de qué otra manera se puede relacionar py con €. Se sabe que una
hipérbola es el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia entre sus distancias a
dos puntos fijos es constante. Estos dos puntos fijos son lo llamados focos. Sean F
vy F’ dichos focos, donde FF’ estd sobre el eje x (ver figura [.1), siendo el origen el
punto medio entre los focos (centro de las ramas de la hipérbola). Entonces. si P es
un punto sobre la hipérbola y 2a es la diferencia constante de sus distancias a los
focos, se tiene que

6 FP-FP=2a ;, |FP-F'Pl=2a

a(er-1) a (€2-1)
PLO= Eeosgrt T B

s

Figura [.1

Sean A y A’ los vértices de la hipérbola, los cuales estan sobre el gje X, de la
definicion se tiene que, para A :

F'A -~ AF =2a, o bien,

(F'O + OA) - (OF - OA) = 2a, por lo 1anto,

OA=a

10



Ahora bien, la definicidn de excentricidad es jusiamente
e=0F/OA v OF=ea donde £>1

Por lo tanto, py = OF" — OA = a(e - 1}, de igual manera, de la figura [.1 se puede
ver gue 1y se puede expresar de la siguiente manera; v, = OF " + OA =a(e + i).

Asi pues, la ecuacion ([.4) queda de ta siguiente manera:

a(et-1)
Ecospt \

L7y ple)= e (Ceos g), 08’ 1))

Hasta ahora, se ha estado trabajando con la curva que se describe si se esi
trabajando con un potencial atractivo, es decir, con la rama que se llega a acercar
mds al foco F’ donde se ha puesto el centro atrayente. Sin embargo, la curva gue
interesa es justamente la otra rama, la que se describe si ese ceniro fuera repulsivo
(ver figura [.1). Pero, resulta que una vez teniendo descrita la rama t para los
dngulos que indica la ecuacion (I.7), la rama 2 queda descrita de la siguiente
manera [21]:

2_ o »
(1.8) Y(p)= %%;?1—:)—]— xe(-cos ‘:c_‘), cos (|€))

Ahora que ya se tiene la curva que describe un proyectit cargado positivamente en
un campo repulsivo {que por cierto tiene el mismo parametro de impacto gue la
particula en el campo atractivo, ver figura [.1), hay que notar que b ahora tiene
signo negativo, llamese §° = -f, f’ < 0. Ademas, la excentricidad g, aunque es la
misma para ambas ramas, se tiene en términos de pp v la velocidad v, de la
particula en el vértice de la rama [. Considerando la misma energia inicial para
ambos casos (rama | y 2 en campo atractivo y repulsivo, respectivamente), se tiene
que:

1 ya B’ i 2 ~ 1
g T et 571

1l

5
o>

(1.9) %’Lmv"l—

o0 [
O



donde vy’ es la velocidad de la particula en el campo repulsivo en ¢ = (. Por lo
tanto,

(L10) 13— Mg Vo = ( *lli)(mvglro +24)

Por otro tado, la ecuacidn (1.8) se puede transformar de la siguiente manera (€sto se
hace para panerla en la forma de (1.3))

T (E-V) -

fcosp—y ~ _E _
€ Eo1ose - FoT

(L1 ¥ =

Definiendo una ¢’ como:

P
(L.12) € = -
se obtiene:
_ Yo
(il.}) r((e) - (‘-—C,)COS(Q -

Como la excentricidad es la misma para ambas ramas, de se despeja € en funcion
de ¢ (Pag. 9) y también en funcidon de ¢’ (ec (1.12)), y luego se igualan las
expresiones, resultando que la relacion entre c y ¢’ es :

C

(l.td)y C° = z‘c—_“r

Sustituyendo la ecuacidn (I.3a) en (1.14) e igualando a {1.12), se obtiene:

sy €= 7 _f = —
3= Vs |~ E

Sustituyendo (1.10) en (1.15) se obtiene:

12



MV T

i) €= == ¥ !

Véase ahora qué aspecto tendria la trayectoria del proyectil, en coordenadas polares
y vista desde el nicleo-blanco, si en efecte, como supone el modelo que desarrolld
HENNEBERG, la repulsidn coulombiana fuera despreciable. En este caso, en lugar
de describirse una hipérbola se tendria practicamente un par de rectas, donde 8 — n
(ver Fig. 1.2) (pues, utilizar la primera aproximacion de Born, como se verd, supone
que el proyectil es dispersado muy levemente), que a una distancia muy grande del
centro dispersor (infinita) coinciden con esta hipérbola, asi pues, dichas recta son
justamente las asintotas I, y l; (ver la linea oscura) de la figura 1.2. La ecuacion de
lz, por ejemplo (nétese que para 1; el analisis es semejante dada la simetria),en
coordenadas polares con pole en el nucleo-blanco (foco F’) ticne la forma
siguiente:

: (ban (fE7-1),0)=
(LD Re) = agefe? - ) ¢ ;o
seny + JgT_| cosp =(-cos'(£),0)

Notese que cuando g » 1, la ecuacidn ([.8) puede escribirse como:

o t?

(Ii&l) Y'(‘e) = _g_c:gé(e—-"T

Mientras que la ecuacidn ([.17) pude escribirse como:

_ af?
(L.18b) Rf@‘ Ecos g + Seny

Y solo para dngulos proximos a ¢ = 0 la hipérboia y |, comienzan a separarse,
ademas de que se obtiene que B — w, como se pude ver de la figura [.2.
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Para evaluar de manera mas precisa la condicidon £ » 1, considérese el cociente
entre R(p) (ec. 1.17) y v(p) (ec. L.8):

Rw) _ & (Ecose—1)
v (e) J&*-l'sen&e+(f}-—i)cos<€

(1.19a)

Parz que la primera aproximacion de Born funcione, se necesitaria que este
cociente fuera ~1 para tado angulo ¢ {aqui ¢ € {tan"(—[el-l]”z) , 0}, la otra parte
de la hipérbola se supone que se aproxima a [;). Sin embargo, este cociente siempre
es menor que 1, y solo tiende a | cuando r — o0, mientras que su valor minimo es
justo en el vértice de la hipérboia, cuando ¢ = 0. La idea es, entonces, ver bajo qué
condiciones, para angulas pequedios, este cociente se aproxima a 1. Resulta que,
independientemenie del dngulo, si € » 1, es posible aproximar el cociente como:

(el _ ., Ecos®—l
(¢) ~ e T Ecosigrseny

(1.19b) R
-

De (1.19b) se ve que ain cuando el angulo sea pequeiio (se tendria cosp = | y seng
seria un nimero negativo pequefio), si la excentricidad fuera lo suficientemente
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grande, el cociente seria casi 1. De hecho, de {a ecuacion (1.19a), resulta que en
p=0 setiene que

Ro) _e*~¢ _ 17

1
&
(0) £~ |_ﬁ

(1.19¢)

de donde se ve que cuando € — o0, la trayectoria del proyectil tiende a ser una sola
linea recta.

Para darse una idea, véase que de la ec.(I.19a), para un angulo de 10", el cociente
R(10%/1(10% = 0.96, para & = 20; mientras que R(10"/e(10% = 0.73 para & = 2.

Asi pues, se puede decir que cuando la excentricidad es muy grande, & »1, el
modelo que supone trayectorias rectas puede funcionar. A continuacidn, se verd
tisicamente qué signitica esto:

De la ecuacion (1.16) se tiene que si se pide que € »1 (8 = @), se necesita que lu
energia cinética del proyectil en el punto de maximo acercamiento sea mucho
mayor que la energia de repulsion Uy entre el niicleo-blanco y el proyectil en dicho
punto:

=Dl = "z"; T =
[l B

(1.20)

2‘ (g
Myt > ;%;_ = U () << ED (32

Es decir, el proyectil debe tener suficiente engrgia cinérica en el punto de maximo
acercamiento para no verse perturbado por la repulsion del nicleo-blanco.

Se verd a continuacion qué otras implicaciones o que otros significados tiene pedir
g» 1. De la ecuacion (1.16) y (1.9) se obtiene:

221 _ ;’“ L * _ Vo, Z_Z.L-:.e_
€ B E(zl%ne )" Tt Tin
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([21)5%‘}-)— - Ei°+__ki%.?. e <E_+ |) L}g—o): Ef.{' ('— EL)

Luego, de la ecuacion (1.8) para ¢ = 0 v de (1.21) se obtiene (recordando que [} =
legez):

2 Fia(erh)

(122) £+1=
¢ 3

Como mas adelante se ve, la distancia QA = a, se puede expresar en términos de la
excentricidad € de la hipérbola y el parametro de impacto p del proyectil de la
siguiente manera:

(123) & = o (e* !j&

Introduciendo (1.23) en (1.22) se obtiene que:

, _ 2B ternp
[.24 =
(1L.24) & +1 XGRS

Lo cual, haciendo un simple despeje da:

;3 gl-
(125) £ = <g+ —LtE‘—lP)i
A

También, de ia ecuacion de ([.22}) se puede encontrar que:

A 2.
(1.26) Q = 6 _-___-Q_EL

Y, por lo tanto,
2\
2 ¢ = (1 +£)°

a2
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Nétese que las ecuaciones (1.25) v (1.26) definen exactamente la travectoria del
proyectil, dada la energia inicial E; de la particula. el pardmetro de impacto p y la
magnitud de las cargas, tanto del proyectil como del nlcleo-blanco, Z, ¥ Z,
respectivamente.

Ademas, analizando la ecuacidén (1.25) se puede ver que tener altas energias de
colision (es decir, la evergia inicial con la que es lanzado el proyectil) v/o
parametros de impacto grandes, y/o nameros atdomicos de las particulas
colisionantes pequefios, da justamente la condicién € » 1. Lo cual concuerda con la
propuesta de BANG Y HANSTEEN, es decir, concuerda con el hecho de que solo
bajo estas condiciones la interaccion coulombiana seria despreciable, ya que ésta
depende justamente de la distancia entre las particulas que interaccionan y de sus
cargas; mientras que, qué tanto se vea afectado el proyectil depende de cudnto
tiempo “disponga” el nucleo-blanco para afectar su momento lineal o qué tan
masivo es el provectil para que ia fuerza de repulsion sea capaz de cambiar su
momento, asi que, en otras palabras, las ecuaciones (1.23) y ([.26) dicen, en
proporciones exactas, si el proyectil es lo suficientemente masive o veloz (lo que
equivale a decir que tenga la suficiente energia), y/o su linea de colision estd to
suficientemente lejos del ntcleo (medido como la distancia recta, es decir, el
parametro de impacto), y/o el producte de las cargas es pequefio, dicho proyeciil no
serd considerablemente perturbado.

Antes de analizar qué tiene que ver esto con el factor § = aqu,, que al inicio del
capitulo se menciona, a continuacion se modela, de manera sencilla, como es que
se da la ionizacidn.

Fueron CHADWICK[22] y SLATER[23] quienes primeramente observaron e
identificaron los rayos X caracteristicos de varios elementos expuestos a particulas-
o de fuentes radioactivas. Mas tarde, GERTHSEN[24] se dio cuenta que estas
observaciones estaban claramente en desacuerdo con un simple modelo, el cual
representaba el proceso de ionizacidn como una colision eiastica de la particula
incidente con un electron, el cual se considera esencialmente libre, excepto que su
ligadura al atomo limita la transferencia minima de energia que se debe
proporcionar al valor de la energia de ionizacion de la capa atomica que se desee
ionizar. Tal modelo es muy atil en una descripcidn cuantitativa de aquellas
colisiones que son principalmente responsables por la pérdida de energia de los
proyectiles a su paso por la materia [25]. Para el presente propdsito, este modelo no
sirve ni alin como primera aproximacion, pues, resulta que la maxima energia que
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unz particula pesada de masa m, v velocidad v, puede tansterir a un electron libre
de masa m, y velocidad u esta dada por [20]:

,;Q'M (mPVC —-mehk)(\’(—u)

(128) To ey

En particular, el limite superior para la transterencia de energia a un electron en
reposo es aproximadamente 2m.v;’, y por lo tanto, mientras mds masivo sea el
proyectil mds energia se necesitaria para la ionizacién, para una misma energia de
incidencia. Realmente, no obstante, el proceso ocurre para energias que caen por
debajo de este limite, ademas, segin MERZBACHER (1958} no hay un umbral

evidente,

Dijo MERZBACHER: “GERTHSEN not6 que si la colision podia ser considerada
casi libre, las altas velocidades de los electrones de la capa mas interna (K)
reduciria el minimo de la energia requerida para producir rayos X caracteristicos
(aproximadamente por un tactor de cuatre). Asi pues, de una manera mas o menos
indirecta ¢l reconocid la importancia de la energia atémica de ligadura, la cual
etectivamente incrementa la masa del electrdn y permite mayores transterencias de
energia”

A continuacién se ve el proceso de una manera que permite determinar cudl es la
energia minima para la ionizacidn y, por otro lado, permite rescatar en un cierto
limite la ecuacion (1.28) (cuando la velocidad del provectil es del mismo orden de
magnitud que la velocidad del electrén de la capa K):

Fijese primero en una colisidn frontal, (esto es, cuando p = 0 o bien, £ = 1) que es
cuando el proyectil puede acercarse mas al nicleo. De la ecuacion ([.26) se obtiene
la distancia de maximo acercamiento en colision frontal es (recuérdese que a es la
mitad de dicha cantidad):

(129) ¥, (p=0) = Z.7,e* ~ 2% Eddad
P Ec E;

donde |ay| es el radio de la capa K, E es la energia de ligadura de un eleciron en
. - . . r 2
esta capa y ambas cantidades estan relacionadas por la expresion: Ey = (Z¢7)/2]ay].
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Supongase que el proyectil se acerca lo suficiente a la capa K (a una distancia de
|bk]} de tal manera que iguala el potenciat de atraccion del nucleo blanco. esto es:

Lt o Let | = Loy,

.30
(139 Lo b, Z2

Por lo tanto, si se necesita que el electron esté igualmente atraido por el proyectil

que por el nlcleo, ta distancia méaxima (umbral) a !a que necesita acercarse el
proyectil es:

. omb s N Z. (2. +2 )
(131 Ty (P'O) = lawt + Zl]am‘ "(-'-‘?—1—&“)\& \

De la misma manera, la energia minima (umbral) que debe tener inicialmente el
proyectil, para igualar la atraccién sobre el electron a la del nucleo, debe ser, por
(1.29y y (1.31):

a umb_ QLZ.EK\CL‘ E'L _ Z.Z-.-.
"= - K T =2 SR B

Esto significa que basta con que la energia inicial del proyectil sea “ligeramente”
mayor que la energia umbral, para que el dtomo pierda dicho electrdn. De hecho, en
su trabajo, BANG Y HANSTEEN[19] simplemente dicen que para que se dé la
ionizacion es necesario que la mitad de la distancia de maximo acercamiento en
colision frontal, “a”, sca menor que el radio de la capa K, lo cual, ciertamente,
limita la minima energia que debe tener et proyectil. Sin embargo, con esta
condicidn seria posible que la distancia de midximo acercamiento en colisidn
trontal, “2a”, fuera apenas menor que dos radios de la capa K. Ademas, dado que la
minima energia cedida al electron es justamente Ey, arguyen que otra razon para
gue no se dé la ionizacidn es que si |ag|< a, esto timplica que E/Z,< Ek, por lo tanto,
seria imposible la ionizacién bajo estas condiciones. {ecs.(2.5) ¥ (2.6) ref.[19]).

Ahora bien, supéngase que E; > E, ., entonces, cuando el proyectil estd a una
distancia r,q, del nacleo blanco y/o a una distancia |bg|= (Z/Z;)|ak| del electrdn,
todavia tendra energia cinética qué cederle al electrén v he aqui que ya se podria
considerar que el electron se encuentra en reposo, pues ya no estd ligado al nicleo
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v, por ello (ver ec.(1.28) para u = 0), el provectil ahora si seria capaz de cederle una
energia cinética igual a

(1.33) Tog = Ame [V(rumb)]l

donde v(rup) €5 la velocidad del provectil, en el punto donde {a tuerza sobre el
electron es cero, la cual esta dada por la ecuacion (1.2) y por el hecho de que se
trata de una colision frontal, es decir, v, = de/dt = 0.

(39, = -rz—Pr Z‘YZ_;e"

Por lo tanto, en ¢l punto en el que el proyectil contrarresta la atraccion del nicleo se
tiene que:

(139 F, = %’-[v(rumb)]1+ —..._Z'r_zlea

um

. 2 . ~n . . - .
Despejando (v(ryw))” v sustituyendo en ([.33), se tiene que la maxima energia
cinética que puede ceder el proyecttl al electron es:

3 - Me ___Z.zaez _ mMe .o 221
1360 T = 4 G (B B255) = T (B -2550)

donde también se ha sustituido {(3.31) y que Ex = (Z:e")/2|ag|. Ahora, dado que en
este trabajo siempre se supone que los proyectiles tienen velocidades menores que
las velocidades de los electrones de la capa K, pues de lo contrario no se puede dar
un tratamiento clasico al proyectil, ademds de que el proceso de ionizacion no
puede ser manejado por métodos semiclasicos [19], supéngase que la velocidad del
electron en ta capa K es n veces mayor que la velocidad del proyectil (n 2 1),
entonces, usando el teorema del virial para un potencial V =kr "' (<T> = -<V>/2) =
-E, donde los promedios se toman como promedios temporales) resulta que si v =
nv; (donde v i es la velocidad del electron en la capa K) entences:

([‘37)&:”1%& Ei= o R2E,
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Por lo tanto,

~ _ _ L Z|ZL . -
(1.38) Tmen = le—f,EL('l T r—:‘nﬁ-) o BB (p=0)

De la ecuacion (1.38) se ve que si Z, y Z, son pequerios o, en su defecto, si Z; es
mucho menor que Z; o viceversa (digamos Z, = 1,2y Z; > 10} y vk es del orden
de v;, (digamos n® < 100) se tiene que la ecuacidn (I.39) seria una buena
aproximacion de {1.38):

! —~ m
(]-’9) Trnc;x ~ L{_r"n'i“ EL

En e! caso que n = 1 se tendria que la energia total maxima que puede ceder el
proyectil seria:

(1.39a) (EPQ,)N.U

Ey +Tmen = 5ms €,

Analogamente, si p = 0 y, por lo tanto, g(p) > 1(lo cual da come resultado una
hipérbola), se tiene que la distancia de miximo acercamiento entre el proyectil y el
nicleo estd dada por (ver ec. {1.8) y (£.27)):

(140, (P£0) = a (1+ E()) = @ + (a*+p*)" > La

Por lo tanto, la distancia del centro de ambas ramas de ia hipérbola al vértice de
cuatquiera de ellas “a”, de (1.40) se puede escribir cono:

Corip) - Pt
41) Q= == ——T—
A SN

Por lo tanto, la energia inicial del proyectil, usando la ecuacion ([.26), se puede
escribir como:
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(4 f, = Brel®
ro (P)_
De esta manera, introduciendo la condicidn de la distancia maxima a la que

necesita acercarse el proyectil para conseguir la ionizacion, “rym"(ec. (1.31), se
tiene que el limite de la minima energia para conseguir la ionizacion E,. std dado

por:

ZZie rums . Z(ZrF)ale
7 P ( +%)z_

B (P =

(1.43) Comb = P

. .y ” - il .
0, equivalentemente, utilizando que ay = h’/m.Zse” (m, ; masa del electron),

2 (1L &
1. SR
lakl (l+—z—-) P

1

144y £, (P)=

De aqui se puede concluir que, dadas las cargas tanto de! proyectil como del
nucleo, el hecho de que la seccidn transversal se incremente a medida que la
energia inicial del proyectil incrementa se debe a que a medida que crece la energia
del proyectil se alcanza la energia umbral para un intervalo de p mds grande.
También, resulta que a medida que crece la carga Z, del proyectil (siempre
conservando que Z,< Z;), para un mismo pardmetro de impacto p, la energia
umbral también crece, lo mismo que ocurre si Z, crece (lo cual coincide con
experimentos que se han hecho {27, 28 y 29] ). Otra cosa que se puede observar de
esta ecuacidn es que, dada las cargas tanto del proyectil como del nucleo, si el
parametro de impacto iguala o excede a r,,, la ionizacidn seria imposible,
independientemente de cudn grande sea la energia del proyectil, asi pues, se
esperaria que las secciones transversales tendieran asintéticamente a un valor fijo
mientras la energia de los proyectiles crece, ya que, aunque el aumento en la
energia permite que particulas de un mismo haz, con pardmetros de impacto p mds
grandes, sean capaces de lograr la ionizacion, este incremento en la energia no
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serviria de nada cuando p excede a r ., esto es, el aumento en la energia de los
proyectiles no va a cambiar la disposicion de éstos a través de los atomos blanco.

Bueno, otra vez, si Ei > E s, entonces, el provyectil todavia podria ceder energia

cinética al electrén, tal como lo indica la ecuacién (1.33), donde (v{r,m))” esté dada
por la energia total del proyectil como:

mp Mymb

(£.45) [V(T‘.,mb)] * (Y":;x, Lyt ‘el) - _2._(EL _ 212161)

De esta manera, la energia cinética maxima cedida al electron por el proyectil es,
nuevamente, por ([.33) y sustituyendo r,q, de (1.31):

Tm"‘im"(E Zif)

(B

E.>E. .. (pxo)

(146) T, =

Y también, si Z, es mucho menor que Z; (digase Z, = 1, 2 y Z; > 10} y v del
orden de v; (digamos n* < 100) se tiene otra vez que:

aan T = q7eE, E.>E... (p#o)

Entonces, en el caso de n = |, se tendria que la energia total maxima que puede
perder et proyectil seria:

(147a) (Epe)m =0 T =552 EL

Asi pues, tanto en la ecuacion (1.39a) como en la ecuacién (1.47a) se tiene
aproximadamente lo que resultaria de la ecuacidn (1.28) considerando al electrén
atomico en reposo. De hecho, hacer aquellas restricciones sobre Z,, Z, y v; no es
tan relevante como parece, pues, muchos de los experimentos hechos a este
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respecto caen justo dentro de estas restricciones ([17, 19, 26, 27, 2§, 29, 35, 41, 42,
43, 43], por ejemplo) asi pues, se puede decir que bajo éstas, se va a tener que:

49 T << By B <<E,

Esto interesa ya que, mas adelante, se verd que la magnitud del minimo momento
que puede perder el proyectil se puede escribir como:

149) Do =hqi = W(I—[{— -EE"—"]/) Er= b T

(De hecho, m, es mas bien la masa reducida entre el proyectil y el 4tomo blanco,
pero suponiendo que éste Gltimo es mas masivo que el proyectil, se puede poner
como m,). Por lo tanto, tomando en consideracton la ecuacion (1.48) - para
aproximar la ec.(1.49) - | (1.47a) o (1.39a), (1.39} y (1.37), se tiene que:

(1.30)

5 Ee o o Ee o T E
T T E < %( 1)

u "

Ahora, si se multlpllca (1.50) por (ec.([.26)) v se toma en cuenta que vy =
Z?C /h,que Ej=m v. s vk = vy y (L .:7) se obtiene:

s dmd B 22 . Zome s 2% —ag..
" T g, 2k 20T ™" S S

(1.51) 2(:_1”)?3% ZiZE1;e1 :(%1“)12& a K _L@ rE

donde &, = aqumn cuando Ex = Ep.. Al principio, la cantidad aq,, habia sido
llamada £ y se habia dicho que sélo en el limite en el que tiende a cero es que la
primera aproximacion de Born (lo que significa usar trayectoria rectas del
proyectil) funciona y he aqui la razén. Pedir que & tienda a cero es pedir que el
proyectil tenga la mayor masa (respecto a su carga) y velocidad posibles, y que al
mismo tiempo tenga la minima carga posible. Por otro lado, de la ecuacion (1.25),
después de una pequefias transformaciones, y usando la relacion (1.37), se obtiene
que la excentricidad de la trayectoria se puede escribir como:
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I 4 2 ¢ 1 2 /.
(152) a—(i N mé‘;?fmesp " (,+ m lequ)z
- Zl ‘the,,‘

Sobre p no se pueden poner restricciones, pero tener € » | (lo cual da practicamente
una recta) exige justamente lo que exige terer & tendiendo a cero, como se puede
ver de la ecuacién (1.52). De hecho, se puede escribir £ en términos de &, (definido
en la ec. (I.31)) como stgue:
Y.
£= (1 N HEA & L)l (‘ s D —“—Vl‘fly
3 8%,

T2
(1.53) E:(l + —J—-m"ggo\;} ) (' + ——L“:@;) " )

(Nétese que &y — 0 < E/n” — 0, ya que de (1.51) se ve que &, depende de n’). La
razon por la que se ha dedicado tanto tiempo a este factor £ es por que resulta que
cuando se obtiene la expresidn para la seccion transversal para la produccion de
rayos X caracteristicos de la capa K, considerando la deflexién coulombiana, ésta
coincide exactamente con la que se obtiene usando la primera aproximacion de
Born (es decir, suponiendo que el proyectil sigue trayectorias rectas) justamente en
el limite de & — 0, tal como lo explica y predice el analisis anterior. Sin embargo,
como se puede ver en el apéndice C [30], el origen de la primera aproximacion de
Born, por si mismo, permite tener un criterio para determinar los limites de
aplicabilidad de dicha aproximacidn en el caso de un potencial coulombiano
blindado por sus electrones, asi pues, se puede ver que dicho criterio (energias de
colision altas y/o un potencial débil) estd en perfecto acuerdo con este analisis.

Cabe sefialar que las condiciones que se piden para £ »1, deben ajustarse a pedir
que my debe ser considerablemente menor que la masa del dtomo-blanco.
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I. TRATAMIENTO DEL PROBLEMA CON Y SIN DEFLEXION
COULOMBIANA.

a)o COMO FUNCION DE LA AMPLITUD DE DISPERSION.

Por el cardcter microscépico de los corpusculos basicos, el unico método de
exploracion del que se dispone para investigar la estructura de sus interacciones y
su dependencia de los diversos pardmetros (tipo de particulas involucradas, energia,
distancia relativa, etc.) consiste en el bombardeo de unas por otras v el subsecuente
analisis de los resuitados de la interaccién [31].

Fisicamente, la situacion general por estudiar es: un haz de particulas con momento
y energia controlados y conocidos, es lanzado contra un blanco de estructura
conocida {que en el presente caso es un gas o un cristal) que generalmente se
encuentra en reposo respecto al laboratorio. Debido a las colisiones que se
producen en el blanco, las particulas de bombardeo (proyectites) - las cuales son
independientes entre si, debido a la baja densidad del haz - son dispersadas y salen
de! blanco en todas las posibles direcciones. A su vez, a una distancia relativamente
grande, respecto del lugar de la colisién, se encuentran detectores adecuados que
reciben las particulas que emergen como resultado de la interaccion. La zona donde
se encuentran los detectores es la regidon que matematicamente se {lama region
asintotica. A particr de los datos que proporcionan los detectores se pueden
determinar propiedades del proyectil (masa, carga, energia, etc.), pero,
principalmente dicen el nimero medio de particulas que inciden por unidad de drea
del detector por unidad de tiempo.

Un primer punto importante es que la descripcién del experimento se realiza,
naturalmente, en un sistema de coordenadas ligadas al laboratorio, en el cual se
encuentra el blanco en reposo, mientras que en la descripcion tedrica es mas facil
tratar con el sistema del centro de masa, ya que el movimiento uniforme del centro
de masa es irrelevante en la descripcion (dada la reduccion del problema de dos
cuerpos, ver apéndice B, a)). Cuando la particula bombardeada es muy masiva
respecto al proyectil, ambos sistemas son cast coincidentes, pues el centro de masa
en todo momento permanece muy cerca del blanco, confundiéndose practicamente
con el

Tres parametros importantes son [31]:
8 - angulo de dispersion
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E - energia de la colisién
n(B) - niimero de particulas que inciden por unidad de area, por unidad de tiempo,
de apertura dQ) (dada como un dngulo sélido) y posicion angular 8.

A continuacién se da la relacion de los parametros vistos desde el sistema del
centro de masa (CM) y el sistema det laboratorio (L) :

Por ejemplo, resulta que si se definen los dngulos de dispersion como 6, en el
sistema L y como B¢ en el sistema CM [31] entre ellos existe la siguiente relacion
(donde m, es la masa del proyectil y ma1 es la masa del blanco):

(LD tgno_= —2enSe
cosO, + —+
Mz

Por otro lado, una parte de la energia disponible en el sistema L esid asociada al
movimiento del CM y no se utiliza en la dispersidn. Esto hace que la energia de la
colisidn sea menor que la usada para acelerar las particulas segtin la formula:

a2) £, =(l —~ ﬁ%n—z)EL

Un resultado muy importante es el que relaciona el nimero de particulas que
inciden por unidad de 4rea y por unidad de tiempo en un detector cuya apertura
dQcwm ¥ posicion angular se definen en el sistema CM, con el correspondiente dato,
pero definido en el sistema L. Se obtiene

3
™ 0s8 4 (MuY
[l +2,m1C_05 cm ‘*‘(mz)j] n(e 2

(I13) (8, =

| + %1 058

En lo que sigue se considerard el problema directamente en el sistema CM ; para
simpliftcar, se omitirdn los indices CM, que quedan sobreentendidos.

En el actual problema lo que se tiene es un ion ligero (proyectil de energia E - 0 E;,
como es llamada a partir de este capitulo -) colisionando con un dtomo asi pues,
primero se debe analizar el tipo de potencial de interaccién (V(r)} que existe entre
estas particulas y las funciones de onda que representan al proyectil antes y después
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de la colision. De la ec.(B-335) {para mdas informacién respecto a los temas de los
apéndices ver ref. [31]) se ve que si el producto uV(r) se anula en el (nfinito.
entonces el comportamiento asintdtico de la funcion radial u en el intinito es u ~ ¢
con k = (2mE)" fi (m - 0 u, como es Hamada a partir de este capitulo - es la masa
reducida del sistema, ver ec. B-62 y B-63); este comportamtiento asintotico de la
funcion se obtiene si uno se resiringe a los potenciales que obedecen la condicion
rV(r) - 0 cuando r — «. Los potenciales que tienen esta propiedad son llamados
potenciales “de corto alcance”. Si en el estudio de procesos dispersivos, al tomar la
primera aproximacion de Born, uno se limita a considerar solo potenciales de corto
alcance, entonces, el potencial coulombiano - justo el que se trata en ¢l presente
trabajo- quedaria eliminado, no obstante, se vera que el efecto de blindaje de los
electrones atémicos y las altas velocidades de colision permiten utilizar la primera
aproximacidn de Born.

Cuando la interaccion es debida a un potencial de corto alcance, se puede
considerar que ésta tiene lugar totaimente en el interior de una estera de radio finito
R, por lo que si la distancia entre el proyectil v el dtomo-blanco es mayor que el
alcance R, el movimiento es libre (V{r} = 0, si r > R). En este caso, la energia
cinética del movimiento relativo de las particulas libres es la energia total del
sistema.

Con se ve en el capitulo III, la funcién de onda que describen las particulas
dispersadas en la regién asintotica (r — ) se puede escribir como el producto de la
funciéon radiai asintotica R{r) = u(r)/r por una funcién de onda angular que se
denotara con {8, p). Usando la ec. (B-62) se escribe entonces:

%

(114) Yaisp = (O - 2L = ¢ 0, 0) - € (o=

donde en donde {0, @) es la llamada amplitud de probabilidad de dispersidn (si se
trata solo con dispersion) y (ver ec. (B-64))

\’l/un , EL>O

(IL5) K = —F

Puesto que el detector se coloca invariablemente muy lejos del blanco, para
garantizar que el proceso {dispersién-ionizacion, en este caso) se haya realizado
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completamente, esta funcidn de onda es la que se necesita para calcular en qué
proporcion se da el proceso estudiado, por lo que la descripcion del proceso seria
hasta aqui suficiente. La funcidn de onda completa posee una componente
adicional que corresponde a las particulas no dispersadas por el blanco
(representando también que el electrén no sali¢ de la capa K). Como éstas torman
un paquete de particulas libres y electrones alin ligados, i, se puede escribir ia
funcion de onda total, lejos del blanco, como

(1L.6) ’Y = Yinc T F (9,‘9) —g— = Y +Yasp

Mas adelante, en el siguiente capitulo, se vera que la funcién de onda incidente se
puede escribir como

(IL.7) wio = Ae™ | donde A A* = |

La ec.(ll.6) aparece como la superposicion de una onda incidente mas una onda
dispersada. También se puede entender como que el estado del sistema es igual a la
superposicion de un estado inicial y un estado final, cada uno con su respectiva
amplitud de probabilidad (y por lo tanto una probabilidad), que en general, varia
con el tiempo, pero, con valores constantes en las regiones asintoticas.

La funcion de onda dispersada es una onda esférica saliente multiplicada por la
amplitud de probabilidad (8, ¢), que mas adelante se verd que contiene toda la
informacidn dindmica del problema. Se vera a continuacion que esta funcion {8, ¢)
encierra también toda la informacion empiricamente observable. Esto es, la
probabilidad de encontrar la particula incidente en el punto r mucho antes de la
colision y al electron en la capa K serd (ver ec.(11.7))

2,

2 o
(IL8) ]n.,.m(v‘-)\ Pr=lA gy < dxdydz

AAT= |

b

Suponiendo la incidencia de los proyectiles a lo largo de eje z, la probabilidad de
incidencia por unidad de drea y unidad de tiempo sera

Iy (OdY | 432
dxdydt R

(1L.9) =V,
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donde v; es la velocidad de la particula incidente mucho antes de la colisién. Por
otro lado, la probabilidad de encontrar una particula dispersada mucho después de
ta colision y al electrdn libre serd, por (11.6),

|‘lfJJ.'sp(r)|lc§3r—“- i'\YdisF(F)llY_ldr d{}
(1L.10) = \F(Q‘;t@)rdrdﬂ
dQ) = seneded\f)

Entonces, la probabilidad de detectar una particula por unidad de tiempo,
dispersada dentro del angulo sélido dQ2, no es mds que (L1.8) dividida por dt = dr/vy,
donde v; es la velocidad final de la particula mucho después de la colision:

|\yd:‘sp(*_')rcl3r , ll r'clﬂ >
(L11) T = \F(df;v‘;’ R AIACT U

Se le llama seccién transversal diferencial al cociente de la probabilidad de
deteccion de la particula dispersada (con el electrdn libre, en este caso) por unidad
de tiempo en una diferencial de angulo solido, entre la probabilidad de incidencia
de la particula (con el electron en la capa K, en este caso) por unidad de tiempo y
unidad de area. Experimentalmente se debe que la seccidn transversal diferencial es
el cociente del flujo dispersado en dQ (consiguiendo al electrdn libre), entre el flujo
incidente con electrdn en la capa K. Asi pues,

1 do_ — 1
a2y de = —\\lf-‘-— (F (9.\0)\ 4.0 10 - \‘\%\f(sﬁ?)l

Por lo tanto, la seccién transversal total se obtiene integrando (I11.12) sobre el
angulo sélido de deteccidn:

(1L.13) G‘:Sgd% a0 =J’dﬂ \F(ea‘?)\l—\(ﬁ-

30



b)s COMO FUNCION DEL PARAMETRO DE IMPACTO Y DE LA
PROBABILIDAD DE TRANSICION ENTRE DOS ESTADOS.

Es justo en la regién de bajas energias, donde las grandes divergencias de los
cafculos con la primera aproximacién de Born aparecen, que un tratamiento clasico
del proyectil es justiticado. La condicién para tal tratamiento ¢s (ver ec.(1.3) de ref.

32D
Z, Zl -2 p
(g X = - - z\/b\’e >> |

donde Z, es la carga del nicleo-blanco v v; es la velocidad del proyectil. Esto
permite tomar en cuenta la repulsion coulombiana eligiendo una trayectoria
apropiada para el proyectil, la cual ya se ha visto que es una hipérbola y que
corresponde cldsicamente a un potencial coulombiano repulsivo.

Para tratar el proceso de ionizacion, de tal manera que la deflexion coulombiana
pueda ser tomada en cuenta, BANG y HANSTEEN propusieron un tratamiento
perturbativo semiclasico. Ellos representan el problema en términos del parametro
de impacto y expresan la interaccion entre el proyectil y el electron como la
perturbacidn

Fig. [l.1
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Se tiene que la aplicacton de una perturbacion a un sistema cuantico moditica su
estado,; por ejemplo, si y, es el estado inicial, eigenestado de Hy, el estado final,
etgenestado de H = H, + V, se puede escribir como

(115) Vo =yt \i—t Cary

Un cierto coeficiente Cy da la amplitud del estado k de Hy contenida en ‘P, asi,

(1116) Coe = e |7, >

Por lo tanto, Py = |C,,,\.|2 es la probabilidad de que, como producto de la
perturbacion, se realice la transicién del estado inicial n al estado k.

Si ahora la perturbacion depende del tiempo, entonces, se tiene que enconirar un
tratamiento perturbativo de la ecuacion completa de Schrédinger

(L1 th Bt

SE=Hy = (Her 3000y

La solucién general del problema no perturbado:

(11.18) ih %’z— = \:\{0 L\’(O)

se puede escribir en la forma

) 'LEK{:
(a19) ¢ = E&Cke 4 9, )

en donde las @y son la eigenfunciones de My, y E, los correspondientes
eigenvalores. Los coeficientes Cy del desarrollo se pueden escribir como

w20 C, = S&V:‘ (0 k'J(o) (x,t=-00) dx
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(se considerara que fa interaccion inicia en t = -o0, donde se entenderd a -2 COMO
-n2r, donde n —» w; Gnicamente por las coordenadas hiperbolicas que. mis
adelante, se usaran para representar la interaccion) Para resolver la ec.(lI.17) se
utiliza un método de variacion de parametros propuesto por Dirac, el cual consiste
en escribir sus soluciones en la forma (I1.19), pero con las constantes sustituidas
por funcicnes del tiempo a determinar

a2y Y = ZC (t)e St R @, (t)

Sustituyendo en {Ii.17) se obtiene

R (2 W™ g 0076 BT C 0™ gun)=
SEe ~cEeth
=5 G 0™ M.+ TCETH 0 0 =
it ZC L) ot )“wx)*fE@Cnnoé'&"uhceux):

-iEct

=30, WM E o0+ T W™ R W, 00 =

11.22) (Edd et/R
( i Zc (&)™ (P (X) = %CkweE ¥ A ()@, (0

multiplicando por ¢ e integrando sobre X

w2 G, (1) =- & LC W™ g,

en donde
.24y o 4, =SL€’I o) K (£) g, (x) I
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Si se integra sobre el tiempo, suponiendo que la perturbacién se aplica en t = - o,
multiplo de -27, se obtiene

a
125) C4 () = C, o) - 5 %jCkU‘—)éu“t Kadt

en donde el valor inicial C/(-0) es, segiin se sigue de (I1.20)

(.26) Cy (-0) ZSL{J; Ll,;({’—‘-oo) d x

Tal como en este caso, en el caso especial en que antes de la perturbacion el
sistema se encuentra en un eigenestado de Hy (cuando se tiene al electron en la
capa K), que serd llamado ¢y, resulta que y(t = -w) = p,(x) y, por lo tanto, de
(11.26) se tiene que Cy(-00) = dqy.

Por la notacién de (11.25) la funcidon buscada y puede escribirse de la siguiente
manera

E /R
man g = %Cz (tye " g (X)

Para resolver el sistema de ecuaciones integrales ([1.25), que es exacto, se hace un
desarrotlo perturbativo de los coeficientes C

a28) Cp(8) = G (k=) 4 C () + . =Sn +Cq (B) 4.

Sustituyendo en (11.25) se obtiene, cuando n # |
Lo et
(1292) Cp(t) =~ % S Co (e ™ Ay dt
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Iterando Cy(t), dada por la ecuacidn (I[.28), y suponiendo que ésta no varia mucho
de su valor inicial, es decir, que C/“(1) es pequeiio, se tiene que C(t) estd dado, a
primer orden, por

SOE:

|

ér(ig C!'-(_Oo) e‘wmt) X 111 dt,

-

. t )
_ wip t "
SRE-DH M

: . ‘ 1
' L Lt
(11.29b) CT )= - JﬁLS & Wy dt

Dado que estos coeficientes C se retieren a la transicion n — | es conveniente
agregarles el subindice n, al igual que a la funcion de onda dada por (11.27)

(iL30) Pn = chz (t)e g (X)

t
oy 9 LwWin ?
a3y Coy :fSeL A g ()T

Ahora bien, si el hamiltoniano ™ describe un potencial V que se aplicaent=-wy
que eventualmente desaparece. Para tiempos t mayores que la duracion de V
(digamos, para t = w), los coeficientes C habran adquirido su valor final y la
tuncion de onda sera una superposicion de eigenestados de Hy dada por

~Egt/H

(1132) Yo = zZ Crrleo)e (g (%)

El coeficiente C,(e0) es la amplitud del estado estacionario I contenida en yy; por lo
tanto, la probabilidad de transicion del estado estacionario inicial n al estado
estacionario | durante el tiempo que dura la perturbacion es (a primer orden)
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33 Lo = |Coz (o0)

S(nl\/\ﬂ> Mnt

Esta aproximacion es vélida cuando el coeficiente C,(t) no varia mucho de su valor
inicial (que para n # | es cero); es decir, cuando C“(1) (ec. ([1.28)}) es pequena
comparada con la unidad, por lo tanto, se estaria pidiendo lo mismo para Cu''(t),
para lo cual, se necesita que la integral de la ecuacion ([1.31) sea mucho menor que
uno, to cual, finalmente, demanda que el potencial perturbativo cambie poco
durante intervalos de tiempo ~ (mkn)"; pues, en este caso, debido a las oscilaciones
del integrando, la integral resulta pequefia. En el presente caso, esto se puede
garantizar a traves de la ec, {I1.1).

Para aplicar la cc. (I[.33) al problema de ionizacion, se ha de identificar que el
sistema que inicialmente se tiene es un electrdn ligado al nicteo-blanco en la capa
K, regido por el hamiltoriano Hy (dado por la ccuacion (B-39)) y representado por
su correspondiente funcion de onda (la cual sera tomada mas adelante en la forma
en la que la presentan ALDER Y WINTHER([34]), después, se tiene al proyectil
acercandose al electrdn con una velocidad v;, cuyva interaccion con el electron
(considerada como la perturbacion) cambia el estado de éste. De esta manera, el
potencial perturbativo, dependiente del tiempo es (ver fig.11.1):

'2.

1.3 _.——-—-——
(11.34) \V/ = gy

donde r es el vecior posicion del electrdn v R(t) el del proyectil, respecto del

nucleo.

Ahora se trata de conocer la probabilidad de que este potencial saque al electron del
dtomo vy quede libre. Asi pues, el estado final va a quedar representado por la
funcidn de onda de un electrén libre con energia T [34]. De este modo, ei cambio
en la energia E, - E, , asociado a este problema es justamente la energia de
ionizacion Ey del electrdén (igual a menos la energia de ligadura inicial del electrén)
mas la energia cinética final del electron, T.
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Se tiene, entonces, que ia probabilidad de que el electrén pase de estar en la capa K
de! nicleo-blanco - estado | i> - a ser libre con energia T - estado <f'| - es, a primer
orden:

(1135) Pepipne = # S@Jté“tét |V(R,£)\F>'r

donde w = (IE;; i+T Yh. Por otro lado, se tiene que la definicion general de la
seccion transversal total es

(1136) = gjrj PP(P)C’P

donde p es el pardmetro de impacto en la colision y P(p) es la probabilidad de que
un evento cualquiera ocurra cuando el proyectil se aproxima con un parametro de
impacto p. Geométricamente, la seccién transversal es el drea circular, centrada en
el blanco, dentro de la cual, si el proyeetil llega ahi, el proceso al que se refiera P(p)
se llevara a cabo.

De este modo, entonces, se tiene que la seccion transversal para la emision de un
electron atémico con energia final T esta dado por la expresion general:

(1L37) %g: = %2—‘; P‘JP 'Sjtewtd‘\/(i&,r;t)l@ll
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HI.SECCION TRANSVERSAL PARA COLISIONES SIN DEFLEXION
COULOMBIANA A PARTIR DE LA AMPLITUD DE DISPERSION Y
USANDO LA APROXIMACION DE BORN

A)EC. INTEGRAL DE LIPPMAN-SCHWINGER PARA LA FUNCION DE
ONDA TOTAL DEL SISTEMA CONSIDERANDO UN POTENCIAL
COULOMBIANO BLINDADO

En la primera aproximacion de Born se va a considerar la interaccion entre un
atomo hidrogenoide y el proyectil en las regiones asintdticas (es decir, las regiones
en donde se consideran los estados inicial y final). La funcion de onda del sistema,
dtomo- provectil, va a ser considerada la funcion de onda de una cuasipusticula de
masa [ = mpim,/im,+m, la cual, suponiendo que el potencial tuera de corto alcance,
serda una cuasiparticula libre (representada por una onda plana), la cual, fuera del
alcance del potencial producido por el nicleo atdémico, seguird una linea recta.
Donde las pérdidas de velocidad en el proyectil serdn debidas a la energia que es
cedida al electron.

En el capitulo anterior se vio que, tal cual, el potencial coutombiano no es un
potencial de corto alcance (V(r) = 0 si r >R, siendo R finito), sin embargo, el
[lamado efecto de blindaje o apantallamiento va a permitir que, en las regiones
asintoticas, el potencial de interaccion se pueda considerar nulo - tal como un
potencial de corto alcance -. El efecto de blindaje en un dtomo se debe a que los
electrones orbitales blindan o aislan parcialmente al nicleo de la carga externa. Una
evaluacién cudntica muestra que se puede tomar en cuenta este efecto
introduciendo el factor de blindaje ¢ “ |, en donde a depende de la estructura del
atemo. De hecho, por ejemplo, se tiene que el potencial electrostitico producido
por un dtomo hidrogenoide en su estado base es el promedio [31] de dos
contribuciones: a) el potencial debido al electron orbital, -e/jr — x|, v b) et potencial
producido por el nuacleo, Z>¢’fr, donde r es la distancia enire el nicleo y el
proyectil, mientras que x es la distancia enire ¢l electron y el nicleo. Tomando el
valor esperado de su suma entre estados base hidrogenoides, s¢ obtiene

k
ﬁ

o

2y
q): e(Z.-1) ; Zae ‘Tor,r e &
iy 0NN v

Aqui, basado en lo anterior, se considerard que entre todos los electrones del
atomo-blanco anulardn el potencial del nicleo en las regiones asintdticas, no asi
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dentro de donde se considere e! alcance del potencial del nlcleo; mientras que,
cuando el proyectii se acerca lo suficiente y empieza a interaccionar con el
electrén, dicha interaccién también se vera afectada por los otros electrones
atdmicos, lo que permitira introducir un factor de convergencia para obtener la
amplitud de probabilidad como mas adelante se vera.

Se parte de la ecuacion de Schridinger para un proyectil de masa m, en el campo

del potencial V(r), que produce un atomo de masa m,, siendo r la separacidn entre
ambos. Entonces, se tiene que

(1L E; LP(F): - % V,:\.IJ(F) +\/\f(?')

donde 1 = mgn,/m, i, entonces,

(111.2) (3‘71'{?: + EL)\V(F) = Vy ()

donde E; es la energia asociada al movimiento relativo entre fas particulas (ta cual
estd relacionada con la energia con la que es acelerado el proyectil, es decir, la
energia de colisién en el laboratorio, por Ej = { I- mp/(m,*+m,)} [Eq"

a
a3y K= %EL 50

entonces,

(11.4) (Vrl;, J’{L)LIJ(Y:): 'i/: \/(f—)g!)(?")

Se ve que el problema se reduce al de una particula de masa reducida  en el campo
V(r). Si este potencial es de corto alcance, a saber V(r) = 0 para r > R, R una
distancia finita, entonces {I11.4) se reduce, parar > R, a

39



s (Ve @=0 | r>R

)
Por lo tanto,

aiey §(F) = AT . AAT =

donde A es una constante que mas adelante se definird. La ecuacion diferencial
(1[1.4) y su condicién de trontera (I11.6) pueden incorporarse en una sola ecuacion
integral, llamada de Lippman — Schwinger. Las ecuaciones ([[1.4) y (I1[.6) son del
tipo

a7y (V2 KE) p = % V(#)p(F)

(I11.7b) (V2+W)39(F} =0

y si se considera el lado derecho de la primera ecuacion como una fuente p(r), tal
que

(11.8) 2{;{ V(F)yper = +p(f’)

con ello la ecuacion (H1.7a) se transforma en

(111.9) (V1+ Kl)Ly(F) =4+ (F)

Si L, es un operador lineal diferencial (como V* + k%), la funcion de Green de L, es
la solucion de la ecuacidn

(IIL.10) Lrg(“:)‘:’):’ﬁ' CS(Y_',_Y-")
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La funcidn de Green permite construir la solucion de la ecuacion inhomogénea

ML, @ =+ pE)

para una fuente arbitraria; en efecto, la solucion es

{lIL.12) k%}('r—') = EG’ (¥, F))/J(F))63'r"

donde y y G satisfacen las mismas condiciones de frontera.

En el primer caso (8(r - r’)) se hace referencia al potencial producido por una carga
puntual localizada en el punto r, la cual produce la densidad de carga

(HL13) (F-7) = §(F- )

Donde la carga es 1. En efecto, esta funcidn es cero en todo punto salvo en el punto
r, por lo que la carga esid concentrada en ese punto. En el segundo caso (p(r’)) se
hace referencia al potencial producido por una distribucion de cargas que pueden
escribirse como la suma de los potenciales producidos por cada carga puntuai.

Asi pues, el primer problema seria resolver la ecuacion (I11.10), poniendo

(111.14) fr = Vi k™

esto es

(111.15)(V1+ KD G, ) = §(F7)

Se expresa a G(r, r’) en términos de su transformada de Fourier (tridimensional)

-y - | =~ - ii(l.'-;,) 3
([[1.16)G (r,vr Y= Wgﬁ(qr)e o‘ c_:{_
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. ., 2 .
Aplicando a esta expresion el operador V° se obtiene

(LIL17) ViC—‘(F,F’) (m)hSG(q)vl 9 Ce Y,)dagr

donde

v*e@"ﬁ';” = V(Ve¥F™) = Y737 V(ig-7))

= V( A '3'): L(gfx +qira°L

- th v ‘q(f \-3) Ei_ kq(.f r)Lé

(IL.13) - _q:é*i(\’-\’-‘)
Entonces
(9 - GG )= - SG(‘?Q?: 30- v)d?_lr

20) KG(F-v)= @?}Tﬁgé (W eV dg

- = ‘ i Y"r)
a2y § (F,¥) = 8TF35 SR oY

entonces,

ay +q"az

%)
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* 1 1— T~ . 1 -7
m22) (V+K) Qe-#) - § (-7 :5[(%33-3“ G- slrr] TP = 0

Puesto que esta condicién debe satisfacerse para r arbitraria, el integrando debe
anularse, lo que demanda que se tome

¥z
. o fam t
(111.23) G(Q}_) = T3S K‘L_q—l B (J.Tl')‘ilt K_‘l_qa.

Introduciendo este resultado en la ecuacidn (111.16) se obtiene

, s oo :g( F-v7) 3
24y GE-v)= (‘W)BS e —dq

Para realizar la integracién se expresa a q en un sistema de coordenadas esféricas,
tomando el eje z en la direccion de r, con lo que se cumple que

(H11.25) §r (F-¥%) = q -7 cos 6
entonces,

!(" -7

120 GE-P)= iy

«on I

‘-3- F.¥Ycos®
= (R\TT)?’ S H_ SEnGCJGc]‘ech

-]

luego, sea p = cosO y dp = - senBdB, entonces

I an

GF-v) = (ma c{g& e |qu (-1 dipdidg
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I & LIl
(1I1.27) G(r ) = (l‘ﬂ)3 JJS 7'clgrdj-tcl‘-€

Al integrar se obtiene

1

“1" r‘/u. g{l ;ﬂ?-?‘lj( !
| e e [aqr ()

-k

G-7) gi

0"-—-———-\8

oo

1
_ \q‘lr— "l —i&lF-i"’l ]
Gl(F"F’) = I (5 %e““r ! q_ ﬂ_r-ldq_
LRI W -t wW-q*

En la segunda integral se hace el cambio q — - q, entonces,

Fepd) = qe* " (& o
Gl( )= (2“)1\' r’l([ Kt_qz dq. ji,_%l(%)(ag))

& 1q lF-721 / Lo e —#2
I S - T3 "
L@ IF- ( K-q° dqr +§ K- gt qr ‘1&3

oa

igle-l
_ 1 ge
) L(&H)L\F—F’\S K-gr 9

~a0

(111.29)

oD

iq\F-F’i
Ger-ey = | 38
| '-ﬂTllr 7 ‘ ( _—Z:F\T'dq_

—a
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Para determinar esta integral se necesita un método para usar el teorema del residuo
y poder evaluarla. Asi pues, se debe pasar al plano complejo C, donde se considera
a q como un complejo.

Hay una proposicion [32] que dice que:

i) Si fes una funcicn analitica en un conjunto abierto que contiene al semiplano
superior  H ={q | Im(q)> 0} excepto por un numero finito de singularidacdes,
ninguna de las cuales estd en el eje real v que existen constantes M v p>! v un
numero R tales que7f(q) /_<M//q /”St'empre quege Hy /q /2 R. Entonces,

(11L:30) S;(«_qr)c}gr:am 2 {residuos de [ en 1]

it) Si las condiciones de i) se satisfucen, con H remplazado por el semiplano
inferior L = {g /Im(q)f 0}, entonces

(HL31) SF(&H%:'NL Y {cesidues de [ en L}

El integrando que se tiene es
ei, ¥~

(132) £(q) = e

donde g € C. Se dice que una funcidn f{q) es analitica si es diterenciable en el

sentido complejo (es decir, respecto a g, en este caso) excepto en un nimero finito
de singularidades. Se tiene que

(m33a) 9(9) = 9

(336 h(q) = S

son analiticas, mientras que
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!
(34) PgI= W

lo es también {es 1 entre un polinomio) excepto en las singularidades g =k y g = -k,
sin embargo, k € R, por lo tanto, f{a) no cumple la parte que pide que las
singularidades no deben estar sobre ¢l ¢je real. No obstante, esto se pude solucionar
alejando un poco las singularidades del eje real por una cantidad imaginaria
+ie/2k, la cual se hard tender a cero, como se puede ver de la tigura [IL1.

Fig.I1.1

Una vez superada esta dificultad, lo que se necesita es encontrar M, p, y R en los
reales, tales que, |qff|f(q)l € M, Yq e Hyp>1 -2 |gl =R, para asi poder calcular la
integral usando el teorema del residuo.

Se tiene que

1qf*

(1133 | = -k

Sea p = 2, se obtiene que

lat* Qv L 1 |r
!q_l“ l(:ttl - %1__‘{1 l N ﬁ; =
q
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1 P \ \
r = H _er

1qu‘

(I36) ~ |||+_%:L_|l< “l—

1

Sise hace iq| 2 [k’[+1 =R, entonces se tiene que

Y
191 \ |
(111.37) =T < e = ==

lq* - K*[* LS I P
a “ ‘ V3V ” ! |+ VR

donde

111.38) = -———-
( K] = W e

Se ve, entonces, que la funcidn f{q) cumple con las condiciones i) y i}, por lo tanto,
se tienen dos soluciones, una para H y la otra para L

\\- ¥
(111.39) Jigf__dgr 27l Y (Res fen i)

o

aqui se tiene un solo polo simple k' =k + ie/2k

Lgf? - %1
(111.40) j g‘; dg =ami Z(Resfen L)

o

aqui se tiene, también, un solo polo simple - k' =- k -ie/2k.

Ahora, si
Ao ~K
(ITL41) ?‘*T“’(c‘[ K (9)

existe y es distinto de cero, el residuo de fen k’ es dicho limite
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SR) iqieF Chi
(iLaz) frm A3=K) g g¥"0 - A8 =
gk G-k g W |q=¥

Haciendo tender e— 0, se tiene que

KIF-TA
(111.43) Res f en H = ——

Para el residuo en L se calcula lo siguiente

1q|F-FH

Lim (R @
(44) 2, (qr"-}{)qre R e

si se hace tender € — 0, se tiene que

- wir-2l

(I11.45) Resf enll = _@-_1_

Sustituyendo en (I11.39} y (I11.40}, resulta que

Vi g7 —#") ik lE-e
(111.46) Jiﬂ%_l'—&rd% =Tie en H

-

ighé-#l Ty

(111.47) S—%f—_—‘;&—d%: T € en WL

-

Sustituyendo (I11.46) y (111.47) en (I11.29) se tiene que

ikIF-
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(3.48) G)"(;_,::) - __L_?‘___ e‘ch—-'r’l "

4T 18 -2l en
(549) GU(F-¥) = =5 g™ o L
- T NI -

La amplitud de Gy, asi como la de G, es proporcional a V/|r-r’l por lo que la
intensidad decrece como 1/, lo que corresponde a wna onda esférica; si se
multiplica por el factor temporal e” “* (donde el signo menos es una convencién
para diferenciar las ondas salientes y las ondas entrantes), se ve que la fase de Gy es
klr-r’| - wt, lo cual corresponde a una onda saliente. La funcion de Green general es
una combinacion arbitraria de las dos soluciones, sin embargo, este caso exige que
la solucion dispersada asintética tenga la forma de una onda estérica saltente e
(ver ec. (I1.4)), que es precisamente la forma de Gy. Por ello, debe tomarse G o« Gy,
asi pues, se propone

iKyr- T3
(“ISO) G (F-—?—’) - _..Bi..e_}_—_!. B = Cong"tan+e_
4T Iv-

donde B es una constanie que mas adelante se detinira.

Sustituyendo (I11.50) en (I1.12) ¥ usando (II1.8) se tiene que

:JG(F-F’)[J(F’)JS‘F’

LIU""
(LL.51) HU(FJ=—B Sda ' R \/( )y

YR

Notese que la funcién incognita w(r) aparece también en la integral (se le
denomina, pues, como ecuacion de Fredholm de segunda especie). Entonces, de
(1[1.51), se tiene que la solucidn general de (I11.3) es
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wie-#

(H1.52) pi7) = G 7) — B;,ﬁl gd’r’ & V) (7

Esta altima ecuacion es la ecuacion integral de Lippman-Schwinger.

b) FUNCION DE ONDA EN LAS REGIONES ASINTOTICAS. ITERACION DE
LA ECUACION DE LIPPMAN-SCHWINGER. APROXIMACION DE BORN,

Antes de continuar, seria bueno aclarar qué representan r y r’. Se vio, desde el
principio, que el vector r representa la distancia entre el nlcleo-blanco y el
proyectil, lo cual, evidentemente, sigue representandolo. Por otro lado, el vector r’
simplemente aparecio comeo una variable muda al introducir la funcién de Green y,
también, sigue siendo una variable muda sin ning(n signiticado fisico, no obstante,
en la ecuacidn integral de Lippman- Schwinger (ec. I11.52), el potencial de
interaccion entre el proyectil y el nicleo expiicitamente depende de " y no de r.
Notar esto es importante puesto que el potencial que se esta considerando que es un
potencial de corto alcance, ast, st r’2 R, entonces, la integral de la ec.(111.52) se
anula. Por otro fado, en este caso, bastara describir y representar las regiones
asintoticas del proceso para determinar la seccién transversal del proceso que
interesa (Cap. II), es decir, el estado del sistema mucho antes de la colisién y el
estado del sistema mucho después de la colisidn {estados inicial y final), asi pues,
interesan las regiones en las que r es muy grande comparado, incluso, con el
alcance del potencial.

En base a la discusion precedente, resulta que la funcidn de onda en la region
asintotica se puede obtener considerando en {1[1.52) r » R y, dado que V es
diferente de cero solo dentro de su alcance R, entonces r’, de quien depende V,
aunque varia en magnitud de 0 a o, solo produce contribuciones a la integral de
(I11.52) cuando r’< R. De este modo, sin pérdida de generalidad, se puede obtener
la funcion de onda en la region asintética cuando: r’< R « r (Fig. I1.2). En este caso,
el denominador del integrando de la ec.(111.52) puede ser escrito como |r - 1’| = r,
mientras que en el exponencial se debe ir un orden mas alla en la aproximacién

(ver Fig. 1IL.2):
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Fig. 1I1.2

sy |[F-v'l=v-r
entonces,

(IL54) K |F-¥]= Kr -KA, ¥

1}

Kr —

>
S

donde,
(ass) W= K -—

Sustituvendo en (111.52) se obtiene que

K -iKr
(11.56) Y (F) = dpcm -—Bﬂf;i[dﬂr’ ce:e V(F')LV(‘:')

ihr

(11157)L|;(r):“<}>(r)—51nh1 = {d},é“ v(f;)%;))

Sustituyendo ¢(r) de (I[L.6)

R ]Kr
Kr

(111.58) W () _:m_ + f (8, x{;) T Yindal # Whoo!
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donde

fla,g=" T | KTV

59y f (8,9) =~ s lrjﬁm PV

He aqui, en la ec.(I[I.SS), la superposicidén de una funcién de estado inicial
incidente, representada por

kT

(NL60) Ye = =Ae

més 1a funcion de estado final, representada por una onda dispersada multiplicada
por la amplitud de probabilidad del proceso (Cap. II).

R

([[I.61)%(F}= ‘C(e,ug)

Notese de la ecuacion (I11.59) que f(0, @) contiene toda la informacién dindmica del
problema y, como ya se dijo en el capitulo [1, también encierra toda la informacion
empiricamente observable. Las constantes A y B, en este problema de ionizacidn,
también tiene que ver con el estado iniciat y final del sistema, las cuales, aunque
para las variables de integracion de (1i1.59) fungen como constantes, dependen del
vector x que va del nucleo al electron, al igual que lo hace el potencial V(r) (o
V(r’)), como se vio al inicio de este capitulo. De esta manera, tanto A como B
representan eigenfunciones del electrén en el potencial producide por el nicleo
atémico, solo que A en el estado base (capa K) y B en un estado excitado:

(1162) A = Yerax = Yo ()

e * .
63 B = (i )=yl @
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Ahora, en ([11.52) se tiene una integral que involucra a la propia w(r), que es la que,
en cierto sentido, se esta buscando (pues estd definida por {6 ¢)). Este problema se
puede resolver iterando (111.52) si se supone que el centro dispersor es leve (sea
porque los proyectiles sean muy energéticos y crucen la region de interaccion muy
ripidamente, por lo que sean poco desviadas de su trayectoria inicial por los
centros dispersores, sea porque el potencial dispersor sea débit, o por ambas cosas
(ver. Cap. I)). En ese caso, iterando ([I1.52} se obtiene que

BA [ s Mr r—’l
(1164 Y (F) =G (F) - o #\,_Jd ! V@b

Utilizando fas aproximaciones usadas para |r - r’| y continuando con este proceso
se genera, en (111.59), la serie infinita

Flo s~ 25 Lo <@l vl

(111.65) = <¢’ |V., ( b aml)

La (} se define aqui de modo que

wir -¢7

(1166) CPIVAVI ) = Sd‘ SCP NG )V(r)? —7 V(@) 1 (F)

se llama primera aproximacion de Born al primer término de la serie infinita
(111.65), el cual se sigue de tomarn =0

B
iLe7yf (8:¢) = A I 'F-,"" <¢ MLy
___._._LS 3 ¥ _LK-WD)F -y
- A{- .?Tr‘h?' d AA V(\’)
que no es mas que la transformada de Fourier del potencial.
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¢) SECCION TRANSVERSAL TOTAL DE [ON[ZACIO\I DE CAPA K CON
APROXIMACION DE BORN

Ahora, para determinar la amplitud de probabiiidad de Born para el proceso de
dispersidn-ionizacion se deben sustituir tanto las constantes A y B, dadas por las
ecuaciones (111.62) y (111.63), como e} potencial V{r’) = V(r’, x), el cual, en la
region donde se considera que el nicleo ya no estd blindado por los otros electrones
y donde la interaccion entre el electron y el proyectil es considerable, aunque
afectada por la presencia de los otros electrones, estd dado por

~ox)F - R

(Les) \/ (P2~ %) = Lufael _ Zie

S 1¥7-%|

(recuérdese que o se hara tender a cero, cuando se haya integrado sobre r)

Fig. [11.3

Ademas, se tiene que tomar en cuenta que, para obtener la %(0,6) del proceso
dispersion-ionizacién, se tiene también que integrar sobre todo el espacio en el que
puede estar el electron, esto es, integrar sobre x. De esta manera, la ecuacidn
(111.67) se transforma en

(III69)fE(Sﬁ\o)——H—h—J\.{; (Rye (_Z_%é -

2ot eFiil

F-x1 © )\Pn (X)d;xcl?’v"
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Separando la ec.(Il[.69) en los sumandos que corresponden a cada parte del
potencial se ve que el primer sumando es cero, dada la ortogonalidad de las
eigenfunciones de los electrones en el campo del nicleo:

o) =24 e [c?r’e‘“‘ o ”“’- H&w*(x Y {x)}

L K’
(11170)+ S x Qe o-xl 7, e

Yr e e ]%(x)dr d’x

ir-X

De este modo, sustituyendo en la ecuacion (II1.12), se obtiene que la seccion
transversal diferencial esta dada por:

(714 ¢, (L) = V‘iﬁ‘h"

( & UERF R et -

donde dQ) estd referido a las coordenadas angulares por donde se dispersa et
proyectil:

(IL72) d 0 = send de dk{J

Asi pues, se puede ya proceder a integrar sobre r’. Llamando q al numero de onda
asociado al cambio del momento del proyectil, se tiene que

(111.73) 3 = K-

Sea y tal que

s Je,, = = Lm”;,‘*'xl a0

entonces, se tiene que
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ig-r?

%=§63w: DR, o' &5 g

je- xl

_(p 3 _ ST P K
X—{dwf"‘(x)wxﬁ.eﬂd*r’e 8 & g

sz 13
(11L.75) X=jdjx YR () A et ef%ljd T

P

Para hacer esta integracion hdgase el siguiente cambio de variable:

(L76) ¥ = 7> X

donde, como la distancia proyectil-nicleo (ahora representada por [r’[} es
independiente de la distancia electron-nicleo, se tiene que

LT JF = 4§’

Y, dado que |r’- x| representa la distancia entre el electron y el proyectil, se puede
afirmar que

(IL78) IFV € (0,00); dr=d¥’

Entonces, se obtiene que

ger
(1L79) A= PJd"'r e’ g
Irl
Para realizar esta integral se orienta el eje z del sistema de referencia en la

direccién del vector q, lo que proporciona que

(111.80) q‘?— = qrcos@
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integrando r en coordenadas esféricas y definiendo p = cosf y du = -sen8d0 se
obtieng que

Al

seﬂeafajate -

©

{grecosd

A = (DS&&- &t SFQ__F._
:paﬁjdr éwrls_l-é;‘ﬁ (-d ) =
- szSdr & r*(___——etj;;r%;qr)

:ﬂ%—T—Sdr le—”sengrr :p%je—qrsen%r dr

4r A

:[):UT Sdr é“rrl( 6_:3 -

(111.81)

Ahora, integrando sobre r

Y ) ( 9 )
(1,82 - 2
Haciendo tender a cero a o y sustituyendo p, se obtiene que
-~ — I'*TT —_— I'IW 3 . x
(HI-SJ)X—(??= ?Z.eljé ><L|JT(><)81 Huh(’-‘)

que sustituida en (£11.74) y utilizando (111.75) resulta que

(I1.84) ¢, (8,0) =

<'ﬁs

__/_'{_ 6T -2
yrt

3 gt Z.EH glyf(i)éi'i%(i)dax senedeétg
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Para poder proceder a calcular la integral sobre todas las posibles direcciones de
dispersion (d€2) se debe tomar en cuenta la dependencia de q respecto del dngulo de
dispersion 8, asi pues, tal como se detinio q en la ecuacion (I[1.73), signitica que

(111.83) Jﬁ§ =p’-p = 1 (G -%)
donde p y p’ denotan el momento inicial y final de la cuasiparticula de masa u
definida en la ec.(Il1.1) y (I11.3) (en le sistema CM, ver Cdp. [1, seccion a) y, v; ¥ vy

sus velocidades inicial y final, respectivamente.
Tomando la norma de q y luego su diferencial, respecto de 8, se obtiene que

= Y] s
(1[1.86)"59( = /UWF‘VLl ':/4(\);'—-'2_\",\/; cos8 1'\[}) *

-'/1_
(117 dq = -/J:— (V- 26¥, 050 #VE) W V. sendde =

1

'z- .
= %Sened e

Por lo tanto,

T
(111.88) %’Lﬂd—}u = Vp5en0do

sustituyendo (I1[.88) en (I11.84), integrando sobre ¢ y simplificando, se llega a que

STTZe dg

VIR 99£ ’ MW“‘"‘X

(1i1.89) d,, (qr)

Liamandosele factor de forma a la integral que aqui aparece.

Hasta ahora se ha considerado que calcular la seccidn transversal para la emisién de
rayos X caracteristicos es equivalente a calcular la seccién transversal de
tonizacién, sin embargo, la primera estd regida por la probabilidad de transicion del
electron a cada uno de los eigenestados excitados o desligados del electrén en el
campo del nicleo al que pertenece. Es decir, en realidad tener rayos X
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caracteristicos provenientes de la capa K significaria integrar sobre todos los
posibles estados finales del electrdn, incluyendo los estados ligados del dtomo al
que pertenece, esto es, considerar la sumatoria:

% 1

(11.90) IC S“"s (A R)ed Wialh )d

Donde las yn,,(R) estan dadas por [34]:

AL iy (A, %)= Ny Yy (950)REH/A)

| vy m son los nimeros cudnticos de momento angular, A esta relacionado con la
energia del electron como

-1 :
(111.92) (\\ :_-2—;:\—5: Gr == 'Z)ﬁme

N;, es el factor de normalizacion, el cual, para estados ligados, es:

.2 EO! R e
(1.93) Nga = 301 nl(((r:Jz—l)!) o

donde n es el nGmero cuantico principal y |ak| es el radio de la orbita K; mientras
que para estados no ligados, el factor de normalizacion es

(11.94) Ngs = & %1 L((gl—*]')—r“—

donde n, llamado numero de Sommerfeld, queda definida por la ecuacidn

: (S
(111.95)(‘\.=“L°*v~:t5 Q:—%‘% y G <O
14
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Las cantidades k., = mv/h y v, son el nimero de onda y la velocidad dei electron.
respectivamente, en infinito.

Y..m(0,¢) son los armonicos esféricos normalizados y Ri(r,A), para estados ligados,
esta dada por

(111.96) Rx( ) (n- f(?lf\ﬂ){ﬂ)i LMC«K\) nlav.lef;:](n‘q ‘)

mientras que para estados no ligados, esta dada por,

/& (2£41)1 J;ru/r\- Lid/an 2-ay
(1[197)R(FA)( )e T)—r'(*_}oe W (1-w) d.q

donde, (_'(-):[_1(9+‘">\/q\<) 3 r‘(ﬂ:r‘(l-fﬁ- )\/Qu)

Asi pues, volviendo a ([11.90), resulta que al hacer cada una de las integrales que
involucra cada término de la sumatoria, la Gnica contribucidén importante a la
sumatoria es el término donde la integral no tiene cambios de momento angular
[35], esto es, que I; = Iy = 0, de ese modo, entonces, se asegura maxima
superposicidn de las funciones de onda final e inicial. Por esta razon, el dnico
estado final que se toma en cuenta es aquél donde el electrén queda libre con | =0
(estado-S en el continuo) [26].

Por lo tanto, las tfunciones de onda inicial y final seran

. n
978 Yo=Y Ny 7R (x/10,0)

- -3 X -xf1ak|
NO;'IGKI —liakl 7 Ro (m):e !

60



(LLL.97b) LP,C* =¥ = Noee #R:(%Kex)

T
No;rl:N:):r[ eZkeﬁn.“—'(\.g_ kaa.‘”

l tkex (2u—1) _ L __ L
S Ke* { L{ch‘\& (1_]_1)\@0.‘ d"-!.

RE(-iKex)= — — | e
P(\_xeLaK)P(H k;a,‘) o

introduciéndolas en {I[1.89) se llega a que ¢l factor de torma esta dado por

i
(111.98) FKT = o,la.d N ""T‘r“

SR (X/"'lq“ R (X/'.CI.J)X senedxd@d?

haciendo q-x = gxcos® y p = cosf, du = -senBd@, e integrando sobre | v @, se
obtiene que
Iu

(1199 F, o = Ny, Nog 'ISR /ine,) Ro (5/1a)) x* ‘—5%‘3'—’5 dx

Antes de continuar con la integracién sobre x, hay que fijarse en los valores que
puede tomar ¢. La conservacion de la energia limita los valores de la sngunemt
manera, de la ecuacion ([[1.86), se tiene que

2,1 1
(111.100) )p\‘gr“*:/u (Vi -2V ¥fcos® +V)
donde vy y v; son las velocidades inicial y final del movimiento relativo dtomo-

blanco, entonces, si el proyectil no sufre deflexion por el niicleo, se tiene que 8 =10,
por lo tanto,
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h Qi = A (VT 2V0VE 1Y) SIS

(111.101)Jﬁlg{'ﬁ“{n :/ﬁ(\,lj' JQ(E/&E"’ ) =2 (JE/ - m)

Donde la energia perdida esta dada por

(I11.101a) Ew =tE +T

donde Ex es la energia de ligadura del electron y T es la energia que cede el
proyectil al electrén como energia cinética (ver ec. [11.46), similarmente, si se tiene

una colisién frontal, es decir 0 = &, se tient la condicion de Q... que corresponde a
un proyectil severamente afectado por la repulsion coulombiana

Jﬁq,w = u (v +2v. v, eNEH) = /u*(VfH/;)L

1
107 Ba = 2 UE - JE- Epe )

Ahora, en caso de que la energia que pierda el proyectil sea suficientemente menor
que ta energia de colision inicial, condicidn que, segin la ecuacion (1.37) y la
ecuacion (I1.46), es cierta si la velocidad de! electron es mayor, pero del orden del
la velocidad de colisidn inicial; las ecuaciones ([11.101) y (II1.102) se pueden
aproximar de la siguiente manera:

R, = 2ME: (\J—ﬁ) =2 (i- ( E{f’)) 28 (-{- 5

1 EICY
(I11.103) Y Qe =M 2—E_

mientras que para Gugy , S€ tiene que
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#ﬁh&:zﬂa(ujE_;__ELE_Q_,)t:wE;(w(;_ Em-))_quE (1 Em)

(111.104) Jﬁ% ‘B/UE( Ew) mg}u

No obstante, mas adelante se vera, al integrar sobre g, que dados los términos en g
sobre los que se integra, se puede poner sin error alguno, Qug..= .

De las ecuaciones (I11.103) y (1I1.104}, se tiene entonces que

B M 2 1z 34 E
(HL105) =F== o= 9 PO

mientras que,

t‘l
ZEkr‘ne

a106) lagl =

entonces, multiplicando (111.103) por [aKf , se ohtiene que

y 1.t -~ /(
EPUIu e <qm

Ee
(I107) R Z a.1'Q :

Utilizando las ecuaciones (1.37), (1.47) y (l11.101a), tomando 1 = m,, se obtiene
k3

n )
(1[1.108)(3: ) m\g{ ( e) L, NnZI0

Entonces, si la velocidad del electrén es varias veces mas grande que la velocidad
del proyectil, se puede asegurar, de fa ec. (1I1.108), que

(111.109) Al 33
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Volviendo a la integral de ([11.99), resulta que, al integrar por partes, €sla se puede
expresar como una serie de potencias: L= Cn/q’(qlak])”, esto es

INNCIE SR R, —-senqrxdx

[ [ g

N1 %
o A .
g ] Juleoppllogl o)

o

= %q AP ?:;{:71 SA osqX — qr%S A % seng X continuando el procedimiento,
Q

Iy;\'((ir) == %Ai-.-o‘!‘_l-l"a Ax:o +‘I_ SAMM + i 5AI"COSQ_X

il
|1
I
p
>
>,
8
[0
>
>
o
+

(I11.110a)

entonces, si la condicion (111.109) se cumple, la integral de (111.99) se puede estimar
tomando s6lo el primer término de la serie, de hecho, no es necesario que q sea
mucho mayor que ¢ = I/ag], dado que el primer término de la serie sera
proporcional a l/laglq’ v tan solo el siguiente, a partir del cual se cortard la serie,
serd proporcional a /iagl’q®, asi pues se tiene que
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(11.110b) Lr@r) ij Roo 2= sengrxdx = - é—]—duo

Ahora restaria evaluar en x = 0 la funcién A de la ecuacién (II1.110b). De las
ecuaciones ([11.97a) v (1[1.97b), se tiene que

X -w/laxl
R.(&)=e

LD R (0)=

- Kex (21 Kol Ui, a)
R (-ikex)= ) . Sek ) u/K)(‘—u{tke du

(I11.112) R; (0)=

‘ - Ay} "'/( =
Su““ (-uy ™y

x . o ,
CJR.,;()'(LK:X) f (lLk—‘l) He {Kex (2U- q /(Reﬂv\)o‘u)/“‘eax)du
l‘@\) ( Keﬂ
"y L/ il x
:P(n i I S@u Dtk &’ I -u) Y gy
‘KQQK.)]_‘(" lﬂ_:a—l&
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1K‘ -4 { -, [
z e )S(zu o) (e 0sse)

M gadr(via,
dRo -x/iax
T(%&)"‘iclxki -
dRs -

(lll.ll4)$ (0) = - o

Por otro lado, utilizando la funcién beta [30]

-if (KeQr) L/(Ke Q) t ‘
(I1s) gdu e e B(I_K—‘;E: | +H—‘a-)

=]

L L
= - + )
r'( “ieuk)r‘('I KeOx
por lo tanto, sustituyendo en (II1.112), se tiene que

wie) R ()=

Luego,

1% if(keOr) L L
({11.117)Su (n-u)/ du:B(l—R—:&x)"-}-Ke““)

<]

usando la propiedad:

ex)

«)
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MLL8) M (z2+) 27 ()

se tiene que

(HL.119) : 1- /X eOx i/xzax (I—K&Q )P( th F(”Keou

Introduciendo (III.115) y este resultado en (1I1.113), se tiene que

(111.120)@%9 =iHe_((\— KL )")ng

a
e VK "

Por lo tanto,

e [ ]

:-‘B_‘L(@Rx (-(Hex)-?- de - Kex) R ( ):’
i dx o dx \Q\
1. 2

(5.121) {'Iﬁ*cﬂ“ﬁﬁ

Entonces, sustituyendo en [t

(111.122)
L "o 19,'*

Luego, sustituyendo en (111.59)

1.123
(UL123) F -l\!o.a.‘,rxl,mIqr,i

Finatmente, sustituyendo en ({[1.89), multiplicando por 2 - por la presencia de dos
electrones en la capa K - € integrando sobre q, se tiene que
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1

2 2%
(ﬂn— S TrV;i‘h C‘} [ax [LINaanI |Na

Teia

1!

-1
(L124) @, % i 2 213 \No ol 1N, |

%y Vi RT in
donde ay es el radio de Bohr del hidrégenc. Luego, evaluando en limite inferior,
dado por (II1.103), se tiene que

T Z“V\‘LELS
q _i12121 ( )
ST 5 Ay viRTE '1 (E+T)°
5 'y 2 |
(111.125) (I]T=—75:—%Ts_2. Z’:e“h“INo,mhl No,y (EVT)

Tambien restaria, entonces, integrar sobre todas las posibles energias cinéticas T
del electrén emitido; antes de eso, hay que tomar en cuenta el factor de

normalizacion Ny, dado en la ecuacion ([1L.97b). Asi, utilizando propiedades de la
funcion gamma:

aize) Cez) =20 2) rO-2)N @)= senTrE

y que sen(iy) = isenh(y), se llega a que

AL amn
(HL.127) IP(H r()l N
Por lo tanto,
mq_l
(II1.128) 'No,ql =2 I’IIW =271 "—_'"'é?ﬁ(."
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Definiendo C como:

] |
(ur.129y C :%— i 2127 R INojau v

ag

y utilizando la ec.(I11.95) se tiene que

) Tend '
UL130) ¢ = CJ INO,QII(E%T_;T;
A VR
Tmax

- \ | d'r
=Lam
CS Kelouwl | __élﬁ/(Ke'.ﬂKl) (E,J-T)w

Ademas, con las ecuaciones (li.92) y (II1.95), se pueden relacionar A con k., y
ésta a su vez con la energia cinética T del electrdn, de tal manera que se puede
hacer el siguiente cambio de variable en (I11.130):

UREIS SRS Ke dT = 2 dKeh®

L ™Me ) 2L me

con lo que se obtiene (v = h%2m,)

(Ké)mr.{x

*
amh | dHfe

T11.132 = 5
( ) T=C meIQK'IS - ézrr/(xemkn (EarUKa)

3

Para poder evaluar esta integral, sera necesario hacer una aproximacion del primer
factor del integrando, es decir, en el que aparece la funcidn exponencial. Asi pues,
véase que si k, toma valores desde O hasta (k.)ms., entonces, el exponente de e toma
valores desde -0 hasta -27/((ke)mac Jaxl}); se vera, pues, que dicha exponencial en
dicho intervalo siempre serd un niimero mucho menor que 1. En el limite inferior
de k., la exponencial seria estrictamente 0; para el limite superior, véase, de
(111.106) y de (111.131), que
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(111133 L NameE f JHY ): [ Ex
(Ke}mi lal J'F\"' \ y ZmgT Tmix
Por lo anto, de las ecuacione';s'([.?)?) y ([.47), se tiene que

I
(L11.134) _—‘__:(_n_‘_) - n Z10
(Ke)mn’qukl H 2‘ n

Se tiene, entonces, que en el caso extremo que n = b, 1/((k)mac]axl) = 1/2; en ese
caso, la exponencial e KD a1canza su valor maximo que seria apenas de
~0.04, Por ello, dicha exponencial se considerara como un nimero x mucho menor
que 1, de tal manera que el primer tactor del integrando pueda ser expresado como
una serie binomtial, esto es

-t

(LI3S) (1= x) = |+ x4+ X+ (X 4V

Entonces, dada la pequefiez de los valores que toma la exponencial, la serie puede
ser cortada en el segundo término y asi, la integral de ([I[.132) puede ser
aproximada como la suma de un término dominante mas una pequefia correccidn:

(K ednd x (K drrax B axt)
2Ttk H Jhe +S di, &7
me lawl| ) (Ex 1UKe)” (Ex + YV Ke)”

136y € = C

Si uno se queda con el primer sumando, todavia es posible hacer otra aproximacion
sobre esa integral. Resulta que, se puede simplificar el cdlculo de la primera
integral si se considera una integracion de 0 a cc, en lugar que de 0 a (K )i Esto se
puede hacer pues, el integrando tiende rapidamente a cero a medida que k. crece.
De esta manera, integrando hasta infinito (ver [36] Pag. 274 y 296, ecs. (92) y
(404)) se llega a que

2% oy
137 G=C Ik [34-30-.._'1} L g an
| ! Cme|q,d AR L'PE:\[_E—:(ITHQ)
L
G-_—_Cl[.’i‘i-w"...'l]_lﬂ - LA
4 L q-8+. .-t E:‘ E:
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Es asi como de aqui se llega a la formula que se buscaba [27], sustituyendo C (ver
ec.(111.129)

(138 ¢ = C, ZTZE‘L‘ yf

donde Cy es una constante que depende del elemento blanco, esto es, de{Nyx, ver
ec (111.97a):

b ? .
([II.I:Sa)_CK:_,?é__Tre-'ﬂhs(k-_gs) é;.

Como se puede ver en (II[.138), se tienen invoiucradas tres cantidades relacionadas
entre si: Z;, Ex y Cx . hay, entonces, que escribirla en términos de variables
independienies:

(HL139) ¢ 2 %: v

donde ahora los parametros de {[I[.139) son independientes entre si y C’ no
depende de ningln parametro:

T

—% TFET QJF\B(IS"))

(11.140) C =

Volviendo a la ecuacién (I11.130), si uno repara en la expresion que finalmente se
obtiene para la seccidn transversal (1I1.137), es posible escribir la forma integral de
ésta de tal manera que, mas adelante, se pueda relacionar con la que se obmne
tomando en cuanta la deflexién coulombiana. Para ello, véase prunero que,
haciendo "la misma aproximacion de (II1.135) para (lIL.136), el factor de
normalizacion |Nt,'nl2 puede escribirse como:

AT
Ke |G|
este factor de normalizacidn varia, entonces, de © (en T = 0) a nu{en T = Ty ).

para n < 10. Sin embargo, el integrando, escrito en términos de k., es finito para
toda k.. De este modo, se puede interpretar que dicho factor puede salir de la

(1.141) {N":'th SIE Z10
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integral como un valor-promedio que lo represente justo en la integral de ([11.130).
Asi, la expresion integral de la seccidn transversal puede ser escrita como:
Wl;-v-w(xd_r
HL142) G = 9 (1,83 S—————-

o

_Finalmente, otra vez, debido a la naturaleza del integrando de (II[.142), la integral
se puede extender hasta oo: '

B (LA
(5.143) q‘_q(;_83)C[(EK+T)W—1.83C £
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IV. LA SECCION TRANSVERSAL PARA TRAYECTORIAS HIPERBOLICAS
DEL PROYECTIL.

a) APROXIMACIONES USADAS EN LA IONIZACION DE LA CAPA K POR
PARTICULAS PESADAS

El cardcter del proceso de la ionizacion de la capa K por particulas cargadas y
pesadas se ha visto que depende de las relaciones entre ke, a, a, ¥ qui- Donde hk, es
el momento del electron emitido y o = Z,e’m/h’ es el inverso del radio de la capa K
del electron, a = Z.,2,e*12E; (\'fer ec.(1.26)), ¥ Gmin €3 el minimo momento transferido
por el proyectil, el cual, de [a ecuacidn (1I1.103), se ve que se puede escribir como:

(V) =3t Ep=f, T

donde T es la energia cinética del electrén emitido vy Ey = Z>%e'm/2h? es, como
antes, la energia de ligadura del electrén de la capa K.

Es de interés notar que los ‘valores relativos de , @ ¥ (uia ©Stan ampliamente
determinados por el parametro ¥, dado por la ec. ([1.14). Asi pues, si se define &,
(ver Cap. I} como el valor de § = aqmi, para E, = Eg, se tiene que

Me

|
yz, mp X

(IV2) G =

1m 3
(Iv.3) Eo :(H_ET) Tn_;”t

Zu

ax _ 1z,

Fo —(%;mc&_ X

(IV.4)

Para dichas cantidades uno tiene cuatro posibilidades - correspondiendo, en €l orden
mencionado, al incremento en la energia del proyectil - :
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V) Dgm <L <a 102 ’%’%z

De acuerdo con la ec. (1.31), tomando en cuenta que Z, « Z,, para que se dé la
ionizacién es necesario que se cumpla que 2a < 1/a, por lo tanto, d:cho proyectil es
incapaz de acercarse lo suficiente como para que se dé la ionizacion. Mds adn, de
(IV.26) y la formula dada para g, se tiene que si a > Z /g, incluso entonces, E,\ >E,
asi pues, la ionizacién seria imposible. Luego,

(Iv.e)z)ﬁ—fﬂ—{:<a <—1z ) 1!%&2,)’@'42.5 (¢ >1)

Para tales energias, el proyectil podria alcanzar la distancia umbral para que se diera
la ionizacion (ver ec. (1.31)), sin embargo, la probabilidad de itonizacién se vera
fuertemente afectada por la deflexién coulombiana, ya que, como se puede ver del
caso 2., aQu. > 1, de ese modo, como se vio en el capitulo [, esto significa gue el
proyectil es desviado de su trayectoria inicial, describiendo una hipérbola de
excentricidad considerable y provocando que el proyectil se acerque menos de lo
que lo haria si no fuese desviado. Luegp,

([v.v)s)a<q‘—m<-é',:— » A > HE 5 (R L)

En este caso, otra vez, el proyectil puede acercarse 1o suficiente para que se dé la
ionizacién, dado que nuevamente a < l/a. Por otro lado, la deflexion coulombiana
todavia tiene cierta importancia, pues mas adelante, se vera que solo llega a ser
despreciable en caso que £ — 0. Finalmente,

(IV.8) 4) Ao <g— > X<<YHZ,

qvm'ﬂ
Aqui, el proceso de ionizacién no puede ser tratado por métodos semiclasicos, ya

que la velocidad del proyectil seria mucho mayor que la del electron de la capa K,
por lo tanto, seria cercana a la vefocidad de la luz [19, 16}.
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Asi pues, como se puede ver, este trabajo abarca basicamente los casos 2 y 3. (Cap.
lII), mientras que esta seccion, donde se va a suponer que la detlexién coulombiana
es importante, esencialmente se apega al caso 2), en el cual ¥ (ver ec. (IV.7)) se
ajusta a la condicion (I1.14) y, por lo tanto, nos garantiza que el nlunero n (ver ec.
(1.37)) de veces que es mas grande la velocidad del electrén, respecto a la del
proyectil, es suficientemente grande como para asegurar que (ver ec. (1{1.108))

uwm;ﬁ'<<t

mrh

Por otro lado, la relacion entre el nimero de onda, ke', del electron emitido y el
inverso del radio de la capa K, o, se puede escribir de la siguiente manera:

_ ('LmQT)Iﬁ + (i)y‘

ke _
V.10 - — =
( ) oL ‘Fl (?J'"e Ek)h EK

Utilizando las ecs. (1.37) y (1.38). 0 (1.46), se tiene que

oo ()=~ 5 %)

nt  Z,+7Z, mp

de este modo, si, como ya se vio, n es grande, entonces, también se tiene que

mmm(ﬁ;)<<|
« .

Por lo tanto, de la ecs. (IV.9) y-{IV.12), se tendria también que

’,
MmN

avm)(;°)<<l-

Finalmente, para poder suponer que el atomo-blanco, el cual es neutro, permanece
en una posicién fija y que no es afectado por la presencia del proyectil; para poder
suponer que el proyectil describe una hipérbola con foco en el la posicion del
atomo-blanco y para garantizar que la masa del proyectil, m,, es aproximadamente
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igual a la masa reducida del sistema, 1, se pedira que la masa del dtomo-blanco sea
mucho mayor que la masa del proyectil, lo cual, implicitamente, implica que la
carga del proyectit sea mucho menor que ta carga del dtomo-blanco, Z « Zs.

La tabla [V.] muestra los valores de los diversos parametros para algunos casos

experimentalmente investigados por bombardeo con protones [19].

TABLA V.
Elemento Zs | Ei (keV) X Eo ao.
Fe 25 140 21.8 0.28 0.051
1300 7.2 0.0094 0.0052
Mo 42 240 26.8 0.56 0.084
1600 10.5 0.033 0.013
2400 3.6 0.018 0.0083
Pb 82 1920 18.6 0.21 0.046

b) TRATAMIENTO PERTURBATIVO DEPENDIENTE DEL TIEMPO Y A
PRIMER ORDEN DE LA IONIZACION DE LA CAPA K PARA EL CALCULO
DE LA SECCION TRANSVERSAL PARA TRAYECTORIAS HIPERBOLICAS

DPROCEDIMIENTO GENERAL

De las ecs. (11.34) y (I1.37) se tiene que {a seccion transversal para la emisién de un
electrén atdmico con energia cinética final T estd dado por la expresién general:

o

fpdp‘gaae <%\;_——m

donde ¢ es la excentricidad de la trayectoria hiperbdlica del proyectil (Cép. I),
suponiendo que el nlicleo-blanco, centro dispersor del proyectil, se encuentra en el
foco F (ver Fig. IV.1). Por otro [ado, de la ec.(1.8) se tiene que

cJG___rr t

V.14
WD = 3

“(’1'
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O’F — distancia del centro de las hipérbolas al foco donde se encuentra el nicleo-
bianco

O’ A — distancia del centro de las hipérbolas al vértice de la rama que traza la
trayectoria del proyectil

|, — asintota de la hipérbota (describe por donde inicialmente se acerca el proyectil)

I, — asintota de la hipérbola (describe por donde se encuentra al proyectil cuando se
aleja del lugar de la colision)

Como el proyectil sigue una trayectoria hiperbélica, yendo por la rama de una cierta
hipérbola, entonces, el nicleo-blanco (centro dispersor) debe encontrarse en el foco
opuesto a dicha rama.

Figura IV.]

(IV.15) OF » OA = o (£41)
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Ademas, en el capitulo [, también se vio que O’A =a y que O’F = ae. Con esto va
se puede determinar el pardmetro de impacto p en términos de estas cantidades.
Entonces, tomando en cuenta que el parametro de impacto se puede ver como la
distancia recta (46, Pag.63] entre la asintota |, [46 Pag.79] y el nicieo-blanco (el
punto F), situado en O(0,0), donde se cruzan los ejes XY; se va a definir la asintota
I} como

L :-Ne -1 (x-ag) -y =0
4, -{erxe{e-t ag -y =0

Por lo tanto, la distancia recta entre O vy 1), es decir p, es

(IV.16)

avany p= S EIRIEEel ca fET

de donde se obtiene que

(V.18) dp =a (6213 £ d¢

Yy, por lo tanto,

(1v.19) PP = a'edE

Por otro lado, se tiene que el término 1/r-R(t)] puede ser expandido como [47]

| - [ ‘
=R A
PR

> Y->

(1V.20)

= - = = = 2
(el re|_ b} [xe Y le

r I{-——-—‘—-—l—)—-—]—-‘—[———'l'—— oo
’( 1[%‘ o 159

Donde se ha definido r» como el mas grande entre r y R(t) y r. como el menor entre
estos mismos. Asi pues, este capitulo se confinara a sélo considerar el término
monopolar en el potencial, asumiendo que este término es el dominante para a. «
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Quin. » O equivalentemente, cuando la velocidad del electrdn es mucho mayor que la
velocidad del proyectil. Entonces, por esta razon y dada la ec. (IV. 19) v la ec.
(IV.14), se tiene que

dq-r.*r:__ tiy e ®
= AT ae| ede

-~ 7 s

)r<P\ -

(IV.21)

Jt e Y, 5 iy, ”

S (b | R (1)
y r> R

4
-

r

~ J

Luego, para evaluar las-integrales de la ec.([V.21) se va a usar una representacion
paramétrica empleada por, entre otros, TER-MARTIROSY AN{40]:

X =a{coshwt+¢€)

y = QJEZ- | Senlww

(Iv2z2)y z2=20
ESTA TESIS NO SALF
R:Q(E coshw-l' |) DEMBHBLE@TECA

t = *3—L, (€senhw +w)

Donde w € (-0, ). Cuando w = -co se tiene la representacion del proyectil en la
region asintotica mucho antes de la colision; mientras que en w = oo, se tiene la
representacién del proyectil mucho después de la colision, también en la region
asintdtica. Entonces, insertando en la ec.(IV.21) las funciones de onda del los
estados final e inicial del etectron, wr y yy respectivamente, con momento angular
| = 0 (ver Céap. I11), dadas por las ecs.([11.97a) y (111.97b) [34], se obtiene que

=)

([V.23)C_JEK_I: 21 IZ e’ IN I | 7 wk
dT  +* 0, lagt N“l( SEdE dte
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an 1T ! oo 2

e — T~ 1-"5 "
% {F(]-iq)‘[’(u-;q)jd"f’Ssenedejdu(l uw) g—é——r e +Sdrre

= o o
28

Donde b se define como
(V29 b = - iKe + 21k u

La integracion sobre o, I, , la integracion sobre 8, ly , y la integracion sobrer, [, se
pueden llevar a cabo facilmente y se obtiene que

“INoy ILfEdE

1
_C‘EHEJ_ — -g—-n—? a?—z] e"" INO‘;aKI

dT
(IV25) | ' _
<\t &t Il du (- Tl 2 _e“"‘(.+z_)
D) P arg) | RE* p? Rb

Donde I, es aquello que esta encerrado en los paréntesis cuadrados. Para integrar
sobre el tiempo se deben usar las expresiones de la ec. (IV.22) para sustituir las
variables t {(dt = d/v,{gcoshw + 1 }dw = {R/v|}dw) y R, e integrar sobre w; mientras
que de la ec. (IV.1}, @ puede ser escrita (ver Cap. [I) como @ = Ep/h = quinvie
Entonces, recordando que aqu, = & (ver ec. [.51) y multiplicando por el momento y
arbitrariamente por v; se tiene que

(1.26) Vi. I‘t :VCSJ{: e':“'{"IR :S CJW lf(ﬁ senlnw+w)[

-0 RN

b’i

—ba(Ecoshw +1)

- -Q-__bz— {a(f_ cosh w f-.!) .l_._t_ﬂ
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0o w
. nhws - i hw+w)-
(Besennwiw) . fg ba. (F(Esenhwrw)-bafcoshw
v, Le :—l—gdwei( | _(—b-,’rz—,_)e deef

-0

b = -*L (&.sen\nw+w)-boicmhw
Qt de QP cos hw

b

“oa

Ahora, se van a representar estas integrales en términos de lo que se [laman
funciones de Bessel modificadas de tercera clase y de orden complejo {39. 19]. Para
ello, hay que identificar las cuatro integrales que se tienen. Asi pues, primero se
tiene

o3 .
if&sgnhw FiEw

avan I = SCJW@

—od

haciendo la transformacion
w— -w’

se tiene que (ver [39] Pag. 182, ec(10))

-
1

a9 T, =2e  Kile})

La integral I, seria

oo

(1v.29) Iz = gdw elg (esenhw +w) -bag coshw)

-

Para la cual se hace el siguiente cambio de variable
e’ =y
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De donde se obtiene, utilizando la definicidn del senh v cosh en érmicos de

exponenciales, que -

( £ [y (g +ba) - (g +ba)]
(1V.30) ZJ % e ¢

[}
Ahora, si se hace la sustitucion

y(e/2)(ba-iE) =t

se obtiene
. oo-Loo 1 N
vap T = ( ' )lF dt_ o fdt iy
3 £ ba L% t"‘f

Por lo tanto (ver [39] Pag. 183, ec.(15)),

av3) T, = l(——LJ“tF)F Kiig (0=

(ﬁ K-‘f(“b““*F" ) |

Para I; e [, se utiliza que coshw = (e +e™)/2, entonces se tiene que

E(Esenhw+ w) +w ~batcos hw

(IV.33) IS:SdWe
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P

o
v (esenhw+w )~ w - hag coshw
v 1, =Sclw et
Tratindolas de la misma manera en que tue tratada [;, se obtiene que

HIY—

1939 T,= 2 (1) © K )
mientras que

H-:E'
(V36 T, l( bm+t§> K (€ r——’—‘bzalf.%z )

Finalmente, sustituyendo [, [a I; y 1;, y utilizando la propiedad: K _(x) = K,(x) (ver
[39] Pag: 79, ec.(8)), se tiene que la ec. (1V.26) se transforma en

. ‘ . . :
v Lo = 4b3e‘EK:; (€3)-2b [a+25")€ (W §> K, f(EJL‘cﬁ? -
‘ . 4
2 - ; T
(V31 -ab e € {(ﬁ*—-‘-—) Kugn (J5TE)
be T} |
L -l
+(b0.+t. ) K -l(E'th}*'? }
bo.-LE ‘t
o bien, factorizando primero y luego utilizando la propiedad de que Koa(x) - Koo (%)
= -(2v/x)K{(x) (ver [39], Pdg. 79 ec.(1)), se obtiene que
(av3®) v, L, =
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- - “ba e \E
= 26°{2e% Ky (ep) ~(2rab) (B Tk (e ) -

~abgé” (b“‘?) [K F—u(EJb‘cf%l
bCL—\L'%

LE T 2 i ‘_Lz—'!" e Tat+EL |
e KT () T K IR

agrupando y simplificando finaimente se obtiene que

_ba =}
1t *(batit T
vy Vi I,=2b {le K (E%) e (bq_.‘?)

2_+b°‘ K., (€ {Fare §2) + —if—f—m F.(a@?)l
t JEiat+ "

Hasta este punto el desarrollo es exacto. A continuacion se hardn aproximacienes
que estaran basadas en las condiciones (IV.9) y (IV.12). Esto es

lbla _ oo — UKo (1420 _ Jo kG (e 2w
QN\(AQ (lm-'f\

(1V.40)

Considerando (IV.12) y que u: {0, 1] se tiene que

lbla

V.41 _—
(va) 2= qm

Y, de acuerdo con ([V.9), se obtiene luego que

avaz) = lble oy |blazxa

G Y
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Ahora, con esto, se hara la siguiente apraximacion

: ([v_43)({%%) (—l) ( bz:i; >‘/1

Por otro lado, utilizando (1V.42), se tiene que

v (- E)(bawf > —ba+} :(f_%) i (-

elevando a la i£-ésima potencia y utilizando que para un cierto ndmero b (=i&/2, en
este caso), irracional o con parte imaginaria distinta de cero, y un nimero compleJo
a(=-1 yarg a =7 en este caso), se tiene que (ver [33] Pdg.44, Prop. 1.53.10): a" =
ghioe Frnb , donde log a = log |a| + iarga,yn=0siarga e [-r, nf 0 [0, 2x] (ver
(33] Pag.45). Asi pues, se tiene que

T\ Q-L _ %Xo -0 _hg__if._.
(lv.45)(ti+L§) ‘(_)jf b) = e J (1 if)

_ e-i;-(fvgiﬂ{-ur)(l_ E:%).LF: e_,_?,: (l- %)’LE

Por otro lado, de acuerdo con un teorema de multiplicacién para funciones de
Bessel (ver [38] 7.15 ec.(19)) se tiene que

n
(1V.46) Ky (E\I\91Q‘l+?t ) Z(_Ebl‘ll L Ko lE8)
(e A
Como se puede ver, esta expansion converge rapidamente si la condicion (IV.42) se
cumple. Asi pues, utilizando que K, (x) = K ., (x) y pasando el denominador del
lado izquierdo de la ec. (IV 46) a la derech'1 las mptdwmente convergentes

gxpansiones para Klq(a[ba + E7]") y para Klﬁl(s[b‘a' + ENYY), escritas
explicitamente hastan =2y n= 1, respectivamente, resultan ser

(1V.47a) K"E (ElFaT+§7")=
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:{(J%Tz:)_i}“%@%) e gt
ESB; “(F‘:‘)L% K pen €F) - }

(V470K (0B + 7=

() cpen - () e

Otra vez, tomando en cuenta que la condicion (1V.42) se cumple, las raices
cuadradas elevadas a (-i£) y (1- iE), respectivamente, de (IV.47a) y (IV.47b) pueden
ser reducidas a la unidad, asi pues, el término encerrado en los paréntesis cuadrados
de la ec.(IV.39), puede ser escrito como

(1V.48) H (1+ b o ;)KE(EEH

+ab’a‘(_t_ bla® ., | )K--.EH(EP

; :Z(ba-lf,) ,ﬁ{- [
. El

&1bﬂo\‘{ _l_ _k,:‘_—__ 1 ' (E )+
"I%T(l Y{bo-i}P) b% u)K"%” £

+

Nuevamente, utilizando (IV.42) en (IV.48), ahora para aproxumar las raices
cuadradas - que en ella aparecen - a la unidad, y sustituyendo io que de ello resulte
sobre ([V.39), asi como sustituyendo también el resultado de (IV.45) en {IV.39), se

tiene que
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y _ ‘T{E -3 _ ~ba ._\1&-{}
(va9) I, =2e*'b {ZK_;%(&Q e (\ ;%)

"K“bii)K‘F‘E@ b'a El?K"F“@

rlze 2 )b‘* "%E% Kopn €0+ -]}

vy + . .
Ahora, utilizando otra vez que a° = "™ * "™ dofde n = 0 si arg a € [-x, x] o [0,
27), se tiene que

-4 - 13

(1V.50) ({_ ba. 1 éﬂ?f“(‘ )
i$ N

Luego, utilizando la expansion del [n (1 + x) cuando [x] < 1:

V.51 S e b3 L
(IVSD fn (1ex) 2 x = 3%+ 327 - o xTh e

se obtiene que

- 3 and o
(Iv.52) (1—-'5;&_) t e‘i‘g“(] &Y e —ﬂb E 'f“(%})

Ahora, utilizando la expansion de e, se obtiene que

- S
- b_&) P gl

(IV.53) ( .
'
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[nsertando esta expresion en ([V.49) y tomando en cuenta que |bla = aa = Z Ex /E;
debe ser un numero considerablemente menor que | para que sc dé ta ionizacion y
que, mds ain, es mucho menor que &, se pueden aproximar los denominadores de la
ec. (IV.49) a ser puramente imaginarios y, ademds, a partir de k,’, sélo tomar el
primer factor {ver ec.([V.48))

(v.s4a) V; L« = 2b eq‘?'}—_ i € K-.?M (£%)

(L =-25% ”;‘i‘q(%;-‘q) K—t‘;‘;

(IV.54b),,» _ wn-1 Lo \" ‘

Kn - ln-tn! - % (VQI;C'O ?C\FQ 14 Zl)
Insertando este resultado en la ec.(IV.23) se tiene que, definiendo unas nuevas k,"’
[v.ssay g = 290 bat b‘l ! ) ?_ b

RN
}i’:: _.U;_'_]_._ ._‘._(__b_q_) valida poro O 22

T 152 *
(IV.55b) dj}lj . ";ﬁl a7 e |Ngjau

N 0’?

f&de

N e
TP S SN TN mgd“(‘ !

Insertando los valores de las k,'’, separando ky'" y k,"’, las cuales no estan dadas
por la formula de la sucesion k", se tiene que
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Tz t
@v36) S5 = Teat 2e N N e d¢

“¥F v G
e {K;?(EBPO_W)P(HW)Idu(l Wt K+

L]

|
x —
vt

, , ~ - in, »
+ EH g (EF)F‘(I-“{)P(\HVU idu(\ wy u .K, +

c n v a0 0\1"‘ nf _-;1 iq, v
3 Mg O g e () € ot

Ahora ya es posible hacer la integracién sobre la variable u. Para hacer las dos
primeras integrales del término encerrado en las llaves de la ec.(IV.56) se recurre a
la funcion beta ([30] Pag.223 ec.(A.10)). Para la tercera integral, que esta dentro de
la sumatoria para n > 2, se usa una representacion integral de la funcidn
hipergeométrica ordinaria (ver [38], 2.12, ec(1)), de este modo, la integracion sobre
u, [, ,estd dada por (ver también ec. (IV.24)):

2

av.sn I, = Jdu a-wlu'e

Q

- fd w(-a) 1+ M)Ws(a K

®-(Ke

n-3 -

n-3

- (q_"He) .

P G- (i) F (3-1n,.+;q,1, 1_;%‘_) ny2

Usando la ec.(IV.95) y cumpliéndose la condicién (IV.12), que implica que ke « o
(0 lo que es lo mismo, nn 2 1), la funcion hipergeométrica se puede escribir como
,F1(3-2n, 1+in, 2, -2/(1+in)) y, por lo tanto, se puede hacer una confluencia (ver
[38], secc. 6.1), de tal manera que

vs) T oo Mo (=i bi3-2n,2,-2) n22
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Donde ® es la funcidn hipergeométrica confiuente. Asi pues, con las dos primeras
integrales del término entre Hlaves y la tercera dada por la ec{IV.38), se obtiene que
lo que estd encerrado en las barras de valor absoluto, lo cual sera tlamado [,
resultara ser

V59 T, =28 3 Kae" Kgen €V

donde las k,, estan dadas por:

K = -2a io:{oc . a'wx
° 3‘? "53 1?1
y

R

K= 42

{1

el
P

~ n n—
(1V.59b) Pl.-.: %}_rl_\_l(_%:) 1 3¢(3 n,2,- 2_) » 22

Como dasty = 4Z 1/y (ver ec.(IV.4)), se ve que para valores suficientemente grandes
de x, la ec(IV.59a) puede quedar bien aproximada tomando los tres primeros
términos de la sumatoria (n =0, n = |, n = 2). Para esto, se puede escribir K jz.; en
términos de K ¢+ y de K i (= Kz ) (ver [39], Pag. 79 ec(8) v ec(1)):

(v.60) K. pralef) = (& E> *F“(EFH Kig (£3)

De este modo, {; se puede escribir aproximadamente como

avely [ = lé}y{[ 2;‘1 +°‘;(€;‘ +%—)XK;E(EF) +‘1L"°*1 K zg (Ep}
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2)SECCION TRANSVERSAL TOTAL Y SU RELACION CON AQUELLA
CALCULADA CON LA APROXIMACION DE BORN.

La seccion transversal total para la emision de los elecirones de la capa K con
energia definida puede ser obtenida de ([V.39a) integrando sobre Ia excentricidad.
Usando una térmula integral de Lommel (ver [39], Cap. 3), v usando las formulas
de recurrencia para las funciones K ., ([38], Pag. 79) se obtiene que

(Iv.62) L 255 \ L\chE

-4E (S ) {AlKey0) e BEK PR+ C (K (1))

A, B, vy C son polinomios cuyo nimero de términos depende del nimero incluido en
(IV.59a).

La convergencia de las expresiones para A, B, y C depende, como se puede ver de
(IV.59a), de los parametros ac ¥ &, , los cuales a su tiempo pueden ser expresados
en términos de y (ver ecs. (IV.2) y (IV.3)). Para valores suficientemente grandes de
% {x > 30 para protones) una buena aproximacion puede ser obtenida si uno
desprecia los términos de (IV.5%a) de orden mayor a n = 2. Entonces, para los
coeficientes A, B, y C se encuentra que

we CTFE RS (w)erm g

Para valores mds pequefios de 7, los términos de orden mids alto en la ec. (IV.59a)
pueden tener un efecto significante. No obstante, para y < 30 se puede utilizar el
hecho de que el tercer término en ([V.62) es altamente dominante. Entonces la
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aproximacion para A y B en (1V.63) es suficiente, pero, para C uno debe tomar en
cuenta mas términos en ([V.59a). La expresion general para C esta dada por

dgep L)

(IV.64a) G = _((‘_'):__)_ ZJ_(H—I)Z(_)H)
2(m+ irg =

X q)(-l-lf.,.l;—l)q)('l ‘lj,lj-l)

Asi pues,

IV.64b) @, = & ~ . 152 _ 8§ Yos!
( ) o 5 ) ql q b q?._ 63

i

Debe ser notado que el término (8/5)aw/E?) en C (ver ecs. (1V.63) y (IV.64a))
corresponde al término dominante obtenido del cilculo hecho con la aproximacion
de Born (ver ec. (111.124)), a condicién de que se usen las expresiones aproximadas
para las funciones de Bessel en (IV.62) cuando el argumento de éstas es
considerablemente menor que 1:

_ K;E(Eg)'z—}n(sg)
(1V.65)

, g << !
K,-F (EF)_ -

A )
o

La expresion general para la seccion transversal para la emision de electrones de {a
capa K esta dada por

(iv.és)%“% = %al EfeqlNo,uakuf\N°.1\1L_; 1

la cual también puede ser escrita en la forma

aven SE= €HSE) (-Fap)

donde (dok/dT)uom s la seccidn transversal que se obtuvo en el capitulo anterior
para trayectorias rectas y esta dada por (111.125). El factor de correccion f(y, &)
puede, entonces, ser encontrado de (1V.63) y (IV.64a). Asi pues, teniendo que y es
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lo suficientemente grande para poder hacer las aproximaciones yva mencionadas,
con lo cual el factor de correccién seria mucho menor que 1, la correccion principal
a la ec.([IL.125) proviene del factor ™ | por lo tanto, ambas expresiones se
aproximan sélo en el limite cuando £ « 1. Tal como se analiz6 en el capitulo 1.

A continuacion, simplemente se relacionan las secciones transversales totales con
ambos métodos, cuando Ky, £€) « |. Esto es, 1a seccion transversal calculada a través
de la primera aproximacion de Born se puede escribir como (ver ec.(I11.143)):

(1V.68)G_C§dT S G v
BT )™ 9 E

donde Cx = 9(1.83)C y C esta definida en ([11.129). Por lo tanto, de acuerdo con
(IV.67), la seccidn transversal, tomando en cuenta la deflexion coulombiana, se
puede escribir como:

- q(E..+T) dT

(iv.69) T, = C g E 10"

haciendo el siguiente cambio de variable

(IV.70) ¢ g ExsT

LA
se tiene que
7 b 3
avn € =C S t(—?:—)(w‘) 7%t =¢ (hv‘yj-%—,odt
Luiala R

Usando integrales exponenciales, mediante un cambio de variable: t =t'/x, se tiene
que,

o0 ’“t no-{“ ) w-‘()
| e t = e n d_f; _ n—lS 3
way En00=) 5 S M rd

Por lo tanto,
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=t b -t
n-1 @
(1V.73) S_Ci_-df, =X ST_: dt
) t >

de donde,

v-n 5 e
(Iv.74)y x

Utilizando esta igualdad en (1V.71), se tiene que

\ .
av.7s) T =C & £.(9uTa)

Finalmente, comparando con (1V.68), se obticne que

(1v.76) T =AE, (GuasT) T
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V. APLICACION DE LOS MODELOS

En este capitulo se daran algunos resultados experimentales del cilculo de la

seccidn transversal de ionizacion de la capa K por colisién con p’, ‘He" v 'He'. En

cada una de las graficas, donde lo que se tiene es E; vs. (Ox)ep., aparecen también
las graficas de E; vs.{ok)pom ¥ {Ok)coul, cOrrespondientes a los medelos estudiados -
en los capitulos Il y [V, respectivamente.

a)TABLAS

. + 4 . ..
Tabla V.1.Energia del provectil H', E;, contra ta seccion transversal experimental de la produccion de rayos X de la
capa K, O, para Fe. [30]. Aqui, los valores de n van aproximadamente de 6.1 hasta 11 para la energia mas baja.
Mientras que, &, va de 0.04 hasta 0.26, para la energia mas baju,

Ei(KeV) [(ok)ep(cm’)
140 2.45%107°
152 3.535%107°
£60 450%107°
180 8.00*107°
202 [.28*107
224 1.89%107
242 277%107°
262 3.63%10
282 520%107
304 6.60%107
324 8.42%107
342 9.65%10™
364 1.27*107
406 1.92%10™
4438 2.70%107
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Tabla V.2.Energia del proyectit H', E;. contra 1a seccion transversal experimental de la produccion de rayos X de Ia
capa K, @,,, . para Cu. [50]. Aqui, los valores de n van aproximadamente de 6.8 hasta 1.8, para la energia mis buja.
Mlientras que, Sp va de 0.06 hasta 0.32 para la eneraia mas baja.

Ei(KeV) jgo,,{cm’)
143 4.61%107
153 6.58%10™"
163 1.29%10°°°
182 1.63*10°°
204 3.43*%10°°°
224 5.26%107°
245 §22*107°
263 1.16%107
288 1.63%10
308 2.29%107%
329 205+1077
349 4.17*10™
369 3.18%107
392 6.60%10°7
411 8.00* 107
456 [.04%10

Tabla V.3.Energia del proyectil H', Ej, contra la seccion transversa! experimental de Ia produccién de rayos X de fa
capa K, Gug. para Mo, [50]. Aqui. los valores de n van aproximadanente de 6.8 hasta 13.2 para la erergia mis baja.
Mientras que Z, va de 0.06 hasta 0.44, para fa energia mas baja.

Ei(KeV) |G, (cm?)

240 7.40%10°
260 1.08*107'
280 1.62%1077
300 2.40%10°
320 [3.45%107
340 4.75%107
360 6.42% 10
1380 8.45%107
400 1.13%10°°
440 1.62%107°
600 250%10° |
740 1.18%10°°
940 3.08%107
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b . - + .. . ..
abla V.4 .Energin del proyectil H', E;, contra |a seccidn transversal experimental de la produccion de ravos X de fa

cupa K, o, . para Ag, (30, 31). Aqui, los valores de n van aproximadamente de 7.2 hasta [4.3, para la encrgia mis
baja. Mientras que va de 0.072 a 0.388, para la encrgia mds baja.

E(KeV) Toup(cm?) [50]
260 138107
280 2.55%107°
300 3.56%107°
320 5.24*107
340 9 18%107°
360 1.32%107"
380 1.87%10™
400 2.62%107
600 1.39%10°
740 3.20%107°
940 8.40%10™
1040 [.28%10
Ei(KeV) [opp(cm?) [St]
600 4.55%107
700 1.08%10™°
800 1.83*107™°

%00 3.52%10°°
1000 4.58%10°°

Tabla V.5.Energia del proyectil H', E;. contra la seccién transversal experimental de la produccién de rayos X de la
capa K. Gy, para Al [43]. Aqui, los valores de n van aproximadamente de 1.3 hasta 3.3 para la energia mds baja.
Mientras que & va de 0.00042 hasta 0.0069 para la ¢nergia mas baja.

E(MeV) | ooy (barn)
0375 130
05 230
0.6 300
0.7 340
0.8 iT0
3.0 490
[0 550
I 620
12 680
I3 700
14 780
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1.5 900
1.6 890
1.7 910
1.8 710
1.9 - 700
2.0 800
2.1 780
2.2 760
23 390

Tabla V.6. Energia del proyectit H', E;, contra la seccion transversal experimental de produccion de rayos X de ta
capa K, Gup. para Cu. [43]. Aqui, los valeres de n van aproximadamente de 3 hasta 6.4 para la energia mis baja.
Mientras que £, va de 0.0052 hasta 0.05 para la energia mas baja

Ei(MeV) o, (barn)
0.5 0.9
0.6 1.9
0.7 3.0
0.8 4.8
0.9 6.5
1.0 9.0
1.1 12.0
1.2 16.0
1.3 19.0
1.4 22.0
1.5 26.0
1.6 32.0
1.7 36.0
1.8 41.0
1.9 48.0
2.0 53.0
2.1 59.0
2.2 61.0
2.3 68.0
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Cabla V.7 Energia del proysetil H™, Ei, contra la seccion wransversal experimental de la produccion de rayos Xde I
capa K. 6,,,. para In. [¢3]. Agui, los valores de n van aproximadamente de 5 hasta 12.1 para la energia mas baja.
Mientras que & va de 0.024 hasta 0.34 para la envrafa mds baja,

Ei(MeV) loyp(barn)
0.4 0.00036
0.3 0.0015
0.6 0.0056
0.7 0.0084
0.8 0.016
0.9 0.025
1.0 0.037
1.2 0.075
1.3 0.07
1.4 0.14
1.5 0.13
1.6 0.21

1.7 0.20
1.8 0.30

1.9 0.26
2.0 0.42
2.1 - 10.38
2.2 0.60
2.3 0.95

Tabla V.8.Energia de! proyectil H, Bi, contra la seccion transversal experimental de la produccidn de rayos X de la
capa K, G, para Al. [29). Aqui, los valores de n van aproximadamente de 4.5 hasta 14.4 para Ja energia mis baja.
Mientras que Eq va de 0.018 hasta 0.58 para la energia mds baja.

Ei(KeV) chp_(barn)
25 0.06
30 0.25
40 1.05
50 4.00
60 7.00
70 16.00
80 30.00
90 40.00
100 55.00
120 120.00
140 200.00
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160 350.00
180 400.00
200 600.00

Tabla V.9.Energia del proyectil *He™, E;, contra la seccidn 1ransversal experimental de la produccion de rayos X de
fa capa K, 0., para Al [29]. Aqui, Jos valores de n van aproximadamente de 8.0 hasta [6.8 para la energia mas baja.
Mientras que &, va de 0.03 hasta 0.3 pars 12 energia mas baja. ’

Ei(KeV) Gc.\p.(bam)
45 4.06%107
50 1.02*%10°
60 3.95%10™
70 1.38*10"
80 3.12*107
90 7358*107
100 1.14%10"
120 2.58%10"
140 3.20%10°
160 9.25*%10°
(180 [.38%10°
200 231%10°

Tabla V.10.Energia del proyectil *He ', Ei, contra la seccidn transversal experimental de la produccion de ravos X
de la capa K, G, parz Al [29]. Aqui, los valores de n van aproximadamente de 9.2 hasta 16.7 para ln energia mas
baja. Mientras que Eq va de 0.04 hasta 0.23 para la energia mas baja.

Ei(KeV) |og.p(barn)
60 6.98*10~
70 2.52*10°
80 6.24*%10°
90 1.27%10"
100 2.53*107
120 6.92*107
140 1.68* 10"
160 3.21%10"
180 5.25%10"
200 8.13*10°

A continuacién se presentan las graficas de estos datos y la comparacion de €stos
con las graficas tedricas.
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En ésta y las cuatro siguientes secciones transversales con deflexién coulombiana, se toman en
cuenta cinco términos de la serie (IV.64a). La parte punteada de esa curva indica la region de la
energia donde la convergencia de la serie se torna lenta y en la cual multipolos mas altos en la
interaccion pueden empezar a contribuir de manera importante (ver ec.{V.20)).
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VI. RESULTADOS Y DISCUSION

l) Sistema H = 25F€.

Como se puede ver de la figura V.t, los valores tedricos de seccion transversal, en
donde se considera la deflexidn coulombiana, reproducen los valores
experimentales de manera bastante aceptable. Ademads, se puede apreciar la
importancia de la correccidn del efecto de la repulsién coulombiana sobre la seccion
transversal que considera trayectorias rectas, esto es acorde con los valores que se
ticnen para n y & en estos datos. Por otro lado, se ve que a medida que aumenta la
energia (el proyectil penetra més en las capas), la curva de oiyu, Se va separando
de los puntos experimentales. Parece ser que {a explicacion de esio es que, en el
caso de elementos ligeros (Z, < 30), el hecho de que la energia de figadura del
electron se incremente durante la colision, debido a la presencia - cada vez mas
proxima - del proyectil [27], afecta marcadamente la probabilidad de excitacion de
los electrones.

2) Sistema H"™ — 5Cu, (240 — 450 Ke V).

En la figura V.2 se aprecia, otra vez, que lo valores tedricos de la seccidn
transversal o, reproducen muy bien los datos experimentales, mejor de lo que lo
hace la Opor- Esto, otra vez, va de acuerdo con lo esperado, dados los valoresden y
£ para estos datos. También, aqui se puede apreciar que las dos curvas tedricas se
aproximan entre si, a medida que la energia incrementa. Por otra parte, parece ser
que la correccion por perturbacion en la energia de ligadura cobra menos
importancia que en el caso anterior, por lo menos para energias menores a 400 keV,
pero, en el tltimo punto, se puede apreciar la separacion otru vez.

3)Sistema H™ — Mo,

Respecto de ia figura V.3 se puede decir que ambas curvas teoricas estin
igualmente alejadas de los valores experimentales, aunque ambas son una buena
estimacion. Aqui se tiene que la Ge,y Subestima la seccidn transversal, mientras que
la Gporm |2 sobrestima. La correccidn en la ligadura del electron lo Ginico que lograria
serfa disminuir atin mas la seccién transversal, aunque muy ligeramente. Asi pues,
la respuesta a estas discrepancias esta en el hecho de usar funciones de onda no
relativisticas para los estados de los electrones pertenecientes a elementos que
comienzan a ser pesados [I8, 19]. Como se indica al principio del capitulo [, usar
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¢sas funciones de onda incrementa considerablemente la scccidn transversal para
blancos pesados, y como se puede ver, la grifica que considera esto es la que mejor
se ajusta a tos datos experimentales.

Sistema H™ -» ;;Ag.

He en la figura V.4, que se tiene bdsicamente el mismo comportamiento que para el
molibdeno, sin embargo, los efectos relativisticos son mas notorios que en aquél,
Ademds, en las energias mas bajas, la Gpon y2 se aleja bastante de los datos
experimentales, no tanto asi la gg,y, lo cual indica que la repulsién coulombiana
estd jugando ahi un papel inportante.

Sistema H™ — ;AL (0.5 - 2.3 MeV).

En fa figura V.5 se tiene el mismo proyectil, ahora mucho mas veloz, incidiendo
sobre un blanco ligero. Aqui, tal como se esperaria de los modelos - dados los
valores de n y & -, los valores que arrojan ambos cdlculos, Gyom ¥ Giou, COINCiden
entre si y describen muy bien los valores expenmentales. De hecho, a esias
velocidades, a pesar de tener un blanco ligero, la correccién en’ la ligadura del
electron y las correcciories relativisticas modifican despreciablemente la
aproximacién. Asi pues, la razdn de la abrupta caida del ultimo punto se desconoce.

Sistema H™ — 5Cu, {0.5 — 2.3 MeV),

En la figura V.6 se tiene otra vez coincidencia enire Guom ¥ Ocou, SObre todo para
las energias mas altas, lo cual de nuevo estd de acuerdo con los valores de ny de &.
A su vez, se puede ver que ambas, aunque mejor la o¢,y, predicen aceptablemente
los valores experimentales. Notese que a medida que baja la energia, la open
empieza a sobrestimar la seccion transversal. Por otro lado. resulta que, para este
blanco y para esas energias del proyectil, las correcciones relativisticas y de
ligadura del electrén no cambian mucho las predicciones de la G,y Sise compara
con la figura V.2, es también alrededor de 0.5 MeV, donde las predicciones

comienzan a tener problemas.
Sistema H" — yln.
En la figura V.7 se tiene otra vez un blanco pesado y, de nuevo, como en el caso de

la plata, ambas ¢’s presentan discrepancias de importancia. Al igual que en el caso
de la plata, parece ser que son las correcciones relativisticas las que ofrecen una
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mejor aproximacion. Sin embargo, afdadiendo a los modelos tanto correcciones
relativisticas junto con correcciones en la ligadura del electron. todavia se encuentra
que la prediccion tedrica se comporta de manera distinta de lo que lo hacen los
datos, por debajo 0.8 MeV. Nétese que la Opom reproduce bastante bien los datos
experimentales para las energias mds altas, lo-cual tal vez sea engafioso, va que la
sobrestimacién de la seccion transversal por ia ap,,, obedece a suponer trayectorias
rectas del proyectil, lo cual no es cierto; lo que contrarresta la disminucidn de la
seccion transversal por la deflexion coulombiana es el incremento que se obtiene
por el aumento en la densidad electrénica del blanco, cerca del origen, que
corresponde a las correcciones relativisticas. A

Sistema H™ — ;AL (25 - 200 KeV).

En la figura V.8 se tiene el mismo sistema que en la figura V.5, pero, a diferencia
de ese sistema, la energia del proyectil es mucho menor. Entonces, lo que se tiene es
que tanto la Ope - principalmente - como la Gguy sobrestiman la seccion
ransversal. Sin embargo, tal como se espera de los valoresde ny &, la Gy, Mmejora
fa prediccion de la opgm. El hecho de que todavia los datos caigan debajo de las
curvas tedricas se debe a los cambios en la energia de ligadura del elecirdn. En
efecto, si ademds de la correccidon por detlexidn coulombiana se agrega la
correccion por las variaciones en la energia de ligadura del electrén, la seccidn
transversal tedrica reproduce perfectamente los datos experimentales.

Sistema *He" — ;AL

Este sistema, correspondiente a la figura V.9, presenta un cambio en el proyectil. Se
tiene un proyectil con la misma carga, pero, tres veces mas masivo. De nuevo, la
G, PrEsenta una mejora sobre la Guom , Sin embargo, falla todavia, ahora por poco
mds de un orden de magnitud - mas que para el H' -, respecto de los datos
experimentales. Resulta que, agregar la correccion de las variaciones en la energia
de ligadura del electrdn a la seccidn transversal tedrica hace que ésta reproduzea
perfectamente los datos expertmentales. Por otro lado, puede verse que aln cuando
la energia por unidad de masa es la misma, la Gcow, talla mis para *He™ que para H",
esto se debe que la variacion de la ligadura del electrén no depende de la carga neta
del proyectil, sino de la carga del nucleo.
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Sistema *He" — ;AL

La figura V.10 presenta un sistema donde el provectil es mas masivo que en ¢l caso
anterior, pero con la misma carga. Otra vez, aunque la oe,g mejora las predicciones
que arroja 1a Guem, falla - igualmente que para el ‘He" - por poco mas de un orden
de magniwd, y, del mismo mods que para el *He”, agregando la correccion de fa
ligadura adicional del electron, se obtiene la seccion transversal que reproduce con
gran precision los datos experimentales. Ahora, notcse que las secciones
transversales experimentales casi coinciden para el *He" y para *He®, cuando tienen
fa misma energia por unidad de masa, Ademds, se puede ver en la grafica que, dado
que el *He™ es isétopo del ‘He" y, por lo tanto, tienen la misma carga, ¢l factor de
correccion por la ligadura adicional del electron cumple con ser el mismo en ambos
casos [28].

Por otra parte, hay que agregar que en ninguno de los dos modelos que se
estudiaron se tomaron en cuenta los efectos de apantallamiento [19}.

El apantallamiento del campo coulombianc del nicleo por los electrones atdmicos
puede interterir de dos maneras diferentes.

a) Realmente, el proyectil se mueve en un campo coulombiano apantailado, mas
que en uno no apantallado, tal como se sugiere en el capitulo IV. Entonces, la érbita
descrita en (IV.22} no es del todo correcta. Por otra parte, se ha siempre supuesto
que la colision se da bajo la condicidn de que a « |ag]. Esto significa que el
movimiento del proyectil en la region de considerable apantallamiento es ya casi
imperturbado por el campo del nacleo. Asi, el efecto de apantallamiento es,
entonces, despreciable.

b) El electrdn - tanto en el estado ligado, como en el estado libre - se esta moviendo
en un campo coulombiano apantallado. Esto es tratado de las siguientes maneras:

1} El electrén adquiere una energia adicional de la repulsién por los otros
electrones. Aunque esta energia es relativamente pequeiia comparada con la energia
de ligadura Eg, tiene cierta importancia debida a la gran dependencia de la seccion
transversal de & No obstante, uno puede tomar en cuenta este efecto usando fas
energias de ionizacion experimental para Ep.. = Ex + T, en vez de las tedricas.

2) El cambio de las funciones de onda por el potencial apantaliado tiene que ver en
dos partes:
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i) El. asi llamado, efecto de apantallamiento interno {19] es tomado en cuenta
usando {a carga nuclear apantallada (Z,)u® Z2 — 0.3, en vez de Z;, en la expresion
para doy/dT. Esto es una correccién pequeiia, obviamente.

ii) Et efecto de la parte externa del apantallamiento es mds bien un cambio suave
del potencial, apreciable solo para distancias mas grandes que a¢/2(Z,)" (ver Cap: 2
- de [52]). Claramente, tal cambio gs casi despreciable para los estados iniciales,
donde las funciones de onda se extienden sélo a distancias de alrededor de ay/(Z,).

Por otro lado, hacer las correcciones por efectos relativisticos y por efectos del

cambio en la ligadura del electrén, ya no son tan simples y significan incorporar
mas elementos a los modelos y hacer nuevos calculos de las secciones transversales.
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CONCLUSIONES

Ambos modelos tratados en este trabajo tienen una caracteristica comin con el de
JAMNIK Y ZUPANCIC [18]. En los tres tratamientos la seccion transversal es
obtenida como un desarrollo en serie de la cantidad c/Qm,. En consecuencia, la
formula resultante sélo puede ser aplicada a experiimentos donde la desigualdad
(I1:14) es satisfecha, es-decir,-donde la energia de la particula incidente es lo
suficientemente pequefia como’ para que /Gp, $ea menor gue 1. Las demas
-aproximaciones envueltas en los tres métodos, no obstante. son tales que se puede
decir que tienen, a su vez, diferentes regiones de aplicacion. Por ejemplo, el primer
método (Cap. III) no presenta problemas cuando las energias de incidencia alcanzan
ciertos valores; mientras que el segundo método (Cap. IV), es evidentemente mas
favorable aplicado a la region de bajas energias, donde la deflexion coulombiana es
de importancia, sin embargo, bajo esas mismas condiciones para blancos mas
ligeros (Al) todavia la seccidn transversal estd sobrestimada.

Para elementos pesados, los valores experimentales caen por arriba de las
estimaciones tedricas, pero esta visto que la desviacién se atribuye principalmente a
las correcciones relativisticas en las funciones de onda del electrén, las cuales
incrementan la seccidn transversal para este tipo de elementos.

Por otro lado, se ha visto [28] que la seccion transversal es muy sensible a la
ligadura del electron y que la presencia del proyectil la incrementa ésta de ial forma
que la seccidn resulta afectada considerablemente para blancos ligeros y bajas
velocidades.

Entonces, finalmente, el calculo que involucra estas cuatro correcciones [43] es,
hasta ahora, el que reproduce mejor los datos experimentales. En tanto, las dos
calculadas en este trabajo proporcionan, bajo las condiciones antes mencionadas,
una muy buena aproximacion. Ademas, el desarrollo que hasta ellas ha llevado es
fundamento de aquellas otras.
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APENDICE A. FRAGMENTOS DE LA TEORIA DEL MOMENTO ANGULAR
a)Momento éngular orbital

El operador de momento angular orbital, L, se define en mecanica como:

~n

(A-1) t::. Y ;L.![S

En coordenadas esféricas se tiene que
At ok la,2 —a .._‘____?2_>
-( )| = -ik (a(% ssenea\{;

Como L’ conmuta con cada componente L; (L, L,. L,), se pueden construir
eigenestados simultaneos de L’ y de L;, pero como las componentes L;no conmutan
entre si, a lo mas, una de ellas puede carecer de dispersion en un estado dado. Si se
toma, en forma meramente convencional, a L, con valor bien definido, se puede
construir el estado |LL,>, eigenestado simultaneo de los operadores L’ y L,, pero
que no serd, en general, eigenestado de L, ni de L,.

b)Eigenvalores y etgenfunciones del momento angular orbital

Para determinar las eigenfunciones Y(8, ¢) v los eigenvalores de los operadores de
momento orbital, se establecen las correspondientes ecuacicones diferenciales en
coordenadas esféricas, pues con ellas resulta mas sencillo. Como existen
eigenfunciones simultaneas tanto de L’y de L,, las ecuaciones a resolver son:

an L2V (6,9) =42 A Y (6,0)
aa {LY(8,9) = hmY (8,9

(con esta escritura, los eigenvalores L y m son adimensionales). Tomando el
cuadrado de (A-2) se obtiene
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~ 2,
~ s a
ool = {82 - 3%

Por lo tanto,

o -—fwwm 20)- e O 1520) -

f\

.95 (040e) + n9 (eenaa‘f”

De las expresiones de los vectores a,, ag, &, en (érminos de los vectores cartesianos
Ay, Ay, A,

Sene

A A A
(A7) ci} =Qy 5en0 cosp Ay send senty + Q4 CcosS
A ~ A ~
(A-8) Qg =0y cos@ cosi@ + Ay Co5© senp - Q3 sen@
. A S
(A-9) Q.{ = —Qy 5en tp '{'qy CO§(€
(A10) Q0 =0
~ A
(A1) DeQe =0,
(A-12) ’a‘f a@ = Cl\(a cos @

P ’ A o
(A-13) ’a? Gy == Qp5en® - (g COS
Usando estos resultados en la ecuacion (A-6) se obtiene

(a4 1 = -4 [92 coséao‘*_________g(t:l

Sen@ sen s
_ o bien,
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Lo A2 | “
A3 ] " = "t‘l[maf F 5;”{999(581‘1999):)

Para construir el operador L, se provecta la L, dada por la ecuacién (A-2), en la
direccion z: -

(A-lSa)l\\_lz__i-{;‘az.(araG_ Qs 3\(:)

5enS

como de las ecuaciones (A-8) y (A-9) se sigue que:
AA '
AN —
(AT16) qiaff =( 3 Q0 =-5en@
se¢ obtiene finalmente que
A
(A1) | = ~thdp

[nsertando (A-15) y (A-17) en (A-3) y (A-4) las ecuaciones de eigenvalores toman
la forma .

-_-i,my

(A-18)

_ QJ\Q)
3i=<

D YN, L EY
(A-19) seneé‘g(f’e”gg’é)*seweaw’ AY

Resolviendo primero la ecuacion (A-18) para L,, se obtiene

(a-20) Y (8,9) = ©(8) eim?

Para que esta funcién sea univaluada se requiere que su valor sea el mismo para ¢ y
@+27, por lo que debe cumplirse la condicién de que g™ = ™" e decir

1T m

a2n) """ =

lo que demanda que
(A-22) (A7) | m | =O)|)l) .
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Esto quiere decir que la funcidn de onda es invariante frente a una rotacion de 2m.
Ademis, los eigenvalores hm de L, son muliiplos enteros de h: 0, #h. £2h, .
puesto que la direccidn de z es arbitraria, este resultado debe entenderse en el
sentido de que la proyeccion del momento orbital en cuaiquier direccion esta
cuantizada, por lo que los eigenvalores del operador n'L, donde n es un vector
unitario en direccion arbilr'arié, son 0, £ h, £2h, ... Sustituyendo (A-20) en la
ecuacion (A-19), se obtiene

(A23)y |9 (5€ Q)

5en@ 0O 26

Esta es la ecuacion diferencial de Legendre y tiene soluciones para todos los valores
del pardmetro A, sin embargo, en general, tales soluciones son divergentes para
algiin valor de la variableé © dentro del intervalo (0,r), por'lo que fisicamente son
inadmisibles. Pero, resulta que la ecuacién {A-23) tiene soluciones aceptables para

m 20, siysdlo st

(a24) A= g(g+) 5 22 ml

Dende | es un namero entero 1=0, 1, 2, ...

®A®o

5en19

En este caso, la soluciones de la ecuacion (A-23) son las llamadas funciones
asociadas de Legendre (x = cosB):

|
AR | dxtr
Asi pues se ha obtenido un resultado sumamente lmponante de la teoria cuantica

det momento angular: los eigenvalores de L7 son R¥l( 1+1).

Las funciones asociadas de Legendre son ortogonales respecto del indice I:

2 (gem)l gy
(A-26) Ptx)P.dX‘ TRE (ifm){d‘u

Usando la férmula (A-26) se demuestra que las Y's debidamente normalizadas son:
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m 2L+ (L~ Aoy em
a27) Y, (0,¢) ;(( f{})&ﬂm)zg) (P (cose) €0

para m > 0. Estas funciones son ilamadas armonicos esféricos; su valor para m < (
se puede tomar como:

A28) Yo ()Y
( ) \/n ".( ) Y)Z
c) Reduccidn del hamiltoniano para tuerzas centrales

a . . .
Cuando una fuerza es central el operador L- es una integral de movimiento, por lo
que las eigenfunciones del hamiltoniano pueden ser eigenfunciones del movimiento
" orbital.

Primero, en el sistema de coordenadas estéricas, el operador laplaciano es:

(A20) 7%l D (21D L2 02 t 911
v - l’zﬁf’(r QF)+ r"senerae(sen 99)+ toen @ 910

Insertando la ecuacion (A-15) se puede reescribir esta expresion en la forma
1' ~
(A30) A _ _h d [rZQ_)+.‘_ L2
P =" D\ 9 r2

, 2 . ) - .
donde se estd tomando en cuenta que p” es igual a —h V", Esta formula sugiere que
se escriba

(30 BBk, % A 4D (gi)

v donde Pe :‘?1-@—_(' oC

Sea ahora V(r) el potencial central; haciendo uso de la ecuacion (A-31) se puede
escribir el hamiltoniano en la forma

(A-32) [ _?’;4, L V(o)
H m 2mrt

Como toda la dependencia angular del hamiltoniano esta contenida en el término
proporcional a L%, la funcion de onda W,n(r.8,p) se puede factorizar como el
producto de una funcion radial Rq(r} y la funcién angular Y,"(8, ). En efecto, si se
escribe
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(A-33) Y\ﬂm (v, 8,¢)= Rnﬁ (r) Ylm-( 9,\{?)

y se sustituye en la ecuacion de Schridinger, tomando en cuenta que los armonicos
YR - ~ . 2 .
gstéricos son eigenfunciones de L, es decir:

as LY =R AR Y

se obtiene que

Iil\f = [5'1 L "1 +\/(H]R(r)\/

im  Imr

(A-352) = [m HA0) *VL”]RLF Y;rE R Yy

Zmr

Por lo tanto, si se cancela Y™ , la ecuacion de Schrédinger se reduce a su parte
puramente radial:

(A35b)[P" hii(k“ +\/U’ -JRU')=ER("')

IJmrt
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APENDICE B. POTENCIALES CENTRALES
a)Reduccion del problema de dos cuerpos

Ahora, supéngase un sistema compuesto de dos cuerpos o dos particulas. El
hamiltoniano del sistema se construye como la suma del hamiltoniano de cada
particula mas el potencial (o hamiltoniano) de interaccidn. Por [o tanto, si se supone
que el potencial de interaccién depende solo de la posicidén de las particulas, se
escribe:

2w =l R HL (B R V(L)

los hamiltonianos H; y H, a su vez pueden escribirse en la forma

(BJ6)H(pU

&J

/‘

(BJ?)H T +v (r)d—%‘;‘avl;l"'\‘/d(?c) L:\;l)...

donde p; representa el momento de la i-ésima particula. L.a ecuacidn de Schrddinger
es, entonces (para el caso estaciconario),

(B39 EY = H‘l’[ SR a—V,cF.}+v1(a)+\/(F.,a_)]\1/

i, 2m,
Suponiendo que el sistema esta aislado, y que - por lo tanto - los potenciales que

producen los campos externos son nulos, por lo que solo existe el potencial de
interaccion entre las particulas; la ecuacién (B-38) se transforma en:

n L2 ) .
(B-39) W 2 {Epm‘— +§% + V(n,rz)}\i/
! 2

Para seguir adelante en la resolucion de esie problema hay que especificar mas
propiedades del sistema. Ahora sélo se esta interesado en el potencial de interaccidn
que sélo depende de la posicion de las particulas, es decir:

(B-40) YV (7, ,¢,) = V(7. -1,)

Para este potencial la ecuacion de Schrédinger es:

eogy g BV ER) Y

1My
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Dada la estructura del potencial, conviene pasar de las variables r, y r: a las
variables relativas y de centro de masa, definidas como sigue:

(B-42) ¥ =7, -1,

{B-43) A

donde M es la masa total de sistema:
(B-44) M = m,+m1

De (B-42) y (B-43) se sigue que

(B-44a) V\ = Vr + mr\/\_ V&

(B-44b) Vo= -V + r:; O

Con el cuadrado de estos operadores se encuentra que

AV AR VAR VA Vs
(B-45) “m *E'F*WQ

|
donde  es la masa reducida del sistema

-1
S cAFLLLE L
(B-40) s m, +m, (m v mz)

Sustituyendo este resultado en la ecuacién (B-41), se obtiene
2
IS v AT iy AT L\;)}LV
B4y ET = [ M A i Ve +V

Esta ecuacion se resuelve con el método de separacién de variables, entonces, se
hace lo siguiente
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B4y (R,7) = o (R)y (7
descomponiendo la energia en dos partes

.(8-49)E =B+ F.

se obtiene que

(EeE Y- g Vi o[ T eV ly

esta expresion se puede separar en el siguiente par de ecuaciones

_ 1,
(B-50) Ep\cb(P\\:—Et\[\/TV&qj

B350 E_yer) = - ——‘U y +Vy

L.a ecuacidn (B-50) se refiere al movimiento libre de una “particula” de masa M (a
este tipo de particulas matematicas se les llama cuasiparticulas), cuya posicién es R,
la coordenada del centro de masa de las particulas | y 2; luego, se ve de la ecuacidn
para el centro de masa, que se mueve libremente con energia Eg. Este movimiento
es irrelevante para el presente propdsito, basta con que se pase al sistema de
coordenadas en el que el centro de masa esté en reposo (sistema del centro de masa)
para que se pueda tomar la solucion trivial Eg =0, ¢ = const.

La ecuacién (B-51), por el contrario, describe el movimiento de una cuasiparticula
de masa reducida |, asociada al movimiento relativo de las particulas | y 2, sobre la
que actua el potencial V(r).

Ya se vio (apéndice A), que en el caso de potenciales centrales, la ecuacidn (B-51)
puede resolverse si se escribe W, = Ru(r)Yy"(0, @), donde la ecuacion radial R{r)
estd dada por

(B-52) {_ w3 (p2 )+4t1_______1,qu+t) +\/(r)]P\U):ERW
1/ur1@r 7ls LMY?

donde ahora m = W, r =1, — 13, pe = -tR(1/1)(8/5r)r = -Ih(8/8r + 1/r) y ademas,
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A YA T R A CAS
C . N 2 21 |
o 52 = -2(2 (10 2 )) gl 5o

Ahora conviene introducir una nueva funcién radial u(r) definida como
U.( r)
B-54) Uir)=r R(r) 5 Rir)=

Asi pues, la ecuacién (B-52) queda de la siguiente manera:

I[. hl 92 (‘_i_‘}'\ Q(/Q'H‘) ,\,_V(r-_):{u-(r) :E{}.L(’)
Y

2mr Pt Imr?

B-s»H[_ ht 4 ____52+_')_
[ - 3?2 T +\/(r)]ucr) E w(r)

que es precisamente la forma de la ecuacion de Schrodinger unidimensional. De
esta manera, €l problema central de dos cuerpos ha sido formalmente reducido al
problema unidimensional de una cuasiparticula asociada al movimiento radial
relativo, actuada por el potencial efectivo V + hzl(l+1)/2ur1 enlaregidnr = 0.

Debido a los factores 1/r, tanto p, (y, por 1o tanto, p.- ) como la ecuacion (B-35)
quedan sin definir para r = 0; por ello, es necesario especificar la condicion de
frontera que debe cumplirse en el origen de coordenadas. Para obtenerla, obsérvese
que si p, es hermitiano respecto a las eigenfunciones (cuadraticamente integrables)
del hamiltoniano, entonces, el hamiltoniano también resultard hermitiano respecto a
sus eigenfunciones. De una integracion por partes se sigue que

" [R.(p AL de

s}

(B-56) j Rz(ﬁrR,)rzdr = (—i’ﬁ)R’; Ror

en donde R, y R, son dos funciones radiales arbitrarias. Entonces, para que se
cumpla la hermiticidad de p, respecto a las eigenfunciones del hamiltoniano es

necesario que:
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¢ o e X

im (rR,):J\(m(er)-—-O Y que

\im 2R RY =0
ryo

esto se cumple, en particular, si se impone la condicion u(0) = 0. Para todos los
problemas relativistas, esta condicion de frontera es suficiente para seleccionar las
soluciones radiales aceptables; eila es equivalente a demandar que la tuncién radial
R(r) = u(r)/r permanezca finita en el origen, ¢ bien, a considerar que en la ecuacién
unidimensional {B-55) el potencial V es infinito para r < 0. En otras palabras, las
soluciones aceptables son las soluciones impares ( que se anulan en el origen) del
‘problema unidimensional de Schrodinger con potencial V( | x| Y R(+1)/20

b) El dtomeo hidrogenoide

Ahora se trata de estudiar el movimiento relativo de un electrdn tnico alrededor de
un ntcleo de carga positiva Ze. Como inicio del estudio del dtomo hidrogenoide, se
analizard el comportamiento asintotico de la funcién radial u(r) cuandoe r — 0 v
cuando r — 0, para potenciales V{r) que cumplan con las siguientes condiciones

a) ].’m rz\/fr):O .

r<o

b) Wm ?‘V(\’) =0

r-yed

Véase primero el comportamiento de u en el origen. De ta ecuacion (B-35) y la
condicién a) se sigue que

|fm (,ﬁ R Jiu, RIAUEY | \/rzw); At E

r-o 2m dr? 2m r30

['m (,rz #2 Lu KL V=0

r—>o 2m dr* 2m
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m ( 2 W Ju ): WAED

reo 2m dr? im
entonces, muy cerca del origen

PR - MR N (@ 22))

2m drz 2m

Asi pues, cuando r —» 0, se tiene que

(B-58) Jlu _ L g+1)
det - Tt =0

Esta ecuacion posee solucion de la forma r*; sustituyendo u = Ar™, se tiene que

2 . »
j—rl(Ars)" ’Q—(%QAF5:O = As(s-1)c A1)

= s5(5-D)-L(#+)z0 =» 5i-5-L(L+1)=0 =

L (o Pup(eEN)® 1k E(U“)z]/z - ]f(&i*") =941, -4

(B-39)2 = by - - Z

La solucién con s negativa o nula, s = -1, no es aceptable, pues no cumple con la

condicion (B-37), u{0) = 0. Asi pues, el comportamiento de u cerca del origen es
+{

(B-60) (o

En el limite de r muy grande, el potencial efectivo se anula por la propiedad b)
anterior, con lo JUe la ecuacién {B-55) se reduce &

(B6) _Hh® dU ey

am 4drz

cuya solucidn es (omitiendo el factor de normalizacton)

(B-62) L= @
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donde la constante o estd dada por

(B63) » __amE
D 124155
,h?.

Se ve que hay dos casos posibles para los cuales el comportamiento asintético de u
en el infinito es enteramente diferente. Si la energia E es negativa, o resulta ser real,
con un valor positivo y uno negativo, de igual magnitud. En este caso, la funcion de
onda crece o decrece exponencialmente en el infinito; la condicion de integrabilidad
del cuadrado de la funcién de onda elimina la solucién con « positiva, por lo que
para energias negativas, se obtiene

) er . _ 1/2
O G, oz gD

Por el contrario, si la energia es positiva, o tiene valores imaginarios. La funcién de
onda es oscilatoria en el infinito y la combinacidn requerida de las dos soluciones
queda determinada por la demanda de empatado de u con la solucidn que viene del
origen. :

(r—>00)'

Es decir, cuando la energia es negativa, se forman estados ligados; este caso
corresponde clasicamente a la apariciéon de Orbitas cerradas y, naturalmente, la
densidad de electrones debe decrecer ripidamente conforme uno se aleja del centro
atractivo, lo que da origen al decrecimiento exponencial de u. Por otro lado, las
energias positivas se obtienen, por ejemplo, lanzando particulas contra un centro
atractivo, el cual las desvia de su trayectona inicial, pero no puede capturarlas. Este
caso cotresponde clasicamente a Orbitas abiertas. Como las particulas pueden
escapar a distancias arbitrarias del centro dispersor, la funcion de onda se puede
mantener finita conforme r crece. De esta manera, se concluye que al sistema ligado
le corresponden energias negativas que forman un espectro discreto, mientras que
los estados de dispersién corresponden a energias positivas con espectro continuo.

En particular, en el caso del dtomo hidrogenoide; si el nicleo posee Z cargas
positivas, el potencial esta dado por la expresion

(B-65) \/ . - fe®

Y‘

entonces, la ecuacion radial se escribe
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(B66) _ _n” 9 »r(Jf“Z/““”“) - 22wz Eu

2m dr? 2t

Para estudiar en lo fundamental las soluciones que corresponden a estados ligados
es conveniente reescribir la ec. {B-66) en forma adimensional, cosa que se puede
hacer en términos de la variable p definida como:

(B67) = Qor

en donde o esta dada por la ec. (B-64) (el factor 2 se escoge por conventencia).
Haciendo este cambio de variable se obtiene que (u’ = du/dp)

(B-68) , [ ., Z 1 _ 2 luzo
w +<'Ei'+o(oo(a ’“QH)(DJ

donde

2
(B-69) . - 1
° me?

Se propone la solucion

- (-3 |
(B-70) “:fh er’ Q(P)

donde e®”? garantiza el correcto comportamiento asintdtico de u. La dcuacién
diferencial que resulta de sustituir (B-70) en (B-68) es -

20041) N\ , (Z/x00)= a1 ~ _
5 I>Q+ z Q=0

Para averiguar qué condiciones de fromera se deben imponer a Q, se procede como
sigue. En el origen u toma la forma u = p'Q(0) y (B-60) se satistace con Q(0) =
constante. Cuando r —-> o« pueden pasar dos cosas: a) Si Q crece menos rapido que

e®? se tendra que e?Q — 0 y y corresponderd a un estado ligado; b) si Q crece
mis rapido que e®*, entonces, el producto e #2Q) diverge en el infinito; como, de
acuerdo con la ec. (B 62), esta divergencia debera ser exponencial, se tendrd en este

®71) Q" +(
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caso que e”’Q ~ e®” y la funcién de onda serd fisicamente tnaceptable. Se
concluye que si Q se expresa como una serie de potencias de p, esta serie deberd
reducirse a un polinomio(es decir, crecer mas lentamente que una exponencial) para
ser fisicamente aceptable. Resulta que las soluciones de (B-71) que aqui interesan
son polinomiates. Un estudio de la ecuacion diferencial muestra que tales
sofuciones existen, si y solo si el coeficiente numérico del iltimo término es un
entero no negativo, es decir si:

©7 Z g ah oy f=00,2,
Qo

En este caso las soluciones pelinomiales de la ecuacton (B-71) son los polinomios
asociados de Laguerre, los cuales estan dados por

2041 {28+ 1) o‘ﬁ —{3 yt2tt

P
e Q= Q, (PI=e¢ 35 er
Para estudiar las consecuencias de la condicién de cuantizacidn, se reescribe la
ec.(B-72) en la forma:
B7) L - f+g+lzn
A,
donde se ha introducido el nimero cudntico principal n, que puede tomar valores |,

2, 3. ...; mientras que el momento angular [ = n —1 -k queda restringido a nimeros
enteros que cumplan con la condicion

B75) [ < n-)

Las funciones radiales del dtomo hidrogenoide se obtienen introduciendo la
ecuacion (B-73) en (B-70) y recordando que R = u/r; se obtiene asi que

(876)Rn1((3)' n;([') eﬁzc\)zr:j-\ ())

. . . . e, @ 2 2
El coeficiente de normalizacion se obtiene de la condicidn LPrRdr = 1 y resulta
que
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2 ( | 25/03 )J/L

(8-77)Cn1: n;_ (n_g-l)!(n-fﬂ)l,
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APENDICE C. CRITERIO DE APLICABLIDAD DE LA APROXIMACION DE
BORN

Como criterio de aplicabilidad de la aproximacion de Born se puede proponer que
la segunda correccion a la tuncién de onda (IIL64) sea mucho menor que la
magnitud de ia primera (recuérdese que |A} =|B| = L); es decir,

w|F-71
0 |48 (e €\ | <<1oP] =

o bien, como es muy comin, tomando |V(0)| > |V(r)| para |r| > 0, entonces se tiene
la condicion mds simple, que se refiere a las correcciones en r = 0,

LK](JI -FJ

(C-2) d3 Ly en <<

.sur’ﬁ"

donde se ha sustmudo d{r’). Si V(r) = V(r), ésta se reduce a la integral simple,
entonces, integrando sobre las variables angulares 0 y o, haciendo los usuales
cambios de variable, se tiene que

(C-3)

jdr Ve - )| <<

‘i’ﬁz

Ahora sustituyendo V(r) se puede ver que para la parte del potencial que contribuyo
en (5.70), 1a condicidén (C-3) serd

/

z 2|72 )
(C-H  u £, e* (,?n.] |+ H(%/aﬂ)z) + (Olrc.-l'ar\ %E—) << hU

Asi pues, se ve que se cumple la condicién de aplicabilidad st el potencial es débil
y/o la energia del movimiento relativo es alta.
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