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Introducción. 

El objetivo del presente trabajo es estudiar sistemas de reacción y di
fusión, cuyas soluciones son ondas que se propagan en espiral. 

En el capítulo 1, se obtendrán la ecuación de difusión a partir del 
movimiento browniano en una dimensión; la ecuación de Fisher para 
ejemplificar un modelo de una ecuación de difusión en una dimensión 
y se desarrollará un modelo para el envenenamiento con monóxido de 
carbono, el cual es un sistema de ecuaciones de reacción y difusión. 

En el capítulo 2, se estudiarán los sistemas ,\ - w y su relación con. 
los sistemas de reacción y difusión; a partir de lo cual se establecerán 
las condiciones para la existencia de soluciones en espiral. 

En el capítulo 3, se desarrollará una teoría geométrica propuesta 
por J. Keener, en la que retorna algunas ideas utilizadas en óptica 
geométrica, para analizar cualitativamente la propagación de frentes 
en espiral para un tipo particular de sistemas de reacción y difusión. 

En el capítulo 4, se abordarán tres ejemplos de fenómenos cuyos 
modelos son sistemas de ecuaciones de reacción y difusión del tipo de los 
analizados por J. Keener y en los que se aplican sus cálculos para llegar 
a resultados concretos. Los ejemplos son: la reacción de Belousov
Zhabotinsky, la diferencia en el potencial eléctrico del corazón y el 
comportamiento de las amibas Dictyostelium Discoideum. 

Finalmente, se concluye que el método desarrollado por Keener es 
aplicable sólo a sistemas de reacción y difusión con una cinética corno 
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6 CONTENIDO 

la utilizada en la ecuación de FitzHugh-Nagumo, ya que ésta sirve para 
modelar interacción química entre dos sustancias, una activadora y otra 
inhibidora de un proceso. 



Capítulo 1 

Sistemas de ecuaciones de 
reacción y . difusión. 

Cuando se tiene un conjunto de partículas (sean células, bacterias, 
partículas químicas o animales) con un movimiento aleatorio indivi
dual, pero que a nivel macroscópico o en grupo tienen un movimiento 
regular, se habla de un proceso de difusión, Para que se dé ese movi
miento regular puede haber interacción entre partículas e incluso con 
el medio, en cuyo caso el proceso también es de reacción, 

Matemáticamente este tipo de comportamiento se modela mediante 
una o más ecuaciones diferenciales parciales de tipo parabólico, Si son 
más de una estarán acopladas formando un sistema de difusión o de 
reacción y difusión, 

Antes de estudiar las ecuaciones de reacción y difusión, se obtendrá 
la ecuación de difusión como un modelo aleatorio discretizado de par
tículas en un fluido debido a colisiones entre ellas, conocido como el 
movimiento browniano, 

1.1·' La ecuación de difusión: el movimiento 
browniano en una dimensión. 

Empecemos' considerando una partícula en movimiento aleatorio de lon
gitud 0, llamado paso, hacia la derecha o izquierda, en una dimensión 
partiendo del origen, donde la probabilidad de que se mueva a la iz-

7 
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quierda es q y se denota por: 

P(X¡ = -ó) = q 

donde Xi, con i = 1,2, ... , n son variables aleatorias independientes (es 
decir, P(Xi = Ó, Xi+1 = ó) = P(Xi = ó)· P(Xi+1 = ó)) que tornan el valor 
ó ó -ó, dependiendo del movimiento de la partícula; análogamente 

P(Xi = ó) = p 

con q+p = 1. Además suponernos que p -t ~ Y q -t ~, cuando n -t 00, 

es decir, la probabilidad de que la partícula se mueva a la izquierda o 
a la derecha es la misma. l 

La posición de la partícula al n-ésimo paso se denota con 

o X s 
I I 

x X 2 X 3 

~ 
X 4 

O 

Figura 1.1 

Por ejemplo, en la Figura 1.1, partirnos del origen y describirnos la 
trayectoria de una partícula con la sucesión de sus posiciones: 

XI, X2, X3, X4, X5; donde XI = -ó, X2 = Ó, X3 = Ó, X4 = Ó y X5 = -ó; 
así la posición de la partícula en el quinto paso es: 

es decir, se ha movido una longitud ó hacia la derecha. 

1 Lo anterior se puede afirmar gracias a la ley de los grandes números que dice lo 
siguiente: "Si una situación, una prueba o un experimento se repite una y otra vez, 
la proporción de éxitos tenderá a aproximarse a la probabilidad de que cualquier 
resultado sea un éxito". 



1.1. LA ECUACIÓN DE DIFUSIÓN: EL MOVIMIENTO BROWNIANO EN UNA DIMENSIÓN. 

A continuación definiremos la esperanza matemática y la varianza 
para el movimiento de la partícula [20J. 

Para un valor de una variable aleatoria discreta Xi con i = 1,2, ... , n, 
que toma un valor am con probabilidad Pm, el valor esperado o espe
ranza matemática es: 

(Xi) = ¿amPm 
m 

por lo anterior, se tiene 

(Xi) = +óP(X¡ = ó) + (-ó)P(x¡ = -ó) = ó(p - q) 

:} (Xn ) = nó(p - q) (1.1) 

y la varianza se define como: 

y como (x).es una función lineal, entonces 

además 

así 

V(Xn ) = E~lW - (p - q)2Ó2
J 

- E?=lÓ2[(P+qf-(p_q)2J 
- E~lÓ2(4pq) 
_ 4pqó2n. 

Experimentalmente, si suponemos que hay r colisiones por unidad 
de tiempo, podernos interpretar (1.1) como el desplazamiento promedio 
de una partícula. Su velocidad, lIamémosla e, es entonces desp:~~;~ento = 
nó(r:q

) = ró(p - q) y la varianza del desplazamiento está relacionada 

co¡{ D > O, que es el coeficiente de difusión, a través de: 
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Para describir el movimiento de una partícula que está inicialmente en 
(r, t) = (O, O), definiremos la probabilidad de que la partícula esté en 
la posición x al tiempo t de la siguiente manera: 

Si X n = kr5 Y ~ = t, donde ~ es el tiempo que tarda en realizarse 
cada paso, es decir, ocurren n pasos en el intervalo [O, t], entonces 

u(x, t) = P(Xn = x), . con 
n 
- = t 
T 

y x = kr5, (1.2) 

es la probabilidad de que al tiempo t la partícula se encuentre en la 
posición x. 

Corno las variables son independientes, la distribución de probabi
lidad (1.2) satisface la siguiente ecuación en diferencias: 

1 
u(x, t + -) = p. u(x - 15, t) + q. u(x + 15, t), 

T 
(1.3) 

en palabras, la probabilidad de que la partícula esté en x al tiempo 
t + ~ es igual a p veces la probabilidad de que en el paso anterior esté 
en x - 15 más q veces la probabilidad de que en el paso anterior esté en 
x + 15. 

Expandiendo (1.3) en series de Taylor, tenernos 
en t: 

u (x,t +~) = u(x,t) + ~Ut(x,t) + O [Gr] 
en x: 

u(x ± 15, t) = u(x, t) ± r5ux(x, t) + ~r52uxxtx, t) + OW). (1.4) 

Sustituyendo (1.4) en (1.3), tenernos: 

u(x, t) + ~Ut(x, t) + O [ G) 2] 

- p [u(x, t) -: r5ux(x, t) + ~r52uxx(X, t) + OW)] 

+q [u(x, t) + r5ux(x, t) + ~r52uxx(X, t) + 0(153)] 
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lo anterior implica que: 

,F . 
u[1 - (p + q)) + ux r.5(p - q) - uU2"r(p + q) 

= -Ut + rO [ G) 2J + rO(.53)(p + q) 

y como e = r.5(p - q) y D = 4pq.52r = .52r, de acuerdo a lo obtenido en 
la página 9; entonces se tiene: 

Si .5 --+ O y r --+ 00, entonces 

donde c es la velocidad y D es el coeficiente de difusión. 

1.2 La ecuación de reacción y difusión. 

Ahora bien, es importante estudiar los sistemas de reacción y difusión, 
porque tienen una amplia aplicación como modelos de fenómenos natu
rales, tales como: formación de patrones en morfogénesis, en modelos 
de presa y depredador y otros sistemas ecológicos, en la conducción de 
pulsos eléctricos en los nervios, en la propagación de epidemias, en el 
envenenamiento con monóxido de carbono, en las reacciones químicas 
oscilantes, entre otros. 

En su forma más simple un sistema de reacción y difusión se puede 
escribir de la siguiente forma: 

Ut = D'\iu+f(u) (1.5) 

donde ~~ = Ut y U = u(x, t) con xdP es el vector de variables depen
dientes, f (u) es una función vectorial, en general no lineal a la que se le 
conoce como el término de reacción y D es la matriz de los coeficientes 
de difusión [17). 
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Para justificar la obtenéión de la ecuación (1.5) consideremos una 
superficie arbitraria S que envuelve a un volumen V, y utilicemos la 
ecuación gen·eral de conservación que dice que "la razón de cambio del 
material en V es igual a la razón de flujo de material a través de S más 
el material creado en V", es decir: 

! J u(i, t)dV = - J J . ds + J f(u)dV = O 
v s v 

donde J es el flujo de material en S y f es la fuente de material en 
V, la cual puede depender de u, i y t; pero nosotros la consideraremos 
dependiente de u solamente. 

Suponiendo que u es continua y aplicando el teorema de la diver
gencia, tenemos: 

J tUtti, t) + \1 . J - f(u)]dV = O. 
v 

Como el volumen V es arbitrario, el integrando en la ecuación anterior 
debe anularse, quedando así: 

Ut + \1 . J = f(u). (1.6) 

En un proceso de difusión clásico, el flujo de material es proporcional 
al gradiente de concentración del material, esto es: 

Jcx-\lu 

es decir, 

J = -D\lu (1.7) 

donde O es el coeficiente de difusión, el signo negativo indica que la 
difusión de materia va de una concentración alta a una baja; finalmente 
sustituyendo la expresión (1.7) en (1.6) se obtiene (1.5). 
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1.3 U n modelo con una ecuación de re
acción y difusión en una dimensión: 
la ecuación de Fisher. 

La ecuación de Fisher (1937) es el caso más simple de una ecuación de 
reaccción y difusión en una dimensión y modela la propagación espacial 
de un gene favorecido en una población [17J. La ecuación es: 

u, = ku(1 - u) + Duxx (1.8) 

que podemos identificar como la ecuación logística más un término 
de difusión. En esta última ecuación, el término de reacción es ku(1-u), 
donde k es la tasa de encuentro entre los individuos u portadores del 
gene con los individuós 1 - u no portadores. 

La ecuación de Fisher es un buen ejemplo para estudiar las solucio
nes de tipo onda viajera (frentes que se propagan sin cambiar de forma) 
que.se encuentran al resolver la ecuación ordinaria resultante de hacer 
el cambio de variable z = x - et en la ecuación (1.8); lo que significa 
que para cada valor fijo zo, la solución sobre la recta x = Zo + ct es 
constante, esto es: 

du OZ I 

Ut - dz· 8t = -cu 

donde u' = :~. 
Así la ecuación (1.8) queda escrita como: 

DU" + cU' + kU(1 - U) = O 

que puede reescribirse como el sistema: 

U' = V, 

-c k 
V' = "DV- DU(1-U), 
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el cual tiene a (O, O) Y (1, O) como puntos críticos. Para analizar su 
estabilidad procedemos de la siguiente manera: 

Para el punto (O, O) el determinante del sistema para hallar los va
lores propios es: 

1 
-Íi-), 

Lo anterior implica que: 

-c ± '¡c2 - 4kD 
), = ----'-2D---· 

Si c2 2: 4kD, entonces (O, O) es un nodo estable, si no, es una espiral 
estable. 

Para el punto (1, O), el sistema lineal izado es: 

V' = V, 

V' = 
k c 
-U--V 
D D' 

y el determinante asociado para calcular sus valores propios es: 

1 I 2 C k c. , =), + -), - D = O. -o -" D 

Así: 
), = -c± '¡c2 +4kD 

2D . 

Por lo que concluimos que (1, O) es un punto silla. 
Podemos visualizar lo anterior en el plano fase de la Figura 1.2. 
De donde obtenemos la solución de tipo onda viajera para la ecuación 

de Fisher. 
La interpretación de esta última gráfica podemos entenderla mejor 

con una situación concreta. Supongamos que existe una población a la 
que llega un grupo de inmigrantes con cierta característica inexistente 
en la población inicial, luego de que hay mestizaje esa característica 
(gene dominante) aparece en la descendencia, de tal modo que después 
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U·=A.U 

Figura 1.2 La órbita remarcada corresponde a la onda viajera. 

de cierto tiempo el'número de habitantes que la tiene aumenta con una 
velocidad c que depende de la tasa de encuentro k y del coeficiente 
de difusión D. En el lenguaje matemático, lo anterior corresponde a 
resolver la ecuación (1.8) con una condición inicial dada. 

La onda viajera para la ecuación de Fisher proviene de la inestabi
lidad del término u y del término de saturación _u2 , pues la ecuación 
Ut = Duxx, por si misma no pose una solución de tipo onda viajera. 
También es importante señalar que en este modelo, hay una onda via
jera para cada e 2: 2VkD. 

ténnino de saturación 

¡ 
U t =Duxx + U ( 1 - U ) 

t 
ténnino inestable 
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1.4 U n modelo de un sistema de reacción 
y difusión: envenenamiento con mo
nóxido de carbono. 

La sangre humana está compuesta por leucocitos; eritrocitos y pla
quetas. Los eritrocitos tienen como función principal llevar el oxígeno 
molecular a todas las células y tejidos del cuerpo. Este transporte 
de oxígeno en el cuerpo se debe básicamente a un proceso de difusión 
que facilita la renovación molecular, el cual se lleva a cabo gracias a 
la diferencia de presiones parciales de los componentes moleculares en 
la sangre. Los eritrocitos además, regulan el equilibrio ácido-básico 
de la sangre y transportan parte del bióxido de carbono (C02); están 
formados a base de lípidos, proteínas y hemoglobina (28 por ciento 
del eritrocito aproximadamente); esta última, a su vez: es una combi
nación de hierro, protoporfiriana, heme 2 y globina. En la hemoglobina 
el hierro se encuentra en su forma reducida de ion ferroso (Fe2+); su es
tructura, de un modo muy simplificado, podemos explicarla como una 
proteína globina con cuatro hemes adheridos, cada uno de los cuales 
contiene un átomo de hierro que sirve corno punto débil de adhesión 
física para una sola molécula de oxígeno; así, cada molécula de hemo
globina transporta a lo más cuatro moléculas de oxígeno molecular, 
cuando esto sucede el compuesto recibe el nombre de oxihemoglobina 
(Hb02 ) y podemos describir la reacción corno: 

la cual es reversible, ya que el oxígeno se adhiere a la Hb en su paso 
por los alve.olos del pulmón y se libera posteriormente en distintos te
jidos del cuerpo. Ahora bien, el monóxido de carbono, (CO), se liga 
fuertemente al hierro de la hemoglobina, teniendo más afinidad con él 
que el oxígeno, por lo que puede desplazar a éste de la oxihemoglo
bina; formando un compuesto muy estable, llamado carboxihemoglo-

2Un heme es una metaloporfiriana que tiende a unirse a una proteína que contiene 
·un metal, para el caso de la hemoglobina, es el hierro. Una por/iriana es una 
estructura anular, formada a su vez de cuatro anillosj que sin el hierro dan el 
pigmento de la bilis. 



1.4. UN MODELO DE UN SISTEMA DE REACCIÓN Y DIFUSIÓN: ENVENENAMIENTO CO 

bina, (HbCO), descrita como: 

Hb + CO ~ HbCO. 

La presencia de 0.5 por ciento de CO en el aire inutilizaría más de la 
mitad de la hemoglobina del torrente sanguíneo al menos cinco horas 
después de la exposición al gas. 

Por lo anterior, cuando una persona sufre envenenamiento por CO 
se debe transferir a un ambiente donde el oxígeno tenga una presión 
alta, de modo tal que, el O remplace al CO en la Hb y para no incurrir 
en envenenamiento por oxígeno [2J se debe conocer el tiempo en el que 
el torrente sanguíneo disminuye el nivel de HbCO. 

La importancia del siguiente modelo está en determinar el tiempo 
durante el cual ha de administrarse O a alta presión a un paciente 
envenenado por CO sin incurrir en envenenamiento por oxígeno. 

En las reacciones para la oxihemoglobina y la carboxihemoglobina, 
k¡ y k2 dependen de la saturación de las moléculas de hemoglobina (a 
lo más cuatro moléculas de oxígeno por una de hemoglobina) y ocu
rren en las capilaridades pulmonares, las que supondremos con sección 
transversa rectangular, por conveniencia geométrica solamente, y en
tre dos alveolos. También supondremos que la sangre es homogénea, 
que está bien mezclada y se filtra de modo constante a través de las 
capilaridades pulmonares o que algunos efectos de no homogeneidad o 
inestabilidad del flujo son despreciables. 

En el planteamiento del modelo se considera el caso de un hom
bre recuperándose de envenenamiento con monóxido de carbono. En 
este caso, las concentraciones de monóxido de carbono en la sangre y el 
resto del cuerpo han llegado al equilibrio y por tanto se descarta alguna 
pérdida de monóxido de carbono de la sangre al cuerpo. Como las con
centraciones de carboxihemoglobina están reducidas, el cuerpo cederá 
su monóxido de carbono a la sangre, pero en un proceso lento y en con
secuencia sin interés, para el modelo. La simplificación de este modelo 
puede producir errores en la última etapa de recuperación, cuando la 
concentración de carboxihemoglobina es muy baja, pero es una buena 
aproximación cuando la concentración es alta y cambia rápidamente. 3 

Las condiciones de frontera en las paredes de los capilares son: 

3Es un ejemplo de escala.<; lenta.<; y rápida.<;. 
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- No hay flujo de hemoglobina, ni de sus componentes a través de 
las paredes y las concentraciones de oxígeno y monóxido de carbono 
son iguales en los alveolos; es decir, la pared capilar es permeable a los 
gases, pero impermeable a la hemoglobina. 

- La concentración de oxígeno alveolar se supone linealmente de
pendiente de la cantidad en la atmósfera; esta suposición cambia al 
considerar el oxígeno en el pulmón donde la presión del oxígeno alve
olar se calcula por consideraciones teóricas. La tasa de absorción del 
oxígeno en los capilares es igual a: 

V· _P::.:aO::..!,_-_P.:::iD~, ( - P) = D Pea, - aO, 
Pb - PH,o 

donde PaO, es la presión alveolar, PiD, es la presión inspirada, Pb es la 
presión barométrica, PH,o es la presión del agua, V es la ventilación 
alveolar, D es la difusión constante en el pulmón y Fea, es el promedio 
de la presión del oxígeno en las capilaridades. 

El sistema de coordenadas se tomará como se muestra en la Figura 
1.3. 

x 

alveolo 

2/ 

capilar ---_o flUJO sanguineo 

_~ _________ -L_____ Y 
O 

alveolo 

Figura 1.3. 1 es del orden de 4 x 10-4 . 
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Si el flujo sanguíneo tiene rapidez s, entonces las ecuaciones son: 

8~z] + s 81;] = -k¡[Oz][Hb] + k_¡[HbOz] + DI \7z [Oz] 

8[;r
O

] + s 8~:] = -kz[CO][Hb] + Lz[HbCO] + Dz \7z [CO] 

8~b] + s 81~b] = -k¡[Oz][Hb] + k-dHb02]- k2 [CO][Hb] 

+k_2 [HbCO] + D \72 [Hb] 

8[~~Oz] + s 8[~~Oz] = k¡[Oz][Hb] _ LdHbOz] + D \7z [Hb02] 

8[H;~01 + 8 8[~~0] = kz[CO][Hb]- Lz[HbCO] + D \7z [HbCO] 

donde DI, D2 Y D son los coeficientes de difusión del oxígeno, del 
monóxido de carbono y de la hemoglobina y sus componentes, res
pectivamente. Para hallar la solución estacionaria tomamos :, == O Y 
sumamos las últimas tres ecuaciones para obtener: 

(8 8~ - D\7Z) ([Hb] + [Hb02] + [HbCO]) = O 

y utilizando condiciones de frontera apropiadas e integrando, obtene
mos una ecuación de conservación para la Hb, ésta es: 

[Hb] + [HbOz] + [HbCO] = e, e = c( t) es una constante espacial. 

Ahora para simplificar los cálculos reescalamos las variables para vol
verlas adimensionales, definiendo: 

[Hb] 
V=--, 

e 
y 

Y=T' 

[CO] 
U2= --, 

/z 

[HbCO] 
V2 = , 

x 
x= -1 ' 

e 
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donde 1'1 Y 1'2 son concentraciones típicas del O y delCO y I es la longi
tud del alveolo; mediante esta sustitución las ecuaciones se transforman 
en 4: 

6
1 
aUI = -UIV + K_IvI + El \12 UI 
ay 

6
2 

aU2 = -U2v + K-2V2 +!O2 \12 U2 
ay 

6' aVI ' 2 
I ay = ulv+K_IVI+el\1 VI 

Ó' aV2 ' 2 
2 ay = U2V - K-2V2 + e2 \1 V2 

V + VI + V2 = 1 

donde 

S -4 
ÓI = klcl = 0(10 ), 

,s -2 
ÓI = -k 1 = 0(10 ), 

11'1 

,DI . -3 
el = k

l
ct2 = 0(10 ), 

,D -2 
el = -k /2 = 0(10 ), 

l'YI 

K _ Ll _ 1 
-1 - kl'YI - 14.25' 

Ó2 = k:cl = 0(10-3
), 

Ó; = _8_ = 0(10-IA-I), 
kl'Y21 

,D2 -2 
e2 = k

2
cl2 = 0(10 ) 

,D -2 
e2 = -k 12 = 0(10 A-d 

21'2 

K-2 = k-2 = 2. 1O-4A- I 

k2'Y2 

cuyos valores específicos de los parámetros se pueden consultar en [2]. 
El valor para la concentración del monóxido de carbono se toma con 
base en un nivel de HbCO del setenta y cinco por ciento del total de 
Hb ó a un caso severo de envenenamiento por CO. 

Las condiciones de frontera son: 

4Notese que el problema es lineal y si E. -7 0, se tiene un sistema de ecuaciones 
ordinarias 
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(i) La sangre está bien mezclada al llegar a los capilares y está en 
equilibrio, es decir; 

Ui(X, O) = o 
Uil i = 1,2 

v(x, O) = Vo , 
Vi(X, O) = o 

vi 1 i = 1,2 

donde u?, VO y v? son constantes y 

i = 1,2 

(ii) No hay cambios frecuentes en alguna concentración en la salida 
de los capilares. 

(iii) No hay flujo de Hb ó de sus componentes a través de las paredes 
de los capilares, es decir; . 

ov 
OX(O,y) =0, 

oV; ox (O,y) = O, i = 1,2. 

(iv) Las concentraciones de O y CO en las paredes son iguales a las 
concentraciones alveolares, es decir; 

u¡(O, y) = ur, i = 1,2 

donde u~ es constante. 
(v) Por simetría, en el punto medio del capilar, 

OUi OV OVi 
OX (1, y) = OX (1, y) = OX (1, y) = 0, i = 1,2. 

Este es un problema de perturbaciones singulares que no resolve
remos aquí para no desviar la atención del objetivo principal que son 
las ondas espirales, así que lo tomaremos sólo como un ejemplo .de un 
modelo que involucra un sistema de ecuaciones de reacción y difusión, 
cuya solución puede consultarse en [2], en donde las conclusiones a las 
que se llegan son: 

Suponiendo que la presión es igual a n atmósferas, entonces 

u~ = 4.6n - 0.25 
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de este modo, el tiempo de administración de oxígeno puede ser 
hallado. 

Si la concentración inicial de HbCO no es demasiado alta (menos 
del 30 por ciento), entonces el tiempo aproximado es: 

Vl 
bt;;;f = log V2

2 
2 

y el tiempo requerido para que el nivel de HbCO alcance la mitad 
de su valor inicial se fija para una presión dada de oxígeno y es: 

bt~;;;f = log2 

donde tl es la mitad del tiempo de recuperación. 
2 
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Capítulo 2 

Condiciones para la 
~. 

existencia de frentes que se 
propagu~n en espiral en 
sistemas de reacción y 
difusión. 

Los sistemas de reacción y difusión admiten distintos tipos de soluciones 
(onda viajera, onda plana, ondas espirales, etc.). Pero son los .únicos 
que con una cinética apropiada tienen solución de tipo onda espiral que 
rota. 

Las condiciones para la existencia de frentes que se propaguen en 
espiral en sistemas de reacción y difusión se pueden resumir en la si
guiente afirmación: 

"Los sistemas de reacción y difusión con dinámica de tipo ciclo 
límite que pueden aproximarse por sistemas ,\ - w, tienen solución de 
tipo onda espiral." 

Para entender el significado de la afirmación anterior, primero se 
debe aclarar que, para que un sistema de reacción y difusión tenga 
dináp~lica de tipo ciclo límite, el sistema sin términos de difusión debe 
exhibir una bifurcación de Hopf supercrítica (Ver apéndice A). Y por 
otro lado, se deben definir a los sistemas ,\ - w, lo cual se hará a 
continuación. 

23 
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2.1 Sistemas A - W. 

Los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias que pueden escri· 
birse de la siguiente forma: 

du 
..\(r)u - w(r)v, 

dt -

dv 
w(r)u + ..\(r)v = 

dt 
con r = (U

2 +v2)í 

donde ..\ es una función positiva de r para O ::; r ::; TO, Y ..\(ro) = O 
y w( r) es una función positiva de r; son llamados sistemas ..\ - w [17]. 

La principal ventaja de estos sistemas es que se pueden obtener so
luciones aproximadas de sistemas de reacción y difusión cuando forman 
parte de la cinética del modelo. 

También poseen la propiedad de tener solución de tipo ciclo límite; 
lo cual se justifica fácilmente de la siguiente forma. 

Si cambiamos a coordenadas polares tomando u = r cos 8 y v -
r sin 8 y sustituimos en nuestro sistema ..\ - w, obtenemos·: 

-r8, sin8 + r, cos 8 = r..\(r) cos 8 - rw(r) sin8, 

r8, cos8 + T, sin 8 = rw(r) cos8 + r..\(r) sin8. 

Agrupando términos con sin 8 y cos 8, sumando los cuadrados de las 
ecuaciones anteriores y haciéndolas idénticamente cero, llegamos a: 

r8, - rw(r) = r..\(r) - r, == o. 

De donde obtenemos que: 

8, = w(r) y r, = T..\(r) 

lo cual implica que si r = ro en la ecuación de 8, integrando se tiene: 

8(t) = w(ro)t + 80 y 80 = constante, 
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es solución tipo ciclo límite. 
O en su forma compleja, si c = u + iv, entonces la solución es: 

Notemos que ro = ,\ -1(0) da la amplitud de la onda y w(ro) la frecuen
cia. 

Lo anterior, muestra que los sistemas ,\ - w tienen una solución 
periodica estable. 

Lo siguiente es encontrar la forma general de los sistemas ,\ - w para 
los sistemas de reacción y difusión. Para ello se efectuará básicamente 
el mismo procedimiento de esta sección. 

2.2 Sistemas'\ - w para sistemas de re
acción y difusión. 

Partiremos de un sistema de dos ecuaciones diferenciales parciales de 
reacción y difusión de la siguiente forma: 

(2.1) 

Vt=\J 2V + G(u,v,r) 

con r un parámetro, donde r = ro es un punto de bifurcación su
percrítica en el sistema sin difusión y (u, v) = (O, O) corresponde a un 
punto de equilibrio. 

Desarrollando F y G a primer orden alrededor de (u, v) = (O, O) el 
sistema aproximado es 1: 

Ut = \J2U + '\(r)u - w(r)v + f(u,v,r) 

Vt - \J2V + w(r)u + '\(r)v + g(u, v, r) 

donde, f y 9 son de segundo orden en u y v y con r 2 = u2 + v2 

Los coeficientes '\, w y las funciones f y 9 satisfacen las siguientes 
condiciones: 

1 Es importante notar que ¡(u, v, r) y g(u, v, r) no dependen de e. 
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1. ,\ y w son funciones suaves de r que satisfacen que ,\( ro) = O Y 
'\(r) > O para r > ro y w(r) > O para toda r. 

2. ¡(u, v, r) y g(u, V, r) son funciones suaves de u, v y r que satisfa
cen ¡(u, v, r), g(u, v, T) son o(lul + Ivl) cuando lul + Ivl ...... O. 

La condición (1) asegura que la matriz lineal con coeficientes de 
reacción es puramente oscilatoria para r = TO e inestable para T > TO' 

Esta condición es similar a la del teorema de bifurcación de Hopf. 
La condición (2) asegura que la aproximación del sistema se hará 

alrededor del origen, que es el punto de bifurcación. 
Considerando únicamente los términos lineales en el sistema ante

rior, tenemos: 
Ut = \72U + '\(r)u - w(r)v, 

(2.2) 

Vt = \72V + w(r)u + '\(r)v. 

Introduciendo el cambio de variables u = Rcos8, v = Rsen8 con 
R = R(t, x) y 8 = 8(t, x), tenemos: 

\72U R \72 (cos8) + 2 \7 R· \7(cos8) + cos8 \72 R 

-Rcos81 \7 812 - Rsen8 \72 8 - 2sen8 \7 R· \78 + cos8 \72 R. 

Análogamente 

\72V = - Rsen81 \7 81 2 + Rcos8 \72 8 + 2cos8 \7 R· \78 + sen8 \72 R 

y como 

Ut Rtcos8 - Rsen8 . 8 to 

Vt = Rtsen8 + Rcos8 . 8 to 

el sistema (2.2) se transforma en: 

Rtcos8 - Rsen8 . 8 t [- RI \7 81 2 + \72 R + R'\( R) ]cos8 

-[R \72 8 + 2 \7 R· \78 + Rw(R)]sen8, 

Rtsen8 + Rcos8· 8 t - [-RI \7 81 2 + \72 R + R'\(R)]sen8 

+[R \728 + 2 \7 R· \78 + Rw(R)]cos8. 

De estas dos últimas ecuaciones llegamos a: 
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(2.3) 

Cuyas soluciones están dadas por: 

R - p(r) y 

e = I1t + e + ¡¡J(r) 

donde 11 da la frecuencia de la onda (indica la rotación), e es la fase 
y da el sentido en el que empieza la espiral (levogiro o destrogiro) y ¡¡J 
indica el corrimiento. 

p(r) y ¡¡J(r) determinan el tipo de espiral (logarítmica o arqui
midiana) dependiendo de condiciones de frontera impuestas correcta
mente. 

Las soluciones R y e son coordenadas ortogonales que avanzan con 
el frente de la onda(Figura 2.1) y (r, e) son coordenadas polares en el 
plano. 

Figura 2.1 

Tales soluciones corresponden a ondas espirales rotando, las cuales 
se pueden escribir como: 

u(r, e, t) = p(r)cos(l1t + e + ¡¡J(r)) y, 

(2.4) 

v(r, e, t) = p(r)sin(l1t + e + ¡¡J(r)) 
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Hay que aclarar que estas soluciones se proponen y no se obtienen 
de resolver el sistema (2.3). De hecho, [3]'[4]'[6) y [7], sustituyen las so
luciones propuestas en el sistema (2.3) y llegan al sistema de ecuaciones 
diferenciales ordinarias siguiente: 

"p' (12 1) p + -;: - p ¡j; + r 2 + p>.(p) - O, 

¡j;" + U + 2;/) ¡j;' - fl - w(p) . 

El cual se resuelve numéricamente, y se demuestra que satisfacen un 
sistema parecido al (2.3) y de este modo se concluye que también son 
soluciones aproximadas del sistema (2.1). 

También observemos que estas soluciones no surgen como un modelo 
de un fimómeno en particular, sino de resolver en general un sistema de 
reacción y difusión que deseamos tenga soluciones en espiral que rota. 

En el siguiente capítulo se desarrollará un método alternativo, utili
zando las ideas de la óptica geométrica para resolver sistemas de ecua
ciones particulares que sí se plantean como modelo de un fenómeno. 



Capítulo 3 

Propagación de frentes en 
espiral. 

3.1 ¿ Qué es la óptica geométrica? 

Históricamente, la óptica geométrica surge al estudiar la propagación 
de frentes de luz en un medio, que puede ser no homogéneo. 

La teoría de la óptica geométrica se ha utilizado con éxito para' 
encontrar soluciones aproximadas a problemas de propagación de on
das en sistemas hiperbólicos principalmente provenientes de la teoría 
electromagnética y de problemas de geofísica, como la propagación de 
ondas sísmicas. 

Sin embargo, a mediados de la década de 1980 se encontraron siste
mas parabólicos no lineales que podían tener ondas solitarias y trenes 
de onda periódicos; los ejemplos típicos son: la reacción de Belousov
Zhabotinsky y la propagación de actividad eléctrica en el tejido ner
vioso; cuyos modelos matemáticos son complicados y las soluciones 
exactas son díficiles de obtener. 

La ventaja de la óptica geométrica, sobre otros métodos, es que 
provee información directa de cómo se propaga el frente de onda en di
versos medios para ondas de alta frecuencia y el método puede aplicarse 
a una ecuación o a un sistema de ellas. 

Esta teoría es útil principalmente para estudiar la dispersión de on
das planas no lineales y los efectos de la curvatura sobre la propagación 

29 
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de frentes de onda en un medio bidimensional. 
El método es una extensión del método de las características em pie

ado para determinar el comportamiento de cierto fenómeno modelado 
por una ecuación diferencial parcial de primer orden en una dimensión, 
donde lo que se analiza es la propagación de discontinuidades; pues 
como se sabe, las características nos indican solución constante a lo 
largo de ellas y un cambio abrupto de estas o más aún, hallar una 
región de choque (una solución débil), señalará la región donde se pro
paga una discontinuidad. Figura 3.1. 

Región sin discontinuidades 

Fonnación 
de la 

discontinuidad 

Figura 3.1. 

Región sin discontinuidades 

Al intentar extender este tipo de análisis a dos dimensiones se en
contrará la ecuación de la iconal, que surge de estudiar cómo viaja un 
rayo de luz normal al frente de propagación en un tiempo mínimo [15J. 

3.2 Una teoría geométrica para ondas es
pirales en medios activos. 

En esta sección, a diferencia del capítulo anterior, se considera un sis
tema de reacción y difusión en particular, en él se analizará la propa
gación de sus frentes [l1J y [12J. 
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11 

f>O 
g>O I(u, v)-o 

.. 
Figura 3.2. La función f(u, v) = O con Vmin < V < Vmaz , se divide en 

tres funciones: U_en el intervalo donde la función es decreciente 
antes del mínimo, U. en el intervalo donde la función es creciente, 
comprendido entre el mínimo y el máximo de la función y U + en 
el intervalo donde la función es decreciente después del máximo. 

El tipo de modelo con el que se trabajara es interesante, porque a pe
sar de que sirve para modelar fenómenos, que en una primera impresión 
podrían parecer diferentes, tienen una dinámica muy semejante, pues 
todos ellos surgen de reacciones químicas parecidas. Algunos ejemplos 
se abordarán en el siguiente capítulo. 

El sistema a analizar es el siguiente: 

(3.1) 

Vt = g(u, v) 

donde u =: u(x, t) y v = v(x, t) con xdR, t 2: O , t:éR tal que t: « 1 
y D constante. Además f(u,v) = (u - u_)(u - u.)(u - u+) = O con 
u_ < u. < u+ y g( u, v) = O son como se muestran en la Figura 3.2. 
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El hecho de que f(u, u) = O sea cúbica no es arbitrario. FitzHugh y 
Nagumo la propusieron de ese modo en su ecuación para la transmisión 
de pulsos eléctricos en las neuronas, porque las funciones cúbicas son 
justamente las que sirven para modelar la interacción de sustancias 
químicas, una inhibidora y otra activadora de cierto tipo de comporta
miento. 

Como una observación importante, notamos que el sistema (3.1.) 
tiene reacción rápida y difusión lenta [lJ. También notemos que el 
punto de intersección (uo, uo) de f(u, u) = O con g(u, u) = O determina 
la estabilidad de la solución, pues de las raíces de f(u, u) = O, u_ y u+ 
son estables y u. es inestable (lo anterior se afirma a partir del análisis 
del plano fase), por lo que será importante que g(u, u) = O interseque 
a f(u, u) = O en los intervalos donde la última es decreciente, que 
llamaremos U_ ó U+ y se muestran en la Figura 3.2. 

El sistema (3.1.) se resolverá por teoría de .perturbaciones singulares. 
Comparando los términos de orden cero en é, obtenemos el siguiente 

sistema: 

f(u,u) = O 

Y 
Ut - g(u, u) (3.2) 

.este sistema indica que a orden cero en é, se está en una región de 
variación lenta, pues no aparecen términos de difusión. 

Por la estabilidad de u = U_y u = U +, se tiene que 

Ut = g(U ± (u),u) == G ± (v) 

esto es, u puede caer sobre u = U _ Ó u = U +, lo cual significa que 
pueden existir discontinuidades espaciales en u. La difusión de estas 
discontinuidades es importante y las regiones correspondientes a las 
tres funciones en las que se divide f (u, u) = O son "unidas" mediante el 
movimiento de capas límite, las cuales se hallan haciendo el siguiente 
cambio de variables: 
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para analizar las soluciones invariantes en ( se sustituye en: 

donde: 

.. , 
., . e + (e )2. ,,_.!.. " = U (.,.XI ",x U - 2 U 

é 

se obtiene: 

Du" + y'(t) . u' + f(u, VD) = O (3.3) 

con vd fija para poder resolver la ecuación, u = u(() y si y'(t) = ¡.¡(vo), 
el problema es de valores propios, con las siguientes condiciones: 

(3.4) 

para considerar las soluciones de tipo onda viajera que tienden asintóticamente . 
a la sol ución estacionaria. 

Supongamos que u' = a(u - uo)(u - U2) ly sustituyendo en (3.3): 

aD[(u - uo)(u - U2)]' + ay'(t)(u - uo)(u - U2) 

-A(u - uo)(u - u¡)(u - U2) = O 

1 Se propone u' de ese modo, porque al resolverla (por separación de variables y 
utilizando fracciones parciales) se obtiene que 

la cual satisface las condiciones requeridas en (3.4) 
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aD[(u - uo)u' + (u - U2)U'j + ay'(t)(u - uo)(u - U2) 

-A(u - uo)(u - Ul)(U - U2) = O 

(u - uü)(u - u2)[a2D(u - UO) + a 2D(u - U2) 

+ay'(t) - A(u - ud] - O 

(u - UO)(U - u2)[(2a2 D - A)u - a 2 D(uo + U2) 

+ay'(t) + Au¡J - O 

Para hallar y' (t) se impone que 2a2 D - A = O; así 

-c,2 D(uo + U2) + ay'(t) + Au¡ = O 

lo cual implica que: 

y'(t) = 
t(uo + U2) - Au¡ 

n; 
AVW( ) AVWu¡ 

= 2VA Uo + U2 - VA 

= 
VAD(uo - 2u¡ + U2) 

.j2 
donde y'(t) = ¡t(vo) es la velocidad del frente. 
El signo de ¡t se obtiene al integrar (3.3), con respecto a~; para ello 

se utiliza u' como factor integrante. 

lo cual implica 

00 -¡ f(u,vo)u'd~ 
-00 
u+ 

= - ¡ f(u,vo)du 
u_ 

( 
12) 00 U+ 

D u
2 

1':"00 +¡t ¡ (u'?d~ = - ¡ f(u, vo)du 
-00 u_ 
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pero u_ y u+ son U_ y U+, por (3.4), entonces u' en (3.3) anula la 
contribución de ul'l, por lo que 

Jl. = --;::00"..---- (3.5) 
J (u')2d~ 

-00 

es la velocidad de propagación de la capa límite, la cual no es cons
tante, ya que Vo cambia en el tiempo, es decir Jl. = Jl.(vo). 

Para encontrar la relación de dispersión para este problema, además 
de la velocidad Jl., se debe conocer el periodo, éste se obtiene al integrar 
la ecuación (3.2). 

Pero antes, notemos que si se busca una onda viajera que corres
ponda a v evaluada en vo, su velocidad será la expresión obtenida en 
(3.5) y el periodo podría ser consistente con la dinámica externa. Sin 
embargo, si existe VI un valor de v para el cual Jl.(v¡) = -Jl.(vo) o 
si no existe tal valor se toma VI = v+, donde v+ es el máximo local 
de f (u, v) = O; entonces el periodo temporal del tren de onda será 
T = T(vo), como sigue: 

V[ [1 1] 
T(vo)=! - dv 

VD g(u+(v),v) g(u_(v),v) 
(3.6) 

para orden cero en é. 

La relación entre Jl. (valocidad) y w = 2.; (frecuencia) define la curva 
de dispersión del problema. 

y para é # O fija, la curva de dispersión tiene dos ramas, una 
que se obtendría con (3.5) y (3.6) ya calculadas, correspondiente a la 
propagación de la onda estable y la otra a las ondas periodicas inestables 
lentas [12], pero estos últimos hechos no serán utilizados para analizar 
los frentes que se propagan en espiral en dos dimensiones, para ello se 
emplearán las expresiones desarrolladas hasta aquí. 

3.2.1 La ecuación de la iconal en dos dimensiones. 

Para hallar la capa límite en dos dimensiones se introduce un sistema 
de coordenadas ortogonales locales de la siguiente forma: 
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x - X((, 1/, T) 

Y - Y((, 1/, T) 

t = T 

con 

Así u = u(x, y, t), también puede verse como 1.1 = u((, 1/, T), por lo 
que: 

(3.7) 

Se necesita conocer e, y 1/" para ello derivamos X y Y con respecto a 
t, tomando en cuenta que x, y, t son variables independientes, se obtiene: 

X, X,e, + X~1/, + X T = O 
y, - Y,(, + Y~1/, + YT = O 

El sistema anterior se puede reescribir como: 

Si 

J* = (X, X~) = (~X{ X~) 
Y, Y~ ,Y{ Y~ 

podemos obtener (, y 1/, de la siguiente forma: 

de donde 

11. e, - IJ*I (X~YT - XTY~) =} ~, = DT(X~YT - XTY~) 

1 1 
1/, = IJ*I(XTY, - X,YT) =} 1/, = DT(XTY{ - X{YT) 

con IJI = X{Y~ - X~Y{. 
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Sustituyendo en (3.7), tenemos: 

Además 

(3.9) 

pero como ~ y r¡ son ortogonales, entonces (.~;) es ortogonal a 

( ~:), es decir, X~X{ + Y~Y{ = O; así (X~X{ + y~Y{)2 = O, por lo que 

sumando esta última expresión a (3.9) se tiene que 

111 2 Xly~2 + X;Y/ + xix; + y~2Yl 
= (Xl + Y/)(X; + Yq2) 

Con lo anterior (3.8) es: 

Del mismo modo se obtiene que: 

donde 

c

1

\/(X/+ Y/) [~ (JX/+ y? ~~) +cK~ ~~] 
+ J(X/+ y~2) [:r¡ (J X/+ Y/ ~~) - cK{ ~~] 

K _ X;1'ii - YiXii 
,- (Xl+Y?)% 
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con i =~, 1/ 
Sustituyendo las expresiones anteriores en (3.1) y suponiendo que 

u~ = U T = O, se obtiene: 

D 
[
X{X{{ + Y{Y{{ _ (XTY~ - YTX~) ] u 

(Xl + Yll~ ¡(Xl + Y?)(X~ + y~2) { 

+eK~u{ + f(u, v) = O 

Si se supone que Xl + ~2 = 1 Y como (X{, Y{) . (X{{, Y{e) = O, el 
sistema anterior es: 

Du{{ + (N~ + eK~)u{ + f(u, v) = O (3.10) 

(3.11) 

donde 

con i = ~,1/. 

es la velocidad normal del sistema de coordenadas local. 
De la ecuación (3.11) se induce que v = Vo + Ore). 
Si K~ y N~ son independientes de ~ y comparamos las ecuaciones 

(3.10) y (3.3) se tiene 2: 

Nry + éDKry = jl(vo). (3.12) 

2La variación en ~ no afecta significativamente esta aproximación. Esto último 
se comprueba representando el sistema coordenado localmente por: 

X({, 1), r) = 
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En general, el valor de Vo cambia con la posición espacial y tem
poral del frente de onda, pero si sólo se consideran ondas periódicas o 
solitarias y existe la función inversa T- 1 (vo), se tiene que 

(3.13) 

donde J.L·(T) = J.L(T(vo)) denota la relación de dispersión para la 
velocidad de la onda como función del periodo T = T(vo). 

3.2.2 Soluciones en espiral. 

El objetivo de esta sección es verificar que una onda espiral de k brazos, 
cuyas coordenadas en el frente son: 

Xj r cos (O(r) _ wt + 2:
j

) 

( 
27rj ) lj = rsen O(r)-wt+ T con j = 1,2, ... ,k. 

es solución del sistema 3.1. en dos dimensiones. 
Para mostrarlo se procederá de la siguiente forma: 

(3.14) 

- Se encontrarán las expresiones para la normal y la curvatura con el 
sistema de coordenadas propuesto, para hallar la ecuación de la iconal. 

y sustituyendo en (3.1), al final se obtiene que: 

Así, para ord~n ,,2, N" + "DK" es independiente de~, por lo que: 
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- Aprovechando la pequeñez de é, se mostrará que los parámetros 
que determinan la onda espiral están definidos por los valores que satis
facen simultáneamente la relación de dispersión, análoga a la expresión 
(3.6), y una relación crítica para ondas espirales. 

Las condiciones que se imponen a (3.14) son: que (J > O, esto es, 
que la espiral se abra en sentido levogiro; se buscarán soluciones en un 
anillo ro ::; r ::; rl, donde ro -+ O. Las condiciones de frontera son 
(J'(ro) = O Y O'(r¡) = O, es decir, que no halla flujo en las fronteras 3. 

Si rl -+ 00, se espera que (J( r) sea asintóticamente lineal, esto es, que 
(3.14) sea asintóticamente arquimideana. 

Para calcular N notamos que las coordenadas (TI, T) son equivalentes 
a (r, t), por lo que: 

N = XtY,. - YiXr 

JX;+ Y/ 
A continuación sustituiremos las siguientes derivadas parciales en la 
expresión anterior para N, considerando a = (J(r)·- wt + ~. 

Xt = -r sin a . ( -w) = rw sin a 

Xr = cosa - rsina· (J'(r) 

Yi - -wr cos a 

Y,. = sin a + r cos a . (J' (r ) 

De donde 

N (rw sin2 a + r2w{)' sin a . cos a + wr cos2 a 

wr2 (J' sin a . cos a) . (cos2 a - 2r{)' cos a . sin a 

+ r2()'2 sin2 a + sin2 a + 2r()' cos a . sin a + r2()'2 cos2 a) -,' . 

3La naturaleza de estas condiciones de frontera proviene del tipo de fenómenos 
que se modelan con sistemas como el (3.1). Ejemplos de éstos se abordarán en el 
siguiente capítulo. 
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Así wr 
N=--r==== 

JI + [rO'(r)]2 

Si se denota a W = rO'(r), entonces N = .¡t':'il" Además conocernos 
una forma de obtener la curvatura; sustituyendo 

x" = -O'(r)sina - {r[IY(rWcosa + [rO"(r) + O'(r)]sina} 

-20'(r) sin a - rll"(r) sin a - r[IY(rW cos a 

.. , 
Yrr - 1I'(r) cos a + { -r[II'(rW sin a + [rO"(r) + O'(r)] cos a} 

= 211'(r) cos a + rll" cos a - r[IY(rW sin a 
en K = X,Y,,-Y,X". 

v(X;+Y,') 
Por tanto 

K = {20'(r)cos2 a+rO"(r)cos2 a-r[II'(rWcosa.sina 

= 

= 

-2r[II'(rW cos a . sin a - r211' (r) ·11" (r) cos a . sin a 

+r [11' (r W sin a . cos a + 2r [11' ( r W cos a . sin a 

211'(r) + rll"(r) + r2(1I'(r))3 

(1 + W2)~ 

rll"(r) + 1I'(r) rll'(r)[l + r 2(1I'(r)j2] ---,--'--'-,.--,;., -'- + , 
(1 + W2)2 r(l + W2)2 

Notemos que W' = rll"(r) + 1I'(r), así: 

W' W 
K = ,+ 1 

(I+W2)2 r(1+W2)2 
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El siguiente paso es resolver la ecuación N = ¡lo (T) para estudiar 
el frente de onda plana, se tiene: 

WT WT 
¡lo = -;';';;1 +~W""'2 = -';;=1 =+=¡ T=(J=' (=r )=]2 

lo cual implica que· 

por lo que 

/(~:)2 _ 1 
(J' ( r) = .!....:.:::....:.._

r 

(r
2 )t (r2 )t (J(r) = r6 - 1 - aretan r6 - 1 con 

I 

Si se toma s = (~ - 1) 2 Y se sustituye en 3.14, se tiene: 

X(S) TOCOSS + Tossins, 

Y(s) = TO sin s - TOS COS S 

¡lO 
ro =

W 

que es la ecuación de la involuta de un círculo de radio TO, es decir, 
la involuta es la solución de onda plana para nuestro problema. 

Por consistencia, se toma W = -z.;, donde T es el periodo calculado 
de acuerdo a la ecuación (3.6), es decir, la relación de dispersión para 
la onda plana es ¡lo = TQ:¡'~, la cual es válida si TI --+ 00 y TO no se 
aproxima a cero. 

Lo siguiente es resolver la ecuación N = ¡l°(T) -éDK para estudiar 
el frente de la onda espiral, después de sustituir N y K se tiene: 

';l
W
:W2 =¡lO-éD[(1+W~2)~ + T(1+

W
W2)t] 

Si se toma D = 1, se obtiene el siguiente sistema: 

1 [0 2] w'(r) 
2 T¡l 2 I WT 

- -(l+W) -(1+W)2---W 
T 10 10 

(J'(T) - ~W 
T 

(3.15) 
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0.8 
8 

Figura 3.3. Plano fase del sistema (3.15) con ~ = 1, 
• < 7- = ly r¡ con distintos valores entre 1.4 y 1.6. 

Además si se supone que r¡ -t 00, entonces II( r) ~ r. De este modo, 
los puntos críticos del sistema son: (r;, \fIi) = (O, O) Y (ri, \fIi) = (~, O). 

Al graficar el plano fase dando diferentes valores a r¡ y fijando va
lores constantes para W, E: Y J1.", se obtienen las trayectorias tal como se 
muestran en la Figura 3.3. 

A partir de observaciones sobre la forma de las trayectorias del plano 
fase, Keener[12) hizo experimentos numéricos y estableció la siguiente 
relación crítica 4 para W y J1.": 

W 1 
- = -n(x,y) 
é ri con 

r¡ J1." 
x=--, 

E: 

ro 
y= -

r¡ 
(3.16) 

donde n(x, y) = 0.330958x2 - 0.097x4y2 + O(y4) para x > 10 y Y 
pequeña. 

Es importante notar que la ecuación (3.16), indica que este análisis 
es válido sólo para ondas con alta frecuencia. 

4La relación crítica depende de J.t*, r y el parámetro é, mientras que la de dis
persión sólo relaciona J.i. con T 
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" , , - --

Figura 3.4.En esta figura se muestran la gráfica de una involuta, 
en línea discontinua, y la de una espiral. 

Para la relación de dispersión se asume que está dada por ¡.L' = 
¡.L'(::'), donde w = z.; y T se calcula a partir de la expresión (3.6). 

Lo anterior es posible, porque ~ = constante, es decir, en la super
ficie G((, r¡, T) se toman en cuenta sólo las curvas de nivel en el plano 
r¡ - T, trabajando con G = G(r¡, T) como si fuera una función en una 
dimensión espacial (T es la variable temporal) y así se puede aplicar 
directamente la ecuación (3.6) para hallar el periodo. 

Al encontrar la intersección de la relación de dispersión, con la re
lación crítica, se pueden encontrar valores para ¡.L' y w que si se aplican 
a la solución de onda espiral propuesta se obtendrá una solución espiral 
válida, excepto cerca del núcleo. 

En el siguiente capítulo se encontrarán explícitamente valores para 
¡.L' y w de los ejemplos específicos con el procedimiento descrito ante
riormente. 



Capítulo 4 

Ejemplos de sistemas cuyas 
soluciones son frentes que se 
propagan en espiral. 

Los tres ejemplos que se mostrarán en este capítulo tienen algunas simi
laridades fenomenológicas y están gobernados por ecuaciones similares, 
que son de reacción y difusión en espacios bidimensionales con cinética 
singular y no lineal. 

4.1 La reacción de Belousov-Zhabotinsky. 

En 1950 Boris P. Belousov desarrolló un modelo químico de la oxidación 
de organismos moleculares en células vivas, lo más importante para este 
modelo fue la comprensión del ciclo de Krebs (ver apéndice B), donde 
los ácidos orgánicos son oxidados por bióxido de carbono (C02 ) yagua 
(H20). Belousov usó ácido cítrico como un sustrato orgánico, iones de 
bromato como agentes oxidantes e iones de cerio como catalizadores y 
esperaba que la reacción fuera monotónamente estable; sin embargo no 
fue así, ya que la reacción cambiaba de una solución incolora (cerio en 
el estado reducido, Ce3+ ) a una amarillo pálido (cerio en el estado oxi
dado, Cé+) y después a una incolora nuevamente; realizando este com
portamiento cíclico por 3 Ó 4 horas aproximadamente, es decir, yendo 
de un estado oxidado a otro reducido hasta que las concentraciones de 

45 
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los productos intermediarios fueran consumidos en cantidad suficiente 
como para que el equilibrio se alcanzara y la oscilación desapareciera 
[16] y [18]. 

lOl 
.... ln1 I IC.::I o lOS c. -)( 

~ -I 10 .. 
~ lOS [Br-) -

1 e 
.0 300 600 900 

Seconds 

Figura 4.1. Oscilaciones en la reacción de Belousov-Zhabotinsky: 
En la gráfica notamos que la razón entre [Ce]H y [Ce]3+ siempre es 

menor que uno, por lo que en los máximos hay estado de oxidación y 
de reducción en los mínimos, también se observa que el período es de 

2 mino aproximadamente. 

En 1961, Anatol Zhabotinsky confirmó los descubrimientos de Be
lousov y logró que el trabajo fuera publicado (por lo que actualmente 
se le conoce como la reacción BZ), ya que anteriormente los editores de 
publicaciones científicas habían considerado imposible la existencia de 
una reacción homogénea oscilante, y por tanto el trabajo no se había 
publicado. 

En 1970, Zaikin y Zhabotinsky describieron la propagación de on
das de oxidación en una película de la reacción BZ . Estas ondas se 
organizan en círculos concéntricos (patrones de tiro al blanco) que se 
expanden desde la zona central de iniciación periódica. El período tem
poral varía de un patrón a otro. La velocidad de propagación de la onda 
depende del período del patrón (relación de dispersión del medio). 

Generalmente la velocidad de la onda decrece cuando su frecuencia 
crece, porque las ondas de alta frecuencia viajan superponiéndose a 
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otras de tal modo que las ondas de oxidación son forzadas a propagarse 
en un medio que está recu bierto de ondas en estado reducido las cuales 
viajan más lentamente. 

También la velocidad de la onda depende de la curvatura del frente 
de onda. La relación de la velocidad normal N con la curvatura del 
frente de onda K es aproximadamente lineal, y podemos escribirla como: 

N = Jl+ DK 

donde Jl es la velocidad de las ondas planas y D es un coeficiente de 
difusión. 

300 

200 

100 

o 20 40 60 80 100 -.05 o .05 

Periodo, s K.I/~m 

Figura 4.2. Gráficas de las relaciones de dispersión 
y curvatura en la reacción BZ. 

.10 

Winfree y Zhabotinsky descubrieron de modo independiente la exis
tencia de ondas espirales en películas de la reacción BZ. Todas las on
das espirales tienen la misma frecuencia de rotación; en otras palabras, 
existe sólo una onda espiral para cada medio activo[14]. 

En una capa delgada de la solución de la reacción B Z en un disco 
de Petri se producen patrones de concentración en espiral, los cuales 
rotan con frecuencia constante alrededor de un centro fijo. Winfree [ 
] propone que estas ondas resultan de la interaccción entre el proceso 
químico de reacción y el proceso físico de difusión molecular. Por otro 
lado, se supone que estas ondas surgen cuando la reacción es perturbada 
por una Impureza. 

Ahora, nos ocuparemos de la obtención del modelo para la reacción 
BZ. 
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Para producir la reacción BZ el ácido cítrico puede ser sustituido 
por una variedad de compuestos orgánicos que tengan un hidrógeno me
tilénico activo o por grupos metilénicos que se formarán fácilmente por 
oxidación (por ejemplo: ácido malónico, ácido bromomalónico, ácido 
acetoacético, ácido oxalacético, ácido málico; algunos de ellos involu
crados en el ciclo de Krebs) y también se puede sustituir el catalizador 
ión cerio por ión manganeso o ferroína (Fe(phen)~+). 

A continuación se describirá en cinco pasos la reacción BZ: 
a) Primero se señalan dos reacciones que conducen a la producción 

de bromo: 

5Br- + BrO"j + 6H+ H 3Br2 t +3H20 (rápida) 

Br- + H BrO + H+ H Br2 t +H20 (lenta) 

b) La segunda reacción implica que tiene que haber una reacción 
que genere el ácido hipobromoso y que puede estar dada por: 

Br- + BrO"j + 2H+ H H Br02 + H BrO 

e) Zhabotinsky propone que la especie H BrOt reacciona con la 
forma reducida del indicador representado por la siguiente ecuación: 

Fe(phenW + HBrOt H Fe(phenW + HBr02 

y éste a su vez se genera por la reacción, 

d) Otro paso importante es la bromación del ácido malónico que se 
explica a través de las siguientes reacciones: 

Br2 + CH2(COOHh H BrCH(COOHh + Br- + H+ 

HBrO + BrCH(COOHh H Br2C(COOHh + H20 

Br2 + BrCH(COOHh H Br2C(COOHh + H+ + Br-

e) Finalmente el indicador en la forma oxidada obtenida por la 
reacción anterior en el paso c), reacciona con el ácido malónico y con 
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el ácido bromomalónico para producir nuevamente ferroína. En estas 
últimas reacciones se muestran la descarboxilación del material orgánico 
y la generación del CO2 . 

Fe(phenW + CH2(COOHh + 2H20 H 

Fe(phen)~+ + HCOOH + 2C02 t +H+ 

Fe(phenW + BrCH(COOHh + 2H20 H 

Br- + Fe(phenW + HCOOH + 2C02 t +H+ 

Para obtener el modelo matemático a partir del modelo químico an
teriormente descrito, se representan con A al ión bromato (BrO:¡), con 
P al ácido hipobromoso (H BrO), con X al ácido bromoso (H Br02), 
con y al ión bromuro (Br _), con Z al ión complejo de hierro (1lI) o 
ferroína (Fe(phen)~+) y con f a un factor estequiométrico; obteniendo 
las siguientes reacciones: 

A+Y~X+P 

X+Y~2P 

A+X ~ 2X +2Z 

2X~ P+A 

Z~fY 
Usando "la ley de acción de masas" ¡ en estas reacciones se obtienen 

las ecuaciones con las que se describe al sistema: 

dx 

dt 
dy 
dt - -k¡AY - k2XY + fk5Z 

1 La ley de acción de ma.sa.s establece que la ta.sa de reacción es proporcional al 
producto de sus concentraciones. 
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dz 
dt 
dp 

= kl~4Y + 2k2..-\'Y + k4 ,X,"2 
dt 
da 

dt 
en este sistema podemos ignorar las últimas dos ecuaciones, porque 

A es constante en la escala de tiempo del experimento y porque P no 
aparece en las tres primeras ecuaciones, por lo que no afecta el cambio 
de estos productos intermediarios, con lo que el sistema se simplifica a 
uno de tres ecuaciones. 

Además podemos re-escalar el sistema tomando: 

1 
t= -T, 

k5 

2k4 k2 (k3 A )2 
X = k3 A X, Y = k3 A Y, z = k4 kS Z, 

é = ~ = 10-3 , é' = 2k4 = 5 X 10-6 

k3A k2 . 

= 2k¡k4 = 10-3 f' = 2f = 3, 
q k2 k3 ' 

j en la práctica es un valor próximo a 1 + v'2 y A = 0.5moles. De 
donde se obtiene: 

dx 
é- - qy - xy + x(l- x), 

dt 
Idy 

-qy-xy+fz, é- -
dt 
dz 
dt 

x - z. 

Suponiendo que las relaciones de orden é' < é < 1 Y é' < q < 1 son 
válidas y que y está casi en equilibrio, es decir 

jz 
y=-

x+q 

y sustituyendo estas expresiones en el último sistema, se tiene: 

é- = x-x2 -fz -- =f(x,z), dx ' (x - q) 
dt x + q 
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dz 
dt 

= x-z=g(x,z), 

51 

el cual describe la reacción qUlmlca en una película de la reacclOn. 
Cuando las especies químicas se difunden libremente se pueden incluir 
términos de difusión en el modelo de tal modo que el sistema a analizar 
es: 

., 
oz 
ot 

( 4.1) 

= c'\/z+g(x,z), 

en el que se supone' que el coeficiente de difusión para x, DI> y el 
coeficiente de difusión para z, D. son' iguales a C. De modo que el 
sistema representa una reacción química con difusión lenta y reacción 
rápida [13]. 

Ahora, se verificará que este sistema tiene soluciones aproximadas 
que se propagan en espiral. 

Al comparar el sistema (4.1) con el (3.1) se observa que la segunda 
ecuación del sistema (4.1) tiene un término de difusión pequeño, por lo 
que se puede despreciar, quedando un sistema del tipo (3.1) para apli
car el análisis efectuado en el capítulo anterior y obtener una solución 
aproximada para éste. 

Al encontrar las relaciones de dispersión y crítica numéricamente 
para este modelo, se pueden hallar los valores de w y J1.', con lo que se 
determinan los parámetros de la solución en espiral. 

En la siguiente tabla se muestran valores para espirales con diferente 
longitud de onda para la reacción BZ: 

Longitud 
de onda Periodo Velocidad 

(cm) (s) (cm/s ) 

0.2 30 7 x 10 -J 

0.15 50 3 x 10-' 
0.1 15 7 x lO-J 
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-~~H------~'------~H 

Figura 4.3. En a) se compara el frente en espiral (línea continua) 
con la involuta de una espiral. En b) se compara el frente en 

espiral (linea continua) con una espiral de Arquimides. 

Las gráficas obtenidas no difieren mucho, básicamente todas tienen el 
comportamiento que se muestra en la Figura 4.3; en ésta se compara 
el frente de onda en espiral hallado numéricamente con la involuta de 
una espiral y con una espiral de Arquimides. 

4.2 Ondas espirales y la diferencia en el 
potencial eléctrico del corazón. 

El tejido del miocardio es un medio activo a través del cual se difunden 
ondas de estimulación eléctrica y contracción muscular. En él se pro-
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pagan radialmente ondas de actividad neuromuscular que caracterizan 
el latido normal del corazón; pero también pueden observarse, en con
diciones particulares, ondas espirales, de alta frecuencia, asociadas con 
patologías cardiacas (fibrilación o latidos irregulares). 

Si se estudia al miocardio como un tejido bidimensional formado de 
elementos neuromusculares activos, acoplados eléctricamente; entonces 
puede describirse de manera confiable, desde un punto de vista biofísico, 
por un conjunto de ocho ecuaciones ordinarias y parciales, las ecua
ciones de Beeler-Reuter, las cuales son una versión modificada de las 
ecuaciones de Hodgkin-Huxley para transmisión del impulso nervioso 
a lo largo del axón de una neurona. Sin embargo, también se puede 
trabajar con una versión modificada del modelo de FitzHugh-Nagumo, 
que toma características claves del modelo de Hodgkin-Huxley, pero es 
más simple. 

Las modificaciones necesarias se discuten en [14]. El modelo es: 

oE 
t.E + F(E) - 1 

fJt 
( 4.2) 

al (E - 1) 
-

ot r(E) 
(4.3) 

con 

t - tiempo. 

(r, O) = coordenadas polares en el espacio. 

E(r, O, t) - desviación local del potencial del estado base o de reposo. 

1 (r, O, t) - corriente iónica hacia afuera a través de la membrana. 

F(E) = 

10(0) 10
2 

-; or r or + r 2 002 

función lineal por partes que describe la excitabilidad 

de la membrana. 

r(E) = una función positiva que describe la separación de 

escalas de tiempo para los cambios de corriente iónica 

relativa a los cambios de potencial de la membrana. 
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Para F(E) Y r(E) se toman las funciones 

{ 

-30E, 
F(E) = gE - 0.12, 

-30(E - 1); 

r(E) = { i6.6, 

E< El, 
El < E < E2 , 

E2 < E. 

E < El, 
El < E. 

donde El = 0.12/(30 + g) y E2 = 30.12/(30 + g). 
Con estas elecciones, E = 0,1 = O, es un punto de equilibrio estable 

(nodo), pero activo. Es decir, para perturbaciones pequeñas fuera del 
origen decae inmediata y exponencialmente, pero para perturbaciones 
suficientemente grandes (E > 0.12/g para 1 = O) son primero ampli
ficadas para valores relativamente grandes de E e 1 antes de regresar 
exponencialmente al equilibrio. . 

El parámetro 9 representa corriente iónica lenta hacia dentro que 
dirige el potencial de la membrana rápidamente al estado activo (E ~ 
1). La magnitud de 9 determina la actividad del tejido: cuando 9 
decrece, el umbral de actividad (0.12/g) crece. 

El sistema (4.1) está relacionado con las ecuaciones de FitzHugh
N agumo con dos modificaciones mayores. La primera, la no linealidad 
cúbica de F(E) es remplazada por una función lineal por partes. La 
segunda, la dinámica de la membrana está modificada. 

En el estado activo la corriente iónica hacia afuera crece lenta
mente (r(1) = 16.6) hasta ser suficiente para causar repolarización 
en la membrana (E ~ O), después la corriente iónica hacia afuera de
crece relativamente rápido (r(O) = 2) para regresar al medio de prueba 
(E = 0,1 = O). El cambio en las escalas de tiempo, de un incremento 
lento en 1 en el estado activo para un decrecimiento rápido en [ en el 
estado refractario; hace que el sistema (4.1) sea un buen modelo del 
tejido cardiaco, el cual gasta un tiempo relativamente grande (,:" 100 
milisegundos) en el estado activo y entonces se relaja rápidamente para 
permanecer en el estado de refractario. 

Para el sistema (4.1) se toman las condiciones de frontera con flujo 
cero sobre un disco (O ::; r ::; R == 17.4) Y sobre un anillo (rh ::; r ::; R). 

aE IR = ar O, 



--------------- ._--- - ---

4.3. LAS AMIBAS DICTYOSTELIUl~.f DISCOIDEUlvI. 55 

oE 
or Ir. = O. 

El sistema (4.1) pertenece a la siguiente clase general de modelos de 
propagación de ondas en tejido neuromuscular: 

éUt = c2~u+f(u,v) 

Ut = g(u,v) ( 4.4) 

y notamos que es del mismo tipo que se estudio en el capítulo 3, 
por lo que se puede afirmar que tiene soluciones que se propagan en 
espiral. 

4.3 Las amibas Dictyostelium Discoideum. 

A diferencia de las bacterias y otros microbios, las amibas Dictyostelium 
Discoideum cuentan con una estructura que se parece a la de las .~élulas 
humanas. Mientras que en las bacterias, el ADN flota dentro de la 
membrana celular, las Dictyostelium lo tienen concentrado en el núcleo 
(célula eucariota). 

Se cree que hace mil millones de años aproximadamente, algunas 
células eucariotas evolucionaron en estructuras multicelulares y que 
fueron los antecesores comunes de plantas, hongos y animales. Aquí 
lo importante es que se pasó de la reproducción por división celular a 
la reproducción por "embrión". 

En 1933, Ken Raper aisló por primera vez la amiba Dictyostelium 
Discoideum y a principios de la década de 1950, John Tyler Bonner de 
la Universidad de Princeton filmó la conducta de esta amiba. 

El ciclo vital de la Dictyostelium Discoideum consiste en perseguir, 
deglutir, digerir las bacterias a su alrededor y reproducirse mediante 
división celular. Pero cuando carecen de alimento su conducta cambia 
radicalmente; antes de que el alimento se agote, unas cuantas células 
empiezan a emitir pulsaciones de una molécula comunicante, el ciclo 
AMP (Adenosin monofósfato); para ejemplificar, imaginemos esa señal 
como la sensación que sentimos al tener hambre. Cuando las amibas 
vecinas captan la señal, se acercan a la fuente y a su vez envian pulsos 
a células más distantes; así se crean ondas expansivas de cAMP por 
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Figura 4.3.[17]En los incisos a), b) y e) las Dictyostelium Diseoideum 
empiezan a aglutinarse a lo largo de la señal eAMP en espiral. 

En los incisos e), d) y f) empiezan a formar' un montículo. 

las que se guían hasta terminar conformando un montículo. Luego 
se desplazan como si fuera un organismo pluricelular, parecido a una 
babosa. Horas después los extremos de esta babosa se tocan y producen 
un tallo rígido de celulosa, en cuyo extremo superior forman un globo, 
lleno de amibas vivas cubierto con una capa de celulosa, a manera de 
espora que se mantendrá así hasta que un evento externo (el viento, 
la lluvia o algún animal) la transporte a otro lugar rico en bacterias 
donde recomenzarán su ciclo vital.2 

2 Además de la conducta descrita anteriormente y que es la más estudiada, las 
Dictyostelium Discoideum al carecer de alimento también pueden enquistarse in
dividualmente en espera de ser transportadas a otro lugar rico en bacterias o dos 
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Estas amibas son importantes, porque al ser eucariotas, igual que las 
humanas, es más fácil estudiar cómo funcionan sus genes y las proteínas 
mal configuradas que fabrican a partir de casos disfuncionales 3, que 
hacerlo con organismos más complejos. 

Se han identificado proteínas. STAT en las Dictyostelium Discoi
deum, que en el embrión humano son responsables de su desarrollo y 
en el adulto humano llevan información eli las células del sistema in
munológico. También se piensa que en la enfermedad de Alzheimer, 
algunas neuronas imperfectas presentan una alteración en el conducto 
vinculado a la proteína G (Guanina), la cual funciona como receptor de 
señales y esta presente en la superficie de la Dictyostelium Discoideum 
[8), [9) Y [19). 

"' ....... 

~ • • • . . . -
t:P '!ti' •• .., 

. -.., ..... '" 
Figura 4.4.[5)AquÍ se muestra esquemáticamente la conducta 

que sigue la Dictyostelium Discoideum cuando carece de alimento. 

En la Figura 4.4. se muestra esquemáticamente la conducta que 

amibas puede~ "aparearse" (fusionarse mezclando sus genes), luego emiten señales 
cAMP a sus vecinas y cuando llegan las engullen y digieren, después caen en un es
tado de aletargamiento en espera de condiciones apropiadas para dividirse en miles 
de replicas más pequeñas, cada una con los genes combinados de la pareja inicial. 

31as cuales inhiben ciertas reacciones químicas causantes de mutaciones 
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sigue la Dictyostelium Discoideum cuando carece de alimento. 
Su comportamiento es complejo y el modelo matemático que se 

dará a continuación describe la propagación del ciclo AMP en la fase 
de agregación únicamente. 

Experimentalmente, se requiere que haya una capa mono uniforme 
de células (del orden de 105 células por cm2 ) que se propaguen en una 
película delgada de fluido. 

Cuando se priva de alimento a las células, éstas permanecen sin 
movimiento al principio, pero al cabo de 8 horas apróximadamente, al
gunas empiezan a emitir la señal química cAMP, a modo de marcapasos 
4, y si son muchas amibas, dicha señal es retransmitida, por algunas 
repetidoras a otras más lejanas. 

Esta señal aparece en círculos concéntricos en el marcapasos con una 
velocidad de propagación de alrededor de 350¡.tm/min y con periodo 
de 3 a 10 minutos. Y aparece en espirales con una velocidad menor de 
propagación, de alrededor de 300¡.tm/min. 

El modelo propuesto por P.B. Monk [10] para describir la fase de 
agregación de las Dictyostelium Discoideum (ciclo AMP extracelular) 
supone lo siguiente: 

- Hay suficientes células presentes y la escala del fenómeno de interés 
es tal que el campo de las células puede ser tratado como continuo. 

- La concentración de calcio en la región exterior a las células es 
uniforme en el espacio y constante en el tiempo. 

- La concentración de fosfodiesterasa es uniforme en tiempo y espa
CiO. 

Con las suposiciones anteriores el modelo propuesto es: 

OXI 
07 

- DtlXI + Re (-p_) [RH !2(X2) - Vpo ( Xl )] 
1 - P 1 + Xl 

+ HRH(RHX2 - xtl - VPE (R Xl ) 
e + Xl 

Y para la dinámica intracelular, propone: 

d~ ( ~ ) -d = V(XI, X2) + H(XI - RH X2) - !2(X2) - VP1 
7 1 + X2 

4 alrededor de cada marcapasos se congregan células. 

(4.5) 
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(4.6) 

Re [V ( X3 ) _ V (R, + K,x2) (x - x )] 
1 - Re SA 1 + X3 '1 + K,x2 4 3 

donde X¡ representa la concentración de cAMP extracelular, X2 la con
centración de cAMP intracelular, X3 la concentración de calcio en el 
citoplasma, X4 el calcio separado y h(X2), RI(x¡) y V(x¡, X3) están 
definida como sigue: 

V¡ (R¡ + K¡X¡) (RII + KIIXI) 
1 + K¡xI 1 + Kllxl 

V ( aXI + bx¡ + e ) 
1 (dXI + eXI + f)X3 + 9(XI + hx¡ + 1) 

Los valores de los parámetros son como se muestran en la siguiente 
tabla: 

I paramétro I valor I paramétro I valor 

H 1.5 x 10 -o p 1.0 x 10·' 
K, 3.3 x 10" R¡ 1.5x10·' 

Vpu 1.25 Vp¡ 6.0 x 10 1 

VSA 1.2 x lOQ V, 3.0 X lO" 
Re 9.8 x 10 1 Re 2.0 X 103 

. RH 2.0 X 101 VPE 5.0 x 10" 
Vpo 1.0 X lO" V'W 3.0 X lO" 
VVP 5.0 X,W 2.5 X 10_1 
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Los parámetros a, b, c, f, g, h son constantes de acuerdo a [lOJ. 
Para modelar la propagación de la onda espiral, se resuelve el sis

tema formado por las ecuaciones (4.5) y (4.6) en un cuadrado de lcm x 
lcm con condiciones de no flujo en la frontera sobre Xl. La constante 
de difusión para el cAMP se toma como 5 x 1Q6cm2 / s y las condiciones 
iniciales para Xl, ... , X4 es que sean lineales por pedazos. El tiempo se 
supone t = 0.5r. 

Como el modelo descrito anteriormente no puede resolverse ana
líticamente, se resuelve numéricamente observando que tiene la estruc
tura general del sistema de Hodgkin-Huxley, el cual se estudio en el 
capítulo 3, por lo que se puede afirmar que el sistema que sirve como 
modelo para la propagación del cAMP de la Dictyostelium Discoideum 
tiene solución en espiral. 



Conclusiones. 

Elf"iste trabajo se plantean dos enfoques diferentes para obtener solu
ciones que se propaguen en espiral en sistemas de reacción y difusión. 

El primero de ellos, es el propuesto en el capítulo 2, donde se trata 
de aproximar el sistéma sin los términos de difusión por uno del tipo 
.\ - w, que se sabe tiene solución periodica; además se pide que la 
cinética del problema tenga una bifurcación de Hopf supercrítica. Si 
la .aproximación anterior es posible, entonces se propone una solución 
en espiral en el sistema con los términos de difusión y se verifica que 
satisface las ecuaciones. 

En resumen, los sistemas de reacción y difusión cuya cinética pose 
una bifurcación de Hopf supercrítica y pueden aproximarse por sistemas 
.\ - w, tienen solución de tipo onda espiral. 

La desventaja de este enfoque es que estos sistemas no son necesa
riamente modelos de algún fenómeno en particular, aquí el interés es 
más bien teórico, en el sentido de que se buscan las condiciones que 
debe satisfacer un sistema de ecuaciones de reacción y difusión para 
que tenga solución en espiral. 

En contraste, el segundo enfoque que se aborda en este trabajo si 
parte de un tipo de sistema que es modelo de distintos fenómenos con 
una dinámica semejante, este es el propuesto por J. Keener que retoma 
las ideas de la óptica geométrica y el método de las características em
pleado en EDP lineales en una dimensión e intenta extenderlo a dos 
dimensiones. Para ello, primero aborda el problema en una dimensión 
y haciendo una analogía con el método de las características, mediante 
un cambio de variables considera soluciones constantes a lo largo de 
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curvas de nivel y estudia las regiones en donde pueden propagarse dis
continuidades, al mismo tiempo, encuentra el periodo de la onda y 
determina la velocidad del frente, que está dado por la ecuación de la 
iconal, con lo que se puede analizar la relación de dispersión. 

Luego, en su análisis en dos dimensiones, realiza el mismo proce
dimiento y encuentra que la ecuación de la iconal da la velocidad del 
frente de onda y el periodo se calcula exactamente de la misma forma 
que para la ecuación en una dimensión. Entonces supone que una es
piral es solución del sistema con el que trabaja, por lo que tendrá que 
satisfacer la ecuación de la iconal. 

Cuando efectúa los cambios de variables obtiene un sistema de ecua
ciones ordinarias que deben resolverse numéricamente y se logra obtener 
la velocidad y la frecuencia de la onda. 

Es importante señalar que el método de Keener es válido sólo para 
ondas de alta frecuencia. 

La diferencia más notable de ambos enfoques es que con los sistemas 
A - w se aproxima un sistema a otro cuya solución es conocida y con el 
enfoque de Keener se resuelve un tipo de sistema particular y se halla 
una solución aproximada. 

Finalmente, se plantean tres ejemplos, en donde se aplican los re
sultados obtenidos por Keener para justificar que las soluciones son 
espirales. En los tres ejemplos, las variables representan concentracio
nes químicas, por lo que las curvas de nivel del método de Keener, 
representan líneas de concentración constante. 



Apéndice A 

Teorema de bifurcación de 
Poincaré-Andronov-Hopf. 

Dado i = A(q)x + F(q, x) en C k con k ~ 2 un campo vectorial plano 
que depende de un parámetro qéR tal que F(q, O) = O Y Fx(q, O) = O 
para todo Iql suficientemente pequeño. Supongamos que la parte lineal 
A(q) en el origen tiene valores propios a(q) ± i{3(q) con arO) = O Y 
{3(0) # O. Además supongamos que los valores propios cruzan el eje 
imaginario con velocidad distinta de cero, es decir, 

Entonces, en alguna vecindad U del origen en R2 y algún qo > O dado, 
existe t¡ con 1t¡1 < qo tal que la ecuación diferencial i = A(q)x + F(q, x) 
tiene una órbita periodica no trivial en U. 

A.l Ejemplo: 

Tomemos el siguiente sistema autónomo de ecuaciones diferenciales or
dinarias: 

( ~)_( X2 )_(0 l)(XI)_A()x 
~ - -Xl + qX2 - -1 q X2 - q con qER 

Notamos que el único punto de equilibrio es (O, O). En este caso, 
F(q, x) == O; así que de manera trivial se satisfacen las condiciones 
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F(q, O) = O y Fz(q, O) = O para todo Iql suficientemente pequeño y 
0:(0) = O Y ;1(0) = -i f- O . Los valores propios de A(q) son: 

lA - ¡di = J1.2- qJ1. + 1 = O 

es decir, 
q '¡q2 - 4 

J1.1,2 = 2" ± 2 

Por esta última expresión sabemos que da~O) = ~ y también que para 
- 2 < q < O la solución es una espiral estable; para 2 > q > O la solución 
es una espiral inestable y para q = O la solución es periodica; por lo 
que q = O es un punto de bifurcación supercrítico. 

-------. 

Figura A.l Como la bifurcación surge a la derecha 
del origen, es su percrítica .. 
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Apéndice B 

El ciclo de Krebs o el ciclo 
del ácido cítrico 

Las reacciones químicas y los cambios energéticos concomitantes que 
se efectúan en las células vivientes reciben el nombre de .metabolismo y 
aunque no es posible separarlo en distintas fases, para comprenderlo me
jor se habla del metabolismo de carbohidratos, de proteínas, de lípidos 
y de ácidos nucleicos. 

El que en este caso nos interesa es el metabolismo de los carbohi
dratos que interviene en el mecanismo de respiración y liberación de 
energía. 

Básicamente hay dos tipos de respiración: 
- la anaerobica o glicólisis o fermentación o proceso de Embden

Meyerhof, que es independiente del oxígeno y que es la principal en 
varios tipos de bacterias y 

- la aerobica efectuada con oxígeno molecular. 
La respiración aerobia puede subdividirse en dos secuencias de re

acciones conocidas como: 
- el ciclo del ácido cítrico o ciclo de Krebs (en honor al bioquímico 

británico Hans Krebs) y 
~ el mecanismo del citocromo o mecanismo terminal respiratorio. 
En todos los organismos la respiración anaerobia antecede a la res

piración aerobia; de las reacciones químicas efectuadas en la primera 
se obtienen varios productos intermedios de los cuales nos interesa el 
ácido pirúvico para iniciar la respiración aerobia, en particular el ciclo 
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/ I CARBOHIDRATOSI 

ciclo de respíracío ~ 
anaerobia 

¡ ciclo o~idativo 
de la pentosa 

productos mtenne . os 
comunes en el ciclo de la 
respiración anaerobia 

Figura B.1.En el esquema, a la izquierda, se muestran las interrelaciones 
de la respiración anaerobia y aerobia y a la derecha el ciclo oxidativo 

de la pentosa como mecanismo alterno para oxidar los carbohidratos y 
liberar energía en los tejidos. 

de Krebs. Ver figura B.2 y figura B.3. 
Los cambios bioquímicos fundamentales que se presentan en el ciclo 

del ácido cítrico usando el ácido pirúvico como material inicial puede 
resumirse como sigue: 

1. El ácido pirúvico es oxidado (liberando bióxido de carbono) para 
formar un derivado activo del ácido acético de dos carbonos (ace
tilcoenzima A). 

2. El derivado de dos carbonos se combina enzimáticamente con un 
ácido orgánico particular de cuatro carbonos llamado ácido oxa
loacético para formar una molécula más grande y más compleja, 
el ácido cítrico. Este último se re arregla (vía ácido aconítico) a 
su isómero, ácido isocítrico. 

3. El ácido isocítrico (y sus productos intermedios) sufre después una 



2 AlCOHOLES mueo 
/H 

ce, 
~ OH 

2 AODOS PlRUVICOS 
P ,p _1 REsPlRAOONI 

C-C-C 'OH . AEROBIA . 

2 AOOOS ...... crlCOS 

9H...-: O 
c-c-c -.,.. 

'OH 

Figura B.2. Mecanismo de respiración anaerobia. 
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serie de reacciones enzimáticas en las cuales las coenzimas D P N 
(difosfopiridinnucleótido) y T P N (trifosfopiridinnucléotido) reci
ben hidrógenos o electrones liberados, eliminándose bióxido de 
carbono. Los otros ácidos orgánicos, los cuales aparecen como 
intermediarios durante el curso de la oxidación y descarboxi
lación en el ciclo del ácido cítrico son: ácido cetoglutárico, ácido 
succínico, ácido fumárico, ácido málico y ácido oxoloacético, en 
este orden. 

4. El ácido oxoloacético resultante puede ahora ser usado y condensar 
otra vez con otro derivado activo del ácido acético repiéndose así 
el ciclo. 

Por consiguiente, el ciclo del ácido acético en forma de cadenas 
cíclicas de reacciones enzimáticas, efectúa la degradación del ácido 
pirúvico hasta bióxido de carbono e hidrógeno, éstos son aprove-
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CICLO DEL 
ÁCIDO 
CI'rRICO 

Figura B.3. Mecanismo general anaerobio. y aerobio 

chables a través de la acción del ciclo, apareciendo primero en 
forma de DPNH, TPNH Y ácido succínico y son transferidos por 
medio de pasos enzimáticos al oxígeno molecular en el proceso 
respiratorio terminal. . 
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