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Introduccion.

El objetivo del presente trabajo es estudiar sistemas de reaccién y di-
fusidn, cuyas soluciones son ondas que se propagan en espiral.

En el capitulo 1, se obtendran la ecuacién de difusién a partir del
movimiento browniano en una dimension; la ecuacion de Fisher para
ejemplificar un modelo de una ecuacién de difusion en una dimensién
y se desarrollara un modelo para el envenenamiento con mondxido de
carbono, el cual es un sistema de ecuaciones de reaccién y difusién.

En el capitulo 2, se estudiaran los sistemas A — w y su relacién con |
los sistemas de reaccién y difusién; a partir de lo cual se establecerdan
las condiciones para la existencia de soluciones en espiral.

En el capitulo 3, se desarrollard una teoria geométrica propuesta
por J. Keener, en la que retoma algunas ideas utilizadas en dptica
geométrica, para analizar cualitativamente la propagacién de frentes
en espiral para un tipo particular de sistemas de reaccién y difusion.

En el capitulo 4, se abordaran tres ejemplos de fenémenos cuyos
modelos son sistemas de ecuaciones de reaccion y difusién del tipo de los
analizados por J. Keener y en los que se aplican sus célculos para llegar
a resultados concretos. Los ejemplos son: la reaccién de Belousov-
Zhabotinsky, la diferencia en el potencial eléctrico del corazdén y el
comportamiento de las amibas Dictyostelium Discoideum.

Finalmente, se concluye que el método desarrollado por Keener es
aplicable sélo a sisternas de reaccidon y difusién con una cinética como



6 CONTENIDO

la utilizada en la ecuacion de FitzHugh-Nagumo, ya que ésta sirve para
modelar interaccion quimica entre dos sustancias, una activadora y otra
inhibidora de un proceso.




Capitulo 1

Sistemas de ecuaciones de
reaccion y difusion.

Cuando se tiene un conjunto de particulas (sean células, bacterias,
particulas quimicas o animales) con un movimiento aleatorio indivi-
dual, pero que a nivel macroscépico o en grupo tienen un movimiento
regular, se habla de un proceso de difusion. Para que se dé ese movi-
miento regular puede haber interaccién entre particulas e incluso con
el medio, en cuyo caso el proceso también es de reaccion.

Matemdticamente este tipo de comportamiento se modela mediante
una o mas ecuaciones diferenciales parciales de tipo parabdélico. Si son
mas de una estarin acopladas formando un sistema de difusién o de
reaccion y difusion.

Antes de estudiar las ecuaciones de reaccién y difusién, se obtendra
la ecuacion de difusién como un modelo aleatorio discretizado de par-
ticulas en un fluido debido a colisiones entre ellas, conocido como el
movimiento browniano.

1.1 La ecuacion de difusion: el movimiento
browniano en una dimension.

Empecemos considerando una particula en movimiento aleatorio de lon-
gitud §, llamado paso, hacia la derecha o izquierda, en una dimensién
partiendo del origen, donde la probabilidad de que se mueva a la iz-

7



8CAPITULO 1. SISTEMAS DE ECUACIONES DE REACCION Y DIFUSION.

quierda es q y se denota por:

donde z;, con : = 1,2, ..., n son variables aleatorias independientes (es
decir, P(z; = 6, 1,41 = d) = P(z; = 8) P(zi4+1 = §)) que toman el valor
4 6 —4, dependiendo del movimiento de la particula; anidlogamente

Plz;=6)=p

con g+p = 1. Ademds suponemos que p — ,i-, yqg— %, cuando n — oo,

es decir, la probabilidad de que la particula se mueva a la izquierda o

a la derecha es la misma.! :
La posicién de la particula al n-ésimo paso se denota con

Xn=$1+1'2+...+$n.

0 X g
| H L |
| LI I LI
X, X, X4 X,
d
Figura 1.1

Por ejemplo, en la Figura 1.1, partimos del origen y describimos la
trayectoria de una particula con la sucesién de sus posiciones:

Ty, T2,Z3,T4,2T5 donde z; = =0, 25 = 6,23 = 6,24 =4 y 25 = —=4;
asi la posicién de la particula en el quinto paso es:

Xs =2y +Zo+ I3+ T4+ 25 =46,

es decir, se ha movido una longitud é hacia ia derecha.

Lo anterior se puede afirmar gracias a la ley de los grandes nimeros que dice lo
siguiente: “Si una situacién, una prueba o un experimento se repite una y otra vez,
la proporcién de éxitos tenderd a aproximarse a la probabilidad de que cualquier
resultado sea un éxito”.



1.1. LA ECUACION DE DIFUSION: EL MOVIMIENTO BROWNIANO EN UNA DIMENSION.

A continuacién definiremos la esperanza matemadtica y la varianza
para el movimiento de la particula [20].

Para un valor de una variable aleatoria discreta z; con i = 1,2, ..., n,
que toma un valor a,, con probabilidad p,,, el valor esperado o espe-
ranza matematica es:

('Il') = Z AmPm
m
por lo anterior, se tiene

(z:) = +0P(z; = 8) + (=6)P(z: = -8) = d(p — q)

= (Xn) =ndé(p —q) (1.1)
y la varianza se define como:
V(z) = ((z = (2))*) = (&%) = (=)’
y como (x) es una funcién lineal, entonces

V(Xa) = L [(=1) - ()]

q
L
S
i
—_—
O
St
[~
"
—
3]
il
=
+
——
|
=
o
S
"y
——
8
il

-0) =8 (p+q) =&

V(Xn) = ZE,[6% - (p - )%
Srbtlp+ @) - (p— )]
TL,6%(4pq)

4pgé®n.

Experimentalmente, si suponemos que hay r colisiones por unidad
de tiempo, podemos interpretar {1.1) como el desplazamiento promedio

de una particula. Su velocidad, llamémosla c, es entonces dﬁ%"’:’i;i;;—%““’ =

.

28p=9) = r§(p — q) y la varianza del desplazamiento est4 relacionada
con D > 0, que es el coeficiente de difusién, a través de:

4pgs?r = D.



10CAP{TULO 1. SISTEMAS DE ECUACIONES DE REACCION Y DIFUSION.

Para describir el movimiento de una particula que estd inicialmente en
(z,t) = (0,0), definiremos la probabilidad de que la particula esté en
la posicién z al tiempo ¢ de ia siguiente manera:

Si Xo =kéy 2 =1t, donde } es el tiempo que tarda en realizarse
cada paso, es decir, ocurren n pasos en el intervalo [0, t], entonces

u(z,t) = P(X,=z), . con 2

=t y z=kd, (1.2)

es la probabilidad de que al tiempo ¢t la particula se encuentre en la
posicién zx.

Como las variables son independientes, la distribucién de probabi-
lidad (1.2) satisface la siguiente ecuacion en diferencias:

1
u(m,t+;)=p-u(x—6,t)+q-u(x+c5,t), (1.3}
en palabras, la probabilidad de que la particula esté en z al tiempo
t+ % es igual a p veces la probabilidad de que en el paso anterior esté
en z — é mas ¢ veces la probabilidad de que en el paso anterior esté en
z+9.

Expandiendo (1.3) en series de Taylor, tenemos
en t:

u (x,t + %) = u(z,t) + %ut(:c,t) + O [(%)2]
en I
u(z £6,t) = u(z, t) £ duz(z,t} + —;—621121(2:, t) + O(8%). (1.4)

Sustituyendo (1.4) en (1.3), tenemos:

u(z, t) + -::ut(:r, t)y+ 0 [(%)2]

= p [u(:c, t) - duy(z,t) + %azum(ma t) + O(‘Ss)]

+q [u(:r,t) + dug(z,t) + -;-52uw(:1:,t) + 0(63)]
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lo anterior implica que:

, ‘
ull = (p+q)] + uré(p—q) — un%r(p +q)

= —u +r0 {(;1_-)2] + 0% (p +q)

Y como ¢ = ré(p—q) y D = dpgé*r = §2r, de acuerdo a lo obtenido en
la pagina 9; entonces se tiene:

2
Clg — %Dun = —u; + 710 {(%) l +r0(8%)(p+ q)

Sid — 0y r — oo, entonces
1
—cu; + é-DuM = Uq.

donde c es la velocidad y D es el coeficiente de difusidn.

1.2 La ecuacion de reaccion y difusion.

Ahora bien, es importante estudiar los sistemas de reaccién y difusion,
porque tienen una amplia aplicacién como modelos de fendmenos natu-
rales, tales como: formacién de patrones en morfogénesis, en modelos
de presa y depredador y otros sistemas ecolégicos, en la conduccién de
pulsos eléctricos en los nervios, en la propagacion de epidemias, en el
envenenamiento con monoéxido de carbono, en las reacciones quimicas
oscilantes, entre otros.

En su forma mas simple un sistema de reacciéon y difusiéon se puede
escribir de la siguiente forma:

u, = Du+ f(u) (1.5)

donde ?,—';‘ =, y u=u(Z,t) con TeR? es el vector de variables depen-
dientes, f(u) es una funcién vectorial, en general no lineal a la que se le
conoce como el término de reaccion y D es la matriz de los coeficientes
de difusidn [17).
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Para justificar la obtencién de la ecuacién (1.5) consideremos una
superficie arbitraria S que envuelve a un volumen V, y utilicemos la
ecuacién general de conservacién que dice que “la razén de cambio del
material en V es igual a la razén de flujo de material a través de S mads
el material creado en V', es decir:

0

5fu(;r‘:,t)dV:—SfJ-derfo(u)ﬂ”./=0

o
donde J es el flujo de material en S y f es la fuente de material en
V, la cual puede depender de u, Z y t; pero nosotros la consideraremos
dependiente de u solamente.

Suponiendo que u es continua y aplicando el teorema de la diver-
gencia, tenemos:

/ (3, 8) + 7 - J — f(u)]dV = 0.

Como el volumen V es arbitrario, el integrando en la ecuacién anterior
debe anularse, quedando asi:

w+v-J = flu) (1.6)

En un proceso de difusién cldsico, el flujo de material es proporcional
al gradiente de concentracidon del material, esto es:

Jx —-gu
es decir,

' ‘donde D es el coeficiente de difusion, el signo negativo indica que la
difusién de materia va de una concentracién alta a una baja; finalmente
sustituyendo la expresién (1.7) en (1.6) se obtiene (1.5).




1.3. UN MODELO CON UNA ECUACION DE REACCION Y DIFUSION EN UNA DIMENSIO!

1.3 Un modelo con una ecuacién de re-
accién y difusion en una dimension:
la ecuacion de Fisher.

La ecuacién de Fisher (1937) es el caso mds simple de una ecuacién de
reacccion y difusion en una dimensién y modela la propagacion espacial
de un gene favorecido en una poblacién [17]. La ecuacién es:

-, w = ku(l —u)+ Dug, (1.8)

que podemos identificar como la ecuacion logistica mas un término
de difusién. En esta tltima ecuacidn, el término de reaccién es ku(l—u),
donde k es la tasa de encuentro entre los individuos u portadores del
gene con los individuos 1 — u no portadores.

La ecuacion de Fisher es un buen ejemplo para estudiar las solucio-
nes de tipo onda viajera (frentes que se propagan sin cambiar de forma)
que.se encuentran al resolver la ecuacién ordinaria resultante de hacer
el cambio de variable z = £ — ¢t en la ecuacién (1.8); lo que significa
que para cada valor fijo zp, la solucion sobre la recta z = 25 + ct es
constante, esto es:

w = W0z
T dz 8t

Lo o],
= = Gldz oe|

donde v’ = ‘;—“.
Z

Asi la ecuacién (1.8) queda escrita como:
DU"+cU'+kU(1-U)=0

que puede reescribirse como el sistema:
u = v,

V! —V - ZU(1-U),

D D
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el cual tiene a (0,0) y (1,0) como puntos criticos. Para analizar su

estabilidad procedemos de la siguiente manera:
Para el punto (0,0) el determinante del sistema para hallar los va-

lores propios es:

a2y Kk
—ﬁ—/\’_’\+D/\+D 0.

Lo anterior implica que:

—c+vVc? —d4kD
2D )

Si ¢? > 4k D, entonces (0,0) es un nodo estable, si no, es una espiral

estable.
Para el punto (1,0), el sistema linealizado es:

A=

u =v,
k c
Vi = ZU-=V,
D D"’
y el determinante asociado para calcular sus valores ﬁropios es:
-\ 1 ’ . k
=AM+ =A-==0
k .
5 ~b~ D D

Asl:
—c*+ Vet +4kD
2D '

Por lo que concluimos que (1,0) es un punto siila.

Podemos visualizar lo anterior en ¢l plano fase de la Figura 1.2.

De donde obtenemos la solucién de tipo onda viajera para la ecuacién
de Fisher.

La interpretacion de esta ultima grafica podemos entenderla mejor
con una situacion concreta. Supongamos que existe una poblacién a la
que llega un grupo de inmigrantes con cierta caracteristica inexistente
en la poblacién inicial, luego de que hay mestizaje esa caracteristica
(gene dominante) aparece en la descendencia, de tal modo que después

A=




l;'

Figura 1.2 La drbita remarcada corresponde a la onda viajera.

de cierto tiempo el'nimero de habitantes que la tiene aumenta con una

velocidad ¢ que depende de la tasa de encuentro k¥ y del coeficiente .
de difusién D. En el lenguaje matemadtico, lo anterior corresponde a '
resolver la ecuacién (1.8) con una condicién inicial dada.

La onda viajera para la ecuacién de Fisher proviene de la inestabi-
lidad del término u y del término de saturacién —u?, pues la ecuacién
uy = Duyg, por si misma no pose una solucién de tipo onda viajera.
También es importante senalar que en este modelo, hay una onda via-
jera para cada ¢ > 2VED.

término de saturacion
u=Duy+u(l-u)

término inestable
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1.4 Un modelo de un sistema de reaccién
y difusion: envenenamiento con mo-
noxido de carbono.

La sangre humana estd compuesta por leucocitos; eritrocitos y pla-
quetas. Los eritrocitos tienen como funcién principal llevar el oxigeno
molecular a todas las células v tejidos del cuerpo. Este transporte
de oxigeno en el cuerpo se debe basicamente a un proceso de difusién
que facilita la renovacion molecular, el cual se lleva a cabo gracias a
la diferencia de presiones parciales de los componentes moleculares en
la sangre. Los eritrocitos ademas, regulan el equilibrio dcido-bdsico
de la sangre y transportan parte del biéxido de carbono (CO;); estdn
formados a base de lipidos, proteinas y hemoglobina (28 por ciento
del eritrocito aproximadamente}; esta ultima, a su vez, es una combi-
nacion de hierro, protoporfiriana, heme ? y globina. En la hemoglobina
el hierro se encuentra en su forma reducida de ion ferroso (Fe?*); su es-
tructura, de un modo muy simplificado, podemos explicarla como una
proteina globina con cuatro hemes adheridos, cada uno de los cuales
contiene un atomo de hierro que sirve como punto débil de adhesién
fisica para una sola molécula de oxigeno; asi, cada molécula de hemo-
globina transporta a lo mds cuatro moléculas de oxigeno molecular,
cuando esto sucede el compuesto recibe el nombre de oxihemoglobina
(HbO,) vy podemos describir la reaccién como:

Hb+ 0, 2 HbO,,

la cual es reversible, ya que el oxigeno se adhiere a la Hb en su paso
por los alveolos del pulmén y se libera posteriormente en distintos te-
jidos del cuerpo. Ahora bien, el monéxido de carbono, (CO), se liga
fuertemente al hierro de la hemoglobina, teniendo mds afinidad con él
que el oxigeno, por lo que puede desplazar a ésté de la oxihemoglo-
bina; formando un compuesto muy estable, llamado carboxihemoglo-

2Un heme es una metaloporfiriana que tiende a unirse a una proteina que contiene
aun metal, para el caso de la hemoglobina, es el hierro. Una porfiriana es una
estructura anular, formada a su vez de cuatro anillos; que sin el hierro dan el
pigmento de la bilis.
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bina, (H4CO), descrita como:

Hb+CO 2 HpCO.

La presencia de 0.5 por ciento de CO en el aire inutilizaria mas de la
mitad de la hemoglobina del torrente sanguineo al menos cinco horas
después de la exposicién al gas.

Por lo anterior, cuando una persona sufre envenenamiento por CO
se debe transferir a un ambiente donde el oxigeno tenga una presién
alta, de modo tal que, el O remplace al CO en la Hb y para no incurrir
en envenenamiento por oxigeno (2} se debe conocer el tiempo en el que
el torrente sanguineo disminuye el nivel de HbCO.

La importancia del siguiente modelo estd en determinar el tiempo
durante el cual ha de administrarse O a alta presién a un paciente
envenenado por C'O sin incurrir en envenenamiento por oxigeno.

En las reacciones para la oxihemoglobina y la carboxihemoglobina,
k, y ks dependen de la saturacién de las moléculas de hemoglobina (a
lo més cuatro moléculas de oxigeno por una de hemoglobina} y ocu-
rren en las capilaridades pulmonares, las que supondremos con seccién
transversa rectangular, por conveniencia geométrica solamente, y en-
tre dos alveolos. También supondremos que la sangre es homogénea,
que estd bien mezclada y se filtra de modo constante a través de las
capilaridades pulmonares o que algunos efectos de no hornogeneldad 0
inestabilidad del flujo son despreciables.

En el planteamiento del modelo se considera el caso de un hom-
bre recuperandose de envenenamiento con mondxido de carbono. En
este caso, las concentraciones de mondéxido de carbono en la sangre y el
resto del cuerpo han llegado al equilibrio y por tanto se descarta alguna
pérdida de monéxido de carbono de la sangre al cuerpo. Como las con-
centraciones de carboxihemoglobina estdn reducidas, el cuerpo cedera
su monoxido de carbono a la sangre, pero en un proceso lento y en con-
secuencia sin interés, para el modelo. La simplificacion de este modelo
puede producir errores en la iiltima etapa de recuperacién, cuando la
concentracién de carboxihemoglobina es muy baja, pero es una buena
aproximacién cuando la concentracién es alta y cambia rapidamente. *

Las condiciones de frontera en las paredes de los capilares son:

3Es un ejemplo de escalas lentas y rapidas.
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- No hay flujo de hemoglobina, ni de sus componentes a través de
las paredes y las concentraciones de oxigeno v monéxido de carbono
son iguales en los alveolos; es decir, la pared capilar es permeable a los
gases, pero impermeable a la hemoglobina.

- La concentracion de oxigeno alveolar se supone linealmente de-
pendiente de la cantidad en la atmdsfera; esta suposicién cambia al
considerar el oxigeno en el pulmén donde la presion del oxigeno alve-
olar se calcula por consideraciones tedricas. La tasa de absorcién del
oxigeno en los capilares es igual a:

- Peo, — Pio -
yie0: T o _ _
P, — Py,0 D(Fe0, = Faoy)

donde PGOQ es la presion alveolar, Po, es la presién inspirada, P, es la
presién barométrica, Py,o es la presién del agua, V es la ventilacién
alveolar, D es la difusion constante en el pulmén y P.o, es el promedio
de la presién del oxigeno en las capilaridades.

El sistema de coordenadas se tomara como se muestra en la Figura
1.3.

X
alveolo
21
capilar ———— = flujo sanguineo
0 Y
alveolo

Figura 1.3. [ es del orden de 4 x 1074,
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Si el flujo sanguineo tiene rapidez s, entonces las ecuaciones son:

90y | 8|0y _ 2
5o tst = —k[ON[HY + k\[HbOo + Dy 9 (0]
a(gTO] + Sagcyo] = —ko|CO[Hb] + k_o[HbCO) + D, 92 [CO)
O[HH  O[HY)
ar + 5 oY —k;[OQJ[Hb] + k._l[HbO?] - kQ[CO][Hb]

+k_o[HbCO] + D v [H}b|

O[HbO,) + Sa[HbO2] = k1[Og)[Hb] — k_1[HbO,] + D 7% [HbO,)

or aYy
a[H;fO]- N 38[1:;;?0] = ky[CO][Hb) - k_3[HbCO) + D 72 [HbCO)

donde D,, D, y D son los coeficientes de difusién del oxigeno, del
monodxido de carbono y de la hemoglobina y sus componentes, res-
pectivamente. Para hallar la solucién estacionaria tomamos % =0y

sumamos las tltimas tres ecuaciones para obtener:

a
v utilizando condiciones de frontera apropiadas e integrando, obtene-
mos una ecuacion de conservacion para la Hb, ésta es:

[Hb] + [HbBO,) + [HVCO] = c, ¢ = c(t) es una constante espacial.

Ahora para simplificar los cdlculos reescalamos las variables para vol-
verlas adimensionales, definiendo:

wolod o

T 2= Y2
. [Hb] [HbOg] [HbCO]
v= 3 v = 3 Vo = y
c c c
Y X
'’ l

1

y: T =

bl
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donde -, y ¥, son concentraciones tipicas del O v delCO y [ es la longi-
tud del alveolo; mediante esta sustitucion las ecuaciones se transforman -

en 4

3u1

5]a—y = ~uyw+ K_v, +5, V2u1
d
(5Qaiy2 = —uwu+ K_qus + 59 v2 Ug
6,%—? = wv+K_ju +¢6, 720
) '
62—;;2 = ugv — K_qug + 6, V% 1y
v4+v+rve = 1
donde
s s
& = — =0(10™" = — =0(107%),
YT kel (107, & kacl o™
=2 200107, S =-— =0(10"A7Y),
kil kival
r Dl n—3 I D2 -2
= 1 O(10
' D D
= —— = 0(1079), = —— = 0(107%)_
kil (107 £ kay2l? ( !
k_l 1 k_._2 ~dy—1
-1 = = K_ == M 10 /\
S 2=

cuyos valores especificos de los pardmetros se pueden consultar en [2].
El valor para la concentracién del mondxido de carbono se toma con
base en un nivel de HbCO del setenta y cinco por ciento del total de
Hb 6 a un caso severo de envenenamiento por CO.

Las condiciones de frontera son:

4Notese que el problema es lineal y si ¢ = 0, se tiene un sistema de ecuaciones
ordinarias
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(1) La sangre estd bien mezclada al llegar a los capilares y estd en
equilibrio, es decir;

u(z,0) = u?, 1=1,2"
v(z,0) = el

vi(z,0) = v
donde u?, v° y v? son constantes y
k,-u?vo - k_,-v? = (), 1=1,2

(17) No hay cambios frecuentes en alguna concentracién en la salida
de los capilares.

(#13) No hay flujo de Hb 6 de sus componentes a través de las paredes
de los capilares, es decir; '

—{0, =0, —-0, =0, L =1,2.
55 0 Y) -(0.9) i

(iv) Las concentraciones de O y CO en las paredes son iguales a las
concentraciones alveolares, es decir;

ul(O,y) =U’T! ’U.z(O,y):’u;:O, 1=1,2

donde u{ es constante.
(v} Por simetria, en el punto medio del capilar,

M= 2 =Dy =0, i=12

Este es un problema de perturbaciones singulares que no resolve-
remos aqui para no desviar la atencién del objetivo principal que son
las ondas espirales, asi que lo tomaremos sélo como un ejemplo de un
modelo que involucra un sistema de ecuaciones de reaccién y difusién,
cuya solucién puede consultarse en [2], en donde las conclusiones a las
que se llegan son:

Suponiendo que la presién es igual a n atmosferas, entonces

ué = 4.6n — 0.25
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de este modo, el tiempo de administracién de oxigeno puede ser
hallado.

Si la concentracidn inicial de H6CO no es demasiado alta (menos
del 30 por ciento), entonces el tiempo aproximado es:

vl
ot\fus = log 73

y el tiempo requerido para que el nivel de HbCO alcance la mitad
de su valor inicial se fija para una presién dada de oxigeno y es:

bt%\/u—‘{= log2

donde ¢ } €s la mitad del tiempo de recuperacién.




Capitulo 2

Condiciones para la
existencia de frentes que se
propaguen en espiral en
sistemas de reaccion y
difusion.

Los sistemas de reaccion y difusién admiten distintos tipos de soluciones
(onda viajera, onda plana, ondas espirales, etc.). Pero son los tinicos
que con una cinética apropiada tienen solucién de tipo onda espiral que
rota.

Las condiciones para la existencia de frentes que se propaguen en
espiral en sistemas de reaccién y difusién se pueden resumir en la si-
guiente afirmacién:

“Los sistemas de reaccion y difusién con dinamica de tipo ciclo
limite que pueden aproximarse por sistemas A — w, tienen solucion de
tipo onda espiral.”

Para entender el significado de la afirmacién anterior, primero se
debe aclarar que, para que un sistema de reaccién y difusién tenga
dindmica de tipo ciclo limite, el sistema sin términos de difusidn debe -
exhibir una bifurcacién de Hopf supercritica (Ver apéndice A). Y por
otro lado, se deben definir a los sistemas A — w, lo cual se hard a
continuacién.

23
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2.1 Sistemas )\ — w.

Los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias que pueden escri-
birse de la siguiente forma:

du

5 = Alr)u — w(r)v,

dv

il w(rju + A(r)v
con ro= (u+v?)1

donde A es una funcién positiva de r para 0 < r < rg, y A(ro) =0
y w(r) es una funcion positiva de r; son llamados sistemas A ~ w [17].

La principal ventaja de estos sistemas es que se pueden obtener so-
luciones aproximadas de sistemas de reaccién y difusién cuando forman
parte de la cinética del modelo.

También poseen la propiedad de tener solucién de tipo ciclo limite;
lo cual se justifica facilmente de la siguiente forma.

Si cambiamos a coordenadas polares tomando u = rcosf y v =
rsin @ y sustituimos en nuestro sistema A — w, obtenemos:

—rfysin@ +r,cos8 = rA(r)cosf — rw(r)sind,

rf,cos8 + rysind = rw(r)cos® + rA{r)siné.

Agrupando términos con sin8 y cos #, sumando los cuadrados de las
ecuaciones anteriores y haciéndolas idénticamente cero, ilegamos a:

6y —rw(r) =rA(r)—r, =0.
De donde obtenemos que:
6, = w(r) y Ty = TA(7)
lo cual implica que si r = ry en la ecuacidn de 8, integrando se tiene:

8(t) = w(re)t + by y fy = constante,
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es solucion tipo ciclo limite.
O en su forma compleja, si ¢ = u + iv, entonces la solucion es:

c= roei(u(ro)H-ao)‘
Notemos que 15 = A~!(0) da la amplitud de la onda y w(ry) la frecuen-

cia.
Lo anterior, muestra que los sistemas A — w tienen una solucién
periodica estable.
Lo siguiente es encontrar la forma general de los sistemas A —w para
los sistemas de reaccion y difusién. Para ello se efectuars bédsicamente
el mismo procedimiento de esta seccién.

2.2 Sistemas A — w para sistemas de re-
accion y difusion.

Partiremos de un sistema de dos ecuaciones diferenciales parciales de
reaccion y difusién de la siguiente forma:

u = Vu + F(u,v,7)
(2.1)
v, = Vv + G(u,.v,r)

con r un parametro, donde r = ry es un punto de bifurcacién su-
percritica en el sistema sin difusién y (u,v) = (0,0) corresponde a un
punto de equilibrio.

Desarrollando F' y G a primer orden alrededor de (u,v) = (0,0) el
sistema aproximado es !:

w = Vu+Ar)u—w(r)v+ flu,v,r)
v, = Vv +w(riu+ M)+ glu,v,7)
donde, f y g son de segundo orden en u y v y con 7% = v? + v2.

Los coeficientes A, w y las funciones f y g satisfacen las siguientes
condiciones:

!Es importante notar que f(u,v,7) y g(u,v,r) no dependen de 6.



26CAPITULO 2. CONDICIONES PARA LA EXISTENCIA DEFRENTESQUES

1. Ay w son funciones suaves de r que satisfacen que A(ry) =0y
A(r) >0 parar > ryy w(r) > 0 para toda r.

2. f(u,v,r}y g(u,v,7) son funciones suaves de u,v y r que satisfa-
cen f(u,v,.r),g(u,v,7) son o(|u} + |v]) cuando |u| + |v] = 0.

La condicion (1) asegura que la matriz lineal con coeficientes de
reaccion es puramente oscilatoria para r = ry e inestable para r > 7.
Esta condicién es similar a la del teorema de bifurcacién de Hopf.

La condicién (2) asegura que la aproximacién del sistema se hard
alrededor del origen, que es el punto de bifurcacién.

Considerando tinicamente los términos lineales en el sistema ante-
rior, tenemos:

uy = U + A(r)u — wir)v,
(2.2)
v, = Z2v + w(rlu 4+ A(r)v.

Introduciendo el cambio de variables u = Rcos©,v = Rsen®© con

R = R(t,Z) y © = O(t, %), tenemos:

Viu = R (cos®)+27 R-v(cosO) + cos® V° R
= —RcosO| 7 OJ* — Rsen® 72 © — 25en® v R - 7O + c0sO® ¥2 R.

Andlogamente
Vv = —Rsen®| 7 Of” + Rcos® 7° © + 2c0s0 V R- VO + sen® v R
y como

uy = Ricos© — Rsen® -0,
v = Risen© + RcosO - Oy,

el sistema (2.2) se transforma en:

Ricos© — Rsen® -0, = [-R|v O + 7*R+ R\(R)jcosO
—[R7*©+2v R- 70O + Ru(R)jsen®,

R.;sen® + Rcos® -0, = [-R|70O|? + ¥°R+ RA(R)]sen®
+HRV?O+27 R- YO + Rw(R)]cosO.

De estas dos dltimas ecuaciones llegamos a:
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R6,= Ry?0 + 27 - ¥O + Rw(R),

R, = °R - Ry©-vO + RA(R).

Cuyas soluciones estan dadas por:

R = p(r) vy
O = Qt+0+y(r)

donde 2 da la frecuencia de la onda (indica la rotacién), @ es la fase
y da el sentido en el que empieza la espiral (levogiro o destrogiro) y ¥
indica el corrimiento.

p(r) y w(r) determinan el tipo de espiral (logaritmica o arqui-
midiana) dependiendo de condiciones de frontera impuestas correcta-
mente. :
~ Las soluciones R y © son coordenadas ortogonales que avanzan con
el frente de 1a onda(Figura 2.1) y (r,8) son coordenadas polares en el
plano.

Figura 2.1

Tales soluciones corresponden a ondas espirales rotando, las cuales
se pueden escribir como:

u(r, 8,t) = p(r)cos(Qt + @ + (r)) v,

(2.4)
v(r, 8,t) = p(r)sin(Qt + 8 + ¥ (r))
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Hay que aclarar que estas soluciones se proponen y no se obtienen
de resolver el sistema (2.3). De hecho, [3],[4],[6] ¥ [7], sustituyen las so-
luciones propuestas en el sistema (2.3) y llegan al sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias siguiente:

g, # 1
P'+%—P(¢Q+ﬁ)+PA(P) = 0,
1 20
w"+(;+7”)w' = Q- w(p).

El cual se resuelve numéricamente, y se demuestra que satisfacen un
sistema parecido al (2.3) y de este modo se concluye que también son
soluciones aproximadas del sistema (2.1).

También observemos que estas soluciones no surgen como un modelo
de un fenémeno en particular, sino de resolver en general un sistema de
reaccién y difusién que deseamos tenga soluciones en espiral que rota.

En el siguiente capitulo se desarrollara un método alternativo, utili-
zando las ideas de la dptica geométrica para resolver sistemas de ecua-
ciones particulares que si se plantean como modelo de un fenémeno.



Capitulo 3

Propagacion de frentes en
espiral.

3.1 ;Qué es la 6ptica geométrica?

Histdéricamente, la éptica geométrica surge al estudiar la propagacion
de frentes de luz en un medio, que puede ser no homogéneo.

La teoria de la Optica geométrica se ha utilizado con éxito para
encontrar soluciones aproximadas a problemas de propagacién de on-
das en sistemas hiperbélicos principalmente provenientes de la teoria
electromagnética y de problemas de geofisica, como la propagacién de
ondas sismicas.

Sin embargo, a mediados de la década de 1980 se encontraron siste-
mas parabélicos no lineales que podian tener ondas solitarias v trenes
de onda periédicos; los ejemplos tipicos son: la reaccién de Belousov-
Zhabotinsky y la propagacién de actividad eléctrica en el tejido ner-
vioso; cuyos modelos matematicos son complicados y las soluciones
exactas son dificiles de obtener.

La ventaja de la éptica geométrica, sobre otros métodos, es que
provee informacién directa de cémo se propaga el frente de onda en di-
versos medios para ondas de alta frecuencia y el método puede aplicarse
a una ecuacion o a un sistema de ellas.

Esta teoria es util principalmente para estudiar la dispersién de on-
das planas no lineales y los efectos de la curvatura sobre la propagacién

29
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de frentes de onda en un medio bidimensional.

El método es una extensiéon del método de las caracteristicas emple-
ado para determinar el comportamiento de cierto fenémeno modelado
por una ecuacion diferencial parcial de primer orden en una dimension,
donde lo que se analiza es la propagaciéon de discontinuidades; pues
como se sabe, las caracteristicas nos indican solucién constante a lo
largo de ellas y un cambio abrupto de estas o mas aun, hallar una
regién de choque (una solucién débil), sefalara la regién donde se pro-
paga una discontinuidad. Figura 3.1.

Formacidn
de la
discontinuidad

Regidn sin discontinuidades

Figura 3.1.

Al intentar extender este tipo de analisis a dos dimensiones se en-
contrara la ecuacién de la iconal, que surge de estudiar cémo viaja un
rayo de luz normal al frente de propagacién en un tiempo minimo [15].

3.2 Una teoria geométrica para ondas es-
pirales en medios activos.
En esta seccidn, a diferencia del capitulo anterior, se considera un sis-

tema de reaccién y difusion en particular, en él se analizard la propa-
gacioén de sus frentes {11] y [12].
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o} \ <0

Figura 3.2. La funcion f(u,v) = 0 con Vmin < U < Umqg, Se divide en
tres funciones: U_ en el intervalo donde la funcidn es decreciente
antes del mintmo, U, en el intervalo donde la funcion es creciente,
comprendido entre el minimo y el mdzimo de la funcidn y U, en
el intervalo donde la funcidn es decreciente después del mdzrimo.

El tipo de modelo con el que se trabajara es interesante, porque a pe-
sar de que sirve para modelar fenémenos, que en una primera impresién
podrian parecer diferentes, tienen una dindmica muy semejante, pues
todos ellos surgen de reacciones quimicas parecidas. Algunos ejemplos
se abordaran en el siguiente capitulo.

El sistema a analizar es el siguiente:

cu, = 2D u+ flu,v)
- (3.1)
vy = Q(U,’U)
donde u.=, u(z,t) y v =v(z,t) conzeR, t > 0, eeR tal que £ << 1

y D constante . Ademas f(u,v) = (v — u_){u — w.)(x — uy) = 0 con
u. < u, < ut y g(u,v) =0 son como se muestran en la Figura 3.2.
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El hecho de que f(u, v) = 0 sea ciibica no es arbitrario. FitzHugh y
Nagumo la propusieron de ese modo en su ecuacién para la transmisién
de pulsos eléctricos en las neuronas, porque las funciones cibicas son
justamente las que sirven para modelar la interaccién de sustancias
quimicas, una inhibidora y otra activadora de cierto tipo de comporta-
miento.

Como una observacién importante, notamos que el sistema (3.1.)
tiene reaccién rdpida y difusion lenta [1]. También notemos que el
punto de interseccion (ug, vo) de f(u,v) = 0 con g(u,v) = 0 determina
la estabilidad de la solucidn, pues de las raices de f(u,v) =0, u_ y u.,
son estables y u, es inestable (lo anterior se afirma a partir del andlisis
del plano fase), por lo que serd importante que g(u,v) = 0 interseque
a f(u,v) = 0 en los intervalos donde la tltima es decreciente, que
llamaremos U 6 U, y se muestran en la Figura 3.2.

El sistema (3.1.) se resolverd por teoria de perturbaciones singulares.

Comparando los términos de orden cero en £, obtenemos el siguiente
sistemna: ’

i
o

fu,v)

o

v = g(u,v) (3.2)

este sistema indica que a orden cero en &, se estd en una regién de
variacién lenta, pues no aparecen términos de difusién.
Por la estabilidad de u = U_ y u = Uy, se tiene que

vy =g(U £ (v),v) =G £ (v)

esto es, u puede caer sobre u = U_ 6 v = Uy, lo cual significa que
pueden existir discontinuidades espaciales en u. La difusién de estas
discontinuidades es importante y las regiones correspondientes a las
tres funciones en las que se divide f(u,v) = 0 son “unidas” mediante el
movimiento de capas limite, las cuales se hallan haciendo el siguiente
cambio de variables:

y(t)

£

£ =

m |8
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para analizar las soluciones invariantes en £ se sustituye en:

cuy = 2D % u + f(u,v)

donde:
RPN A ]
Uy = uw - Li=u ( - )
1
-
€
-, 1
Ugr = u”£11+(§:)2'u”=-§u”
£
se obtiene:
Du" +y'(t) - o + flu,ve) =0 (3.3)

con vy fija para poder resolver la ecuacion, u = u(€) y si y¥'(¢) = u(ve),
el problema es de valores propios, con las siguientes condiciones:

lim U(f) = U—(UO):'

= -0
(3.4)
lim u(f) = U+('Uo),

E—+o0

para considerar las soluciones de tipo onda viajera que tienden asintéticamente .
a la solucion estacionaria.
Supongamos que 1’ = au — ug)(u — up) 'y sustituyendo en (3.3):

aD(u — up)(u — u2)] + oy () (u — o) (u — uy)
—Alu —up)(u —u)(u—uy) = 0

1Se propone u' de ese modo, porque al resolverla {por separacién de variables y
utilizando fracciones parciales) se obtiene que

Uy — eea(u-— ""-‘+)u_
=

1 — efofu_—uy)

la cual satisface las condiciones requeridas en (3.4)
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aD{(u — up)u’ + (u — up)u'] + oy’ (t)(u — ue) (v - uy)
—Alu —uo)(u —u Y u—up) = 0

(u — ug)(u — u2)[@®D(u — up) + ®D(u — uy)
+ay'(t) - A(u—uw)] = 0

(v = uo)(u — u2){(2e*D — A)u — o D(ug + ug)
+ay'(t) + Ayy] = 0
Para hallar 4/(t) se impone que 262D — A = 0; asi
—a?D(up + ug) + ay'(t) + Au; =0

lo cual implica que:

S = 2(up + up) — Auy

Vi
AV2D Av2Du,
= 2_\/7(”0 + ug) —~ _-—\/Z
VAD(ug — 2u; + Uy}
V2

donde ¥/(t) = p(vp) es la velocidad del frente.
El signo de p se obtiene al integrar (3.3), con respecto a £; para ello
se utiliza u' como factor integrante.

o0 ! !
f[D (%2) +,uu'2} d¢ = —/f(u,'vo)u'd§
N 0
= w/f(u,vo)du
v
lo cual implica
Uy

D (Eﬁ) ® U f(u')zdf = - f fu, vo)du



3.2. UNA TEORiA GEOMETRICA PARA ONDAS ESPIRALES EN MEDIOS ACTIV0S.35

pero u_ y us son U. y Uy, por (3.4), entonces u' en (3.3) anula la
contribucién de u"?, por lo que :

—;Jff(u, vo)du
h= (3.5)
J (w)dg

—o0

es la velocidad de propagacion de la capa limite, la cual no es cons-
tante, ya que vg cambia en el tiempo, es decir g = pu{vg).

Para encontrar la relacién de dispersion para este problema, ademas
de la velocidad p, se debe conocer el periodo, éste se obtiene al integrar
la ecuacién (3.2).

Pero antes, notemos que si se busca una onda viajera que corres-
ponda a v evaluada en wvp, su velocidad serd la expresién obtenida en
(3.5) y el periodo podria ser consistente con la dindmica externa. Sin
embargo, si existe v; un valor de v para el cual u(v;) = —pu(w) o
si no existe tal valor se toma v; = v,, donde v, es el miximo local
de f(u,v) = 0; entonces el periodo temporal del tren de onda sera
T = T(v), como sigue:

‘¢ 1 1
T(w) = | [g(u+(v),v) RO A (3.6)

vg

para orden cero en €.

La relacién entre  (valocidad) y w = % (frecuencia) define la curva
de dispersion del problema.

Y para € # 0 fija, la curva de dispersion tiene dos ramas, una
que se obtendria con (3.5) y (3.6) ya calculadas, correspondiente a la
propagacién de la onda estable y la otra a las ondas periodicas inestables
lentas [12], pero estos iiltimos hechos no serdn utilizados para analizar
los frentes que se propagan en espiral en dos dimensiones, para ello se
empleardn las expresiones desarrolladas hasta aqui.

3.2.1 Laecuacién de la iconal en dos dimensiones.

Para hallar la capa limite en dos dimensiones se introduce un sistema
de coordenadas ortogonales locales de la siguiente forma:
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r = X(,n7)
y = Y((,n71) ~ con C=¢€&
i = T

Ast u = u(z, y,t), también puede verse como u = u(({,n,7), por lo
que:

Uy = UCC; + UnTh + u, (3.7)

Se necesita conocer (; y m, para ello derivamos X y Y con respecto a
t, tomando en cuenta que x, ¥, ¢ son variables independientes, se obtiene:

I, = X(C;'i‘—' nnt+JYT=O
e = YG+Yom+Y.=0

El sistema anterior se puede reescribir como:
(v ¥) () =-(¥)
YC Yﬂ T YT

r-(k 8- %)
Yo Y, Ye Y

&
podemos obtener (; y n; de la siguiente forma:

() == (3 =) ()

Si

de donde
]. - 1 r
G = W(JXUYT - X)) =& = m(AnYT - X:Y)
1 1
mo= K - X) = = (Y- XY

con |J| = XY, - X, Y.
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Sustituyendo en (3.7), tenemos:

1
171

U =

[(YY X, Y,)ue + (XY — XY, u,,]+u, (3.8)

Ademas

12 = XFY2 4+ X2YE - 2X(Y, X, Y, (3.9)

X
pero como £ y 7 son ortogonales, entonces ( Y") es ortogonal a

n

(}2) es decir, X, X¢ + Y, Y, = 0; asi (X, X¢ + Y,Y:)2 = 0, por lo que

sumando esta Gltima expresién a (3.9) se tiene que
I = X2YP+ X2VE+ XXE+ Y2V
= (X +YI+Y)
Con lo anterior (3.8) es
1

U = XY X Yo hue + (X, Ye — XY )u
' \/(X§+Yf)(X'~’+Y2) ( e ( e — Xe¥o)u,

+u,

Del mismo modo se obtiene que:

Ou
.vu - ,/(X2+Y2 8&(,/X2+Y28§) e "35}
! o f__1 ouy _p0u
\/(X,'~;+Y,,2) 6n JXE+YZ0n “on

XY - YXy
L)

donde
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cont=§,
Sustituyendo las expresiones anteriores en (3.1) y suponiendo que
u, = u, = 0, se obtiene: '

—D—u& | XeXee tYeYee  (XoY, - VX))
g' g
e N N ¢ S e T

Ug

+eKpue + f(u,v) =0

(XY= YiXo) (XY - Y, Xy
JXEEYE O XTay;

1
- vy = vr + 9(u, )

Si se supone que Xg + Y62 =1y como (X¢, Ye) (Xee, Yee) = 0, el
sistema anterior es:

Duge + (N + e Kp)ue + fu,v) =0 (3.10)
eN, _
Nyve = ——2_y —evr +eg(u,v 3.11
v \/W n ( ) ( )
donde XY _V.X
N,-z( ¥ - Vo X con i=E&,7.

VXF+YE

es la velocidad normal del sistema de coordenadas local.

De la ecuacién (3.11) se induce que v = uy + O(e).

Si K, y N, son independientes de ¢ y comparamos las ecuaciones
(3.10) y (3.3) se tiene %

N, + eDK, = u{vo). (3.12)

2La variacién en £ no afecta significativamente esta aproximacién. Esto 1ltimo
se comprueba representando el sistema coordenadoe localmente por:

§Xo,

X n1) = Xoln7) + —=—
«/X&,H%'“’,,

+0(£%),
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En general, el valor de vo cambia con la posicién espacial y tem-
poral del frente de onda, pero si s6lo se consideran ondas periédicas o
solitarias y existe la funcién inversa T~!(w), se tiene que

N, +eDK, = u*(T) (3.13)
donde u*(T) = u(T(vo)) denota la relacién de dispersién para la

velocidad de la onda como funcién del periodo T = T(vg).

3.2.2 Soluciones en espiral.

El objetivo de esta seccién es verificar que una onda espiral de k brazos,
cuyas coordenadas en el frente son:

o
X; = rcos (9(7") - wt + —ikri)

(3.14)
Y; = rsen (9(7‘) —wt + E-Tk-r-"z) con j=1,2 ..,k

es solucion del sistema 3.1. en dos dimensiones.

Para mostrarlo se procedera de la siguiente forma:

- Se encontrardn las expresiones para la normal y la curvatura con el
sistema de coordenadas propuesto, para hallar la ecuacién de la iconal.

£V,

X5, +Y¢

Y(EnT) = Yolnr)+ +0(£%)

y sustituyendo en (3.1}, al final se obtiene que:
Ny = Ny |e=o +O(€)
Asi, i)ara. orden &2, N, + e DK, es independiente de &, por lo que:

Ny +eDKy = u(vg) + 0(e)




40 CAPITULO 3. PROPAGACION DE FRENTES EN ESPIRAL.

- Aprovechando la pequenez de ¢, se mostrard que los parimetros
que determinan la onda espiral estin definidos por los valores que satis-
facen simultdneamente la relacién de dispersién, analoga a la expresién
(3.6), y una relacién critica para ondas espirales.

Las condiciones que se imponen a (3.14) son: que § > 0, esto es,
que la espiral se abra en sentido levogiro; se buscardn soluciones en un
anillo rp € r € r|, donde r;, = 0. Las condiciones de frontera son
#'(ro) = 0y &(r,;) = 0, es decir, que no halla flujo en las fronteras 3.
St r; = o0, se espera que #(r) sea asintéticamente lineal, esto es, que
(3.14) sea asintéticamente arquimideana.

Para calcular N notamos que las coordenadas (n, 7) son equivalentes
a (r,t), por lo que: :
_ Xt)/r — }ftXr

JX2+Y?2

A continuacién sustituiremos las siguientes derivadas parciales en la
expresién anterior para NV, considerando a = 8(r) — wt + 3}:1

N

X, = ~-rsine-{-w)=rwsina
X, = cosa—rsina-0'(r)
Y; = —wrcosa
Y. = sina+rcosa-@(r)
De donde
N = (rwsin®a+r’w# sina - cosa + wrcos’ o

~ wr'fsine - cosa) - (cos’ o — 2rf cosa - sina

: : : =L
+ r29?sin a +sin’a + 2rf cosa - sina + 7282 cos? 0) 7.

3La naturaleza de estas condicicnes de frontera proviene del tipo de fenémenos
que se modelan con sistemas como el (3.1). Ejemplos de éstos se abordardn en el
siguiente capitulo.
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Asi

1+ [r&(r)]?

Si se denota a ¥ = r&(r), entonces N = 757 Ademds conocemos
una forma de obtener la curvatura; sustituyendo

N =

X, = —@(r)sina - {r[#(r)]*cosa + [r8"(r) + #(r)] sina}
= —20'(r)sina —r8"(r)sina — r[@(r)f cosa

Y, = @(r)cosa+ {-r[f'(r))’sina + [r8'(r) + 6'(r)] cosa}
= 20'(r)cosa + 18" cosa — r[#(r)]*sina

enK:z\Y—Y/\

VIxErY2y
Por tanto
K = {29'(r) cos® o + r8"(r) cos’ a — r[#(r))? cos & - sin

~2r[0'(r)]* cos - sina — 720 (r) - 6" (r) cos @ - sin «
+r2[0'(r))* sin® @ + 26'(7) sin® o + 78" (r) sin®

+r[f(r))*sin c - cos @ + 27[# (r)]% cos @ - sin &

=3

+r2¢'(r) - 8"(r) cosa - sina + 720 (7)]? cos? a} (14 ¥%)=
20'(r) + 16" (r) + (&' (r))3
(1+¥2)?
r@"(r) + 8(r) &)1+ 74 ()}
(1 +P2)3 r(l + ¥2)3
Notemos que ¥’ = r8"(r) + 0'(r), as:
My g

K= +
(1+02)5 (14 02)3
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El siguiente paso es resolver la ecuacién NV = u*(T) para estudiar
el frente de onda plana, se tiene :

. wr _ wr
P VTR V1+ o)

lo cual implica que -

por lo que

1 1
2 2 2 2 *
B(r) = (L - l) — arctan (r_2 - 1) con re = £
w

"3 L]

1
2

Si se toma s = (% - 1) y se sustituye en 3.14, se tiene:

X(s) = rpcoss+ rossins,
Y (s} = rgsinsg—rpscoss

que es la ecuacién de la involuta de un circulo de radio ry, es decir,
la involuta es la solucién de onda plana para nuestro problema.

Por consistencia, se toma w = 2?", donde T es el periodo calculado
de acuerdo a la ecuacidn (3.6), es decir, la relacion de dispersién para
la onda plana es p* = 5072—“, la cual es valida si r; — oo y rg no se
aproxima a cero.

Lo siguiente es resolver la ecuacién N = p*(T) —e DK para estudiar

el frente de la onda espiral, después de sustituir N y K se tiene:

wr . D[ A N v J
LW e, 1
Jirer F 1+ 927 r(1+02)}

Si se toma D = 1, se obtiene el siguiente sistema:

wr?

V() = %(1 + 97 [T’:(l +03)E —- \I']

(3.15)
#r) = ‘v

T
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05
D45
o4l

035)

> 0251
02

Q151

L L L L "
Q 02 o4 08 o8 1 12 14 1.8

Figura 3.3. Plano fase del sistema (3.15) con ¢ =1,

"E—' =1 y r, con distintos valores entre 1.4 y 1.6.

Adern4s si se supone que 7, — 00, entonces 6(r) ~ r. De este modo,
los puntos criticos del sistema son: (r}, ¥3) = (0,0) y (r3, ¥3) = (£,0).

Al graficar el plano fase dando diferentes valores a r, y fijando va-
lores constantes para w,e y u*, se obtienen las trayectorias tal como se
muestran en la Figura 3.3.

A partir de observaciones sobre la forma de las trayectorias del plano
fase, Keener[12] hizo experimentos numéricos y establecié la siguiente
relacién critica 4 para w y u*:

w 1 Tt Ta

== Eﬂ(x,y) con  z=——, y= . (3.16)
donde Q(z,y) = 0.330958z% — 0.097z'y? + O(y*) paraz > 10y y
pequena.

Es importante notar que la ecuacién (3.16), indica que este anélisis
es vilido sélo para ondas con alta frecuencia.

1La relacién critica depende de p*,r y el pardmetro £, mientras que la de dis-
persién sdlo relaciona g* con T
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Figura 3.4.Fn esta figura se rnuestran la grdfica de una involuta,
en linea discontinua, y la de una espiral.

Para la relacién de dispersion se asume que estd dada por p* =
1 (%), donde w = Z y T se calcula a partir de la expresién (3.6).

Lo anterior es posible, porque £ = constante, es decir, en la super-
ficie G(&, 7, 7T) se toman en cuenta s6lo las curvas de nivel en el plano
1 — 7, trabajando con G = G(n, 7) como st fuera una funcién en una
dimensién espacial (7 es la variable temporal) y asi se puede aplicar
directamente la ecuacién (3.6) para hallar el periodo.

Al encontrar la interseccién de la relacién de dispersion, con la re-
lacién critica, se pueden encontrar valores para u* y w que si se aplican
a la solucién de onda espiral propuesta se obtendra una solucién esplral
vdlida, excepto cerca del nicleo.

En el siguiente capitulo se encontrardn explicitamente valores para
#* ¥ w de los ejemplos especificos con el procedimiento descrito ante-
riormente.




Capitulo 4

Ejemplos de sistemas cuyas
soluciones son frentes que se
propagan en espiral.

Los tres ejemplos que se mostrardn en este capitulo tienen algunas simi-
laridades fenomenoldgicas y estdn gobernados por ecuaciones similares,
que son de reaccién y difusion en espacios bidimensionales con cinética
singular y no lineal.

4.1 Lareaccion de Belousov—Zhabotinsky.

En 1950 Boris P. Belousov desarrollé un modelo quimico de la oxidacién
de organismos moleculares en células vivas, lo mas importante para este
modelo fue la comprensién del ciclo de Krebs (ver apéndice B), donde
los dcidos orgdnicos son oxidados por biéxido de carbono (COs;) y agua
(H,0). Belousov usé 4cido citrico como un sustrato organico, iones de
bromato como agentes oxidantes e iones de cerio como catalizadores y
esperaba que la reaccién fuera monoténamente estable; sin embargo no
fue asi, ya que la reaccién cambiaba de una solucidn incolora (cerio en
et estado reducido, Ce** ) a una amarillo palido (cerio en el estado oxi-
dado, Ce**) y después a una incolora nuevamente; realizando este com-
portamiento ciclico por 3 6 4 horas aproximadamente, es decir, yendo
de un estado oxidado a otro reducido hasta que las concentraciones de

45
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los productos intermediarios fueran consumidos en cantidad suficiente
como para que el equilibrio se alcanzara y la oscilacién desapareciera
[16] y [18].

103
;’: A 4
-.é— tog {Br~}
b 300 600 300
Seconds

Figura 4.1. Oscilaciones en la reaccién de Belousov-Zhabotinsky:
En la grdfica notamos que la razon entre [Ce]** y [Ce]** siempre es
menor que uno, por lo que en los maximos hay estado de oxidacion y
de reduccién en los minimos, también se observa que el periodo es de

2 min. aproximadamente.

En 1961, Anatol Zhabotinsky confirmé los descubrimientos de Be-
lousov y logré que el trabajo fuera publicado (por lo que actualmente
se le conoce como la reaccién BZ), ya que anteriormente los edifores de
publicaciones cientificas habian considerado imposible la existencia de
una reaccién homogénea oscilante, y por tanto el trabajo no se habia
publicado.

En 1970, Zaikin y Zhabotinsky describieron la propagacién de on-
das de oxidacién en una pelicula de la reaccién BZ . Estas ondas se
organizan en circulos conecéntricos (patrones de tiro al blanco) que se
expanden desde la zona central de iniciacién periddica. El periodo tem-
poral varia de un patron a otro. La velocidad de propagacion de la onda
depende del periodo del patrén (relacién de dispersion del medio).

Generalmente la velocidad de la onda decrece cuando su frecuencia
crece, porque las ondas de alta frecuencia viajan superponiéndose a
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otras de tal modo que las ondas de oxidacién son forzadas a propagarse
en un medio que estd recubierto de ondas en estado reducido las cuales
viajan mas lentamente.

También la velocidad de la onda depende de la curvatura del frente
de onda. La relacion de la velocidad normal NV con la curvatura del
frente de onda K es aproximadamente lineal, y podemos escribirla como:

N=u+ DK

donde p es la velocidad de las ondas planas y D es un coeficiente de
difusién.

120 _ 300 1

. 100 ] 200 +
1%
E . &
o 8 L 2 100 A
=
= .
2 s L = /
o
> ———————— : : —
0 20 40 60 30 100 -.05 0 05 10
Periodo, s K, l/um

Figura 4.2. Graficas de las relaciones de dispersion
¥ curvatura en la reaccion BZ.

Winfree y Zhabotinsky descubrieron de modo independiente la exis-
tencia de ondas espirales en peliculas de la reaccién BZ. Todas las on-
das espirales tienen la misma frecuencia de rotacidén; en otras palabras,
existe sélo una onda espiral para cada medio activo[14].

En una capa delgada de la solucién de la reaccién BZ en un disco
de Petri se producen patrones de concentracién en espiral, los cuales
rotan con frecuencia constante alrededor de un centro fijo. Winfree |
] propone que estas ondas resultan de la interacccién entre el proceso
quimico de reaccién y el proceso fisico de difusion molecular. Por otro
lado; se supone que estas ondas surgen cuando la reaccion es perturbada
por una impureza.

Ahora, nos ocuparemos de la obtencién del modelo para la reaccién

BZ.
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Para producir la reaccion BZ el acido citrico puede ser sustituido
por una variedad de compuestos organicos que tengan un hidrégeno me-
tilénico activo o por grupos metilénicos que se formaran facilmente por
oxidacién (por ejemplo: acido maldnico, acido bromomalénico, dcido
acetoacético, dcido oxalacético, adcido malico; algunos de ellos involu-
crados en el ciclo de Krebs) y también se puede sustituir el catalizador
ién cerio por ién manganeso o ferroina (Fe(phen)it).

A continuacion se describira en cinco pasos la reaccién BZ:

a) Primero se senalan dos reacciones que conducen a la produecién
de bromo:

5Br~ + BrO; + 6H" « 3Bry t +3H,0 (rapida)

Br~+ HBrO+ H' & Bry 1 +H,0  (lenta)

b) La segunda reaccién implica que tiene que haber una reaccién
que genere el acido hipobromoso y que puede estar dada por:

Br~ + BrO; +2H* & HBrO, + HBrO

c) Zhabotinsky propone que la especie HBrOj reacciona con la
forma reducida del indicador representado por la siguiente ecuacion:

Fe(phen)i* + HBrOf < Fe(phen)it + HBrO,
y éste a su vez se genera por la reaccion,

HY + HBrOy + HBrO3 « HBrO} + BrO, - + H,0

d) Otro paso importante es la bromacién del dcido malénico que se
explica a través de las siguientes reacciones:

Bry + CHo(COOH)y & BrCH(COOH), + Br~ + H*

HBrO + BrCH(COOH), ¢ BryC(COOH), + H,0
Bry + B?"CH(COOH)Q > BT?C(COOH)Q +H" + Br™

e) Finalmente el indicador en la forma oxidada obtenida por la
reaccidn anterior en el paso c), reacciona con el acido maldnico y con
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el acido bromomalénico para producir nuevamente ferroina. En estas
tltimas reacciones se muestran la descarboxilacién del material organico
v la generacidén del CO,. -

Fe(phen)i* + CH,(COOH), + 2H,0 &
Fe(phen)* + HCOOH +2C0, t +H*

Fe(phen)3* + BrCH(COOH), + 2H,0 &
Br~ + Fe(phen)st + HCOOH +2C0, t +H*

Para obtener el modelo matematico a partir del modelo quimico an-
teriormente descrito, se representan con .4 al ién bromato (BrO5), con
P al acido hipobromoso (HBr(Q), con X al dcido bromoso (H BrO,),
con Y al ién bromuro (Br_), con Z al ién complejo de hierro (III) o
ferroina (Fe(phen)3t) y con f a un factor estequiométrico; obteniendo
las siguientes reacciones:

A+Yvx4p

k
X+Y Bop
A+ X"Dox 10z

Usando “la ley de accién de masas” ! en estas reacciones se obtienen
las ecuaciones con las que se describe al sistema:

.‘;_‘;’ = ki AY = XY + k3AX — kX7
dy

ILa ley de accion de masas establece que la tasa de reaccién es proporcional al
producto de sus concentraciones.
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dz

C2 _ 9k AX — ksZ

dt s ’

‘_;% = kiAY + 2k XY + kX2
‘2_‘: = ki AY — kg AX + kX

en este sistema podemos ignorar las ultimas dos ecuaciones, porque
A es constante en la escala de tiempo del experimento y porque P no
aparece en las tres primeras ecuaciones, por lo que no afecta el cambio
de estos productos intermediarios, con lo que el sistema se simplifica a
uno de tres ecuaciones.

Ademas podemos re-escalar el sistema tomando:

2%, ky (ks A)?
= My = 2 = Z
TE AT YT mal TR S
1 ks . %, )
t=—T, = =102 =22 =5x%x107°
ks T A  ET T T
ks . .
= = =2f =

f en la prictica es un valor préximo a 1 + v2 y A = 0.5moles. De
donde se obtiene:

d
dt
,dy
©
dz

dt
Suponiendo que las relaciones de orden ¢’ < e <1y ¢’ < g < 1 son
validas y que y esta casi en equilibrio, es decir

= qy —zy+z(1l —z),
= —qy-zy+ fz,

= I —=z.

fz
r+4q

’y:

y sustituyendo estas expresiones en el iiltimo sistema, se tiene:

dr s 2 q\
€ = -2 fz(I+q)_f(a:,z),

:E—_
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dz

5 = =9z

el cual describe la reaccion quimica en una pelicula de la reaccion.
Cuando las especies quimicas se difunden libremente se pueden incluir
términos de difusién en el modelo de tal modo que el sistema a analizar
es:

or 5
.. Egt— = &'V .'L'+f(I,Z),
(1)
% - evitgle)

en el que se supone que el coeficiente de difusién para z, D, y el
coeficiente de difusién para z, D, son'iguales a ¢. De modo que el
sistema representa una reaccion quimica con difusién lenta y reaccién
rapida [13].

Ahora, se verificard que este sistema tiene soluciones aproximadas
que se propagan en espiral.

Al comparar el sistema (4.1) con el (3.1) se observa que la segunda
ecuacion del sistema (4.1) tiene un término de difusién pequenio, por lo
que se puede despreciar, quedando un sistema del tipo (3.1) para apli-
car el analisis efectuado en el capitulo anterior y obtener una solucién
aproximada para éste.

Al encontrar las relaciones de dispersion y critica numéricamente
para este modelo, se pueden hallar los valores de w y p*, con lo que se
determinan los parametros de la solucién en espiral.

En la siguiente tabla se muestran valores para espirales con diferente
longitud de onda para la reaccion BZ:

Longitud
de onda | Periodo | Velocidad
(cm) (s} (ecm/s )
0.2 30 7 x 1073
0.15 50 3x 1073
0.1 15 7 x 1073
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-80 'y "

Figura 4.3. En a) se compara el frente en espiral (Iinea continua)
con la involuta de una espiral. En b) se compara el frente en
espiral (linea continua) con una espiral de Arquimides.

Las graficas obtenidas no difieren mucho, bdsicamente todas tienen el
comportamiento que se muestra en la Figura 4.3; en ésta se compara
el frente de onda en espiral hallado numéricamente con la involuta de
una espiral y con una espiral de Arquimides.

4.2 Ondas espirales y la diferencia en el
potencial eléctrico del corazon.

El tejido del miocardio es un medio activo a través del cual se difunden
ondas de estimulacién eléctrica y contraccién muscular. En él se pro-
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pagan radialmente ondas de actividad neuromuscular que caracterizan
el latido normal del corazdn; pero también pueden observarse, en con-
diciones particulares, ondas espirales, de alta frecuencia, asociadas con
patologias cardiacas (fibrilacién o latidos irregulares).

Si se estudia al miocardio como un tejido bidimensional formado de
elementos neuromusculares activos, acoplados eléctricamente; entonces
puede describirse de manera confiable, desde un punto de vista biofisico,
por un conjunto de ocho ecuaciones ordinarias y parciales, las ecua-
ciones de Beeler-Reuter, las cuales son una versién modificada de las
ecuaciones de Hodgkin-Huxley para transmisién del impulso nervioso
a lo largo del axén de una neurona. Sin embargo, también se puede
trabajar con una versién modificada del modelo de FitzHugh-Nagumo,
que toma caracteristicas claves del modelo de Hodgkin-Huxley, pero es

mas simple.
Las modificaciones necesarias se discuten en {14]. El modelo es:
oF
— = AE+F(E)-1
- (E)
(4.2)
of  (E-1)
ot T(E)
(4.3)
con
t = tiempo.
(r,6) coordenadas polares en el espacio.
E(r,8,t) = desviacién local del potencial del estado base o de reposo.
I{r,8,t) = corriente 16nica hacia afuera a través de la membrana.

A = l_a_. _i +la_2
T rdr Tar T2 962

F(F) = funcién lineal por partes que describe la excitabilidad
de la membrana.

7(E) = una funcién positiva que describe la separacién de
escalas de tiempo para los cambios de corriente iénica
relativa a los cambios de potencial de la membrana.
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Para F(E) v 7(E) se toman las funciones

-30F, E<E|,
. F(E)= QE—OIQ, E, < FE < FE,,
_30(E—-1); E,<E.

_[2, E < E,
(B} = { 166, E, <E.

donde £, =0.12/(30+¢g) y £, = 30.12/(30 + g).

Con estas elecciones, £ = 0,1 = 0, es un punto de equilibrio estable
(nodo), pero activo. Es decir, para perturbaciones pequenas fuera del
origen decae inmediata y exponencialmente, pero para perturbaciones
suficientemente grandes (£ > 0.12/g para I = 0) son primero ampli-
ficadas para valores relativamente grandes de F e [ antes de regresar
exponencialmente al equilibrio. )

El pardmetro g representa corriente iénica lenta hacia dentro que
dirige el potencial de la membrana rdpidamente al estado activo (E =
1}). La magnitud de g determina la actividad del tejido: cuando g
decrece, el umbral de actividad (0.12/g) crece.

El sistema (4.1) estd relacionado con las ecuaciones de FitzHugh-
Nagumo con dos modificaciones mayores. La primera, la no linealidad
cubica de F(E) es remplazada por una funcidn lineal por partes. La
segunda, la dindmica de la membrana estd modificada.

En el estado activo la corriente iénica hacia afuera crece lenta-
mente (7(1) = 16.6) hasta ser suficiente para causar repolarizacién
en la membrana (E = (), después la corriente iénica hacia afuera de-
crece relativamente rapido (7(0) = 2) para regresar al medio de prueba
(E =0, =0). El cambio en las escalas de tiempo, de un incremento
lento en [ en el estado activo para un decrecimiento rdpido en [ en el
estado refractario; hace que el sistema (4.1) sea un buen modelo del
tejido cardiaco, el cual gasta un tiempo relativamente grande (~ 100
milisegundos) en el estado activo y entonces se relaja rapidamente para
permanecer en el estado de refractario.

Para el sistema (4.1) se toman las condiciones de frontera con flujo
cero sobre un disco (0 € r € R = 17.4) y sobre un anillo (r, <7 < R).

oF

Ta";'lR = 03
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oF

a_r lrh = 0

El sistema (4.1) pertenece a la siguiente clase general de modelos de
propagacion de ondas en tejido neuromuscular:

Uy = 52Au+f(1l1,v)
vy, = g{u,v) (4.4)

Y notamos que es del mismo tipo que se estudio en el capitulo 3,
por lo que se puede afirmar que tiene soluciones que se propagan en
espiral.

4.3 Las amibas Dictyostelium Discoideum.

A diferencia de las bacterias y otros microbios, las amibas Dictyostelium
Discoideum cuentan con una estructura que se parece a la de las células
humanas. Mientras que en las bacterias, el ADN flota dentro de la
membrana celular, las Dictyostelium lo tienen concentrado en el nucleo
(célula eucariota).

Se cree que hace mil millones de afios aproximadamente, algunas
células eucariotas evolucionaron en estructuras multicelulares y que
fueron los antecesores comunes de plantas, hongos y animales. Aqui
lo importante es que se pasd de la reproduccién por division celular a
la reproduccién por “embrion”.

En 1933, Ken Raper aislé por primera vez la amiba Dictyostelium
Discoideum y a principios de la década de 1950, John Tyler Bonner de
la Universidad de Princeton filmo la conducta de esta amiba.

El ciclo vital de la Dictyostelium Discoideum consiste en perseguir,
deglutir, digerir las bacterias a su alrededor y reproducirse mediante
division celular. Pero cuando carecen de alimento su conducta cambia
radicalmente; antes de que el alimento se agote, unas cuantas células
empiezan a emitir pulsaciones de una molécula comunicante, el ciclo
AMP (Adenosin monofésfato); para ejemplificar, imaginemos esa sefial
como la sensacién que sentimos al tener hambre. Cuando las amibas
vecinas captan la senal, se acercan a la fuente y a su vez envian pulsos
a células mas distantes; asi se crean ondas expansivas de cAMP por



Figura 4.3.[17]En los incisos a), b) y c) las Dictyostelium Discoideum
empiezan a aglutinarse a lo largo de la senal cAMP en espiral.
En los incisos ¢), d) y f) empiezan a formar un monticulo.

las que se guian hasta terminar conformando un monticulo. Luego
se desplazan como si fuera un organismo pluricelular, parecido a una
babosa. Horas después los extremos de esta babosa se tocan y producen
un tallo rigido de celulosa, en cuyo extremo superior forman un globo,
lleno de amibas vivas cubierto con una capa de celulosa, a manera de
espora que se mantendrd asi hasta que un evento externo (el viento,
la lHluvia o alglin animal) la transporte a otro lugar rico en bacterias
donde recomenzardn su ciclo vital.?

2Ademds de la conducta descrita anteriormente y que es la mas estudiada, las
Dictyostelium Discoideum al carecer de alimento también pueden enquistarse in-
dividualmente en espera de ser transportadas a otro lugar rico en bacterias o dos
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Estas amibas son importantes, porque al ser eucariotas, igual que las
humanas, es mds facil estudiar cémo funcionan sus genes y las proteinas
mal configuradas que fabrican a partir de casos disfuncionales 3, que
hacerlo con organismos mds complejos.

Se han identificado proteinas, STAT en las Dictyostelium Discoi-
deum, que en el embrién humano son responsables de su desarrollo y
en el adulto humano llevan informacién en las células del sistema in-
munoldgico. También se piensa que en la enfermedad de Alzheimer,
algunas neuronas imperfectas presentan una alteracion en el conducto
vinculado a la proteina G {Guanina), la cual funciona como receptor de
senales v esta presente en la superficie de la Dictyostelium Discoideum

(8}, [9] v [19].
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Figura 4.4.[5] Aquf se muestra esquemdticamente la conducta
que sigue la Dictyostelium Discoideum cuando carece de alimento.

En la Figura 4.4. se muestra esquemadticamente la conducta que

amibas pueden “aparearse” (fusionarse mezclando sus genes), luego emiten sefiales

cAMP a sus vecinas y cuando llegan las engullen y digieren, después caen en un es-

tado de aletargamiento en espera de condiciones apropiadas para dividirse en miles

de replicas mas pequenas, cada una con los genes combinados de la pareja inicial.
3}as cuales inhiben ciertas reacciones quimicas causantes de mutaciones
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sigue la Dictyostelium Discoideum cuando carece de alimento.

Su comportamiento es complejo y el modelo matemadtico que se
dard a continuacién describe la propagacién del ciclo AMP en la fase
de agregacidn linicamente.

Experimentalmente, se requiere que haya una capa monouniforme
de células (del orden de 10° células por cm?) que se propaguen en una
pelicula delgada de fluido.

Cuando se priva de alimento a las células, éstas permanecen sin
movimiento al principio, pero al cabo de 8 horas apréoximadamente, al-
gunas empiezan a emitir la sefial quimica cAMP, a modo de marcapasos
4y si son muchas amibas, dicha sefal es retransmitida, por algunas
repetidoras a otras mas lejanas.

Esta senal aparece en circulos concéntricos en el marcapasos con una
velocidad de propagacién de alrededor de 350um/min y con periodo
de 3 a 10 minutos. Y aparece en espirales con una velocidad menor de
propagacion, de alrededor de 300um/min.

El modelo propuesto por P.B. Monk [10] para describir la fase de
agregacién de las Dictyostelium Discoideum (ciclo AMP extracelular)
supone lo siguiente:

- Hay suficientes células presentes y la escala del fenémeno de interés
es tal que el campo de las células puede ser tratado como continuo.

- La concentracién de calcio en la regién exterior a las células es
uniforme en el espacio y constante en el tiempo.

- La concentracion de fosfodiesterasa es uniforme en tiempo y espa-
cio.

Con las suposiciones anteriores el modelo propuesto es:

9z,
or

= DAz, + R, (1_f_p) [RHf2(-'L'2) - Vo (1 ilxl)]

(4.5)

I
H —z) -V
+ HRy(Ryzp —x) — VpE (Re " Il)

Y para la dinamica intracelular, propone:
dxz
dr

4alrededor de cada marcapasos se congregan células.

= Vi(zi,z2) + H(zy — Ruz2) — falz2) — Ver (1 -T—2I2)
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dz; Ig ) . ( z3 )
dr R](xl) (Kp+Is PU Kpy + 13
‘ (4.6)
R_g +K_.,Iz - I3
* V’( 1+ K,z; ) (%4 = 7g) = Vsa (1+:L'3)
dry R, . I3 . (Rs + K, 1,
dr ~ 1-R, [vs‘”‘(l—{»z;,) V8(1+K,I2)(I4_x3)}

donde z, representa la concentracidn de cAMP extracelular, z, la con-
centraciéon de cAMP intracelular, r3 la concentracion de calcio en el
citoplasma, z4 el calcio separado v fio(z2), Ri(z\) ¥y V(z|,z3) estan
definida como sigue:

Vve (—(u) tV 8122250

Kvp+{z2—Tsu)
fa(za) =

g .
(L‘-“"—) Tz S1 Ty < Ty

Taw

R[‘E‘K{’.El) R[1+K”I1)
R = V
1(371) l( 1+K1$1 ( 1+K“I1

2
Viewzs) = Vi (( azi + bz + ¢ )

dr? +ex; + f)zz + g(z? + hzy, + 1)

Los valores de los parametros son como se muestran en la siguiente
tabla:

| paramétro | valor | paramétro | valor |

H 1.5 x 10°° P 1.0 x 1071

K, 3.3 x 10° R, 1.5 x 107!

Vey 1.25 Ve 6.0 x 107!

Vsa 1.2 x 103 V, 3.0 x 102
 R¢ 9.8 x 107! R. 2.0 x 10°
Ry 2.0 x 101 Vee 5.0 x 10
Vro 1.0 x 107 Viw 3.0 x 10?
va 2.0 Tsw 2.5 x 10_,4
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Los parametros a, b, c, f, g, h son constantes de acuerdo a [10].

Para modelar la propagacion de la onda espiral, se resuelve el sis-
tema formado por las ecuaciones (4.5) y (4.6) en un cuadrado de lcm x
lern con condiciones de no flujo en la frontera sobre z,. La constante
de difusién para el cAMP se toma como 5 x 106cm?/s y las condiciones
iniciales para xy,..., 4 es que sean lineales por pedazos. El tiempo se
supone { = 0.57.

Como el modelo descrito anteriormente no puede resolverse ana-
liticamente, se resuelve numéricamente observando que tiene la estruc-
tura general del sisterna de Hodgkin-Huxley, el cual se estudio en el
capitulo 3, por lo que se puede afirmar que el sisterna que sirve como
modelo para la propagacion del cAMP de la Dictyostelium Discoideum
tiene solucidn en espiral.



Conclusiones. '

Efreste trabajo se plantean dos enfoques diferentes para obtener solu-
ciones que se propaguen en espiral en sistemas de reaccién y difusidn.

El primero de ellos, es el propuesto en e} capitulo 2, donde se trata
de aproximar el sistéma sin los términos de difusién por uno del tipo
A — w, que se sabe tiene solucién periodica; ademas se pide que la
cinética del problema tenga una bifurcacién de Hopf supercritica. Si
la aproximacién anterior es posible, entonces se propone una solucién
en espiral en e] sistema con los términos de difusién y se verifica que
satisface las ecuaciones.

En resumen, los sistemas de reaccién y difusion cuya cinética pose
una bifurcacién de Hopf supercritica y pueden aproximarse por sistemas
A — w, tlenen solucién de tipo onda espiral. _

La desventaja de este enfoque es que estos sisternas no son necesa-
riamente modelos de algtin fendmeno en particular, aqui el interés es
mas bien tedrico, en el sentido de que se buscan las condiciones que
debe satisfacer un sistema de ecuaciones de reaccion y difusién para
que tenga solucién en espiral.

En contraste, el segundo enfoque que se aborda en este trabajo si
parte de un tipo de sistema que es modelo de distintos fenémenos con
una dindmica semejante, este es el propuesto por J. Keener que retoma
las ideas de la dptica geométrica y el método de las caracteristicas em-
pleado en EDP lineales en una dimensién e intenta extenderlo a dos
dimensiones. Para ello, primero aborda el problema en una dimensién
y haciendo una analogia con el método de las caracteristicas, mediante
un cambio de variables considera soluciones constantes a lo largo de
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curvas de nivel y estudia las regiones en donde pueden propagarse dis-
continuidades, al mismo tiempo, encuentra el periodo de la onda y
determina la velocidad del frente, que estd dado por la ecuacién de la
iconal, con lo que se puede analizar la relacién de dispersién.

Luego, en su andlisis en dos dimensiones, realiza el mismo proce-
dimiento y encuentra que la ecuacién de la iconal da la velocidad del
frente de onda y el periodo se calcula exactamente de la misma forma
que para la ecuacién en una dimensién. Entonces supone que una es-
piral es solucién del sistema con el que trabaja, por lo que tendra que
satisfacer la ecuacion de la iconal.

Cuando efectiia los cambiocs de variables obtiene un sistema de ecua-
ciones ordinarias que deben resolverse numéricamente y se logra obtener
la velocidad y la frecuencia de la onda.

Es importante senalar que el método de Keener es valido sélo para
ondas de alta frecuencia.

La diferencia méas notable de ambos enfoques es que con los sistemas
A —w se aproXima un sistema a otro cuya solucidn es conocida y con el
enfoque de Keener se resuelve un tipo de sistema particular y se halla
una solucién aproximada.

Finalmente, se plantean tres ejemplos, en donde se aplican los re-
sultados obtenidos por Keener para justificar que las soluciones son
espirales. En los tres ejemplos, las variables representan concentracio-
nes quimicas, por lo que las curvas de nivel del método de Keener,
representan lineas de concentracién constante.



Apéndice A

Teorema de bifurcacion de
Poincaré- Andronov-Hopf.

Dado & = A(q)Z + F(q,Z) en C* con k > 2 un campo vectorial plano
que depende de un pardmetro geR tal que F(q,0) = 0y F.(q,0) =0
para todo |g] suficientemente pequefio. Supongamos que la parte lineal
A(g) en el origen tiene valores propios a(g) + if(g) con o(0) = 0 y
B(0) # 0. Ademds supongamos que los valores propios cruzan el eje
imaginario con velocidad distinta de cero, es decir,

da(0)
7%

Entonces, en alguna vecindad U del origen en R? y algiin gy > 0 dado,
existe ¢ con |§| < go tal que la ecuacién diferencial Z = A(q)Z + F{q, Z)
tiene una érbita periodica no trivial en U.

A.1 Ejemplo:

Tomemos el siguiente sistema auténomo de ecuaciones diferenciales or-
dinarias:

(g_{-:) - (_5511";2‘(]122) - (—01 511) (2) = A(g)Z con  qeR

Notamos que el dnico punto de equilibrio es (0,0). En este caso,
F(g,Z) = 0; asf que de manera trivial se satisfacen las condiciones
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F(q,0) = 0 y Fy{(q,0) = 0 para todo |g| suficientemente pequefo y
a(0) =0y B(0) = =i # 0. Los valores propios de A(q) son:

|A-pl|=p*—qu+1=0

es decir,
M2 = 1,v7 - 4
2 2
Por esta dltima expresidn sabemos que d—‘fégl = % y también que para
—2 < g < 0 lasolucion es una espiral estable; para 2 > ¢ > 0 la solucién
es una espiral inestable y para ¢ = 0 la solucién es periodica; por lo
que ¢ = 0 es un punto de bifurcacién supercritico.

\

Figura A.1 Como la bifurcacién surge a la derecha
del origen, es supercritica.



Apéndice B

El ciclo de Krebs o el ciclo
del acido citrico

Las reacciones quimicas y los cambios energéticos concomitantes que
se efectian en las células vivientes reciben el nombre de metabolismo y
aunque no es posible separarlo en distintas fases, para comprenderlo me-
jor se habla del metabolismo de carbohidratos, de proteinas, de lipidos
y de acidos nucleicos.

El que en este caso nos interesa es el metabolismo de los carbohi-
dratos que interviene en el mecanismo de respiracién y liberacién de
energia. :

Basicamente hay dos tipos de respiracién:

- la anaerobica o glicolisis o fermentacién o proceso de Embden-
Meyerhof, que es independiente del oxigeno y que es la principal en
varios tipos de bacterias y

- la aerobica efectuada con oxigeno molecular.

La respiracién aerobia puede subdividirse en dos secuencias de re-
acciones conocidas como:

- ¢l ciclo del 4cido citrico o ciclo de Krebs (en honor al bioquimico
britdnico Hans Krebs) y

- el mecanismo del citocromo o mecanismo terminal respiratorio.

En todos los organismos la respiracién anaerobia antecede a la res-
piracién aerobia; de las reacciones quimicas efectuadas en la primera
se obtienen varios productos intermedios de los cuales nos interesa el
dcido pirtvico para iniciar la respiracién aerobia, en particular el ciclo
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/ (CARBOHIDRATOS)

ciclo de respiracid

anzerobia
ciclo oxidativo
/ de la pentosa
productos
intermediog

productos intermedios
comunes en ¢l ciclo de la
. respiracion anacrobia

respiracign
aerobia

Figura B.1.En el esquema, a la izquierda, se muestran las interrelaciones
de la respiracion anaerobia y aerobia y a la derecha el ciclo oxidativo
de la pentosa como mecanismo alterno para oxidar los carbohidratos y
liberar energia en los tejidos.

de Krebs. Ver figura B.2 y figura B.3.

Los cambios bioquimicos fundamentales que se presentan en el ciclo
del acido citrico usando el acido pirtivico como material inicial puede
resumirse como sigue:

1. El 4cido pirdvico es oxidado (liberando biéxido de carbono) para
formar un derivado activo del 4cido acético de dos carbonos (ace-
tilcoenzima A).

2. El derivado de dos carbonos se combina enzimaticamente con un
acido orgdanico particular de cuatro carbonos llamado 4cido oxa-
loacético para formar una molécula mas grande y mas compleja,
el acido citrico. Este 1ltimo se rearregla (via dcido aconitico) a
su isémero, acido isocitrico.

3. El 4cido isocitrico (y sus productos intermedios) sufre después una
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Figura B.2. Mecanismo de respiracion anaerobia.

serie de reacciones enzimadticas en las cuales las coenzimas DPN
(difosfopiridinnucleétido) y TPN (trifosfopiridinnucléotido) reci-
ben hidrégenos o electrones liberados, elimindndose bidxido de
carbono. Los otros dcidos orgdnicos, los cuales aparecen como
intermediarios durante ‘el curso de la oxidacién y descarboxi-
lacion en el ciclo del acido citrico son: dcido cetoglutdrico, dcido
succinico, acido fumarico, acido malico y acido oxoloacético, en
este orden.

4. El 4cido oxoloacético resultante puede ahora ser usado y condensar
otra vez con otro derivado activo del dcido acético repiéndose asi
el ciclo.

Por consiguiente, el ciclo del dcido acético en forma de cadenas
ciclicas de reacciones enzimaticas, efectia la degradacién del acido
pirtivico hasta biéxido de carbono e hidrégeno, éstos son aprove-



68APENDICE B. EL CICLO DE KREBS O EL CICLO DEL ACIDO CiTRICO

> / CICLO DEL
ACIDO ACIDO

PIRUVICO CITRICO

Figura B.3. Mecanismo general anaerobio.y aerobio

chables a través de la accién del ciclo, apareciendo primero en
forma de DPNH, TPNH y 4cido succinico y son transferidos por
medio de pasos enzimaticos al oxigeno molecular en el proceso
respiratorio terminal.’
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