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ENCAJES DE HIPERESPACIOS

Un continue €8 Ul espacio métrico 1O vacio, compacto y conexo. Dado wl continuo X, se 1e
Nlama hiperespacio & Un asSpacio constituido por ciertos subconjuntos de X Los hiperespacios
m4s comunes Som: oX = {AC X Aes cerrado ¥ 0o vacio} c(X)y={A¢€ 9X . A es conexo}
y para cadan € N, F{X)={A€ oX : A tiene a lo masn clementos}. A estos hiperespacios
se les dota de la llamada métrica de Hausdorft que log conviette a su Vez en continuos.

Con la métrica de Hausdortt los hiperespaclos s€ convierten en espacios meétricos y, en conses
cuencia, tambien resultan espacios topologicos. Los hiperespacios tienen también la estruc-
frra natural de la contencion la que los convierte en espacios ordenados. Esta estructura de
orden ha sido poce explotada.

T este trabajo abordamos la siguiente situacion natural: Sean Hy K hiperespacios de los
continuos X ¥ y respectivamente. Podemos entonces preguntarnos bajo que condiciones*
existe una funcion continua € inyectiva, 3, . H — K tal que §ABeHY A C B, entonces
h{A) C h(B). Es decir, bajo (qué condiciones H puede encajarse en K respetando las estruc-

tiras topolégicas ¥ de orden de H. A una tal h le llarnaremos Ul encaje ordenado de H en
K.

Cnando X se puede encajar en ¥ S decir, cuando existe una funcion inyectiva [ X =Y,
entonces e Iy facil encajar ordenadamente & 9X en2¥,a C (X) en CY)vya F.(X) en
F,(Y). Esto se hace tomando la funcién inducida definida por A — F(A). Es decir; a A se
le envia a su imMagen hajo f-

Fl converso de esta afirmacion, 1o necesariamente €3 cierto. Por ejemplo, si S es una
circunferencia y T es un espaclo que tiene la forma de 1a letra 7', entonces C(S) puede

encajarse ordenadamente erl C{T) y sin embargo, 5 RO puede encajarse e T.

Fn este trabajo, estudiamos ejemplos ¥ condiciones bajo las cuales C(X ) puede et encajado
ordenadamente €n C(Y). En paxticulat, caracterizamos & o8 continuos X que pueden ser
encajados ordenadamente en C(y), cuando Y es un continuo hereditariamente indescom-
ponible fijo. Taunbién probamnos due 9X puede seT encajado ordenadamente en 9Y para todo
continuo X v Y-

Finalmente, ¢oR respecto & los hiperespacios finitos, damos condiciones gobre n Y 7, bajo
lag cnales se tlene la siguiente implicacion: si F.(X) puede ser encajado ordenadarnente €n
F,(Y), entonces X puede set encajado en ¥
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EMEBEDDINGS OF HYPERSPACES

A continuum is a compact, connected, nondegenerate and nonempty metric space. Let 2%
(tesp., 2¥) be the hyperspace of nonempty closed subsets of X (resp. V), let C(X) (resp.,
C(Y")) be the hyperspaces of subcontinua of X (resp., Y) and let F,,(X) (resp., F.(Y)) be the
hypetspace of nonempty closed subsets of X (resp., ¥} which contains at most n elements.
All of them are topologized with the Hausdorff metric.

Given two continua X and Y and two hyperspaces H(X) and K{Y") of X and Y, respectively,
we say that H(X) can be orderly embedded in K(Y) provided that there exists a one-to-one
continuous function A from H(X) to K{Y) such that, if A is contained in B, then h(A) is
contained in A(B). In this case, A is called an ordered embedding.

The order given by inclusion on hyperspaces has been explicitly used only by a few authors.

When a continuum X can be embedded in a continuum Y by an embedding /& from X to
Y, there is a natural ordered embedding 2" : 2% — 2 given by 2*(A4) = h(A) (the image
of A under h). The map 2% is called the induced map and has been largely studied. The
restrictions 2 from C(X) to C(Y) and 2" from £,(X) to £,(Y) also are ordered embeddings.

The converse of this claim is not true. In fact, if S is the unit circle in the Fuclidean plane
and 7' is the space of the form of letter T Then C(S) can be orderly embedded in C(77) and
S cannot be embedded in T

By other hand, it is known that C([0, 1]) and C'(S) are 2-cells. Thus C(S) can be embedded
in C{[0,1]). But, C{S) cannot be orderly embedded in C([0, 1]). Therefore there are continua
X and Y such that C(X) can be embedded in C(Y") but C(X) cannot be orderly embedded
in C(Y).

In this paper we study examples and conditions under which C'(X) can be orderly embedded
in C(Y}. In particular we characterize the continua X that can be orderly embedded in C(Y),
when Y is a fixed hereditarily indecomposable continuum. We also prove that 2% can be
orderly embedded in 2¥ for every continua X and Y.

Finally, for hyperspaces of the form F,(X), we give conditions on » and m, under which the
following implication holds. If #,{X) can be ordetrly embedded in F,(Y), then X can be
embedded in Y.
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Introduccion

Un continuo es un espacio métrico no vacfo, compacto y conexo. Dado un continuo X, se
le llama hiperespacio a un espacio que consta de ciertos subconjuntos de X. constituido

por ciertos subconjuntos de X. Los hiperespacios mds comunes son los siguientes:

2% = {A C X : A es cerrado y no vacfo},
C(X)={A e 2% : Aes conexo} y para cada n € N,
F.(X) ={A € 2% : Atiene a lo mds n elementos}.

A estos hiperespacios se les dota de una métrica, que se llama métrica de Hausdorff,
la cual los convierte a su vez en continuos.

En los libros [2] y [4] se hace un estudio muy completo de los diferentes aspectos que
se han estudiado de los hiperespacios. |

Con la meétrica de Hausdorff los hiperespacios se convierten en espacios métricos v,
en consecuencia, también resultan espacios topolégicos. Los hiperespacios tienen tam-
bién la estructura natural de la contencidn, la que los convierte en-espacios ordenados.
Esta estfuctura de orden ha sido poco explotada. Entre los articulos que la aprovechan
podemos mencionar [8], [9], [10] y [11].

En este trabajo abordamos la siguiente situacién natural: Sean H vy K hiperespacios

de los continuos X y Y respectivamente. Podemos entonces preguntarnos bajo qué
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condiciones existe una funcién continua e inyectiva o : H — K tal quesi A, B e H y
A C B, entonces h{A) C A(B). Es decir, bajo qué condiciones H puede encajarse en K
respetando las estructuras topoldgicas y de orden de H. A esta funcidn A le lamaremos
encaje ordenado de H en K.

Cuando X se puede encajar en Y; es decir, cnando existe una funcién inyectiva
f X =Y, entonces es muy fécil encajar ordenadamente a C{X) en C(Y) v a F,(X) en
F,(Y). Esto se hace tomando la funcién inducida definida por A — f(A). Es decit, a A
le hacemos corresponder su imagen bajo f. El reciproco de esta afirmacion no necesari-
amente es clerto. Por ejernplo, si §7 es una circunferencia y T' es un espacio que tiene
Ja forma de la letra T, entonces C(S') puede encajarse ordenadamente en C(T) y sin
embargo, S’ no puede ser encajado en 7' (ver Ejemplo 32).

Por ser un trabajo pionero, pudimos dar respuestas preferentemente en situaciones
que involucran a los continuos mds sencillos, como las graficas finitas o los continuos
hereditariamente indescomponibles, o, como en el caso de los hiperespacios de la forma
F.(X), los resultados que obtuvimos fueron para ntimeros n mas bien especificos. Esto
no quiere decir que s6lo se obtuvieron resultados sencillos. Si el lector quiere darse una
idea de la gran dificultad que ofrece este tema, baste con que trate de resolver alguna del
buen ndmerce de preguntas que dejamos sin resolver, o, tambien basta con que trate de
probar algunos de los resultados que presentamos, antes de leer la prueba que ofrecemos.

Este trabajo se divide en seis capitulos. En el Capitulo 1, incluimos los conceptos
fuilda,mentaleé de la Teorfa de Hiperespacios que se requieren para la lectura de este
trabajo.

En el Capitulo 2, introducimos el concepto de encaje ordenado y nos concentramos
en la siguiente situacion: dadas dos gréaficas X, ¥ nos preguntamos bajo qué condiciones
C{X) puede ser encajado ordenadamente en C(Y"). Iniciamos el estudio de esta cuestion,
presentando varios ejemplos que resultan muy interesantes. Por ejemplo, sea I un inter-
valo, en el ejemplo 36, probamos que a pesar de que C'(S") puede ser encajado en C(},

no es posible encajar ordenadamente C(S*) en C(1).




En el Capitulo 3, caracterizamos a los continuos X, tales que C'(X) pueden ser en-
cajado ordenadamente en C(Y), cuando Y es un continuo hereditariamente indescom-
pomnible fijo.

En el Capftulo 4, demostramos que 2* puede ser encajado ordenadamente en 2¥,
donde X y Y son continuos cualesquiera. También caracterizamos a los continuos Y
tales que 2% puede ser encajado ordenadamente en C{Y), para cualquier contimuo X.

En el Capftulo 5, estudiamos a los encajes ordenados de hiperespacios finitos. Damos
condiciones, sobre n y m, bajo las cuales se tiene la siguiente implicacién. Si F,(X)
puede set encajado ordenadarente en £7,,(Y), entonces X puede ser encajado en Y’

Finalmente en el Capitulo 6, demostramos gque cuando X se puede encajar en Y,
es decir, cuando existe una funcién inyectiva f : X — Y, entonces C(X) se puede
ordenadamente en C(Y) v F,(X)} se puede encajar ordenadamente en F,(Y). También
se demuestra que si ¢ : 2% — 2Y es un encaje ordenado suprayectivo entonces X es

homeomorfo a ¥,
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Capitulo 1
Preliminares

1.1 Introduccién

A continuacién introducimos los conceptos fundamentales en los que se sustenta el pre-
sente trabajo.
Definicion 1. Un continuo es un espacio métrico no degenerado, compacto y conexo.
Recordemos que un espacio es no degenerado si contiene méds de un punto.
Definicion 2. Un subcontinuo de un continuo X es un subconjunto conexo, no vacto
y cerrado de X.

Notemos que un subcontinuo puede ser degenerado.

1.2 Hiperespacios de un continuo X

Los hiperespacios de un continuo X, son espacios cuyos elementoé son. subconjuntos
especiales de X.

Definicién 3. 2¥ = {4 C X : A es cerrado y no vacfo}

Notemos que el espacio 2% es no degenerado. A continuacién vamos a dotar a 2% de
una métrica. Vamos a denotar por dy la métrica correspondiente al continuo X

Definicién 4. Sea X un continuo con métrica dx. Si a € X y ¢ > 0 entonces




definimos la bola en X con centro en o y radio &, como el conjunto
Bla, e} ={z € X : d(z,a) < €}.

Definicién 5. Sean A € 2% y £ > 0. Definimos lo nube de A de radio &, como el
comgunto

N{e,A) = {z € X : existe a € A tal que dx(a,z) < €}

El siguiente resultado es una consecuencia directa de las definiciones de B{au,z) y
Nie, A).

Teorema 6. Si A € 2% y > 0. Entonces

N(z A) = | Bla,e).
acA

Asi que, el conjunto N (e, A) es abierto en X. De hecho, sip € X, entonces Nz, {p}) =
B(p.e).

Definicién 7. Sean A, B € 2% definimos la funcion Hx : 2% x 2% — [0,00) por
Hx(A,B)=inf{e >0: ACN(eg,B) y B C N(g, A)}

Por el Teorema 0.2 de [7] tenemos el siguiente resultado.

Teorema 8. La funcién Hx es una métrica para 2%,

Asf pues, (2%, Hx) 1esulta ser un espacio métrico. Por el Teorema 4.6 de [6], la
topologia 7 sobre 2%, inducida por la métrica de Hausdorff Hyx, es independiente de la
métrica de X. Esto es, si d y e son dos métricas en X que inducen la misma topologia
sobre X, entonces la topologia inducida en 2% por la métrica HS es idéntica a la inducida
por la métrica H%. Por lo que podemos decir, que la topologia inducida en 2% por la -
métrica de Hausdorfl, depende tinicamente de la topologia de X.

Definicién 9. El espacio 2% con la topologia inducida por la métrica de Housdorff

Hx, es un hiperespacio de X.




Por los resultados Teorema 0.8 y Teorema 1.9 de [7], tenemos que 2% es un espacio
compacto y conexo por trayectorias, respectivamente (independientemente de si X es
conexo por trayectorias). Entonces 2% es un continuo vy podemos considerar su hiperes-
pacio

22" — {4 C 2% : Aes cerrado y no vacio},

que resulta ser un continuo bajo la métrica de Hausdorff HZ que se define en términos

de Hy. Esto es, si A, B € 22" eatonces
HY(AB)=inf{e >0: AC N¥e,B)y BC N, A}

A continuacidén vamos a presentar el hiperespacio de los subcontinuos de X, que se
define cormo sigue |

Definicién 10. C(X) = {4 € 2% : A es conexo}.

Es claro que el espacio C'(X) es no degenerado v que la restriccion de la métrica de
Hausdorff Hx a C(X), dota a éste de una estructura de espacio métrico, cuya topologia
depende rinicamente de la topologia de X.

Definicién 11. EI espacio C{X) con la topologia relativa de 2% es un hiperespacio
de X.

Por los resultados Teorema 0.8 y Teorema 1.12 de [7], tenemos que C{X) es compacto
y conexo por trayectorias, respectivamente (independientemente de si X es conexo por
trayectorias). Por lo que C(X) resulta ser un continuo y entonces podemos considerar

sus hiperespacios

200 = {A ¢ C(X) : A es cerrado y no vacio}

C{C(X)) = {A € 2°%) . A es conexo}

ambos dotados con la métrica de Hausdorff, H%.




Finalmente presentamos el hiperespacio formado por los subconjuntos finitos de X.

Definicién 12. Sea n € N, entonces definimos

Fo(X) ={A € 2% : A tiene a lo mds n elementos}.

Notemos que F,(X) es un subconjunto no degenerado de 2%, para cada n € N.
Ademas la restriccién de la métrica de Hausdorfl, Hx a F,(X), dota a éste de una

estructura de espacio métrico.

Por otra parte, puesto que el hiperespacio 2% de un continuo X es un espacio métrico,
podemos hablar de la convergencia de sucesiones. Esto es, si {A,}, €3 una sucesién en
2% decimos que {A,}, converge a un elemento A € 2%, escribimos A, — A, si dado

g > 0, existe N € N tal que Hx(A,, A) < &, para cadan > N.

1.3 Funciones especiales

En la teorfa de continuos existen funciones que involucran a los hiperespacios de un
continuo X. Como ejemplos de estas funciones tenemos a las funciones de Whitney, a las
funciones inducidas entre hiperespactos y los arcos ordenados.

Definicién 13. Sea A un subconjunto de 2% Una funcicn de Whitney en A es una
funcion continua p: A — [0,1] que satisfoce:

i) p(A) =0 sy solo si Ae AN Fi{X)},

i) p(A) < u(B) siempre que A, B Ay A5 B,

) p(X) = 1.

En los Teoremas 0.50.1, 0.50.2 v 0.50.3 de [7], se construyen tres funciones de Whitney,
las cuales existen en todos los hiperespacios. El papel fundamental que juega una funcién
de Whitney es el de medir a los elementos de A.

Definicién 14. Sesn X y A como en la definicidn anterior. Un nivel de Whitney

pare A es cualquier subconjunto de A de la forma w™(t), donde w es alguna funcion de




Whitney para A y t € [0, w(X)].

A continuacién vamos a estudiar a las funciones inducidas. Sean X y ¥ continuos,
entonces tenemos el siguiente resultado que es facil de demostrar.

Teorema 15. Sea f: X — Y una funcion continua. Si para cada A € 2% definimos
27 (A) = f(A), entonces 27(A) € 2¥ y la funcicn 27 : 2% — 2Y qsf definida, es continua.

Demostracion. Como 2/ (A} = f(A) C Y, 27(A) es un subconjunto no vacio de Y.
Por otra parte, f(A) es la imagen continua de un subconjunto compacto de X, asi que
27(A) = f(A) resulta ser un subconjunto compacto de Y. Por lo que 2/(4) € 2V La
continmiidad de 27 se signe del Lema 13.3 de [5]. B

A la funcién 2/ del teorema anterior, se le conoce como la funcion inducida por f.

Por otra parte, los arcos ordenados gozan de gran importancia en la teorfa de los
hiperespacios. Por ejemplo, la existencia de arcos ordenados resulta crucial para demostrar
que los hiperespacios 2% y C(X) de un continuc X, son conexos por trayectorias, inde-
pendientemente de si X es conexo por trayectorias.

Definicién 16. Supongamos que A, B € C(X) y que A ; B. Un arco ordenado de
A a B en C(X) es una funcidn continua o : [0,1] — C(X) tal gue a(0) = A, (1) = B

y a(s) G alt) siempre que s <t

La existencia de los arcos ordenados queda garantizada por el Teorema 14.6 de [5].

1.4 Continuos especiales

Definicién 17. Un continuo X es descomponible si se puede escribir como la unién de
dos subcontinuos propios.

Definicién 18. ['n continuo X es hereditariamente descomponible si todos sus sub-
continuos no degenerados son descomponibles.

Definicién 19. Un continuo X es indescompomible st no es descomponible.

En el Ejemplo 1.10 de [6], se construye un continuo indescomponible.




Definicién 20. Un continuo X es hereditariamente indescomponible si todos sus
subcontinuos no degenerados son indescomponibles.

Definicién 21. Sean X un continuo y p € X. Entonces el conjunto
K(p) = {z € X : existe un subcontinuo propio Ade X tal que {p,2} C A}

es la composante de p en X.

El siguiente resultado referente a composantes de un continuo indescomponible, se

demuestra en el Teorema 3-47 de [2].

Teorema 22. S5i X es un continuo indescomponible, entonces sus composantes son

ajenas dos a dos.

A continuacién vamoes a introducir los conceptos de n-celda y cubo de Hilbert. De-
notemos por I al intervalo [0, 1].

Definicién 23. Para n € N, una n-celda es un espacio que es homeomorfo o I =
ﬁ 0,1);. Una 1-celda es llamada un arco.
= Un punto extremo de un arco, J, es cualquiera de los dos puntos de J que son imagen
de los puntos extremos del intervalo [0, 1], bajo cualquier homeomorfismo de [0, 1] sobre

J

Para cada n € N, denotamos por Fr(I™) la frontera de I™; en otras palabras,
Fr(I") ={(z,)j_, € I" : 2, =0 6 1 para alguna i}.

Un. espacio homeomorfo a Fr(I™) es llamado una (n — 1)-esfera. Una l-esfera es llamada

una curve cerrada simple.
o

Definicién 24. Un cubo de Hilbert es un espacio gue es homeomorfo a I% = [][0,1],.

=1

Notemos que la métrica estdndar, do,, para I se define como sigue:

d ((:L’ﬂ)z—lﬂ y'l i= 1 22




pata (z:)isy, (yi)izg € 1%

Definicién 25. Una grifica finita G, es un continuo que puede ser escrito como
una union finita de arcos, de tal manera que dos arcos cualesquiera son ajenos, o bien se
intersectan en uno o en ambos de sus puntos extremos.

Dada una gréfica finita GG, suponemos que ya estan elegidos los arcos mencionados en
la Definicién 25. A ellos les Hamamos sepmentos de G, los puntos extremos de los arcos
son los vértices de (.

Definicién 26. El orden o(v), de un vértice v de una grifica G se define por
o(v) = el niimero de segmentos de la grifica que contienen a v.

Definicién 27. Un punto extremo de G es un vértice de orden 1 y un punto de
ramificacion de G es un vértice de orden mayor o igual que 3.
Definicidn 28. Un drbol, T, es una grifice finite que no contiene curvas cerradas

simples.
Para poder trabajar mejor, las gréficas finitas G que vamos a considerar en este

trabajo satistacen las siguientes condiciones:

e como todas las graficas son espacios compactos de dimensién 1, por el Teorema V3
de [3], ellos pueden ser encajados en R?. Asf que podernos considerar a & contenida,

en el cubo I3

e la métrica que le daremos a G no es la inducida por la métrica usual de I° sino que
pensaremos que cada segmento de & es isométrico a [0,1] vy que la distancia entre

dos puntos de G es la longitud del arco menor que Jos une.

También trabajaremos con algunas gréficas particulares como la citcunferencia uni-
taria en R*, los n-odos, etc., a éstas sf los consideraremos con la métrica inducida por el

espacio B™ en el que estdn sumergidas.
q




Capitulo 2

Encajes ordenados para C(X)

2.1 Introduccién

En este capitulo vamos a introducir el concepto de encaje ordenado para hiperespacios.
Los resultados que se presentan en este capitulo estén relacionados con el siguiente pro-
blema: jPara qué continuos X, Y, C(X) puede encajarse ordenadamente en C(Y)?
Dadas dos grdficas, X, Y, nos preguntamos /Bajo qué condiciones C(X) puede enca-
jé,rse ordenadamente en C(Y)? Es posible que se pueda probar que si dim C(X) = n, en-
tonces C(X) puede encajarse en R™. Si esto fuera verdad, tendrfamos que si dim C'(X} =
n = dim C(Y'), entonces C’(X ) podria encajarse en C(Y'). Pero esto no es posible para
encajes ordenados, pues dimC([0,1]) = 2 = dim C(S?) pero C(S!) no puede encajarse
ordenadamente en C([0, 1]) p&omo veremds en ¢l Ejemplo 36, Sélo tenemos algunos cuan-
tos teoremas generales para encajes ordenados {ver Teoremas 43, 44, 48 y 50). In este
capftulo ofrecernos muchos ejemplos ilﬁstrativos! de su leét\H‘a se puede ver que estamos

ante algunos problemas de dificil solucion.

2.2 Definicién de encaje ordenado para C(X)

Sean X, Y continuocs. Sean C(X) y C(Y) los respectivos hipérespacios de X yY.




Definicién 29. Una funcion g : C(X)} — C(Y) es un encaje ordenado st g es una
funcidn continua e inyectiva tal que A C B implica que g(A) C g(B). En este caso,

diremos que C(X) puede encajarse ordenadamente en C(Y).

2.3 Ejemplos de encajes ordenados para C(X)

En esta seccién vamos a demostrar que & pesar de que C(S*) puede encajarse en C(I),
no es posible que C{S?) pueda encajarse ordenadamente en C(I). A continuacién vamos

a presentar encajes ordenados entre parejas de hiperespacios bien especificos.

Definicién 30. Un n-odo simple es un conjunto T, que es la unidn de n segmentos
Iy, Iy, ., I tales que comparten un punto comin v (lamado el wértice de T,,) el cual es
un punto extremo de cada I; y que satisfoce que ;NI = {v} siempre que i # 3. Al 3-odo
simple se le llama triodo simple.

Denotemos por S* la circunferencia de radio uno centrada en el origen en B?. Usaremos
el siguiente modelo especifico para T, : Sea {e1, e, ..., } la base canénica de R". Dados
dos puntos p,q € R", denotemos por pg al segmento que los une y pg = p en el caso
en que p = ¢. Definimos entonces T, = 0 ©(10¢;), donde © denota al origen de R"™.
Usaremos el simbolo d, para denotar la dj:sj:lancia de R”,

Ejemplo 31. Sea X unae compactacion métrica del rayo (0,1] tal que el residuo de
X es un arco J. Entonces C{X) puede encajarse ordenadamente en C(T3).

Asumamos que (0, 1] C X, entonces X = JU(0, 1]. Puesto que J es un arco, podemos

suponer que tiene un orden. Como J es un retracto absoluto, existe una retraccién

r: X — J Sea p: C(X) — [0,1] una funcion de Whitney. Sea p: X — [0, 1] dada por

0, si z€J
p(z) =
z i ze(0,1]

Entonces p es una funcién continua. Sea ¢ : J — [0, 1] un homeomorfismo. Ahora, para

A e C(X), tomamos 74 = maxp(A4) v ya = max p(r(A}). Notemos que en C(X) tenemos
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tres tipos de subcontinuos, a saber, si A € C(X} entonces, A C (0,1] o blen A ¢ J o
bien A es de la forma p~3{[0,a]) para alguna a € (0,1], (¢ = z4) Ahora, si A C (0,1],
entonces A estd completamente determinada por p{A) y z4.01AC T entonces A queda
determinada por p{A) y y4. Por tltimo, si A es de la forma A = p~([0,z,4]), entonces
A queda determinada u(A) y z4.

Entonces por lo discutido arriba definimos f: C(X) — C(13) por

f{A) = Olzae1] UByaez] U Ou{A)es].

La continuidad de f se sigue de la continuidad de las funciones z 4, ya ¥ p{A).

Probemos ahora que f es inyectiva. Sean A, B € C(X) tales que f(A) = f(B)
entonces z4 = zp, ya = yp v #(A) = u(B) entonces, por la discusién de arriba, A = B.

Finalmente, si A C B, entonces z4 < zp, ya < yp v u(A) < u(B). Por lo que,
F{A) C f(B).

Por tanto hemos demostrado que C(X) puede encajarse en C(T3).

Ejemplo 32. C(8') puede ser encajado ordenadamente en C(T3).

Sea {: C(S") — [0,2n] la funcién que a cada subcontinuo de S? le asigna su longitud.
Sea m : C(§*) — §* — R? la funcién dada por m(A) = punto medio de A. Notemos
que si A € C(S1) — 8%, entonces A estd completamente determinado por su punto medio
m(A) y su longitud I(A).

Escribamos m(A) = (z4,y4). Entonces definimos f : C(5*) — $* — C(T3) por

£(4) = O[(1 + 24+ U(A))ea UB[(L + ya + 1(A))es] U O[i(A)es).

La continuidad de f se sigue de la continuidad de las funciones I y m.
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Veamos que f es inyectiva. Para esto supongamos que f(A) = f(B). Entonces,

14+ z4+1(A)=1+25+(B)
L+ya+UA)=1+yp+1(B)
I(A) = I(B)

Asf pues, I(A) = [(B) y m(A) = m(B) Por tanto, A = B. Lo que demuestra que f es
inyectiva.

Finalmente, vamos a demostrar que, si A C B, entonces f(A) C f{B). Notemos que,
si A C B entonces [(A) < {(B). Sea !’ la longitud del arco més pequeiio en §* que une
a m(A) con m(B). Sea C la mitad del arco B que contiene a m(A). En el caso en que
m(A) = m(B), tomamos como C a cualquiera de las dos mitades de B. Entonces, C
contiene al arco que une a m{A) con m{B) y a una de las dos mitades del arco A.

De aquf que I’ + @ < I(TB).. Entonces
2za — zg| < 2da(m(A), m(B)) <2U <I(B) —I(A)
De modo que
1+za+1(A) <14z +1(B).

Similarmente,

L4 ya+1A) < 1+yg+I(B)

Ademds, puesto que [{A) < I(B), concluimos que f{A) C f(B). Por tanto, hemos
demostrado que f : C(§') — §1 — C(T3) es un encaje ordenado.

Ahora bien, definimos g : C(S") — C(T3) por

O[(2 + 2m)e;) U O[(2 + 27)es] U Of2mey], si A=5%
g9(4) = O((2+2m) "2 + (1 - ) (1 + 24 + U(A)))ea]U
Bl((242m)4% (1 — Ay (1 4y + 1{A)))es] UB[I(A)es], si A# S
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Puesto que g es el resultado de ajustar linealmente f, entonces f resulta ser continua
e inyectiva. En efecto, puesto que el ajuste es lineal, g es claramente continua en C'(S7) —
{81}, Ahora, si {4,}52, es una sucesion en C(S1) — {51} tal que Jim A, = 51, entonces
Jim. I(A,) = 2. De manera que lim g(A,) = g(sh). |

Por otra parte, sean A, B € C(8') tales que g(A) = ¢(B). Supongamos que A =
St Entonces, como [(A) = [{B), tenemos que B = §*. Asf que A = B. Supongamos
ahora que A # S'. Entonces, puesto que {(A4) = l(B), tenemos que B # S' y que
1+za+1{A)=1+zg+UB), 1 +ya+1{A) =1+yp+I{B) Porlo que f(4) = f{B).
Entonces, como f es inyectiva, tenemos que A = B. Por tanto g es inyectiva.

De este modo, sélo resta demostrar que A C B implica que g(A) C g(B). Puesto que

I(B)

(1= HA+2p +UB)) — L+ aa+1{A) 20,

tenemaos que

(1+ 25+ B)) — %(1 +xp+1(B)) > (1+z4+1(A)) — Eé—il(l + 24+ 1(A))

De modo que

@4+2m) A L1 AN g, 1 U(A)) = (T4 za+1(A) + 2+ 21) — (L2 +1(A4)))52
<(I+aa+ 1A+ [2+27) — (1 +za+1(A)EE |
— (1t oa+1(A) — (L +za+ 1AL + 242m) L8
< (1+z5+1UB)) — (1 +azp + UB)YE 4 (24 2r)iE)
= (1+zp+UB)+[(2+42r) — (1425 + I(B))EE
(

= 2+2m)%8 4 (1 -1 + 25 +1(B))

Similarmente,

erom™ 0 Mgy iy < v 0 - By, cum)),




Puesto que (A} < I(B), entonces g(A) C g(B). Por tanto, hemos demostrado que C(S?)

puede ser encajado ordenadamente en C'(73). B

Los siguientes tres ejemplos de encajes ordenados que presentamos, se obtienen de

extensiones apropiadas del encaje ordenado que vimos en el ejemplo anterior.

Sea P el espacio que consta de S' y el segmento, J = [1,2] x {0}. Denotemos por

g = (1,0) 2 la interseccién de J y S1. A este espacio le llamaremos paleta.

Ejemplo 33. C(P) puede ser encajado ordenadamente en C(Ty).
Sea T3 el triodo simple que se obtiene de T al eliminar el segmento ©10ey — {O}.
Como ya demostramos, C(S!) puede ser encajado ordenamente en C'(73), mediante la

aplicacion g : C(S') — C(T3) dada por

O((2 + 2m)e)) U O((2 + 2m)es) U B((2x)es), si A= S
([(2 +2m) 52+ (1 — LAy (1 + ws - 1(A))]en)
]

g(4) = § o[ U
O([(2+2m) 52 + (1 — BAN (1 4 yq + 1(A))]es) UO(I(A)es), si A S

Donde, si A € C(8*) — 8, entonces m(A) = (x.4,y4) denota su punto medio y I(A4) su
longitud.

Consideremos ahora los siguientes conjuntos

A ={AeC(P): AcC(S") obien g & A}
B =0

Sea L : R? — R la funcién que a cada arco rectificable de R? le asigna su longitud

(L(®) =0y L({p}) = 0 para todo p € R?). Definimos entonces f : C(P) — C(Ty) por

A) = g(AN ST UB[L(AN J)eq], si A€ A,
B[(2 — d(g, A))e)] U Oey UBIL(A)ey], si AcB

En general, la interseccién no es una funcién continua de C{X)} x C(X) en C(X). Pero es

f4cil ver que, para este ejemplo, las funciones de A en C(Ty), dadas por A — g(ANS")
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v A~ L(AN J} son continuas. De aqui que f es continua en A. Similarmente f es
continua en B.

Por otra parte, ANB={Ac C(J): q € A}. Luego, 51 A € AN B entonces L{AN
SN =0, Tans =1, yanst =0y d(g, A) = 0. Asf que,

GANSYHY)UBILIAN J)es] = O[2e1] U Oea U O[L(A)ey]
=0[(2 — d(g, A))e1| U Besy UB[L(A)ey]

esto muestra que las dos definiciones de f coinciden en ANB. Por tanto, f es una
funcién bien definida y continua en C'{P).

Ahora vamos a demostrar que f es inyectiva. Para ello tomemos A, B € C(P) y
supongamos que f(A) = f(B). Consideremos entonces los siguientes casos

Caso 1. A, B¢ A

Entonces
g(ANSYHYUBILIAN JYey) = g(BN SYHY UB[L(B N J)ey].

Asi pues, g(AN &Y = g(BNSYH y L(An J) = L(BNJ). Supongamos primero que
A€ C(Sh), entonces L(ANJ) = L(BN J) = 0. Asf pues, B € C(S"). Como g es
inyectiva, A = B.

Supongamos ahora que ¢ € A. Entonces, como g es inyectiva, 4 N ST = BN St Asi
pues, ¢ € B Por lo que L(AN J) = L(BNJ). Lo cual implica que ANJ = Bn.J. Por
tanto, A = B. Lo que concluye la discusién sobre el Caso 1.

Caso 2. A, B e B.

Entonces 2 — d(g, A) = 2 ~ d(q, B) v L(A) = L(B). Por lo que d(q, A) = d(¢,B) y
L{A) = L(B), entonces A =B,

Caso 3. Ac Ay bekB
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Entonces
g{ANSYUBIL(AN Jes] = O[(2 — d(q, B))e1] U Bes U O[L(B)ey).

Como en el lado izquierdo de la igualdad debe aparecer ©[I(A N S*)es] y en el lado
derecho no aparece, tenemos que /(AN .S) = 0. Esto implica que A C J. Es decir, A € B
y entonces tenemos de nuevo el Caso 2.

Ahora vamos a demostrar que A C B implica f(A4) C f(B). Primero supongamos
que A € A. Entonces B € A Luego, ANS'Cc BNS v AnJ < BnJ. Por lo que
g(AnShH cg(BnSY) y L(AN J) < L(B N J). Por tanto,

g(AnSHUB[L(AN e C g(BN ST UBIL(BN J)ed.

Asi pues, f(A) C f(B).
Supongamos ahora que A € B. S5i B € A, entonces ¢ € B. Luego, como

9{g}) = ©2es] U Oey

tenemos que

B[(2 — d(g, A))er] U Oe, C g({g}) C (BN S).

Por otra parte, puesto que A C BN J, entonces ©[L(A)ey] € O[L(B N J)e4). Por lo

que
O(2 — dlg, A))er] U Oea U OL(A)es] C g(B N SYYUBIL(B N Jey.

Asi pues, f(A) < f(B).
Si B € B, entonces 2 — d(q, A) < 2 —d(q, B) y L(A) < L(B). Por lo que

O[(2 — d(g, A))e1] U Oes UB[L(A)es] < O[(2 — d(g, B))e1] U Oy U O[L(B)ey].

Ast pues, f(A) C f(B).
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Por tanto, C'(P) puede ser encajado ordenadamente en C(7}). M

Problema. ;Se puede encajar ordenadamente C(P) en C(13)?
Respecto a este problema, se puede ver en Ejemplo 3.3 de [3], que C(P) puede enca-

jarse en R® y entonces en C(T3).

Para nuestro siguiente gjemplo, consideremos 51 v 53 1as circunferencias de radio uno
centradas en (1,0} y (1,0), respectivamente. Tomemos X = S; U Sz y denotemos por
p a la interseccion S M S,

Ejemplo 34. C(X) puede ser encajado ordenadamente en C(T3).

Consideremos los triodos simples T3 v T} que constan de los segmentos ©[10e],
B[10¢;], O[10e3] ¥ ©[10e4), O[10es], O[10¢4], respectivamente.

Parai=1,2 sea f; : S; — S dada por fi(z,y) = ((=1)F(z + 1),y). Claramente f;
es un homeomorfismo. Sean f7 : C(S;) — C(S*) los homeomorfismos inducidos, es decir,
[ (A) = fi(4) (laimagen bajo f; de A), vea el Teorema 15. Definimos g : C(S;) — C(T3)
por gi(A) = g(f{{A)) y g2 : O(S:) — C(T3) dada por ga(A) = ¢"(g9(f3(4))), donde
' O(T3) = C (TS’) es el homeomorfismo inducido por la funcién ¢ : T3 — T dada por
p(zey + yes + zeg) = zey + yes + zeg.

Observemos que en X existen tres tipos de subcontinuos, a saber: los que estdn
completamente contenidos en Sy, los que estdan completamente contenidos en Sz v los

que tienen a p. Consideremos entonces los siguientes conjuntos

C]_ == C(S]),
CQ = G(Sg) M
Ci={AeC(X):pe A}

Puesto que p = 0 ¥ g1({p}) = ©[2e;] LU Bey, ga({p}) = O[2e4] U Oes. Definimos entonces
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g: C{X) — C(Tg) por

91{A) L ga{{p}), si Aely,
9(A) =1 a1({r}) Ug(4), si A€y,
g (ANS)UG(ANS.), si AcCs.

La continuidad de g se sigue de la continuidad de las funciones g; ¥ gs, ¥ de las siguientes
observaciones: C; NCy = {p}, CiNC; ={A€C(S51) :pe A}y CiNC3={A € C(5) :
p € A}. Luego, si A € C; NCs, entonces g1(ANS;) Uga(ANS:) = g1(A) Uge({p}) v, sl
A€ CanCy, entonces g:{A N S1) U g2{ANS) = g1{{p}) U g2(A).

Por otra parte, como g¢; v g2 son inyectivas, g también lo es. En efecto, sean A, B €
C(X) tales que g(A) = g(B) Si A € €, entonces B € C, 0 bien B € C3. Si B € (y, como
g1 es inyectiva, A = B. Si B € Cs, entonces g:(A) = ¢1(B N S1) v g2({p}) = g2(B M Sa),
como g; ¥ gz son inyectivas, A = B. De manera similar llegamos a esta conclusién cuando
ABe(ly, AeCyy B&(Cyycuando A, B € Cs.

Ahora vamos a demostrar que A C B implica que g(4) C g(B}. En efecto, si A € (3
entonces B € Cy o bien B € (3. Si B € £y, como ¢; es un encaje ordenado, tenemos
que g(A) C g{B). Si B € C3, entonces A C BN S; y {p} C BN S, Puesto que g1 y
g2 son encajes ordenados, entonces g1(A) C g1(BNS1) v g2({p}) C g2(B N Sy). Asi que
g{A) C g(B). De manera similar Hegamos a esta conclusion cuando A, B € Cy, A€ Cyy
B € (3 vy cuando A, B € (5.

Por tanto hemos demostrado que C{X) puede encajarse ordenadamente en C'(75). M

Problema. Sea X como en el gjemplo anterior, {Puede ser C(X) encajado ordena-

mente en C(75)7, ;v en Ty7

Definamos A : R — S* dada por A(t) = (cos(t), sen(t)). Sea o : [0,00) — ([0, ¢)) C
R? definida por o(f) = (1 -+ 1—_1;;))\(15) Tomemos S = ([0, 0)). Entonces S es la espiral
en R? y o : [0,00) — 5 es un homeomorfismo.

Sea X el continuo dado por X = S U S.
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Ejemplo 35. C(X) puede ser encajado ordenadamente en C(Ty).

Sea i : C{X} — [0,1] una funcién de Whitney para X . Sea 1 : X — S la proyeccién
de X sobre §* dada por ¢(z) = 5. Dada A € C(X),si ANS # 0, sears = o(mino™! (AN
SY) yst A e C{SY) — {8}, sea 74 € R tal que A es de la forma

A= {(cos(t),sen(t)) :ra <8 < b}

para alguna b € R. Para A = S? no se define r4. Por tltimo, para A € C(X)\{5!}
vamos a denotar por d(r4,.5') a la distancia entre S y 74. Sea ¢(r4) = (uq,v4).
Para definir el encaje de C{X) en C(7}) vamos a utilizar las siguientes fimciones.

Sean g1, g2 : C(S') — R dadas por

iy — 4 1@+ 200 (= KN g AL, s D) # 8
1 2+ 2m, s p(4) = 5

go(A) = [(2 4 2m) 8l 4 (1 — BEANY by 4+ 3 (A))), s B{A) £ S,
2 2+ 2m, si p(A) =8

donde para cada B € C(S'), I{B) es la longitud de B.

Notemos que las funciones A — 1 4+ wuy + [($0(A)) v A — 1+ va + {1p{A)) son
continuas e inyectivas de C{SM\{5"} en R. Ademds, sean A, B € C(S)\{5*} tales que
A C B. Denotemos por I’ la longitud del arco més pequefio en S' que une a ¥(ra) v
P(rg) sip(ra) # ¢¥(rp) 6 I =0, en otro caso. Entonces I + I{y(A)) < I(1(B)). Asi que
|ug —up| < U < UW(B)) —(1¥(A)). Por lo que 1 4+ us + 1{¥(A)) < 14 up + 1(¢h(B)).
Similarmente 1 4+ va + H{#(A)) < 1+ vp + I(¢»(B)). Finalmente, usando un argumento

similar al usado para probar que g es un encaje ordenado en el Ejemplo 32, concluimos

que g1(A) < 91{B) ¥ 92(4) < g2(B).
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Entonces definimos f: C(X) — C(Ty) por

@(91(81)81) U @(92(81)62) iJ 9((2 + 27?')83), si A= Sl,
FA) = Ol +p(A)d(ra, 5)gr(A)er] UO[(1 + u(A)d(ra, 51))g2(A)e:]U
O((r(A))es) UO(d(ra, SYes), si A+ SL

La continuidad de f en C'(X)\{5"} se sigue de la continuidad de las funciones de Whitney,
longitud, distancia, g1 y ¢o. Ahora si {A,}22, es una sucesién en C(X)\{S} tal que

lim A, = = S, entonces hm I(4,) = 2r y JTim. d(ra,,S') = 0. De manera que lim

f(An) = f(87).
Para ver que f es inyectiva, supongamos que f(A) = f(B). Si A = §' entonces
= S'. En efecto, supongamos que B # S, como f(4) = f(B), d{rg,5") =0y
Hy(B)} = 2n. Lo cual es una contradiccion. Asi que B = S*. Supongamos ahora que

A# 8y B+# 51, entonces

(14 p(A)d(ra, SY)]g(4) =[1+ p(B)d(rs, §1)j:1(B)
[1+ p(A)d(ra, 54)]g2(A) = [1+ u(B)d(re, 51)]g2(B)
Heh(A)) =1((B))
d(ra4,S%) = d(rp,St)

Supongamos primero que A € C(8?), entonces d(rg, S1) = d(ra, S*) = 0. Por lo que
B € C(S%), asf que ¥(A) = A, $(B) = B. Entonces, g:(4) = g:1(B), 92(A) = g2(B) ¥
I{A) = I(B). Por tanto, g(A) = g(B} y, como g es Inyectiva, concluimos que A = B,

Supongamos ahora que 4 € C(X) es tal que d(rs, ) > 0y ¥(A4) & S*. Entonces,
dado que d(r4, S') = d(rp, S*) tenemos que r4 = rp. Entonces, puesto que %(4) & 57,
U (A)) =1((B)) y r4 = rp concluimos que A = B.

Finalmente, supongamos que A € C(X) tal que d{rs,S') > 0y ¥(A) = S Dado
que d(ry, S') = d(rg, S*) tenemos que r4 = rp. Ademas, [(¢¥(A)) = l{(¢p(B)) = 2x, pues
P(A) = S Asi que, [+ p(A)d(ra, SH(2 + 27} = [1 + p(B)d(rs, $1)](2 + 2x). Esto
implica que u(A) = p{B). Por tanto, r4 = rg y u(A) = u(B), asi que A = B. Lo que

19




demuestra que f es inyectiva.

Ahora veamos que, si A C B, entonces f(A) C f(B). En efecto, sabemos que si
A C B entonces u(A) < u(B), d(ra,S*) < dirg,SY), g1(A) < ¢1(B) v ¢2(4) < g2(B), 1o
que demuestra que f(A4) C f(B). Por tanto, concluimos que C(X) puede ser encajado

ordenadamente en C(7}). &

Problema. Sea X el continuo del Ejemplo 35. ;jEs posible encajar ordenadamente
a C{X) en C(T3)? Ya que C{X) es homeomorfo a su cono (ver el Teorema 7.4 de [5]),

entonces C'(X)} se puede encajar en R? y, por consiguiente, en C(T3).

Ejemplo 36. C(5%) no puede ser encajado ordenadamente en C(I).

Sabemos que C([0, 1]) y C{S*) son 2-celdas, donde [0, 1] es un elemento de la frontera
de la 2-celda C([0,1]), mientras que S no es un elemento de la frontera de C'(S?) (ver
Ejemplos 5.1 y 5.2 de [5]). Asi C(S') puede ser encajado en C'(J) Supongamos que
existe una funcién g : C(5*) — C(I) continua e inyectiva tal que, si A C B entonces
g(A) C g(B). Entonces, g(5') es un subarco de [0,1] tal que g(A) C ¢(S?) para todo
A e C{S). De este modo, g también es un encaje ordenado de C(S*) en C(g(S)).
Asi, podemos asumir que ¢(S') = [0,1]. Por tanto, g es un encaje de la 2-celda C'(5%)
en la 2-celda C([0, 1]}, que aplica un punto que no pertenece a la frontera de C(S') en
un punto que pertenece a la frontera de C'(I). Por tanto, esta contradiccién prueba que

C(5') no puede ser encajado ordenadamente en C'(7). W

Los siguientes ejemplos nos dicen que, si G es una grafica finita, entonces siempre es
posible encontrar una n € N, suficientemente grande, de tal manera que C(G) puede ser
encajado ordenadamente en C{T},), donde 7, es, como hemos estado usando, un n-odo
simple.

Ejemplo 37. Sea T un drbol. Entonces existe n € N tal que C(T) puede encajarse
ordenadamente en C(1},).

Supongamos que T es un d1bol con m puntos de ramificacion, vy, va, ..., U,. Probare-

T

mos por induccién en m, lo siguiente. Sea n = > o(v;), entonces existe un encaje orde-
i=1
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nado f : C(T) — C(T,,) tal que si A € C(T), entonces v € f{A), para todo A € C(T).
Para hacer esto, cambiaremos ligeramente la definicién de T, hagamos T, = CJ Oe; v
definamos I; = Qe;. )

Veamos que el resultado es vdlido para m = 1. En este caso tomamos n = o),
por lo que T = T,,. Notemos que en C(7") existen dos tipos de subcontinuos, los que
contienen & v; = O y los que estdn contenidos en alguno de los segmentos, Iy, Lo, ..., I,.
Si A € C(T) tiene a vy, entonces A queda determinada por las longitudes, (AN 1;), para
1<j<n Seal:C{T)— R la funcién longitud. Si A € C{T') estd contenido en algin
I;, entonces A queda determinada por {(A N I;), v por la distancia de A a vy, d(v:, 4).
Entonces definimos f; : C(T) — C(T) por

L:J K [L+UANT) - ma,x({d(vl,Ar‘lIS):se{1,2;....,71,}\{3‘}}U{(]})})e?}

Notemos que si A C [; para alguna 1 < j < n, entonces AN I, = () para cada s €
{1,..,n}\{7}. Asumamos que d(v;,§) = ~1.

Dado que las funciones, de C(X) a R, dadas por A — I{AN ;) son continuas, f es
una funcién continua.

Para probar que f; es inyectiva, tomemos 4, B € C(T) y supongamos que fi(4) =
f1(B). Como ya mencionamos, existen dos posibilidades para A € C(T), v; € Ao bien 4

estd contenido en [, para alguna 1 < j < n. Supongamos primero que v; € A Entonces

0-Ge[(grraann)-].

=1

por lo que

Bl =

%[1 FUBAL) —max({d(, BAL) : s € {1,2,..,n\{7}} U{0})] =

para cada j. Si v, € B, entonces podemos suponer que B N [y =, asi que

%[1 +U{BNIL) ~max({d(v,BnI):s€{2,..,n}}U{0})] =
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11— max({d(v, BN L) s € {2,..,n}}U{O})] <

Este absurdo muestra que v; € B y por tanto,

1= Yo |G imn)o]

Dado que fi(A) = f1(B), entonces
1 1

para cada j, con 1 < j < n. Luego, I(AN ;) = [(BNI;) para cada j. Por tanto, A = B.

Ahora supongamos que A estd contenido en I, — {v1} para alguna 1 < j5 < n.

Entonces,
L+ UBNT,) —max({d, BAT) 5 € (1,2, n}\ (o)} U (0] > 3
Y
-21;[1 FI(B L)~ max({dle, BAL) : 5 € {12, s\ U0} < 5
para j # jo.

Entonces v, ¢ By B esta contenido en [;,. Luego, I{ANT,;,) = {BNL,) y dlv, AN
L) =d(v, BN 1,). Por tanto A = B.

Entonces solo resta demostrar que, A C B implica que fi(A) C fi(B). En efecto,
dado que A C B, l(ANL) X IBNL)y

max({d(v1, AN L) : 1 <7< n}U{0}) > max({d(v;, BNI;): 1 <j<n}uU{0})

Luego, 3(1 + (AN L) — max({d(v;, AN L) : s € {1,2,..,2]\{7}} U {0})] < i1+

i
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(BNI;) —max({d(v;, BNIL):s€{1,2,..,n\{7}} U{0})] Porlo que fi(4) C fi(B).
Asf pues, fi es un encaje ordenado, como desedbamos demostrar. Lo cual demuestra que
el resultado es vdlido para el caso m = 1.

Supongamos ahora que el resultado es valido param—1y que m > 2. A continuacién
vamos a demostrar que el resultado es vélido para m. HEstamos considerando entonces
que T es un arbol con m puntos de ramificacion, vy, va, ..., Up. Podemos suponer que los
vértices vy ¥ vg son adyacentes en el drbol Ty podemos tomar un punto ¢ € vvs—{v1,v2}.
Entonces ¢ divide al drbol T en dos subdrboles T" vy T tales que ¢t = T' N'T”, cada uno
de ellog tiene menos puntos de ramificacion que T, los vértices de T se parten en dos
conjuntos, los que quedan en I” y los que quedan en T” v, para cada uno de ellos, su
orden en el nuevo drbol es el mismo que tenia antes.

Sean ny = ) ord(v;) y ne = > ord(v). Sea ¥ un ny-odo simple v sea Y3 un
weXy v Xy

ng-odo simple, con ¥ = nLj ©[10e;.,,]|. Entonces, por hipdtesis inductiva, existen encajes
ordenados ' : C(1T”) —j:(ll‘(}’l) y f" o C(T") — C(Yz), tales que © € f/(A) para todo
AeC(T)y© e f"(B) para todo B € C(T"). Tomemos n = ny -+ny. Entonces definimos
f:C(T) — C(T5) por

Ay u f({th), si 4 e C(T),
fA) = ¢ F({EHu(A), si A€ C(T"),
FANTYU FIANT"), site A

Notemos que C(T")YNC(T") = {t}. Ademassit € Ay A e C(T"), entonces ANT" =
{t}. Similarmente, sit € Ay A € C(T"), entonces ANT' = {t}. Asi que, por estas
observaciones, v dado que f/, f” y la funcién unidn son continuas, tenemos que f es una
funcién continua.

La inyectividad de f se sigue de la inyectividad de ' v f”, v recordando que f' :
C{T) - CM) y f7: O(T") = C(Ya).

Por tltimo, si A C B, entonces f'(A) C f/(B) v f'(A) C f’(B). Por lo que se sigue
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inmediatamente que f(A) C f{B). Lo que demmestra que el resultado es vélido también
para m. Esto termina la induccién v la prueba de la afirmacién. B

Ejemplo 38. Sean G una grdfica finita. Fntonces existe n € N tal que C(G) puede
encojarse ordenadamente en C(T,).

Sea (7 una gréfica que consta de m segmentos, Ji, Ja, ..., J,. Paracadai € {1,2,...,m},
consideremos los triodos simples T%, que constan de los sepmentos S{es;is), Olesin;),
O (es;)-

Sea J{ = J;—{puntos extremos de J;}. Consideremos entonces el espacio cociente
S, = G/G\J}, es decit, S; es el espacio que se obtiene de comprimir todo el conjunto
cerrado G\J} en un solo punto. Sea 7; : G — 5, la proyeccién natural. Puesto que m;
es una funcién continua para cada 4, entonces la funcién inducida, 77 : C(G) — C(S;)
dada por m;{A) = m(A), resulta ser una aplicacién continua tal que si A C B entonces
mi{A) C 7 (B).

Recordemos que S* denota al circulo unitario de R? que estd centrado en el origen.
Sea v, : S; — S' un homeomorfismo para cada 1 tal que v,(G\JF) = (1,0). Entonces,
v C{5) — C(SY) dada por v {C) = v,{C), es un homeomorfismo tal que si C C D
entonces v {C) C v (D).

Como mostramos en el Ejemplo 32, existe un encaje ordenado ¢; : C(S*} — C(T3)
para cada %, donde 7% es el 3-odo Oeg;_s U Oegy_; U Oey;.

Definimos la funcion h; : C(G) — C(T3) por la composicién h; = g; o v} o 7}, esto es,
hi(A) = g:(v;(mi(A))). La continuidad de las funciones h; se sigue de la continuidad de las
funciones g;, v; y m;. Claramente A, es una funcién tal que A C B implica h;(A4) C h;(B)
para cada ¢.

Definimos entonces h : C(G) — C(T3,,) dada por
hAa) = U hi( A).
=1

Claramente h es una funcién bien definida y tal que A C B implica h(A) C A(B).
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La continuidad de la funcion h se sigue de la continuidad de las funciones A;. Notemos
que % asi definida no es inyectiva. En efecto, sea J; un arco de G con extremos p y q.
Consideremos entonces A = {p} y B = {q}. Claramente, A # B pero n;{4) = n;(B)
para cada j = i. Asf que h(A) = h(B).

Vamos a solucionar este problema como sigue. Recordemos que en este trabajo esta-
mos suponiendo que @ estd encajada en el cubo lé[ I;, donde I; = [0,1] para i =1,2,3
(ver comentatio después de la Definicién 28). =

Consideremos entonces las proyecciones p; : ﬁ I, — I;, para cadad. Sea 75" el triodo
simple que consta de los segmentos ©|esn,41], é:[;3m+2} ¥ Olespmyn)- Entonces definimos
p:C(6) — O™ por p(4) = U Ofp(Aeam-i

Finalmente, definimos f : C{G) — C(T3¢n41y) por

F(A) = h{A) Up(A).

Claramente f es una funcién bien definida y tal que A C B implica que f{A) < f{B).
La continuidad de la funcién f se sigue de la continuidad de las funciones k, p y umidn.

Asi que s6lo resta demostrar que f es inyectiva. Sean A, B € C(G) tales que A #£ B.
Si A, B € Fi((), claramente p(A) # p(B). Por lo que f(A) # f(B).

Supongamos ahora que B es no degenerado y que existe b € B\ A. Puesto que b € G\ A
y B es un continuo no degenerado, existe todo un subarco de B que no intersecta a A.
En particular, podemos elegir b € B\ A, tal que b no es un punto de ramificacién de G.

Sea | € {1,2,.,m} tal que b € J,. Entonces, m(b) # m(a) para toda a € A4,
va que b € B\A v b no es punto extremo de J.. Asi que m(B) # m(A4). Por lo que
7 (B) # #;7(A) Como 7] y g son inyectivas, entonces g(vi(#f(B)) # a(vf (77 (A4))).
Esto es, hi(B) # h(A). Por lo que h(B) # h(A4). Por tanto, f(B) # f(A). Lo que

demuestra que f es inyectiva y concluye la demostracién del teorema. R

Notemos que el hecho de que una grafica finita, (7, contenga curvas cerradas simples,

aumenta considerablemente el orden del vértice del n-odo, T, para el que C(G) puede
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encajarse ordenadamente en C(T,).

Problema. Encontrar un algoritmo para, dado un drbol X, determinar la minima

n € N tal que C{X) pueda ser encajado ordenadamente en C(T,).

2.4 Encajes ordenados y continuos que contienen 7~
odos

La siguiente definicién es una generalizacién del concepto de n-odo simple

Definicién 39. Un n-odo (2 < n < o0) es un continuo X, para el cual existe un
subcontinuo Z, tal que X — Z = CJ E;, E; # 0 para cada 4, y siempre que i # j, B, y E;
estdn mutuamente separados. U:jé—odo es lamado un triodo.

Fl siguiente resultado caracteriza a los continuos que contienen n-odos usando encajes
ordenados.

Teorema 40. Sea Y un continuo. Entonces C (T.) puede encajarse ordenadamente
en C(Y) s1y s6lo 81 Y contiene n-odos.

Demastracién. Supongamos primero que g : C(T;,) — C(Y') es un encaje ordenado.
Puesto que T, es un n-odo simple, por el Teorema 70.1 de [5], C(T,) contiene n-celdas.
Dado que g es un encaje, C(T},) es homeomorfo a g(C{T},)). Asi pues, g{C(7,)) contiene
n~celdas. Luego, puesto que g{C(T},)) es un subcontinuo de C(Y"), C(Y') contiene n-
celdas. Por tanto, de nuevo por el Teorema 70.1 de [5], ¥ contiene n-odos.

Supongamos ahora que Y contiene n-odos. Sea I™ = [[_,[0, 1]; una n-celda Para
definir un encaje ordenado g : C(T,,) — C(Y) vamos a definir primero dos aplicaciones,
Nn:CT)—=I"yg:I"—CY)

De nuevo cambiamos ligeramente la definicién de T.,, 1o escribimos ast: T, = Lnj Oe;,
y hacemos I; = ©e;. Notemos que en C(T),) existen dos tipos de elementos, 11;; que
tienen a © y los que estdn contenidos en alguno de los segmentos, [;, para 1 €7 < n
Sea L : C(T,) — R la funcién longitud. Si A € C(T,) tiene a O, entonces A queda
determinada por las n longitudes, L(AN 1), para 1 <4 < n. Ahora, si A € C(T,,) estd
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contenido en I;, para alguna 1 < ¢ < n, entonces A queda determimada por L(AN L) v
la distancia de A a ©, d(©, A). Entonces definimos ¢, : C(T3,) — I™ por

gi(A) = (% [+ L(AN L) — max({d(v, AN L) : 5 € {1, ...nN\(5}} U {0})])77

1=1

En forma similar al argumento dado en el Ejemplo 37, se muestra que g, es una funcién
continua e inyectiva.,
Ahora vamos a definir una aplicacién g» : I" — C(Y). Sea Z un n-odo contenido en

Y. Entonces, por 12.20 de [5], podemos escribir Z = | Z;, donde Z; s un continuo para

cada ¢, M = () Z; es un continuo, Z; — M # § para cada 4, y Z; N Z; = M siempre que
=1
i # g
Consideremos ahora arcos ordenados, oy : [0,1] — C(Z;) tales que o;(0) = M y

(1) = Z,. Entonces definimos g : I” — C(Y)) por

g2((t:)i) = | J eu(®s)
i=1
g2 €8 una funcién continua ya que las funciones o; v la funcidn unién son continuas.
Probemos ahora que ¢ es inyectiva. Para ello supongamos que ()%, # (r;)%, En-
tonces existe i € {1,2, ..,n} tal que #;, # ri,. Como ay, es inyectiva, entonces ay, (t;,) #
0y (T1,). Supongamos que ,(t:,) & @y (r3,). Entonces tomemos p € oy, (1) \io (t) -
Como ,,(0) = M, podemos suponer que p € Z;, — M. Puesto que Z; N Z;, = M si

i+ j, entonces p & | Z;. Por loque p ¢ |J at;). Asf que p & U alt;). Por lo que
iy ixtip i=1

n I3
U () # | ew{r:). Lo que implica que go(#;)iq) 7 g2({7:)i=,). Esto demuestra que ¢»
i=1 i=1

es inyectiva.

Finalmente definimos g = gs © g1, esto es, g : C(T;,) ~ C(Y) est4 dada por

o(4) = U (311 + 14N 1) —smatffo, ANV 5 € 11, sP\ G U 01

2=1
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g es continua e inyectiva pues g1 ¥ g2 lo son. Entonces sélo resta demostrar que A C B
implica que g(A4) C g¢(B). En efecto, dado que A C B, LIANL) < L(BNn L)y
max{d(v, ANL) :1<¢ < n} >max{d(v, BnL):1<i<n}. Luego, — max{d(v, ANJ;) :
1 <ig<n} < —max{d{v,BNnL):1<1i<n} Y como cada a; es un arco ordenado
concluimos que g(A) C g¢{B). Asi pues, g es un encaje ordenado, como desedbamos

demostrar. Lo que concluye la demostracién del teorema. R
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Capitulo 3

Encajes ordenados y continuos

hereditariamente indescomponibles

3.1 Imtroduccioén

Un continuo es hereditariamente indescomponible si todos sus subcontinuos no degen-
erados son indescomponibles (ver Definicién 20). En este capitulo, vamos a dar una

caracterizacién de los continuos hereditariamente indescomponibles, usando encajes or-

denados. .

3.2 QCaracterizacion de los continuos hereditariamente

indescomponibles

Definicién 41. Un conjunto A < C(X) es llamado una anticadena si A, B € A y

A C B tmplican A= B.

Definicidon 42. Un arco ordenado largo en 2%, es un arco ordenado o, tal que
a(0) e Ai{X)ya(l) =X

Los siguientes resultados caracterizan a los continuos X, tales que C(X) puede ser
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encajado ordenadamente en C(Y'), donde Y es hereditariamente indescomponible.
Teorema 43. Sea Y un continuo hereditariamente indescomponible. Si existe un

encaje ordenado g+ C(X) — C(Y) entonces
(a) X es un continuo hereditariamente indescomponible,

(b} g(Fi{X)) es una anticadena compacta que intersecta o todo arco ordenado largo en

Clg(X))-

Demostracién. (a) Por el Lema 1.61 de [7], basta demostrar que dados A, B € C(X)
con A # B, existe un tnico arco en C(X) con extremos A4 y B. Supongamos por el
contrario que existen A,B € C'(X) con A # B para los cuales existen al menos dos arcos
distintos, «, f C C(X) tales que, a(0) = 3(0) = Ay a(1) = 4(1) = B. Puesto que g es un
encaje, g{A) # g(B) y puesto que «, § son arcos distintos, goa v go 3 también son arcos
distintos en C(Y'). Ademss, goa(0) = go3(0) = g{A) y goa(l} = goF(1) = g(B)} Esto
contradice el Lema 1.61 de [7], pues Y es un continuo hereditariamente indescomponible.
Por tanto, dados A, B € C(X) con A # B, existe un tnico arco en C'(X) con extiemos
Ay B. Entonces de nuevo por el Lema 1.61 de 7], X es un continuo hereditariamente
indescomponible.

(b) Puesto que F1(X) es un compacto y g es continua, entonces g(F1{ X)) es compacto.

Para demostrar que g{F1 (X))} es una anticadena necesitamos mostrar la siguiente

Afirmacién 1. 8ip,q € X y p+# ¢ entonees g({p}) € g({q}).

Supongamos que la afitmacién es falsa. Entonces, existen p,¢ € X tales que p # ¢

y 9({p}) < g({q}). Por otra parte, {p},{q} € C(X) con {p} % {g} entonces, por el
Teorema 14.9 de [5], existe un arco o« C C(X) tal que «(0) = {p} v a(1) = {q}. Ademss,
por el incigo (a), X es hereditariamente indescomponible. Luego, por el Corolario 1.62

de [7], tenemos que
(i) o es un arco ordenado, o bien

(i) @ = a1 U, donde a1 ¥ o son arcos ordenados tales que aq N ay = Uw
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Obviamente o no puede ser un arco ordenado, asi que se debe satisfacer (ii). Es-
cribamos a = aq U as. Puesto que g es un encaje ordenado, g o a; v g © &z SO0 arcos
ordenados en C(Y) tales que, g o a1(0) = g({p}), gc ca(1) = g(Ua), g o 02(0) = g({q})

y 9o oe(l) = g(Ua).
Consideremos la funcién 8 : [0,1] — C(Y), dada por

t

[

g o a(2t), si0

IA

ﬁ::

= oo

(A
VAN

go a2 —2t), si% t

Entonces, § asf definido es una funcién continua e inyectiva tal que 3(0) = ge o (0) =
g({p}) v B(1) = g o ay(0) = g({g}). Puesto que Y es un continuo hereditariamente
indescomponible, por el Lema 1.61 de [7], existe un tnico arco con extremos g{{p}) v
g({q}), que ademds resulta ser ordenado pues g({p}) < g({g}). Pero 8 no es un arco
ordenado pues,

A3)=goam(l)=la

A1) =goaa(0) =g({a})
Ast 8(1) C B(3). Esto contradice el Lema 1.61 de [7]. Puesto que la contradiccion se
obtiene de suponer que existen p,g € X con p # ¢, tales que g({p}) C g({q}), entonces
la Afirmacién 1 queda demostrada.

Demostremos ahora que g(F; (X)) es una anticadena. Sean A, B € g{F1(X)), entonces
existen 7, s € X tales que A = g({r}) y B = g({s}) y supongamos que g({r}) < g{{s}).
Como ya demostramos artiba, si {r} 7# {s} tendriamos que g({r}) € g({s}). Lo que seria
absurdo, entonces {r} = {s}. Asi g({r}) = g({s}), es decir, A = B. Lo que demuestra
que g(F1(X)) es una anticadena.

Probemos que g(F1 (X)) intersecta a todo arco ordenado largo en C(g(X)). Primero
probaremos que para toda y € g(X) existe £ € X tal que y € g({z}). Lo que es
equivalente a demostrar

Afirmacién 2. ) g({z}) = g(X).

zeX
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Dado que g({=}) < g(X), para toda = € X, entonces |J g({z}) C g(X). Como
»EX

{o{z}) e C(Y) :z € X}

es un subcontinuo de C(Y") entonces, por el Lema 1.43 de [7], tenemos que |J g({z})
es un subcontinuo de g(X). Dada u € X, g({u}) C |J g({z}), y como Ymig( heredi-
tariamente indescomponible, todo arco ordenado de g(ﬁﬁ») a g{X) pasa por U g({=}).
Tomemos p, g € X en diferentes composantes, K, v K. Puesto que X es heredimteg.;iamente
indescomponible, K,MK, = @ (ver Teorema 22). Consideremos ahora, o, oy, C C(X), ar-
cos ordenados largos que inician en {p} y {¢}, respectivamente. Entonces a,Mey = {X}.
En efecto, si existiera A g X tal que A € o, Nay, entonces, puesto que A es un subcon-
tinuo propio de que X que contiene a p y g, se tiene que g € K, lo que contradice el que
K, K, =0. Por lo que o, N ex; = { X}, como desedbamos.

Por otra parte, goa, ¥ g © o, son arcos ordenados en C(g(X)) tales que, g o o, (0} =
g{p}), goa,(0) = g({g}) vy goap(1l) = goa,(1) = g(X). Ademds, como ya demostramos
arriba g o o, ¥ g o oy pasan por |J g{({z}). Esto es, existen s,¢ € [0, 1] tales que

ze X

goap(s) = goay(t) =[] g({z}).

zeX

Puesto que g es inyectiva, a,(s) = ay(t); entonces o, (s) = a,(t) = X. Por tanto,

9(X) =J 9=}

xzeX

Lo que dermuestra la, Afirmacién 2.

Ahora, sean y € ¢(X) vy o un arco ordenado de {y} a g{X). Por lo que ya vimos,
existe z € X tal que y € g({z}) C ¢(X). Como Y es hereditariamente indescomponible,
g({z}) € «([0,1]). Esto termina la prueba de (b} v la del teorema. M

Teorema 44. Sea Y un continuo hereditariamente indescomponible. Si A es una

anticadena compacta y conexa que intersecta todo arco ordenado de C(Y'), entonces
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(a) existe un encaje ordenado g : C{A4) — C(Y),
(b) g(C(A)) ={B e C(Y) : existe A€ A tal que A C B}.

Demostracién. (a) Sea B € C(A). Entonces B € C(C(Y)). Por el Lema 1.43 de
(7], |U{B : B & B} es un subcontinuo de Y.
Entonces definimos g : C(A) — C(Y') por

9(B)=| {B:BecB}

Claramente g estd bien definida. Ademds, por el Lema 1.48 de [7], tenemos que g es
continua.

Probemos que g es inyectiva. Supongamos por el contrario que existen B,C = ((.A4)
tales que g{B) = ¢(C) v B # C. Como B # C, podemos suponer que existe Cy € C tal
que Cy ¢ B. Tomemos ¢ € Cp, puesto que

| {B:BeBr=| J{C:Cec}

existe By € B tal que ¢ € By. Entonces, {c¢} C By y {¢} C Ch, por lo que existen arcos
ordenados, 5,y C C(Y') tales que 8(0) = v(0) = {c}, 3(1) = (1) =Y y B(r) = By, para
alguna r € [0,1] y ¥{(t) = Cb, para alguna t € [0, 1].

Ahora, si existiera s € [0, 1] tal que Cy = 3(s), entonces By & Cp 0 bien Cy € By. Dado
que By, Cq € A, entonces cualquiera de las dos contenciones implicaria By = Cp, que es
falso pues Cy & B. Por tanto, Cp # 3(s) para toda s € [0, 1]. Por lo que 3 v <y son arcos
ordenados distintos. Lo que contradice el que ¥ sea hereditariamente indescomponible.
Puesto que esta contradiccién se obtiene de suponer que 5 # C, entonces concluimos que
B=C.

Finalmente pr-oba.remoé que si B,C € C(A) y B C C entonces g(B) C g(C). En efecto,
sea b € | J{B : B € B} entonces existe B € B tal que, b € B. Puestoque BC C, B & (.
Entonces B C J{C : C € C}, por tanto b € | J{C : C € C}. Asi pues, g(B) C ¢(C)
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Por tanto, hemos demostrado que g encaja ordenadamente a C'(A) en C(Y).

(b) Sea. g como en el inciso (a). Primero vamos a demostrar que g{A) =Y. Segiin la

definicién de g, lo que debemos demostrar es
(J{A:4e 4 =Y

Claramente | {A: A€ A} C Y.

Ahora, sea y € Y. Sea a C C(Y) un arco ordenado largo tal que «(0) = {y}. Por
hipétesis, A es una anticadena que intersecta todo arco ordenado largo en C(Y'), por
tanto, a(s) € A para alguna s € [0, 1]. Puesto que y € a(s) € A, podemos concluir que
Y C{A: Ae A} Por tanto, g(A) =Y.

Denotermos W = {B € C{Y) : existe A € A tal que A C B}. A continuacién vamos
a demostrar que g(C(A)) C W. Sea M € ¢g(C(A)) entonces existe M &€ C(A) tal que
g(M) = M. Elegimos un elemento A € M C A. Entonces Ac Ay AC|J{B: B¢
M} = g(M) = M. De manera que A C M. Asi, M € W,

Ahora probaremos que W C g(C(A)). Sea M € W, entonces existe A € A tal que
A C M. Luego, {A} € A. Asf que existe un arco ordenado o en C(A) tal que «(0) = {A}
vy a(l) = A. Entonces g o a es un arco ordenado en C(Y) tal que go (0} = A y
g o a(l)"= g(A) = Y, como lo demostramos arriba. Puesto que Y es un continuo
hereditariamente indescomponible, g o o es el tinico arco en C(Y) con extremos A y
Y. Entonces, g o a(s) = M para alguna s € [0,1]. Puesto que a(s) € C(A), hemos
demostrado que M € g(C(A)). Asi pues, W C g(C(A)). Por tanto, W = g(C(A)). &

Corolario 45. Ses Y un conlinuo hereditariamente indescomponible y sea X un
continuo. Entonces C(X) puede encajarse ordenadamente en C(Y') si y sdlo st existe un
subcontinue Y' de Y tal que X es homeomorfo a un subcontinuo A de C(Y") que es una

anticadena e intersecta a todo arco ordenade largo de C(Y).
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3.3 Existencia de una anticadena en C'(X) que inter-
secta a todo arco ordenado largo y que no es un

nivel de Whitney

En el Teorema 1.2 de [4] se demuestra que si A es un subcontinuo del hiperespacio
C(X) — ({X} U F (X)), entonces A es un nivel de Whitney de C(X) si v s6lo si A4 es
una anticadena que intersecta a todo arco ordenado largo de C(X). Cabria entonces la
pregunta de si podemos cambiar, en el corolario anterior, las condiciones impuestas a A
por la de ser un nivel de Whitney para C(Y’). En el siguiente ejemplo mostraremos que
£s50 1o es posible. En concreto, vemos que, para todo continuo X, existe una anticadena

A de C(X) que intersecta a todo arco ordenado largo v que no es un nivel de Whitney.

Sea X un continuo y # : 2% — [0,1] una funcién de Whitney. Sea p € X, entonces
definimos w : C(X) — [0, 1] por

w(A) = u(AU {p})

Observernos que si A, B € C{X) y A C B, entonces w(A) < w(B). En efecto, puesto
que AU {p} € BU {p} v 1 es una funcién de Whitney, tenemos que (AU {p}) <
u(B U {p}). Por tanto, w(A) < w(B). |

Como p es una funcién continua, w también lo es. Luego, puesto que [0, 1] y C'(X) son
espacios compactos, podemos elegir ¢ € X tal que w({z}) < w{{g}), para toda z € X.

Denotemos s = w({q}) y consideremos
A=w"ts) = {Aec O(X):w(4) = s}

Dada z € X\{p}, w({z}) = p({z,p}) > 0, as{ que 5 > 0. Y como w({p}) = 0, concluimos

que {p} ¢ A
Probemos A es una anticadena. En efecto, sean A, B € A tales que A C B. Entonces,
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por definicién de A, w(A) = w(B) = s. Esto es, p(AU{p}) = p(BU{p}) vy AU {p} C
B U {p}. Por tanto, AU {p} = BU{p}. Luego, sip € A, entonces B C A v asi A = B.
Supongamos ahora que p ¢ A. Como A y {p} son cerrados en C(X) entonces, A y
{p} estdn separados. Luego, puesto que B es conexo, B C A o bien B = {p}. Como
AUA{p} # {p} concluimos que 4 = B.

Ahora veremos que A es una anticadena que intersecta a todo arco ordenado largo
en C(X). Sea o C C(X) un arco ordenado largo tal que «(0) = {z}. Dado que w es

continua y

w(a(0)) = w({z}) <w(g) =5,

entonces, por el Teorema del Valor Intermedio, existe r € [0,1] tal que w(a(r)) = s
Por tanto, a(r}) € A. Como a es un arco ordenado largo arbitrario, entonces hemos
demostrado que A intersecta a todo arco ordenado largo en C(X).

Vamos a demostrar que A es un subcontinuo de C'(X). Puesto que A es la imagen
inversa de un cerrado bajo una funcién continua, A es un subconjunto cerrado de C(X).

Puesto que C'(X) es compacto, A es compacto.

Consideremos los siguientes subconjuntos de C(X)

B=w([0,s]) y C=w([s,1])

Afirmacién 1. B =D, donde D =J{a C C(X) : o es un arco ordenado tal que
a(0) € Fi{X), o(1) € A}

En efecto, sea B € B. Entonces w(B) < s As{ que existe un arco ordenado largo
a C C(X) tal que, B = alty) para alguna tp € [0,1]. Puesto que A intersecta a todo
arco ordenado largo en C(X), entonces existe £; € [0,1] tal que aft1} € A. Como B €

w™1([0, 5]), entonces ¢, < £;. St t; = 0, entonces ¢ty = 0. De manera que B = «(0) € D.
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Supongamos entonces que ; > 0. Definimos entonces § : [0,1] — C(X) por 8(s) =
a(t15). Dado que o es un arco ordenado, 3 también lo es. Ademis 8(0) = a(0) € Fi(X),
B(1) = oft1) € Ay () = B. Por tanto, B € D.

Ahora, tomemos B € D. Entonces existen un arco ordenado o C C(X) y un ntimero

tp € [0,1], tales que a(0) € F1(X), a(ts) = By (1) € A. Luego,
w(B) = wlalt) < w(a(l) = s

Asf pues, 0 < w(B) < s. Luego, B € B. Por tanto, B=D. Lo que demuestra la
Afirmacién 1.

Afirmacion 2. € =€, donde £ = J{o € C(X) : « es un arco tal que a(0) € A,
a(l) = X}

Sea C' € C, entonces existe un arco ordenado largo o € C(X) tal que a(ty) == C,
para alguna tq € [0,1]. Puesto que A intersecta a todo arco ordenado largo, entonces
a(t)) € A, para alguna t; € [0,1], cont; <fypues C €C. Sit; =1, entonces tp =1y
B =X = ofl). Asi que C € €. Supongamos entonces que ¢, < 1. Definimos entonces
3:[0,1] = C(X) por B(s) = a(t1 + (1 — £1)s). Es claro que 3 es un arco ordenado pues
aloes. Ademds, 8(0) = a(ty) € A, B(§52) = alto) = C'y B(1) = o1) = X. Por tanto,
Beé&.

Ahora, sea C € £. Entonces, existe un arco ordenado tal que «ty) = ' para
alguna ¢y € [0,1], @(0) € Ay a(l) = X. Luego, w(C) = wlalty)) = w(e(0) = sy
w(C) = w(ofty)) < w(e(l)) = 1. Por tanto, C € C. Asf que C = £. Lo que demuestra la

Afirmacion 2.

Notemos que £1(X) C B. Por la Afirmacién 1, B es la unién de conexos que inter-
sectan a un subconjunto conexo fijo, Fy(X), de B. Entonces B es conexo. Similarmente
C es conexo.

Vamos a demostrar ahora que A es conexo. Para ello observemos que C(X) = BUC.

Luego, por el Corolario 1.176 de [7], C(X) es unicoherente. Asi pues, A=BMNC es

37




conexo. Por tanto, A es un subcontinuo de C(X).
Finalmente, vamos a demostrar que A =w™!(s) no es un nivel de Whitney. Supon-

gamos lo contrario, entonces tendriamos que
A={AeC(X):v(A)=r}

para alguna funcién de Whitney v y alguna r € [0, 1]. Pero {q} € A, entonces v({q}) =r
Por lo que r = 0. Entonces deberfamos tener que A =F1(X), pero esto no es posible pues

{p} ¢ A. Por tanto, 4 no puede ser un nivel de Whitney.
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Capitulo 4

Encajes ordenados para 2

4.1 Introduccion

En este capftulo vamos a demostrar que dados dos continuos cualesquiera, X y Y, siempre

es posible encajar ordenadamente a 2% en 2,

As{ como también daremos las condiciones que debe satisfacer un continuo Y, para

que dado un continuo X, 2% pueda ser encajado ordenadamente en C(Y).

4.2 Definicién de encaje ordenado para 2%

"Sean X, Y continuos. Sean 2% v 2¥ los respectivos hiperespacios de X v Y.

Definicién 46. Una funcién g: 25X — 2Y es un encaje ordenado si g es ina funcion
continua e inyectiva tal que A C B implica que g(A) C g(B). En este caso, diremos que
2% puede encajarse ordenadamente en 2Y.

Definicién 47. Una funcion g : 2% — C(Y) es un encaje ordenado st g es una
funcion continua e inyectiva tal qgue A C B implica que g(A) C ¢(B). En este caso,

diremos que 2% puede éncajarse ordenadamente en C(Y').
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4.3 Encajes ordenados para 2%

A continuacién presentamos el resultado que nos dice que dados dos continucs cua-
lesquiera, X y Y, siempre es posible encajar ordenadamente a 2% en 2¥
en 2%

Teorema 48. Si X, Y son continuos entonces 2% puede encajarse ordenadamente

Demostracién. Para la demostracion de este teorema construiremos un par de
encajes.

Primer paso. Daremos un encaje de 2% en el cubo de Hilbert

Puesto que X es un espacio métrico y compacto, existe un subconjunto denso y
numerable D C X. Escribamos D = {d

n € N} y denotemos por m, = max{d(d,,z)
z € X}. Definimos A; : 2% — I por

-8

Min
La continnidad de hy se sigue de la contimiidad de las funciones d(d,, A).
Ahora probaremos que h; es inyectiva. Sean A, B € 2% tales que A # B, entonces

demostraremos que existe ng € N tal que d(d,,,, A) # d{d,,, B). Dado que A # B, existe
ap € A tal que ag ¢ B, asi ag € X\B. Puesto que X\ B es abierto, entonces existe gy > 0
tal que B(ag,ep) C X\B. Puesto que D ¢s un subconjunto denso de X, tenemos que
Blag,2)N D #1.

Tomemos dn, € B(
0,

)N Dy calculemos d(d,,, 4) y d(d,,, B). Como d{d,,, A} =
min{d(a,d,,) : ¢ € A} < d(ap,dn,) ¥ puesto que d(ag, dn,) <

, tenemos que d{d,,, A) <
Por otra parte, observemos que B(d,,, %)

o =) C Blag, £p). En efecto, sea ¢ € B(dy,, %),
entonces d(ag, c) < d(ag,dn,) + d(dny,¢) < 2 + % = go. Por lo que ¢ € B{aog, o). Dado
que Blag, g9) € X\ B, entonces B(dn,, 2
Puesto que d(B,d,,)

) C X\B. Esto es, dado b € B, d(b,d,,) > &
min{d(b, dy,) : b € B}, tenemos que d{dn,, B) = £

£
<3
Asf pues, hemos demostrado que d(d,,, A) # d{d,,, B). Por tanto, h(A) # hy(B)
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que demuestra que b es nyectiva.

Segundo paso. Daremos un encaje del cubo de Hilbert en 2Y

Sea p € Y entonces, por el Lema 14.11 de [5], existe una sucesidn, {A4,}32,, de
subcontinuos no degenerados, mutuamente ajenos de ¥ — {p} tales que T}EEO A, = {p}.
Puesto que cada A, es no degenerado, 24 es conexo por trayectorias. Asi pues, existe un
arco ordenado, @, en 24 pata cada n. Observemos que [oo, a,([0,1]) es homeomorfo
al cubo de Hilbert, via la aplicacién, (£,)52, + (an(t,))32,, denotemos por f a tal
homeomorfismo. Sea (B,)aZ; € [Io2; @, en el Teorema 14.12 de [5], se demuestra que

la aplicacion g : T[22, &, — 2¥ dada por

9((Bn)pZ1) = (D Bn> U {p}

es un encaje. Entonces, definimos hy : /% — 2% por hy = g o f, esto es,

ha((£)22,) = (Ua.n(t.n)) U {p}

Puesto que g v f son encajes, by también lo es. Lo que concluye la dernostracién del
Segundo paso.
Finalmente, tomando los encajes h; : 2% — I y hy : I — 2Y definimos A : 2% — 2Y

por b = hg o hy, esto es,
= d(A, d,)
hA) = e N )
(4) (Uan (1- 42 )) Up}
n=1
Puesto que A es un encaje, solo resta demostrar que si A, B € 2X v A c B, en-

d(Bin) o d(Ady)

Tin _ M

tonces h(A) C h(B). En efecto, A C B implica que , para cada n,

asf que 1 — ﬂ% <1- d(i—fd”), para cada n. Puesto que o, es un arco ordenado

[e]
para cada n, a, (1 — ﬂi’—:‘”l) C an, (1 — ﬂ%‘fﬁ) . Asf pues, |J a, (1 — ﬂi’—)‘j"l) J{p} C
n=1

U e (1 - ‘“i—’f’”‘)) U {p}. Por tanto, h{A) C A(B). Lo que demuestra que A encaja

n=1
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ordenadamente a 2% en 2¥. W

4.4 Cuando 2* puede encajarse ordenadamente en
oY)

El abanico arménico es el continuo que se obtiene al tomar el cono sobre el compacto
W = {0} U {3 € R: 1 € N}. Denotemos por I; al segmento de W que une a 0 con
¢ € W, con ¢y = 0. Denotaremos por D, al subespacio del abanico arménico definido
como D, ={iz:ieNyze L}

Teorema 49. St X es un continuo, entonces 2% puede encajarse ordenadamente en
C{D,,).

Demostracién. Denotemos por © al vértice de D, © = (0,0} Deseamos definir
una aplicacién continua e inyectiva de 2% a C(D,) tal que si A, B € 2¥ vy A C B,
entonces h(A)} C h{B). Puesto que X es un espacio métrico y compacto, existe un
subconjunto denso y numerable D de X. Fscribamos D = {d,, : n € N} y denotemos por

m, = max{d(z,d,) : © € X}. Definimos & : 2¥ — C(¥) por
oLy dad)y 1
h(A) _gl@ [ﬂ (1 m—) (Ln)}

donde ©[k(1, 1)] denota al segmento en R? que une a los puntos © y k(1, 1). La demostra-
cion de que h es un encaje es similar a la que se hizo en el teorema anterior. Asi que sélo
resta demostrar que, si A, B € 2%, y A C B, entonces h(A) C h(B). En efecto, A C B
m%nd(A, d,), para cada n € N. Asf que 1 — mind.(A, d,) <
1-— m%)d(B, d,), para cada n € N. Por lo que, £ ( — od(4, dn)) <4 (1 — miﬂd(B,dn)).‘
Asi pues, h(A) C h(B).

Por tanto hemos demostrado que 2% puede encajarse ordenadamente en C(D,,). B

implica que —-d(B,d,) <

El siguiente resultado es muy interesante pues nos dice qué condiciones debe satisfacer

un continuo, Y, para que dado un continuo X, 2% pueda ser encajado ordenadamente en
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C(Y).

Teorema 50. Sean X, Y continuos. Entonces 2% puede ser encajado ordenadamente
en C(Y) siy solo si Y contiene oo-odos.

Demostracién. Supongamos primero que 2% puede ser encajado ordenadamente en
C(Y). Por el Teorema 48, 2% contiene cubos de Hilbert. Entonces C(Y") contiene cubos
de Hilbert. Asi, Y contiene co-odos.

Ahora supongamos que Y contiene oc-odos. Para demostrar que 2% puede ser enca-
jado ordenadamente en C(Y'), vamos a contruir un par de encajes.

Primer paso. Daremos un encaje de 2% en el cubo de Hilbert.

Puesto que X es un espacio métrico v compacto, existe un subconjunto denso vy
numerable, D C X. Escribamos D = {d, : n € N} y denotemos por m,, = max{d{z,d,) :

z € X} Como ya demostramos en el Teorema 7, la funcién g, : 2% — I°° dada por

ald) = (1-4220)”

My,

n=1

resulta ser un encaje.

Segundo Paso. Daremos un encaje del cubo de Hilbert en C(Y).

Sea Z un oo-odo contenido en Y. Entonces existe W € C(Z) tal que Z\W tiene una
infinidad de componentes, W, para n € N.

Afirmacién 1. W N W, # @ para toda n € N.

Dado dque, para cada n, W, es una componente de Z\W, por el Teorema de Golpes
en la. Frontera (ver Teorema 20.1 de [7]), tenemos que Fr(Z\W) N W, # @, para cada
n. Esto es, (Z\W)" NW NW, = @, para cada n. Por lo que W, NW # B, para cada n.
Lo que demuestra la Afirmacion 1.

Afirmacién 2 WUW, =W UW_, para toda k € N

Es claro que, WUW, C WUW,_ . Entonces, sélo resta demostrar que W, C WUW,,
Clarameﬁte, W, = [WnWTU [YAW N W, ]|. Vamos a demostrar que (Y\W) N W, =
(Z\W) N W, . En efecto, claramente (YA\W) N W, > (Z\W) N W, . Luego, como Z €

43




C(Y), W, C Zyasi (Y\W)NW, C(Z\WnW_). Por otra parte, como Wy es cerrado
en Z\W, entonces W, > Z\W N W, . Por tanto, W, C W U W;. As{ que la Afirmacion

2 queda demostrada.
Sea p: C(Z) — [0,1] una funcién de Whitney, entonces

Afirmacién 3 Emste una sucesion de subcontinuos {A,}%, € C(Z), con A, C

W U W,, para n € N, tal que

W # A,, para toda n € N,
W C An, para teda n € N, v
pAn) < u(W) + 2

Construimos la sucesidn deseada como sigue

a) Sip(WUW,) < i{W)+ 2 entonces, tomamos A, = WUW,, el cual es un continuo
por las Afirmaciones 1 v 2.

b) Si u(W UW,) > w(W)+ L entonces, como W N W, # 0 para cada n, existe
un arco ordenado o, C C{W UW,,) tal que e, (0) = W y a,(1) = W U W,,. Entonces
consideremos la funcion p o ey, : [0,1] — [0, u(Z)]. Como p o o, es una funcién continua,
satisface el Teorema del Valor Intermedio. Por otra parte, notemos que po o, (0) = u(W)
y poon(1) = u(WUW,) > u(W) + = ordenado. Entonces, por el Teorema del Valor
Intermedio, existe &,, € [0, 1] tal que p(e,(t,)) = p{(W)+2. Como a, es un arco ordenado
para toda n, tenemos que W = a,(0) C o, (¢,). Por tanto, tomamos A, = o, (t,).

Lo que concluye la demostracién de la Afirmacién 3.

Afirmacion 4. Sea {A,}22, C C(Z) como en la Afirmacién 3. Entonces nh_x;:rc}o A, =
W.

Sabemos que W C A, paratodan € N. Seaec > 0. Para este g, s¢ea § > 0 la
garantizada por el Teorema 1.28 de [7]. Luego, para este §, existe n € N tal que % < 8.
Puesto que |u(A,) — p{W)| < I, para toda n € N, entonces |u(A,) — w(W)| < +, para
toda n > N. Entonces, W C A, para todo n € Ny |u(A,) — p(W)| < 8, para toda
n = N. Por tanto, por el Teorerna 1.28 de [7], tenemos que Hz(A,, W) < £, para toda
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n > N. Porloque lim 4, =W.
—00
Ahora, puesto que cada A, es no degenerado, existe un arco ordenado, o, en C'(A,),
para cada n que conecta a W con A,. Entonces, por la Afirmacién 4, la funcién gs :

I*° — C(Y) dada por
9o((t2)321) = (U a(m) oW

n=1
es un encaje, como se demuestra en el Teorema 14.12 de [5].
Finalmente, tomando los encajes g; : 25 — I® y go - I® — C(Y), definimos g :

2% — C(Y) por g = g2 © g1, esto es,

s = (o o 2220}

que resulta ser un encaje ordenado como se demuestra en el Teorema 48. Lo que concluye

la, demostracién del teorema. M
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Capitulo 5

Encajes ordenados para Fj(X)

5.1 Introduccion

En este capitulo vamos a estudiar encajes ordenados en hiperespacios finitos. Los re-
sultados que presentamos se relacionan con el siguiente problema. Sean n,m & N, con
m > n. St F,(X) puede encajarse ordenadamente en F,,(Y'), para alguna n, entonces {.X

puede encajarse en Y7

5.2 Definicién de encaje ordenado para F;,(X)

Definicidén 51. Sean n,m € N. Una funcion g: F,,(X) — F.(Y) es un encaje ordenado
si g es una funcién continua e inyectiva tal que A C B implica gue g{A) C ¢(B). En

este caso, diremos que F,(X) puede encajorse ordenadamente en F,,(Y).

5.3 Cuando F,(X) puede encajarse ordenadamente
en I,(Y)

Sea A € F,(X), vamos a denotar por A a la cardinalidad del conjunto A.
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Teorema 52. Sean X, Y continuos. Si F,(X) puede encajorse ordenadamente en
F.(Y), para alguna n € N, entonces X puede encajarse en Y.

Demostracién. Vamos a demostrar el resultado por induccién sobre n. Veamos
primero que el resultado es vilido para » = 1. Supongamos entonces que existe un
encaje g : Fi{(X) - Fi(Y). Puesto que X es homeomorfo a F1(X) v Y es homeomorfo a
F(Y), via la aplicacién z — {z}, entonces X puede encajarse en Y.

Supongamos ahora que el resultado es vdlido para n. Veamos ahora que el resultado
es valido para n + 1. Supongamos entonces que g : Fry1(X) — F,.1(Y) es un encaje
ordenado. Por la hipétesis inductiva es suficiente demostrar que g(F, (X)) C F.(Y).
Supongamos que g(Fn,(X)} € £,(Y). Esto es, supongamos que existe 4 € F,(X) tal
que |g(A)| = n + 1. Tomemos p € X — A Entonces 4 & AU {p}, puesto que g es
un encaje ordenado, |g(A U {p})| = n + 2. Lo cual es una contradiccién puesto que
g(Faa(X)) C Fo(Y). Por tanto, g(F,(X)) C F,(Y). Entonces, por la hipétesis de
induccién, concluimos que X puede encajarse en Y. Lo que termina la demostracion del

teorema. W

5.4 Cuando F,(X) puede encajarse ordenadamente
en F, (V)

Teorema 53. Sean X, Y continuos. i F,(X) puede encajarse ordenadamente en
Frot(Y), para alguna n € N, n > 2, entonces X puede encajarse en Y.
Denrostracion. Vamos a demostrar el resultado por induccién sobre n. Veamos
primero que el resultado es valido para n = 2. Supongamos entonces que existe un
encaje ordenado g : Fa(X) — F3(Y). Demostraremos que X puede encajarse en Y.

Empecemos demostrando la siguiente afirmacién.

Afirmacién L. g{(Fi(X)) C F5(Y).
Supongamos que esta afirmacion es falsa, entonces existe p € X tal que [g({p})| =3

Elijamos ¢ € X — {p}. Como g es un encaje ordenado, tenemos que g({p}) S 9({r.¢}),
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ast |g({p,q})| = 4, lo que contradice que g(F>2(X)) C F3(Y) v demuestra la afirmacién.

Si g(F(X)) € Fi{Y), entonces F1{X) se puede encajar en F,(Y) y ya terminamos.

Supongamos entonces que g{F (X)) € Fi(Y). Esto es, supongamos que existe un
po € X tal que |g({po})] = 2.

Consideremos el siguiente conjunto

P={pe X :jg({r})| =2}

Veamos que P es un subconjunto abierto de X. En efecto, observemos que por la
Afirmacion 1, Fy(P) = g7 (Fy(YW\FL(Y)) N F(X). Como Fi(Y) es compacto v X es
homeomorfo a Fi{X), via el homeomorfismo z — {z}, que envia a P sobre Fi{P},

concluimos que P es un subconjunto abierto de X.

Afirmacién 2. 5i p,r € P y p#r, entonces [g({p}) Ng({r})| =1
En efecto, sabemos que |g{{p})| = |g({r})| = 2 y como g es inyectiva, g({p}) # g({r}),
por lo que |g({p})Ng({r})| < 1. Supongamos que g({p}) Ng({r})} = 0, entonces [g({p}) U

9{{r})| = 4, y puesto que g es un encaje ordenado g{{p}) U g({r}) C g({p,r}). Asi que
lg({p.7})| = 4, 1o que contradice que g(F>(X)) C F(Y). Por tanto, |g({p})Ng({r})| = 1.

Afirmacién 3. Existe z € X tal que z € g({p}), pata todo p € P.

Fijemos r € P y escribamos g({r}} = {z,y} Sea s € P\{r} Entonces podemos
suponer que z € g({s}), escribamos g({s}) = {z, z}. Aseguramos que z £ g({p}) para
todo- p € P. 8i existiera un elemento ¢ € P tal que = ¢ g({t}), por la Afirmacién 2,
g({t}) seria de la forma g({t}) = {y, z}, pues g({t}) debe coincidir con g({r}} y g{{s})
en un elemento. Puesto que P es un subconjunto abierto y no vacio de X, P\{r, s,t}
es infinito. Dada u € P\{r, s,t}, por la Afirmacién 2, alguno de los elementos = ¢ ¢ no
pertenece a g({u}}. Siz ¢ g({u}), como g({u}) coincide con cada uno de los conjuntos
g({r}) ¥ g({s}) en un elemento, g({u}) = {12} Si y ¢ g({u}), comparando g({u})
con g({r}) y g({t}), obtenemos que g({u}) = {x,z}. Asi pues, hemos demostrado que
{g({q}) : g € P\{r,s,t}} = {g{{s}),9({t})}. Esto es absurdo pues P\{r, s,t} es infinito
y g es inyectiva. Por tanto, z € g({p}) paira todo p € P.

Por la Afirmaci6n 3, dada p € P existe f, € Y tal que g({p}) = {=, fp}.
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Si X = P, entonces definimos b : X — Y por h{p) = f, Mostraremos que h es
un encaje. En efecto, sea p € X y sea ¢ > 0. Consideremos &1 = min{e, dy (h(p), z)}.
Por la continuidad de g en {p}, existe § > 0 tal que, si Hx({p},{q}) < 8, entonces
Hy(g({r}),9({q})) < e1. Es decir, Hy({z, h(p}}, {z, h(q)}) < ;. Entonces existe 2z €
{z,h{q)} tal que dy (h(p), z) < 1. Porlaeleccién de g1, z = h(g). Asiquedy(h(p),h(q)) <
g1, cuando dx{p,q) < &. Esto prueba que h es continua. Por otra parte, sean p,r € P,
con p s r y supongamos que h(p) = h(r), entonces, por definicién de g, tenemos que
fp = fry asi g({p}) = g({r}), por lo que p = ». Por tanto, hemos demostrado que

h: X —Y es un encaje.

Supongamos ahora que X # P, puesto que g(F1(X)) C F3(Y), entonces X = PUQ,
donde

Q={g9eX:9({g}) € 1Y)}

Sear € Fr(P) Como P es un subconjunto abierto de X, entonces r ¢ Py asi r € Q.
Luego, existe una sucesién {r,}, C P tal que v, — 7. Puesto que g es continua, entonces
g({rn}) — g({r}), de donde g({r}) = {z}, pues z € g({r,}) para todon € N.

Sea s € P. Entonces g({s}) = {=z, fs} ¥ ast g({r, s}) D {z, f.}. Como g es inyectiva,
g({r,s}) = {=, f, 2}, para alguna z € Y, z # z, f,. Consideremos &y = 2dy (2, g({s}),
puesto que {r,} — {r} y {r.,s} — {r s}, entonces para este £y, existe N € N tal
que Hy(g({rn}), 9({r})) < eo, Hy(9{{ra, s}},9({r,s})) < &0 ¥y dx{r,ra) < dx(r, 5) para
toda n > N. Tomemos ¢ == ry, puesto que t € P, tenemos que g{{t}) = {z, f;}, con
dy(z, fi) < g0 vt # s. Puesto que g es un encaje ordenado, g{{s,%}) 2 {z, f., f:}. Por otra
parte, dado que Hy (g{{s,t}),9({s,r})) < ep, existe w € g({s,t}) tal que dy(z,w) < =q.

Veamos que w # z, fs, fi. En efecto, por la eleccién de gq tenemos que dy (z,2) > 22,
dy(z, fs) = 280 v dy{z, fi) = dy(z,2) — dy(z, fi) > 250 — €0 = £0. De modo que w #
z, fs, fr. Por lo que, g({s,t}) tiene los cuatro puntos z, f;, fi, w, que son distintos dos a
dos, lo cual es imposible pues contradice el que g(Fy(X)) C F3(Y). Asi, concluimos que

Q@ = 0. Por tanto X = P. Lo que demuestra que la afirmacién es vilida para n = 2.

Supongamos ahora que la afirmacioén es vilida para n. Veamos entonces que la afirma-
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cidn es vélida para n+1. Supongamos entonces que g - Fn+1(X-) — F,9(Y) es un encaje
ordenado. Por la hipétesis inductiva es suficiente demostrar que g(F,(X)) C F,.1(Y).
Supongamos que g(F.(X)) & F1(Y). Bsto es, supongamos que existe 4 € F,(X) tal
que |g(A)| = n + 2. Tomemos p € X — A. Entonces A S AU{p}, asi que |g(AU {p})| =
n + 3. Lo cual es una contradiccién puesto que g(F,, (X)) C F,2{Y). Por tanto,
g(Fo (X)) C Fp1(Y). Entonces, por la hipétesis de induccién, concluimos que X puede

encajarse en Y. Lo que concluye la demostracién del teorema. B

5.5 Cuando F,(X) puede encajarse ordenadamente

en F, »(Y)

Teorema 54. Sean X y Y continuos. Si existe n € N, con n > 3, tol que F,(X) puede
encajarse ordenadamente en F,2(Y), entonces X se puede encajar en Y.
Demostracion. Vamos a demostrar el resultado usando induccion sobre n. Veamos
primero que el resultado es vdlido para n = 3. Supongamos entonces que existe un encaje
ordenado g : F3(X) — F5(Y). Si g(Fi (X)) C Fi(Y), entonces F1(X) se puede encajar
en Fi(Y) y ya terminamos. Supongamos entonces que g(F1(X)) € Fi(Y). Empecemos

demostrando las siguientes afirmaciones.

Afirmacion 1. g{(F(X)) C Fy(Y)

En efecto, supongamos que existe A € Fy(X) tal que [g(A4)| = 5y tomemos p € X\ A,
entonces A G AU{p}. Puesto que g es un encaje ordenado tenemos que g{A) & g(AU{p}),
y asi [g(A U {p})| = 6, pero esto es absurdo pues g(4 U {p}) € F5(Y), por tanto, la

afirmacién queda demostrada.

Afirmacién 2. g(F(X)) C F3(Y)
Supongamos que esta afirmacién es falsa, entonces existe p € X tal que [g({p})| = 4.
Elijamos ¢ € X — {p}. Como g es un encaje ordenado, tenemos que ¢({p}} & 9({p,¢}),

ast [g({p,q})| > 5, lo que contradice la Afirmacién 1 y demuestra la Afirmacién 2.
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Demostraremos el resultado por casos

Caso 1. Suponga.mos que existe py € X tal que |g({po})| = 3.

Consideremos el siguiente conjunto

P={peX:|g({phl =3}

Veamos que P es un subconjunto abierto de X. En efecto, observemos que por
la Afirmacion 2, F1(FP) = g7 F(YWFao(Y)) N Fi{X). Como Fp(Y) es compacto y X
es homeomorfo a (X}, via el homeomorfismo z — {z}, que envia a P sobre Fy(P),

concluimos que F es un subconjunto abierto de X.

Afirmacién 3. Si p,r € P y p# r, entonces |g({p} Ng{{r})| =2
En efecto, sabemos que |g({p})| = |g({r})| = 3 y como g es inyectiva, g({p}) # g({r}),
por lo que |g({p}) N g({r}}| < 2 Supongamos que |g({p}) N g({r})| = 1, entonces

lg({r}) Ug({r}}| = 5, y puesto que g es un encaje ordenado g({p}) Ug({r}) C g({p,7}).
Asi que {g({p,}}| = 3, lo que contradice la Afirmacién 1. Por tanto |g({p})Ng({r})| = 2.

Afirmacién 4. Enisten z,y € Y tales que x # y y {z,y} C g({p}) para toda p € P.

Sea r € P. Escribamos g({r}) = {z,y, z}. Dada s € P\{r} por la Afirmacién 3, g{r}
v g{s} coinciden en dos elementos. Supongamos por ejemplo que g({s}) = {z,y, w}. Si
existiera un elemento ¢t € P tal que y ¢ g({t}), por la Afirmacion 3, g({t}) seria de
la forma g({t}) = {x,z,w}, pues g({t}) debe coincidir con g({r}) en dos elementos.
Puesto que P es un subconjunto abierto y no vacfo de X, P\{r,s,t} es infinito. Dada
u € P\{r,s,t}, por la Afirmacién 3, alguno de los elementos z, ¥ © z no pertenece
a g({u}) Siz ¢ g({u}), como g({u}) coincide con cada uno de los conjuntos g{{r}) y
g({t}) en dos elementos, tenemos que y, z,w € g{{u}} De manera que g({u}) = {y, z,w}.
Siy & g({u}), procediendo en forma similar, comparando g{{u}) con g({r}) ¥ g{{s}),
obtenemos que g({u}) = {z,w, z}.

Finalmente, si z ¢ g({u}), comparando g({u}) con g({r}) ¥ g({t}), obtenemos que
g({u}) = {z,y,w}. Asi, hemos demostrado que g({u}) sélo puede tomar tres valores.
Esto es imposible pues P\{r, s,t} es infinito y g es inyectiva. Esta contradiccién muestra

que y € g({t}) para toda t € P. Similarmente, z € g({¢}) para toda ¢t € P. Con esto
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concluimos la demostracion de la Afirmacién 4.

Por la Afirmacién 4, dada p € P, existe f, € Y tal que g({p}) = {z,y, f»}.

S1 X = P, entonces definimos A : X — ¥ por A(p) = f,. Mostraremos que & es un en-

caje. En efecto, seap € X yseae > 0. Consideremos &1 = min{e, dy (h(p), z}, dy (h(p), y)}.

Por la continuidad de g en {p}, existe 6 > 0 tal que, si Hx({p}, {q}) < &, entonces
Hy (9{{p}),9({g})) < 1. Bs decir, Hy({z,y, h(p)}, {z, ¥, h(g)}} < 1. Entonces existe
z € {z,y,h(q)} tal que dy(h(p),z) < &1. Por la eleccién de £;, z = h(g). Asf que
dy (h(p), M{q)) < &1 cuando dx(p,q) < é. Esto prueba que h es continua. Por otra parte,
sean p,7 € P, con p # r y supongamos que A(p) = h{r), entonces, por definicién de
g, tenemos que f, = f, v, asf g({p}) = g{{r}), por lo que p = r. Por tanto, hemos

demostrado que £ : X — Y es un encaje.

Ahcra probaremos que, de hecho, X = P y con esto concluiremos el Caso 1. Supon-
gamos entonces que X # P, puesto que g(F1(X)) C F5(Y), entonces X = P U ), donde

Q={gc X :9({gh) e HY)}=X\P

Sea u € Fr(P), entonces existe una sucesion {un}» C P tal que u, — u. Puesto que
g es continua, g{{u,}) — g({u}), y dado que g({un}) = {x,y, fu.} para todo n € N
entonces {z,y} C g({u}}, y como P es abierto, u € Q. De manera que g({u}) = {z,v}.
Fijemos p € P, entonces g({p}) = {z.y, fu}. Por lo que g({p,u}) > {=,y, fp}, pero g
es un encaje, asi que g({p,u}) = {2,y fp, w}, para alguna w € Y, w # z,y, f,- Con-
sideremos €9 = $dy(w,{z,y, fp}), puesto que {u,} — {u} y {u.,p} — {u,p}, entonces
para este gy, existe N € N tal que Hy(g({u,}),gl{u}])) < e, dx(v,u.) < dx(u,p) y
Hy (g({un, p}), g({u,p})) < 20, para toda n > N. Tomemos s = uy, puesto que s € P,
tenemos que g({s}) = {z,v, fs}. Luego, como g es un encaje ordenado, g({p,s}) >
{z,u, fo, fs}. Por otra parte, dado que Hy(9({p, s}), 9({p,u})) < o, existe z € g({p, s})
tal que dy (z,w) < &p.

Veamos que z ¢ {x,¥, fp, fs}. En efecto, por la eleccion de g¢, tenemos que dy (z, w) >

2e0, dy(y,w) > 2e0, v dy(fp,w) = 2g0 por lo que z ¢ {z,y, fp}. Por otra parte,

Hy ({z,y, fs}, {z,y}) < €0, asi que f; € B(x,e9) 0 bien f; € B{y, &), supongamos
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que f, € B(x, &), entonces dy (f,w) = dy(w,z) — dy(z, f;} = 260 — £0 = &9, por lo que
z # fs, v asl g({p,s}) = {z,v, fp, fs,2}; es decir, {g({p, s}}| = 5, lo cual es imposible
pues contradice la Afirmacién 1. Llegamos a la misma contradiccion si suponemos que
fs € By, e0). Por tanto, @ =0yast X = P

Caso 2. Supongamos que g{F1(X)} C Fy(Y).

Consideremos el siguiente conjunto

P={peX:|g({phl =2}

Para ver que P es un subconjunto abierto de X, observemos que, por la Afirma-
cién 2, y puesto que estamos suponiendo que g(F1{X)) C F(Y), entonces Fi{P) =
g H{E(YI\F(Y)) N Fi(X) v por argumentos similares a los dados en el Caso 1 con-
cluimos que P es un subconjunto abierto de X.

Este caso se subdivide a su vez en dos mds

Caso 2A. Supongamos que existen py,ps € P, con p1 # pa tales que g({pm}) N
g({p2}) = 0.

Afirmacion 5. Si r € P, entonces g({r})Ng({p1}) # 0 o bien g({r})Ng{{ps}) # 0.

Supongamos por el contrario que existe r € P tal que g({r}HNg({m}) =0y g({rHn
g{{p2}) = 0. Como g es un encaje ordenado v |g({r}) U g({p:}) U g({p2})| = 6, tenemos
que |g({r,p1,p2})| = 6, que es una contradiccion pues g({r,p1,p2}} € F5(Y) y asi queda
demostrada la Afirmacién 5.

Consideremos entonces los siguientes subconjuntos de X
Pr={peP:g({p}) ng({m} € FA(¥)} U {p1}

By ={pe P:g({p}) Ng({p}) € FA(Y)} U{p:}
Fntonces, por la Afirmacién 5, P = P, U B;.

Afirmacién 6. P, NP, = 0.

Supongamos que g({m}) = {z1,m} v que g({p2}) = {x2,y2}. Si sucediera que
PN Py = 0, entonces existiria » € PyN Py, supongamos por gjemplo que g({r}) = {z1, 22}
Sabemos que g({p1,p2}) = {@1, %2, 41, Y2} Luego, como ¢ es inyectiva y g({p1, p2,7}) D

{mlymzaylayQ}u entonces g({php?:r}) = {$1a332:’yl:92;2} para alguna z e Y? Z 7£ &1, Lo,

33




1, %2 Tomemos ey = £ min{dy (2, {z1, 22, 11, y2}), dy{@1, 1), dv (21, 32), dy (21, 22), dy (2, 1),
dy (z2,%2), dy (1, y2) }. Por la continuidad de g en r, existe 6 > 0 tal que Hx ({r}, {+'}) <
8o implica que Hy (g({r}), 9{{r'})) < eo y Hy(9({p1,p2,7}), 9({p1, p2,7'})) < 0.

Como P es ablerto en X, B(r, ) N P — {r} # 0. Tomemos v € B(r,8) N P — {r},
entonces por la Afirmacién 5, g({r'}) Ng({p;}) # 0 o bien g({r'}) N g({p2}) # @. Puesto
que, por la eleccidn de gg, 11 € g({7'}) v v2 & g({#'}), entonces z1 € o{{r'}) o bien
z2 € g({r'}). Supongamos, por ejemplo, que g({r'}) = {z:,w}, para alguna w € Y,
donde w # 21, x9, 41, Y2 ¥ W € B(za, o). Entonces g({p1, p2, 7'}) D {21, 2,31, Yo, w}. Por
otra parte, Hy (g({p1,p2,7}), 9({p1,p2,7'})) < 0. Asiqueexiste 2’ € g({p1,p2,7'}) tal que
dy(z,2") < &o. Por la eleccién de g, tenemos que 2’ ¢ {z1, 22, y1,y2}. Ademds dy (z,w) >
dy(z, 20} — dy (zg,w) > 289 — 29 = £, 881 que 2’ 7 w. Por tanto g({p1, p2, 7'}) contiene al
conjuntd de seis elementos {z1, &2, 1, Y2, w, 2'}, que contradice el que g(F3(X)) C F(Y).

Dado que esta contradiccidn se- obtiene de suponer que P N P # 0, concluimos que

PNk =40.

Mostremos ahora que P y P, son subconjuntos abiertos de X. Veamos que P es un
abierto. En efecto, sea v € Pi. Puesto que g({r})Ng({m}) € FA(Y), podemos suponer que
g{{r}) = {1, 2}, para alguna z € Y. Puesto que PiNP, = B, 2z # 21, 22, y2. Consideremos
g0 = s min{dy (71, 22), dy (2, 2), dy{z1,y2), dy (2, y2}} v sea § > 0 el correspondiente a
£q, segin la continuidad de g en {r}. Sabemos que P es un subconjunto abierto de X y
r € P, luego podemos suponer que B(r,§) C P. Demostremos que B(r,6) C P,. Sea s €
B(r,8), entonces s € Py Hy(g({r}), g({s})) < <o, si sucediera que g({s}) Ng({p2}) # 0,
digamos que z3 € g({s}), esto implicaria que dy(z1,z2) < ¢ 0 bien dy(z,22) < 29 lo
que contradice la eleccidn de ey. Llegarfamos a la misma contradiccién si suponemos
que y2 € g({s}). Por tanto g{{s}) N g{{pz}) = 0 vy, por la Afirmacién 5, s € P, y asf
B(r,69) C P;i. Lo que demuestra que P, es un subconjunto abierto de X. Anslogamente

se demuestra que P es un subconjunto abierto de X.

Afirmacién 7. Ezisten z,y € Y, © # y, tales que z € g({r}) para todo r € P, y
y € g({t}) para todo t € Ps.
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Por la Afirmacién 5, dada v € P\{p} tenemos que g({r}) v ¢{{p1}) coinciden en un
elemento. Supongamos por ejemplo que g({r}) = {x,, w}. Siexistieras € P, talquex; ¢
g({s}), por la Afirmacién 5, g({s}) serfa de la forma g({s}) = {1, 2}, pues g({s}) debe
coincidir con g({p1}) en un elemento. Mostraremos que podemos suponer que w # z. En
efecto, si sucediera que w = z, entonces consideramos g9 = £ min{dy (z1, 1), dyv{w, y1)}.
Sea 0g > ( el correspondiente a €y, segiin la continuidad de g en {r}. Puesto que P
es un subconjunto abierto de X, tenemos que B(r,éq) N (P, — {r}) # 0. Tomemos
r' & B(r,60) N (P — {r}), por la eleccién de eq, 31 € g(r'), ast g(r'} = {z1,w'} con
w' # w, z. Por tanto, podemos suponer que w # z. Por otra parte, como g es imyectiva
vy PrN Py =0, tenemos que w, z & {21,491, Z2, 2} ¥, asi |g({pm}) U g({r}) Ug({s})| = 6.
Por tanto, como g es un encaje ordenado, |g({ps, 7, s})| = 6, lo que contradice el que
g({p2, 7, 8}) € F5(Y). Esta contradiccién muestra que z; € g({r}) para todo r € P,. De
manera similar se demuestra que existe y € ¥ tal que y € g({#}) para todo ¢t € P». Esto

concluye la demostracién de la Afirmacién 7.

Por la Afirmacién 7, dadas r € Py y t € Py, existen f,,h, € Y tales que g({r}) =
{z, fr} v gl{t}) = {y, hu}.

Supongamos ahora que X # P, puesto que g{(F1(X)) < Fo(Y), entonces X = P U (),
donde

Q={ge X:9({g}) €« M(Y)} = X\P

Sea r € Fr(P), como P es un subconjunto abierto de X, entonces » ¢ Py asi r € (.
Luego, existe una sucesién {r,}o2, C P tal que nlﬁ.lo r, = r. Como g es continua entonces
ﬂan;o 9{rn}) = g({r}). Puesto que r, € P} o bien r, € P, entonces g({r}) = {z} o bien
g({rt) ={y}.

Supongamos, por ejemplo, que g{{r}) = {z} Sean p € P, y s € P, entonces
g({p, s}y = {z,u, o, hs} v ast g{{p,s,7}) > {z,v, fp, hs}, PELO g es Inyectiva, por lo
que g({p,s,7}) = {z.y, fp, he, 2} para algln z € Y, con z # z,y, fp, hs. Considere-
mos g9 = 1 min{dy(z,y),dy (2, hs), dy(z,2), dv (y, 2}, dy (fp: 2), dy (hs, 2} }, entonces ex-
iste N € N tal que ro # p, Hy(g({ra}), g({r})) <oy Hy{g({rn,p,5}),9({r,p,5})) <=
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para toda n > N. Observemos que, por la eleccién de &g, z € g({r,}) para todan = N.
Tomemos ' = 7y, entonces g({r'}) = {z, fir}, con d(frr, ) < 9. Por otra parte, f,» # v,
pues P NPy = 0. Como g es inyectiva, fr # fp; ¥ por la eleccién de g, tenemos que

fr # hs. Astpues, g{p,s,7'}) D {z,y, fo, b, frr }

Puesto que Hy (¢{{p, s,7}),9{p, 8,7'})) < eo, existe 2’ € g{{p, s,7'}) tal que dy (2, 2') <
go. Pero por laeleccidn de g, 2’ # x,y, fp, hs. Ademds tenemos que dy (z, f,/) = dy (2, 2)—
dy(fr,x) 2 260 — €p = £¢, ¥ asf 2’ # f,». Como ¢ es un encaje ordenado g{{p,s,7'}) D
{z,y, fo, Ps; frr, 2’} que es una contradiccion pues g{p, s, r'}) € F5(Y}. Puesto que esta
contradiccién se obtiene de suponer que X # P, concluimos que X = P, Por otra parte,
puesto que X es conexo y Py, P, son abiertos y no vacios. Entonces debemos tener
P, Py s 0, pero esto contradice la Afirmacién 6. Por tanto el Caso 2A no es posible.

Caso 2B. g({p}) Nng({q}) € FA(Y) para cualesquiera p # ¢ en P.

Afirmacion 8. Existe x € X tal que = € g({p}) para todo p € P.

Fijemos » € P y escribamos g({r}) = {z,y} Sea s € P\{r}. Entonces podemos
suponer que z € g({s}). Aseguramos que z € g({p}) para todo p € P. Supongamos que
esto no ocurre y sea p € P tal que z ¢ g({p}). Entonces escribimos g({s}) = {z, v}
Como g({p}) debe intersectar a g({r}) v a g({s}), entonces g{{p}) = {y, 11} Sige P,
entonces g({g}) debe intersectar a g({r}}, g{{s}) v g{{p}). Si = ¢ g¢{{g})}, entonces
g{q}) = {w,m} Siy ¢ g({a}), entonces g({g}) = {=,y1}. Si y & g({g}), entonces
g({q}) = {z,y}. Como g({g}) tiene dos elementos, entonces alguno de los puntos z, y 6 y;
1o pertenece a g({q}) Hemos probado aue {g({a}) : g € P} = {g({r}), s({r}), 9({p})}.
Esto es absurdo pues P es infinito y ¢ es inyectiva. Por tanto, z € g({p}) para toda
pe P

Por la Afirmacién 8, dada p € P existe f, € ¥ tal que g({p}) = {z, f,}.

St X = P, definimos g : X — Y por A{p) = f, que resulta ser un encaje como se
demostrd en el Caso 1. ‘

Supongamos ahora que X # P, puesto que g(F;(X}) C Fo(Y), entonces X = PUQ,
donde
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Q={ge X g({g}) € H(V)}

Sea r € Fr(P), como P es un subconjunto abierto de X, entonces r ¢ Py asir € Q.
Luego, existe una sucesién {r,}, C P tal que r, — r, como g es continua, entonces
g({ra}) — g({r}), de donde g({r}) = {z}, pues = € g({r,}) para todon € N.

Sea 51 € P, entonces g({s1}) = {z,f,} v 9{r,s1}) D {z,fs}, pero g es in-
yectiva, asi que g({r,s1}) = {z,fq, %1}, para alguna = € Y, z # z,f,,. Consid-
eremos £1 = {dy(z, fs,),dy(z,z1),dy (21, fs,)}, para este g; existe Ny € N tal que
Hy (g({rn,r}), g({r 1), Hy(g{{ra}), 9({r})) < &, ra # 51y Hy(9({s1,m}), 9{{51,7})) <
2 para toda n > N;. Sea sy = ru,, entonces g({s2}) = {z, [}, foo € B(z, %) ¥
g({r,s2}) D {=z, fo}

Como g es inyectiva, g({r,s2}) = {z, fs;, 22}, para alguna 2o € Y, 20 # z,fo, ¥
zz € Bz,%). Puesto que Hy(g({s1,32}), g({s1,7})) < 3e1, entonces g({s1,s2}) =
{z, fs, [, 2}, con 2, € B(z,%) (mds adelante veremos que 2z € {z, fo,, fs,}) Sea
gy = zmin{d(z,z),d(z, f,)}, ¥ consideremos gy = min{%, 25}, paza este o existe
Ny € N tal que Hy(g({ra}), g({r}) < 20, 7o # 51,52 ¥ Hylg({s2, a1, 9({52,7}) < 20,
pata toda n > Ny.

Tomemos s3 = rp,, entonces g({ss}) = {x, fo}, fia € Blz,e0) v 9{{s2,383}) D
{%, fop: fes}- Puesto que Hy(g({ss,$3}),9({s2,7})) < 2o, entonces para z; € g{{s2,7})
existe 25 € g({sq, 83}) tal que d(z2, z5) < £q, asi g({s1, 32, $3}) D {2, fors fuor Fos, 20, 2}

Veamos que 2] # z, fs, foq fss, 25; €n efecto, puesto que dy (71, z) > 2eq, dy (21, fo,) 2
2e1, dy (2, foo) = dyv{z1,3) — dy(fo,2) > 261 — 181 = 221 y dy (21, fo) = dy(21,2) —
dy (fss:2) = 28, — g0 = 261 — £1 = 21, tenemos que 2] # %, fo, foo, [ss- Por 1ltimo,
puesto que dy(zy, z2) > dy(z,z) — dy(z2,2) > 2e; — %51 = %al, entonces dy(z], z4) >
dy (21, 22) — dy (21, 2}) — dy (2}, 2) > 321 — 361 — g > &1 — &g > 280 — g9 = €9 > 0, por
tanto z; # 2.

Veamos ahora que z, # x, fi,, fsy, fss; en efecto, sabemos que dy(ze,2) > 2s,
dy (22, fe,) = dy(fo,, ) = dy (22, @) > 281 ~ 361 = 2e; > Beo, dy(22, foy) = 222 = 260,
dy (22, feu) = dy(22,2) — dy(fss,2) = 289 — &g > 29 — €0 = g¢. Por tanto, 2, #
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€y for: foar fsa- Por lo que, lg{{s1,82,83}) > 6, lo cual es una contradiccién y asi con-
cluimos que () = 0. Por tanto, X = P. Lo que concluye el andlisis del Caso 2B.

Lo que concluye la demostracion del teorema cuando n = 3.

Supongamos ahora que el resultado es vilido para n. Demostremos que el resultado
es valido para n+1 Para ello supongamos que existe un encaje ordenado g : F,11(X) —
Frt3(Y"). Por la hipétesis inductiva es suficiente demostrar que g(F,(X)) C Fnao(Y).
Supongamos que esto no ocurre, entonces existiria A € F,(X) tal que |g(4)] = n +
3. Tomemos p € X\A, entonces A & AU {p}. Puesto que g es un encaje ordenado,
9(A) G g{AU {p}). Asipues, |9(AU{p})| > n + 4. Lo cual es una contradiccién pues
G(Fos1(X)) € Fops(Y). Asi pues, ¢(F,.(X)) C E,-2(Y). Por tanto, segiin la hipdtesis

inductiva, X puede encajarse en Y. Lo que finalmente demuestra el teorema. M

5.6 Existen continuos X y Y tales que F,(X) puede
encajarse ordenadamente en F,(Y) y X no puede
encajarse en Y

A primera vista podifa paracer que los Teoremas 52 y 53 son consecuencias del Teorema
54 {pues F,(Y) C Forq(Y) C Foq2(Y)}). Pero observando se nota que en el Teorema 54
se usa que n = 3y en el Teorema 53 se usa que n > 2. Kl siguiente ejemplo muestra que
la cota usada en ambos resultados es la minima. Se trata de un par de continuos X, YV
tales que F,,(X) puede ser encajado ordenadamente en Fy,(Y), para todan € Ny X no
se puede encajar en Y. En particular, sin =1, F1(X) se puede encajar ordenadamente en
Fy(Y). De modo que el Teorema 53, no es valido para n = 1. Ademds, si n = 2, F5(X) se

puede encajar ordenadamente en Fy(Y'), ast que el Teorema 54 no es valido para n = 2,

Ejemplo 55. Para tode n € N existen continuos X, Y tales gue, pare toda n € N,

F.(X) puede ser encajodo ordenamente en Fo (Y) y X no puede ser encajado en Y.

Sean X v Y los siguientes continuos.
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Claramente X no se puede encajar en Y. Primero necesitamos definir un encaje de
Fi(X) en F5(Y"). Para ello vamos a considerar los homeomorfismos f: S; - S!, i =1,2,
dados por fi(z,y) = (z+1,y+2} ¥ folz,y) = (z — 1,y +2). Notemos que f1{(—1,0)) =
f2((1,0)} = (0,2). Denotemos por p : R? — R la proyeccién en la primera coordenada y
tomemoé-las funciones composicién p; = po f, : 5; — R. Definamos entonces g : F)(X) —

R (Y) por

( (1), Gpal2) -1, -1}, ize s

g({z}) = ¢ {fz(z), (-2-102(2) +1, _1)}3 S.l z € 32,
{(0,—2p(z)), (p(2), p(2))}, siz el

{(O,QP(Z)), (p(Z), —p(Z))}, glzels

La continuidad de g se sigue de la continiidad de fi, fo v p, y de los siguientes hechos,
R(S) 0 AL) = {(-1,0}, A(L) 0 Flz) = {(0,00}, v A(L) N Fi(S) = {(1,0)},
luego {f1({~1,0)), (37 ((=1,0)) — 1,-1)} = {(0,2),(-1,-1)} = {(0,-2p((—1,0))),
(p((=1,0)), p((1,0)))}, ademds {(0, =2p((0, 0)}), {p((0,0)),p((0,0)))} = {{0,0),{0,0)} = |
{(0.2p((0,0))), (»((0,0)), —p((0,0))}, ¥ {£2((1,0)), (3p((1,0))+1,-1)} = {(0,2), (1, -1)} =
{(0,2p((1,0))), (p((1,0)), ~p((L,0))}- |
Esto implica la continuidad de g.
Ahora vamos a demostrar que g es inyectiva. De hecho vamos a demostrar que g tiene
la siguiente propiedad: dado z € X, existe w € ¢g({z}) tal que w no pertenece a ningin
otro conjunto de la forma g({v}). Consideremos entonces los posibles casos.
Caso 1. Supongamos que z € S — {(-1,0}}.
Entonces f1(2) € g({z}). En este caso hacemos w == f;(2) € g({z}). Supongamos que
fi(z) € g({v}) para alguna v € X. Observemos la definicién de g. En los 1inicos casos
en que ponemos puntos de S; — {(0,2)} es en el primer renglén. De aqui que v € §
7 9({o}) = (2(0), (Gpa(v) — 1,1} Puesto aue fu(2) € & y (puv) — 1,-1) £
entonces, f1(z) = fi(v). Como f; es un homeomorfismo, z = v. Esto es, {z} = {v}.

Caso 2. Supongamos que z € S, — {(1,0)}.
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Este caso es similar al Caso 1.

Caso 3. Supongamos que z € .

En este caso hacemos w = (p(z),p(2)) € ¢g({z}). Supongamos que (p(z),p(x)) €
¢({y}) para alguna y € X. Observando otra vez la definicién de g, notamos que sélo para
los puntos de ; se tiene que su imagen bajo g intersecta a la recta {(z,y) € R? : z = y}.
De manera que v € ;. Asi que g({v}) = {(0, =2p(v)}, (p(v), p(v})}. Luego, (p(z), p(z)) =
(0, —2p(v)) o bien (p(z),p(z)) = (p(v),p(v)). Si se tiene la primera igualdad, p(z) =
p(v) =0y asi z = v = (0,0). Si la igualdad que se tiene es la segunda, p(z) = p(v) y
como z,v € I, z =wv. Por lo que {2} = {v}

Caso 4. Supongamos que z € Iy,

Eiste caso es similar al Caso 3.

Por tanto, g es inyectiva.

Ahora definimos & : F,.(X) — F,,(Y) por

nA) = [ g{=})
2eA

La funcién A es continua pues g y la funcién unién lo son (ver Lema 1.48 de [7]). Para
ver que h es inyectiva, tomemos A, B € F,(X) y supongamos que A # B, Asi pues,
existe z € A tal que z ¢ B.

Por lo que probamos arriba, existe w € g({z}) tal que w no pertenece a ningun
otro conjunto de la forma g{{v}) En particular w ¢ | g({v}). De manera que w &
h(ANR(B). Por tamto h(A) £ h(B) y h s inyectiva.,

Por otra parte, sean A, B € F,(X) tales que A C B. Puesto que LEJAg({z}) -

U g({z}), R(A) C h(B). Por tanto h es un encaje ordenado, como desedbamos demostrar.
zeB

Problema. ;Es 2n la mejor cota que se puede encontrar?
Es decir, supongamos que F,{X) se puede encajar ordenadamente en F,,(Y'), donde
n < m < 2n : entonces, jnecesariamente X se puede encajar en Y7 Un caso particular

e interesante de esta pregunta es: Supongamos que n 2> 4 ¥ que F,(X) se puede encajar
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ordenadamente en F,,.3(Y), jentonces X se puede encajar en Y7 Observemos que como
se argumento al final del Teorema, 54, para contestar afirmativamente esta pregunta basta,

hacerlo para n = 4.
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Capitulo 6

Encajes ordenados inducidos y

encajes ordenados suprayectivos

6.1 Introduccion

En este capitulo vamos a demostrar que cuando X se puede encajar en Y; es decir,
cuando existe una funcién continua e inyectiva f : X — Y, entonceé podemos encajar
ordenadamente a C(X )} en C(Y) y a F,.(X) en F,(Y). Esto se hace tomando la funcién
inducida definida por A +— f{A). Es decir, a A le hacemos corresponder su imagen bajo
I

También vamos a presentar un resultado muy interesante que nos dice gue cuando
existe un encaje ordenado suprayectivo entre los hiperespacios 2% v 2% entonces los

continuos X v Y son homeomorfos.

6.2 Encajes ordenados inducidos

Teorema 56. Sean X , Y continuos. Si f: X — Y es un encaje entonces 27 : 2% — 2V

es un encaje ordenado.

Demostracién. Por el Teorema 15, 2/ es una funcién bien definida y continua.
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Vamos a demostrar que 27 es inyectiva. Sean A, B € 2% tales que A # B. Supongamos
que b € B\A Si f(b) € f(A) entonces f(b) = f(a) para alguna ¢ € A. Como f es
inyectiva entonces @ = b. Asf que b € A. Esta contradiccién muestra que f(b) ¢ f(A4).
Por lo que f{A) # f(B). Por tanto, 27(A) # 27(B). Lo que muestra que 2/ es inyectiva.

Finalmente, sean A, B € 2% tales que A C B. Vamos a probar que f(A4} C f(B). Sea
y € f{A). Entonces y = f(a) para alguna @ € A. Como a € B, entonces y € f(B). Lo
que demuestra que 2f(A) C 2/(B).

Por tanto, hemos demostrado que 2/ es un encaje ordenado. W

Al encaje ordenado 2! del Teorema 56, le llamaremos encaje ordenado inducido por

Corolario 57. Sean X, Y continucs. Si X puede encajarse en Y entonces C(X)
puede encajarse ordenadamente en C(Y).

Demostracidon. Sea f: X — Y una funcién continua e inyectiva. Notemos‘que si
A e C(X), entonces f(A) es un subconjunto conexo de Y. Asi que, 2/|C(X) : C(X) —
C(Y). Puesto que, por el Teorema 56, 2/ es un encaje ordenado, la funcién restriccién

27|C(X) también lo es. B

El reciproco de esta afirmacion no necesariamente es cierto. FEn el Ejemplo 32,
mostramos que C(S!) puede encajarse ordenadamente en C(T3) y sin embargo, S* no
puede ser encajado en T;.

Corolario 58. Sean X, Y continuos. Si X puede encajarse en ¥ entonces F,(X)
puede encajarse ordenadamente en F, (Y), para cadan € N.

Demostracién. Sea f: X — Y una funcién continua e inyectiva. Notemos que si
A € F,(X) entonces f(A4) € F,(X). Asf que 2f{F,(X) : F,(X) — F,(Y). Por el Teorema

56, es claro que 27| F,(X) es un encaje ordenado para cada n€ N. H
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6.3 Encajes ordenados suprayectivos

En [1] se dan condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales una aplicacién dada es
inducida. El siguiente es un resultado muy interesante fue demostrado por V. Newmann.

Teorema 59. (V. Newmann). Sean X y Y continuos. Supongamos que g : 2% — 2%
es un encaje ordenado suprayectivo. Entonces X y Y son homeomorfos.

Demostracién. Puesto que X y ¥ son homeomorfos a F1(X) v F1(Y) respectiva-
mente, entonces s6lo resta probar que g(F1(X)} = Fi(Y).

Mostremos que g~ (Fy(Y)) C F1(X). Sea B € g7 1{F1(Y)). Entonces existe y € Y tal
que B = g7 ({y}). Si b € B, entonces g{{b}) C g(B). Como g(B) = {y}, tenemos que
g({b}) = g(B). Puesto que g es inyectiva, B = {b} Por lo que B € F1(X).

Puesto que ¢ (F1(Y)) € F1(X), tenemos que F(Y) C g(Fi(X)).

Consideremos el conjunto A = {z € X : g({z}) € Fi(Y)}. Puesto que Fi(A) =
g (F(Y)) N Fi(X), entonces F1{A) es un subconjunto cerrado de F1(X). Como A es
homeomorfo a F;(A), tenemos que A es un subconjunto cerrado de X. Asf que 4 € 2%,

Vamos a mostrar que g(A) = Y. Supongamos por el contrario que g(A) G Y. Entonces
existe ¢o € Y\g(A). Por lo que existe xp € X tal que g({zo}) = {yo}. Asi que 2, € A.
Puesto que g({zo}) C g(A), entonces yo € g{A). Esta contradiccién demuestra que
glA) =Y.

Puesto que g(A) = Y, tenemos que A = X. En efecto, si A & X, entonces g{4) S
g{X), pues g es un encaje ordenado. Asf queY & g(X). Esta contradiccion muestra que
A=X.

Por tanto, g({z}) € F1(Y) para toda « € X. Asf que g(F1 (X)) C F(Y).

Por lo que g{F1(X)) = F1(Y). Esto concluye la prueba del teorema.ll
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