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INTRODUCCIOGN

Por momentos me pongo a cavilar sobre lo complicado que resulia el
oficio de matematico en estos tiempos. Esta reflexion varia segin el principio que la
motive.

Algunas veces parececiera que este oficio es clandestino, pues rara vez se
escucha una conversacién en la que se incluyan varables, ecuaciones, teoremas,
corolarios, hipdtesis; otras ocasiones percibo un ligero menosprecio a quien invierte
su concentracién en esos “simbolos raros”... Entonces, ;como es que subsiste esta
noble actividad? Sobrevive, ya sea en las universidades o en ¢l clandestinaje.

También he llegado a creer que solo algunas mentes con habilidades especiales
pueden lograr la disciplina necesaria para abstraer y razonar de la forma en que la
matemdtica lo requiere.

Sin embargo, més alla de estas concepciones irdnicas, es pertinente decir que el
estudio de las matematicas ha sido sustituido por actividades practicas e inmediatas,
en el mejor de 1os casos, mercantilistas en otros. Mencidnese cualquiera.

Todo lo anterior me sirve de argumento para suponer que el oficic de
matematico resulta complicado; sin embargo, ser y saberse matemdtico implica un
ejercicio permanente de conciencia. Y esta conciencia es la que me induce a
hablar(escribir} acerca de este bello lenguaje con que fue escrita la Naturaleza.

Intento exponer en este trabajo algunas herramientas y conceptos gue sirven para
comprender temas como solucion de una ecuacién diferencial ordinaria, puntos
singules y unicidad.

El trabajo se dividira en tres partes. En la primera se revisaran los fundamentos
sobre las ecuaciones diferenciales ordinarias, se expondra un conjunto de fenémenos
fisicos y biolégicos que seré el punto de partida para abordar los conceptos de
solucidn, puntos singulares, soluciones constantes, curvas integrales, campos
direccionales; poniendo el debido cuidado en la interpretacion de las soluciones.

En la segunda parte, se discuten las propiedades del movimiento que describen el
resorte y el péndulo. Se estudia la ecuacion diferencial propia de cada fenémeno y se
detalla la forma y caracteristicas de sus soluciones, utilizando como intrumento
principal la energia. Este capitulo motivars ia revision de los teoremas relativos a 1a
existencia y unicidad de soluciones.

En la tercera y titima parte se enunciarin dos teoremas que delimitan la
existencia y unicidad de soluciones de una ecuacidn diferencial ordinaria,
enfocanduse cl analisis en lo correspondiente a unicidad.

i



INTRODUCCION

Se revisan las caracteristicas de las condiciones que estos teoremas demandan y
se verifica el rango de ecuaciones para las cuales son aplicables. Se expone unpa
familia particular de ecuaciones diferenciales autdnomas y sus correspondientes
soluciones. Finalmente, se enuncia y demuestra el criterio de convergencia para
determinar la unicidad de soluciones de una ecuacion diferencial autdma, criterio
suficiente y necesario.

No obstante que este trabajo puede ser calificado de clandestino o bien reposar
en cavilaciones amorfas, deseo que sea un motivo que sirva para demostrar
formalmente que este oficio, el de matemadtico, es sabio y que su complejidad
dependera del carifio que se le tenga y de 1a pasidn que nos inspire.
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CAPITULO 1 Ecuaciones diferenciales ordinarias

Capitulo 1
Ecuaciones diferenciales
ordinarias

1. Antecedentes

La filosofia escolastica, prevaleciente en el siglo XVI en Europa, edificaba los
principios del pensamiento popular y lo conducia a utilizar ideas inamovibles como
tinica. explicacién de la existencia humana y de todo aquello que se suscitara a
su alrededor. Suponer algiin principio diferente a los establecidos constituia una
falta gravemente penada y los mecanismos para restablecer ¢l orden de ideas
eran reconocidos como no gratos. Sin embargo, este dogmatismo oscurantitsta
presentaba incémodas inconsistencias al tratar de ofrecer una explicacion de las
causas que motivaban varios fenémenos cotidianos.

Descripciones de movimientos tales como ¢l de una fecha que sale de un arco
o la trayectoria de un cuerpo que cae requerian de un andlisis cuidadoso, reflexivo
y sistemadtico; actitudes que lentamente fueron motivando a los estudiosos de esa
época a desprenderse de los antiguos patrones de pensamiento. Se gestd de esta
forma una sélida evolucién del conocimiento, una revolucion ctentifica que ofrecia
los argumentos escenciales para comprender el mundo de los fendmenos naturales.

El sistema de pensamiento aristotélico se pondria en entredicho cuando obser-
vaciones meticulosas, apoyadas en experimentaciones sucesivas, contradecian los
principios que habian prevalecido durante més de quince siglos. Gualileo Galiler,
quien sistematizo los acontecimientos mecdnicos cotidianos, engrandecié la nueva
visién del universo de los fenémenos fisicos y eliminé finalmente la idea aris-
totélica segiin la cnal todos los cuerpos pesados tenian un movimiento “natural”
y requerian una fuerza que los mantuviera; esta revolucion en la perspectiva e
interpretacién de la naturaleza seria la puerta de la “ciencia moderna”!.

Con este nuevo panorama de ideas cambiantes avanzaron los siglos XVI y
XVII, apareciendo en 1686 la obra magistral de Ia creacion intelectual realizada

"James R, Newman. “SIGMA, el mundo de las matemdticas”, pp. 2-5. [20]
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por Sir lsaac Newton. Para describir el movimiento y la posicién de los cuerpos
celestes, Newton ideé el cdleulo infinitesimal y a la edad de veinticuatro afos ya
habia conceptualizado la Ley de gravitacién universal. Newton repelia la idea
segin la cual la luna y los planetas recorrian su érbita en el “éter”, sustancia
invisible, impalpable e indemostrable.

El sistema que desarrollé Newton, complementado con el de Gottfried W.
Leibniz y las brillantes aportaciones de la familia Bernoulli a las matematicas de
los siglos XVII y XVIII, dieron origen a una nueva teoria matemdtica: La teoria de
las “ecuaciones diferenciales ordinarias®. Con esta herramienta se logré justificar
la naturaleza fundamental de los fenémenos fisicos, disipando cualquier otra idea
que no estuviera soportada por la observacién y experimentacién sistematizada.

La matemdtica tuvo un desarrollo importante en los siglos XIX y XX hasta
nuestro tiempo, donde los principios basicos siguen dando soperte a la estructura
conceptual de la fisica. Un elemento que enriquece la teoria de las ecuaciones difer-
enciales ordinarias es el uso de principios cualitativos que ayudan a profundizar
en la concepcién de los fenémenos que se modelan. Asi, es una tarea obligada dar
resptiesta a las siguientes preguntas:.

e ;Qué representa una ecuacién diferencial?
e ; Qué elementos la constitnyen y qué significado adquieren cada uno de ellos?
s ;Qué son y qué caracteristicas se observan en sus soluciones?

» ;Cémo se comportan cualitativamente estas soluciones?

La respuesta adecuada a estas preguntas, junto con diversas consideraciones
geométricas constituyen el estudio cualitetive de las ecuaciones diferenciales y nos
permiten obtener una interpretacién completa y concreta sobre distintos procesos
evolutivos.

A continuacién estudiaremos algunos fendmenos fisicos, bioldgicos y geométricos
con los que se ejemplificard el valor del andlisis cualitativo de la ecuactones diferen-
ciales ordinarias, expodremos los conceptos de solucién y el de ecuacidn diferencial
autdnoma.
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2. Caida libre

A principios del siglo XVII Galileo Galilei expresé la importancia del con-
cepto “aceleracién” en la dindmica, entendiéndola como el cambio de velocidad
en magnitud o direccidén. Este concepto aparece cuando Galileo da a conocer la
ley de caida de los cuerpes, donde “un cuerpo que cae se mueve con aceleracion
constante excepto por la resistencia impuesta por el aire”.

Al principio de su estudio Galileo consider6 gue la velocidad de caida de los
cuerpos era proporcional a la distancia recorrida en la caida, lo cual no le fue
satisfactorio, modificando su apreciacién para enunciar que la velocidad era pro-
porcional al tiempo de caida®.

Los experimentos realizados por Galileo mostraron que el origen del movimiento
de los cuerpos que caen se debe a la gravedad, de ta} forma que la aceleracién de un
cuerpo en caida esta influenciado por la fuerza de gravedad cuando el movimiento
es cercano a la superficie terrestre. En seguida mostraremos las propiedades de
este fendmeno y estudiaremos las ecuaciones diferenciales que lo describen:

Supongamos que el cuerpo o particula comienza su movimiento desde un punto
de referencia inicial zo y se desplaza hasta cualquier otra posicién z en un lapso
de tiempo t. Utilicemos un sistema de referencia a lo largo del eje vertical que
denotaremos como el eje X, donde el sentido positivo es hacia abajo. Tomando
como origen el punto donde comienza a caer la particula, podemos describir el
movimiento de caida libre por medio de la ecunacién:

a=g
donde a es la aceleracidon y g es la gravedad. Esta igualdad puede escribirse como:

v _ 21
a9 (z.1)

y resolverse por medio del teorema fundamental del ealeulo, obteniendo:

v=gl+ao (2.2)

2Galileo Galilei. “Consideraciones y demostraciones matemdticas sobre dos nuevas ciencias "
p. 362. (13
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Para cada valor de ¢, la velocidad de la particula - :2 cae estard determinada por
una funcién de la forma:

Yo, (t)=gt+c (2.3)

Por otra parte, la ecuacién 2.2 también puede =xpresarse como una ecuacién
diferencial ordinaria:

dx
— =gt 2.4
a9 + ¢ (24)
resolviendo se sigue que:
1
= 5_qt"’ + et +c- {2.5)

La posicién de la particula puede obtenerse por n:=3iio de la funcién:

1
Peren (B) = :?-gt2 4ot —

Con base en lo anterior podemos decir que el mo :niento de un cuerpo que cae
estd determinado por su velocidad y posicién inici... reflejadas en los valores de ¢;
yc respectivamente®. Consideremnos la funcién 2.7 la cual llamaremos solucidn
de la ecuacién diferencial ordinaria 2.1, y dibujer>s su grifica proporcionando
diferentes valores para ¢;:

bV

¥

¢.=0

—y

3Aunque para este caso fue posible encontrar las soluc:_nes de las ecuaciones diferenciales
planteadas, no siempre es posible hallar una funcién expliv:- = de éstas.
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el resultado es una familia de curvas con pardmetro ¢;.

Reflexionando sobre este comportamiento podemos decir que la velocidad,
independientemente de su valor inicial, aumnentard de manera constante mientras
el tiempo transcurre; ademds, para cada valor que tome ¢, existird una ecuacién
diferencial para la ecuacidn 2.4.

Si definimos sélo un valor de ¢;(la velocidad inicial que lleva la particula en
el instante tg), la ecuacién 2.5 satisface entonces la igualdad 2.4, y al graficarla
resulta un conjunto de curvas con parametro cg, es decir, las grificas de las solu-
ciones de 2.4.

Los valores con los cuales comienza el movimiento los nombraremos condiciones
iniciales de la ecuacién diferencial.

Algunas consideraciones importantes sobre este fendmeno son las siguientes:

Cuando el valor inicial de la velocidad es cero(c;, = Q), la particuta partira del
reposo y se alejard del punto inicial en el momento que inicie el movimiento. Por
otro lado, cuando la particula en el primer instante de la medicidén se encuen-
tra acelerada(e; > 0}, el movimiento ya ha iniciado y la posicién del cuerpo se
ha alejado de su punto inicial. Finalmente, cuando el valor de la velocidad es
negativo{c, < 0} en el primer instante de tiempo, se interpreta que la aceleracién
de la particula estd disminuyendo para llegar a un instante t en el que llegara
al reposo(z = 0), punto en el cual comenzard el movimiento de caida; esto puede
ejemplificarse mejor al observar la trayectoria de un proyectil que se lanza al cielo:
En el momento de ser lanzado tiene una velocidad inicial de salida, durante la
trayectoria el proyectil va desacelerando hasta llegar al punto maximo de altura
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en donde la velocidad es cero, inmediatamente inicia su movimiento de caida libre,
aumentando con ello su velocidad.

2.1. Anadlisis cualitativo

El segundo miembro de la ecuacién 2.4 es una funcién solo de la variable
independiente ¢ y puede generalizarse de la forma:

dr
=0 (26)

La funcién f (t) representa el cambio de la variable dependiente z respecto a la
variable independiente ¢ y expresa el valor de la pendiente de una curva (o familia
de curvas?) en un punto determinado. Al resolver una ecuacién diferencial como
la ecuacién 2.6 encontramos una familia de curvas cuya peculiaridad se basa en
que cada una es la traslacién vertical de las demds:

4 S0

I
>
e
LS

Esto corresponde al hecho de que todas las antideriviadas de f (t) son de 1a forma:

T=p(t)+k

4Estas curvas son las graficas de las funciones explicitas que obtuvimos y llamamos soluciones.
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Para el ejemplo de la caida libre, la grifica de f(t) = gt + ¢, proporcions in-
formacidn suficiente para determinar las caracteristicas cualitativas de las gréficas
de las soluciones:

+fiy

e

e Para cualquier { contenida en el intervalo (—oo, —C—l) el valor de d_f = f(t)
)

es menor que cero, por lo tanto la grifica de la solucidn £ = ¢ (t) serd
decreciente para ese intervalo.

d
» Para cualquier ¢ contenida en -Egl,oo) el valor de d—f = f{t) es mayor

que cero, la grifica de la solucién 2 = () sera creciente en tal intervalo.

S ]ﬂr) :

€,
A{

-y

B

De todo io anterior podemos mencicnar que:
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1. Dada la ecuacion diferencial ordinaria % = f(t) la gréfica de f(t) propor-

ciona informacién cualitativa acerca de la forma de las soluciones: su signo
determina los intervalos donde las soluciones son crecientes o decrecientes.

2. Todas las grificas de las soluciones de la ecuacién diferencial ordinaria 2.4
se presentan en traslaciones verticales, ya que difieren en una constante &
producto de la antiderivada.

Finalmente, subrayemos que las funciones 3, {t) y ¢, o, (£}, que determinaron
la velocidad y posicién de la particula, son soluciones de la ecuacidén diferen-
cial 2.1 y de la ecuacidn diferencial 2.4 respectivamente. Las gréficas de es-
tas funciones las nombraremos curvas integrales® pues surgen como producto de
aplicar la operacién de integracién. Integrar una ecuacién diferencial equivale,
geométricamente, a encontrar la grifica de estas curvas®,

En particular, la ecuacién diferencial ordinaria:

Ch: —_—
- 9tta
es una ecuacién de la forma 2.6 y tiene como soluciones las funciones:

1
Perco {E) = égtg +aot+o

Las gréficas de las soluciones z = ¢, ., (t) son las curvas integrales que existen
en el espacio (t,z}. Dadas las condiciones iniciales del movimiento, podemos en-
contrar una solucién particular cuya grafica pase por el punto (g, zg) -

En general, la solucidn a la ecuacién diferencial

dx
pri f(t)

con condiciones iniciales (i, zq) estd dada por la ecuacién:

() =:zg+ft:f(u)du

La expresién anterior se debe a los trabajos realizados por el matemdtico inglés
Isaac Barrow y se le conoce como férmula de Barrow’.

5Vladimir I. Arnold. Ordinary differential equations, p.17. [3}
SSin embargo, €l problema de encontrar una curva integral no se reduce a la intregracitn
analftica, pues no siempre puede ser representada por medio de una combinacidn finita de

composiciones de funciones elementales.
7 Ibid. p. 18.
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3. Crecimiento exponencial

La gran capacidad de las poblaciones para reproducirse, no puede ejempli-
ficarse mejor que con la poblacidn humana, la cual ha crecido prolificamente
duplicdndose aproximadamente cada cuarto de siglo. En cualquier etapa de la
humanidad, el crecimiento poblacional ha sido motivo de estudio y preccupacidn.
El economista inglés Thomas Malthus, en su ensayo sobre las poblaciones publi-
cado en 1798, advirtié sobre los dafios del crecimiento poblacional descontrolado
expresando:

“Pienso que se pueden considerar dos postulados: Primero, la comida es nece-
saria pere la existencic humana. Segundo, la atraccion entre los sexos es nece-
saria para la reproduccidn y permanece actualmente”®. Malthus determiné que
“una poblacion desmedida se incrementa de manera geométrica, mieniras que los
elementos de subsistencia tinicamente en forma aritmética. Un sencillo endlisis
determinard lo superioridad de la primera razdén sobre lo segunda”.

El contraste entre los crecimientos geométrico y aritmético constituye una
de las distinciones bdsicas realizadas por Malthus referente al crecimiento pobla-
cional. Bajo estas premisas, el incremento exponencial constituye la base de todos
los esfuerzos para formular la proyeccién del tamafio de una poblacidn a través
del tiempo.

La tasa de crecimiento de una poblacién se define como la diferencia entre
la tasa de adicién de individuos debida a nacimientos ¢ inmigracién y la tasa de
sustraccién debida a la muerte y emigracién:

dx

i N+I-M-F
En el modelo de crecimiento exponencial se supone que ningiin individuo entra
ni sale, es decir I = F = 0. Existen ademas, algunas fertilidades promedio y una
probabilidad media de muerte aplicable a todos los individuos de la poblacidn, las
cuales no dependen del tiempo ni del tamaifo de ésta. Lo anterior corresponde a
que N y M sean proporcionales al niimero de individuos, explicitamente:

N = nx
M = mz
8Robert. E. Ricklefs. Ecology, p-302. [22]. Traduccién del autor.

10
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donde n y m son las tasas medias de natalidad y mortalidad de cualquier individuo
por unidad de tiempo. Por lo tanto:

@ e
7 = ne-ma
dz
i (n—m)z
d—I-=r:r (3.1)

dt
donde = (n—m) es la tasa intrinseca de aumento poblacional o pardmetro
Malthusiano.

Algunas consideraciones sobre la ecuaci6n diferencial de crecimiento de pobla-
ciones son las siguientes:

. dx . -
1. La tasa de incremento 7 directamente proporcional al tamafio de la
poblacién.

2. La tasa de crecimiento exponencial r expresa el incremento o decrecimiento
poblacional per individuo.

J. Se interpreta como:

Cambio instantaneo Contribucién de Nimero de
del tamafio de = | cada individuo individuos de la
la poblacién de la poblacién poblacién

La ecuacién 3.1 puede resolverse por el método de separacién de variables?,
procediendo de la siguiente manera:

d
& vt
jin
integrando ambos lados se sigue:
d
i = r/dt
x
Injz|{ = rt+7rc

9Leibniz desarrollé cste método y lo cornunicsd a Huygens en una carta en 1691; resolvid una
o d
ecuacion diferencial de la forma yj—z = f(z)g(y), escribiendo == Md

flz) v

11
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resolviendo para z se tiene:

I = +elrttre
T = ierlefc
T =+e"k
T = tke™

Asi, las soluciones de la ecuacién diferencial planteada son las funciones:

(8} = tke™ (3.2)
donde k # 0'0.
Las graficas de la funcién ¢ {t) tienen la formal!:
3 X
_—-——-—/—-—‘_' o
—_—— >

La forma de las graficas de () puede obtenerse si observamos el comportamiento
geométrico de f (x) = rr, ya que ésta proporciona informacién cualitativa sufi-
ciente para conocerlal?:

9Esto se debe a que k = +e™

N Aqui se estd suponiendo que + > 0, lo que corresponde al caso de que la tasa media de
natalidad sea mayor a la de mortalidad.

2Consideramos el valor de 2% en la ecuecién 3.1 como una funcién f(x) de la variable depen-
diente z, tal que f{z) = rx donde ‘fi—f = f{z). En lo sucesivo nos referiremos & la drivada de x

con respecto a £ como un funcién f{z) en ¢l caso de que ésta sea autdnoma.

12
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 fix)

HV

1. Si = > 0, entonces f (z) > 0, por lo tanto % > 0. La grafica de z = ¢ (t)

es creciente.
E X

. d
2. 8i z < 0, entonces f(z) < 0, por lo tanto (—E < 0. La grafica de z = ¢ (t)

13
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es decreciente.

p X

~y

———

La grafica de f(t) = r= induce la forma de las graficas de (t) = ke™. Las
curvas crecientes determinan que el cambio en la cantidad de poblacién aumenta
conforme el tiempo se incrementa; por otro lado, las curvas decrecientes, aunque
matemdticamente son validas, fisicamente no los son pues no tiene sentido pensar
en poblaciones negativas, es decir, el dominio de f(x)} estd comprendido dentro
de R, sin embargo en el sentido bioldgico sélo es vélido para z > 0.

Si pensamos en una cantidad de poblacién zg definida en un tiempo inicial
1o, obtendremos una curva que pasard por el punto (ty, zo); si tales condiciones
iniciales cambian, obtendremos otra curva diferente.

3.1. Soluciones constantes

No obstante que se obtuvo una funcién z = ¢ (t) como solucién del fenémeno
de estudio, la expresién 3.2 no retine todas las posibles soluciones de la ecuacion
diferencial de crecimiento poblacional. La funcidn constante ¢ (t} = 0 también
es solucidén de la ecnacidn diferencial 3.1 y describe un crecimiento nule o no
crecimiento mientras ¢l tiempo pasa.

Podemos ver que la grafica de f(z) se anula en el punto 5 = 0, lo cual

. L . ‘e . .
determina que — = (; asi, para que una funcién tenga derivada igual a cero, no
dt

debera ser sino constante!?.

138e recomienda demostrar que la funcién coustante w{i} = 0 es solucidn de la ecuacion
diferencial ordinaria z= rr.
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CAPITULO I Ecuaciones diferenciales ordinarias

A una ecuacién diferencial ordinaria de la forma:

dx
= = f)

se le denomina ecuacién diferencial auténoma, pues f no depende de t. Si existe
algin =z donde f(zg) = 0, se generard una solucién constante ¢ (t) = zp. A
tales puntos los denominaremos puntos singulares, puntos de equilibrio o puntos
estacionarios del sistema.

En nuestro caso, si el sistema comienza su evolucién en un punto donde [a
poblacién es mila, ésta permanecerd constante siempre; inversamente, el sistema
se alejard de manera exponencial del punto de inicio si comienza con un valor
de la poblacién superior a cero. Lo mismo se espera para valores negativos de
z, el sistema se alejard de punto estacionario a medida que transcurre el tiempo.
Concluimos entonces, que la cantidad de poblacién tiende a alejarse del punto
estacionaric zp = 0 conforme ¢ avanza, no asi en el caso que se inicie con una
poblacién nula.

nf(x) X

-y
e

Este esquema de comportamiento es una herramienta auxiliar que nos permite
conocer la evolucién de un sistema auténotno.
3.2. Campos direccionales

Nétese que las grdficas de las soluciones de la ecuacién diferencial anténoma:

dr
E-“—f(ﬂ?)

son curvas cuya tangente en cada punto {£g, zo) tienen una direccién determinada
por f (zo}. A través de f{z) podemos construir un campo direccional asociando

15



CAPITULO I Ecuaciones diferenciales ordinarias

a cada punto (g, %g} un segmento de recta que pase por (tg, 7o) con pendiente!

m = f (xo).

X
AN AN A A
AV AV AN BV AN AN VAN
AL S SIS S

Los segmentos de recta dentro del campo direccional pueden ser reemplazados por
una curva suave tangente a cada segmento, obteniendo asi las curvas integrales
de la ecuacién diferencial planteada.

RNRNEN

o PR N N
o N N
RN N~

a4
~ AR, N~

1

Las graficas de las soluciones son las curvas integrales del campo direccional
(t,x) v f(z).

El campo direccional construido por medio de f (x} proporciona una ley de
evolucién de un proceso's.

4103 puntos donde f (xp) = 0 tendrén asociados seginentos de recta con pendiente m = (.
15La teorin de las ceuaciones diferenciales ordinarias consiste en reconstruir el pasado asi como
predecir el futuro partiendo del conocimiento de esta ley de evolucidn.
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CAPITULO 1_Ecuaciones diferenciales erdinarias

3.3. Validez del método de separacién de variables

Al resolver la ecuacién diferencial 3.1 por el método de separacidn de variables
no obtuvimos la solucién contante ¢ (t) = 0. ;jPorqué el método “oculta” este tipo
de soluciones?. Tratemos de generar una respuesta apropiada:

En general, al resolver la ecuacion diferencial auténoma:

dx
- = /(@ (3.3)

por este método, es sencillo manipular algebrdicamente la expresion y hacer la
separacién de variables:

lo cual carece de sentido para valores de z en los cuales f (z) se anula.

Bajo las caracteristicas arriba planteadas, es posible justificar el uso del método
de separacién de variables escogiendo una regién donde f{z) # Qconz € ] =
{a,b). Sea £ = @ (t) una solucién, se tiene entonces que:

20 _ 1 o o)

donde f (1 (t)) # 0.
Por el teorema de Ia funcién inversa, la funcién x =  (t) es invertible y tiene
una inversa ¢ = 3 (z) y su derivada cumple:

dt 1
d f(z)

La solucién t = 1(z) con condiciones iniciales (zp,%p) 1a podemos calcular por
medio de la {6rmla de Barrow:

(3.4)

b=tot [ -
O fa Flu)

De tal manera, las soluciones de la ecuacién 3.3 equivalen a las soluciones de Ia
ecuacién 3.4. En resumen, el método de separacidn de variables no contempla
valores donde f {x) = 0, sin embargo, ¢n el caso que f no se anule, se garantiza

su validez a través det argumento anterior'®.

16¥)adimir I. Arnold. op.cit., pp.19-20.
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CAPITULO } Ecuaciones diferenciales ordinarias

4. Crecimiento logistico

Los argumentos propuestos por Malthus acerca de las poblaciones, habian es-
timulado considerablemente el interés sobre nuevas formulaciones del crecimiento
poblacional; varios estudiantes habian tomado en cuenta que las limitantes de es-
pacio, alimentacién y sobrevivencia restringirian la poblacién dentro de un limite.
Las maés brillantes y exitosas observaciones fueron realizadas por el matematico
Pierre Francois Verhuist, quien en 1838 publicé una nueva ecuacién que describia
el ritmo de crecimiento poblacional. En un segundo trabajo realizado en 1845,
Verhults llamé a su férmula la ecuacion logistica debido a su forma logaritmico-
exponenciall”.

Ya que en la ecuacién diferencial:

cualquier valor de r superior a cero producird eventualmente mas individuos, el
modelo de crecimiento exponencial resulta incompleto. El suponer a n y m como
constantes y sus valores independientes de x constituye el problema principal; por
tal razdn, una situacién mds real propone a n y m como funciones lineales de z:

g — kﬂI

13

m

I

mo -+ knz

donde los valores de np y m son aproximados a medida que la poblacién se hace
mas pequefia, k, es la pendiente de la disminucion de la tasa de natalidad y &,
es la pendiente del aumento de la mortalidad. La ecuacidn establece que la tasa
de mortalidad aumente y la de natalidad disminuya a medida que se incrementa
la poblacién. Sustituyendo n y m por sus nuevos valores, tenemos:

dx

pTi l(no — knz) — (Mg + kpnz)]x

Esta es una forma bdsica para el crecimiento logistico de poblaciones!®,

"Robert E. Ricklefs. op.cit., pp.329. Traduccién de autor.
18Cfr, Edward Q. Wilson. Sociobiologin: La nueva sintesis, p.84. [29].
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CAPITULO 1 Ecuaciones diferenciales ordinarias

Cuando n = m la poblacién permanece en equilibrio, es decir, se mantiene por
si misma. en un valor z dado por:

Ng — knT = Mo + knZ

LMo
kn + km
que se denomina “capacidad de carga del ambiente” y se representa por k. Sea

-m,
= 2070 1 valor particular de z y la tasa de crecimiento + = ng — mo, la

ecuacidn diferencial del crecimiento logistico de poblaciones, en términos de k y
r, esta dada por:
dx k-
= = 41
at [ k ] (4.1)

La expresién anterior se conoce como la forma familiar de la ecuacién diferencial
para el crecimiento y regulacién logistico de poblaciones.

4.1. Analisis cualitativo
k—

Si dibujamos la grifica de f{z) = rz [ I] podemos notar que en los

puntos o = 0 y T; = k ésta se anula:

A fix)

=Y

R 4

Para cualquier valor de z dentro del intervalo (0, k) el valor de f (z) tendra signo
positivo y para cualquier z perteneciente al intevalo {—o0, 0) U (k, 00} el valor de
f{z) tendr4 signo negativo.
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CAPITULO 1 Ecuaciones diferenciates ordinarias

Los puntos de equilibrio, de acuerdo a lo expuesto en la seccién anterior,
generan dos soluciones constantes: , (f) = 0 y ¢ (t) = k. Por otra parte, en
el intervalo x € (0, k) las graficas de las soluciones serdn crecientes, mientras gue
para el intervalo = € (=00,0) U (k, 0o} serdn decrecientes.

b X

L/
\

9

Para obtener las soluciones analiticas © = o (t) de la ecuacién diferencial de
crecimiento logistico por el método de separacién de variables, puede usarse la
forma reducida de la ecuacién logistica: = az — bz® dondea=ry b= % lo que
reduce los calculos considerablemente.

4.2, Traslaciones horizontales

La solucicnes que describen el crecimiento logistico tienen la peculiaridad de
presentarse en traslaciones horizontales unas de otras; intuitivamente esto parece
claro, sin embargo daremos un argumento més formal de este comportamiento.

En general, la ecuacién diferencial 4.1 corresponde a:

dx

prant ) (4.2)

Tomemos una solucién g (t) de esta ecuacién y para cada 7 fija, sea ¢ {t} =
@ (t — 7). Veremos que o, {t) también es solncién de 4.2:

o) = Selt-1)
W) = flgolt=7)
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CAPITULO I _Ecuaciones diferenciales ordinatias

) = floe )

La relacién geométrica entre g (£) y - (t) 1a podemos ver en el siguiente dibujo:

L B

'

Como la grifica de ¢, es una traslacién horizontal de la gréfica de ¢, lo
que hemos demostrado formalmente es que cualquier traslacién horizontal de una
curva integral de 4.2 es también curva integral de dicha ecuacién.

Un argumento geométrico para esta propiedad consiste en que si construimos
el campo direccional de la ecuacién diferencial 4.1 podemos notar que para 1 fijo,
la inclinacién de los segmentos de recta es la misma para cualquier (i, o) con lo
gue resulta este tipo de comportamiento en las curvas integrales.
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Finalmente, el conjunto de posibles estados que el modelo diferencial pueda
tomar es denominado como espacio fase!’. En nuestro ejemplo, el espacio fase
es el conjunto de niimeros reales R, debido a que la variable dependiente z toma

valores contenidos en este conjunto, es decir, € R.

19yadimir I. Amold. op. cit., pp. 14-15.
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5. Predador-presa

En las secciones anteriores, se estudiaron algunos modelos matemadticos acerca
del crecimiento de biomasas bajo condiciones ideales de espacio, alimentacién y
competencia; sin embargo la dindmica de poblaciones se presenta todavia més
interesante cuando se estudian dos o més poblaciones biol6gicas que interactiian
en el mismo ambiente®®. Los primeros modelos matemaéticos que incorporaban
interaccién entre especies fueron propuestos por el bidlogo Alfred Lotka® en 1925
y el Italiano Vito Volterra en 1926 quienes usaron el modelo logistico como punto
de partida.

El modelo Lotka-Volterra describe la interaccién entre dos especies dentro
de un ecosistema, un predador y una presa. Volterra analizé las variaciones
ciclicas observadas en las poblaciones de tiburones y sus peces alimento en el
mar Adriitico y mencionaba:

* Una consideracion de las asociaciones bioldgicas o interacciones mutuas en-
tre dos o mds especies me ha permitide obtener ciertos resultados matemdticos:
Primeramente he considerado dos especies en interaccion en la cual una encuentre
suficiente comida en su entorno, lo cual la multiplicaria indefinidamente; mien-
tras que otra especie pereceria por falte de alimento si se encuentre sola, perv se
alimenta de la primera, ast las dos especies pueden coezistir juntas. La tase de
incremento de la especie que come disminuye el nimere de individuos de la especie
que es comida. Establecidas las leyes de este incremento y disminucidn es posible
establecer dos ecuaciones diferenciales de primer orden no lineales gue pueden ser
infegradas”.2?

Para construir el modelo predador-presa denotemos el nimero de presas como
z(t) y a y(¢) como el mimero de predadores en el tiempo t. EI nimero de
presas experimentaria un crecimiento exponencial en ansencia de predadores, lo

L4 teorfa de estabilidadad se muestra en este tipo de aplicaciones.

21 Biofisico estadounidense que formulé las ecuaciones difereciales Lotka-Volterra. Tales ecua-
ciones describen la interaccién predador-presa y fueron publicadas en 1925 en el libro: Elementos
de biologia matemdtica, primer libro sobre biologia matemética.

22¥/ito Volterra. “Variazioni del numero di individui in specie animali conviventi” en Foun-
dations of ecology, p. 283. [28]
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CAPITULO 1 Ecuaciones diferenciales ordinarias

que determinaria una tasa natural de crecimiento de:

d’:r:_':m
dt

En ausencia de presas, los predadores moririan con una tasa natural de:

dy_
dt

Al juntar ambas especies ocurre una combinacidn de las tasas naturales de
crecimiento y mortalidad, donde las presas experimentardn una mortalidad pro-
porcional al mimero de encuentros con los predadores resultando una tasa de
interaccién negativa:

—bzy

y las presas a su vez se multiplicardn y tendran una tasa de interaccién creciente:
dzy

Si consideramos una poblacién en equilibrio, justifica prescindir de los términos
de regulacién intraespecifica {competencia entre la misma especie). Sumando las
tasas naturales y de interaccién obtenemos las ecuaciones diferenciales del modelo
predador-presa:

—Zj = ar—bxy

dy

= — 1
~ cy + dxy (5.1)

5.1. Analisis cualitativo

El lado derecho de estas ecuaciones define un campo vectorial en el plano, cuyo
vector asociado a cada punto (z,y) tiene componentes {ax — bry, —cy + dzy) vy
estd definido en el sector z > 0,5 > 0 debido a que las poblaciones son positivas.

Existen dos puntos singulares en el sistema 5.1, el punto (0, 0) que determina la
extincién de ambas especies y el punto (¢/d,a/b) que es el mimero de la cantidad
de poblacidén en las que ambas especics estdn en equilibrio.
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CAPITULO 1 Ecuaciones diferenciales ordinarias

5i hacemos un anélisis de signos en las entradas de las componentes del vector
asociado, podemos encontrar la forma del campo vectorial del sistema:

N
////f’.\r\[l'

N
S \\; 7/

y

X

Qalo

r

En algiin momento de la evolucidn de este sistema biolégico la cantidad de
predadores permitird el aumento del nimero de presas(regién A}, origindndose
al paso del tiempo el aumento de predadores debido a la presencia de suficiente
alimento(regién B). Si existen las condiciones en las cuales los predadores son mas
que las presas, motivard la disminucién de éstos tltimos(regidn C), finalmente
con menos alimento, la cantidad de pedadores se vera afectada y comenzara a
disminuir su mimero {regién D).

cin
S 4

Este campo vectorial proporciona informacién cualitativa relativa a los cambios
de estado del sistema 5.1 en el transcurso del tiempo.
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Si dentro del campo vectorial trazamos una curva tangente a cada uno de los
vectores obtendremnos las curvas integrales del sistemna®:

4

y X

Nota 1. Con la informacién que se tiene, no podemos esbozar la forma de las
curvas integrales con exactitud. Siendo (c/d,e/b) un punto singular, no sabemos

si las curvas oscilan alrededor él, si son curvas que se alejan o si se van acercando
mientras el sistema evoluciona.

y y

Intentemos conocer la forma de las curvas integrales de la siguiente forma:

Tomemos el sisterna de ecuaciones diferenciales 5.1 y rescribamos despejando
Ty

dz
- = az — bzy =z {a — by)

23Para profundizar en este concepto véase: Vladimir I. Arnold. op. cit., pp.28-31.
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d
2y ~cy + dzy = y(—c 4+ dz)
dt
eliminemos dt realizando el cociente d_z = Eg:
dt = dt
dr _ z(a-—by}

dy y(—c+dz) (52)

lo cual resulta en una ecuacién diferencial ordinaria.
La ecuacién diferencial 5.2 puede resolverse separando variables:

{a ~by)dy  (—c+dz)dz
y B z

[ - JG-da

alny—by=—clnz+dz+ &

1l

Integrando tenemeos:

alny+eclnz ~by—dr=+%

La expresién anterior genera una superficie S cuya grafica tiene la forma:

Z
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Las curvas de nivel z = k de la superficie son curvas cerradas:

1 2 X

. . c
Podemos revisar analiticamente que el punto (—

a
7 3) es un maximo abscluto de

la superficie S. Definamos las funciones:

S, y)=alny+clnz —by — dz

g(z,y) = faz (I:y) fvy (I,y) - [f:l:y (I:y)}2

donde f.o (z,y)y fiy (2,y} son continuas en una vecindad de (

ca
3 5) . Como el
ca
valor del gradiente®® Vf (3’ 3) = ( podemos decir que (5, 3) es un maximo
ca cua
locs Ty zz | 517 .
0(1ldefyaqueg(d,b) >0y f (d b) <0
Por la forma de la superficie S se sigue que (zq,yo) = (c_ci' %) €5 U MAXimo
absoluto de S.

f (zo.w0) _ . Of(zo.m0)
7z =0y =10

HE gradiente ¥ f (2o, yo) = 0 equivale a decir que B
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6. Flujo en tanques

Otra fenémeno que puede ser modelado por medio de una ecuacién diferencial
auténoma es el tiempo de vaciado de un tanque. Supongamos que se tiene un
tanque cilindrico que contiene una cierta cantidad de agua y en el fondo del
tanque existe un orificio por donde escapa el agua. Denominaremos a z(t) la
altura que existe entre la superficie del agua y el fondo del tanque en un instante
de tiempo. Deseamos conocer el ritmo con el que el tanque se vaciard.

Las consideraciones pertinentes a este fenémeno son las signientes:

1. La velocidad v (p;} que experimenta una particula de agua que est4 contenida
dentro de un recipiente, estd determinada inicamente por la posicién p; en
la que se encuentra y no del tiempo, en este caso se dice que se tiene un
flujo estacionario.

2. Al vaciarse el tangue existen algunos factores que condicionan la velocidad
de desalojo de agua, uno de estos es la energia potencial cuyoe valor en una
pequena regién alrededor de p; es mygu (p;), donde m; es la masa del agua,
g la gravedad y u({p;) es la altura de la particula de agua en el punto p;.
Otro tipo de encrgia que interviene es la energia cinética v de movimiento
con valor de —m, (v {p;))?. La energia E; de una particula serd la suma de
la energia potencial mds la energia cinética; por lo tanto, la energia total F
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del sistema serd la suma de las energias que experimenta cada particula de
agua dentro del tanque, es decir:

Ex § %me (v (p))* + magu () (6.1)
i=1

¥ permanecerd constante en todo tiempo.

3. El radio del tanque lo denominaremos R, mientras que el radio del orificio
por donde se desaloja el agua lo llamaremos r. En el instante de tiempo ¢
existe una cantidad de agua comprendida en una regién C, la altura definida
por este volumen de agua en el instante ¢ es z (t).

4. Una vez que comienza a desalojarse el agua y transcurrido un periodo de
tiempo At, el valor de la altura z (t) cambiard para ser z (¢ -+ At) experi-
mentando un decremento |Az] = —Az, donde Az =z (t + At) — z ().
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5. La regidn inicial C la podemos dividir en dos regiones C, y Cy, en la que ()
s la regién de agna que se desaloja y C; la regién de agua que permanece
en el instante t + At. Dentro C, podemos tomar una particula de agua
que se ubica en ¢l punto p, con coordenadas (z,y,z) . La cantidad de agua
desalojada estard contenida en una columna de agua que expresaremos como
una regién C; donde una particula de agua se encontrard en el punto ps.
La altura de esta columna de agua experimentard un incremento Ad con el
paso del tiempo.

6. En una pequefia porcidén de agua existird una cantidad casi infinita de
moléculas de agua; asi, la masa m de esa porcidn de agua serd la densi-
dad p por el volumen V, tal que m = pV.

La energia total E (ecuacién 6.1) en cualquier regién C; la podemos calcular

haciendo:
E= f [ ) + pgu (pi)} dp

E= p[[ v (p:)) yu(p.-)]d

Para simplificar los cdlculos, sustituiremos la expresién contenida entre corchetes
por f(p).

Debido a que en el instante ¢ el agua estd en la region C = Cy U Cy y en el
instante ¢ + At el agua estd en C = C, U Cy tenemos, por la conservacién de la
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energia,que:
p[f®do=0[fp)ap+p [ 1)
[ L] Ca
p[fwdp=p [fp)dp+p [ F(p)ap
[#4 Ca Ca

de donde se sigue:

[1wdn=[sip)ap (62)
(w1 [
Por el teorema del valor medio para integrales se tiene:

[ ®rdp=rol(C)- 1 7)
C;

para algin § € Ci.

Podemos estimar entonces el valor de las intregrales contenidas en la expresién
6.2:
Para f J (p) dp hacemos:

(v () - *R* (- Bz) + gnR? (- Az)u

M!'—

[ fp)dp =
C,

[7®)dp =3 (@) 7R (A2) - gr R (Ao
=]

para algiin u € (z (¢),z {t + At)) y algin py € .
Para / J {p) dp se tiene:

Ca
jf

para algiin p» € C3 donde p; = (x9,30,7) .
Como el ritmo con gue se desaloja el agua es ignal al ritmo con que se crea la
columna de agua desalojada, es vilido escribir:

(v (p2))? - 7r? (Ad) + gnr? (Ad) T

t\JIr-—n

r? (Ad) = 7R (- Azx)
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por lo tanto
1 ®)dp =3 (0 () 7R (B2) - grR? (A2) @
Cs

donde @ € {—Ad,0).
Por todo lo anterior, la ecuacion 6.2 se expresa como:

—3 W) TR (Az) - gr R (Az)u = —3 (v (o) - 2R (Az) - g (A2}

Dividiendo entre Az tenemos
1
-5 (v(m))* 7R - grR*u = —% (v{p))* - =R* — gnR'T (6.3)

Debido a que deseamos conocer el ritmo con el que ¢l tangue se vaciara, es decir,
la forma en que z(t) cambia mientras el tiempo varia, es preciso verificar qué
sucede si el tiempo de desalojo de agua es muy pequefio. Por una parte el valor
de la velocidad de la particula v {p;) corresponder4 al valor de la altura z {t) del
agua®, conforme At — 0, lo cual puede escribirse como:

. Ax
Jim = =v(p)
con esto expresamos que x (£) = v (p;). Como la energia potencial depende de la
posicién de la particula, cuando At — 0 el punto p, tenderd a estar a la altura
z (t), tomando asi u el valor de z (). Se puede escribir el lado izquierdo de fa
ecuacion 6.3 como:

_% (v(p))* 7R — gnR*u = "% (=) =R -grRz(t)  (64)

Por otra lado, al ser el tiempo de desalojo muy pequernio, la columna de agua
desalojada también serd pequena, con ello # se anulara, evaluandose la velocidad
en un punto pp = (z,y, 0). El lado derecho de la igualdad 6.3 queda:

5 () TR — gnRiE ~ = o (o))" P

25Debido a que la velocidad de ia particula esta determinada inicamente por la posicidn en
que se encuentra, mientras la altura del agua experimente un cambic muy pequeio la posicién
{y por lo tanto la velocidad de la particula de agua) corresponderd al valor de z (t).
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Ademas, la expresion:
_pebe _
At T At
cuando At — 0, tomari el valor de —R%z’ (t) = r%u {p;) . Lo anterior es vilido
ya que si la columna de agua es muy pequeiia, la velocidad de la particula en un
punto muy cercano a cero corresponderd al valor que adquiera d en ese instante
de tiempo. Reescribiendo obtenemos:

1 2 o Lf(-R2. N\
—E(U(pg))'ﬂR —gnR =—3 rza:(f.) -mR

2y 2
—% (v(p2))® - 7R? — gnR*u = ...é (%) (I' (t))2 - R? (6.5)

Al sustituir en la ecuacion 6.3 los valores obtenidos en las ecuaciones 6.4 y 6.5
se sigue que:

2
__;. (a:‘ (,{))2 caR? — gn Rz (t) = —% (f—;) (-’B' (i))z -wR?

2
—% (:n' (t))2 xR+ % (%2) (:r' (t))2 - R? = gn Rz (t)

_% (= )" =2 [1 -~ (}:;;)2} = gn Rz (1)

Esta ipualdad se puede simplificar haciendo:
| 2
~5(E W) L~k =gz®)

(F @) k- 1U=02(®

P82 29z ()
T ()} =
) - 22
por sencillez tomaremos ¢l coeficiente [k — 1} como 1.
De esta forma, es posible expresar el ritmo de vaciado de un tanque por medio
de la ecunacidn diferencial ordinaria auténoma:

(' (©) = 2z (1)
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dz z
(a) ~ 2o

Como la altura del agia disminuye con el paso del tiempo, se tiene finalmente:

que se puede escribir como:

dr
i, 6.6
: 2g9x ( )

6.1. Andlisis de soluciones

Resolviendo la ecnacidn diferencial 6.6 separando variables tenemos:

J%=jﬂ-dt

1 dr —/—dt
V2 /) V=
1
L oz=—t+ec
V2
resolviendo para x tenemos:
2
VT = g (=t+c)
= % (-t +c)?

La funcién z = ¢(t) es una familia de curvas con pardmetro c.

b X

0
~




CAPITULO 1 Ecuaciones diferenciales ordinarias

El comportamiento de la funcién f(r) = —./2gz para diferentes valores de z,
se esquematiza de la siguiente forma:

$ S

r

Este grafico nos indica que las curvas generadas por = = (¢}, tendrén un com-
portamiento decreciente con el paso del tiempo; existe ademads, una posicién de
equilibrio zo = 0 lo cual generard la solucién constante w(t) = 0. Sin embargo,
las pardbolas generadas por ¢(t) = %(—t + cc)2 sélo son decrecientes dentro del
intervalo (—o0, ¢), mientras que en el segmento (¢, 00} son crecientes. ;Dénde se
perturba el razonamiento que hemos construide hasta el momento?...
Observemos cuidadosamente ¢l procedimiento utilizado para obtener p(t) y

notemos que al resolver por el método de separacién de variables existié un mo-
mento en el cual:
V2g

2
El lado izquierdo de esta igualdad es Ia raiz cuadra de una cantidad, la cual nunca
podrd ser menor que cero, por lo tanto:

Y29
2

T = {(—-t+c)

(~t+c)=0
Resolviendo la desigualdad tenemos:
t<e

Agregando la restriccién anterior a la funcién ¢(t) = g {(~i+¢)* obtendremos

como vélidas dnicamente las ramas izquierdas de las pardbolas; asi, las grificas
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de las soluciones de la ecuacién diferencial 6.6 tienen la forma:
4 X

6.2. Principios de unicidad

Una vez halladas las soluciones a la ecuacion diferencial que describe el ritmo
de vaciado de un tanque, podemos conocer el ritmo con que evoluciona el sistema
a partir de un tiempo ¢ por medio de la funcién z = (t). Dando valores iniciales
es posible aproximar el tiempo en que el tanque se vaciara o la cantidad de agua
que permanece en ¢l pasado un lapso de tiempo; el comportamiento del sistema
puede, de esta forma, ser descrito de manera global.

Sin embargo, resaltemnos algunas caracteristicas particulares de este fenémeno:

1. Sabemos que z = 0 también es solucién de la ecnacién diferencial 6.6.

2. Invariablemente existira un tiempo ¢ en el que se vaciard el tanque sin ningiin
cambio posterior.

Ahora bien, si tomdramos como referencia algin instante en el que el tanque
esta vacio, ;Podriamos describir un tipo de comportamiento en particular?...

Definitivamente, planteando estas caracteristicas, 1o es posible expresar con
certeza ningtin juicio que determine la evolucidn completa del sistema. Al intentar
describir el fenémeno tomando como punto inicial de observacion esta posicién
estacionaria del sistema, se tendrian que considerar dos posibilidades:

e Que el tanque hubiera comenzado con una cantidad de agua y después de
un tiempo se vacié

¢ Que el tanque huebiera estado vacio y al transcurrir el tiempo continué en
este estado.
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Las observaciones anteriores nos permiten interpretar de manera mas rigurosa
el comportamiento del fenémeno y nos sirven para introducir el concepto de uni-
cidad de soluciones.

La forma decreciente de las gréficas de £ = ¢ (¢) puede interpretarse diciendo
que el nivel de agua disminuye a medida que el tiempo pasa, transcurrido un
tiempo t el tanque estard completamente vacio, a partir de t el nivel de agua
permanecera en cero hasta t's infinitamente grandes.

+ X

-
LY N
-~ Y

La solucién z = 0 determina que el tanque no tiene ninguna cantidad de agua y
al sucederse t el valor de z continiia sin cambio.
Podemos definir entonces, al menos dos soluciones que pasan por el punto

(f, 0) :

er(t) = S (~t +¢)

TR

0

=
I

ot

donde ¢ = 1.

Se dice que una ecuacién diferencial presenta unicidad de soluciones si y sélo
si para un punto {(fy, zg) pasa \inicamente una solucién. En este caso particular,
existen mas de una solucién que cumplen las condiciones iniciales ¢ (f) =0.

38



CAPITULO 1 Ecuaciones diferenciales ordinarias

7. Curvas ortogonales

No obstante que varios fendmenos fisicos eran discutidos con intensa pasion
y brillante destreza por los investigadores y mateméticos del siglo XVII, mu-
chos problemas geométricos continuaban captando el interés de la comunidad
cientifica. Paulatinamente fue creciendo la necesidad de crear las herramientas
matematicas adecuadas para describir el movimiento de los planetas, los proble-
mas de hidraulica o la composicion de la luz. A finales del siglo XVII y principios
del XVIII era comiin el intercambio de epistolas entre los matematicos, discutiendo
resultados de problemas tratados por medio de ecuaciones diferenciales; cuando
no existia este tipo de comunicacién solian publicarse los problemas para que
fueran resueltos por cualquier estudioso del tema utilizando !a herramienta recién
inventada o proponiendo nuevos métodos.

En el afio de 1694 Gottiried Wilheln Leibniz junto con JohannBernoulli dieron
a conocer el problema de encontfrar la curva o familia de curvas que cortaran con un
angulo dado una familia de curvas proporcionada. Este problema no fue publicado
sino hasta 1697, cuando Johann desafié a su hermano Jacob Bernoulli a dar una
respuesta.

Johan Bernoulli y Leibnitz obtuvieron la ecuacién diferencial de las trayecto-
rias ortogonales a una familia particular de curvas en 1698 y el problema continué
como tema de discusién hasta 1715. Datos histéricos mencionan que Leibnitz “de-
safic a los matemdticos ingleses a descubrir el métode general para encontrar las
trayectorias ortogonales a una familia de curvas™®®. Newton resolvié el problema
publicandolo en “Philosophica transactions” en 1716.

Varios fendmenos son descritos usando una funcién f(z,y) llamada “poten-
cial”, la cual es una cantidad de temperatura, presion, altura, etc. Las curvas
f(z,y) = c son llamadas “curvas equipotenciales” ¢ “curvas de nivel”, dado que
el potencial es constante para toda la curva. Por ejemplo, las lineas que conectan
puntos de igual presion son llamada isobaras, las curvas que conectan lugares
de igual temperatura son conocidas como isctermas. Un potencial, varias veces
provoca una accién perpendicular a las curvas equipotenciales; estas curvas per-
pendiculares a las cquipotenciales son nombradas “curvas de corriente” o “curvas
flujo”. En el caso de una isoterma, la curva flujo describe el flujo de calor; por

26Morris Kline. E! pensamiento malemdtice de la antigiiedad hesta nuestros dias, p.631. [15]
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lo tanto, dada una curva equipotencial podemos encontrar las curvas de corriente
que son ortogonales® a ésta,
Dada una familia de curvas f(z,y) = ¢, al derivar implicitamente obtenemos:

L) + S =0 (1)

. dy
resolviendo para i tenemos que:

dy _ ~fzy)
dz = Jy(z,0)

esta ecuacién proporcicha la pendiente de la recta tangente al punto (z,y) de la
curva equipotencial®,

Las curvas flujo tendrdn tangentes perpendiculares a las de una curva equipo-
tencial, satisfaciendo la ecuacién diferencial:

@ _ -1
dx h _fI(I)y)
fy(m:y)
dy _ fla)
dz  f.(z,y) - (72)

Analicemos un ejemplo tomando el potencial f(z,y) = 22° + ¥? y expresermnos
la siguiente familia curvas:
272 442 = ¢? (7.3)

En un sistema de ejes cartesiano donde z estd en el eje horizontal y y en el vertical,

2"Una curva es ortogonal a otra si se intersectan perpendicularmente; s decir, si ¢l dngulo
que forman las dos curvas, tomando el punto de interseccién como vértice es un angulo recto.

28Sthephen L. Cambell. An introduction to differential equations and their applications, p.79
(6]

40



CAPITULO 1 Ecuaciones diferenciales ordinarias

la ecuacién 7.3 describe una familia de elipses con el eje focal sobre el eje vertical:

J\y

El cdlculo de las derivadas parciales es:
f(z,y) =4z

fy(I,y) = 2y

Sustituyendo estos valores en la ecuacién 7.1 obtendremos la ecnacién diferencial:
dy
4z + 2y—= =0
Yz
dy -2z

dz y

En cuaiquier punto (z,y) sobre la trayectoria de las elipses existird una recta
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-2z
tangente con pendiente m = ——.

Je
\.

4

Conocido lo anterior, podemos encontrar la ecuacién de las curvas de correinte
o curva flujo, asi como la pendiente de sus rectas tangentes en cualquier punto
(z,y):

Y

4
L J
La pendiente de las rectas tangentes se obtiene directamente de la igualdad 7.2
dy _y
dr 2z

Para conocer la ecuacién de las curvas flujo resolvamos la ecnacién diferencial

anterior separando variables:
dy dz
2—=—
Y x
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Y z
2in|ly| = In|z]+c¢

lyl® = exp(In|z| +c)
lyl = e |a|

resolviendo para z tenemos:

= te Y’
y puede ser escrita como:
z = ky?
donde & # 0.
Esta expresion genera la signiente familia de curvas:
Yy

-y

A J

A partir de las curvas equipotenciales 2z% + y? = ¢ hemos encontrado las curvas
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de corriente que son ortogonales a éstas:

Y

Ll

Con el ejemplo anterior hemos estudiado un problema geométrico surgido a
finales del siglo XVII que involucra el manejo de una ecuacién diferencial ordinaria.
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CAPITULO I Energia y movimiento

Capitulo II
Energia y movimiento

Edmund Halley, cientifico y astrénomo real, acudié a Newton para pedirle
ayuda en el cdlculo de la érbita de los planetas hasta entonces conocidos, éste
sin problema alguno los realizé con toda rapidez. Halley se percaté del valioso
conjunto de conocitnientos y técnicas desarrolladas por Isaac Newton y se ofrecid
a publicarlos, logrando como resultado los “Principia”. Los fundamentos que
describen la naturaleza del movimiento de los cuerpos son expuestos en la obra
“Philosophiae Naturglis Principia Mathematica”; en éste se presentan las tres
leyes planteadas por Newton que permiten dar una explicacién al porqué y de
qué manera los cuerpos cambian de posicidn, tales leyes constituyen la columna
vertebral de la mecdnica clasica.

Los conceptos de masa, fuerza, energia vienen a completar este marco de
referencia y determinan formas particulares de movimiento, conformandose asi
la dindmica de particulas como una disciplina adicional en el estudio de los
fenémenos naturales. Un concepto fundamental en la dindmica de los cuerpos, es
averiguar c6mo se desplaza el cuerpo cuando se conocen las fuerzas que actian
sabre €, es decir, la forina cualitativa como cambiard de posicién. El movimiento
de una particula dependerd principalmente, dentro del contexto de la mecanica
clasica, del tipo de fuerza que obra sobre éste: si es una fuerza constante, si es
variable, si depende del tiempo; o bien, si depende de la posicidon en algiin instante
de tiempo.

En este capitulo nos auxiliaremos de fendmenos fisicos donde el movimiento
involucra fuerzas que varian segin la posicion del cuerpo, poniendo especial énfasis
en la ley de la conservacidn de la energia; con ello se continna el estudio acerca de
la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales ordinarias, mostrando que por
medio de este anélisis es posible reducir la complejidad en el modelado y solucién
de distintos fenémenos.
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1. Trabajo y energia
1.1. Trabajo

Si el movimiento de un cuerpe es en una sola dimensién y estd influenciado
por una fuerza constante, la expresién W = Fd denota al trabajo W hecho por
ta fuerza como el producto de la magnitud de la fuerza F' por la distancia d. El
trabajo puede ser positivo o negativo en virtud de la fuerza que obra sobre el
cuerpo®,

Suponemos que un cuerpo se mueve bajo la influencia de una fuerza que estd
dada como una funcién de la posicién F(x). Durante un pequefio desplazamiento
de la particula, la fuerza F permanece casi constante y el trabajo Aw que realiza
es aproximadamente:

Aw = FAzx

El trabajo total hecho por F al desplazarse el cuerpo de zp & x es aproximada-

mente:
n-1

W=§F(I{)AI

donde Az = £ To Y ¥ = ;-1 + Az,

n
Si se toma el limite cuando Az — 0 tenemos:

n—1 =
Jim gjo F(z:) Az = ]F‘(:r:) dz

Podemos escribir el trabajo total hecho por F' al desplazar a un cuerpo desde
hasta z como:

w =fF(:c)d:n (1.1)

295; la particula sobre la cual obra una fuerza tienc una componente de movimiento opuesta
al sentido Ju la fuerza, el trabajo hecho por esta fuerza serd negativo.

47



CAPITULO Il Energfa y movimiento

1.2. Energia cinética

Supdngase que una particula se encuentra en movimiento, la fuerza que se
ejerce sobre el cuerpo de masa m y aceleracidn a, estd definida por la segunda ley
de Newton y es el producto de la masa por la aceleracién:

F = ma,

Podemos sustituir la fuerza F(x) por el producto ma en la ecuacién 1.1 obteniendo:
r
W= / madz
Ta

Si tomamos a la aceleracién como la derivada de la velocidad v con respecto al
tiempo t tenemos:

dv
F—ma—m-&-t-

d
aplicando la regla de la cadena para el operador d—:’ tenemos:

(1.2)

I
3
2
|

d
Nota 2. ;Por qué podemos hablar de d—” si w es una funcidn de t y no de z7...
&

Este observacion es muy importante y vale la pena hacer una pausa para dar

o dv A
una justificacion adecuada sobre el nso de Iz A manera de paréntesis se ofrece

X
a contimtacidén una razdén por la cnal v puede tomarse como funcidn de
Sea U la curva parametrizada por:

te(z{t),v (1))
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dz

donde v (t) = 7

0. 50]

» la tangente a C en el punto (z (£) ,v (t)) es la recta con direccién

(vw.dd_’vm )

{(x(0).¥{(1))

ey

Por lo tanto si w(t) # 0, entonces C tiene una tangente que no es vertical y
localmente C es la grifica de una funcién, con lo cual v puede ser tomada como
una funcién de z. Por lo tanto se toma como vélida la expresién0:

dv _ dvdz
dt ~ dz di

En resumen, si v (¢) # 0, localmente puede expresarse v como funcién de =.

Retomando el anilisis sobre la energia cinética, hablamos expresado que:

d
F=mv—v

dz

de tal forma, es posible escribir el trabajo W como:
W = f F(z)dz
o

y dv
W — }/‘mvadm

30 Abusando de notacién escribiremos v (t) o v(z) para denotar la velocidad de la particuia
en el tiempo ¢ o su velocidad cuando pasa por la posicién .
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W = / mudy
o
Al evaluar la integral se obtiene el valor del trabajo realizado:
1 1
W = 5m1;2 - §mv§ {1.3)

La mitad del producto de la masa de un cuerpo por el cuadrado de su veloci-
dad le llamaremos energia cinética o energia de movimiento de la particula y la
denotaremos por K. La ignaldad 1.3 la podemos expresar come®:

W = K (1) — K (1)

1.3. Fuerzas conservativas

Una fuerza es conservativa si el trabajo hecho por la fuerza sobre un particula
que se mueve signiendo un circuito completo cualquiera, es cero. Imaginemos un
resorte fijo que obedece la ley de Hooke: F = —kz, siendo F la fuerza ejercida
por el resorte cuando sn extremo libre sufre una deformacién, y consideremos un
bloque de masa m en alguno de los extremos del resorte. Si jalamos el blogue y lo
dejamos libre, el bloque se moverd con velocidad v, disminuyendo el movimiento
y la velocidad hasta quedar en reposo, perdiendo en este trayecto energia cinética;
en este mismo instante el blogque invierte su movimiento y conforme el resorte se
dilata gana velocidad y energia cinética.

M ax

g

= Q

i v
L 1
o ' o

3 El trabajo efectuado por la fuerza resultante que obra sobre una particuls es igual al cambio
de la energia cinética: W = AK.
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Cuando el bloque llega de nuevo a la posicién desde la que inicid el movimiento,
encontramos que tiene la misma velocidad y energia cinética que tenia original-
mente, sélo ha cambiado el sentido del movimiento. El blogue pierde energia
cinética durante una parte de su movimiento pero la recupera durante la otra
parte, cuando regresa a su punto de partida. La energfa cinética de un cuerpo la
interpretamos como su capacidad para hacer trabajo en virtud de su movimiento.
Al terminar un viaje redondo la capacidad del bloque para hacer trabajo per-
manece igual, se ha conservado.

1.4. Energia potencial

Se expresé al trabajo como:
W= f F{z)dz
zy

sea entonces U (z) una primitiva de —F (z), es decir:

au

(@)= —F()

entonces:
W = U (zo) — U (2)

2

Debido a que también W = imv? — Jma, es posible escribir:

%mﬂu2 +U(x) = %mvg + U {zy) (1.4)

Supongamos que una particula se mueve desde el punto e con posicién zp y
velocidad v iniciales, hasta un punto b con posicién z y velocidad v finales; en-
tonces, en la ecuacién 1.4 €l valor del segundo miembro dependerd exclusivamente
de los valores iniciales (zq, %) ¥ por lo tanto tomara un valor constante durante
el movimiento de la particula:

1

Em'u2 +U(z)=Ep {1.5)
Este valor constante Ej constituye la cnergia mecdnica total, cumpliéndose con
ello la ley de la conservacién de la energia cinética méds la potencial cuando la

fuerza sélo depende la posicién. Cabe mencionar que para diferentes condiciones
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iniciales (z1,) el valor de la energia durante el movimiento es otra constante
Ey = jmui + U (z;).

Si fijamos el valor de la energia mecénica total £ = Ey, podemos expresat
la ecuacién 1.5 como una ecuacién diferencial implicita®? de primer orden susti-

tuyendo la velocidad v por %-:E:

2
5 —] +U(z) = B

1.5. Curvas de energia constante

El conjunto de conceptos que hemos desarrollado hasta el momento nos per-
mite expresar a la energfa mecénica total como la suma de la energfa cinética mas
la potencial. Durante el movimiento, el valor de la energfa cinética dependera de
la velocidad de la particula, mientras que la energia potencial dependerd de la
posicién; por lo tanto, el valor de la energia mecanica total estard en funcién de
la velocidad v y la posicién z que adquiera la particula en cualquier instante de
tiempo.

Cada valor que tomen z y v correspondera a un valor de la energfa mecénica
total E (z,v), tal comportamiento lo podemos expresar grificamente como un
superficie 5 dentro del espacio (z,v, E). El conjunto de puntos (z,v) para los

cuales E(x,v) = k representa una curva, la cual llamaremos curve de energia
constante.

323e dice implicita, pues no se puede despejar = de manera inica.
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Geométricamente, las curvas de energia constante son las proyecciones de S sobre
el espacio (z,v) al ser cortadas por el plano F (z,v) = k.

gl iy 3
Podemos decir también que, dado un potencial fijo en la expresién £ = —2~m1)2+

U {z) para cada valor de k de la energia total, se generara una curva de energia
constante:

Es sencillo y 1til este tipo de estudio cualitativo basado en la energia, propor-
cionando una idea bastante aproximada sobre la dindmica de las particulas®,

#Para obtener mayor informacién véase Vladimir I Arnold, op.cit., pp. 140-142.
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1.6. Soluciones de ecuaciones diferenciales que involucran energia

La descripcién del movimiento de una particula bajo un sistema conservativo,
donde la fuerza que obra sobre el cuerpo depende de la posicién, puede realizarse
a través de una ecuacién diferencial implicita de primer orden. Debido a que la
segunda ley de Newton F’ = ma también describe este tipo de movimiento, pode-
mos expresar la siguiente propesicién:

Proposicidn 1.1. Siz = ¢ (t) es una solucién de la ecuacién diferencial:

— = F(z) (1.6}
que cumple @ (to) = 2o ¥ ¢ (to) = vg, entonces ¢ (&) es solucién de:
; {E]Z-PU(I):E‘U (1.7)

donde By = muvd + U (o).

Para demostrar la proposicién anterior consideremos que, dada la funcién z =
(£} su energia en cada instante ¢ es:

d
B0 =K (S 0)+ U0
Usando la energia potencial U () como una primitiva de — F () se sigue que:

E() = gm (s ()" ~ F (o (1)
derivando tenemos:

! "

E) = mg 0 ()~ Fle®)y (1)
E(t) = ¢ () [me" () - Fe ()]
que se puede reescribir como:
dFE dip @

—0=2F0 [m 7z 1) F(w(t))}
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Si @ (t) es solucién a la ecuacién diferencial 1.6, la energia E () permanecerd
constante. Lo anterior puede verificarse ya que:

entonces:

de ahi tenemos que:
E'(t) = ¢ (t) [mg” (t) - me" (2)]

E @ =0

Usando las condiciones iniciales marcadas se sigie que ¢ () es solucién a 1.7.
Cabe destacar que no todas las soluciones de la ecuacién 1.7 son soluciones de
la ecuacién 1.6, un ejemplo de esto son las soluciones constantes,
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2. El resorte_

Supongamos que contamos con un resorte que tiene un extremo fijo y en
el ofro extremo estd unido & un cuerpo de masa . Cuando el resarte no estd
ni comprimido ni extendido adquiere una longitud determinada que llamaremos
la longitud de equilibrio en la que no se ejerce ninguna fuerza sobre el cuerpo.
Convendra tomar un sistema de coordenadas cuyo eje X esté en sentido horizontal,
a lo largo del resorte, con la finalidad de cuantificar la posicién del cuerpo en cada
momento y tomar el origen O cuando el resorte se encuentre en equilibrio. El
sentido positivo estard a la derecha del origen y el negativo a la izquierda..

El resorte ejerce una fuerza, que denotaremnos como F, con direccidn a lo largo
del eje X. En caso de ser estirado el resorte, el sentido que experimentara la fuerza
serd hacia la posicién de equilibrio, es decir, negativa; si el resorte se comprime
el sentido serd positivo dirigiéndose también hacia la posicién de equilibrio. La
magnitud de la fuerza en ambos casos depende de la distancia de separacién desde
la posicién de equilibrio a la posicién actual que denotaremos como z. En virtud
del crecimiento del valor de x, la magnitud de la fuerza también aumentars, de
tal forma que la fuerza ejercida por el resorte es proporcional a la magnitnd
de la distancia x. La magnitud de la fuerza también estd influenciada por las
caracteristicas del resorte, manifestadas en una constante de proporcionalidad k.

L

e
i i ]
L T

X, x,
F —s
e
o L H
T L]
) X3 X,

| -—F

! :

| 4
} 1 _I
T T
xJ x.l

Como la fuerza que se ejerce sobre el resorte es una fuerza restitutiva, podemos
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CAPITULO Il Energia y movimiento

expresarla de la siguiente forma:

F{z)=—kz

2.1. Descripcitén del movimiento

Para estudiar el movimiento que sigue el cuerpo o particula unido al resorte
bajo la accién de la fuerza, usamos la informacién que proporciona la grafica de
la energia potencial U (z). La energia potencial para el resorte es una primitiva
de —F(x) = kz, con lo que:

Ulz) = %kzz
La grafica U {z) tiene la forma:
b Uix)

oy

v

Las curvas de energia constante que se generan son curvas cerradas:
4 Ulx}

=
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Si el valor de la energia es cero, digamos Fy = 0, la particula sélo podra es-
tar en reposo; con esto el resorte permanecerd en su posicidn de equilibrio sin
experimentar algin desplazamiento y la velocidad serd nula. Para un valor £
ligeramente superior a g, la particula se moverd de z; a z3, a tales puntos les
llamaremos punios de retorno. Si el resorte se estira hacia la derecha del origen
hasta el punto z,, donde v = 0, al soltarlo la rapidez méaxima serd precisamente
al pasar por el origen O e ird disminuyendo hasta llegar a x4, presentandose una
oscilacién cuando regresa al mismo punto inicial z,. El movimiento es oscilatorio
¥ se conoce con el nombre de movimiento armdinico simple.
La ecuacién de la energia:

1
§mw2 +U(z)=E
para el caso de resorte adquiere la forma:

1
%mv"’ + §kz2 =FE (2.1)

Los puntos de retorno donde la particula tiene velocidad nula pueden calcularse
sustituyendo v por 0 en 2.1:

%l‘c:t:2 = F
2F
2 _ —_—
* k
con lo que:
n = -+ 25
v k

= %8
o = ]C

Este comportamiento esta descrito en las curvas de energia constante: A medida
que el bloque se dirige a un punto de retorno, la velocidad comienza a disminuir y
en el momento en que alcanza los puntos de retorno p, 79 el valor de la velocidad
se anuta.
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2.2. Analisis de soluciones

La relacién entre el tiempo que transcurre y la posicién de la particula la
podemos hallar por medio de la ecuacién 2.1, que podemos reescribir como:

2
1 dz 1
—m|—| = E~ ~kz?
2 [dt] 2

Fijando el valor de la energia®* E > 0, la ecuacién anterior ser4 una ecuacién
diferencial implicita de primer orden. De ahi, es posible considerar dos ecuaciones

diferenciales:

dz

L—=+ %(E %kzz)
z.i‘d.j.=_ %( - 1ka?)

Para analizar el comportamiento de las soluciones de la ecuacién diferencial
2.1 consideraremos por separado la primera ecuacién, de donde se tiene que:

a) Es una ecuacién diferencial auténoma definida para |z| < % - cuando

la velocidad es cero®.
b) Tiene dos soluciones constantes ¢ ({) = a y ¢(t} = —a.

dz . . .
c) Si[z] < a entonces — > 0, con lo que las soluciones = = @ (¢) serdn crecientes

mientras |y {)| < a.

La gréfica de las soluciones analizadas se presenta en el siguiente dibujo:

ME1 valor de la energia total serd siempre mayor que cero y nunca menor al valor de ia energia
potencial.

. . 2F
35Para que la rafz cuadrada tenga sentido es necesario que 2 < - lo cual podemos expresar

como Jz| € \,' %
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L
SN

-a

A J

Al observar el comportamiento de las sohiciones no constantes, podemos re-
flexionar un poco y preguntarnos qué sucede cerca de los limites a y —a, mas es-
pecificamente: ;Sus graficas tocan a las soluciones constantes?; de ser asi, ;Cémo
comprobarlo?.

Es importante resaltar que cuando el bloque alcanza un punto de retorno habra
transcurrido un tiempo ¢ perfectamente cuantificable, en abstracto esto significa
que para cualquier solucién z = i (¢) existe un tiempo ¢ finito en el cual (S"-‘z a.

Lo anterior lo podemos verificar analiticamente utilizando la signiente proposicién:

Proposicién 2.1. El valor de t es el tiempo en el cual la particula que en iy
estaba en el punto xp, estard ahora en la posicidn z, y se calcula por medio de la

expresion:
T du
xn ‘/-— (E - —kuz)
m 2

La ecnacién 2.2 generard una funcién ¢(z) = t que determinara el tiempo que
transcurre para que la particula alcance la posicién z. Si utilizamos las condiciones
wiciales ¥(zy) = tg ¥ haciendo las sustituciones:

(2.2)

2
ng?=—§
m

k
= = W
m ’ ¢
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podemos resolver la ecuacidn:

x du
i=to+j;gm (2.3)

Si se halla el valor de la ecuacién 2.3 podremos cuantificar el tiempo £ en el
cual Ja particula ocupa la posicién © = e. Evaluemos entonces la ecuacién con las
condiciones iniciales ¢ (0) = 0 y calculemos el tiempo que tarda la particula en
2E

llegar al punto de retorno a =

A X

a

-
"~ Y

Sea la ecuacion;

- T du
T=t +/ S o o S—
T L W, /(Az — u?)

al utilizar las condiciones iniciales planteadas puede escribirse como:

P 1 ] du
T W, Y A? - u?
Evaluande la integral tenemos:

a

~ .z
t = ﬁarcsm—fi .
£ 1 sin a ! arcsin 0
= — arcsin — — —
Wo A WO
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2
Debido a que A= \fTE = a nos gqueda:

- 1 i
t = Wo arcsin l — Wu aresinQ

que corresponde a:

k
Sustituyendo W¢ = — obtenemos:
m

{_’_’\/ﬁ
ToVik

Desde el punto de vista geométrico, lo anterior nos dice que la grafica de
4 (t) = x con condiciones iniciales ty = 0 y xy = 0 en un tiempo finito “toca” a

. . ~ @
la recta (i) = a; es decir, ambas grificas se juntan en un tiempo t = E‘lf

Puesto que existen por lo menos dos soluciones que pasan por el punto (f, a) no
existe unicidad de soluciones.

Analogamente se puede analizar la segunda ecnacién para conocer la forma de
las soluciones de la ecuacidn diferencial 2.1. Esta ecuacidn generard las mismas

dz
soluciones constantes ¢ (1) = a y ¢ (t) = —a. Si |z| < a, la derivada — < 0, con
lo que las soluciones T = (t) serdn decrecientes mientras ji (£)| < a.

A X

a

DN
NSNS NN
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Uniendo las soluciones de ambos casos se tiene:

AYiVi9

-Q

\

Es importante hacer notar que las soluciones constantes ¢ (t) = ay () = —a
no son un fenédmeno fisico debido a que la particula no puede llegar 2 un punto
de retorno y permanecer ahi siempre.

Una interpretacion sobre las graficas que se obtuvieron al final consiste en decir
que si la particula comienza el movimiento desde el punto de retorno situado a la
izquierda de la posicién de equilibrio, la posicién que el cuerpo adquiera comenzara
a acercarse a) otro punto de retorno z; = o en el cual la velocidad es cero. Seguido,
la particula comienza el camino de retorno disminuyendo la posicidn y pasando
nuevamente por el punto de equilibrio hasta alcanzar el punto de retorno inicial
Lo = —d.

Por viltimo, cabe subrayar dos puntos importantes:

}‘ du

2 1

(1} /_ o eqg2
m(E Qku)

est4 acotada, por lo tanto converge a un valor finito®.

1. La integral:

36L8. convergencia o divergencia de esta integral, como veremos mds adelzmte, implica la
B gral, p
unicidad o no de soluciones.
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2 1
2. La grafica de [/ — (E - 5!::1:2) tiene tangentes verticales en los puntos a y
m

—a.
23

&
o
-
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3. El péndulo simple

Un péndulo simple consiste de una particula de masa m soportada por una
cuerda o hilo inelastico de largo | y de masa despreciable, la particula durante su
movimiento describe un arco de circunferencia con radio {. Denotaremos a § como
el dngulo que describe la amplitud comprendida entre la vertical AQ y su posicion
extrema, cuando la particula esta a la derecha de la vertical # > 0 y cuando estd
a la izquierda @ < 0.

La posicién « (t) de la particula en cada instante de tiempo corresponde a calcular
el angulo 8 (t) que también variard respecto al tiempo.

Nuestro objetivo es deducir la ecuacién diferencial para 8 () partiendo de
la segunda ley de Newton. Para esto es conveniente, por un lado, expresar los
vectores fiterza v aceleracién como combinaciones lineales de un vector tangente al
movimiento y otro perpendicular a éste; por otro lado, expresar z {¢) en términos

de 8.
Primeramente, mientras la particula estd en movimiento dos fuerzas actiian
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sobre ella: La fuerza de tensién F; y la fuerza debida a la gravedad £

Para calcular el valor de estas dos fuerzas comencemos diciendo que en general
cualquier fuerza F puede expresarse como:

F = Fe& + Fypéy

donde &,, & son dos vectores unitarios ortogonales entre si. €, es perpendicular al
circulo(a la trayectoria} y apunta hacia afuera, & es tangente al circulo y es una

rotacion de 3> en el sentido contrario a las manecillas del reloj, de &,.

Fe,
F
Los vectores &, y € tienen las propiedades siguientes:
€] = ll&ll =1
Bp-8,=0

gy -Ep =1
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Tomando un sistema de referencia auxiliar, trigonométricamente podemos calcu-
lar las componentes de los vectores &, €;.

Q
Obtenemos de esta manera que:
& = (sind,—cosh)
€ = (cosf,sinf)

De acuerde con lo anterior, podemos expresar la fuerza de tensién F; aplicada
al movimiento de la particula como:

Fi=F. 8+ F,&

Debido a que la fuerza de tensién es perpendicular al movimiento del péndulo y
apunta hacia adentro del circulo, Ja componente tangencial Fi, se anula, quedando:

Fi=—|Fie
Entonces, la fuerza total estd dada por:
Fr=F,-F ||& (3.1)

Por otro lado, el valor de z () lo podemos calcular determinando las coorde-
nadas de la particula sobre el semicirculo descrito por el movimiento,
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La coordenadas {a,b) estdn dadas por:

lsing
leosf = b

I

con lo que:

z(t) = (Isind (t), ~Icosd (1))
De la expresién anterior podemos hallar las ecuaciones que cuantifiquen la veloci-
dad y la aceleracién de la particula al pasar por algiin punto de la trayectoria.
Para la velocidad se tiene:

x (t) = (lcos8 (¢) 8 (1), Isind (¢) 6 (t))

y para la aceleracion:

r

o~ [—[sinf) () (0" (1)) + LeosB (1) 6" (1),

, 2 )
Leost () (6 (1)) + Lsin0(t) 0 (t)]
Notemos que la ecuacidén anterior también se puede expresar en términos de & y
€ :

2 ()= -1(6 ))& +16 (1)@ (3.2)

Es posible expresar en términos de la segunda ley de Newton mz” = F la
ecuacién diferencial que describe ¢l movimiento del péndulo utilizando las ecua-
ciones 3.1 y 3.2

f 2 "
m [dz (6®) ' +18" ag] = F, — ||F.||&
Realizando el producto punto por € en ambos lados de la igualdad tenemos:
RS , Al =
m[-1(8 ) e +16" () &) -2 = IF, - Il &) &

de lo que se sigue:
mif’ () = F, - &
d%0

ml-‘?{; = (0, —mg) - (cos8,sinf)
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d2¢ .
mIEZE = —mgsin 8
La ecuacidén diferencial:
md29 =_n9 sin @
az - o

expresa la misma relacidn que plantea la segunda ley de Newton, por lo que
podemos estudiarla bajo la perspectiva de la energia desarrcllada anteriormente
y describir asi las propiedades del movimiento pendular.

3.1. An4lisis de soluciones

La energia potencial se calcula tomando la primitiva de —F (8) = ? sin g,

tal que:

U (6) = == cosd
La ecuacién de la energia para el péndulo simple es:

1
E= §1rm)2 - ?cose

Las superficie § generada por esta ecuacién tiene ia forma:

Si tomamos E (8,v) = k obtendremos las curvas de nivel de la superficie 5, que
son las curvas de energia constante:

. m ,
1. Si fijamos a Ey = —Ty, entonces £ = Ey es un plano horizontal que toca a

S en sus valores minimos, lo cual generard sobre el espacio (8, v} los puntos
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de la forma (2nm, 0) para n € N

. §i tomamos la energia F, comprendida en el intervalo (—#, zll_g)} las

curvas generadas serdn curvas cerradas como se ilustra en la siguniente figura:

i
M
v

()
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m
3. Al tomar el valor E; = Tg’ las curvas de energia constante generaran otro

tipo de curvas cerradas como las signientes:

£
fer3

4. Por iltimo, las proyecciones generadas al tomar cualquier valor E3 > _n:_g

resultan ser:

Al fijar distintos valores de energia, las proyecciones en el espacio (¢, v} son las
curvas de energia constante, estas curvas nos muestran la relacién existente entre
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la posicién de la particula # y la velocidad » que experimenta en ese punto®”.

v

Las interpretaciones f{sicas de acuerdo a los valores que peda tomar E son las
siguientes:

- , m, : .
1. El minimo valor de la energia® es £y = ~29 Para este nivel de energfa el

péndulo permanece en reposo sin que haya ningiin desplazamiento.

. . mg m . , . .
2. Sila energia F, € (——g, —‘q), el movimiento sera oscilatorio.

[

, m - . - . r
3. Cuando laenergiaes Fy = ™9 a movimiento ya no es oscilatorio, el péndulo

experimenta un movimiento en el cual la velocidad disminuye muy lenta-
mente cuando se acerca a un punto de retorno

. m . . p .
4. Para valores de energia F3 > 79 o péndulo tendra energfa suficiente para

describir més de una revolucién completa.

df
ITNétese que cada curva de nivel es la representacion de las propiedades de % proporcionada

d8 2
por ia ecuacion diferencial P + " (Eo + “'n% cos 9).

38Se descartan los valores de £ < —m, dado que el velor total de la energia no puede ser
menor al minimo valor de la energfa potencial U {#), lo cual corresponde a los valores del dominio
2
(E + f—:g cosB).

en que estd definida la funcidn f(8) = -
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Anallcemos qué sucede en el case particular cuando la energia toma el valor
de E; = T La ecuacién diferencial correspondiente al péndulo simple para este

nivel de energfa sera:
1 [d6]?
tm H _ T s =

dt { {

1 [d8]? mg
3m [-&] = T(l + cos8)
dg 2g
i =% i (1 + cos ) {3.3)

Analizando s6lo la expresién con signo positivo, tenemos que:

1. La gréficade f(8) = 1}«219- (1 + cos 8) tiene la forma:

1 f(8)
LT i

2. De acuerdo a la informacién cunalitativa proporcionada por la gréfica de
f (6), se tienen soluciones constantes ¢ (£} = (2n — 1} 7.

40
3n

~v
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df
3. Como U > 0, entonces las soluciones 8 = ¢ (t) son crecientes.

Andlogamente, podemos calcular las soluciones de la ecuacién diferencial

con signo negativo®®.

Commo en el caso del movimiento arménico simple, es posible calcular el tiempo
{ que tarda la particula en llegar a una posicién de equilibrio a. Para dicho
fendmeno el valor obtenido fue finito y se interpreté geométricamente diciendo
que sus graficas se tocaban en el punto (E aj.

En el caso del péndulo, la ecuacién diferencial auténoma correspondiente al
nivel de energia £ = 9 {ecuacién 3.3) nos permitird conocer el tiempo en que
la particula tardard en llegar a una posicién de equilibrio. Si el péndulo comienza
a moverse desde la posicién inicial 8 = 0, ;Cuénto tiempo tardara en llegar a la
posicién de equilibrio 8y = #7.

Este tiempo lo podemos calcular haciendo:

1/—12 {1+ cosu)
: Vi [ _dn
V2 V{1 +cosu)
39En este caso las curvas generadas por \ f == (1 + cos ) no complementan la dindmica

global del péndulo con un nivel de energia E = — Como veremos mis adelante,

i =
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- el

Evaluando las cotas tenemos:

t= 2"\//-_[ (secw-i-t.an

T -
como la tan — = oo, entonces t = co

2) — In(secO+ tanU)]

Interpretando el resultado anterior podemos decir que no existe un tiempo
finito en el cual la grifica de § = @ (t) con condiciones iniciales ¢ (0) = 0 togque a
la posicién de equilibrio ¢ (&) = .

?9

a

—~
~y

¥

En este caso se dice que la ecuacidén diferencial planteada presenta unicidad en
sus soluciones, debido a que solamente pasa una solucién por el punto (¢, 7) . Desde
este punto de vista el movimiento pendular puede interpretarse de la siguiente
forma: mg

Con el nivel de energla E = — la velocidad del péndulo disminuye muy

lentamente mientras se dirige al punto de retorno y no existard un tiempo finito
en el que la particula llegard la posicién de equilibrio. La consecuencia inmediata
de lo anterior es que la dindmica propuesta por la ecuacién complementaria:

dé 29
= o A |
) ; (1+ cosd)
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no forma parte de la descripcién completa del movimiento del péndulo para el nivel
de energia mencicnado. Cuande estudiamos el movimiento arménico simple, el
andlisis geométrico de las soluciones correspondientes a las ecuaciones diferenciales
(tomando ambos signos) que describian su dindmica mostraba que las soluciones
para ambos casos podian complementarse puesto que se alcanzaba, la posicién de
equilibrio. Las gréficas de las soluciones para cada ecuacién diferencial podian
formar parte de una sola curva que describiese la evolucidn global del sistema.

En el caso particular que estamos revisando, la dindmica propuesta por cada
ecuacidn no se complementa, debido a que las gréaficas de las soluciones no tocan
la posicién de equilibrio.

“8

T

-

¥

Finalmente, cabe destacar los siguientes puntos:

2
1. La gréifica de f{f) = ]ng (1 +cosf) en el intervalo |—x, 7}, no tiene tan-

gentes verticales para los puntos de equilibrio -, x.

3 f0)

=y
—1
DY
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2. La integral:

j”' du
° 1/%2 (1 +cosu)

no estéd acotada, por tanto diverge.

Después de haber estudiado algunos procesos evolutivos donde la fuerza que
obra sobre una particula estd en funcién de la posicién en la que se encuentra, fue
posible resaltar las particularidades que sobre unicidad presentaban sus soluciones.
La presencia 0 no de unicidad de soluciones representa una herramienta muy
valiosa para la interpretacidn completa de la evolucién de los fendmenos que se
modelan; por lo tanto, es necesario estudiar dicho concepto con mas profundidad y
plantear los criterios que determinan la unicidad de scluciones para una ecuacién
diferencial ordinaria de primer orden.
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Capitulo II1
Unicidad de soluciones

1. Introduccién

Los matemdticos del siglo XVIIT admitian sin discusidn la existencia de solu-
ciones de ecuaciones diferenciales ordinarias o de sus derivadas parciales, sin pre-
cisar los dominios de definicidon de estas soluciones. A lo mds, justificaban su
confianza al determinar los coeficientes de una serie entera que verificaba formal-
mente las ecnaciones propuestas. Este procedimiento mostraba en particular que
para una ecuacion diferencial de orden “n”:

™ = f (:E,z‘,x",...,w(“'”)
dado un punto ¢ con valores zp, za, a:;;, ey zé"_l) de la funcién desconocida y de sus
{n — 1) primeras derivadas, debian determinar los valores de todas las derivadas
siguientes en ese punto y por lo tanto la funcién misma.

Debido a que las ecuaciones diferenciales surgieron de problemas fisicos y
geométricos, era intuitivamente claro que estas ecuaciones tuvieran soluciones.
Fue August Louis Cauchy quien en sus cursos alrededor del afio 1820 aborda
el problema de “existencia y unicidad” de manera rigurosa y proporciona dos
métodos. El primero aplicable a una ecuacién diferencial de primer orden T =
f(t,x) y el segundo el método de las funciones dominantes o mayorantes como es
conocido.

Para una ecuacion diferencial de primer orden:

z = f(t,.‘[:)

dénde f se supone continua y diferenciable, Canchy se centra en probar que para
valores dados (tg, T¢) de t y z, existe una solucidn tnica z = @(t) dentro de un
intervalo suficientemente pequefio con centro en f, tal que zo = p(to). Aparece
por primera vez un estudio de cardcter local que se limita a afirmar la existen-
cia y unicidad de la solncién dentro de una vecindad de #g, sin mencionar sus
prolongaciones posibles, es decir el estudio global de las soluciones.

La idea de Canchy consiste en retomar el método de Euler para calcular una
solucién aproximada. Dividia un intervalo con origen en ip en segmentos ¢ + nh
donde h > 0 es arbitrariamente pequeno y n toma los valores enteros mayores o
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iguales a cero, determinando por recurrencia una funcién ¢, continua y lineal en
cada intervalo {g + nh <t < tg + (n + 1) k con la condicidn de que la pendiente
de £ = ,(t) dentro del intervalo sea igual a f {ty + nh, pa{f + nh)) . La novedad
es que se utilizaba el teorema de la media o valor medio.

Cauchy mejora dentro de un intervalo fijo suficientemente pequefie (dependi-
ente de f y de (tg, Zo), mas no de k), la diferencia @, — ¢, para h y k' pequefias;
¢l prueba asi que cuando A — 0, gg{t) tiende en cada punto del intervalo fijado
hacia una funcién @(z) que es la vinica solucién de la ecuacién ' = f(t,z) que
satisface la condicién zp = ¢(tp).

Cauchy supuso que f(t,z) y == son continuas para todos los valores reales de

t y z, en el rectdngulo determinado por (tg,t) ¥ (25, ).

JLx

f

t, tth 4,+2h tanh o tHnDR

v

Para 1868, Rudolph Lipschitz sin conocer aparentemente el trabajo de Cauchy,
retoma este método y aftade que la continuidad de la derivada de f no es necesaria:
Es suficiente que f satisfaga dentro de una vecindad de (2o, zo) la condicién (de
Lipshitz), de que exista una constante k£ > 0 tal que para (t,z) dentro de esta
vecindad:

[f(t,z1) — ft,z2)} < k|21 — 2o

Con esto, Lipshitz debilita las hip6tesis del teorema de Cauchy y el teorema de
existencia y unicidad es llamado el Teorema de Cauchy-Lipshitz®0.

Fl segundo método de Cauchy para establecer la existencia de soluciones de
ecuaciones diferenciales, fue llamado per Cauchy "Calcule des limites” ya yue
proporciona los limites dentro de los cuales converge la sohicién cuya existencia

©Jean Dieudonné. “L’analyse fonctionnelle” en Abregé d’histoire matematiques: 1700-1900,
pp. 115-118. [9]
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se establece. Este método fue presentado en una serie de ensayos en las *Comptes
Rendus” durante los aifios 1839-1842. Otros métodos para demostrar la existencia
local de sohuciones de ecuaciones diferenciales de segundo orden son desarrollados

y utilizados por primera vez en 1837.
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2. Teorema de existencia y unicidad de Cauchy

Cuando consideramos una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden sur-
gen de inmediato diversas preguntas sobre la existencia de soluciones o bien, de su
unicidad; cuestionamientos tan importantes que requirieron de especial atencién
y estudio per parte de muchos matemadticos de la época para darles una respuesta
satisfactoria. Nuestro objetivo en este capitulo consiste en estudiar el concepto
de unicidad, resaltando las condiciones y propiedades bajo las cuales una solucién
se dice que es tinicall.

Pensemnos en la ecuacién diferencial:
E
sujeta a las condiciones iniciales ¢ (tp) = zo.
De las graficas de las soluciones que cumplen con esta igualdad y que estdn

delimitadas por una regién A, ;Cudles y cudntas son las que pasan por el punto

(tOrIU)?‘
X

—

' 1,

Es correcto afirmar que no todas la ecuaciones diferenciales tienen solucién
pero st éstas existen puede ser gue mas de una cumpla con las condiciones ini-
ciales propuestas®®. Asi, en varias aplicaciones es importante considerar un eriterio

41 Aunque en oste capitulo se expone el concepto de existencia y las condiciones para que se
presente, nos enfocaremos con mayor énfasis en el estudio de la unicidad.

“2Esto adquiere mayor relevancia cuando se cstudian fendmenos fisicos o bioldgicos donde se
requiere una interpretacién precisa del fendémeno.
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CAPITULO II! Unicidad de soluciones

que delimite la existencia y unicidad de soluciones, o cual da paso a mencionar
el siguiente teorema de existencia y unicidad:

Teorema 2.1. Dada la ecuacién diferencial ordinaria:
dz
2= Fit
= = flt.)

denotemos por R la regidn rectangular definida por:
t—tol<ay |z—zol <b
8/(t, x)

Supdngase que f(t,z) y ————= son funciones continuas de t y T en
z

R, entonces existe un intervalo alrededor de ty dado por |t —to| < h ¥
existe una funcidn ¢ = (t) la cual tiene las propiedades:

i) £ = (t) es una solucién de la ecuacidn -:% = f(t,z) sobre el
intervalo |t — tp| < h.

ii) En el mismo intervalo p(t) satisface la designaldad |p(t) — zo] < b.
iv) T = (L) es la tnica en el intervalo |t — to| < h, en el sentido de
que ésta es la 1inica funcién que satisface las proposiciones anteriores.

b X

- 1 l
- T

* " T >
tya toh 1, t+h e f

El teorema anterior se basa en los planteamientos realizados por Cauchy y le
Namaremos aqui Teorema de existencia y unicidad de Cauchy®.

4315 demostracién de este teorema no la desarrollaremos aqui, sin embargo puede consultarse
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CAPITULO 111 Unicidad de soluciones

A continnacion, se expondrin algunas consideraciones importantes respecio a
este teorema.

2.1. Regién rectangular

A pesar de escoger una regidn rectangular R con centro en (5, o) en la que se
restrinja el andlisis de soluciones de una ecuacidn diferencial es psible que para ésta
existan varias funciones ¢ (t) que satisfacen las condiciones iniciales @ ({) = zo.
Por tanto, una regién R que asegure la unicidad de soluciones lo hard sélo de
manera local sin proporcionar mas informacién sobre el comportamiento de las
solucines fuera de ella. A continuacién detallaremos esta situacién:

Sea la ecuacidn diferencial ordinaria auténoma:

dr 2/
2 =2 (2.1)

2
tomemos a f{z) = z%.
Las siguientes funciones son soluciones de la ecuacién diferencial:

w1 (1) 0
ea(t) = E(t+¢)f

i

Se desea conocer las grificas de las soluciones que pasan por el punto {ty,0).
Para la ecnacién diferencial 2.1 existe una infinidad de soluciones que cumplen
con las condiciones iniciales ¢ (f;) = xg que se puede verificar haciendo:

Para cada ¢ < —t, es posible construir la funcién:

0 t< —c
t} = -
ve () {%(H—c)3 t>—c

la cual es solucién y cumple las condiciones iniciales planteadas.
La grifica de . (t) se muestra a continuacién:

en William Boyce, Richard Diprima. Ecuaciones diferenciales y problemas con walor en la
frontera, pp. 99-112.[5)
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CAPITULO Il Unicidad de soluciones

b X

Cualquier grafica generada por i, (£} pasard por el punto (t5,0) y existe més de
una grifica que pasa por este punto.

Es importante mencionar que la derivada f' (z) = 3—317 esta definida para Va
excepto para x = (.

Observemos que atin restringiéndose a cualquier rectdngulo R con centro en
{t0,0) , hay una infinidad de soluciones para la ecuacién diferencial 2.1

Ax

y

Consideremos ahora el punto (t,%) donde zg > U y veamos que también
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CAPITULO i1 Unicidad de soluciones

existe una infinidad de gréficas de soluciones que pasan a través de él;

b X

Xt

F'y

L

Tomemos al pardmetro § < —c y determinemos el valor de ¢ en la expresién
w(t) =2 (t+ ¢)® con condiciones iniciales ¢ {to) = zo:

= 313,o‘$0 —1p

o bien:
—c=1ty— 37,

Con lo anterior podemos expresar la funcién:

%(t+3€/a:_—to)3 t>te— 3y,
0 t € [B.to - 3%
5 (t—p8) t<p

la cutal también es solucion de la ecuacién diferencial 2.1 y define una infinidad de
soluciones que pasan por (tg, Zo), una para cada valor del pardmetro § < to—3 ¥/z,.
Notamos que en este caso f (z) es continua en = = zg.

Este andlisis global de soluciones revela que no hay unicidad de soluciones para
la ecuacién diferencial 2.1 con condiciones iniciales ¢ (tg) = zp para una regién

ws(t) =
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CAPITULO Il Unicidad de soluciones

rectangular que contenga a zg = 0.

-

Sin embargo, restringiendo el andlisis a una regién rectangular adecuada, es
posible determinar una sola grafica que pase por (tg, ).

Definamos una regién R dada por [tp — a,to + a} x {zg — b,zg + b donde b <
|Zo], en la cual existird tinicamente una grafica que cumple con las condiciones
iniciales planteadas.

b X

B O

Como el teorema de existencia y unicidad de Canchy puede ser aplicado dentro
de un rectingnlo B qne contenga a (ty, xp) que no intersecte al eje t y donde [ (=)
es continua, la unicidad de soluciones se garantiza de manera local. Debido a lo
anterior, dicho teorema se dice que es de cardcter meramente local.
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CAPITULO 111 Unicidad de soluciones

2.2. Regidn de definicién

Otra consideracién importante y que est4 fuertemente relacionada con la ante-
rior, se presenta cuando el dominio de la funcién z = ¢ () no estd definido dentro
de los limites de R; por lo tanto, es necesario tomar wn intervalo Jt—to] < R
contenido dentro de la proyeccién de R sobre el eje ¢, donde ¢ (t) pueda estar
definido.

Para aclarar lo anterior tomemos la ecuacién diferencial ordinaria:
dz _ 2
dt
la cual tiene como solucion la familia de funciones:

1
)= ——
@ (t) 1o
Al fijar un valor de ¢, podremos determinar el dominio de la funcién dentro del
intervalo (—oo, —¢) o €l intervalo {—¢, oc) :

r

Si definimos una regién que contenga a —c, entonces el dominio de ¢ () no
estard definido dentro de esta region, es necesario redueir la proyeccién de R sobre
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CAPITULO 11 Unicidad de soluciones

¢ a un intervalo menor en el cual esté definida ¢ (t).

— >
g tch L, LHh L t

2.3. Condiciones suficientes

Seg'un el teorema de existencia y unicidad de Cauchy, la continuidad de ft,x)

a . . . .
y —- f( son condiciones suficientes para garantizar la existencia y unicidad de

la ecuacién diferencial:
dz t,z)
2=

en algin intervalo tg - h < t < tg - h.

Sin embargo, puede ser dificil la determinacién de un valor para h. Incluso,
si f no satisface la hipétesis del teorema, todavia asi puede existir una solucién
Ginica; por lo tanto es apropiado discutir las caracteristicas de las condiciones del
teorema de Cauchy.

Analicemos la ecuacién diferencial auténotmna:

dx

-&E = SL’”3 + 1 (22)
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CAPITULO 11t Unicidad de soluciones

La grafica de f{z) = ¢'/® 4 1 tiene la forma:

o

Y

1

Podemos ver que f(z) es continua para toda z, mientras que f'{z) no lo es para
el valor de zg = 0. La hipétesis de unicidad del teorema de Cauchy no se cumple
lo que conduce necesariamente a conocer qué sucede bajo estas caracteristicas.
Restringiéndonos a la regién B dada por z > -1 en la cual f(z) # 0, la
ecnacién diferencial 2.2 pude resolverse separando variables*, obteniendo la ex-

presiéni®:

£2/3
t=13 [——2— - 2% £ In(z!? + 1)] te (2.3)

La expresion 2.3 tiene la forma t = 4 (z} y las gréficas generadas para valores de

r € (—1,00) son las siguientes:

v

HGj se consulta la seccidn 3.3 del capitulo | observaremos que para la ecuacién diferencial
ﬁ =z} + 1 definida en la region B, el método de separacién de variables es vilido.
45 Hfgase la sustitucién u = ='/3 y considere la divisién #’1
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Si hacemos la sustitucién u = z'/* podemos calenlar la derivada ¥’ (z) de la
siguiente manera:

2
t=3[12—3—z%+1n(z%+1)

u?
t=3[-§—u+ln(u+l)]

diferenciando ambos lados tenemos:

2u 1
i = — -1
¢ 3[2 +u+1]‘°”'"
di = 3[u—1+¢]du
u+1
2 —y —
di = 3{11 +u - l+1}du
u+1
de donde se sigue que:
u?
dt——-3[u+1]du

como dz = 3u?, se tiene entonces:

dz
at z1/3 41

dt 1
dr =~ 21341

que se puede expresar como:
’ l
¥ (z) = T

zi +1

Como ¢’ (z) # 0 el teorema de 1a funcién inversa nos garantiza que ¢ (z) tiene
una funcién ¥ ~'que es su inversa. En este caso, t = 9 (z) tiene como inversa a
la funcién = = ¢ (¢) definida en R, la cual es solucién de la ecuacion 2.3. Las
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CAPITULO 111 _Unicidad de soluciones

siguientes curvas son las soluciones de la ecuacién diferencial 2.2 en la regién B:

X

4 ;

-1

Por tanto, podemos decir que la ecuacién diferencial planteada presenta unicidad
de soluciones.

En resumen, la condicién de unicidad mencionada en el teorema de existencia y
unicidad de Cauchy no es una condicién necesaria para que se dé lugar a unicidad
sino tinicamente suficiente.
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3. Condiciones de Lipschitz y unicidad

La unicidad de soluciones para ciertas ecuaciones diferenciales puede ser de-
terminada por medio de las condiciones del teorema de Cauchy; sin embargo, la
suficiencia de tales hip6tesis fuerfes limita de manera amplia la posibilidad de
enunciar con certeza si una ecuacién diferencial presenta o no unicidad. Por lo
tanto, es necesario afinar un poco mas las hipétesis del mencionado teorema para
conocer el comportamiento cualitativo de las graficas de las soluciones.

A continuacidn estudiaremos las condiciones planteadas por Lipschitz para
asegurar la unicidad de soluciones y veremos como la hipétesis del tecrema de
Lipschitz demanda menos que la de Cauchy.

3.1. Condiciones de Lipschitz

Como mencionamos en la seccidn introductoria a este capitulo, Rudolph Lips-
chitz estudié el problema de unicidad de soluciones de las ecuaciones diferenciales
ordinarias y determiné otras condiciones que afinarian este concepto.

. Of(t,x)

S ——
oz

es continua en un rectangulo cerrado f, entonces estd acotada, es

decir:

af
1&“15) <k

para ¥ ({,z) € R.
Por otro lado, debido al tecrema del valor medio, se cumple que:

f(t,:l:) _ f(f.,:L") — ’6]’(!.,55‘)

-~z Jz

para alguna z€ (z*,z) .
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CAPITULO M1 Unicidad de soluciones

finx)

flx)

S

1

L R
=

"%

of(t,z)
dr

Por lo tanto, al estar acotada se sigue que:

<k
r—z

If(t,r) - ft,z%)

|f(2, ) — f(E,2")| < k|z — 2] (3.1)

a esta expresién le denominaremos condicidn de lipschitz?®.
Se dice entonces, que una funcién f es Lipschitz-continua respecto a x cn una
regién R del plano, si existe una constante k > 0 tal que para cualquier (¢,z) € R
y (£, z*) € R se cumple la ecuacién 3.1. En estos términos, acabamos de demostrar

0f(t,z)
2

contimia con respecto a x.

que si es continua en una regién R entonces f es una funcién Lipschitz-

3.2. Funciones Lipschitz-Continuas

Es posible interpretar el sentido geométrico de la condicidn de Lipschitz di-
ciendo que dada una funcién f, el valor absoluto de la pendiente de la secante

463a sugiere consultar para mayor detalle: Lotar Collatz, Differential equations: An introduc-
tion with applications. pp. 24-25. (8]
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para cualesquiera dos puntos x,z" siempre serd menor o igual a una constante k.

| flx)

X

A continuacién ejemplificaremos algunas de estas funciones.
Sea f la funcién que depende sélo de la variable x:

f{z) = [sinz|

Para demostrar que se cumple la condicién de Lipschitz:

fz) = f(=*)

T —z*

<k

serd necesario encontrar la secante mds inclinada’’ y determinar si estd acotada

por una constante k.
La grafica de la funcién 3.2 tiene la forma:

4 5(6)

Y

478i se cuantificara sélo la pendiente de la secante entre (z, z*) con alguno de estos puntos fijos
(o ambos), no encontrariamos aquella secante con mayor inclinacién. Por lo tanto es necesario
evaluar varias secantes construidas para diferentes puntos dentro de este intervalo.
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CAPITULO III_Unicidad de soluciones

Si tomamos una pareja de puntos z,z°, ambos dentro de un intervalo de la forma
[nmr,{n+ 1) 7] para n € N; por el teorema del valor medio la pendiente de la
secante para estos puntos serd igual a la derivada de f evaluada en z; € (z,z*).

fix)

por lo tanto:
[mf = |cosz| < 1

Tomemos ahora a z,z* de forma tal que no estén contenidos en un intervalo
comno el que se tomd anteriormente:

4 fix)

Supongamos que z* € [nn, (n+ 1) 7] y sea z; € [n7, {n + 1) 7} tal que |sinz,| =
Isinz! el mds cercano a  con estas propiedades. Ahora, tomemos a Az = z* — z
y Az, =z — ).

l-f(l‘) Ax'

96



CAPITULO Il Unicidad de soluciones

Notemos que [Az| > |Az,|, por lo que se cumple;
Ag
I/_\ ‘ —i——]cosmdgl

asf, todas las pendientes de las secantes definidas por puntos tomados bajo las
condiciones anteriores, estarin acotadas por & = 1. Se sigue entonces, que la
funcién 3.2 es una funcién Lipschitz-continna o funcién de Lipschitz.

Analicemos la funcién:
flz) =l (3.3)
La gréfica de f(z) es la siguiente:

 fix)

-

L

Inmediatamente notamos que la pendiente de las rectas generadas estdn perfec-
tamente acotadas; asi, para cualquier z,z* sobre algnna de estas rectas definira

una secante con pendiente m = 1.
Al tomar un par de puntos situados cada uno en distintas rectas definidas por

f, notamos que el incremento Az = z* — z serd siempre mayor al incremento
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Unicidad de soluciones

Azy = z* — 142

F 3

 fix)

entonces se cumple que:

e e
ml=|=|<{—2|=1
I |Az Az
Por lo tanto, la funcién 3.1 es también una funcién de Lipschitz.
Es importante sefialar gue si f es una funcién de Lipschitz no implica nece-
a

sariamente que Tx sea continua, como se ilustra en los dos ejemplos anteriores.
T
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4. Teorema de existencia y unicidad de Lipschitz

Una vez planteada la condicion de Lipschitz y su significado geométrico, pode-
mos enunciar el signiente teorema de existencia y unicidad?®:

Teorema 4.1. Sea f(t,z) una funcién continua en un rectdngulo R
definido por:
[t—tol Say |z -zl <h

que cumple la condicién de Lipschitz:

f(tl J:) _ f(t,.‘.l:')

<k
-z

en R. Entonces para la ecuacién diferencial ordinaria:

dz
E = (ta .‘1’.‘)

existe un intervalo alrededor de ty dado por |t — tg| < h y una funcién
z = @(t} la cual tiene las propiedades:

i) = = p(t) es una solucién de la ecuacién diferencial Z—: = f(t, )
sobre el intervalo |t — tg| < h.

ii) En el mismo intervalo (t) satisface la desigualdad |ip(t) — zo| < b.
iii) (to) = zo.

iv) z = p(t) es la tnica en el intervalo [t — ty| < h, en el sentido de
que ésta es la tinica funcidn que satisface las proposiciones anteriores.

4.1. Aplicacién del teorema de Lipschitz

Cabe subrayar que ¢l teorema de existencia y unicidad de Lipschitz es un
teorema que plantea hipétesis que demandan menos que las planteadas en e}

#La demostracién del teorema puede consultarse en: L. Elgoltz. Differentiol equations: An
introduction with applications, pp. 45-50. [12]
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teorema de Cauchy, en este sentido el teorema de Lipschitz es “mas fuerte” que

el de Cauchy.
Notemos que para la funcién f (z) = |sinz| no se cumnple la continuidad de

d . - .
— (|sinz|),es decir f(z) no es una funcién de clase™ C?; sin embargo, cumple la

condicién de Lipschitz. Veamos como se traduce esto en la unicidad de soluciones.
Témese la ecnacidn diferencial ordinaria auténormna:

dr
y definimos a f (z) como:

x x20

f@=tul={ %, 220

Si aplicdsemos la condicién de Cauchy para determinar la unicidad de solu-
ciones, notamos que f (z) no es de clase C'. Esto lo podemos notar viendo que
la derivada de f es:

] 1 T > 0
f =)= { -1 z<0
la cual no es continna:
A

v

El teorema de unicidad de Cauchy no proporciona informacién para determinar
la unicidad de soluciones de la ecuacién diferencial.

9Una funcidn f se dice que es de clase C* si f°, f7.... f{*) son continuas.
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Por otra parte f(z) es una funcién Lipschitz-continua, entonces el criterio
del tecrema de unicidad de Lipschitz se cumple. Resolvamos analiticamente la
ecuacién diferencial 4.1 y veamos cuales son sus soluciones.

Tal como se definié a f(z) = |z|, se determinan dos ecuaciones diferenciales a
resolver:

dz dz
— =z — = —I
dt dt
parazx = 0 para z < 0
para ambos casos tenemos:
dx dx
=g — =z
it £
j “_ j dt “_ . [ dt
T T
Inz=t+c¢c Inz=-t+¢
z=ce T =cet
pi(t) = ce @a(t) = ce™

Puntualicemnos las siguientes consideraciones:

s Para ¢t} = cef, z = 0; por lo tanto ce’ > 0, lo cual sélo se cumple si
w1 (t) = |c| e’

s Para @,(t) = ce™, £ < 0; por lo tanto ce™ < 0, que se satisface si @, (t) =
— |c|et.

o La curva ¢ (t) = 0 también satisface la ecuacién diferencial planteada

Las soluciones de la ecuacién diferencial auténoma 4.1 tienen alguna de las
siguientes fomas:

@ift) = e
pa(t) = —|cje
p3(t) 0
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Las graficas de estas soluciones se presentan a continuacién:

tx

—

Las curvas no se tocan, por lo tanto existe unicidad de soluciones.

4.2, Caracter de las hipodtesis del teorema

En este instante es pertinente preguntarnos si puede existir unicidad de selu-
ciones para una ecuacion diferencial si la condicién del teorema de Lipschitz no
se cumple; la respuesta a esta pregunta es afirmativa.

Es posible que una solucién © = ¢ (t) de una ecnacion diferencial auténoma
pueda ser la vinica que cumnplan las condiciones ¢ (tp) = Zo aiin si la hipétesis del
teorema no se cumple.

La ecuacién diferencial:

dx

dt
utilizada para mostrar que la hipGtesis del teorema de Cauchy es una condicién
suficiente para determinar la unicidad de soluciones, nos servird para sostener el
mismo argumento para la hipétesis del teorema de Lipschitz.

Si observamos la grafica de f (x) = T3 + 1 y tomamos la pendiente de la
secante entre dos puntos (z, z7) cualquicra, notamos que estd acotada por algina
% constante. Sin embargo, si tomamos dos puntos contenidos en una vecindad
cada vez mas pequena alrededor de z = 0, la condicién de Lipschitz no se cumple
ya que no hay un valor que acote la pendiente de la secante para dos puntos
cualesquiera contenidos dentro de esta region.

=z 41
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Como vimos, las soluciones de la ecuacién diferencial planteada presentaban
unicidad y como consecuencia de esto se dice que las hip6tesis del teorema de uni-
cidad de Lipschitz también son condiciones suficientes para determinar la unicidad
de soluciones de una ecuacién diferencial.

No obstante lo anterior, las hipétesis del teorema proporciona un criterio més

af(t,z)

sencillo de cumplir que la continuidad de e propuesta por el teorema de
z
Cauchy.
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5. Ecuaciones diferenciales auténomas particulares

A continnacién estudiaremos las propiedades de un conjunto particular de
ecnaciones diferenciales auténomas, con la finalidad de mostrar algunos puntos
de relevancia sobre la unicidad de soluciones de estas ecuaciones.

Sea la ecuacién diferencial auténoma:

dz
7o falz)
donde fq{z) es una familia de funciones de la forma:
falz) =z
con a > 0.

En particular, tomemos la ecuacidn:
dw _
dt

que tiene como solucién alguna de las funciones:

wit) = 0
e(t) = +(t+a)
wa(t) = —y(3+a)

donde t > —c.
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El dibujo de las grificas de las funciones anteriores es:

1

Para cada ¢ € —tg la funcién:

0 t< —c

%(t)={ (g(a:+c))3 t>—c

es solucién y cumple la condiciones iniciales ¢, (t6) = 0. Por lo tanto no hay
unividad de soluciones para el punto punto (g, 0}.

& X
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La grifica de la funcién f = '3 es la siguiente:

t /%)
x
A J
Notemos que f(z) tiene derivada f'(z) = 3—12/3 f(z) no es de clase C! ya que
x

f{z) no es continua en zy = 0.

Geométricamente, la recta vertical es tangente a la grafica de f(z) en el punto
{0.0).
% fix)

L)

¥
Analicemos de nueva cuenta la ecuacién diferencial:

dz 23

Fri
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CAPITULOQ 111 Unicidad de solucienes

La funcién f(x) = z*/3 tiene la grifica siguiente:

1/

-y

|

Debido a que f'(z) = o3 o infinita en = 0, geométricamente existe una

tangente vertical en ese punto®. f(z)no es de clase C*.

A f(x)

-y

Y

Como vimos en la seccién 2.1 de este capitulo, no hay unicidad de soluciones para
la ecuacién diferencial ' = z%%.

Cormo 1iltimo ejemplo expondremos las propiedades de la ecuacién diferencial:
dx =
dt
50Natemos que la grifica de f(z) = z1 decrece muy ripidamente cuando se aproxima a la
posicién de equilibric 29 = 0.
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CAPITULO HI Unicidad de soluciones

La grafica de f{z) = z'/? tiene la forma:

b fix)

1/3

. 4
La derivada f (2} = ud
existen tangentes verticales en la grafica de f (z).

es continna Vz, siendo por ello f{z} de clase C!. No

Jlf(x)
* X
Las funciones:
-27
w(t) = W para t < —c¢
5.(1) = —— —
Pelt) TFYSE para b > —c
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CAPITULO III Unicidad de soluciones

son las \inicas soluciones de la ecuacitn diferencial, ddndose lugar la unicidad.

llx

5.1. Soluciones de ecuaciones diferenciales de la forma z' = f, (1)

Las ecuaciones diferenciales auténomas de la forma:

dz
PR felz)
donde f,(x) = z2, constituyen un bucn cjemplo para el estudio de las carac-
teristicas de soluciones de una ecuacion diferencial auténoma, ademds de reunir
diversos elementos de andlisis sobre unicidad.
A continuacién se muestran las graficas de las soluciones de estas ecuaciones
diferenciales, asf como las graficas de f,(z), para distintos valores de a.

o Gréfica de f, (z) = z° Gréfica de las soluciones de z' = f,
fﬂf‘ x/
X !

7 AR

1/3
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Gréfica de f, (z) = z° Gréfica de las soluciones de 2" = f,

f a X

N A

,E. p
A
-
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I Grifica de f, (z) = z° Gréfica de las soluciones de 2’ = f,

Ju

) L

N

| w7

5.2. Hipdtesis de unicidad

Expuestos los conceptos anteriores, podemos enunciar la signiente proposicién
sobre unicidad para ecuaciones diferenciales auténomas:

Proposicidn 5.1. Sea la ecuacidn diferencial auténoma de la forma:
dx
— = fa 52
= = ful2) (52)

donde f.(z) corresponde a la familia de funciones®® fq(z) = z°, se
tiene que:

a)Si o € (0, 1), entonces:
i) El lim f.(x) = too.

51El dominio de f, es Rsia = £ para algin p € Ny g € N tales que con {p,q) =1y qimpar,
y es R* U {0} en otro caso.
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CAPITULO HI Unicidad de soluciones

ii)Para la ecuacién diferencial 5.2 existe una infinidad de soluciones
con condiciones iniciales v (1o} = .

b)Si a > 1, entonces:
a ’ -
i) f,(z) es continua.
ii)Para cualquier tq ¥ 2o hay una iinica solucién de la ecuacidn 5.2
con condiciones iniciales (1) = zg.

Demostracidn:
Para valores de « contenidos en el intervalo (0, 1), la propiedad i) es inmediata

¥a que:
’ o

falz) =

- pli-a}

Por otra parte, la ecuacion diferencial 5.2 tiene las soluciones®?:

@2 (t) = [(1 — a) (t + )T

Tomando una c fija que enmpla —c¢ > 1, la funcién:

-« t+cm“5~'5 t> —c
%(t,={[( (Erara 2

también es solucién y determina una cantidad infinita de soluciones que cumplen
las condiciones miciales ¢ ({5} = 0; con esto demostramos ii).

Para valores de o > 1, la propiedad i) también es inmediata debido a que:
folz) = ezt
¢s continua para Vr € R.

Para demostrar la propiedad ii) tomemos a zq > 0 (el caso zp < 0 es andlogo),
entonces la ecuacién diferencial 5.2 puede resolverse por el método de separacidn
de variables el cual es valido dentro de la regién {z|f,{z) # 0} y proporciona

521 4 ecuacidn diferencial T= f, (z) presenta mds soluciones, éstas s6lo son algunas.
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todas las soluciones de la ecuacién diferecial que cumplen f, (¢ {t)} # 0, en este

caso p () # 0.
Asi, la funcién:

() =[(1— &) (t — to) + {mo)' )"

(xo)l—a
(o —1)
¢ (to) = zo. Como ¢ (t) > 0 para todo ¢ en su dominio, es la iinica solucién que
cumple @ (ig) = .

Ahora, si tomamos a zg = 0, claramente la funcién:

pt)=0

definida para t < £ + , es solucidén y cumple las condiciones iniciales

es solucién y cumple  (tg) = 0.
Para demostrar que es la 1inica, supongamos que existiera otra solucidn que pasa
por (g, 0), entoces ésta cumpliria que ¢ (fg) = 0y @ (¢;) = 1 para algiin ¢, z; # 0.

b X

han B 2

Sin embargo, como vimos en el pdrrafo anterior, si la grifica de ¢ (t) pasa por un
T % 0, entonces v (¢) # 0 lo cual contradice que pueda pasar también por (13,0).
La funcidn y (£} = 0 es solucién y es la iinica que pasa por el punto (£, 0). B
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6. Un criterio completo

No obstante que las hipdtesis estudiadas para determinar la unicidad de solu-
ciones son vilidas y son aplicables en varios casos, es importante asumir que no
son una herramienta lo bastante fina para proveer un criterio suficiente y necesario
sobre la unicidad de soluciones. A continuacién subrayaremos algunas considera-
ciones que se han vertido en nuestro estudio, con la finalidad de exponer un criterio
completo sobre la unicidad.

Retomemos la unicidad de soluciones de una ecuacién diferencial ordinaria -
auténoma:

Z i@ (6.1

v recordemos que aquellos valores donde f (zp) = 0 determinaban soluciones que
no variarian respecto al tiempo. Con frecuencia nos encontramos que tales solu-
ciones constantes (f) = zg compartian un punto {tg, za) cualquiera con otra
solucidn ¢ (t} = = también de 6.1; asi, pensar en soluciones constantes nos con-
duce a sospechar sobre la no unicidad de soluciones alrededor de xg.

Es posible sugerir, bajo este marco de ideas, que en presencia de soluciones
constantes puede ser trasgredida la unicidad; no asi, para ecuaciones diferenciales
donde f (z) no se anula en ningiin punto.

Todo lo anterior se intuye como vélido mas ficilmente que en el principio de
este tema, sin embargo nos queda como tarea sustentarlo.

Hagamos una retrospectiva sobre los fendémenos fisicos estudiados, en los cuales
se involucraba la energfa. Mencionamos que la igualdad:

b= {y+ : '—(EP'—"‘ (62)

Tg f(u)

determinaba el tiempo en que wna particula que oscila llegaba a una posicién
de equilibrio Z. En el caso del movimento arménico simple existfan posiciones
de equilibrio del sistema(que sc denominaron cou la letra a), planteindose la
interrogante si las soluciones no constantes tocaban a las soluciones constantes.
Para discernir sobre este hecho utilizamos la ecnacion 6.2 y obtenfamos que la
integral:

a
fl du
A WO‘,AZ-‘Uz
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CAPITULO Il Unicidad de soluciones

convergia al valor de {= %,!%, lo anterior determinaba un tiempo finito en el que

ambas soluciones compartian el punto (% \/% , w).

Si un fenémeno fisico descrito por medio de una ecuacién diferencial anténoma
presenta soluciones que varian respecto al tiempo y soluciones constantes, la unici-
dad de tales soluciones puede conocerse por medio de la convergencia o divergencia
de la integral 6.2.

Esta afirmacidn se sostiene en el caso del péndulo simple, donde la integral:

j" du
‘ 1’279 (1 + cosu)

divergia, por lo tanto ¢ = oc. La unicidad de soluciones se presentaba sin ningiin
argumento en contra.

En suma, la unicidad de soluciones de la ecnacién 6.1 puede ser trasgredida
en presencia de soluciones constantes y la convergencia o divergencia de:

T du

0 f(u)
serd un criterio suficiente y necesario para determinar la presencia o no de uni-
cidad. Paso seguido, mencionaremos el siguiente teorema que ofrece un criterio
suficiente y necesario sobre la unicidad de soluciones de una ecuacién diferencial
ordinaria auténoma.

Teorema 6.1. Sea la ecuacién diferencial autdnoma de la forma:

dz
= =) (6.3)

a) 5i f(z) € C® y f no se anula en ningiin punto, entonces las solu-
ciones de 6.3 son 1tnicas.

b) Si f (x) € C° y existe un I tal que f (Z) = 0, entonces las soluciones
de 1a ecuacidn diferencial 6.3 son tinicas si y sélo si la integral:

T du

=0 J(w)

diverge.
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Demostracidn:

Para el inciso a) supongamos que ¢ (t) = « es solucién a 6.3 y sea (¢, Zo)
un punto cualquiera tal que ¢ (to) = o, como ¢ (t) es solucién entonces:

P () =flp®)#0
por lo tanto ¢ (t) tiene una inversa i (x) cuya derivada cumple:

di 1

dz  f(x)

¥ ¥(z0) = to es solucién de la ecuacién diferencial pues ¢ es la inversa de ¢,
ademds os la tinica que pasa por {zg,tg) ¥ esta dada por:

v = vl + [ 575

v =to+ [ 75

Para ¢l inciso b} la demostracién no la haremos en general, vamos a suponer
que % es el tinico punto donde se anula f. Comenzaremos por la implicacién
de la convergencia de la integral. Como f no se anula en (—o0, %), tiene signo
constante, tomaremos el caso en que f (x) > 0 para z < .

} Aix)

v

v e

%3La demostracién para ¢l caso f{x) < 0 con & > I es andloga.
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. du

Seazg<ZTy(z)= ] m, ademds:
Zo
Ry gL
= lim | —
=—zJ f(u)

Definimos a 17 como una funcién tal que 1 : (—oo,Z) — R, la cual es creciente
p 1
porque ¢ (z) = m > (; por lo tanto i tiene una inversa definida come ¢ :

(a,f) —Rparaalgine € Roa= oo.

nx

-
=

L X

Dos soluciones a la ecuacién diferencial 6.3 que cumplen con ; (f) = F som:

Sol(t)={ wISt) i;g‘
w(t) =2
Veremos que ¢ (t) es continua y diferenciable.
Para la continuidad:
i) En cualquier ¢ # ¢ lo es.
ii) El lir_tg 1 {t) = sup {(,o, {t) |t € (a,f) } pues i es creciente, entonces:
i

lim @ {t) = sup (imagen y)

t—sl™

sup (dominio 1)

= X
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ademds,

lim ¢ (t) =&
t—et

por lo tanto @ {t) es continua.
Para la diferenciabilidad:
Parat < t, ¢ (t) =@ (). Asi

r 1
v = Tew
@ () = {

con lo que:
lim @ (1) = lim f (1))
=l f—t=
im e (§)=f{(Z)=0
{—t~
ademads:

lim ¢, (£) =0
t—tH
pues en esta regidn o () es constante.
Como ambaos limites son ignales, ) (t) es diferenciable en Z.

Finalmente, para la implicacién de la divergencia de la integral del inciso b)
tomemos f{Z) =0y f{z) #0Vz # & donde f(z) > 0 paraz < %. Seazy < T
¥ w(t) una funcién que es solucién a 6.3 que cumple @ {ty) = zp y tiene como
inversa a: d

z du
) =to+ | —
Y(z)=1 o T
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CAPITULO Il Unicidad de soluciones

o fF du -
Si —— diverge, entonces ¢ (t) < Z para V¢ € R.

I0 (‘U.)

X

o

+ / ; t
De forma anéloga se ve que cualquier solucién ¢ a 6.3 que cumpla ¢ () = z¢ con
zp > T, cumple que p(t) > TVt € R.

Si tomamos ahora a z = Z, entonces yy (t} = T es solucién a 6.3 y cumple
7. (f) = Z. La unicidad de soluciones supondria que no existen dos soluciones

que pasen por el mismo punto; de manera opuesta, supongamos que existe otra
solucién g (f) = I, entonces existiria un t; tal que @, (t;) = 7.

X

X;-

x,.

Pero como demostramos en el parrafo anterior que ¢ {t) < I para vt € R, entonces
©a (f) # £. Por lo tanto, no exisie otra solucidn que pase por (i: E)que no sea la

solucidn constante ¢, (t}y = 2. B

El criterio de convergencia constituye un criterio suficiente y necesario para
evaluar la unicidad de soluciones de una ecuacién diferencial ordinaria auténoma.
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7. Aplicacién del criterio de convergencia

Al iniciar este capitulo revisamos las hipdtesis sobre unicidad expuestas por
August Louis Cauchy en 1820, continuamos con los criterios de Lipschitz, re-
visamos los criterios de ecuaciones diferenciales del tipo f, (z) y finalmente nos
situamos en el criterio de convergencia. Si bien, la unicidad de soluciones de di-
versas ecnaciones diferenciales puede ser asegurada por los teoremas de Cauchy
y Lipschitz, otras ecnaciones que no cumplan las condiciones de dichos teoremas
permaneceran sin ninguna aproximacion sobre su unicidad debido a que los crite-
rios de Lipschitz y Cauchy son criterios tinicamente suficientes. Sin embargo un
criterio suficiente y necesario para evaluar la unicidad de soluciones estd dado por
la divergencia de la integral mencionada.

Hasta el momento los ejemplos que hemos dado para mostrar que el criterio
de Lipschitz es tinicamente suficiente, son de la forma:

%@

donde f es una funcidn continua que no es de Lipschitz en la cercania de un punto
zg en el cual f no se anula. Como vimos en el teorema 6.1 esta sola hipdtesis
garantiza la unicidad de soluciones.

Cabe preguntarnos si para ecuaciones auténomas y bajo la hipdtesis de que
f{zg) = 0 el criterio de lipschitz es necesario y suficiente. La respnesta es no.
BDaremos un ejemplo de una de estas ecuaciones cuyas solucones al problema de
valor inicial son tinicas y sin embargo f no es de Lipschite.

Evaluemos la ecuacién diferencial:

% = —zlnz? (7.1)
de la cual podemos puntualizar lo siguiente:

1. f{z)=—-zlnz?

2. Existen los puntos de equilibrio 2o = 0,2, = 1,2, = —1.

3. f(z) € C® pero f(z) ¢ C.

4. f{x) no es una funcién Lipschitz-continua.
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5. La gréfica de f(x) es:
S

—_
-y
=

,

6. f (z) = — (Inz? + 2) es discontinua en zy = 0.

)

Los elementos anteriores son parte fundamental del andlisis que nos permitird
describir el comportamiento de las soluciones de la ecuacién diferencial 7.1.

De principie, la forma de la grafica de f{x) nos da una aproximacién sobre
la forma de las soluciones: En los intervalos (—oo,—1} y (0, 1) el valor de f(x)
es positivo, existiendo soluciones z = ¢ {£) crecientes para estos intervalos; a su
vez, en los intervalos (—1,0) y (1, 00) se presenta f (z) negativa, esto determina
soluciones x = ¢ (t) decrecientes. Los puntos de equilibrio generardn las soluciones
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constantes Yo (£) =0, () = ~1y pa(th = ~1.

X

P
I~

!

N/

Al evaluar la unicidad de estas soluciones, vemos que el criterio de Lipschitz,
ain el de Cauchy, puede aplicarse alrededor de ¢ () = —1 y @2 (t} = —1 ya que
se cumple de manera local que f{z) sea una funcién de Lipschitz y f(z) € C?
alrededor de z; = 1,25 = —1. En estos puntos, la grifica de f{z) no presenta
tangentes verticales. Sin embargo, tales criterios no son aplicables para evaluar la
unicidad en las cercanfas de zg = 0, ya que en este punto, f (o) no es continua,
tal que f(0) = 0y f (0) = oo; geométricamente, existe una tangente vertical en
la grafica de f(x).

f)

v

E} criterio aplicable es el de convergencia, evaludndose la unicidad de soluciones
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contenidas dentro del intervalo {—1,1).

v

Analicemos las soluciones contenidas en el intervalo® (0,1). Usando la inte-

gral:
'/I du
o —ulnu?

1 . .
y tomando a 7y = 2 verificaremos si:
. z  du
lim | ———
z=0 /1 —ulnu?

converge o diverge.

Asi,
T du 1 a1
f; =i = [ (o)
2
lim [—% In (llanD +1ln ( In (%) D] = 00
La integral diverge, por lo tanto existe unicidad de soluciones para la ecuacién
diferencial 7.1 alrededor de zg = 0.

donde:

5De forma similar podemos evaluar las soluciones contenidas en el intervalo {—1,0}.
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Una vez finalizado este trabajo deseo resaltar algunos conceptos que fueron
expuestos a lo largo del estudio:

¢ El valor del andlisis cualitativo y la importancia de la valoracidén geométrica
para la obtencidn de las soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias.

* La revisidn de conceptos basicos como curva integral, solucidén, punto sin-

gular, solucién constante, campo direccional, el método de separacion de
variables, entre otros; es el pretexto para diferenciar ¢! mero cdlculo de solu-
ciones analiticas, de la comprensién clara y precisa de las particularidades
que éstas puedan presentar.
Cuando se obtienen soluciones por métodos analfticos, sin profundizar en un
andlisis completo, se restringe el estudio del fendmeno a enumerar funciones
que, en el mejor de los casos, s6lo describen el comportamiento local de éste;
en cambio, el andlisis cualitative va dibujando un panorama completo en el
que son incluidas las propiedades de las soluciones constantes y los distintos
estados de evolucion del proceso.

¢ La exposicién de la dindmica de particulas, mas especificamente la del re-
sorte y la del péndulo, muestra que evaluar geométricamente las propiedades
de la funcién propia de la ecuacidn diferencial permite determinar algunas
propiedades importantes sobre el movimiento.

+ Incluir la energia durante la formulacién de distintos modelos diferenciales
pareciera confuso en principio, sin embargo, es un instrumento que ayuda
a aproximar la forma de las graficas de sus soluciones, sin recurrir in-
mediatamente a un método analitico. El estudio de las caracteristicas del
movimiento de ambos fendmenos, desde el punto de vista de su unicidad,
muestra que se trata de dos tipes diferentes de dindmica debido a las pecu-
liaridades de las soluciones de cada ecuacién diferencial.

e Es imprescindible reflexionar sobre el alcance que se desea lograr cuando
se estudian ecuaciones diferenciales ordinarias. Si bien es cierto que los
teoremas de unicidad de Cauchy y Lipschitz son aplicables a un considerable
conjunto de ecnaciones diferenciales, no los sen para otras, tales como las
incluidas en la familia 2’ = f,{(z).

s La convergencia o divergencia de la integral expresada en el tltimo teo-
rema es una hipétesis suficiente y necesaria para evaluar la unicidad de una
ecuacién diferencial anténoma.
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Sirva pucs este trabajo para ayudar a comprender mejor la teor{a de las ecna-
ciones diferenciales ordinarias, sus soluciones y los teoremas que determinan la
umnicidad.

Esperc que lo contenido aqui sea un motive que aliente el estudio formal dc
las matematicas que, a pesar de las dificultades para que sea valorado. siempre
sera una disciplina cientifica y fundamentalmente reflexiva.

Oscar Alejandro Esquivel Flores
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A. Teoremas

A.1. Teorema fundamental del cidlculo

Sea f continua en un intervalo cerrado [a,b] :

a) Si la funcién G estd definida por:

Clz) = / Fle)ydt
para todo z € [g,b], entonces G es una antiderivada de f en [a, b].

b) Si F es cualquier antiderivada de f en [a, 8], entonces:
b
[ 1@ydz=F o) - F@

A.2. Teorema de la funcién inversa

Si una funcién f es mondtona creciente en [a, b] entonces para todo niimero
real 77 tal que f(a) < n < f(b) existe exactamente un £ tal que a < § < b para
el cual f(£) =n. Sea o = f(a) y 8 = f(b). Puesto que £ estd determinado de
mainera Gnica por 7, se tiene una funcién £ = ¢ (n) definida para argumentos 7 en
el intervalo cerrado [o, ]. Esta funcién ¢ se denomina la inwverse de f. Puesto
que a valores més grandes de £ corresponden valores mas grandes de n = f (£), la
funcién ¢ es también mondtona creciente.

Sie < x < b es un intervalo en el cual la funcién continua y = f{z) es
monétona, y si e = f (e} y 8 = f(b), entonces f posee una funcidn inversa que
es mondtona y continua entre o y 3.

Si la funcién y = f (z) es derivable en el intervalo a < z < by si f {z) > 0,
o bien f {z) < 0, en todo el intervalo, entonces la funcién inversa z = ¢(y)
posee también una derivada en cada punto interior de su intervalo de definicidn:
la derivada de y = f (z) y la de su inversa = = ¢ (y) satisfacen la relacion:

fz) ¢ =1
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en valores x,y correspondientes(es decir, ¥ = f(z) 0 © = p(y)). Esta relacién
puede expresarse como:

dy 1
="
dy
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B. Biografias

Isaac Barrow
Nace: Octubre de 1630 en Londres, Inglaterra
Muere: 4 Mayo de 1677 en Londres, Inglaterra

Isaac Barrow tuvo como padres a Thomas Barrrow y a Ann Buggin, sélo tuve
un hermano llamado Kent. La madre de Isaac muere en 1634 lo cual motiva a
Thomas para enviar a Isaac con st abuelo.Dos afios después Thomas se casa de
nueva cuenta con la intensién de tener de regreso a su hijo. Thomas envia a
Isaac al Colegio de Charterhouse pagando una cuota extra para que obtenga una
atencidn especial, sin embargo Isaac no recibe tal atencién. Thomas, al enterarse
de esto, transfiere a Isaac a Felstead, Essex en 1640,

Isaac desarrolla rdpidamente su caracter y progresa en sus conocimientos,
aprede griego, latin, hebreo y 1égica como disciplina necesaria para ingresar a
la Universidad. Después de permanecer dos afos en Felstead, el padre de [saac
incurre en pérdidas econdmicas debido a la rebelién Irlandesa y le es imposible pa-
gar las colegiaturas de [saac. Atin asi, el director de Felstead reconoce el potencial
de Isaac ofreciéndole alojamiento y un tutor en la persona de Thomas Fairfax.

Con el apoyo de Fairfax, Isaac viaja a Londres en 1643. Fairfax muy pronto
agota sus recursos y no puede ayudar més a Isaac; en estas circunstancias Barrow
busca a un antigue amigo de escuela quien le promete ayuda para entrar a Trinity
College, Cambridge. Barrow ingresa en 1646 y trabaja como mozo a cambio de
instruceién, escaso pago y alojamiento. Su amigo continua ayudandole por seis
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meses, mientras que en este tiempo se levanta ¢l estado de sitio en Oxford, lo que
obliga a Isaac Barrow a pedir ayuda a su padre.

Dupor, el riguroso profesor de griego en Cambridge, es tutor de Barrow sin
recibir ningiin honorario y a é se debe el talento de Isaac y su ingreso en la
Realeza. Con Dupor, Isaac estudié griego, latin, hebreo, francés, espariol, italiano,
literatura, cronclogia, geografia, y teologia, ademds de aritmética, geometria y
dptica. Barrow forma parte de la comunidad escolar y se gradua en 1649.

En una conversacion que sostiene Isaac alababa los cldsicos pero critica la
carencia de temas como la matemsdtica y la ciencia, disciplinas que comienza a
estudiar a fondo inmediatamente después de graduarse. Barrow tiene algunos
problemas de indole politica que casi le cuestan la expulsién de Cambridge en
1648.

En 1652 Barrow se gradiia de la Universidad. Sus estudios sobre la historia de
la Iglesia le conducen a la astronomia, la cual cambia por la geometria(disciplina
que aprende por si mismo) escribiendo una edicién simplificada sobre los elemen-
tos Euclidianos que es impresa en 1655 y que sigue el estandar del libro de texto
de mediados de siglo. Durante este periodo Barrow es nombrado conferencista en
humanidades. Cuando la cdtedra en griego estuvo disponible se esperaba que Bar-
row fuera nombrado para reemplazar a Duport quien habia sido forzado a dejarla
por motivos politicos, de cualguier manera, Barrow decia no tener la suficiente
expericncia en la docencia ni habia viajado lo suficiente.

En 1655 Barrow emprende un viaje a Francia, en el que conoce a Roberval.
En febrero de 1656 se dirige a Florencia, donde permanece por § meses, pero no
le es posible visitar Roma debido a un brote de plaga. Durante su estancia en
Filorencia conoce a Carolo Renaldini quien habia escrito algunos articulos sobre
dlgebra, también conoce a Vincenzo Viviani, ltime pupilo de Galileo.

Barrow decide viajar a Turquia pero durante el trayecto el barco es atacado
por piratas; posteriormente visita Smyra donde permanece por 7 meses. [saac
llega a Constantinopla donde permanece un ano y medio, gracias al embajador
Inglés en ese lugar. Barrow pasa mucho tiempo estudiando teclogia y en particular
la Iglesia griega. Con algunas dificultades financieras Barrow comienza el viaje
de regreso a Inglaterra al final de 1658; durante el viaje ol barco atraca en Venice
donde el fuego arrasa con las posesiones de Isaac y tiene que volver a Inglaterra
a través de Alemania y Holanda, finalmente llegar a Cambridge en 1659.

A su regreso, Isaac se encuentra con varios cambios politicos en Inglaterra
debido al restablecimiento del régimen mondrquico de Carlos I1. En Cambridge,
el profesor de griego reconoce voluntariamente que existen varios profesores que
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podrian impartir mejor esa cdtedra, entre ellos el mismo Barrow; a Duport le es
ofrecido ] puesto(que le habfan forzado a abandonar 6 afos antes) pero declina el
ofrecimiento, de esta forma deja €l camino abierto a Barrow quien es electo para
el cargo.

El pago que recibe Barrow como profesor consiste de 40 libras, ademas no
le es permitido ocupar ningin otro cargo dentro de la Universidad, El Colegio
sugre una situacion econémica dificil lo cual impide que Isaac reciba algiin ingreso
extra, sin embargo el mismo Barrow emprende una exitosa campafia junto con
otros profesores para captar recursos.

El interés de Barrow en las matematicas y su minimo ingreso le conducen a
tomar en 1962 el puesto de profesor de geometria en Gresham College, Londres,
con un salario de 50 libras por afio. Se desempeiia en este puesto al tiempo que
continua como profesor de griego en Cambridge. En Gresham ensefia geometria
dos horas a la semana, una en inglés y la otra en latin. Barrow toma muy en
serio sus deberes y forma parte de los 150 cientificos elegidos como miembros de
la Royal Society el 20 de mayo de 1663 en una de las primeras reuniones de la
Sociedad.

La contribucién de Isaac a la Royal Society es minima y pudo muy bien haber
sido influenciado por la relacién entre la Sociedad y las Universidades. La Sociedad
intenta asignarlo al comité astrondmico y éptico, sin embargo Isaac no incrementa
su contribucidn, con lo que la Sociedad decide suspenderlo.

En el veranc de 1663 es creado el puesto de profesor lucasiano de matemdticas
en Cambridge, gracias a Henry Lucas. Barrow es un obvio candidato para el
puesto. En la primavera de 1664 Barrow entrega el primero de seis articulos
matematicos que consistia de material bésico de andlisis. Para el otofio tenfa 9
articulos mis y para la primavera de 1665 realiza ¢l primero de cinco articulos
sobre geomnetria. Después de impartir un pequefio curso sobre Arquimides(el cual
consistia de 4 clases), la Universidad tiene que cerrar debido a los brotes de plaga.
Se reabre en abril de 1666, lo que aprovecha Isaac para presentar otros 8 articulos,
pero despnés de Junio se tiene que cerrar de nueva cuenta. La Universidad vuelve
a abrir por segunda vez en la Semana Santa de 1667 y Barrow realiza nuevos
articulos sobre geometria antes de presentar sus trabajos sobre éptica en el pertodo
1668-1669. Isaac Newton revisa estos trabajos y entabla discusiones privadas con
Bartow. A Newton le entusiasma demasiado estas conversaciones de forma tal
que las toma como referencia en sus investigaciones.

John Collins publica bastantes articulos de Barrow: “Lectiones Opticae” en
1669, “Lectiones Geometricae” en 1670, y “Lectiones Mathematicae” en 1683,
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Barrow no habia preparado sus articulos para que fueran publicados, tal tarca
la realiza Newton junto con otros profesores. La mayoria de la matemitica de
Barrow fue realizada durante 1663-1669.

Lectiones Mathematicae fue un articulo disefiado para reavivar el interés en las
matemdticas en Cambridge, cubre temas como divisibilidad, congruencia, igual-
dades, tiempo y espacio. En los nltimos articulos escritos por Barrow, se tocan
temas como proporcién y radio. Lectiones Geometricae contiene importantes
conceptos sobre tangentes los cuales forman parte de los fundamentos del tra-
bajo de Newton sobre e} cdlculo. Lectiones Opticae es un trabajo mds tedrico que
prictico, lo cual es inusual en ese tiempo, ¢l contenido es principalmente de éptica
geométrica.

En 1669 Barrow renuncia a la Cédtedra Lucasiana para cederla a Isaac Newton
y hacerse cargo de otros trabajos matemdticos. Barrow es nombrado Capelldn
Real de Carlos II de Salisbury en 1673. Carlos 1l premia a Barrow declarandolo
¢l mejor estudiante de Inglaterra y maestro de Trinity. Mientras fue maestro de
‘Trinity, se le encomendaron dos empresas mayores: La primera de éstas es Ia de
limitar la cantidad de intervenciones reales y l1a segunda consiste en la construceién
de la biblicteca de Wren. En el primer cargo tiene algo de éxito, mientras que en
el segundo inviete mucho tiempo y esfuerzo para lograr el interés en el proyecto y
la recandacion de fondos. De cualquier forma, no vive para ver el resultado de su
trabajo.

En abril de 1667 Barrow viaju a Londres donde contrae la fiebre maligna.
Trata de curarse tomando opio, una férinula que previamente le habia funcionado
cuando estuvo grave en Constantinopla, sin embargo agrava v muere. Es enterrado
algunos dias después en la Abadia de Westminster,
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Augustin Louis Cauchy
Nace: 21 de Agosto de 1789 en Paris, Francia
Muere: 23 de Maye de 1857 en Sceaux, Francia

Augustin Luis Cauchy fue pionero del estudio del analisis y la teoria de per-
mutaciones de grupos. Investigd sobre la convergencia y divergencia de series in-
finitas, ecuaciones diferenciales, determinantes, probabilidad y fisico-matematicas.

Debido a los eventos que acontecen en Paris, motivados por revolucidn francesa,
la familia Cauchy se cambia a Arcueil, sin embargo regresan pronto. El padre de
Cauchy participa en la educacioén su joven hijo, ademdas Laplace y Lagrange visitan
con frecuencia a la familia Cauchy. Lagrange parecia tener un particular interés
en la educacién matemdtica del joven Augustin. En 1802 Augustin ingresa al
Ecole Centrale du Panthéon donde estudia por dos afios lenguajes clésicos.

Desde 1804 Cauchy asiste a clases de matematicas, realiza el examen de ad-
misién para ingresar al Ecole Polytechnique en 1805. En ésta asiste a clases con
Lacroix, De Prony y Hachette, sn tutor de analisis es Ampére. En 1807 se gradua
de la Ecole Polytechnigue e ingresa a la escuela de ingenieria: Ecole des Ponts
et. Chaussées. Fue un estudiante sobresaliente y por sus trabajos practicos se le
asigna al proyectc del canal de Oureq donde trabaja junto con Pierre Girard.
En 1810 Cauchy obtiene su primer trabajo en Cherbourg laborando en las insta-
laciones portuarias, acostumbrando llevar consigo una copia de la “Mechanique
Céleste” de Laplace y una de “Théorie des Fonctions”. Fue una etapa donde
Cauchy permanece muy ocupado. Canchy tenia una devocién Catélica que le
cansaria problemas posteriormente.
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Cauchy realiza diversas investigaciones sobre matematicas y prueba en 1811
que los dngulos de poliedros convexos estin determinados por sus caras, lo que
le sirve para presentar su primeros escritos. Motivado por Legendre y Malus
presenta un nuevo trabajo sobre poligonos y poliedros en 1812. En Septiembre de
1812, en Paris, Cauchy investiga sobre funciones simétricas y d4 a eonocer una
memoria de estos conceptos en Noviembre del mismo afo, la cual se publica en la
revista de la Ecole Polytechnique en 1815.

Cauchy solicita a De Prony el puesto de profesor asociado en la Ecole des
Ponts et Chaussées, tal solicitud fue rechazada pero se le permitie continuar como
ingenieroc en el proyecto del canal de Oureq en lngar de regresar a Cherbourg.
Cauchy busca un puesto académico en el Bureau des Longitudes sin conseguirlo,
dicho cargo es ocupado por Legendre. En un nuevo intento, Cauchy busca obtener
un sitio en la seccién de geometria del instituto, el puesto es concedido a Poinsot.
Cauchy enferma y le conceden un permiso de nueve meses pero sin pago. Los
eventos politicos evitan a Cauchy laborar en Ourcq con lo que le es imposible
dedicarse a la investigacién por un par de aiios.

La produccién matematica de Cauchy continua y en 1814 publica “Memoir on
definite integrals” que mds tarde llega a ser la base de su teoria sobre funciones
complejas. En 1815 Binet gana a Cauchy la cdtedra de mecénica en la Ecole
Polytechnique, pero le es asignada la de profesor asistente de andlisis. En 1816
Cauchy gana el gran premio de la Academia Francesa de Ciencias por un trabajo
sobre ondas. En 1817 cuando Biot deja Paris, Cauchy ocupa su puesto en el
Collége de France, ahi imparte clases sobre los métodos de integracién que habia
descubierto. Cauchy es ¢l primero en hacer estudios rigurosos sobre las condiciones
de convergencia de series infinitas junto con su rigurosa definicién de integral.
Su texto “Cours d’analyse” en 1821 es disefiado por los estudiantes de la Ecole
Polytechnigue y consiste en desarrollar los teoremas bésicos tan rigurosamente
como fuera posible. Cornienza a exponer el estudio del célculo de residuos en 1826
en " Sur un nouveau genre de celcul analogue au celcul infinétesimal”, mientras
que en 1829 en “Legons sur le calcul différential” define por primera vez una
funcién de variable compleja.

Un ejemplo de edmo Cauchy traté a sus colegas lo ofrece Foncelet cuyo trabajo
sobre geometria descriptiva, realizado en 1820, habia sido criticado por Cauchy:

“Me las arreglé para acercarle mis conjeturas en su residencia... Sin de-
jarme decir algo, abruptamente se marché remitiéndome a su préxima publicacién
Legons & Eeole Polylechnique donde, segiin él, mis preguntas serian conveniente-
mente explicadas” .
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La relacién de Cauchy con Galois y Abel fueron desafortunadas. Abel, quien
visitd el Instituto en 1826, escribid de él:

“Canchy estd loco y no hay nada que se pueda hacer por él, aunque, claro
estd, €l es el (inico que conoce como las matematicas deber ser hechas™.

Para Septiembre de 1830 Cauchy deja Paris después de la revolucion de Julio
y permanece un corto tiempo en Suiza. Ahi fue un entusiasta colaborador en
el establecimiento de la “Académie Helvétique” pero su proyecto sucumbe como
consecuencia de la situacién politica prevaleciente. En 1831 Cauchy viaja a Turin,
poco desplués acepta un ofrecimiento del Rey de Piedmont para ocupar la cdtedra
de fisica tedrica. Cauchy ensena en Turin desde 1832, asiste a sus clases Menabrea
quien escribe a cerca de éstas:

“Eran muy confusas, de repente pasaban de una idea a otra, de una férmula
a otra, sin dar la relacién entre ellas. Sus presentaciones eran como una nube
cbscura, iluminada de vez en cuando por chispazos de genio puro... de treinta
participantes, iinicamente yo las terminé”.

En 1833 Cauchy deja Turin a solucitud de Bolzane. Cauchy regresa a Paris en
1838 y recobra una posicién en la Academia, pero no como profesor debido a que
rehusa tomar el juramento de lealtad. De Prony muere en 1839 y su puesto en
el “Bureau des Longitudes” esta vacante. Cauchy es apoyadoe por Biot y Arago
pero Poisson se opone contundentemente. Cauchy es elegido a pesar de no haber
jurado lealtad, lo cual le impide ser nombrado como titular y no puede asistir a
renniones ni obtener ningtin salario. En 1843 Lacroix muere y Cauchy es candidato
para ocupar la cdtedra de matematicas en el Collége de France. Liouville y Libri
son también candidatos. Cauchy debid haber sido elegido por sus habilidades
matematicas pero sus ideas politicas y sus actividades religiosas(como apoyar a
los Jesuitas), influyeron en el resultado. Libri fue elegido, claramente el menos
convincente de los tres mateméticos.

Durante este periodo, la produccién matemdtica de Cauchy es mucho menor
que en su autoexilio. Realiza importantes trabajos sobre ecuaciones diferenciales y
aplicaciones fisicomaterndticas, escribe sobre astronomia matemadtica debido prin-
cipalmente a su candidatura para ocupar un puesto en el Bureau des Longitudes.
El texto de cuatro voltimenes “Frercises d’analyse et de physique mathematique”
publicado entre 1840 y 1847 prueba ser extremadamente valioso.

Cuando Louis Philippe es destronado en 1848, Cauchy recobra su posicién en la
Universidad; de cualquier forina no hiho cambio y continuan los problemas. Libri
deja el puesto obtenido anteriormente y huye de Francia, en parte por haber sido
acusado de robar valiosos libros. En 1850 Liouville y Cauchy fueron nuevamente

136



APENDICE

candidatos para ocupar la citedra, tal como lo habian sido en 1843. Después de
una cerrada pelea, Liouville es electo. Los intentos de Cauchy por revertir esa
decisién dan como resultado una mala relacién entre €] y Liouville.

Otro malentendido con Duhamel ensombrece los tiltimos aftos de la vida de
Cauchy. Esta disputa resulta cuando se trata de determinar la prioridad sobre
los resultados de los choques ineldsticos. Duhamel argiiia sobre la mencién de
Cauchy que consideraba ser el primero en dar dichos resultados, alrededor de 1832.
Poncelet muestra su trabajo(realizado en 1826) sobre este tema y demuestra que
Cauchy estaba equivocado. Cauchy nunca lo aceptd.

En una carta escrita por la hija de Cauchy describe la muerte de su padre:

“Permanece completamente atento, con un completo control de su capacidad
mental, hasta las 3:30 a.m. Mi padre repentinamente pronuncia los benditos nom-
bres de Jestis, Maria y José. En primera instancia parece ser que estd consciente
de su condicién. Alrededor de las cuatro su alma se encamina al cielo. Conocié la
muerte en completa calma, 1o que nos hizo avergonzarnos de nuestra infelicidad”

Numerosos términos llevan el nombre de Cauchy: El teorema de la integral de
Cauchy en la teoria de funciones complejas, el teorema de Cauchy-Kovalevskaya
sobre la existencia de una solucién de una ecuacién diferencial parcial, las ecua-
ciones de Cauchy-Riemann y las secuencias de Cauchy.

Produjo 789 articulos mateméticos. Las obras completas de Cauchy estén re-
copiladas en “Oeuvres complétes d'Augustin Cauchy” las cuales fueron publicadas
en 27 vohimenes.
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Rudolf Otto Sigismund Lipschitz
Nace: 14 Mayo de 1832 en Konigsberg, Alemania (ahora Kaliningrad, Rusia)
Muere: 7 Octubre 1903 en Bonn, Alemania

Rudolf Lipschitz trabajd sobre formas cuadrdticas diferenciales y mecdnicas.
Sus trabajos sobre el método de Hamilton-Jacobi para integrar ecuaciones de
movimiento de sistemas dindmicos generales fueron utilizados en importantes apli-
caciones de mecdnica celestial.

Lipschitz es recordado por la “Condicién de Lipschitz”, una desigualdad que
garantiza la unicidad de una solucién para una ecuacién diferencial y = f (z,3).
Peano proporciona un teorema de existencia para una ecuacidn diferencial dando
condiciones que al menes garantizan una solucidn.

Lipschitz redescubre el &lgebra de Clifford y es el primero en aplicarlo para
representar rotaciones de espacios euclidianocs, de este modo introduce los grpos
de giro (spin groups) con notacién: Spin(n).
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