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INTRODUCCION

El objetivo de esta tesis es dar una demostracién del teorema de periodicidad
de Bott compleja, siguiendo las lineas de las pruebas dadas en los articulos
[Bel y [AP]. La prueba utiliza dinicamente herramienta propia de la topologia

algebraica v del algebra lineal.

El primer capitulo de esta tesis presenta desde varios puntos de vista a las
variedades de Stiefel y de Grassmann. Estas variedades son, junto con el grupo
unitario, los espacios en los que se basan la mayor parte de las construcciones

ocupadas en la prueba del teorema de periodicidad.

En el segundo capitulo se introduce el concepto de casifibracién y se enuncia
el criterio de Dold-Thom para casifibraciones, podriamos decir que el criterio
de Dold-Thom es el resultado mds “avanzado” de la topologia algebraica que

se utiliza en la prueba que se da del teorema de periodicidad.

El tercer capitulo se ocupa de la prueba en sf del teorema; la prueba se
disecta y se presenta en partes utilizando la herramienta desazrollada en los

primeros dos capitulos.



6 Luis E. LopEZ

El teorema de periodicidad de Bott tiene varias aplicaciones en la topologia
algebraica (ver por ejemplo [AGP], capitulo 9). Después de haber sido proba-
do por Bott en [Bott], Atiyah y Hirzebruch utilizaron la interpretacién del
teorema, en Teoria K para definir la Teoria K como una teorfa de cohomologia

generalizada.

En el cuarto capitulo de esta tesis se presenta una aplicacidn del teore-
_ ma de periodicidad de Bott junto con el teorema de Swan-Serre (4.1.15) que
nos permite comparar los haces vectoriales topolégicos y los haces vectoriales

algebraicos sobre una variedad algebraica real compacta.



CAPITULO 1

VARIEDADES DE STIEFEL Y DE
(GRASSMANN

1.1 INTRODUCCION

Antes de dar la definicién formal de los espacios de Stiefel y de Grassmann,
analizaremos estos cspacios de manera intuitiva. Comencemos pues, por el

mas simple de todos estos espacios, G;{R?) .

Uno de los conceptos mds elementales es el de la proporcidn, es decir, el
de medir la comparacién de una cierta magnitud en relacién con otra. Esta
medicion sugiere una relacién de equivalencia er el conjunto de parejas de

nimeros reales (excluyendo a las parejas de la forma (2,0}, a € R).

Sean a,b,c,d € R tales que b # 0 y d # 0 entonces diremos que {a,b) =
{e,d) < 32 € R tal que a = Aby ¢ = Ad. S5i identificamos a la pareja de

niimeros (a,b) con el cociente §, utilizando la relacién de equivalencia antes

7
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dada, obtenemos el conjunto de mimerocs reales con la igualdad, es decir el

siguiente diagrama conmuta:

{{a,b) {a € R b € R\ 0} — {ElERIERG

L

{(2.b)jecR beR\O}
(]

|oER, BER\O}

El significado geométrico de la identificacidn anterior es el siguiente: El nimero
¢ corresponde al valor de la pendiente de la recta generada por el vector (b, a):

Si realizamos la compactacion de Alexandroff de la recta real, es decir, st “le

2,10
/‘ﬂ
G
—y—
0 10/2=5 = tan ©

Figura 1.1: A la recta generada por el vector (2,10} le corresponde el mimero
0 _ =
T =o= tan

pegamos el punto al infinito a la recta real”, parecerfa razonable hacer cor-
responder el punto al infinito con la recta generada por el vector {0,1), ya
que en cierta forma ésta es una recta con pendiente infinita. Ahora bien, si
intersecarmos cada recta con €l circulo unitario, tendriamos una corresponden-

cia entre las rectas del plano y las parejas de puntos antipodas en el circulo
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unitario, de tal manera que rectas con pendientes “cercanas” corresponden a

parejas de puntos antipodas “cercanos”. Para terminar, podemos cbservar en

la figura 1.2, que el circulo con las parejas de puntos antipodas identificadas
g ) P

es homeomorfo al circule.

Figura 1.2: El conjunto de rectas por el origen G;(R?) es homeomorfo al
circulo unitario

Para generalizar el proceso antes realizado, notemos cudles fueron las car-

acteristicas esenciales de éste:

1. Tomamos al conjunto de rectas (reales) en R? .

2. Identificamos a todos los puntos de cada recta (real), de manera que la

identificacion respete la idea intuitiva de “cercania” entre las rectas.
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Una generalizacién que parece ser razonable es la siguiente:

1. Tomamos los subespacios vectoriales (reales, complejos) de dimension &

en R* {C*), a los que ltamaremos k-planos.

9. Identificamos a todos los puntos de cada k-plano (real, complejo) de
manera que la identificacién respete la idea intuitiva de “cercania”’ entre

los k-planos.

A esta generalizacién, podriamos objetarle la vaguedad de la “idea intuitiva
de cercania entre los k-planos”, analicemos pues cudl fue en primera instan-
cisn nuestra idea de cercania entre las rectas. Habfamos dicho que dos rec-
tas con pendientes “cercanas” corresponderian a parejas de puntos antipodas
“cercanas”; recordemos que la pendienie estd en correspondencia binnivoca y
bicontinua con el 4ngulo determinado entre la recta dada y el gje £ (por medio
de la funcién tan 8), ahora bien, para definir la magnitud de un angulo, una
manera de hacerlo es tomar las intersecciones de las rectas que determinan el
4ngulo con el circulo unitario y medir la longitud del arco determinado por

estos dos puntos (ver figura 1.3).

Para generalizar la idea de cercania entre dos espacios veamos cudles son

las caracteristicas esenciales de esta medicidn:

1. Dadas dos tectas A v B por el origen en R? tomamos sus intersecciones
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dil,m}

Figura 1.3: La distancia entre las rectas [ y m

con el circulo unitario S', estas intersecciones son dos parejas de puntos

antipodas {a,—a} y {b,—b} .

2. Definimos la distancia entre Ay B como max{d(a, {b, —b}), d(—a, {b, —b})}.
Tomando la distancia d como la distancia en $? (La distancia dada por

las geodésicas).
La generalizacién de esta manera de medir serfa la siguiente:

1. Dados dos k-planos A y B por el origen en B* tomamos sus intersecciones
con la esfera unitaria 871, -1 y gk-1

2. Definimos la distancia entre 4 y B como d{4, B) = m:ixl{cf(a,Sg“l)}.
a€ST™

Tomando la distancia d como la distancia geodésica en 8%
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Figura 1.4: Dos 2-planos en B® (i.e. Dos puntos de G,(R®}), su distancia es
la distancia d en S? entre los dos circulos 51 y 83

Con esta métrica, los k-planos en R*® forman un espacio topolédgico, las
variedades de Grassmann son estos espacios, es decir, para cada n € N y cada
ke N k<n GgR) es el espacio cuyos puntos son los k-planos por el
origen con la métrica antes definida. Con esta idea procederemos a dar una

definicién formal de las variedades de Stiefel y de Grassmann .

1.1.1 DEFINICION. La varieded de Stiefel de k-marcos ortonormales en B
(F = R 6 C), denotada como Vi(R"), es el conjunto {(vy,...,vs) € F** |
(vs}v;) = 835} con la topologia de subespacio heredada de " donde (v;]v;)
denota el producto escalar de F*. A los elementos (v, ..., vz} € Vi(F") se les

Hama k-marcos.

A cada k-marco (vs,-..,vs) de la variedad de Stiefel le podemos asociar
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un subespacio vectorial de F*, a saber, el subespacio {uy,...,v) generado
por el k-marco. Por el proceso de ortonormalizacién Gramm-Schmidt, dada
cualquier base de un subespacio vectorial de " podemos asociarle un &-marco
ortonormal que lo genere, es decir, todo subespacio vectorial de F* es de la

forma {vy, ...., vx) donde (vy, ..., t) s un k-marco ortonormal.

1.1.2 DEFINICION. La variedad de Grassmann de k-planos en T denotada
como G (F), es el conjunto de F-subespacios vectoriales de dimensién & de
J™, con la topologia del cociente inducida por la funcién p : V() — G.(F*)
tal que p(vy, ... t) = (v1,-..,0). A los elemenios de Gi(F*) se les lama

k-planos en ™

1.1.3 NoTA. Adn no se ha demostrado que las variedades de Stiefel o de

Grassmann de hecho sean variedades (diferenciables y algebraicas).

1.2 ALGUNAS PROPIEDADES DE LAS VARIEDADES
DE STIEFEL Y DE GRASSMANN

En esta seccidén examinaremos algunas de las propiedades topoldgicas de las
variedades de Stiefel v de Grassmann. Denotaremos par ~ a la dimensidn como

espacio vectorial real de F.

Si definimos q,; : (F*)* —» R como ¢;(wy,...,v) = (wi|v,), entonces, de

acuerdo con la definicién de la variedad de Stiefel que hemos dado, Vi{F"*) =
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(1 45'(0); como cada una de las preimagenes g;;'(d;;) es un cerrado en
z(,IJ’FEIS" = ¥, V(F"} es un conjunto cerrado de F**| adem4s como (v;]v;) = &5,
Vi{F*) ¢ (8 1)k Por ser 8! compacto {graclas al teorema de Heine-
Borel} v, por tanto también, (S 1)* (gracias al teorema de Tychonoff), en-
tonces Vi (F") resulta ser un espacio compacto. Ademds, por ser §**~! un
espacio métrico, (S**1)* es un espacio métrico, por lo que también Vi {F"}
es un espacio métrico. Como Gi{F*) se define como 12 imagen directa de un

compacto a través de una identificacidn, Gi(F*) mismo es un espacio com-

pacto.

Probaremos ahora que las variedades de Grassmann son espacios de Haus-
dorff, es decir, que dados dos puntos distintos existen dos vecindades ajenas
que los contienen respectivamente. Para este fin probaremos un lema que
nos da condiciones necesarias y suficientes para que el cociente de un espacio

topologico X bajo una relacién ~ resulte ser un espacio de Hausdorff.

1.2.1 Lema. Sea @ : X — X/ ~ una identificacion tal que m es abierta.
Entonces R = {{z,y) | w{z) = w(y)} es un conjunto cerrado de X x X si y

sdlo st X/ ~ es un espacio de Hausdorff

Demostracién: Supongarmos que X/ ~ es de Hausdorf, probaremos que el
complemento de R, R, es abierto. Sea (z,y) € R, tuego w(z) # =(y), por
ser X/ ~ de Hausdorff existen U vecindad de z y V vecindad de y tales que

UNV = @. Como 7 es continua, U = 7~} y V = 7 }(V) son abiertos,
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por lo que U x ¥V cs un abierto en X x X que conticne a (z,y) y es tal
que (U x V)N R = @, ya que si existiera (z',y') € (U x V) N R, entonces

7(z’) = 7 (y’) lo cual contradiria el hecho de que U NV = & .

Supongamos ahora que R es cerrado, es decir que R® ¢s abierto. Sean ()
v w(y) dos puntos distintos de X/ ~, luego existe una vecindad U x V' de
(z,9) tal que (U x V)N R = &. Como por hipétesis 7 es ablerta, n(U) y m(V)
son dos vecindades que separan a w(z} y a #(y), ya que si #(U) N#x(V) # @
entonces B # (UNVxUNV=(UnVxUNVINRC(UxV)NR O

Para poder utilizar este lema necesitamos verificar que se cumplen las
hipdtesis en el caso que nos interesa, pero primero procederemos a dar una

descripcién mas explicita de Vi (FF).

Si tomamos a U = (u1,...,ux} € Vk(]F*), podemos ver a U/ como una
matriz de k x k de la siguiente forma, las entradas de la i-ésima columna de
la matriz son las entradas del vector u;. De esta manera la condicién que
cumplen los k-marcos de la variedad de Stiefel i.e. (u.|u,) = &;; es equivalente
a que los vectores columna de la matriz asociada a U sean ortonormales, es
decir, i Uty = 0,;. Sean ahora v,w € RB¥, calcularemos una expresién para

i=1

{Uv, Uw):

kb
> uny
U1 ... Uik 0 =1

k
Urr ... Ukk Uk
> uuh
i=1
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k
E Uy iy

U1 ... Uk wy =1
Uw = : : : = :
13
Ui --- Uik U
E Ul
=1
por 1o tanto reagropando términoes tenermos que
k k k
(U?),U’LU) =1V E Ugtey - -y E Uglhq - = E ‘U,"w_-,;tsij = ('D,w).
=1 =1 i=1,7=1

Luego hemos probado que los elementos de V;{F*) definen operadores que
preservan el producto escalar. Una consecuencia de que estos operadores pre-
serven el producto escalar s que manden bases ortonormales en bases ortonor-
males, por lo tanto, la multiplicacién de dos matrices que representen elemen-
tos de Vi{F*) nos da otro elemento de Vi{F¥), ademds, como son matrices de
rango k (ya que sus vectores columna forman una base de F*), estas matrices
son invertibles v sus inversas siguen preservando el producto escalar (ya que
(U0, U )y = (U 0, U0 Yw) = (v, w)). De esta manera hemos probado
que los elementos de Vi (F*) forman un grupo bajo la multiplicacién de ma-
irices, a este grupe se le denotard en general por U ¥ se le llama el grupe
ungtario ; en el caso particular en que F = R se le denotara por O; vy se le

Namard grupe ertogonal

Dada esta definicidn podemos probar el siguiente lema.
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1.2.2 Lema. La proyeccion p: Vi(F*) — Gi(F") es aberta

Demostracidn: Basta probar que la saturacién de un abierto U de V. (F)
(i.e p~'p(U)) es abierta. Notemos que dos k-marcos v = (uy,...ug} v v =
{v1,...v) estdn relacionados por medio de p si y sélo si generan el mismo
espacio vectorial, es decir s) existe una matriz de cambio de base A tal que
Au = v (mds adelante en la seccién 1.4 se profundizard en esta descripcién
de las variedades de Stiefel y de Grassmann como espacios base de G-haces
principales) por lo tanto la saturacién de U es Ur AU, que es un abierto,
ya que AU es abierto para cada A, {definimos lp‘_:E.Lka(IE'm) — G(I") como

wa(v) = Av. Ya que ¢4 es un homeomorfismo, se sigue de inmediato que AU

es abierto) O

1.23Lema. B = {(z,y)|p(z) =p(y)} es un conjunte cerrado en
Vk (IF") x V;c(]Fn)

Demostracién: Definiremos una funcién @ : Vi (F™) x V.(F*) — R y obten-

dremos a R como $7(0).

Como ya dijimos, un elemento de V() lo podemos ver como una magtriz
A de k& x n acomodando Jos vectores del k-marco como renglones de la matriz

A, es decir, si v € Vi(F") es un k-marco tal que v = (vy,...,v;) donde
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v = (v, .. .V ) entonces

-

Por ser v un k-marco los renglones de la matriz a son linealmente indepen-
dientes, luego existen k£ columnas de A que son linealmente independientes, es
decir, existe un menor B de A, invertible de rango k; por ser B de rango k
podemos escribir los vectores candnicos de F¥ como combinacién lineal de los
vectores renglén de B, Io cual es equivalente a decir que podemos transformar
a B en la matriz identidad de k x k por medio de operaciones con los renglones,
estas operaciones las podemos realizar en los renglones de 4 y obtenemos una
matriz A’ que contiene a la identidad de & x k como menor. Como los ren-
glones de A’ se obtuvieron como combinaciones lineales de los renglones de A,
el espacio de renglones de A’ es el mismo que el espacio de renglones de A, es

decir, p(A4) = p(A4")

Tomando un elemento de Vi (F*) x V(F™)} en su representacién matricial

(A, B) formamos la matriz C de 2k x n de la siguiente manera:

o-[4]

y definimos @ : Vi(F*) x V(") — R como ®(4,B) = Y {det(D)| donde
D=C

D <C 4 Desunmenorde (E+ 1) x (£+1) de C vy C es la matriz antes
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especificada a partir de 4 y de B. Supongamos que $(A4, B) = 0 donde

[Z2 3 WP ) £

A=
L Vg1 . -. Ykp
w1y .- Uln

B =
| Ukl --+ Ukn

entonces los determinantes de todos los menores de (b + 1) x (k+ 1) de la

matriz
Un ... ¥in
C=| Ve .o Ukn
Uipr . Ulin
| k1 .- Ukn |

son idénticamente cero; recordemos que habfamos probado que P(4) = P(A4"),
donde A’ es una malriz que contiene a la identidad de & x k como menor.
Probaremos que para 1 < 4 < &, u, estd contenido en el subespacio generado
por los renglones de A4’ vy, por lo tanto, en el subespacio generado por los

renglones de A

Supongamos que el menor de & x &k en A' que es la identidad de & x k
corresponde a los vectores columna v,,,...,v;, donde J = {71,...,jx} es un
subconjunto de cardinalidad k de {1,...,n}, y sea I el complemenio de J en
{1,...,n}. Seam € I ysea D el menor de (k-+1}x(k-+1) de C que se abtiene de

borrar todos los vectores columna vj, ..., %, donde {Jey1, .- sJn} = I —{m}
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¥ todos los renglones u; para [ # 4. Lnego, si por ejemplo m > j, entonces [J

es de la forma:

Vim
D= L
Vkm
Uiy - Uy Uim
Como por hipdtesis det{D) = 0, el vector w,, = (¥, - .-, Lij, , bim) €5 combi-

nacion lineal de los otros vectores renglén de D, pero como D contiene a la
identidad de k x k entonces wy, = i uy;, €, donde é; = e, @ vy, (el simbolo
& significa agregar la coordenada s;z_;n el Ingar debido). Observernos que los
coeficientes u;;, de esta suma no dependen de m, por lo tanto u; = zk: 35,85,
donde & = e; B vy, @ ... B v _, ¥ {f1ye-eylnrg} = I, s decir u:k;sté en

¢l espacio de renglones de A'. Como esto se cumple para toda i, entonces

{B) = (B") = ({A"y = (A}, lo cual es equivalente a decir que p{A) = p(B)

Trivialmente, si p(4) = p(B), se cumple que (A4, B) = & por lo tanto,
hemos demostrade que ®71(0) = B. Como {0} es cerrado en R y @ es continua,

R es cerrado en Vi(R™) x Vi(R*) ]

Los tres lemas anteriores implican directamente que G.({F*) es un espacio

de Hausdorff

El siguiente lema de la topologia general, que es consecuencia del Teore-
ma de metrizabilidad de Urysohn, muestra que G,(F*) es un espacio métrico

(No daremos detalles por estar fuera del contexto, la demostracién se puede
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consultar en [Will] pdg 175}.

1.2.4 Lema. Lo imagen continua de un espacio métrice compacio en un es-

pacto de Hausdorff es metrizable

Asi como una identificacidn es suprayectiva obtenemos que por ser V()
métrico y compacto, y Gi{F") de Hausdorff, entonces G,(F*) es un espacio

metrizable.

1.3 LAS GRASSMANNIANAS COMO VARIEDADES AL-
GEBRAICAS

En esta seccién probaremos que existe una variedad algebraica real afin H(R™)
tal que Hx(R") =~ Gx(R"), andlogamente existe una variedad algebraica real

afin H,(C") tal que H,(C?) m Go(C™).
Sean

H(R)={AeM,,(R) |A'=A, A=A, tr(d)=Fk}

H(C) = {A € Man(C) | A" = A, A= 4, tr(4) =k}

’ - .y 2z -
con la topologia de subespacios euclidianos de F*° respectivamente. Notemos
que los conjuntos subyacentes a estos espacios son variedades algebraicas afines

reales en el sentido cldsico (ver [Shaf] ¢ {BCR]).
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Construiremos aplicaciines ¢ : Vi(R*) — H.(R") vy ¢ : VL(C") — HL(C*)

que induciran homeomorfismos 1 v @ en los sigulenies diagramas respectiva-

mente.
(1.3.0) Vi(R?)
N
Gy (")~ Hi(R")
(1.3.0) Vi(C

Realizaremos la constraccion unicamente para el caso real ya que el caso
complejo es totalmente andlogo. Sea pues (vy, ..., v) un k-marco en Vi(R™).
Mediante el proceso de ortonormalizacién de Gramm-Schmidt podemos com-
pletar este k-marco a un n-marco (vy,...,Tn), a este n-marco le podemos
asociar la transformacion lineal A, ., tal que

n k
Z a;u; Z o
i=1 =1
Esta iransformacién la podemos representar por distintas matrices eligiendo
una base de R*, definimos ¢({v1, .- ., v%)) como la matriz de la transformacion

Agy,...vmy que corresponde a la base ordenada candnica de R, {e,..., €.}

Notemos que respecto a la base ordenada (vy, . . ., v, ), la matriz de la trans-

i

formacion Ag,,.. 0, €8
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Ademds como la base ordenada (vy,...,v,) €5 ortonormal, la matriz inversa
de la matriz M cuyos vectores columna son los v, es Mt De esta manera

obtenemos que

¢((Ul,...,vn))=M[gc g}M

Probemos ahora que ¢ estd bien definida. Primero mostraremos que ¢ no
depende de cémo completemos al k-marco (vy,. .., v;); realizando el producto
de matrices obtenemos que:

I 07, -
(of§ 3]~
Is o
donde el primer indice denota la columna a la que pertenece el elemento ij-
ésimo de la matriz. De esta manera, ¢s claro que la matriz que definimos
sélo depende del k-marco y no de los vectores que lo extienden a un n-marco.
Ahora mostraremos que ¢((vy,..., v} satisface las ecnaciones que definen a
Hy(RB*). Como Mt = M* tenemos que :

L 07,.\" _ Li 07 onelde 07 0 L 07 .,
(M[OO]M)_.MOOMMOOMﬁMOOM,

ademds como (AB)' = B'A® y (A%)® = A obtenemos:
Lo 01\ e Lol _ [k o],.
(M{O OLIM)M(M] Mpx Ny =M E M
y como la traza es multiplicativa:

tr (M [ b : ] ﬂ/ﬂ) = te(M) khte (M) = k
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La aplicacién ¢ claramente es continua, ya que tanto Vi(R") como Hi(R")

tienen la topologia de subespacios euclidianos.

Probemos ahora que ¢ pasa al cociente y que la aplicacidn inducida es un

homeomorfismo.

Supongamos que p{(vy, ..., vx)) = p{(wy, - - ., ws)); entonces existe una ma-
triz unitaria A que transforma al k-mareo (vy, . . ., v) en el k-marco (wi, ..., W},
por lo tanto podemos expresar a cada v; en términos de los wy, es decir, para

cadaie {1,...,k}

k
vy = E @y
=0

de esta forma la transformacion
n k
E gy —r E 25X 3]
=0 =0
¢s 12 identidad en el k-marco (w1, ..., ); ademds, por ser lineal, esta trans-

formacién ¢s tal que

n k
E vy > E aQrur
=0

i=0

por lo tanto ¢{(w, ..., v)) = ¢({wr, . .-, un))-

Supongamos ahora que ¢({vy, ..., ve}) = ¢{{wy,. .., wx)), entonces la trans-
formacién A, . ) asociada a la matriz ¢({vy, - . -, ve)) es tal que Ap,, 00 =
v; para toda i € {1,...,k}, ademds por hipbtesis Aw, _u)wi = w;. Por
otra parte como la matriz ¢({vy,...,w}) = d({wn, ..., w)] tiene rango &

y tanto (vy,...,v) como (wr,...,wx) son conjuntos linealmente independi-



VARIEDADES DE STIEFEL Y DE GRASSMANN 25

entes debemos tener que (vy,..., %) = (vi, ..., v}, €s decir, p{(2,..., ) =

p((wh R wk)}

Podemos resumir lo anterior en el siguiente teorema.

1.3.1 Teorema. Lo aplicecién 1 (respectivamente ) inducida por la apli-
cacion ¢ (respectivamente ) es un homeomorfismo entre lo variedad algebraica

real Hy(R™) (respectivamente Hiy(C?)) y Gi{R™) (respectivamente Gi(C™))

1.3.2 NoTa. No hemos prebado que la variedad algebraica de Grassmann de
k-plancs en F* definida clésicamente (ver por ejemplo [Shafl) sea isomorfa
como variedad algebraica a la variedad algebraica H.(F"). Este es el caso
para Hi(R*) y la prueba se puede consultar en el capituio 3 de [BCR]. En
el caso complejo, la variedad algebraica de Grassmann no puede ser isomorfa
como variedad algebraica compleja a una variedad algebraica compleja afin.
La prueba de este hecho se puede consultar en el capitulo 1 de [Wells}; sin em-
bargo la variedad algebraica compleja de Grassmann sf es isomorfa a H(C?),
vistas ambas como variedades algebraicas reales. Una consecuencia notable de
estos hechos es que las variedades algebraicas reales proyectivas son de hecho
variedades algebraicas afines. En el capitulo 4 de esta tesis utilizaremos este he-
cho para comparar haces vectoriales algebraicos y topoldgicos sobre variedades

algebraicas reales afines.

Como consecuencia del teorema anterior podemos concluir que las grass-
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mannianas tienen la topologia de un subespacio cerrado {de hecho ya sabemos

que es compacta) euclidiano, por lo tanto son espacios métricos, de Hausdorff,

etc.,

1.4 G-HACES PRINCIPALES

Como se probd en la primera seccidn, G (") es un espacio que se obtiene a
partir Vi (F*) identificando dos k-marcos st generan el mismo espacio vectorial,
es decir, si representamos a un k-marco como una matriz de » x & la clase de
una matriz 4 € Vi(F*) est4 formada por todas las matrices B € V,{F?) tales
gue B = A donde « es una matriz invertible de & X &, es decir, una matriz de
cambio de base. Hsta construccidn se puede generalizar de la siguiente mane-
ra: Dado un espacio topoldgico X v una accién de un grupo topolégico G en
X identificamos (topoldgicamente) las ¢rbitas del grupo. Ahora formalizare-
mos esta construccidn ¥ probarermos algunas propiedades que seran dtiles para

caleular algunos grupos de homotopia de Vi {F®).

1.4.1 DermNicioN. Un grupe topeldgice G es un conjunte G con una topologia

y una estructura de grupo tales que la funcidn (s, ¢} — st es continua.

1.4.2 EieMrLO. Con la topologia heredada de la topologia euclidiana los sign-
ientes subespacios del conjunto de mairices de 7 x n (reales o complejas), son

grupos topoldgicos con la multiplicacidn usnal de matrices:
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1. El grupo de las matrices no singulares reales de n x n, GL(n,R)
2. El grupo de las matrices no singulares complejas de n x n, GL{n, C)

3. El grupo ortogonal O(n), i.e. el grupo de matrices v € GL(n, R} tales

que (uz | uy) = (z | y) Vz,y € R

4. El grupo unitario U(n), i.e. ¢l grupo de matrices u € GL(n, C} tales que
(uz |uy) = (z |y Vz,y € C

5. El grupo ortogonal especial SO(n), i.e. el grupo de matrices u € O(n)

tales que det(u) =1
6. El grupo unitario especial SU(n}, i.e. el grupo de matrices u € U(n)

tales que det(u) =1

1.4.3 DEFINICION. Para un grupo topoldgico G un G-espacio es un espacio
X con una aplicacién X x G — X; si denotamos a la imagen de (x, s) bajo

esta aplicacién por zs, supondremos que se cumplen las siguientes condiciones:

1. o(st) = {zs)t, paracada v € X, 5,t € G,
2. 21 = ¢, para cada z € X donde 1 es el elemento idéntico de &
Un subconjunto A de un G-espacio se dice que es invariante si ga € A para

todac € Ay g € Gy al subespacio Gz = {gz | g € G} se ie llama la drbita

de z
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1.4.4 EsEMPLO. Si G es un grupo topolégico y H es un subgrupe cerrado de

(7, entonces G es un H-espacio con la accidén dada por (g, k) — gh

1.4.5 EIEMPLO. U(n) es un U(n — k)-espacio para 1 < & < n— 1, la accién
es la siguiente: dada « € U{n — k) v v € U(n) multiplicamos a la submatriz
cuadrada de v, [v;;] | n — &k < 4,7 < n por u. Mis adelante veremos que

identificando cada érbita de esta accién en un punto obtenemos Vi{C?)

1.4.6 EJEMPLO. V(C*) es un U{k)-espacio para 1 < k < n —1; la accion es
la siguiente: dado un k-marce (v, ..., %) en Vi(C*) y una matriz u € U(k),
formamos la matriz de n X & cuyas columnas son los vectores (vy, ..., %) ¥
la multiplicamos por u; a los vectores columna del producto de estas matrices
(wy,...wx) les asociamos el siguiente elemento en Vi(CT): {vy,...,v)u =
(wn, ... wg). Més adelante veremos que identificando las érbitas de esta accién

obtenemos G{C")

1.4.7 DEFINICION. Una aplicacién £ : X — Y entre dos G-espacios se le
llama G-morfismo o se dice que es G-equivariante si h(zs) = h(z)s para toda

re€XytodaseG.

Diremos que en un (G-espacio X dos elementos z, 2’ € X son G-equivalentes
si existe s € (G tal que s = 7', es decir, si estdn en la misma érbita. Esta

relacién es una relacién de equivalencia entre los elementos de X donde las
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clases laterales son las orbitas de X. X/G serd el espacio cociente (topoldgico)
que se obtiene de identificar a los elementos de X con la relacién antes descrita.
Como los elementos de este cociente son de la forma G, es decir, son las drbitas
de X bajo la accién de 7, lamaremos al espacio cociente X/G el espacio de

orbitas.

1.4.8 Proposicién. Pere un G-especio X y 5 € G, la aplicacion £ — xs es

un homeomorfismo, y lo proyeccién 7 : X = X/G es una aplicacidn abicrta.

Demostracidn: La inversa de z + 5 es la aplicacién z — zs~!; por ser X un

G-espacio, ambas son continuas, por lo tanto £ — zs es un homeomorfismo.

Para probar que la proyeccidn  es abierta basta probar que la saturacién de

un abierto W C X es un conjunto abierto en X, pero a7 'n(W) = {J Ws es
s€G

un conjunto abierto por ser una union de conjuntos abiertos, ya que Ws es la

ircagen directa de W bajo el homeomorfismo z — zs. O

De lo anterior obtenemos que todo G-espacio X determina nn haz o X) =
(X, m, X/G). Si f: X = ¥ es equivariante, tenemos que f(zG) C f(z)G para
cada z € X. Asf f(zG) = m2(f(z)) ¥ por la propiedad universal del cociente

g o f se factoriza como:

X Y

f
e
Tl wa

X/G-"f:*Y/G



30 Luis E. LopPEzZ

es decir, mp o f es compatible con la identificacién 7y, por lo tanto existe f

1.4.9 DEFINICION. Un haz (X,p,B) es un G-haz si (X,p, B) y o{X) son
isomorfos para alguna estructura de G-espacio en X mediante un isomorfismo
(1,¢) : (X) — (X,p,B), donde ¢ : X/G — B es un homeomorfismo, es
decir, si se tiene un diagrama conmutativo:
Xx—2-x
Lo
X/G—<—>B
1.4.10 DEFINICION. Se dice que un G-espacio X es libresi tiene la propiedad
de que zs = x < s = 1. Si el espacio de 6rbitas que se obtiene al dividir entre

la accién de & consta de un sélo punto se dice que la accién es iransitiva.

En un G-espacio libre X, sea X* el subespacio de X X X que consiste de
todas las parejas (z,zs) € X x X, donde z € X y s € G. Existe una funcién
- X" = G tal que z7(z,#') = 2’ para todo {z,z") € X". A esta inica funcion

+ se le llama la funcién de translacién de la accidn libre de G en X.

De la definicién de la funcién de translacién 7(z, &), obtenemos las sigu-

ientes propiedades:

1. m(z,z) =1

2. 7z, 2V, &) = (=, 2")
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3 r(z,2) =7, z)"!

1.4.11 DEFINICION. Un G-espacio X es principal si X es un G-espacio libre
cuya funcién de translacién 7 : X* — G es continua. Un G-haz principal es

un G-haz (X, p, B), donde la estructura de X lo hace un G-espacio principal.

1.4.12 Proposicién. Sea £ = (E,p, B) un G-haz principal. Entonces & es un
haz eon fibra G.

Demostracidn: Sea z € p~1(b) un elemento fijo, definimos la aplicacién biyec-
tiva u : G — p~*(b) tal que u(s) = zs (es bivectiva ya que la accién es libre y
transitiva en la fibra). La inversa de u estd dada por &’ — 7(z, 7'}, la cual por
hipGtesis es continua. El hecho de que sean inversas una de la otra se sigue de
la definicién de 7:
$> s+ T(2,15) = 5
' 7z, z) - 2r(x, o) = &'

[}

1.4.13 DeFINICION. Un morfismo (u, f) : (X,p, B) = (X',p', B') entre G-
haces principales es un morfismo principal si u : X — X’ es una aplicacién

equivarianie y el siguiente diagrama conmuta:

X =X

b

B_L_;,.BI



32 Luis E. Lorez

Como p~'p(z) = G y como f{zG) = u{z)G, la aplicacién u determina a

f.S8i B = B'yst f = lg, entonces a u se le llama un B-morfismo principal.

Como la composicidn de morfismos priuéipales, resp. B-morfismos prin-
cipales, es un morfismo principal, Tesp. un B-morfismo principal, se puede
hablar de la categoria Bun(G) cuyos objetos son los G-haces principales y sus
morfismos los morfismos de G-haces principales y de la subcategoria Bung(G)
cityos objetos son los G-haces principales sobre B v sus morfismos son los B-

morfismos principales.

El siguiente teorema lo utilizaremos posteriormente para probar que la

proyeccién de Vi (F*) sobre G{F") es localmente trivial

1.4.14 Teorema. Todo morfismo de Bung(G) es un isomorfismo en esa cat-

egoria.

Demastracion: Seaw : (X,p, B) —+ (X', ¢/, B) un B-morfismo de G-haces prin-

cipales, es decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

u X"
NS
B

u es inyectiva ya que si suponemos que u(z; ) = u(z2), como p(z,} = p'{u(z1)) =

X

P(u(zy)) = plzy), tenemos que existe s € G 1al que 735 = z2. Como

u{zy) = u(z2) = ulz1s) = ulz1)s, tenemos que, por ser la accidn libre, 5 = 1;
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por lo tanto z; = z,. Ahora probaremos que u es suprayectiva. Para cada
&' € X' tomemos z € X tal que p(z) = p'(z’). Luego p'(2’) = p(z) = ' {u(z));
por lo tanto existe s € G tal que 2’ = u(z)s, luego #’ = u(zs) v 1 es suprayec-

tiva.

Para probar la continuidad de u™! en o’ € X, sea u(e) = @ en X', ¥
sea V una vecindad abierta de @ en X. Por la continuidad de la accién de
G en X, existen vecindades abjertas V] de ¢ en X y N de 1 en G tales que
ViN € V. Como la funcién de translacién 7 de X es continua, existe upa
vecindad abierta W de a’ en X' tal que /(W x W)Nn X") ¢ N. Como u es
continua, V3 := Vi Nu~'(W) es una vecindad de a tal que u(V3) C W. Ahora
p(V2) = U es una vecindad abierta de b = p(a) = p(a’) en B, por ser p abierta
Sea Wy =W N (p)7H(U) de esta manera se tiene que p/{W;) = U = p(Va).

Para cada &' € W, escogemos = € V; tal que p(z) = #'{z'). Luego tenemos
que u{z),z’ € Wy yu(z)s =z’ paraalgunas € N,y o' = u({x}s = u{zs), donde
zs € N C V. Por lo tanto, para cada =’ € W, tenemos que uHz') € V

por lo tanto «™Y{I#) C V y u! es continua. £

Ahora procederemos a dar la descripcidn explicita de las variedades de Stiefel
y de Grassmann como cocientes bajo la accién de un grupo; esto nos permitirsd
demostrar que (V,(F*),p, Gi{F")) es un haz principal localmente trivial con
fibra Ug(k), hecho que utilizaremos para calcular algunos grupos de homotopia

de V((F*) y para construir una fibracién de Serre que ocuparemoes para la
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prueba del teorema de periodicidad de Bott.

Como espacios vectoriales podemos considerar a F* ¢ F*L la inclusidn
estd dada por #{{z1,-..,2x)) = (z1,--.,%,0). Como el valor de (zly) es el
mismo para z,y € F¥ y para z,y vistos como elementos de F¥*, 4 nos induce

una inclusion i de Ug(k) en Ur{k + 1}, dada por

up .- U O

Uy ... Urg - . .
. T : - 0
Ul - Upe O
Ukl - -- Uk O O 1

de manera que si se tiene una matriz u € Uy (k), el signiente diagrama conmuta:

Bt e

]E‘k‘l-l ——>-]E*+1
1.4.15 Proposicién. la imagen de Up(k) bajo in es el subgrupo H de Up(k+

1) que consta de todos los elementos u € Ug(k) tales que w{ers1) = g

Demostracién: Claramente im(zf;c) C H. Sea u € H; como por hipétesis

u(eri1) = eps1,  es de la forma

U1 .- Uik 0
0]

Ygr  -.. U O
Ui . Ugang L

pero sabemos que si j < £+ 1 entonces 0 = (e;lepyy) = {(ule;)|uleryy)) =

Ugrr1y5, DOT lo tanto u € imf(4y) C
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Con las inclusiones F! ¢ F? ¢ ... ¢ F* ¢ F+! ¢ ..., podemos darle
aF® = [JF* la topologia del colimite, es decir, la topologia débil tal que
ACPE® ég kcerrado sty solo si ANF C F*/% es cerrado para toda i € N. El
espacio vectorial F*° tiene el producto escalar inducido por el producio escalar

en cada F*

1.4.16 DEFINICION. El grupo unitario infinito es el espacio topolégico | | Ug(k),
1<k
denotado por Uy ¢ por Us(oo) con la topologia del colimite inducida por las

inclusiones 1.

Recordemos que V,(F*) es el subespacio de F/* que consiste de los J-marcos
{v1,--.,%,), donde (u|uy,) = Simparal <l,m < j. Enelcaso en que k£ = oo
le daremos a V() la topologia del colimite inducida por las inclusiones

2 2 V, (%) = V(1) tales que:

*yy .. uy, 0
Uz .. Ui, ~ 7
o 0
Upr ... Ug, 0
Uk ... Uy, 0 OJ 1

Ahora mostraremos como la variedad de Stiefel de k-marcos en F* es el

espacio de Grbilas de cierta accién de Ug(n - k) en Ug(n)

Definimos la aplicacién nf : Up(n) — V, (F*) tal que n(u) = {u(e,), .. S uler)),
es decir, dada vna matriz v € Ug(n) le asociamos el k-marco determina-

do por sus primeras k columnmas, esta aplicacién estd bien definida va que
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(esle;) = (u(es)lules)) = 8;;. La aplicacién 7 es continua ya que coordenada

a coordenada es continua y es suprayectiva ya que cualquier A-marco se puede
extender a un n-marco. Ademds el siguiente diagrama conmuta:

g

UF‘gn) :

,?;:14-1

Ug(n + 1) Zs Vi (F+1)

Vi{F*)

Hay dos encajes naturales de Ug(m) en Ug{n} para m < n. El primero
es haciendo actuar 2 Ug{m) en ey,..., ey, lo cual nos da un encaje que de-
notamos por Ug(m) C Ug(n); el segundo, es haciendo actuar a Ug(m) en
€n—m+1, - - -  €n, 10 cual nos da un encaje gue denctaremos por 1, X Ug{m)} C
Ug(n). Nétese que el primer encaje es el que utilizamos en la definicién

(1.4.16).

1.4.17 Proposicién. Pare u,v € Ugs(n) tenemos gue 5 {u) = gi(v) si y sélo
siu = vw, donde w € 1z x Up(n — k). Ademds, (n7) " n2{u) es le clase lateral

u(1ly x Ug(n - k})-

Demostracion: Basta notar que ni{u) = 7¢(v) si y sdlo si u{e,) = v(e;) para
1 <4 < k. Como Ulk) es un grupo, esto es equivalente a que v~ u(e;) = ¢; para
1 €1 < k, es decir, v~ 'u coincide con la identidad en las primeras k columnas y
por lo tanto en los primeros % renglones, luego entonces, v™'u € 1, x Up{n—k).

a
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Si Ug(m)/Uy(n—k) denota al espacio homogéneo de clases derechas médulo
1; x Ug(n — k), entonces por la propiedad universal del cociente 7k define una

biyeccién continua
0 : Up(n)/Ur(n - k) = V,(F")

Como Us(n) es compacto {y por lo tanto también Ur{rn)mod Ug(n — KDy

Vi (F") es de Hausdorff, obtenemos el siguiente teorema.

1.4.18 Teorema. La aplicacidn 6} dada por

B’k‘(u(lk X UF(?’L — k)}) = (u(e;), o ,u(ek)}

es un homeomorfismo. Ademds el siguiente diagrama conmuta:

&

Up(n)/Ug(n — k)

Vi(F*})

Jn in
43

Ur(n+ 1)/Us(n + 1 — &) 2o V, (5541)

Donde i, es la aplicacion antes definida y 3, es la aplicacidn que factoriza

8 PLOIy

+1
P

Us(n)o— > Us(n +1) 2 Ug(n + 1)/Up(n +1 - &)

Us(n)/Us(n - #)
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Consideremos la siguiente reticula:

PE o

Up(n)

Up(n}/Up(n — k)

Vi(F)

in
P 1

Up(n+1) == Up(n+ 1)/Us{n + 1 — k) = V(F*+1)

O

Ur = Ug/(1; x Ug)

Vi(F>)

Por la propiedad universal del colimite obtenemos el homeomorfismo #;,
enire Ug/(1x x Ug) y Vi(F™), ademds, como cada p es una identificacion, la
topologia del colimite de Ug/(1; x Uy) coincide con la topologia del cociente

inducida por p;.

A partir de los resultados obtenidos daremos algunos ejemplos de var-

iedades de Stiefel especiales

1.4.19 EJEMPLO. Si & = n obtenemos: -
Ofn) = Vi (R?)
Uln) = Va(C)

1.4.20 EJEMPLO. Si &k < n obtenemos:

' Ofn
Vi(RT) = O(rff)k)
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Vi(C) = g

1.4.21 EJEMPLO. Si k = 1 obtenemos:
VI(Rn) = Snﬁi = O(()nr_l)l)

Vi{C) =577 = Ul

De manera andloga procederemos a dar una descripcién de las varicdades
de Grassmann como espacios homogéneos que se obtienen a partir de cocientes

bajo la accién de un grupo.

Para {v,..., %) € V(F"), denotaremos por {v1,...vp) o por plor, .., %)
el espacio de dimensién & de F© generado por el k—marco v, . .. , Uk Recorde-
mos que la variedad de Grassmann Gi(F") es el espacio cuyos puntos son
los espacios lineales de dimensién & en F* con la topologia de identificacién

inducida por la aplicacién p : 'V, (F*) = Gu(F) .

Consideremos la siguiente suprayeccidn contina:

07 : Ug(n)

1.4.22 Proposicién. Parg [u) ¢ Uzs{n)/Us(n—k) y [v] Up(n)/Ur(n — k),

tenemos que p6i([u]) = pO([v]) si y solo siv = us, donde s € Ux(k)

Demostracién: Sean 82 (u) = (ur, .- u) € V() y Oe(v) = (vy,...,0) €
Vi (F*). Tenemos que {ury o u) = (v, ..., v} si y s6lo si existe una matriz

de cambio de base s € Up(k) tal que u, = s(v,). 3
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Por lo tanto, pf7? define una biyeccién continuva ¥} enire m(_n%?) v

G {F"). Como las variedades de Stiefel son compactas, el cociente resulta ser
compacto, ademas como las variedades de Grassmann son de Hausdorff, #% es

un homeomorfismo. Este resultado se enuncia en el siguiente feorema.

1.4.23 Teorema. Le aplicacion ¥ : m—;’;g;ﬁ — G(F"*) definida por
Y2([u]) = {ules), ..., ulex)) es un homeomorfismo. Ademds se tienen los sigu-

ientes diggramas conmutativos:

Ug(n} o
Uy(Fn.—k] Vk (]Fﬂ)

L

Ug(n) v
Ur(n—:):Up(k) G (F")

(Las aplicaciones verticales son identificaciones)

Ug(n vy
Gt arE ——— Ga(F")

| |

Ug(nt1) vt
Up(n-c-lF—k)xUF(k) G {FH)

(Las aplicaciones verticales son inclusiones)

El siguiente teorema se sigue del hecho de que el espacio homogéneo que se

obtiene al dividir bajo la accién de un grupo compacto define un haz principal.



VARIEDADES DE STIEFEL ¥ DE GRASSMANN 41

1.4.24 Teorema. El haz (Vi(F"),p, G(F*)) es un Up(k)-haz principal.

Consideremos ahora la accién de Ur{k) en V. (F*), para e = [a,,} € Ur(k)

esta accién esta dada por la relacién (vs,...,w)e = (v],...,v;) donde v; =

Z a; ;.

1<igk
Demostraremos en la siguiente proposicién que la proyeccién ortogonal esta
bien definida, es decir, que no depende del representante a € Vi(F"} que

tomemos, la proyeccién ortogonal es la misma para todo o' € [a
g

1.4.25 Proposicién. Para cadea x € F* y (vy,...,vw)a = (v],...,v), se
cumple la relacion Y. (zlv)v, = 3, (z|v))v.

1<i<k 1<i<k

Demosiracién: Calculando directamente obtenemos las igualdades ) (zlv))v; =
i

S (z]ai ,v:) m jom = 3, (Z a,,jamﬂ-) (zlus v, = E&i,m(ziﬂi)vm =3 (z|v)vs

2,7,MM 1L,m )] 1

O

Sea 7' : Vi(F*) x F* — " la proyeccién ortogonal del segundo factor
sobre el primero, es decir, @' ({(vy ..., v),2) = E (z|v,)v;. por la proposicién
1.4.25 (v;) — #'{v,)(z) es constante en la ﬁ;:'_;;g;obre un punto de G{(F")
bajo la proyeccién p : Vi(F") — Gi{F*). Luego como F" es un espacio

localmente compacto y con esta hipdtesis el producto de identificaciones es una

identificacién, obtenemos que 7' nos induce una aplicacién 7 : G (F*) x F* -
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I que denotaremos por mw(z) para W € Gi(F*) y z € F*. Denotaremos por

v (z) = £ — 7w (z) 2 la proyeccién sobre la componente normal de z sobre W

Definimos una aplicacién o’ : Vi(F*) x V(F"} ~» R mediante la relacién
C o (v ), (U, -+ wp)) = | det[{w]v))]], es decir, si tomamos dos elementos
v,v € Vi(F"), representados como matrices de k£ X n, entonces, o'(v, ) =
[ det({v'v*}|, por lo tanto si tomamos dos elementos a, b € Ug(k), como | det(a)| =
[det(b)] = 1 tenemos que o'(v,v') = | det(v'v')| = | det(av'v®h)| = o' (av, b'),
por lo tanto o7 nos induce una aplicacién o : G, (") x Gi(F*) — R, tal que
(W, W) > 0. En la siguiente proposicién demostraremos que o(W, W) > 0
si y sélo si 1a proyeccién de W sobre W es suprayectiva (o invectiva, por ser

Fde dirmensién finita es el mismo caso)

1.4.26 Proposicién. Sean W y W' € G (F*). Entonces son equivalentes los

siguientes condiciones:

L a(W,W) >0
2 ‘:’TWI(W) =W
3 WnNWt=0

Diremos que dos elementos W y W estin relacionados si satisfacen las

condiciones anteriores.



VARIEDADES DE STIEFEL ¥ DE (GRASSMANN 43

Demostracidn: Por la definicién de o, si o(W, W') > 0 entonces my (n) .., (o)
es una base de W' donde W = (vy,..., v), es decir, )y, (W) = W' Supong-
amos ahora que my, (W} = W’ entonces vy (z) # z para toda z € W que no

sea cero, por lo tanto W N W' =g O

1.4.27 Corolario. Sean W y W’ dos elementos relacionados de Gi(F*). En-
tonces cxisten vecindades N de W y N' de W' tales que V y V' estdn rela-

cionados para cada pareja (V,V') € N x N’

Demostracion: Si W y W' estdn relacionados entonces o(W, W') = ¢ > 0,
por la continuidad de o existe una vecindad V < (0,00) de ¢ tal que exis-
ten vecindades N y N' de W y W’ respectivamente que cumplen con que

o(N,N') CV C (0,00} por lo tanto o(N, N') > 0 0

1.4.28 DEFINICION. Sea V(F") el subespacio de (F")* que consiste de k-

tuplas de vectores linealmente independientes en F™.

La aplicacién de Gramm-Schmidt GS : Vi(F*) — Vi(F") estd dada por

GS(y1,-- ) = (v1,...,v), donde v, = Hs%ll v
i — 2 |v)v,
<1

27 s — sty

]

Para W € G(I*}, sea Q(W) el conjunto abierto de todos los W' rela-

cionados con W. Recordemos que v denota la dimensién de F como R-espacio



44 Luis E. L6PEZ

vectorial.

1.4.28 Teorema. La proyeccién p: V(™) — G (F*) es localmente trivial y
(VL(F™), p, G(F™)) es un haz principal localmente trivial eon fibra Vi(F*) =
Ur(k)

Demostracién: Para cada subconjunto de k elementos H C {1,...,n}, defini-
mos Qg como el conjunto abierto Q(F?), donde F? = EB Fe; C . Los con-
juntos Qg cubren a G(F*). Definimos 1 : F* — F? con:iil isomorfismo natu-
ral, donde ¢(e;) = ey;) donde 7(2) es el i-ésimo elemento de H en el orden usual.
Definimos f : Q(E) x Vi(F*) — p~}(Q) como f (W, L ales, .., Vakes) =
(3 atus, .., 3 afu;), donde

(11, ) = GS mw (er)), - (b))

Probaremos que parz cada H, f es un Qy-morfismo, {es decir, una funcién

que preserva fibras}, de manera que el siguiente diagrama conmuta:

Qi x Vi(F¥) ! 7 (Qu) C Vi(F?)

\ /

Qn C Gk(ﬁm)
1.4.30 Proposicién. f es continua
Demostracion: Utilizaremos el hecho de que V(™) es un subespacio topoldgico

de un espacio euclidiano, a saber, F** y por lo tanto su topologia estd determi-

nada por la métrica euclidiana. A lo largo de la demostracién mediremos las
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distancias con la norma del mdximo, es decir, dado un punto (z,,...,z;) € F*,
(1, s Za)l| = inax }{|:s._-|}, esta norma genera la misma topologia que
1i€{l,...,n

cualquier otra norma por tratarse de un espacic euclidiano de dimensién fini-

ta.

Sea (W,3 ale,,..., Y ake,) € Q(FF) x Vi(F*) y sea
FW, X dle,. ., Y afe,) = (T alu, ..., 3 afu;) y seac > 0, demostraremos
que existen vecindades V de Wy U de (3 ales, ..., Y. akFe,) talesque f(V,U) C
B. (3" alui, ..., ¥ afu,) N'V(F*) C F**, donde B,(z) denota la bola abierta

de radio p con centro en z.

'S es una funcién continua, por lo tanto existe & > 0 tal que si

d'{(mw(iler)), -, 7w (i(ex))), (br, -, b)) < 6

entonces

€

(1.4.30) d(GS((rw (i{er)), - -, mw(7(ex)))), GS by, -, 0a)) < o

Sea g : (S""*l)k — R definida como ¢'(f, ..., Bx) = max{|{¥(e;)|3:)]}; por

; —1NE s
ser ¢’ continua y (8 1)" compacto, ¢ aleanza un mdximo M > 0.

Sea g : Vi(F*) = R la restriccién de ¢/, es decir, g{e) = g'(a). Por ser g
continua, existe p > 0 tal que si § € B, (3 alu;, ..., Y ofu;), entonces [g(8)—
g3 atus,..., Y afw)| < & Sear = min{p, 5=} como p 1 Vi(F*) —
G (F") es abierta, entonces V = p(B, (3" alu,, ..., 3 afu;}) es un abierto en
GL(F*) tal que W e V.
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Definimos m3; : Vi(F¥) = F como m; (3 cles, ..., 3 cfe,} = ¢, m,, es con-
tinua paratodad,j € {1, .., k}, luego para m;; alrededor de (3 alu;, ..., > afu;)
existe 0; > 0 tal que si (3 cle;, ..., 2. cfe;) € By, (3 atus, ..., Y afu;) en-
tonces m;; (3 cles, -, 2. cfe;) € B (m (3 alug, . Y afwy)).

Sea

&= min {5-51'}

Lie{l,.k}

v definamos

U=205; (Z a%e,-,...,zafe,-) C Vi(F*).

Ahora sea (W, ble;, .., > bFe;} € V x U, luego

d(f (W’,Zaﬁe,-, .. .,Zafei) f (W',Zb}et, ...,bee,)) =

mjax{llza‘guz - be-’vz!l}

donde

(v, - ve) = GS(aw (les)), - -, e {h{ex)))

por lo tanto usando la desigualdad del tridngulo obtenemos:

k k k k
1> ddu = sl < Y lledus—8uil] < > lleluws — efuif| + |lafe, — buf} =
i=1 =1

i=1 i=1
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k
> tadl s = vl + o]l - o - ]
i=1

observemos primero que {3 ale;, ..., > afe,) € Vi{F¥), por lo tanto |a!] < 1.
Observemos también que (v,...,vx) es un marco ortonormal, por lo tanto

|lvlj = 1. Ademds,

=il < 2(GS(rw(¥(en)), -, 7w (W(en))), CS{mw-(Wler)), - -, T (1 (ex))))

» ¥a que estamos midiendo las distancias con la norma del méaximo, luego
entonces, st hacemos suficientemente pequea esta dltima distancia y hacemos

suficientemente pequea la diferencia |af — b/|, habremos terminado.

Como W' € V = p(B, (3. alu;, ..., afu,)), W’ tiene una base ortonormal
{Br, -, Be) tal que d((By, .., Be), (O abus, w2, 88u,)) < 7, lo cual implica por
la continuidad de g, que |g (,Zk:l a}u,-,...,zafu,) = 9B, Bl < £

En la proposicién 1.4.25 ya demostramos que la proyeccién ortogonal so-
bre un espacio L no depende de la base de L que se ocupe para realizar
dicha proyeccidn, luego como W = (T alu;,..., Y afu) y W' = (B1,..., B,

con la definicidn que hemos dado de la proyeccién ortogonal, obtenemos que

ww(Y(e:)) = Zk: [{w(e)] 3- ahus) 3 alw], por lo tanto:

d((iTW(ﬂ’(el)),_- s mwlple))), (Rw (Ylen)), . .. mue ((er)))) =
k % k

Er?ax }{ 3 [{'g[)(em)i Y alu) ¥ atu; — (w(em)lﬁl)ﬁtji
medl,....k =1 =1

{=1
dad del tridngulo

}, pero por la desigual-
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(1.4.30) Z I: Plem) IZau Za “u; — (1( em)[ﬁ;)ﬁIH <
— (lem)|B)A \ <
> |@wlew) Zaim) Zag-uf - (¢(em)1Za,-u, Bil+
=1 =1 i=1 i=1
1(¢(em)| Zﬂ:ﬂi)ﬁt - (Tr’b(e’“)lﬁl)ﬁt} =
k k k
3 { o] S )| -[3 ) —
=1 =1 i=1
18] - \(w IZauz (% (em)l ﬁm)} <
k
> | nei- i+
I=1 )
16l - g ( jUi; - e Zafui) —g(B,-- Bl <

]
=
T

B
IA

por lo tanto:

d{(mw (wle) . .. mw ((ex)))s (mwr (Wlen)) - -, we (Ylew) ) < 9
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luego

ACS (e, - 7w (Do), CSrwr (wlen), . mwe (W(en)) < £
por lo tanto ju;~v;| < Zk’ por otra parte como (3 ble,, . ,Zb"e,) € U entonces

lal ~ B]| < £, luego Z]a’] we — o]+ [, - | —b’J<Z% + 5 =¢, porlo

tanto d(f (W, X ale,, ..., 3 ot &), f (W, T ble,,. 2 bE e,))

1.4.31 Proposicién. f es un Q(Fg) morfismo

Demostracién: Una manera de probar que f preserva fibras es mostrando que
[ es equivariante. Sean B — [bs] € Up(k) ¥y (W, Y ale,, e oafe) € Q(Fy) x
Vi{F*), por la definicién de 7, FW, X ates, ..., Yo ake;} = (Y alu, ..., 3 aku,),
y por como actia Up(k) en O(F7) x V(F¥),

k k

s E
(W, Za}e,, ...,Zafez)B = (W,Z biy Z ot em, .. szk Z afem) =
m=1 =1 m=1

=1

k k k

k
(20 an(Xba)em, .y 32 6k (3 buem), por lo tanto

m=1 =1 m=] i=1

FW, > ales, ..,y ake)B) =
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(O bm)us s D a5 b)) =

i=1 m=1

f(w, Z ales, ..., Z a¥e,)B

Por las dos proposiciones anteriores y el Teorerma 1.4.14, queda demostrado el

teorema. 0
Para realizar algunos calculos homotdpicos requerimos el siguiente teorema.

1.4.32 Teorema. La oplicacidn g : Vi (F*) = Vi (F*) definida por

Qk(vh---:?fkﬂ) = (”1,- - )

es localmente trivial con fibra V{F*"%} = 8*("~%-1 donde v es la dimension

de F como R-espacio vectoriol

Demosiracién: Sea H < {1,...,n} un subconjunto con k elementos, v sea

I = {1,...,n}\ H. Sea F¥' = (@ Fe;. Denotemos por Q} al conjunto
e q

abierto p~*(Q g} donde Q esté definido como en el teorema anterior. Entonces

tenemos el siguiente diagrama conmutativo donde g es un ¢} isomorfismo:

Qy % V. (FF) = a7 (@) © Vi {F)

Qi C V(™)

Donde g(vy,... v, &) = (¥1,..., 0, 7w (z)), s decir, completamos el &-

marco (g, ..., ) de manera continua.
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La continuidad de g se puede probar de la misma manera que se probd la

continuidad de f en el teorema anterior. 0

1.5 CALcuLos HoMmoTdPICOS

Recordaremos ahora algunas definiciones y resultades de la topologia alge-

braica, para un tratamiento formal se puede consultar [AGP].

1.5.1 DEFINICION. Seap: E — B continuay C una clase de espacios topolégicos.
Decimos que p tiene la propiedad de levantamiento de homotopias respecto
a C, C-PLH, si dada X € C, una aplicacién f: X — F y una homotopia
H: X x I — B tal que empieza con po f, entonces puede leventarse H a una
homotopia H:XxI = E que empieza con f, es decir, tal que po H=H
v H(z,0) = f(z). Si p: E — B tiene la C-PLH diremos también que es una
C-fibracion.

Puesto esto dltimo en forma diagramdtica, tenemos que p tiene la C-PLH
si v sélo si, dado el diagrama conmutativo
B -7
(1-5-1) J'ol e ip
XxI ““H—?" B
con X € C, donde jp: X — X x [ es la inclusién g(x) = (x,0), existe la

aplicaciéon H , indicada por la flecha punteada, que hace conmutativos los tridn-

gulos que determina.
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1.5.2 DEFINICION. Sea p: E — B una C-fibracién. Si € es la clase de los
cubos I" {0, equivalentemente, como se puede probar, la de los complejos CW),
entonces se dice que p: E — B es una fibracién de Serre. Y si C es la clase
de todos los espacios, entonces decimos que p es una fibracicn de Hurewicz o,

simplemente, si no se presta a confusidén, una fibracidn.

El siguiente teorema es la base de los cdlculos que realizaremos en esta

seccion

1.5.3 Teorema. Sea p: E — B una fibracidn y sean b € B, e € p™1(b) = F.

Entonces se tiene une sucesidn ezacta larga

(153) o a(F) 2w (B) 25 my(B) -2 mp i (F) = - O

Esta es la llamada sucesion evacta de grupos de homotopia de la fibracién

mFE— B

1.5.4 DEFINICION. Uns aplicacién p: £ — B es una fibracidn localmende triv-
ial con fibra F si cada punto b € B tiene una vecindad I/ C B tal que existe

un homeomorfismo ¢y: U/ x F' = p'U que hace conmutativo el tridngulo

UxF id p iU

S
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donde py = plp~'U:p~ W 5 Uy x es la proyeccién en U. De esta conmuta-
tividad se obtiene que para cada b € U, oy se restringe a un homeomorfismo

de 77HB) = {b} x F =~ Fen P~} (8). Por esto se dice que la fibra es F

1.5.5 EJEMPLO. Si podemos tomar I/ = B, es decur, si E =~ B x F, tenemos

una fibracion trwial. Si E = Bx F entonces p = proy p es la fibracion producto.

1.5.6 Lema. La fibracidn trivial es una fibracion de Hurewics.

1.5.7 Teorema. Tode fibracidn localmente trivial es una fibracidn de Serre,

1.5.8 Proposicién. Seap: E — B continug tal que eziste una cubierta abiertq
{U} de B de modo que para cada abierto U7 de la cubierta, py es una Sfibracisn

de Serre. Enionces p es una fibracidn de Serre. O

Por el teorema 1.4.29 y 1a proposicién 1.5.8 obtenemos el siguiente lema:

1.5.9 Lema. La proyeccién p - Vi(F") — Gi(EF™) es una fibracion de Serre
con fibra Up(k).

Anilogamente por el teorema 1.4.32 ¥ la proposicién 1.5.8 obtenemos el

siguiente lema:

1.5.10 Lema. La proyeccidn g - Vi (Fiy o Vi (F*) es una fibracidn de
Serre con fibra Vi (F*~F) = gvin—t)-1,
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Enunciaremos una proposicién que nos serd 1til para probar propiedades

de ciertas fibraciones al pasar al colimite.

1.5.11 Proposicién. Sea X la unién de subespacios X, tales qgue X, C X 1.
Supandremos que todo compacto K de X estd contenido en oigpin X,. 5t para
cadan existe un entero g(n) tol que lo inclusion X, — X, induce isomorfismos
(X)) = m(Xk) pare g(n) < g < k, entonces la inclusién X, — X induce

un isomorfismo m,(X,) — 7, (X) para ¢ > g(n)

Sez g = q; 0 G2... 0 g : V(M) = Vi(F*H) = §n+-1 a5 decir,
g(w1, ..., Vaq1) = 1. Por el lema anterior, g es una composicidn de fibraciones,

por lo tanto es una fibracién, con fibra Ug(n).
(1511) Ug(n) —> Vo, (IH) = Ug(n + 1) L*Vl (Bt = §vintii~1

Usaremos esta fibracién para probar el siguiente teorema.

1.5.12 Teorema. Las inclusién noetural Upln) —+ Uz{n +q) induce un mor-
fismo 7;(Ugp(n)) — m:(Us(n +q)) que es un isomorfismo parai < vin+1)—3

y es un epimorfismo perat < v(n+1) —2

Demostrecion: Basta probar el caso en que ¢ = 1 ya que en el caso general
podemos factorizar la inclusidn natural de la siguiente forma Us{n) — Ug(n+
1) = ... = Ug{n +¢). Para el caso g = oc, basta notar que las inclusiones

son cerradas v que Up(f) es compacto v aplicamos Ia proposicidn 1.5.11
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Para el caso ¢ = 1 utilizamos la fibracién 1.5.11 y la sucesion exacta larga

de grupos de homotopia asociada a una fibracidn:

g1 (Sv(nﬂ')_]) - m(UF(n)) — w,(UF(n + 1)) — M, (8'/(’“_1)_1)

El morfismo es un epimorfismo si 7,(§¥"+1-1) = 0 lo cuai es equivalente
aquei<wv(m+1)—1y es un isomorfismo si ademds m;1(S*"FD-1) = 0 o

equivalentemente i + 1 < w(n+1) — 1. o

Notemos que para i fija la desigualdad { € v{n+1) —1 -3 nos determina el
rango de estabilidad de n, es decir, a partir de que n 1a inclusién Up(n) — Uy

nos induce isomorfismos en los :-ésimos grupos de homotopia.

Sea ahora ¢ = grOgri1 - - -9 Gegm : Up(k+m) = Vi (™) o Vi (B,
es decir, q{v1, - ., Ukam) = (11, ., t). Por el lema 1.4.32, ¢ es una composi-

cién de fibraciones, por lo tanto es una fibracién con fibra Ug(m).
(1.5.12) Ug{m) — Uyp(k + m) — Vi (F*'™)

Usaremos esta fibracién para probar el siguiente teorema.
1.5.13 Teorema. m; {Vi{F**™}) =0 para 1 < p(m+1) -2

Demostracion: Aplicando la sucesién exacta larga de grupos de homotopia a

la fibracidn 1.5.12 obtenemos:
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e e s (Ug (7)) — 5 (U (m + K)) — 73 (V(F)) < iy (Ug(m)) —m -

Por el teorema 1.5.12, o es un epimorfismo y 8 es un isomorfismo si 7 <

v(m +1) — 2, esto sucede si y slo si m; (Vi (IFF*™)) = 0. a

Notemos que por el teorema 1.5.11 obtenemos que =; (Vi (F>®)) = 0 para

toda 7.
Ahora estabilizaremos el resultado trivialidad que hemos obtenido en “otra
direccién”.
Sea j: V(") — Vi (F™+!) la aplicacién tal que
FvLs -+ V) = (€nt1, V1s -, Us)-
A j la podemos ver como la inclusién sobre la fibra de la aplicacién p :

Vi TV} — Vi (F**) tal que p(vi,...,v:4) = v;. Entonces obtenemos

ia fibracién
Vk(Fn) — Vi (FHI) £~ vV, (IE“)

A partir de esta fibracidn obtenemos la siguiente sucesién de grupos de homo-

topia:

a1 (VI(FH)) -, (Vi (F)) =2 7 (Viaa (F)) —> m; (Vo (FH))

i1 (SV(TH-I)—I) T (Sy(n-}-l)—l)
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De manera andloga a las proposiciones antcriores obtenemos la siguiente

proposicion.
1.5.14 Proposicién. El homomorfismo

G (Vi (F)) = m, (Vk+1(F1+1))

es un isomorfismo pare i < vin+ 1) — 3. a

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

(1.5.2)

eV, F)¢*Vk(w+l)L—*"'

2 n+1
v vy

e Vi F“)C—*Vk-&l(]ﬁ*—z)c‘*’* ces

R+l
h’k-i-l

Las inclusiones (de hecho son encajes) verticales estdn dadas por
F* O vy, ..., u) = (€7 oy, 0 0 € R
v las horizontales por
F* S {vy, v} = (v, v) © FRHL

Fijando el k-ésimo renglén del diagrama obtenemos por medio de las in-

clusiones horizontales un sistema dirigido cuyo limite directo lo denotaremos
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como EU, = V¢ (F®), las inclusiones verticales nos determinan en el colimite

un sistema dirigido

donde la inclusién de EU en EU,.; es la inclusién inducida en el colimite por
las inclusiones Vi {F?) — V. (F**!) del diagrama (1.5.2). El limite directo

de este sistema lo denotaremos por EU.

Andlogamente tenemos el diagrama correspondiente para las grassmanni-
anas (3.2.2), de hecho, con las proyecciones g} : Vi(F*) — G, (F*) tenemos
un diagrama conmutativo de “tres pisos” donde €l primer piso es el diagrama
{1.5.2), ¢! segundo piso es el diagrama {3.2.2} ¥ el tercer piso es e} diagrama
correspondiente a la fibra U; las aplicaciones que bajan del segundo pise al

primero son {as pp ¥ del tercer piso al segunde bajan las inclusiones en la fibra.
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Al aplicar el funtor x, al diagrama {1.5.2), obteneinos el sigmente diagrarma

conmutativo:
(1.5.3)
(h%)- +1
o e (Vi () (Vi (F+1)) ——- -
(vg)- (wpth.
e T (Vi (FPH) — (Vi (F2F2)) — -+
(hi~+l -

Por el teorema (1.5.13) m;(Vi(F™)) = 0 param > ®2=2 1tk y por la proposicién

1.5.14 el homomorfismo vertical (v7), es un isomorfismo para m > ¥4+ por

v

lo tanto w;(EU) = 0.

De esta forma tomando la aplicacién inducida en el colimite por las fibra-
ciones p} obtenemos una aplicacién p : EU — BU. Esta aplicacién es una
fibracién de Serre ya que la imagen de un cubo yace en algiin G4 (F™) por com-
pacidad, por lo tanto, como pf; es una fibracién, la aplicacién p es una fibracién.

Ademds por las observaciones anteriores tenemos el siguinte resultado.

1.5.4 Teorema. La aplicecion p: BU — BU inducide en el colimite por les
aplicaciones p} : Vi(I™) — Gi(F*), es una fibracién de Serre con fibra U y

con espacio total EU contratble. C
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Si consideramos la sucesién exacta larga de homotofa de la fibracién p :
EU — BU obtenemos que m:{BU} 2 7,_;(U), como tanto U como BU son

complejos CW, podemos concluir que QBT ~ 1.

1.5.5 NoTa. En esta seccién denotamos por EU (BU respectivamente), de
forma indistinta a los colimites de las variedades V(F*) (G (F*) respectiva-
mente). La notacién comin es usando EO (respectivamente BO) en el caso

enqueF =R



CAPITULO 2

CASIFIBRACIONES

2.1 INTRODUCCION

En e} capitulo anterior, hicimos uso de la sucesién exacta larga asociada a
una fibracion de Serre para demostrar que QBU ~ U. Podriamos ahora
plantearnos la pregunta: ;Solamente cuando tengamos una fibracién de Serre
podremos obtener una sucesién exacta larga de grupos de homotopia? El
teorema 1.5.3 nos garantiza que el hecho de ser fibracidén de Serre es condicién
suficiente, sin embargo, como verernos en este capitulo, existen aplicaciones que
no tienen la propiedad de levantamiento de homotopias respecto a la clase de
los cubos I™ pero que, aun asi se les puede asociar una sucesidn exacta larga de
grupos de homotopia de la forma fibra - espacio total - base. De esta manera,
daremos una definicién que engloba precisamente al conjunto de aplicaciones
que nos permiten hacer cdleulos homotdpicos utilizando la sucesién larga de

grupos de homotopia.

61
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2.1.1 DeFINICION. (Dold-Thom) Una aplicacién p : £ — B se Hama una

casifibracidn si para todo punto b € B y para toda e € p~'(b)

px : mo(E,p (b)) — 7my(B)

(los grupos basados en e v & respectivamente) es un isomorfismo para toda

g=0

Recordemos que si se tiene una pareja de espacios (X, 4) con 4 C X,
entonces los homomorfismos asociados a las inclusiones y el homomorfismo de

conexién nos inducen una sucesidn exacta larga de la forma:

(2.11) .. = m(A) - T (X) = (X, A) = M (A) o ...

o= (X, A) = m(A) = m(X)

llamada la sucesidn de grupos de homotopia de la pareja (X, A), (los tres

tltimos son solamente conjuntos punteados (ver [AGP]) ).

Utilizando esta sucesién podemos probar la siguiente proposicién.

2.1.2 Proposicién. Sea p: E — B una casifibracién y sean b € B, e €

p ' (b) = F. Entonces se tiene una sucesion ezacta larga

(212) o m(F) o m(B) 25 5y (B) 5wy o (F) -
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Esta es la llamada sucesidn ezacte de grupos de hemotopia de la casifibracion

nE — B.

Demostracion: Tomemos la sucesidn de homotopia para la pareja (¥, F). Por
la definicién de casifibracién, cada término 7, { E, F') de la sucesién puede susti-
tuirse por mo(B). Componiendo este isomorfismo con el homomorfismo de

conexién de la pareja (&, F) obtenemos la sucesién deseada. 0

Ahora daremos un ejemplo que nos muestra una casifibracién que no es

hibracién.

2.1.3 EJEMPLO. Sea E = {(¢*,0) e 8! xR |t € (0, 1)} u{(1,s) ] s ¢
0.1 u{{e™,1) e $*xR|te (1), sea B=8S"vyseap: E — B tal
que p(e®™ g} = ™ (ver figura 2.1), mostraremos que p no es una fibracién
y sin embargo es una casifibracién. Sea X = E'y f: X ~» F la identidad, sea

H:X xI— B tal que

el2—u)mit si te (o %)
[1—lu(i—s)jm . _ 1
2wt — e 2 st t= 2
HUE M) =) otmwe-pram g 4e (3,1)
ol2- s §it=1

de esta manera tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

i

XXI—H“—>‘B
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Figura 2.1: La proyeccidn p es una casifibracién que no es fibracién

Para este diagrama no existe un levantamiento de la homotopia H ya que,
cuando £ =1, H(—,1) : X — B es un homeomorfismo, y p no puede factorizar

-

a un homeomorfismo porque no es inyectiva.

2.2  CRITERIO DE DoOLD PARA CASIFIBRACIONES

En esta seccién enunciaremos un criterio que nos permitird afirmar eudndo
una aplicacidn enire dos espacios es una, casifibracidn, este criterio tiene varias

aplicaciones como por ejemplo definir 1os grupos de homologia de un espacio X
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en términos de los grupos de homotopia de la potencia simétrica infinita de X ,
0 més generalmente, nos permite construir un espacio de Eilenberg McLane de
tipo (G, n) a partir de un espacio &e Moore de tipo (G, n) (Ver {AGP] capitulos
5y 6). Nosotros utilizaremos este criterio en la demostracién del teorema de

periodicidad de Bott.

2.2.1 DEFINICION. Sea p: £ — B una aplicacién continua. Un subconjunto
U C B se ltama distinguido (respecto a p), st U C p(E) y la restriccién de p,

pu :p ' (U) = U es una casifibracién.

Dada esta definicién podemos enunciar el criterio de Dold para casifibra-

clones. La demnostracién se puede consultar en €l primer apéndice de [AGP]

2.2.2 Teorema. Sea p: E — B una aplicacion continua. Sea U = {U:} una
cubierta abierta de B tal que cada elemento U, es dustinguido respecto a p. St
para cada b € U;NUj existe Uy € U tal que b e Uy C U, N U,, entonces B es

distinguido, es decir, p: E — B es una casifibracion.
El siguiente lema lo utilizaremos para probar una consecuencia del criterio
de Dold que nos serd de utilidad en la demostracién del teorema de periodicidad

de Bott.

223 Lema. Sea X =UX,, X, C X» C .-+, un espacio de Hausdorff con la
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topologia de la unidn. Entonces todo compacto K C X yace en X, para algunc

7.

Demosiracion: Supongamos que 1o existe n tal que K yace en X,,, entonces
existind una sucesidn {z.} tal que z, € K, y z. ¢ X,. Tanto esta sucesidn
como cualquier subsucesion son subconjuntos cerrados de X, pues su intersec-
cién con cada X, es finita, v por ser X de Hausdorff, X, es de Hausdorfl ¥
un conjunte finito de puntos es cerrado en un espacio de Hausdorff. Las sub-
sucesiones {Tm, Tms1,---}, M = 1,2,3,..., constituyen un sisterna anidado de
subconjuntos cerrados de A cuya inferseccién es vacia, aunque la interseccién

de cada subsistema finito es no vacia, esto contradice la compacidad de K.

2.2.4 Teorema. Sea p : E — B continua y supongamos que B = JB; ,
B, C B,... es de Hausdorff con lo topologia de le unidn. Si cedae B; es

distinguido respecto a p, entonces B mismo lo es, es decir, p es una casifibracin.

Demostrecion: Hay que demostrar que p. @ me(F,771(0)) — 7x(B,d) es un
isomorfismo, para ver gue es monomorfismo, supongamos que [po f] = [po
g] € m{B,b), es decir existe H : D* x I — B tal que H(z,0) = po f(z) v
H(z,1) = pog(z) tal que si = € 8! H{zx,{) = b. por sexr D* x I compacto, ¥
por el lema anterior, existe m tal que H(D?,I) C X, por ser X, distinguido
p|: p7HXm) — B es una casifibracién, luego existe ' : I* x I — p™Y(X,,) C
E tal que H'(z,0} = f(z} y H'(z,1) = g(z) tal quesiz € §"! H'(z,1) €
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p~1(b),H/, luego mediante H' obtenemos que [f] = [g] € 7 (E,p~}(4)). Ahora
sea (f] € mx(B,d), como f(D*) es compacto, por el lema anterior FD*Yy C X,
para alguna m, por ser X, distinguido existe f': " — p~!(X,,) C E tal que

po f'~ f, por lo tanto p, es suprayectiva.

Consideremos ahora una aplicacién p : E — B, con B de Hausdorff, y
supongamos que B = | J,,, B;, doade B, C B,y, 1 > 0, v cada B, es cerrada
en B. Supongamos ademds que sobre cada diferencia B,., — B,, p cs trivial,

es decir, se tiene un tridngulo conmutativo

B —E; — (B — Bz) x F
By - B;

donde E; = p~'(B;), y, en particular, py = p|Ey : Ey — B, también es trivial.

Asi, para cualquier z € B, la fibra p~'(z) = F .

Supongamos que, ademds, para cada 7 existe una vecindad abierta U, de
B, en B;.; y una retraccién por deformacién (es decir, que es una equivalencia
homotdpica) r; : U; — B, que se levanta a una retraccién por deformacién

7 : p~WU, — E;, es decir, de modo que conmuta el diagrama

(2.2.4) [ AL o)

7| 2

U1A$>B1

Asi, restringiendo las aplicaciones 7; a cada fibra, obtenernos aplicaciones

i pTi (@) - pH(r(2).
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Con estas hipétesis obtenemos el siguiente resultado

2.2.5 Teorema. i7" : p~'(z) — p~'(r:(z)) es una equivalencia homotopica

para cada i y cade = € Uy, entonces p: F — B es una casifibracion.

Demostracidn: Aplicaremos el teorema anterior, por lo que basta con verificar
que cada espacio B; es distinguido respecto a p. Haremos esa verificacién
por induccién sobre 7. Ya que, por hipdtesis, py es trivial, entonces By es
distinguido respecto a p, pues por ser trivial es fibracién de Serre, por lo tanto
casifibracién. Supongamos, pues, que B; es distingnido tespecto a p, 1 > 0y
probemos que B;;; también lo es. Para esto tiltimo, aplicaremos el teorema
de Dold & la cubierta de B;., formada por los abiertos Uy, V; = B;.y — B;
¥y Wi = U; — B;, para la que es suficiente demostrar que cada abierto es

distinguido ya que U;(V; = U; , U;(VW; =W, VW, = W,.

Por ser pi(E;+1 — E;) trivial, V; es distinguido. Ya que W, C V;, entonces

también plp~{W;) es trivial, por lo que W, es distinguido.

Para demostrar que U; es distinguido, basta observar que por la conmu-
tatividad de 2.2.4 y la naturalidad de la sucesidn exacta larga de grupos de

homotopia de una pareja, se tienen para cada z € U; v & > 0, cuadrados
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commutativos en el diagrama

oo () e (57 U p N ()~ m L (p7 (&) —— -

(B (B pril))) =2 maea (p7 N r))) — -

por lo que, por el Lema del Quinto, el homomorfismo vertical de enmedio es

un isomorfismo.

Consideremos ahora el cuadrado conmutativo

i (p~ U, p~Hz)) —— (Vs x)

F“:lz &‘lr..

(B, p 7 (r,(2))) = mi(Br, mi(2))

La flecha vertical izquierda recién probamos que es un isomorfismo; la ver-
tical derecha lo es por ser r; una equivalencia homotépica; finalmente la hor-
izontal inferior lo es por hipdtesis de induccidn. Por lo tanto, la horizontal

superior es un isomorfismo, lo que demuestra que U; es distinguido. D
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CaAPIiTULO 3

PERIODICIDAD DE BoTT

3.1 INTRODUCCION

En esta seccién desarrollaremos la demostracién del teorema de periodicidad
de Bott (compleja) basindonos en los articulos [AP] y [Be]. Se puede decir que
el teorema de periodicidad de Bott es uno de los resultados mas importantes
de la Teorfa-K topolégica. Este teorema nos permite hacer cilculos explicitos
sobre la Teoria-K de algunos espacios, de hecho una versién del teorema. se
puede enunciar calculando la Teorfa-K de las esferas. La versién que aquf

probaremos es la siguiente.

3.1.1 Teorema. (Periodicidad de Bott compleja) Para k > 2 se tiene un

tsomnorfismo

me(U) 2= mp_5(U)

71
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o, equivalenternente

T+l (BU) = Th—1 (BU)

ademds my(U) =0 y m;(U) = Z

La idea de la prueba, debida a D. McDuff [McDuff], puede resumirse de la

siguiente manera.

En el capitulo 1 probamos que el colimite de las identificaciones que definen
a las grassmannianas nos determina una fibracién p : EU — BU con fibra U,
donde EU es el colimite de las variedades de Stiefel, el cual probamos que es
contraible. Consideremos la sucesién exacta larga de grupos de homotopia de

esta fibracion.

(3.1.2)

i a1 (U) — 0 > T (BU) — m (U) —0

Por la exactitud de esta sucesidon obtenemos que

(313) ?Fk+1(BU) o ‘ﬂ'k(U)

En este capftulo construiremos una casifibracién p : £ — U tal que el espa-
cio total F resulte contraible v tenga como fibra a Z x BU. Asi obtendremos

una sucesién exacta larga

(3.1.4)

oo e 7y (Z x BU) — g —= 7 (U) —> my (Z x BU) — 0 —---
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Por la exactitud de esta sucesion obtendremos que para £ > 1

(3.1.5) 1 {U) = 72 (BU)
yparak=1
(3.1.6) m{U)=Z

Por lo tanto, combinando (3.1.3) y (3.1.5) obtenemos el teorema de periodici~

dad de Bott.

3.2 CONSTRUCCION DE LA CASIFIBRACION

En esta seccién construiremos una casifibracién P: F — U con fibra home-
omoria a Z x BU y con espacio total contrafble; la construccion de la casi-
fibracién se realizara por etapas; primero construiremos el “caso finito” de la
casifibracién, es decir, una aplicacién p : E, — U, donde E, es contraible y
la fibra es homeomorfa a vna unién ajena de grassmanniaras, después, estabi-
lizaremos e] resultado de manera que obtengamos una casifibracién con fibra
Z x BU, y por tltimo, probaremos que la aplicacién construida satisface las

hipétesis del criterio de Dold para casifibraciones.

Antes de comenzar con la construccién del caso finito de la casifibracion,
recordaremos la definicién de BU y daremos construcciones equivalentes del

espacio Z x BU
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Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

(3.2.2)

S Gk(}?‘);h:—* G T - -

g v:"'l
SR S, Gk+1(g+1 )Lkn_H, Gry icn+2)c4_> o

k+1

Las inclusiones {de hecho son encajes) verticales estdn dadas por

CoOoVe G ligVcot

v las horizontales por

CoOoVe=Vaic!

Fijando el k-ésimo rengién del diagrama obtenemos por medio de las inclu-
siones horizontales un sistema dirigido cuyo limite directo es (por definicién)

BUy, las inclusiones verticales nos determinan en el colimite un sistema di-
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rigido

BUk

donde la inclusién de BU, en BUyy4, es la inclusién inducida en el colimite por
las inclusiones G4(C*) < Gy (T*F) del diagrama (3.2.2). El limite directo

de este sistema es (por definicién) BU.

3.2.3 DEFINICION. Dada n € N definimos el espacio de Grassmann G(C*)

como G(C*) == [] Gx(C") con la topologia de la suma.
k=0

Veremos ahora distintas formas de definir una versién estable del espacio
de Grassmann, estos colimites de espacios de Grassmann los utilizaremos en

distintas partes de la construccién de la casifibracién.

La primera forma en la que daremos un orden parcial a los espacios de

Grassmann es mediante las siguientes inclusiones
it G(CY) — g(Crt)

definidas de manera que t|@(cry coincide con la inclusién horizontal G (C*) —

G (C**1) del diagrama (3.2.2). Como el espacio de Grassmann tiene la topologia
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de la suma, estas aplicaciones estdn bien definidas y son inclusiones continuas.

El siguiente diagrama nos muestra cémo esta ordenado parcialmente este con-

junto.
(3.2.3)
G(C") = Go(T)
POF
G(T') = Go(Th) Ll Gy(CH)
F ¢ ¢

g(j;) ch") G(Z:n) G r(@) Ga(C)
= UGy U--- Ul B C
AR 3 ; 7

A partir de este diagrama es claro que podemos definir

lim | G{C*}:= ﬁBUk
Veamos ahora otra forma de ordenar parcialmente a los espacios de Grass-
mann. Definamos
it G(C) = G(C)
de manera que |, (cn) coincida con la inclusién vertical Gx(C?) < Gl (C*F)
del diagrama (3.2.2). Como el espacio de Grassmann tiene la topologia de la
suma, estas aplicaciones estdn bien definidas y son inclusiones continuas. El

siguiente diagrama nos muestra como estd ordenado parcialmente este conjun-

to.

(3.2.4)
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G(C®) = Go(CT*)

Q(gl) = Gz({C‘) U Go(Ch)
F £ F
N

g(?‘) = G,,(fC“) u Gn_:r(C") ey Gl(&C") U GO&QC“)

A partir de este diagrama es claro que podemos definir

lim , G(C"):=[][BU

{(C"’ j::"'l ; k=0

por lo tanto al tomar el limite directo da lo mismo inducir el orden parcial me-
diante las inclusiones verticales ¢ mediante las inclusiones horizontales. Note-
mos que ademds como G(C") & G, _(C") los diagramas (3.2.3) v (3.2.4) son

esencialmente el mismo.

Si quisiéramos obtener en el colimite un espacio homeomorfo a Z x BU,
intuitivamente deberiamos garantizar que siguiendo una sucesién de inclusiones

suceda lo signiente:

1. Debemos pasar por espacios Gi(C") para los que la diferencia n — & sea
arbitrariamente grande, esto nos dirfa que en el diagrama (3.2.2) “nos

estamos moviendo hacia la derecha”.

2. Debemos pasar por espacios G¢(C™) con k arbitrariamente grande, esto

nos dirfa que en el diagrama (3.2.2) “nos estamos moviendo hacia abajo”.
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3. Debemos tenrer una cantidad infinita numerable de sucesiones indepen-

dientes de inclusiones, esto nos darfa el pardmetro Z

Propondremos ahora un sistema dirigido cuyo colimite cpmple con estas
condiciones. Sea 7+ : G{C*@C) — GO aC!) tal que 17 g (raen) =

Rt o o, es decir, " 9 C* DV » VGt @0 C CH @ C*. Veamos

el diagrama correspondiente a este orden.

{3.2.5)

(© =Gl @ &)

G(C & C=Ga(C! & CLUG(C! ¢ CHLG(C ot
(6 GTGoC SCUOE DU 8y

Notemos que se cumplen las primeras dos condiciones ya que las inclusiones
estdn definidas en cada sumando como una inclusién vertical del diagrama
(3.2.2) seguida de la correspondiente inclusién horizontal, es decir, cada suman-
do en el que comienza una cadena de inclusiones, ros determina una copia de
BU. Le daremos ahora un indice a cada una de las copias de BU para obtener
el homeomorfismo con BU x Z. Definimos BU x {0} como el colimite de la
{inica cadena de inclusiones que comienza en G(C® x C°). A excepcién del
primero, en cada renglén del diagrama (3.2.5) comienzan dos cadenas de in-

'clusioneé, a saber, la que comienza con Gg{C* @ C*) y la que comienza con
G, (C* @ C7), identificamos al colimite de Ia primera con BU x {-n} y al

colimite de la segunda con BU x {n}. Hemos demostrado asi lo siguiente.

3.2.6 Proposicién. §i 72+ : G(C* @ C*) — GO @ C*1Y) es la aplicacidon
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antes definida, podemos definir

l'unn G(CaC):=BUxZ
{C, 1}

3.2.1 Caso finito

Sea C una matriz compleja de n x n, decimos que C es hermitiana si C = C*,
donde C* denota la matriz compleja conjugada de C. Si {—,~) denota el
producto hermitiano canénico en C*, entonces para cualesquiera v,we ", C
satisface la identidad (Cv,w) = (v,Cw). Esto implica en particular que los
valores propios de la matriz C son reales, ya que si A es un valor propio de C
Y v es un vector propio asociado a A (v # 0), Mv,v) = (hw,v) = {Cv,v) =

(v, Cv) = (v, Av) = Mu,v).

El conjunto H3,(C) de todas las matrices hermitianas de 2n x 2n tiene
estructura de espacio vectorial real con la suma ordinaria de matrices y la
multiplicacién por escalares, realizdndola en todos los elementos de la matriz.
Sea Fny, el subespacio topolégico de Ha, (T) que consiste de las matrices cuyos
valores propios yacen en el intervalo I. El espacio Fs, es contraible a través
de la homotopia h : By, % I — Eby, tal que h(C,7) = (1 — 7)C, que comienza

con la identidad y termina con la aplicacién constante con valor la matriz 0 .

Sea Manxa.(C) el espacio vectorial complejo de las matrices complejas de

2n x 2n y sea GLy,{C) el subgrupo de las invertibles. Se tiene una aplicacién

ESTA TESIS NO SALE
DE LA BIBLICGTECA
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{diferenciable):
exp: M2nx2n(C) — GL2n(C)
dada por
exp(B):=e® =) =L+ B+ deo,
=0 :

que satisface las leyes exponenciales siempre que las matrices tomadas como

exponentes conmnuten.

Si T es una matriz invertible,

Ter-t _ - (TBT_I)i . - : —1 _ e, Bp—1
[+ = Z —T = Z T";'!:"T =Te" T .
i=0 i=0

Si (A;) denota a la matriz elemental tal que Ay =0si (5,&) # (7.5) y Ay =X
tenemos que (A;)(A;) = (A}(A:) = 0, ademds, (A)" = (AF) de esta mane-
ra vemos que eT) = gQdell) = (eX)(eM). Asi hemos probado que la

aplicacién exponencial satisface las siguientes propiedades:

el: Para toda mairiz invertible T, ¢737" = TeBT !

Ar

A]_ €
e2: 5iD= - entonces e” = .
An i e

Sea M2, .. (C) C Mypyon (C) el subespacio real de matrices anti-hermitianas,
es decir, de matrices A tales que A* = —A . Si A es anti-hermitiana, en par-
ticular, es una matriz normal, por lo tanto podemos encontrar una mattiz

unitaria T tzl que A = TDT! donde D es una matriz diagonal. De esta
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forma {e4)* = (e"P77)* = (Te”T71)* = (Te? T-!) = (T 7'0TF) = ¢4 Por

fo tanto (e?}* = e =74 | de manera que

(eA)meA — e—AeA o eD — Iﬂ

Por lo tanto, la aplicacién exponencial definida antes determina por restriccion

uha aplicacidn
exp : Mgy 2n(C) = Uy,

Se tiene un isomorfismo Ha,(C] — M%, .5, (C), dado por C + 2miC. Defin-
imos la aplicacién po, : Epy ~+ Ugp, por pog(C) = exp(27iC), de manera que

el siguiente diagrama conmuta:

gnx2n (C) —ﬂ' U2n

!

Hz'"- Pan

)

3.2.7 Proposicién. La aplicacidn pe, es suproyectiva.

Demostracion: Sea U & Us,; diagonalizamos esta matriz tomando otra matriz
T € U,, y el producto T-'UT. Ya que los valores propios de una matriz

unitaria tienen norma 1, se tiene que

e2m)q 0

=17 T'donde X, € 7, ¢ =1,2,....,2n Sea
0 e?mr\gu



82 Lurs E. Lorez

D= y consideremos Ia matriz TDT 2. Como T € Uy,

0 A2:41.
entonces 77! = T~ y por lo tanto, (TDT~!)* = TDT*, es decir, TDT ™! es

hermitiana; por lo tanto TDT ! € Ea,. Luego entonces, tenenios que

PQ.n(T DT—l) — ezm'(TDT-l} = T2l

e2:rrzA1 0

=TT =T T1=y o
O eQTriAzn

Analicemos ahora las fibras de py,. Para esto, dada una matriz C € E,,,

consideremos los subespacios ker(C — I) y ker(p.,(C) — I) .
Si v € ker(C — T), entonces Cv = v y se tiene que
pan(Clv = (62“0) U= (I + 2iC + (2—;?—202 +.. ) 4=
:Iv+27rz‘Cz)+(l§[iC%+...:
=v+27riv—£—ggf—)20+... =
= (1+27ri+ (212.—!1'2 +...)v=62ﬁvzv

Por lo tanto, ker{C — I) C ker(ps,(C}—1)- Luego si U7 € Uy, y Glker(U —
I}) denota al espacio de Grassmann de todos los subespacios vecioriales de
ker(U — I} podemos definir una aplicacién g : p3, (U} — G(ker(U — 1)}, que

aplica a C € p;}(U) en el subespacio ker(C — I).
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3.2.8 Lema. La aplicacicn g : p; (U) — G(ker(U'—1)) es un homeomorfismo.

Demostracion: Primero mostraremos que g es suprayectiva. Sea V' C ker(lJ —
1) un subespacio. Deseamos construir una matriz Cv € psr(U) C E, tal que

ker(Cv — I) = V. Para esto, construiremos una matriz T que diagonalice a U

adecuadamente.
Sea {v1,..., v, Uppr, ..., Urt+s} una base ortonormal de e1(U) = ker(U = 1)
tal que {v1,...,v,} sea una base de V. Como I/ es unitaria, el complemento

ortogonal de &,(U) en €, £,(U)L, es un subespacio invariante bajo U; sea
w € e1(U)* y v € £,(U), entonces (Uw,v) = {w, U*v) = (w,Uv) = (w,v) =0,
es decir, Uley(U)*) C e1(U)* y por lo tanto podemos encontrar una base
ortonomal {v,+s+1,....,v2n} formada por vectores propios de U7, con valores

propios distintos de 1.

Sea T € U,, tal que Te; = v, + = 1,...,2n, donde e; denota los vectores

de la base canénica de C2*. Entonces T-LUT = D es una matriz diagonal,

1 0

o
If

@2t Arpatl
0 e27ri)\2n
con r + 5 unos en la diagonal y todos los otros valores propios distintos de 1.

Tomemos ahora



84 Luis E. LOPEZ

Ar—i-.'s'+1.

\ o

con 7 unos en la diagonal y ceros desde el lugar r -+ 1 hasta el lugar r + 5.

Veremos que Cyy = TDT ! es la matriz deseada. Por la propiedad e2,

- _— . - —1
270 = D de manera que P (Cv) = €% = @D pero por la

propiedad el, @D~ _ Pe2riDT-1=TDT ' = U .
Por otra parte, probaremos que £,(Cv) = Te1 (D).

Por un lado &;(Cy) = ker(Cy — ) = {w e O | Cyw = w} = {w € C" |
TDT-'w = w} y por otro lado, Te1(D) = T(ker(D—1I)) = {Tv € C | Dy =
v}

Sea ahora w € Te;(D); entonces existe v € C** tal que Dv=vy Tv =w,
debemos mostrar que TDT'w = w, pero TDT'w = w & TDT Ty =
Ty < TDu = Ty & Tv = T, por lo tanto Te (D) C £;(Cy). Sea ahora w €
£1{Cv) debemos encontrar v € C** tal que Dv = v y T'v = w, propongamos
v = T-Yw, entonces (T~1TDv = vy TT'w = w, por lo tanto £,(Cy) C

TEl(D).
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Pero por la forma de la matriz D, &1(D) = {z € C|z, = 0 para r <
j < 2n}; como Te; =wv; parai=1,...,2n y V es el subespacio generado por

vy, ..., Up, entonces T{e,(Cy)) = V.

Aprovechando la notacién que utilizamos en la prueba de la suprayectividad
de g, probaremos que g~ ! es continua. Como G(ker(U - I)} tiene la topologia
de la suma basta probar que g~ : G,(ker(U — I} — p;*(U) es continua
para 0 < r < 2n. Recordemos que en €l capitulo I dimos una descripcion de la
variedad de Stiefel de r-marcos en €%, V;(C7*%), de manera que sus elementos
resultan ser clases de equivalencia de matrices de dimensién (r + s) x (r + )
vy dos matrices estan relacionadas si se obtiene una al multiplicar la otra por
una matriz de la forma 1, x U(s). Si definimos f : Vi(kex(U — I)) = p~ 1 (V)

M e Upgs

de manera que f( . |})=TDT"', donde T'y D son las matrices

antes construi das, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

(3.2.2) V,(ker(U — I))

|

Grlker(U — 1)) —p;* (),
donde ¢ es la identificacién que define a la grassmanniana. Por la propiedad

universal del cociente, ¢~! resuita ser continua.

Para verificar que la aplicacidén € — £,{C) es biyectiva, sélo se necesita

mostrar que ¢ = C, (s . Para esto, observemos que si C es hermitiana
q 1(C) )

27iA

entonces A es un valor propio de C si y sélo si e es un valor propio de

€™, Para ver esto, sea B € Us, tal que D = R~'CR sea una matriz
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diagonal, entonces B 1e?TCR = ¢f'#CR - @2mRTICR — ¢2mD  qye o5 una
matriz diagonal con una entrada €™ por cada entrada A de D). Sean ahora
C1, Cs € E, tales que e*™C = e2iC2 y £,(C)) = £1(Cy), luego C; = Cs. Para
ver esto, sean Ay, ..., Ag, los valores propios de Cy ¥ uq,. .., fo, los valores
propios de Co. Como &;(Cy) = &;(C2), podemos suponer que A = p = 1
para 1 <k <r=dime;(C1) y A # 1 # pe sir < k < 2n, esto implica que
Ax = g para toda k, por lo que C; = C,. Si en particular, aplicamos lo hecho

a C; = Cy Gy = Cgy ¢y, tenemos que C = Cyc)-

Luego tenemos que g~' es una biyeccién continua de un espacio compacto

en uno de Hausdorff y por Io tanto es un homeomorfismo. [
Podemos resumir lo que hemos hecho hasta ahora en el siguiente teorema

3.2.3 Teorema. Sea F, el espacio de matrices hermitionas de 2n X 2n cuyos
valores propios yacen en el intervalo unitario I y sea poy, : Fop — Uy tal que
P (C) = €™C. Entonces E,, es contraible, py, es suprayectiva y la fibra sobre

cada matriz U € Uy, es homeomorfa al espacio de Grassmann G{e1(U))

3.2.2 Estabilizacién del caso finito

Ahora construiremos una version estable de la aplicacién construida en la sec-

cién anterior.
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Definamos los encajes p%?n“] : B = Eapnyy) ¥ 1'2'3(’,‘1+1) : Ugn = Upgnary de

la siguiente manera:

L0
p%?n+1)(c) = 0 10
00
¥
Ui o
7'22(':1+1) ) = 0 10
01

Por 1z propiedad e2 tenemos que

Dan+1) (pg?n+1) €)=

Por lo tanto tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

2
Polnt1)

(32.2) Ezn —_— EZ(YH-].)

P2nl lPZ(n-J-])

U2n —"2,1 Uz(n-{-l)
T,
2{n+1)

De esta manera, obtenemos una aplicacién p : colim, Fs, — colim, U,, tal que

el siguiente diagrama conmuta:

P2
Egn e E

po| lp

Uszp 5> U

donde pa, ¥ 72, son las aplicaciones inducidas por la composicién sucesiva de

S % 2(n+1) 2 2(n+1)
las aplicaciones 37, . ). Pont2)r - Y Tofmat)r Ta(nsa)
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Analicemos ahora las fibras de p. Sitomamos U € U, entonces ¢; (722(';1 +1) ) =
a(U)@CeC, ysi tomamos C € p;,(U) C E», entonces &1(02,(C)) =

£1(C) ® C @ 0; por lo tanto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

p () oy oy (T2 (U))

HJ IE
T

G&rlU) s fEleCol)

donde j2*+! es Ia aplicacién que definimos en la introduccién de este capitulo,
esdecr, @ C* OV = Va G @0 c C* @ C*H, por Io tanto, de
acuerdo con lo que probamos en la introduccién de este capitulo obtenemos

que las fibras de p son homeomorfas a Z x BU.

3.2.3 Criterio de Dold

En esta seccién veremos ¢6mo la aplicacién p : E — U que construimos en
la seccin anterior satisface las hipétesis del criterio de Dold y por lo tanto es
una casifibracién. La versién del criterio de Dold que utilizaremos es Ia que
se enuncié en la seccién 2.2, por lo tanto debemos verificar que las siguientes

condiciones se cumplen.

1. Existe una filtracién creciente {F,U} en U.
2. F,U — F, U es distinguido para cada n.

3. Para cada n existe una vecindad N de F;,_;U en F,,U y una deformacién
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h:NxI-— Ntalquehy=Idyy h(N)C F,.,U.

4. Existe una deformacién H : p~'(N) x I — P~} (N) que cubre a A de

manera que fo =Id, y para cada U € N, la aplicacién inducida
Hy:p7H(U) — p™ (Hy(U))

€5 una equivalencia homotépica.

Probaremos en orden que se cumplen estas condiciones.
Para la condicién 1, Ia filtracién {F, U} ser4 la siguiente:

FU = {X [dim(e, (X)) <n}cU

Definamos B, = F,U — F,_;U = {X | dim(e; (X)4) = n}.

El siguiente lema nos muestra que la condicién 2 se satisface holgadamente.
3.2.3 Lema. p~Y(B,) = B, es una fibracidn de Serre.

Antes de demostrar este lema enunciaremos el teorema de descomposicién
espectral (la demostracién se puede consultar en [Hoff]) para introducir la

notacién que utilizaremos durante 1a prueba.

3.2.4 Teorema. (Descomposicién espectral) Sea T un operador normal sobre

un espacic vectoral de dimension finsita V' con un producto hermitiano. Sean
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U1, - - -, e los distintos valores propios de T. Sea 'V, el espacio propio asociado

K
al valor propio y1;. Entonces Vi LV s14 £, V=BVy
=1

T = pmy, + -+ B

donde Ty denota la proyeccion ortogonal sobre el subespacio W C V

De hecho podemos realizar esta descomposicién espectral de forma continua
como muestra el siguiente teorema (su demostracion se encuentra en [Bhatial

corolario VI.1.6)

3.9 5 Teorema. Sea A : I — U, una trayectoria en el espacio de matrices
unitarias de rango n. Entonces eristen n funciones continuas Ay, ..., An 1 —+

S! tales que para cadat € I, {A(f)... -, An(t)} son los valores prapios de A(t})

Con esta notacién, en la construccidn del caso finito de la casifibracidn,
probamos que, si F es una matriz hermitiana con valores propios en el intervalo
[0,1] yla descomposicién espectral del operador E:C—-Ces

o
14

donde W es el espacio propio asociado al valor propio 1,y i € {0,1), entonces

27iE

la descomposicién espectral de e es

eﬁmE =7y + E :EZ'ITmzﬂwl
i

donde W ¢ V. Con esta notacién daremos ahora la prueba del lema 3.2.3
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Demostracidn: Supongamos que tenemos un diagrama conmutative como el

siguiente:
(3.2.5) {O}f I* = f-*(Bn)
JEFI ~ B,.

Debemos mostrar entonces que existe un levantamiento de la homotopia 3.
Notemos que como el producto de intervalos es compacto, existe m € N de

manpera que el diagrama anterior se factoriza de la siguiente manera:

{0} x I* 2> By 057} (B, ) p~Y(B,)

] -7
[
-

-
-
-

Ik+1 U2m M BnL'—_'_” Bn

Bf
Por los teoremas {3.2.4) y (3.2.5), podemos encontrar una descomposicidn
espectral para los operadores ' (#), 8/(s,t), ¢ € I*, s € I como

o) =mwey + Y ()T
!

B(58) = Tvien + 3 N(s, hmyen
{

donde e = \(0,8), W(t) C V(0,8) y Wi(t) = Vi{0,t) para toda ¢ € I*
¥ My w4 son funciones continuas. Para encontrar el levantamiento deseado
definiremos el siguiente espacio. Dado un espacio vectorial V de dimensién

finita con un producto hermitiano, definimos

Perp, (V) = {(V, V) ]V, V" CV,V' LV" dimV' =i, dim V" = ;)
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Notemos que si V = C" & C™, este espacio es homeomorfo al espacio ho-

mogéneo
Uom /Ui % U X Usmm_girgy,
es decir,
(3.2.5) Perp, {(C" & C*) & Uz /U; X U; % Upn_iagy

interpretando al cocienie Uap, /U; X U; % Usp_(iyyy de manera que U; actie
de la forma U; X fop, Uj delaforma I; X U; X o (315) ¥ Unm—iegy de la
forma Iy ) X Usm—(iygy- Asi el homeomorfismo estd dado mandando a la clase
de una matriz A en el cociente a la pareja (V', V"), donde V” es el subespacio
vectorial generado por sus primeros ¢ vectores columna y V" es el subespacio

vectorial generado por los vectores columna i+ 1,... .21+ 5.
Consideremos la siguiente aplicacion:
P t Perpi’j(cm @Cﬁz) - BUZ.H,(Cm @Cm)

dada por P(V',V") = V' @& V". Bajo el homeomorfismo dado en el capitulo
1, BU{C" & T") = Uon/Uiy; * Uam_g4j3, ¥ haciendo uso de (3.2.5) la

aplicacidén P corresponde con la proyeccidn natural
Ugm/Ui x Uj X Ugmﬁ(,‘_{,.j) —* Ugm/Ui+j x Ugm-(,;_;_j)
v por lo tanto es una fibracidn.

Sea abora o : I*¥ — Perp; ,(C™ @ C"), donde ¢ = dim W(0,...,0) y 7 =
dim{V{0,...,0) - W(0,...,0)) = dimV(0,...,0) — ¢, definida como () =
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(W(t),V(0,t} — W(1)), y sea f” : I**! - BU,;{C" & C™) definida como

B"(s,t) = V(s,1). Asi tenemos un diagrama conmutativo

{0} x r* - Perp, ;(C™ @ C™)

-
"
W
-
-

BU,,(C" & C™)

-

Ik =

8"
y como F es una fibracién, existe el levantamiento w”. Notemos que por la

conmutatividad del diagrama podemos escribir a w” como
W{s,t) = (W(s,1), V(s,1) — W'(s,t))

Luego si u(s, ) € (0,1) es la solucién dnica de la ecuacién 27458 = \(s, £}

y definimos ' : I*¥Y — By N p~(B,) como
W(5,1) = Tugen + 2 48, DTz
!
y componiendo con la inclusién Eay, N p 1(Bn) — p~!(B,), obtenemos un

levantamiento en el diagrama original. a

Ahora debemos mostrar que para cada n existe una vecindad N, de F,_, U
en F,U y una deformacidn h: NxJI — Nialquehy =y h(N)C F,_ Uy
la deformacién h estd cubierta por una deformacién H : p= (V) x I — p~}(N)

tal que Hy = Id, y para cada U € N,,, 1a aplicacién inducida
Hy:p™{U) = p ' (Hy{U))

&3 una equivalencia homotépica.
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Definamos la vecindad N, de F,_ U en F,U como

N, = { X € F,U | dim (@ Eeznrty (X }) < n,donde e es un
!

valor propioc de X vy th[1/3,2,3]}CFnU

donde £, (X) es el espacio propio de X asociado al valor propio A. Notemos que
en efecto F,_; C V,; para esto basta mostrar que @, £ 2., {X} C ker(X —I)*.
Probaremos esto para los generadores canénicos de la suma directa. Sean
U € €gamin (X) ¥ w € ker(X — I) entonces como Xv = Av para A € e27il1/3:2/3]
y Xw = w, tenemos que {v,w} = {(Xv, Xw) = {hv,w} = Mv,w) por lo tanto

{w,ur} = 0.

En otras palabras, podemos decir que IV, es el espacio de matrices unitarias
con valores propios adicionales en una vecindad del 1 en el circulo unitario.
Ahbora lo que haremos es deformar esta vecindad del 1 v “levantar” esta defor-

macién a una deformacién de N, en F, ;.

Sea f: I~ I definidz como

0 5<1/3
fls)=14 3s—1 1/3<s<2/3
1 5>2/3

¥ sea H : I x I I definida como H(s,t) = tf(s) + (1 — t)s, entonces f ~ Id

y la frontera del intervalo permanece fija a lo largo de la homotopfa H. Luego
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podemos definir k : §'x I — §! de manera que el siguiente diagrarna conmute.

I——»ﬁ‘ I

e“"(')l lebn(-)

S8

Ahora definiremos homotopfas H : p™*(Np) x I = p~(Np) vy h: Ny x I —
N,

Si A € p~}(N,) tiene una descomposicién espectral de la forma A =
>, mw,, definimos

H(t, A) = Z H(t, p)mw,.

Analogamente si U € N, y U = 3, \imw,, definimos
R(t,U) =Y " h(t, Ad)mw,.

Notemos que h; es tal que hy = Id. Ademds ho{N,} C F,_;U y a lo largo de
toda la homotopia h{F,.1U) C F,_,U va que th(l) =1.

En otras palabras, sea X € N, y supongamos que dimker(X - I)* = n (en
otro caso dimker(X — I} < ny como h(1) = 1 para toda £, dim ker(h(X) —
I)* < n) entonces como dim{EP, £,2my (X)) < 7, existe u & [0,1/3] U [2/3, 1]
tal que A = e®* es valor propio de X, pero ho(A) = 1, luego entonces

dim{ker(h:(X) — I)*") < n — 1, es decir, i)(N,) C F, ,U.

Notemos ademds que por su definicién h; estd cubierta por H;. Consider-

emos ahora la aplicacién inducida en las fibras Hy : p~1{X) — p~(ho(X)).
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Para que se cumplan todas las hipbtesis del criterio de Dold, debemas pro-
bar que esta aplicacién es una, equivalencia homotdpica déhil. Recordermos
que p"H(X) = BU x Z y este homeomorfismo estaba dado estabilizando los
homeomorfismos p;, {X) & BU(ker(X — I}). Ademss acabamos de probar
gue ker{X — I} C ker(hy(X — I}), es decir ker(fy(X — 1)) = ker(X - DN @
{ker(hy(X - I)) — ker{X — I}]. Por lo tanto, al estabilizar los homeomorfis-
mos, la aplicacién inducida por Hy, H] : BU x Z — BU x Z es tal que
(V, 1) = (V@ [ker(h1 (X)) —ker(X —I)],4) en la componente correspondiente a
ker(X — I)) v la identidad en las demds componentes. La siguiente proposicién

nos muestra que ésta es una equivalencia homotdpica débil.

3.2.6 Proposicién. Dado un espacio vectorial W C C*, la aplicacién © -

BU — BU dada por V=V & W es una eguivelencia homotdpica débil.

Demostracidn: Si C es un espacio punteado compacto, la aplicacién inducida

por ® en K-teoria reducida
&, - K(C) = [C,BU] = [C,BU] = K(C

es la suma de un haz trivial y por lo tanto es un isomorfisme. En particular,

si tomamos a C como S¢, obtenemos Ia equivalencia homotdpica débil.
G P



CapiTULO 4

HACES VECTORIALES SOBRE VARIEDADES
ALGEBRAICAS REALES

4.1 INTRODUCCION

En esta seccién daremos una aplicacién del Teorema de Periodicidad de Bott
Ppara comparar los haces vectoriales algebraicos y los haces vectoriales “contin-
uos” sobre una variedad algebraica real afin. La herramienta que utilizaremos
para realizar esta comparacién es la Teorfa K. A continuacién daremos algu-
nas definiciones bésicas y enunciaremos algunos resultados que se utilizardn en

esta seceidn.

4.1.1 DEFINICION. Una variedad algebraica afin V' sobre un campo K es el
conjunto de ceros comunes de una familia de polinomios {Fitier C Klzy,.. ., 20,

e
Vi=Z({F}ier) = {{a1,...,a,) e K* | Fla,...,an) =0 Vie I}

97
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Notemos que si .J es el ideal generado por la familia { #;}, entonces Z({Fi}.er) =
Z(J), ademds, por el teorema de la base de Hilbert, podemos suponer que
exdsten un nimero finito de polinomios {Fy, ..., F;} que generan al ideal J,
es decir, V = Z{J) = Z({F,..-,F;}). Notemos ademds que si K = R,
Z({Fy, ..., F}Y) = Z({F2+---+ F?2}), es decir, toda variedad algebraica afin

real puede definirse como el conjunto de ceros de un solo polinomio.

La unién de un numero finito de variedades algebraicas afines es una var-
iedad algebraica affn y la interseccién arbitraria de variedades algebraicas
afines es una variedad algebraica afin, el conjunto vacio lo podemos ver co-
mo una variedad algebraica afin va que @ = Z({1}) v E* es una variedad
algebraica afin ya que K® = Z({0}). En otras palabras, los complementos de
variedades algebraicas afines son los abiertos de una topologia del! conjunto
K", esta topologia es la topologia de Zariski y counsideraremos a una variedad

algebraica afin V provista de la topologia de subespacio.

Notemos que también le podrfamos dar a B* la topologia enclidiana y de
esta manera una variedad algebraica podria heredar la topologia de subespa-
cio euclidiano. A lo largo de esta seccidn consideraremos a las variedades alge-
braicas afines con las dos topologias. Para distinguir entre las dos topologias de
R™ utilizaremos la siguiente convencién; cuando hagamos mencién de concep-
tos topolégicos refiriéndonos a la topologia de Zariski usaremos el subindice Z y
cuando kagamos mencién de conceptos topoldgicos refiriéndonos a la topologia

euclidiana usaremos el subindice E. Asf por ejemplo, como un polinomic es una
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funcién continuag (y de hecho también continuaz) tenemos que los cerradosy
son cerradosg y los abiertosz son ablertosg, pero no Inversamente, ya que por
ejemplo [0,1] C R es cerradog pero no es cerradoz ya que ¢l dnico polinomio

F:R = R que se anula en un conjunto infinito de puntos es el poelinomio 0.

Mencionaremos otras diferencias entre estas topologias. R* es un espacio
compactoz ¥ los abiertosz son densos. Ademds R% es un espacio t1 que no es
de Hausdorff. Las variedades algebraicas afines reales provistas de la topologia
euclidiana, no son en general variedades en el sentido euclidiano, por ejemplo,
Z({zy}) es una variedad algebraica real afin que no es variedad en el sentido
euclidiano. Enunciaremos un teorema que nos muestra ¢émo las variedades
euclidianas compactas si pueden ser representadas como variedades algebraicas

afines reales (la demostracién se puede consultar en [BCR)).

4.1.2 Teorema. (Tognoli) Sea M C R* una subvariedadg lisa compacta. En-

tonces M es difeomorfa o una varieded algebraica afin de R? para algunap > m
Daremos ahora algunos ejemplos de variedades algebraicas afines reales.
4.1.3 BJEMPLO. La esfera de dimensién n, §* = Z({zi+-- +22-1}) c Bt

4.1.4 EJEMPLO. En la seccién 1.3.1 probamos que las grassmannianas son

conjuntos algebraicos definidos por polinomios de grado dos.

Gr(R") = Z({A = A A= A", trA = k}) C M, (R)
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GiC) =2Z({A=A" A= A" trA= k}) C Monxon(R)
Se puede probar que la grassmanniana compleja no es una variedad algebraica
compleja afin ([Wells] Corolario 1.12), sin embargo, si es una variedad alge-
braica real afin ya que la conjugacién es una operacién algebraica sobre los

reales.

4.1.5 DEFINICION. Dada una variedad algebraica afin V', el ideal de V', 1 (N

es el ideal de K[z1,. .., s} cuyos elementos son

{F € K[z1,...,2a) } F(v) =0 YoV}

4.1.6 DEFINICION. El anillo de polinomios de una variedad V € K, P(V) es
el anillo K[z, -,z /I{V)

4.1.7 DEFINICION. Una funcidn regular F en una variedad algebraica real
afin V es una funcién f : ¥V — R tal que f = g/h donde g,k € P(V) y
R0}V = @. El conjunto de funciones regulares en una variedad algebraica
real afin V es un anillo que denotaremos por R{V). Una aplicacion regular
entre dos variedades algebraicas afines reales, es una funcién cuyas funciones

coordenadas son funciones regulares.

4.1.8 NoTa. El anillo R(V) lo podemos ver como la localizacién de P(V) en

el conjunto multiplicativo

(heP(V) [RHO)OU = o}
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4.1.9 DEFINICION. Un haz vectorial real prealgebraico sobre una variedad

algebraica real afin X es una terna £ = (E, p, X ), donde

1 E es una variedad algebraicareal y p: E ~ X es una aplicacion regular.

ii Paracadas € X, lafibra p™*(x) es un espacio vectorial real de dimensién

finita.

il Existe una cubierta finita {U;}72, por abiertosz tal que para cada ¢ existe
una 7, € Ny un isomorfismo birregular ¢; : U, x B» — P HU) tal que
PO w; es la proyeccién candnica de U; x B™ sobre Ui, y para cada z € U,
la restriccién {z} x R*™ — p~!(z) de y; es un isomorfismo de espacios

vectoriales.

Una seccién algebraica de £ es una aplicacién regular s : X — F tal que

p03=1d)(

Dados dos haces vectoriales reales prealgebraicos £ = (E,p,X) y ¢ =
(E',p', X) sobre X, un morfismo algebraico de haces % : £ — &' es una apli-
cacién 1 - B — E' tal que p'oyp = py, paracada s € X, Y p ) = pY(z)
es un morfismo lineal. Dos haces vectoriales prealgebraicos son isomorfos si
existen dos morfismos algebraicos de haces tal que su composiciones sean la

identidad en los dominios correspondientes.

4.1.10 Nota. Como una aplicacién regular es continuag podermos ver a un haz

vectorial prealgebraico £ = (£, p, X) como un haz vectorial ég = (Ep, pg, X&)
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sobre el espacio Xz, ademds por la condicién iii ¢l haz £x resulta ser de tipo

finito, es decir, es trivial sobre una cubieria finita de Xg

Los haces vectoriales prealgebraicos no son en general de tipo algebraica-
mente finito, es decir, no necesariamente existe un nimero finito de secciones
algebraicas globales que generen a cada fibra como espacic vectorial. Pro-
baremos ahora una proposicién que nos dard una caracterizacion de los haces

vectoriales algebraicos.

4.1.11 Proposicién. Sec
En,k = {(A,’U) € Gk(Rn) x R* ‘ A-y= U}
sea P, & la proyeccién candnica de E, x sobre G (R™). Entonces

Y,k — (E'n,k-; P ks Gk (Rﬂ ))

es un hoz vectorial prealgebraico sobre Gi(R*) El haz v es llamado el haz

universal sobre G (E*)

Demostracién: Por definicidn E, ). es un variedad algebraica real afin. Dare-
mos trivializaciones de 7, x sobre abiertosz de Gi(R*). Seao = {51,...,0:} C
{1,...,n}, y sea ¥, el subespacic vectorial generado por é,,...., e, donde
{e1,...,€,) denota la base candnica de R*. Sea U, el abiertoz de Gi{R®)
que consiste de las matrices A tales que la aplicacidn ¢4 @ V, — B* da-

da por wa(v) = A- v es inyectiva. Este es un abierioz va que si definimos
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P : Gy(R*) — R como P(4) = 2 detf-(A “€o1y---, A €5, ), donde la suma es
sobre todos los determinantes de menores de k x k de la matriz cuyas columnas
son A-e,,,..., A e, , entonces PH0) =U,. Seai: Rt -V, up isomerfismo

lineal, entonces la aplicacién
Yo : Us x R* — p7L(U,)
definida por v, (4,z) = (4, A-i(x)) es un isomorfismo birregular cuya funcién

inversa esta dada por (4,v) (4,1 ((p;’('u))), ademds 1, es lineal en cada

fibra. Como los abiertos U, cubren a G (R*), obtenemos la proposicién. 0O

4.1.12 DEFINICION. Un haz vectorial prealgebraico £ sobre una variedad al-
gebraica afin real X es un haz vectorial algebraico si satisface cualquiera de las

siguientes condiciones equivalentes.

1. Existe una aplicacién regular inyectiva de £ en un haz vectorial prealge-

braico trivial.

2. Para cada z € X existen secciones algebraicas giobales s,, ... , 5 de £
tales que sy(x), ..., s () generan a 1a fibra p7*{(x) como espacio vectorial
real.

3. Existe una aplicacién regular 7 : X — G(R*) tal que £ es isomorfo

algebraicamente a f*(~, &)

Probaremos ahora un resultado que nos permitird mostrar una relacién que

existe entre los haces vectoriales algebraicos y los haces continuos. De aqui en
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adelante consideraremos tnnicamente variedades algebraicas afines reales que

$ean compactasg y Conexasg

4.1.13 Teorema. Sea § = (E,p, X) un haz vectorial algebraico real sobre una
variedad olgebraice ofin real X. Sea 0 : X — E una seccidn continuag de
& Entonces pare cada vecindad abiertaz U de o(X) en E exisie une seccidn

algebraica s : X — E de £ tal que s(X) C U.

Demostracion: Por la definicién de haz vectorial algebraico existe un nimero
finito de secciones algebraicas globales de £, s1,...,5; tales que para cada
punto z € X, s1(x),...,sc(x) generan a p~'(z) como espacio vectorial real.
Fijemos un punto £ € X y sea m el rango del haz &€ (X es conexag), entonces
existen m secciones algebraicas del conjunto {s,, ..., sx} tales que (después de
renumerarlas) s;{z), ..., $m(z) son una base de p~'(z). Luego 5{¥),..., sm(¥y)
forman una base de p™2(y) en una vecindad ¥, de . Por lo tanto, podemos

representar a la seccién confinua o restringida a V. como
aly, = orgsily, + - + Qmzsmive,

donde cada ;. es una funcién continua de V, en B. Como X es compactaz,
usande una particidén de la unidad subordinada a una subcubierta finita de la

cubierta (V,)zex, obienemos que

O =181 + -+ Sk
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donde «y,..., 0 son funciones continuas de X en B De nuevo utilizando
la compacidad de X, por el teorema de Stone-Weierstrass, existen funciones
regulares £,..., Bk de X en R arbitrariamente cercanas a las o; de manera
que la imagen de la seccion algebraica s = 8,5, + - -+ + S5 es5td contenida en

U N

A partir de este resultado obtenemos el siguiente teorema

4.1.14 Teorema. Sean { y 17 dos haces vectoriales algebraicos sobre una var-
iedad algebraica afin reel X. Si & y n son isomorfos como haces vectoriales
topoldgicos, entonces £ y 1 son isomorfos como haces vectoriales algebraicos,

es decir, § Sop 1 = € a1

Demostracidn: Sea ¢ : £ — 5 un isomorfismo topoldgico. Entonces ¢ determi-
na una seccidn continua o del haz Hom({£,n). La imagen de £ estd contenida
en el abiertog Iso(£,7) que consiste de todos los isomorfismos de £ en . Como
Hom(¢,7) es un haz vectorial algebraico (ver [Shaf] Capitulo 6, seccién 1),
por el teorema anterior existe un seccién algebraica de Hom{¢,n) contenida

en Iso(£,n), por lo tanto § ~u, 7 ]

Enunciaremos dos teoremas que nos periiten dar una interpretacién de los

resultados anteriores en Teoria K.
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4.1.15 Teorema. (Swan-Serre) Sea X un espacio topoldgico compacto, en-
tonces la categoria de CO(X)-mddulos proyectivos finitamente generados y la

categoric de haces wecloriales sobre X son equivalentes

Anadlogamente para haces vectoriales algebraicos se tiene el siguiente resul-

tado.

4.1.16 Teorema. Sea X unce variedad algebraica afin real, entonces la cat-
egoria de R(X)-mdédulos proyectivos finitamente generados y la categoria de

haces vectoriales algebraicos reales sobre X son equivalentes.

A partir de estos dos resultados y el teorema 4.1.14 obtenemos el siguiente

corolario.

4.1.17 Corolario. Le aplicacién Proj(R(X)) — Proj(C°(X)) inducida por

la inclusion R(X)} <+ C*(X), es inyectiva.

Inierpretando este resultado en Teoriz K reducida obtenemos el siguiente

teorema.

4.1.18 Teorema. El homomorfismo Ko(R{X)) —» Ko(CY(X)) inducido por

la inclusién R{X) <+ C*(X), es inyectivo.

En otras palabras podemos decir que el conjunto de clases de isomorfismo

estable de haces vectoriales algebraicos reales sobre una variedad algebraica
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afin real X se inyecta como subgrupo en el grupo de Grothendieck de clases

de isomorfismo estable de haces vectoriales reales topolégicos.

La pregunta que surge inmediatamente es: :Cuéndo este homomorfismo es

suprayectivo?

En el articulo [Boch| se prueba que si consideramos a la variedad alge-
braica afin real X' dada por X = V({zZ+--- + 22 — 1)) entonces K(R(X)) &
f(;(CO (X)), notemos que por el Teorema de Periodicidad de Bott (Real) (ver
[Huse] capitulo 11) y el teorema 4.1.18 los casos en quen =0,1,2,4(mod8) son
triviales ya que en ese caso K(R(X))  KO(X) =0y por lo tanto cualquier

subgrupo también es el grupo 0. En la siguiente seccién construiremos un

ejemplo en el que esta inyeccién no es suprayectiva.

4.2 Un CArcuro ExpLicrro

En esta seccién construiremos un ejempio en el cual la inyeccidn entre los
grupos de Grothendieck K(R(X)) y K(C°(X)) no es una suprayeccién. Para
este fin consideraremos ahora haces vectoriales algebraicos compleios sobre
una variedad algebraica real afin. La definicién de un haz vectorial algebraico
complejo s.;s totalmente andloga a la definicién 4.1.12 v los resultados de la
seccidn anterior son ciertos en el caso de haces vectoriales compiejos con las

siguientes modificaciones.



108 Luis E. LorEZ

4.2.1 Teorema. Sea X una variedad algebraica afin real

1. Los grupos K(X) y K(C°(X,C)) son isomorfos.

2. Los grupos K¥(X) y K¢(R(X,C)) (considerando a C como voriedad

algebraica real) son isomorfos.

9. El homomorfismo XKo(R(X,C)) — Ko(C%X,C)) inducide por la in-
elusidn R(X,C) — C°(X, R), es una inyeccion.

En [BCR] se prueba que el anillo R(S' x §%;C) es un dominio de factor-
izacién tnica, lo cual implica que cualquier haz lineal algebraico complejo sobre
St x § es trivial ([BCR] (Capitulo 12)}, ademds como el toro es un complejo

CW de dimensién 2, obtenemos ¢l signiente lema.

4.9.2 Lema. Todo haz vectorial algebraico complejo sobre S x $! es trivial.

Ahora daremos el ejemplo con ¢l cual concluye esta tesis.

4.2.3 EjempLO. Existe una variedad algebraica X € B tal que X =05 S, ¥

todo haz vectorial algebraico complejo sobre X es trivial.

Esto implica en particular que la inyeccién definida en 4.1.18:

Ko(R(X;0)) — Ko(C*(X;T))
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no es upna suprayeccion, ya gue por el teorema de periodicidad de Bott, sabemos

que

Ko(CO(X;C)) = K(X) 2 R(SH) = Z

(El primer isomorfismo estd dado por el teorema de Swan-Serre, el segundo
porque K es funtor y el tercere por la periodicidad de Bott) y el enunciado del

ejemplo implica que

Ko(R(X;0)) =0

Seaa € 8lyseal = ({a} xSNMU(S x {a}) C ' xS Sea X =S xSV/Y
la variedad algebraica que se obtiene al contraer la subvariedad ¥ en un punto
y (aqui estamos afirmando que existe un modelo como variedad algebraica del
espacio cociente al identificar una subvariedad algebraica; esto esta probado en
[BCRY, proposicién 3.5.6, a este proceso se le llama implosién 6 “blow down”).

A partir del diagrama 4.1 es claro que X =z, §%

Notemos que la subvariedad ¥ la podemos ver como €l 1-esqueleto de una
descomposicién celular del toro, de esta manera ¢* : H¥(X,Z) — H%(S
$',Z) es un isomorfismo. Sea £ un haz vectorial algebraico complejo sobre
X y sea n su dimensién, en [Huse] teorema 9.1.2 se prueba que £ es isomorfo
a £ @ e ! donde £ es un haz lineal compleio v ¢*! es un haz trivial. Sea
e1{€) € H*(X, Z) la primera clase de Chern de ¢ (ver [AGP)] seccién 10.5). Por

el lema 4.2.2 sabemos que el haz ¢*(£) es trivial, en particular ¢;(¢*(€)) = 0,
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{ztop
Slxy Yy
y xS // yxs ¢ // v
/ ¢
DX Y e g

Figura 4.1: Al identificar el subespacio ¥ mediante la implosién
¢ : 8! x 8! —+ X obtenemos un espacic homeomorfoz a la esfera.

ademads por la naturalidad de las clases de Chern

¢*(c(£)) = e} = 0.

Por lo tanto, como ¢* es un isomorfismo, obtenemos que ¢, (£) = 0, pero como

£ es un haz lineal esto implica que £ es trivial, luego entonces £ es trivial.
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