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INTRODUCCION

El objelo de esta tesis es caleular la Dimension de Hausdorff de la frontera
del Conjunto de Mandelbrot, el cual se denotaré en lo que sigue por M. En
1996 el matemdtico japonés Matsushira Shishikura demostré:

Teorema A. (Shishikura) La dimensidn de Hausdor(f de la frontera del
confunto de Mandelbrot es 2, i.e.,

Dimg(OM) = 2.

El trabajo de Shishikura, junto con el de Adrien Douady respecto a la
continuidad de la asignacién

f=Jih),

donde J{f) denota al conjunto de Julia de una aplicacién analitica f, for-
man parte del desarrollo de herramientas y conocimiento encaminados a
demostrar la interrogante central de la teoria sobre M :

Conjetura. M es localmente conezo.

En esta tesis se utiliza un método muy interesante para buscar resultados
sobre M. Trabajar en el espacio de pardmetros es complicado. Sus estruc-
turas no estdn definidas por un sistema dindmico, as{ que no contamos con
aplicaciones y teorfa sobre ellas para poder movernos. Utilizando como base
la teoria de Maifié-Saad-Sullivan y la caracterizacién de Sullivan de las com-
ponentes de Fatou de una aplicacién holomorfa, comparamos la dimensién
de Hausdorff de M con la del conjunto de Julia de fe, para ciertos ¢ € M.

Teorema B. Seq {f. :=22+c | ¢ € C}. 5i f, es J-inestable, i.e. ¢g € M,
entonces

Dimg({c € C | f. € D}) > Dimpip(feo),

donde f € D si f tiene un subconjunto hiperbélico que contiene la drbita
para adelante de un punio critico.

Observemos que {¢c € C | f. € D} C 8M, puesto que si la 6rbita del cero
(dnico punto critico de f,) estd contenida en un subconjunto hiperbdlico de



fe, entonces J(f.) es o bien un disco de Siegel o bien una dendrita. Una vez
hecha esta aclaracion, podemos afirmar que

Dimyg(8M) > Dimpip(feo )

Por otro lado, Dim pip(fe) ¥y Dimu(J(f.)) estdn estrechamente relacionadas
{de hecho coinciden en el caso parabédlico). Veremos més adelante que
es conveniente mantener Dimpip(fe,) ¥ Dimpu(J{fe,)) aun cuando ¢y sea
parabdlico. La demostracién de este teorema en este trabajo sigue aquella
elaborada por M. Shishikura ([Shi).

Nuestro problema se transforma entonces en buscar cotas inferiores para
Dimnip (fc). El primer paso es construir un subconjunto hiperbélico de f, al
que sepamos calcularle la dimensién de Hausdorff. Las herramientas nece-
sarias para ello se desarrollan en los capitulos 2 y 3. Pretender encontrar S
subconjunto hiperbélico de f. tal que Dimg(S) = 2 serfa demasiado ambi-
cioso. El camino a seguir es mostrar que podemos perturbar ¢ de tal forma
que Dimy, (fc,) sea mayor o igual que 2 — ¢, lo cual se consigue con el
siguiente

Teorema C. Sean ¢ € M tal que f. tiene un punto periddico parabdlico
con q pétalos (el multiplicador del punto periddico parabdlico es igual a ¥
y0=p/q) y{e} una sucesion que tiende a 0 y que satisface

—~—7T—+Nn—>aEC L — 00,
dcn

pare alguna sucesion de enteros {Nn}. Si ¢, = ¢+ ie,e(1 — &%), entonces

A 2q
hﬁg.}fDlmH(J(fcm)) > m

Notemos que al hacer tender ¢, a ¢ como en el Teorema, se estd acer-
cando por la tangente exterior al cardioide principal. Dado ¢ un n@mero
de pétalos arbitrario siempre existe ¢ tal que f. tiene un punto periédico
parabdlico con ¢ pétalos.

Es claro que los Teoremas B y C implican el Teorema de Shishikura. En
los capitulos dos y tres desarrollaremos la teorfa detrds de la demostracién
de Zeinsmeister y el capitulo cuatro comprende las herramientas necesarias
para la demostracién de Shishikura, asi como las demostracién de ambos
teoremas y las conclusiones.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

En este capitulo daremos algunas definiciones y resultados bésicos para
ia comprensién de este trabsjo, aunque no nos centraremos en sus demostra-
ciones. Esto haria que la tesis se extendiera demasiado; sin embargo, citamos
los libros © articulos de procedencia en caso que el lector se interese.

1. Subconjuntos de C determinados por la dina-
mica

Sea f una aplicacién racional definida en la Esfera de Riemann. Entonces
f determina un sistema dindmico en la esfera via sus iterados, es decir, la
familia {f7; n € Z}. Al estudiar este sistema buscamos entender ¢l compor-
tamiento de {f*(z); n} (la érbita de z) para z € C. Este estudio nos permite
clasificar ciertas regiones de C las cuales mencionamos a continuacién:

A. CONJUNTO DE JULIA. Decimos que un punto z es normal con res-
pecto a f si existe una vecindad U de z tal que la familia {f™; n > 0}
es equicontinua en U, Definimos el conjunto de Julia de f, J(f), de la
siguiente manera:

J(f) :== {z € €| zno es normal con respecto a f}.

B. CONJUNTQ DE FATOU. Este conjunto es F(f) := C\J(f). Cuando
S es un polinomio, definimos el conjunto de Julia relleno por

K(f):= {3: € C|{f™(z); n € N}est4 acotada}.

C. PUNTOS CRI TICOS. Si z es tal que f no es inyectiva en una vecindad
de z, z se denomina critico. Sea z tal que f(2) # oo, entonces z es
un punto critico de f si y sélo si f{2) = 0. En ese caso, el niimero
de soluciones de f'(z) = 0 se llama la multiplicidad de 2 como punto
critico.



D.

E.

PUNTOS PERIODICOS. Decimos que z es un punto periddico de f
{(de periodo n) si n es el menor natural que satisface f*(z) = z. En
caso que n = 1 entonces z es un punto fijo de f. A una érbita periddica
{20, 21, -1 2, = 20} le asociamos un ntimero (el multiplicador) calcu-
lando la derivads del n-ésimo iterado de f en z,

A= (") (%)

Decimos que una érbita periddica es atractora, repulsore o indiferente
st |A] < 1,]A] > 1 0 |A| = 1 respectivamente {(en el caso A = ( la érbita
se dice superatractors). En €l caso indiferente, i.e. cuando A = e2™®,
si ¢ € Q@ decimos que la 6rbita es indiferente racional o parabdlica.

PUNTOS EXCEPCIONALES. Un punto z se dice excepcional si
[22) =2

A continuacién enuncisremos algunos resultados clésicos para los con-
juntos de Fatou y Julia. De ahora en adelante siempre consideraremos f de
grado d > 2 (ver [F], [Mi], [Sh]).

A,

B.

J(f) es un conjunto cerrado, no vacio y totalmente invariante bajo f,

es decir f~1(J(f)) = J(f) = F(I(f).
Para todo n > 0, J(f) = J{f).

C. Si {#}§ es vna 6rbita peri6dica atractora entonces {1} C F(f). Si

la érbita es indiferente racional o repulsora entonces {2;}g C J(f).

. J(f) coincide con la cerradura del conjunto de puntos periédicos re-

pulsores de f.

Si 29 es un punto periddico atractor, entonces su cuenca atractora
Alzm) = {zeC | (2} = wa(n — )}

est4 contenida en F(f).

J(f) es un conjunto perfecto.

G. En caso que f sea un polinomio tenemos

J(f) = BK(f) = 8A(0)



H. SiJ(f) tiene algin punto interior entonces J(f) = C

I. Si J{f) no es conexo, entonces tiene una cantidad no numerable de
componentes conexas {de éstas, todas salvo una cantidad numerable
son puntos). Mds adelante trabajaremos con los polinomios f.(2) =
22 + c. En este caso J(f:) es conexo o es un conjunto de Cantor.

2. Clasificacién de las componentes de F(f)

A continuacién enunciaremos dos teoremas de Dennis Sullivan que clasifican
las componentes de F'(f).

Teorema 1 {ver [D1]) Toda componente de F(f) es preperiddica. Es de-
cir, no existe D C F{f) (D componente de F(f}) de tal forma que todos los
elementos de { /(D) ; n = 0} sean ajenos.

Teorema 2 Toda componente periddica D de F(f) es de uno de los siguien-
tes cuatro tipos:

1. Cuenca Atractora. D contiene un punto periddico zy de periodo p.
La sucesion {f*;n € N} converge e z localmente uniformemente
en D. El disco unitario es un ejemplo de une cuenca otractora parg
f(2) = 22, de hecho superatractore. El circulo unitario es el conjunto
de Julie correspondiente.

Figura 1: Anillo de Herman

2. Anillo de Hermann. (D, fP) es conjugado a una rotacién irracional
de un onillo de la forma {z € Clr < |z| < 10 < v < 1} via una



eplicacidn conforme. Este tipo de componente no ocurre cuando f es
un polinomio. [MSS]

3. Disco de Siegel. (D, ff) es conjugado o una rofacién irracional del
disco unitario A = {z € Cllz| < 1} via una aplicacién conforme.
Como un ejemplo de une aplicecidn en gue se presenta un disco de
Siegel tenemos f(z) = 22 + e2™(¥5-1)/2

Figura 2: Disco de Siege!

4. Cuenca Parabdlica. En cada punto de un ciclo parabdlice {z;; 1 € I}
estdn basados g pétalos atractores. Elinterior de estos pétalos forma la
cuenca parebdlica de dicho ciclo. Todo punto en la cuenca parabslica
tiene una vecindad V tal que {f%(2); n} converge localmente uni-
formemente a 2; pare tode z € V y alguno i € I.

Como en este trabajo es central la teorfa referente a las cuencas parabé-
licas, abundareros en ¢l tema. Nos centraremos en ¢l ¢aso que tenemos un
punto fijo parabdlico.

Comenzaremos suponiendo que f{0) =0y f'(0) = 1. Podemos entonces

escribir
fZ)=z+az"" +0(n+2) (a#0)



n+ 1 > 2 es la multiplicidad del punto fijo. Escogeremnos V' vecindad del
origen de tal forma que f|y sea un difeomorfismo sobre V.

Definicién 1 Un abierto coneso U, con cerradura compacta U C VNV se
dice un pétalo atractor de f en el origen si

FO)cUU{0} yademds () fH0)={0}.

k>0

SV CVNV es un pétalo atractor de [~ entonces decimos que U’ es un
pétalo repulsor de f.

Teorema 3 (Flor de Leau-Fatou [Mi], [Be]) Si el origen es un punto
fijo parabdlico de multiplicidad n + 1 entonces existen n péialos atractores
U y n pétolos repulsores U] que satisfacen:

1, El conjunto

U wu | tvuio

0<i<n 0<i<n

es una vecinded del origen (los n-ésimos pétalos se identifican con Uy
y Uo).

2. U; intersecte dnicomente a Ul y Ul_;.

3. f* — 0 (n — oo) uniformemente en {U;}.

Figura 3: La dindmica en los pétalos



Es importante que mencionemos que en cada pétalo atractor podermos
hablar de una direccién {o ¢je) atractora y similarmente en el caso repulsor.
Las direcciones son rayos que parten del origen y estdn separados todos por
la misma magnitud angular. Las direcciones atractoras estan divididas por
las repulsoras y viceversa. La convergencia al punto fijo de los puntos en los
pétalos atractores sucede de manera asintética a los ejes atractores.

Lema 1 ([Mi]) Si\ = e?™/2 es el multiplicador en el punto fijo zy enionces
el nimero de pétalos atractores (repulsores) de [ en zp es un maltiplo de gq.

Definicién 2 La CUENCA PARABOLICA de zp estd formada por todos
los puntos z tales que f*(z) — 20 (n — 00).

A continuacién mostrarnos la cuenca parabdlica de la funcién f(z) =
22+e?m3/7) 2 Observemos que en el punto periédico parabélico se presentan
siete pétalos.

Figura 4: Cuenca parabdlica

3. El Conjunto de Mandelbrot

Nosotros estamos interesaclos en trabajar con los polinomios

fz) =22+ c(ceC).

G



En este caso no sél tenemos el espacio dindmico {0 de fases) donde estu-
diamos los iterados de f, sino ademds tenemos el espacio de pardmetros
donde varfa e. En el espacio de pardmetros tenemos un subconjunto muy
especial:

Definicién 3 El Conjunto de Mandelbrot para los polinomios f. es el con-
Junto

M :={ceC | J(f.) es conezo}

Figura 5: El conjunto de Mandelbrot

La figura 5 ilustra M, asi como los conjuntos de Julia de las aplicaciones
correspondientes a algunos de los pardmetros.

Para ser rigurosos, deberiamos decir que M es ¢l conjunto de Mandelbrot
para los polinomios f., puesto que podemos definir el conjunto de Mandel-
brot en el conjunto de pardmetros de otras aplicaciones. Como un ejemplo
sencillo definimos

My ={c€C | J(fac) es conexo}

donde fn (%) = 2™+ ¢, n € N. Todos los M,, son conjuntos de Mandelbrot.
Sin embargo, en lo que sigue el conjunto de Mandelbrot serd el conjunto M
definido anteriormente.

Los valores de ¢ para los cuales f,. tiene un ciclo atractor pertenecen al
interiof de M; aquellos que corresponden a f, con ciclos parabdlicos o discos



de Siegel se encuentran en O M; ningin f. presenta anillos de IHermann. La
afirmacién: “para todo punto en el interior de M, f. tiene un ciclo atractor”
es todavia una pregunta abierta.

Los siguientes son algunos teoremas relacionados con el estudio de M

((F], [D2).

Teorema 4 J{[.) es conezo si y sdlo st |fF(0)| # oo cuando n — oo.
Este teorema nos proporciona otra manera de caracterizar a M.

Teorema 5 M es conexo.

Aungque la conexidad de M es conocida, todavia se desconoce si M es
localmente conexo. La evidencia numérica apunta hacia una respuesta afir-
mativa, pero todavia estd pendiente una demostracién formal. La conexidatd
local de M implicaria, entre otras cosas (ver [Mal), que

)\.;tﬂ {ce C | f.tiene un ciclo atractor}.

Llamamos e-nube de un conjunto A a
N(€1 A) = U Be(a‘)
a€A

donde B.(a) es la bola de radio ¢ centrada en a.

Definicién 4 La distancia de Hausdorff entre dos conjuntos compactos
AyBes

Du(A, B) :=inf{e>0] A C N(e,B), BC N(c, 4)}.

Definicién 5 Dos aplicaciones f,g son J-equivalentes si existe un homeo-
morfismo h: J(f) — J(g) que las conjugue.

Dada una familia analitica
f:WxC-C

decimos que wy € W es J-estable si tiene una vecindad Wy de tal forma que
Juwo €8 J-equivalente a f,, para toda w € Wy y J(f.) depende continuamente
de w en el sentido de la distancia de Hausdorff. De no satisfacerse estas
condiciones decimos que wq es J-inestable. En caso de no existir confusién
también podemos decir que fy, ¢ J-estable (incstable) en la familia {f}-

Teorema 6 (MSS) Los valores J-inestobles de la familia {fc} coinciden
con M.



4, Dimensién de Hausdorff

Los sistemnas dindmicos complejos generan, usualmente, fractales. Los con-
juntos de Julia suelen serlo vy la frontera de M no es una excepcién. Tanto
J(fe) como OM tienen dimensién topoldgica cero o uno; sin embargo, suelen
ser mgs complicados que otros objetos con estas dimensiones (la dimensién
topolégica de un conjunto es siempre un entero; es cero si el conjunto es
totalmente disconexo, uno si cada punto tiene vecindades arbitrariamente
pequefias con frontera de dimensién cero y asf sucesivamente). ;A qué nos
referimos al decir méds complicados? Pensemos en un subconjunto de IR™
con dimensién topoldgica igual a cero (escribiremos dim (X)) = 0}. X puede
constar de un punto, de un ndmero finito o de una infinidad. Un conjunto
infinito de puntos aislado es, esencialmente, igual a un conjunto finito. Sin
embargo, si el conjunto contiene puntos de acumulacién la situacién se torna
distinta. Como ejemplos podemos mencionar una sucesion con un punto de
acumulacion, conjuntos con una cantidad infinita de puntos de acumulacién
(@, IR) y como un caso muy especial el conjunto ternario de Cantor (C'/3)-
Este conjunto tiene propiedades que lo distinguen de otros conjuntos forma-
dos por puntos. Es autosimilar, i.e. C173N[0,1/3] es igual a C1s3 cambiando
la escala por un factor de 1/3. Es no numerable pero a la vez muy magro
(en el sentido que cualquier manera razonable de medir longitud nos dird
que tiene longitud cero). Estudiarlo desde el punto de vista geométrico con
herramientas usuales resulta complicado, puesto que cerca de cada punto
hay una infinidad de puntos separados por intervalos de longitudes muy
variables.

Podemos dar ejemplos similares para objetos 1-dimensionales, como M.
Aunque dim (M) = 1, este objeto es “més complicado” que un objeto
1-dimensional usual, comenzando porque no existe la tangente a M en
ningin punto. Esto nos sugiere que es una curva (cott una nocién amplia
de curva) muy intrincada. Es aquf donde surge la necesidad de tener una
escala que mida cudn intrincada. La dimensién de Hausdorff arroja cierta
luz a este respecto. En cierta forma esta dimensién mide cuanto espacio
“llena” un conjunto y cuantifica sus irregularidades a muy pequeiia escala.
Pasemos a las definiciones formales.

Sea U/ C IR™ no vacio, denotamos por

Ul = sup{le —y| | z,y € U}

Decimos que U = {U;} (i € I) es una §-cubierta de § C IR™ si:

1. U es una cubierta de S,



2. {U;} es una coleccién numerable de subconjuntos de IR™,
3. 0<|U,| €6 paratodaic [l

Sea F' un subconjunto no vacic de IR”, definimos

[+ o
Hi(F)=inf {z |U;1% | {U;}es unad — cubierta de F} .

i=1

Definicién 6 (Medida s-dimensional de Hausdorff) Sea F' un subcon-
junto de IR™ la medida s-dimensionel de Hausdorff de F' es

He (F) = lim H3(F)
Notemos que si §; > 62 entonces

{61 — cubiertas de F'} C {d; — cubiertas de F'}.

Por consiguiente, H (F) < Hi (F) y por lo tanto H*(F) estd bien definida
(usualmente es 0 0 00).

La medida s-dimensional de Hausdorff es una medida en el sentido usual.
De hecho, si F es un Boreliano en IR™ la medida n-dimensional de Hausdorft
de F'y su medida de Lebesgue usual difieren por una constante (el “volumen”
de la bola n-dimensional de radio 1).

Cuando ampliamos por un factor A, lalongitud de una curva se multiplica
por A, el 4rea de una regién plana se multiplica por A? y asi sucesivamente.
En €] caso de la medida s-dimensional de Hausdorff multiplicamos por A°.
Esta propiedad la utilizaremos mdés adelante para hacer algunos célculos
referentes a2 Dimensién de Hausdorf.

Ya estamos en condiciones de definir la Dimensién de Hausdorf.

Cuando § < 1, t > sy {U;} es una -cubierta de F entonces

St 83wl
de donde Hi(F) < §~2HE(F). Por lo tanto HY(F) = 0si H*(F) < 0.

Lema 2 Dado F C IR™ no vacio, existe 8o que satisface:
1. Si s> 30 entonces H(F) = 0.

2. §is < sy entonces H*(F) = oo.

10



Demostracion. Definimos sg = inf{s | H*(F) = oo}, la observacion
anterior nos garantiza que sp tiene las propiedades requeridas.
=
El lema anterior nos permite dar la siguiente

Definicién 7 La Dimensién de Hausdorff de F es so y escribimos
Dimpg (F ) = &9.
A continuacién daremos un ejemplo.

Proposicién 1 Dimg (Ci/3) = log2/log3

Demostracién. Podemos separar Cy3 en Ry = Cpy3n 0,1 /3]y Rp =
C1y3N{1/3,1}. Claramente R;NRp =0y RiURp = Cy 3 y tanto Ry como
Rp son iguales a Cyy3 ampliando por un factor de 1/3. Por lo tanto, para
toda s se satisface

H(Cy3) = H(Ry) + H*(Rp) = 1/3°H¥(Cyya) + 1/3°H* (Cyya}-

Supongamos para 8y = Dimg (C'/3), 0 < H*(C}/3} < co. Entonces podri-
amos dividir entre H*°(C/3) en la expresién

H*(Cyp3) = 2(1/3)°H*(C1/3)

y obtendriamos 59 = log 2/l0g3.

Resta entonces demostrar que 0 < H*°{C}/3) < co.

Llamaremos bésicos a los intervalos de longitud 3% (k € N) que forman
los conjuntos Ej. La cubierta {U;} formada por los 2% bésicos de longitud
3% que forman Ej, nos lleva a la siguente desigualdad:

H3 «(Cyp3) £ Z |U;]* = 24375 = 151 s = log2/log3.

Mostraremos ahora que H*(C\;3) = 1/2, con lo q ue finaliza la demostracion.
Esto es equivalente a probar que

YWl 21/2=3F

para toda cubierta {U;} de Cy3. Es suficiente considerar el caso en el que los
conjuntos U; son intervalos y, de hecho, podemos agrandarlos ligeramente y
utilizar la compacidad de C},3 y entonces restringirnos al caso en que { Ui}
es una coleccién finita de subintervalos cerrados de [0, 1].
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Para cada U;, sea k € N tal que
37+ <o) < 3%

Commo la separacién entre bésicos de £y es por lo menos 37%, U; intersecta
como méximo a uno. Si tomamos 7 > k entonces U, intersecta a lo méds
2i-k — 9ig~sk < 9935|U1* intervalos bésicos de E; (Puesto que 27~ % es
el nitmero de bdsicos de E; contenidos en cada bésico de Ei). Si ahora
escogemos § suficientemente grande para que se satisfaga 3-U*+D < U1 para
toda U;, entonces, como {U;} intersecta a los 27 bésicos de E; si sumamos
los intervalos tenemos

2 < 3 PP, )

ya la desigualdad 29% < 27351U;|° se satisface para toda U; y {U;} tiene

por 1o menos 2° elementos. La desigualdad (1) nos da el resultado que
buscébamos.

a

En [F] y {Ba] hay otros ejemplos del cdleulo Dimy de algunos conjuntos.

A continuacién enunciaremos algunas propiedades importantes de la Di-
mensién de Hausdorff (ver [F]). Sea F' un subconjunto no vacio de IR™.

A. Sea f: F — IR™ una aplicacién o-Hblder continua, es decir, existe
c e Zt tal que

|f(@) = f)l < clz —y|* (z,y € F).
Entonces Dimy (f(F)) < (1/a)Dimy (F).

B. Como corolario de la propiedad anterior tenemos que si f : FF — R™
es Lipschitz entonces Dimy (f{(F)) < Dimy (F).

C. Si f: F — IR™ es bi-Lipschitz, es decir, existen c1,¢s € ZT tales que
alg -yl <if(z) - FW S calz —yl(zp € F)
entonces Dimy (f(F)) = Dimy (F).

D. SiDimy (f) < 1 entonces F és totalmente disconexo.

12



" Capitulo 2

Las Aplicaciones en Fj

1. Coordenadas de Fatou

Los resultados de esta seccién se desarrollardn para la familia de funciones
Fyp cuyos elementos tienen un punto fijo parabélico de multiplicador 1 en el
origen. Vamos también a pedir que si fy € Fy entonces f(0) = 1. De esta
manera

1
fo(z)=z+§z2+---

Posteriormente se trabajard con puntes fijos parabélicos de multiplicador
distinto de 1. Sinembargo, siempre podremos utilizar los resultados obtenidos
en esta seccién al trabajar con f? donde ¢ es el nimero de pétalos alrededor
del punto fijo.

Las coordenadas de Fatou son aplicaciones que conjugan, parcialmente,
la dindmica en una vecindad de un punto fijo parabélico con la translacién
T(z) = z+ 1. Son la herramienta fundamental para obtener los resultados
de este trabajo. :

Sean:

Qt = {zeC|Rez> b—|Imz|}
7 = {eC|Rez< —b+{Imz|}

para b > 0 grande, como se ilustra en la figura 6.
Sean I(z) = 1/z, Q4 = I(QY), Q- = I{Q7) y fo € Fy, tenemos entonces
lo siguiente:

1. fo es inyectiva en Q4 y en Q_.

2. fo(24) C Oy fo(2-) D Q.



Figura 6: Coordenadas de Fatou

Las afirmaciones anteriores son claras si cambiamos la variable a w = —1/z
y trabajamos en 0~ y O, en cuyo caso tenemos que:

fo(w)—IofgoIl(w)—w+1+ +O( )

Decimos que R es una regidn derecha (resp. izquierda) si contiene un semi-
plano derecho (resp. izquierdo).

Teorema 7 Existen aplicaciones inyectivas y holomorfas ¢o+ : Q4 = C y
¢o,— : Q2. — C con las siguientes propiedades:

1. ¢o.+(824) es una region derecha y ¢o—(Q2-) es una regidn izquierda.

2. o+ (fo(2)) = do,4(2) +1 81 2 € Oy y Po,~(fo(z)) = do-(2) +1 st
z, fo(z) € Q..

Las aplicaciones anteriores se llaman coordenadas de Fatou. Diremos
que ¢o,+ es la coordenada de entrada y ¢o- la de salida.

A continuacién se da un bosquejo de la prueba [D1):

Sea X~ = Q7 /f} el cociente de 2~ obtenido al identificar w y f3(w) si
ambos pertenecen a 2~. Tenemos entonces que, topolégicamente, X~ es un
cilindro (ver la seccién referente a regiones fundamentales en este capitulo).
El Teorema de Uniformizacién de Riemann L], [Co| nos indica que X~ es
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isomorfo (C-analiticamente) al coclente By/Z o al cociente H/Z. Donde
By, es una franja horizontal de € de ancho h (el mddulo) abierta y H es el
semiplano superior. En nuestro caso tenemos un ciindro de mdédulo infinito
hacia ambos extremos (h = o0), es decir X~ ~ C/Z.

Sea ¥ : X~ — C/Z un isomorfismo y denotemos por x s a la aplicacién
cociente que manda O~ en X~. Dado que 2~ es simplemente conexa, pode-
mos levantar la aplicacién ¥ o xs+ a una aplicacién ¢;_ : 9~ — C. Si
componemos esta dltima con I obtenemos una aplicacién ¢~ : 2 — C. El
siguiente diagrama conmutativo nos muestra que esta ¢~ es precisamente la
coordenada de Fatou requerida.

a L o ‘' ¢
X5 Lxs . Lxe
Q_-/fo

X~ - C/Z
Dos puntos que difieren por f en 2~ difieren por un entero bajo ¢g_ . Se
puede ver que tal entero es 1 si ¥ respeta la orientacidn de los cilindros.
La coordenada de Fatou de entrada se construye de una manera similar.
Cabe mencionar que las coordenadas de Fatou son tnicas salvo por una
constante aditiva, Esta dltima depende de ¥ y del levantamiento de ¢g,_.
Si trebajamos en Ot y Q~ entonces ¢ = ¢o.+ 0 I, ¢5 = o~ ol. Bn
estas coordenadas podemos escribir gbff de la signiente manera:

lz

$F(w) = w — alogw + ca g +0(1)

cuando w — oo dentro de los sectores {z € C | Rez > b—kilmz|} ¥
{z € C | Rez < —b+k|Im 2|} claramente contenidos en Q% (0 < k < 1, ¢x,0
constantes).

2. Estimacién de las Coordenadas de Fatou

Para poder dar un estimado de las Coordenadas de Fatou es necesario uti-
lizar 1a siguiente

Proposicién 2 1. Eristen constantes Ry, C1,Cs > 0 tales que si U =
{z} 12— 20| < R} para R > Ri, ® y v son aplicaciones holomorfas en
U y satisfacen:

i) ® es univalente en U
#) () ~lj<isizeU



i) z+v(z))=®(z)+1 sz, 2+v(z)elU

Entonces:

L)) < 2.

I‘I”(zo) - &

< Ci(= =

i
v(zo)| ~
2. Supongamos que U = {x € C* | ) < argz < 62} (02 < 61+ 7/2)

y W(2)} < C/IzMY (2 € U) pare algunos C,v > 0. Entonces para

w €U y 0],0; que satisfacen ) < ¢ < 05 < 02 existen Rp,C3 >0y

x € C tales que:

- [0 = ()

si z satisface &) < argz < 6, dist(2,C\U) > R (C3 depende
dnicamente de 8;, 9..)

Demostracion.

1. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que zo = 0. Sea R >> 1.
Utilizaremos el siguiente

Teorema 8 (Distorsién de Koebe, [CG]) Si f es una aplicacion
univalente en A = {z | |z] < 1} con f(0) =0 y f/(0) = 1 entonces:

]

(1—_}_']—2'[55_”(3”_ al

(1—1z))?

Definimos

Entonces si |z} < R — 2, ¢l Tecrema 8 implica

I i
G <0< T

dado que & es univalente en W = {£€ | |£ — z| < 2} y F satisface las
hipétesis. Es decir, sin € A y = € W entonces I estd definida en A,
es univalente, F(0) =0y F'(0) = 1.
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Ahora bien, v(2)/2 € A (v{z) € A(0,5/4)), as{ que podemos sustituir
v(z)/2 por n y las desigualdades se conservan:

) |2GE+u(E) -8 (v
(1+(2)l/2)? ~ ¥'(2) — (1 -lu(z)l/2)?

De modo que

C' < |®(2)|<C {2)
si |2] < R~ 2. Las constantes C,C’ acotan a los inversos de las

expresiones:
|v(2)] y [v(=)]
(T+w(z)l/2)? 7 (1-|v(2)l/2)%

Recordemos que |v(z) — 1] < 1 y las expresiones arriba mencionadas
sélo dependen de v{z).

Utilizando la férmula integral de Cauchy tenemos:
1 ¥'(€)
@Il - i\ T
(2) 21t S, (€~ 2)?

donde v = {€ | [ — 2| = R/3} y |2| < R/2. Para cualquier z que
tomernos, v C {z | || < R — 2} {si R es suficientemente grande
R/3 < R - 2), asi que |®'(z)] < C {ver la ecuacién {2)). Entonces:

M 1 C _ 3¢
9" < o= g | 161 = F ©

De ahora en adelante en las expresiones en que sélo aparecen miiltiplos
de C escribiremos C' para facilitar la lectura.

Utilizando la férmula de Taylor podemos expresar ®(z + v(z)} de la
siguiente manera:
D(z+v(z)) =

1
B(2) + v(2)¥'(2) + (v(2)? [0 1=z +tw(z)dt  (4)

Si |z], |z + v(#)| < R/2 entonces ®(z + v(z)) = ®(z) + 1 y la ecuacién
(3) se transforma en

1
0

1 = 0(z)#(2) + (0(z))? f (1~ 8" (z + to(=))dt

17



RI3 ¥

@ 3

N

Figura 7

y obtenemos
1
1 - v(2)@'(2)] < Ju(2)f? fe |8"(2 + tw(2)) |t (5)

y por lo tanto |1 —v(2)®'(2)| £ C/R (Consecuencia de (3), C absorbe
la cota sobre |v{2)]).

Utllizando nuevamente la férmula integral de Cauchy tenemos que:
1L [ 1-%(€)(E)
1 — ! z r_— = i 327
y ademds

2" (2)v(2) + &'(2)'(2)] = (1 — ®'(2)v(2)),
de donde,

— '(E)v(§)

12" (z)u(2) + ¥'(2)v'(2)] < (.g 27

2

o
como, {ver (5)),

271',[,r

1- ‘P’(G)v(f
(§ ~ 2)?

e 2

2

entonces

9" (2)v(z) + &'(2)¢' ()| < C/R® (6)
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si 2] < R/4.

Como |v(z)|] < C, obtenemos de la férmula integral de Cauchy que
[v'(z}] < C/Ry |[v"(2)} < C/R? si |z] < R/2 (Estos estimados se
deducen de la misma forma en que se hizo para ¢ (1)). Expandiendo
v’ (%) en serie de Taylor obtenemos:

v/ ()] < [W'(0)] +

1

z/ {1— t)v”(zt)dtl < [W(0) = C/R® (7)
0

si |z| < 5/4. Lo anterior implica

[2"(2)v(2)] = @7 (2)v(2) +@'(2)v'(2) — @' (2)v' ()] <

< 12"(2)u(2) + @' (2)v'(2)] + |2/ (2)0'(2)]
Por (6) y (T)

[&"(z)v(2)| € C/R? + Cl'(2)| € C/R? + Cl/(0)} + C/R® =

= 2C/R? + Clv' (O}
Existe C’ > 0 tal que C" < |1{z)|, asf que podemos dividir entre C' y,
renombrando C, obtenemos

|8"(2)] < C(1/R? + I'(0)])

si |z] < 5/4. Sustituyendo estos resultados en el desarrollo en serie de
Taylor para ®(z + v(z}) y después aplicando a z = 0 obtenernos:

|1 — ®'(0)0(0)] < C(1/R* + W' (0)]) < C/R.

Si dividimos la expresién entre |v'(0)] obtenemos la desigualdad que
buscdbamos.

. Para demostrar la segunda parte del lema utilizaremos la primera. Sea
zeW ={w| 8] <argw < 6,}. Existe Cy tal que dist(z,C - U) >
Cylz|. Una explicacién geométrica aclard esta afirmacién:
Consideremos qué sucede dentro del circulo unitario (la Cy que se
obtendré serd vélida para el caso general). Sea z € W, entonces

dist(z,C = U)

.
2|

= gen(argz — 6))
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h

Figura &

y por lo tanto
dist(z,C ~ U) = |z[sen(arg z — 61) > |2isen(8; — 61)

ya que arg z > 0] y las magnitudes angulares son todas menores que
7/2. Sea Cy = sen(f] — 6). O

Aplicarmos el primer resultado a la regidn H = {w | |w — 2| < C4l2l}
y obtenemos:

v6) - | < (ep +W) < (G + ) ©

Si integramos a lo largo de -y un camino en el sector {w | 8} < argw <
6,} obtenemos:

IRCRE-E DA

20
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y utilizando (8)

&/(e) - U—(la{ 161 < G4 (s + e ) 11 < G (i %)

jzo

Figura 9

lo cual implica

@(z)—é(zo)ﬂ/z:%kcs(%ﬂgp)

a

Con la desigualdad anterior podemos dar un estimado para las Coorde-
nadas de Fatou.

Sea v(2) = f3(2) —2z = 1+a/z+0(1/22),® = U = {z € C* |
74 < argz < 3w /4. Dado que }v'(2)] = | —a/22 +O(1/2%)] < C/|z|? para 2
fuera de una vecindad del origen (recordemos que este estimado contempla
que z — oo bajo ciertas condiciones), podemos aplicar los resultados de la
proposicién 2 y obtener, en un sector mds pequefio que U:

“dg ) _C
@f“f(z)—fm;@‘k‘slﬁ’
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Como 1/v(z) =1 — /2 + O(1/z%), la expresién anterior se transforma en

o) - [ :(1 —a/ +O(1/eR)de] < %

Y por lo tanto 82 (2) = z — alogz + cte. + O(1/z) cuando |z| — oc por
sectores dentro de U. O

3. Extension de las Coordenadas de Fatou

Las aplicaciones ¢p 4+ ¥y ¢o,— s0lo estdn definidas en los pétalos atractor y
repulsor respectivamente. Sin embargo, para que nos sean Gtiles en este
trabajo es necesario extender su dominic de definicién.

Denotemos por B la cuenca parabdlica del punto fijo.

Proposicién 3 Si Q. es un pétalo atractor, entonces la coordenada de Fo-
tou
do+:2 —C

se extiende de menere inica a una aplicacidn holomorfa en B que también
satisface lo ecuacidn funcional ¢o +(fo(2)) = do,+.(2) + 1

Demostracién. Dado que fF{#) — 0 uniformemente para z € B entonces
T&(2) € Q4 para alguna k < co. Definimos g 4, la extensién de ¢o ., de la
siguiente manera:

$o,+(2) stz € Qy
o, +(2) =
045 —n size By f7(2) € 0y
Esta aplicacién estd bien definida. Si f3*(z), f§?(z) € Q4 (supongamos que
ny < ng) entonces

B0+ (fF2(2) —n2 = o+(fF (@) = (ny + n2 =)
= do+(fgl(2)) —(m1+na—m)+ng—m
$o,+(fo*{2)) —m

por la ecuacién funcional que ¢ + satisface en Q4. O

En el caso de ¢g - utilizaremos un procedimiento similar; sin embargo,
extenderemos @o = ¢o,_~'. Extender la inversa resulta mds natural y se

mostrard mas til a lo largo del trabajo.
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Figura 10

Proposicién 4 5i Q. es un pétalo repulsor, entonces la aplicacion inversa
o, 7"t o, (R-) — -

se extiende de manera dnica a une aplicacion holomorfa ¢y : € — C que
satisface la siguiente ecuacion:

Jo(po(w)) = po(w +1).

Demostracién.

Recordemos que Qg = ¢o,—(Q-) es una regién izquierda (de hecho se puede
probar que existe un pétalo particular cuya imagen bajo la coordenada de
Fatou es precisamente un semiplano izquierdo). Por lo tanto, dado w € C
existe n € N tal que w — n € Qg. Definimos o de la siguiente manera:

$o,- 1 (w) siw € Qp
wolw) =
f3(do~-"Hw—n)) siweCyw—-ne

De manera andloga al caso ®g,+, o estd bien definida. Cabe mencionar que
vo(C) = C cuando fy es un polinomio y es igual a la esfera de Riemann
cuando fo no es conjugada a ningin polinomio ([Mil). a

4. Cilindros de Ecalle y la aplicacién de transicién

Llamaremos una regién fundamental para fo a una subregién de 24 (res-
pectivamente de £2_) delimitada por dos curvas £y £ que se encuentran en
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el origen y satisfacen fo(€) = €. Recordemos que el origen no forma parte
de la regién fundamental (no forma parte de $34).

La 6rbita de un punto bajo fy sélo puede pasar dos veces por una regién
fundamental si pasa por su frontera. Vistas en coordenadas de f§ las regiones
fundamentales son franjas verticales. Podemos pedir que £ 0 # sea una recta
vertical. Denotaremos Sy, .5_ a las regiones fundamentales en Q4 y Q_.

Las condiciones anteriores nos permiten construir el cociente de 5 y S—
identificando z € €1y y fo(2) {de igual forma para Q- si fo{z) € Q-). Es
decir,

Ci=Q/fo y C-=0-/f

Llamaremos a Cy y C_ los cilindros de Ecalle de entrada y salida respecti-
vamente.

Ya tenemos suficientes herramientas para definir la aplicacién de tran-
sicién, que puede interpretarse como una transicién de C_ en C; definida en
los extremos del cilindro de salida. Por esta razén esta aplicacién también
es conocida como la aplicacién de cuernos (dada la forma que tienen las
regiones fundamentales).

Figura 11

Trabajaremos primero en §24 N€_ y llamaremos
€fp = o+ © (d’O,m)_l Do, {2y NQY - C

Nétese que o+ 0 (¢o,-)"F =g ofo I o (¢g)™! = ¢f o (¢5)~". Ademss
€5, puede definirse en una regién Ry = {z | [Imz| > b+ 2|Rez|} para b
grande. Esto tltimo debido a que la imagen de @t N~ bajo ¢y contiene
& R, (recuérdese la estimacion de ¢g ).
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Dada la definicién, se satisface:
Eplw +1) = €fw) +1

siempre y cuando ambos lados estén definidos. La relacién anterior nos
permite extender &z a una region {w |Imw| > 1} para algin iy > 0. Si
queremos aplicar €5, a un punto wo en esta franja, le sumamos n € Z tal
que wq -+ n € A y utilizamos 1a relacién funcional.

Sea I1(z) = e?™%_ definimos la siguiente aplicacién:

€jo =Mool {0 < [z] <e™@M}U (™ < 2] < 0} = C* =~ C/Z

(

3

y

-

C = C \{0}

Figura 12

Esta aplicacion esté bien definida. Sea 20 € D{es,. Entonces II~2(zp)
consiste de una familia de puntos que difieren entre si por enteros. Sus
imégenes bajo &z, también diferirdn por enteros y al aplicarles II quedarin
identificadas.

Sabemos (ver seccién 2 de este capitulo) que ¢F(2) se acerca asinté-
ticamente a z cuando |3} — oo. Asf que &(2) = ¢ (), donde Im{{ =
(¢5 )7 z)), también tiende a *oc cuando Imz lo hace. De lo anterior
deducirmos que €5,(z) — z tiene limite cuando Imz ~ =4oo. Nétese que
si Imz — +oo entonces II(z) — 0,cc. Por lo tanto podemos extender
analiticamente €7, a 0 e oo. Estos puntos son puntos fijos, el origen es ademds
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parabélico. Resumiendo,

linée;o(z) = _ lim ILEgp(z)) = lim I{z) = 0O

Imz—— Imz—o—oc

}irrcicefu(z) = lim M{ER(z) = lim T{2) = oo

Im zeoe Im z~ro0

porque Im{&s,(z)) — +oo cuando Im 2 — £0. Ademds:

e i ElB) —Ep(0) L ep(R)
€p(0) = lim A M= !

La aplicacidn €y, se llarna Aplicacion de transicién. Su extension (utilizando
Do,+ ¥ o) serd de suma importancia en el desarrollo de este trabajo.

5. Extension de

Sea B = {p{‘,:l(B). Entonces T(B) = B donde T(2) := z+1, yaque fo(B) = B
y ademas B > {w | Imw| > no}, (o > 0) (ver la definicién de &g ).

Figura 13

Definimos €y, : B — C por

€5, = Po © ¥o.

26



Esta definicién coincide con la original, satisface la misma ecuacion fun-
cional siw € By ég(w) = w+ o(1) cuando Imw — oo
De manera natural queda definida la aplicacion

€, =loZg olI~1 : TI(B) — C*

Ia cual esta bien definida y puede ser extendida analiticamente a 0, co. Estos
Gltimos son puntos fijos de €5, de multiplicador distinto de 0 (estos célculos
son los mismos que se hicieron antes de extender &g, ).
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Capitulo 3

Perturbacion de f;

En el capftulo anterior estudiamos el comportamiento de la dindmica
cerca de un punto fijo parabdlico de multiplicador 1. Ahora nos interesa
“traducir” los resultados ya obtenidos a aplicaciones que se encuentren en
cierta vecindad de una aplicacién que pertenece a [a familia Fy. Aunque los
resultados de esta seccién pueden obtenerse para cualquier aplicacidén que
pertenezca a Fp, nos vamos a centrar en fo(2) = 2z + 22, puesto que este
trabajo gira alrededor del conjunto de parametros para los polinomios de la
forma fo(2) = 2> +cy fo(z) = z+2° es conjugada a f14(2) = 2°+1/4. Como
f1/4 tiene un punto fijo parabélico de multiplicador 1, podemos asociarle las
construcciones del capitulo anterior. De hecho es el dnico polinomio de la fa-
milia cuyo punto fijo parabélico tiene multiplicador 1; esto podria hacernos
pensar que los resultados obtenidos no serdn de gran utilidad, afortunada-
mente este no es el caso. Veremos posteriormente que podremos estudiar
todos los casos en que se presenten puntos fijos parabolicos apoyéndonos en
los resultados que obtengamos para fi/4.

Como el origen es un punto fijo de multiplicidad 2 de fy (es una rafz
de orden dos de fo{z) — z), al perturbar fo obtendremos una aplicacién con
dos puntos fijos (cercanos al origen) cuyos multiplicadores estardn cerca de
1 (este fenémeno se llama bifurcacion parabdiice). Dentro de los diferentes
escenarios que pueden darse a raiz de la perturbaeién nos interesa el siguien-
te:

Al bifurcarse el punto fijo se forma una“apertura” entre los nuevos puntos
fijos. Las 6rbitas de puntos que se encuentren cerca del origen y a la izquierda
de éste pasan a través de la“apertura”. Adem4s, hay 6rbitas que tras pasar
por la “apertura” abandonan una vecindad del origen. En este caso la
bifurcacién tiene un efecto sobre la dindmica global (implosidn parabdlice).
Este fenémeno se explicard mds adeclante en este capitulo. El otro caso que
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podria presentarse es que alguno de los puntos que se bifurcaron actuara
como un punto fijo atractor.

Figura 14

Perturbaremos f; sumédndole € € IRt pequefio. Esta perturbacién, que
llamaremos fe, es conjugada a la aplicacién z — 2 + 1/4 +¢. El pardmetro
correspondiente se encuentra en la recta tangente al cardiode principal del
conjunto de Mandelbrot que pasa por 1/4. En general, cuando perturbemos
otros polinomios lo haremos de tal manera que los pardmetros correspon-
dientes a sus perturbaciones se encuentren en curvas tangentes al cardiode
principal que pasen por €l pardmetro original.

Dado que en este nuevo caso no hay puntos fijos parabdlicos, no po-
dremos construir todas las estructuras que se trabajaron anteriormente. En
particular, no tendremos pétalos atractor y repulsor; sin embargo, s{ po-
dremos hablar de regiones fundamentales (y en consecuencia de Cilindros
de Ecalle).

1. Coordenadas de Fatou para f,

Varnos a trabajar en dos regiones cuya unién forma una vecindad del] origen,
delimitadas por el circulo que pasa por a = i./€, por & = —iy/e y por —1/4
(esta regién se llama V_*) y el circulo que pasa por «, @ y por 1/4 (esta regién
se llama V7). Aunque se antojaria que V" y V.~ jugaran el papel de pétalos
para f. esto no es posible. No se puede esperar encontrar una aplicacion
#F que conjugue f, con T'y que mande V,* en una regién derecha, puesto
que la 6rbita de un punto en V;* abandona la vecindad en un nimero finito
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de iteraciones. Sin embargo si es posible obtener aplicaciones con relaciones
funcionales como las que satisface fo.

'y

—1/4 1/4

v

Figura 15

Teorema 9 Eristen aplicaciones holomorfas ¢F : VI - C y¢r : V- =C
tales gue:

1. ¢ (V.Y) es una region de la forme {¢ =& +in | hT(n) < € < ht(n)}
donde hi, At : IR — IR continuas y h* — h{ > 1. Andlogamente pare
P .

2. ¢ f(2)) = oF(2)+1 siempre que z y f.(2) pertenexcan a V,¥. Andlogamente
pare ¢y .

Elstas aplicaciones también se llaman coordenadas de Fotou y son dnicas
salvo constantes.

Demostracién. La demostracién es similar a aquella que se desarrollé para
fo, sblo que no utilizaremos I(z) = —1/z como cambio de variable, sino la
siguiente aplicacién:

1 z—a

Re(z) = Z = EELng 7

Se utilizardn ramas distintas de logaritmo en V¥ y V,”. En ambos casos
excluiremos al eje real positivo, en el primero pediremos que 0 < arg Z < 27
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v en el segundo que —27 < argZ < 0. Con esta eleccion R, estd bien
definida para toda € > 0.

Las regiones V,*,V.~ se transforman, bajo R., en franjas verticales que
llamaremos UF, U

Recordemos que una transformacién de Moebius (M (z) = (z—a)/(z—&))
manda circulos en circulos, asf que conocer la imagen de tres puntos que
pertenecen a un circulo es conocer su imagen.

1—-16e . 8¢ p

M(a) =0, M(&) = 00, M(=1/4) = 756~ 41376, =

De lo anterior tenemos que la frontera de V,* se transforma en la recta que
pasa por el origen y 8. Como el origen, que pertenece a V", es enviado a la
izquierda de esta recta entonces V. se transforma en el semiplano izquierdo
delimitado por dicha recta. La aplicacién Log transforma esta regién en una
franja horizontal cuya parte imaginaria estd determinada por el argumento
de la anterior. Finalmente, al multiplicar por 1/2¢ obtenemos una franja
vertical. Andlogamente para V. Obtenemos franjas ajenas debido a la
eleccion de las ramas de Log.

Figura 16
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L a

La aplicacion f. se transformaen F, : Z— Z + wj_garctan 32

La aplicacidén z — /e/{1 + z) transforma el circulo |2] < 1/4 en un
circulo que pasa por 4v/€/5,4y/¢/3 y con centro sobre el eje real. El radio
de este circulo es menor que uno. Tenemos que

arctan(z) = —% farg(i —2) —arg (i 4+ 2)) + %[10{;}@' + z] — log §i ~ zj

yaue /2 <arg(i—z) <7y 0 <arg{i+ 2) < w/2, de donde

Re (-\}—E_ arctan I\fz) > 0.

De lo anterior se sigue que los cocientes U;E/ F, son cilindros de médulo
infinito hacia ambos lados. La demostracién se sigue como en el caso ariginal.
d

2. Convergencia de ¢F a ¢F
Nos interesa ahora estudiar qué sucede a las aplicaciones ¢F cuando ¢ — 0.
Es claro que f. — fo vy, con las ramas gue tomamos para Log, tenemos la

stguiente

Proposicién 5 Lo aplicacién R.(z) — I(z) cuando ¢ — 0.

Demostracién. Dadas las ramas que se tomaron para Log, tenemos que

r—a
Log
2ta

— 0 (Ve —0)

¥y 1/2a — oo (/e — D), asi que, aplicando la regla de L'Hospital, hay que
calcular el lfmite cuando /¢ — 0 de

—i i i
Ri(z) = —
2 2 (z+z\/€+z—i\/€)
este limite claramente es I(z). !
El resultado anterior nos sugiere la convergencia de las coordenadas de

Fatou de la aplicacidn perturbada a las coordenadas de Fatou de la apli-
cacidn original. Dado que las coordenadas son unicas salvo constantes, es




importante normalizarias si queremos aspirar a tener convergencia. Sean
o € V" y b e V" independientemente de €, pediremos entonces que

dH{a) =¢; (b} =0

y normalizaremos las coordenadas de Fatou de fp de la misma manera.
El diagrama de c6mo se construye ¢ es el signiente:
+
ve & opgr % ¢
‘{‘ Xfc i XF; -L XB
ATF AT o S o

Las convergencias que se mencionardn en este pdrrafo son todas cuando
¢ — 0. Hacemos notar que tenemos convergencia (respecto a la métrica de
Hausdorff) de U+ — U5 en el sentido que son abiertos simplemente conexos
cuyas cerraduras tienen esa propiedad. Dada la convergencia de B, — I,
tenemos también que VF — Q. Como estas convergencias son uniformes
en compactos, tenemos también que X — X y por lo tanto ¥. — ¥, De
lo anterior se sigue que

¢ — o5 (e~ 0).

3. 1la Fase

Ya construimos las coordenadas de Fatou para f, (¢ > 0), ambas definidas
en V¥ NV,” y normalizadas como en la seccién anterior. En esta regién las
coordenadas difieren por una constante a la que llamaremos el levante de la
fase:
) = (2) ol (2) s € VI NV
Denotaremos por P, a la menor n tal que ff*(a) = b. Esta constante estd
relacionada con 7(¢) de la signiente manera:

Proposicion 6 Sean 7(€) y P, como se definid anteriormente, entonces:

_Pcs%(é)S—Pe‘{'l

Demostracién. Sean o' = ff*(a) y o = f™(a), donde m es tal que
o’ € VNV~ Entonces
@) = HFUT @) +l==m
oo (@) = of{d)~(Pe~m).
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Esto tltimo porque a’ = f5*~™o f™(q), ast que f-F~™(a’) = a”. De donde
tenemos gue:

Fle) = ¢ (a") — ¢z (@) = —Pc + ¢ ().

Como o’ € [b, fe(b)) y ¢ manda ese intervalo en el intervalo (0, 1) (recorde-

mos que la normalizacién que habiamos hecho consistia en pedir ¢_ {(b) = 0)

entonces 0 < ¢ (a') < 1. O
Como corolario de la proposicién anterior tenemos:

1-‘(6) — —OC (6 — 0)
ya que P. — oo {e = 0).

Definicién 8 Liamaremos lo fase (y escribiremos 7(c)) a la close de F(¢)
en IR/Z.

La fase nos indica ¢dmo se comporta la drbita de a bajo fe a la izquierda
de b; por ejemplo, si 7(¢) == 0 entonces b se encuentra en la drbita de a.

Utilizando lo anterior vamos a construir unas aplicaciones que nos ligardn
iterados de las aplicaciones perturbadas con una familia que tiene suma
importancia en la demostracién de nuestro resultado: Las aplicaciones de
Lavaurs. Sobre estas dltimas ahondaremos en la siguiente seccién.

Proposicién 7 Sea € > 0 y n € N. Entonces la aplicacidn

() P o Thpsey o b
coincide con f' en donde esté definide (T es la translacion Z — Z +&).
Demostracién. Sea w € OF = ¢ (V") tal que w+n+ 7(c) € Q7. Seam
el mayor entero menor o igual que n tal que w + m € QF. Tenemos:

1. w+m+7{e) € Q" porque w+m € QF implica f™(z) € V.tNV,” (donde
z es tal que ¢f(2) = w). Como 7(¢) es precisamente la diferencia de
las coordenadas de Fatou en V¥ N V. tenemos la pertenencia que
necesitamos.

2 w+ieN,(0<i<m)

3. w+ji+7e) e, (m<ji<n)
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De los puntos anteriores tenemos que
F8z) = (5w +m) = (67) Hw +m+ 7(e))

¥y entonces

fé@) = f7 = m(f(2) = (67) " Hw +n + 7))

4. Aplicaciones de Lavaurs

Definicién 9 Una aplicacién de Lavaurs para fo es una aplicacidn de lo
stguiente forma
go = oo T,08] : B-C

donde ¢ € R. En nuestro caso B =K {(fo).

Las aplicaciones de Lavaurs nos interesan por varias razones, siendo la
principal que coinciden con limites de iterados de las aplicaciones pertur-
badas (Se requiere un mayor nimero de iteraciones conforme ¢ — Q). Esta
propiedad seréd de suma utilidad al calcular dimensiénes de Hausdorff, como
se veré en el siguiente capitulo.

Una propiedad de las aplicaciones de Lavaurs es que conmutan con fg,
es decir:

go© fo = foo go ¥ ademds goo fo = gotr

Lo anterior es claro si recordamos las relaciones funcionales que existen entre
$o,+, fo ¥ a, Por ejemplo:

@0 0 T, 0 do,+{fo(2)) = o o To(do,+(2) + 1)
wolo + (do,+(2) + 1))
= go+1{2)

il

9o © fo(z)

i

A continuacién demostraremos una proposicién que formaliza lo descrito
en el primer pérrafo de esta seccién.

Proposicién 8 Sea {¢,} una sucesion de mimeros positivos que tiende a
cero y {n,} unc sucesién de enteros que diverge a +oo. Supdngase que
{#(es) +m,} converge o un lmite o € R. Entonces f™ converge a la apli-
cacidn de Lavours g, uniformemente en subconjuntos compactos de B.
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Demostracién. Supongamos primero que £ € 4 y que o es tal que ¢g,4.(2)+
o € 9y = ¢o,—(£2-). Podemos entonces encontrar una vecindad V de z tal
que )

-1

(QSE,},_) o T‘F(e.,)-{-n., o ¢€,,+
estd definida en V para v suficientemente grande (recordemos la convergencia
de ¢, . — Po,+ en V). En esta vecindad tenemos

(¢Eu,—)~1 © T'F(Ey)'i'ﬂy © ¢€y,+(z0) = (¢€u,—)_1 (¢5v,+ (ZO) + ’F(GV) + nl’)
= (0o, )7t (Be,.s (fir (20)) + F(e))
= for(zo)
de donde
& ~ 9o
ya que 7(e,) es la constante por la cual difieren ¢, — ¥y ¢c,,+. La conver-
gencia es uniforme.
Sean z € B y o € IR. Existe m; € N tal que Z = fi*'(2) € 0 (estamos
trabajando en la cuenca parabdlica atractora, asi que bajo un ntimero finito
de iteraciones de fy entramos en un pétalo atractor) y definimos ¢’ = ¢ —

my — mg con mg € N tal que ®g (') + 0’ € Qq.

Ty
,/ﬂz.}

Figura 17

Tomando n!, = n, — m; — my tenemos que

~1 , n!
(¢Cu,—) © TF(cy)+n‘,’, O Py = fc: — G
uniformemente en una vecindad de z’. Se sigue

e

o - 52 0ga o fot = go-
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5. Implosién Parabdlica

i A qué llamamos implosién parabdlica? Is el fendmeno que aparece en
los conjuntos de Julia de ciertas aplicaciones f, cercanas a fy € Fy cuando
€ — 0. Decimos clertas aplicaciones porque requerimos que la perturbacién
de fo que nos lleva a f. genere una bifurcacién parabdlica como se describié
en el primer escenario. En esta situacién, cuando ¢ esta cerca de 0, J(fe) se
encuentra sobre una curva cercana a J{ fo); pero ademds aparecen “espirales”
(totalmente diconexas) que contaminan el “interior”. Sobre cada espiral
encontramos espirales mds pequefias que se van moviendo sobre las maés
grandes cuando € se acerca a 0. El didmetro de estos ciclos no disminuye con
¢, de hecho cuando la fase da una vuelta {recordemos que 7{(¢) € [0,1}} el
conjunto se repite.
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Capitulo 4

Demostracion del Teorema de Shishikura

Ya contamos con las herramientas necesarias para atacar el problema de
caleular la dimensién de Hausdorff de la frontera del Conjunto de Mandel-
brot. Serd necesario demostrar dos teoremas que, combinados, nos dardn el
resultado. El primero liga la dimensién de un subconjunto del espacio de
pardmetros (la frontera del conjunto de Mandelbrot en nuestro caso) con
la dimensién del conjunto de Julia de una aplicacién correspondiente a tal
subconjunto. El segundo, donde utilizaremos los resultados de los capitulos
anteriores, relaciona la dimensién del conjunto de Julia parabélico de una
aplicacién cuadrédtica con su nimero de pétalos. Para demostrar este teo-
rema, la teoria de coordenadas de Fatou se extenderd a aplicaciones cuyo
punto fijo parabélico no tiene multiplicador 1.

1. Dimension y Subconjuntos Hiperbdlicos

Definicién 10 Ses f una aplicacidn racional. Decimos que X C C, X
cerrado, es un subcongunto hiperbdlico de f si se satisface:

1. flX)cX
2. Existen constantes positivas ¢ y k > 1 tales que
1Y = ck™ en X paran > 0
Es decir, f es expansiva en X.

Entendemos por || - || la norma de lo derivade respecto a la métrice esférica.
Definicidn 11 Definimos la dimensién hiperbdlice de X como

Dim pip(f) = sup {Dimu(X) | Xes un subconjunto hiperbdlico de f}.
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Proposicidon 9 5i X es un subconjunto hiperbélico de f, entonces X C
J(f) y por lo tento Dimp (J{f)) > Dimpip(f).

Demostracién. La familia {f"} no es normal en ningin conjunto abierto
que intersecte a X, puesto que sus derivadas crecen exponencialmente. Asi
que la familia no es equicontinua en X y por lo tanto X C J{f). |

A continuacién construiremos un subconjunto hiperbdlico para una apli-
cacién arbitraria f.

Sea U/ un subconjunto abierto, simplemente conexc de € y sean Uy, ... ,Un
subconjuntos abiertos, dos a dos disjuntos de U tales que U; C U. Sean
ni,... .M enteros positivos que satisfagan:

1. fA;) =U
2. f™|y, es biyectiva

Llamaremos a la coleccién {U, Ui} (1 €4 < N) repulsor conforme para
f. Las aplicaciones 7; := (f™|y,)~! son contracciones con respecto a la
métrica de Poincaré en U {consecuencia del lema de Schwarz), asi que pode-
mos construir un conjunto de Cantor Xy generado por las 7/s. Es decir, €l
subconjunto no vacio minimo, cerrado de U que cumpla:

Xo= T1(X0) U Urn(Xo)

Haremos la construccién para N = 2 por conveniencia. La construccién
para N arbitrario es andloga. Tenemos entonces las regiones U, U y Uz ¥
las aplicaciones correspondientes. Consideraremos los siguientes conjuntos

1L U =U=W

2. Ugy = 1(U11), U2 = 12(U1)
Vo=Up1UUs2

3. Usp = n(Ue), Usz = n(Us2), Usz = 72(Un1), Usg = ma(Uzp2)
Va=Us1UU32UUz3UU34

Y asf sucesivamente, es decir
UN,l = T]_(UN....L]_) ‘e UN’2N = Tz(UN_l,gN-l)

Vv =Un1U.. .U UN,Q.N—l.
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N T
@0 @969 -

Figura 18
Al tomar
0]
(O ¥= o
=1

obtenemos el conjunto que buscabamos.

Lema 3 El conjunto X = XqU f(Xo)U...U f*~1(Xo), donde p = max{n;),
es un subconjunto hiperbélico de f.

Demostracién. Dado que Xg es cerrado, sus imégenes bajo iterados de f
también lo son, asl como la unién finita de éstas. Por lo tanto, X es cerrado.
Tenemos que f{X) C X porque f(X) = f(Xo)U..U fH{Xo) ¥

fHXa) = FA(m(Xo) U ... Urn{(Xo)) = fFHT™H(Xo) U ..U AN (Xo) C X.

Nos resta mostrar que [ es expansiva en X. Sea z € X, podemos factorizar
f{(z) como

fro(ffaly, Yo o (f™ |y, ) o f2(2)

donde i3,...,% € {1,... ,N},0 £ f1,Je < p, f72(z) € Xoyn = j1 +n4, +
ety t iy fP(z) € iy 007y (KXo

Para encontrar j» fijémonos que 2z € f5(Xp),{(0 < 8§ < ), es més, z €
Form(X0), {1 < m < N), es decir z € f¥™(Xp). Si m > s entonces
ja = m — s, en caso contrario repetimos el proceso. En algin momento nos
encontraremos en el primer caso, puesto que cada vez disminuye més la n
que satisface

z € f*{Xo).

Una vez que estamos en Xg, nos fijamos en cuél U;, se encuentra f72(z),
(recordemos que Xo C Uy U---UUN). Aplicamos entonces f™x |y, y obten-
emos un punto en Xg. Repetimos el proceso anterior hasta que el apli-
carlo una vez mds implique n;, + --- + ny, + j2 > n. Definimos j; =
(n, +-- F 0y + J2) — 1.
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Necesitamos encontrar ¢ > 0y K > 1 tales que [{/™)| = cK™. Notese
que

[ = 1Y HU e ) 10 e, YUY
Para cada f™ IU% existen K; y c; tales que
(™o, Y 2 ;- KT

Por lo tanto

Y1 2 1Y K - By 12 2
> min(&, ) U2 YR

Tomando 1
K = min(K; )*
y ] - -
¢ = {(f7Y]|(f?2)| min(K;, )~ V+2)
obtenemos las constantes requeridas. 0

Lema 4 ([Sh]) 5t X es un subconjunto hiperbélico de f, entonces existe
una vecindad N de f en el espacio de las aplicaciones racionales del mismo
grado, tal que si g € N entonces g tiene un subconjunto hiperbdlico Xg y
existe un homeomorfismo by : X — Xy que conjuga a f ¥ g.

2. Movimientos Holomorfos

Definicién 12 Sea X un subconjunto de C y M una variedad compleja en
la cual escojemos Mg como punto base. Una familia de aplicacionesiy : X —
C (A € M) se dice un movimiento holomorfo si:

1. Ceda iy es inyectiva.
2. La aplicacidn iy, = Idy.
3. Para cada z € X,i5(z) es analilica en A.

Decimos también que X 1= i5(X) es un movimiento holomorfo de X.
Enunciaremos dos resultados que requeriremos para demostrar los resul-

tados de esta seccién. Sus demostraciones no se dardn aqui pero citaremos
los artfculos donde pueden encontrarse.
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Teorema 10 (/\-Lema, [MSS]) Sea 4 un subconjunto de C,A el disco
unitario {abierto) de C y iy : A — C un movimiento holomorfo con A € A.
Entonces cada i) tiene una ertensidn cuasiconforme iy : A — C que es
un encaje que depende analiticamente de A € A, asi que la aplicacion
(A, 2) = ix(2) es continua.

Teorema 11 (Mori, [A]) Sex € una aplicacidn K -cuasiconforme
P:A - A
gue tiene a 0 como punto fijo, entonces
|®(21) — ®(22)]| < 16|21 — 29| /%
y no podemos substituir 16 por una constante mds pequeria.

Lema 5 Siiy : X — C (|\ < r) es un movimiento holomorfo, entonces
tanto iy como zAl son continuas en el sentido de Hdlder con exponente
a(|Al/r). Donde a : (0,1) — IR es una funcidn que no depende del
mouvimiento (a(t) /1 cuando t N\, 0).

Demostracién. Una versién mejorada del A-lema debida a Sullivan y
Thurston {ST] nos garantiza que iy puede extenderse a una aplicacién K {{\/R)-
cuasiconforme (K(¢) \, 1 cuando ¢ \, 0). El teorema de Mori asegura que
una aplicacién K-cuasiconforme es continua en el sentido de Holder con
exponente 1/K, asf que el lema es cierto tomando a(t) = 1/K(¢). O

Antes de proseguir con esta seccién, demostraremos un resultado impor-
tante referente a dimensién hiperbélica utilizando los lemas 4 y 5.

Proposicién 10 Lo asignocidn f — Dimpp(f) es inferiormente semicon-
tinua.

Demostracién. Sean f, g € N, X; y X, como en el lema 4. Entonces
existe un movimiento holomorfo iy y Ag tales que ix,(Xs) = X,. El lema §
asegura que %y es a-bi-Hélder. Por lo tanto,

o Dimy (X,) < Dimy (Xf) € o~! Dimy (X,).

Como o — 1 cuando ¢ — f hemos demostrado que la asignacién f —
Dimpy (Xy) es continua en f. Esto implica que si ¢ > Dimp,, (f) entonces
existe una vecindad V de f tal que si g € V entonces ¢ > Dim i, (g)- O
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Lema G_Sea iy : X — C un movimiento holomorfo, donde A € A. Sea
v: A — C una aplicecion analitica que satisface:

1 v(0) =2 €X
2. v(A) # i)

Sea D, (z) el disco de radio r centrado en zg. Entonces

Dimpg {A € A | v(A) € ix(X)} > lirr{llDimH (X N Dy(z))-

Q g
D{Z ]
/(01 Z

@,

Figura 19

Demostracién. Supongamos que zp = 0 e $,(0) = 0. Ambas condiciones
pueden obtenerse mediante un cambio de coordenadas via aplicaciones de
Mbbius que dependan analiticamente de A. La demostracién se separard en
dos casos.

CASO 1: 2/(0) #£0.

Existe p < 1 tal que si A € A, = {z | |z| < p} entonces v(}\) es
inyectiva. Esto nos permite trabajar con v~!. Salvo un cambio escalar
podemos suponer que

“LASA

(ver figura 20).



Figura 20

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que v = id (y por lo tanto
p =1). Redefinimos el movimiento holomorfo como

E}—I(Z) = iv_l(,u) (Z)

Sea
br = sup{jia(z)] | z€ XN D.(0),) € A}.

7

todos los 1l{z] caen dentto de esta reglén si ze Dr(D}

Figura 21

Las hipétesis del lema permiten aplicar el A-Lema, y por lo tanto (), z) —
ix(z) es continua. Como pedimos i,(0) = 0 entonces b, — 0 cuando r — 0.
Se sigue entonces que existe rp > 0 tal que si 0 < r < rg entonces b, < 1.
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A continueci6n al escribir D,.(0) nos estaremos refiriendo a una r con tales
caracteristicas.
Consideremos la siguiente ecuacion:

v(A) ~ iau(2) = 0 ©)

donde z € X N Dy(0), |4l < 1/br y A € Ay = {MJA| < min{L, 1/lul}}.

{r|vu=1,@}

Figura 22

Vamos ahora a utilizar el Teorema de Rouché en A, con las aplicaciones
v = 4d y A —ix,(2). Tanto id como iy,(z) son analiticas en A,, en 84,
tenemos:
A = (A= ixu(2))] = lirp(2)] < bn

b < min{l,1/|pul} < [A| (10)

Como |u] < 1/b. entonces b, < 1/|u| y habiamos pedido b, < 1, lo que nos
da la primera desigualdad en (10). La segunda desigualdad se debe a que
min{l, 1/{u|} es un valor dentro de A. El teorema de Rouché afirma que
tanto A = 0 como la ecuacién (9) tienen el mismo nimero de soluciones en
A,. Como 0 es la dniea solucién en A, de A = 0, entonces la ecuacién (9)
tiene una solucién tnica en A, (que depende analiticamente de 1t). Dado que
las i) son inyectivas, al cambiar z obtendremos una solucién distinta para
la ecuacién (9). Esta propiedad permite construir el siguiente movimiento
holomori{o:
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Sea
Yi={X €A, | A=iylz), para a‘lgﬁn € Xn D, (0)}}.

Tenemos que Y] (|} < 1/b-) s un movimiento holomorfo de ¥§ = XN D.(0)
via las aplicaciones inyectivas Jj, definidas de la siguiente manera:

Sea )9 € Yj. La imagen bajo j;, de Ao es Aj, la tinica solucién de la
ecuacion (9) para Ag, es decir:

A1 - ?:)q,u(zo) ={.

Es claro que Y7 € {A € A | X € ix(X)}. Ademds, como Y7 = X N D.(0)
entonces Dimy (Yg) = Dimg (X N D,(0)) El lema § nos indica que j} vy
(77)7* son a(lpb, )-Holder continuas, asf que

Dimyg ({} € A | v(}) € ix(X)}) = Dimy (¥7) > a(b-) Dimy (¥7)-
Entonces -
Dimy ({A € A | A €ix(X)}) = afb;) Dimy (X N D,(0)).

Como lir% alb,) = 1, dejando que » — 0 obtenemos el resultado que buscé-
T
bamos.

CASO 2:4'(0) = 0.

Tenemos que v £0 y podernos suponer, haciendo un cambio de coor-
denadas, que oo € X e i3(00) = oc. Sea m el orden de v en el origen y
G(z) := ™. Definimos X\ = G~1(X)). G es un cubriente ramificado en 0
e oo, asi que podemos levantar v,y y obtenemos 7 : A — C que satisface
7 = (G o {. De hecho podemos escribir

v(z) = z™U(z) donde U’(0) #0.

Tomando una rama adecuada de la aplicacién z — 2™ podemos reescribir
la ecuacién anterior como v(z) = (z - U(2)/™)™. De esta forma tenemos
que 9(z) = z - U(2)1/™ (satisface v = G o %) y por lo tanto #'(0) # 0. Tras
¢l levante tambien obtenemos iy : Xo— X, que satisface

i,\OG:GOEA

Esto ltimo es claro de la definicién de X,. Nos hemos puesto en ¢l Caso 1
para las aplicaciones ¥ y 4, por lo tanto:

Dimy {A € A | H()\) € (X))} 2 tim Dimy (X 1 DA0)).
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Ahora bien, podemos pensar que D,(0) = G~1{D.(0)) y como
GHXNnD(0) ¢ GHX)NGYD.(0))
entonces
Dimg (X N G~YD,(0))) = Dimp G1(X N D,(0))

y ademids
Dimy (G~1(X N D.(0))) = Dimy (X N D,(0))

puesto que G ¢s localmente Lipschitz salvo en 0 y oc. Esto, aunado a que
{Mo(d) € X} = {MB(N) € Xy}
nos da el resultado para v y 4y. 0

Utilizando los resultados anteriores podemos demostrar uno de los dos
teoremas centrales de este trabajo.

Teorema 12 Sea {f. | ¢ € C} la familia de polinomios f.(2) = 2% + c.
Supdngese que fo, {co € C) no es J-estable en esta familia (co € 8M),
entonces:

Dimuy{ceC | fee D} 2 Dim pip (foo)s

donde decimos que f € D si tiene un subconjunto hiperbdlico que contiene
lo drbita hacio adelante de un punto critico.

Es importante hacer notar que si f, € I entonces ¢ € M porque si el punto
critico estd en J(f.) entonces K(f.) es un Disco de Siegel o una dendrita.

Demostracién. Dado € > 0 existe X subconjunto hiperbélico de fo, tal
que
Dimy (X) > Dimpip (fep) — €

ya que Dimy;p (fe,) es el supremo de las Dimy (X) con X un subconjunto
hiperbdlico de f,.

Tenemos que el conjunto {Dimy (XND,(2)) | z € X, r € [0, R}, donde
Restalque X C D,(z2),z € X, es compacto. Asi que existe zo que satisface

lirrcl) Dimyg (X N D,(z5)) = Dimy (X)

El lema 4 asegura la existencia de una vecindad Wy < W de ¢ ¥ un
movimiento holomorfo 7. : X — X, que conjuga f. con fg,. X €s un

47



Figura 23

subconjunto hiperbélicode f. y ic,(X) = X. Como (z, ¢) > i.(2) es continua
en ambas coordenadas (de hecho es analitica en A) tenemos que

CILTO Dimy (£.(X) N Dr(ic(20)) = Dimy (X N D, {zg)).
Asi que si escogemos Wy suficientemente chica tenemos
Iir% Dimg (4.(X) N Dr(c(20)) > Dimu (X) — e

para ¢ € Wy.

" JE)

D(Liz) (.

Figura 24

Usaremos a continuacién el siguiente
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Lema 7 ([MSS]) Sean Wy C W un abierto simplemente conexo y ¢ :
Wy — C una aplicacidn anolitica tal que:

1. Para tode w € Wy el punto ¢(w) no pertenece a ninguna fy-drbita
hacia adelante de un punto critico de fy,.

2. ¢(w) no es fy-periddico poara tode w € Wy.

entonces Wo C { Valores J-estables del espacio de pardmetros} = H(f).

En nuesto caso Wo ¢ H([), lo cual implica la negacién de alguno de los
puntos enumerados del lema. Definamos

QS(C) = ic(zO)'

Noétese que st 2 €8 fe,-periddico entonces para todo ¢ € Wy, ¢(c) es feo-
perioddico.
Necesitamos asegurar la existencia de ¢; € Wy \ {e}, ¥V = 0 y ¢ punto
critico de f;, tales que
fclf(Q) = gy (20)'

Es decir, la negacién del primer punto del lema. Para poder hacer esto debe-
mos excluir el caso en que zp sea fq,-periddico. Esto requiere mostrar que,
de darse esta circunstancia, podemos escoger un 2§ con las caracteristicas
de zg (respecto a Dimg (D,(z) N X)), pero que no sea fq,-periédico.

Primero notemos que si ¢ es suficientemente pequefia, X es un conjunto
que se encuentra (respecto a la métrica de Hausdorff) cerca de J(fe,). De
modo que X contiene puntos que no son f.,-periédicos y por lo tanto es denso
en J(fe,). Mostraremos que para todo r > 0 existe 2§ # zp en D(20) N X
con las condiciones que gueremos.

Sean

§ = Dimy (X)

Dim,(z) := hr% Dimy (D,(z) N X)
Xs—e ={2z€ X | Dimu(z) 2 6 — ¢}.
Sea {V,} una cubierta (relativa a X) de X \ Xs_.. Podemos escribir
XN= {UVz} UXs_e.

Tomando la (6 —€) - Medida de Hausdorfl y haciendo notar que {V.} y Xs-.
son &jenos tenemos

HO™X) = H™({UV.}) + O™ (X5-)

19



Dado que
HY¢(X) = o0

HP({UV2)) =0

entonces #{Xs_.) = Q.

Mostramos entonces que si zp €5 un punto fe-periédico, podemos en-
contrar zj no fe,-periédico tal que Dim,(z}) > Dimy (X) ~ €. Esta ¢ es
absorbida por la € de nuestros céleulos y no afecta ninguna de las desigual-
dades.

Podemos entonces suponer, sin pérdida de generalidad, que z no es fg,-
periédico y por lo tanto el lema nos garantiza la existencia, en cada X, de
puntos que pertenecen a una f-6rbita critica.

Ert ol espacio dindmico En el espocio de pordmetos

Figura 25

Tener un punto critico es una condicién estructuralmente estable. Sabe-
mos entonces que existe una rama de punto criticos ¢. para f. (¢ € W1),
donde W, C Wy es una vecindad de ¢.

Podemos aplicar el Lema 6 a i.(c € W1) vy a v(c) := f¥(q.) de donde
obtenemos:

Dimy {c € W1 | f(ge) € Xc} 2 lim Dimu (Xe, N Dx (i, (70))

li Dimg (Xe; 1 Dy (i (20)) 2 Dimpyp (foo) = 26
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Para estos dltimos estimados es necesaric hacer un cambio de coordenadas
porque el lema se demostré con A como el conjunto de pardmetros y con
zo = 0. Como escogimos ¢ arbitrariamente tenemos el resultado. O

Nota. Sabemos que {¢ € W, | f¥(q.) € X} ¢ 8M Podemos entonces
enunciar el siguiente

Corolario 1 Sea cg € OM, entonces
Dimy (aM) = Dimhip (fca)

Nos resta entonces demostrar que dado € > 0 existe cp € OM tal que
Dimpy, (feo) = 2 — €. Esto se demuestra en la siguiente seccion.

3. De Dimg(J;) a Dimyg (OM)

En esta seccién vamos a demostrar el segundo teorema central de nuestro
trabajo. Utilizaremos lo construido en los primeros dos capitulos, pero abor-
daremos el caso en que el punto fijo parabdlico tiene multiplicador distinto a
1. Como veremos a continuacién, esto no nos producird dificultades nuevas.

Si pedimos que f.(z) tenga un punto fijo parabdlico entonces ¢ € M.
De hecho, ¢ se encontrard en la fronters del cardiode principal de 8M. Este
cardioide, pensado como una curva en IR?, lo podemos parametrizar con la
siguiente ecuacién:

1
C(t) = Z(2cos(27rt) — cos(4nt), 2sen(2nt) — sen(4xt))
lo que nos indica que

c=e"?/2 e 4 (8 =0p/q, (p,g) =)

Por lo tanto J(f.) tiene ¢ pétalos atraciores que se encuentran en el punto
fijo y son invariantes bajo f9.

Podemos nuvevamente hablar de Coordenas de Fatou tanto atractoras
como repulsoras, pero ahora tendremos que diferenciar las coordenadas
definidas en cada uno de los pétalos atractores (y respectivamente en los
repulsores).

Al igual que en el caso abordado en los capftulos 1 y 2, las Coorde-
nadas de Fatou atractoras (qﬁj, 7 =1,2,...,q) las construimos inicialmente
en regiones U;r contenidas en los pétalos F; (sectores atractores). De igual
manera para las (¢7,7 = 1,2,...,¢) definidas en U], Consideraremos a U
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como €l pétalo repulsor al que llegamos girando en sentido contrario a las
manecillas del reloj a partir de Ujii". La ecuacién funcional que satisfacen
estas aplicaciones es:

+ +

é; (f1(z) = oF {(z) +1
Nuevamente requerimos que z y f9(z) pertenezcan a U . enel caso de ¢; . Es
importante hacer notar que la aplicacién f¢: P; — P; es de grado dos y es
entonces conjugada a la aplicacién z — z- z? que estudiamos anteriormente.
Tenemos entonces las mismas maneras de extender a ¢j‘ y ¢

1. d);f se extiende utizando la relacién funcional a
@;‘" P - C
y satisface la relacion en todo P;.
2. Nuevamente no extendemos ¢; sino (gb;-,')‘l obteniendo
p;:€C—=C
que satisface la relacidén
©i(Z +1) = fUe;i(2))

A diferencia del caso que estudiamos en el Capitulo 1, el cambio de
variable que se utiliza al comienzo de la ¢ostruccién no es Z = —1/2 sino
Z = b/z9 para una b conveniente.

Dado que existen regiones fundamentales en cada pétalo para f¢, pode-
mos manegjar la nocién de Cilindros de Ecalle. Esto nos permite construir
las Aplicaciones de Cuernos y las Aplicaciones de Lavaurs, claro que en este
caso dada una Coordenada de Fatou atractora podemos escoger entre dos
coordenadas repulsoras.

Al definir €y, ;, es decir, la aplicacién de cuernos pala fc en el j-ésimo
pétalo nos encontramos con que podriamos hacerlo de dos formas:

1. & =¢f og;
2. & =¢FTop;_
Jeid I (p_? 1

y después componer ¢on H como o hicimos para fp. Utilizaremos ambas
definiciones, nombrando ef ; &l primer caso y € . al segundo. Las apli-
caciones estén definidas en los extremos de los Cilindros de Ecalle ¢ (una en
cada extremo) y toman valores en el cilndro.

¢f i TMog (U7 NP —C*
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y anélogamente para €; .
Para facilitar la cscritura fijaremos una j (aquella que corresponde al
pétalo P;, que contiene al dnico punto critico de f.} y escribiremos A= al

referirnos a ei ,- Dada § en el Cilindro, definiremos

b3 =Tgo k™.

Podemos “descomponer™ II(z) como II(z) = g o I donde I1;(z) = 2/Z y
M2(2/Z) = e, Esta mancra de manejar I1 nos permite trabajar en C/Z
cuando nos referimos a los Cilindros de Ecalle.

A continuacién demostraremos un lema que serd central en la construceidn
de los subconjuntos hiperbdlicos que se hizo en la seccién anterior.

Lema 8 Para todae 3 la aplicacion hg es repulsora en alguno de los extremos
del Cilindro. Donde hg = hf dependiendo del extremo en el que estemos
trabajando.

Demostracién. Consideraremos h; = exp(2rif)h™, |Im3| < by h =
17 10 hy o II3. Ademds llamaremos B+ y B~ a los extremos del cilindro {en
C*).

Como Bt y B~ son ajenos, podemos suponer que alguno de los dos,
digamos B*, no contiene el dnico punto critico de h;. Se puede entonces
extender la inversa local de h; cerca de 0 a BT U {0}. Llamemos H a esta
aplicacion.

H:B*U{0} - BTU{0} yaque ho:BT - C essobre

Ademés, h; o H = id, H(0) = 0 y |H'(0)] < 1. El Lema de Schwarz
garantiza |F’(0)| < 1; pero hy : BY — C* es infinito a uno, asi que H no
aplica de manera suprayectiva en B*U{0}, entonces H(BTU{0}) C B*U{0}
propiamente y por lo tanto |H'(0)| < 1.

El lema de linealizacién de Kéenings [Mi| garantiza la existencia de una
coordenada linealizante L(z), conforme cerca de 0, L(0) =0, /() =1 y
LoH(z) = H'(0)L(z) cerca de 0. Sea H = 7, ‘o Homwy, tenemos lo siguiente:

Existen constantes ¢ € IR, C{,C¥ > 0 y una aplicacién analitica

L:Y={¢eC/Z|ImE >y}~ C/Z
tal que

1. H est4 definida en Y



2.
3.
4.

0<Im{A{)-€ <
Lo H = L4 (1/2ri)log H'(0)
CH < |V <y

Veamos €l por qué de las afirmaciones anteriores:

(i) H est4 definida en Y siempre y cuando yo se tome suficiéntemente

(if)

ii1)

grande para que m2(Y) C B*U {0}

0 < Im(H(E) — &) < C¥ (€ € Y) ya que {H(2)] < z cerca de cero, lo
cual implica la primera parte de la desigualdad {que 2 esté més cerca
de cero que z1en BT U {0} se traduce en C/Z como Im % < Im{Zg),
donde % = I15%(%).) Ademss tenemos control sobre c6mo se separan
un punto y su imagen bajo H, porque en B*U {0} la convergencia de
las érbitas bajo H de puntos cercanos a 0 estd regida por |H'(0)|.

Definamos L = TI; ! o L o I1; entonces

s

oH=T;'cLoHoll
y por lo tanto

Lo H(¢) = T3 o H'(0)L(T2(¢)).
Luego

Ma(L() + (57) og H'(0)

exp(5 =)L) + () log H'(0))

exp(52)(E(z) « exp(log(H'(0))
= H'(0)L(x).

Teneraos que | L'| no se anula en Y, L’(0) = 1y, por lo tanto, |L'] < o0
en una vecindad de 0, asf que |L’| estd acotada superiormente. Es
posible encontrar C7 suficientemente grande para que

(CH™r <1l < CY.

Podemos escoger o, distinto al tnico valor critico de  de tal forma
que &g € 0BT (en caso que escojamos un punto en 63:" que sea, el critico
podemos entonces trabajar en B~). Tomemos &1 € A1 (&)N Bt y definamos

& = B7N&)
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Figura 26

Existe jo = 1 tal que £, € Y. Esto debido a que H™(z) — 0(n — co) para
todo z € Bt asi que, en modo C/Z, Im (H*(§)) — co(n — o) para todo
¢ € II;1(B7). Ademds tenemos control sobre la rapidez con que los puntos
se alejan, gracias a las cotas que tenemos para |L/]. O

Estamos en condiciones de demostrar el segundo de los teoremas cen-
trales de este trabajo.

Teorema 13 Sean ¢ € M tal que f. tiene un punto periddico pambélio_o
con q pétalos (el multiplicador del punto periddico parabélico es igual a ¢®
¥y 6 =2p/q) y {e.} una sucesidn que tiende ¢ 0 y gue satisface

T
—— 4N, —20geC 1 — 00,
gt

pora alguna sucesion de enteros {N,}. Sice, = ¢ % e,ie®(1 — %), entonces

2
lminf Dimng (J(f,,)) > =15

Aun cuando bajo ciertas restricciones podemos tomar {¢,} € C, vamos
a pedir que la sucesién pertenezca a IR. En este caso c., pertenece 2 la
tangente al cardioide principal en el punto ¢.

Demostracién. Comenzamos por escoger ¢ € 8P; tal que fé(e/) = a (el
punto fijo de f;). Sea £ el correspondiente a o' en 0Bt (o 0B, depen-
diendo de en cual es AT repulsora). El lema 8 nos garantiza la existencia
de una sucesién {£;} C BF (j € N) que satisface h(§;) = £;-1. Ademds
podemos construir una sucesién de discos ajenos {V;} centrados en {&;} tal
que h(V;) — V;.; sea una biyeccién. Sea V' una vecindad de £ en C/Z
(h(V1) = V). La aplicacién f& o ¥; o 11! transforma V en U, vecindad de
.

o
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Sea g la aplicacién de Lavaurs correspondiente a h, es decir g = gg = ;0
Tzo qb;" (como 3 estd fija y ecogimos j de tal forma que estemos {rabajando
en el pétalo que contiene al dnico punto critico de f. sélo escribimos g).

Llamaremos Vi, a ffo@,;0II7 Vi), Vigsr = F(Var) y Veg = 9(Vesi,e)s
es decir:

floW; oI Hh(Vas1)) =go fRo¥; 0 17 (Vipa),
como lo mostramos a continuacidn:
goflo¥, oI (V1) =¥;0T,0¢F 0 fT0 ¥ 0117 (Vo).
La relacién funcional ¢} (f(z)) = ¢.f(z) + 1 implica que
UjoTo0¢) o ffoW; o (Vay1) = Uy(To 0 8F 0 Ui 0 T H(Voua) +1)
y adema&s
Vi(To0¢F o U0l (Vo) 4 1) = U5(¢f o ¥ 0 I7H(Vp) + 1+ 0).
Notemos que

Vi(¢f o U0l N (Vo) + 14 0) = Wi(Tp(dF 0 W50 TIH(V,)) +1)
Y
Ui(To(¢f 0 U0 M (Va)) #1) = W5(I 2 (A(Vpsr)) + 1)-

Como f9(W;{z)) = ¥;(z+ 1) tenemos
V(0 (A(Vas)) +1) = £90 @5 0TI (h(Vaya))

Es claro que la cerradura todas las vecindades Vi, x estd contenida en U si
n > ng para algin ng € N, puesto que los conjuntos V, se alejan hacia un
extremo de C/Z (y se acercan al punto fijo parabélico en las coordenadas
originales).

Teniendo las relaciones entre f,g y las V,, . podemos entonces definir el
repulsor conforme ‘

{U,Vor} (N2n2nglkl<en)

donde fni(Vog) = U y € es pequefio. Dada Vi kg, definimos frox, de la
siguiente manera:

1. Si kg es tal que f*° 0 W;0I17}(V) = U/ entonces aplicamos g™ y obten-
emos g(Vy k) = U.



Figura 27

2. Si lo que tenemos es V,xy; entonces aplicamos {f '"1|Vn,k+,-)j ¥y nos
ponemos en ¢l ¢aso anterior.

En la construccién de los V., podemos pedir que el origen no esté
incluido en K. Dado que V,x C U podemos afirmar que existe K C U
dominio de Jordan compacto que contiene a los V,, ; y entonces definimos

Knj = [oilK) ¥ anp = sup{|fop(2)| 7" | 2 € Knp}

Vamos ahora a justificar la siguiente estimacion

Onk = C
|n+ ik
donde C es una constante que no depende de N,
Recordemos que en la construccién de las Coordenadas de Fatou para la
aplicacién con ¢ pétalos transformamos cada pétalo atractor en una regién
derecha (y cada repuisor en una izquierda)} utilizando la aplicacién

q¥1
q

b
wnr(::)::—&

57



y que en estas regiones f* y g pueden considerarse translaciones si |w| no
es pequefia (al menos si se trata de estimar cotas para las derivadas). Las
sigutentes igualdades son inmediatas de la anterior:

N _1
77 w) = cw ¢
(Y (w) = dw™ T,
de donde se sigue

o+l

(G ) (Y gtk i) — ()

donde wo = 7(20) v 20 € Vo Es claro que existe d tal que
fwo+n+ik| <d

puesto que wy estd contenido en un compacto y ng < n < N. Como
lwg| — |n 4 k[ < d

y tanto |wo| como |n + ik} estan acotados entonces existe d' tal que

lwel = d'in + ik|.

Ast que |f,, | estard acotada por

1
d'(n+ik) =
ol | EEXTNE
finalmente, c
[f:;.,kl_l 2
o+ ik| T

Con lo que obtenemos resultado para an k.
Sea C el conjunto de Cantor generado por el repulsor conforme (U, V,, 1, N >
n > ng, |k| < en). Como una consecuencia de la férmula de Bowen-Ruelle

tenemos
Y PO <o

np<nIN
k| <en




Y de las dos desigualdades anteriores se sigue

1
¢ Y s
no<n<N in+ik|"e
|k} < en

(N —ng)® (———I—H)Dimﬁ o <1
N = o'T

y por lo tanto

Calculando log a ambos lados de la desigualdad y despejando Dimg (Cy)

obtenemos 0 log(N )
X q og — g
D >
@) = 2 [
Como el término entre corchetes tiende a uno cuando N — co, para N
suficientemente grande se satisface

2q
g+1

El resultado anterior nos permite concluir la demostracién del teorema.
Antes de proseguir es importante que notemos que Cy no es un subcon-
junto hiperbdlico de f.,, sino de (fe, o). Se define ([D1})

J(fcmga) = {z l g;‘(z) € J(fco): ne N}'

Recordemos que la aplicacién f+— Dimpp (f) es inferiormente semicon-
tinua, asf que si existe K tal que K > Dimnyp (f,) entonces existe V'(co)
vecindad de co tal que si ¢ € V(¢p) entonces K > Dimyyp, (fe).

Otro punto importante es que si ¢ € C\ M entonces

Dim pip (fe) = Dimy (J(fa:))

porque J( f.) es totalmente disconexo y es la cerradura de las 6rbitas periédicas
repulsoras. Entonces todos los puntos en J(f.) pertenecen a una 6rbita re-
pulsora y por lo tanto J(f.) es un subconjunto hiperbélico de f.. Este ar-
gumento nos permite intercambiar Dimy y Dimyi, en lo siguiente, siemnpre
que ¢ € M. Nosotros queremos calcular ﬁan_. i£f Dimpg (J(fe,,)) con cler-

tas condiciones sobre ¢, (ver seccién 5 del Capitulo 3). Comenzamos por
escoger una sucesién {can} tal que

Dimy (Cy)} > ——

“—Eonoo Dim hip (fch )

n, LR AN
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coincida con liminf. Dada la hipbtesis sobre €,, podemos asegurar la exis-
Nen i
tencia cle una sucesién de enteros {NE,,J} tal que fe., ’ — go uniformemente
7

Q
en todo compacto contenido en K {fo, ). Para esta ¢ consideramos un repul-
sor conforme como hicimos anteriormente y si €5, es suficientemente pequefio
entonces tendremos que

2/(g+ 1) < Dimpip (fe,,))
con lo gue obtenemos el resultado, ya que
J(fenj) had J(fco:gcr): (Enj - 0)

( ver [D1]). O

4. Conclusion de la Demostracion

Comenzamos por escoger una sucesién {¢; jo, € M tal que f; tenga

un punto fijo parabdlico con una cuencs inmediata compuesta porj pétalos
atractores. Por el Teorema 12 tenemos que toda ¢; satisface
2>Dimy{ce M | f. € D} 2 Dimp, (f;)-

Podemos perturbar cada ¢; como hicimos en la demostracién del Teorema
13 conservando la desigualdad anterior y obteniendo la siguiente

Dimyip (fe;,) 2 25/(7 +1).
Combinando ambas desigualdades tenemos
2> Dimy {c€ M | f. € D} > Dimuy (fc),) > 25/(j + 1)
y haciendo tender 7 — oo
Dimy{ce M | f,e D} =2.

Como {c € M | f. € D} C &M entonces obtuvimos el siguiente

Teorema 14 (Shishikura) Dimy (83) = 2.

GO
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