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INTRODUCCIÓN 

El objeto de esta tesis es calcular la Dimensión de Hausdorff de la frontera 
del Conjunto de Mandelbrot, el cual se denotará en lo que sigue por M. En 
1996 el matemático japonés Matsushira Shishikura demostró: 

Teorema A. (Shishikura) La dimensión de Hausdorff de la frontera del 
conjunto de Mandelbrot es 2, i.e., 

El trabajo de Shishikura, junto con el de Adrien Douady respecto a la 
continuidad de la asignación 

f 1-> J(f), 

donde J(f) denota al conjunto de Julia de una aplicación analítica f, for­
man parte del desarrollo de herramientas y conocimiento encaminados a 
demostrar la interrogante central de la teoría sobre M : 

Conjetura. M es localmente conexo. 

En esta tesis se utiliza un método muy interesante para buscar resultados 
sobre M. Trabajar en el espacio de parámetros es complicado. Sus estruc­
turas no están definidas por un sistema dinámico, así que no contamos con 
aplicaciones y teoría sobre ellas para poder movernos. Utilizando como base 
la teoría de Mañé-Saad-Sullivan y la caracterización de Sullivan de las com­
ponentes de Fatou de una aplicación holomorfa, comparamos la dimensión 
de Hausdorff de aM con la del conjunto de Julia de fe, para ciertos e E M. 

Teorema B. Sea {fe := Z2+C ICE e}. Si feo es J-inestable, i.e. C(j E aM, 
entonces 

DimH({C E e I fe E D}) ~ Dimhip(feo), 

donde f E D si f tiene un subconjunto hiperbólico que contiene la órbita 
para adelante de un punto crítico. 

Observemos que {c E IC I fe E D} e aM, puesto que si la órbita del cero 
(único punto crítico de fe) está contenida en un subconjunto hiperbólico de 



fe, entonces J(fe) es o bien un disco de Siegel o bien una dendrita. Una vez 
hecha esta aclaración, podemos afirmar que 

Por otro lado, Dimhip(fco) y DimH(J(fe)) están estrechamente relacionadas 
(de hecho coinciden en el caso parabólico). Veremos más adelante que 
es conveniente mantener Dimhip(feo) y DimH(J(feo)) aun cuando ca sea 
parabólico. La demostración de este teorema en este trabajo sigue aquella 
elaborada por M. Shishikura ([Sh]). 

Nuestro problema se transforma entonces en buscar cotas inferiores para 
Dim hip (fe)' El primer paso es construir un subconjunto hiperbólico de fe al 
que sepamos calcularle la dimensión de Hausdorff. Las herramientas nece­
sarias para ello se desarrollan en los capítulos 2 y 3. Pretender encontrar S 
subconjunto hiperbólico de fe tal que DimH(S) = 2 sería demasiado ambi­
cioso. El camino a seguir es mostrar que podilmos perturbar e de tal forma 
que Dimhip (fe.) sea mayor o igual que 2 - E, 10 cual se consigue con el 
siguiente 

Teorema C. Sean e E M tal que fe tiene un punto periódico parabólico 
con q pétalos (el multiplicador del punto periódico parabólico es igual a ei8 

ye = pJq) y {En} una sucesión que tiende a O y que satisface 

1f -- + Nn -+ (j E <C 
qEn 

n --+ (0) 

para alguna sucesión de enteros {Nn }. Si c,. = C±iEneiO(1-e'8), entonces 

Notemos que al hacer tender e,. a e como en el Teorema, se está acer­
cando por la tangente exterior al cardioide principal. Dado q un número 
de pétalos arbitrario siempre existe c tal que fe tiene un punto periódico 
parabólico con q pétalos. 

Es claro que los Teoremas B y e implican el Teorema de Shishikura. En 
los capítulos dos y tres desarrollaremos la teoría detrás de la demostración 
de Zeinsmeister y el capítulo cuatro comprende las herramientas necesarias 
para la demostración de Shishikura, así como las demostración de ambos 
teoremas y las conclusiones. 
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Capítulo 1 

Resultados Preliminares 

En este capítulo daremos algunas definiciones y resultados básicos para 
la comprensión de este trabajo, aunque no nos centraremos en sus demostra­
ciones. Esto haría que la tesis se extendiera demasiado; sin embargo, citamos 
los libros o artículos de procedencia en caso que el lector se interese. 

1. Subconjuntos de re determinados por la diná­
mica 

Sea f una aplicación racional definida en la Esfera de Riemann. Entonces 
f determina un sistema dinámico en la esfera vía sus iterados, es decir, la 
familia {fn; n E :E}. Al estudiar este sistema buscamos entender el compor­
tamiento de {r(z); n} (la órbita de z) para z E t. Este estudio nos permite 
clasificar ciertas regiones de t las cuales mencionamos a continuación: 

A. CONJUNTO DE JULIA. Decimos que un punto z es normal con res­
pecto a f si existe una vecindad U de z tal que la familia {r; n > O} 
es equicontinua en U. Definimos el conjunto de Julia de f, J(f), de la 
siguiente manera: 

J (f) : = {z E t I z no es normal con respecto a f}. 

B. CONJUNTO DE FATOU. Este conjunto es F(f) := t\J(f). Cuando 
f es un polinomio, definimos el conjunto de Julia relleno por 

K(f) := {z E t I {¡n(z); n E N} está acotada}. 

C. PUNTOS CRÍ TICOS. Si z es tal que f no es inyectiva en una vecindad 
de z, z se denomina crítico. Sea z tal que f(z) f. 00, entonces z es 
un punto crítico de f si y sólo si f'(z) = O. En ese caso, el número 
de soluciones de f'(z) = O se llama la.,multiplicidad de z como punto 
crítico. 



D. PUNTOS PERIÓDICOS. Decimos que z es un punto periódico de f 
(de período n) si n es el menor natural que satisface r(z) = z. En 
caso que n = 1 entonces z es un punto fijo de f. A una órbita periódica 
{zo, Z¡, "',Zn = zo} le asociamos un número (el multiplicador) calcu­
lando la derivada del n-ésimo iterado de f en Zn 

~ = (f")'(Zn). 

Decimos que una órbita periódica es atractora, repulsora o indiferente 
si 1>,1 < 1,1>,1 > lo 1>.1 = 1 respectivamente (en el caso >. = O la órbita 
se dice superatraetoril). En el caso indiferente, Le. cuando>. = e2"i9, 

si (J E Q decimos que la órbita es indiferente racional o parabólica. 

E. PUNTOS EXCEPCIONALES. Un punto Z se dice excepcional si 

r 2(z) = z. 

A continuación enunciaremos algunos resultados clásicos para los con­
juntos de Fatou y Julia. De ahora en adelante siempre consideraremos f de 
grado d 2: 2 (ver [F), [Mi), [Sh)). 

A. J(f) es un conjunto cerrado, no vaCÍo y totalmente invariante bajo f, 
es decir f-¡(J(f)) = J(f) = f(J(f))· 

B. Para todo n > O, J(r) = J(f). 

C. Si {Zi}O es una órbita periódica atractora entonces {z.¡}O e FU). Si 
la órbita es indiferente racional o repulsora entonces {z.¡}o e JU). 

D. J(f) coincide con la cerradura del conjunto de puntos periódicos re­
pulsores de f. 

E. Si Zo es un punto periódico atractor, entonces su cuenca atractora 

A(zo) >= {Z E IC I r(z) ...... zo (n ...... oo)} 

está contenida en F(f). 

F. J(f) es un conjunto perfecto. 

G. En caso que f sea un polinomio tenemos 

J(f) == 8K(f) = 8A( 00) 
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H. Si J (f) tiene algún punto interior entonces J (1) =. t 
1. Si J(f) no es conexo, entonces tiene una cantidad no numerable de 

componentes conexas (de éstas, todas salvo una cantidad numerable 
son puntos). Más adelante trabajaremos con los polinomios fe(z) = 
Z2 + c. En este caso J(fe) es conexo o es un conjunto ele Cantor. 

2. Clasificación de las componentes de FU) 

A continuación enunciaremos dos teoremas de Dennis Sullivan que clasifican 
las componentes de P(f). 

Teorema 1 (ver [Dl]) Toda componente de P(f) es preperiódica. Es de­
cir, no existe D e F(f) (D componente de F(f)) de tal forma que todos los 
elementos de {¡n(D); n ;::: a} sean ajenos. 

Teorema 2 Toda componente periódica D de PU) es de uno de los siguien­
tes cuatro tipos: 

1. Cuenca Atractora. D contiene un punto periódiCO Zo de período p. 
La sucesión {fnp ; n E N} converge a Zo localmente uniformemente 
en D. El disco unitario es un ejemplo de una cuenca atractora para 
f(z) = Z2, de hecho superatractora. El circulo unitario es el conjunto 
de Julia correspondiente. 

Figura 1: Anillo de Herman 

2. Anillo de Hermann. (D, fP) es conjugado a una rotación irracional 
de un anillo de la forma {z E IC [r <' [z[ < 1 O < r < l} vía una 
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aplicación conforme. Este tipo de componente no ocurre cuando f es 
un polinomio. [MSSJ 

3. Disco de Si.egel. (D, fP) es conjugado a una rotación irracional del 
disco unitario t. = {z E <C Ilzl < l} vía una aplicación conforme. 
Gamo un ejemplo de una aplicación en q'lLe se presenta un disco de 
Siegel tenemos f (z) = Z2 + eh ,( V5-1) /2 : 

Figura 2: Disco de Siegel 

4· Cuenca. Parab6lica.. En cada punto de un ciclo po.rab6lico {Zi; i E I} 
están basados q pétalos atractores. El interior de estos pétalos forma la 
cuenca parab6lica de dicho ciclo. Todo punto en la cuenca parabólica 
tiene una vecindad V tal que {fqn(z); n} converge localmente uni­
formemente a Z;. para toda z E V Y alguna i El. 

Como en este trabajo es central la teoría referente a las cuencas parab6-
licas, abundaremos en el tema. Nos centraremos en el caso que tenemos un 
punto fijo parabólico. 

Comenzaremos suponiendo que feO) = O Y 1'(0) = 1. Podemos entonces 
escribir 

fez) = z + azn +J + O(n + 2) (a i' O) 

1 



n + 1 :::: 2 es la multiplicidad del punto fijo. Escogeremos V vecindad del 
origen de tal forma que JI v sea un difeomorfismo sobre V'. 

Definición 1 Un abierto conexo U, con cerradura compacta (¡ e V n V' se 
dice un pétalo atractor de I en el origen si 

I(U) e U u {O} y además n Ikeu) = {a}. 
k:!O 

Si ui e V n V' es un pétalo atractor de 1-1 entonces decimos que U' es un 
pétalo repulsor de l. 

Teorema 3 (Flor de Leau-Fatou [Mi], [Be]) Si el origen es un punto 
fijo parabólico de multiplicidad n + 1 entonces existen n pétalos atractores 
U¡ y n pétalos repulsores Ui que satisfacen: 

1. El conjunto 

U Ui U U Uiu{a} 

es una vecindad del origen (los n-ésimos pétalos se identifican con Uo 
y U~). 

2. Ui intersecta únicamente a Ui y Ui_l' 

3. ¡n -t a (n -t (0) uniformemente en {U;}. 

Figura 3: La dinámica en los pétalos 



Es importante que mencionemos que en cada pétalo atractor podemos 
hablar de una dirección (o eje) atractora y similarmente en el caso repulsar. 
Las direcciones son rayos que parten del origen y están separados todos por 
la misma magnitud angular. Las direcciones atractoras están divididas por 
las repulsoras y viceversa. La convergencia al punto fijo de los puntos en los 
pétalos atractores sucede de manera asintótica a los ejes atractores. 

Lema 1 ([Mi]) Si>. = e2"p/Q es el multiplicador en el punto fijo zo entonces 
el número de pétalos atractores (repulsores) de f en Zo es un múltiplo de q. 

Definición 2 La CUENCA PARABÓLICA de Zo está formada por todos 
los puntos z tales que r(z) .... zo (n .... (0). 

A continuación mostramos la cuenca parabólica de la función f(z) 
Z2 +e2>Ci(3/7) z. Observemos que en el punto periódico parabólico se presentan 
siete pétalos. 

Figura 4: Cuenca parabólica 

3. El Conjunto de Mandelbrot 

Nosotros estamos interesados en trabajar con los polinomios 

fc(z) = Z2 + e (e E IC). 

G 



En este caso no sól tenemos el espacio dinámico (o de fases) donde estu­
diamos los iterados de fe, sino además tenernos el espacio de parámetros 
donde varía c. En el espacio de parámetros tenemos un subconjunto muy 
especial: 

Definición 3 El Conjunto de Mandelbrot para los polinomios fe es el con­
junto 

M := {e E e I J(Je) es conexo} 

Figura 5: El conjunto de Mandelbrot 

La figura 5 ilustra M, así como los conjuntos de Julia de las aplicaciones 
correspondientes a algunos de los parámetros. 

Para ser rigurosos, deberíamos decir que M es el conjunto de Mandelbrot 
para los polinomios fe, puesto que podernos definir el conjunto de Mandel­
brot en el conjunto de parámetros de otras aplicaciones. Como un ejemplo 
sencillo definimos 

M n = {c E e I J(Jn,e) es conexo} 

donde fn,e(z) = zn + c, n E N. Todos los M n son conjuntos de Mandelbrot. 
Sin embargo, en lo que sigue el conjunto de Mandelbrot será el conjunto M 
definido anteriormente. 

Los valores de c para los cuales fe tiene un ciclo atractor pertenecen al 
interior de M; aquellos que corresponden a fe con ciclos parabólicos o discos 
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de Siegel se encuentran en aM; ningún fe presenta anillos de Hermann. La 
afirmación: "para todo punto en el interior de M, fe tiene un ciclo atractor" 
es todavía una pregunta abierta. 

Los siguientes son algunos teoremas relacionados con el estudio de M 
([PI, [D2j). 

Teorema 4 J(fe) es conexo si y s610 si If~(O)1 ft 00 cuando n ---> oo. 

Este teorema nos proporciona otra manera de caracterizar a M. 

Teorema 5 M es conexo. 

Aunque la conexidad de M es conocida, todavía se desconoce si M es 
localmente conexo. La evidencia numérica apunta hacia una respuesta afir­
mativa, pero todavía está pendiente una demostración formal. La conexidad 
local de M implicaría, entre otras cosas (ver [Mall, que 

o 
M= {e E IC I fe tiene un ciclo atractor}. 

Llamamos €-nube de un conjunto A a 

N(€, A) = U B,(a) 
aEA 

donde B,(a) es la bola de radio f centrada en a. 

Definición 4 La distancia de Hausdorff entre dos conjuntos compactos 
A y Bes 

DH(A, B) := inf{t;::: O I A e N(€, B), Be N(t, A)}. 

Definición 5 Dos aplicaciones f, 9 son J-equivalentes si existe un homeo­
morfismo h: J(f) ---> J(g) que las conjugue. 

Dada una familia analítica 

f:WxC--C 

decimos que Wo E W es J-estable si tiene una vecindad Wo de tal forma que 
fUJo es J-equivalente a fw para toda W E Wo y J(fUJ) depende continuamente 
de w en el sentido de la distancia de Hausdorff. De no satisfacerse estas 
condiciones decimos que Wo es J-inestable. En caso de no existir confusión 
también podemos decir que fUJo es J-estable (inestable) en la familia {J}. 

Teorema 6 (MSS) Los valores J-'inestables de la familia {fe} coinciden 
con aM. 

8 



4. Dimensión de Hausdorff 

Los sistemas dinámicos complejos generan, usualmente, fractales. Los con­
juntos de Julia suelen serlo y la frontera de M no es una excepción. Tanto 
J(fc) como 8M tienen dimensión topológica cero o uno; sin embargo, suelen 
ser más complicados que otros objetos con estas dimensiones (la dimensión 
topológica de un conjunto es siempre un entero; es cero si el conjunto es 
totalmente disconexo, uno si cada punto tiene vecindades arbitrariamente 
pequeñas con frontera de dimensión cero y así sucesivamente). ¿A qué nos 
referimos al decir más complicados? Pensemos en un subconjunto de IRn 

con dimensión topológica igual a cero (escribiremos dim(X) = O). X puede 
constar de un punto, de un número finito o de una infinidad. Un conjunto 
infinito de puntos aislado es, esencialmente, igual a un conjunto finito. Sin 
embargo, si el conjunto contiene puntos de acumulación la situación se torna 
distinta. Como ejemplos podemos mencionar una sucesión con un punto de 
acumulación, conjuntos con una cantidad infinita de puntos de acumulación 
(IQI, IR) Y como un caso muy especial el conjunto ternario de Cantor (Cl / 3 )· 

Este conjunto tiene propiedades que lo distinguen de otros conjuntos forma­
dos por puntos. Es autosimilar, Le. Cl (3 n [0,1/3] es igual a Cl (3 cambiando 
la escala por un factor de 1/3. Es no numerable pero a la vez muy magro 
(en el sentido que cualquier manera razonable de medir longitud nos dirá 
que tiene longitud cero). Estudiarlo desde el punto de vista geométrico con 
herramientas usuales resulta complicado, puesto que cerca de cada punto 
hay una infinidad de puntos separados por intervalos de longitudes muy 
variables. 

Podemos dar ejemplos similares para objetos l-dimensionales, como 8M. 
Aunque dim (3M) = 1, este objeto es "más complicado" que un objeto 
l-dimensional usual, comenzando porque no existe la tangente a 3M en 
ningún punto. Esto nos sugiere que es una curva (con una noción amplia 
de curva) muy intrincada. Es aquí donde surge la necesidad de tener una 
escala que mida cuán intrincada. La dimensión de Hausdorff arroja cierta 
luz a este respecto. En cierta forma esta dimensión mide cuanto espacio 
"llena" un conjunto y cuantifica sus irregularidades a muy pequeña escala. 
Pasemos a las definiciones formales. 

Sea V e IRn no vacío, denotamos por 

]V] := sup{]x - y] ] x, y E V}. 

Decimos que U = {Ud (i E I) es una á-cubierta de S e IRn si: 

1. U es una cubierta de S, 

9 



2. {Ud es una colección numerable de subconjuntos de IRn
, 

3. 0< IU,I ::; ó para toda i E J. 

Sea F un subconjunto no vacío de IRn
, definimos 

Hg(F) = inf {~IUiIB I {Ui}es unaó - cubierta de F} . 

Definición 6 (Medida s-dimensional de Hausdorff) Sea F un subcon­
junto de IRn,la medido. s-dimensional de Hausdorff de F es 

W (F) = lim Hó(F) 
6_0 

Notemos que si Ó1 2: Ó2 entonces 

{Ó1 - cubiertas de F} e {82 - cubiertas de F}. 

Por consiguiente, Hg¡ (F) ::; H6,(F) Y por lo tanto W(F) está bien definida 
(usualmente es O 0(0). 

La medida s-dimensional de Hausdorff es una medida en el sentido usual. 
De hecho, si F es un Boreliano en IRn la medida n-dimensional de Hausdorlf 
de F y su medida de Lebesgue usual difieren por una constante (el "volumen" 
de la bola n-dimensional de radio 1). 

Cuando ampliamos por un factor A, la longitud de una curva se multiplica 
por A, el área de una región plana se multiplica por A2 y así sucesivamente. 
En el caso de la medida s-dimensional de Hausdorff multiplicamos por AS. 
Esta propiedad la utilizaremos más adelante para hacer algunos cálculos 
referentes a Dimensión de Hausdorlf. 

Ya estamos en condiciones de definir la Dimensión de Hausdorlf. 
Cuando ó < 1, t> s y {Ud es una ó-cubierta de F entonces 

L IUil' ::; ó'-sL IUilS, . 
i 

de donde H$(F) ::; ót-sHg(F). Por lo tanto H'(F) = O si HS(F) < oo. 

Lema 2 Dado F e IRn no vacío, existe So qlle satisface: 

1. Si s > So entonces HS(F) = o. 

2. Si s < so entonces HS(F) = oo. 

10 



Demostración. Definimos So = inf{s [ H'(F) = oo}, la observación 
atlterior nos garantiza que So tiene las propiedades requeridas. 

o 
El lema anterior nos permite dar la siguiente 

Definición 7 La Dimensión de Hausdorff de F es So y escribimos 

DimH (F) = So. 

A continuación daremos un ejemplo. 

Proposición 1 DimH (Cl / 3 ) = log2/log3 

Demostración. Podemos separar Cl / 3 en RI = Cl / 3 n [O, 1/3J Y Rn = 
C l / 3 n [1/3, 1j. Claramente Rl n RD = 0 y Rl U RD = C l / 3 y tanto RI como 
Rn son iguales a Cl/3 ampliando por un factor de 1/3. Por lo tanto, para 
toda s se satisface 

H'(CI(3) = H'(R¡) + H'(Rn) = 1/3'H'(Cl / 3) + 1j3'H'(Cl / 3 }. 

Supongamos para So := DimH (Cl/3) , O < H S O(Cl / 3 ) < oo. Entonces podrí­
amos dividir entre H'O(C1/ 3 ) en la expresión 

H'°(Cl / 3) = 2(1/3)'° H'°(Cl / 3 ) 

y obtendríamos So = log 211og3. 
Resta entonces demostrar que O < H'O(Cl/3) < oo. 
Llamaremos básicos a los intervalos de longitud 3-k (k E l\!) que forman 

los conjuntos Ek. La cubierta {Ui} formada por los 2k básicos de longitud 
3-k que forman Ek nos lleva a la siguente desigualdad: 

Mostraremos ahora que H'(C l / 3 ) "= 1/2, con lo q ue finaliza la demostración. 
Esto es equivalente a probar que 

para toda cubierta {Ui} de Cl / 3 . Es suficiente considerar el caso en el que los 
conjuntos Ui son intervalos y, de hecho, podemos agrandarlos ligeramente y 
utilizar la compacidad de Cl / 3 y entonces restringirnos al caso en que {U¡} 
es una colección finita de subintervalos cerrados de [0,1). 
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Para cada U" sea k E N tal que 

Corno la separación entre básicos de Ek es por lo menos 3-k, U¡ intersecta 
como máximo a uno. Si tornamos j 2: k entonces U, intersecta a lo más 
2i - k = 2i3-sk :;:; 2i 3slU¡ls intervalos básicos de Ej (Puesto que 2J -

k es 
el número de básicos de Ei contenidos en cada básico de Ek). Si ahora 
escogemos j suficientemente grande para que se satisfaga 3-(j+1) :;:; IU¡I para 
toda Ui, entonces, como fUi} intersecta a los 2i básicos de EJ si sumamos 
los intervalos tenemos 

(1) 

ya la desigualdad 2i - k :;:; 2i 3slUil s se satisface para toda Ui y fUi} tiene 
por lo menos 2k elementos. La desigualdad (1) nos da el resultado que 
buscábamos. 

o 
En [F] y [Ba] hay otros ejemplos del cálculo DimH de algunos conjuntos. 

A continuación enunciaremos algunas propiedades importantes de la Di­
mensión de Hausdorff (ver [F]). Sea F un subconjunto no vacío de IRn

. 

A. Sea f : F -+ IRm una aplicación a-Holder continua, es decir, existe 
CE Z+ tal que 

If(x} - f(y}1 :;:; clx - YI" (x,y E F). 

Entonces DimH (f(F}) :;:; (l/a}DimH (F). 

B. Como corolario de la propiedad anterior tenernos que si f : F -+ IRm 

es Lipschitz entonces DimH (f(F)) :;:; DimH (F). 

C. Si f : F -+ IRm es bi-Lipschitz, es decir, existen Cl, C2 E Z+ tales que 

cllx - vi:;:; If(x) - f(v}1 :;:; c21x - yl (x, v E F) 

entonces DimH (f(F}) = DimH (F). 

D. Si DimH (f) < 1 entonces F es totalmente disconexo. 
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Capítulo 2 

Las Aplicaciones en Fa 

1. Coordenadas de Fatou 

Los resultados de esta sección se desarrollarán para la familia de funciones 
Fo cuyos elementos tienen un punto fijo parabólico de multiplicador 1 en el 
origen. Vamos también a pedir que si Jo E Fo entonces 1"(0) = 1. De esta 
manera 

Jo(z) = z + ~z2 + ... 
2 

Posteriormente se trabajará con puntos fijos parabólicos de multiplicador 
distinto de 1. Sin embargo, siempre podremos utilizar los resultados obtenidos 
en esta sección al trabajar con ¡q donde q es el número de pétalos alrededor 
del punto fijo. 

Las coordenadas de Fatou son aplicaciones que conjugan, parcialmente, 
la dinámica en una vecindad de un punto fijo parabólico con la translación 
T(z) = z + 1. Son la herramienta fundamental para obtener los resultados 
de este trabajo. 

Sean: 

n+ = {z E IC I Rez > b-Ilmzl} 

n- = {zEICIRez<-b+llmzl} 

para b > O grande, corno se i1ust"a en la figura 6. 
Sean I(z) = l/z, n.; = I(n+), n_ = 1(0-) Y Jo E Fo, tenemos entonces 

lo siguiente: 

1. Jo es inyectiva en n+ y en 0_. 
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Q+ 

Figura 6: Coordenadas de Fatou 

Las afirmaciones anteriores son claras si cambiamos la variable a W = -l/z 
y trabajamos en n- y n+, en cuyo caso tenemos que: 

1 a 1 
fó(w)=Iofoor (w)=w+l+-+O(z) 

w w 

Decimos que R es una región derecha (resp. izquierda) si contiene un semi­
plano derecho (resp. izquierdo). 

Teorema 7 Existen aplicaciones inyectivas y holomorfas <po,+ : n+ ..... c y 
<Po,- : fL -> C con las siguientes propiedades: 

1. <po,+(n+) es una regi6n derecha y <po,_(n_) es una regi6n izquierda. 

2. q,o,+(fo(z)) = <Po,+(z) + 1 si z E n+ y <Po,-(fo(z)) = <Po,-(z) + 1 si 
z,fo(z) E n_o 

Las aplicaciones anteriores se llaman coordenadas de Fatou. Diremos 
que <Po + es la coordenada de entrada y <Po _ la de salida. 

A ~ontinuación se da un bosquejo de l~ prueba '¡DI]: 
Sea x- = n-Ifó el cociente de n- obtenido al identificar w y fó(w) si 

ambos pertenecen a n-. Tenemos entonces que, topológicamente, X- es un 
cilindro (ver la sección referente a regiones fundamentales en este capítulo). 
El Teorema de Uniformización de Riemann [L], [Col nos indica que X- es 
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isomorfo (IC-analíticamente) al cociente BhlZ o al cociente HIZ. Donde 
Bh es una franja horizontal de IC de ancho h (el módulo) abierta y H es el 
semi plano superior. En nuestro caso tenemos un cilindro de módulo infinito 
hacia ambos extremos (h = 00), es decir X- "" te IZ. 

Sea ljJ : X- -+ telZ un isomorfismo y denotemos por Xio a la aplicación 
cociente que manda n- en X-. Dado que n- es simplemente conexa, pode­
mos levantar la aplicación ljJ o Xio a una aplicación <Pñ- : n- -+ IC. Si 
componemos esta última con 1 obtenemos una aplicación <P- : n_ -+ IC. El 
siguiente diagrama conmutativo nos muestra que esta <p- es precisamente la 
coordenada de Fatou requerida. 

1 
-+ n- 4>;_ 

...... 
! Xio 
X- .¡. ...... 

Dos puntos que difieren por fa en n- difieren por un entero bajo <pñ-. Se 
puede ver que tal entero es 1 si ljJ" respeta la orientación de los cilindros. 

La coordenada de Fatou de entrada se construye de una manera similar. 
Cabe mencionar que las coordenadas de Fatou son únicas salvo por una 
constante aditiva. Esta última depende de ljJ" y del levantamiento de <pñ-. 

Si trabajamos en n+ y n- entonces <Pt = <Po,+ o 1, <Po = <Po,- o l. En 
estas coordenadas podemos escribir <p~ de la siguiente manera: 

<p~(w) = w - alogw + c±,o + 0(1) 

cuando w -+ 00 dentro de los sectores {z E te 1 Re z > b - kllm zl} y 
{z E te I Rez < -b+kllmzl} claramente contenidos en n± (O < k < 1, c±,o 
constantes) . 

2. Estimación de las Coordenadas de Fatou 

Para poder dar un estimado de las Coordenadas de Fatou es necesario uti­
lizar la siguiente 

Proposición 2 1. Existen constantes R¡, C¡, C2 > O tales que si U = 
{z Ilz - 201 < R} para R 2: R¡, ~ y v son aplicaciones holomorfas en 
U y satisfacen: 

i) ~ es univalente en U 

¡.i) Iv(z) - 11 < ~ si. z E U 
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iii) <P(z + vez)) = <P(z) + 1 si z, z + vez) E U 

Entonces: 

2. Supongamos que U = {z E IC* 1 111 < argz < 02} (112 < 111 + 1rj2) 
Y Iv'(z)1 ~ CjlzP+~ (z E U) para algunos C, v > O. Entonces para 
Zo E U Y 1Ií, ~ que satisfacen 111 ~ lIí ~ II~ ~ 112 e:cisten R2, C3 > O Y 
X E ce tales que: 

1<p(Z) -1: v~J - xl ~ C3 el + I~~ ) 
si z satisface Oí < argz < O~, dist(z, ce \ UJ > Rl (Ca depende 
únicamente de Oi, II¡'; 

Demostración. 

1. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que Zo = O. Sea R > > 1. 
Utilizaremos el siguiente 

Teorema 8 (Distorsión de Koebe, [eG]) Si f es una aplicaci6n 
univalente en.6 = {z 1 Izl < l} con feO) = O Y f'(O) = 1 entonces: 

Izl < If( JI Izl (1 + Izl)2 - Z ~ (1-lzl)2' 

Definimos 
F( ) = <P(z + 21/) - <P(z) ( .6) 

1/ 2<P'(z) 1/ E . 

Entonces si \zl < R - 2, el Teorema 8 implica 

11/1 11/1 
(1 + 11/1)2 ~ W(1/) 1 ~ (1-11/1)2 

dado que <P es univalente en W = {~ 1 I~ - zl < 2} Y F satisface las 
hipótesis. Es decir, si 1/ E .6 Y Z E W entonces F está definida en .6, 
es univalente, F(O) = O Y F'(O) = 1. 
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Ahora bien, v(z)/2 E tJ. (v(z) E tJ.(O, 5/4)), así que podemos sustituir 
v( z) /2 por r¡ y las desigualdades se conservan: 

Iv(z)j I <i>(z + vez)) - <i>(z) I < Iv(z)) 
(1 + Iv(z)I/2)2 ::; <i>'(z) - (1-lv(z)I/2)2 

De modo que 

e' < 1<i>'(z)1 < e (2) 

si Izl < R - 2. Las constantes e, e' acotan a los inversos de las 
expresiones: 

Iv(z)] Iv(z)1 
(1 + ]v(z)I/2)2 y (1 -lv(z)I/2)2· 

Recordemos que Iv(z) - 11 < i y las expresiones arriba mencionadas 
sólo dependen de v(z). 

Utilizando la fórmula integral de Cauchy tenemos: 

<i>"(Z) = _1 ¡ <i>'({) d{ 
21fi .,. ({ - Z)2 

donde 'Y = {{ 1 I~ - zl= R/3} y Izl < R/2. Para cualquier z que 
tomemos, 'Y e {z 1 1 zl < R - 2} (si R es suficientemente grande 
R/3 < R - 2), así que 1<i>'(z)1 < e (ver la ecuación (2)). Entonces: 

l · ")1 1 e 11 I 3e 
<i> (z ::; 21f (R/3)2 .,. d{ = R (3) 

De ahora en adelante en las expresiones en que sólo aparecen múltiplos 
de e escribiremos e para facilitar la lectura. 

Utilizando la fórmula de Taylor podemos expresar <i>(z + vez)) de la 
siguiente manera: 

<i>(z + vez)) = 

<i>(z) + v(z)<i>'(z) + (V(Z))2[ (1 - t)<i>//(z + tv(z))dt (4) 

Si Izl, Iz + v(z)1 < R/2 entonces <i>(z + vez)) = <i>(z) + 1 Y la ecuación 
(3) se transforma en 

t· 1 = v(z)<i>'(z) + (V(Z))2 Jo (1 - t)<i>//(z + tv(z))dr 
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R 

Figura 7 

y obtenemos 

JI - v(z)<T>/(z)j ~ ¡v(z)¡2 [I<I>"(Z + tv(z))¡dt (5) 

y por lo tanto ¡1-v(z)<T>/(z)¡ ~ e/R (Consecuencia de (3), e absorbe 
la cota sobre ¡v(z)l). 

Utilizando nuevamente la fórmula integral de Cauchy tenemos que: 

(1 _ <T>/(z)v(z))/ = ~ f 1 - <T>/(~)v(~) ~ 
27rt J-r (~ - Z)2 

y además 

I<I>'/(z)v(z) + <T>'(z)v'(z)¡ ~·I(1- <T>'(z)v(z))'I, 

de donde, 

l<T>"(z)v(z) + <J>'(z)v'(z)1 ~ ~ f 1
1 

- <T>'(~)v(~) 1 ~ 
27r J-r (~ - z)2 

como, (ver (5)), 

entonces 

~ fll-<J>'(Ov(Old~<~e/R fl ~ I 
27r J-r (~ - Z)2 - 27r J-r (~- Z)2 

1<T>"(z)v(z) + <T>'(z)v'(z)1 ~ e/ R2 

18 
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si Izl < R/4. 

Como Iv(z)1 <::: e, obtenemos de la fórmula integral de Cauchy que 
Iv'(z)! <::: e/R y Iv"(z)1 <::: e/R2 si Izl < R/2 (Estos estimados se 
deducen de la misma forma en que se hizo para <l.> (1)). Expandiendo 
v'(z) en serie de Taylor obtenemos: 

Iv'(z)1 <::: Iv/(O)I + Iz l (1 - t)V"(zt)dtl <::: Iv'(O)1 + e/R2 (7) 

si IzI < 5/4. Lo anterior implica 

1<:t>'/(z)v(z)1 = Iq,"(z)v(z) +q,'(z)v/(z) -<l.>'(z)v'(z)1 <::: 

<::: I<:t>"(z)v(z) + q,/(z)v'(z)1 + W(z)v/(z)1 

Por (6) Y (7) 

1<:t>"(z)v(z)1 <::: e/ R2 + Clv/(z)j <::: e/ R2 + qv'(O)1 + G/ R2 
= 

= 2e/ R2 + elv/(O)I. 

Existe e/ > o tal que e' <::: Iv(z)l, así que podemos dividir entre G' y, 
renombrando G, obtenemos 

W(z)1 <::: e(1/R2 + Iv/(O)1l 

si Izl < .5/4. Sustituyendo estos resultados en el desarrollo en serie de 
Taylor para q,(z + vez)) y después aplicando a z = Ü' obtenemos: 

11 - q,'(O)v(O)1 <::: G(l/ R2 + Iv/(OJl) <::: G/ R. 

Si dividimos la expresión entre Iv'(O)1 obtenemos la desigualdad que 
buscábamos. 

2. Para demostrar la segunda parte del lema utilizaremos la primera. Sea 
z E W = {w I e; < argw < e2}. Existe e4 tal que dist(z,1C - U) > 
e4lzl· Una explicación geométrica aclará esta afirmación: 

Consideremos qué sucede dentro del círculo unitario (la G4 que se 
obtendrá será válida para el caso general). Sea z E W, entonces 

dist(z, IC - U) 
Izl = sen(arg z - el) 

lü 



Figura 8 

y por lo tanto 

dist(z, <C - U) = Izlsen(arg z - (h) ?: Izlsen(O; -O¡) 

ya que arg z > O; y las magnitudes angulares son todas menores que 
'Ir /2. Sea C4 = sen( O; - 01). O 

Aplicamos el primer resultado a la región H =. {w I Iw - zl < C41 zl} 
y obtenemos: 

Si integramos a lo largo de 1 un camino en el sector {w I O; < arg w < 
O~} obtenemos: 
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y utilizando (8) 

tj' 11 ,(1 e)11 ,(1 e) }'o <I> (~) - v(';-) Id~l:S: el izi2 + Izll+v z:S: el Izl + Izlv 

Figura 9 

lo cual implica 

I td';l (1 e) j<I>(z) - <I>(zo) + Jzo v(~) :s: e3 ¡z¡ + ¡zp 

o 
Con la desigualdad anterior podemos dar un estimado para las Coorde­

nadas de Fatou. 
Sea vez) = Jo(z) - z = 1 + a/z + 0(1/Z2), q; = <I>~, U = {z E C* 1 

1f /4 < arg z < 31f/4. Dado que Iv'(z)1 = 1- a/z2 + 0(1/z3 )1 :s: e/lzl2 para z 
fuera de una vecindad del origen (recordemos que este estimado contempla 
que z --> 00 bajo ciertas condiciones), podemos aplicar los resultados de la 
proposición 2 y obtener, en un sector más pequeño que U: 

I 
td'; ¡ e' 

<I>~(z) - Jzo v(~) - x :s: Izl' 
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Como l/vez) = 1 - a/z + O(1/z2), la expresión anterior se transforma en 

/<!>t(Z) - 1:(1- a/E, + O(1/e))dE,/ :s; ~t 
y por lo tanto <Pt(z) = z - alogz + cte. + O(l/z) cuando Izl -+ 00 por 
sectores dentro de U. O 

3. Extensión de las Coordenadas de Fatou 

Las aplicaciones </>0,+ y </>0,- sólo están definidas en los pétalos atractor y 
repulsor respectivamente. Sin embargo, para que nos sean útiles en este 
trabajo es necesario extender su dominio de definición. 

Denotemos por B la cuenca parabólica del punto fijo. 

Proposición 3 Si n+ es un pétalo atmctor, entonces la coordenada de Fa-
tou 

4>0,+ : n+ -+ IC 

se extiende de manera única a una aplicaci6n holomorfa en B que también 
satisface la ecuaci6n funcional4>o,+Uo(z)) = </>o,+(z) + 1 

Demostración. Dado que f[f(z) -+ O uniformemente para z E B entonces 
f~(z) E n+ para alguna k < oo. Definimos <Po,+, la extensión de 4>0,+, de la 
siguiente manera: 

{ 

4>o,+(z) 
~o,+(z) = 

4>o,+U[f(z)) - n si Z E By f[f(z) E n+ 

Esta aplicación está bien definida. Si fü'(z), fü'(z) E n+ (supongamos que 
n, :s; n2) entonces 

</>o,+Uü'(z)) -n2 = </>o,+u;,+(n,-n,)(z)) - (n, +n2 -n,) 

= </>0,+ (r(;' (z)) - (n, + n2 - n,) + n2 - n, 

</>o,+Uü'(z)) - n, 

por la ecuación funcional que </>0,+ satisface en n+. o 
En el caso de </>0,- utilizaremos un procedimiento similar; sin embargo, 

extenderemos 'Po = </>0,- -l. Extender la inversa resulta más natural y se 
mostrará más ú ti! a lo largo del trabajo. 
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Figura 10 
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Proposición 4 Si!:L es un pétalo repulsar, entonces la aplicación inversa 

4>0,- -1 : 4>0,- (!"L) -t fL 

se extiende de manera única a una aplicación holomorfa 'Po : C -t C que 
satisface la siguiente ecuación: 

fo('Po(w)) = 'Po(w + 1). 

Demostración. 

Recordemos que Qo = 4>o,_(!:L) es una región izquierda (de hecho se puede 
probar que existe un pétalo particular cuya imagen bajo la coordenada de 
Fatou es precisamente un semiplano izquierdo). Por lo tanto, dado w E C 
existe n E N tal que w - n E Qo. Definimos 'Po de la siguiente manera: 

{ 

4>0,- -I(W) 
'Po(w) = 

fo(4)o,- -I(W - n)) siwECyw-nEQo 

De manera análoga al caso il>o,+, 'Po está bien definida. Cabe mencionar que 
'Po(q = C cuando fo es un polinomio y es igual a la esfera de Riemann 
cuando fo no es conjugada a ningún polinomio ([Mi]). O 

4. Cilindros de Ecalle y la aplicación de transición 

Llamaremos una región fundamental para fo a una subregión de !/+ (res­
pectivamente de !/_) delimitada por dos curvas e y e' que se encuentran en 

23 



el origen y satisfacen lo (e) = é'. Recordemos que el origen no forma parte 
de la regi6n fundamental (no forma parte de O±). 

La 6rbita de un punto bajo lo s6lo puede pasar dos veces por una regi6n 
fundamental si pasa por su frontera. Vistas en coordenadas de lo las regiones 
fundamentales son franjas verticales. Podemos pedir que e o e' sea una recta 
vertical. Denotaremos S+, S_ a las regiones fundamentales en 0+ Y 0_. 

Las condiciones anteriores nos permiten construir el cociente de S+ y S_ 
identificando z E 0+ Y lo(z) (de igual forma para 0_ si lo(z) E 0_). Es 
decir, 

C+ = 0+/ fo y C_ = 0_/ fo. 

Llamaremos a C+ y C_ los cilindros de Ecalle de entrada y salida respecti­
vamente. 

Ya tenemos suficientes herramientas para defirur la aplicaci6n de tran­
sici6n, que puede interpretarse como una transici6n de C_ en C+ definida en 
los extremos del cilindro de salida. Por esta raz6n esta aplicaci6n también 
es conocida como la aplicaci6n de cuernos (dada la forma que tienen las 
regiones fundamentales). 

Figura 11 

Trabajaremos primero en 0+ n 0_ y llamaremos 

EJo = ePo,+ o (ePO,_)-1 : ePo,-(O+ n 0_) --> <C 

N6tese que ePo,+ o (ePo,_)-1 = eP6 o ¡ o ¡-lo (ePÜ,)-1 = eP6 o (ePi))-I. Además 
E Jo puede definirse en una regi6n Rb = {z I IIm zl > b + 21Re zl} para b 
grande. Esto último debido a que la imagen de 0+ n 0- bajo ePo contiene 
a Rb (recuérdese la estimaci6n de ePo). 
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Dada la definici6n, se satisface: 

siempre y cuando ambos lados estén definidos. La relación anterior nos 
permite extender j! Jo a una región {w jIm wj > 770} para algún 770 > D. Si 
queremos aplicar j! Jo a un punto Wo en esta franja, le sumamos n E Z tal 
que Wo + n E Rb Y utilizamos la relación funcional. 

Sea !1(z) = eZnú , definimos la siguiente aplicación: 

-
+--+--+'" 

~.1 

IC ..!!.. IC \{Q} 

Figura 12 

Esta aplicación está bien definida. Sea Zo E D(E!o' Entonces n-lIzo) 
consiste de una familia de puntos que difieren entre sí por enteros. Sus 
imágenes bajo É!o también diferirán por enteros y al aplicarles n quedarán 
identificadas. 

Sabemos (ver sección 2 de este capítulo) que 4>~ (z) se acerca asintó­
ticamente a z cuando jzj -+ oo. Así que Efo(z) = 4>t«(), donde Im« = 
(4)¡:j)-l(z)), también tiende a ±oo cuando Imz lo hace. De lo anterior 
deducimos que €Jo(z) - z tiene límite cuando Imz -+ ±oo. Nótese que 
si 1m Z -+ ±oo entonces n(z) -+ O, oo. Por lo tanto podemos extender 
analíticamente (Jo a O e oo. Estos puntos son puntos fijos, el origen es además 
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parabólico. Resumiendo, 

lim H(Efo(Z)) 
Imz_-oc 

lim H(z) = O 
Imz_-oc 

lim €Jo(Z) = lim IT(Efo(Z)) lim IT(z) - 00 
z_oc Imz_oc Imz_oo 

porque Im(Efo(z)) -> ±oó cuando Imz --> ±oo. Además: 

I (O) _ r Efo(h) - Efo(O) _ r Efo(h) - 1 
Efo -h~ h -h~-h--

La aplicación € fo se llama Aplica.ción de transición. Su extensión (utilizando 
<1>0,+ y 'Po) será de suma importancia en el desarrollo de este trabajo. 

5. Extensión de Elo 

Sea S = 'Pill(B). Entonces T(S) = S dondeT(z) := z+l, yaquefo(B) = B 
Y además S :::> {w 111m wl > 1)0}, (110) O) (ver la definición de Efo)' 

Figura 13 

Definimos Efo : B --> <C por 

Efo = <1>0 o 'Po· 

26 



Esta definición coincide con la original, satisface la misma ecuación fun­
cional si w E E y '!o(w) = w + 0(1) cuando Imw -t 00 

De manera natural queda definida la aplicación 

€Io = rr o tlo o rr- I 
: rr(E) -> IC* 

la cual está bien definida y puede ser extendida analíticamente a O, oo. Estos 
últimos son puntos fijos de €Io de multiplicador distinto de O (estos cálculos 
son los mismos que se hicieron antes de extender 1.10)· 
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Capítulo 3 

Perturbación de Jo 

En el capítulo anterior estudiamos el comportamiento de la dinámica 
cerca de un punto fijo parabólico de multiplicador 1. Ahora nos interesa 
"traducir" los resultados ya obtenidos a aplicaciones que se encuentren en 
cierta vecindad de una aplicación que pertenece a la familia Fa. Aunque los 
resultados de esta sección pueden obtenerse para cualquier aplicación que 
pertenezca a Fa, nos vamos a centrar en fo(z) = z + Z2, puesto que este 
trabajo gira alrededor del conjunto de parámetros para los polinomios de la 
forma fc(z) = Z2+cy fo(z) = Z+Z2 es conjugada a h/4(Z) = z2+1/4. Como 
h/4 tiene un punto fijo parabólico de multiplicador 1, podemos asociarle las 
construcciones del capítulo anterior. De hecho es el único polinomio de la fa­
milia cuyo punto fijo parabólico tiene multiplicador 1; esto podría hacernos 
pensar que los resultados obtenidos no serán de gran utilidad, afortunada­
mente este no es el caso. Veremos posteriormente que podremos estudiar 
todos los casos en que se presenten puntos fijos parabólicos apoyándonos en 
los resultados que obtengamos para h/4. 

Corno el origen es un punto fijo de multiplicidad 2 de fa (es una raíz 
de orden dos de fo(z) - ,,), al perturbar fa obtendremos una aplicación con 
dos puntos fijos (cercanos al origen) cuyos multiplicadores estarán cerca de 
1 (este fenómeno se llama bifurcaci6n parab6Iica). Dentro de los diferentes 
escenarios que pueden darse a raíz de la perturbación nos interesa el siguien­
te: 

Al bifurcarse el punto fijo se forma una "apertura" entre los nuevos puntos 
fijos. Las órbitas de puntos que se encuentren cerca del origen ya la izquierda 
de éste pasan a través de la "apertura". Además, hay órbitas que tras pasar 
por la "apertura" abandonan una vecindad del origen. En este caso la 
bifurcación tiene un efecto sobre la dinámica global (implosi6n parab6lica). 
Este fenómeno se explicará más adelante en este capítulo. El otro caso que 
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podría presentarse es que alguno de los puntos que se bifurcaron actuara 
como un punto fijo atractor. 

s 

...... ./ --

Figura 14 

Perturbaremos fa sumándole € E lR+ pequeño. Esta perturbación, que 
llamaremos f" es conjugada a la aplicación z 1-> Z + 1/4 + €. El parámetro 
correspondiente se encuentra en la recta tangente al cardiode principal del 
conjunto de Mandelbrot que pasa por 1/4. En general, cuando perturbemos 
otros polinomios lo haremos de tal manera que los parámetros correspon­
dientes a sus perturbaciones se encuentren en curvas tangentes al cardiode 
principal que pasen por el parámetro original. 

Dado que en este nuevo caso no hay puntos fijos parabólicos, no po­
dremos construir todas las estructuras que se trabajaron anteriormente. En 
particular, no tendremos pétalos atractor y repulsor; sin embargo, sí po­
dremos hablar de regiones fundamentales (yen consecuencia de Cilindros 
de Ecalle). 

1. Coordenadas de Fatou para f. 
Vamos a trabajar en dos regiones cuya unión forma una vecindad del origen, 
delimitadas por el círculo que pasa por Q = iyl€, por & = -iyl€ Y por -1/4 
(esta región se llama v/) y el círculo que pasa por Q, & Y por 1/4 (esta región 
se llama ~-). Aunque se antojaría que ~+ y ~- jugaran el papel de pétalos 
para f, esto no es posible. No se puede esperar encontrar una aplicación 
<p¿ que conjugue f, con T y que mande ~+ en una región derecha, puesto 
que la órbita de un punto en ~+ abandona la vecindad en un número finito 
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de iteraciones. Sin embargo sí es posible obtener aplicaciones con relaciones 
funcionales como las que satisface fa. 

-1/4 

Figura 1.5 

Teorema 9 Existen aplicaciones holomorfas c/>t : v;+ --> e y c/>-; : v;- --> e 
tales que: 

1. c/>t(V/) es una regi6n de la forma {( = {+ ir¡ I ht(r¡) < { < h+(r¡)} 
donde ht, h+ : IR --> IR continuas y h+ - ht > 1. Análogamente para 
c/> -; . 

2. </ltU.(z» = 4>t(z)+l siempre que z y /.(z) pertenezcan a V;+. Análogamente 
para c/>-; . 

Estas aplicaciones también se llaman coordenadas de Fatou y son únicas 
salvo constantes. 

Demostraci6n. La demostración es similar a aquella que se desarrolló para 
fo, sólo que no utilizaremos fez) = -l/z como cambio de variable, sino la 
siguiente aplicación: 

1 Z-Q 
R,(z) = Z = -Log--_ 

2Q Z-Q 

Se utilizarán ramas distintas de logaritmo en V;+ y V;-. En ambos casos 
excluíremos al eje real positivo, en el primero pediremos que O < arg Z < 2rr 
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y en el segundo que -2?r < arg Z < O. Con esta elección R, está bien 
definida para toda E > o. 

Las regiones v.;+,v.;- se transforman, bajo R" en franjas verticales que 
llamaremos U,+ ,U,-. 

Recordemos que una transformación de Moebius (M(z) = (z-o<)/(z-&)) 
manda círculos en círculos, así que conocer la imagen de tres puntos que 
pertenecen a un círculo es conocer su imagen. 

1 - 16E 8JE 
M(o<) = O, M(&) = 00, M(-lj4) = 1 + 16E - i 1+ 16E = {J 

De lo anterior tenemos que la frontera de v.;+ se transforma en la recta que 
pasa por el origen y {J. Como el origen, que pertenece a v.;+, es enviado a la 
izquierda de esta recta entonces v.;+ se transforma en el semi plano izquierdo 
delimitado por dicha recta. La aplicación Lag transforma esta región en una 
franja horizontal cuya parte imaginaria está determinada por el argumento 
de la anterior. Finalmente, al multiplicar por 1/20< obtenemos una franja 
vertical. Análogamente para v.;-. Obtenemos franjas ajenas debido a la 
elección de las ramas de Lag. 

M -

Figura 16 
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La aplicación f, se transforma en F, : Z ~ Z + ~ arctan ..¡E 
VE 1 + z 

La aplicación z >--+ ..¡E/(l + z) transforma el círculo Izl ::; 1/4 en un 
CÍrculo que pasa por 4..¡E/5,4..¡E/3 Y con centro sobre el eje real. El radio 
de este círculo es menor que uno. Tenemos que 

arctan(z) = ~ [arg(i - z) - arg(i + z)l + ~[logli + zl-logji - zll 

y que 11"/2 < arg (i - z) < tr Y O < arg (i -1 z) < tr/2, de donde 

Re ( ~ arctan ..¡E) > O. 
VE 1 +z 

De lo anterior se sigue que los cocientes U!' I F, son cilindros de módulo 
infinito hacia ambos lados. La demostración se sigue como en el caso original. 

O 

2. Convergencia de cP~ a cP~ 

Nos interesa ahora estudiar qué sucede a las aplicaciones <{I; cuando E -+ o. 
Es claro que f, -+ fo y, con las ramas que tomamos para Log, tenemos la 
siguiente 

Proposición 5 La aplicaci6n R,(z) -+ l(z) cuando E -+ O. 

Demostraci6n. Dadas las ramas que se tomaron para Lag, tenemos que 

z- a 
Log-- ....., O (vé ....., O) 

z + a 

y 1/2a -+ DO (VE -+ O), así que, aplicando la regla de L'Hospital, hay que 
calcular el límite cuando VE -t O de 

R') -i (i i) (z = - + --:--;= 
, 2 z+íVE z-í..¡E 

este límite claramente es l( z). O 
El resultado anterior nos sugiere la convergencia de las coordenadas de 

Fatou de la aplicación perturbada a las coordenadas de Fatou de la apli­
cación original. Dado que las coordenadas son únicas salvo constantes, es 
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importante normalizarlas si queremos aspirar a tener convergencia. Sean 
a E v,+ Y bE v,- independientemente de E, pediremo;, entonces que 

<t>-:(a) = </1; (b) = O 

y normalizaremos las coordenadas de Fatou de fo de la misma manera. 
El diagrama de cómo se construye <t>¡ es el siguiente: 

u+ , 
L XF. 
X+ , 

<pi ...., 

... 
--' 

ce 
1 x. 

ce/Z 

Las convergencias que se mencionarán en este párrafo son todas cuando 
E ...., O. Hacemos notar que tenemos convergencia (respecto a la métrica de 
Hausdorlf) de U-: -> U¡; en el sentido que son abiertos simplemente conexos 
cuyas cerraduras tienen esa propiedad. Dada la convergencia de R. ...., l, 
tenemos también que v,± ...., n±. Como estas convergencias son uniformes 
en compactos, tenemos también que X: --' X+ y por [o tanto w, ...., w. De 
lo anterior se sigue que 

3. La Fase 

Ya construimos las coordenadas de Fatou para fE (€ > O), ambas definidas 
en v,+ n v,- y normalizadas como en la sección anterior. En esta región las 
coordenadas difieren por una constante a la que llamaremos el levante de la 
fase: 

f(€) = 4>;(z) - <t>-:(z) z E V,+ n v,-
Denotaremos por P, a la menor n tal que r,(a) :::: b. Esta constante está 

relacionada con f(€) de la siguiente manera: 

Proposición 6 Sean f( E) V P, como se defini6 anteriormente, entonces: 

Demostración. Sean a' = ff."(a) y a" = f':'(a), donde m es tal que 
a" E v,+ n v,-. Entonces 

I/J-:(a") = <t>-:U;'-l(a)) + 1 = ... = rn 

<t>;(a") = </1;(a') - (P, - m). 
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Esto último porque al = j!,-m ° j:."(a), así que j,-p,-m(a') = a". De donde 
tenemos que: 

Como al E [b, j,(b)) Y </>; manda ese intervalo en el intervalo [0,1) (recorde­
mos que la normalización que habíamos hecho consistía en pedir </>;(b) = O) 
entonces O :::; </>;(a') < 1. O 

Como corolario de la proposición anterior tenemos: 

f( e) --> -00 (e --> O) 

ya que P, -+ 00 (e --> O). 

Definición 8 Llamaremos la fase (y escribiremos r(E)) a la clase de f(é) 
en IR./Z. 

La fase nos indica cómo se comporta la órbita de a bajo f, a la izquierda 
de b; por ejemplo, si r( e) = O entonces b se encuentra en la órbita de a. 

Utilizando lo anterior vamos a construir unas aplicaciones que nos ligarán 
iterados de las aplicaciones perturbadas con una familia que tiene suma 
importancia en la demostración de nuestro resultado: Las aplicaciones de 
Lavaurs. Sobre estas últimas ahondaremos en la siguiente sección. 

Proposición 7 Sea e > O Y n E N. Entonces la aplicación 

(</>;)-1 0 TnH(,) o 1/>-: 

coincide con r: en donde esté definida (Tf. es la translación Z >-+ Z + ~). 

Demostración. Sea w E n-: = I/>-:(V/) tal que w + n + f(e) En;. Sea m 
el mayor entero menor o igual que n tal que w + m E n¿-. Tenemos: 

1. wtm+f(e) E n; porque w+m E ni implica f:."(z) E v,+nv,- (donde 
z es tal que I/>-:(z) = w). Como f(e) es precisamente la diferencia de 
las coordenadas de Fatou en v,+ n V;- tenemos la pertenencia que 
necesitamos. 

2. w t i E nt, (O:::; i :::; m) 

3. w + j + f(e) E n; , (m:::; j :::; n) 
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De los puntos anteriores tenemos que 

y entonces 

o 

4. Aplicaciones de Lavaurs 

Definición 9 Una aplicación de Lavaurs para fa es una aplicación de la 
siguiente forma 

g" = 'Po o T" o ept : B -> e 
o 

donde u E IR. En nuestro caso B =K (fa). 

Las aplicaciones de Lavaurs nos interesan por varias razones, siendo la 
principal que coinciden con límites de iterados de las aplicaciones pertur­
badas (Se requiere un mayor número de iteraciones conforme é -> O). Esta 
propiedad será de suma utilidad al calcular dimensiónes de Hausdorff, como 
se verá en el siguiente capítulo. 

Una propiedad de las aplicaciones de Lavaurs es que conmutan con fa, 
es decir: 

g" o fa = fa o g" y además g" o fa = g,,+l 

Ló anterior es claro si recordamos las relaciones funcionales que existen entre 
<1>0,+, fo y <po, por ejemplo: 

g" o fo(z) = 'Po o T" o <l>o,+(fo(z» = 'Po o T,,(<I>o,+(z) + 1) 

= 'Po(u + (<I>o,+(z) + 1» 
= g"+l(z) 

A continuación demostraremos una proposición que formaliza lo descrito 
en el primer párrafo de esta sección. 

Proposición 8 Sea {Ev} una sucesión de números positivos que tiende a 
cero y {nv} una sucesión de enteros que diverge a +00. Supóngase que 
{T( Ev) + nv} converge a un limite u E IR. Entonces f,";' converge a la apli­
cación de Lavaurs g" uniformemente en subconjuntos compactos de B. 
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Demostración. Supongamos primero que Z E n+ y que (J es tal que 4>o,+(z)+ 
(J E Qo = 4>o,_(n_). Podemos entonces encontrar una vecindad V de z tal 
que 

(c,i>€~,- )-1 o Tf(ev)+nv o flJev,-/-

está definida en V para v suficientemente grande (recordemos la convergencia 
de 4>,y,± .....; 4>o,± en V). En esta vecindad tenemos 

(4),y,_ )-1 o Tr('y)+ny o 4>,y,+ (Zo) (4),y,- )-1 (4),y,+ (Zo) + f(€v) + nv) 

de donde 

= (4),y,_)-1 (4),y.+U;:'y(zo)) +f(€v») 

I;;;'(zo) 

ya que f(€v) es la constante por la cual difieren 4>,y,- y 4>,y,+. La conver­
gencia es uniforme. 

Sean z E B Y (J E IR. Existe mI E l\! tal que z' = 1;" (z} E n+ (estamos 
trabajando en la cuenca parabólica atractora, así que bajo un número finito 
de iteraciones de lo entramos en un pétalo atractor) y definimos (J' = (J -

mI - m2 con m2 E l\! tal que <I1o,+(z') + rI E Qo. 

Figura 17 

Tomando n~ = nv - mI - m2 tenemos que 

uniformemente en una vecindad de z'. Se sigue 

I ny ¡m2 ¡m, 
e" -¡. JO O 9u' O JO = ga· 

o 
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5. Implosión Parabólica 

¿ A qué llamamos implosión parabólica? Es el fenómeno que aparece en 
los conjuntos de Julia de ciertas aplicaciones J, cercanas a Jo E Fa cuando 
€ -+ O. Decimos ciertas aplicaciones porque requerimos que la perturbación 
de Jo que nos lleva a J, genere una bifurcación parabólica como se describió 
en el primer escenario. En esta situación, cuando € esta cerca de O, J(f,) se 
encuentra sobre una curva cercana a J(fo); pero además aparecen "espirales" 
(totalmente diconexas) que contaminan el "interior". Sobre cada espiral 
encontramos espirales más pequeñas que se van moviendo sobre las más 
grandes cuando ( se acerca a O. El diámetro de estos ciclos no disminuye con 
(, de hecbo cuando la fase da una vuelta (recordemos que r(E) E [0,1» el 
conjunto se repite. 
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Capítulo 4 

Demostración del Teorema de Shishikura 

Ya contamos con las herramientas necesarias para atacar el problema de 
calcular la dimensión de Hausdorff de la frontera del Conjunto de Mandel­
broto Será necesario demostrar dos teoremas que, combinados, nos darán el 
resultado. El primero liga la dimensión de un subconjunto del espacio de 
parámetros (la frontera del conjunto de Mandelbrot en nuestro caso) con 
la dimensión del conjunto de Julia de una aplicación correspondiente a tal 
subconjunto. El segundo, donde utilizaremos los resultados de los capítulos 
anteriores, relaciona la dimensión del conjunto de Julia parabólico de una 
aplicación cuadrática con su número de pétalos. Para demostrar este teo­
rema, la teoría de coordenadas de Fatou se extenderá a aplicaciones cuyo 
punto fijo parabólico no tiene multiplicador 1. 

1. Dimensión y Subconjuntos Hiperbólicos 

Definición 10 Sea f una aplicaci6n racional. Decimos que X e <t, X 
cerrado, es un subconjunto hiperbólico de f si se satisface: 

1. f(X) e X 

2. Existen constantes positivas e y k > 1 tales que 

jj(r)'II2: ckn enX paran 2: O 

Es decir, f es expansiva en X. 

Entendemos por 11 . 11 la norma de la derivada respecto a la métrica esférica. 

Definición 11 Definimos la dimensi6n hiperbólica de X como 

Dim hip(f) = sup {DirnH (X) j X es un subconjunto hiperbólico de f}. 

38 



Proposición 9 Si X es un subconjunto hiperbólico de f, entonces X e 
J(f) y por lo tanto DimH (J(f)) :2: Dimhip(f). 

Demostración. La familia {r} no es normal en ningún conjunto abierto 
que intersecte a X, puesto que sus derivadas crecen exponencialmente. Así 
que la familia no es equicontinua en X y por lo tanto X e J (f). O 

A continuación construiremos un subconjunto hiperbólico para una apli­
cación arbitraria f. 

Sea U un subconjunto abierto, simplemente conexo de tE: y sean UI, ... ,UN 
subconjuntos abiertos, dos a dos disjuntos de U tales que (Ji e U. Sean 
nI, ... ,nN enteros positivos que satisfagan: 

2. r' lu, es biyectiva 

Llamaremos a la colección {U, Uih (1 ~ i ~ N) repuLsar conforme para 
f. Las aplicaciones Ti := (r'luJ- I son contracciones con respecto a la 
métrica de Poincaré en U (consecuencia del lema de Schwarz), así que pode­
mos construir un conjunto de Cantor Xo generado por las TIs. Es decir, el 
subconjunto no vacío mínimo, cerrado de U que cumpla: 

Xo = TI (Xo) U··· UTN(Xo) 

Haremos la construcción para N = 2 por conveniencia. La construcción 
para N arbitrario es análoga. Tenemos entonces las regiones U, UI y U2 y 
las aplicaciones correspondientes. Consideraremos los siguientes conjuntos 

1. UI,I = U = VI 

2. U2,1 = TI (UI,I), U2,2 = T2(UI,1) 

V2 = U2,1 U U2,2 

3. U3,1 = TI (U2,1) , U3,2 = TI (U2,2), U3,3 = T2(U2,1), U3,4 = T2(U2,2) 

V3 = U3,1 U U3,2 U U3,3 U U3,4 

y así sucesivamente, es decir 
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t l t2 

©6Céoc@~~-
Figura 18 

Al tomar 
00 n Vn =Xo 

n=l 

obtenemos el conjunto que buscábamos. 

Lema 3 El conjunto X = X o U f(Xo) U ... U ¡I'-¡(Xo), donde J1 = max(n¡), 
es un su1Jconjunto hiperbólico de ¡. 

Demostración. Dado que Xo es cerrado, sus imágenes bajo iterados de f 
también lo son, así como la unión finita de éstas. Por lo tanto, X es cerrado. 
Tenemos que ¡(X) e X porque ¡(X) = ¡(Xo) U ... U ¡1'(Xo) y 

!"(Xo) = !"(T¡(Xo) U ... U TN(XO)) = !,,-n,(xo) U ... U !,,-nN(Xo) e x. 

Nos resta mostrar que ¡ es expansiva en X. Sea z E X, podemos factorizar 
¡n(z) como 

fj, o (¡ni,!U,,) o ... o (¡ni. !u,.) o Ji' (z) 

donde i¡, ... , ik E {1, ... , N}, O :s; j¡,h < {l, ¡h(z) E Xo, n = j¡ + ni, + 
... + n¡. + i2 y fj,(z) E Ti. o··· o Ti,(XO)' 

Para encontrar h fijémonos que z E ¡S(Xo), (O :s; s < /1), es más, z E 
r(Tm(XO), (1 :s; rn :s; N), es decir z E ¡s-m(xo). Si 'In ;::: s entonces 
h = 'In - s, en caso contrario repetimos el proceso. En algún momento nos 
encontraremos en el primer caso, puesto que cada vez disminuye más la n 
que satisface 

z E ¡n(Xo). 

Una vez que estamos en Xo, nos fijamos en cuál Ui. se encuentra ¡i2(z), 
(recordemos que Xo e U¡ U .. · U UN). Aplicamos entonces ¡n'. !u,. y obten­
emos un punto en Xo. Repetimos el proceso anterior hasta que el apli­
carlo una vez más implique ni¡ + '" + ni. + jz > n. Definimos j¡ := 

(Ili, + ... + ni. + jz) - n. 
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Necesitamos encontrar c > O Y K > 1 tales que I(r)'l ¿ cKn. ?\ótese 
que 

lun)'1 = IUj'l'lluni'lu,,)'1 ... lun'klu'k)'i IUiz)'I· 

Para cada r i
, Iu existen Ki y C¡" tales que 

" ' 

Por lo tanto 

Tomando 

y 

Icr)'1 ¿ IUil)'1 Kil ... Kik IUh)'1 ¿ 

¿ min(KiJn-'~-J2) IUj1)'IIUh)'j. 

1 

K = mine Ki , ) ¡; 

c = IUj1 l'lIUJ2 ),1 min(l<;j )-{ii+i2) 

obtenemos las constantes requeridas. o 

Lema 4 ([Sh]) Si X es un subconjunto hiperbólico de f, entonces existe 
una vecindad N de f en el espacio de las aplicaciones racionales del mismo 
grado, tal que si g E N entonces g tiene un subconjunto hiperbólico X g y 
existe un homeomorfismo hg : X ...... X g que conjuga a f y g. 

2. Movimientos Holomorfos 

Definición 12 Sea X un subconjunto de <t y M una variedad compleja en 
la cual escojemos AO como punto base. Una familia de apl?caciones i A : X ...... 
<t (A E M) se dice un movimiento holomorfo si.: 

1. Cada i A es invectiva. 

2. La aplicación i Aa = 1 dx. 

3. Para cada z E X,i>.(z) es analítica en A. 

Decimos también que X A := i>.(X) es un movimiento holomorfo de X. 

Enunciaremos dos resultados que requeriremos para demostrar los resul­
tados de esta sección. Sus demostraciones no se darán 'aquí pero citaremos 
los artículos donde pueden encontrarse. 
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Teorema 10 (>\-Lema, [MSS]) Sea A un subconjunto de t, D. el disco 
unitario (abierto) de t y i A : A ---> t un movimiento halomorfo con>. E D.. 
Entonces cada i A tiene una extensión cuasiconforme i~ : .tI ---> t que es 
un encaje que depende analíti,camente de >. E D., así que la ap licación 
(>., z) ---> iA(z) es continua. 

Teorellla 11 (Mori, [A]) Sea <P una aplicación K -cuasiconforme 

que tiene a O como punto fijo, entonces 

y no podemos substituir 16 por una constante más pequeña. 

Lema 5 Si i A : X -> t (1)'1 < r) es un movimiento holomorfo, entonces 
tanto i). como i:;:l son continuas en el sentido de Holder con exponente 
a(I>'I/r). Donde a : (0,1) -> IR+ es una función que no depende del 
movimiento (a(t) /' 1 cuando t '\. O). 

Demostración. Una versión mejorada del >'-lema debida a Sullivan y 
Thurston [ST) nos garantiza que i). puede extenderse a una aplicación K (1 >'1/ R)­
cuasiconforme (K(t) '\. 1 cuando t '\. O). El teorema de Mori asegura que 
una aplicación K -cuasiconforme es continua en el sentido de Holder con 
exponente l/K, así que el lema es cierto tomando a(t) = l/K(t). O 

Antes de proseguir con esta sección, demostraremos un resultado impor­
tante referente a dimensión hiperbólica utilizando los lemas 4 y 5. 

Proposición 10 La asignación J 1-> Dimhip(J) es inferiormente semicon­
tinua. 

Demostración. Sean J, 9 E N, X¡ y X g como en el lema 4. Entonces 
existe un movimiento holomorfo i!. y >'0 tales que i).o(X¡) = X g • El lema 5 
asegura que i!. es a-bi-HOlder. Por lo tanto, 

a DimH (Xg ) :S DimH (X¡) :S a- 1 DimH (Xg ). 

Como a -> 1 cuando 9 -> f hemos demostrado que la asignación f 1-> 

DimH (X¡) es continua en f. Esto implica que si c > Dimh.p (j) entonces 
existe una vecindad V de f tal que si 9 E V entonces c > Dim hip (g). O 
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Lema 6 Sea i). : X ---> t un movimiento holomorfo, donde ,\ E ll.. Sea 
v : ll. ---> t una aplicación analítica que satisface: 

1. veO) = Zo E X 

2. v(,\) t i).(Zo). 

Sea Dr(zo) el disco de radio r centrado en Zo. Entonces 

x 

e 

Figura 19 

Demostración. Supongamos que Zo = O e i).(O) == O. Ambas condiciones 
pueden obtenerse mediante un cambio de coordenadas vía aplicaciones de 
M6bius que dependan analíticamente de '\. La demostración se separará en 
dos casos. 

CASO 1: v/(O)'¡' O. 
Existe p < 1 tal que si ,\ E ll.p = {z 1 1.1 < p} entonces v(>') es 

inyectiva. Esto nos permite trabajar con V-l. Salvo un cambio escalar 
podemos suponer que 

(ver figura 20). 
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Figura 20 

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que v = id (y por lo tanto 
p = 1). Redefinimos el movimiento holomorfo como 

Sea 

todos los \~Z) caen dentro de esta reglón si ZE D ~O) 

Figura 21 

Las hipótesis del lema permiten aplicar el A-Lema, y por lo tanto (A, z) ..... 
i),(z) es continua. Como pedimos i),(O) '" O entonces br -+ O cuando r -+ o. 
Se sigue entonces que existe ro > O tal que si O < r < ro entonces br < 1. 

·H 



A continuación al escribir Dr(O) nos estaremos refiriendo a una 'T' con tales 
características. 

Consideremos la siguiente ecuación: 

V(A) - i;.,,(z) = O (9) 

donde z E X n Dr(O), IMI < l/b,. Y AM E !::",,;: {VIAl < min{l, l/IMI}}· 

L\ ---

Figura 22 

Vamos ahora a utilizar el Teorema de Rouché en !::,." con las aplicaciones 
v = id Y A - i~,,(z). Tanto id como i~l'(z) son analíticas en !::,.", en 8!::"" 
tenemos: 

lA - (A - iA,,(z))1 = li~,,(z)1 S; br 

br < min{l, l/IMI} S; IAI (10) 

Como IMI < l/br entonces br S; l/IMI Y habíamos pedido br S; 1, lo que nos 
da la primera desigualdad en (10). La segunda desigualdad se debe a que 
min{l, l/IMI} es un valor dentro de!::". El teorema de Rouché afirma que 
tanto A = O como la ecuación (9) tienen el mismo número de soluciones en 
!::,.". Como O es la única solución en !::,." de A = O, entonces la ecuación (9) 
tiene una solución única en !::,." (que depende analíticamente de M). Dado que 
las i~ son inyectivas, al cambiar z obtendremos una solución distinta para 
la ecuación (9). Esta propiedad permite construir el siguiente movimiento 
holomorfo: 
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Sea 

y; = p. E!J.p I A = i>.,,(z), para algún;:; E X n Dr(O)}. 

Tenemos que y; (1111 < l/br ) es un movimiento holomorfode Y¡f = XnDr(O) 
vía las aplicaciones inyectivas j~ definidas de la siguiente manera: 

Sea Aa E Yó' La imagen bajo j~ de Ao es A" la única solución de la 
ecuación (9) para Ao, es decir: 

A, - i>'ll"(Zo) = o. 
Es claro que Yí e {A E !J. I A E i>.(X)}. Además, como Yó = X n Dr(O) 
entonces DimH (Po) = DimH (X n Dr(O» El lema 5 nos indica que j~ y 
(j~)-l son a(ll1lbr )-H6lder conUnuas, así que 

DirnH ({A E!J. I veA) E i>.(X)}) ;:: Dim}! (Yí) ;:: a(br ) DimH (Y;). 

Entonces 

Como lim a(br ) = 1, dejando que r -t O obtenemos el resultado que buscá­
r~O 

bamos. 

CASO 2: v'lO) = O. 
Tenemos que v "!- O Y podemos suponer, haciendo un cambio de coor­

denadas, que 00 E X e i>.(oo) '" oc. Sea m el orden de v en el origen y 
G(z) := zm. Definimos :~>. = G-l(X>.). G es un cubriente ramificado en O 
e 00, así que podemos levantar v, i>. y obtenemos v : !J. -; t que satisface 
v = G o V. De hecho podemos escribir 

vez) = zmU(z) donde U'(O) f. o .. 

Tomando una rama adecuada de la aplicación z -t zl/m podemos reescribir 
la ecuación anterior como vez) = (z· U(z)'/m)m. De esta forma tenemos 
que vez) = z· U(z)'/m (satisface v = G o v) y por lo tanto v'lO) f. O. Tras 
el levante tambien obtenemos h : Xo -t ;\\ que satisface 

i>.oG = Goi;. 

Esto último es claro de la definición de ."it >.. Nos hemos puesto en el Caso 1 
para las aplicaciones v y i>., por lo tanto: 

DimH {A E !J. I v(A) E i>.(.:\")} ;:: lim Dim¡.¡ (.:\" n Dr(O». 
r~O 
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Ahora bien, podemos pensar que Dr(O) = e-1(Dr(0)) y como 

entonces 

y además 
DimH (e-1(X n Dr(O))) = DimH (X n Dr(O)) 

puesto que e es localmente Lipschitz salvo en O y oo. Esto, aunado a que 

nos da el resultado para v y iJ.. o 
Utilizando los resultados anteriores podemos demostrar uno de los dos 

teoremas {;entrales de este trabajo. 

Teorema 12 Sea {fe ICE <C} la familia de polinomios fe(z) = Z2 + c. 
Sup6ngase que feo (C{¡ E C) no es J-estable en esta familia (C{¡ E aM), 
entonces: 

DimH {c E ce I fe E D} ;::: Dimhip (feo), 

donde decimos que f E D si tiene un subconjunto hiperb6lico que contiene 
la 6rbita hacia adelante de un punto crítico. 

Es importante hacer notar que si fe E D entonces c E aM porque si el punto 
crítico está en J(fe) entonces J((fe) es un Disco de Siegel o una dendrita. 

Demostración. Dado € > O existe X subconjunto hiperbólico de feo tal 
que 

DimH (X) ;::: Dimhip (feo) - €, 

ya que Dimhip (feo) es el supremo de las DimH (X) con X un subconjunto 
hiperb6lico de feo. 

Tenemos que el conjunto {DimH (XnD,.(z)) I Z E X, r E [O, R]}, donde 
R es tal que X e Dr(z),z E X, es compacto. Así que existe Zo que satisface 

lim DimH (X n Dr(zo)) = DimH (X) 
r~O 

El lema 4 asegura la existencia de una vecindad Wo e W de C{¡ y un 
movimiento holomorfo ie : X --> X e que conjuga fe con feo' Xe es un 
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lR 

x 

Figura 23 

subconjunto hiperbólico de fe y ieo(X) = X. Corno (z, e) fo-+ ie(z) es continua 
en ambas coordenadas (de hecho es analítica en A) tenernos que 

Así que si escogernos Wo suficientemente chica tenernos 

lim DimH (ie(X) n Dr(ic(zo)) > DimH (X) - € 
r_O 

para e E Wo. 

J(fcl 

Figura 24 

Usaremos a continuación el siguiente 
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Lema 7 ([MSS]) Sean Wo e W un abierto simplemente conexo y <f¡ : 
Wo ---> t una aplicación anoJ.ítica tal que: 

1. Para toda w E Wo el punto <f¡(w) no pertenece a ninguna fw-órbita 
hacia adelante de un punto crítico de f w' 

2. q,(w) no es fw-periódico para toda w E Wo. 

entonces Wo e {Valores J-estables del espacio de parámetros} = H (f). 

En nuesto caso Wo ~ H(f), lo cual implica la negación de alguno de los 
puntos enumerados del lema. Definamos 

Nótese que si zo es feo-periódico entonces para todo e E Wo, q,(e) es feo­
periódico. 

Necesitamos asegurar la existencia de el E Wo \ {ea}, N 2: O Y q punto 
crítico de fel tales que 

Es decir, la negación del primer punto del lema. Para poder hacer esto debe­
mos excluir el caso en que zo sea feo-periódico. Esto requiere mostrar que, 
de darse esta circunstancia, podemos escoger un zb con las características 
de zo (respecto a DimH (Dr(zo) n X)), pero que no sea feo-periódico. 

Primero notemos que si ~ es suficientemente pequeña, X es un conjunto 
que se encuentra (respecto a la métrica de Hausdorff) cerca de J(feo)' De 
modo que X contiene puntos que no son feo-periódicos y por lo tanto es denso 
en J (feo)' Mostraremos que para todo 'r > O existe zb ,¡, Zo en Dr (zo) n X 
con las condiciones que queremos. 

Sean 
6 = DimH(X) 

DimK(z) := lim DimH (Dr(z) n X) 
r_O 

X6-< = {z E X I DimK(z) 2: ó - d· 
Sea {Vz } una cubierta (relativa a X) de X \ X6-,. Podemos escribir 

Tomando la (8 - E) - Medida de Hausdorff y haciendo notar que {V,,} Y X ó_, 

son ajenos tenemos 
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Dado que 

y 

entonces #(X8-,) 2: Q. 
Mostramos entonces que si Zo es un punto feo-periódico, podemos en­

contrar Zó no feo-periódico tal que Dim~(zó) 2: DimH (X) - E. Esta € es 
absorbida por la € de nuestros cálculos y no afecta nin.guna de las desigual­
dades. 

Podemos entonces suponer, sin pérdida de generalidad, que Zo no es feo­
periódico y por lo tanto el lema nos garantiza la existencia, en cada Xe , de 
puntos que pertenecen a una fe-órbita crítica. 

En al especlo dinómlco En el espacio de parámetros 

Figura 25 

Tener un punto crítico es una condición estructuralmente estable. Sabe­
mos entonces que existe una rama de punto críticos qe para fe (e E W¡), 
donde W¡ e Wo es una vecindad de el' 

Podemos aplicar el Lema 6 a ie(e E W I ) y a v(c) := f[lÚe) de donde 
obtenemos: 

y 
lim DimH (Xc¡ n DT(ic¡ (zo)) 2: Dimhip (feo) - 2E. 
T~O 
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Para estos últimos estimados es necesario hacer un cambio de coordenadas 
porque el lema se demostró con L'. como el conjunto de parámetros y con 
Zo = O. Como escogimos E arbitrariamente tenemos el resultado. O 

Nota. Sabemos que {e E W¡ I f!:(qc) E Xc} e aM Podemos entonces 
enunciar el siguiente 

Corolario 1 Sea Ca E aM, entonces 

Nos resta entonces demostrar que dado E > O existe Ca E aM tal que 
Dimhip(fco) ;::: 2 - E. Esto se demuestra en la siguiente secciono 

3. De DimH (Je) a DimH (3M) 

En esta sección vamos a demostrar el segundo teorema central de nuestro 
trabajo. Utilizaremos lo construído en los primeros dos capítulos, pero abor­
daremos el caso en que el punto fijo parabólico tiene multiplicador distinto a 
1. Como veremos a continuación, esto no nos producirá dificultades nuevas. 

Si pedimos que fc(z) tenga un punto fijo parabólico entonces c E aM. 
De hecho, c se encontrará en la frontera del cardiode principal de aM. Este 
cardioide, pensado como una curva en IR 2 , lo podemos parametrizar con la 
siguiente ecuación: 

1 
C(t) = 4(2cos(27rt) - cos(47rt), 2sen(27rt) - sen(47rt)) 

lo que nos indica que 

Por lo tanto J(fc) tiene q pétalos atractores que se encuentran en el punto 
fijo y son invariantes bajo r. 

Podemos nuevamente hablar de Coordenas de Fatou tanto atractoras 
como repulsaras, pero ahora tendremos que diferenciar las coordenadas 
definidas en cada uno de los pétalos atractores (y respectivamente en los 
repulsares) . 

Al igual que en el caso abordado en los capítulos 1 y 2, las Coorde­
nadas de Fatou atrae toras (q, -; ,j = 1, 2, ... , q) las construimos inicialmente 
en regiones U/ contenidas en los pétalos Pj (sectores atractores). De igual 
manera para las (q,j,j =, 1,2, ... ,q) definidas en Uj-. Consideraremos a Uj-
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como el pétalo repulsor al que llegamos girando en sentido contrario a las 
manecillas del reloj a partir de U/. La ecuación funcional que satisfacen 
estas aplicaciones es: 

ó;Uq(z)) = 1>;(z) + lo 

Nuevamente requerimos que z y I"(z) pertenezcan a U
J
- en el caso de ój. Es 

importante hacer notar que la aplicación 1" : Pj -> Pj es de grado dos y es 
entonces conjugada a la aplicación z ---> z-t Z2 que estudiamos anteriormente. 
Tenemos entonces las mismas maneras de extender a ój y ój: 

1. ój se ext.iende utizando la relación funcional a 

<Pj : Pj -> IC 

y satisface la relación en todo Pj . 

2. Nuevamente no extendemos ój srno (1)jl-1 obteniendo 

'Pj : IC ---> IC 

que satisface la relación 

A diferencia del caso que estudiamos en el Capítulo 1, el cambio de 
variable que se utiliza al comienzo de la éostrucción no es Z = -1/ z sino 
Z = b / zq para una b conveniente. 

Dado que existen regiones fundamentales en cada pétalo para fX, pode­
mos manejar la noción de Cilindros de Ecalle. Esto nos permite construir 
las Aplicaciones de Cuernos y las Aplicaciones de Lavaurs, claro que en este 
caso dada una Coordenada de Fatol! atractora podemos escoger entre dos 
coordenadas repulsoras. , 

Al definir Efe,j, es decir, la aplicación de cuernos para fe en el j-ésimo 
pétalo nos encontramos con que podríamos hacerlo de dos formas: 

1 le . = "+o'P' . Je,] "f'J J 

2 - ,,+ . E¡"j = "j 0'Pj-l 

Y después componer con rr como lo hicimos para fo. Utilizaremos ambas 
definiciones, nombrando E+¡ J' al primer caso y E¡- . al segundo. Las apli-e, e,J 
caciones están definidas en los extremos de los Cilindros de Ecallo (una en 
cada extremo) y toman valores en el cilndro. 

€¡+ .: rr o 1>- (U- n FJ ) ---> IC' 
e,] J J 



y análogamente para E/o,i" 
Para facilitar la escritura fijaremos una j (aquella que corresponde al 

pétalo Pj, que contiene al único punto crítico de fe) y escribiremos h± al 
referirnos a E'tJ' Dada f3 en el Cilindro, definiremos 

h~ := T(3 o h±. 

Podemos "descomponer" l1(z) como l1(z) = 112 o 111 donde 111(z) = z/Z y 
112(z/Z) = e2riz . Esta manera de manejar 11 nos permite trabajar en e/z 
cuando nos referimos a los Cilindros de Ecalle. 

A continuación demostraremos un lema que será central en la construcción 
de los subconjuntos hiperbólicos que se hizo en la sección anterior. 

Lema 8 Para toda f3 la aplicaci6n hfJ es repulsara en alguno de los extremos 
del Cilindro. Donde h(3 = h~ dependiendo del extremo en el que estemos 
trabajando. 

Demostración. Consideraremos h1 = exp(211'if3)h±, [Imf3[ < b y h = 
11210 h1 o 112 • Además llamaremos B+ y B- a los extremos del cilindro (en 
C*). 

Como B+ y B- son ajenos; podemos suponer que alguno de los dos, 
digamos B+, no contiene el único punto crítico de h1. Se puede entonces 
extender la inversa local de h1 cerca de O a B+ U {O}. Llamemos H a esta 
aplicación. 

H: B+ U {O} -; B+ U {O} ya que ha: B+ -; IC es sobre 

Además, h1 o H = id, H(O) = O Y [H'(O)[ < 1. El Lema de Schwarz 
garantiza [H'(O)[ S 1; pero h1 : B+ -; C* es infinito a uno, así que H no 
aplica de manera suprayectiva en B+U{O}, entonces H(B+U{O}) e B+U{O} 
propiamente y por lo tanto [H'(O)[ < 1. 

El lema de linealización de K6enings [Mi] garantiza la existencia de una 
coordenada linealizante L(z), conforme cerca de O, L(O) = O, UrO) = 1 Y 
LoH(z) = H'(O)L(z) cerca de O. Sea iI '" 1I'210Ho1l'2, tenemos lo siguiente: 

Existen constantes Va E IR, C~, cq > O Y una aplicación analítica 

L: Y = {~ E C¡Z [lm~ > Va} -; C¡Z 

tal que 

1. ¡f está definida en Y 



2. O < Im(il(~) - ~ < C~ 

3. ¿ o il = ¿ + (1/27ri) lag H'(O) 

4. (C~)-¡ < ]1/] < C'{ 

Veamos el por qué de las afirmaciones anteriores: 

(i) ff está definida en Y siempre y cuando yo se tome suficiéntemente 
grande para que 7r2(Y) e BU u {O} 

(ii) O < Im(il(~) -~) < Cr «( E Y) ya que ]H(z)] < z cerca de cero, lo 
cual implica la primera parte de la desigualdad (que Zo esté más cerca 
de cero que Z¡ enB+ U {O} se traduce en C/Z como lmz¡ < Im(zo), 
donde z¡ = Il2"I(z¡).) Además tenemos control sobre cómo se separan 
un punto y su imagen bajo il, porque en BU U {O} la convergencia de 
las órbitas bajo H de puntos cercanos a O está regida por ]H'(O)]. 

Ciii) Definamos t = Il2"l o L o Il2 entonces 

t o il = Il2"1 o L o H o Il2 

y por lo tanto 

Luego 

• 1 
Il2(L(z) + (-2 .) lag H'(O)) = 

7rt 
l. 1 

exp(-2 .)(L(z) +(-2 .)k>gH'(O)) 
1ft 7r'l. 
1 . 

= exp( -2 .)(L(z)) * exp(log(H'(O)) 
7rt 

H'(O)L(z). 

(iv) Tenemos que 11/1 no se anula en Y, VeO) = 1 y, por lo tanto, IL'I < 00 

en una vecindad de O, así que li!1 está acotada superiormente. Es 
posible encontrar C~ suficientemente grande para que 

(C~)-l < iL'] < C~. 

Podemos escoger €o, distinto al único valor crítico de j¡ de tal forma 
que €o E aB+ (en caso que escojamos un punto en aB+ que sea el crítico 
podemos entonces trabajaren B-). Tomemos€1 E j¡-¡(€o)nB+ y definamos 

• • . 1 -
(j = H'- «(1) 
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n, 
~ 

Figura 26 

Existe jo ;::: 1 tal que ~jo E Y. Esto debido a que Hn(z) -> D(n -> 00) para 
todo z E B+ así que, en modo e/'!." 1m (Hn(~)) -> oo(n -> 00) para todo 
~ E II2"l(B+). Además tenemos control sobre la rapidez con que los puntos 
se alejan, gracias a las cotas que tenemos para 11/1. O 

Estamos en condiciones de demostrar el segundo de los teoremas cen­
trales de este trabajo. 

Teorema 13 Sean c E M tal que fe tiene un punto periódico parabólico 
con q pétalos (el multiplicador del punto periódico parabólico es igual a éO 
y (J = p/q) y {En} una sucesión que tiende a O y que satisface 

n~ 00, 

para alguna sucesión de enteros {Nn }. Si c'n = c ± EnieiO(l - eiO ), entonces 

IiminfDimH (J(f", )) > ~. 
n_oc n q+l 

Aun cuando bajo ciertas restricciones podemos tomar {En} E e, vamos 
a pedir que la sucesión pertenezca a lR.. En este caso c'n pertenece a la 
tangente al cardioide principal en el punto c. 

Demostración. Comenzamos por escoger a' E EJPj tal que f~ (ol) = o. (el 
punto fijo de fe). Sea ~ el correspondiente a a' en EJB+ (o EJB-, depen­
diendo de en cual es h± repulsora). El lema 8 nos garantiza la existencia 
de una sucesión {~j} e B+ (j E N) que satisface h(~j) = ~j-l. Además 
podemos construir una sucesión de discos ajenos {V¡} centrados en {~j} tal 
que h(V¡) -+ V¡-l sea una biyección. Sea V una vecindad de ~ en e/'!., 
(h(V¡) = V). La aplicación f~ o Wj o rr-¡ transforma V en U, vecindad de 
0.. 



Sea 9 la aplicación de Lavaurs correspondiente a h, es decir 9 = g{3 = 'Pj o 
T{3 o </ii (como j3 está fija y ecogimos j de tal forma que estemos trabajando 
en el pétalo que contiene al único punto crítico de fe sólo escribimos g). 

Llamaremos Vi,k a fkOwjOn-l(Vi). Vn,k+1 = f(Vn,k) y Vn,q = g(Vn+l,q), 
es decir: 

como lo mostramos a continuación: 

9 o r o wJ o n-1(v,,+1) = Wj o Tu o </i; o r o Wj o n-1(Vn+1). 

La relación funcional </ituq(z)) = </it(z) + 1 implica que 

Wj o Tu o </it o}q o Wj o n-1(Vn+1) = wJ(Tu o <pi o Wj o n- 1(Vn+l ) + 1) 

y además 

Wj(T" o </it o i[1j o n-1(VnH 1) = W j(</ii o Wj o n-1(Vn)+ 1 + a). 

Notemos que 

y 
Wj(</i; o Wj o n-1(Vn) + 1 + a) = Wj(Tu(</i; o Wj o n- 1(Vn)) + 1) 

Wj(Tq(</i; o i[1j o n-I(Vn)) + 1) = Wj(n- 1(h(Vn+1)) + 1). 

Como ¡q(Wj(z)) = i[1j(z + 1) tenemos 

Wj(n- l (h(Vn+1)) + 1) = r o Wj o n- 1(h(Vn+l)) 

Es claro que la cerradura todas las vecindades Vn,k está contenida: en U si 
n > no para algún no E N, puesto que los conjuntos Vn se alejan hacia un 
extremo de IC/Z (y se acercan al punto fijo parabólico en las coordenadas 
originales) . 

Teniendo las relaciones entre f, 9 y las Vn,k podemos entonces definir el 
repulsor conforme . 

{U, Vn,d (N;:O: n ;:o: no, Ikl < En) 

donde fn,k(Vn,k) = U y E es pequeño. Dada Vno,ko' definimos fno,ko de la 
siguiente manera: 

1. Si ka es tal que ¡ko o Wj on-1(V) = U entonces aplicamos gn yobten­
emos g(V1,ko) = U. 
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Figura 27 

2. Si lo que tenernos es Vn,k+j entonces aplicarnos U-1Ivn,k+j)j y nos 
ponernos en el caso anterior. 

En la construcción de los Vn,k, podernos pedir que el origen no esté 
incluido en K. Dado que Vn,k e U podernos afirmar que existe K e U 
dominio de Jordan compacto que contiene a los Vn,k y entonces definirnos 

Kn,k := f;;,t(l() y an,k := sup{lf~,k(Z)I-l I Z E Kn,d 

Vamos ahora a justificar la siguiente estimación 

1 
an,k 2: e ill 

In+ikl ' 
donde e es una constante que no depende de N. 

Recordemos que en la construcción de las Coordenadas de Fatou para la 
aplicación con q pétalos transformamos cada pétalo atractor en una región 
derecha (y cada repulsor en una izquierda) utilizando la aplicación 

b 
W = T(Z) =-zq 

57 



y que en estas regiones f* y g~ pueden considerarse translaciones si Iwl no 
es pequeña (al menos si se trata de estimar cotas para las derivadas). Las 
siguientes igualdades son inmediatas de la anterior: 

de donde se sigue 

donde Wo = r(Z()) y Zo E Vn,k' Es claro que existe d tal que 

Iwo + n + ikl 5, d 

puesto que Wo está contenido en un compacto y no 5, n 5, N. Como 

Iwol - In + ikl 5, d 

y tanto Iwol como In + ikl están acotados entonces existe d! tal que 

Iwol "" d'ln + ikl· 

Así que If~.1 estará acotada por , 

I • ti.!. 

If ' 1<\d(n+2k)\ q 
n,k - d ' 

finalmente, 

If' 1-1 e 
n,k:2: ti.! 

In+ikl q 

Con lo que obtenemos resultado para an,k. 
Sea eN el conjunto de Cantor generado por el repulsor conforme (U, Vn,k, N ;::: 

n;::: no, Ikl < En). Como una consecuencia de la f6rmula de Bowen-Ruelle 
tenemos 

" (a .)DimH (ON) < e L,,¡ n,k -

no5,n5,N 
Ikl5, En 
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y de las dos desigualdades anteriores se sigue 

e L 1 tll :o;e 
no :o; n :o; N jn + ikl q 

Ikl :o; En 

y por lo tanto 

Calculando log a ambos lados de la desigualdad y despejando DimH (eN) 
obt~nemos 

Dim (e ) > -'!!L [ 10g(N - no) 1 
H N - q+ 1 10g(N(1- E)) 

Como el término entre corchetes tiende a uno cuando N -; 00, para N 
suficientemente grande se satisface 

. 2q 
DlmH (eN) 2: q + l' 

El resultado anterior nos permite concluir la demostración del teorema. 
Antes de proseguir es importante que notemos que eN no es un subcon­
junto hiperbólico de feo' sino de (feo,ga)' Se define ([D1]) 

J(feo,g,,) := {z I g~(z) E J(feo), n E N}. 

Recordemos que la aplicación f 1-> Dim hip (f) es inferiormente semicon­
tinua, así que si existe K tal que K 2: Dimhip (feo) entonces existe V(eo) 
vecindad de eo tal que si e E V(eo) entonces K 2: Dimhip (fe). 

Otro punto importante es que si cE t \ M entonces 

Dim hip (fe! = DimH (J(fe)) 

porque J(fe) es totalmente disconexo y es la cerradura de las órbitas periódicas 
repulsoras. Entonces todos los puntos en J(fe! pertenecen a una órbita re­
pulsora y por lo tanto J(fe) es un subconjunto hiperbólico de fe. Este ar­
gumento nos permite intercambiar DimH y Dim hip en lo siguiente, siempre 
que e !f- M. Nosotros queremos calcular liminfDimH (J(fe, )) con cier-

n_oc n 
tas condiciones sobre cc. (ver sección 5 del Capítulo 3). Comenzamos por 
escoger una sucesión {cc.,} tal que 

¡im Dim hip (fe, ) 
n}-oo "J 
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coincida con lim inf. Dada la hipótesis sobre En, podemos asegurar la exis­
N 

tencia de una sucesión de enteros {N," } tal que fe, '", -> g" uniformemente , ", 
o 

en todo compacto contenido en K (feo). Para esta 17 consideramos un repul-
sor conforme como hicimos anteriormente y si En, es suficientemente pequeño 
entonces tendremos que 

con lo que obtenemos el resultado, ya que 

( ver [DI]). o 

4. Conclusión de la Demostración 

Comenzamos por escoger una sucesión {cJ }~1 E 3M tal que fe; tenga 
un punto fijo parabólico con una cuenca inmediata compuesta porj pétalos 
atractores. Por el Teorema 12 tenemos que toda Cj satisface 

Podemos perturbar cada Cj como hicimos en la demostración del Teorema 
13 conservando la desigualdad anterior y obteniendo la siguiente 

Dimhip (fe;.) ;:: 2j/(j + 1). 

Combinando ambas desigualdades tenemos 

2;:: DimH {e E M I fe E D} ;:: Dimhip (fe," ;:: 2j((j + 1) 

y haciendo tender j -> 00 

DimH {e E M I fe E D} = 2. 

Como {e E M I fe E D} e 8M entonces obtuvimos el siguiente 

Teorema 14 (Shishikura) DimH (3M) = 2. 
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