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Introducción 

Un torneo transitivo es aquel en el cual se tiene que si las flechas xy y yz 

están, también lo está la flecha xz, estos torneos tienen la característica de 

no contener ciclos dirigidos. 

Si queremos colorear una digráfica con el menor número posible de colores, 

de tal manera que no tengamos ciclos dirigidos monocromáticos, pues lo más 

natural es colorear a la subdigráfica inducida más grande que no contenga 

ningún ciclo dirigido de un solo color y en el resto intentar lo mismo. En el 

caso de los torneos, lo que primeramente se colorearía de un solo color es el 

subtorneo inducido de mayor orden posible tal que sea transitivo. Así que 

es útil asegurar en que torneos se puede encontrar un torneo transitivo de 

orden n. 

Ésta es una de las principales motivaciones para el estudio de las estruc­

turas de los torneos que contienen conjuntos acíclicos de un cierto orden, 

así como los torneos que no los contienen, aunque no la única. 

Una propiedad importante que tienen ciertos torneos T consiste en que 

siempre que se tengan dos copias T' y T', isomorfas a T J cuya intersección 

sea suficientemente grande
J 
existe un isomorfismo de T' a T" cuya restricción 

a la intersección es la identidad. Esta propiedad ha mostrado ser muy útil 

en el estudio de la estructura de los subconjuntos acíclicos en los torneos 

pequeños. En este trabajo se prueba que los torneos ST1J STn y ST13 poseen 

propiedades de ese tipo. Para probar esto es necesario hacer un análisis 
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4 Introducción 

detallado de los residuos de subtorneos pequeños de ST71 8TH y STI3 . 

En la primera parte de este trabajo, capítulos 1 y 2, se dan todas las 

definiciones y resultados importantes que se usarán a lo largo de la tesis. 

En la segunda parte se determina el grupo de automorfismos de cada uno 

de los torneos ST" STll y ST'3 (capítula 3) para encontrar así sistemas de 

representantes de las órbitas de subtorneos de orden a lo más 4 (capítulo 4). Y 

por último se realiza todo el ánalisis necesario para probar la propiedad arriba 

mencionada (capítulo 5), así como también se presentan algunas aplicaciones 

de ésta (capítulo 6). Al final, en un pequeño apéndice, se muestra unas 

tablas con la semivecindades de cada vértice en los torneos ST71 8Tn Y STl31 

así como también una lista de todas las órbitas de los subtorneos de orden 

3 y 4 en ST71 5Tll y STl3 obtenida de un programa de torneos circulantes, 

para que así el lector pueda ir verificando los resultados, si es que así lo desea. 



Capítulo 1 

Preliminares 

En este capítulo daremos los conocimientos necesarios para nuestro trabajo, 

se darán algunas definiciones básicas y también se darán algunos resultados 

que se utilizarán frecuentemente en el transcurso del trabajo. 

1.1 Definiciones 

Definición. Una gráfica G consiste de un conjunto V(G) finito y no vacío de 

objetos llamados vértices y un conjunto A(G) (posiblemente vacío) de pare­

jas de elementos de V(G) llamadas aristas. El conjunto V(G) es llamado el 

conjunto de vértices de G y A(G) es el conjunto de aristas. Representaremos 

a las aristas por (u, v) (6 (v, u)). Si e = (u, v) es una arista de la gráfica G , 

entonces decimos que ti y V son adyacente8 en G ! Y que e une a ti y v. 

Definición. Al número de vértices en una gráfica G se le llama orden de la 

gráfica y al número de aristas, su tamaño. Esto es, el orden de G es W(G)I, 

y su tamaño es IA(G)I. En general, para una gráfica G se usa p para denotar 

su orden, y q para su tamaño. 

Definición. Una gráfica de orden p en la cual cada dos.vértices son adyacentes 

se denomina una gráfica completa y se denota por Kp. 
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6 Capítulo 1 

Definición. La vecindad de un vértice u en la gráfica G es el conjunto 

N(u, G) que consiste de todos los vértices v, que son adyacentes a u, esto es 

N(u,G) = {v E V(G)I(u,v) E A(G)}; 

y su grado ó valencia, que denotaremos como d(u), es el número de vértices 

adyacentes a u, es decir, d(u) = IN(u, G)I. A la valencia mínima en la gráfica 

G, la denotamos como ó(G) y la valencia máxima como t.(G). 

Definición. Una digráfica D consta de un conjunto VID) finito y no vacío 

de vértices y un conjunto A(D) (posiblemente vacío) de pares ordenados de 

vértices distintos. Los elementos de A(D) son llamados arcos ó flechas y 

se denota por uv ó (u,v). 

Definición. Para un vértice x en la digráfica D, definimos la exvecindad 

(resp. la invecindad de x) como N+(x,D) = {y E V(D)I(x,y) E A(D)} 

(resp. N-(x,D) = {y E V(D)I(y,x) E A(D)}), Y llamaremos a d+(x) = 
IN+(x, D)I y a d-(x) = IN-(x, D)I. Así también podemos denotar a la 

invalencia máxima y mínima como .6.- y fJ- y a la exvalencia máxima y 

mínima como .6.+ Y ó-, respectivamente. 

Definición. Un torneo T es una digráfica en la que para cada dos vértices 

distintos u y v, exactamente una de los pares (u, v) Ó (v, u) es una flecha de 

T. 

Definición. Una gráfica H es una subgráfica de una gráfica G si V(H) <;; 
V(G) y A(H) <;; A(G). 

Definición. Para cualquier conjunto S de vértices de G, lasubgráfica in· 

~ ducida por-S~cs"la'subgráficaomáximaLcon S como_conjunto~de~v~ti.fes~ ~ __ ~ 

De manera ánaloga podemos definir subdigráficas inducidas y tor­

neos inducidos. Para éstos últimos denotaremos como T{S) al subtorneo 

inducido por S. 

Definición. Un torneo T es transitivo si cada vez que (u, v) y (v, w) son 

flechas de T, entonces también (u, w) es flecha de T. TTn denota el torneo 

transitivo de orden n. 
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Es fácil ver que TTn es transitivo si y solo si TTn es acíclico. 

Definición. La fuente de un torneo T es el vértice que tiene invalencia O y 

el pozo, el vértice que tiene exvalencia O. 

Definición. Sea Z2n+l el anillo de enteros módulo 2n + 1 ya un subconjunto 

de Z'n+'-{O}, tal que ¡Jn{j, -j) ¡ = 1 para todaj E J. El torneo C'n+I(J) 
tiene como conjunto de vértices a Z2n+l y como flechas a los pares ordenados 

(i, k) tales que k -i E 8. Diremos que un torneo es circulante si es isomorfo 

a uno de la forma C2n+I (J). 

Llamaremos al número k - i la amplitud de la flecha (i, k) 

Definición. Una gráfica G es r-regular, si cada vértice de G tiene grado T. 

Una gráfica se le llama regular si es r-regular para algún entero no negativo 

r. 

Definición. El número dicromático (D) de una digráfica D es el mínimo 

número de colores que se necesitan para pintar los vértices de D de tal manera 

que no se obtengan ciclos dirigidos monocromáticos. 

Definición. Un grupo (G, *) es un conjunto G no vacío con una operación 

*, tal que: 

i) * es asociativa 

ii) existe un elemento e, tal que e * a = a * e = a para todo a E G 

iii) para todo a E e, existe un elemento a- l E G tal que 

Definición. Un subconjunto no vacío S de un grupo G es un 8ubgrupo de 

G si para todo s E S tenemos que S-1 E S y si s, t E S entonces So * tES. 

Definición. Si la congruencia X2 == n(mod m) tiene solución, entonces n es 

llamado un residuo cuadrático módulo m. 
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Definición. Si X es un conjunto y G un grupo, entonces X es un G.conjunto 

si existe una función O : a x x --> X llamada acción, dada por o(g, x) = gx 

tal que: 

i) ex=xparatodoxEX 

ii) g(hx) = (gh)x para todo g, h E a y x E X 

También se dice que G actúa sobre X. 

Definición. Sean (a, *) y (H,0) grupos. Una función f : a --> H es un 

homomorfismo si para todo a, b E G, 

f(a * b) = f(a) 0 f(b). 

Un isomorfismo es un homomorfismo biyectivo. Si existe un isomorfismo 

f : G --+ H, decimos que G es isomorfo a H y escribimos G ~ H. 

Definición. Sea D y D' dos digráficas y sea cP ; D --t D'. Decimos que tP 

es un homomorfismo de digrdficas si <I>(xy) = <I>(x)<I>(y) E A(D') con 

xy E A(D). De manera análoga a la definición anterior, un isomorfismo 

de digráficas es un homomorfismo biyectivo. 

Definici6n. Un automorfismo de D es un homomorfismo de D en si mismo. 

Definición. El gMJ.pO de automorfismo8 de una digráfica D, denotado 

por Aut(D), es el conjunto de todos los automorfismos de D, bajo la com-

~p~i~!6n-.: 

Definición. Un antiautomorjismo en una digráfica D es una función f : 
a --> a, tal que si (a, b) E A(D), entonces (J(b), f(a)) E A(D). 

Definici6n. Si X es un G"conjunto y x E X, entonces la órbita de x con 

respecto a a es {gxlg E a}. 

Definición. Un G-conjunto X es transitivo si tiene una única órbita! esto 

es, para cada x, y E X existe o E G con y = ox. 
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Definición. Sea A un subconjunto de B. Diremos que A es invariante con 

respecto a un automorfismo 'P de B, si 'P(A) = A, esto es si 'PIA E Aut(A). 

Definición. Una digráfica es rígida si su grupo de automorfismos es. trivial. 

Definición. Una subdigráfica Do de la digráfica D está ligada en D si todo 

automorfismo de Do puede extenderse a un automorfismo de D, es decir, para 

todo 'Po E Aut(Do), existe 'P E Aut(D) tal que 'PIDo = 'Po· 

1.2 Algunos hechos básicos 

A continuación presento algunas observaciones, lemas y notaciones que se 

estarán utilizando frecuentemente. Por lo que aconsejo al lector familiarizarse 

con ello. 

Lema 1.1. Sea A un conjunto finito. Si f A --+ A es inqyectiva (resp. 

suprayectiva), entonces f es biyectiva. 

Sólo hay dos torneos de orden 3, salvo isomorfismos, que son el triángulo 

acíclico, TT3 , y el triángulo cíclico, e 3, (fig. 1.1). 

Figura 1.1. Torneos de orden 3, salvo isomorfismos. 
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Los torneos de orden 4, (salvo isomorfismo), son el torneo acíclico y otros 

3 más, que denotaremos como los torneos Tl, Tl, Ti, fig 1.2. 

o 

T2 

4 

TI 
4 

T' 
4 

Figura 1.2. Torneos de orden 4, salvo isomorfismos. 

Observación 1.2. En el torneo Ti tenemos que hay 2 vértices con invalen­

da 2 y exvalencia 1 y 2 vértices con exvalencia 2 e invalencia 1, así que, como 

subtorneos inducidos, permanecen invariantes pero estos subtorneos son iso­

morfos a K 21 el cual es rígido, por lo que cada vértice en Ti permanece fijo 

bajo cualquier automorfismo. Por lo tanto T¡ es rígido. 

Observación 1.3. Sean D y D' dos digráficas isomorfas y sea <p D--> 



Capítulo 2 

Los torneos especiales ST7, ST11 

y ST13 

En este capítulo se presentan algunos teoremas generales sobre la existencia 

de conjuntos acíclicos en torneos y se dan algunos resultados relevantes sobre 

torneos particularmente importantes en el trabajo, a saber: ST71 5Tll y 

STI3 . 

Teorema 2.1. Sea k un entero positivo, entonces todo T2 k-¡ contiene un 

TT,. 

Demostración. La haremos por inducción sobre k. Claramente la afirmación 

se cumple para k = 1,2. 

Supongamos que se cumple para k < k'. Sea T = T2" Y u E V(T); u 

tiene alguna semivecindad S de cardinalidad al menos (2" -1)/2 > 2"-1_1 

y, por lo tanto, ISI 2: 2"-1. T[S) contiene, por hipótesis de inducción, un 

subtorneo T[So) ~ TT" , se sigue que So U {u} induce un TT"+I. O 

Por lo tanto todo Ts contiene a TT41 pero no todo T7 contiene a TT4 como 

a continuación lo demostraremos. 

13 



14 Capítulo 2 

Proposición 2.2. El torneo circulante cr 7(1,2,4), que denotaremos por ST7 ¡ 

es el único torneo de orden 7 que no contiene a TT4 . 

o 

Figura 2.1. ST, 

Demostraci6n. Primero probaremos que ST7 no contiene TT4, 's. Supongamos -

que ST7 contiene un subtorneo T4, S;! TT4t ya que ST7 es un torneo circulante, 

se puede ver que ST1 es transitivo en vértices, podemos suponer que el vértice 

O es fuente de T4, así que la exvecindad de O induce un triángulo acíclico, 10 

cual es una contradicción, pues N+(O,ST,) = {1,2,4} ~ e3 • Por lo tanto 

ST7 no contiene ningún TT4,. 

Sea T un torneo de orden sin TT4J ya que todo torneo de orden 4 contiene 



un TT3 ¡ entonces cada vértice en T debe tener sus semivecindades de orden 

3. 

Sea Su+ = {x,y,z} y Su- = {X',yf,Z'} la exvecindad e invecindad de 

ti, respectivamente, entonces T[Su +] y T[Su -] inducen un triángulo cíclico, 

(fig. ??). Sean (x, z, y) y (x', y', z') las trayectorias de longitud 2 en T[Su +] 

y T[Su -], respectivamente. Sea x E Su + Y x' E Su - n S;x - entonces yf, z' E 

S;x + ¡ por regularidad. Además yf r/:. Sz - pues si no, z' E Sy - y {V', Z' ¡ z, x} 

inducirían un TT" (fig. 2.3), por lo tanto y' E S. - Y z' E S, -, por lo que 

{y',z'} e Sx+, {x',z'} e S,+, {x', y'} e S,+. 

Además este torneo es isomorfo a ST7 con el siguiente isomorfismo: 

f(u) = O,f(x) = l,f(y) = 2,f(z) = 4,f(x') = 6,f(y') = 5,f(z') = 3 

por lo tanto ST7 es el único. 

o 
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x' x 
o~--------------~~ 

z' 

y 
~--~---------+-----o 

z 

Figura 2.3. 

De hecho, existe también un solo torneo de orden 6 que no contiene TT41 

el ST61 que es el torneo que resulta al quitarle un vértice a ST7· 

También por el teorema 2.1, sabemos que todo T16 contiene un TI'S, pero 

podemos asegurar que: 

Proposición 2.3. Todo T14 contiene un TTs. 

Para demostrar esta proposición primero demostraremos el siguiente lema, 

- Lema-2.4. Si~Tll'-contiene=un_vértice __ u=taL que_N~(u, Tu) induce_un _TT3,~_ 

entonces TI1 contiene un TTs 

Antes de empezar con la prueba del lema 2.4, daremos algunas definiciones 

y resultados importantes. 

Sea Duna digráfica y S ~ V(D). Definimos la relación de equivalencia 

_ (S) en V(D) - S como sigue: u == w(S) si y solo si N+(u, D) n S = 
N+(w,D) n S y N-(u, D) n S = N-(w,D) n S. 



Los torneos e.<;;pcciales STz. STp y STp 17 

Observación 2.5. Es fácil ver que si K ~ V(ST7 ) induce un triángulo cícli­

co en ST7, entonces existe un único vértice Z E V(ST7), tal que K es una de 

la semivecindades de Z en ST7 . 

Lema 2.6. Supóngase que T, ;; ST,. Si T, n ST, = ST, - {O, 1} Y I;o~, E 

A(T,) donde 1;0 y 1;, son los vértices de T, que no están en ST" entonces 

1;0 == O Y 1;, == l(V(ST,) - {O,l)J. 

Demos/mción. Claramente ~02,62,61;0,6~, E A(T,). Ya que N-(2,T,) y 

N+ (6, T,) inducen triángulos cíclicos, se sigue que 51;0,65, 31;0, 1;,3 E A(Tll ) 

Y entonces 1;04,41;, E A(T,). O 

Daremos ahora la prueba del lema 2.4. 

Demostración. Supóngase que T = Tll no contiene ningún TTs y sea R = 

N+(u, T). Obviamente ó+(T) ~ 3 Y T[R] ;; ST,. Sea (u" u" U3) la trayecto­

ria de longitud 2 en T [N-(u, T)] y definimos Rj = N+(uj, T) n R. Tenemos 

que IR,.I S 3 para j = 1,2,3 de lo contrario, T [R,] contendría un TT3 el cual 

junto con u y Uj induciría un TTs. Probaremos que IR31 = 3. 

Ya que d+(U3, T) ~ 3, pues si no, en T[N-(U3' T)] tendríamos un TT, 

que junto con U3 induciría un TTs, entonces 2 :S. IR31 :S. 3. Supongamos que 

R3 = {z"z,} con z,z, E A(T); entonces N-(U3,T) = (RU{u"u,})-{z"z,) 

induce un subtorneo isomorfo a ST7 , de lo contrario contendría un TT4 , que 

junto con U3 induciría un TTs. Por el lema 2.6, Uj;;; zj(R - {ZIlZ2}) para 

j = 1,2, (fig. 2.4). 

Como en ST7 cada vértice tiene semi vecindades que inducen triángulos 

cíclicos, tenemos que hay 3 exvecinos de U2 en R - {z¡, Z2} Y por lo tanto 

Z. y Z2 son ¡nvecinos de U2, pues si no fuera así el subtorneo inducido por 

{U2' u, a, b, ZI, Z2} con a, b E N+ (U2, R - {z., Z2}) contendría un TTs. 

Sea 1; E R un vértice tal que Zj~ E A(T) para j = 1,2, pero como Uj == 
zj(R-{z"z,}) entonces ujl; E A(T) paraj = 1,2. Tenemos que u,z"z'u, E 
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N" (u ),1) R 

u, 

Z2\ 
Z, 

Figura 2.4. 

A(T), si no, {u¡, U2, Zl, Z2,~"} induciría un TTs_ Sea 'T]j E N-(z¡, T[R)} para 

j = 1,2. Claramente 'Iju¡ E A(T) con j = 1,2 Y {'lb '72, U¡, u" z¡} induce un 

TTs, lo que es imposible, por lo tanto IR,I = 3. Así que T[N-(u" T») S; STo, 

más aún T[R31 ~ 7J 3, pues si no fuera así R3 U {u, U3} induciría un TT5 _ Por 

la observación 2.5, R, es una semivecindad de algún vértice z en T[R). 

Sea T, un torneo isomorfo a ST, que contiene a T[N- (u" T») y un nuevo 

vértice r E T. Como se demostrará posteriormente en la proposición 3.3 y 

el lema 3.4, ST7 es transitivo en flechas y la identidad es el único automor-

- ~fisriió aeST7 que-fija- cualquier flecna7entórices"tenemos-o-que existe-urf único---­

isomorfismo 

e : T, --+ T[R) 

el cual fija a cualquier flecha que une al vértice z, del cual R3 es una semivecin­

dad en T[R), con la otra semivecindad R - (Ra U {z}) que también eS una 

semivecindad en T" así que e fija todos los vértices en R - R,. Se sigue del 
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lema 2.6 que Uj '" 8(uj)(R - R,) para j = 1,2. 

Consideremos dos casos: 

Caso 1. R, = N+(z,T[R)), entonces N+(z,T,) = {U¡,U"T}. Sea 

<p: ST, -) T, 

el único isomorfismo tal que <p(O) = z y <p(I) = U¡, se sigue que <p(2) = u, 

y <p(4) = T. Sea Wj = 8<p(j) para j E '¿,. Así que 8(uj) = Wj y por lo 

tanto Uj '" wj(R - R,) para j = 1,2. Es más, z = Wo y 8(r) = W, y 

N-(z,T[R)) = {w"w"w6} pues ¡\'-(O,ST,) = {3,5,6}. Entonces WjUj E 

A(T) COIl j = 1,2 de lo contrario {U3, Uj, Wj, Wo, W7_j} induciría un TT¡,. Se 

sigue que u2w} E A(T) si no fuera así {u¡, U2, WI, W2, wo} induciría un TT5. 

Ya que 112 :;: w2(R- R3 ) tenemos que {Wl' W3, W6} ~ R2 Y {ti}, U2, WI, W3, wo} 

induce un TTs. Por lo que este caso es imposible, (fig. 2.5). 

Figura 2.5. 

Caso 2. R, = N-(z,T[R)), entonces N-(z,T,) = {u¡,u"r}. Sea 

<p' : ST, -) T, 
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el único isomorfismo tal que '1"(0) = z y '1"(5) = u, se sigue que rp'(6) = u, 

y '1"(3) = r. Sea Wj = 8'1"(j) para j E Z,. Así que 8(uIl = W5 Y 8(u,) = 
W6, por lo tanto U¡ :;:; WS,112 == w6(R, RJ ). Además z = Wo, Ser) = W3 

y N+(z,T[R]) = {w"w"w,}. Tenemos que W5U, E A(T) de lo contrario 

{U,Ul,WS,WO,W2} inducirían un TTs Y de manera similar, W6U2 E A(T), 

si no {u, U21 Wa, Wo, wIl inducirían un TTs. Ya que {Ull 1121 Wo , Ws, wo} no 

es acíclico, U2WS E A(T) Y R = {WOl WI, ws}. Análogamente tenemos que 

{Ul,U2,WO,W3,W6} no es acíclico y por lo tanto U1Wa E A(T). Se sigue que 

Rl = {wo l W2, W6} Y por consiguiente {112, ti31 WI, W'h ws} induce un TTs. 

o 

Demostraremos ahora la proposición 2.3 

Demostración. Supongamos que T = T14 no contiene ningún TTs. Entonces 

para todo vértice 11 E V (T) sus semivecindades tienen a lo más 7 vértices, 

podemos asumir que su invecindad tiene 6 vértices. Así que T [N+(u, T)] ~ 

ST, y T [N-(u, T)] ~ Sr.. Sea W un subconjunto de N-(u, T), tal que 

T[N-(u,T)]- W ~ TT3 , entonces T" = T - W satisface, claramente, las 

hipótesis del lema 2.4 y T contiene un TTs, lo que da una contradicción. O 

Sea v(k) el mínimo número tal que todo torneo TV(k) contiene un TTk, 

sabemos que v(k) ~ 2k- 1 pero esta cota no es óptima para k 2: 5, COmo se 

desprende de la proposición 2.3. De hecho el siguiente teorema nos asegura 

una mejor cota superior para v(k). 

Teorema 2.7. Sean k y m enteros positivos tal que k <: 5 y m = 7(2'-'). 

Entonces cada T m contiene un TTk • 

Demostración. (Por inducción sobre k). 

Para k = 5 es la proposición 2.3. 

Su pongamos que el teorema es cierto para k < k' Y sea T un torneo de 

orden 7(2"-'). Cada vértice u de T tiene una semivecindad de orden a lo 
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menos 7(2"-5). Por hipótesis de inducción, T [S] contiene un TT"_I y por 

consiguiente T contiene un TTk,. O 

Sabemos que todo T14 contiene un TTs Y es lo mejor a lo que pode­

mos llegar, pues no todo TI3 contiene un T'15, el torneo STI3 , el~cual es 

C 13(1,2,3,5,6,9), es el único torneo de orden 13 que no contiene TTs, como 

veremos a continuación. 

lOI~~~~~r; 

9~~~~~~~~~~~4 

Figura 2.6. STI3 

Proposición 2.8. ST13 no contiene ningún TTs. 
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Demostración. Supongamos que ST13 contiene un conjunto U de cardinali­

dad 5 que induce un TTs. Sea (UO ! 'Ul, U2, 'U3, U4) la trayectoria dirigida en 

T [U). Por la proposición 3.9 que se demostrará en el siguiente capítulo, 

existe >p E Aut(STI3 ), tal que, >P(U,UI) = 01 Ó >P(U,UI) = 02 Y por lo tanto 

rp(U) = V' f'B UD conjunto acíclico, tal que T [lI'] contiene una trayectoria 

dirigida de la forma (O, 1, u~, U~, u~) ó de la forma (O, 2, U~, U~, u~) pero como 

N++( {O, 1}, STI3 ) = N+(O, STI3 ) n N+(l, ST13 ) = {2,3, 6} 

N++( {O, 2}, STI3 ) = N+(O, ST13 ) n N+(2, STI3 ) = {3,5} 

se obtiene una contradicción. O 

Nota. Ésta notación utilizada para la intersección de exvecindades se puede 

generalizar para la intersección de cualesquiera semi vecindades de la siguiente 

manera: 

N,g(l) .. ,g(n) ( {Xl ... Xn}, T) = N,g(I)(X¡, T) n··· n N,g(n) (Xn, T) 

donde sg(i) E {+, -}. 

La demostración de que ST13 es único, salvo isomorfismo, se puede en­

contrar en [8). 

Proposición 2.9. El número dicromático del torneo circulante e II (1,3,4, 

5,9), denotado como 5Tll , es 4. 

Antes de dar prueba de esta proposición, haremos notar 10 siguiente, 

- -Observaci6n-2.10. -Todo-torneo-deo·orden 7-tiene_número,dicromático,a_lo 

más 3. [7) 

Demostración. Sea U un conjunto acíclico en STu de cardinalidad k 2:: 2. Sea 

(uo, U" ... U._¡) trayectoria dirigida en T [U). STu es transitivo en flechas, 

como se demostrará en el siguiente capítulo (proposición 3.6), entonces e­

xiste un automorfismo que manda a la flecha UoUI a la flecha 01. Ya que 

N++({O, l} , STu ) = {4,5} se concluye que STu no contiene un TTs. 



Los torneos especiales STz! STJ1 v 8TJ3 23 

o 

Figura 2.7. STIl 

Sea Uo = {O, 1,4,5} entonces, por la observación 2.10, (STIl - {O, 1,4, 5}) 

~ 3, se sigue que (STIl ) ~ 4. 

Supongamos que (8Tn ) < 4 entonces una 3-coloración acíclica tendría 

dos clases cromáticas, SI y 8 2 de cardinalidad 4 Y una clase cromática, 

8
3 

de cardinalidad 3. Por lo dicho anteriormente, podemos suponer que 

SI es Uo. Es fácil ver que las únicas posibilidades para S, son {2,3,6,7}, 

{9, 10, 2, 3}, {6, 9,7, ID} Y {9, 2, 3, 7} Y entonces S3 tendría que ser {8, 9, ID}, 

{6, 7, 8}, {2, 3, 8} ó {6, 8, !O}, respectivamente, pero todas estas ternas in­

ducen triángulos cíclicos, lo cual contradice que 83 es monocromático. O 

Otro resultado importante, cuya prueba puede verse en 17], es el siguiente, 
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Automorfismos de ST7, ST11 y 

ST13 

Sea n un número natural y A, un conjunto no vaCÍo contenido en Zn - {O}, 

cerrado bajo la multiplicación. 

y 

Si a E A Y b E Z. definimos 

fa,b: Zn -7 Zn 

xH ax+b 

L.,A = {f.,,: a E A,b E :l.} 

Teorema 3.1. Sea 8 <; z. - {a} y A un subgrupo multiplicativo del grupo 

de unidades de Znl tal que a * a ~ a para toda a E A. Entonces .(,n,A es un 

subgrupo del Aut(C .(8)). 

Demostración. 

1. Sea f." E L.,A, tal que f.,,(u) = f.,,(v), entonces tenemos que au+b = 

av + b por lo tanto ti = V, así que fa,b es inyectiva y por el ~ema 1.1 es 

biyectiva. 

25 
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2. Sea uv E A(G'.(8)), entonces v - u E 8, luego fa,,(v) - fa,,(u) = 
av + b - (au + b) = a(v - x) E 8. Así que fa,,(u)fa,'(v) E A(G' .(8)). 

De 1 y 2 se tiene que fa" E Aut(G' .(8)). 

3. Sea fa" y J..,II E ,c.,A, tenemos que fa" O fa' 11 (x) = fa'lI(ax + b) = 
a'(ax + b) + b' = fa'o.,a'b+V- Por lo tanto fa,b o fa',tI = fala,a'HIT E .en,A. 

o 

Corolario 3.2. Si p es primo y 8 S; Zp - {O} Y A es un subgrupo del grupo 

multiplicativo de ZPI tal que, a * a = a para toda a E A, entonces .cp,A es 

subgrupo de Aut(G'p(8)). 

Ahora vamos a calcular los grupos de automorfismos de los torneos ST1 , 

ST" y STI3 . 

3.1 Automorfismos de ST7 

Sea A7 = {l,2,4}, el conjunto de los residuos cuadráticos de Z71 entonces 

tenemos, por el corolario 3.2 que .(,1,ATI que denotaremos sólo como 1:.,7, es 

un subgrupo de Aut(ST,). 

Proposición 3.3. L1 es transitivo en flechas. 

-Demostración. BastaNer=que cualquier_Jlecha_pertenece "a @. I!LislRa Qrl:ü!a_~ . __ 

de la flecha 01. Sea UoUI E A(ST,) y sea 

<,O(x) = (UI - uo)x + Uo 

como VI - Uo E {1,2,4} Y Uo E Z" entonces <,O E ,c" tal que <,0(01) = UOVlo 

por 10 tanto /:..7 es transitivo eh flechas. 

o 
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Lema 3.4. El único automorfismo que deja fijo cualquier flecha en el ST7 es 

la identidad. 

Demostración. Por la proposición 3.3, basta probarlo para la flecha 01. Sea 

'1' E Aut(ST,), tal que '1'(0) = O Y '1'(1) = 1, entonces tenemos que 

<p({1,2,4}) = <p(N+(O,ST7 )) = N+(O,ST,) = {1,2,4} 

<p({2,3,5}) = <p(N+(I,ST,)) = N+(I,ST,) = {2,3,5) 

pero como I queda fijo bajo '1' y 1 E N+(O, ST,), entonces 2 Y 4 se quedan 

fijos. Análogamente, como 2 se queda fijo, 3 y 5 quedan fijos. Por lo tanto 

'1' = Id. 
o 

Teorema 3.5. El grupo de automorflsmos de ST7 es /:"7' 

Demostración. /:', es subgrupo de Aut(ST,), basta probar que Aut(ST7 ) <;; 
/:',. Sea '1' E Aut(ST,) con '1'(01) = ab, por el lema 3.4, existe ¡ E /:'" tal 

que ¡(<p(OI)) = al, entonces por el lema anterior ¡ o '1' = Id, por lo tanto 

'1' = ¡-¡ E /:'7. O 

3.2 Automorfismos de STll 

Sea A1l = {l,3, 4, 5, 9}, el grupo de los residuos cuadráticos de ZIl, entonces 

denotaremos .Gil = /:"U,AIl' 

Por el corolario 3.2 tenemos que /:'11 es un subgrupo de Aut(STII ). 

Proposición 3.6. /:"11 es transitivo en flechas .. 

Demostración. Basta ver que cualquier flecha pertenece a la órbita de la 

flecha al. Sea UOu¡ E A(STII ) y sea 

<p(X) = (U¡ -uo)x+u, 
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como Ul - Uo E {I,3,4,5,9} Y Uo E Zll, entonces 'P E Aut(Lll ) y además 

'1'(01) = UOU1, por lo tanto STll es transitivo en flechas en Lll' O 

Lema 3.7. El único automorfismo que deja fijo cualquier flecha en el STll 

es la identidad. 

Demostraci6n. Por la proposición 3.6, basta probarlo para la flecha 01. Sea 

'1' E Aut(STll ), tal que '1'(0) = O Y '1'(1) = 1, entonces tenemos que 

cp(N+(O,STll )) = cp({l,3,4,5,9}) = {I,3,4,5,9} 

así que {3, 4, 5, 9} es invariante bajo ep, además 

cp(N+(I, STll )) = '1'( {2, 4,5, 6,10}) = {2, 4, 5, 6, lO} 

por lo que tenemos que p, 4, 5, 9} n {2, 4, 5, 6,10} = {4, 5} es invariante, de 

ahí que 4 y 5 se quedan fijos Y, por consiguiente, 3 y 9 también y el conjunto 

{2, 6,10} se queda invariante. También tenemos que 

cp(N+(3, STll )) = '1'( {l, 4, 6, 7, 8,}) = {l, 4, 6, 7, 8} 

por lo que el conjunto {6, 7, 8} queda invariante bajo ep, entonces 6 queda 

fijo y, por consiguiente, 2,7,8 Y 10 también, así que cp = Id. O 

Teorema 3.8. El grupo de automorfismo de STH es ..en 

Demostración. Sabemos que Lll es subgrupo de Aut(STll ), por lo que basta 

probar que Aut(STll ) s;: Lll' 

~ ~Sea'P'E Aut( STll);-por eHema3. 7,-existe} E Lll,-tal que_/(cp(Ol) =01, -~ __ ~ 

entonces por el lema anterior / o 'P = Id, por lo tanto '1' = /-1 E Lll. O 

3.3 Automorfismos de STl3 

Tenemos que A13 = {l, 3, 9}, un subgrupo del grupo multiplicativo deZ13 

ya = {I,2,3,5,6,9} además {2,5,6} es una clase lateral módulo {I,3,9} 
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en Z13 - {O}, entonces, por el corolario 3.2, ,(,13 = .c13,AIJ es subgrupo de 

Aut(ST13 ). 

Proposición 3.9. Hay dos órbitas de flechas respecto a Aut(STi3 )· y tamo 

bién respecto a .c131 representadas por 01 y 02. 

Demostración. Obviamente las flechas de una misma amplitud están en un 

misma órbita respecto a .c13 • Las flechas de amplitud 1,3,9 pertenecen a 

una misma órbita y las flechas de amplitud 2,5,6 pertenecen también a una 

misma órbita respecto a L13. Por consiguiente haya lo más dos órbitas de 

flechas en STI3 tanto respecto a ,(,13 como a Aut(STI3 ). Esas órbitas están 

representadas por 01 y 02. 

Supongamos que 01 y 02 pertenecen a una misma órbita respecto a 

Aut(ST13 ), entonces existe <p E Aut(STI ,), tal que <p(0l) = 02 entonces 

<p(0) = 0, por lo que se tiene que <p(N+(O, STI ,)) = N+(O, ST13 ) = 

{l,2,3,5,6,9} además, <p(l) = 2 por lo que <p(N+(1,N+(O,STI ,))) = 

N+(2, N+(O, STI ,)), pero d+(1, N+(O, STI ,)) = 3 Y d+(2, N+(O, STI,)) = 2 

lo cual es imposible, por lo que para toda <p E Aut(STI ,), <p(01) ,p (02). O 

Observación 3.10. Por la proposición 3.9 las órbitas de flechas de STI3 

respecto a Aut(STI3 ) son las mismas que con respecto a ..c.. 13 . 

Proposición 3.11. ST13 - a, donde a = {u,v}, es rígido para tL,V E 

V(STI ,), u,p V. 

Demostración. Por la proposición anterior basta probar la afirmación para 

{u,v} = {0,I},{0,2}. 

Caso 1. a = {O, l} 

Ya que N++({O, l},STI ,) = {2,3,6} entonces 2,3 y 6 son los vértices 

cuya invecindad tiene orden 4 en STi3 - {O, l} Y por lo tanto {2, 3, 6} queda 

invariante bajo Aut(ST13 - {O, 1)). 
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Análogamente N--({O, 1} ,ST13 ) = {8, 11, 12}, la invecindad común de ° 
y 1, es invariante y (ST13 -{O, l} )-(N--({O, 1} ,ST13 )UN++( {O, 1} ,ST13)) = 

{4, 5, 7, 9, 10} también es invariante bajo Aut(ST13 - {O, 1}J. Además 

í--+--\--.lJ 5 

9 7 

Figura 3.1. 

I {8, 11, 12} n N+(6, ST13 - {O, 1})1 = 3 

1{8,1l,12}nN+(3,ST13 -{O,1})I= 2 

I {8, 11, 12} n N+(2, ST13 - {O, 1})1 = 2 

como se ve en la figura 3.1, de donde se deduce que 6 se queda fijo y por 

consiguiente también 3 y 2. 
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De igual manera tenemos que 

I {2, 3, 6} n N- (8, STl3 - {O, I} II = 3 

I {2,3, 6} n N-(11,STI3 - {O, !})I = 2 

I {2,3,6} n N-(12,STI3 - {O, I})I = 2 

por lo tanto 8 queda fijo e igualmente 11 y 12. 

31 

En T' = T[{4,5, 7,9, 10}], tenemos que d+(4,T') = 4 Y luego 4 queda 

fijo. d+(5, T') = d+(7, T') = d+(9, T') = 1 Y d+(IO, T') = ° por lo que ID se 

queda fijo y {5, 7, 9} es invariante. 

Pero {5, 7, 9} nN- (2, STl3 - (O, !}) = {9}, de donde tenemos que 9 queda 

fijo y consecuentemente 5 y 7 quedan fijos también.Por lo tanto STl3 - {O, I} 

es rígido. 

Caso n. " = {O,2}. 

De igual manera al caso anterior tenemos que 

N++({0,2}) = {3,5} 

W-({O,2}) = {10,12} 

quedan invariantes como conjuntos bajo todo automorfismo de ST13 -

{O, 2}, entonces 3,5, ID Y 12 se quedan fijos, por lo que {1, 4, 6, 7, 8, 9, 11} 

queda invariante bajo todo automorfismo de STI3 - {O, 2}. 

Como 3 está fijo, su invecindad debe quedar invariante, N- ( {3} ,STI3 -

(O, 2}) = {I, 7, lO, 11}, donde ID está fijo, por lo que {I, 7, 11} es invariante, 

pero este último induce un 3-conjunto acíclico por lo que 1,7 Y 11 se quedan 

fijos. 

Como 5 queda fijo N-(5,STI3 - (O,2}) = {3,4,9,12} es invariante y 

como 3 y 12 están fijos 4 y 9 también lo estan. Finalmente 6 y 8 también 

quedan fijos. Así que STl3 - {O, 2} es rígido. o 

Proposición 3.12. El torneo STl3 - {O, I} ~ STl3 - {0,2}. 
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Demostración. Sea TI = ST13 - {O,I} Y T, = ST13 - {0,2}. Tenemos que 

N++({O, I}, ST13) = {2, 3, 6} es el conjunto de vértices en TI cuya invalencia 

es 4 y N++( {O, 2}, ST13 ) = {3,5} es el conjunto de vértices en T, con inva­

lencia 4. Así que si TI fuera isomorfo a T2 bajo el isomorfismo cp, tendríamos 

que el conjunto {3,5} sería la imagen bajo 'P del conjunto {2, 3, 6}, lo cual 

es imposible. O 

Teorema 3.13. El conjunto .e13 es el grupo de automorfismos de ST13 . 

Demostración. Como.e13 es subgrupo de Aut(ST13 ), basta ver que Aut(ST13 ) 

<;; .e 13 . 

Sea '1' E Aut(ST13 ). Tenemos que por la proposición 3.9, '1'(01) está en la 

órbita de 01 respecto a Aut(ST13 ) y por la observación 3.10 está en la órbita 

de 01 respecto a .e13 por lo tanto existe f." E .e13 , tal que f.,,(rp(O)) = O Y 

f.,,(rp(l)) = 1, así que por la proposición 3.11, tenemos que f."orplsT,,_{O,I) = 
Id, luego f •• o '1' = Id, por lo tanto '1' = f;;¡ E .e13• O 

Corolarío 3.14. El único automorfismo que deja fijo al ° y all es la iden­

tidad. 

Demostración. Sea f." E Aut(ST13) tal que f.,,(O) = O Y f.,,(I) = 1, en­

tonces tenemos que atO) + b = ° y a(l) + b = 1, de donde se sigue que a = I 

Y b = 0, por lo que f." = Id. O 
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, 
Orbitas 

En el capítulo anterior se obtuvo que los torneos ST7 y ST11 tienen una sola 

órbita de flechas y que el torneo ST13 dos, de las cuales se dio el sistema de 

representantes {DI, 02}. Cabe señalar que estos tres torneos son transitivos en 

vértices, puesto que son torneos circulantes. Ahora se encontrarán sistemas 

de representantes de torneos de orden 3 y 4 en estos mismos torneos. 

4.1 Órbitas en ST7 

4.1.1 Órbitas de triángulos 

Triángulos acíclicos 

Sea T un triángulo acíclico en ST7 y (uQ, Ub U2) la trayectoria dirigida en T, 

por la proposición 3.3 existe otro triángulo acíclico T' en la órbita de T, tal 

que contiene la trayectoria dirigida (O, 1, u~). Ya que 

N++({O,I},ST,) = {2} 

el único valor posible para t4 es 2. Así que existe una sola órbita de triángulos 

acíclicos en ST7 , cuyo representante está inducido por {O, 1,2}. Dicho de otro 

33 
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modo, Aut(ST7 ) actúa transitivamente en los triángulos acíclicos. 

Triángulos cíclicos 

Procederemos de manera ánaloga a como se hizo con los triángulos acíclicos. 
Sea T un triángulo cíclico en ST71 entonces existe otro triángulo cíclico en la 

misma órbita de T que contiene a la flecha 01. Y como tenemos que 

W+({O,I},ST,) = {3,5}, 

si {O, 1, 3} Y {O, 1, 5} pertenecieran a la misma órbita entonces sus residuos 

también estarían en la misma órbita, pero ST7 - {D, 1, 3} f:! 1'1 y ST7 -

{O, 1, 5} ~ Ti, así que hay dos órbitas de triángulos cíclicos en ST" donde 

un sistema de representantes es {{O, 1, 3}, {O, 1, 5}}. 

4.1.2 Órbitas de TT4 

Como ya se demostró en la proposición 2.2, ST7 no contiene ningún TT4.' 

Veamos las órbitas de los otros T4 . 

Órbitas de Ti 

Sea T un su btorneo de ST1 isomorfo a Tl. Procediendo como hasta ahora 

podemos suponer que el único triángulo cíclico de T está inducido por {D,1, 3} 

Y puesto que 

N---({O, 1, 3}, ST,) = {6} 

tenemos sólo una órbita de Tl 's en ST7 . 

Órbitas de T; 
Antes que otra cosa, h~y que notar que Ti es el dual de T4

1, es decir uno se 

obtiene del otro invirtiendo el sentido de las flechas. Por lo que también sólo 
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hay una órbita de Tl en ST71 que está representada por la cuaterna {D, 1, 4,6} 

que es la imagen de {O, 1,3, 6} bajo el antiautomorfismo ",(x) = -x de ST,. 

Órbitas de Ti 

En primer lugar notemos que Tt contiene un único triángulo acíclico H, tal 

que el vértice restante U4 tiene un único invecino en H que es el pozo de H. 

Cada T isomorfo a Ti en ST7 tiene un representante T' en su órbita tal 

que T'[H'] es inducido por {O, 1, 2}, puesto que 

W-+({O, 1,2} ,ST,l = {6} 

existe una lÍnica órbita de T;'S en ST7 representado por el subtorneo inducido 

por {O, 1, 2, 6}. 

4.2 Órbitas en STll 

4.2.1 Órbitas de triángulos 

Triángulos acíclicos 

Sea T un triángulo acíclico en STn y {Uo, u}, U2) la trayectoria dirigida en T, 

existe un triángulo aCÍclico T' en la misma órbita que T, que contiene una 

trayectoria dirigida de la forma (0,1, U;) ya que el Aut(STlll es transitivo 

en flechas y como 

tenemos que los valores posibles para u; son 4 y 5. Por el lema 3.4 existen dos 

órbitas de triángulos acíclicos en STll donde tenemos que HO, 1, 4} , {O, 1, 5}) 

es un sistema de representantes. 
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Triángulos cíclicos 

En forma ánaloga para encontrar un sistema de representantes de los trián­

gulos cíclicos basta considerar de éstos sólo a los que contienen a la flecha 

01. y ya que 

N-+({O,l},STll ) = {2,6,10} 

entonces las posibles ternas cíclicas son (0,1,2), (O, 1, 6) y (0,1,10). Los 

automorfismos de ST,,; ¡(x) = x + 10 Y g(x) = 5x + 1 mandan la terna 

(0,1,2) a las ternas (0,1,10) Y (0,1,6), respectivamente. Por lo tanto ST" 
es transitivo en triángulos delicos. 

4.2.2 Órbitas de T4 

Órbitas de TT. 

Sea T un subtorneo de STll acíclico de orden 4, por la sección anterior existe 

un subtorneo acíclico T' de STu en la misma órbita de T que contiene una 

trayectoria dirigida de la forma (0,1,4, u;) ó de la forma (0,1, 5, u~). Y ya 

que 

N+++({0,1,4},STll ) = {5} Y 

N+++({0,1,5},ST,,) = 0, 

~ la-única_posibilidad_es u;==_5oy la-cuaterna_ordenada_que_se obtiene_es 

{O,l,4,5} que es un representante de la única órbita de torneos acíclicos en 

STll . 

Órbitas de r.' 

Si T, isomorfo a Tl, es un subtorneo de 8Tn entonces puede encontrarse 

otro representante de la órbita de T, cuyo triángulo cíclico sea inducido por 
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{D, 1, 2} Y como 

N---( {D, 1, 2}, STll ) = {8} 

entonces existe una sola órbita de T,l en 8Tu , representada por el subtorneo 

de STll inducida por {D, 1, 2, 8}. 

Órbitas de Ti 

Como Tl consta de una sola órbita en 8TH entonces tenemos que 8Tn 
también es transitivo en Ti's y {a, 3, 9, ID} es representante de la única órbita 

de Ti en STll . 

Órbitas de T; 

Como se hizo anteriormente con las órbitas de T,¡3 en ST71 para encontrar un 

sistema de representantes de las órbitas de los T.l en 8Tll "basta considerar 

aquellos TJ's que tengan como subtorneo H al subtorneo de 8Tn inducido 

por {D, 1, 2}. Así que 

Nh-({D, 1, 2} ,STll ) = N-++({D, 1, 2} ,STll ) U N+-+( {D, 1, 2}, STll ) 

U N++-({D,I,2},STll ) 

= {6,3,4} 

Nota. El conjunto N+n-m ( {Xl' .. X n, Xn+l ... Xn+m} , T) denota al con­

junto de los vértices que son cxvecinos de n vértices del conjunto 

{Xl' .. Xn, Xn+l ..• Xn+m } e invecinos de los restantes vértices, m, de este con­

junto en el torneo T. Por ejemplo: 

El único automor6smo de STn que deja invariante el triángulo {O}1} 2} 

es la identidad} pues los otros posibles automorfismos} que son ¡(x) = 
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x + 1 Y g(x) = 9x + 2, no lo hacen. Tenemos que un sistema de repre~ 

sentantes de las órbitas de Tl's en STu consta de 3 elementos los cuales son 

{O, 1, 2,6}, {O, 1, 2,3} Y {O, 1, 2,4}. 

4.3 Órbitas en ST13 

4.3.1 Órbitas de triángulos 

Triángulos aCÍclicos 

Sea T] un triángulo acíclico en STI3 y (ua, ti}, U2) una trayectoria dirigida 

en STu por la proposición 3.9, existe otro triángulo acíclico T' en la misma 

órbita de T, tal que O es la fuente y además T' - {O} tiene como fuente a 1 

Ó 2. Sea u~ el tercer vértice. 

Las posibilidades para u; en el primer caso son 2, 3 Y G, ya que N++( {O, 1}, 

ST13 ) = {2, 3, 6} y en el segundo caso u; puede ser 3 Ó 5, por lo tanto, los dos 

grupos de ternas correspondientes a V(T') son {O, 1, 2}, {O, 1, 3}, {O, 1, 6} y 

{D, 2, 3}, {D, 2, 5}, respectivamente. Falta ver si no existen dos representantes 

de una misma órbita dentro de alguno de estos dos grupos de ternas. 

o ~La imagen-bajo cualquierautomorfismo-dec5T13 de una-terna del1>rimer ----­

grupo manda el O en el O y el1 en el1 y ya que ST13 - {O, 1} es rígido, por 

la proposición 3.11, la terna queda fija y se sigue que las ternas del primer 

grupo pertenecen a órbitas distintas. 

Análogamente {O,2,3} y {O,2,5} pertenecen a órbitas distintas. 

Así que tenemos un sistema de representantes de órbitas de triángulos 

acíclicos, A3 = {{O, 1, 2}, {O, 1, 3}, {O, 1, 6} , {O, 2, 3} , {O, 2, 5}}. 
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Triángulos cíclicos 

De manera análoga a como se hizo con los triángulos acíclicos, para cada 

triángulo cíclico existe otro en la misma órbita que contiene a la flecha 01 Ó 

a la 02. 

Ya que 

N-+({O, l}, ST¡,) = {4, 7, lO} Y 

N-+({0,2},ST¡,)= {4,7,8,1l}, 

entonces a lo más tenemos 7 órbitas distintas representadas por las ternas 

{0,1,4}, {0,1,7}, {0,1,10}, {0,2,4}, {0,2,7}, {0,2,8}, {0,2,1l}. Lascor­

respondientes ternas de saltos involucrados (en orden cíclico) son, respecti­

vamente, {l, 3, 9}, {l, 6, 6}, {l, 9, 3}, {2, 2, 9}, {2, 5, 6}, {2, 6, 5} Y {2, 9, 2}. 

Nótese que si T es un triángulo cíclico y (a, b, e) es su correspendiente 

terna de amplitudes de saltos involucrados en orden cíclico y i.p un automor­

fismo en ST13 , entonces cp(T) tiene COmo correspondiente terna de amplitudes 

a (ka, kb, kc) para alguna k E {l, 3, 9}. 

Para k = 3 las ternas cíclicas de saltos que se obtienen son las siguientes: 

(1,3,9), (3, 5, 5), (3, 1,9), (6, 6,1), (6, 2, 5), (6,5,2) Y (6,1,6). Es fácil ver que 

si alguna repetición de ternas se presenta al tomar k = 9, ésta ya se presentó 

al tomar k = 3. 

Las únicas ternas que repitieron con k = 3 son (1,6,6), (2,2,9) Y (2,9,2), 

ya que la otra aparente repetición no es tal pues el orden cíclico no es respeta­

do. Así que tenemos que {D,1,7},{D,2,4} y {0,2,1l} podrían estar en la 

misma órbita y sí lo están, pues existe 'P, cjJ E Aut(ST13 ), donde 'P(x) = x+ 2 

y cjJ(x) = 3(x) + 1, por lo que cjJ('P({D,2,1l})) = cjJ({D,2,4}) = {0,1,7}. 

Así que tenemos que C3 = {{O, 1, 4}, {D, 1, lO}, {D, 1, 7}, {O, 2, 7}, {D, 2, 8}} 

es un sistema de representantes de las órbitas de triángulos cíclicos en ST13 . 



4.3.2 Órbitas de T4 en ST13 

Torneos acíclicos de orden 4 

Sea T e;: TT4 en STl3 y existe un subtorneo T' acíclico de STl3 en la misma 

órbita de T que contiene una trayectoria dirigida de la forma (u~, u~, u~, u~), 

donde Tf[U~, u~, u~] es uno de los subtorneos de ST13 inducidos por un miem­

bro de A3. Como tenemos que 

N+++({0,1,2},ST13 ) = {3} ; 

N+++({O, 1,3}, ST13 ) = {6} ; 

N+++({O, 1,6},ST13 ) = {2} ; 

N+++({O, 2,3}, ST13 ) = {5} Y 

N+++ ({ 0, 2, 5), ST13 ) = 0, 

las únicas posibilidades para (u~, u;, u;, u;) son (0,1,2,3), (0,1,3,6),(0,1, 

2,6) Y (0,2,3,5) las cuales originan a subtorneos que pertenecen claramente 

a órbitas distintas. 

Órbitas de TJ 

Sea T un subtorneo isomorfo a Tl. Procediendo como antes podemos suponer 

que el triángulo cíclico de T está inducido por un miembro de e3 . Ya que 

N---({0,1,4},ST13 ) = 

--W--( {O~~ 10}, ST.')-;" 

W--({O, 1, 7},ST13 ) = 

W--({O,2,7},ST.3 ) = 
W--({O, 2,8), ST.3 ) = 

{8, ll, 12}; 

{8};­

{ll} ; 

0y 

{12} , 

y como las cuaternas (0,1,4,8), (O, 1,4, ll) Y "(O, 1,4,12) pertenecen a la 

misma órbita, pues la función ip(x) = 3x+ 1 manda a (O, 1,4, 8) a (O, 1,4,12) 
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ya ésta última a la cuaterna (0,1,4,11), entonces claramente 

B'l ~ {{O, 1,4, 8}, {O, 1,8, lO}, {O, 2, 8, 12}, (O, 1, 7, 11}) 

da origen a un sistema de representantes de las órbitas de Tl en STi3 -

Órbitas de T,' 

Puesto que T.l es dual de Tl, tenemos que 

B" ~ {{O, 5, 9, 12}, {O, 3, 5, 12}, {O, 1, 5, 11}, (O, 2, 6, 12}) 

es un sistema de representantes de órbitas de Ti en ST13 _ 

Órbitas de Tl 

Sea T isomorfo a Ti un subtorneo de STI31 éste tiene un representante T' en 

su órbita, tal que el torneo H', el" único triángulo acíclico en T', es inducido 

por algún miembro de A3 _ Ya que se tiene que 

N--+( {O, 1, 2}, STd ~ {8,11}; 

N--+({O, 1,3} ,ST13 ) ~ {8,12}; 

N--+( {O, 1, 6}, ST13 ) ~ {8, 11, 12}; 

N--+( {O, 2, 3}, ST13 ) ~ {l2} )' 

N--+( {O, 2, 5}, ST13 ) ~ {lO}, 

las posibilidades para (u~, u'J' u~, u;), donde (u~, u~, u;) es una trayectoria 

dirigida en T'[H'j son (O, 1,2,8), (O, 1,2,11), (O, 1,3,8), (O, 1, 3,12), (O, 1,6,8)' 

(0,1,6,11), (O, 1, 6, 12), (0,2,3,12) Y (0,2,5, lO), pero por el corolario 3,14 

B43~ {{O,I,2,8},{O,I,2,11},{O,I,3,12},{O,I,6,8},{O,I,6,11}, 

{O,I,6,12},{O,2,3,12} {O,2,5,10}} 

es un sistema de representantes de Ti en STI3 -
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Subtorneos Ligados y 

Distinción Fuerte de Residuos 

Definamos T r el conjunto de todos los torneos de orden T, salvo isomorfismo. 

Sea T un torneo y ir un conjunto de torneos de orden T y sea fl(Trl T) un 

sistema de representantes de las órbitas de los subtorneos de T orden T que 

son isomorfos a un miembro de ir_ Diremos que n(Tr1 T) distingue fuerte­

mente residuos en T si para todo a, (3 E fl(rrl T), con a =1 /3, se tiene que 

T - a ;l! T - (J, donde T - a y T - (J son llamados los residuos de a y (J en 

T, respectivamente. 

En este capítulo probaremos que para T E {2,3,4}, T E {2,3} Y T E 

{STIl , ST13 } , T = ST7 , respectivamente, n(T" T) distingue fuertemente 

residuos y que para todo a un miembro de O(Tr,T), T-a está ligado en T. 

Observación 5.1. Nótese que si fl(Tr1 T) distingue fuertemente residuos en 

Ty T; ~ Tn entonces f!(Tr ., T) distinguefuertemente residuos en T. 

43 



5.1 Distinción Fuerte de Residuos 

5.1.1 ST7 

Sistema de representantes de triángulos en ST7 

Como se vió en el capítulo anterior, tenemos que 

Puesto que: 

0(T3 , ST7 ) = {{O, 1, 2}, {O, 1, 3}, {O, 1, 5}}_ 

W--({O,I,2},ST,) = 0; 

W--({O,I,3},ST7 ) = {6}; 

W--({O,I,5},ST7 ) = 0 

y por la observación 1.3, el residuo de {O,1, 2} en ST7 se distingue de los 

otros residuos. Además tenemos que ST7 - {O, 1, 2} es isomorfo a Ti y 

ST7 - {O, 1, 5} lo es a Tl, por lo tanto 0(T3 , ST7) distingue fuertemente 

residuos en ST7 . 

Sistema de representantes de torneos de orden 4 en ST7 

Tenemos que O(T" ST7 ) = {{O, 1,3, 6}, {O, 1,4, 6}, {O, 1,2, 6}} Y además 

-~T[St13 -{~I;3,6}f~ T[{2,4,5}]~ C3~~ 
T[ST13 -{O,I,4,6}) T[{2,3,5}] S'! C3 y 

T[ST13 - {O, 1, 2, 6}] = T[{3, 4, 5}]S'! TT3_ 

Así que tenemos que O(T 4, ST7 ) no distingue fuertemente residuos en 

ST7 , pero si r, = {Tf, Ti}, entonces O(r" ST7 ) distingue fuertemente resi­

duos en ST7 _ 
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5.1.2 STll 

Sistema de representantes de triángulos en 8Tn 

Por la sección 4.2.1 tenemos que O(T" STu) = {{O, 1, 4}, {O, 1, 5}, {O, 1, 2}} 

es UD sistema de representantes de triángulos en STn · Como tenemos que: 

N+++({O, 1, 4},STu ) = {5}; 

N+++({O,1,5},STu ) = 0 y 

W++({O, 1, 2}, STu) {5}, 

podemos distinguir al residuo de {O, 1, 5} en STu de los residuos de {O, 1, 4} 

Y de {O, 1, 2} en 8Tn , puesto que en estos últimos hay UD vértice en cada 

uno que no es exvecino de ningún otro vértice y en ST11 - {D, 1, 5} no hay 

tal vértice. Y ya que 

N---({O,1,4},STu ) 0y 

W--({O,1,2},STu ) = {8}, 

en ST
11 

- {D,l,2} hay un único vértice con exvecindad vacía y en ST11 -

{O, 1, 4} ningún vértice cumple tal condición, así que el residuo de {O, 1, 4} se 

distingue del residuo de {O, 1, 2} en STu. Por lo que O(T" STu) distingue 

fuertemente residuos. 

Sistema de representantes de torneos de orden 4 en 8Tn 

Sabemos que 

O(T" STu) = {{O, 1,4, 5}, {O, 1, 2, 8} , {O, 3, 9, lO}, {D, 1, 2, 6}, {O, 1, 2, 3}, 

{O,1,2,4}}. 
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Tenemos que: 

N++++{{D, 1,4,5} ,STn) = 0· , 
N++++{ {D, 1,2, 8}, STn ) = 0; 

N++++{ {O, 3, 9, 10}, STn ) = 0· , 
N++++{ {D, -1,2, 6} ,STn ) = 0; 
N++++{ {D, 1, 2, 3}, STn ) = o y 

N++++{ {D, 1,2,4}, STn ) = {5} . 

Así que, claramente, STu - {O, 1,2,4} se distingue de los residuos de los 

demás T. E n{T.,STu ). Además tenemos que: 

N----{{D, 1,4,5} ,STn) = 0; 
N---- {{D, 1, 2, 8}, STn ) = 0· , 

N----{ {O, 3, 9, lO}, STn ) = 0; 
N----{{O, 1,2,6} ,8Tn ) = {8} Y 

N---- {{D, 1, 2, 3}, STn ) = 0. 

De igual manera a como distinguimos ST11 - {O, 1,2, 4} lo hacemos ahora con 

STu = {D, 1,2, 6} de los restantes residuos. Para distinguir a los residuos de 

{O, 1,4, 5}, {O, 1, 2, 8}, {D, 3, 9, lO} Y {D, 1, 2, 3} vamos a ver cuántos vértices 

hay en cada residuo con invecindad vacía. 

Así tenemos que: 

N+'--{{o.l~(5} ;-STu)=~ 'f9};~ 

N+'-{{D,1,2,8},STu ) = {5,6}; 

N+'-{{D,3,9,10},STu ) = {1,4} Y 

N+'-{{D, 1,2,3} ,STu) = {4,5,6}. 

de donde, se puede ver que STll - {O, 1,4, 5} Y STu - {O, 1, 2, 3} se distinguen 

entre sí y de los demás, puesto que en el primero hay un sólo vértice con 
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invecindad vacía, en el segundo hay 3 y en los dos restantes hay 2. Si 8Tu -

{D, 1,2, 8} no se distinguiera de STll - {D, 3, 9, ID} entonces tendríamos que 

{5,6} en STlI - {O,I,2,8} iría a dar bajo un isomorfismo '1' a {1,4} en 

STlI - {O, 3, 9, 10} de donde se tiene que '1'(5) = 1 Y '1'(6) = 4 por lo tanto 

<p({6,9,10,3}) <p(N+(5, STlI - {O, 1,2, 8})) 

N+(I,STlI -{0,3,9,10}) 

{2,4,5,6}. 

Se sigue entonces que '1'( {9, 10, 3}) = {2, 5, 6} pero tanto {9, lO, 3} como 

{2, 5, 6} inducen triángulos acíclicos, cuyas trayectorias de longitud 2 son 

(9, lO, 3) Y (2,5,6), respectivamente, por lo tanto '1'(3) = 6, pero d+(3, STlI -

{O, 1,2, 8}) = 3 Y d+(6, STlI - {O, 3, 9, lO}) = 2 por lo tanto los residuos de 

{O, 1, 2, 8} Y {O, 3, 9, 10} se distinguen entre sÍ. Así que n(T" STlI ) distingue 

fuertemente residuos en STll . 

5.1.3 ST13 

Sistema de representantes de triángulos en ST13 

Como se puede ver en la sección de órbitas de triángulos, sección 4.3.1, en 

STI3 , 

A3 = {{0,1,2},{0,1,3},{0,1,6},{0,2,3},{0,2,5}} 

e3 = {{O, 1, 4}, {O, 1, lO}, {O, 1, 7}, {O, 2, 7}, {O, 2,8}) 

son sistemas de representantes de órbitas de triángulos acíclicos y cíclicos, 

respectivamente, así que fl(T3 , ST13 ) = A3 U C3 . Puesto que se tiene que: 

N+++({0,1,2}) = {3}; N+++({0,1,4}) {6}; 

N+++({0,1,3}) = {6}; N+++({O, 1, 1O}) = {2, 3, 6}; 

N+++( {O, 1, 6}) = {2}; N+++({O, 1, 7}) = {3}; 

N+++({0,2,3}) = {5}; N+++({O, 2, 7}) {3}; 

N+++({0,2,5}) = o y N+++({0,2,8}) = 0. 
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Es fácil ver que ST" - {O, 1, 10} se distingue de los demás residuos y 

que los residuos de {O, 2, 5} Y {O, 2, 8} pueden confundirse entre sí, pero 

sí se distingue del resto aunque algunos de los residuos restantes pueden ser 

isomorfos entre sí. Distingamos primero los residuos de {D, 2, 5} Y de {O, 2, 8} 

entre ellos. Ya que 

W--( {O, 2, 5}, ST,,) = {12} Y 

N---({0,2,8},ST,,) {12}, 

la exvccindad de 12 en ST13 - {O, 2, 5} iría, bajo el isomorfismo, a la exvccin­

dad de 12 en STl3 - {O,2, 8} en caso de no distinguirse, pero se tiene que 

T[N+(12,ST,,- {O,2,5})) ~ TT3 Y 

T[N+(12, ST" - {O, 2, 8})) ~ e 3, 

por lo que STI3 - {0,2,5} se distingue de STl3 - {0,2,8}. 

Ahura veamos que los residuos de los triángulos {O, 1, 2}, {D, 1,3} I {O,l,6}, 

{O, 2, 3} , {O, 1,4} , {O, 1, 7} Y {O, 2, 7} son mutuamente no isomorfos. Nótese 

que en todos estos residuos existe un único vértice v con invecindad de car­

dinalidad 3, que es el exvccino de la terna correspondiente. Supongamos que 

dos de los residuos no se distinguen. Claramente, las exvecindades de v para 

esos dos residuos serían isomorfos. Observemos que 

T[W( {3}, STl3 - {O, 1, 2})) = T[{7, 10, ll}) ~ e3 ; 

T[W( {6}, STl3 - {O, 1, 3})) = T[{4, 5, lO}) ~ TT3 ; 

T[W({2}-,STl3 -{O,l, 6} ))~= T[{9,1O,12}] --~--IT3j~~ 

T[W( {5}, STl3 - {O, 2, 3})) = T[{4,9,12}) ~ e3 ; 

T[N-( {6}, STl3 - {O, 1, 4})) T[{3, 5, lO}) '" e3 ; 

T[N-({3},STl3 - {O, 1, 7})) = T[{2, 10, ll}) ~ TT3 Y 
T[N- ({3}, STl3 - {O, 2, 7})) = T[{l, lO, n}) ~ e3 , 

por lo que se sigue que los residuos de los miembros de 

Rl = {{O, 1, 2} ,{O, 2, 3}, {O, 1, 4}, {O, 2, 7}} 
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en ST13 se distinguen de cualquier residuo de miembros de 

R, = {{O, 1, 3}, {O,l, B}, {O,l, 7}} 

así que basta distinguir entre los residuos de miembros de Rl y entre los 

residuos de miembros de R2 . 

Empecemos por distinguir los residuos de los miembros de Rl entre sÍ. 

Para ello consideremos la siguiente tabla. 

T3 +3 -(+3) -3(-(+3)) 
{O,l,2} {3} {7,lO,11 } {5} 

{O,l,4} {B} {3, 5, !O, } 0 
{O,2,3} {5} {4,9,12} 0 
{O, 2, 7} {3} {l,lO, 11} {5,8,9} 

Nota. En la tabla denotamos a la exvecindad de las ternas como +3, es decir, 

N+(T3t ST13 ) = +3, Y en las columnas siguientes denotamos la invecindad o 

exvecindad de la columna anterior como -(*) ó +(*) donde * se refiere al 

conjunto considerado en la columna anterior. 

Observando la cuarta columna de la tabla concluimos, por la observación 

1.3, que la primera terna se distingue de la cuarta y ambas se distinguen de 

las restantes. Así que ahora distinguiremos entre sí los residuos de {D,I,4} 

Y {O, 2, 3}. 

Consideremos los residuos Q¡ y Q, de {O, 1, 4} Y {O, 2, 3}, respectiva­

mente. Un posible isomorfismo entre ellos debe mandar el vértice 6 al 5; 

la terna {3,5,1O} a la {4,9,12} y el conjunto Q¡ - {6,3,5,1O} al Q,­
{5, 4, 9, l2}. La exvecindad de cada uno de los vértices 3,5 Y 10 en Q¡ -

{6, 3, 5, la} es de orden 3 y en cambio el vértice 12 tiene sólo 2 exvecinos en 

Q, - {5, 4, 9, l2} por lo que se sigue que 12 no puede ser imagen de uno de 

los vértices 3,5 Ó 10 bajo el isomorfismo, lo que da una contradicción. 

Ahora distingamos entre sí a los miembros de R2. Utilicemos la siguiente 

tabla: 
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T3 +3 -(+3) = (UO,U"U,) N-(uo) = (Xl, X" X3, X,) N-(x,) 

{0,1,3} {6} (4,5,10) (2, S, 11, 12) {2,5,6,7,12} 

{O, 1, 6} {2} (9,10,12) (3, S, 7, 4) {2,3,5,7,12} 

{0,1,7} {3} (10,2,11) (4,9, S, 5) {3,4,6,S} 

Nota. La segunda columna, (uo, til, U2), es la trayectoria dirigida de longitud 

2 eo la ioveciodad de la exvecindad de la terna. Además los coojuotos que 

se encuentran en la cuarta columna inducen un Ti, el cual es rígido y los 

vértices están colocados de tal forma que los primeros son imagen uno del 

otro bajo el isomorfismo entre los r:, análogamente los segundos,terceros y 

cuartos. 

ObserVando la última columna de la tabla podemos saber que el residuo 

de la última terna se diferencia de las demás, mientras que los residuos de 

la primera y de la segunda terna podrían ser isomorfos, pero si fuera así, de 

la última columna concluiríamos que el vértice 5 irí~, bajo el isomorfismo a 

uno de los vértices 2,3,5,7 Ó 12 lo cual contradice con lo que obtenemos de 

la tercera columna, que nos dice que el isomorfismo manda el vértice 5 al 10, 

por lo tanto (l(T" STI3 ) distingue fuertemente residuos en ST13. 

Sistema de representantes de torneos de orden 4 en ST13 

Como se puede ver en el capítulo anterior en sección 4.3.2, tenemos que 

E, = {{O,1,2,3},{O,1,3,6},{O,1,6,2},{O,2,3,5}} 

~E;;- ;;-{{O~l,4;S}, {0;17S, 10}, -{O;2~S, 12}~{O"--I~7, ll}}~ 

E" = {{O, 5, 9, l2}, {O, 3, 5, l2}, {O, 1,5, 11}, {O, 2, 6, 12}} 

E43 = {{O, 1, 2, S}, {O, 1,2, ll}, {O, 1,3,S}, {O, 1,3, l2}, {O, 1,6,S}, 

{O,1,6,ll},{O,1,6,12},{0,2,3,12},{0,2,5,lO}} 

son sistemas de representantes de órbitas de TT4 's, Tl's, Ti,s y T;'s, res­

pectivamente, en STI3 , así que (l(T" ST7 ) = E. U E" U E" U E" es un 
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sistema de representantes de órbitas de T 4 . Para esto veamos las siguientes 

vecindades' 

T. +. -. T. +. -. 
{O,1,2,3} 0 0 {O,2,6,12} 0 {lO} 

{O,1,3,6} 0 0 {O,1,2,8} 0 {l2} 

{O, 1,2, 6} 0 0 {O, 1,2, 11} {3} 0 
{O,2,3,5} 0 0 {O,1,3,8} 0 0 
{O,1,4,8} 0 {12} {O,1,3,12} 0 {11} 

{O, 1, 8, lO} 0 0 {O,1,6,8} 0 0 
{O,1,7,11} {3} 0 {O, 1,6, 11} 0 0 

{O, 2, 8,12,} 0 0 {O,1,6,12} {2} 0 
{O,5,9,12} {l} 0 {O,2,3,12} {5} {!O} 
{O,3,5,12} 0 0 {O,2,5,lO} 0 0 
{O, 1,5, 11} 0 0 

Sea 

DI = {{O, 1, 2, 3}, {O, 1, 3,6}, {O, 1, 2, 6l. {O, 2,3,5l. {O, 1,8, lO}, 

{O, 2, 8, l2}, {O, 3, 5, l2} , {O, 1,5,l1}, {O, 1, 3, 8l. {O, 1, 6, 8}, 

{O,1,6,11},{O,2,5,lO}} 

el conjunto de las cuaternas que tiene exvecindad e invecindad vacía; 

D, = {{O, 1, 7, 11}, {O,5, 9, l2}, {O, 1,2, 11}, {O, 1, 6, l2}} 

el conjunto de las cuaternas con invecindad. vacía y exvecindad. de orden 1 y 

D, = {{O, 1, 4, 8}, {O, 2, 6, l2}, {O, 1, 2, 8}, {O, 1, 3, l2}} 

las cuaternas con exvecindad vacía e invecindad. de orden 1. Tenemos que 

los residuos de miembros de UD mismo conjunto Di pueden no diferenciarse 

entre sí} pero si se diferencian de los residuos de UD miembro de otro Dj. 

Claramente el residuo de la cuaterna {O, 2, 3, l2} se diferencia de todos los 

demás. Así que distinguiremos los residuos de miembros de cada Di. 
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Empecemos con DI" 

T. +, T[+,] -, Th] 
{O, 1,2, 3} {4,5,6} TT, {lO, 11, l2} TT, 
{O, 1, 3, 6} {9,2} K, {1O,11} K, 

{0,1,6,2} {7,3} K, {10,12} K, 

{0,2,3,5} {6,8} K, {10,12} K, 

{0,1,8,10} {2,3,6} e, {5, 7, l2} e, 
{0,2,8,12} {1,4,5} e, {6,7,1O} e, 
{0,3,5,12} {1,6,8} e, {7, 10, 11} e, 
{0,1,5,11} {3,6,7} e, {8, 9, l2} e, 
{0,1,3,8} {4,6,9} TT, {11, 7, l2} TT, 
{O, 1, 6, 8} {9,2} K, {12,5} K, 

{O, 1, 6, 11} {2,7,3} TT, {5, 8, 1O} TT, 
{O, 2, 5, lO} {3,6,11} e, {4,9,12} e, 

Así que podemos subdividir a DI en subconjuntos DIi de tal manera que 

en miembros de Vii distintos sus residuos se distingan. 

Entonces tenemos que 

Dn = {{O, 1,2, 3}, {O, 1,3, 8}, {O, 1,6,11}} , 

DI, = {{0,1,3,6},{0,1,6,2},{0,2,3,5},{0,1,6,8}} 

DI, = {{O, 1,8, 10}, {O, 2, 8, l2}, {O, 3, 5, l2}, {O, 1,5,11}, {O, 2, 5, lO}} 

son dichos subconjuntos. 

Si los residuos de miembros de Dn fueran isomorfos existirían 'P : ST13 -

{O, 1, 2, 3} --+ STI , - {O, 1, 3, 8} Y "1 : STI , - {O, 1, 3, 8} --+ STI , - {O, 1,6, 11}, 

-tal que tendríamos 10 siguiente. 
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(u,ST13 - {0,1,2,3}) 'I'(u) ¡('I'(u)) 

4 4 2 

5 6 7 

6 9 3 

10 11 5 

11 7 8 

12 12 10 

pero STI3 - {O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 11, l2} = {7, 8, 9} que induce un TT3 y los 

conjuntos ST13 - {O, 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9,11, l2} = {2, 5, 10} Y STI3 -

{O, 1,2,3,5,6,7,8,10, ll} = {4,9,12} inducen triángulos cíclicos. Así que 

basta distinguir entre los residuos de {O, 1,3,8} Y de {O, 1,6, 11}. Como 

'1'(4) = 2, entonces 

de donde 

'I'({5,6,7,9, 10}) = 'I'(N+(4,STI3 - {0,1,3,8})) 

N+(2,STI3 -{0,1,6,11}) . 

= {3,4,5,7,8} 

'1'( {5, 10}) = {4, 5} lb {4, 9, l2} 

lo cual es una contradicción. Por lo tanto, todo residuo de algún miembro 

de Dll se distingue de cualquier otro. 

Supongamos ahora que todos los miembros de D 12 son isomorfos. Así que 

existen isomorfismos 

'1'1 : STI3 - {O, 1,3, 6} --> STI3 - {O, 1,6, 2}; 

'1'2 : STI3 - {O, 1,6, 2} --> ST13 - {O, 2, 3, 5} Y 

'1'3: ST13 - {0,2,3,5} --> STI3 - {O, 1,6,8}, 

de donde se tiene que 



54 Capítulo 5 

(u, ST13 - {O, 1, 3, 6}) 'P¡(u) 'P'('P¡(u)) 'P3('P,('P¡(u))) 

9 7 6 9 

2 3 8 2 

lO lO lO 12 

11 12 12 5 

Pero 

d+(9,ST13 -{0,1,3,G}) = d+(7,ST¡3-{0,1,6,2}) 

= 4 

Y d+(G,ST¡3- {0,2,3,5}) = d+(9,ST¡3- {0,1,6,8}) 

= 5, 

por lo que los residuos de {O, 1,3, 6} Y de {O, 1, 6, 2} se diferencian de los 

residuos de {O, 2, 3, 5} Y de {O, 1,6, 8}. Entonces tenemos que 

por lo que 

'P¡({IO,I1,12,5}) = 'P¡(N+(9,ST13 -{O,I,3,6}) 

= N+(7, ST¡3 - {O, 1, 6, 2}) 

= {lO, 11, 12, 5} 

'P¡({4,7,8}) = 'P¡(ST13 - {O,I,2,3,5,6,9,IO,11,12}) 

= ST13 - {O, 1, 2, 3, 5, 6, 7, lO, 11, l2}) 

~ ~~.~~.~~~ ~·=-{4~8,9} _.-~~. ~-_ .. ~~. ~ ~.~ 

pero T[{4, 7,8}] S; eJ3 y T[{4,8,9}] S; TT3. Por lo tanto ST13 - {0,1,3,6} 

no es isomorfo a ST13 - {O, 1, 6,2}. 

Ahora, si 'P¡({7,8,9, 11, 12}) = 'P¡(N+(6,ST¡3 - {0,2,3,5}) = N+(9, 

ST¡3 - {O, 1, 6, 8}) = {lO, 11, 12,2, 5}, entonces 

'P¡( {7, 9,11}) = {lO, 11, 12} 
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pero T[{7,9,1l}] e; 0 3 Y T[{IO,U,12}] e; TT3, por lo que se distinguen 

entre sí los residuos de los miembros de D 12 · 

Veamos ahora que sucede con los residuos de los miembros de Di3. Para 

eso utilicemos la siguiente tabla. 

~~T~,~~~-+~3~~~--~3~~+~3~(+~3~)4--~3~(~-~3)~ 
{O,I,S,IO} {2,3,6} {5,7,12} {7} 0 

{O,2,S,12} {1,4,5} {6,7,IO} {6,7,IO} {4,5} 

{O,3,5,12} {1,6,S} {7,IO,U} 0 0 
{O,I,5,1l} {3,6,7} {S,9,12} {S,9,12} {3,6,7} 

{O,2,5,IO} {3,6,U} {4,9,12} {12} {3} 

De las últimas dos columnas podemos ver claramente que todos los residuos 

de los miembros de D13 se distinguen entre sí. 

Ahora distinguiremos entre los residuos de los miembros de D 2 . Veamos 

la siguiente tabla 

T, +3 -3 

{O,I,4,S} {6,9,IO} {ll} 

{O,2,6,12} {5,S} 0 

{O,I,3,12} {2,5,6} {7,IO} 

De la segunda columna podemos decir que los residuos de las cuaternas 

{D, 2, 6,12} se distinguen entre sí y de los dos restantes. De la tercera colum­

na se sigue que los dos residuos restantes se distinguen entre sÍ. Por lo que 

los residuos de cada miembro de D3 se distinguen de cualquier otro. Por lo 

tanto O(T" ST7 ) distingue fuertemente residuos. 

Ahora estamos listos para el siguiente teorema. 

Teorema 5.2. Sean T y T' torneos con T = {5T7 , 5TlI , ST'3}' T' e; T Y Tk 

tal que O(r., T) distingue fuertemente residuos. Sean Q, y Q, dos Tk-residuos 

en T'. Entonces QI y Q2 son isomorfos si y sólo si están en la misma órbita. 
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Demostración. El recíproco es obvio, así que probaremos sólo la ida. 

Sea", : T ---) T' un isomorfismo, obviamente ",-I(QI) y ",-I(Q,) son T.· 

residuos en T. Si QI ~ Q, entonces ",-I(Q¡) ~ ",-I(Q,) de .donde se sigue 

que T - ",-I(Q¡) Y T - ",-I(Q,) pertenecen a la misma órbita y se sigue que 

",-I(Q¡) y ",-I(Q,) pertenecen a la misma órbita. 

Sea a E Aut(T) tal que a(",-I(Q¡)) = ",-I(Q,) entonces ",a",-I E 

Aut(T') tal que 

por lo tanto QI y Q2 están en la misma órbita. o 

5.1.4 Ligamiento de los Tk-residuos 

Antes de empezar veamos el siguiente lema. 

Lema 5.3. Sea W un subtorneo de un torneo T y S ~ Aut(W) un conjunto 

de generadores de Aut(W), entonces W está ligado en T si y sólo si para 

todo a E S existe fj E Aut(T) tal que fjlw = a. 

-DemostnlCión: ;}) Eiiobviii;-pues -stW-está-ligaa6-en T implica"'que-todo~ 
automorfismo de W se puede extender a un automor6smo de T, es particular 

cualquier elemento de S 

<=) Supongamos que para todo a E S tal que fj E Aut(T) => fjlw = a. 

Sea I.p E Aut(W), entonces cp = al,.'" 0k, con O¡ E S, así que existen 

u¡ E Aut(T) tal que &¡/w = aj. Entonces tenemos que <p = ab"" ak es la 

extensión a T de !p, pues cplw = (al l "" ak)/W = 0'1, .. " Uk = cp. o 



Subtorneos Ligados v Distinción Fuerte de Residuos 57 

Ligamiento en ST, 

Residuos de T 3 en ST, 

Recordemos que íl(T3 , ST,) = {{O, 1, 2}, {O, 1, 3}, {O, 1, 5}}. El residuo de 

{O, I,2} induce un Ti, que es rígido por 10 que, claramente, es ligado en ST7 _ 

ST, - {O, 1, 3} = {2, 4, 5, 6}, el cual induce un n no es rígido pero si está 

ligado en ST7 , pues tenemos que los automorfismos de este residuo dejan fijo 

al 6 y giran al triángulo cíclico {4, 5, 6} así que por el lema 5.3, basta ver que 

un automorfismo generador del grupo de automorfismo del {O, 1, 3}-residuo 

se puede extender a un automorfismo de ST,. Sea <p(x) = 2x + 1, se puede 

ver que <p(6) = 6, <p( {3, 4, 6}) = {3, 4, 6} Y <p( {O, 1, 3}) = {O, 1, 3}. 

El subtorneo ST,- {O, 1, 5} = {2, 3, 4, 6} que induce un T,l, análogamente 

que el residuo de {O,l, 3} no es rígido p~ro se tiene que el isomorfismo gene­

rador <p(x) = 2x + 5 se extiende en ST,. 

Residuos de T, en ST, 

Tenemos que íl(T" ST,) = {{O, 1, 3, 6}, {O, 1,4, 6}, {O, 1, 2, 6}}. 

ST,-{O, 1,3, 6} = {2, 4, 5} es un triángulo cíclico, donde el automorfismo 

<p(x) = 4x + 3 es un generador del grupo de automorfismo de {2, 4, 5} que se 

extiende a ST, pues '1'( {O, 1, 3, 6}) = {3, O, 1, 6}. 

ST, - {O, 1, 4, 6} = {2, 3, 5} también induce un triángulo cíclico y el au- . 

tomorfismo generador que se extiende a ST, es <p(x) = 2x + 6. 

El subtorneo ST, - {O, 1, 2, 6} = {3, 4, 5} es un triángulo acíclico así que 

es rígido y por lo tanto está ligado en ST,. 
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Ligamiento en STu 

Residuos de T , en STu 

Sabemos que n(T
" 

STu ) = {{O, 1,4}, {O, 1, 5}, {O, 1, 2}}. Como en STu -

{O, 1, 4} tiene un único vértice de invalencia 2, el vértice 5, éste debe quedarse 

fijo bajo cualquier automorfismo de STu - {O, 1,4}, así como también que­

da invariante la invecindad de 5, {2,7}, lo cual implica que 2 y 7 también 

quedan fijos. Como 5 y 2 están fijos entonces tenemos que N++( {2, 5}, STu -

{O,I,4}) = {3,6} queda invariante, por lo tanto 3 y 6 quedan fijos. De 

aquí tenemos que {S, 9, lO} también queda invariante pero este induce un 

triángulo acíclico por lo tanto STu - {O, 1, 4} es rígido. 

Como en ST11 - {O,l, 5} el vértice 7 es el único vértice con exvalen­

da 2, éste y sus exvecinos 8 y 10 se quedan fijos, de aquí se sigue que 

N--({7,8},ST1l - {O,I,5}) = {3,4} queda invariante, por lo que 3 y 4 

están fijos, así que {2, 6, 9} quedan invariante, pero N+(10, ST1l - {O, 1, 5})n 

{2,6,9} = {6,9} también es un conjunto invariante, por lo tanto todos los 

vértices quedan fijos. 

En STu - {O, 1, 2} tenemos que 5 es el único vértice con invalencia 2 y 8 

el único con exvalencia 2 por lo que 5, sus invecinos 4 y 7, 8 Y sus exvecinos 6 

y 9, quedan fijos de donde se sigue que los 2 vértices restantes también están 

fijos. 

Residuos de T, en STu 

Tenemos que 

n(T" ST,,} = {{O, 1, 4, 5}, {O, 1, 2, 8}, {O, 3, 9, !O}, {O, 1,2, 6}, {O, 1, 2, 3}, 

{O, 1, 2, 4}} 

En ST1l - {O, I,4,5}, 9 es el único vértice con invalencia 2 y 7 el único 

vértice con exvalencia 2. Así que 9 con sus respectivos invecinos, 6 y 8, Y el 
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7 Y sus exvecinos, 8 y 10 se quedan fijos, por lo que los dos vértices restantes 

también se fijan. 

En STll - {0,1,2,S}, hay sólo dos vértices, 6 y 5, con invalencia 2 y 

también sólo 2, 7 Y 10, con exvalencia 2, 7 por lo que se quedan fijos, pero 

N-(5, STll - {012S}) = {3,9} es un conjunto invariante, por lo tanto STll -

{O, 1, 2, S} es rígido. 

Análogamente que en el caso anterior, en STn - {O, 3, 9, lO} hay única­

mente dos vértices, que son 1 y 4, con invalencia 2 y sólo 2 con exvalencia 2, 

a saber 5 y 6. Así que N-(l, STll - {O, 3, 9, 10}) = {7, S} es invariante por 

lo que se sigue que STll - {O, 3, 9, lO} también es rígido. 

Como en STll - {D, 1, 2,6} el vértice 8 es el único vértice con exvalencia 1 

y su exvecino es 9, estos dos vértices se quedan fijos y como también existen 

sólo dos vértices con invalencia 2, los cuales son 5 y 4, estos y sus invecinos 

7, 10 Y 3 permanecen fijos. Por lo tanto es rígido. 

En STll - {O, 1, 2, 3} tenenos a {4, 5, 6} invariante, pues cada uno de los 

vértices en este conjunto tiene invalencia 2, de igual modo {8, 9, lO} queda 

invariante pues es el conjunto de los vértices con exvalencia 2. Así que 

el vértice 7 se queda fijo, pero N+(7, ST" - {D, 1, 2, 3}) n {4, 5, 6} = 5 Y 

N-(7, STll - {O, 1,2, 3} )n{S, 9, 10} = 9, lo cual implica que ST" - {O, 1, 2, 3} 

es rígido. 

Como 5 es el único vértice con un sólo invecino, el cual es el vértice 7, en 

ST11 - {D, 1, 2,4}, estos dos vértices están fijos, así como también los únicos 

vértices con exvalencia 2, el S y el lO, se quedan fijos, pero N+(10,STll -

{0,1,2,4}) = {3,S} es invariante, por lo que 3 queda fijo y de igual modo 6 

y 9. ST" - {O, 1,2,4} es rígido. 
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Ligamiento en ST13 

Residuos de T 3 en ST13 

Recordemos que 

!l(T3 , ST13 ) = {{O, 1, 2}, {O, 1, 3} ,{O, 1, 6lo {O, 2, 3lo {O, 2, 5lo {O, 1, 4}, 

{0,1,10},{0,1,7},{0,2,7},{0,2,S}} 

En STll - {O, 1, 2} el único vértice con invalencia 3 es el vértice 3, por lo 

que queda fijo bajo cualquier automorfismo. Como su invecindad {7, 10, 11} 

queda invariante así también la exvecindad común de {7, ID, 11}, es decir, 

el conjunto {3,12}. De aquí tenemos que 12 también queda fijo. Por lo 

que la exvecindad de 12, N+(12, ST13 - {O, 1, 2}} = {4, 5, S}, es un conjunto 

invariante, así como también N+++({ 4, 5,S} ,ST13 - {O, 1, 2}} = 10 de donde 

se tiene que 10 queda fijo Y, por consiguiente, 7 y 11. Otro conjunto invariante 

es N+(l1, ST13 - {O, 1, 2}} = {3,4, 7, l2}, de donde todos sus elementos a 

excepci6n del vértice 4, estaban fijos por lo que 4 también queda fijo y esto 

implica que 5 y S están fijos y por lo tanto el vértice restante, 6, también lo 

está. Así que ST13 - {O, 1, 2} es rígido. 

Análogamente que en el caso anterior, en ST13 - {O, 1, 3}, 6 es el único 

vértice con invalencia 3, pero su invecindad {4,5, lO} induce un triángulo 

acíclico, por lo que tenemos que 4,5,6 Y 10 están fijos. Veamos abora a 

la exvecindad del vértice 4. N+(4, ST13 - {O, 1, 3}} = {5, 6, 7, 9, lO} es un 

conjunto invariante con 5,6 Y 10 vértices fijos, por lo tanto 7 y 9 también lo 

eStán. LóSreStan¡es vértices -{2;S;i1,12} inducen -tiiiTi,ér curue.-ríg¡¡¡¡¡:---~· 
Por lo tanto ST13 - {O, 1, 3} es rígido. 

También en ST13 - {O, 1, 6}, 2 es el único vértice con invalencia 3 y su in­

vecindad {9, 10, l2} es un triángulo acíclico, así que 2,9,10 Y 12 son vértices 

que permanecen fijos bajo cualquier automorfismo. Tenemos que la exvecin­

dad del 9, {2, 5,10,11, l2}, es un conjunto invariante, por lo que se tiene que 

5 y 11 están fijos y el conjunto restante de vértices, {3, 4, 7, 8} es rígido por 
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ser un Ti. Así que STl3 - {O, 1, 6} es rígido. 

El vértice 5 es el único con invalencia 3 en ST13 - {O, 2, 3} Y el vértice 10 

el único con exvalencia 3, así que permanecen fijos así como permanecen in­

variantes los conjuntos N+(5, STl3 - {O, 2, 3)) = {l, 6, 7, 8, 10, 11) Y 'N-(lO, 

STl3 - {O, 2, 3)) = {l, 4, 5, 7, 8, 9), porlo que su intersección {l, 7, 8} también 

queda invariante, de esto se sigue que los vértices 6, 11, 4 Y 9 están fijos 

así como también el vértice 12. Pero tenemos que N+( {9), STl3 - {O, 2, 3})n 
{l, 7,8) = {l), lo que implica que 1,7 Y 8 estan fijos y por consiguiente 12. 

Por lo tanto STl3 - {O, 2,3} es rígido. 

En el residuo de {D, 2, 5} hay un único vértice, 12, con exvalencia 3 y cuya 

invccindad, {l, 4, 8}, induce un triángulo acíclico. Por lo que tenemos que 

1,4,8 Y 12 están fijos bajo cualquier automorfismo del residuo. Además la 

exvecindad del 8, {9, 10, 11}, induce un triángulo acíclico por lo que 9,10 y 

11 también se quedan fijos. Tenemos también que N+ (4, STl3 - {O, 2, 5)) = 

{6, 7, 9, ID} queda invariante, de donde se tiene que 6 y 7 están fijos y por lo 

tanto 3. De nuevo tenemos que S113 - {O, 2, 5) es rígido. 

En ST13 - {a, 1, 4}, 6 es el único vértice que tiene invalencia 3, así que 

queda fijo y su invecindad, {3, 5, ID}, invariante. Ahora tenemos que 

N---({0,1,4},STd = {8,11,12) es el conjunto de vértices con exvalen­

da 3, por lo que queda invariante y por consiguiente el conjunto restante 

{2, 7, 9) también. Además tenemos que Bl = {8, 11, 12), B2 = {3, 5, lO) Y 

B3 = {3, 5, ID} son triángulos cíclicos. Nótese que los únicos posibles auto­

morfismos de ST13 - {O, 1, 4} quedan determinados por un automorfismo del 

triángulo cíclico BI , ya que existe una única flecha que va de cada vértice de 

Bl a B2 (respect. B3 ) y tales flechas son independientes. Si a es un auto­

morfismo que manda a 8 en 11 entonces a(x) = 9x + 4 extiende a a a todo 

STI3 . Los otros automorfismos son generados por a, (a2
, ¡aL por lo tanto 

STl3 - {O, 1, 4} está ligado en STI3 · 

En ST13 - {a, 1, ID}, hay un único vértice con exvalencia 3, el cual es el 
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8. Su exvecindad {4, 9, 11} es invariante bajo cualquier automorfismo. El 

conjunto N+++({O, 1, 10},ST,,) = {2,3,6} es el conjunto de vértices con in­

valencia 3, así que es invariante y también lo es el conjunto restante {5, 7,12}. 

Todos estos inducen triángulos cíclicos. Sea Bl = {4, 9,11}, B, = {2, 3, a} 
y B3 = {5, 7, 12}. Así que análogamente al caso anterior los automorfismos 

de STl3 - {O,l,4} están, determinados por un automorfismo de BI' Así que 

si" es un automorfismo tal que ,,(4) = 9 entonces ¡¡(x) = 3x + ID es el 

automorfismo que extiende a (J en todo ST13 • Así que ST13 - {D, 1,IO} está 

ligado en STl ,. 

3 es el único vértice en ST13 - {D, 1, 7} que tiene ¡nvalencia 3, además 

de que su invecindad, {2, ID, 11}, induce un triángulo acíclico, por lo tanto 

los vértices 2,3,10 y 11 quedan fijos bajo cualquier automor6smo. Tenemos 

entonces que N+(IO, ST" - {O, 1, 7}) = {2,3, 6, 11, 12} es invariante por lo 

que los vértices 6 y 12 también están fijos. Pero el conjunto de los vértices 

restantes induce un Tl, por lo tanto ST1a - {O, 1, 7} es rígido. 

En el subtorneo ST13 - {O, 2, 7}, hay un único vértice, el vértice 3, con in­

valencia 3, por lo cual se queda fijo. Sea Bl = N- (3, STl, - {O, 2, 7}) = 
{1,la,ll}, B, = N---({!,la,11},STI3 - {0,2,7}) = {5,8,9} Y B, = 
{4, 6, 12}. Todos ellos inducen triángulos cíclicos y además son conjuntos 

invariantes bajo cualquier automorfismo. Procedemos de forma análoga a 

como lo hicimos anteriormente y vemos que cualquier automorfismo de E3 

determina un automorfismo en ST13 - {O, 2, 7}, puesto que cada vértice en 

Ea tiene un único exvecino (resp. invecino)en BI (resp. B2 ) y en particular 

-~ela¡jtomorfistitoO'(x)= 2:i:"Fll de--B,que mand¡'-eI4-al"6-se extiende a 1I11~­

automorfismo de STI3 . Por lo que el residuo de {a, 2, 7} está ligado. 

En ST1a - {O, 2, 8}, el vértice 12, es el único con exvalencia 3, por lo 

que está fijo. Tenemos que Bl = N+(12,STI3 - {a,2,8}) = {1,4,5}, B, = 
N+++( {I, 4, 5}, STl , - {O, 2, 8}) = {6,7, lO} Y B, = {3, 9,11} son triángulos 

cíclicos invariantes bajo cualquier automorfismo. Como cad.a vértice de Ba 

tiene un sólo invecino de BI y un solo exvecino de B2 , entonces un automor-
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fismo de BJ determina un automorfismo de ST" - {O, 2, 8}. En particular 

un automorfismo de B3 que manda el 4 al 6 se extiende al automorfismo 

¡¡(x) = 3x + 7 de ST". Por lo tanto ST" - {O, 2, 8} está ligado. 

Residuos de T. en ST13 

Sabemos que 

(l(T., ST1J) = {{O, 1, 2, 3}, {O, 1,3, 6}, {O, 1, 2, 6}, {O, 2, 3, 5}, 

{O, 1,4,8}, {O, 1, 8, lO}, {O, 1, 7, 11}, {O, 2, 8, l2}, 

{0,5,9,12},{0,3,5,12},{0,1,5,11},{0,2,6,12}, 

{O, 1, 2,8}, {O, 1, 2, 11}, {O, 1,3,8}, {O, 1,3, 12}, 

{O, 1, 6, 8}, {O, 1, 6, 11}, {O, 1, 6, l2} ,{O, 2, 3, 12}, 

{O, 2, 5, lO}} 

En ST1J - {0,1,2,3}, tenemos que N+'-({0,1,2,3},ST,,) = {6,4,5} es 

el conjunto de los vértices con invalencia 3, así que queda invariante, de 

igual manera el conjunto N-'+( {O, 1, 2, 3}, ST" - (O, 1, 2, 3}) = {!O, 11, 12} 

también es invariante, pero estos dos conjuntos inducen triángulos acíclicos 

por lo que los vértices 4,5,6,10,11 Y 12 quedan fijos y el conjunto {7, 8, 9} 

también es invariante e induce un triángulo acíclico, por lo tanto ST13 -

{O, 1,2, 3} es rígido. 

En ST13 - {O, 1,3, 6}, hay dos únicos vértices, 2 y 9, que tiene invalencia 3 

y sólo dos vértices, 10 y 11, con exvalencia 3. Por lo que quedan fijos. Así que 

N+(9, ST1J - (O, 1,3, 6}) = {2, 5, 10, 11, l2} queda invariante, de donde se 

tiene que 5 y 12 están fijos y además N+(11,ST1J - (O, 1,3,6}) = {4, 7, l2} 

es invariante también, por lo que 4 y 7 están fijos y 8 también. Así que 

ST1J - {O, 1,3, 6} es rígido. 

En el residuo de {O, 1, 2, 6} en ST1J, hay sólo dos vértices, 3 y 7, que tienen 

invalencia 3 y únicamente 2, 10 Y 12 con exvalencia 3, los cuales se quedan 

fijos. El conjunto N+(7, ST1J - (O, 1, 2, 6}) = {3, 8, 9, 10, l2} es invariante, 
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asi que los vértices 8 y 9 están fijos. Análogamente N+(3, ST13-{0, 1,2, 6}) = 
{4, 5, 8, 9, 12} es invariante, de donde se sigue que los vértices 4 y 5 son fijos 

y por consiguiente el vértice restante. Así que este residuo es rígido. 

Los vértices 6 y 8, Y los vértices 10 y 12 se quedan fijos en ST13-{0, 2, 3, 5} 

pues los primeros son los únicos vértices con invalencia 3 y los segundos los 

únicos con exvalencia 3. Así que N-(6, STl3 - {O, 2, 3, 5}) = {7, 8, 9, ll, 12} 

es invariante, por lo que el conjunto {7,9,1l} es invariante. Además el 

conjunto N+(8, STl3 - {O, 2, 3, 5}) = {l, 4, 9, 10, ll} es invariante, pero como 

{l, 4, 9, 10, 1l}n{7, 9, 11} = {9, 11}, el 9 y el 11 están fijos y por consiguiente 

los vértices 1,4 y 7. Por lo tanto ST13 - {0,2,3,5} es rígido. 

En $T13 - {D , l,4,B}, 12 es el único vértice con exvalencia 2, así que 

12 y sus exvecÍDos 2 y 5 están fijos bajo cualquier automorfismo de ST13 -

{O, 1, 4, 8}. Así que N+(2,ST13 - {O, 1, 4, 8}) = {3, 5, 7, 11} queda invariante 

por lo que el conjunto {3, 7, 11} es invariante también, pero éste induce un 

triángulo acíclico, por lo que 6 y 9 están fijos y por lo tanto 10. Así que es 

rígido. 

En STl3 - {O, 1,8, lO}, los conjuntos El = N+'-({O, 1,8, lO}, ST13) = 

{2, 3, 6} Y B, = N-'+( {O, 1, 8, 10}, ST13 ) = {5, 7, 12} son invariantes pues 

el primero es el conjunto de los vértices con invalencia 3 y el segundo el de 

vértices de exvalencia 3, así que E3 = {4, 9, 1I} también lo es. Como procedi­

mos anterionnente, cada automorfismo de ST13 - {O,l, 8, ID} es determinado 

por un automorfismo de E" puesto que cada vértice de El sólo tiene un único 

invecino en lh. y en Bl! respectivamente. Así que el automorfismo u de El 
--'1ue-mandaer2ru 3, el ,,¡¡rugenera a cualqtiierotro-aut6mornsmo,-puooe-Ser 

extendido por el automorfismo ¡¡(x) = 3x + 10 de ST13 • Así que está ligado 

en ST13 . 

El vértice 3 es el único vértice en ST13 - {O, 1, 7, 11} que tiene invalencia 

2, por lo que 3 y sus invecinos, 2 y 10 se quedan fijos. Así que N+ (10, ST13 -

{O, 1, 7, ll}) ,;, {2, 3, 6, 12} es invariante por lo que 6 y 12 están fijos. Pero 
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el conjunto de los vértices restantes, {4,5,8,9} inducen un T¡ por lo tanto 

ST13 - {O, 1,7, 1I} es rígido. 

En el residuo de la cuaterna {O, 2, 8, 12}, tenemos que los conjuntos BI = 
N+'-( {O, 2, 8, 12}, STI3 ) = {l, 4, 5} Y B, = N-'+( {O, 2, 8, 12} , STI3 )' = 

{6, 7, lO} son conjuntos invariantes e inducen triángulos cíclicos, por con­

siguiente, E3 = {3, 9,11} también es invariante, además de que induce un 

triángulo cíclico. Como 10 hicimos anteriormente, determinamos cualquier 

automorfismo de ST13 - {D, 2, 8, 12} por una potencia del automorfismo a de 

B3 que manda el 3 al 9, pues cada vértice de E3 tiene un exvecino en B2 y 

un invecino en BI y se puede extender al automorfismo a{x) = 9x + 8 de 

STI3 · Por lo tanto ST13 - {O, 2, 8, 12} es ligado. 

En STl3 - {O, 5, 9, 12} hay un único vértice con invecindad 2, el cual es el 

vértice 1, por lo que 1 y sus invecinos, 8 y 11, están fijos. Así que el conjunto 

N+(8, STI3 - {O, 5, 9, 12}) = {I, 4, lO, 11} es invariante, de donde se sigue que 

4 y 10 también -están fijos. Pero el conjunto de los vértices restantes inducen 

un Tl. Así que este residuo es rígido. 

Los conjuntos Bl = N+'- ({O, 3, 5, 12}, ST13 ) = {I, 6, 8} Y B, = 

( {O, 3, 5, 12} , STI3 ) = {7, lO, 1I} son triángulos cíclicos invariantes en STI3 -

{O, 3, 5, 12} por lo que B3 = {2, 4, 9}, también lo es. Como cada vértice de 

BI tiene un sólo invecino en E2 y E3 respectivamente, nos fijamos en el 

automorfismo a que manda el 1 al 6 el cual se extiende al automorfismo 

a(x) = 3x + 3. Por lo que ST13 - {0,3, 5, 12} es ligado. 

En ST13 - {O, 1, 5,1I} los conjuntos Bl = N+'-( {O, 1, 5, 1I}, ST13 ) = 

{3, 6, 7} Y B, = N-'+( {O, 1, 5, 11}, STI3 ) = {8, 9, 12} permanecen invarian­

tes, así que B3 = {2, 4, lO} también. Como cada vértice de B3 tiene un único 

exvecino en Bl y B2 , respectivamente, entonces nos fijamos en el automorfis­

mo a que manda el2 al 10, el cual se extiende al automorfismo a(x) = 9x+5. 

Así que está ligado en ST13 . 

El único vértice en ST13 - {O, 2, 6, 12} con exvecindad 2 es el vértice 10, 
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así que él y sus exvecinos 3 y 11 se quedan fijos. Por lo que N+ (11, ST13 -

{O, 2, 6, 12}) = {l, 3, 4, 7} es invariante, por lo que {l, 4, 7} también lo es, 

pero éste induce un triángulo acíclico por lo que 1,4 Y 7 están fijos. También 

N+(4, ST!3 - {O, 2, 6, l2}) = {5, 7, 9, lO} es invariante, de donde se tiene que 

5 y 7 están fijos y por lo tanto 8 también lo está. Así que es rígido. 

En ST13 - {O, 1, 2, 8} hay un único vértice, 12, con exvecindad 2. Así que 

queda fijo al igual que 4 y 5, que son sus exvecinos. El conjunto N+ (4, ST13 -

{O, 1, 2, 8}) = {5, 6, 7, 9, ID} es invariante por lo que {6, 7, 9, ID} también lo 

es, pero además induce un Tl, por lo que cada vértice de este conjunto está 

fijo, así que los dos vértices restantes, 3 y 11, también lo está. Por lo tanto 

es rígido. 

El vértice 3 es el único vértice en ST13 - {O, 1, 2, ll} con invalencia 2, por 

lo que está fijo así como también 7 y ID, sus invecinos.Tenemos también que 

N+(IO, ST13 - {O, 1,2,11}) = {3, 6, l2} que es invariante por lo tanto 6 y 12 

están fijos. Pero los vértices restantes {4, 5, 8, 9} inducen un Ti por lo que 

ST13 - {O, 1,2, ll} es rígido. 

En el residuo de {O,I,3,8} los conjuntos N+'- ({O,I,3,8}, ST!3) = 
{4, 6, 9} Y N-'+( {O, 1,3, 8l. STI3) = {7, 11, l2} aparte de ser conjuntos in­

variantes, inducen triángulos acíclicos, por lo que cada vértice en estos con­

juntos están fijos. Ahora tenemos que N+ (4, ST13 - {O, 1, 3, 8}) = 
{5, 6, 7, 9, lO} es invariante, por lo que 5 y 10 están fijos. Y así mismo 2. 

Así que ST13 - {O, 1, 3, 8} es rígido. 

El vértice 11 en ST13 - {O, 1,3, l2} es el único vértice con exvalencia 2, 

así que 11,4 Y 7, estos dos últimos exvecinos de 11, se quedan fijos. Tene­

mos que N+(4, ST13 - {O, 1, 3, l2}) = {5, 6, 7, 9, lO} es invariante, por lo que 

{5,6, 9, lO} es invariante, pero induce un Tt, por lo que los vértices 5,6,9 

Y 10 están fijos. Así que los dos vértices restantes también lo están. Por lo 

tanto también es rígido. 

Los conjuntos N+'-.({O, 1, 6, 8}, STI3 ) = {2, 9} Y N-'+( {O, 1, 6, 8l. STI3 ) 
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= {5, l2} en STl3 - {O, 1, 6, 8} quedan invariantes bajo cualquier automorfis­

mo, así que cada vértice en estos conjuntos está fijo. Entonces N+(9, STI3 -

{O, 1, 6, 8}) = {2, 5, 10, 11, l2} es invariante por lo que 10 y 11 se quedan fijos. 

Además N+(5, ST13 - {O, 1, 6, 8}) = {7, 10, 11} es invariante, lo que implica 

que 7 es fijo y por consiguiente 3 y 4. Así que es rigido. 

En ST13 - {O, 1,6,11} los conjuntos N+'-( {O, 1,6,11}, ST'3) = {2, 7, 3} 

Y N-'+( {O, 1,6,11}, ST'3) = {5, 8, lO} son invariantes y también inducen 

triángulos acíclicos y por lo tanto se quedan fijos cada vértice de estos conjun­

tos. Tenemos que el conjunto N+ (2, ST'3 - {O, 1,6, 11}) = {3, 4, 5, 7, 8} es in­

variante lo que implica que 4 está fijo. De igual manera tenemos N+(7, STI3 -

{O, 1, 6, 11}) = {3, 8, 9,10, l2} es invariante e implica que 9 y 12 están fijos. 

Por lo que también ST'3 - {O, 1,6,11} es rígido. 

El único vértice de invalencia 2 en STI3 -{0, 1, 6, 12} es el vértice 2, así que 

2 y sus invecinos, 9 y 10, estan fijos. Así que N+(10, ST13 - {O, 1,6, l2}) = 

{2,3,11} es invariante, de donde se· tiene que 3 y 11 están fijos. Además 

el conjunto de los vértices restantes {4,5, 7,B} inducen un Ti- Por lo tanto 

ST'3 - {O, 1, 6, l2} es rígido. 

Los vértices 5 y 10 son los únicos en ST13 - {O, 2, 3, 12} que tienen in­

valencia y exvalencia 2, respectivamente. Así que 5 y sus invecinos, 4 y 

9, Y 10 Y sus exvecinos, 6 y 11, están fijos. Tenemos que el conjunto 

N+(4, ST'3 - {O, 2, 3, l2}) = {5, 6, 7, 9, lO} es invariante, lo que implica que 

7 está fijo y por consiguiente los dos vértices que restan, 1 y 8. Así que 

ST13 - {D, 2, 3, l2} es rígido. 

y por último, en el subtorneo ST'3 - {O, 2, 5, lO} los conjuntos B, = 

N+'-( {D, 2, 5, lO}, ST'3) = {3, 6,11} Y B2 = N-'+( {O, 2, 5, lO}, ST'3) = 

{4, 9, l2} quedan invariantes y por consiguiente B3 = {l, 7,8} también. Co­

mo 3 es el único vértice en BI que tiene un solo exvecino en B2 por lo tanto 

fija cada vértice en BI y 12 es el único vértice de B2 que es invecino de todos 

los vértices de El, por lo que cada vértice de B2 se queda fijo e implica que 
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cada vértice de B3 se fija. Por lo tanto también es rígido. 

Lema 5.4. Todo Tk-residuo en T está ligado en T si y solo si todos los 

residuos de miembros de Oh, T) están ligado en T. 

Demostración. ==» es trivial. 

=) Sea Q un r.-residuo de T y a E Oh, T) en la misma órbita de 

T - Q, entonces existe" E Aut(T) tal que ,,(a) = T - Q lo que nos lleva a 

que ,,(T - a) = Q, además T - a está ligado en T. 

Sea f E Aut(Q) entonces ,,-1 f" E Aut(T - a) y sea ep E Aut(T) tal 

que ep!T-o = ,,-1 f" de donde se sigue que "ep,,-I E Aut(T) y "ep,,-I!Q = f, 
pues para todo x E Q, "ep,,-I(X) = ,,(,,-1 f,,),,-I(X) = f(x). O 

De este lema se tiene como consecuencia directa el siguiente teorema. 

Teorema 5.5. Sean Ty T' torneos, con T E {ST" STn, ST1,} y T' isomorfo 

a T, entonces todo Tk-residuo en T' está ligado en T' si y solo si todo miembro 

de O(r., T) está ligado en T. 
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Aplicaciones 

Después del ánalisis hecho en el capítulo anterior queda probado el siguiente 

teorema. 

Teorema 6.1. Sean T E {ST71 ST111 ST13 }, T' y T" dos torneos isomorfos a 

T tales que T' nTII es un 'T"t-residuo de ambos. Si 0:(1"101 T) distingue residuos 

y todos los residuos de los miembros de 11(1"101 T) están ligados en T, entonces 

existe un isomorfismo i.p : T' -+ T" tal que rplrnT" = 1 dT'nT". 

Demostración. Sea W : T' -+ T' un isomorfismo y Q = T' n T", entonces 

1jI(Q) es un T,-residuo de T' isomorfo a Q, por el teorema 5.2 están en la 

misma órbita, entonces existe" E Aut(TU
) tal que ,,(Q) = 1jI(Q). Se sigue 

que ,,-11jlIQ E Aut(Q). Por el teorema 5.5, Q está ligado en TU por lo 

que existe 'Y E Aut(TU
) tal que 'YIQ = ,,-11jlIQ. Ahora sea", = 'Y-1,,-11jl. 

'" es el isomorfismo que andamos buscando, pues 'Y-1,,-11jl(q) = q ya que 

'Y(q) = ,,-11jl(q) por lo tanto ",IQ = IdQ O 

Como resultados directos de este teorema y de nuestro análasis hecho en 

el capítulo anterior se desprenden los siguientes corolarios. 

Corolario 6.2. Sean T' y TU dos torneos isomorfos a ST, tal que IT' n 

TUI $ 5. Si ílh,ST,) = íl(T"ST,) ron k = 1,2,3,5 Y íl(T.,ST,) = 

69 
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{{O, 1,4, 6} , {O, 1, 2, 6}}, entonces existe un isomorfismo <p : T' --t T" tal que 

1P1T'nT" = 1 dT'nT'" 

Corolario 6.3. Sean T' y T" dos torneos isomorfos a 8Tn tal que 7 ::; 

IT'nT"I:S lO. Si n(T.,STu ) = n(T.,STll ) con k = 1,2,3,4 Y entonces 

existe un isomorfismo <p : T' --t T" tal que <P1T'nT" = I dr-nT'" 

Corolario 6.4. Sean T' y T" dos torneos isomorfos a ST13 tal que 9 ~ 

IT' n T"I :s 12. Si n(T., ST13 ) = n(T., ST13 ) con k = 1,2,3,4, entonces 

existe un isomorfismo r.p : T' --7 T" tal que cplT'nTlI = 1 dT,nT'" 

Observación 6.5. Para todo x E V(T' -Q), sca z E V(Q) si (x, z) E A(T') 

entonces (<p(x),z) E A(T"). Análogamente, si (z,x) E A(T') tenemos que 

(z, <p(x)) E A(T"), esto es qué x y <p(x) se comportan de la misma manera 

con respecto a los vértices de Q. Esto lo denotaremos de la siguiente manera 

x'" <p(x) mod(Q). 

A continuación se enunciarán y probarán tres teoremas, los cuales son 

una aplicaci6n directa de este resultado. Antes de continuar necesitaremos 

los siguientes lemas. 

Lema 6.6. Todo T15 contiene dos subtorneos acíclicos de orden 5, T~ Y T;' 
que se intersectan en tres vértices. 

La demostración de este lema puede verse cn [6]. 

__ Lema ~6.~. PaL~ ~~da_Rar_de _vér~ic~s u,~ ~~ __ 81'1l_ ex!~te~_ dos con~~~t~~~ 

acíclicos ti y W de orden 4 ajenos, tal que u E ti Y w E W. 

Demostración. Como 8Tu es transitivo en flechas, basta probarlo para los 

vértices O y 1. Tales conjuntos son ti. = {O, 7, 8, ID} Y ti! = {l, 2, 5, 6}. O 

Una aplicación del corolario 6.3, tenemos el siguiente teorema. 

Teorema 6.8. Todo T16 tiene número dicromático a lo más 4. 
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Demostración. Sea T un torneo de orden 16 y supongamos que (T) 2: 5, por 

el lema 6.6, T contiene dos subtorneos acíclicos de orden 5, T~ Y T~' que se 

intersectan en exáctamente tres vértices. Además T - Ts ~ T - T~' ~ ST11 

pues de otro modo, por la proposición 2.11, se tendría que (T) :::; 4. Sean 

T' = T - T~ Y T" = T - T~' nótese que T' y T" son copias isomorfas de 8Tu 

que se intersectan en 9 elementos. Sean (x', y') y (x', y") los arcos de T~ - T~' 
Y T~' - T~, respectivamente. Entonces, por el teorema 6.1 

x' _ x" mod(T - (T; - T;') Y 

y' _ y" mod(T - rr. - T;'). 

Sean W{ y W~ dos subtorneos acíclicos de orden 4 ajenos tales que x' E W{ 
y y' E W~ entonces W, = W; U {x"} y W, = W~ U {y"} son dos subtorneos 

acíclicos de orden 5 ajenos. Así que a W1 lo pintamos un color y a W2 de 

otro y el residuo de W1 U W2 que tiene orden 6 lo puedo colorear con dos 

colores exactamente, lo cual es una contradicción, por lo tanto (T16) ~ 4. O 

Otra aplicación, corolario 6.4, es la siguiente. 

Teorema 6.9. Sea T un torneo de orden 18 y S e V(T) con cardinalidad 15, 

entonces existen dos subtorneos T~ Y T~' acíclicos, ajenos tales que T~ e T[8]. 

Demostración. Sea T
5 

y T~ dos subtorneos acíclicos de T de orden 5 con 

exáctamente 3 vértices en común. Sean (x', y'), (x", y") las flechas que apare­

cen en 1"5 - 1"; y en T~ - 1"5 respectivamente. Si alguno de los residuos 

de T
5 

Ó T~ contiene un TT5 pues ya no hay nada que demostrar I en caso 

contrario ambos residuos son isomorfos a ST13 y x' '" x" mod(T - Cr. U 1";)) 
y y' '" y" mod(T - (1"5 U 1";)) Como T[S] - (1"5 U 1";) tiene cardinalidad 8, 

existe un conjunto U acíclico de orden 4 que contiene a x' y 3 vértices de 

T[S] - (T
5
UT;) y similarmente existe otro conjunto acíclico de cardinalidad 

4, W, que contiene a y' ajeno a U,[4], y contenido en todo T - Cr. U T~) se 

sigue que T[U U {x"}] y T[W U {y"}] son los dos TT5 requeridos. O 
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Por último tenemos una teorema que se desprende del teorema 6.1. 

Teorema 6.10. Sean T' y TU dos torneos isomorfos a TE {ST" STll , ST13 } 

y Q~ y Q'~ dos Tk-residuos en T' y T", respectivamente, tal que existe un 

isomorfismo epa : Q~ --t Q~ entonces existe un isomorfismo cp : T' ---t TU que 

extiende a I.po. 

Demostración. Sea 1 : T -+ T' Y ,,/1/ : T ---7 T" isomorfismos. Tenemos que 

y-I (Q~) ~ y'-I ('Po(Q~)) = y'-I(Q~) 

Además '1'-I(Q~) Y '1U-I('PO(Q~)) son T.-residuos en T entonces están en 

la misma órbita por lo que existe u E Aut(T) tal que U('"Y'-I(Q~)) = 

y'-I('PO(Q~)). Así que sea 'P = y'U'1'-I, entonces tenemos que 

cp:T'-tTII 

I 1 
u '_11 ta que 'P Q~ = '"Y U'1 Q~ = 'Po 

o 
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Tabla de las semívecindades de cada vértice en ST7 

U N+(u,ST7 ) N-(u,ST7) 

O {1,2,4} {3,5,6} 

l {2,3,5} {O,4,6} 

2 {3,4,6} {O,1,5} 

3 {O,4,5} {1,2,6} 

4 {l,5,6} {O, 2, 3} 

5 {O,2,6} {l,3,4} 

6 {0,1,3} {2,4,5} 
Tabla de las semtveclndades de cada vértice en ST11 

U N+(u, STn ) N-(u, STn ) 

O {1,3,4,5,9} {2,6,7,8,10} 

l {2,4,5,6,10} {0,3,7,8,9} 

2 {O,3,5,6,7} {1,4,8,9,1O} 

3 {1,4,6,7,8} {O, 2, 5, 9, lO} 

4 {2,5,7,8,9} {O, 1,3,6, lO} 

5 {3, 6, 8, 9, lO} {0,1,2,4,7} 

6 {O, 4, 7, 9, lO} {1,2,3,5,8} 

7 {0,1,5,8,lO} {2,3,4,6,9} 

8 {O, 1,2,6, 9} {3,4,5,7,10} 

9 {1,2,3,7,1O} {O,4,5,6,8} 

10 {0,2,3,4,8} {1,5,6,7,9} 

73 
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Tabla de las semivecindades de cada vértice en ST13 

u N+(u,STl3 ) N-(u, STl3 ) 

° {l,2,3,5,6,9} {4,7,8,lO,11,12} 
1 {2,3,4,6,7,lO} {O,5,8,9, 11, l2} 
2 {3,4,5,7,8,11} {O,1,6,9,10,12} 

3 {4,5,6,8,9,1O} {1,2,7,1O,11} 

4 {O,5,6,7,9,lO} {l,2,3,8,11,12} 
5 {l, 6, 7, 8,10, 11} {0,2,3,4,9,12} 
6 {2,7,8,9,11,12} {0,1,3,4,5,10} 
7 {0,3,8,9, 10, l2} {l,2,4,5,6,11} 
8 {0,1,4,9,10,11} {2,3,5,6,7,12} 
9 {1,2,5,10,11,12} {0,3,4,6,7,8} 
10 {O, 2, 3, 6,11, 12} {1,4,5,7,8,9} 

11 {0,1,3,4,7,12} {2,5,6,8,9,1O} 
12 {0,1,2,4,5,8} {3, 6, 7, 9, 10, 11} 

La siguiente lista es obtenida a través de un programa de computación que 

calcula las órbitas de subtorneos en Torneos Circulantes. A continuación 

se dan todas las órbitas de los subtorneos de orden 3 y 4 en los torneos 

circulantes ST71 8Tn Y STI3 . 



--------------------------------------------------------------. -----

Particiones en orbitas de conjuntos de vertices en ST7 y 5Tll ***** 

Orbitas en ST7 

gap> OrbsOfGraphs(ST7,3); .. 3 vértices: 

I I I " 2, 3 J. I 1, 2, 5 J, I 1, 2, 7 J, 1, 3, 5 J, I " 3, 6 J. 
I 1, < , 5 J, I 1, < , 6 J, I 1, < , 7 J, I 1, 6, 7 J, I 2, 3, < J, 
I 2, 3, 6 J, I 2, < , 6 J, I 2, <, 7 J, I 2, 5, 6 J. I 2, 5, 7 J. 
I 3, < , 5 J. I 3, < , 7 J, I 3, 5, 7 J, I 3, 6, 7 J. I <, 5, 6 J. 
I 5, 6, 7 J J. 
1, 2, < J, I 1, 3, 7 J, I 1, 5, 6 J, 2, 3, 5 J. 2, 6, 7 J. 
I 3, <, 6 J. I <, 5, 7 J J. 
1, 2, 6 J, I 1, 3, < J, I 1, 5, 7 J, 2, 3, 7 J, 2, <, 5 J, 
I 3, 5, 6 J, I <, 6, 7 J J J 

gap> OrbsOfGraphsIST7,4); .. 4 vertices 

I I I 1, 2, 3, < J, I " 2, 3, 7 J. I 1, 2, <, 5 J. I 1, 2, <, 6 J, 
I " 2, 5, 6 J. I 1, 2, 6, 7 J, 1, 3, <, 6 J. I 1, 3, <, 7 J. 
I 1, 3, 5, 6 J. I 1, 3, 5, 7 J, 1, <, 5, 7 J, I 1, 5, 6, 7 J, 
I 2, 3, <, 5 J, I 2, 3, 5, 6 J. 2, 3, 5, 7 J. I 2, 3, 6, 7 J, 
I 2, <, 5, 7 J. I 2, <, 6, 7 J, 3, <, 5, 6 J, I 3, < , 6, 7 J. 
I < , 5, 6, 7 J J, 
1, 2, 3, 5 J. I 1, 2, <, 7 J. I 1, 3, 6, 7 J, I 1, <, 5, 6 J, 
I 2, 3, <, 6 J, I 2, 5, 6, 7 J. I 3, <, 5, 7 J J. 
1, 2, 3, 6 J, I 1, 2, 5, 7 J. I 1, 3, <, 5 J, I 1, <, 6, 7 J, 
I 2, 3, <, 7 J, I 2, <, 5, 6 J. I 3, 5, 6, 7 J J J ... Orbitas de 2 y de 5 vertices en ST7 solo hay una de cada una porque ST7 

es 
transitivo en flechas 

•• tf.IIIIII.I"I •• I,I.,.II •••• III.,.".,I.,.IIIIIIIII.""111,.,111' 

*** Orbitas en ST11 *** 

gap> OrbsOfGraphs(STll,3); +** 3 vertices 

I I I 1, 2, 3 J, I 1, 2, 7 J, I 1, 2, 11], I 1, 3, 5 J. I 1, 3, 10 J. 
I 1, < , 7 J, I 1, <, 8 J, I 1, <, 9 J, I 1, 5, 8 J. I 1, 5, 9 J, 
I 1, 6, 7 J. I 1, 6, 9 J. I 1, 6, 11 1, I 1, 8, 10 J. I 1, 10, 11 J. 
I 2, 3, < J, I 2, 3, 8 J. I 2, <, 6 1, I 2, 4, 11 J, I 2, 5, 8 J, 
I 2, 5, 9 J, I 2, 5, 10 l, I 2, 6, 9 J, I 2, 6, 10 ], I 2, 7, 8 J. 
I 2, 7, 10 1, I 2, 9, 11 l. I 3, <, 5 J. I 3, < , 9 J, I 3, 5, 7 J, 
I 3, 6, 9 J. I 3, 6, 10 J, I 3, 6, 11 J, I 3, 7, 10 ], I 3, 7, 11 J, 
I 3, 8, 9 J, I 3, 8, 1l 1, I <, 5, 6 J, I <, 5, 10 ], I 4, 6, 8 J, 
I <, 7, 10 ], I 4, 7, 11 J, I 4, 8, 11 J, I 4, 9, 10 ], I 5, 6, 7 J. 
I 5, 6, H J, I 5, 7, 9 J, I 5, 8, 11 J, I 5, 10, 11 ]. I 6, 7, 8 J, 
I 6, 8, 10 l. I 7, 8, 9 J, I 7, 9, 11 J, I 8, 9, 10 J, I 9, 10, 11 J 

J, 
I 1, 2, < J, I 1, 2, 5 J. I 1, 2, 8 J, I 1, 3, 6 J. I 1, 3, 8 J, 

I 1, 3, 11 J, I 1, 4, 10 ], I 1, 4, 11 J, I 1, 5, 6 J, I 1, 5, 7 J. 
I 1, 6, 10 }, I 1, 7, 9 J, I 1, 7, 11 J, I 1, 8, 9 J, I 1, 9, 10 J, 
I 2, 3, 5 J, I 2, 3, 6 J, I 2, 3, 9 J, I 2, 4, 7 J. I 2, 4, 9 J. 
I 2, 5, 11 J, I 2, 6, 7 J, I 2, 6, 8 J. I 2, 7, 11 J, I 2, 8, 10 ), 

I 2, 9, 10 J. I 2, 10, 11 J, I 3, 4, 6 J, I 3, < , 7 J, I 3, 4, 10 J, 
I 3, 5, 8 J, I 3, 5, 10 J. I 3, 7, 8 J, I 3, 7, 9 J, I 3, 9, 11 J, 
I 3, 10, 11 J, I 4, 5, 7 J, I 4, 5, 8 J, I 4, 5, 11 J. I 4, 6, 9 J, 
I 4, 6, H J, I 4, 8, 9 J, ( -4, 8, 10 1, I 5, 6, 8 J, I 5, 6, 9 J. 
I 5, 7, 10 1. I 5, 9, 10 ], I 5, 9, 11 J, I 6, 7, 9 J, I 6, 7, 10 ], 

I 6, 8, nI, I 6, 10, 11 J, I 7, 8, 10 1, I 7, 8, l! ], I 8, 9, 11 J 
J, 

I 1, 2, 6 J, I 1, 2, 9 J, I 1, 2, 10 J. I 1, 3, < J, I 1, 3, 7 J, 
I 1, 3, 9 J, I 1, 4, 5 J, I 1, 4, 6 J, I 1, S, 10 ), I 1, 5, 11 J. 
I 1, 6, 8 J, I 1, 7, 8 J, I 1, 7, 10 ), I 1, 8, 11 J, I 1, 9, 11 J, 
I 2, 3, 7 J, o [ 2, 3, 10 J, I 2, 3, 11 1, I 2, <, 5 J, I 2, 4, 8 J, 



( 2, 4, 10 (, ( 2, 5, 6 1, 2, 5, 7 1, 2, 6, 11 J. ( 2, 7, 9 J. 
( 2, 8, 9 1, ( 2, 8, 11 J. 3, 4, 8 1, 3, 4, 11 J. ( 3, 5, 6 1, 
( 3, 5, 9 1, ( 3, 5, 11 J. 3, 6, 7 1, 3, 6, 8 1, ( 3, 8, 10 1, 
( 3, 9, 10 1, ( 4, 5, 9 1, 4, 6, 7 J. 4, 6, 10 1, ( 4, 7, 8 1, 
( 4, 7, 9 1, ( 4, 9, 11 1, 4, 10, 11 1, ( 5, 6, 10 J. ( 5, 7, 8 1, 
( 5, 7, 11 1, ( 5, 8, 9 1, ( 5, 8, 10 J. ( 6, 7, 11 J. ( 6, 8, 9 1, 
( 6, 9, 10 1, ( 6, 9, 11 J. ( 7, 9, 10 1, ( 7, 10, 11 1, ( 8, 10, 11 

1 1 

qap> OrbsOfGraphs(STl1,4); ... 4 vertices 

( ( ( 1, 2, 3, 4 1, ( 1, 2, 3, 11 1, ( 1, 2, 5, 9 J. ( 1, 2, 6, 7 J. 
( 1, 2, 7, 8 1, ( 1, 2, 10, 11 J. ( 1, 3, 5, 7 1, ( 1, 3, 5, 10 (, 

( 1. 3, 6, 9 1, ( 1, 3, 8, 10 1, 1, 4, 5, 8 J. ( 1, 4, 6, 9 1, 
( 1, 4, 7, 9 1, ( 1, 4, 7, 10 J. 1, 4, 8, 11 J. ( " 5, 6, 11 J. 
I 1, 5, 8, 9 1, I 1, 6, 7, 11 1, 1, 6, 8, 10 J. I " 9, 10, 11 1, 
I 2, 3, 4, 5 1, I 2, 3, 6, 10 J. 2, 3, 7, 8 1, I 2, 3, 8, 9 1, 
I 2, 4, 6, 8 1, ( 2, 4, 6, 11 1, 2, 4, 7, 10 1, ( 2, 4, 9, 11 1, 
( 2, 5, 6, 9 1, ( 2, 5, 7, 10 J. ( 2, 5, 8, 10 J. ( 2, 5, 8, 11 J. 
( 2, 6, 9, 10 J. ( 2, 7, 9, 11 1, ( 3, 4, 5, 6 1, ( 3, 4, 7, 11 1, 
( 3, 4, 8, 9 1, ( 3, 4, 9, 10 J. ( 3, S, 7, 9 1, ( 3, 5, 8, 11 J. 
( 3, 6, 7, 10 1, ( 3, 6, 8, 11 J. I 3, 6, 9, 11 1, ( 3, 7, 10, 11 1, 
( 4, 5, 6, 7 1, ( 4, 5, 9, 10 1, ( 4, 5, 10, 11 1, ( 4, 6, 8, 10 1, 
( 4, 7, 8, 11 1, ( 5, 6, 7, 8 J. I 5, 6, 10, 11 J. I 5, 7, 9, 11 J. 
I 6, 7, 8, 9 J. ( 7, 8, 9, 10 1, ( 8, 9, 10, 11 1 1, 

I I " 2, 3, 5 1, I 1, 2, 3, 8 J. ( 1, 2, 4, 7 1, ( 1, 2, 4, 11 J. 
I 1, 2, 5, 8 1, ( " 2, 7, 11 J. ( 1, 3, 5, 8 1, I 1, 3, 6, 10 J. 
( 1. 3, 6, 11 1, I " 3, 10, 11 J. ( 1, 4, 7, 11 J. ( 1, 4, 8, 9 1, 
I 1. 4, 8, 10 1, ( 1, 4, 9, 10 J. ( 1, 5, 6, 7 (, ( 1, 5, 6, 9 1, 
I 1, 5, 7, 9 J, ( 1, 6, 7, 9 J. ( 1, 6, 10, 11 J. I " 8, 9, 10 1, 
I 2, 3, 4, 6 J. I 2, 3, 4, 9 1, I 2, 3, 5, 8 J, I 2, 3, 6, 9 1, 
I 2, 4, 6, 9 J, I 2, 4, 7, 11 J. I 2, 5, 9, 10 J. ( 2, 5, 9, 11 1, 
I 2, 5, 10, 11 J. I 2, 6, 7, 8 1, I 2, 6, 7, 10 1, I 2, 6, 8, 10 J. 
I 2, 7, 8, 10 J, I 2, 9, 10, 11 J, I 3, 4, 5, 7 J, I 3, 4, 5, 10 1, 
I 3, 4, 6, 9 1, I 3, 4, 7, 10 1, I 3, 5, 7, 10 J, I 3, 6, 10, 11 J. 
I 3, 7, 8, 9 J, I 3, 7, 8, 11 J. ( 3, 7, 9, 11 J. I 3, 8, 9, 11 J, 
I 4, 5, 6, 8 J, I 4, 5, 6, 11 J. I 4, 5, 7, 10 J, I 4, 5, 8, 11 J, 
I 4, 6, 8, 11 1, I 4, 8, 9, 10 J, I 5, 6, 7, 9 J, I 5, 6, 8, 11 1, 
I 5, 9, 10, 11 J. I 6, 7, 8, 10 J, I 7, 8, 9, 11 J 1, 

I I 1, 2, 3, 6 J, I 1, 2, 4, 8 J, I 1, 2, 4, 9 J. I 1, 2, 5, 7 J, 
I L 2, 5, 11 J. I 1, 2, 8, 10 1, I 1, 3, 4, 10 J. I 1, 3, 5, 6 1, 
I 1, 3, 7, 11 J. I 1, 3, 8, 9 J. I 1, 3, 8, 11 J. I " 4, 5, 7 J. 
I L 4, 6, 11 J, I 1, 4, 10, 11 1, I 1, 5, 6, 8 1, I 1, 5, 9, 10 J, 
I 1, 6, 7, 10 J, I 1, 6, 9, 10 J, I 1, 7, 8, 9 J. I " 7, 9, 11 1, 
I 2, 3, 4, 7 J, I 2, 3, 5, 9 J, I 2, 3, 5, 10 1, I 2, 3, 6, 8 1, 
I 2, 3, 9, 11 J, I 2, 4, 5, 11 1, I 2, 4, 6, 7 J. I 2, 4, 9, 10 1, 
I 2, 5, 6, 8 1, I 2, 6, 7, 9 1, I 2, 6, 10, 11 1, I 2, 7, 8, 11 J. 
I 2, 7, 10, 11 J, I 2, 8, 9, 10 1, I 3, 4, 5, 8 J, ( 3, 4, 6, 10 J, 
I 3, 4, 6, 11 1, I 3, 4, 7, 9 J. I 3, 5, 7, 8 J, I 3, 5, 10, 11 J, 
I 3, __ 6,-=~,_ 9) ,-~(=-ª:._7. 8, 10=).,_,[ _ 3,_ 9,=10,_ lL 1 .=L4._ 5, 6, __ 9=].,-" 
I 4, 5, 7, 11 1, I 4, 5, 8, 10 J. I 4, 6, 8, 9 1, I 4, 7, 8, 10 J. 
I .. 8, 9, 11 J, I 5, 6, 7, 10 J. ( 5, 6, 9, 11 J, ( 5, 7, 9, 10 J. 
I 5, 8, 9, 11 1, I 6, 7, 8, 11 1, I 6, 8, 10, 11 1 J. 

I I 1, 2, 3, 7 J, I 1, 2, 3, 10 J, I 1, 2, 6, 9 J. I 1, 2, 6, 11 1, 
I 1, 2, 7, 10 1, I 1, 2, 9, 11 J, I 1, 3, 4, 5 J. I 1, 3, 4, 9 J, 
I 1. 3, 5, 9 J. ( 1, 3, 7, 10 J, ( 1, 4, 5, 9 J, ( 1, 4, 6, 7 J, 
I L 4, 6, 8 J, I 1, 4, 7, 8 J, I 1, 5, 8, 10 J. I 1, 5, 8, 11 1, 
I 1, 5, 10, 11 J. I 1, 6, 7, 8 J, I 1, 6, 9, 11 J, I 1, 8, 10, 11 J. 
I 2, 3, 4, 8 J, I 2, 3, 4, 11 1, I 2, 3, 7, 10 J. I 2, 3, 8, 11 J, 
I 2, 4, 5, 6 1, I 2, 4, 5, 10 1, I 2, 4, 6, 10 J, I 2, 4, 8, 11 J. 
I 2, 5, 6, 10 1, I 2, 5, 7, 8 J, I 2, 5, 7, 9 1, I 2, 5, 8, 9 J, 
I 2, 6, 9, 11 J, I 2, 7, 8, 9 J, I 3, 4, 5, 9 1, I 3, 4, 8, 11 1, 
I 3, 5, 6, 7 1, I 3, 5, 6, 11 1, I 3, 5, 7, 11 J, I 3, 6, 7, 11 1, 
I 3, 6, 8, 9 J, I 3, 6, 8, 10 J. I 3, 6, 9, 10 1, I 3, 8, 9, 10 J, 
I 4, 5, 6, 10 1, I 4, 6, 7, 8 1, I 4, 7, 9, 10 J, I 4, 7, 9, 11 J. 
I 4, 7, 10, 11 1, I 4, 9, 10, 11 J. I 5, 6, 7, 11 1, ( 5, 7, 8, 9 J. 
I 5, 8, 10, 11 1, I 6, 8, 9, 10 J, I 7, 9, 10, 11 1 1, 



I I " 2, 3, 9 1. I " 2, 4, 6 1, I " 2, 5, 10 1. I " 2, 6, 10 1, 
I " 2, 7, 9 1. I " 2, 8, 11 1, I " 3, 4, 7 1. I " 3, 4, 8 1, 
I 1, 3, 5, 11 1, I " 3, 6, 7 1, I " 3, 9, 10 1, I " 4, 5, 6 1. 
I " 4, 5, 10 1. I " 4, 9, 11 1, I " 5, 7, 8 1, I " 5, 9, 11 1, 
I " 6, 8, 9 1. I " 6, 8, 11 1, I " 7, 8, 10 1, I " 7, 10, 11 1, 
I 2, 3, 4, 10 1, I 2, 3, 5, 7 1, I 2, 3, 6, 11 1. I 2, 3, 7, 11 1. 
I 2, 3, 8, 10 1, I 2, 4, 5, 8 1, I 2, 4, 5, 9 1. I 2, 4, 7, 8 1, 
I 2, 4, 10, 11 1, I 2, 5, 6, 7 1, I 2, 5, 6, 11 1, I 2, 6, 8, 9 1, 
I 2, 7, 9, 10 l·, I 2, 8, 9, 11 1, I 3, 4, 5, 11 1. I 3, 4, 6, 8 1, 
I 3, 4, 9, 11 1, I 3, 5, 6, 9 1. I 3, 5, 6, 10 1. I 3, 5, 8, 9 1. 
I 3, 6, 7, 8 1. I 3, 7, 9, 10 1, I 3, 8, 10, 11 1, I 4, 5, 7, 9 1. 
I 4, 6, 7, 10 1, I 4, 6, 7, 11 1, I 4, 6, 9, 10 1, I 4, 7, 8, 9 .¡, 
I 4, 8, 10, 11 1, I 5, 6, 8, 10 1, I 5, 7, 8, 11 1. I 5, 7, 10, 11 1. 
I 5, 8, 9, 10 1, I 6, 7, 9, l! 1, I 6, 9, 10, l! 1 1. 

I I 1, 2, 4, 5 1, I 1, 2, 4, 10 1, I 1, 2, 5, 6 1, I 1, 2, 6, 8 1. 
I 1, 2, 8, 9 1, I " 2, 9, 10 1, I 1, 3, 4, 6 1. I " 3, 4, 11 1. 
I 1, 3, 6, 8 1. I 1, 3, 7, 8 1, I 1, 3, 7, 9 1, I 1, 3, 9, 11 1, 
I 1, 4, 5, 11 1. I 1, 4, 6, 10 1, I 1, 5, 6, 10 1, I 1, 5, 7, 10 1. 
I 1, 5, 7, 11 1, I " 7, 8, 11 1, I 1, 7, 9, 10 1, I 1, 8, 9, 11 1, 
I 2, 3, 5, 6 1, I 2, 3, 5, 11 1, I 2, 3, 6, 7 1, I 2, 3, 7, 9 1, 
I 2, 3, 9, 10 1, I 2, 3, 10, 11 1, I 2, 4, 5, 7 1. I 2, 4, 7, 9 1, 
I 2, 4, 8, 9 1. I 2, 4, 8, 10 1, I 2, 5, 7, 11 1, I 2, 6, 7, 11 1. 
I 2, 6, 8, 11 1, I 2, 8, 10, 11 [, [ 3, 4, 6, 7 1. I 3, 4, 7, 8 1, 
I 3, 4, 8, 10 [, [ 3, 4, 10, l! [, I 3, 5, 6, 8 [, I 3, 5, 8, 10 1. 
I 3, 5, 9, 10 1, I 3, 5, 9, 11 1, I 4, 5, 7, 8 1. I 4, 5, 8, 9 1, 
I 4, 5, 9, 11 1, [ 4, 6, 7, 9 1, I 4, 6, 9, 11 [, I 4, 6, 10, 11 1. 
I 5, 6, 8, 9 1. I 5, 6, 9, 10 1, I 5, 7, 8, 10 1, I 6, 7, 9, 10 1, 
I 6, 7, 10, 11 1, I 6, 8, 9, 11 1, I 7, 8, 10, 11 1 1 1 

gap> OrbsOfGraphstSTll,5); ... S vertices 

I I I " 2, 3, 4, 5 1, I " 2, 3, 4, 11 1, I " 2, 3, 7, 8 1, 

" 2, 3, 10, 11 1, I 1, 2, 4, 7, 10 1, I " 2, 5, 6, 9 1. 
1, 2, 5, 8, 9 1. I 1, 2, 6, 7, 8 1. I 1, 2, 6, 7, 11 1. 
1, 2, 9, 10, l! 1. I 1, 3, . , 6, 9 1, I 1, 3, 5, 7, , 1, 
1, 3, 5, 7, 10 1, I 1, 3, 5, 8, 10 1, I 1, 3, 6, 8, 10 [, 
1, 3, 6, 9, 11 1, I 1, 4, 5, 8, 9 1, I 1, 4, 5, 8, 11 1. 
1, 4, 6, 7, 9 1, I 1, 4, 6, 8, 10 1, I 1, 4, 7, 8, 11 1. 
1, 4, 7, 9, 10 1, I 1, 5, 6, 7, 11 1. I " 5, 6, 10, 11 1. 
1, 8, 9, 10, 11 [, I 2, 3, 4, 5, 6 1. I 2, 3, 4, 8, 9 1. 
2, 3, 5, 8, 11 [, I 2, 3, 6, 7, 10 1, I 2, 3, 6, 9, 10 [, 

2, 3, 7, 8, 9 1. I 2, 4, 5, 7, 10 1. I 2, 4, 6, 8, 10 1. 
2, 4, 6, 8, 11 [, [ 2, 4, 6, 9, 11 1. I 2, 4, 7, 9, 11 1, 
2, 5, 6, 9, 10 [, [ 2, 5, 7, 8, 10 1, I 2, 5, 7, 9, 11 [, 
2, 5, 8, 10, 11 1, I 3, 4, 5, 6, 7 1. I 3, 4, 5, 9, 10 1. 
3, 4, 7, 8, 11 [, I 3, 4, 7, 10, 11 1. I 3, 4, 8, 9, 10 [, 
3, 5, 6, 8, 11 [, I 3, 5, 7, 9, 11 1. [ 3, 6, 7, 10, 11 [, 
3, 6, 8, 9, 11 [, I 4, 5, 6, 7, 8 1, I 4, 5, 6, 10, 11 1, 
4, 5, 9, 10, 11 1, I 5, 6, 7, 8, 9 1, I 6, 7, 8, 9, 10 [, 

I 7, 8, 9, 10, 11 [ 1. 
I I 1, 2, 3, 4, 6 1. I 1, 2, 3, 5, 11 [, I 1, 2, 3, 8, 9 [, 

I 1, 2, 4, 5, 8 1, [ 1, 2, 4, 7, 9 1, I 1, 2, 4, 10, 11 [, 

I 1, 2, 5, 6, 7 [, I 1, 2, 5, 9, 10 1, I 1, 2, 6, 8, 10 1. 
I 1, 2, 7, 8, 11 [, I 1, 3, 4, 7, 11 1, I 1, 3, 4, 8, 10 [, 

I 1, 3, 5, 6, 10 1, I 1, 3, 5, 7, 8 1, I 1, 3, 6, 7, 9 [, 

I 1, 3, 6, 8, 11 [, I 1, 3, 9, 10, 11 [, I 1, 4, 5, 6, 11 1, 
I 1, 4, 5, 7, 10 1. I 1, 4, 6, 9, 10 1, I " 4, 8, 9, 11 1, 
I 1, 5, 6, 8, 9 1, I 1, 5, 7, 9, 11 1, I 1, 6, 7, 10, l! 1, 
I 1, 7, 8, 9, 10 1, I 2, 3, 4, 5, 7 1, I 2, 3, 4, 9, 10 1, 
I 2, 3, 5, 6, 9 1, I 2, 3, 5, 8, 10 1, I 2, 3, 6, 7, 8 1, 
I 2, 3, 6, 10, 11 1. I 2, 3, 7, 9, 11 1. I 2, 4, 5, 9, 11 1, 
I 2, 4, 6, 7, 11 1, I 2, 4, 6, 8, 9 1, I 2, 4, 7, 8, 10 1, 
I 2, 5, 6, 8, 11 1. [ 2, 5, 7, 10, 11 1, I 2, 6, 7, 9, 10 1, 
I 2, 8, 9, 10, 11 1, I 3, 4, 5, 6, 8 1, I 3, 4, 5, 10, 11 1, 
I 3, 4, 6, 7, 10 1, I 3, 4, 6, 9, 11 1. I 3, 4, 7, 8, 9 1, 
I 3, 5, 7, 9, 10 1, I 3, 5, 8, 9, 11 1, I 3, 7, 8, 10, 11 1. 



* •••• *.***.* Orbitas de conjuntos de vertices en ST13 ••••• *** 

gap> OrbsOfGraphs(ST13,3)¡ *··3 vertices 

I I I " 2, 3 J. I " 2, 13 J. I " <, 7 J. I 1; <, l! J, I " S, 9 J. 
I " S, 10 J, I " 6, 10 J, I " e, 11 J. I " 12, 13 J. I 2, 3, < J. 
I 2, s, e J. I 2, S, 12 1, I 2, 6, 10 ), I 2, 6, 1l J. I 2, 7, 11 J, 
I 2, 9, 12 J. I 3, < , 5 J, I 3, 6, 9 J, I 3, 6, 13 J, I 3, 7, 1l J, 
I 3, 7, 12 J, I 3, e, 12 J. I 3, lO, 13 J, I <, S, 6 J, I <, 7, 10 1, 
I <, e, 12 J, I <, e, 13 J, I <, 9, 13 J. I s, 6, 7 J. I s, e, 1l J, 
I s, 9, 13 J, I 6, 7, e J, I 6, 9, 12 J, I 7, e, 9 J, I 7, lO, 13 J, 
I e, 9, 10 J, I 9, lO, l! J, I lO, l!, 12 J, I l!, 12, 13 J J, 

I I 1, 2, < J, I 1, 2, 10 1, I 1, 3, 13 !. I 1, <, 10 1, I 1, S, 6 1, 
I 1, s, e J, I 1, 7, 11 J, I 1, 9, 13 J, I 1, 11, 12 J, I 2, 3, 5 J, 
I 2, 3, 11 1, I 2, S, l! 1, I 2, 6, 7 1, I 2, 6, 9 J, I 2, e, 12 J, 
I 2, 12, 13 J, I 3, <, 6 J. I 3, 4, 12 J. I 3, 6, 12 1, I 3, 7, e J, 
I 3, 7, 10 J, I 3, 9, 13 1, I <, S, 7 J, I < , S, 13 J, I <, 7, 13 1, 
I < , e, 9 J. I 4, e, 11 !. I s, 6, e 1, I s, 9, 10 J. I s, 9, 12 1, 
I 6, 7, 9 !. I 6, lO, 1l J, I 6, lO, 13 J, I 7, e, 10 J, I 7, 11, 12 

J, 
I B, 9, 11 J, I e, 12, 13 1, I 9, lO, 12 J. I lO, 11, 13 J J, 
1, 2, 5 J, I 1, 4, 13 J, I 1, lO, 11 J, I 2, 3, 6 1, I 2, l!, 12 J, 
I 3, 4, 7 J. I 3, 12, 13 J, I 4, S, e J, I s, 6, 9 J, I 6, 7, 10 !. 
I 7, e, 11 J, I e, 9, 12 J, I 9, lO, 13 I J. 
1, 2, 6 J, I 1, 2, 12 1, I 1, 3, 4 1, I 1, 4, e J, I 1, S, 11 J. 
I 1, S, 13 J, I 1, 7, 10 1, I 1, 9, 10 J. I 1, l!, 13 J, I 2, 3, 7 J, 
I 2, 3, 13 J. I 2, <, 5 1, I 2, S, 9 J, I 2, 6, 12 1, I 2, e, l! J, 
I 2, !O, l! J, I 3, 4, e J. I 3, S, 6 1, I 3, 6, 10 J. I 3, 7, 13 J, 
I 3, 9, 12 J. I 3, l!, 12 1, I <, s, 9 J. I 4, 6, 7 J, I 4, 7, 11 J, 
I < , lO, 13 J, I 4, 12, 13 J, I s, 6, 10 1, I s, 7, e !. I s, e, 12 1, 
I 6, 7, 11 !. I 6, e, 9 !. I 6, 9, 13 J, I 7, e, 12 1, I 7, 9, 10 J, 
I e, 9, 13 !. I B, lO, l! J. I 9, H, 12 1, I lO, 12, 13 J 1, 

I I 1, 2, 7 J, I 1, 3, 10 1, I 1, 3, H 1, I 1, 4, 6 J, I 1, S, 7 J. 
I 1, 6, 13 1, I 1, B, 9 J. I 1, e, 12 J, I 1, 9, 12 J. I 2, 3, e J, 
I 2, <, H J, I 2, <, 12 J. I 2, S, 7 J, I 2, 6, e J. I 2, 9, 10 !. 
I 2, 9, 13 1, I 2, lO, 13 1, I 3, 4, 9 J, I 3, S, 12 J, I 3, S, 13 1, 
I 3, 6, e J, I 3, 7, 9 1, I 3, lO, l! J, I 4, S, 10 J, I 4, 6, 13 J. 
I <, 7, 9 J. I <, e, 10 1, I <, H, 12 J. I s, 6, l! J, I s, e, 10 J, 
I s, 9, 11 J, I S, 12, 13 1, I 6, 7, 12 J, I 6, 9, 11 1, I 6, lO, 12 

J, 
7, e, 13 J. I 7, !O, 12 J. I 7, H, 13 J, I e, l!, 13 I 1, 

I I 1, 2, e J. I 1, 3, 5 J, I 1, 3, 12 J. I 1, 4, 9 J. I 1, 6, 9 J. 
I 1, 6, 11 1, I 1, 7, e 1, I 1, 7, 13 1, I 1, lO, 12 J, I 2, 3, 9 1, 
I 2, <, 6 J, I 2, <, 13 J, I 2, S, 10 J, I 2, 7, 10 J. I 2, 7, 12 1, 
I 2, e, 9 J. I 2, l!, 13 1, I 3, < , 10 J, I 3, S, 7 J. I 3, 6, 11 J, 
I 3, e, H J, I 3, e, 13 1, I 3, 9, 10 J. I <, S, l! 1, I <, 6, B 1, 
I <, 7, 12 J. I 4, 9, 12 1, I <, lO, 11 J, I s, 6, 12 1, I s, 7, 9 1, 
I s, e, 13 J. I s, lO, 13 J, I s, H, 12 1, I 6, 7, 13 J, I 6, e, 10 

1, 
6,-12;- 13 J, ('-7~9, '11- r,- T-8;~ lO, -12~)~~f- 9; '11~13--) );~-

I I 1, 2, 9 J, I 1, 3, 6 1, I 1, 3, 7 1, I 1, 4, 12 1, I 1, S, 12 1, 
I 1, 6, 7 1, I 1, e, 10 1, I 1, e, 13 1, I 1, 9, 1l J. I 2, 3, 10 J. 
I 2, 4, 7 1, I 2, 4, B 1, I 2, S, 13 1, I 2, 6, 13 1, I 2, 7, B 1, 
I 2, 9, l! 1, I 2, lO, 12 J. I 3, < , 11 1, I 3, S, e 1, I 3, S, 9 1, 
I 3, B, 9 1, I 3, lO, 12 1, I 3, l!, 13 1, I 4, S, 12 J. I 4, 6, 9 J. 
I <, 6, 10 J, I 4, 9, 10 J. I 4, l!, 13 J, I s, 6, 13 1, I s, 7, 10 J, 
I s, 7, l! J. I s, lO, l! 1, I 6, e, 11 J. I 6, e, 12 J, I 6, l!, 12 

J, 
I 7, 9, 12 1, I 7, 9, 13 J, I 7, 12, 13 J, I e, lO, 13 J J, 
1, 2, l! 1, I 1, 4, 5 J, I 1.. lO, 13 J, I 2, 3, 12 J, I 2, S, 6 !. 
I 3, 4, 13 J. I 3, 6, 7 J. I 4, 7, e J, I S, e, 9 J, I 6, 9, 10 1, 
I 7, lO, l! 1, I e, l!, 12 J, I 9, 12, 13 I J, 
1, 3, e J, I 1, 6, 12 1, I 1, 7, 9 J, I 2, 4, 9 J. I 2, 7, 13 J, 
I 2, e, 10 J, I 3, S, 10 1, I 3, 9, 11 J. I 4, 6, 11 J, I <, lO, 12 1, 
I s, 7, 12 J. I s, l!, 13 J, I 6, e, 13 I J, 
1, 3, 9 J, I 1, 6, e J, I 1, 7, 12 J, I 2, 4, 10 1, I 2, 7, 9 1, 



2, 8, 13 ], 3, 5, 11 ], I 3, 8, 10 L I 4, 6, 12 L I O, 9, H j, 
5, 7, 13 j, 5, 10, 12 L I 6, H, 13 ] j ] 

gap> OrbsOfGraphs (ST13, 4) ; ... O vertices 

I I I 1, 2, 3, O L I 1, 2, 3, 13 ], I 1, 2, 6, 10 j, I 1, 2, 12, 13 ], 
I 1, 4, 7, 10 j, I 1, O, 7, H ], I " 4, 8, H ], I " 5, 6, 10 L 
I 1, 5, 8, H j, I " 5, 9, 10 ], I 1, 5, 9, 13 ], I " H, 12, 13 L 
I 2, 3, 4, 5 ], I 2, 3, 7, 11 L I 2, 5, 8, H ], I 2, 5, 8, 12 L 
I 2, 5, 9, 12 1, I 2, 6, 7, 11 L I 2, 6, 9, 12 L I 2, 6, 10, 11 L 
I 3, 4, 5, 6 1, I 3, O, 8, 12 L I 3, 6, 9, 12 j, I 3, 6, 9, 13 j, 
I 3, 6, 10, 13 ], I 3, 7, 8, 12 j, I 3, 7, 10, 13 j, I 3, 7, 11, 12 L 
I O, 5, 6, 7 L I O, 5, 9, 13 ], I 4, 7, la, 13 ], I O, 8, 9, 13 ], 
I O, 8, 12, 13 J. I 5, 6, 7, 8 L I 6, 7, 8, 9 L I 7, 8, 9, la ], 
I 8, 9, 10, 11 J. I 9, 10, H, 12 ], I 10, 11, 12, 13 ] ], 

I I 1, 2, 3, 5 ], I 1, 2, 4, 13 ], I 1, 2, 5, 8 ], I 1, 2, 5, 10 ], 
I 1, 3, 12, 13 J. I 1, 4, 7, 13 ], I 1, O, 9, 13 ], I 1, O, 10, H ], 
I 1, 5, 6, 9 L I 1, 6, 10, H ], I 1, 7, 8, H L I 1, 10, 11, 12 L 
I 2, 3, 4, 6 j, I 2, 3, 6, 9 ], I 2, 3, 6, 11 ], I 2, 5, 11, 12 ], 
I 2, 6, 7, 10 L I 2, 7, 11, 12 ], I 2, 8, 9, 12 ], I 2, 11, 12, 13 ], 
I 3, O, 5, 7 ], I 3, O, 7, la L I 3, 4, 7, 12 L I 3, 6, 12, 13 L 
I 3, 7, 8, H ], I 3, 8, 12, 13 ], I 3, 9, 10, 13 L I 4, 5, 6, 8 L 
I 4, 5, 8, 11 j, I 4, 5, 8, 13 j, I 4, 8, 9, 12 ], I 5, 6, 7, 9 ], 
I 5, 6, 9, 12 J. I 5, 9, 10, 13 1, I 6, 7, 8, 10 1, I 6, 7, 10, 13 ], 
I 7, 8, 9, 11 ], I 8, 9, 10, 12 ], I 9, 10, 11, 13 ] ], 

I I 1, 2, 3, 6 ], I 1, 2, 5, 9 ], I 1, 2, 5, 12 ], I 1, 2, 5, 13 ], 
I 1, 3, 4, 7 L I 1, 4, 8, 13 ], I 1, 4, 11, 13 ], I 1, O, 12, 13 ], 
I 1, 5, 10, 11 J. I 1, 6, 7, 10 ], I 1, B, 10, 11 ], I 1, 9, la, 11 ], 
I 2, 3, 4, 7 ], I 2, 3, 6, la ], I 2, 3, 6, 13 L I 2, 4, 5, 8 ], 
I 2, 6, 11, 12 J. I 2, 7, B, 11 j, I 2, 9, 11, 12 ], I 2, 10, 11, 12 

L 
I 3, 4, 5, 8 L I 3, O, 7, 11 L I 3, 5, 6, S L I 3, 7, 12, 13 L 
I 3, 8, 9, 12 ], I 3, 10, 12, 13 L I 3, 11, 12, 13 L I 4, 5, 6, 9 ], 
I 4, 5, 8, 12 ], I O, 6, 7, 10 L I 4, 9, la, 13 J. I s, 6, 7, 10 j, 
I 5, 6, 9, 13 L I 5, 7, 8, 11 ], I 6, 7, 8, 11 J. I 6, 8, 9, 12 ], 
I 7, 8, 9, 12 L I 7, 9, 10, 13 J. I 8, 9, 10, 13 ] ], 

I I 1, 2, 3, 7 ], I 1, 2, 6, 13 ], I 1, 2, 9, 12 J. I 1, 3, 4, H ], 
I " 3, 6, 10 ], I 1, O, 6, 7 J. I 1, O, 8, 12 ], I 1, 5, 7, la L 
I " 5, 9, H j, I 1, 5, 12, 13 ], I " 8, 9, 10 J. I 1, 8, 11, 13 ], 
I 2, 3, 4, 8 L I 2, 3, 10, 13 j, I 2, 4, 5, 12 j, I 2, 4, 7, 11 L 
I 2, 5, 7, 8 ], I 2, 5, 9, 13 ], I 2, 6, 8, 11 1, I 2, 6, 10, 12 L 
I 2, 9, 10, 11 J. I 3, 4, 5, 9 j, I 3, S, 6, 13 1, I 3, 5, B, 12 ], 
I 3, 6, 8, 9 L I 3, 7, 9, 12 ], I 3, 7, 11, 13 1, I 3, 10, 11, 12 ], 

I 4, 5, 6, 10 ], I O, 6, 9, 13 L I 4, 7, 9, 10 ], I O, 8, 10, 13 L 
I 4, 11, 12, 13 j, I 5, 6, 7, 11 ], I 5, 8, 10, 11 ], I 6, 7, 8, 12 ], 
I 6, 9, H, 12 J. I 7, 8, 9, 13 ], I 7, 10, 12, 13 ] ], 

I I 1, 2, 3, 8 ], I 1, 2, 7, 13 ], I 1, 3, 5, la 1, I 1, 3, 8, H ], 
I 1, 3, B, 12 j, I 1, 4, 6, H L I 1, 4, 7, 9 ], I 1, 5, 7, 9 ], 
I 1, 6, 9, 12 1, I 1, 6, la, 12 j, I 1, 6, 12, 13 ], I 1, 7, 8, 9 1, 
I 2, 3, 4, 9 L I 2, 4, 6, 11 ], I 2, 4, 9, 12 ], I 2, 4, 9, 13 ], 

I 2, 5, 7, 12 ], I 2, 5, 8, 10 L I 2, 6, 8, 10 1, I 2, 7, 10, 13 L 
I 2, 7, 11, 13 ], I 2, 8, 9, 10 ], I 3, 4, 5, 10 ], I 3, 5, 7, 12 ], 

I 3, 5, 10, 13 ], I 3, 6, 8, 13 ], I 3, 6, 9, 11 ], I 3, 7, 9, 11 L 
I 3, 9, 10, 11 ], I 4, 5, 6, 11 ], I 4, 6, 8, 13 J. I 4, 7, 10, 12 ], 

I 4, 8, 10, 12 ], I 4, 10, 11, 12 J. I 5, 6, 7, 12 ], I 5, B, 11, 13 
], 

I 5, 9, 11, 13 ], I 5, 11, 12, 13 ], I 6, 7, 8, 13 ] ], 
1, 2, 3, 9 ], I " 2, 8, 13 ], I 1, 3, S, 9 ], I 1, 3, 6, 9 ], 
I 1, 3, 7, 12 ], I 1, 4, 7, 12 ], I 1, O, 9, 11 ], I 1, 5, 10, 12 ], 

I 1, 6, 7, 8 ], I 1, 6, 8, 10 ], I 1, 6, 8, H ], I 1, 7, 12, 13 J. 
I 2, 3, 4, 10 ], I 2, O, 6, 10 ], I 2, 4, 7, la J. I 2, 4, 8, 13 ], 

I 2, 5, 8, 13 ], I 2, 5, la, 12 J. I 2, 6, 11, 13 j, I 2, 7, 8, S ], 

I 2, 7, 9, 11 ], I 2, 7, 9, 12 L I 3, 4, 5, 11 ], I 3, 5, 7, 11 ], 

I 3, 5, 8, 11 ], I 3, 6, 11, 13 ], I 3, 8, 9, la ], I 3, 8, 10, 12 J. 
I 3, 8, 10, 13 ], I 4, 5, 6, 12 ], I 4, 6, 8, 12 ], I 4, 6, 9, 12 ], 

I 4, 9, 10, 11 ], I 4, 9, 11, 13 ], I 5, 6, 7, 13 ], I 5, 7, 9, 13 ], 



J. 

[ 5, 7, 10, 13 J, { 5, 10, 11, 12 J, { 6, 11, 12, 13 J J, 
[ { 1, 2, 3, 10 J, { 1, 2, 4, 7 J, r 1, 2, 9, 13 J, ( 1, 3, 6, 13 J, 

r 1, 3, 7, 11 ], r 1, 4, 6, 10 J. [ 1, 4, 11, 12 J, [ 1, S, 6, 7 ], 
[ 1, S, 8, 10 J, 1 1, 5, 9, 12 J, [ 1, 8, 9, 11 J, [ 1, 8, 12, 13 J, 
[ 2, 3, 4, 11 J. [ 2, 3, 5, 8 J, [ 2, 4, 8, 12 ), [ 2, 5, 7, 11 }, 
[ 2, S, 12, 13 J, 12,6,7,8 ), [ 2, 6, 9, 11 l, [ 2,6,10,13 ], 
12, 9, ID, 12 J, 13, 4, S, 12 ), [ 3, 4, 6, 9 J, 13, S, 9, 13 J. 
( 3, 6, 8, 12 J. ( 3, 7, 8, 9 J. [ 3, 7, ID, 12 J. ( 3, 10, 11, 13 ], 
[ 4, S, 6, 13 J. I 4, 5, 7, 10 ], ( 4, 7, 9, 13 J. [ 4, 8, 9, 10 ), 
[ 4, 8, 11, 13 J, { 5, 6, 8, 11 J, [ 5, 9, ID, 11 J, [ 6, 7, 9, 12 J, 
[ 6, 10. 11, 12 ], [ 7, 8, 10, 13 ], ( 7, 11, 12, 13 J J. 
1,2,3,11 J, [1,2,4,111, [1,2,7,111, (1,2,10,13·1, 
[ 1, 3, la, 13 J, [ 1, 4, 5, 6 J, ( 1, 4, 5, 7 J, { 1, 4, 5, 10 J, 
i 1, S, 8, 9 J, [ 1, 6, 10, 13 1, [ 1, 8, 11, 12 1, ( 1, 9,12, 13 l, 
[ 2. 3, 4. 12 J. ( 2, 3, 5, 12 J, [ 2, 3, S, 12 J, [ 2, S, 6, 7 J, 
[ 2, S, 6, 8 ), ( 2, 5, 6, 11 J, [ 2, 6, 9, 10 1, [ 2, 9, 12, 13 J, 
[ 3, 4, 5, 13 J, [ 3, 4, 6, 13 ], [ 3, 4, 9, 13 J, [ 3, 6, 7, 8 ), 
[ 3, 6, 7, 9 J. [ 3,6,7,12 J, [ 3, 7,10,11 ], [ 4, 7, 8, 9 L 
[ 4, 7, 8, 10 ], ( 4, 7, 8, 13 ], [ 4, a, 11, 12 ], ( 5, 8, 9, 10 ], 
[ 5, a, 9, 11 J, [ S, 9, 12, 13 ], [ 6, 9, 10, 11 J, [ 6, 9, 10, 12 J, 
( 7, 10, 11, 12 ), r 7, 10, 11, 13 ], ( 8, U, 12, 13 , l. 

[ ( 1, 2, 3, 12 ), [ 1, 2, 6, 11 1, [ 1, 2, a, 11 J, [ 1, 2, 11, 13 1, 
[ 1, 3, 4, 5 ], [ 1, 4, S, 9 ], I 1, 4, 5, 11 ], [ 1, 4, 7, al, 
( 1, 5, ID, 13 ], [ 1, 6, 9, 10 ], [ 1, 7, 10, 13 ], [ 1, 10, 12, 13 

2, 3, 4, 13], 2, 3, 7, 12 ), [ 2, 3, 9, 12 ], [ 2, 4, 5, 6 J, 
2, 5, 6,10 J, 2, S, 6, 12 ], [ 2, 5, a, 9 J, [ 2, 7, 10, 11 J, 
3, 4, 8, 13 J, 3, 4, 10, 13 J, [ 3, 5, 6, 7 J, ( 3, 6, 7, 11 J, 
3, 6, 7, 13 J. 3, 6, 9, 10 ], ( 3, 8, 11, 12 l, [ 4, 6, 7, a ], 
4,7, a, 12), 4,7,10,11), ( 4,9, 12, 13], ( 5,7, a, 9 ], 
5, a, 9, 13 J, ( 5, a, 11, 12 J, ( 6, 8, 9, 10 J, [ 6, 9, 12, 13 l, 

[ 7, 9, 10, 11 J, ( 8, 10, 11, 12 ], [ 9, 11, 12, 13 J ], 
1, 2, 4, 5 l, [ 1, 2, 5, 6 J, I 1, 2, S, 11 J, [ 1, 2, 10, 11 J, 
[ 1, 2, 11, 12 J, ( 1, 3, 4, 13 J, [ 1, 4, 5, a J, [ 1, 4, 5, 13 l, 
( 1, 4, 10, 13 l, ( 1, 7, 10, 11 ), ( 1, 9, ID, 13 ], [ 1, 10, 11, 13 

2, 3, 5, 6 ), [ 2, 3, 6, 7 J, r 2, 3, 6, 12 }, { 2, 3, U. 12 J, 
2, 3, 12.13 ], ( 2, 5, 6, 9 J, [ 2, a, 11, 12 J, ( 3, 4, 6, 7 ¡, 
3, 4, 7, 8 l, [ 3, 4, 7, 13 J, [ 3, 4, 12, 13 l, [ 3, 6, 7, 10 J, 
3, 9, 12, 13 ], [ 4, 5, 7, a ), ( 4, 5, a, 9 J, I 4, 7, 8, 11 ), 
5, 6, 8, 9 ], [ 5, 6, 9, 10 ], [ 5, 8, 9, 12 ], [ 6, 7, 9,10 ], 
6, 7, 10, 11 J, ( 6, 9, 10, 13], ( 7, 8, ID, 11 l, [ 7, 8, 11, 12 

8, 9, 11, 12 ], [ e, 9, 12, 13 J, [ 9, 10, 12, 131 ], 
1, 2, 4, 6], [ 1, 2, 7, 10 J, ( 1, 2, a, 12 ], ( 1, 3, 4, 10 ), 
[ 1, 3, 5, 13 l, [ 1, 3, 11, 12 J, [ 1, 4, a, 9 l, I 1, 5, 6, 11 J, 
[ 1, 5, 7, 8 J, [ 1, 6, 9,13 l, ( 1, 7, 11, 13 l, ( 1, 9, 10, 12 J, 
[2,3, S, 7), [2,3, a, 11 J, (2,3,9,13 l, (2,4.5,11 l, 
e 2, 4, 12, 13 J, [ 2, 5, 9, 10 J, [ 2, 6, 7, 12 ], [ 2, 6, 8, 9 J, 
[ 2, ID,. 11, 13 J, [ 3, 4,. 6, a J, [ 3, 4,. 9, 12 J, [ 3, 5, 6, 12 J f 

~(-3, -6, 10;=11-], -[ 3, -7~8;-13 J.---(~3;-7, 9, io-f~[-4~ 5, 7,~9~1--;--­

{ 4, 5, 10, 13 l, ( 4, 6, 7, 13 ], { 4, 7, 11, 12 ], ( 4, 8, la, 11 ], 
{ 5, 6, a, 10 J, [ 5, a, 12, 13 J, ( 5, 9, 11, 12 J, ( 6, 7, 9, 11 J, 
( 6, lO, 12, 13 J. ( 7, e, la, 12 J, [ 8, 9, 11, 13 ) J, 

{ [ 1, 2, 4, 8 J. [ 1, 2, 6, 9 J, [ 1, 2, 10, 12 J, [ 1, 3, 4, 12 ], 
( 1, 3, S, 6 J, ( 1, 3, 7, 13 J, [ 1. 4, 9, 10 J, ( 1, 5, 8, 13 J, 
( 1, 5, 11, 12 l, [ 1, 6, 7, 11 ], [ 1, 7, 8, 10 J, 11, 9, 11, 13 ], 
( 2, 3, 5, 9 ), [ 2, 3, 7, 10 ], { 2, 3, 11, 13 l, { 2, 4, 5, 13 ], 
[ 2, 4, 6, 7 ], [ 2, S, 10, 11 l, ( 2, 6, 12, 13 ], I 2, 7, 8, 12 l, 
[2,8,9,11 J, [3,4,6,10 J, (3,4, a, 11], (3,5.7, a J, 
[ 3, 6, 11, 12 J, ( 3, a, 9, 13 J, ( 3,.9, ID, 12 l, [ 4, 5, 7, 11 l, 
[ 4, 5, 9, 12 J, [ 4, 6,8,9 l, [ 4, 7, 12, 13 J, [ 4, ID, 11, 13 ], 
[ 5, 6, 8, 12 J, [ S, 6, 10, 13 J, [ 5, 7, 9, 10 ], [ 6, 7, 9, 13 ], 
[ 6, a, ID, 11 ], { 7, 9, 11, 12 ], { 8, la, 12, 13 J ], 

[ [ 1, 2, 4, 9 1, [ 1, 2, 8, 10 l, [ 1, 3, 5, a ], [ 1, 3, 6, 12 1, 
[ 1, 3, 7, 8 ], ( 1, 3, 8,13], ( 1, 4, la, 12 J, [ 1, 5, 6, 12 ], 
[ 1, 6, 7, 9 J, ( 1, 6, 11, 12 l, ( 1, 7, 9, 11 J, { 1, 7, 9, 13 l, 



2, 3, 5, 10 J, 12, 3, 9, 11 1, I 2, 4, 6, 9 J, I 2, 4, 7, 13 ], 
2, 4, 8, 9 ], 12, 5, 11, 13 ], I 2, 6, 7, 13 1, I 2, 7, 8, 10 ], 
2, 7, 12, 13], I 2, 8, 10, 12 ], I 3, 4, 6, 11 J, I 3, 4, 10, 12 J, 
3, 5, 7, 10 J, I 3, 5, 9, 10 J, [ 3, 8, 9, 11 J, ( 3, 9, 11, 13 ], 
4, 5, 7, 12 J, [ 4, 5, 11, 131, [ 4, 6, 8, 11 1, ( 4, 6, 10, 11 ], 
4, 9, 10, 121, 15, 6,8, 131, { 5, 7, 9, 12 J, 15, 7, 11, 12 ]. 
5, 10, 11, 13 J, [ 6, 8, 10, 13 J, I 6, 8, 12, 13 I 1, 

I ( 1, 2, 4, 10 1, ( 1, 3, 9, 13 ], ( 1, 5, 6, 8 ], { 1, 7, 11, 12 ], 
[ 2, 3, 5, 11 J, ( 2, 6, 7, 9 ), I 2, 8, 12, 13 ], I 3, 4, 6, 12 ], 
13,7,8,10 J, [ 4,5,7,13), 14,8,9,11 J, 15,9,10,12 J, 
I 6, 10, 11, 13 J J, 

I I 1, 2, 4, 12 ], [ 1, 2, 6, 7 J, [ 1, 2, 9, 10 ], [ 1, 3, 4, 6 J, . 
( 1, 3, 7, 10 J, ( 1, 3, 11, 13 L [ 1, 4, 8, 10 J, { 1, 5, 6, 13 ], 
I 1, 5, 7, 11 J, ( 1, 5, 8, 12 J, [ 1, 8, 9, 13 l, [ 1, 9, 11, 12 ]. 
I 2, 3, 5, 13 ], ( 2, 3, 7, 8 1, ( 2, 3, 10, 11 J, [ 2, 4, 5, 7 l, 
I 2, 4. 8, 11 ], I 2, S, 9, 11 J, ( 2, 6, 8, 12 1, [ 2, 6, 9, 13 l, 
I 2, ID, 12, 13), [ 3, 4, 8, 9 ], I 3, 4, 11, 12 ], ( 3, 5, 6, 8 J, 
I 3, S, 9, 12 l, I 3, 6, 10, 12 J, I 3, 7, 9, 13 J, { 4, 5, 9, 10 l, 
I 4, 5, 12, 13 J, I 4, 6, 7, 9 l, ( 4, 6, 10, 13 J, [ 4, 7, 11, 13 ], 
{ S, 6, 10, 11 1, I 5, 7, 8, 10 1, I 6, 7, 11, 12 J, ( 6, 8, 9, 11 J, 
( 7, S, 12, 13 ], ( 7, 9, 10, 12 J, ( 8, 10, 11, 13 ) ], 

I [ 1, 2, 5, 7 J, (1, 3, 10, 11 J, ( 1, 4, 6, 13 l, I 1, a, 9, 12 J, 
I 2, 3, 6, 8 ), I 2, 4, 11, 12 }, [ 2, 9, 10, 13 ], ( 3, 4, 7, 9 ], 
r 3, 5, 12, 131, ( 4, 5, 8, 10 l, ( 5, 6, 9, 11 J, 16, 7, 10, 12 l, 
I 7, 8, 11, 13 I ], 

[ ( 1, 2, 6, 8 J, (1,2,7,12 l, ( 1,3,4,9 j, ( 1,3,5,11 j, 
I 1, 3, 9, 10], ( 1, 3, 9, 12 ), { 1, 4, 6, 8 l, ( 1, S, 7, 13 J, 
( 1, 6, 8, 9 J, [ 1, 6, ll, 13 J, ( 1, 7, 8, 12 ], ( 1, 7, 10, 12 }, 
I 2, 3, 7, 9 ], 12, 3, 8, 13 ), { 2, 4, 5, 10 J, ( 2, 4, 6, 12 ], 
[ 2, 4, 10, 11 ], [ 2, 4, 10, 13 J, 12, 5,7, 9 l, { 2, 7, 9, 10], 
[ 2, 8, 9, 13 J, [ 2, 8, 11, 13 J, [ 3, 4, 8, 10 J, [ 3, 5, 6, 11 J, 
I 3, 5, 7, 13 l, [ 3, 5, 11, 12 J, ( 3, 6, 8, 10 ), ( 3, 8, 10, 11 1, 
( 4, 5, 9, 11 l, I 4, 6, 7, 12 ], [ 4, 6, 12, 13 ], ( 4, 7, 9, 11 ], 
[ 4, 9, 11, 12 ], ( 5, 6, 10, 12 l, 15, 7, 8, 13 l, 15, 8, 10,12 l, 
15,10,12,13], [6,7,11,13], [6,9, ll, 13]J, 

I [ 1, 2, 6, 12 ], I 1, 3, 4, 8 J, I 1, S, 11, 13 ], { 1, 7, 9, 10 j, 
12, 3, 7, 13 l, ( 2, 4, 5, 9 ], [ 2, 8, 10, 11 1, [ 3, 5, 6, 10 l, 
I 3, 9, 11, 12 ], [ 4, 6, 7, 11 ], [ 4, 10, 12, 13 }, I 5, 7, 8, 12 ], 
[ 6, 8, 9, 13 1 1, 

[ { 1, 2, 7, 8 j, 11,2, 8, 9 J, [ 1, 3, 5, 7 J, ( 1, 3, 5, 12 J, 
11, 3, 6, 11], 11, 3, 10, 12], [ 1, 4, 6, 9 J, 11, 4, 9, 12 ], 
I 1, 6, 7, 13 ], [ 1, 6, 9, 11 ], [ 1, 7, 8, 13 ], I 1, 8, 10, 12 J, 
I 2, 3, 8, 9 1, [ 2, 3, 9, 10 l, I 2, 4, 6, 8 1, I 2, 4, 6, 13 l, 
[2,4,7,12], [ 2,4,11,131, [ 2,5,7,10 J, 12,5, 10, 13 J, 
12, 7, 10, 121, { 2, 9, 11, 13 l, { 3, 4, 9, 10 l, [ 3, 4, 10,11 l, 
I 3, 5, 7, 9 1, { 3, 5, S, 13 ], I 3, 6, 8, 11 ], I 3, 8, 11, 13 1, 
[ 4, 5, 10, 11 J, { 4, 5, 11, 12 J, ( 4, 6, 8, 10 l, [ 4, 7, 9, 12 J, 
{ 5, 6, 11, 12 l, I 5, 6, 12, 13 l, I 5, 7, 9, 11 1, I 5, a, 10, 13 l, 
{ 6, 7, 12, 13 }, I 6, a, lO, 12 ], [ 7, 9, 11, 13 1 ], 

I [ 1, 2, 7, 9 J, ( 1, 3, 6, 8 ], [ 1, 3, 7, 9], [ 1, 3, a, 9 ], 
I 1, 3, 8, 10 J, [ 1, 3, 9, 11 ], [ 1, 4, 6, 12 ], [ 1, 5, 7, 12 ], 
11,6,7,12 J, [ 1,6, a, 12 ), { 1,6, a, 13 ], [ 1,7,9, 12], 
12,3,8,10 ], ( 2,4,7,9 ), 12, 4, a, 10 J, [ 2,4,9,10 l. 
I 2, 4, 9, 11 J, [ 2, 4, 10, 12 J, [ 2, 5, 7, 13 J, I 2, 6, a, 13 1, 
I 2, 7, a, 13 l, [ 2, 7, 9, 13 l, [ 2, a, 10, 13 J, [ 3, 4, 9, 11 1, 
13, 5, a, 10 J, 13, 5, 9, 11 l, ( 3, 5, 10, 11 J, 13, 5, 10, 12 ], 
I 3, 5, 11, 13 ], ( 4, 5, 10, 12 J, [ 4, 6, 9, 11 J, [ 4, 6, 10, 12 l, 
14,6,11,12], [4,6,11,13 J, 15,6,11,13), [5,7,10,12 

I s, 7, 11, 13 1, I s, 7, 12, 13 1, I 6, B, 11, 13 1 1, 
1, 2, 9, 11 J. 1 1, 3, 6, 7 1, 1 1, 4, S, 12 J, 1 1, B, lO, 13 1, 
I 2, 3, lO, 12 1, I 2, 4, 7, B 1, I 2, S, 6, 13 J, I 3, 4, 11, 13 J, 
I 3, S, B, 9 J, I 4, 6, 9, 10 J, I s, 7, lO, 11 J, I 6, B, 11, 12 1, 
I 7, 9, 12, 13J J J 

gap> OrbsOfGraphs(ST13,5); +++ 5 vertices 
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