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Introduccion

Un torneo transitivo es aquel en el cual se tiene que si las flechas zy y ¥z
estén, también lo est4 la flecha zz, estos torneos tienen la caracteristica de

no contener ciclos dirigidos.

Si queremos colorear una digrafica con el menor nimero posible de colores,
de tal manera que no tengamos ciclos dirigidos monocromaticos, pues lo mas
natural es colorear a la subdigrafica inducida més grande que no contenga
ningtin ciclo dirigido de un solo color y en el resto intentar lo mismo. En el
caso de los torneos, lo que primeramente se colorearia de un solo color es el
subtorneo inducido de mayor orden posible tal que sea transitivo. Asf que
es 1itil asegurar en que torneos se puede encontrar un torneo transitivo de

orden n.

Esta es una de las principales motivaciones para el estudio de las estrue-
turas de los torneos que contienen conjuntos aciclicos de un cierto orden,

asi como los torneos que no los contienen, aunque no la Gnica.

Una propiedad importante que tienen ciertos torneos T consiste en que
siempre que se tengan dos copias T y T* isomorfas a T, cuya interseccién
sea suficientemente grande, existe un isomorfismo de T' a T" cuya restriccidn
a la interseccién es la identidad. Esta propiedad ha mostrado ser muy util
en el estudio de la estructura de los subconjuntos aciclicos en los torneos
pequefios. En este trabajo se prueba que los torneos STy, STy y SThia poseen
propiedades de ese tipo. Para probar esto es necesario hacer un andlisis




4 Introduccidn

detallado de los residuos de subtorneos pequeios de §T7, STy, ¥ STi3.

En la primera parte de este trabajo, capitulos 1 y 2, se dan todas las
definiciones y resultados importantes que se usaran a lo largo de la tesis.
En la segunda parte se determina el grupo de automorfismos de cada uno
de los torneos 875, 8Ty, y STi3 (capitulo 3) para encontrar asi sistemas de
representantes de las érbitas de subtorneos de orden a lo més 4 (capitulo4). Y
por iltimo se realiza todo el dnalists necesario para probar la propiedad arriba
mencionada {capitulo 5), asi como también se presentan algunas aplicaciones
de ésta (capitulo 6). Al final, en un pequefio apéndice, se muestra unas
tablas con la semivecindades de cada vértice en los torneos 57y, STy, y 5Th3,
asi como también una lista de todas las érbitas de los subtorneos de orden
3y4den §T7,5T; y STi; obtenida de un programa de torneos circulantes,

para que asi el lector pueda ir verificando los resultados, si es que asf lo desea.




Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo daremos los conocimientos necesarios para nuestro trabajo,
se darén algunas definiciones bésicas y también se darén algunos resultados

que se utilizardn frecuentemente en el transcurso del trabajo.

1.1 Definiciones

Definicién. Una grdfica G consiste de un conjunto V(G) finito y no vacio de
objetos llamados vértices y un conjunto A(G) (posiblemente vacio) de pare-
jas de elementos de V(G) llamadas aristas. El conjunto V(G) es llamado el
conjunto de vértices de G y A(G) es el conjunto de aristas. Representaremos
a las aristas por (u,v) (6 (v,u)). Sie= (u,v) es una arista de la grafica G,
entonces decimos que u y v son adyacentes en G,yqueeuneauyv.

Definicién. Al nimero de vértices en una grifica G se le llama orden de la
grifica y al nimero de aristas, su tamafio. Esto es, el orden de G es |V(G)|,
y su tamaiio es |A(G)|. En general, para una grifica G se usa p para denotar

su orden, y g para su tamaiio.

Definicién. Una gréfica de orden p en la cual cada dos vértices son adyacentes

se denomina una grdfica completa y se denota por K.

5




6 Capitulo 1

Definicién. La vecindad de un vértice u en la grafica G es el conjunto

N(u,G) que consiste de todos los vértices v, que son adyacentes a u, esto es
N(u,G) = {v € V(G)|(u,v) € AG)};

y su grado 6 valencia, que denotareros como d(u), es el nimero de vértices
adyacentes a u, es decir, d(u) = |V (u,G)|. A la valencia minima en la grifica
G, la denotamos como §{G) y la valencia maxima como A(G).

Definicion. Una digréfica D consta de un conjunto V(D) finito y no vacio
de vértices y un conjunto A(D) (posiblemente vacio) de pares ordenados de
vértices distintos. Los elementos de A(D) son llamados arcos ¢ flechas y
se denota por uv 6 (u,v).

Definicién. Para un vértice z en la digrifica D, definimos la exvecindad
{resp. la invecindad de z) como NV (z, D) = {y € V(D)|(z,¥) € A(D)}
(resp. N=(x,D) = {y € V(D)|(y,z) € A(D)}), y llamaremos a d*(z) =
[N*(x,D)| y a d=(z) = [N~(z,D)|. Asi también podemos denotar a la
invalencia mdxima y minima como A~ y §~ y a la exvalencia méxima y
minima como At y 4, respectivamente.

Definicidn. Un torneo T es una digrdfica en la que para cada dos vértices
distintos « y v, exactamente uno de los pares (u,v) 6 (v, u) es una flecha de
T.

Definicién. Una grafica H es una subgrdfica de una grifica G si V(H) €
V(G) y A(H) € A(G).

Definicidn. Para cualquier conjunto S de vértices de (&, lasubgrdfica in-

ducida por-S-cs-la-subgrifica.maximal.con S como conjunto de_vértices. _ _

De manera énaloga podemos definir subdigrdficas inducidasz y tor-
neos inducidos. Para éstos ultimos denctaremos como T{S] al subtorneo
inducido por S.

Definicidn. Un torneo T es transitivo si cada vez que (u,v) y (v,w) son
flechas de T, entonces también (x,w) es flecha de T. T'T;, denota el torneo

transitivo de orden n.
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Es facil ver que 7T}, es transitivo si y solo si TT, es aciclico.
Definicidn. La fuente de un torneo T es el vértice que tiene invalencia 0 y

el pozo, el vértice que tiene exvalencia 0.

Definicion. Sea Zon,1 el anillo de enteros médulo 2n+1y J un subconjunto
de Zyn1 — {0}, tal que |3N{j, -j}| = 1 para toda j € J. El torneo ?2n+1(.])
tiene como conjunto de vértices a Zoqy ¥ cOMO flechas a los pares ordenados
(4, k) tales que k—1 € J. Diremos que un torneo es circulante si es isomorfo

a uno de la forma ?2n+](-]).

Llamaremos al nimero k — i la emplitud de la flecha (i, k)

Definicidn. Una grifica G es r-regular, si cada vértice de G tiene grado .
Una grafica se le llama regular si es r-regular para algin entero no negativo

T.

Definicidn. El mimero dicromdtico (D) de una digrafica D es el minimo
niimero de colores que se necesitan para pintar los vértices de D de tal manera
que no se oblengan ciclos dirigidos monocromaticos.

Definicién. Un grupo (G, *) s un conjunto G no vacio con una operacién

*, tal que:
i) * es asociativa
i) existe un elemento ¢, tal que e+a = e *e = a para todoe e &G

i) para todo @ € G, existe un clemento ™! € G tal que
P

Definicién. Un subconjunto no vacio S de un grupo G es un subgrupo de
(7 si para todo s € 5 tenemos que s~'€ S ysis,t€S entonces sxt € S.

Definicidn. Si la congruencia z° = n(mod m) tiene solucién, entonces n es

llamado un residuo cuadrdtico mdédulo m.
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Definicidn. Si X es un conjunto y G un grupo, entonces X es un G-conjunto
si existe una funcién o : G x X — X llamada accidn, dada por afg,z) = gz

tal que:
i) ex =z paratodox € X
it} g(hz) = (gh)z paratodo g h e Gys € X

También se dice que G actiia sobre X.

Definicidn. Sean (G,x) y (H,®) grupos. Una funcidn f : G — H es un
homomorfismo si para todo a,b € G,

fla=b)= f(a)® f{b).

Un isomorfismo es un homomorfismo biyectivo. 5i existe un isomorfismo

f:G = H, decimos que G es isomorfo a H y escribimos G = H.

Definicion. Sea D y D' dos digrdficas y sea ¢ : D — D'. Decimos que ¢
es un homomorfismo de digrdficas si ¢{zy) = ¢$(z)¢(y) € A(D') con
zy € A(D). De manera andloga a la definicién anterior, un tsomorfismo

de digrdficas es un homomorfismo biyectivo.
Definicion. Un automeorfisrmno de D es un homomorfismo de D en si mismo.

Definicién. El grupo de automorfismos de una digrifica D, denotado
por Aut{D), es el conjunto de todos los automorfismos de D, bajo la com-

_ ___Pposiciébn.

Definicidn. Un antiautomorfismo en una digréifica D_es u.na fu_nc;)n;f :
G — G, tal que si (a,b) € A(D), entonces {f(b), f(a)) € A(D).

Definicién. Si X es un G-conjunto y z € X, entonces la érbita de z con
respecto a G es {gz|g € G}.

Definicidn. Un G-conjunto X es transitivo si tiene una iinica 6rbita, esto
es, para cada z,y € X existe 0 € G con y = ox.
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Definicion. Sea A un subconjunto de B. Diremos que A es invariante con

respecto a un automorfismo ¢ de B, si p{A) = A, esto es si pla € Aut(A).
Definicién. Una digréfica cs rigida si su grupo de automorfismos es trivial.

Definicidn. Una subdigréfica Dy de la digrifica D estd ligada en D si todo
automorfismo de Dy puede extenderse a un automorfismo de D, es decir, para

todo gy € Aut(Dy), existe € Aut(D) tal que olpe = V-

1.2 Algunos hechos basicos

A continuacién presento algunas observaciones, lemnas y notaciones que se
estardn utilizando frecuentemente. Por lo que aconsejo al lector familiarizarse

con ello.

Lema 1.1. Sea A un conjunte finito. Si f: A — A es inqyectiva (resp.

suprayectiva), entonces f es biyectiva.

Sélo hay dos torneos de orden 3, salvo isomorfismos, que son el tridngulo

aciclico, TTs, v ¢! tridngulo ciclico, ﬁa, {fig. 1.1).

Cs

. Figura 1.1. Torneos de orden 3, salvo isomorfismos.
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Los torneos de orden 4, (salvo isomorfismo), son el torneo aciclico y otros

3 més, que denotaremos como los torneos T}, T2, T3, fig 1.2.

@) O

1

TT, T,
2 3
TS T,

Figura 1.2. Torneos de orden 4, salvo isomorfismos.

Observacién 1.2. En el torneo T} tenemos que hay 2 vértices con invalen-
cia 2 y exvalencia 1 y 2 vértices con exvalencia 2 e invalencia 1, asi que, como
subtorneos inducidos, permanecen invariantes pero estos subtorneos son iso-
morfos a K3, el cual es rigido, por lo que cada vértice en 77 permanece fijo
bajo cualquier automorfismo. Por lo tanto T} es rigido. -

Observacién 1.3. Sean D y ¥ dos digréficas isomorfas y sea ¢ : D —



Capitulo 2

Los torneos especiales S77, ST1q
y ST13

En este capitulo se presentan algunos teoremas generales sobre la existencia
de conjunto-s aciclicos en torneos v se dan algunos resultados relevantes sobre
torneos particularmente importantes en el trabajo, a saber: ST%, 5Ty, ¥
5Ty;.

Teorema 2.1. Sea & un entere positivo, entonces todo Tye-: contiene un
TT,.

Demostracidn. La haremos por induccidn scbre k. Claramente la afirmacién
se cumple para £ = 1,2.

Supongamos que se cumple para k < k. Sea T = Tyw y u € V(T); u
tiene alguna semivecindad S de cardinalidad al menos (2¥ —1)/2 > 2¢'-1 -1
y, por lo tanto, |S| > 2¥-1. T[S] contiene, por hipétesis de induccién, un
subtorneo T[] & TTi, se sigue que Sp U {u} induce un TTyry;. O

Por lo tanto todo Ty contiene a T'Ty, pero no todo T7 contiene a TTy como

a continuacidén lo demostraremos.

13



14 Capitulo 2

Proposicién 2.2, Eltorneo circulante ﬁ7(1, 2,4), que denotaremos por STy,

es el inico tormeo de orden 7 que no contiene a TT,.

A

5 o2

=

Figura 2.1. 5T;

" Demostracidn. Primero probaremos que 975 no contiene T'Ty’s. Supongamos
que STy contiene un subtorneo T & T'7}, ya que ST7 es un torneo circulante,
se puede ver que 5T7 es transitivo en vértices, podemos suponer que el vértice
0 es fuente de T, asi que la exvecindad de 0 induce un tridngulo aciclico, lo
cual es una contradiccién, pues N*({0,57T7) = {1,2,4} = 33. Per lo tanto
ST; no contiene ningin T'Ty.

Sea T un torneo de orden sin T'T}, ya que todo torneo de orden 4 contiene
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x’ X
\ u / |
%

z?

O
Figura 2.2.

Z

un TT3, entonces cada vértice en T debe tener sus semivecindades de orden
3.

Sea §,% = {z,4,2} ¥y S.” = {2',¢,2'} 1a exvecindad ¢ invecindad de
u, respectivamente, entonces T[S, *] y T{S,”] inducen un tridngulo ciclico,
(fig. 77). Sean (z,2,y) ¥y (z', ¥/, 2') las trayectorias de longitud 2 en T[5,*]
y T[S.7), respectivamente. Sea z € S,* y ' € S,” N S;~ entonces ¥/, 2 €
S, por regularidad. Ademds y' ¢ S, pues sino, 2 € 5" y {¢,2', 2,7}
inducirian un T'Ty, (fig. 2.3), por lo tantoy € S,” y 2/ € S,™, por lo que
{v','} c S, {2} c §7F, {. ¥} C &7

Ademais este torneo es isomorfo a ST con el siguiente isomorfismo:
fl)=0,f(z) =1, f(v) =2,f(2) =4, /(=) =6, f(y') =5, f/(} = 3

por lo tanto ST7 es el dnico.
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=

Figura 2.3.

De hecho, existe también un solo torreo de orden 6 que no contiene T7y,

el 5T, que es el torneo que resulta al quitarle un vértice a ST7.

También por el teorema 2.1, sabemos gue todo Ti¢ contiene un TTs, pero
podemos asegurar que:

Proposicidén 2.3. Todo T4 contiene un TT;.

Para demostrar esta proposicién primero demostraremos el siguiente lema,

-~ — .- -Lema 2.4. 8i-T}; contiene_un _vértice.u_tal que N—(u,Ty,) induce un 7Ty,

entonces 71y contiene un TT;

Antes de empezar con la prueba del lema 2.4, daremos algunas definiciones
y resultados importantes.

Sea D una digréfica y § C V(D). Definimos la relacién de equivalencia
= (S) en V(D) — S como sigue: v = w(S) si y solo si Nt{u,D)N S =
Nt (w,D)nSy N~ (v, D)nS=N"(w,D}NS.
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Observacién 2.5. Es ficil ver que si K C V(STy) induce un tridngulo cicli-
co en ST, entonces existe un tnico vértice z € V(5T5), tal que K es una de

la semivecindades de z en ST7.

Lema 2.6. Supdngase que Ty = STy. Si TrN8Ty = STy — {0,1} y &by €
A(T7) donde & y £ son los vértices de T7 que no estdn en 57%, entonces
=0y & =1 V(STy) - {0,1}).

Demostracign. Claramente £2,£,2,68,68, € A(Ty). Ya que N=(2,T%) v
Nt(6, T;) inducen triangutos ciclicos, se sigue que 5, £,5, 3%, 13 € A(Ty))
y entonces £y4, 45, € A(T)- a

Daremos ahora la prueba del lema 2.4.

Demostracidn. Supdngase que T = T}; no contiene ningiin 775 y sez R =
N*t{u,T). Obviamente §7(T) > 3 y T'[R] = 57%. Sea (u;, ug, u3) la travecto-
ria de longitud 2 en T{N~ (u,T)| y definimos R; = N*(u;, T) N R. Tenemos
que |R;| < 3paraj = 1,2, 3 de lo contrario, T'[R,] contendria un T'T; ¢! cual
junto con u y u; inducirfa un TTs. Probaremos que |R3| = 3.

Ya que d*(u3,7") > 3, pues si no, en T[N~ (u3,T)] tendriamos un 77}
que junto con w3 induciria un T'T5, entonces 2 < |Ry| < 3. Supongamos que
Ry = {21, 22} con 2,z € A(T); entonces N~ (u3, T) = (RU{uy, uz})— {21, 22}
induce un subtorneo isomorfo a STy, de lo contrario contendria un TTy, que
junto con uy induciria un TTs. Por et lema 2.6, u; = z;(R — {21, z2}) para
j=1,2, (fig. 2.4).

Como en 877 cada vértice tiene semivecindades que inducen tridngulos
ciclicos, tenemos que hay 3 exvecinos de u; en R — {2, 22} y por lo tanto
2 ¥ 2o son invecinos de up, pues si no fuera asi el subtorneo inducido por

{uz,u,a,b,z1, 22} con a,b € Nt{uz, R — {2, 2}) contendria un TT;.

1S

Sea £ € R un vértice tal que 2;§ € A(T) para j = 1,2, pero como u;
z;(R— {21, 22}) entonces u;€ € A(T) para j = 1,2. Tenemos que 121, 2;u; €
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Figura 2.4.

A(TY), si no, {uy,us, z1,22,£} inducirfa un TT;. Sea n; € N™(z,, T[R]) para
J=1,2. Claramente n;u; € A(T} con j =1,2y {m, ", uy, ua, 2} induce un
TTs, lo que es imposible, por lo tanto [R3| = 3. Asf{ que T[N~ (u3, T)] =2 5Ts,
més ain T[R,) = ?3, pues si no fuera asi B3 U{u, u3} inducirfa un T75. Por

la observacién 2.5, Rz es una semivecindad de algin vértice z en T[R).
Sea T7 un torneo isomorfo a ST; que contiene a T[N~ {us, T)] y un nuevo
vértice r € T. Como se demostrard posteriormente en la proposicién 3.3 y
el lema 3.4, 5T; es transitivo en flechas y ia identidad es el vinico automor-
-~ fismo de ST que fija ciialguier flechia, entonces tenenios que existe un' dnico—— "
isomorfismo

o T7 — T[R]

¢l cual fija a cualquier flecha que une al vértice z, del cual R; es una semivecin-
dad en T[R), con la otra semivecindad R — (Rs U {z}) que también es una
semivecindad en 7%, asi que © fija todos los vértices en R — R,. Se sigue del
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lema 2.6 que u; = O(u;)(R — R3) para j = 1,2,
Consideremos dos casos:

Caso 1. Ry = N*(z, T|R]), entonces N*(z, Ty} = {u1,us,7}. Sea
P ST7 — T7

el finico isomorfismo tal que @(0) = z y (1) = u;, se sigue que Y{2) = uq
y ©(d) = r. Sea w; = Op(y) para j € Z;. Asi que O(u;) = w; y por lo
tanto u; = w;(R — Rs) para § = 1,2. Esmds, 2 = wo y ©O(r) = wy y
N~ (2,T(R]) = {ws, ws, we} pues N~(0,5T7) = {3,5,6}. Entonces wju; €
A(T) con j = 1,2 de lo contrario {us,u;, w;, Wp, wy—;} induciria un T'T;. Se
sigue que upwy € A(T) si no fuera asi {u;, 1o, wy, wa, wo} induciria un T'7T5.
Ya que ug = wo(R— R;) tenemos que {un, wy, we} € Ra ¥ {1, u2, w1, w3, wo}

induce un T'T;. Por lo que este caso es imposible, (fig. 2.5).

Figura 2.5.

Caso 2. Ry = N~ (z,T[R]), entonces N~ (z,T7) = {u),u,r}. Sea

(,0’ : ST7 —-)TT
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el tinico isomorfismo tal que '(0) = z y ¢'(5) = u; se sigue que ¢ (6) = u,
¥y ¢'(3) = r. Sea w; = O¢'(j) para § € Zy. Asi que &{y;) = ws y Ouy) =
ws, por lo tanto u; = ws,uz = we(R, R3). Ademds z = wy,0(r) = wy
¥y N*(z,T[R]) = {w1,ws, ws}. Tenemos que wyu; € A{T) de lo contrario
{u, 1y, ws, wy, un} inducirian un TT5 y de manera similar, wsuy € A(T),
si no {u, up, we, wy, w1} inducirian un TT:. Ya que {uy,uy, w, ws, Wy} 10
es aciclico, upws € A(T) y R = {wo,un,ws}. Andlogamente tenemos que
{11, 1p, wo, w3, we} 10 es aciclico y por lo tanto uywg € A(T). Se sigue que
Ry = {wy, wy, we} ¥ por consiguiente {uy, us, Wi, wy, ws} induce un T'T;.

0

Demostraremos ahora la proposicién 2.3

Demostracién. Supongamos que T = T4 no contiene ningin T75. Entonces
pars todo vértice € V(T) sus semivecindades tienen a lo més 7 vértices,
podemos asumir que su invecindad tiene 6 vértices. Asi que T [N*(x, Ty =
ST; y T[N~ (0, T)] = ST;. Sea W un subconjunto de N~ (u,T), tal que
T[N~ {u,T)] - W = TTy, entonces T;; = T — W satisface, claramente, las
hipstesis del lema 2.4 y T contiene un 7T, lo que da una contradiceidn. O

Sea v(k} el minimo nimero tal que todo torneo T,y contiene un TTy,
sabemnos que v(k) < 287! pero esta cota no es dptima para k > 5, como se
desprende de la proposicién 2.3. De hecho el siguiente teorema nos asegura

una mejor cota superior para v(k).

Teorema 2.7. Sean k y m enteros positivos tal que k > 5 y m = 7(264).

Entonces cada T, contiene un T7T}.

Demostracidn. (Por induccién sobre k).

Para k = 5 es la proposicién 2.3.

Supongamos que el teorema es cierto para k < k' y sea T un torneo de
orden 7(2¥~%). Cada vértice u de T tiene una semivecindad de orden a lo
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menos 7(2¥~3). Por hipétesis de induccién, T |5 contiene un 7Ty _, y por
consiguiente T contiene un TT}. O

Sabemos que todo Ti4 contiene un T7; y es lo mejor a lo que pode-
mos llegar, pues no todo T3 contiene un TTg, el torneo STiz, el-cual es
613(1, 2,3,5,6,9), es el dnico torneo de orden 13 que no contiene TT5, como

veremos a continuacidn.

10 : 3

AN oA S
AL TR

O
7 6

Figura 2.6. STy

Proposicion 2.8. STy; no contiene ningin T'Ts.
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Demostracidn. Supongamos que STy3 contiene un conjunto U/ de cardinali-
dad 5 que induce un T7;. Sea (u,, u1, 12, U3, %4) la trayectoria dirigida en
T[U). Por la proposicién 3.9 que se demostrard en el siguiente capitulo,
existe p € Aut(STy;), tal que, p(u,u;) = 01 6 w(uw,) = 02 y por lo tanto
w(U) = U’ es un conjunto aciclico, tal que T [U/'] contiene una trayectoria
dirigida de la forma (0, 1, u}, uf, uj) 6 de la forma (0, 2, uf, u}, uj) pero como

N*({0,1},8T3) = N*(0,S8Ti:)NNT(1,8T:) ={2,3,6}

Nt ({0,2},5Ta) = N*(0,5Tia) N N*(2,5T),) = {3,5}

se obtiene una contradiccidn. O

Nota. Esta notacidn utilizada para la interseccién de exvecindades se puede
generalizar para la interseccién de cualesquiera semivecindades de ta siguiente

manera:
Nsy(l)---sy(ﬂ)({zl cezp}, T) = N"-"(l](zl,T) M ---n ) (o, T)
donde sg(¢)} € {+,-}.

La demostracién de que STi;3 es inico, salvo isomorfismo, se puede en-

contrar en [8).

Proposicién 2.9. El nimero dicromdtico del torneo circulanie 8.1(1, 3,4,
5,9), denotado come STy, es 4.

Antes de dar prueba de esta proposicién, haremos notar lo siguiente,

-Observacién-2.10. Tedo-torneo-de-orden: 7-tiene.niimero.dicromatico.a lo.

més 3. [7]

Demaostracidn. Sea U un conjunto aciclico en ST3, de cardinalidad k > 2. Sea
(g, w1, ... ux_y1) trayectoria dirigida en T [U]. ST}, es transitivo en flechas,
como se demostrard en el siguiente capitulo (proposicién 3.6), entonces e-
xiste un automorfismo que manda a la flecha uou; a la flecha 01. Ya que
N*++({0,1},STh;) = {4,5} se concluye que ST}; no contiene un TT;.
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Figura 2.9. ST] 1

Sea U = {0, 1,4, 5} entonces, por la observacién 2.10, (8T - {0,1,4,5})
< 3, se sigue que {STy) < 4.

Supongamos que {ST11) < 4 entonces una 3-coloracion aciclica tendria
dos clases cromdticas, S; y 52 de cardinalidad 4 y una clase cromadtica,
S5 de cardinalidad 3. Por lo dicho anteriormente, podemos suponer que
S, es Up. Es facil ver que las dnicas posibilidades para S, son {2,3,6,7},
{9,10,2,3}, {6,9,7,10} y {9,2.3, 7} y entonces S; tendria que ser {8,9, 10},
{6,7,8}, {2,3,8} ¢ {6,8,10}, respectivamente, pero todas estas ternas in-

ducen tridgngulos ciclicos, lo cual contradice que S; es monocromatico. O

Otro resultado importante, cuya prueba puede verse en [7], es el siguiente,



Capitulo 3

Automorfismos de ST, STi1y
STis

Sea n un numero natural y A, un conjunto no vacio contenido en Z, — {0},
cerrado bajo la multiplicacién.
Sia€ AybeZ, definimos
fa,b : Zn - Za

T ar-+b

L ={fap:a€AbELL}

Teorema 3.1. Sea § C Z, — {0} y A un subgrupo multiplicativo del grupo
de unidades de Z,, tal que a*J € J para todaa € A. Entonces L, 4 es un
subgrupo del Aut(ﬁn(a)).

Demostracidn.

1. Sea fap € Ln,a, tal que fan(1) = fap(v), entonces tenemos que autb=
ay + b por lo tanto u = v, asi que fo, €s inyectiva y por el lema 1.1 es

biyectiva.

25




26 Capitulo 3

2. Sea uv € A(ﬁﬂ(g)), entonces v — u € J, luego fop(v) — fap(u) =
av+b— (au+b) = a(v — z) € 3. Asf que f,(u)fup(v) € A(Tn(d)).

De 1 y 2 se tiene que f, € Aut(ﬁn(H)).

3. Sea fop ¥ farw € Lnoa, tenemeos que fop0 fop(z) = feplaz+b) =
a'(a,z + b) +¥ = fa"u,n'b+b" Por lo tanto fa,b © fu’,b’ = fa’a,a‘b+b‘ € Ln,A-

0

Corolario 3.2. St p es primo y J C Z, — {0} y A es un subgrupo del grupo
multiplicativo de Zp, tal que, a +J = J paru toda a € A, entonces L4 es
subgrupo de Aut(ﬁp(a)).

Ahora vamos a calcular los grupos de automorfismos de los torneos ST,
STy vy STha.

3.1 Automorfismos de ST%

Sea A7 = {1,2,4}, el conjunto de los residuos cuadriticos de Zv, entonces
tenemos, por el corolario 3.2 que Ly 4,, que denotaremos sélo como Ly, es
un subgrupo de Aut{57%).

Proposicién 3.3. L, es transitivo en flechas.

-Demostracién. Basta-ver-que cualquier-flecha pertenece a la misma 6rbita_

de la flecha 01. Sea ugu, € A(ST3) y sea
wlz) = (v —up)z + 1,

como u; — g € {1,2,4} y up € Z;, entonces p € Ly, tal que p(01) = uouy,
por lo tanto £7 es transitivo en flechas.
O
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Lema 3.4. El anico automorfismo que deja fijo cualquier flecha en el STy es
la identidad.

Demostracién. Por la proposicién 3.3, basta probarlo para la flecha 01. Sea
@ € Aut(STy), tal que p(0) = 0y ¢(1) = 1, entonces tenemos que

0({1,2,4)) = p(N*(0, ST7)) = N*(0,5T%) = {1,2,4}

0({2,3,5)) = o(N*(1,5T7)) = N*(1, $Ty) = {2,3,5}

pero como 1 queda fijo bajo ¢ y 1 € N¥(0,577), entonces 2 y 4 se quedan
fijos. Andlogamente, como 2 se queda fijo, 3y 5 quedan fijes. Por lo tanto
w=1d.

O

Teorema 3.5. El grupo de automorfismos de ST7 es L.

Demostracidn, Lo es subgrupo de Aut(STY), basta probar que Aut(ST7) C
L. Sea p € Aut(STy) con ©{01) = ab, por el lema 3.4, existe f € L7, tal
que f{p(01)} = 01, entonces por el lema anterior f oy = Id, por lo tanto
p=f"1els O

3.2 Automorfismos de STi;

Sea Ay, = {1,3,4,5,9}, el grupo de los residuos cuadraticos de Z;,, entonces
denotaremos Lu = Lll.A"-

Por el corolario 3.2 tenemos que L) es un subgrupo de Aut{ST,).

Proposicién 3.6. Ly, es transitivo en flechas.

Demostracion. Basta ver que cualquier flecha pertenece a la drbita de la
flecha 01. Sea upu; € A(ST1) y sea

wlz) = (1) — up)z + U
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como u; —up € {1,3,4,5,9} v ug € 2y, entonces ¢ € Aut(Ly;) y ademas
©(01) = uguy, por lo tanto ST, es transitivo en flechas en Ly,. 0

Lema 3.7. El inico automorfismo que deja fijo cualquier flecha en el STy,
es la identidad.

Demostracidn. Por la proposicion 3.6, basta probarlo para la flecha 01. Sea
p € Aut(STy,), tal que @{0) = 0y (1) = 1, entonces tenemos que

(P(N+(01 STH)) = tp({1,3, 4: 5: 9}) = {]'J 31 4) 5: 9}
asi que {3,4, 5,9} es invariante bajo ¢, ademds
@w(N*(1,8T0)) = ¢({2,4,5,6,10}) = {2,4,5,6,10}

por lo que tenemos que {3,4,5,9} N {2,4,5,6,10} = {4,5} es invariante, de
ahi que 4 y 5 se quedan fijos y, por consiguiente, 3 y 9 también y el conjunto
{2,6,10} se queda invariante. También tenemos que

w(N*(3,STn)) = ¢({1,4,6,7,8,}) = {1,4,6,7,8}

por lo que el conjunto {6,7,8} queda invariante bajo p, entonces 6 queda
fijo y, por consiguiente, 2,7,8 y 10 también, asi que v = Id. O
Teorema 3.8. El grupo de automorfismo de STy, es Ly

Demostracién. Sabemos que L, es subgrupo de Aut{ST1,}, por lo que basta
probar que Aut(STy;) € Ly;.

T T T T T 7= "Seaw € Aut{STy )y por el-lema-3. 7 existe-f-€ Ly y;-tal que fp(01)-=.01, — .
entonces por el lema anterior f o = Id, por lo tanto ¢ = f~! € L5. O

3.3 Automorfismos de ST}3

Tenemos que A;3 = {1,3,9}, un subgrupo del grupo multiplicativo de Z)3
yd=1{1,2,3,5,6,9} ademds {2,5,6} es una clase lateral médulo {1,3,9}
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en Zy3 — {0}, entonces, por ¢l corolario 3.2, L3 = L34, s subgrupo de
Aut(STm).

Proposicion 3.9, Hay dos drbitas de flechas respecto a Aut(ST3) y tam-
bién respecto a L3, representadas por 01 y 02.

Demostracion. Obviamente las flechas de una misma amplitud estdn en un
misma 6rbita respecto a L.3. Las flechas de amplitud 1,3,9 pertenecen a
una misma 6rbita y las flechas de amplitud 2,5,6 pertenecen también a una
misma 6rbita respecto a Ly3. Por consiguiente hay a lo mas dos érbitas de
flechas en STi; tanto respecto a £13 como 2 Aut(STy3). Esas drbitas estan

representadas por 01 y 02.

Supongamos que 01 y 02 pertenecen a una misma oérbita respecto a
Aut(S5T3), entonces existe p € Aut{STy3), tal que (01} = 02 entonces
@(0) = 0, por lo que se tiene que @(N*T(0,5Ty,)) = N*(0,5T,) =
{1,2,3,5,6,9} ademds, (1} = 2 por lo que {N+{1, N*(0,8T;)})
N*+(2, N*(0, STis)), pero dH(1, N*(0,STis)) = 3 y d*(2, N*(0,5Ti3)) = 2
lo cual es imposible, por lo que para toda p € Aut(STy3), ©(01) # (02). O

Ohbservacién 3.10. Por la proposicién 3.9 las érbitas de flechas de STi3
respecto a Aut{S57T);3} son las mismas que con respecto a L3.

Proposicién 3.11. ST — @, donde a = {u,v}, es rigido para u,v €
V(ST];;), u §£ v.

Demostracion. Por la proposicién anterior basta probar la afirmacién para
{u,v} = {0,1},{0,2}.

Caso I. a = {0,1}

Ya que NTT({0,1},571;) = {2,3,6} entonces 2,3 y 6 son los vértices
cuya invecindad tiene orden 4 en §Ti3 ~ {0,1} y por lo tanto {2,3,6} queda
invariante bajo Aut(ST; — {0,1}).



30 Capitulo 3

Anélogamente N~~({0,1},5713) = {8,11,12}, la invecindad comiin de 0
¥ 1, esinvariante y (STi3—{0,1})—(N~-"({0, 1}, ST;)UN ({0, 1}, 5T1)) =
{4,5,7,9,10} también es invariante bajo Aut(STy; — {0,1}). Ademas

3/ 11
/_\_0/4 ;A
2 @ : 12

9

Figura 3.1.

| {8,11,12} NN*(6,5T;5 — {0,1})| = 3
[{8,11,12} N N*(3,5T1s ~ {0,1})| = 2
| {8,11,12} N N*(2,5T13 - {0,1}}} = 2

como se ve en la figura 3.1, de donde se deduce que 6 se queda fijo y por

consiguiente también 3 y 2.




Automorfismos de 8Ty, ST ¥ STha 81

De igual manera tenemos que

|{2,3,6}NN-(8,5Tiz - {0,1})j = 3
[{2,3,6} N N~(11,5T;3 - {0,1}}| = 2
142,3,6}NN-(12,5Ti; — {0,1})] = 2

por lo tanto 8 queda fijo ¢ igualmente 11 y 12.

En T' = T[{4,5,7,9,10}}, tenemos que d*t(4,7") = 4 y luego 4 queda
fijo. d*(5,T") = d*(7,T") = d*(9,T") = 1 y d*(10,7") = 0 por lo que 10 se
queda fijo y {5,7,9} es invariante,

Pero {5,7,9}NN~(2,STi3—{0,1}) = {9}, de donde tenemos que 9 queda
fijo y consecuentemente 5 y 7 quedan fijos también.Por lo tanto 5T —{0,1}
es rigido.

Caso 1. o = {0,2}.

De igual manera al caso anterior tenemos que

N++({0,2})= {3=5}
N--({0,2)) = {10,12}

quedan invariantes como conjuntos bajo todo automorfismo de STyz —
{0,2}, entonces 3,5,10 y 12 se quedan fijos, por lo que {1,4,6,7,8,9,11}
queda invariante bajo todo automerfismo de STy — {0,2}.

Como 3 esté fijo, su invecindad debe quedar invariante, N —({3},5Tws —
{0,2}) = {1,7,10,11}, donde 10 est fijo, por lo que {1,7,11} es invariante,
pero este ditimo induce un 3-conjunto aciclico por lo que 1,7 y 11 se quedan
fijos.

Como 5 queda fijo N=(5,5T13 — {0,2}) = {3,4,9,12} es invariante y
como 3 y 12 estdn fijos 4 y 9 también lo estan. Finalmente 6 y 8 también
quedan fijos. Asi que STys — {0,2} es rigido. O

Proposicién 3.12. El torneo STi3 — {0,1} 2 STis — {0,2}.
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Demastracion. Sea Ty = STys — {0,1} y T = 5733 — {0,2}. Tenemos que
N*+({0,1}, 8T13) = {2,3,6} es el conjunto de vértices en T} cuya invalencia
es 4 y N**({0,2}, STis) = {3,5} es ¢l conjunto de vértices en T3 con inva-
lencia 4. Asi que si T} fuera isomorfo a T bajo el isomorfismo ¢, tendriamos
que el conjunto {3,5} seria la imagen bajo ¢ del conjunto {2,3,6}, lo cual
es imposible. 0O

Teorema 3.13. El conjunto L3 es el grupo de automorfismos de $71,.

Demostracidn. Como L3 es subgrupo de Aut{ST13), basta ver que Aut(S5T3,)
g Ll3-

Sea p € Aut(ST}3). Tenemos que por la proposicion 3.9, ¢{01) estd en la
érbita de 01 respecto a Aut(STy3) y por la observacién 3.10 estd en la 6rbita
de 01 respecto a L3 por lo tanto existe f,, € L3, tal que fou(p(0)) =0y
Jap((1)) = 1, asi que por la proposicién 3.11, tenemos que f, y0|s7y,— (0,1} =
Id, luego f.p 0 ¢ = Id, por lo tanto (p:f;,,f € Lia. O

Corolario 3.14. El tinico automorfismo que dejo fijo al 0 y al 1 es la iden-
tidad.

Demostracion. Sea fup € Aut{STy3) tal que fo5{(0) = 0y fop(1) = 1, en-
tonces tenemos que a(0) + & =0y a{1l) + b = 1, de donde se sigue que a = 1
¥y b=0, porlo que f,, = Id. O



Capitulo 4
Orbitas

En el capitulo anterior se obtuvo que los torneos ST; y ST1; tienen una sola
érbita de flechas y que el torneo ST dos, de las cuales se dio el sistema de
representantes {01,02}. Cabe sefialar que estos tres torneos son transitivos en
vértices, puesto que son torneos circulantes. Ahora se encontrardn sistemas
de representantes de torneos de orden 3 y 4 en estos mismos torneos.

4.1 Orbitas en ST}

4.1.1 Orbitas de tridngulos
Tridangulos aciclicos

Sea T un tridngulo aciclico en 877 y (g, 1, uz) la trayectoria dirigida en T',
por la proposicion 3.3 existe otro tridngulo aciclico T' en la érbita de T, tal

que contiene la trayectoria dirigida (0,1,45). Ya que
N**({0,1}, 5T7) = {2}

el tnico valor posible para 4 es 2. Asi que existe una sola érbita de tridngulos
aciclicos en 7%, cuyo representante esta inducido por {0, 1,2}. Dicho de otro

33
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modo, Aut(STy) actia transitivamente en los tridngulos aciclicos.

Tridngulos ciclicos

Procederemos de manera dnaloga a como se hizo con los tridngulos aciclicos.
Sea T un tridngulo ciclico en ST, entonces existe otro tridngulo ciclico en la

misma 6rbita de T que contiene a la flecha 01. Y como tenemos que
N~*t({0,1},8T7) = {3,5},

si {0,1,3} y {0,1,5} pertenecieran a la misma érbita entonces sus residuos
también estarian en la misma érbita, pero STy — {0,1,3} & TZ y STy —
{0,1,5} & T}, asi que hay dos érbitas de triangulos ciclicos en ST7, donde
un sistema de representantes es {{0,1,3},{0,1,5}}.

4.1.2 Orbitas de TT,

Como ya se demostré en la proposicién 2.2, ST; no contiene ningin T'T).
Veamos las érbitas de los otros Tj.

Orbitas de T}

Sea T un subtorneo de 577 isomorfo a T}. Procediendo como hasta ahora
podemos suponer que el tnico tridngulo ciclico de T estd inducido por {0,1, 3}
¥y puesto que

| ]-\-';:-:({0: 1, 3}7TST7) = {6}
tenemos s6lo una dérbita de T)’s en ST,
Orbitas de T?

Antes que otra cosa, héy que notar que 77 es el dual de T}, es decir uno se
obtiene del otro invirtiendo el sentido de las flechas. Por lo que también sélo
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hay una érbita de T en ST, que esta representada por la cuaterna {0, 1, 4, 6}
que es la imagen de {0, 1,3,6} bajo el antiautomorfismo ¢(z) = —z de ST5.
Orbitas de T3

En primer lugar notemos que T} contiene un tinico triangulo aciclico H, tal

que el vértice restante u, tiene un iinico invecino en H que es el pozo de H.

Cada T isomorfo a T en ST tiene un representante T en su 6rbita tal
que T'[H'} es inducido por {0, 1, 2}, puesto que

NTH{0,1,2}, 5Ty) = {6}

existe una tnica orbita de T3's en ST representado por el subtorneo inducido
por {0,1,2,6}.

4.2 Orbitas en ST

4.2.1 Orbitas de tridngulos
Tridngulos aciclicos

Sea T' un tridngulo aciclico en STh; ¥ {(ug, u1,uz) 1a trayectoria dirigidaen T,
existe un tridangulo aciclico 7" en la misma drbita que T, que contiene una
trayectoria dirigida de la forma (0,1, u}) ya que el Aut{STy,) es transitivo
en flechas y como

N**({0,1},8T) = {4,5}

tenemos que los valores posibles para u;, son 4 y 5. Por el lema 3.4 existen dos
érbitas de tridngulos aciclicos en 5T, donde tenemos que {{0,1,4}, {0,1,5}}

es un sistema de representantes.
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Tridngulos ciclicos

En forma 4naloga para encontrar un sistema de representantes de los tridn-
gulos ciclicos basta considerar de éstos sélo a los que contienen a la flecha

01. Y ya que
N7*({0,1},5Tu) = {2,6,10}

entonces las posibles ternas ciclicas son {0,1,2),(0,1,6) y (0,1,10). Los
automorfismos de §Ty;; f(r) = z+ 10 y g{x) = 5z + 1 mandan la terna
(0,1,2) a las ternas (0,1,10) ¥ (0,1, 6), respectivamente. Por lo tanto STy,
es transitivo en tridngulos ciclicos.

4.2.2 Orbitas de Ty
Orbitas de TT

Sea T un subtorneo de S7T1; aciclico de orden 4, por la seccién anterior existe
un subtorneo aciclico 77 de ST}; en la misma érbita de T que contiene una
trayectoria dirigida de la forma (0,1, 4, u3} 6 de la forma (0,1,5,u}). Y ya
que

N¥Y++({0,1,4},8Tn)
N+*++({0,1,5}, STy1)

{5} ¥
0:

-—  la-tinica posibilidad .es u5-=_5.y la cuaterna ordenada.que se obtiene es
{0,1,4,5} que es un representante de la iinica 6rbita de torneos aciclicos en
ST

Orbitas de T

Si T, isomorfo a T}, es un subtorneo de STy, entonces puede encontrarse
otro representante de la érbita de T, cuyo tridngulo ciclico sea inducido por
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{0,1,2} y como
N™T7({0,1,2},5T,) = {8}
entonces existe una sola érbita de T} en ST, representada por el suBtorneo
de STy, inducida por {0,1, 2, 8}.
Orbitas de T2

Como 7} consta de una sola drbita en STy entonces tenemos que STY,
también es transitivo en T2's y {0, 3,9, 10} es representante de la dnica érbita
de T‘? en ST“.

Orbitas de T}

Como se hizo anteriormente con las 6rbitas de 72 en ST3, para encontrar un
sistemna de representantes de las rbitas de los T3 en STy; basta considerar
aquellos TJ's que tengan como subtorneo H al subtorneo de STy, inducido
por {0,1,2}. Asi que

NTTH{0,1,2}, ST ) u NYH({0, 1,2}, STv)
U Nt ({0,1,2},8Tn)
{6,3,4}

N*t27({0,1,2}, ST,)

Nota. El conjunte N*r== ({z,...Z,, Tpy1-..Zngm}, T ) denota al con-
junto de los wértices que son exvecinos de n vértices del conjunto
{T1...ZTp, Tus1 .- -Tnem} € invecinos de los restantes vértices, m, de este con-

junto en el torneo T. Por ejemplo:

Nt = Nt Nty N

El tnico automorfismo de STy, que deja invariante el tridngulo {0, 1,2}
es la identidad, pues los otros posibles automorfismos, que son f(r) =
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z+ 1y g{z) = 92+ 2, no lo hacen. Tenemos que un sistema de repre-
sentantes de las érbitas de 73's en ST}, consta de 3 elementos los cuales son
{0,1, 2,6} , {0, 1,2,3} ¥ {0,1, 2,4}.

4.3 ()rbitas en ST13

4.3.1 Orbitas de tridngulos
Tridngulos aciclicos

Sea T3 un tridngulo aciclico en ST3 y (ug, u;, ug) una trayectoria dirigida
en STy3 por la proposicidn 3.9, existe otro tridngulo aciclico T' en la misma
érbita de T, tal que 0 es la fuente y ademas T' — {0} tiene como fuente a 1
6 2. Sea uj el tercer vértice.

Las posibilidades para uj; en el primer caso son 2, 3y 6, ya que N*+({0,1},

SThs) = {2,3,6} y en el segundo caso 1, puede ser 3 6 5, por lo tanto, los dos
grupos de ternas correspondientes a V(T’) son {0,1,2},{0,1,3},{0,1,6} ¥
{0,2,3},{0,2,5}, respectivamente. Falta ver si no existen dos representantes
de una misma érbita dentro de alguno de estos dos griupos de ternas.
" "= La itnagen bajo cualqiier automorfismo de=ST}; d¢ una terna delprimer ——
grupo manda el Genel Oy el 1enel 1y ya que STy — {0, 1} es rigido, por
la proposicién 3.11, la terna queda fija y se sigue que las ternas del primer
grupo pertenecen a drbitas distintas.

Anélogamente {0,2,3} y {0,2,5} pertenecen a érbitas distintas.

Asi que tenemos un sistema de representantes de érbitas de tridngulos
aciclicos, A3 = {{0,1,2}, {0, 1,3}, {0,1,6},{0,2,3},{0,2,5}}.
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Tridngulos ciclicos

De manera angloga a como se hizo con los tridngulos aciclicos, para cada
triingulo ciclico existe otro en la misma érbita que contiene a la flecha 01 6
ala 02.

Ya que

N-*({0,1},5Tws) = {4,7,10} y
N=+({0,2},5T1s) = {4,7,8,11},

entonces a lo mds tenemos 7 6rbitas distintas representadas por las ternas
{0,1,4}, {0,1,7}, {0,1,10}, {0,2,4}, {0,2,7}, {0,2,8}, {0,2,11}. Las cor-
respondientes ternas de saltos involucrados (en orden ciclico) son, respecti-
vamente, {1,3,9}, {1,6,6}, {1,9,3}, {2,2,9}, {2,5,6}, {2,6,5} ¥ {2,9,2}.

Nétese que si T es un tridngulo ciclico y (e,b,¢) es su correspendiente
terna de amplitudes de saltos involucrados en orden ciclico y ¢ un automor-
fismo en S§T73, entonces p(T) tiene como correspondiente terna de amplitudes
a (ka, kb, kc) para alguna k € {1,3,9}.

Para & = 3 las ternas ciclicas de saltos que se obtienen son las siguientes:
(1,3,9),(3,5,5),(3,1,9),(6,6,1), (6,2,5), (6.5,2) ¥ (6,1,6). Es fdcil ver que
st alguna repeticién de ternas se presenta al tomar k = 9, ésta ya se presenté
al tomar k = 3.

Las iinicas ternas que repitieron con & = 3 son (1,6,6),(2,2,9) y (2,9, 2),
ya que la otra aparente repeticién no es tal pues el orden ciclico no es respeta-
do. Asi que tenemos que {0,1,7},{0,2,4} y {0,2,11} podrian estar en la
misma érbita y si lo estan, pues existe ¢, ¢ € Aut{ST);), donde @(z) = z+2
y ¢(z) = 3(z) + 1, por lo que ¢(p({0,2,11}}) = 6({0,2,4}) = {0,1,7}.
Asi que tenemos que Cy = {{0,1,4},{0,1,10},{0,1,7},{0,2,7},{0,2,8}}
es un sistema de representantes de las érbitas de tridngulos ciclicos en ST;.
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4.3.2 Orbitas de Tj en STi3
Torneos aciclicos de orden 4

Sea T = T'T, en ST3 y existe un subtorneo T” aciclico de 5713 en la misma
érbita de T' que contiene una trayectoria dirigida de la forma {(uf, uf, uj, 1)),
donde T"[uf, u}, u}] es uno de los subtorneos de 5733 inducidos por un miem-

bro de A;. Como tenemos que

NHHH({0,1,2},8Ta) = {3}
Nt¥H(10,1,3},8Ts) = {6};
NTH({0,1,6},8Ts) = {2};
N+++({0,2:3}1ST13) = {5} Y
NTt({0,2,5},5T)= 0,

las tinicas posibilidades para (uf, u}, ub, u3) son (0, 1, 2, 3),(0, 1, 3,6},(0, 1,
2,8) y (0,2, 3, 5) las cuales originan a subtorneos que pertenecen claramente

a Orbitas distintas.

Orbitas de T}

Sea T un subtorneo isomorfo a T}. Procediendo como antes podemos suponer
que el tridngulo ciclico de T estd inducido por un miembro de C3. Ya que

N=="({0,1,4},5T3) = {8,11,12};

NS =
NT7({6,1,7},8Ts) = {11};
N7™({0,2,7},8T,) = &y
N777({0,2,8},SThs) {12},

Il

y como las cuaternas (0,1,4,8), (0,1,4,11) y (0,1,4, 12) pertenecen a la
misma drbita, pues la funcién ¢(x) = 3z+ 1 manda a (0,1,4,8) a (0,1,4,12)
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y a ésta ultima a la cuaterna (0, 1, 4,11), entonces claramente
B‘“ = {{0: 114: 8} : {01 11 8: 10} 1 {0: 2:8y 12} 3 {Oi 1! 71 11}}

da origen a un sistema de representantes de las 6rbitas de T} en STis.

Orbitas de T?
Puesto que T7 es dual de 77, tenemos que
By, = {{0,5,9,12},{0,3,5,12} ,{0,1,5,11},{0,2,6,12}}

es un sistema de representantes de érbitas de 77 en STh;.

Orbitas de 3

Sea T isomorfo a T} un subtorneo de 5T}, éste tiene un representante 77 en
su drhita, tal que el torneo H', el tinico tridngulo aciclico en 77, es inducido

por algin miembro de As;. Ya que se tiene que

N=7*({0.1,2},5T3) = {8,11};
N=*({0,1,3},STi) = {8,12);
N7H({0,1,6},5T1;) = {8,11,12};
N™7*({0,2,3},5T;) = {12} ¥
N™7*({0,2,5},5T;) = {10},

las posibilidades para (ug, u}, 1}, u}), donde (up, 1}, u5) es una trayectoria
dirigidaen T'[H") son (0, 1,2,8),(0,1,2.11),(0, 1,3,8),{0,1,3,12),(0, 1,6,8),
(0.1,6,11),{0,1,6,12),(0,2,3,12) v (0,2, 5,10), pero por el corolario 3.14
Ba = {{0,1,2,8},{0,1,2,11},{0,1,3,12} ,{0,1,6,8}, {0, 1,6, 11},
{0,1,6,12},{0,2,3,12} {0, 2.5, 10}}

es un sistema de representantes de T} en STys.
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Subtorneos Ligados y

Distincién Fuerte de Residuos

Definamos T, el conjunto de todos los torneos de orden r, salvo isomorfismeo.
Sea T un torneo y 7, un conjunto de torneos de orden r y sea (7, T) un
sistema de representantes de las orbitas de los subtorneos de T" orden r que
son isomorfos a un miembro de 7.. Diremos que Q(7,,T) distingue fuerte-
mente residuos en T si para todo «, 8 € §(r,, T, con o # 3, se tiene que
T—az2T-p4,donde T —ay T — 8 son llamados los residuos de a y g en

T, respectivamente.

En este capitulo probaremos que para r € {2,3,4}, r € {2,3} y T €
{8, 8Ts}, T = ST, respectivamente, §YT,,T) distingue fuertemente
residuos y que para todo o un miembro de Q(T,,T), T —a estd ligadoen T

Observacidn 5.1. Nétese que si (7, T') distingue fuertemente residuos en
Ty 7. C 7+, entonces (7, T") distinguefuertemente residuos en T

43
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5.1 Distincion Fuerte de Residuos

5.1.1 STy
Sistema de representantes de tridangulos en ST;

Como se vid en el capitulo anterior, tenemos que
Q(Ts, 8Tr) = {{0, 1, 2} 0,1, 3} +{0,1,5}}.
Puesto que:

N™({0,1,2},8T%) = @
N=77({0,1,3},5T7) = {6};
N {{0,1,5},8T7)= @&

y por la observacién 1.3, el residuo de {0,1,2} en ST; se distingue de los
otros residuos. Ademds tenemos que STy — {0,1,2} es isomorfo a T3 y
ST; — {0,1,5} lo es a T2, por lo tanto £2(T;, 5T%) distingue fuertemente
residuos en ST;.

Sistema de representantes de torneos de orden 4 en 5T

Tenemos que (T4, ST7) = {{0,1,3,6}.{0,1,4,6},{0,1,2,6}} y ademis

TTST -{0,1,3,6)] = T2 45Ty T T
T[STis — {0,1,4,6})] = T{2.3,5]=Ts y
T(STys - {0,1,2,6})] = T({3,4,5}| =TT

Asi que tenemos que }{T4, 577) no distingue fuertemente residuos en
STy, pero si 7y = {T}, T3}, entonces )74, STy) distingue fuertemente resi-
duos en ST5.
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5.1.2 STy
Sistema de representantes de tridngulos en STy

Por la seccién 4.2.1 tenemos que (T3, STu) = {{0,1,4}, {01, 5},{0,1,2}}
es un sistema de representantes de tridngulos en ST;;. Como tenemos que:

N+++({0, 1, 4} ,STH) = {5} 3
N+++({0,1,5},ST11) = @ Y
N+++({0,1,2},ST]1) = {5},

podemos distinguir al residuo de {0,1, 5} en STy de los residuos de {0,1,4}
y de {0,1,2} en STy, puesto que en estos dltimos hay un vértice en cada
uno que no es exvecino de ningin otro vértice y en ST — {0,1, 5} no hay
tal vértice. Y ya que

N-~({0,1,4},5Tn)
N—({0,1,2},5Tn)

Qy
{8},

I

en STy, — {0,1,2} hay un tnico vértice con exvecindad vacia y en STi; —
{0,1,4} ningiin vértice cumple tal condicién, asi que el residuo de {0,1,4} se
distingue del residuo de {0, 1,2} en S§Ty. Por lo que Q(T,, STu) distingue
fuertemente residuos.

Sistema de representantes de torneos de orden 4 en STy

Sabemos que

Q(T-hSTll) = {{011:4:5}1{011=2:8}:{01319:10}»{0,1,2=6}1{011:213}:
{0,1,2,4}}.
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S

Tenemos que:

Nt+4(10,1,4,5} ,5Tn)
N+T++({0,1,2,8},5T))
N0, 3,9,10}, STy;)
NTH+4({0,1,2,6},5T)
Nt*t1(]0,1,2,3},5Ty)
Nt+H(10,1,2,4}, STy)

]

n

|
=5 s S S

¥
{5}.

Asi que, claramente, STy, — {0,1,2,4} se distingue de los residuos de los
demds Ty € (T, 577;). Ademds tenemos que:

H

N—"({0,1,4,5} ,8Ty) o,
N-"7({0,1,2,8},8Ty) = @
N—"{{0,3,9,10}, STy;) o;
N=7({0,1,2,6},5Tu) = {8} ¥y
N™""7({0,1,2,3},5T) 9.

De igual manera a como distinguimos $Ty;— {0, 1, 2,4} lo hacemos ahora con
8T, = {0,1,2,6} de los restantes residuos. Para distinguir a los residuos de
{0,1,4,5},{0,1,2,8},{0,3,9, 10} y {0,2,2,3} vamos a ver cudntos vértices
hay en cada residuo con invecindad vacia.

Asi tenemos que:

TOUNYT({0,1,4,5),8T) = {OF; T~ T T
Nt-({0,1,2,8},8Tn) = {5,6};
Nt~({0,3,9,10}, 5T) {1,4} ¥
Nt=({0,1,2,3},5Tu) {4,5,6}.

i

de donde, se puede ver que STy, ~{0,1,4,5} y STh, ~ {0, 1, 2, 3} se distinguen
entre si y de los demds, puesto que en el primero hay un sélo vértice con
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invecindad vacia, en ¢l segundo hay 3 y en los dos restantes hay 2. Si 57}, —
{0, 1,2, 8} no se distinguiera de STy, — {0, 3,9, 10} entonces tendriamos que
{5,6} en STy, — {0,1,2,8} irfa a dar bajo un isomorfismo v a {1,4} en
8Ty - {0,3,9,10} de donde se tiene que (5} = 1 y ©(6) = 4 por lo tanto

90({6=9710r3}) (,O(N+(5,ST“ - {0711218}))
N*(1,8T), - {0,3,9,10})

= {2,4,5,6)}.

il

Se sigue entonces que ¢{{9,10,3}) = {2,5,6} pero tanto {9,10,3} como
{2,5,6} inducen tridngulos aciclicos, cuyas trayectorias de longitud 2 son
{9,10,3) y {2,5, 6), respectivamente, por lo tanto (3) = 6, pero d*(3, 577, —
{0,1,2,8}) = 3 y d*(6,ST1, — {0,3,9,10}) = 2 por lo tanto los residuos de
{0,1,2,8} y {0,3,9,10} se distinguen entre si. As{ que Q(T;, ST},) distingue

fuertemente residuos en S73;.

5.1.3 513
Sistema de representantes de tridngulos en STy;

Como se puede ver en la seccidn de érbitas de tridngulos, seccién 4.3.1, en
STI:&;

A; = {{0,1,2},{0,1,3}, {0, 1,6}, {0, 2,3}, {0,2,5}}
Cy = {{0,1,4},{0,1,10}, {0,1,7},{0,2,7},{0,2,8}}

son sistemas de representantes de dérbitas de triangulos aciclicos y ciclicos,
respectivamente, asi que (T3, 5T13} = Az U C;. Puesto que se tiene que:

N++1({0,1,2})) = {3} N+++({0a1=4}) = {5};
N++({0,1,3}) = {6} N*T*H({0,1,10}) = {2,3,6};
NH*({0,1,6}) = {2} NYTH({0,1,7}) = {3}

N+++‘({0=2:3}) = {5k N+++({0=217}) {3};
NHH({0,2,5}) = 0y NTTH({0,2,8}) = 0.
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Es facil ver que §Ty3 — {0,1,10} se distingue de los demds residuos y
que Jos residuos de {0,2,5} y {0,2,8} pueden confundirse entre si, pero
si se distingue del resto aunque algunos de los residuos restantes pueden ser
isornorfos entre si. Distingamos primero los residuos de {0, 2, 5} y de {0,2,8}

entre ellos. Ya que

N7({0,2,5},5T) = {12} y
N‘-—_({Oazlg}:STH) = {12}$

la exvecindad de 12 en STy — {0,2, 5} iria, bajo el isomorfismo, a la exvecin-
dad de 12 en ST3 — {0, 2,8} en caso de no distinguirse, pero se tiene que

T[N+(12, ST13 - {0, 2,5})] = TT;; ¥
TIN*(12, 5T — {0,2,8))] = T,

por lo que ST\3 — {0,2,5} se distingue de ST1; — {0, 2,8}
Ahura veamos que los residuos de los tridnguios {0, 1,2}, {0,1, 3}, {0,1,6},
{0,2,3},{0,1,4},{0,1,7} y {0,2,7} son mutuamente no isomorfos. Nétese

que en todos estos residuos existe un unico vértice v con invecindad de car-

IR

dinalidad 3, que es el exvecino de la terna correspondiente. Supongamos que
dos de los residuos no se distinguen. Claramente, las exvecindades de v para

esos dos residuos serian isomorfos. Observemos que

TiN-({3},5Tis - {0,1,2})] = T{7,10,11}) = Ty
TN-({6},5T1s— {0,1,3})] = T[{4,510)] = TTy

—— TN-({2}, 8T =H{0;1, 6})]—=- - T[{9;10;12}} - & TT;-— B
TIN-({5},5Tis - {0,2,3))] = T[{4,9,12)] = T
TIN-({6},5Ts — {0,1,4})] = T[{3,5,10)] =~ TCgy
TIN-({3},5Ths - {0,1,7})] = TI{2,10,11}] & TTyy

L

T(N~({3},5Ts - {0,2,7})] T[{1,10,11}]
por lo que se sigue que los residuos de los miembros de

Ry ={{0,1,2},{0,2,3},{0,1,4}, {0,2,7}}
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en STy se distinguen de cualquier residuo de miembros de

R; ={{0,1,3},{0,1,6},{0,1,7}}

asi que basta distinguir entre los residuos de miembros de R; y entre los
residuos de miembros de R,.

Empecemos por distinguir los residuos de los miembros de R, entre si.
Para ello consideremos la siguiente tabla.

T3 +s | —(+a2) | —a(=(+3))
{0,1,2} | {3} | {7,10,11} {5}
{0,1,4} | {6} | {3,5,10,} ¢
{0,2,3} | {5} | {4,9,12} ]
{0,2,7} { {3} } {1,10,11} } {5,8,9}

Nota. En la tabla denotamos a la exvecindad de las ternas como +3, es decir,
NH(T3,8T3) = +3, v en las columnas siguientes denotamos la invecindad o
exvecindad de la columna anterior como —{*) 6 +(+) donde * se refiere al

conjunto considerado en la columna anterior.

Observando la cuarta columna de la tabla concluimos, por la observacién
1.3, que la primera terna se distingue de la cuarta y ambas se distinguen de
las restantes. Asi que ahora distinguiremos entre si los residuos de {0,1,4}
y {0,2,3}.

Consideremos los residuos @, y @z de {0,1,4} y {0,2,3}, respectiva-
mente. Un posible isomorfismo entre ellos debe mandar el vértice 6 al 5,
la terna {3,5,10} a la {4,9,12} y el conjunto @; — {6,3,5,10} al @, —
{5,4,9,12}. La exvecindad de cada uno de los vértices 3,5 y 10 en @ —
{6,3,5,10} es de orden 3 y en carmbio el vértice 12 tiene sélo 2 exvecinos en
@, — {5,4,9,12} por lo que se sigue que 12 no puede ser imagen de uno de
los vértices 3,5 6 10 bajo el isomorfismo, lo que da una contradiccidn.

Ahora distingamos entre si a los miembros de H,. Utilicemos la siguiente
tabla:
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Ty +3 | —(43) = (g, 1, u2) | N~ (ug) = (21, T2, T3, Z4) N~ (z,)
{0,1,3} | {6} (4,5, 10) (2,8,11,12) {2,5,6,7,12)
{0,1,6} | {2} (9,10,12) (3.8,7,4) {2,3,5,7,12}
{0,1,7} | {3} (10,2, 11) (4,9,8,5) {3,4,6,8)

Nota. La segunda columna, (g, u1,uz), es la trayectoria dirigida de longitud
2 en la invecindad de la exvecindad de la terna. Ademads los conjuntos que
se encuentran en la cuarta columna inducen un T3, el cual es rigido ¥ los
vértices estdn colocados de tal forma que los primeros son imagen uno del
otro bajo el isomorfismo entre los T}, anilogamente los segundos,terceros y
cuartos.

Observando la dltima columna de la tabla podemos saber que el residuo
de la idltima terna se diferencia de las demds, mientras que los residuos de
la primera y de la segunda terna podrian ser isomorfos, pero si fuera asi, de
la dltima columna concluiriames que el vértice 5 irfa, bajo el isomorfismo a
uno de los vértices 2,3, 5,7 6 12 lo cual contradice con lo que obtenemos de
la tercera columna, que nos dice que el isomorfismo manda el vértice 5 al 10,
por lo tanto (T3, $Ty3) distingue fuertemente residuos en STj3.

Sistema de representantes de torneos de orden 4 en ST};

Como se puede ver en el capitulo anterior en seccién 4.3.2, tenemos que

B, = {{0,1,2,3},{0,1,3,6},{0,1,6,2},{0,2,3,5}}

TBa = {{01,4,8},{0,1,8,10},{0,2,8,12}, {0, 1,7, 1} T
Ba = {{0,5,9,12},{0,3,5,12},{0,1,5,11},{0,2,6,12}}
By = {{0,1,2,8},{0,1,2,11},{0,1,3,8},{0,1,3,12},{0,1,6,8},

{0,1,6,11},{0,1,6,12},{0,2,3,12},{0,2,5,10}}

. son sistemas de representantes de érbitas de TTy's, T}'s, 72,5 y Td's, res-

pmtivamente, en ST13, asi que Q(Tq, ST-,r) = ByUByUBpUB;esun
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sistema de representantes de érbitas de T4. Para esto veamos las siguientes
vecindades:
T, +s | —a Ty +g | —4

{0,,2,3y | @ | 0 |{0,2,6,12}| @ | {10}
{0,1,3,6) | @ | ® | {0,1,2,8} | @ | {12}
{0,1,2,6} | @ | @ j{0,1,2,11}|{3}}| 9
{0,235 { 86| @ {{0,1,3,8 | & | @
{0,1,4,8} | @ |{12}|{0,1,3,12}} ® | {11}
{,1,8,10 | @ | & | {0,1,6,8} [ @ | @
{0,1,7,11} | {3} {0,1,6,11} | @ )

i
{0,2,812,} | @ | 0 |{0,1,6,12} [{2}| @
{0,5,9,12} | {1}| 0 |{0,2,3,12} { {5} | {10}
{0,3,512} | 8 | 0 |{0,2,510}{ @ | @
{01,511} [ 0 | @

Sea
Dl = {{01 11 21 3} ] {0) 1, 3)6} 1 {0) 1r2: 6} ? {0:2;3’5}? {0: 118: 10.} ]

{0,2,8,12}, {0, 3,5,12} , {0,1, 5,11}, {0,1, 3,8}, {0,1, 6,8},
{0,1,6,11}, {0, 2,5,10}}

el conjunto de las cuaternas que tiene exvecindad e invecindad vacia;

D, ={{0,1,7,11}, {0,5,9,12}, {0, 1,2,11} ,{0, 1, 6,12}}
el conjunto de las cuaternas con invecindad vacia y exvecindad de orden 1y
D; = {{0,1,4,8},{0,2,6,12},{0,1,2,8}, {0,1,3,12}}

las cuaternas con exvecindad vacia e invecindad de orden 1. Tenemos que
los residuos de miembros de un mismo conjunto D); pueden no diferenciarse
entre si, pero si se diferencian de los residuos de un miembro de otro D;.
Claramente el residuo de la cuaterna {0,2, 3,12} se diferencia de todos los
demds. Asi que distinguiremos los residues de miembros de cada D;.
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Empecemos con Dy:

' +3 Ti+3] —3 T[—3)
0,1,2,3} | {4,5,6} | TT3 | {10,11,12} | TT;
(0,136 | {920 | & | {1011} | &
01,62 | {73} | &2 | {1012} | K
02,35 | {68 | k. | {1012} | K,
{0,1,8,10} | {2,3,6} | T: | {5712} | Ts
{0,2,8,12} | {1,4,5} | T: | {6,7.10} | Ts
{0,3,5,12} | {1,6,8} | T | {7,10,11} | T;
0,1,511} | {3,6,7} | Ts | (89,12} | Ts
{0,1,3,8} | {4,6,9} | 1 | (11,7,12} | TT
{0,1,6,8} | {9,2) | K. | {125} | K.
{0,1,6,11} | {2,7.3} | TT» | {5,810} | TT
{0,2,5,10} | {3,6,11} | 5 | {8912} | Cs

Asi que podemos subdividir a D) en subconjuntos Dy; de tal manera que

en miembros de [; distintos sus resicuos se distingan.

Entonces tenemos que

Ry
I

{{o, 1,2,3},{0,1,3,8},{0,1,6,11}},
{{0, 1’3!6} r {01 1?6’ 2} L {0’ 2" 3’ 5} ? {01 1’ 6! 8}}
Ds = {{0,1,8,10),(0.2,8,12},{0,3,5,12}, 0,1,5,11},{0,2,5, 10}

5
!

son dichos subconjuntos.

Si los residuos de miembros de D), fueran isomorfos existirian ¢ : $77; —
{0,1,2,3} = ST}3-{0,1,3,8} y v: STy13—{0,1, 3,8} = STh3— {0,1,6,11},
-tal que tendriamos lo siguiente.
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(1, 8Ti5 ~ {0,1,2,3}) | w(u) | 1(e(u)
4 4 2
5 6 7
6 9 3
10 11 5
11 7 8
12 12 10

pero STi; — {0,1,2,3,4,5,6,10,11,12} = {7, 8,9} que induce un I'T; y los
conjuntos STy — {0,1,2,3,4,6,7,8,9,11, 12} = {2,5,10} ¥y STia —
{0,1,2,3,5,6,7,8,10,11} = {4,9, 12} inducen tridngulos ciclicos. Asi que
basta distinguir entre los residuos de {0,1,3,8} y de {0, 1,6,11}. Como
w(4) = 2, entonces

I

(,O(N+ (4, ST]3 - {Os 11 31 8}))
= N+(2, ST]S - {O! 1161 11}) )
{3,4,5,7,8}

©({5,6,7,9,10})

It

de donde
({5, 10}) = {4’5} 9(. {4,9, 12}

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, todo residuo de algin miembro
de Dy, se distingue de cualquier otro.
Supongamos ahora que todos los miembros de Dy, son isomorfos. Asi que

existen isomorfismos

ey STI3_ {051)316} _)ST13_{011:6:2};
[fey ST13—' {0,1,6,2} —)ST|3—{0,2,3,5} Yy
72 STw — {0, 2,3, 5} — ST13 — {0, 1., 6,8} ,

de donde se tiene que
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{u, ST1a — {0,1,3,6}) | @w1(u) | @2len(u)) | walwz(er(u)))
9 7 6 9
2 3 8 2
10 10 10 12
11 12 12 5

Pero

d+(91 ST13 - {01 1,3, 6}) d+(7s SThs — {0’ L6, 2})
4
d+(g,ST13 - {0}1:6!8})

= 3,

y d*(6,5T1; — {0,2,3,5})

H

por lo que los residuos de {0,1,3,6} y de {0, 1,6, 2} se diferencian de los
residuos de {0,2, 3,5} y de {0,1,6,8}. Entonces tenemos que

(pl(N+(9, ST&;; - {0, 1: 3: 6})
N*(7,8T; - {0,1,6,2})
{10,11,12,5}

¢1({10,11,12,5})

H

wi{{4,7,8)) = (ST - {0,1,2,3,5,6,9,10,11, 12})
= STy -{0,1,2,3,5,6,7,10,11,12})
=== = =489 — — = e —

pero T({4,7,8)] = T y T[{4,8,9}] 2 TTy. Por lo tanto ST;; ~ {0,1,3,6}
no es isomorfo a STy — {0,1,6,2}.

Ahora, si v,({7,8,9,11,12}) = ¢, (N*(6, ST;3 — {0,2, 3, 5}) = N*+(9,
5713 - {0,1,6,8}) = {10,11, 12,2, 5}, entonces

ei({7,9,11}) = {10, 11,12}
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pero T{{7,9,11}] = [ y T{{10,11,12}] = TT;, por lo que se distinguen
entre si los residuos de los miembros de Dha.

Veamos ahora que sucede con los residuos de los miembros de Dj3. Para

eso utilicemos la siguiente tabla.

Ty +3 -3 +3(+s) | —a(=3)
{0,1,8,10} | {2,3,6} | {5,7,12} {7} 0
{0,2,8,12} | {1,4,5} | {6,7,10} | {6,7,10} | {4,5}
{0,3,5,12} | {1,6,8} |{7,10,11} @ @
{0,1,5,11} | {3,6,7} | {8,9,12} | {8,9,12} | {3,6,7}
{0,2,5,10} | {3,6,11} { {4,9,12} {12} {3}

De las tiltimas dos columnas podemos ver claramente que todos los residuos
de los miembros de D3 se distinguen entre si.
Ahora distinguiremos entre los residuos de los miembros de £,. Veamos

la siguiente tabla.

Ty +3 =3
{0,1,4,8 | {6,9,10} | {11}
{0,2,6,12} | {5,8} 0
(0,1,3,12} | {2,5,6} | {7.10}

De la segunda columna podemos decir que los residuos de las cuaternas
{0,2,6,12} se distinguen entre si y de los dos restantes. De la tercera colum-
na se sigue que los dos residuos restantes se distinguen entre si. Por lo que
los residuos de cada miembro de Dy se distinguen de cualquier otro. Por lo
tanto Q(Ty, ST7) distingue fuertemente residuos.

Ahora estamos listes para el siguiente teorema.

Teorema 5.2. Sean Ty T" torneos con T' = {ST7, 5T, ST}, T'ETyn
tal que (7, T) distingue fuertemente residuos. Sean @, y Q; dos T-residuos
en T. Entonces Q, y @2 son isomorfos si y sélo si estan en la misma érbita.
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Demostracidn. El reciproco es obvio, asi que probaremos sélo la ida.

Sea ¢ : T — T" un isomorfismo, obviamente ¢~ 1{Q1) y ¢~ (Q2) son 7;-
residuos en 7. Si Q; = @ entonces ¢~ (@) & ¢~ !(Q2) de donde se sigue
que T — o @) y T"— ¢~ '(Q2) pertenecen a la misma érbita y se sigue que
@~ (@) ¥y ¢71(@2) pertenecen a la misma érbita.

Sea ¢ € Aut(T) tal que o(p~' (1)) = ¢ '(Q:) entonces pop~! €
Aut(T') tal que

wop™ (Qh) = e~ (Q2) = Qs

por lo tanto @, y @2 estdn en la misma drbita. ]

5.1.4 Ligamiento de los 7-residuos

Antes de empezar veamos el siguiente lema.

Lema 5.3. Sea W un subtorneo de un torneo T'y 8 C Aut(W) un conjunto
de generadores de Aut{W), entonces W estd ligado en T si y sélo si para
todo o € § existe & € Aut(T) tal que &lw = 0.

automorfismo de W se puede extender a un automorfismo de T, es particular
cualquier elemento de §

4=} Supongamos que para todo o € S tal que & € Aut(T) 3 &|lw = o.
Sea ¢ € Aut{W), entonces ¢ = g1,...,0:, con ¢; € S, asi que existen
&; € Aut(T) tal que &;lw = o,;. Entonces tenemos que ¢ = &y,...,04 €s la
extension a T de v, pues @lw = (51,...,8:) |lw =01, ..., 00 = 1. 0
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Ligamiento en STy
Residuos de T3 en STy

Recordemos que (T3, STy) = {{0,1,2},{0,1,3},{0,1,5}}. El residuo de
{0,1,2} induce un T}, que es rigido por lo que, claramente, es ligado en ST5.

5Ty —{0,1,3} = {2,4,5,6}, el cual induce un 77 no es rigido pero si estd
ligado en ST%, pues tenemos que los automorfismos de este residuo dejan fijo
al 6 y giran al tridngulo ciclico {4, 5,6} asi que por el lema 5.3, basta ver que
un automorfismo generador del grupo de automorfismo del {0,1, 3}-residuo
se puede extender a un automorfismo de ST;. Sea w(z) = 2z + 1, se puede
ver que ©{6) =6, »({3,4,6}) = {3,4,6} y »({0,1,3}) = {0,1,3}.

El subtorneo ST —{0, 1,5} = {2, 3,4, 6} que induce un T}, andlogamente
que el residuo de {0, 1, 3} no es rigido pero se tiene que el iscmorfismo gene-
rador @(z) = 2z + 5 se extiende en STT:

Residuos de T4 en ST

Tenemos que (T, ST7) = {{0,1,3,6},{0,1,4,6}, {0,1,2,6}}.

ST7;—{0,1,3,6} = {2,4, 5} es un tridngulo ciclico, donde el automorfismo
¢(z) = 4z 4+ 3 es un generador del grupo de automorfismo de {2,4, 5} que se
extiende a ST pues ©({0,1,3,6}) = {3,0,1,6}.

ST; - {0,1,4,6} = {2,3,5} también induce un tridngulo ciclico y el au--
tomorfismo generador que se extiende a STy es ¢(z) = 2z + 6.

El subtorneo STr — {0,1,2,6} = {3,4,5} es un tridngulo aciclico asf que
es rigido y por lo tanto estd ligado en ST5.
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Ligamiento en 5T},
Residuos de T; en STy,

Sabemos que (T3, STy) = {{0,1,4},{0,1,5}, {0,1,2}}. Como en 5Ty; —
{0, 1, 4} tiene un tinico vértice de invalencia 2, el vértice 5, éste debe quedarse
fijo bajo cualquier automorfismo de STy — {0, 1,4}, asi como también que-
da invariante la invecindad de 5, {2, 7}, lo cual implica que 2 y 7 también
quedan fijos. Como 5y 2 estdn fijos entonces tenemos que N¥1({2, 5}, §Tq;, -
{0,1,4}) = {3,6} queda invariante, por lo tanto 3 y 6 quedan fijos. De
aqui tenemos que {8,9,10} también queda invariante pero este induce un
tridngulo aciclico por lo tanto STy, — {0, 1,4} es rigido.

Como en STy, — {0,1,5} el vértice 7 es el tnico vértice con exvalen-
cia 2, éste y sus exvecinos 8 y 10 se quedan fijos, de aqui se sigue que
N~—({7,8},5T; — {0,1,5}) = {3,4} queda invariante, por lo que 3 y 4
estin fijos, asi que {2,6, 9} quedan invariante, pero N*(10, STy, —{0,1,5})n
{2,6,9} = {6,9} también es un conjunto invariante, por lo tanto todos los
vértices quedan fijos.

En ST;, — {0,1,2} tenemos que 5 es el inico vértice con invalencia 2y 8
el vinico con exvalencia 2 por lo que 5, sus invecinos 4 y 7, 8 y sus exvecinos 6
¥ 9, quedan fijos de donde se sigue que los 2 vértices restantes también estan
fijos.

Residuos de T, en 5T},

Tenemos que

‘Q(Th STH) = {{07 1,4, 5} ] {0: 1121 8} 1 {03 3: 9: 10} ) {01 1:2: 6} ’ {Or 1, 2: 3} )
{0,1,2,4}}

En STy, - {0,1,4,5}, 9 es el tnico vértice con invalencia 2 y 7 el wnico
vértice con exvalencia 2. Asf que 9 con sus respectivos invecinos, 6 y 8, y el
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7 y sus exvecinos, 8 y 10 se quedan fijos, por lo que los dos vértices restantes
también se fijan.

En STy; - {0,1,2,8}, hay sélo dos vértices, 6 y 5, con invalencia 2 y
también sélo 2, 7 y 10, con exvalencia 2, 7 por lo que se quedan fijos, pero
N=(5, 5Ty, — {0128}) = {3,9} es un conjunto invariante, por lo tanto 5Ty —
{0,1,2,8} es rigido.

Analogamente que en el easo anterior, en STy; ~ {0, 3,9, 10} hay tnica-
mente dos vértices, que son 1 y 4, con invalencia 2 y sélo 2 con exvalencia 2,
a saber 5y 6. Asi que N—(1,S5Ty; — {0,3,9,10}) = {7,8} es invariante por
lo que se sigue que STy, — {0, 3,9, 10} también es rigido.

Como en ST - {0,1,2,6} el vértice 8 es el unico vértice con exvalencia 1
¥ su exvecino es 9, estos dos vértices se quedan fijos y como también existen
sélo das vértices con invalencia 2, los cuales son 5 y 4, estos y sus invecinos

7, 10 y 3 permanecen fijos. Por lo tanto es rigido.

En 5Ty, — {0,1,2,3} tenenos a {4,5,6} invariante, pues cada uno de los
vértices en este conjunto tiene invalencia 2, de igual modo {8,9, 10} queda
invariante pues es el conjunto de los vértices con exvalencia 2. Asi que
el vértice 7 se queda fijo, pero N*(7,8T1, — {0,1,2,3}) N {4,5,6} =5 ¥
N-(7,8Ty;~{0,1,2,3})n{8,9,10} = 9, lo cual implica que STy, — {0, 1,2, 3}
es rigido.

Como 5 es el dnico vértice con un sélo invecino, el cual es el vértice 7, en
ST — {0,1,2,4}, estos dos vértices estan fijos, asi como también los dnicos
vértices con exvalencia 2, el 8 y el 10, se quedan fijos, pero N*(10,5T}; -
{0,1,2,4}) = {3, 8} es invariante, por lo que 3 queda fijo y de igual modo 6
y 9. STy — {0,1,2,4} es rigido.
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Ligamiento en ST
Residuos de T; en S5T;3

Recordemos que

(T3, 5Ts) = {{0,1,2},{0,1,3},{0,1,6},{0,2,3},{0,2,5},{0,1,4},
{0,1,10},{0,1,7},{0,2,7},{0,2,8}}

En STy — {0,1,2} el unico vértice con invalencia 3 es el vértice 3, por lo
que queda fijo bajo cualquier automorfismo. Como su invecindad {7,10,11}
queda invariante asi también la exvecindad comin de {7,10,11}, es decir,
el conjunto {3,12}. De aqui tenemos que 12 también queda fijo. Por lo
que la exvecindad de 12, N*(12, 5Ty3 — {0,1,2}) = {4, 5, 8}, es un conjunto
invariante, asi como también N*++{{4,5,8} ,5T1a—~{0,1,2}) = 10 de donde
se tiene que 10 queda fijo y, por consiguiente, 7 y 11. Otro conjunto invariante
es N¥(11,58T; — {0,1,2}) = {3,4,7,12}, de donde todos sus elementos a
excepcién del vértice 4, estaban fijos por lo que 4 también queda fijo y esto
implica que 5 y § estdn fijos y por lo tanto el vértice restante, 6, también lo
estd. Asi que STy; — {0, 1,2} es rigido.

Andlogamente que en e} caso anterior, en STy3 — {0,1,3}, 6 es el tinico
vértice con invalencia 3, pero su invecindad {4,5,10} induce un tridngulo
aciclico, por lo que tenemos que 4,5,6 y 10 estdn fijos. Veamos ahora a
la exvecindad del vértice 4. N*(4,8T1; — {0,1,3}) = {5,6,7,9,10} es un
conjunto invariante con 5,6 y 10 vértices fijos, por lo tanto 7 y 9 también lo

estdn. Los restantes vértices {2,8,11,12} inducen un T, el cual es rigido.
Por lo tanto ST}y — {0, 1, 3} es rigido.

También en ST33 — {0,1,6}, 2 es el dinico vértice con invalencia 3 y su in-
vecindad {9, 10,12} es un tridngulo aciclico, asf que 2,9, 10 y 12 son vértices
que permanecen fijos bajo cualquier automorfismo. Tenemos que la exvecin-
dad del 9, {2,5,10, 11, 12}, es un conjunto invariante, por lo que se tiene que
5y 11 estan fijos y el conjunto restante de vértices, {3,4,7,8} es rigido por
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ser un T}, Asi que STj3 — {0, 1,6} es rigido.

El vértice 5 es el tinico con invalencia 3 en STy - {0, 2,3} y el vértice 10
el inico con exvalencia 3, asi que permanecen fijos as{ como permanecen in-
variantes los conjuntos N+(5,STy3 — {0,2,3}) = {1,6,7,8,10,11} y N~ (10,
ST13—{0,2,3}) = {1,4,5,7,8,9}, por lo que su interseccién {1,7, 8} también
queda invariante, de esto se sigue que los vértices 6, 11, 4 y 9 estdn fijos
asf como también el vértice 12. Pero tenemos que N*({9},57;—{0,2,3h)n
{1,7.8} = {1}, lo que implica que 1,7 y 8 estan fijos y por consiguiente 12.
Por lo tanto STy3 — {0, 2,3} es rigido.

En el residuo de {0, 2,5} hay un tinico vértice, 12, con exvalencia 3 y cuya
invecindad, {1,4, 8}, induce un tridngulo aciclico. Por lo que tenemos que
1,4,8 y 12 estin fijos bajo cualquier automorfismo del residuo. Ademss la
exvecindad del 8, {9,10,11}, induce un tridngulo aciclico por lo que 9,10 y
11 también se quedan fijos. Tenemos también que N*(4, STy3 — {0,2,5}) =
{6,7,9,10} queda invariante, de donde se tiene que 6 y 7 estdn fijos y por lo
tanto 3. De nuevo tenemos que $733 ~ {0, 2,5} es rigido.

En STy — {0,1,4}, 6 es el dnico vértice que tiene invalencia 3, asi que
queda fijo y su invecindad, {3,5,10}, invariante. Ahora tenemos que
N™77({0,1,4},5T13) = {8,11,12} es el conjunto de vértices con exvalen-
cia 3, por lo que queda invariante y por consiguiente el conjunto restante
{2,7,9} también. Ademas tenemos que By = {8,11,12}, B, = {3,5,10} y
B; = {3,5,10} son tridngulos ciclicos. Nétese que los dnicos posibles auto-
morfismos de STi; — {0, 1,4} quedan determinados por un automorfismo del
tridngulo ciclico By, ya que existe una tnica flecha que va de cada vértice de
B, a B, (respect. B;) y tales flechas son independientes. 5i ¢ es un auto-
morfismo que manda a 8 en 11 entonces 7(z) = 9z + 4 extiende a ¢ a todo
STys. Los otros automorfismos son generados por ¢, (02, Io), por lo tanto
5Tz — {0,1, 4} estd ligado en STi3.

En STz — {0,1,10}, hay un unico vértice con exvalencia 3, el cual es el
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8. Su exvecindad {4,9,11} es invariante bajo cualquier automorfismo. El
conjunto N*++({0, 1,10}, 5T3;) = {2, 3,6} es el conjunto de vértices con in-
valencia 3, asf que es invariante y también lo es el conjunto restante {5,7,12}.
Todos estos inducen tridngulos ciclicos. Sea By = {4,9,11}, B, = {2,3,6}
v Bs = {5,7,12}. Asi que andlogamente al caso anterior los automorfismos
de STy3 — {0, 1,4} estdn, determinados por un automorfismo de B,. Asi que
si ¢ es un automorfismo tal que o{4) = 9 entonces 7(z) = 3z + 10 es cl
automorfismo que extiende a ¢ en todo ST\3. Asi que $Ty; — {0, 1, 10} esta
ligado en ST},.

3 es el dnico vértice en STy; — {0,1,7} que tiene invalencia 3, ademds
de que su invecindad, {2, 10,11}, induce un tridngulo aciclico, por lo tanto
los vértices 2, 3,10 y 11 quedan fijos bajo cualquier automorfistno. Tenemos
entonces que N*(10, 8Ty3 — {0,1,7}) = {2,3,6,11, 12} es invariante por lo
que los vértices 6 y 12 también estdn fijos. Pero el conjunto de los vértices
restantes induce un 73, por lo tanto STy; — {0, 1, 7} es rigido.

En el subtorneo ST3 — {0, 2, 7}, hay un iinico vértice, el vértice 3, con in-
valencia 3, por lo cual se queda fijo. Sea By = N~(3,5T1a — {0,2,7}) =
{1,10,11}, B, = N~==({1,10,11},5T13 — {0,2,7}) = {5,8,9} y By =
{4,6,12}. Todos ellos inducen tridngulos ciclicos y ademds son conjuntos
invariantes bajo cualquier automorfismo. Procedemos de forma analoga a
como lo hicimos anteriormente y vemos que cualquier autemorfismo de By
determina un automorfismo en 5Tz — {0, 2, 7}, puesto que cada vértice en

By tiene un vnico exvecino (resp. invecino)en B; {resp. By} y en particular

"~ el automorfismo & (x) = 2274 11 dé By que mandael 4 al’6 se extiende-a un’

automorfismo de STy3. Por lo que el residuo de {0, 2, 7} est4 ligado.

En STy; — {0,2,8}, el vértice 12, es ¢! tinico con exvalencia 3, por lo
que esta fijo. Tenemos que B, = N1(12,5T); — {0,2,8}) = {1,4,5}, By =
N+++({1,4,5},5T1a — {0,2,8}) = {6,7,10} y B; = {3,9,11} son tridngulos
ciclicos invariantes bajo cualquier automorfismo. Como cada vértice de Bs

tiene un sélo invecino de B, y un solo exvecino de B;, entonces un automor-
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fismo de B; determina un automorfismo de STy — {0,2,8}. En particular
un automorfismo de B; que manda el 4 al 6 se extiende al automorfismo
F(z) = 3z 4+ 7 de 5Ty;. Por Jo tanto ST3 — {0,2,8} estd ligado.

Residuos de T4 en ST},

Sabemos que

Ty, STha) = {{0,1,2,3},{0,1,3,6},{0,1,2,6},{0,2,3,5},
{0,1,4,8},{0,1,8,10},{0,1,7,11},{0,2,8,12},
{0,5,9,12},{0, 3,5,12},{0,1,5,11}, {0, 2,6,12},
{0,1,2,8},{0,1,2,11},{0,1,3,8},{0,1, 3,12},
{0,1,6,8},{0,1,6,11},{0,1,6,12}, {0, 2, 3,12},
{0,2,5,10}}

En 5Ty; — {0,1,2,3)}, tenemos que N+37({0,1,2,3},5T1;)} = {6,4,5} es
el conjunto de los vértices con invalencia 3, asi que queda invariante, de
igual manera el conjunto N-3*+({0, 1, 2,3}, SThs — {0,1,2,3}) = {10,11,12}
también es invariante, pero estos dos conjuntos inducen tridngulos aciclicos
por lo que los vértices 4,5,6,10,11 y 12 quedan fijos y el conjunto {7,8,9}
también es invariante e induce un tridngulo aciclico, por lo tanto 5Ty3 —
{0,1,2, 3} es rigido.

En ST; - {0, 1,3, 6}, hay dos tinicos vértices, 2 y 8, que tiene invalencia 3
¥ sblo dos vértices, 10 y 11, con exvalencia 3. Por lo que quedan fijos. Asi que
N*(9,8Ty; — {0,1,3,6}) = {2,5,10, 11,12} queda invariante, de donde se
tiene que 5 y 12 estdn fijos y ademds N*(11, 5Ty — {0,1,3,6}) = {4,7,12}
es invariante también, por lo que 4 y 7 estdn fijos y 8 también. Asi que
S§Ty; — {0,1, 3,6} es rigido.

En el residuo de {0,1,2,6} en ST;;;, hay sélo dos vértices, 3 y 7, que tienen
invalencia 3 y tUnicamente 2,10 y 12 con exvalencia 3, los cuales se quedan .
fijos. El conjunto N*+(7,8Tys — {0,1,2,6}) = {3,8,9,10,12} es invariante,
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asi que los vértices 8 y 9 estdn fijos. Andlogamente N¥(3,5T1;3—-{0,1,2,6}) =
{4,5,8,9,12} es invariante, de donde se sigue que los vértices 4 y 5 son fijos
y por consiguiente el vértice restante. Asi que este residuo es rigido.

Los vértices 6 y 8, y los vértices 10 y 12 se quedan fijos en STy3—{0,2,3,5}
pues los primeros son los tnicos vértices con invalencia 3 v los segundos los
tinicos con exvalencia 3. Asi que N~ (6,573 — {0,2,3,5}) = {7,8,9,11,12}
es invariante, por lo que el conjunto {7,9,11} es invariante. Ademis el
conjunto N*(8, 8Ty; — {0,2,3,5}) = {1,4,9,10,11} es invariante, pero como
{1,4,9,10,11}n{7,9,11} = {9,11}, el 9 y el 11 estan fijos y por consiguiente
los vértices 1,4 y 7. Por lo tanto STy3 — {0,2,3,5} es rigido.

En STi; — {0,1,4,8}, 12 es el tinico vértice con exvalencia 2, asi que
12 y sus exvecinos 2 y b estdn fijos bajo cualquier automorfismo de 5Ty; ~
{0,1,4,8}. Asi que N*(2,5715 — {0,1,4,8}) = {3,5,7,11} queda invariante
por lo que el conjunto {3,7,11} es invariante también, pero éste induce un
tridngulo aciclico, por lo que 6 y 9 estdn fijos y por lo tanto 10. Asf que es
rigido.

En S§T13 - {0,1,8,10}, los conjuntos B, = N**7({0,1,8,10},ST;) =
{2,3,6} y B, = N—*+({0,1,8,10}, 5T)3) = {5,7,12} son invariantes pues
el primero es el conjunto de los vértices con invalencia 3 y el segundo el de
vértices de exvalencia 3, asi que B; = {4,9, 11} también lo es. Como procedi-
mos anteriormente, cada automorfismo de STy3 — {0, 1, 8, 10} es determinado
por un automorfismo de B, puesto que cada vértice de B; s6lo tiene un iinico
invecino en B, y en B;, respectivamente. Asi que el automorfismo o de By
“gtie manda el'273al 3, ¢l cyal genera a cualquier otro automorfismo, Fuede ser
extendido por el automorfismo F(z) = 3z + 10 de STq3. Asi que estd ligado
en ST;.

El vértice 3 es el inico vértice en ST33 — {0,1,7, 11} que tiene invalencia
2, por lo que 3 y sus invecinos, 2 y 10 se quedan fijos. Asi que N*({10,5T5—
{0,1,7,11}) = {2,3,6,12} es invariante por lo que 6 y 12 estdn fijos. Pero
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el conjunto de los vértices restantes, {4, 5,8, 9} inducen un T por lo tanto
ST —{0,1,7,11} es rigido.

En el residuo de la cuaterna {0, 2,8, 12}, tenemos que los conjuntoes B, =
N+=({0,2,8,12}, 5T}s) = {1,4,5} y B2 = N=+({0,2, 8,12}, ST}s) =
{6,7,10} son conjuntos invariantes e inducen tridngulos ciclicos, por con-
siginiente, B; = {3,9,11} también es invariante, ademas de que induce un
tridngulo ciclico. Como lo hicimos anteriormente, determinamos cualquier
automorfismo de ST — {0, 2, 8,12} por una potencia del automorfismo o de
B; que manda el 3 al 9, pues cada vértice de Bj tiene un exvecino en By y
un invecino en By y se puede extender al antomorfismo ¢(z) = 9z + 8 de
STi3. Por lo tanto 5713 — {0,2, 8,12} es ligado.

En §Ty3 - {0,5,9, 12} hay un dinico vértice con invecindad 2, el cual es el
vértice 1, por lo que 1 y sus invecinos, 8 y 11, estdn fijos. Asf{ que el conjunto
N*(8,5T,3-{0,5,9,12}) = {1,4,10,11} es invariante, de donde se sigue que
4 y 10 también estdn fijos. Pero el conjunto de los vértices restantes inducen
un 3. Asi que este residuo es rigido.

Los conjuntos B, = N*({0,3,5,12}, STi3) = {1,6,8} v B, =
{{0,3,5,12},8T3) = {7,10, 11} son tridngulos ciclicos invariantes en STy3—
{0,3,5,12} por lo que B; = {2,4,9}, también lo es. Como cada vértice de
B, tiene un sélo invecino en B, v B3 respectivamente, nos fijamos en el
automorfismo ¢ que manda el 1 al 6 el cnal se extiende al automorfismo
o{x} = 3z + 3. Por lo que 8§Ty3 — {0,3, 5,12} es ligado.

En 5T — {0,1,5,11} los conjuntos By = N+:=({0,1,5,11},5T13) =
{3.6,7} y B: = N73%({0,1,5,11}, ST13) = {8,9,12} permanecen invarian-
tes, asi que By = {2,4, 10} también. Como cada vértice de B, tiene un tinico
exvecino en B y B, respectivamente, entonces nos fijamos en el automorfis-
mo o que manda el 2 al 10, el cual se extiende al automorfismo 7(z) = 9z +-5.
Asi que esta ligado en STya.

El tinico vértice en STis — {0,2,6,12} con exvecindad 2 es el vértice 10,
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asi que él y sus exvecinos 3 y 11 se quedan fijos. Por lo que N*(11, 5T; —
{0,2,6,12}) = {1,3,4,7} es invariante, por lo que {1,4,7} también lo es,
pero éste induce un tridngulo aciclico por lo que 1,4 y 7 estan fijos. También
N*+(4,8T; — {0,2,6,12}) = {5,7,9,10} es invariante, de donde se tiene que
5 ¥ 7 estdn fijos y por lo tanto 8 también lo esti. Asi que es rigido.

En 8T13-{0,1,2,8} hay un unico vértice, 12, con exvecindad 2. Asi que
queda fijo al igual que 4 y 5, que son sus exvecinos. El conjunto N*(4, 5Ty;—
{0,1,2,8}) = {5,6,7,9,10} es invariante por lo que {6,7,9,10} también lo
es, pero ademds induce un T3, por lo que cada vértice de este conjunto est4
fijo, asi que los dos vértices restantes, 3 y 11, también lo esti. Por lo tanto
es rigido.

El vértice 3 es el vinico vértice en STy3 —{0,1,2, 11} con invalencia 2, por
lo que esta fijo asi como también 7 y 10, sus invecines.Tenemos también que
N+(10,5T1; - {0,1,2,11}) = {3,6,12} que es invariante por lo tanto 6 y 12
estan fijos. Pero los vértices restantes {4,5,8,9} inducen un 7} por lo que -
573 — {0,1,2,11} es rigido.

En el residuo de {0,1,3,8} los conjuntos N*2=({0,1,3,8}, ST1;) =
{4,6,9} y N-3+({0,1, 3,8}, 5Ty3) = {7,11,12} aparte de ser conjuntos in-
variantes, inducen triangulos aciclices, por lo que cada vértice en estos con-
juntos estan fijos. Ahora tenemos que Nt (4, STy; — {0,1,3,8}) =
15,6,7,9,10} es invariante, por lo que 5 y 10 estdn fijos. Y asi mismo 2.
Asi que STy; — {0, 1, 3,8} es rigido.

El vértice 11 en ST33 — {0, 1,3,12} es ¢l tnico vértice con exvalencia 2,

asi que 11,4 y 7, estos dos dltimos exvecinos de 11, se qu;aén fijos. Tene-
mos que N*(4, STy3 — {0,1,3,12}) = {5,6,7,9, 10} es invariante, por lo que
{5,6,9,10} es invariante, pero induce un T3, por lo que los vértices 5,6,9
y 10 estan fijos. Asi que los dos vértices restantes también lo estin. Por lo
tanto también es rigido.

Los conjuntos N¥3-({0,1, 6, 8}, STi3) = {2,9} y N™>*({0,1, 6,8}, ST13)
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= {5,12} en 8T}3 — {0, 1, 6, 8} quedan invariantes bajo cualquier automorfis-
mo, asi que cada vértice en estos conjuntos estd fijo. Entonces N*¥(9,5Ty; —
{0,1,6,8}) = {2,5,10, 11, 12} es invariante por lo que 10 y 11 se quedan fijos.
Ademds N¥(5,8T; — {0,1,6,8}) = {7,10,11} es invariante, lo que implica
que 7 es fijo y por consiguiente 3 y 4. Asi que es rigido.

En STy; - {0,1,6,11} los conjuntos N+37({0,1,6,11}, 5733} = {2,7, 3}
y N72%({0,1,6,11},5T13) = {5,8,10} son invariantes y también inducen
tridngulos aciclicos y por lo tanto se quedan fijos cada vértice de estos conjun-
tos. Tenemos que el conjunto N*(2, 5Ty;—{0,1,6,11}) = {3,4,5,7, 8} es in-
variante lo que implica que 4 estd fijo. De igual manera tenemos N*(7, §Ty;—
{0,1,6,11}) = {3,8,9, 10, 12} es invariante e implica que 9 y 12 estan fijos.
Por lo que también STy — {0,1,6,11} es rigido.

El iinico vértice de invalencia 2 en ST13—{0, 1, 6, 12} es el vértice 2, asi que
2 y sus invecinos, § y 10, estan fijos. Asi que N*{10,5T; — {0,1,6,12}) =
{2,3,11} es invariante, de donde se-tiene que 3 y 11 estdn fijos. Ademds
el conjunto de los vértices restantes {4,5,7,8} inducen un T3. Por lo tanto
STy — {0,1,6,12} es rigido.

Los vértices 5 y 10 son los tinicos en STy — {0,2, 3,12} que tienen in-
valencia y exvalencia 2, respectivamente. Asi que 5 y sus invecinos, 4 ¥
9, v 10 y sus exvecinos, 6 y 11, estdn fijos. Tenemos que el conjunto
N*(4,8T; — {0,2,3,12}) = {5,6,7,9, 10} es invariante, lo que implica que
7 estd fijo y por consiguiente los dos vértices que restan, 1 y 8. Asi que
8713 — {0, 2, 3,12} es rigido.

Y por tltimo, en el subtorneo STy — {0,2,5,10} los conjuntos B, =
N+=({0,2,5,10},5T3) = {3,6,11} y Bo = N—2*{{0,2,5,10}, 5713)
{4,9,12} quedan invariantes y por consiguiente B; = {1,7,8} también. Co-

mo 3 es el inico vértice en B, que tiene un solo exvecino en By por lo tanto
fija cada vértice en B; y 12 es el inico vértice de B que es invecino de todos
los vértices de B, por lo que cada vértice de B» se queda fijo e implica que
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cada vértice de By se fija. Por lo tanto también es rigido.

Lema 5.4. Todo 74-residuc en T estd ligado en T si y solo si todos los
residuos de miembros de §¥(7,, T) estdn ligado en T.

Demostracion. ==) es trivial.

<=} Sea Q un 7y-residuo de T y o € (7, T) en la misma érhita de
T —~ @, entonces existe o € Aut(T) tal que o(a) =T — ¢ lo que nos lleva a
que o(T — &) = @, ademds T" — o estd ligado en T.

Sea f € Aut(Q) entonces ™! fo € Aut(T — a) y sea p € Aut(T) tal
que @lr_a = 07! fo de donde se sigue que opo=! € Aut(T) y ope!|g = f,
pues para todo z € Q, oo~ (z) = o(o7! fo)o~ () = f(z). a

De este lema se tiene como consecuencia directa el siguiente teorema.

Teorema 5.5. Sean Ty 7" torneos, con T € {STz, 5Ty;, 5T} y T isomorfo
a T, entonces todo 7;-residuo en T estd ligado en T si y solo si todo miembro
de Q(7, T) estd ligado en 7.




Capitulo 6
Aplicaciones

Después del dnalisis hecho en el capitulo anterior queda probado el siguiente

teorema.

Teorema 6.1. Sean T € {ST%, STy, 8113}, T' ¥y T” dos torneos isomorfos a
T tales que T'NT" es un 7-residuo de ambos. Si Q(r, T') distingue residuos
¥ todos los residuos de los miembros de Q(7x, T} estén ligados en T, entonces

existe un isomorfismo ¢ : 7" — T" tal que @|ppr = Tdpppe.

Demostracion. Sea ¥ : 7' — T" un isomorfismo y @ = T' N T, entonces
¥(Q) es un T-residuo de 7’ isomorfo a @), por el teorema 5.2 estin en la
misma 6rbita, entonces existe o € Aut{T") tal que a(Q) = ¥(Q). Se sigue
que 0710|g € Aut(Q). Por el teorema 5.5, Q estd ligado en T" por lo
que existe v € Aut(T”) tal que 7lg = 0~'¥|g. Ahora sea ¢ = 4~1g71¥.
 es el isomorfismo que andamos buscando, pues y-o~'¥(q) = ¢ ya que
¥(q) = e~ ¥{¢) por lo tanto p|g = Idg O

Como resultados directos de este teorema y de nuestro anilasis hecho en

el capitulo anterior se desprenden los siguientes corolarios.

Corolario 6.2. Sean T' y T" dos torneos isomorfos a STy tal que [T' N
T < 5. $iQn,STy) = YT, ST3) con k = 1,2,3,5 y Uy, ST7) =
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{{0,1,4,6},{0,1,2,6}}, entonces eziste un isomorfismo ¢ : 1" = T tal que
@lrvege = Idpnge.

Corolario 6.3. Sean T' y T" des torneos isomorfos a STy tal que 7 <
IO < 10, 858 1, 8Tn) = T, STy) con k = 1,2,3,4 y entonces
eriste un isomorfismo o : T' — TV tal que p|pare = Idpere.

Corolario 6.4. Sean T" y T" dos torneos isomorfos o STi3 tal que 9 <
[T T < 12. 8t Q1y, STz} = (T, ST3) con k = 1,2,3,4, entonces
eziste un isomnorfismo @ : T' — T” tal que @|lprgw = Idpipe.

Observacién 6.5. Para todo x € V(T'—Q), sca z € V(Q) si (z,2) € A(T")
entonces (yp(z},z) € A(T"). Andlogamente, si (z,z) € A(T") tenemos que
(z,0(z)) € A(T"), esto es que z y @(z) se comportan de la misma manera

con respecto a los vértices de . Esto lo denotaremos de la siguiente manera
z = ¢(z) mod(Q).

A continuacidn se enunciardn y probarin tres teoremas, los cuales son
una aplicacién directa de este resultado. Antes de continuar necesitaremos

los siguientes lemas.

Lema 6.6. Todo Ty5 contiene dos subtorneos aciclicos de orden 5, T y TV

que se intersectan en tres vértices.

La demostracién de este lema puede verse en [6)].

- Lema 6.7. Para cada par de vértices u,w en ST existen dos conjuntos

aciclicos U y ‘W de orden 4 ajenos, tal queu e Uy w e W,

Demostracién. Como STy, es transitivo en flechas, basta probarlo para los
vértices 0 y 1. Tales conjuntos son U = {0,7,8,10} y U, = {1,2,5,6}. O

Una aplicacién del corolario 6.3, tenemos el signiente teorema.

Teorema 6.8. Tode Ti4 tiene nimero dicromdtico a lo mds 4.
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Demostracion. Sea T un torneo de orden 16 y supongamos que (T) > 5, por
el lema 6.6, T' contiene dos subtorneos aciclicos de orden 5, Tg v T que se
intersectan en exdctamente tres vértices. Ademss T — T3 = T — Tg' = §Th
pues de otro modo, por la proposicién 2.11, se tendria que (T) < 4. Sean
T =T-T,yT"=T-T¢ nétese que T" y T son copias isomorfas de STy
que se intersectan en 9 elementos. Sean (z',%) ¥ (=", 4") los arcos de Ty~ T¢
y T¥ — T§, respectivamente. Entonces, por el teorema 6.1

¢ = a"modT—(Ti-T5) vy
J = y'mod(T — (T, — V).

Sean W! y W} dos subtorneos aciclicos de orden 4 ajenos tales que 2’ € Wi
vy i € W} entonces Wy = Wju {2} y Wp = WU {y"} son dos subtorneos
aciclicos de orden 5 ajencs. Asi que a W) lo pintamos un color y a Ws de
otro y el residuo de Wy U W; que tiene orden 6 lo puedo colorear con dos
colores exactamente, lo cual es una contradiceién, por lo tanto (T3e) < 4. O

Otra aplicacién, corolario 6.4, es la siguiente.

Teorema 6.9. Sea T un torneo de orden 18y § C V(T) con cardinalidad 15,
entonces existen dos subtorneos T¢ y T¥ aciclicos, ajenos tales que Ty C TiS)-

Demostracién. Sea Ty y T, dos subtorneos aciclicos de T' de orden 5 con
exdctamente 3 vértices en comiin. Sean (z’,v'), (=", y") las flechas que apare-
cen en ﬂ - T: y en T‘; - ﬁ, respectivamente. Si alguno de los residuos
de T}, 6 T’; contiene un 775 pues ya no hay nada que demostrar, en caso
contrario ambos residuos son isomorfos a STya y =’ = 2" mod(T — (T, UTs))
yy =y mod(T — (T, uT)) Como T[S - (T U T?) tiene cardinalidad 8,
existe un conjunto U aciclico de orden 4 que contiene a ' y 3 vértices de
T18) - (T uTy) y similarmente existe otro conjunto aciclico de cardinalidad
4, W, que contiene a y' ajeno a U,[4], y contenido en todo T' — (i’_"':., UT';) se
sigue que T(U U {z"H ¥ T[W U {y"}] son los dos TTs requeridos. 0
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Por dltimo tenemos una teorema que se desprende del teorema 6.1.

Teorema 6.10. Sean T' y T dos torneos isomorfos a T € {ST7, STy;, STh;)
y Qp ¥y @ dos Ty-residuos en T” y T, respectivamente, tal que existe un
isomorfismo g : Q@ — @Qp entonces existe un isomorfismo ¢ : T/ — T” que

extiende a .
Demostracién. Seay : T — T'y " : T — T" isomorfismos. Tenemos que
7HQ) = Y (wo(Q0)) = v (G

Ademds v~1(@,) ¥ 7"~ (wa(@})) son Ty-residuos en T cntonces estén en
la misma érbita por lo que existe o € Aut(T) tal que o(y (@) =
Y= pp(Qp)). Asi que sea v = 7oy !, entonces tenemos que

R M

tal que @fg =7"07" "' |q, = wo

pues 7oy "1 Q) = w(Qh). 0



Apéndice

Tabla de las semivecindades de cada vértice en ST

N+(U., ST7)

N~ (’U., ST7)

Soan i W b = O

{1,2,4}
{2,3,5}
{3,4,6}
{0,4,5}
{1,5,6}
{0,2,6}

{0,1,3}

{3,5,6}
{0,4,6}
{0,1,5}
{1,2,6}
{0,2,3}
{1,3,4}
{2,4,5}

Tabla de las semivecindades de cada vérlice en 5T

e

N+ ('Ll, STn)

N‘('U‘., STH)

Ww 00 =] O ol W b = O

—
=

{1,3,4,5,9}
{2,4,5,6,10}
{0,3,5,6,7}
{1,4,6,7,8}
{2,5,7,8,9}
{3,6,8,9,10}
{0,4,7,9,10}
{0,1,5,8,10}
{0,1,2,6,9}
{1,2,3,7,10}
{0,2,3,4,8}

{2,6,7,8,10}
{0,3,7,8,9}
{1,4,8,9,10}
{0,2,5,9,10}
{0,1,3,6,10}
{0,1,2,4,7}
{1,2,3,5,8}
{2,3,4,6,9}
{3,4,5,7,10}
{0,4,5,6,8}
{1,5,6,7,9}

73
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Apéndice

Tabla de las semivecindades de cada vértice en 5T,

u N*(u,SThs) N~ (u, 8T3)

] {1,2,3,5,6,9} | {4,7,8,16,11,12}
1| {2,3,4,6,7,10} | {0,5,8,9,11,12}
2| {3,4,57,8,11} | {0,1,6,9,10,12}
3| {4,56,8,9,10} {1,2,7,10,11}
4| {0,5,6,7,9,10} | {1,2,3,8,11,12}
5| {1,6,7,8,10,11} | {0,2,3,4,9,12}
6| {2,7,8,9,11,12} | {0,1,3,4,5,10}
71 {0,3,8,9,10,12} | {1,2,4,5,6,11}
8 | {0,1,4,9,10,11} | {2,3,5,6,7,12}
9 | {1,2,510,11,12} | {0,3,4,6,7,8}
0] {0,2,3,6,11,12} | {1,4,5,7,8,9}
1] {0,1,3,4,7,12} | {2,56,8,9,10}
12| {0,1,2,4,58} | {3,6,7,9,10,11}

La siguiente lista es obtenida a través de un programa de computacién que
calcula las Orbitas de subtorneos en Torneos Circulantes. A continuacién
se dan todas las 6rbitas de los subtorneos de orden 3 v 4 en los torneos
circulantes STz, STy, y STys.



***+ Particiones en orbitas de conjuntes de vertices
**** Orbitas en 5T7

gap> Orbs0fGraphs(ST7,3); ** 3 vértices:

focry, 2, 31,011,2, 5%, 11, 2,71, 11 3,5
(1, 4,57, (1, 4,613, [1, 4, 711, [ 1, &
t2,3,6), 02 4,61, 1012,4 71,12, 5,
(3 4,51, (3, 4,71, 13,5 71, (3,86,
[5 6711,

[, 2, 4), (1, 371, [}, 5 61, 1 2, 3, 5
[ 3,4, 61, 14, 5 711,

[t1, 2, 6), {1, 3, 41, [ 1, 5 71, [ 2, 3,7
[ 3 5 6], (4, 6, 7)) 1

rorri, 2,3 473, [ 2,3 71, (1,2, 4, 5],
[, 2,5 61, (1,2 6 71, [1, 3,4, 6]
{1, 3, 5 61, (1 3 5 71, [1, 4,5 7]
(2,3 4,511,112 3,5 61,12, 3 35 7]
{2, 4,5 71,12 4,6, 71, [ 3,4, 5, 61
[ 4, 5 6 711,
03, 2,3, 5), 11,2, 4,71, [ 1, 3, 6, 71,
12,3 4,611, (2,5 6 71, [ 34,5, 7
{1, 2,3, 61, (1, 2,5 71, £1, 3 4.5 1,
{2,3 471, 02 45 611, [ 3,5 6 7]

*** Orbitas de 2 y de 5 vertices en S5T7 solo hay una
es .
*** transitivo en flechas

T i it iiddadaataistzitiiaistiastatitindsdy
“i+ Orbitas en ST11 ***
gap> OrbsQfGraphs(3T11,3); *** 3 vertices

. 11§,
4 9 1,

2 ! 1‘ 3'
. 6, 117,
2

(1, 3,
11,
4, 61, [ 2, 4,
r Gl 9 ]l
{ 3, 4. 5 ),
[3, 6 11, [ 3
1. [ 4,5 61, [ 4,
[ 4, 8, 11 ], [ 4,
{5 8 1t 1], [ 5
(7,9 111, [ 8

3,

(1, 2,81, 11, 3,
f1, 4,113, [ 1,
(1, 7,111, [ 1,
12, 3, 91, [ 2, 4,
s, 11 ), [ 2,6, 7], (2, 6 8], [
9, 101, [ 2,10, 11 ], [ 3, 4, 6 1,
5, 813, [ 3 5 101, (3,7 8], I
10, 111, (4, 5, 711, [ 4,5 8], (4,
6, 11 1, [ 4, 8, 9], [-4, 8, 10 ], { .
. 7,101, [ 5 9% 101, [ 5 9 111, [ 6,
, 8 111, [ 6 10, 11 ], [ 7, 8, 10 ],

L
2
[ 31’
3

4
5

e
AU WWN RN

1, 2, 10 1,
(1, 4, 61,
{1, 7, 101,
e {2, 3, 117,

{1, 3,
{1,

I, 1
3 1.
7, 81,
10 ] [ 2,

———

8, 10 1,

[ 2, 6 101,

5, 10 ],

6 1.

PP

7. 9],

{7 8,

5, 10 ),
{1, 8

en ST7 y ST11 *****

-

[N}
O = b v

I. [ 2,6 71,

de cada una porque ST7

(1212388343828 0]

s 1. [ 1, 3
81, [ 1, 3
(1,

10 1,

2 1.

10, 11 1,
{2 5 81,
{2 7 81,

(3,5 71

[ 3 7., 11

[ 4, 6, 8]

9, 101, [ 5, & 7

8

1

11 1,

1, 91,
1, 10 1,

1.
1.

10, 111, [ 6, 7, 1,
9, 10 3, { 9, 10, 11 }

[ 1,
S0 6 1,

3, 81,
[1, 5. 71,

8 911, [ 1, 8 10 ],
71,12 4, 9 ),
111, ( 2, 8, 19 |,
49, 71, [ 3, 4, 10 ],
(3 9 111,
5, 11 ), [ 4, 6,
6, 81, [ 5 6,
7,91, L6 7,
113, 18, &
i1, [ 1,
[ 1 3
{1, 9
[ 2, 4,

3,71,

11 1,
111,
8],

11 1,
4, 3 1,




{2, 4,101, 12,5 61, (2 5 71, [ 2, 6, 111, 12,7, %1,
(2,8 91, [ 2,8 11 ), | 3,4, 81}, [3, 4,111, [ 3, 5, 6],
{3 5 91, {35 11), {3, 6 71, [3, 6, 8], [ 3 86 101,
[3,9,10), [ 4,5, 9 ), (4,6, 7). [ 4, 6, 101]), | 4, 7, 81,
‘4’7‘9]f[4'9'11]'[4r10l11]Ilsrﬁllolalsi-‘rralf
{s 7, 11), t 58 9], [ S5 8 101), [ 6 7 11 ), [ & 8 9],
(6 9 10, [ 69 111, (7,9 101, [ 7, 10, 11 ], [ 8 10, 11 ]
11

gap> OrbsOfGraphs (ST11,4); *** 4 vertices

[rc1, 2, 3, 41, [ 1, 2,3, 11 ), 01, 2,5 91, [1, 2, 6 71,
[, 2,7, 8131, (1, 2,10, 1), {1, 3,5 711, {¢% 3,5 101,
t1, 3,6, %1, {1, 3, 8, 10), [ 1,4, 5 81, [ 1, 4, 6 9 ],
[1, 4, %, 91, (1, 4,7, 10), (1, 4, 8 11 ], (1, 5 6 11 1.
t1, 5 B8, 91, (% 6 7,22, [ 1, 6 & 101, [ i, 9 10, 111,
[2, 3, 4, 51, [ 2,3, 6,201}, [2,3 7,81, (2, 3, 8 91,
[2:4r6;8];f2.‘|,6,ll],[2,4,7,10],{2,4,9,11],
{2, 5 6, %1, 2 5 7 101, [ 2, 5 8 101), [ 2, 5 8, 11 }.
[2, 6 9 101, {2,7, 9,113, (3, 4,5 61, [3, 4, 7, 111,
[ 3, 4, 8, 9 ), [ 3, 4 9, 20), [ 3,5 7, 9, (3, 5 8 111,
[ 3 6,7, 10 ), [ 3,6, 8111, (3, 6 9, 11 ], {3, 7, 1o, 11 ],
{4, 5 6, 71, { 4 5 9,101, (4, 5 10, 111, ¢ 4, 6, B, 10 ],
[ 4, 7, B, 11 ), {5 6, 7, 81, [ 5, 6, 10, 11 ), [ 5, 7, 9, 11 1],
[6, 7,8 9, [7, 8 9, 101, [ 8 9 10, 11 ) ],

frri, 2,3 5], [ 1, 2, 3, 8}, 11, 2,4 7], (1,2, 4 111,
{1, 2,5 81, t12, 7 111, 01, 3, 5,81, [ 1, 3, 6, 10 ],
(1, 3, 6, 11 3, [ 1, 3,10, 11 ), [1,4,7, 112 ), [ 1, 4, 8 9],
(1, 4, 8,101, {1, 4, 9, 21C), [ 1, 5 6 7}, [1,5 6 91},
[ 5 7, 93,11, 6,7, 91, {1, 6, 10, 11, [ 1, 8, 9, 101,
[ 2, 3,4, 6 ), 12,3, 4, 913, (2, 3,5 81), 2 3,6, 9],
(2, 4,6, 91, [ 2,4, 7,10}, (2,5 9,101, {2 5 % 111,
[2, 5 10, 211, (2 6,7 8], [ 2, 86 7, 10 ), [ 2, & 8, 10,
[2, 7, 8 10]), [ 2, 9 210, 11 ), [ 3, 4,5, 71, [3 4, 5, 101,
{ 3, 4. 6, 9}, (3, 4,7, 10]), [ 3,5 7,101, (3 6 10, 11 ],
t3 7,8 91, (3,7, 8 11 ), [ 3 7 9 111, (3, 8 9, 11],
[4, 5 6,81, [4,5 6, 11), [ 4, 5, 7,101, {4, 5 8, 111,
{4, 6,8 11, 14,8 9 10], [ 5 6 7,91, [5 6 8 111,
§ 5, 9 10, 1 ), [ 6 7,8, 10 ), [ 7, 8 9 11 1,

[ 11, 2,3 63, {1, 2 4,871, 121, 2, 4, 9), [ 1, 2,5 71,
[1'2‘5111]‘[112J8r10]:[1431'4:10]:[1.3,5,5],
(1, 3 7,111, (1,3, 8911, (1, 3,8 111, [1, 4,5, 71,
{1 4,6, 12 ], [, 4, 10, 111, ¢ 1,5, 6, 8], [1,5 9, 101,
t1, 6 %, 103, [ 1, 6, 9 101, (1,7, 8 91, (1,7, 9, 11],
t2 3 4,711,123 5 91, 1{2, 3,5 101, (2, 3, 6, 81,
[2,3,9, 131, [ 2,4 5,111, [ 2, 4,86 71,12 4,9 101,
{2,5 681, (2 6, 7,91}, 2,6, 10,111, [2, 7,8, 111},
(2, 7,10, 11§, [ 2, 8,9, 10, {3, 4,5 81, [3, 4, 6 101,
{3 4,6, 11 ), [3, 4,7, 9], 13, 5 7,81}, [3 5 10, 111,

= = [,3!—-5':7,',9=]'——,[£l_7r. ar-1u:]-f_-[=3r—9.l:100_ll—lr:(f_4|,5: 51__9:]1,;
(4,5 7,11 ], (4,5 8, 201, [ 4, 6 8, 91, [ 4, 7,8 10 ],
(4,8,9,11), (5 6 7,20}, [ S, 6 9,111, [5 7,9, 10],
[5, 8 9, 111), (6 7, 8 111, [ & 8, 10, 11 ] ],

tr1, 2,3 7)), 01,2 3 101, [ &, 2,6 91, [1, 2, 6 11],
{1 2,7, 101, 11,2, 8 113, (1, 3, 4, 51, 01, 3, 4, 9,
[1, 3,5 911, (1,3, 7, 1061, (1, 4 5 91, [ 1, 4, 6 7 1.
(1, 4,6, 8}, 1,4, 7,8), [ 1, 5 8, 10}, [1, 5 8 111,
(1, 5,10, 11}, [ 1, & 7, 8), [ 1, 6§ 9,10}, (1, 8, 10, 11 ),
L2 3 4,98],1{2 3 4,111, (2,3 7,1¢1, [ 2, 3,8, 111,
12, 4,5 61, [2,¢, 5 101, [ 2, ¢ 6, 10, [ 2, 4, 8,111,
[2 5 6 101, [2,5 7,81, 12,57 9%}, (2 5 8,91,
{2 69 111), t2,7,8 91, [ 3, 4,5 91, (3, 4. 8, 11 ),
[3,5 6, 7), 135 6,111, 1{3,5 7,111, (3 6 7, 111,
(3, 6,8 9), [3, 68,101, {36 9101, (3, 8 9, 101},
(4, 5 6, 101, (4,6, 7, 8}, { 4, 7, 9, 101, [ 4, 7, 9, 11 1,
[ 4, 7,10, 11 ), { 4,9, 10, 111, [ 5, 6,7, 111, [ 5 7,8, %1,
{5 8 10, 11), (6,8, 9,10, [ 7,9 10, 11 } 1,




({1 2,3 9], (1,2, 4,61, (L 2,5 w1 (1, 2, 6 10},
[ 2, 7,91, (1, 2,8, 1Y), b1, 3,4, 71, [ L, 3, 4, 81,
(1, 3, 5, 113, {1, 3,6, 21, [ 1, 3, 9,101}, [ 1, 4, 5, 61,
1, 4, 5, 1061, (1, 4, 9, 111, ¢ 1, 5 7, 81, [ 1,5 5, 11 ],
{1, 6, 8, %51, [1, 6, 8,11 ), ¢£1, 7,8, 10}, [ 1,7, 10, 11 ],
[2, 3, 4,101, L 2,3 5 71, {2, 3,6 111, (2,3 7, 111,
[2, 3, 8,10, 12, 4,5, 81, [2,4,5 91,012,471, 81,
{2 4,10, 311), (2,5 6 71}, 2,5 6,111, [ 2, 6 8, %1,
(2,7 9 101}, t2 89,111, (3, 4, 5, 111, [ 3, 4, &6 8B},
[3, 4, 9 111, (3, 5,6, 91, (3,5 6 101, 3,5 891,
[3, 6, 7, 81, [ 3, 7,9, 10 ), [ 3, & 10, 11 ], [ 4, 5 7, % I,
{4, 6, 7, 10), ¢ 4,6, 7, 11 ), [ 4, 6 9 10, [ 4 7, 8 9],
[4, 8,10, 11}, [ 5 6 8 101, [ 5 7, & 111, [5, 7, 10, 11
[ 5, 8 9,101}, 16 7,9 111, [ &6 9, 10, 11 1,

lt1, 2,4, 5], [ 1, 2, 4, 10), [1, 2,5 6], L1 2,6 8],
f1, 2,891, [1,2, 9, 101,11, 3, 4, 61, [ 1, 3, 4, 11 ],
fi, 3, 6,83, (1,3 7,811, {1 3, 791,11, 3, 9 11],
{1, 4, 5, 111, [ 1, 4, 6, 201, {1, 5 6,10), {1, 5 7, 101,
{1, 5, 7, 11 ], t 1, 7,8 111, (1, 7, % 101, {1, 8 9, 11 ],
[ 2, 3 5 61, [ 2, 3,5 113, [ 2,3, 6,71, 2,3 7 %1,
{2 3 % 1017, (2 3,10, 13}, [ 2, 4, 5, 71, ( 2, 4,7, ¢,
[2, 4,8, 91, [2, 4,8, 1011, [ 2,5, 7,11 ], 12 6 7, 111,
[2, 6, 8 11}, t 2,8, 10, 12, [ 3, 4, 6 71, [ 3,4,7, 81,
[ 3, 4,8 101}, (3, 4, 310, 121, [ 3, 5, 6, 81, [ 3, 5 8 101,
[3 5 9 101}, {3 5 9, 1Y), (4, 5 7, 81, [ 4 5 8 9],
[4, 5 9,11}, {4, 6,7, 91, (4,6, 9 11, [ 4, 6, 10, 11 ],
t5 6 8 91, [ 5 6, 9,101, |5 7, 8 10, [ 6 7, 9, 10 ],
{6 7,10, 111, {6 8 5 111, [7, 8 10, 11} ]

gap> OrbsOfGraphs(sT11,5); *** 5 vertices

tvry 2,3 4,51, 11, 2,3 4,11, 1, 2, 3,7, 8],
{1, 2, 3, 10, 11 ), {1, 2, 4,7, 201}, 01, 2, 5 & 9],
ti, 2,5 8911, (1, 2,6, 7,8]), i1, 2, 67, 111,
(1, 2, 9,10, 11 ), [ 1, 3, 4, 6 91, [ 1, 3., 5 7, 91,
(% 3 5 7,16, (1, 3, 5 8 01, [ 1, 3, 6 8, 201,
[, 3, 6,9 113, [ 1, 4,5 8,91, [ 1, 4, 5 8, 11],
[1, 4, 6, 7, 91, [, 4, 6, 8, 101, [ 1, 4, 7, 8, 111,

9,101, L 1, 5, 6, 7, 1t |, [ 1., 5 6, 10, 11 j,

P 1, 4, 7,
t1, 8, 9,10, 11}, {2, 3, 4, 5,86, [ 2, 3, 4, 8, 9,
(2, 3 5 8, 111, (2, 3,6, 7,101, [ 2, 3, 6, 9, 10},
{2, 3 7.8, %1, (2 4,5, 7, 101, [ 2, 4, & 8, 10,
{2, 4, 6, 8, 11}, {2, 4, 6, 9 21 1, [ 2, 4,7, 9, 11,
{2, 5 6,9 10), 12,5 7,8 101, [2, 5 7, 9%, 11],
{2, 5 8 10,11 ), [ 3, 4, 5 6 71, [ 3, 4, 5 9%, 101,
[ 3, 4, 7, 8,11 ), [ 3, 4, 7, 10, 1} ], [ 3, 4, 8, 9, 10 ),
[ 3, 5 6 8, 11, [3, 5 1, 9 111, [ 3, 6, 7, 10, 11 ),
[ 3, 6, 8, 9 11 ), (4, 5, 6, 7. 8%, { 4, 5, 6, 10, 11},
[ 4, 5, 9, 10,111, [ 5 6, 7, 8 91, [ & 7, B, 9, 10 ],
[ 7, B, 9 10, 11 } 1,

{[1,2, 3 4, 6%, 01,2,3 % 1), [, 2, 3,8 91,
[ 1, 2, 4, 5 81}, £ 1, 2, 4,7, 91, 1, 2, 4,10, 11},
{1, 2, 5 6 7)) 11, 2, 5 9% 101}, {1, 2, 6 B, 10,
t1, 2, 7, 8,111, [ 1, 3, 4, 7, 11), [ 1, 3, 4, 8, 10 ],
{1, 3, 5,6,101), (1, 3, 5 7,813, [1 3 67, 9],
{1, 3, 6,8, 11), [, 3, 9,10, 131 ), (1, 4,5, 6 111,
{1, 4, 5, 7,101, [ 1, 4, 6, 9, 10}, [ 1, 4, 8 9, 11 ],
{1, 5, 6,8, %91, [1, 5 7, 9 113, [ 1, 6, 7, 10, 11 ],
{1, 7, 8,9, 101, [ 2,3, 4,5 71, L2 3 4,9 101,
(2, 3, 56,91, 2 3,5 8 1013, (2 3,6 17, 81,
[ 2, 3, 6, 10, 1Y ], [ 2, 3, 7, 9 111, {2, 4 5, 9 11 ),
{2, 4, 6, 7, 11 ), { 2, 4, 6, 8 9], { 2, 4, 7, 8, 10 ],
[2, 5 6,898,111}, t2,5 7,10, 111, [2, 6 7, 9, 10 1,
{2, 8 9 10, 31 ), f 3, 4, 5. 6 8], [ 3, 4, 5 10, 113,
{3, 4, 6 7, 10 ), [ 3, 4 6 9 121, [ 3, 4 7, 8, 2],
{3 5,7,9 10), (3,5 8 % 1], {3 7,8, 10, 11 ],




*extunswrawr Orhitas de conjuntos de vertices en STL3 *»r**wws

gap> OrbsOfGraphs (5T13,3); *++ 3 vertices

rioi1 2 39, (1,2 23), (1,4 71,01, 4 111, [ 1,5 9],
[1, 5, 10, (1, 6,201, (1, B, 211 ), (1, 12, 13}, [ 2, 3, 4],
{2 5 8), (2 5 12], [2, 6, 10, [ 2,6, 11 ), [ 2, 7, 11,
3, 4,51, 03 6, 91, [3 6 13], [3, 7, 11],

{2 9 12, I

{3 7, 12), [ 3,8, 12), (3, 10,13 ), ( 4, 5, 61, [ 4, 7,101,
t 4,8 12 ), (4, 8,123 ), [ 4, 9, 131, (S5 6 71,15, 8, 11],
{5 4% 131, (6 7, 8], [6 9 121, (17, 8 91, [ 7, 10, 13 ],
(8 9,101, [ 9 10, 11 ], ( 10, 11, 1z ), [ 11, 12, 13 ] i,

[ 11, 2,41, (1, 2,10}, [ 1, 3, 13), [ 1, 4, 101, [ 1, 5, 6 1.
{1, s 81), (1, 7,101, 11, 9, 213, [1, 11,12 ], [ 2, 3, 5],
t2, 3,121, 12, 5 1), (2, 6, 7], [2, 6,91, 12, 8, 121},
(2, 12, 131, 13, 4,6, [ 3, 4, 121, [ 3, 6,121, [3, 7,81,
[ 3, 7,10), £3,9 1311, [ 4, 5, 71, (4, 5 13 ], 14, 7, 131},
{4, 8 9], [ 4, 8 11 ), 5 6, 8), (5 9 10]), [ 5 9, 12],
te6 7 91, 6 10, 121, { 6 20, 13}, [ 7,8, 10, [ 7, 11, 12

1,
(e 9, 1111, t 8, 12, 13 ], (% 10, 12 ), { 10, 11, 13 ] 1,
rel, 2 513, 01, 4,13), (1, 10, 221, [ 2,3, 61, [ 2,11, 12 ],
(3, 4,71, 13 12,13 ), [ 4, 5, 8}, [ 5 6 91, (6 7, 10],
(7,8, 1111, [ 8 % 12 ), [ 9, 10, 13 ) 1,

rri 2,61, (1, 2,12, (1, 3, 41, 11, 4,811, (1, 5 11 ],
(1, 5 131, 1, 7,101, [ 1, 9 101, [1, 11, 13 ], [ 2, 3, 171},
(2, 3 131, t2 4,5), (2,5, 9}, (2 6,12]), (2, 8 111},
[ 2,10, 11 ), [ 3, 4,811, [ 3, 5, 6, [3, 6, 101}, [ 3, 7, 131,
[3, 9 2], (3, ¥, 121, [ 4, 5,9 ), (4, 6, 7T}, { 4, 7, 21 ],
{4, 10, 13 ), { 4,12, 13 ), (5, 6,10]), {5 7,81, (5, 8 12),
t6 7,11), {6 8 91, 6 9, 13}, (7,8 221, (7, 9, 10 ],
(8 9, 131, t8 10, 111, [ 9, 11, 12 ), [ to0, 12, 13 } 1.

[t 2, 73,01, 3, 10), (1, 3, 1r 1, [ 1, 4, 6 ), (1, 5, 71,
(1,6 131, (1,8 9%}, (1, 8, 121, (1, 9, 12), [ 2, 3, 8},
[ 2, 4, 21 ), [ 2, 4,12 ], 12,5, 7). [2, 6 81, [ 2,9, 101},
(2,9, 3], (2,10, 133, [ 3, 4, 9, [ 3, 5,121], [ 3, 5 13],
(3 6, 81), (3 7,91, (3, 10, 11 ), [ 4, 5,10, [ 4, 6, 13 ],
(4, 7, 91, [ 4, 8, 10), (4, 12, 121, [ 5, &, 1), { 5, 8, 101,
{5 9 11 ), (5 12, 13}, [ 6 7,121, [ 6, 9 111, [ 6, 10, 12

1.
(7, 8 131, (7,10, 12 ], [ 7, 31, 13 ), [ 8, 11, 13} },

{[y 2,81, 01 3,51, 11,3, 121, [ 4, 91,01, 6 91,
t1, 6, 111, [, 7,81, [1, 7, 13), [1, 10, 121, [ 2, 3, 91,
(2, 4, 6), [2, 4131, {2,5, 101, [2, 7,10, (2, 7, 12],
[2 8 91, [2, 11, 13), [ 3, 4, 10}, [ 3,5, 71, 3 6 111,
[3, 8 11 ], (3 8, 13}, (3 9, 101, [ 4, 5, 1), [ 4, 6, B},
{4, 72,221}, (4 9, 12), [ 4, 20,111, [ S5, 6 121, [ 5 7, 9],
(5 8 13), (5,10, 13}, [ 5, 11, 12 ), [ & 7, 13}, [ 6 8, 10

1.
e 67 E2TYF ), TS, 1y {087 10,7127, ey 113y}, T T

(t1, 2,91, 11, 3, 61, (1, 3,71, t1, 4,12, £1, 5, 12 1,
(1, 6. 71 11,8 101, [1,8, 13 ], [, 9 111, (2, 3, 101,
(2,4, 71,02 4,8), [ 2,5 121, (2, 6,131}, (2, 7, 81,
{2,911}, (2 10, 12], (3, 4,11 ), [ 3, 5 81, (3,5 91,
(3 8, 91, [3, 10, 12 ), [ 3, 11, 13 ), [ 4, 5, 121, [ 4. 6, 91,
te 6 10, [ 4,9, 10), [ 4, 21,1233, {5 6 13, [ 5 7,101},
(5 7,111, (5 10,11 ), {6 8, 111, [ 6 8, 22], [ 6 11, 12

Te

» 121, 17,9, 131, (7, 12, 13}, ( 8 10, 131 1,

11 ), 11, 4, 51, {1, 10, 131, [ 2, 3, 121, [ 2, 5 61,

» 131, 13,6, 7), (4 7,81}, [5 8 91,16, 9,10,
0, 111, [ 8 11, 12 ), [ 9, 12, 13 ] ]},

€1, (1,6, 123, [ 2,7, 91, 02, 4,91}, 12 7, 131,

, 101, (3, 5 101, [ 3, 9 111, (4, 6, 111, [ 4, 10, 12 1],
+ 12 ), 15 11, 13}, [ 6 8,131 1,

91, (1,6 8], (1, 7,12), 12 4,10}, 02 17, 91,

j—
[ el = Ren]
W~ W e
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[2r8p13],[3,5111),[3,3,10],(4,6,12],[4,9,11],
L5 7 131, 5 10, 121, { 6, 11, 131 1]

g9ap> OrbsOfGraphs (ST13,4); *** 4 vertices
(GO » 3041, t2,2,3,13), 1, 2, 6,10, [ 1, 2, 12, 13 1,

4, 7, 16}, [ 1, 4, 7,11 ], [ 1, 4,8, 11 ], { %, 5 6 101,
5 8,11 ),1{1,5 9 101, [ 1,5 9% 131, [ 1, 13, 12, i3],
3, 4, 5), 12, 3 7,111, {2,5 8, 111, [ 2,5, 8, 12 1,
5,9 121,12 6,7, 11 ), (2,6, 9, 121}, t 2, 6 10, 11 1],
4, 5, 63, (3,4, 8 121, [ 3,6, 9, 121, [ 3, & 9, 131,

6, 10, 13 ), [ 3, 7,8, 22}, [ 3,7, 10, 131, [ 3, 7, 11, 12 ],
5, 6, 71), 14,5, 9,131, [ 4, 7, 10, 13 ), [ 4, 8, 9, 13 1],
8, 12, 131, [ 5, 6 7, 8), [ 6 7,8 9], [ 7 8 9, 10],

. 10, 111, [ 9, 10, 11, 12 ), [ 10, 11, 12, 13 ] 1],

3,51, [1, 2, 4,131, {1, 2,5 8], [1, 2,5 101,

’

L

CO W o L W BB

12, 13 ], 11, 4, 7, 13 ), (1, 4, 9, 131, L 1, 4, 10, 1t },
6, 91, {1, 6, 10, 111, {1, 7, 8, 111, [ 1, 10, 11, 12 ],
4, 6 ), [ 2, 3, 6 %1, [ 2, 3, 6, 11 ], [ 2, 5, 11, 12},
» 7,101,012, 7,11, 121, [ 2, 8, 9, 121, [ 2, 11, 12, 13 ],
+ 5 7T}, 03, ¢ 7,101, [ 3,4, 7, 12, [ 3,6, 12, 13,
7, B, 11 ], {3, 8, 12, 13 }, [ 3, 9 10, 13 ), { 4, 5, &, 8],
5, 8 11, [ 4, 5,8, 131, [ 4,8, 9 12 ], [ 5 &, 7, 9},
6, 9, 12}, {5, 9, 10, 23 ), [ 6, 7, 8 10, {6 7, 10, 13 ],
B, 9, 11 ), (8, 9, 10, 12 3, [ 9, 10, 11, 13 1 J,
€1, {1, 2, 591, 11, 2,5 12), [1, 2, 5 13 ],

3, 4,71, 01, 4, 8, 13 J, [ 1, 4, 11, 83 3, £ 1, 4, 12, 13 ],
5, 10, 111, [ 1, 6, 7, 101, [ 1, B, 10, 111, [ 1, 9, 10, 111,
3, 4, 7)., 12 3,6, 101, (2,3 6, 131, [ 2, 4,5 81,
6, 11, 121, (2, 7, B, 11 ], [ 2, 9, 11, 12}, [ 2, 10, 11, 12
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4, 5, 811, (3, 4,73, 12 ), [ 3,5 6 91, (3 7 12, 13 ],
8, 9, 1271, {3, 10, 12, 13 ], ( 3, 11, 12, 13 ), { 4, 5, 6, 9 ],
5, 8, 12}, [ 4, 6, 7, 10 ), ( 4, 9, 10, 13 ), {5, &6, 7, 101,
6 9, 131,1(5 7 8 11), [ 6 7,8 11§, [ 6 8, 9 121,
8, 9, 121,{7, 9,10, 131, [ 8 9, 10, 131 1.
r
[
[

N & W W

PP PR 2, 6, 131, [ 1, 2,9, 12}, [ 1, 3, 4, 11 ],
3, 6, 10 ), [ 1, 4, 6, 71, {1, 4, 8 12 ], [ 1, 5, 7, 10 1],
Vs
'

S, 9, 11 1, 5, 12, 131, [ 1, 8, %, 10, [ 1, 8, 11, 13 ),

3, 10, 13}, £ 2,4, 5,121, [ 2, 4,7, 11 1},

5 9,13 ), {2, 6 8, 11}, (2, 6, 10, 12 ],

3, 4, 5. 9§, L 3,5 &, 13 ), F 3,5 8, 12,
7, 9, 123, (3, 7,11, 13, [ 3, 10, 11, 12 1],
9, 13), (4, 7, 9, 101, [ 4, B, 10, 13 ],
11, 12, 13, (5, 6, 7, 11 ), ( 5, &, 10, 11 }, [ &, 7, 8, 12 ],
9, 1, 121, [ 7, 8, 9, 131, [ 7, 10, 12, 13 } ],
, 3,811, [, 2,7, 13], (1, 3,5 101, [1, 3,
3, 8,12 ), (1, 4, 6, 12}, [ 1,4, 7, 33, [ 1, 5
6, 9 12 ), {1, 6, 10, 22}, [ 1, 6, 12, 131, (1
4

r

2

Oy s B L) BN R R b

8, 11 ],

+ 1,9,

e 708, 9],
L

7,

3, 4. 91,12 4,6, 12}, [ 2,4, 9, 12, [ 2
5,1, 121,02 5 8 10, [ 2,6 8, 101, [ 2 10, 13 ],
7, 11, 131, {2, 8,9, 101, [ 3, 4, 5, 1¢ 1, [ 3, 5, 7, 12 ],
5, 10, 131, {3, 6 8, 131, (3, 6, 9, 1 1, [ 3,7, 9, 111,
9, 10, 11}, [ 4, 5, 6, 11 1, [ 4, 6, 8, 131, ( 4, 7, 10, 12 ),
8, 10, 12 ), { 4, 10, 1}, 12}, (5, 6, 7, 12 ), [ 5, 8, 11, 13

9, 13 1,
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bl A T A A oty
3]
~
o
-
=
s
o
-

D Lk L) R BN e

n

9, 11, 13), [ 5, 11, 12, 13 ), [ 6, 7, 8 13 ] ],

. 3,9), 11 2,8 13]), [ L, 3,5 9], [ 1, 3, 6 5],

3, 7,121, (1, 4, 7,12 ), [}, 4 9, 111, (L, 5 10, 12},
8], (%t 6 8 10131, [ 1, 6 8 111, [ 1, 7, 12, 13 ],
3, 4,10 ), 12, 4,6 101, (2, 4,7, 101, [ 2, 4, 8, 131,
5 8 131,12, 5 10, 12 1), £ 2, 6, 12, 33 ), (2, 7, 8, 91,
¥, 09,3 1,02, 7,9 12 ), (3, 4,5 11, L 3 5 7 11],
5, 8 11 1), (3, 6, 11, 13 ], [ 3, 8, 9, 10 ), [ 3, 8, 10, 12},
g, 10, 13 ), [ 4, 5., 6, 12 ], (4, 6, 8, 12 ], [ 4, &, 5, 12 ],
9, 10, 11], [ 4, & 11, 131, [ 5, 6, 7, 13 ), [ 5,7, 9, 13],
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1¢, 131, { 5, to, 1%, 12 3, [ 6, 11}, 12, 13 ) 1,

01, (1, 2, 4, %), ['1, 2,8 13, [ 1, 3, 6, 13 ],
7,11 ], [ 1, 4, 6, 20), (1, 4,21, 22 ], [ 1, 5 & 7],
g, 1¢1, (1, 5, %, 12 ), [ 1, 8 9,11 ), [ 1, 8, 12, 13 ),
4, 111, 12, 3, 5, 81, [ 2,4, & 12 ), [ 2, 5, 7, 11 },
12, 131, [ 2, 6,7, 81, {2, 6,9 11], | 2, 6 10, 13 ],
10, 12 ), (3, 4, 5,12 ), {3, 4,6, 91, [ 3, 5 9, 13 1,
8,121, {3, 7,8 91, [ 3,7, 10, 12 ), [ 3, 10, 11, 13 |,
6, 131, [ 4, 5, 7,10, [ 4, 7, 9, 13 ), [ 4, 8, 5, 10 ],
11, 13 ), [ 5, 6,8, 111, [ 5 &% 1¢, 11 ), [ 6, 7, 9, 12 ],

11, 12}, (7, 8, 10, 131, (7, 11, 12, 13 } 1],

mry, {1, 2, 4,111, (1,2, 7 11), (1, 2,10, 13,
10, 131, t 1, 4, 5, 61, £ 1, 4, 5, 71, [ 1, 4, 5, 10 1,

g, 91, 11, 6, 10, 13 ), [ 1, 8, 11, 123, [ 1, 9, 12, 13 ],
4, 12 ), 2, 3, 5,12 ), [ 2, 3, 8 1213, [ 2, 5, 6, 7},

6, 8), t2 5 6,111, [ 2,6, 9,10}, [ 2, 9, 12, 13 ],
5,131, (3, 4, 6, 131, [ 3, 4, 9, 131, [ 3, 6, 7, 81,
7,91, [ 3, & 7,121, £ 3, 7, 10, 12 ], [ 4, 7, 8, 9 ],
8,10 1, ( 4, ¥, 8,13 ], [ 4, 8, 11, 12 ], [ S. 8B, 9, 10 |,
9,11 ), [ 5 9,12, 131, (6 9 10, 11 ), [ & 9, 10, 12 ],

11, 12 %, (7, 10, 11, 13 1, [ 8, 11, 12, 13} 1},

12y, £ 1, 2, &, 121, [ 1, 2, 8, 11 ), (1}, 2, 11, 13 ],

4, 5%, [ 1, 4, 5, 9], {1, 4 5 111, [}, 4, 7,81,
10, 13), [ 1, &, 9,101, (12, 7, 10, 13}, [ 1, 10, 12, 13

4, 131, (2, 3, 7,12 ), [ 2, 3, 9 121, [2 4, 5, 6],

6, 101, [ 2, 5, 6, 22 ], [ 2, 5,8, %], [2,7, 1, 11 ],
8, 13 ), [ 3, 4, 10, 12 3, [ 3, 5, 6, 7], £ 3,6, 7 111,
7, 131, [ 3, 6, 9 10 ), [ 3,8, 11, 121, [ 4, 6, 7, B 1,
8, 12 ), [ 4, 7, 20, 11}, [ 4, 9, 12, 13}, [ 5, 7,8, 9],
9, 13}, £ S 8 11, 12], t 6, 8 9, 10 ), [ & 9, 12, 13 ],
10, 1], [ 8, 10, 11, 12 ), [ 9, 11, 12, 13} ],

51, (1, 2, 5, 6), 1, 2, 5 11 ], ¢ i, 2, 10, 11 ],
11,121, [ 1, 3, 4, 13 ), [ 1, 4, 5, 81, [ 1, 4, 5, 13 ],
io, 13), {1, 7, 10, 12}, ¢ 1, 9, 10, 131, [ 1, 10, 11, 13
S, 81), (2, 3,6, 7], 2, 3 6 121, {2, 3,11, 12],
12, 131, (2, 5, 6, 91, [ 2,8, 11, 12 j, { 3, 4, 6, 71,
.81, [ 3, 4, 7, 131, [ 3, 4, 12, 131, 1 3, 6, 1, 10 ],
12, 13 ), [ 4, 5 7,81, (4, 5.8, 9%, {4, 7, &, 11 ],

8, 91, {5, 6, 8,101, { 5, 8, % 12 ), [ &, 7, 9, 10 1],
16, 11 ), ( 6, 9, 10, 13 }, ¢ 7, B, 10, 12 ], [ 7, 8, 11, 12
11,12), 08,9 12, 13 ], [ % 10, 12, 131 ],

61, (1, 2, 7,10}, (1, 2,8, 1211, ¢ 1, 3, 4, 10 1,
5,13), [ 1, 3, 11, 12 ), (1, 4,8, 9], (1, 5 € 11 ],
7, 8%, (L, &, 9, 131, {1, 7, 11, 131, ¢ 1, 9, 10, 121,
5,71, (2, 3, 8, 11 ], [ 2, 3, 9, 131, { 2, 4, 5, 11 1,
12, 13], [ 2, 5,9, 10, [ 2,6, 7,12, [2, 6 8, 31,
11, 133, [ 3, 4, 6, 8 ), [ 3, 4, 9, 12 1, [ 3, 5, &_12 ], _
10,7117, [ 3,77,°8,713 ], (73,77, 8, 107, 1[4, 5, 7. 91,
0, 13), (4, 6, 7, X3 ), [ 4, 7,12, 121, ( 4, B, 10, 11},
8,101, 5, 8, 12,13 ), (5, 9 11, X2 ), t &6 7, 9 11 ],

12, 13 ), [ 7, 8, 20, 12}, [ 8 9, 11, 13 } ],

81, [1, 2, 6, 9%, [, 2,10, 12, [ 1, 3, 4, 12 |,
5,61, (1, 3, 7, 131, [ 1, 4, 9, 101, [ 1, 5, 8, 13 ],
11,12), (1,6, 7, 1), (1, 7, & 103, [1, 9, 11, 13 ],
5,911, [ 2,3, 7,16, { 2,3, 11, 13), { 2, 4, 5 12 ),
6, 71,12, 5, 10, 11 ), (2,6,12, 13 ), [ 2, 7, 8, 12},
9, 1113, (3, 4, 6, 10 ), [ 3, 4,8, 121, ( 3,5,7, 81,
11, 12), [ 3,8, 9 13), (3, 9 10, 12 ), [ 4, 5, 1, 11 ],
9, 121, [ 4, 6, 8, 91, [ 4, 7, 12, 13, [ 4, 10, 11, 13 ),
8,121, 5 6,10, 23 ), [ 5 7, 9,101, [ 6, 7, 9 13 1],
e, 121, {7, 9 1, 12 ], {8, 10, 12, 13 ] 3},

9 11,2, 98,10}, (1, 3,5 8, [1, 3, 6, 12 1,

7, 8), (L 3,8, 131, ( 1, 4, 10, 12 ), [ 1, 5, 6, 12 ],
7,91, (1, 6, 11,12 ), (1,7, 9, 11}, (1, 7, 9 133,



(2,3, 5 101, (2, 3, 9,111, [ 2, 4, 6 9}, [ 2, 4, 7, 13 ],
[2, 4,8, 9, [2, 5 11, 131, ¢t 2, 6, 7, 13}, (2, 7, B, 10},
[ 2, 7, 12, 13 ), 1 2, 8, 10, 121, [ 3, 4, 6, 2x ], [ 3, 4, 10, 12 ],
(3 % 7, 10}, [ 3,5 9 1011, [ 3, 8 9 11§, (3, % 11, 13 ],
[4, 5 7,124, [ 4, 5,11, 13 ], [ 4, 6, 8, 11 ), [ 4, &, 10, 11 ],
(4, 9 10, 12), 1 5 6 8 131, {5 7, % 12, [ 5 7, 11, 12 ],
5 10, 11, 131, ( 6, B 10, 13}, [ 6, & 12, 13 ] ],

rei1, 2,4, 109), (1, 3, 9,13 ), (1, 5 6,81, {1, 7, 11, 12 ],
[2, 3,5 1113, (2, 6, 7, 21, (2,8, 12, 131, [ 3, 4, 6, 12,
{3 7,8, 101, [ 4, 5 7,131, {4, 8, 9 111, (5 9 10, :21},
[ 6 10, 11, 13 ] 1},

(rey 2, 4,121,101, 2,6 ), 11,2, 9,101}, [1, 3, 4, 61,
fi1, 3,7, 10, (1, 3,11, 13, (1, 4, 8,10}, [ 1, 5 6, 13 ],
f1, 5 7, 113, (L, 5 8, 123, [ 1, 8, 9 3], (1, 9 11, 121,
2, 3,5 131, 2 3 7, 81, ({2, 3,0, x1 1, [ 2, 4, 5, 71,
i2 4, 8B, 113,12, 5 9 11], {2, 6, 8 22, [ 2, 6 9, 3],
[2,10, 12, 131, [ 3, 4, 8, 9), [ 3 4, 11,1211, [ 3, 5, 6, B,
{3 5 9 121,13, 6 10, 22 ), ¢ 3, 7, 9, 13}, { 4, 5 9, 10},
{4, 5, 12, 13}, [ 4, 6, 7, 91, [ 4, 6, 10, 13 }, [ 4, 7, 11, 13 1,
{5 6 10, 11}, [ 5, 7, 8, 101, [ &, 7, 1}, 121, ( &, 8, 9, 11},
[ 8, 12, 131, ( 7, 9 10, 12 ], ( &, 10, 11, 13 ] 1,

[t 2,5 713, (1, 3 10, 1113, {31, 4, 6 131, (1, 8 9, 12 ],
l2,3 6,81, (2 4,11, 12}, £2, 9, 10, 13 ), (3,4, 7, 91,
{3 5 12, 13}, ( 4, 5 8,107, (5 6,9 11 j, [ 6 7, 10, 12 ],
[ 7, 8 11, 13} 1,

[ (1, 2,6, 8), t1, 2, 7, 121, (1, 3, 4, 93, {1, 3, 5, 11 ],
[1, 3, 9 10% {1, 3, 9% 121, {1, 4, 6, 8, [ 1, 5 7, 13 I,
fi, 6, 8 93, (1, 6, 21, 13§, {1, 7, B, 22}, (1, 7, 10, 12},
[ 2,3 7,99, (2 3 8131, {2, 4, 5,101, [ 2, 4, 6, 12 ],
(2, 4,10, 11}, { 2, 4, 10, 13y, [ 2, 5, 7, 91, (2,7, 8 11,
{2, 8 9 131, (2 8 11, 13 ), [ 3, 4, 8, 10}, [ 3, 5 6, 11,
{3 5 7,13), (3, 5 11, 12), (3, 6 8, 10), [ 3, 8 10, 111,
(4,5 9, 11 ), [ 4,6, 7, 221, [ 4, & 12, 13 1, [ 4, 7. 8, 11,
(4,9 11, 121, [ 5 6, 10,121, [ 5 7,8, 131, [ 5 8, 10, 121,
t 8 10, 12, 131, [ &, 7, 11, 13 ], [ & 9, 11, 131 ],

[t 2,6, 1211, [, 3, 4,81, [1, 5,11, 131, (1, 7, 9 10 },
t2,3 7,131, (2,4, 5 91, [ 2, 8 10,111, [ 3, 5, &, 10],
¢3 9, 11, 121, (4, 6 7, 111, [ 4, 10, 12, 13}, [ 5, 7, 8, 121,
{68 9, 13 1},

riw2 7,813 I[1,2,8 9], 01, 3 5 71, (1, 3, 5 121,
i1, 3,6, 811, [ 1, 3,10, 12 ], [ 1, 4, &6 91, [ 1, 4, 9, 12 ],
[1, 6, 7, 131, [ t, & 9 11), (i1, 7, 8 13, | 1, 8, 10, 12],
{2, 38 93,012 3 9 101, [2, 4, 6, B}, [ 2, 4, 6, 13 ],
{2, 4, 7,12, [ 2, 4, 11, 13}, (2, 5, 7,10}, [ 2, 5 110, 13 ],
[ 2,7, 10, 12}, 12,9 11,131, ([ 3, 4, 9 10, ( 3, 4, 10, 11 ],
{3, 5 7, 9%, (3,5, 8,131, [ 3, 6 8,11 ], [ 3, 8 11, 13},
{4, 5 10, 11}, { 4, 5,11, 12 ], (4, 6, 8, 101, [ 4, 7, 9, 12 ],
{5 6, 11, 121, [ 5 6,12, 131, [ 5, 7, 9%, 111, [ 5, 8, 10, 13 ],
{6 7, 12,13, [ & 8,10, 12 ], [ 7, 9, 11, 13 ] ],

[ t1, 2,7, 91,11, 3,681, (1, 3, 7, %1, (1, 3,8, 9],

(1, 3,8 101, (1, 3,9 111}, {1, 4, 6,121, (1, 5 7, 121,
(1, 6, 7, 12), 11,68, 12}, (1, 6 8, 131, 1%, 7,9, 121,
[2, 3,8, 101, (2, 47 9), {2, 4 9,10, (2, 4, 9, 10 ],
[2, 4,9, 1), {2, 4,10, 12}, [ 2, 5, 7,13 ), [2 6 8, 13],
{2 7,68, 131, 12, 7,9 3], (2, 8 10,13 ], [ 3, 4, % 11],
[3, 5 8, 0], [3 5 9 111, ¢ 3,5 10, 11 ], [ 3, 5, 10, 12 ],
{3 5 1%, 131, (4 5 10, 121, { 4, 6, 9, 111, [ 4, & 10, 12 ],
{4, 6, 11, 121, [ 4, 6, 12, 13 ], [ 5, 6, 11, 13 J, [ 5 7, 10, 12
1.

[5, 7, ¥, ¥3 1}, [ 5, 7, 12, 13}, [ 6, B, 11, 13 ] ],

rr 2,9 1113}, (%t 3 6 71, (1, 4, 5, 12}, [ 1, 8, 10, 13 }.

[ 2, 3,10, 121, [ 2, 4 7. 81, [ 2, 5 6 13 ), [ 3 4,11, 131,
{3 5 8, %91, 04,6, 9 101, [ 5 7, 10, 12 ], [ 6, 8 11, 12},
{7, 9 12, 13] 1)

gap> OrbsOfGraphs{ST13,5); *** 5 vertices
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