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ntroducción. 

presente trabajo tiene como objetivo dar una introducción al tema de la teoría 
. grandes desviaciones, el cual es de gran interés actualmente en el campo de 
teoría de la probabilidad. Mostraremos las ideas principales que motivan el 
tudio del tema, así como el desarrollo de los resultados teóricos básicos. En 
ta parte hemos hecho un esfuerzo especial en dar las demostraciones completas 
:!etalladas de todos estos resultados, buscando siempre dar la presentación mas 
cesible de ellos. En general los textos que tratan el tema no hacen esto ya 
le comunmente solo dan la idea de la demostración sin hacer los detalles. Esto 
,rmitirá que este trabajo pueda ser usado como introducción para estudiantes 

los últimos semestres de licenciatura con conocimientos básicos de teoría 
. probabilidad. Además, en este trabajo nos interesa presentar los elementos 
Jricos en los que se fundamenta la teoría y se desarrollan algunas aplicaciones. 

El primer resultado en la teoría de grandes desvwciones se debe a Harald 
·amér. Cramér era un matemático suizo que daba asesoría a una compañia 
seguros. Para compañías como estas es fundamental protegerse del riesgo de 
e ocurran sucesos inesperados o raroS y en este contexto podemos hablar de 
mdes desviacwnes. Es decir, sabemos que el Teorema del Límite Central noS 
información acerca del comportamiento de alguna distribución de probabili-

d alrededor de su media o valor esperado, mientras que la teoría del riesgo en 
;uros se ocupa de eventos raros, es decir, que están en la "cola" de la distribu­
>TI de probabilidad. Más adelante mostraremos el teorema debido a Cramér 
e es fundamental en este trabajo así como la aplicación mencionada en teoría 
1 riesgo, la cual es muy sencilla y además ilustra muy bien el tema. 

El desarrollo moderno de la teoría de desviaciones grandes se debe en gran 
,di da al trabajo fundamental de S.R.S. Varadhan en el que muestra una clara 
;oncisa descripición de los principales resultados. En el libro de [Dem98] 

III 
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A. Dembo y O. Zeitouni, se pueden encontrar mayores referencias históricas. 
partir del trabajo de Varadhan el estudio de grandes desviaciones recobra ir 
portancia y esto puede obedecer a dos razones: 

1. Las estimaciones de grandes desviaciones son una herramienta crucial ql 
se utilizan en diversos problemas en estadística, ingeniería, mecánica e 
tadística y probabilidad aplicada. 

2. Las técnicas empleadas en grandes desviaciones nos proporciona métod, 
que funcionan en otras ramas de la probabilidad y han ayudado a resolv 
problemas en dichas ramas. 

Como dec;amos anteriormente la teoría de grandes desviaciones es el estud 
de eventos Taras, en el sentido de que son sucesos muy poco probables. Es deci 
es el cálculo asintótico de probabilidades tan pequeñas que se estudian en esca 
exponencial. 

El término grandes en grandes desviaciones se debe a lo siguiente: El te 
rema del Límite Central (TLC) nos dice que: Si Xl, ... , X n es una sucesión ( 
yariables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.) ce 
media /l y varianza a 2 < 00, entonces la media muestral X n = ~ :L~=l X k 

aproximadamente normal con media /l y varianza (T2 In, y la aproximación 
yálida solamente en una vecindad de radio (TI.¡n alrededor de /l. Esto es, 
TLC gobierna fluctuaciones aleatorias sólo cerca de la media, desviaciones e 
orden de al.¡n. Las fluctuaciones que son del orden de a son, en relación con L 
fluctuaciones típicas, mucho más grandes: son grandes desviaciones de la med: 
Ocurren sólo raramente, por lo que la teoría de las grandes desviaciones se e 
scribe frecuentemente como la teoría de los eventos raros, eventos que ocur, 
lejos de la media, en las colas de la distribución. 

En el capítulo 1 estudiamos ciertas propiedades de las "colas" de algunas eL 
tribuciones de probabilidad. En el primer caso, que corresponde a la distribucL 
Binomial, realizamos un sencillo experimento y nos preguntamos por la pre 
abilidad de que algún evento se encuentre en las colas de la distribución l 
evento raro). De una forma muy intuitiva y usando elementos gráficos pode", 
encontrar estas probabilidades. 
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En el segundo caso, el de la distribución normal, hallamos la tasa de conver­
encia (a la que llamaremos función de tasa) de eventos raros, en este caso, de 
ue la media muestral diste significativamente del valor esperado. Yen el último 
aso, el de la distribución estable, se muestra que no siempre se puede hallar 
na tasa de convergencia usando la técnica del caso anterior. Finalmente, enun­
iaremos el concepto de función de tasa y el Principio de Grandes Desviaciones 
PGD) en su forma más general. 

Para el capítulo 2, estudiaremos el PGD para espacios discretos de dimensión 
nita. Utilizaremos métodos de combinatoria para obtener un PGD para la 
istríbucíón empírica de procesos que toman valores en un conjunto finito, en 
ste caso obtendremos el importante Teorema de Sanov; además emplearemos el 
1étodo para obtener grandes desviaciones en el tema de muestreo sin reemplazo, 
.n procedimiento que surge en muchos problemas estadísticos. 

Empleando los métodos combinatorios, también tendremos un PGD para la 
1edia empírica de procesos que toman valores en conjuntos finitos, en este caso 
btendremos el Teorema de Cramér para conjuntos finitos en ]R el cual será una 
onsecuencia casi inmediata del Teorema de Sanov. 

Como consecuencia de los teoremas antes mencionados, mostramos como se 
ueden aplicar estos resultados en el área de teoría del riesgo y teoría de la 
lformación. 

Es importante señalar que los resultados obtenidos en este capítulo, utilizando 
1 método de tipos para conjuntos finitos, nos darán una idea aproximada acerca 
e los resultados que podríamos esperar para conjuntos más abstractos. 

En el capítulo 3 daremos la demostración del Teorema de Cramér en el caso 
.eal, es decir, obtendremos un PGD para la media empírica de una sucesión de 
a.i.i.d. con valores en Ry función de tasa que en este caso será la transformada 
, Cramér. Enunciaremos propiedades de la transformada de Cramér que nos 
:rán útiles en la demostración del teorema. Finalmente, haremos el cálculo 
:plícito de la función de tasa para algunas distribuciones de probabilidad. 

Damos la definición de tensión exponencial, así como la noción de PGD débil 
l el capítulo 4. Obtendremos, como en el capítulo anterior, un PGD para la 
edia empírica de una sucesión de v.a.i.i.d. con valores en ]Rd. Veremos las 
opiedades análogas de la transformada de Cramér en ]Rd al caso en R 
Por último, en el capítulo 5, tratamos el caso de variables aleatorias que no 
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son independientes. Situaciones de este tipo se encuentran en diversos problema: 
de probabilidad, por ejemplo, las cadenas de Markov. También obtendremos UI 

PGD para este caso. 
Estas son algunas situaciones en las cuales se pueden obtener PGD. Est( 

no es exhaustivo y desde luego hay muchos otros casos en donde también ha] 
PGD, pero en éste trabajo hemos buscado exponer los casos más accesibles yl 
que la teoría de grandes desviaciones es una rama activa dentro de la proba· 
bilidad y frecuentemente se obtienen nuevos resultados en el área que ademá: 
pueden llegar a ser sumamente complicados técnicamente y usar herramientl 
muy sofisticada, todo lo cual queda fuera del objetivo de ésta tesis. 

Cabe mencionar que un trabajo posterior, se presentarán distintas aplica· 
ciones de la teoría de Grandes Desviaciones a diversos problemas en estadística 
teoría de la información, mecánica estadística y probabilidad aplicada. Este ma· 
terial y lo que se presente porteriormente es resultado del trabajo en equipo que 
he hecho con "Clises Salas y bajo la dirección de la Dra. Ma. Emilia Caballerc 
y la Dra. Ana ~¡eda. 



:::apítulo 1 

~l Principio de Grandes Desviaciones . 

. 1 Colas de la distribución binomial. 

~omenzaremos la exposición del tema con un ejemplo que nos ayudará a en­
mder de manera sencilla e intuitiva el concepto subyacente en el principio de 
randes desviaciones. Consideremos el experimento de lanzar una moneda n 

8ces y registramos los resultados. Supongamos que hay dos posibles resultados 
ara cada lanzamiento (águila o sol), por lo que tenemos en total 2" posibles 
~sultados. ¿Qué podemos decir del número total de águilas? Existen n + 1 
osi bIes valores, desde O hasta n; ahora bien, de los 2n posibles resultados, e;: 
~presenta las distintas formas de obtener r águilas en n lanzamientos (e;: son 
's combinaciones de n tomadas en r). Si la moneda es justa, es decir, que 
memos la misma probabilidad de obtener águila o sol, entonces los resultados 
m igualmente probables y por lo tanto la probabilidad de obtener r águilas en 
lanzamientos es ;~. Por lo que el número promedio de águilas por lanzamien­

) tiene n + 1 posibles valores, {O, l/n, 2/n, ... , l} y el valor r /n tiene peso ;E. 
alculemos la probabilidad de que el número promedio de águilas se encuentre 
1 un cierto rango. Sea M n el número promedio de águilas en n lanzamientos, 
ltonces para x y y reales en el intervalo [O, 1 J tenemos que 

lP'(x < I\1In < y) = 
2n 

{r:x<;i-<y} 

tilizando la expresión anterior, obtenemos los histogramas de la distribución 
l probabilidad de Mn para distintos valores de n. En la figura 1 se presentan 
s histogramas para n = 16, n = 64 y n = 100. 

1 
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Figura 1. Distribución del número de águilas en n lanzamientos. 

Como era de esperarse, observamos en las gráficas que conforme n es TI 

grande, la distribución se concentra alrededor de la media 1/2, mientras que 
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.as de la distribución se hacen cada vez más pequeñas. Es decir, los eventos que 
;tan significativamente de la media tienen probabilidad de ocurrencia pequeña 
lOS interesará estudiar este fenómeno. Para esto consideremos dos casos: 

L. Escogemos cualquier punto x mayor que la media de la distribución (1/2 
en éste caso), es decir, el evento raro {Mn > x}, calculamos ahora para un 
rango de valores de n el logaritmo de la probabilidad de que M n sea mayor 
que x. Fijamos el valor x = 0.7 y obtenemos las gráficas de InlP'(Mn > x) 
contra TI que se muestran en la figura 2. 

Figura 2. 10glP'(Mn > 0.7) contra n. 

En las gráficas podemos observar que aunque éstas tienen oscilaciones (las 
cuales se repiten periódicamente), cuando el valor de n es grande podemos 
ver que la gráfica de log lP'( Mn > x) contra n tiene un comportamiento 
aproximadamente lineal. Ahora cambiamos el valor a x = 0.8 y después a 
x = 0.9 y obtenemos las gráficas que se muestran en la figura 3; otra vez para 
valores de n grandes éstas siguen un comportamiento aproximadamente 
lineal, si denotamos por -1 (x) al valor de la pendiente asintótica la cual es 
negativa, tenemos la siguiente aproximación. 

10glP'(Mn > x) "" -n1(x). 
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x=0.7 

M ;;0 30 

Figura 3. loglP'(Mn > x) para x = 0.8 Y x = 0.9 contra n. 

2. Escogemos cualquier punto x menor que la media de la distribución (1, 
y obtenemos como en el caso anterior las gráficas de InlP'(j\1n < x) con 
n para distintos valores de x (figura 4), x = DA, x = 0.2, x = 0.1 Y n va 
de 1 a 100. Observemos como antes que para n grande, la gráfica tiene 
comportamiento aproximadamente lineal con pendiente asintótica -I( 
por consiguiente 

loglP(Mn < x) "" -nI(x). 

Figura 4. loglP(Mn < x) para x = DA Y x = 0.2 Y x = 0.1 contra n. 

Finalmente de las gráficas anteriores, para 1/2 < x < 1 e igualmente p, 
O < x < 1/2 medimos la pendiente asintótica -I(x) en cada caso y graficar 
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s valores de I(x) contra x, es decir, obtenemos la gráfica que corresponde a lo 
le llamaremos la función de tasa I(x) que se muestra en la figura 5. 

o 

o 

o 
o 

o ~ 
" o, " " 00 

Figura 5. Función de tasa I(x). 

Podemos decir entouces que:La cola de la distribución del número promedio 
e caras en n lanzamientos decae exponencwlmente conforme n se incrementa. 
s decir, 

n creCe. 

IP'(Mn > x) ce e-nI(x) 

IP'(Mn < x) ce e-nI(x) 

para x> 1/2 
para x < 1/2 

1.1.1 

Como se mencionó en la introducción, la teoría de las grandes desviaciones 
;tudia los sucesos poco frecuentes, los sucesos exponenciales pequeños cuando 
~ pasa al límite y uno de los objetivos principales es encontrar una manera 
stemática de calcular la función de tasa. Más adelante mostraremos una forma 
, hacer esto en algunos casos. 

Observación. La Ley Débil de los Grandes Números. 

U na consecuencia del resultado anterior, el cual se demostrará rigurosamente 
ás adelante, es la Ley Débil de los Grandes Números en el caso del lanzamiento 
; monedas, tenemos que para n grande la distribución de IvIn se concentra 
rededor de la media, es decir, para todo é > O 

. 1 
]¡m IP'(lMn - -1 < é) 0= 1. 1.1.2 

n---7OO 2 
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Otra forma de decirlo es que las colas se hacen cada vez más pequeñas, es dec 
para todo é > O 

. 1 
hm 1P'(IMn - -1> é) = 0, 

n.--¡.oo 2 
para 10 cual vemos que 

1 1 1 
1P'(IMn - -1> é) = 1P'(Mn > - + é) + J?(Mn < - - él· 
222 

Como las colas de la distribución de M n para n grande decaen exponencialmen 
usando 1.1.1 en el miembro derecho de la igualdad anterior tenemos que 

1P'(Mn > x) 

1P'(Mn < x) 

obteniendo el resultado 1.1.2. 

para 

para 

x> 1/2 Y 

x < 1/2 

1.2 Colas de la distribución normal. 

El siguiente ejemplo, el estudio de las colas gaussianas, es la forma clásica Cal 

se aborda la idea subyacente en la teoría de grandes desviaciones. También 
verá que no siempre funciona este método para el caso de otras distribucion 
Consideremos Xl ... X n una sucesión de variables aleatorias independiente: 
idénticamente distribuídas (v.a.i.i.d.), X; ~ N(O, 1). Si 

entonces 

por 10 tanto 

_ 1 n 

X n = - ¿Xk 
n 

k=l 

X n ~ 1\/(0,1/n), 

La idea es entonces buscar la velocidad de la convergencia a cero, y para ha 
esto hacemos estimaciones de "colas" de gaussianas. Sean a > O Y Y ~ N(O 

1+00 1 (x2
) 'P'(Y?:a)= ¡;cexp - dx. 

a y 27í 2 
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tiene, para IP'(Y ?: a), que (Y/a) ?: 1, por lo que 

P(Y?: a) S~ [~[oo x exp ( ;2) dX] 

=~[exp~-~)] 

jara IP'(Y S a) se tiene que (Y / a) S 1, por lo que 

lP'(Y S a) ?: ~ [2-1 2a 
X exp (~) dX] 

y 27r 2a a 2 

en el caso que nos interesa. 

1 [exp(-~) ~eXP(-2a2)]. 
v'21f 

IP'(Y ?: t) S ~ [t~ exp (_;t2

)] y 

lP'(Y S t) ?: vb· t~ [exp ( - n~2) - exp (-2nt2)] , 

7 

namos logaritmo, dividimos entre n y finalmente tomando límite superior e 
erior, al cual denotaremos respectivamente como lim y lim, tenemos 

-1 _ t2 

lim -log(IP'(X n ?: t)) S -- y 
n-->=n 2 

1 _ t 2 

lim - lag (IP'(X n S t)) ?: --
n--+oo n 2 

Lo que nos da la convergencia hacia -t2 /2. Observemos que en este caso la 
teión de tasa I (x) como se vió en la sección anterior es 

~2 

1(x)=w
2

· 1.2.1 

Sin embargo, existen casos donde esta forma de resolver el problema no es 
tveniente, lo que veremos a continuación. 
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1.3 Colas de la distribución estable. 

Definición 1.3.1. Se dice que una v.a. X tiene distribución estable si par 
toda k > O, Y para toda sucesión Xl, . : ., X k de v.a.i.i.d. con la distribución d 
X, existen constantes ak > O, bk tal que 

donde .c denota la distribución de probabilidad de la variable. 

Si X tiene una distribución estable y si además esta distribución es simétric, 
es decir, F(x) = F( -x) para toda x > O, entonces ocurre alguna de las siguientE 
dos cosas: 

(a) X tiene una distribución normal(a = 2). 

(b) Existe a E (0,2) Y tal que la función característica de X es 

E[exp(ixX)] = q),,(x) = exp( -d[x[") d> O. 1.3. 

A a se le llama índice de la distribución estable y d es un número re, 
y positivo, ver [Bre75] pago 199 y 204. El hecho de que la distribucié 
estable sea simétrica simplifica significativamente la expresión de la funcié 
característica en el caso generaL 

También en [Bre75] pago 202 se prueba la siguiente estimación para la "calE 
de esta distribución. 

Si M+(t) := IP'(X ::: t), t > O, entonces 

Es decir, 

1P'( X ::: t) "" er". 1.3 
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~ otra parte, si X n = ~ 2:j=l X j entonces 

lE[exp(ixXnl] 

r lo que 
- l-(l 

X n ~ no-X1 · 1.3.3 

amos ahora lP'(X n 2: t), de 1.3.2 y 1.3.3 tenemos que 

lP'(X" ;:o: t) "" cr"'n1
-,"" 

nando logaritmo, dividimos entre n, y tomando límite obtenemos 

1 - 1 
-lnlP'(X n 2: t) ~ -(lnCr" + (1- a) logn) 
n n 

. lo tanto 
1 -
-ln lP'(X n ? t) ---+ O. 
n l1-"X) 

n esta aproximación no encontramos una función que nos indique la velocidad 
convergencia hacia cero. Por lo que, obteniendo cotas para la cola de la 
tribución no siempre se obtiene un resultado satisfactorio, por lo tanto se 
~blecerá una manera sistematica de hallar la función de tasa. 
A continuación daremos la definicion del PGD. 

1 El Principio de Grandes Desviaciones. 

las secciones anteriores vimos algunas técnicas para encontrar la función 
tasa, también se vió que no siempre es posible hallar dicha tasa. Ahora se 
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mostrará que bajo ciertas condiciones podremos encontrar una manera sistem, 
tica de hallar esta función de tasa. Para definir el PGD, previamente dareme 
la definición de función de tasa. 

Usaremos la siguiente notación: Aa y A denota el interior y la cerradura dE 
conjunto A respectivamente y AC el complemento de A para cualquier conjunt 
A. El ínfimo de una función sobre un conjunto vacio se interpreta como oo. 

Definición 1.4.1. Sea f una función en un espacio métrico X en [O, +00 J, ' 
dice que f es semicontinua inferiormente (s.c.i.) si una de las dos propiedad! 
siguientes se cumple: 

1. Si X n ---+ x entonces f(x) ::; lim f(xn ). 
n--->oo 

2. Para todo a, el conjunto de nivel {x: f(x) :s a} es cerrado. 

Es claro que una función continua es semicontinua inferiormente. 

Definición 1.4.2. Diremos que una función 1 : X ---+ [O,ooJ es una función ( 
tasa si I es semicontinua inferiormente. Además, si para todo a > O el conjunt 
de nivel {x : l(x) ::; a} es compacto, entonces 1 es una función de tasa buena 

Definición 1.4.3. PGD. Sea X un espacio métrico y sea {¡.¿,o} , E: > O un 
familia de probabilidades sobre un o--álgebra F sobre X. Diremos que la famil 
{/-Le}, E: > O satisface un Principio de Grandes Desviaciones (PGD) con funcié 
de tasa 1 si para todo A E F tenemos que 

-inf{I(x): x E N} ::; limE: log¡'¿e(A) 
E4Q 

::; lim E: log ¡'¿e (A) 
E-i-Q 

1.4 

::; -inf{I(x): x E A}. 

Observaciones. 

1. El PGD caracteríza el comportamiento en el límite de una familia de m 
didas de probabilidad {¡.¿}, conforme E ---+ O sobre un o--álgebra F en u 
espacio métrico X en términos de una función de tasa. Esta caracter 
zación está dada por las cotas exponenciales asintóticas superior e inferÍ< 
sobre los valores que ¡.¿, asigna a los subconjuntos medibles de X. En le 
casos que consideraremos, F será la o--álgebra de Borel sobre X. 
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2. Es claro que si {tLh satisface el PGD y A E F es tal que 

inf I(x) = inf.I(x) := 1A, 
xEAD xEA 

entonces 
lim lO log",,(A) = -h 
0->0 

11 

1.4.2 

1.4.3 

Un conjunto A que satisface 1.4.2 es llamado un conjunto de continuidad. 
En general, el PGD implica un limite preciso en 1.4.3 solamente para con­
juntos de continuidad A. 

3. En cualquier situación que involucre medidas aisladas(no atómicas), es de­
cir, jL,({x}) = O para todo x E X. Tenemos en la cota inferior de 1.4.1 
que 

- inf I(x) :S limdog(O) = -00, 
xEAo 10--+0 

y si tomamos el Ínfimo sobre A en vez de AO, concluÍmos que I(x) = 00, 

lo cual contradice la cota superior en 1.4.1 porque ).',(X) = 1 para todo E. 

Por lo que es necesario que infxEx [(x) = O Y así la cota superior es válida. 
y si I es una función de tasa buena, significa que existe al menos un punto 
x tal que I(x) = O. 

Luego, la cota superior es trivial siempre que infxEAI(x) == O, de igual 
manera, la cota inferior también es trivial siempre que infxEN I (x) = oo. 

Esto nos lleva a una formulación alternativa del PGD, que resulta ser útil 
cuando este se demuestra. Supongamos que I es una función de tasa y 
rea) == {x: I(x) < a} su conjunto de niveL Entonces, la desigualdad 1.4.1 
es equivalente a las siguientes cotas: 

(a) Cota Superior: Para todo a < 00 y todo conjunto medible A, tal que 
A e real" 

1.4.4 

lo anterior se sigue ya que si x E A 

I(x) :::: a 
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y entonces 
~ infJ(x) ::; ~a. 

xEA 

(b) Cota Inferior: Para cualquier x E {x: ¡(x) < ro} y cualquier conjur; 
medible A y x E AO, 

limdog¡L,(A) ~ ~I(x), 
,-+0 

ya que para x E AO, 
I(x) ~ inf ¡(x). 

xEAO 

Por lo tanto 
~I(x) ::; ~ inf I(x). 

xE.4° 

Como deciamos anteriormente, en los casos que consideraremos, F será 
rT-álgebra de Borel sobre X, y entonces 1.4.1 es equivalente a: 

para todoO abierto limé 10g¡L,(O) ~ ~ inf{I(x) : x E O} y 
¿--iO 

1.' 
para todoF cerrado limé 10g¡L,(F) ::; ~ inf{I(x) : x E F}. 

c--¡.o 

Si ahora consideramos {Xn}n una sucesión de v.a., la media empírica de 
v.a. es X n = ~ 2.::1 X; y ¡Ln es la distribución de la media empírica, diremos q 
la sucesión de probabilidades ¡Ln satisface un Principio de Grandes Desviacior 
en el caso f: = l/n con función de tasa I si : 

para todo O abierto ~ ~ inf{I(x) : x E O} y 

-1 
para todoF cerrado lim ~log¡Ln(F) S ~inf{I(x): x E F}. 

n--j.oo n 
1.' 



apítulo 2 

G D para Espacios Discretos de 
limensión Finita. 

étodos Combinatorios. 

este capítulo, utilizaremos métodos combinatorios para obtener el PGD para 
distribución empírica de procesos que toman valores en un conjunto finito y 
ca la correspondiente media empírica. El empleo de estos métodos está limi­
lo a espacios de dimensión finita. Estos métodos nas ilustrarán los resultados 
e se esperarían obtener para conjuntos más abstractos. También, daremos 
3 ejemplos de como se aplica la teoría. 

1 El Método de Tipos. 

este capítulo, salvo que se indique lo contrario, todas las variables aleatorias 
o consideremos toman valores en un conjunto finito E = {al, ... , al2:I}, donde 
denota la cardinalidad o tamaño de un conjunto A. A E se le conoce como 

ilfabeto subyacente. Denotaremos por MI CE) al espacio de todas las medidas 
probabilidad (leyes) en el alfabeto E. MI (E) se identifica con un subconjunto 
]R12:1. El conjunto de todos los vectores IEI-dimensionales con entradas reales 
negativas que suman 1. A Jvft (E) se le asocia la topología inducida por los 
ertos en :rr~JI:I. 
Sea lí, 12,· .. , Yn una sucesión de v.a.i.i.d. con distribución de probabilidad 
= M¡(E). Definimos E" como el soporte de la distribución de probabilidad 
es decir, EM = {a, : f.L(ai) > O}. En general, E" podría ser un subconjunto 

13 
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propio de :E, y cuando consideremos una medida ¡L podemos suponer, sin pér¿ 
de generalidad, que :E~ = :E al ignorar aquellos elementos que aparecen 
probabilidad cero. 

'.8 

o., 

o.~ f 
I 

02

01 
.0 4 .0 2. 

Figura 6. M I (:E) para I:EI = 2. 
A continuación daremos la definición de tip o, el cual esta asociado a 

sucesión finita. 

Definición 2.1.1. El tipo L~ de una sucesión finita y = (YI,· .. ,Yn) E :E 
la distribución de probabilidad empírica (o medida empírica) inducida por I 

sucesión. Explícitamente, L~ = (L~(aI), ... , L~(aIEI)) es el elemento de MI 
dado por 

1 a 

L;;(a¡) = :;;: L laJYj), i = 1, ... , I:EI 
J=l 

es decir, L~(ai) es el promedio de ocurrencias de a, en la sucesión YI,···, Ya 

Definimos Ln como conjunto de todas las posibles sucesiones de tipoE 
longitud n. Entonces Cn := {v : V = L~ para alguna y} e RIEl y la distribUl 
de probabilidad empírica L;, asociada con la sucesión Y := (YI , • •• ,Yn ) eE 

elemento aleatorio del conjunto Ln. Los conceptos anteriores son útiles com 
verá más adelante. Por ahora, implican las siguientes estimaciones del volm 
y la distancia variacional. 

Se define la distancia variacional entre dos medidas en I'vh (:E) como 
dv(v,v'):= sUP.4cl:: Iv(A) - v'(A)I· 
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Podemos decir que la distancia variacional mide la 'semejanza' entre dos 
didas de probabilidad. Para mayores referencias ver [Cor94] pag.52-57. 

Tenemos el siguiente lema. 

ma 2.1.1. Con la notación definida arriba, 

1) Para todo vector de probabilidad v E M¡(I;) 

dv(v'['n):= inf dv(v,v'):::;~. 
V'ELn 2n 

2.1.1 

Demostración. 

Observemos que cualquier componente del vector Lr. pertenece al conjunto 
= {~,~, ... , ~}, cuya cardinalidad es (n + 1), Y como el vector L;; está dado 
r a lo más II;I de tales cantidades, la parte (a) del lema está demostrada. Más 
n, como los componentes de dicho vector suman 1, la última entrada está 
da automáticamente al conocer las primeras /I;I - 1 coordenadas del vector, 
r lo que l.enl :::; (n + 1)1);1-1 

Para demostrar la parte (b), antes probaremos la siguiente expresión equiva­
te a la distancia variacional 

1);1 
d~(v, v') = ~ L Iv(ai) - v/(ai)l· 

2. 
~=1 

prueba de la igualdad anterior se hace en dos partes: 

i) d'v(v,v') S dv(v,v/). 
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Sea 1 = {a; : v(ai) > v'(ai)}, entonces, 

12:1 
2d'v(v,v') = L [v(ai) ~ v/(ai) [ 

i=l 

= L v(ai) ~ v'(ai) + L v' (a;) ~ v(ai) 
a.El iEIC 

:S [L v(ai) ~ v'(ai)[ + [ L v(ai) ~ v'(a;)[ 

= [v(I) ~ v'(J) [ + [vW) ~ v'(JC)[ 
:S 2sup{ viAl ~ v'rA)} 

ACI: 

= 2dv (v,v') 

por lo tanto, d'v(v, v') :S dv(v, v'). 
ii) dv(v, v') :S d'v(v, v'). 
Sea A e 6, entonces, 

2[v(A) ~ v'(A)[ = [v(A) ~ v'(A)[ + [v(A) ~ v'(A) [ 
= [v(A) ~ v'(A)[ + [v(AC) ~ ,;' (N) 1 

= [ L v(ai) ~ v'(ai)[ + [ L v(ai) ~ v'(ai)[ 
a.EA_ a,EAC 

:S L Iv(ai) ~ v'(ai)1 + L Iv(ai) ~ v'(ai)1 
a,EA a,EAC 

:2:1 
= Llv(ai) ~v'(ai)1 

¡=1 

= 2d'v( v, v') 

y por lo tanto, 
2 sUPAa{lv(A) ~ v' (A) I} :S 2d'v( v, v'). 

. 2: 

De esta forma obtenemos que dv(v, v') = ~ L [v(ai) ~ v'(ai)[. 
l=l 

Como se definió anteriormente, Ln contiene todos los vectores de probabilid 
compuestos de 12:[ componentes del conjunto A, por lo que, para toda v E MI ( 
existe un ,;' E Ln con Iv(ai) ~ v'(ai) :S ~ para i = 1, ... , 12:1; y por la iguald 
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lterior 
1 IEI IEI 

dV(v,v' ) ="2 L Iv(a¡) - v'(a¡) I :S 2n· 
t=l 

.n lo que se tiene el resultado. 
Observemos que para cada v E Ln existen distintas sucesiones y = (YI, ... Yn) 

le inducen la medida empírica v. Esto nos lleva a la siguiente definición. 

efinición 2.1.2. La clase tipo Tn(v) de una distribución de probabilidad 
E Ln es el conjunto Tn(v) = {y E En: L~ = v}. 

Note que una clase tipo consiste de todas las permutaciones de un vector dado 
1 el conjunto. En la siguiente definición se usará la convención O log O := O y 

logrO/O) := o. 

'efinición 2.1.3. Entropía y Entropía Relativa. 

a) La entropía de un vector de probabilidad v es 

IEI 
H(v):= - Lv(a¡)logv(a¡). 

i=l 

b) La entropía relativa de un vector de probabilidad v con respecto a otro 
vector de probabilidad IL es 

IEI v(a¡) 
H(v I IL):= Lv(a¡)log-( .). 

i=l f-1, az 

Nota: El nombre de entropía de un vector de probabilidad v, H( v), es un 
rmino conocido en el área de teoría de la información. Esta cantidad es in­
rpretada como la cantidad promedio de información recibida cuando el valor 
, v es observado. Otra interpretación es , H( v) mide la no-uniformidad de 
la medida de probabilidad. A la entropía también se le conoce con el nombre 
: entropía de Shannon. Al final de este capítulo veremos un ejemplo en este 
ntexto. 
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H(v) 
10;2 o,..-_~ __ ---=,_~~ ____ --¡ 

\ 
.07 0L-.,.., c-, -,"',---C,"',---'-,-. -,-, ~"C-,"',---c,"'.---o,o-• ......J 

vt(:!~) 

Figura 7. H(v) para II:I = 2. 

Demostraremos ahora que la entropía relativa es una función de tasa buen¡ 
es decir, no negativa, semicontinua inferiormente y para todo a E JR el conjunt 
{v : H('lp) ?: a} es compacto, (ver definición 1.4.2). Veamos que H('lp) E 

una función no negativa. La desigualdad de J ensen afirma que: si X es un 
variable aleatoria y U : JR -+ l!f. una función convexa, entonces, E(U(X)) ; 
U (E (X)). Si aplicamos esta desigualdad a la función convexa x log x tenemc 

que E(xlogx)?: E(x)logE(x). Sea v E M1(I:) y con x= ~i::l se tiene 

I; 

"v(a¡) 1 (v(a¡)) ( ) = 6-- og -- p a¡ 
¡=1 p( a¡) p( a¡) 
I; I; 

" v(a¡) " v(a¡) ?: 6 -(a.)p(a¡) log 6 -(a.)p(a¡) 
i==l J..L z i=l J.L t 

= logl = O 

por lo que H(vlp) es no negativa. 

Además, H('lpJ es continua en el conjunto compacto {v E M1(I:J : I:v e I:¡< 
ya que xlogx es continua en O ~ x ~ 1 Y H(vlp) = 00 en el complemento d 
este conjunto, de donde se sigue que H('lpJ es una función de tasa buena. 
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HCvI,ul OO~~ ____________ --, 

-1 0 9 (0:1.) o a 

-1og ("Ji) o ~ 

Figura 8. H(vl¡.t) para IZ;I = 2. Y ¡.t = (0.5842, .4158). 

Los siguientes tres lemas nos dan estimaciones de las probabilidades de los 
~ventos {L~ = v}, v E en, los cuales son eventos rarOS. Primero se demuestra 
lue los resultados que pertenecen a la misma clase tipo son igualmente probables, 
{ luego se estima el crecimiento exponencial de la tasa de cada clase tipo. 

Sea lP' p la ley de probabilidad p'lL asociada a una sucesión infinita de v.a.i.i.d. 
[Y;} distribuidas de acuerdo a ¡.t E M¡ (E). En el siguiente lema veremos que las 
iUcesiones que pertenecen a la misma clase tipo tienen la misma probabilidad. 

~ema 2.1.2. Si y E Tn(v) para v E en, entonces 

1P'¡t((Yi, 12,···, Yn ) = y) = e-n[H(v)+H(vl¡t)]. 

Demostración. 
Por la propiedad de independencia tenemos que 

I~I 

IP'p((Y1, 12,···, Ynl ='= y) = IIIP'¡t(Yi = Vi) 
i=l 

. por la definición de tipo (ver 2.1.1) se tiene 

I~I 

TI1\" fl/;-".\ 
~~~f.L\ I-;:JZ} 

i=l 
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= exp (n ~V(ai) lag (p(ai))) 

= e-nIH\V)+H(V[!')] 

donde la última igualdad se explica debido a que 

-[H(v) + H(v 1/1)J j¡;[ ( () ) 
= - L v(ai) lag v ai -logv(ai) 

i=l p( ai) 
[¡;[ 

= L v(ai) logp(ai). 
i=l 

En particular, debido a que H(J1 1 J.L) = 0, se sigue que para todo J.L E Ln 
y E Tn(p) 

íP'!'((Y1, Y2, ... , Yn) = y) = e-nH(!') 

Con lo que se concluye la demostración. 

Se tiene una estimación de la cardinalidad de la clase tipo. 

Lema 2.1.3. Para todo v E L n , 

(n + 1) -[¡;[enH(v) ::; ITn (v) I ::; enH(v). 

Observación. 

2.1 

Como la c~ase tipo Tn(v) consiste de todas las diferentes permutaciones de 
elementos del vector dado en el conjunto, de los cuales nv(ai), (i = 1,.··,1:2 
son iguales, tenemos que, 

n! 
ITn(v)1 = (nv(a1))! ... (nv(a¡¿[))! i = 1,2, ... , 12.;1. 2.: 

Usando la aproximación de Stirling se puede obtener una estimación de ITn ( v 

la cual se puede ver en [Fe171]. 
Otra manera de obtener una estimación para ITn(v) 1 se muestra aquí. 
Demostración. 
Bajo If'v, cualquier clase tipo tiene probabilidad a lo más uno y todos: 

eventos SOn equiprobables. Por lo que, para todo v E Ln y por la ecuación 2.: 
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enemos 

,or lo tanto 
ITn(v)l::; enH(v). 

Encontraremos ahora la cota inferior. Sea d E L.n tal que Z:;v' e Z:;v, y por 
onveniencia de notación restringiremos z:; de manera tal que Z:;V = :S. Entonces, 

IEI 
ITn(V)III v(a,)n*,) 

"" , .... V , 
Il"v\L; =v) i==l 

lP'v (L~ = Vi) ~ IEI 
ITn(v')ln v(a,)n"ln,) 

i-::.::l 

_ (nv'(a¡») !. .. (nv'(aIEI))! nlEI 
() (nv(a,)-nv'(a,)) 

- (nv(a¡))!. .. (nv(aIEI))! V a, por 2.1.3 
i::::::l 

IEI 
_ TI(nv'(a,))! ( .) (nv(a,)-nv'(a,)). 
- (nv(a,))! v a, 

i=l 

Esta última expresión es un producto de términos de la forma 7.! (~/-m. 
leamos que 7.! :::: fm-I para todo m, f E Z+. Consideremos el caso m :::: R. (para 
n < f la prueba es similar), entonces existe h E Z+ tal que m = f + k, así 

, 
~' = (m)(m - 1) ... (m - (h - 1)) :::: ek = gm-E 

De la desigualdad anterior con m = nv'(ai) y 1 = nv(a,) obtenemos que 

lP'v(L,; = v) 
lP'v (L,; = Vi) 

IEI 
~ TI (nv'(a¡))! v(a·)nv(a,J-nv'(a¡j 
~ (nv(a,))! ' 

i=l 
IEI :::: TI (nv(ailtv'(a,)-nv(a,) [v(ailnv(a,)-nv'(a,)] 

i=l 
IEI 

= TI nnv'(a¡)-nv(a,) 

i=l 
= nn(:s;~I¡ v'(a,)- :s;~\ v(a,)) = 1. 
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Notemos que lP'v(L;; = v) > O solamente cuando :Bv' e :Bv y Vi E L-n, por 
tanto lo anterior implica que para todo v, Vi E L-n 

lP'v (L;; = v) ~ lP'v (L;; = v f
) 

con lo que 

1 L lP'v(L~ = Vi) :s: lL-nllP'v(L;; = v) 
vlECn 

= lL-nle-nH(V)ITn(v) I 
:s: (n + l)/l-:l e-nH(v)ITn(v»), 

la última desigualdad se sigue del lema 2.1.1 y asi obtenemos la cota inferior 

ITn(v) I ~ (n+ 1)-1:E1enH(v). 

Lema 2.1.4 (Estimación de Grandes Desviaciones). Para cualquier v 

'cn 
(n + 1)-1:E1e-nH(v1p) :s: Pp(L;; = v) :s: e-nH(vlp ). 

Demostración. La prueba es sencilla aplicando los lemas antes demostrad 
Por el lema 2.1.2. 

lP',,(L; = v) = ITn(v)llPp((Y¡, ... , Yn) = y, L~ = v) 
= ITn (v )le-nrH(v)+H(v1")) 
:s: enH(v)e-n[H(v)+H(vlp)) = e-n[H(v)+H(vlp))· 

La ultima desigualdad se tiene del lema 2.1.3 y por la cota inferior del mis] 
lema se concluye la demostración. 

Veamos ahora el teorema de Sanov, el cual establece que la familia de ¿ 

tribuciones de probabilidad l?p(L;; E .) satisface el PGD con función de ti 
H(·I¡.t). Comparese este resultado con 1.4.7. 

Teorema 2.1 (Sanov). Para todo conjunto r de vectores de probabilidad 
MI(E). 

2. 

donde ro es el interior de r e ]Rll'i. 
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Demostración. 
Por el lema 2.1.1 y la cota superior del lema 2.1.4 

lP'!,(LJEf) = L lP'!,(LJ=v) 
vErnCn ::; L e-nH(vl!') 

vEfnCn 
2.1.5 

Ir l' I -n inf H(vl!') S n ~n e vEfrl.Cn 

::; (n + l)I~le -n "E~'ifen H(VI!') 

: la cota inferior del mismo lema se tiene 

lP'!'(LJ E r) = L lP'"(L~ = v) 
vErnCn 

= L (n + ltl~le-nH(vl") 2.1.6 
VEfnCn 

I ~I -n inf H(vl") ::: (n+ 1)- e "ErnCn • 

Dividimos entre n, tomando logaritmo y límite superior en 2.1.5 y 2.1.6, 
jido a que lim ~ log( n + 1) I~I = O tenemos 

: lo que, 

n~~ 

- 1 IEI -n inf H(vl") 
::; lim ;; log((n + 1) e "Ernen ) 

= ~: ~ log(n + 1)1~ + lim (- inf H(v I 1-'») 
n-+= n--¡.= VErnCn 

= lim (- inf H(v I ¡t») 
n-+(Xl VErnCn 

- y - I~I -n inf H(vll') 
limlog(lP'!,(Ln E r) ::: limlog((n+ 1)- e "ErOCn l 
11.-+= n-+CO 

::: lim (- inf H(v I ¡tl) 
n--+oo VErnC n 

= lím (- inf H(v I ¡tl] 
n--too VErnLn 

= -lim ( inf H(v I ¡t) 
n--too vEfnCn 

2.1.7 
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donde la última igualdad es cierta por propiedades de límite superior e inferi 
De igual manera, como en 2.1.7, obtenemos una igualdad para el límite inferi 

Para obtener la cota superior en la ecuación 2.1.4, observemos que rn.en e 
para todo n, se sigue que inf H (v I p) 2: inf H (v I p). Entonces 

,/,'ErnLn vEr 

-lim inf H(v I p) ::; -liminf H(v I p) = - inf H(v I p) 
n-+oo vEfnLn 11.--+00 vEr vEr 

y pOr la ecuación 2.1. 7 se tiene el resultado. 
Ahora obtendremos la cota inferior en 2.1.4. Fijemos un punto arbitra 

v E ro tal que :SV e :Si" entonces para un Ó > O suficientemente pequeño, 
conjunto {v' : dv (v, v') < ó} está contenido en r, por el inciso (b) del lema 2.1 
existe una sucesión V n e r tal que V n -'v para toda ven M,(:s). Además, 

n~oo 

pérdida de generalidad, supongamos que :Svn e :Si" y como V n e r n.en p, 
toda n, entonces 

inf {H(v' I J.l)} 
v'Efn.cn 

::; H(vn I p) 

lim! inf H(V'IP)l 71--+00 v f Efn.cn 

- lim inf H( v' I p) 
n-+x> Vi EfnL.n 

::; limH(vn I p) = -H(v I p) 
n~oo 

2: -H(v I p). 

Recordemos que H(v I p) = 00 cuando el soporte de v no está contenido 
el soporte de p, es decir, para algún i E {l, 2, ... , 1:S1}, v(ai) > O mientras ( 
p(ai) = O. Por lo tanto, por la desigualdad anterior tenemos, 

-lim{ inf H(v I p)} 
,.,-H:O vErn.cn 

2: inf {-H(v I p)} 
vEro 

= - inf {H(v I p)} 
vEro 

y aplicando la igualdad 2.1.8 obtenemos la cota inferior del teorema de Sane 
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2 Aplicación en Teoría de la Información. 

esta sección no pretendemos dar una exposición completa de las ideas princi­
les en teoría de la información. Veremos que, como una aplicacón del teorema 
Sanov obtenemos un resultado muy importante en esta área. Se verá como la 
Jción de entropía de Shannon surge a partir de la función de tasa de grandes 
sviaciones. Consideremos el siguiente problema, sea ¿: = {al, ... ,aT } un alfa­
to finito COn [¿:[ == r. Pensemos en un lenguaje escrito usando este alfabeto 
tal forma que asignamos probabilidades a cada una de las letras; estas repre-

ltan la frecuencia relativa de ocurrencia de las letras en textos escritos con el 
19uaje. Escribimos Pk para la frecuencia relativa de la letra ak. Supongamos 
e no hay correlación entre las letras y entonces la probabilidad de un texto 
,á el producto de las probabilidades de las letras. Es decir, la sucesión de letras 
cualquier texto es una sucesión independiente e identicamente distribuidas de 

;ras aleatorias. Sea !In el conjunto de todos los textos que contienen exacta­
"nte n letras; entonces la probabilidad del texto w = (Wl, W2, ... , wn ) es p~' ... p~', 
'nde cada una de las Wi representa una letra y nk es el número de ocurren­
lS de la letra ak en el texto w. Escribamos lP'(w) = P~' ... p~' para denotar 
plícitamente la dependencia de esta probabilidad en el texto. 
Claude Shannon hizo un descubrimiento notable: Si algunas letras son más 

obables, es decir, aparecen mas frecuentemente, entonces existe un subcon­
lltO r n de !In que consiste de "textos típicos" con las siguientes propiedades: 

• Los textos que no están en r n ocurren muy raramente, de manera que 
lP'(r n) = I:wErn lP'(w) es casi uno. 

• Para n grande, r n es mucho más pequeño que !In 

para alguna <5 > O. 

• Todos los textos en r n tienen aproximadamente la misma probabilidad. 

Este resultado es conocido como la Propiedad de Eqwpartinón Asintótica o 
~A. Como sabemos, para un vector de probabilidad P (donde Pi = lí'(Y = a,), 
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para Y v.a. con i = 1, ... , 1¿;1l, la entropía de Shannon está definida por 

r 

H(p) = LPilogpi. 
i=i 

Sabemos que O :s H(p) :s logr; la función de entropía alcanza su valor máxil 
cuando todas las Pk son iguales. El número de elementos en On es 

por lo que la cardinalidad crece exponencialmente en n. El número de elemen1 
en f n también crece exponencialmente en n, y la entropía de Shannon nos dá 
tasa de crecimiento 

#f n "" enH(P) , 

por lo tanto, por la segunda parte del PEA tenemos que 

#f n ~ -n(H(p)-logr) 
--~e . 
#On . 

donde la constante O- es la diferencia en las tasas de crecimiento, es decir, O­

logr - H(p). 
Si la distribución de probabilidad de P es muy diferente a la distribución 

probabilidad uniforme, entonces H(p) < logr y f n es significativamente TI 

pequeño que On aún para valores de n cercanos a L 
Nota: Debido a las aplicaciones de teoría de la información a la computac; 

e ingeniería computacional, Un alfabeto binario es frecuentemente considerado 
tal manera que r = 2, al = 0, a2 = 1 Y la entropía de Shannon es frecuentemel 
definida usando logaritmo en base 2 en lugar del logaritmo natural; en este ca 
la entropía máxima es uno. 

Para demostrar la PEA, ubicamos el problema en el contexto del teorema 
Sanov. Sean Y; v.ajj.d. con distribución de probabilidad P para todo i. 
variable aleatoria toma la i-ésima letra en el texto, es decir, si W = (Wl, ... , W 

entonces Y;(w) = Wi. Como antes, para cada a E A, sea 1aO la función in 
cadora definida sobre los subconjuntos de A por 

si a E B 
e.o.c. 
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ade Ln es llamada la distribución empírica ya que Ln(w, {ak}) = nk/n, donde 
es el número de ocurrencias de la letra nk en el texto w. Aplicaremos ahora el 
¡rema de Sanov a {L~}, el cual nos dice que existe una función convexa I(.) 
)fe el espacio de probabilidad M(2;) tal que para todo v E M(2;) (v representa 
medida de distribución empírica de cualquier texto w E [ln). 

lP'(L~ = v) ~ e-nJ(v) 

,1 teorema sabemos que I(v) = I::~=1 v(ai) lag v~,), es decir H(v I p), a la cual 
mbién se le conoce por Divergencia Informacional. 
En el teorema de Sanov, la función de tasa es H (v I p); ésta se hace cero si y 

lo si v = p, y tenemos que 

¡im lP'(L; = p) = 1, 
n-->oo 

3e sigue que si elegimos r n como aquellos textos en los cuales las frecuencias 
ativas de las letras son cercanas a las especificadas por p, entonces lP'(r n) 
avergerá a 1 si n crece. Por lo tanto, r n consiste de los textos más probables y 
r lo tanto, los textos que no pertenecen a r n ocurren raramente. Para estimar 
tamaño de f n , aplicaremos el teorema de Sanov por segunda ocasión. Sea (J 
distribución de probabilidad uniforme, la cual asigna probabilidad l/r a cada 
a de las r letras en 2;; entonces la probabilidad íP'~(f n) = #fn/#nn- Ahora, 
es el conjunto de los textos w para los cuales L;(w) está cercano a p, por lo 

lto podemos aplicar e¡"teorema de Sanov a la distribución de L; con respecto 
?, así, 

,nde 
H(p I (J) =p,(logp, -logli-l- ... -l-p Il ogp -lo~l\ .1-\- J. - TI' ,r\~ r ... b rJ 

= logr - H(p) 
=6 

r lo tanto, :~: "-' e-n5 . Con lo que demostramos la segunda parte de la PEA. 
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2.3 El Teorema de Cramér para Alfabetos Finitos en TI 

Mostraremos, como aplicación del teorema de Sanov, una versión del teorema 
Cramér para Grandes Desviaciones de la media empírica de v.a.i.i.d. Como 
la sección anterior, las v.a. toman valores en un conjunto finito. Consideren 
Sn = ~ 2:;J=l Xj, donde XJ = f(Y¡), f : 2:; --+ Ro Y {Y¡} E 2:; son v.aj.i 
Con distribución de probabilidad ¡L, sin pérdida de generalidad asumiremos q 
2:; = 2:;" y que f(al) < f(a2) < ... < f(aIEI)' El teorema de Cramér establE 
un PGD asociado a la sucesión de v.a. Sn que toman valores en un conjur 
finito. En el siguiente capítulo se demostrará el caso en que las v.a. tom 
valores reales. Por ahora, en el caso que nos encontramos observemos que. 
V.a. Sn toman valores en el intervalo compacto K := [f(al), f(aClE!)], además 

se puede escribir de la siguiente manera Sn = 2:;1!:}1 f(a¡)LK (a,) := (j, LK). F 
lo tanto, para todo conjunto A y todo entero n, 

Sn E A =- L~ E {u : (j, u) EA} := r. 2.: 

Por lo anterior, la siguiente versión del teorema de Cramér es una consecuen, 
directa del Teorema de Sanov. 

Teorema 2.2. Para todo conjunto A e TIt, 

- inf I(x) ::; lim ~ lag?" (Sn E A) 
xEAo 

::; l¡;~log'P',,(Sn E A) ::; - inf I(x) 
n--t:>O xEA. 

2.: 

donde N es el interior de A y definimos I(x) := in:{v,U,v)=x} H(v 1 ¡L). 

función de tasa I(x) es continua para x E K Y satisface además que 

I(x) = sup{.\x - A(.\)}, 2.: 
-"E:C 

donde 
IEI 

A(.\) = lag L ¡L(ai)e-"!(a,). 2.: 
i=l 

Observación. Como la función de tasa I(·) es continua en el conjunto ca 
pacto K, se sigue de 2.3.2 que si A e Aa ¡;;; K se cumpie que 

1 -
lim-log'P',,(Sn E A) = - inf I(x). 

n xEA 
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Comentarío. La función de tasa I(x) como se define en 2.3.3 también recibe 
nombre de transformada de Cramér o transformada de Fenchel-Legendre y la 
ación A(A) en 2.3.4 recibe el nombre de función log-Laplace o función genera­
ra logarítmica. En el siguiente capítulo se verán propiedades importantes de 
;as funciones. 

V(,,<' 
1 

Figura 9. M¡(E) para ¡E¡ = 3 Y < J,lI >. 

Demostración. 
Cuando el conjunto A es abierto, el conjunto r de 2.3.1 también lo es, además, 

; cotas del teorema son las mismas que las del teorema de Sanov(2.1) para r. 
lo falta mostrar que I(x) satisface la ecuación 2.3.3. Por la desigualdad de 
nsen tenemos que si X es una v.a., y U: JR( --+ JR( una función cóncava, entonces 

lE(U(X)) .:; U(lE(X)). 

Aplicando esta desigualdad a la función concava logx, tenemos que para todo 
:c M1 ([El), Y todo A E JR( 

IEI 
A(A) = log L ¡L(ai)eA!(ai ) 

i=l 
'E' 
~ ¡¡,(ai)eA!(a,) 

= log L.. () lI(ai) 
i=l 11 a¡ 

> ]j¡' (1 M(a,)e'!I";)) 
_ """ og vea,) 
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~ (¡.t(ai)eV(a,)) 
=L...Jv(ai)log () 

i=l v ai 
[);[ [);[ [);[ 

= L v(ai) log¡.t(ai) + L v(ai)Af(ai) - L v(ai) logv(ai) 
i=l i=l i=l 
[E[ [E[ [E[ 

= L Af(ai)v(ai) - L v(ai) logv(ai) + L v(ai) logl"(ai) 
i=l i=l i=l 

= >..(J, V) - H(v I ¡.t) 
por lo que, 

A(>") ? A(J, v) - H(v 11") 2.; 

y la igualdad se cumple para v(ai) = ¡.t(ai)eA!(a,)-A(A), para verificar esto, sus 
tuimos el valor de v(ai) en el miembro derecho de la ecuación anterior, así 

= '" ¡.t(ai)eA!(a,)-A(A) loO" ¡.t aj e ' [E[ ( () V(a) ) 

tí" " ¡.t(ai)eA!(a,)-A(A) 
[E[ 

= e-·\(A)A(A) L ¡.t(ai)eA!(a,) 
1=1 

= e-A (A) . e"P') . A(A) 

= A(>"). 

Como la ecuación 2.3.5 es válida para todo v E MI (~) Y todo A E lR, se tienl 

AX - A(A) <::: inf H(v I ¡.t) = l(x) 
{v,(j,v)=x} 

por lo tanto, 

sup{Ax - A(A)} ~ inf H(v I ¡.t) = l(x) 
AER {v,(j,v)=x} 

y la igualdad se da para x = (J, VA)' 
La función log-Laplace .11.(>..) es diferenciable (en el siguiente capítulo daren 

una demostración de este hecho) y su derivada es N(A) = EIfi;l~::iX)). Simpl 
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ldo la expresión para A( A), tenemos, 

lE(f(x)eAf(x)) 
N(A) = 

lEeAf(x) 

= e-A(A)lE(f( x )eAf(X)) 
I~I 

= L f(a¡)e).j(a')e-A(A) 

i=l 
I~¡ 

= L f(a¡)eAf(a¡)-A(A) 

i=l 

= (J, VA)' 

31 

.r lo que N(A) = (j, VA) Y entonces la ecuación 2.3.3 es válida para todas las 
tales que x E {N(A) : A E lE.}. 
Ya que A(>') es una función estrictamente convexa, entonces A(>') es estricta­
mte creciente, de lo cual, por el supuesto que hicimos al inicio sobre f resulta 
e f(al) = inf:- N(A) y f(a¡I:I) = SUPA N (A). Por 10 tanto, 2.3.3 funciona para 
:las las x E Ka. Consideremos ahora el punto inicial de K, x = f(al), Y sea 
:al) = 1 tal que (j, v*) = x por lo que H(v* I 1') = ~ logp,(al), entonces 

: 10 tanto 

~ logp,(al) = H(v* I 1') 
2': ¡(x) 
= sup{Ax ~ A(>')} 

AEIR 
= lim (>'x ~ A(>') 

A .... OO 

= ~logp,(al), 

¡(x) = sup{>.x ~ A(>')} 
).EIFt 

;umple para f(al)' Análogamente se prueba para f(al~I)' La continuidad de 
:) para x E K es una consecuencia de la continuidad de la entropía relativa 
. I J.L). 
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2.4 Aplicación en Teoría del Riesgo. 

En la sección anterior vimos una versión del teorema de Cramér para la mee 
empírica de una sucesión de v.a.i.i.d que tomaban valores en un alfabeto fini 
En el siguiente capítulo veremos el teorema de Cramér en el caso que las va 
ables aleatorias toman valores reales. Supongamos por ahora, para fines de e~ 
sección que el teorema en su versión real es válido. 

Como mencionamos antes, la teoría de grandes desviaciones se ha aplicad, 
distintos modelos en teoría del riesgo que pueden llegar a ser muy complejos. 
continuación daremos un ejemplo de un modelo sencillo de como es hecho es 

Supongamos que una compañia aseguradora recibe un número fijo de reclan 
ciones (una reclamación es un pago que debe hacer la aseguradora al beneficia 
en caso de siniestro) en un periodo de tiempo dado, y supongamos también q 
recibe un ingreso producto del pago de primas, sea esta una cantidad k diar 
Como el importe de las reclamaciones es una variable aleatoria, existe el rie, 
de que, al término de un período de tamaño T, la cantidad pagada a los asegu: 
dos exceda los ingresos de la compañia aseguradora en dicho periodo de tiem] 
Este riesgo es inevitable, pero a la compañia le gustaría tener la certeza de e 
dicho evento ocurra muy raramente. Es decir, estamos interesados en las pro] 
bilidades pequeñas relacionadas con la suma de un número grande de variab 
aleatorias. Si las cantidades XT de las reclamaciones son v.a.i.i.d., utilizaren 
el Teorema de Cramér para calcular la probabilidad de que la cantidad 2::;=1 
pagada durante el periodo T exceda los ingresos kT recibidos en dicho periol 
esto es 

JlD (t Xt > kt) "" e -TI(k) 

Por lo que, si queremos asegurarnos que el riesgo de ruina sea pequeño, digan 
de tamaño e-e, para r > O suficientemente grande, podemos usar la función 
tasa I(k) para hallar un valor apropiado de k. 

JlD UtXt > k) ~ e-r 

e-TI (k) 

I(k) 
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Dado que J(x) es convexa, es monótonamente creciente para x mayor que la 
edia de Xt, y por lo tanto la ecuación 

J(k) = ; 

~ne solución única. 
Por supuesto, para resolver ésta ecuación debemos conocer qué es I(x), es 

)Cir, conocer las estadísticas de las cantidades de las reclamaciones. Veamos 
)s ejemplos: 

• En primer lugar , supongamos que el tamaño de cada reclamación se dis­
tribuye binomial con media np. Calculamos la función de tasa como se 
indica en 2.3.3 y tenemos que 

J (x) = x log (~) + (n - x) log ( ~ = ;) - n log n. 

Si fijamos el valor de np, r y T , tenemos que resolver la ecuación 

klogG) +(n-k)IOg(~=;) -nlogn=;. 

La solución de la ecuación para k en este caso se obtiene numericamente . 

• Ahora, supongamos que el tamaño de cada reclamación tiene distribución 
normal con media m y varianza 0-2 En este caso utilizamos el teorema de 
Cramér Real y por la ecuación 3.1.1, que veremos más adelante, obtenemos 
la función de tasa 

1 x-m 
( )

2 

I(x) = 2 '-0--

Notese que con m = O Y ,,2 = 1 se tiene la función de tasa que se obtuvo 
en 1.2.1 

La solución de la ecuación para k es en éste caso: k = m + "y'2r jT; por 
lo que el valor de la prima debería ser tal que el ingreso diario sea la media 
de las reclamaciones más una cantidad adicional para cubrir el riesgo; en 
éste caso, está dada por 0-y'2rjT. Observemos que o- es una medida de las 
fluctuaciones en la cantidad de las reclamaciones, mientras que y'2r IT es 
fijado por la aseguradora. 
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2.5 Grandes Desviaciones para Muestreo sin Reemplaz 

Usaremos el método de Tipos para un procedimiento de uso común en muer 
problemas de estadística, el muestreo sin reemplazo. Consideremos una urna c 
un número finito m de distintos objetos, definimos el vector y = (Yl,"" Ym), 
el cual cada entrada representa un elemento de la urna, tomemos una mues1 
sin reemplazo de tamaño n a la que representaremos como una n-ada Y 
(Yi p "" YiJ, los índices {il , i2,.··, in} se escogen aleatoriamente, de tal fon 
que cada subconjunto de n elementos distintos de {1, 2, ... ,m} es igualmel 
probable. 

Supongamos que para todo m, cada elemento del vector (ylml, y~ml, ... ,y!;' 
pertenece al alfabeto finito ~ = {al,a2, ... ,all:I}' además suponemos que 
número de elementos en la urna depende del tamaño de la muestra, es de 
m = m( n), y si n --+ 00, los vectores deterministas de frecuencia relativa Lin 
(Lin(al) , ... , Lin(alí:I)) convergen a una medida de probabilidad 1-' E 2\1iO 
recordemos que 

m 

Ly ( ) _ 1 '" ((mi) m ai - - ~ lai y) 1 

m. 
)=1 

i = 1,2, ... , I~I. 

Supongamos también que Y es un vector aleatorio obtenido del muestreo: 
reemplazo al escoger n de m posibles elementos de la urna. Establecererr 
el PGD para la media empírica aleatoria L~ y veremos el análogo al Teorel 
de Sanov con m = m(n) y limn->oo m(n) = (3, para O < (3 < 1. Para es 
consideremos la siguiente función de tasa 

l(v 1(3,1-') := { H(v I 1-') + I;B H ('i~v I j.L) si I-'(a,);:: (3v(ai) para toda: 

00 en otro caso. 
2.: 

Veamos que cuando (3 --+ 0, la función l(· 1(3,1-') se simplifica a H(. 11-'), para 

cual desarrollamos li H (~-=-~v I 1-') Y tomando el límite cuando (3 --+ O se tiE 
que 

( ) 

1';1 lo M(a,)-fiv(a,) 

lim 1 -8 f3 H 1-' - ~v 11-' = lim'" (I-'(a,) - (3v(ai))' g (1-8)I'(a,) = O 
8->0 1- 8->O¿ 8 
, , ~=1 . 
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tra lo cual se aplicó regla de L 'Ropital al segundo factor de la parte derecha. 
Jr otra parte, cuando fJ ~ 1, el dominio de v para el cual 1 (v I f3, /L) < 00 se 
,stringe a una única medida de probabilidad v = J.L porque no puede suceder 
le /L(ai) > v(ai) para toda i. Intuitivamente vemos que si f3 se incrementa, el 
'ado de aleatoriedad de la muestra disminuye. 

Recordemos del lema 2.1.1 que L; pertenece al conjunto {.en} cuyo tamaño 
'ece de manera polinomial en n. Las siguientes estimaciones de las probabil­
lades de grandes desviaciones para .e; se obtienen a través de los métodos 
)mbinatorios que hemos estado empleando. 

ema 2.5.1. Para todo vector de probab,zidad v E .en 

'a) Si l(v I :;;;, L1fn) < 00, entonces 

'b) Si I(v I ¡3,/L) = 00, entonces iP'(L,; = v) = o. 

Demostración. 

En primer lugar demostraremos el inciso (b) que es inmediato. 

Notemos que I(v 1:;;;, L1fn) = 00 si y sólo si se cumple que nv(ai) > mL1fn(ai) 
Lra algún ai E ~. Esto no es posible en el caso de muestreo sin reemplazo, ya 
le para v E .en, se tiene que L; = v y nL;(a¡) :S mL1fn(ai) para toda ai E ~. 

Ahora demostraremos el inciso (a). 

En el caso de muestreo sin reemplazo, la probabilidad del evento {L; = v} 
,ra v E .en es exactamente el número de n-adas i 1 I i2 I ... I in resultantes 
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en el tipo v, comparadas con el número total de n-adas, es decir 

lP'(L~ =v) =lP'((L~(al), ... ,L~(aJ~J)) = (v(al), ... ,v(aJ~I))l 

= lP'( (L~ (al) = v(al), ... , L~ (al~l) = v(al~I))) 
I~I 

= TIiP'(L~(ai) = v(ai)) 
i=l 

I~I n 

= TIlP'( L la'(lj) = nv(ai)) 
i=l j::::l 

I~I TI (mL~(a,)) 
. nv(ai) 

d (:) 

2.~ 

Por otra parte, sustituyendo [Z:[ = 2, '11(al) = k/n, y v(az) = 1 - k/n, en 
ecuación 2.1.3, se tiene que [Tn(v) [ = Gl y por el lema 2.1.3 se tiene, 

max [log (n) - nH (~) [ S 21og(n + 1) 
DSkSn k n 

donde definimos H(p) = -plogp - (1 - p) log(l - p). Probaremos ahora 
afirmación anterior. Sustituyendo [Tn ( v) [ = G) en el lema 2.1.3 tenemos, 

(n + l)-ZenH(v) :::; log (~) S enH(v) 

<=? -21og(n+ 1) S log Gl - nH('11) SO 
<=? -21og(n + 1) S log Gl - nH m S21og(n+1) 
<=? [log Gl - nH m [ S 21og(n + 1) 

y como se cumple para toda O S k ::; n, se tiene el resultado. 
Las ecuaciones anteriores nos serán de utilidad para acotar la siguiente E 

presión. 

~loO"lP'(LY ='11)- ~mLin(ai)H( n'11(ai) ) + mH(~) 
non 0 n mL"fn(ai) n m 

z=l 
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Ir 2.5.3 Y 2.5.4 tenemos que la ecuación anterior es igual a 

~ f log (mLf,,(ai)) - f mL"{,.(ai) H ( nv(ai) ) 
n . nv(ai) . n mL"{,.(ai) 

z=l Z=l 

+: H (:) - ~log (:) I 

- [log(:) -mH(:)]1 

:; ~ f ¡log (mL;,,(a,)) - mLr.,(a,)H ( nvJai) ) I 
n i=l \ nv(ai) mLm(ai) 

+¡log(:) -mH(:)1 

< ~I¿:I max IIog (mL;,,(ai)) _ mLY (a)H ( nv(ai) ) I 
- n O::;nv(a,)~mL~ya, nv(ai) m Z mLfn(aí) 

+ max Ilog (m) - mH (!!.-) I 
O::;n::;m n m 

2 
:; -[[¿:llog(mL;;'(ai) + 1) + log(m + 1)] 

n 
2 

:; -[[¿:Ilog(m + 1) + log(m + 1)] 
n 

= ~(I¿:I + 1) log(m + 1). 
n 
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Por lo tanto, hemos demostrado que 

::; 2(N + 1) COg(: -+- 1)) 2. 

Sólo falta mostrar que en el lado izquierdo de la desigualdad anterior es cie 

que ¡(v I 2C LY) = - "IEI mL!;,(a;) H ( nv(a,) ) + '!2 H (2C). Para ver esto usar 
m' m L.n-l n mL~(a,) n m 

que H(p) = -plogp - (1 - p) 10g(1 - p) y desarrollando la parte derecha dE 
igualdad anterior tenemos: 

12:1 . 
_ '" mL;;,(ai) [-nv(ai) 1 rr nv(ai) _ ( _ nv(ai) ) 1 rr (1 _ nv(ai) 

L y ( ) 0 0 y () 1 y () 0 0 y ( i=l n mLm aí mLm ai mLm ai mLm ai 

+- -log- - (1- -) log--m [n n n m-n] 
n m m m m 

_ ~ (.) rr nv(a¡) ,~mLin(ai) - nv(ai) 1 O" mLin(ai) - nv(ai) 
- L v a, loo LY ( ) T L 0 0 LY ( .) . mma~. n ffima¡ 

t=1 2=1 

12:1 

n m-n m-n 
-log- - --log--

m n m 

= L ~'(ai)(lognv(ai) -logmLin(ai)) 
i=l 

12:1 L . () () m "} a- - nv a· 
+ L m' n ' (logmL;;Jai) - nv(a¡) -logmL¡;'(ai)) 

i=l 
n m-n m-n 

-log- - --log--
m n m 

1);1 IEI 1);1 
'" ( v( ai) '" n '" mLin (ai) - nv( a¡) [ y ( 

= ~ v ai) log Lin(ai) + ~ v(ai) log m + ~ n 10g(mLm 

-nv(ai)) -logm -logL¡;'(ai) -log(m - n) + log(m - n)] 
n m-n m-n 

-log- - --log--
m n m 
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1 El 
= H(v [ LY) + L mL"{,.(ai) - nv(ai) log mL"{,.(ai) - nv(ai) 

m i=1 n (m - n)L"{,.(ai) 
IEI ",mL"{,.(a,)-nv(a;) m-n m-n m-n 

+ Ú log-- - log--
i=l n m n m 

IEI 
= H(v [ LY' + m-n L mL"{,.(ai) - nv(ai) log mL"{,.(ai) - nv(ai) 

mi n i=1 m-n (m-n)LJ,,(ai) 

( ¿\~11 mL"{,.(ai) - nv(ai) m-n \ I m-n + - log--
\ n n J m 

= H(v [ LY) + =H (I'-;;V [ LY) = l(v [ Ec LY). m 11. 1-;:; m m' m 

39 

esta manera, queda demostrado el lema 2.5.1. Como en la demostración del 
,rema de Sanov, las siguientes estimaciones son las análogas de 2.1.7 y 2.1.8. 

ma 2.5.2. Con m = m(n) y para todo conjunto de vectores de probabilidad 

:: M,(D· 

lim .!:.Iog lP( L,; E r) = - lim { inf 1 (v [ .::., L;;,) } 2.5.6 
n-l-oo n n-l-OO VErnCn m 

Demostración. 
Sea v E en, por el lema 2.3.1 tenemos que, 

lP(L~ E r) = L lP(L~ = v) 
vErncn 

S '" exp[2n(N + l)log(m+ 1) -nl(v ['::',L;;')] 
Ú n m 

vEfnCn 

S [r n [ni exp[n(2 ([I: [ + 1) log(m + 1) - inf l( vi'::', L;;')] 
n vEfnEn rn 

o.ando logaritmos de ambos lados y dividiendo entre n tenemos que 

oglP'(L~ E r) S .!:.log(n + l)IEI + 2(J¿;[ + l)log(m + 1) - ¡nf I(v [ .::., L;") 
n n vErnCn rn 
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Por otra parte: 

lP'(L~ E r) = L lP'(L~ = v) 
vErnCn 

2: L exp[-n(2(12;1 + l)log(m+ 1) -I(vl ~,L);,)] 
n m vErn.cn 

log(m+ 1) n . 
2: exp[-n(2(12;1 + 1) - inf I(v I -, L);,)] 

n vErnCn rn 

tomando logaritmos de ambos lados y dividiendo entre n tenemos que 

1 y 1 -12:1 m + l. n 
-loglP'(LnEr)2:-log(n+1) -2(12;I+l)log--- mf I(vl-,L 
n n n vErn.cn m 

y finalmente, tomamos limite superior en ambas desigualdades, y usando q 
lime -A) = -lim(A) para cualquier conjunto A, tenemos demostrado 2.5 
n-¡.= 

H= 

Análogamente se prueba la igualdad en el caso del límite inferior. 
El siguiente lema nos será de utilidad para la demostración del resultado rr 

importante en ésta sección. 

Lema 2.5.3. Seaf3n E (O,l),¡Ln,vn E M¡(2;) tales quef3n -+ f3 E (0,1) 
¡Ln -+ l' conforme n -+ oo. 

(a) Si V n -+ v e I(vn I ,8n,¡Ln) < DO para toda n suficientemente grande, ' 
tonces limn-+ocI(vn I (3n,¡Ln) = I(v I (3,1'). 

(b) Si 1 (v I ,8, 1') < DO, entonces existe una sucesión Vn E en tal que Vn -+ 1 

limn-+oc I(vn I f3n, ¡Ln) = I(v I (3,1'). 

Demostradón. 

(a) Se puede verificar de la misma manera que se hizo en el lema anterior q 

) 1 () () 1 - (3n (¡Ln - (3nvn) I(vn I (3n, I"n = -(3 H I"n - H Vn - (3 H _ 8 . 
n nI. n 

Como la función H(· I f3,I") es continua, tomando el límite cuando n --+ 
y como ,8 E (0,1), se concluye la demostración. 
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) Considere primero v E MI (E) para el cual 

min{¡.t(a;) - ,6v(ai)} > O. 
a.E'E 

2.5.8 

Ahora, por el inciso (b) del lema 2.1.2. existe v E Ln tal que V n -7 v. 
Entonces, la desigualdad estricta anterior implica que para toda n grande 

Por 10 tanto, l( Ün 1 fJn, fLn) :S 00, para toda n suficientemente grande, y por 
el inciso anterior se obtiene que 

lim I(vn I ,6n,¡.tn) = I(v I ,6,¡J.) < oo. 
n--+oo 

Supongamos ahora que E~ = E, pero posiblemente no se satisface 2.5.8. 
Como,6 < 1 e I(v 1,6,11) :S 00, existe algún ai E E tal que ¡.t(ai) - ,6v(ai) = 
O, entonces existe Vk -7 v tal que mina,Ed¡.t(ai) - ,6vk(ai)} > O para toda k. 
Ahora bien, para cada k, usando el argumento anterior, existe una sucesión 
{Vn,k}n?:l tal que Vn,k E .en, Vn,h -7 Vk Y se cumple que 

Por el argumento de la diagonalización de Cantor, existe una sucesión Vn 

tal que 

lim V n = lim Vk, 
n---+oo k---+oo 

por lo tanto, 

lim I(vn I ,6,¡.t) = lim I(vk I f3,¡.t) 
n---+co k-'tco 

Finalmente, si El' i E, con Ev e El" Como I(v I ,6, ¡.t) < 00, se repite el 
procedimiento con El' en lugar de E, por lo tanto, existe Vn E .en tal que 
EVn e El" Vn -7 v e I (vn I ,6", ¡.tn) para n suficientemente grande y aplicando 
(a) Se tiene el resultado. 

El siguiente teorema es el análogo al Teorema de Sanov. 
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Teorema 2.3. Supóngase que LJ'n converge a ¡.t y fi; --+ f3 E (0,1) confo7' 
n --+ oo. Entonces las medidas empíricas aleatorias L;: satisfacen el PGD, ( 
función de tasa buena l (v [ f3, ¡.t) . Explícitamente, para todo conjunto r 
vectores de probabilidad en M¡ (I:) e ~IEI. 

- infvEf' :s lim ~ 10glP(L;: E rJ 
2.~ 

hacemos notar que la cota superior es más débil que en el Teorema de Sanov, 
el sentido de que el ínfimo sobre la función de tasa es tomado sobre la cerradl 
de r. 

Demostración. 
Primero veamos que la función l (. [ f3, ¡.t) es una función de tasa buena. 1 

el inciso (a) del lema anterior tenemos que la función l (- [ f3, ¡.t) es contir 
conjuntamente en f3 E (0,1), ¡.t Y v por lo que es semicontinua inferiormen 
Además es una función no-negativa ya que H(- [ ¡.t) lo es y como el conjunto 
todos los vectores I:-dimensionales con entradas reales no negativas que sun: 
1 es un conjunto compacto, entonces l(. [ f3, ¡.t) es una función de tasa buena 

Demostremos ahora la cota superior. Primero, se deduce de 2.5.6 que p' 
alguna subsucesión infinita nk, existe una sucesión {vd e r tal que 

-. 1 (y ) . ( [n k y) * hm -loglP' Ln E r = - hm I Vk -, Lmk :=-I 
n-Jooo n k-too mk 

2.5 

donde posiblemente I* = -oo. La sucesión {vd tiene un punto limite v· en 
conjunto compacto f. Pasando a la subsucesión convergente, la semicontinuiC 
inferior de l conjuntamente con f3, ¡.t y v implica que 

I* 2: l(v' [f3,¡.t) 2: infI(v [f3,¡.t). 
vEr 

La cota superior se sigue por 2.5.10. Finalmente, para probar la cota inferi 
considere v arbitrario en ro tal que l(v [(3,¡.t) < oo. Entonces, por la parte 
del lema 2.5.3 existe V n E Ln tal que V n --+ V Y 

lim l(vn I !!.-, L'fn) = l(v I (3' ¡.t) 
n-too m 
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lemás, para n suficientemente grande, Vn E r n Ln y se sigue que 

ombinando la desigualdad anterior con 2.5.7, concluímos que para cada v. 

. 1 
11m -loglP'(L~ E r) 2: -I(v I (3,1-') 
n--+oo n 

la cota se sigue por 1.4.5. 



;apítulo 3 

~l Teorema de Cramér Real. 

1la sección 2.3 como una aplicación del meto do de tipos, se presentó el teorema 
, Cramér para grandes desviaciones asociadas a la distribución empírica de 
a.i.i.d. que toman valores en un conjunto finito. En este capítulo, el teorema 
2 se extenderá al caso de v.a.i.i.d que toman valores en JEt. 

.1 Transformada de Cramér. 

l teorema de Cramér afirma que la sucesión de medidas de probabilidad f.'n 
.tisface el PGD con la función de tasa convexa A*(·), la cuál recibe el nom­
:e de Transformada de Cramér.( También es conocida como transformada de 
~nchel-Legendre). Antes de enunciar el teorema , demostraremos propiedades 
lportantes de la transformada de Cramér. 

Considerese (n, IF, 1P') un espacio de probabilidad. Sea X : n --+ lll'. una variable 
eatoria, y f.' la probabilidad sobre lll'., inducida por X de la siguiente manera: 
:A) = IP'(X- 1 (A) E IF) = IP'(X E A) con A E JEt. 

efinición 3.1.1. La funciólllog-Laplace de f.' es la función definida por 

A: R --+ (-00, +00] 
A 1-+ A(A) = 10g[JE(e.\X)]. 

Noten10S que la función l\.. nunca toma el valor -00, de ser así, tenemos que 
valor esperado lE(eÁX

) = 0, lo cual contradice el hecho de que X toma valores 
ales. 
Tenemos las siguientes proposiciones para la función log-Laplace. 

45 
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Proposición 3.1.1. Sea D(A) = {.\ : A(A) < oo}. Entonces tenemos: 

1. A es convexa, s.c.i. y A(O) = o. 

2. Si A está en el interior de D(A), entonces A es derivable con respecto 
y además, 

[ AX] 
;"'(A) = lE X e 
. E[eAX] 

3. Si ¡t(0, +(0) > O (resp. si ¡te -00, O) > O), entonces limA-++oo A(A) = -
(resp. limA-+_oo A(A) = +(0). 

4. Si ¡te -00, O) = O (resp. si ¡t(O, +(0) = O), entonces A es creciente (resp. 
creciente) y limA-+- oo A(A) = log ¡te {O}) (resp. limA-++OO A( A) = log ¡te {( 

Demostración. 

L Para mostrar la convexidad vamos a utilizar la desigualdad de Holder 
p = t y q = ¿. Si Al, A2 E D(A) Y si t E [0,1]. 

A(tA1 + (1 - t)A2) = 10g[lE(e(tA,+(1-t)A2)X)] 
= 10g[E( e(t),,)X e((1-t)A2)X)] 

= 10g[E((eA,X)t. (e-"2X)1-t)] 

= 10g[E((e)"X),j,. (eA2X),/ti-,,)] 
:'S log([E(eA'X)]' . [lE(eA2xy-t]) (por Holder) 

= 10g[(E(eA' x))'] + 10g[(E(e.\2X))1-t] 
= tlog[lE(e),'X)] + (1- t) 10g[E(eA,X)]. 

por lo tanto, A(tA1 + (1 - t)A2) :'S tA(A1) + (1 - t)A(A2). 

Para mostrar que A es s.c.i, tomamos An --+ A. 

Por el lema de Fatou sabemos que si (In) es una sucesión en ¡t+(x, 
conjunto de funciones medibles positivas, y A una medida sobre IR entOJ 
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y usando este lema tenemos que 

después tomamos el logaritmo que es continuo y creciente, y entonces 

por lo que A es semicontinua inferiormente. 

2. Sea Aa en el interior de D(A). Vamos a aplicar el teorema de la derivación 

bajo la integral, para esto, primero verificaremos que L eAX I'(dx) < +00, 

es decir, integrable. Con w constante, la función 

A f-7 eAX(w) 

es derivable con respecto a A de derivada X(w)eAX(w). Como tomamos A 
en el interior de D(A), existe un a > O tal que (Aa - 20', AO + 20') e D(A). 
Por otra parte, existe una constante C" que sólo depende de a tal que, 

para todo x E llt, 

para demostrar lo anterior, hacemos f(x) = C"e"x - x y tenemos que ver 
que f(x) es mayor o igual a cero. Más aún, queremos la desigualdad con 
valor absoluto, entonces vamos a partir el dominio de las x en (-00, O] y 
[0,+00). Sea x E [0,+00), tomamos la derivada de f(x), y vemos que 
f'(x) = aC"eax -1, para que ésta también sea mayor que cero, se tiene que 
cumplir que 

aC" ~ 1 

ya que e"x siempre es mayor que 1, y las funciones son estrictamente cre­
cientes, de aquí resulta que debemos escoger C" ~ l/a, lo cual siempre 
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puede hacerse. Con lo cual se prueba la desigualdad. Por lo que, 

X eAX :S C"e"IXI+AX 
:S C,,{e(A-Q)X + e(A+a)X}, 

es entonces claro que si tomamos .\ E (.\0 - a, .\0 + a), .\ + a y .\ - a estar< 
en el interior del dominio de A y por esto, tenemos que el miembro derecl 
de 3.1.1(2) es integrable, lo que nos permite aplicar el teorema. Deducim 
entonces la derivabilidad, y así obtenemos la ecuación requerida. 

A(.\) = 10g[lE(eAX
)] = lag [1 eAX ¡.¡(dX)] 

y A' (A) = iR e'} p(dx) . Ix (1 eAX 
].L( dX)) 

= E(e\X) L :x (e
AX

) ¡.¡(dx) 

= JE,(e\X) 1 Xe
AX 

¡.¡(dx) 

_ E(XéX ) 

- E(eAX ) . 

3. Supongamos que ].L(O, 00) > O, entonces existe a> O tal que lP(X 2': a) > 
Entonces 

así, 

por lo que 

E(eAX
) 2': lE(eAX 

·l{X2:a}) 

2': lE(eAa 
·1{X2:a}) 

= e.\alE(l{X2:a}) 

= eAa .lP(X 2': a), 

lE(eAX ) 2': e.\al?(X 2': a) 
10g[lE(eAX )] 2': Aa + 10g[lP'(X 2': a)], 

lim .11.(.\) 2': lim (.\a + log[lF'(X 2': a)]) = 00 
.\---+00 A---+cc 

concluyendo que 
lim A(A) = +00. 
A.-;X 
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4. Supongamos que ¡te -00, O) = O, entonces 

A(>') = log {!o+OO eAX ¡t(dX)} 

como eAX es creciente, y log también, entonces A(>') es creciente. Por otra 
parte, si A < O, sobre lR+ se tiene que eAX :; 1, que es integrable. Cuando 
>. tiende hacia -00, 

x>O 
~-(\ 
~ - v 

Ahora, por el teorema de convergencia dominada, 

roo 
Jo eAXp,(dx) --+ p,({0}) 

lo que nos da el resultado. 

A partir de la función log-Laplace definiremos la función de tasa, es decir, 
transformada de Cramér de la distribución de probabilidad Ji. 

efinÍción 3.1.2. Se llama transformada de Cramér de Ji a la función A* 
na función de x) definida sobre lR que toma valores en [O, +ooJ por 

A*(x) = sup{Ax - A(>') : >. E lR}. 3.1.1 

Hacemos notar que A*(x) es positiva en la medida en que, cuando>. = O, la 
Lllsformada de Cramér es o. 
En todo lo que sigue, X es semi-integrable, es decir, lE(X+) o lE(X-) es finito· 
a siguiente notación se da x = lE[X]. 
Recordemos que en la sección 2.3 usamos que A(.) es diferencíable, en las 
uientes propiedades demostraremos esa afirmación. 

oposición 3.1.2. Recordando que D(>') = {,\ : A(>') < oo} se tiene que, 

. iI. *(x) es convexa y s. c. i .. 

. S, r¡ está en el interior de D(>') y si y = N(r¡), entonces N(y) = r¡y-A(r¡). 
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3. Si D('>') = {O} entonces A*(x) = o. 

4. inf{A*(x) : x E lR.} = O Y si x E lR., entonces A*(x) = O. 

5. Si existe.>.o > O tal que A('>'o) < 00, entonces x < +00 Y 

para todo A*(x) = sup{.\x-A(.\):.\:::: O}. 

Además, A *(x) es creciente sobre [x, +(0) (como caso particular tenemo 
que ¡im ,,*(y) = +00). 

y--¡.+oc 

Demostración. 

1. A* se puede ver como sup{ax + b}, ya que es una función que depende d 
x, por lo tanto es convexa, y es s.cj. como supremo de funciones continua¡ 

2. Sea 1) en el interior del dominio de A, y sea y = N(7)). Escribimos 

.'e*(y) = sup{.\y - A(.\) : .\ E lR.} 

y sea 
g(.\) = .\y - A(.\), 

como A(A) es convexa, entonces -,'(.\) es cóncava y .\y es afín, entonc. 
g(.\) es cóncava. Además, 9 es derivable y 

g'(.\) = y - N(.\), 

por lo que, 
g'(1)) = y - N(7)) = )\'(1)) - N (1)) = O 

lo que produce que g' (7)) = O. Entonces g es una función cóncava cu 
derivada se anula en 1), por lo tanto el supremo se alcanza en este pun. 
de donde concluimos que 

A*(y) = 1)Y - A(1)). 

3. Si el dominio de ¡\ se reduce a O, entonces A(.\) == +00, lo que produce c;= 
.\X - .'e(.\) valga -00 salvo en O, donde vale O. 
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4. Si X E lK., se sabe que A *(x) ~ O. Por lo que nos falta mostrar que A*(x) ::; 
O. Para esto, emplearemos la desigualdad de Jensen en el caso de tener 
funciones cóncavas y es la siguiente: si X es una v .a., y H : lK. -+ lK. una 
función cóncava, entonces 

E(H(X)) = E(-U(X)) ::;-U(E(X)) = H(lE(X)). 

Como el logaritmo es una función cóncava, entonces, 

.\x = .\E(X) = lE(AX) = lE(log(e>,x)) ::; log(lE(eAX )) = A(A) 

de aquí que 

por lo que 

AX 
q AX - A(A) 
q sup{.\X- - A(A)} 

::; A(A) 
::;0 
::;0 

A*(x) = SUp{AX - A(A) : A E lK.} ::; O. 

Asi, tenemos que A*(x) = O. 

5. Sea AO ~ O tal que A( AO) < oo. Como eAOX + ~ 1 + AOX+, tenemos que 

AOX+ 
q lE(AOX+) 

q lE(X+) 

10 que significa que x ::; +00. 

::; eAOX+ - 1 

::; lE( eAOX+ - 1) 
< lE(eAOX+ - 1) 
- AO 

Supongamos ahora que x E 1Ft Sea A < O, para x ~ x tenemos que AX ::; AX 
debido a que A < O, entonces .\x - A(A) ::; AX - A(A). Tomando supremos 
de ambos lados obtenemos 

SUp{AX - A(A) : A < O} ::; sup{Ax - A(A) : A < O} = A*(x) = O 

lo que prueba que la contribución de las A < O no cuenta. Finalmente, 
verificar el crecimiento de A * (x) es fácil. Para x > y > x tenemos que 
Ay - A(A) < AX - A(A) A ~ O, entonces A*(y) ::; A*(x). 
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Ahora, daremos el cálculo explícito de A y de A* para P = N(D, 1), más 
adelante se mostraran otros ejemplos con otras distribuciones. 

E[eAX
] = k h exp ( AX - ~2) dx 

= 1- [ r exp (-~(x - A)2) dX] e),2/2 
y2". )" 2 

= e)"/2. 

Entonces A(A) = A2 (2, ya que A(A) = log(lE[e.AX]). Como la parte negativa no 
cuenta 

A*(x) = sup{.\x - .\2(2:.\ E IR} 
=SUp{-HA - x)2+X2(2:.\ E IR} 
= x 2(2 

Podemos ver que teníamos, en el ejemplo de las Colas de la distribuciór: 
normal, un PGD con función de tasa A*(x). 

3.2 El Teorema de Cramér. 

Teorema 3.1. Sea X n una sucesión de v.a. reales independientes y con la miE 
ma distribución de probabilidad ¡;.. Sea X n = ~ ¿~=1 Xk y f.in la distribuci,s;;; 
de probabilidad empírica de X n. Entonces la sucesión I-'n satisface un PGD ce­
función de tasa, la función A*, transformada de Cramér de 1-', es decir, 

1 
para todoO abierto lim -lag Pn(O) 2': -inf{A*(x): x E O} 

n-l-"'" n 

-1 
para todo F cerrado lim - lag I-'n (F) ::; - inf {A * (x) : X E F} 

n-loo n 
Por otra parte, se tiene la siguiente estimación que resulta ser más fina 

I-'n(F)::; 2exp(-n inf{A*(x): x E F}). 

Demostración. 
Para simplificar supongamos que ¡;. cumple las hipótesis siguientes: 
1-' es de soporte compacto y 1-'( -ce, O) > O, 1-'(0, +(0) > O. 

3
~ .= 
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1. Minoración. 

La minoración consiste en demostrar que para todo O abierto 

1 
lim -log fJn( O) ;;> - inf{A *(x) : x E O}. 
n-¡.oo n 

La idea principal en la demostración será hacer un cambio de probabilidad. 
Sea entonces O un abierto no vacío. Para probar el resultado basta con 
demostrar que para toda x E O 

3.2.2 

esto es, 

Demostrar 3,2.2 equivale a demostrar que para toda x E O y [¡ > O 

lim ~ 10gJln(x - 6, x + 8) ;;> -A*(x), 
n.-¡.oo n 

3.2,3 

pues entonces para toda x E O existe 8 tal que 

(x - 5, x + 5) e O, 

por lo que, 

y 

de donde se concluye 3.2.2. 

Para demostrar 3.2.3, vamos a suponer que hemos demostrado que para 
toda 8 > O 

3.2.4 
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Partiendo de esto, definimos una nueva v.a. Yn que sigue una distribuciór 
de probabilidad /ln de la siguiente manera 

y por 3.2.4 tenemos para toda 5 > O que 

Como 

y 

lim~loglp'(Yn E (-5,5)) 2': -A}:·(O). 
n--+oo n 

AY(A) = lag(E[e.\Y]) 
= lag (E [eÁ(Xn- X

)]) 

= lag (e- Áx • E[eÁ(Xn )]) 

= -AX + A(A) 

Ay(z) = sup{Az - AY(A)} 
= sup{Az + AX - A(A)} 
= sup{A(z+x) -A(A)} 
= A*(z+x) 

entonces para toda 5 > O 

lim~ loglp'((Xn - x) E (-5,5) 2' -AY(O) = A*(x) 

= lim~logjp'(Xn E (x-5,x+5) 2':A*(x) 

que es 3.2.3. 

Demostraremos ahora 3.2.4. Por hipótesis /l es de soporte compacto, 
que implica que D(A) = iR. Daremos una expresión explícita de A*(O), -
acuerdo con la proposición 3.1.1 (3), basta encontrar r¡ tal que N(r¡) = 
Pero como /l toma valores en JR:.+ y JR:.-, se tiene, según la proposición 3._ 
(3), que A(A) tiende hacia +00 cuando IAI ~ +00. Ahora, como A 
convexa, se deduce la existencia de un mínimo, es decir, un punto r¡ tal c:¡;; 

A'(r¡) = O, por lo que 

A*(O) = Or¡ - A(r¡) = -A(r¡). 
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Hacemos ahora el cambio de probabilidad, definimos v como, 

dv exp(ryx) 
-d (x) =]; () d = exp(ryx - A(ry», 

J.L IR exp ryx J.L x 

observamos que si e E (0,0), entonces J.Ln(-Ó,Ó) 2: J.Ln(-e,c) y empleando 
el Teorema de Cambio de Variable 

/Ln( -e, e) = k1¡-E,E}(X)J.L(dX) 

r, -, 
= Jo ~l¡-E,e} oXn) (w)dlP'(w) 

= k l¡Xn E(-E,E)}(w)dlP'(w) 

= 11¡Z~~1 XiE(-nE,nE)) (w )dlP'(w) 

=;r l{2=~~lx,E(-ne,nE))(Xi'" xn)d(/L¡ ... J.Ln)(Xi ... xn) 
II!n 

== r l{z:,x,E(-ne,nE)}(Xi" .Xn)J.L(dXl) ... J.L(dxn) JW' 
== r J.L(dXl)J.L(dx2) ... J.L(dxn), 

) {j~ ¿:~",1 xkl<E} 

donde la penúltima desigualdad se sigue por independencia. Sobre el con­
junto {I~ L~=¡ Xkl < e}, se tiene que 

por lo tanto, 

~ L~=l Xk ::; I ~ L~=l Xkl < e 
~ ry L~=¡ Xk ::; nelryl 
~ ry L~=l Xk - nelryl ::; O 
~ exp (ry L~=¡ Xk - nelryl) ::; 1, 
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y desarrollando el integrando de la desigualdad anterior se tiene 

exp (r¡ t xk - nc\r¡\) = exp (t (r¡Xk - e\r¡\)) = g ( exp(r¡xk - e\r¡\): 

por lo que 

p'n ( -1':, e) 2: il x .. x.4
n 

g ( exp( r¡xk - c\r¡I)) p,( dx¡)p,( dxz) ... p,( dxn) 

= r exp(r¡x¡ - c\r¡\)f1(dx¡) ... r exp(r¡xn - '*\)f1(dxn ) JA1 J.4n 

= 1 exp(r¡x¡ - A(7)) + A(r¡) - e:\7)\)f1(dx¡) ... 
.. \¡ 

r exp(7)Xn - A(r¡) + A(7)) - ¿\7)\)p,(dxn) 
JAn 

= exp (A(r¡) - ó\r¡1) 1 exp(7)x¡ - A(r¡))p,(dX¡) ... Al 
exp (A(r¡) - elr¡il 1 exp(r¡xn - A(r¡)lf1(dxn ) 

A, 
= exp (nA(7)) - ne\r¡1) 

(ilXXAng exp (7)Xk - A(7)) )f1(dx¡)/2(dxZ) ... p,(dXn)) 

= exp (nA( 7)) - né\r¡\) (il xxA, V( dx¡) ... V( dxn)) 3.2. 

Así, obtenemos la desigualdad 3.2.5. Por la proposición 3.1.1(2), sabe= 
que existe r¡ tal que 

esto nos lleva inmediatamente a decir que iE[XeOX ] = O de donde tene= 
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que 

lE[Xe~X} = l xewJ.L(dx) 

f ~x v(dx) 
= }R xe exp(r¡x - A(r¡)) 

f xeryxv(dx) 

- }¡¡¡ eryx. exp( -A(r¡) 

= exp(A(r¡)) 1 xv(dx) = O 

por lo tanto 

f xv(dx) =0. 3.2.6 }¡¡¡ 
Observarnos ahora lo que se obtiene asintóticamente 

J.L,,(-o,o) 2: J.Ln(-c,é) 

~ 10gJ.Ln(-0,0) 2: lag J.Ln (-e, e) 

~ ~logJ.Ln(-O,O) 2: ~logJ.Ln(-E,E) 
~ lim ~ lag J.Ln (-0,5) 2: lim ~ lag J.Ln (-é, é) 

1'.-tao 

2: lim ~ lag [(J 1 n v(dx¡)V(dX2)'" V(dXn)) exp(nA(7)) - nc!'7ll] 
n...¡.oo {];- ¿ xkl<e} 

k""l 

= lim ~ lag (vn ( -E, E) . exp(nA(7)) - nélr¡lll 

= ¡;; (~log < Vn(é, é) + A(7)) - clr¡ll 

Por otra parte, la ley de los grandes números nos dice que: Dadas X¡, X 2, ... 

v.a. independientes (no necesariamente con la misma disribución) con 
media y varianza finita. Supongamos que las varianzas están acotadas 
uniformemente por M < oo. Sea Sn = (X¡ + ... + Xn)/n, entonces 
[Sn -lE(Sn)l/n converge en probabilidad a O, esto es, 

J[> fISn-lE(Sn)! 2: 61-+0 
Ll n ( Jn-+oo 

o, lo que es lo mismo 
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Ahora, por la ecuación 3.2.6 tenemos que Ev [Xl = 0, y por la ley débil d, 
los grandes números, 

lo que es igual a 

por lo que 

si e -+ ° y viendo que el factor l/n no tiene ninguna utilidad, obtenemoE 
n~oo 

. 1 
lrm-Iogf.ln(-o,o)::: A(r¡) = -1\*(0) 
n-J"::>O n 

como se quería demostrar. 

2. Mayoración. 

La prueba que se dará no podrá generalizarse en ]Rd ya que utilizaremos = 
propiedad de JR de poseer orden. 

Sea F un cerrado en iR. La mayoración es trivial si tenemos que 

inf{A*(x): x E F} = 0, 

pues entonces equivale a demostrar que fln(F) :::: 1, lo que es claro. Prime= 
notemos que 

entonces 

inf{A*(x): x E F} = O-=-O = -inf{A'(x): x E F} 

f.ln (F) 
-=- logf.ln(F) 
-=- ~logf.ln(F) 
-=- lim ~ log fln(F) 

n--+:;xJ 

-=- lim ~ logf.ln(F) 
n-m 

::::1 
:::: lag 1 = O 
::::0 
:::: O = -inf{A*(x): x E F} 

:::: -inf{A'(x): x E F} 
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Supongamos entonces que inf{A*(x) : x E F} > o. En la proposición 3.1.2 
(3) vimos que si V(A) = 0, entonces A*(x) = 0, por lo que inf{A*} = 0, 
ahora, como estamos negando esta afirmación, tenemos que V(A) =J {O}. 

Supongamos primero que O está en el interior de V(A). Esto significa que Xl 
tiene momentos exponenciales a derecha y a izquierda de 0, ya que podemos 
dar una vecindad alrededor del ° completamente contenida en VeA) en la 
que existan (Ai)iEIR tales que A(,\,) < 00, por lo que podemos aplicar la 
proposición 3.1.2 (5) para deducir que x E lR (recordamos que i; = lE(Xd) 
y por la afirmación 3.1.2 (4) también que A*(x) == O. Utilizaremos ahora la 
desigualdad de Chebychev que nos dice : Si o: > O) t E IR.) Y v. a. r. y f 
una función continua entonces 

lP'(f(Y) 2: t) ::; t:lE(f(Y)") 

y sí f es la función identidad, 

lP'(Y 2: t) = P( eY 2: e') 
= lP'(e Y . e- t 2: 1) 
::; lE [ e"'(Y -tl] . 

3.2.7 

Sea entonces A > O tal que A(A) < 00, tenemos, según la desigualdad 3.2.7 
con a = nA > O Y Y = X que 

por lo tanto 

J.Ln(t,+oo) == lP'(Xn 2: t) 
< lB: [enA(Xn-tl] 

lE [enA(í:n
X
,) e(-nAtl] 

_ e-nAtlE[eAI:X'l 

= e-nA< (lE[e),x, lr 
wdep 

_ e-nAt (exp(nloglE[eu¡J)) 

e-nAt • exp[n A(A)] 
exp [n (A(A) - At)] 

J.Ln(t, +(0) ::; exp [-n (At - A(A))] 3.2.8 
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lo cual también se cumple para A = O. 

Según la proposición 3.1.2 (5), si tomamos t 2': x, entonces 

A*(t) = sup{>.t - A(A) : A 2': O}, 

de donde, tomando el supremo en la desigualdad 3.2.8, encontramos: 

por lo que 

I"n(t,+oo) = sUP{l"n(t, +oo)} 
:S sup{ exp [ -n ( At - A( A))]} 
= exp [-nsup{.\t - A(A)}] 

Iln[t, +00] :S exp[-nA*(t)] 

de manera análoga mostraremos que 

I"n[-oo, t] :S exp[-nA*(t)] 

3.2. 

3.2.1 

para esto, aplicaremos la desigualdad de Chebychev con a > O, t E lR Y = 
una v.a. 1f'(Y s:: t), equivalente a que: 

IP'( eY :S e') = P( e(t-Y) ;:: 1) s: E( e"(Y -t)). 

Por la desigualdad anterior con a = nA y Y = X y haciendo unos calculo 
similares para obtener 3.2.8 se tiene que 

I"n( -00, t) :S exp [-n (At - A(A))j, 

donde, tomando el supremo en la desigualdad anterior se tiene el resultac 

TJtilicemos ahora que A *(x) = o. Como hicimos el supuesto de que 
Ínfimo de las ",(x) es estrictamente positivo, deducimos necesariamer 
que i: ~ F, por lo que i: está en el complemento de F, el cual es un abiec 
en R, entonces la componente conexa de Fe que contiene a i: es un intervE 
(a, b). De donde, 

F e (-00, a] U lb, +00) 
I"n(F) :S I"n( -00, aJ + Pn[b, +00) 

de ahí que, utilizando 3.2.9 y 3.2.10 se tenga 

a<x<b 
a<x<b 

Pn(F) :S exp[-nc\.*(a)] + exp[-nA'(b)]. 
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Si, por ejemplo A*(a) 2: inf{A*(x) : x E F}, como a < b entonces: 

Aa < Ab 
Aa - A(A) < Ab - A(A) 

sup{,\a - A(A)} < sup{Ab - A(A)} 
N(a) < A*(b) 

61 

por lo que se deduce que A*(b) 2: inf{A*(x) : x E F}, de lo que obtenemos 

Jln(F) :::; exp[-nA*(a)] + exp[-nA*(b)] 
:::; exp[-ninf{A*(x): x E F}] +exp[-ninf{A*(x): x E F}] 
= 2 exp[-ninf{A*(x): x E F}] 

que es exactamente 3.2.l. 

Supongamos ahora que O no está en el interior de D(A), por ejemplo, tene­
mos para toda A < O, A(A) = +00. Entonces ellimx--too A*(x) = +00, A* 
creciente sobre [:r, +(0). Porla proposición 3.1.2 (5) sabemos que :r E l!Ii.+, Y 
que A*(x) = O, si usamos la desigualdad de Chebychev exponencial aplicada 
a t > O, Y la proposición 3.1.2 (5), obtenemos Illlevamente que 

Jln(t, (0):::; exp[-nA*(t)] t ? :r, 

como por hipótesis, el ínfimo de las A *( x) es estrictamente positivo, también 
en este caso x rf F, por lo que x está contenido en el abierto (O, b), entonces, 

Fe lb, (0) 

de donde 
f1n(F) :::; exp[-ninf{A*(x) : x E F}] 

dando el resultado más fino que 3.2.1. 

El problema que podemos plantearnos es saber cuando hay convergencia y no 
nplemente las mayoraciones y minoraciones. El corolario siguiente responde 
rcialmente al problema. 

)rolarío 3.2.1. Bajo las hipótests del teorema 3.1, tenemos 

lim ~ logf.ln[t, +(0) = - inf{A*(x) : x 2: t} 
rt-too n 
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Demostración. 
Refinaremos la demostración de la minoración. Utilizando que, para todé 

x ~ t Y toda o > O 

[x,x+5) e [t,+oo) 
=} ILn[X, x + 5) :::; ILn[t, +00) 
=} lim ~ log ILn[t, +00) ~ lim ~ log i-'n(x, x + 5) 

análogo a la prueba de la minoración, sólo hay que demostrar 

. 1 
hm-logi-'n(x, X + 5) ~ -A*(x) 
n_oo n 

3.2.1' 

esto implica que 

1 
lim -logILn([t,+OO)):::; -inf{A*(x): x ~ t} 

n-.;.oo n 

para demostrar 3.2.11 se rehace el cambio de variable Y = X n - x hecho en 1 
prueba de la minoración, y con la suposición que 

lim ~ logILn[O, 5) ~ -1\*(0) 
"_00 'n 

se tiene el resultado. Para mostrar la desigualdad anterior se utiliza el camb= 
de probabilidad que se hizo en la minoración, entonces, para un r¡ tal que 
,\*(0) = -A(r¡) y para e < 5 

y 

En este caso, para hallar la convergencia de vn[O, e), no se pnede utilizar 
ley débil de los grandes números, pues el intervalo a estimar no es simétri= 
utilizamos entonces el teorema del límite central, para decir que vn[O, s) tier­
hacia un límite finito estrictamente positivo, lo que permite controlar este últi= 
término. 
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3.3 Cálculo de i\(>') y i\*(>') para algunas variables aleato­
rIas 

Daremos ahora el cálculo explícito de la función log-Laplace y la transformada 
:le Cramér para distintas distribuciones de probabilidad. También obtendremos 
la gráfica de la función de tasa correspondiente. 

8jemplo 3.3.1. Considerar X v.a. bernoulli con parámetro (p). 

Como sabemos, la función generadora de momentos de esta variable aleatoria 

M(A) == 1 + p(eA 
- 1) 

)or lo que 
10gM(A) == 10g(1+p(eA -1)). 

ramos ahora a calcular el punto A * donde se maximiza la función 

g(A) == AX -log(l + p(eA -1)). 

:ntonces, se obtiene su derivada y se iguala a cero, así tenemos que 

e donde 
x + pxeA 

- px 
x(l - p) 

x(l-p) 
p(l-x) 

se tiene que A* == log (;g = ~i) y si calculamos g(A') obtenemos 

A'X -logM('\*) = xlog 

=xlog 

= xlog 

= xlog 

X(l-P). ~ -Iog (1 + p (X(l-P) - 1)) 
p(l-x) p(l-x) 

x{1-p) , n~p' 
-) -logl-) p(l-x) \ 1-x 

") + x log (l-p) _ log (l=E) p l-x l-x 

~ + (1- x) log (i=~) 



64 CAPÍTULO 3. EL TEOREIvIA. DE CRAMÉR REAL 

por lo que A*(x) = xlog (~) + (1 - x) log e = ;) para x E [O,lJ Y notemo 

que DA = iR, pero A * (x) es discontinua. 
Consideremos el caso particular de p = ~, entonces tenemos que 

A*(x) = xlogx + (1- x) log(l- x) + 10g2 para x E [0,1] 

y la gráfica de la función de tasa es 

::1\ 
¡I 

/1 
04- \ 

/ 

/ 03 

02 

o 1 

°0 02 04 05 08 

Figura 10. Función de tasa para una v.a. Bernoulli CO:l parámetro p = 1/2. 

Observación: La función de tasa que aquí obtuvimos corresponde al ejempo 
de las colas de la distribución binomial que se presentó al inicio. 

Ejemplo 3.3.2. Si X es una v.a. Exponencial con parámetro (e). 

Como sabemos, la función generadora de momentos para una v.a. con eE 

distribución es _M (A) = ti ~ A' por lo que log M (A) = log (6' ~ A) Y por lo ta:r= 

g(.\) = AX -log (6' ~ A) = AX -10gB + log(e - A). 

Se obtiene 811 derivada y se iguala a cero 

g'(A) = x _ ~l_ = ° 
e-A 
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de donde 
x 

=? e-A 
1 =? e -­x 

con lo que A * = ex;; 1 Y si calculamos g(A *) obtenemos 

).*X - log e + logre - A*) = x (ex;; 1) -log e + log (e _ (ex;; 1) ) 

= ex - 1 - lag e + log ( ~ ) 
= ex - 1 - log e - log x 

por lo que 
A*(x) = ex - 1 -log(ex) para x> 0, 

En el caso de que el parametro e = 1 tenemos que la función de tasa es 

A*(x) = x - 1 -logx para x> 0, 

:[ 

:[ 
2' 

, f / I o o 2 4 6 S 10 

Figura 11. Función de tasa para una y,a, Exponencial Con parámetro e = L 

jemplo 3.3.3. Para X v.a. Poisson con parámetro (8). 

Como sabemos,la función generadora de momentos en este caso es 



66 G4PÍTULO 3. EL TEORE\1'A DE CRA1vIÉR REAL 

por lo que 

log M(A) = e(e" - 1), 

de esta forma, 

g(A) = AX - ele;' - 1). 

Se obtiene su derivada y se iguala a cero 

g'(A) = x - Be). = O 

de donde 
x = Ge). 

'* 
x = eA IJ 

'* ).* = log (F) 
así, tenemos que).* = log(x/e) y se calcula g(.\*) con lo que se obtiene 

).'x - ele' -1) = xlog (~) - e (~-1) 
=xlog(~) -x+e 

por lo que ¡\*(x) = G - x + x log (~) para x ::oc O. 

Figura 12. Función de tasa para una v.a. Poissan. 
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~jemplo 3.3.4. Si X es una v.a. Binomial con parámetros (n,p). 

, En este caso, con la convención q = (1 - p), la función generadora de mo­
I 

r
entos es 

M(>') = (e),+q)n 

lar lo que lagM(>') = nlog(eAp + q),asi, tenemos que 

g(>.) = >.x - n lag (eAp + q). 

e obtiene su derivada y se iguala a cero, así tenemos que 

, donde 

A 
I( ') npe 9 A =x-

peA +q 

xe'p + x - px 
x(1 - p) 
x(l- p) 
p(n -x) 

=npeA 

=peA(n- x) 

n lo que >" = lag (;(~ = ~D y se calcula g(>.'): 

g(>. *) p(n-x) p(n-x) 
= x lag ~X(l-P)) _ n lag (X(l-P) p + (1 - p») 

=xlog ~ +xlog(~::~) -nlog(x~_;)+(I-p») 
= x lag ¡~ + x lag (~::~) - n lag n-n lag (~::~) 
= x log ~ + (x - n) lag (~::~) - n lag n 

¡ X ( \ 1 ( n-'r \ ' 
= x .og \ P ) + \n - x) lag \ 1-;) - n IOg n 

lo que A * (x) = x log (~) + (n - x) lag e = ;) -n lag n x= O, ... ,n. 
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o 2 4 \3 S ~o 

Figura 13. Función de tasa para una v.a. Binomial 

Ejemplo 3.3.5. Ahora, si X es una v.a. Geométrica con parámetro (p). 

La función generadora de momentos es 

M(A) = p 
1- qe A 

por lo que log M (A) = log p - 10g(1 - qe),) y por lo tanto 

g(A) = AX -logp + log(l- qé) 

Obteniendo su ·deriyada e igualándola a Cero tenemos que 

qeA 

g'(A)=X- =0 
1 - qe), 

de donde 
x-qxé = qe), 

=- x = qeA(1 + x) 
x 

= eA =- g(l + x) 
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así, se tiene que.\' = log (q(l: x») y si calculamos g(>.') tenemos que 

g(..\*) : x log C(I:X)) + log ( 1 - qx C(I~X))) -logp 

- xlog C(!+X)) + log (1- 1+x) -logp 

= x log ~ + x log (l!x) + log C!x) -logp 

= xlog ~ - xlog(l + xl -log(l + x) -logp 

= xlog " - (1 + xl log(l+ x) -logp q 

r lo que JI. * (x) = x log (~) - (1 + xl log( 1 + x) - log p x = 1,2, ... 

35r---~-------------------' 

30 

25 

20 

Figura 14. Función de tasa para una v.a. Geometrica 



;apítulo 4 

)1 Teorema de Cramér }Rd Dimensional. 

.1 Tensión exponencial. 

Jmenzamos por un lema que será fundamental en todo el capítulo. 

3ma 4.1.1. Sea N E N+ y (a;h,'sN una familia de reales estrictamente po­
twos. Tenemos: 

l~ E log (t a:) 
~=1 

Demostración. 
La minoración es evidente, pues una suma de números positivos es siempre 

ás grande que cada término de la suma, por lo que queda solamente demostrar 
mayor ación. Empezamos por escribir que 

log (t a;) <; log (N s~p a~) = log N + log (s~p a: ) 
que nos dá 

sta con probar que, 

lim dog (sup a:) 
.::--+0 i 

<; lim dog (sup a¡) , 
E-,O i 

= sup {limElogaf} 
i é--+O 
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Probaremos la desigualdad anterior para N=2. 
Sean entonces at y a~ estrictamente positivos. La minoración es inmediai 

debido a que 

sup {af} 
1::;i~2 

lim e log sup {af} 
E--;'CO 1::;i::;2 

lim slog sup {af} 
c-tCXJ lSi::;2 

2': lim dog a; 
n~oo 

2': sup{ lim e log af} 
n~~ 

para toda 

para toda 

Para la mayoración suponemos, por ejemplo, que 

lim dog (a~) ~ lim dog (a~) = S 
e-+O ¿--+o 

i = 1,2 

i = 1,2 

y por la definición de límite superior, para al Y a2 tenemos que para toda i5 > 
existe 20 > O tal que 

así mismo, para toda i5 > O existe SI > O tal que 

y como el máximo es uno de estos dos, tenemos claramente el resultado final 
Vamos ahora a dar una definición que será fundamental en lo que resta. 

Definición 4.1.1. Sea F un u-álgebra sobre (X, f), espacio topológico, q 
contiene al u-álgebra de los borelianos de X. A la familia {/Lo}, E> O de prot 
bilidades sobre (X, F) se le llama exponencialmente tensa si para todo M > 
existe un compacto KM tal que 

Recordemos, por la definición 1.4.2, que una función 1: X -7 [O, +ooJ s.c.i. 
una función de tasa buena, si para todo a > O el conjunto de nivel {x : 1 (x) ~ 
es compacto. 

Definiremos ahora la noción de PGD débil. 
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lnición 4.1.2. Sea F un u-álgebra sobre X que contiene al u-álgebra de los 
,lianos de X. La familia {It,}, e > O de probabilidades sobre (X, F) satisface 
PGD débil con función de tasa I si I es una función de X en [O, +00] S.cj. 
cumple: 

Para todo O abierto liméloglt'(O) 2' -inf{I(x): x E O}. ,....,0 
Para todo K compacto liméloglt'(K)::; - inf{I(x) : x E K}. 

r-+O 

~s importante hacer notar que la familia de probabilidades puede satisfacer 
PGD débil sin satisfacer un PGD fuerte. Basta considerar PE = SI/S, que 
.sface un PGD débil con I == +00, Y no satisface un PGD fuerte, pues Itr(l~) = 
Jisponemos de la proposición siguiente. 

)posición 4.1.1. Sea F un u-álgebra de X que contenga al u-álgebra de los 
elianos de X, y {It,}, e> O una familia exponencialmente tensa de probabil­
des sobre (X, F), entonces: 

Si tenemos que para todo K compacto limcloglt,(K) ?: - inf{I(x) : x E 
,-->0 

K}. Entonces esta mayoración sigue siendo cierta sobre los cerrados. 

, Si tenemos que para todo O abierto limclogltr(O)?: -inf{J(x): x E O}. 
r-->O 

Entonces J es una función de tasa buena. 

Demostración . 

. Sea F cerrado. El primer caso evidente es cuando inf { 1 (x) : x E F} == O. 
Si no estarnos en este caso, pongamos M == inf{I(x) : x E F}. Corno la 
familia de medidas es exponencialmente tensa, existe entonces un compactó 
KM tal que 

limElog¡üKM) ::; -M. 
r-->O 

Hacernos entonces la separación siguiente 

Itr(F) ==ltr(FniJ) 
== Itr(f n (KM U KM)) 
== 1t,(F n KM) + Itr(F n KM) 
::; 1t,(F n KM) + 1t,(KM) 
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De acuerdo con la ecuación 4.3.1 tenemos que 

lim dog¡t,,(F) :':: lim dog(¡t,,(F n KM) + ¡t,,(KM)) 
c-+O é-tO -

= sup {lim(E: 10g¡t,(F n KM) + E: log ¡t,,(K'j¿))} 
,,->0 

por lo que 

limdog¡t,,(F):,:: sup{limclog¡t,,(F n KVI) + limdog¡t,,(K'j¿)} 
s-tO E--tO s-tO 

y como F n KM es compacto, podemos aplicarle la mayoración, queda: 

~~clog¡tE(F) :':: sup{ - inf{I(x) : x E F n KM}; -M}. 

Como -inf{I(x): x E Fn KM}:':: -inf{I(x): x E F} = -M tenemc 
resultado. 

2. Aquí sólo tenemos que verificar que I(x) es una función de tasa bu< 
Sea a > 0, queremos demostrar que el conjunto de nivel {x : I(x) :':: 
es compacto. Comencemos por decir que, ya que la familia de medida 
exponencialmente tensa, existe un compacto Ka tal que 

limdog¡tE(K~) :':: -a. 
é-+O 

Como, por otra parte, K~ es un abierto, le aplicamos la minoración 

-a 2: ~~dog¡tE(K~) 2: -inf{I(x) : x E K~}, 

reuniendo los dos resultados obtenemos 

inf{I(x) : x E K~} > a. 

Lo que produce que {x : I(x) :':: a} e Ka, entonces, tenemos un conju 
cerrado contenido en un compacto, lo que nos dice que es un compacte 
que termina la prueba. 

4.2 Transformada de Cramér en iP?d. 

Definición 4.2.1. Sea X una v.a. COn valores en ]'td de ley ¡t. La fune 
log-Laplace de J.l es la función de]Rd en (-oc, 00], definida como 

A(A) = 10gJE[e(AX)] 

y D(A) = {A E]&d: A(A) < oc}. 
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~n lo que resta del capítulo, supondremos que O está en el interior de D(>'), 
ne, al pasar por las marginales implica en particular que lE(X) está definida 
10 vector de ]Rd. Tenemos la siguiente proposición, análoga a la proposición 
1. 

)posición 4.2.1. A es convexa, diferenciable en el interior de D(>.) y ten-
n que 

ErxK . é\'x)] 
gradKA(>') = . E[e('\X)] 

particular, gradK A (O) = E( X) . 

Demostración. 

A(t>'l + (1- t)>'2) = log[E(e«tÁ,+(1-t).\2)'X»)] 
= log[E(et(.\"X) e(1-t)(Á"X»)] 

= 10g[E((e(Á',X»)' . (e(.\"X»)l-t)] 

= log[E( (e(Á1 ,X») ,), . (e(AZ,X») ')(;·0 )] 

S log([E(e(Á"X»)]t. [E(e(.\z,X»)l-t]) (por Holder) 

= log[(E(e(.\"X»))t] + log[(E(e(.\2,X»))l-t] 

= tlog[lE(e(.\"X»)] + (1- t)log[E(e(.\2'X»)]. 

,finición 4.2.2. La transformada de Cramér de la ley ¡.t es la función 

A*(x) = sup{ (A, x) - 11.(>') : >. E ]Rd}. 

Tenemos las siguientes propiedades, análogas a las de la proposición 3.1.2. 

oposición 4.2.2. Propiedades de la transformada de Cramér en lftd: 

'. A*(x) es convexa, positiva, s.c.i. y aún más, es una función de tasa buena. 

) S' 1.1 (, , 
,. t Y = graall\1)), enwnces, 

1I.*(y) = (7J,y) - 11.(1)). 
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Demostración. 

1. Para verificar la convexidad y la s.c.i. se usa el mismo argumento 
para el caso univariado. Sea un conjunto de nivel {x : A*(x) :S a}. Ce 
sabemos que se trata de un cerrado, basta mostrar que está acotado y 
afirmamos que A*(x) es una función de tasa buena. Hemos supuesto qL 
está en el interior de 1)(A) , entonces 1)(A) contiene en particular una esl 
5(0, r) para un r > O contenida totalmente en su interior. Sea entor 
x E ]Rd perteneciente al conjunto de nivel {A * :S a}, entonces, como N 
es un supremo, es mayor o igual que .\x - A (.\), en particular si hace] 
.\ = rx/JJxJJ tenemos 

a?: A*(x) ?:< r II~II' x> -A (r iI~lI) 
= II~II < x, x> -A (r II~II) 
= 1I~lIllxl12 - A (r II~II) 
= rJJxll- A (r tI~iI) 
?: rllxll- sup{A(.\) :.\ E 5(0; r)} 

(pues A*(x) es un supremo y rll~11 E (O : r)). De donde 

1 Ilxll:S -(a+sup{A(.\):.\ E S(O;r)}). 
r 

Ahora, como A es diferenciable en el interior de su dominio, en particl 
es continuo sobre 5(0, r), entonces el supremo del miembro de la dere 
es finito, lo que dá el resultado. 

2. Sea y = grad( r¡) y sea .\ E]Rd El principio va a ser demostrar que tene] 

(.\, y) - 11.(.\) ?: (r¡, y) - A(r¡) 

para esto, definimos una función g de [0,1] en]R de la manera siguiente 
a E ]lid, 

g(a) = (r¡, y) + a(.\ - r¡, y) - A(r¡ + 00(.\ - r¡)), 

g es la suma de una función afín y de una función cóncava, por lo qUE 
cóncava. Por otra parte g(O) = (r¡, y) - A(r¡) Y g(l) = (.\, y) - A(.\). El 



EL TEOREMA DE CRAMÉR MULTIDIMENSIONAL. 77 

es entonces demostrar que g(l) ::; g(O). Como 9 es cóncava, tenemos: 

g(l) - g(O) ::; g'(0). (1- O) 

y 

g'(O) = (A - r¡,y) - (A -r¡, gradA(r¡)) = O 

por lo tanto (A,y) -A(A)) - (r¡,y)-A(r¡)) ::; O lo que nos dá el resultado. 

3 El Teorema de Cramér Multidimensional. 

~orema 4.1. Sea (Xn)n una sucesión de v.a. con valores en ]Rd independi­
tes y equidistribuídos de la ley J.L tal que O esté en el interior de D(A). En­
~ces la sucesión J.Ln, la distribución de probabilidad de las medias empíricas 
" = ~ ¿~=1 X k sigue un PGD con función de tasa buena, la función A*, 
msformada de Cramér en ]Rd 

Demostración. 
La prneba se hará en tres etapas: tensión exponencial, ,mayoración sobre los 

mpactos y minoración sobre los abiertos. 

1. Tensión Exponencial. 

Como primer paso, demostraremos que la familia {Iln} de probabilidades 
que corresponden a la distribución de la media empírica X n , es una familia 
exponencialmente tensa y luego la idea será utilizar el teorema de Cramér 
en lR. Sea M > O, vamos a mostrar que 

Pongamos KM = [-M, M]d Razonemos sobre las leyes marginales 

d 

J.Ln(K'M) ::; L {J.L~[M, +00) + J.L~( -00, -M]}. 

4.3.1 

Donde J.L~ es la j-ésima marginal de J.Ln, es decir, la ley de XA = ~ ¿~=1 X1· 
Según el teorema 3.1, J.L~ satisface un PG D de función de tasa A;, la trans­
formada de Cramér de Xi. Como O está en el interior del dominio de J.L, es 
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claro que O está a su vez en el interior del dominio de Ai para todo i. 
ahí que, por una parte 

lim A*(y) = +00 
Iyl~+"" 

y, por otra parte, según 3.2.1 

J.L~[M,+oo):S 2exp[-ninf{A'(x): x 2: M}] 

y una desigualdad análoga del otro lado, lo que dá finalmente el resultE 
cuando hacernos tender M hacia el infinito. 

2. Mayoración sobre los compactos. 

Comenzaremos haciendo mayoraciones sobre las bolas. Sea 5 > O, pon 
mas 

Notemos que si A*(X) < 00, entonces, para 6 suficienteIlleIlte peque 
¡'(x) = A*(x) - 5. Si, por el contrario, A*(x) es infinito, el ínfimo es 1 
Además, en ambos casos, ¡Ó(x) crece hacia A*(x) cuando 5 decrece ha 
o. Sea entonces K un compacto de iltd y X E K. Tenernos ¡'(x) < A'( 
entonces, corno éste último es un supremo, tenernos que existe un vec 
Ax E lRd tal que 

4. 

Por otra parte, existe Px > O tal que Px . IlAx II :S 5. Hacernos Ex = E (x, t 
Entonces, si X n E Ex 

y, por la desigualdad de Schwartz 

I(Ax, y - x)¡ :S IlAxll . Ily - xii :S IIAxl1 . Px 

cambiando y por X n tenernos 
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según 3.2.7 

Jln(Bx ) :S E[exp{n( (Ax, X n) - (A x , x) + o)}] 
= exp( -n(Ax, x) + no) . (E[é\"X¡)])n 
= exp[n(A(Ax) - (Ax, x) + o)]. 

De ahí, por 4.3.2 

1 . 
-logJln(Bx) :S A(Ax) - (Ax, x) + o :S 0- I'(x). 
n 
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Ahora, COlno K es compacto, existen puntos Xk, en un número finito ./v 
N 

tales que K e U BXk lo que nos dá 
k=l 

1 1 ( N ) ~logJln(K):S :;¡-log ~,un(Bxk) . 

Según el lema 4.1.1 

lim ~ log ,un(K) < 
n~oo 

sup {lim ~ 10g,un(Bxk )} 

< 
l~k:S)V n-¡.oo 

sup {-I'(Xk)+O} 
1 '5: k '5: N 

= - inf.{ -I'(Xk) + o} 
l'5: k-:;1V 

:S - inf {I'(xl + J}. 
xEK 

Para concluír basta con hacer tender o hacia o. 

5. Minoración sobre los abiertos. 

Supongamos que D(A) = JR?d Análogo a JR?, mostraremos el siguiente resul­
,,,Jo. Par" tuJo x E JR?d Y para todo J > O 

lim ~ 10g,un(B(x, o)) 2': -A*(x). 
n-¡-oo n 

4.3.3 

Tenemos dos casos: existe r¡ tal que x = gradA(r¡). En este caso la de­
mostración de 4.3.3 es similar a la del caso real. Si no estamos en el caso 
anterior, el método será perturbar las X k con Gaussianas N(O, é 2 . Id} 
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Supongamos entonces que para todo r¡, X no es igual a gradA(r¡) , y hag: 
Yn = X n + EZn donde las Zn son v.a.i.i.d. con distribución N(O, IáJ si 
entonces la log-Laplace de las Yn , 

AY(A) = loglE[exp( (A, X¡ + EZ¡))] 
= log lE[exp ((A.X¡)) exp( (EA, Z¡))j 
= A(A) + Az, (0.\). 

Además Z¡ es un vector Normal centrado de componentes independie 
por lo que su log-Laplace es obtenida como una suma de log-Laplaces d 
componentes, y la log-Laplace de una N(O, 1) fué calculada anteriorm 
Entonces 

de ahí que 

AY(A) = A(A) + ~IIAI12 ::: A(.\), 
entonces 

Ay(x) = sup{ (A, x) - AY(A); A E ]Etd} <::: A*(x). 

Mostraremos que para Yn existe r¡ tal que X = gmdA(r¡). Sea g(_ 
(A, x) - Ay(.\), ésta función es cóncava (ya que AY(A) es conveX2 
mostrarnos que g(A) --t -CXl cuando IIAII --t CXl, esto prueba que 9 paSi 
un máximo, lo que garantiza la existencia de un r¡ tal que grad g(r¡) 
Sea x = gradAy(r¡), de aquí que 

g(.\) = (.\,x) - A(.\) - %IIAI12 <::: A*(x) - %IIAI12 
~ ~. 

entonces 
é 

lim g(A) = e - - lim ¡IAII 
11.\11-+00 2 11.\11-+00 

que tiende a -CXl. 

Podernos ahora aplicar lo que se demostró en 4.3.3, es decir, para tod, 
O. 

1 -
lim-logIP(Yn E B(x,o))::: -At·(x) 2: -A*(x) 
n--->oo n 

y la última desigualdad se sigue por 4.3.4. 
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Vamos ahora a mayorar la probabilidad que aparece aquí arriba. 

{llYn - xii < 8} e {IIYn - xii < ó} n {lleZnll ;:::: 5/2} 

y 

e {IIY" - xII < ó} n {lIeZnll ;:::: 5/2} n fl 
e {llYn - xii < ó} n {lleZnll ;:::: 5/2} n {lleZnll < 5/2} 

u{ellZnll ;:::: Ó/2} 
e {llYn - xii < ó} n {lleZnll < Ó/2} U {lleZn ;:::: 5/2} 

{IIYn - xii < 5} n {lleZnll < 5/2} e {IIXn - xii + IleZnl1 ::; 25} 
e {IIXn - xii::; 3Ó/2} 

y Zn se distribuye con la misma ley que /", asf, 

n~oo 

81 

lo que implica en particular que para toda M > O existe eo tal que para 
todo e < eo, 

1 -
lim -logll'(lleZnll;:::: 15/2) ::; -M 
n--tco n 

4.3.6 

por lo que 

ll'(lleZnll ;:::: 5/2) ::; exp( -nM) 

entonces 

iP(IIXn - xii < 315/2) ;:::: iP(llYn - xii < o) -ll'(lleZnll;:::: ó). 

Sea Q constante y M tal que M ::; A*(x) + Q. Como A*(x) es un límite 
inferior, y por 4.3.5 se tiene que existe no tal que para toda n ;:::: no 

1 -
-logll'(lIY" - xii < 5) ;:::: -A*(x) - Q 

n 
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por lo que 
lF'(IIYn - xii < o) 2: exp[-n(A*(x) + a)] 

y sustituyendo en 4.3.6 

lF'(IIXn - xii < 35/2) 2: exp[-n(A*(x) + a)]- exp(-nM) 

como M 2: A*(x) + a entonces - exp[-nM] 2: - exp[-n(A*(x) + a)], 
lo que 

- 30 
lF'(IIXn - xii < 2) 2: 2exp[-n(A*(x) + a)]. 

Como resultado de este teorema se tiene el siguiente corolario. 

Corolario 4.3.1. Si A es un abierto convexo y si D(A) =]Rd entonces 

1 
lim -log /-ln(A) = - inf{ A*(x) : X EA}. 

n-++so n 



~apítulo 5 

?GD en los casos dependientes. 

;n los capítulos anteriores, nos interesamos exclusivamente en el caso de v.a. 
ldependientes. Sin embargo, numerosas situaciones relativamente naturales 
n teoría de probabilidades hacen intervenir v.a. que no son independientes 
basta considerar las cadenas de Markov). Entonces, si queremos estudiar dichas 
ituaciones bajo el ángulo de las grandes desviaciones, es necesario encontrar 
uevas herra,·uientas para extender las nociones que acabamos de ver. Esa es la 
nalidad de este capítulo . 

. 1 Descripción del teorema. 

ea (Zn)n una sucesión de v.a., Zn : O -+ ]Rd, Y sea An. la sucesión de funciones 
,g-Laplace asociadas. En lo siguiente, Zn jugará el mismo papel que X n en los 
lpítulos anteriores, conviene entonces observar qué propiedades, implícitas o 
J, hemos utilizado hasta ahora. Sea S la log-Laplace de Xl y Sn la log-Laplace 
~ X n1 entonces 

Sn(.\) = lag E [exp ( < .\, ~ itl XJ > ) ] 

= logE [exp (~ < ~,Xj »] 
=nSm 

83 
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por lo que 

.!:.Sn(nA) = S(A) 
n 

y es este cálculo el que motiva la hipótesis siguiente 

(H.1) 
1 

para toda). E ]Rd, -An(nA) ----+ A()') E [-00, +ooJ 
n 

donde A ya no designa necesariamente la log-Laplace de una medida. 
La segunda hipótesis también resalta a la vista de lo que vimos en los capítul 

anteriores: 

(H.2) o E Int (D(A)) 

donde D(A) es el conjunto de vectores A E jRd tales que A(A) E R por lo ql 
definimos 

A *(x) := sup{ (A, x) - A(A); A E ~d}. 

Hacemos notar que, como An(O) = O, la hipótesis (H.1) nos lle,·a a A(O) = O, 
que implica en particular, que A*(x) 2: O. 

La definición siguiente no aparecerá inmediatemente de forma evidente, s 
embargo, juega un papel muy importante para lo que sigue. 

Definición 5.1.1. Un punto x de jRd es llamado punto expuesto de A*, c( 
Ti hiperplano exponente si 

para today # x, A*(y) > A*(x)+ < 7), y - x> . 

Llamaremos E al conjunto de puntos expuestos de A * cuyo uno de los hipE 
planos exponentes está en Int(D(A)). 

Teorema 5.1 (Gartner-Ellis.). Si las hipótesis (H.l) y (H.2) se satisface 
entonces, si llamamos JLn a la ley de Zn: 

Pam tudo F cenado, 

para todo O ahierio, 

liIIl~logJLn(F):S -inf{A'(x);x E F} y 

1;; ~ logJ.Ln(O) 2: - inf{A'(x); x E O n E} 

Además, si D(A) =]Rd Y si A es diferenciable sobre IRd , entonces JLn satisf2 
un PGD con función de tasa buena A*. 

Observación. Podemos deshechar la hipótesis de la ú:tima parte del teorer: 
si suponemos simplemente que A es esencialmente regular, es decir, 
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i) A es diferenciable en el interior de su dominio, y O está en el interior. 

ii) Si >'n --+ >., con >'n E (V(AW, entonces IgradA(>'n)I--+ +00. 

mtes de demostrar el teorema 5.1, comenzaremos por dar algunas propiedades 
,tiles de A y A*. 

;.2 Propiedades de A y 11.*. 

'roposición 5.2.1. Propiedades: 

(1) A y A* son funciónes convexas, y si O E (V(A))O, entonces A(>.) =1-00. 

(2) Si O E (V(A))O, entonces A* es una función de tasa buena. 

(3) Si y = gradA(r¡), entonces A*(y) =< r¡,y > -A(r¡). Por otra parte, y E [ 
Y r¡ es uno de sus hiperplanos exponentes. 

Demostración. 

(1) A es convexa, como límite de funciones convexas, por la hipótesis (H.l), 
A*(x) es convexa, por ser el supremo de funciones afines. Para la segunda 
parte negaremos la proposición, entonces suponemos que existe>. E ll!.d tal 
que A(>') = -00, y sea a E (0,1), como A es convexa, tenemos 

A(a>.) = A(a>. + (1 - 0')0) ::; aA(>') + (1 - alACO) = aA(>') = -00, 

entonces el segmento [O, >'l no está en VeA), lo que prueba que ° ¡t (V(A))O 
(pues entonces podríamos encontrar una bola centrada en ° y contenida 
totalmente en (V(A))O, bola que intersectaría forzosamente este segmento). 

(2) N(x) es s.c.i. por ser el supremo de funciones continuas (por ser afines). 
entonces, los conjuntos de nivel {A*(x) ::; a} son cerrados, sólo basta de­
mostrar que' están acotados, lo que ya hicimos en la proposición 3.1.1 (1) 
(Notando que A es continua en el interior de su dominio, por ser convexa). 

(3) Aplicando el método de la proposición 3.1.1 (2), obtenemos fácilmente que 
A * (y) = (y, r¡) - A (r¡). Lo que es menos evidente es la exposición de y. Sea 
entonces x E ll!.d tal que A*(x) ::; A*(y) + (r¡, x - y), vamos a mostrar que 
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x = y, lo que dará el resultado pasando a la contrapropuesta. Para hacerl 
vamos a mostrar que (y - x, z) = O para todo z E Jltd. Sea entonces z E Jlt 

de ahí 

es decir 

(z+1),x-A(z+1))) ~ A*(x) ~ A*(y) 
~ 

=<y,ry>-A(ry) 

~ (1), x) - .11.(1)) 

(z, x) - A(z + 1)) ~ -.11.(1)) 

(z, x) ~ A(z + 1)) - A(1)) 

de donde para todo z E ImathbbRd 

( ) 
J\(EZ+1))-/\.(1)) 

z, x ~ ----'--~-~~ 
E 

+(1), x - y) 

haciendo tender E --+ O, encontramos 'iz, (z, x) ::; (grad;"(1))/ z), y car 

=y 
biando z por - z el resultado está probado. 

5.3 Teorema de Gartner-Ellis. 

Demostración. 

1. Tensión exponencial. 

Sea B = {el, ... ,ed} la base canónica de R',d. Como O está en el interior ( 
1)(1\.), existe, para todo j un aj tal que -ajej y ajej estén en el interior ( 
1)(A). Sea f.L~ la j-ésima marginal de f.Ln' Utilizando 3.2.7 y el método ( 
cálculo de la mayoración en el teorema 3.2, tenemos 

f.LWt, +00)) ~ E( exp[naj( (ej, 2: ~) - t)]) 
= E(exp[(najej, ~ 2:3i) - najt]) 
= exp (-najt) E (exp(najej, ~ 2: 3 i») 
= exp( -najt - An(najej» 
= exp( -n(ajt _ An(n:,e,)) 

--+ exp[-n(aJt - An(ajej»] 
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y una desigualdad análoga del otro lado. Terminamos entonces como en la 
primera parte del Teorema 4.1. 

2. Mayoración sobre los compactos. 

Aplicaremos el mismo razonamiento que en el teorema 4.1. Sea 6 > 0, y 

hagamos: 

¡Ó(x) = inf {A*(x) - 6; ~} < A*(x). 

Si fijamos x, existe Ax E ]Rd tal que 

Sea px > O tal que Px!!A.!! < 6. Si hacemos Ex == E(x; Px), y procedemos 
como en la parte B del teorema 3.1, tenemos que 

entonces 

Pn(Ex) ::; lE(exp(n(Ax,Sn) - (.\x, x) +6») 
= E(exp( (nAx, Sn) - (nAx, x) + nÓ» 
= exp(nS - n(.\x,x»E(exp«n.\x,Sn» 
= exp(n6 - n(Ax,x»exp(An(n.\x» 
::; exp[An(Ax ) - n(.\x, x) + n6] 

1 1 
-logPn(Ex )::; -An(nAx ) - (Ax , x) + 6 
n n 

y como ~An(nAx) --+ A(Ax), tenemos, para n suficientemente grande que 

con lo que el final de la prueba es el mismo que la segunda parte del teorema 
4.1. 

3. Minoración sobre los abiertos. 

Sea y E [; de hiperplano expuesto r¡ E D(A(A», vamos a mostrar que 

para toda el > 0, 
1 
-logPn(E(y, 6» ';:> -A*(y). 
n 

5.1.1 
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Supongamos 5.1.1 demostrado, entonces, si O es un abierto de lR'.d, tE 
dremos que para toda y E lR'. n E existe 15 > O tal que 

B(y,J)cO 

y entonces 

así 
1 

lim -ILn(O) ;::: - inf{A'(y) : y E O n E} 
n--¡.oo n 

que es exactamente lo que queremos. 

Demostraremos entonces 5.1.1 utilizando de nuevo un cambio de medie 
Definimos así Vn por 

d
dVn (x) = exp[n(r¡, x) - An(nr¡)] 
f.ln 

Notamos el hecho que ~An(nr¡) -+ A(r¡) E R implica que, al menos p2 
n ;::: no suficientemente grande, ~ An (nr¡) es finito. En el resto del parra 
supondremos que n ;::: no. Como anteriormente, tenemos, para todo 10 < 

, 
ILn(B(y,I5)) ;::: J exp[-n(r¡, z) - An(nr¡)]vn(dz) 

B(y,c) 

= f exp[-n(r¡, z - y) - n(r¡, y) + An(nr¡)]vn(dz). 
JB(y,C) 

Pero, según la desigualdad de Schwartz tenemos 

I(r¡, z - y)1 :::; 11r¡11·llz - yll :::; 10 ·li'1ll 
entonces 

=A(ry) 

;:::':~~ (~~n(n'1)'-c'llr¡ll- ('1, y) 

+ lim * log vn(B(y, E)) 

;::: -1\ '(y) - fe • 11r¡11 + lim * 10gvn(B(y, E)). 
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En esta etapa no es posible aplicar los métodos de los teoremas 3.2 y 4.1, ya 
que en este caso, las variables no son indepenclientes, por lo que tendremos 
que demostrar el resultado auxiliar siguiente. 

,ema 5.3.1. 

Demostración. 
Demostraremos que vn(B(y; e)e) -r O, para lo cual definimos la log-Laplace 

,sociada a las Vn , sea 

,ntonces 

le ahí 
----r A(A + 1) - A(1) 
= 10gE(é"+ry,x» -logE(e(ry,x» 
= log E( e(Mry,x)-(ry.x» 

= log E(e('x» 

= 3(A). 
'or lo que 2: cumple exactamente las hipótesis del teorema 5.1. De este hecho, 
egún las primeras partes que ya han sido probadas y de la proposición 4.1, 
lisponemos de mayoraciones sobre los cerrados, es decir, sobre B(y; e)e, por lo 
'ue 

-1 
lim -logvn(B(y, e)e) :S - inf{3*(x) : x E B(y, ej"}. 5.1.2 
11,-1= n 

lasta con demostrar que 

inf{3*(x) : x E B(y, en = a > O. 51.3 

;n efecto, si tenemos 5.1.3, entonces existirá nI 2: no tal que para todo n 2: nI 

1 a 
:;;-logvn(B(y, e)") :S -'2 
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entonces 

lo que dará el resultado. 
Para mostrar 5.1.3 probamos anteriormente que la cota inferior se alcanz, 

es decir, existe X co 5t B(y,s) tal que 

inf{2*(x) : X E B(y, el"} = 2'(x",). 

Hacemos notar que podemos suponer que A*(y) < +00 pues, si no fuera así, : 
desigualdad 0.1.1 es trivial. Por otra parte 

2*(x) = sup{ (A, x) - A(7] + A) + A (7]) : A E lR} 
= sup{ (A + 7], x) - A(7] + A) - (7], x) + A(7]) : A E R} 
= A*(x) + A(7]) - (~, x) 

io que prueba que 2*(y) < 00 y que 2' es una función de tasa buena. De es1 
hecho, si a = +00, no hay nada mas que decir, ya que tenemos lo que queremo 
si ahora a < +00, entonces el conjunto de nivel {2*(x) ~ a + 1} es compact, 
Como a es una cota inferior (límite inferior), si tomamos una sucesión X n ( 

puntos B(y, 2)e tal que 2*(xn ) converge hacia a, entonces podemos suponer ql 
la sucesión X n toma valores dentro del conjunto de nivel {2*(x) ~ a + 1} 
que implica que podemos extraer de ahí una sub-sucesión convergente, de límil 
Xx E B(y, é)e (porque B(y, é)e es cerrado), y finalmente la s.cj. de 2* dá 

lo que muestra que a es alcanzada en x",. Probemos ahora que a > O. Corr 
X oo <;t. B(y, 2) tenemos, en particular x", # y. Pero y es un punto expuesto ( 
.~', de hiperplano exponente 7], entonces 

A'(xoo ) > A*(y) + (7], X co - y) 

de ahí 
A*(y) < A'(xoo ) + (7], Y - xoo ) 

y 
A*(y) 2: (7], y) - A(7]) 
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: donde 
(r¡, y) - A(r¡) < A*(xoo) + (r¡, y - xoo ) 

que, simplificando y teniendo en cuenta que 3*(xoo ) = A *(xoo)+A(r¡)- (r¡, xoo), 
b el resultado buscado, lo que explica el lema y la minoración. 
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