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ntroduccion.

presente trabajo tiene como objetivo dar una introduccion al tema de la teoria
grandes desviaciones, el cual es de gran interés actualmente en el campo de
teoria de la probabilidad. Mostraremos las ideas principales que motivan el
budio del tema, asi como el desarrollo de los resultados tedricos basicos. En
.a parte hemos hecho un esfuerzo especial en dar las demostraciones completas
fetalladas de todos estos resultados, buscando siempre dar la presentacién mas
cesible de ellos. En general los textos que tratan el tema no hacen esto ya
e comnunmente solo dan la idea de la demostracién sin hacer los detalles. Esto
Tmitird que este trabajo pueda ser usado cormo introduccién para estudiantes

los dltimos semestres de licenciatura con conocimientos bédsicos de teoria
- probabilidad. Ademés, en este trabajo nos interesa presentar los elementos
Sricos en los que se fundamenta la teoria v se desarrollan algunas aplicaciones.

El primer resultado en la teoria de grandes deswiaciones se debe a Harald
amér. Cramér era un matematico suizo que daba asesoria a una compafia
seguros. Para compaiias como estas es fundamental protegerse del riesgo de
e ocurran sucesos inesperados o raros v en este contexto podemos hablar de
andes desviaciones. Es decir, sabemos que el Teorema del Limite Central nos
informacidn acerca del comportamiento de alguna distribucién de probabili-
d alrededor de su media o valor esperado, mientras que la teoria del riesgo en
IUros se ocupa de eventos raros, es decir, que estén en la “cola” de la distribu-
m de probabilidad. Més adelante mostraremos el teorema debido a Cramér
e es fundamental en este trabajo asi como la aplicacién mencionada en teoria
| riesgo, la cual es muy sencilla v ademés ilustra muy bien el tema.

El desarrolloc moderno de la teoria de desviaciones grandes se debe en gran
dida al trabajo fundamental de S.R.S. Varadhan en el que muestra una clara
soncisa descripicién de los principales resultados. En el libro de [Dem98]

111
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A, Dembo v O. Zeitouni, se pueden encontrar mayores referencias histéricas.
partir del trabajo de Varadhan el estudic de grandes desviaciones recobra ir
portancia y esto puede obedecer a dos razones:

1. Las estimaciones de grandes desviaciones son una herramienta crucial gt
se utilizan en diversos problemas en estadistica, ingenierfa, mecédnica e
tadistica y probabilidad aplicada.

2. Las técnicas empleadas en grandes desviaciones nos proporciona métod
que funcionan en otras ramas de la probabilidad v han ayudado a resolv
problemas en dichas ramas.

Como deciamos anteriormente la teorfa de grandes desviaciones es el estud
de eventos raros, en el sentido de que son sucesos muy poco probables. Es dec
es el calculo asintotico de probabilidades tan pequenas que se estudian en esca
exponencial.

El término grandes en grandes desviaciones se debe a lo siguiente: El te
rema del Limite Central (TLC) nos dice que : Si Xi,..., X, es una sucesién ¢
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (v.a.iid.) cc
media p v varianza ¢> < oo, entonces la media muestral X, = %ZLI Xr
aproximadamente normal con media p y varianza ¢>/n, v la aproximacién
valida solamente en una vecindad de radio ¢/+/n alrededer de u. Esto es,
TLC gobierna fluctuaciones aleatorias sélo cerca de la media, desviaciones C
orden de o/+/n. Las fluctuaciones que son del orden de o son, en relacién con 1
fluctuaciones tipicas, mucho més grandes: son grandes desviaciones de la med:
Ocurren sélo raramente, por lo que la teorfa de las grandes desviaciones se C
scribe frecuentemente como la teoria de los eventos rares, eventos que ocurr
lejos de la media, en las colas de la distribucién.

En el capitulo 1 estudiamos ciertas propiedades de las “colas” de algunas d_
tribuciones de probabilidad. En el primer caso, que corresponde a la distribuci
Binomial, realizamos un sencillo experimento y nos preguntamos por la pro
abilidad de que algtn evento se encuentre en las colas de la distribucidn
evento rare). De una forma muy intuitiva y usando elementos graficos poden-
encontrar estas probabilidades.
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En el segundo caso, el de la distribucién normal, hallamos la tasa de conver-
encia (a la que llamaremos funcién de tasa) de eventos raros, en este caso, de
ue la media muestral diste significativamente del valor esperado. Y en el iltimo
250, el de la distribucién estable, se muestra que no siempre se puede hallar
na tasa de convergencia usando la técnica del caso anterior. Finalmente, enun-
laremos el concepto de funcién de tasa y el Principio de Grandes Desviaciones
PGD) en su forma més general.

Para el capitulo 2, estudiaremos el PGD para espacios discretos de dimensién
nita. Utilizaremos métodos de combinatoria para obtener un PGD para la
istribucién empirica de procesos que toman valores en un conjunto finito, en
ste caso obtendremos el importante Teorema de Sanov; ademds emplearemos el
1étodo para obtener grandes desviaciones en el tema de muestreo sin reemplazo,
n procedimiento que surge en muchos problemas estadisticos.

Empleando los métodos combinatorios, también terdremos un PGD para la
1edia empirica de procesos que toman valores en conjuntos finitos, en este caso
btendremos el Teorema de Cramér para conjuntos finitos en R el cual serd una
onsecuencia casi inmediata del Teorema de Sanov.

Como consecuencia de los teoremas antes mencionados, mostramos como se
ueden aplicar estos resultados en el drea de teoria del riesgo y teoria de la
rformacidn.

Es importante sefialar que los resultados obtenidos en este capitulo, utilizando
| método de tipos para conjuntos finites, nos daran una idea aproximada acerca
e los resultados que podriamos esperar para conjuntos mas abstractos.

En el capitulo 3 daremos la demostracidén del Teorema de Cramér en el caso
eal, es decir, obtendremos un PGD para la media empirica de una sucesién de
a.did. con valores en Ry funcidn de tasa que en este caso serd la transformada
2 Cramér. Enunciaremos propiedades de la transformada de Cramér que nos
ran ttiles en la demostracidén del teorema. Finalmente, haremos el cdleulo
:plicito de la funcidn de tasa para algunas distribuciones de probabilidad.

Damos la definicién de tensidn exponencial, ast como la nocién de PGD débil
t el capitulo 4. Obtendremos, como en el capitulo anterior, un PGD para la

edia empirica de una sucesién de v.a.iid. con valores en RY. Veremos las
opledades andlogas de la transformada de Cramér en R? al caso en R.

Por itimo, en el capiltulo 5, tratamos el caso de variables aleatorias que no
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son independientes. Situaciones de este tipo se encuentran en diversos problema
de probabilidad, por ejemplo, las cadenas de Markov. También obtendremos 1
PGD para este caso.

Fstas son algunas situaciones en las cuales se pueden obtener PGD. Est
no es exhaustivo y desde luego hay muchos otros casos en donde también ha
PGD, pero en éste trabajo hemos buscado exponer los casos més accesibles y:
que la teoria de grandes desviaciones €s una rama activa dentro de la proba
bilidad y frecuentemente se obtienen nuevos resultados en el drea que ademé:
pueden llegar a ser sumamente complicados técnicamente y usar herramient:
muy sofisticada, todo lo cual queda fuera del objetivo de ésta tesis.

Cabe mencionar que un trabajo posterior, se presentardn distintas aplica
ciones de la teoria de Grandes Desviaciones a diversos problemas en estadistica
teoria de la informacién, mecénica estadistica y probabilidad aplicada. Este ma
terial v lo que se presente porteriormente es resuitado del trabajo en equipo qus
he hecho con Ulises Salas y bajo la direccién de la Dra. Ma. Emilia Caballere
v la Dra. Ana Meda.



capitulo 1

ol Principio de Grandes Desviaciones.

.1 Colas de la distribucién binomial.

'omenzaremos la exposicion del tema con un ejemplo que nos ayudard a en-
:nder de manera sencilla e intuitiva el concepto subyacente en el principio de
randes desviaciones. Consideremos el experimento de lanzar una moneda n
aces ¥ registramos los resultados. Supongamos que hay dos posibles resultados
ara cada lanzamiento {dguila o sol), por lo que tenemos en total 2" posibles
sultados.  ;Qué podemos decir del numero total de dguilas? Existen n + 1
osibles valores, desde 0 hasta n; ahora bien, de los 2" posibles resuitados, CF
spresenta las distintas formas de obtener r dguilas en n lanzamientos (€7 son
s combinacicnes de n tomadas en r). Si la moneda es justa, es decir, que
:nemos la misma probabilidad de obtener dguila o sol, entonces los resultados
m igualmente probables y por lo tanto la probabilidad de obtener r 4guilas en
lanzamientos es —g%n Por lo que el nimero promedio de dguilas por lanzamien-
» tiene m + 1 posibles valores, {0,1/n,2/n,...,1} y el valor r/n tiene peso %
alculemos la probabilidad de que el ntdimero promedio de &guilas se encuentre
1 un clerto rango. Sea M, el ndmero promedio de 4guilas en n lanzamientos,
itonces para z y y reales en el intervalo [0, 1] tenemos que

Crn
Plz <M, <y)= Z 2—;
{rz<i<y)
tilizando la expresidn anterior, obtenemos los histogramas de la distribucién

: probabilidad de M, para distintos valores de n. En la figura 1 se presentan
s histogramas para n = 16,n = 64 y n = 100.

1
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Figura 1. Distribucién del nimero de dguilas en n lanzamientos.

Como era de esperarse, observamos en las griaficas que conforme n es n
grande, la distribucién se concentra alrededor de la media 1/2, mientras que
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as de la distribucién se hacen cada vez mds pequenas. Es decir, los eventos que
itan significativamente de 1a media tienen probabilidad de ocurrencia pequeria
108 interesard estudiar este fendmeno. Para esto consideremos dos casos:

L. Escogemos cualquier punto x mayor que la media de la distribucién (1/2
en éste caso), es decir, el evento raro {M,, > z}, calculamos ahora para un
rango de valores de n el logaritmo de la probabilidad de que M, sea mayor
que z. Fijamos el valor z = 0.7 y obtenemos las gréficas de InP(M,, > z)

contra n que se muestran en la fi

Yug BP0 Ty
@

o 10 20 L= =0 50 sa 70 $0 o0 10g

Figura 2. logP(M,, > 0.7) contra n.

En las grificas podemos observar que aunque éstas tienen oscilaciones (las
cuales se repiten periddicamente}, cuando el valor de n es grande podemos
ver que la grafica de logP(M, > ) contra n tiene un comportamiento
aproximadamente lineal. Ahora cambiamos el valor a z = 0.8 y después a

= 0.9y obtenemos las graficas que se muestran en la figura 3; otra vez para
valores de n grandes éstas siguen un comportamiento aproximadamente
lineal, si denotamos por —I{z) al valor de la pendiente asintética la cual es
negativa, tenemos la siguiente aproximacioén.

log P(My, > z) &= —nl(z).
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log Pibin2)

Figura 3. logP{M,, > z) para ¢ = 0.8 y z = 0.9 contra n.

2. Escogemos cualguier punto z menor que la media de la distribucién (1
y obtenemos como en el caso anterior las gréficas de InP{M, < z) con
n para distintos valores de z (figura 4), z =04, 2=02,z=01y n va
de 1 a 100. Observemos como antes que para n grande, la grafica tiene
comportamiento aproximadamente lineal con pendiente asintdtica —I(
por consiguiente

log (M, < z) = —nl(z).

log P(Mn<x)

[+] 10 20 20 an £l B0 7o 80 wo 100

Figura 4. logP{M, < z) paraz =04y z=0.2 vy z = 0.1 contra n.

Finalmente de las gréficas anteriores, para 1/2 < z < 1 e igualmente p.
0 < z < 1/2 medimos la pendiente asintética —I(z) en cada caso y graficar
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s valores de I{z) contra z, es decir, obtenemos la gréfica que corresponde a lo
1e ltamaremos la funcién de tasa I(z) que se muestra en la figura 5.

Valor da la kmcign de tasa,

o oA 02 oF o4 as ] g o8 o8 R
Punts du nicle de s sola

Figura 5. Funcién de tasa [(x).

Podemaos decir entonces que:La cola de lo distribucidn del ndmero promedio
e caras en n lanzamientos decae erponenciolmente conforme n se incrementa.
s decir,

P(M, >z) me™®  para x> 1/2

N 1.1,
B(M, < z) = e para z < 1/2 L1

T Crece.

Como se menciond en la introduccién, la teoria de las grandes desviaciones
studia los sucesos poco frecuentes, los sucesos exponenciales peguefios cuando
: pasa al limite v uno de los objetivos principales es encontrar una manera
steméatica de calcular la funcién de tasa. Mas adelante mostraremos una forma
> hacer esto en algunocs casos.

Observacion. La Ley Débil de los Grandes Nimeros.

Una consecuencia del resultado anterior, el cual se demostraré rigurosamente
4s adelante, es la Ley Débil de los Grandes Niimeros en €l caso del lanzamiento
> monedas, tenemos que para n grande la distribucidn de M, se concentra
rededor de la media, es decir, para todo £ > 0

im P{|M, —§| e =1 119

n—oo
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Otra forma de decirlo es que las colas se hacen cada vez més pequenias, es dex
para todo g > 0

) 1
Em B(M, - 5| > ) =0,
para lo cual vemos que

B(|My — 1| > &) = B(M, > = +£) + B(M, < %—g).

Como las colas de la distribucién de M, para n grande decaen exponencialmen
usando 1.1.1 en el miembro derecho de la igualdad anterior tenemos que

P(M, >z) ~e ™ —0  para z>1/2 ¥

n—+0o

P(M, <z) ~e ™ —0  para z<1/2

n—co

obteniendo el resultado 1.1.2.

1.2 Colas de la distribucién normal.

El siguiente ejemplo, el estudio de las colas gaussianas, es la forma clésica co:
se aborda la idea subyacente en la teoria de grandes desviaciones. También
verd que no siempre funciona este método para el caso de otras distribucion
Consicderemos X ...X, una sucesién de variables aleatorias independiente
idénticamente distribuidas (v.a.iid.), X; ~ N(0,1). Si

1 n
:}Z;Xk

entonces

j(-:n ~ -N'(O: l/n)a

por lo tante
P(X, >t —0.

=00
La idea es entonces buscar la velocidad de la convergencia a cero, v para ha
esto hacemos estimaciones de “colas” de gaussianas. Seana >0y Y ~ N(0,

P(Y > a) = / \/_T__exp (‘$2> dz.
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tiene, para P(Y > a), que (Y/a) > 1, por 1o que

BY >a) < 1 1/+m (_xg)d}
a —_— = T ex —_— &
> el vl

B 1 eXp (—%)

_E -

vara P(Y < a) se tiene que (Y/a) < 1, por lo que

PY < a) > = —/ :cexp( )da:]

exp (——) - exp( 2a )
= N -

—

—

en el caso que nos interesa.

B z0< o mee ()]

PY <) > \/_lzzﬁ__ . t_\l/_a [exp (—”ﬂ;) ~ exp (—Qn,tz)} ,

namos logaritmo, dividimos entre n y finalmente tomando limite superior e
erior, al cual denotarernos respectivamente como im vy lim, tenemos

- — £ 2
limzlog(P(ant))S’g y lim~— IOU(JP’(X <t))>—t—

n—roz Y n—+oo 2

Lo que nos da la convergencia hacia —#2/2. Observemos que en este caso la,
widn de tasa I(z) como se vid en la seccién anterior es

1.2.1

Sin embargo, existen casos donde esta forma de resolver el problema no es
wveniente, lo que veremos a continuacion.




8 CAPITULO 1. EL PRINCIPIO DE GRANDES DESVIACIONE

1.3 Colas de la distribucion estable.

Definicion 1.3.1. Se dice que una v.a. X tiene distribucién estable si pai
toda k > 0, v para toda sucesién Xj, ..., X} de v.a.ii.d. con la distribucién ¢
X, existen constantes ar > 0, b tal que

LX1 + -+ Xi) = LapX + b}
donde £ denota la distribucién de probabilidad de la variable.

Si X tiene una distribucidn estable y si ademés esta distribucidn es simétric
es decir, F(z) = F({—xz) para toda z > 0, entonces ocurre alguna de las siguient:
dos cosas:

(a) X tiene una distribucién normal(a = 2).

(b) Existe o € (0,2) v tal que la funcidén caracteristica de X es

Elexp (izX)] = ¢ () = exp(—d|z]*) > 0. 1.3

A « se le ilama indice de la distribucién estable y d es un nimero re;
y positivo, ver [Bre75] pag. 199 vy 204. El hecho de que la distribucid
estable sea simétrica simplifica significativamente la expresién de la funcic
caracteristica en el caso general.

También en [Bre75] pag. 202 se prueba la siguiente estimacién para la “col
de esta distribucién.
Si M*(t) :=P(X > t), t > 0, entonces

M*HE) = M (1),

Es decir,

P(X >1) = Ct . 1.3
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: otra parte, si X, = 3%, X entonces

ElexplizX,)] = E[exp (%m Z )]
= E[exp (Z(%m)xj)] = [ Eexp (%Xj)]
= qua(%) = [exp(—dlgla)]”
=1
= exp ( — dlzl"n'™*) = exp (— d|n'F2[")

= ¢o(n+ 3) = Elexp (5" X1)].

T lo que

X, ~ne Xy 1.3.3
amos ahora P(X, > t), de 1.3.2 y 1.3.3 tenemos que

P(X, >t) ~ Ct *nle

nando logaritmo, dividimos entre n, y tomando limite obtenemos

1 —
i

3=

(lnCt "+ (1 — a)logn)

- lo tanto

1 -

~InP(X, >t)—0.

n n—ro0
n esta aproximacién no encontramos una funcidén que nos indique la velocidad
convergencia hacia cero. Por lo que, obteniendo cotas para la cola de la
tribucién no siempre se obtiene un resultado satisfactorio, por lo tanto se
ablecerd una manera sistematica de hallar la funcidn de tasa.
A continuacién daremos la definicion del PGD.

I EI Principio de Grandes Desviaciones.

las secciones anteriores vimos algunas técnicas para encontrar la funcién
tasa, también se vié que no siempre es posible hallar dicha tasa. Ahora se
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mostrara que bajo clertas condiciones podremos encontrar una manera sistem
tica de hallar esta funcidn de tasa. Para definir el PGD, previamente darem:
la definicién de funcién de tasa.

Usaremos la siguiente notacién: A° y A denota e interior v Ja cerradura d
conjunto A respectivamente y A€ el complemento de A para cualquier conjunt
A. El infimo de una furcién sobre un conjunto vacio se interpreta como co.

Definicién 1.4.1. Sea f una funcién en un espacio méirico X en [0, +00],
dice que [ es semicontinua inferiormente (s.c.i.) sl una de las dos propiedad:
siguientes se cumple:

1. 8i z, — z entonces f(z) < lim f(za).

n—oe

2. Para todo a, el conjunto de nivel {z : f(z) < a} es cerrado.
Es claro que una funcién continua es semicontinua inferiormente.

Definicién 1.4.2. Diremos que una funcién I : X — [0, 00] es una funcidn
tasa si I es semicontinua inferiormente. Ademss, si para todo a > 0 el conjunt
de nivel {z : /{x) < a} es compacto, entonces J es una funcidn de tasa buena

Definicién 1.4.3. PGD. Sea X un espacio métrico v sea {u.},e > 0 ur
familia de probabilidades sobre un g-algebra F sobre X. Diremos que la famil
{pe},€ > O satisface un Principio de Grandes Desviaciones (PGD) con funcid
de tasa I si para todo A € F tenemos que

—inf{I(z):z € A°} <lime logp.(4)
=0
< IT_E%_E log u(A) 1.4
—inf{I{z):z € A}.

Observaciones.

1. Fl PGD caracteriza el comportamiento en el limite de una familia de mu
didas de probabilidad {u}. conforme ¢ — 0 sobre un o-digebra F en u
espacio métrico X en términos de una funcién de tasa. Esta caracter
zacion estd dada por las cotas exponenciales asintéticas superior e inferic
sobre los valores que p. asigna a los subconjuntos medibles de X. En &
casos que consideraremos, F' serd la g-dlgebra de Borel sobre X.
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[

. Es claro que si {u}. satisface el PGD y A € F es tal que

zzéljf(:c) = ;E%I(m) =14, 1.4.2

entonces
lim elog p(A) = —14. 1.4.3
£-3f)

Un conjunto A que satisface 1.4.2 es llamado un conjunto de continuidad.
En general, el PGD implica un limite preciso en 1.4.3 solamente para con-
juntos de continuidad A.

. Emn cualquier situacién que involucre medidas aisladas(no atdmicas), es de-

cir, p({z}) = 0 para todo £ € X. Tenemos en la cota inferior de 1.4.1
que

— inf I(z) <limelog(0) = —o0,
weAe e—0

v sl tomamos el fnfimo sobre A en vez de A®°, concluimos que [{z) = oo,
1o cual contradice la cota superior en 1.4.1 porque p{X) = 1 para todo e.
Por lo que es necesario que inf ex I{z) = 0 v asi la cota superior es valida.
Y si [ es una funcién de tasa buena, significa que existe al menos un punto
z tal que I(z} = 0.

Luego, la cota superior es trivial slempre que inf z7(z) = 0, de igual
manera, la cota inferior también es trivial siempre que inf 4 I(z) = oo.
Esto nos lleva a una formulacidn alternativa del PGD, que resulta ser 1til
cuando este se demuestra. Supongamos que I es una funcién de tasa v
T'{a) = {z : I{z) < a} su conjunto de nivel. Entonces, la desigualdad 1.4.1
es equivalente a las sigulentes cotas:

(a) Cota Superior: Para todo a < oo y todo conjunto medible A, tal que
AcCT(a)r

lim e log pe(4) < —a, 144
=0

lo anterior se sigue ya que si z € A

Iz) > a
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v entonces
—inf I{z) < —a.
zeA
(b} Cota Inferior: Para cualquier x € {z : I{z} < oo} y cualquier conjur
medible Ay z € A°,

Limelog pe(4) > ~I(z), L.
=0
va que para x € A9,
I(z) > inf I(z).

T zeAde
Por lo tanto
—I{x) < — inf I{z).
() < — iaf Iz)

Como deciamos anteriormente, en los casos que consideraremos, F' serd
g-&lgebra de Borel sobre X, y entonces 1.4.1 es equivalente a:

para todo O ablerto Mme logp.(0) > —inf{I{z):z € O} v

£—0

e 1.
para todo F cerrado linéa log . (F) < —inf{I{z):z & F}.

)

Si ahora consideramos {X,}, una sucesién de v.a., la media empirica de
v.a. es X, = % T 1 X v pn es la distribucién de la media empirica, diremos g
la sucesién de probabilidades p., satisface un Principio de Grandes Desviacior
en el caso € = 1/n con funcién de tasa [ si:

n—oc 1L

vara todo O ablerto lim llog un(0) = —mf{I(z):z€ 0} ¥y

para todo F cerrado lim —l—log pn{F) < —inf{l(z):z € F}.
n—00 T,



apitulo 2

GD para Espacios Discretos de
imension Finita.

étodos Combinatorios.

este capitulo, utilizaremos métodos combinatorios para obtener el PGD para

distribucién empirica de procesos que toman valores en un conjunto finito y
ra la correspondiente media cimpirica. El empleo de estos métodos esta limi-
lo & espacios de dimensidn finita. Estos métodos nos ilustraran los resulsados
> se esperarian obtener para conjuntos mas abstractos. También, daremos
5 ejemplos de como se aplica ia teorfa.

1 El Método de Tipos.

este capitulo, salvo que se indigue lo contrario, todas las variables aleatorias
> consideremos toman valores en un conjunto finito ¥ = {ay,...,ay}, donde
denota la cardinalidad o tamafio de un conjunto A. A ¥ se le conoce como
ilfabeto subyacente. Denotaremos por M;(X) al espacio de todas las medidas
probabilidad (leyes) en el alfabeto 3. M{(X) se identifica con un subconjunto
REl. El conjunto de todos los vectores |S|-dimensionales con entradas reales
negativas que suman 1. A M;(Z) se le asocla la topologia inducida por los
ertos en R¥.
Sea Y1, Ys,..., Y, una sucesion de v.a.lid. con distribucién de probabilidad
= Mi{Z). Definimos 2, como el soporte de la distribucién de probabilidad
es decir, X, = {a, : p(e;) > 0}. En general, ¥, podria ser un subconjunto

13
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propio de X, y cuando consideremos una medida ¢ podemmnos suponer, sin pére
de generalidad, que ¥, = ¥ al ignorar aquellos elementos que aparecen
probabilidad cero.

Figura 6. M(¥) para {Z| = 2.
A continuacién daremos la definicidén de tipo, el cual esia asociado a
sucesién finita.

Definiciéon 2.1.1. El tipo L¥ de una sucesién finita y = {y1,...,un) € =
la distribucién de probabilidad empirica (o medida empirica) inducida por
sucesidn. Explicitamente, LY = (L¥(a1),..., L¥(ayg|)) es el elemento de A
dado por

L¥ (a;) Zlal y), i=1,...,%

es decir, L¥(a;) es el promedio de ocurrencias de @, en la sucesién g1, ..., ¥,

Definimos £, como conjunto de todas las posibles sucesiones de tipos
longitud n. Entonces £, := {v : v = LY para alguna y} ¢ R y la distribu
de probabilidad empirica LY asociada con la sucesién Y := (¥3,...,Y,) es
elemento aleatorio del conjunto £,. Los concepios anteriores son utiles com
verd méas adelante. Por ahora, implican las siguientes estimaciones del volw
v la distancia variacional.

Se define la distancia variacional entre dos medidas en M;(Z) como
dy{v,v") = sup v lv(4) — V' (A)].
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Podemos decir que la distancia variacional mide la ’semejanza’ entre dos
didas de probabilidad. Para mayores referencias ver [Cor94] pag.52-57.

Tenemos el siguiente lema.

ma 2.1.1. Con la notactén definida arriba,
) 1Ln] < (n+ 1)

») Paora todo vector de probobilidad v € M1(X)

Z|
= i N < ———l . 1.
dyv(v, Ln) vrlélﬁfn dy(v,v") < on 2.1.1

Demostracion.

Observemos que cualquier componente del vector LY pertenece al conjunto
= {21 ... 2} cuya cardinalidad es (n + 1), y como el vector LY est4 dado
r a lo més |T| de tales cantidades, la parte (a) del lema esta demostrada. Mas
n, como los componentes de dicho vector suman 1, la iiltima entrada estd
da automaticamente al conocer las primeras [X| — 1 coordenadas del vector,
r lo que |£,| < (n -+ 1)F

Para demostrar la parte (b), antes probaremos la siguiente expresién equiva-
te a la distancia variacional

IEI

viv, v) Z]v(az Y —v'{0s)).

prueba de la igualdad anterior se hace en dos partes:
1) &y (v, v") < dylv,'}.
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Sea I = {a; : v(a;) > v'(a)}, entonces,
1=

2dy (v,v") = Z [v(as) — v'(ai)]
= ZU(Gi) — (@) + Z v'(a;) — vlai)

a, el 1cIC
<D wla) =@+ Y vias) — v'(as)]
a&f a,&I¢

= (I} ()} + (%) — o' (I%)]
§2sup{'v(fi)—v( A}

=2 d\r(?) v )
por lo tanto, di{v,v") < dy(v,v').

11) dv(’t), ’U'r) < dfv(U,Uf).
Sea A C I, entonces,
2lw(A) —v'(A)] = w(A) =o' (A + |v(4) - v(A4)]
= [v(4) = V(A) + [v(4A%) — /(49
=1 o) =@l +i > vla:) = o (as)]

o, €A o, EA°

<> fple) = (@) + Y vla) — v'(a)]
a,€A a,EA4°
5|

= lvlas) —v'{as)!
1=1
= 2dy (v, ")
v por lo tanio,
2swpacr{vl4) = YA} < 26400
De esta forma obtenemos gue dy{v, ) Z lu(a;) a;)

Como se definié anteriormente, L, cont1ene todos los vectores de probabilid
compuestos de | %] componentes del conjunto A, por lo que, para todav € M (
existe un v’ € £, con fv(a;} —v'(a;) < L parai = 1,..,|%|; y por la iguald
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terior

Iz
avlo,v) = 5 3" ol ~ )] < B

I

n o que se tiene el resultado.
Observemos que para cada v € £, existen distintas sucesiones y = (y1,...¥n)
1e inducen la medida empirica v. Esto nos lleva a la siguiente definicién.

efinicién 2.1.2. La clase tipo T,(v) de una distribucién de probabilidad
€ L, es el conjunto T,,(v) = {y € " : LY = v}.

Note que una clase tipo consiste de todas las permutaciones de un vector dado
: el conjunto. En la siguitente definicién se usara la convencién Olog0:=0vy
log(0/0) := 0.

efinicién 2.1.3. Entropia y Entropia Relativa.

a) La entropia de un vector de probabilidad v es

=t

H(v) =~ Zv(ai) logv(a;).

=1

b) La entropia relativa de un vector de probabilidad v con respecto a otro
vector de probabilidad p es

£ T fa)

Nota : El nombre de entropia de un vector de probabilidad v, H(v), es un
rmino conocido en el drea de teoria de la informacién. Esta cantidad es in-
rpretada como la cantidad promedio de informacion vecibida cuando el valor
t v es observado. Otra interpretacién es , H{v) mide la no-uniformidad de
12 medida de probabilidad. A la entropia también se le conoce con el nombre
: entropia de Shannon. Al final de este capitulo veremos un ejemplo en este
ntexto.
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He)
log2 °

o2

03

04

o5

—

Figura 7. H(v) para |Z| = 2.

Demostraremos ahora que la entropia relativa es una funcién de tasa buen:
es decir, no negativa, semicontinua inferiormente y para todo a € K el conjunt
{v : H(-jz) > a} es compacto, (ver definicién 1.4.2). Veamos que H(-u) ¢
una funcién no negativa. La desigualdad de Jensen afirma que: si X es un

variable aleatoria y U : R — R una funcién convexa, entonces, F{U(X)) :
U(E(X)). Si aplicamos esta desigualdad a la funcién convexa zlogz tenemc

que E(zlogz) > E(z)log E{z). Sea v € M3(¥) y con z = % se tiene
> v(a;) = v(a;) v{a;)
Holi) = 3 ofe g ) =30 2 os (22 e
T b
vla:) oo s vla) o
> ; ,u(az')#(az) 100; ,LL(G'.T;)‘U'( i)
=logl=0

por lo que H(viy) es no negativa.

Ademds, H(-|pt) es continua en el conjunto compacto {v € M1(Z) : , C I,
ya que zlogz es continua en 0 < ¢ < 1y H{v|y) = oo en el complemento d
este conjunto, de donde se sigue que H{-[¢) es una funcién de tasa buena.
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Hivi) oo

Hdea {8,) os

07
sel
Hog (=0°
s}
os}
oz

o} ]

o

o [ oz oz o a L3

PR
vie)

Figura 8 H{v|p) para |} = 2. y p = (0.5842, .4158).

g}

Los siguientes tres lermas nos dan estimaciones de las probabilidades de los
wentos {LY = w}, v € L,, los cuales son eventos raros. Primero se demuestra
jue los resultados que pertenecen a la misma clase tipo son igualmente probables,
7 luego se estima el crecimiento exponencial de la tasa de cada clase tipo.

Sea P, la ley de probabilidad ¢2- asociada a una sucesién infinita de v.a.ii.d.
'Y} distribuidas de acuerdo a p € M1(E). En el siguiente lema veremos que las
mucesiones gue pertenecen a la misma clase tipo tienen la misma probabilidad.

Lema 2.1.2. Siy € T,(v) para v € L, entonces
P,((V1,Y,...,. V) =y) = e~ MH )+ H{vip)l-

Demostracién.
Por la propiedad de independencia tenemos que

1z
Pu((Y1, Y2, Ya) = y) = [ [Pu (i = )
é=1

* por la definicién de tipo {ver 2.1.1} se tiene

=] =]
1P =v) = [ostay
=1 =1

1=

=exp | log (Hu(a,;)””(“*))

i=1
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2|

=exp | n Z’U ((11) ]-Og (,U.(a1))
i=1

— o—nlH)+H {v[w)]

donde Ia ditima igualdad se explica debido a que

iz (a:)
~HG)+ A 0] == Y v(e) (los 2

p(ai)
iz

= Z v{a;) log pu(a;).

i=1
En particular, debido a que H{u | u} = 0, se sigue que para todo p € L,
y € Tn(u)

- 10%’1’(@5))

PL((V Vs, ., Ya) = p) = eHO) 2.
Con lo que se concluye la demostracion.
Se tiene una estimacidon de la cardinalidad de la clase tipo.
Lema 2.1.3. Para todo v € £,

(n+ 1) 7P < (T (v)] < ™0,

Observacion.
Como la clase tipo T (v) consiste de todas las diferentes permutaciones de
elementos del vector dado en el conjunto, de los cuales nv{a;), (f =1,...,[2

son 1guales, tenemos que,

nl
0N = Gty ey = R

Usando la aproximacién de Stirling se puede obtener una estimacién de {7, (v
la cual se puede ver en [Fel71].

Otra manera de obtener una estimacién para |T,(v)| se muestra aqui.

Demostracién.

Bajo ,, cualquier clase tipo tiene probabilidad 2 lo mas uno y todos .
eventos son equiprobables. Por lo que, para todo v € £, v por la ecuacién 2.

D
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enemos
12 P, (LY = v} =P (Y-, Ya) € Tulv)) = e ™| T (v)]
or lo tanto
|Tn(v}] < emH ),

Encontraremos ahora la cota inferior. Sea v’ € £, tal que X C ¥y, ¥ por
onveniencia de notacion restringiremos ¥ de manera tal que X, = X. Entonces,

=]

T ] Jotete

Pv(L;‘: = ?J) — i=1
P, (Lz =) Bl
ITn(v')lHu(a,,)nv'(a,)
i=1
B (nv'(al))!---(m’(alzl))! o . (nv(az}”ﬂﬂ’(at)) 213
= 7 vl (no{gg)))! I]l:v[az) por 2.1.
=
Y

(nv’(a,))!
(JL(j prolas
i=1

) (nvfa,)—nv' (@)

Esta ultlma expresién es un producto de términos de la forma % (%)

Jeamos que ¢ > ¢m=t hara todo m, £ € Z*. Consideremos el caso m > £ (para
n < £ la prueba es similar), entonces existe k € Z7 tal que m = £ + k, asi

= (m){m —1)...(m— (k—1)) > #F =™,
De la desigualdad anterior con mn = nv'{a;) y [ = nv(a,) obtenemos que
[EI

i — U TL'U(G ’U(a’i)nv(ai)_nvl(ai)

iEl

> H m)(a ))mf(a )—nv(a,) [ ( )m}(m nv'(cq}]

[El
— Hnnﬂ’(ag) —nv(a;)

_ n”(ZE vla,)— 21_1 ”(Gz)) =1.
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Notemos que B, (LY = v) > 0 solamente cuando £, C &, y v’ € L, por
tanto lo anterior implica que para todo v,v' € £,

Py(Ly =v) 2 P(Ly =)

con lo que
1= 3 BRI =) S |LJR(LY =)
el
= | £ne EO) T, (v)]
< (n+ 1)Fle ™ 9T, (v,

la Wltima desigualdad se sigue del lema 2.1.1 y asi obtenemos la cota inferior
Ta(v)] > (n+ 1) FlenHE),

Lema 2.1.4 (Estimacién de Grandes Desviaciones). Para cualquier v
Lo
(n+ l)flilefnﬂ(vm) < Pﬁ(LE =) < e~ )

Demostracion. La prueba es sencilla aplicando los lemas antes demostrad
Por el lema 2.1.2.
Pu(Lz =) = [L)Pu((Y1,...,Ya) =y, LY =)
| T, ()| e~ H @)+ H el
enH(v}ewn{H(v)—&-H(v]p)) — e-n[H(v}+H(v\;_L)).

AN

La ultima desigualdad se tiene del lema 2.1.3 y por la cota inferior del mis:
lema se concluye la demoestracién.

Veamos ahora el teorema de Sanov, el cual establece que la familia de ¢
tribuciones de probabilided P, (LY € -} satisface el PGD con funcién de t:
H(-|p). Comparese este resultado con 1.4.7,

Teorema 2.1 (Sanov). Para todo conjunto T' de vectores de probabilidad
M(Z).
—inf H(v|p) <lim logP,(LY €T)

ol

<limilogP,(LY €T) < fin§H(-v | o)
n—oa e

1o

donde T° es el interior de T ¢ R,
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Demostracion.
Por el lema 2.1.1 y 1a cota superior del lema 2.1.4

Py (LY €T) = > Pu(LY =v)
vel'NLy,

< Z e~ mH (vlp)

veElNL, ) 2.15
<00 Lyl el FOW

E (n + 1)|2]E-HUE}I§£nH(U;[_&)

- la cota inferior del mismo lema se tiene

P.(Iy €1) = Z Py(Ly =v)

velne,
= > (n+ 1) el 2.1.6

vellng, ) ]
2 (n + 1)‘!216—711:&1&{67; H(vlﬂ)_

Dividimos entre n, tomando logaritmo y limite superior en 2.1.5 y 2.1.6,

sido a que lim *log(n + 1) = 0 tenemos

T I —n inf [
lim 2 log(B, (LY €T)) <Timllog((n+ 1)"le wetic, HEH)y

— 13 ;L [Z I _ -
}me =log(n -+ 1)* + ,]E?o ( uelr%fﬁn H{v | u))

=ﬁ(—~ inf H(v|y)>

n—00 vENL,

limlog(P, (LY € I)) > limlog((n -+ 1)_;5‘,‘6*713&%”!1(1;[#))

> 1[ - f ji
. ]-O que,

N0

I Llos(2, (4 € T)) =B (- gt Hol)

oo \VELNL,

= -—hm( inf H(v| p)
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donde la dltima igualdad es cierta por propiedades de limite superior e infer.
De igual manera, como en 2.1.7, obtenemos una igualdad para el limite infer:

lim 58,2 € 1)) = Jim (- ot H(v]w)

vel'NL,

=—lim| inf H(v
n—eo \ VEINL, ( I 'u,)
Para obtener la cota superior en la ecuacién 2.1.4, observemos que I'NL,, ¢
para todo n, se gigue que inf H(v|p) > inf H(v | ). Entonces
velNL, vEL

—lm inf H(v [#) < —lminf Hv | p) = —inf H(v | 1)
v por la ecuacién 2.1.7 se tiene el resultado.

Ahora obtendremos la cota inferior en 2.1.4. Fijemos un punto arbitra
v € ['? tal que ¥, C X, entonces para un 6 > 0 suficientemente pequeno.
conjunto {v' : dv(v,v") < &} est4 contenido en T, por el inciso {b) del lema 2.
existe una sucesidén v, C I tal que v, — v para toda v cn M;(Z). Ademads,
pérdida de generalidad, supongamos ,211)12 By, C X yeomov, CTNL, p
teda n, entonces

inf {H( | W)} <H, |

velnt,

T g it H' )y <TmH(m|w) =-Ho| g

—lm< inf H{|p)p > - :
) A

Recordemos que H(v | i) = oo cuando el soporte de v no estd contenido
el soporte de pu, es decir, para algin i € {1,2,...,|2]},v(a;) > 0 mientras «
tt(a;) = 0. Por lo tanto, por la desigualdad anterior tenemos,

~E { B B0} 2 BECHG )
=~ ()

v aplicando la igualdad 2.1.8 obtenemos la cota inferior del teorema de Sanc
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APLICACION EN TEQRIA DE LA INFORMACION.

2 Aplicacién en Teoria de la Informacién.

. esta seccién no pretendemos dar una exposicién completa de las ideas princi-
les en teoria de la informacion. Veremos que, como una aplicacén del teorema
Sanov obtenemos un resultado muy importante en esta drea. Se verd como la
cién de entropfa de Shannon surge a partir de la funcién de tasa de grandes
sviaciones. Consideremos el sigulente problema, sea ¥ = {ay, ...,a,} un alfa-
to finito con |X| = r. Pensemos en un lenguaje escrito usando este alfabeto
tal forma que asignamos probabilidades a cada una de las letras; estas repre-
1tan la frecuencia relativa de ocurrencia de las letras en textos escritos con el
iguaje. Escribimos pg para la frecuencia relativa de la letra aj. Supongamos
e no hay correlacién entre las letras v entonces la probabilidad de un texto
-4 el producto de las probabilidades de las letras. Es decir, la sucesién de letras
cualquier texto es una sucesidén independiente e identicamente distribuidas de
ras aleatorias. Sea £, el conjunto de todos los textos que contienen exacta-
ente 7 letras; entonces la probabilidad del texto w = (w1, wo, ..., wy) es pIt..pP,
nde cada una de las w; representa una letra y np es el nlimero de ocurren-
5 de la letra ap en el texto w. Escribamos P{w) = pi*...p}" para denotar
plicitamente la dependencia de esta probabilidad en el texto.

Claude Shannon hizo un descubrimiento notable: Si algunas letras son més
obables, es decir, aparecen mas frecuentemente, entonces existe un subcon-
nto I',, de €2, que consiste de “textos tipicos” con las siguientes propiedades:

e Los textos que no estdn en ', ocurren imuy rarainente, de manera que
P(Tr) = 3 per, Plw) es casi uno.

e Para n grande, I',, es mucho més pequefio gue €1,

#ln _ ns
~e " para alguna ¢ > 0.
#L,

e Todos los textos en I', tienen aproximadamente la misma probabilidad.

Este resultado es conocide como la Propiedad de Equiparticidn Asintélica o
7A. Como sabemos, para un vector de probabilidad p {donde p; = P(Y = a,),
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para Y v.a. coni=1,...,|%]), la entropia de Shannon estd definida por

;
H(p) =) pilogps.
1=t
Sabemos que 0 < H(p) < logr; la funcién de entropia alcanza su valor méxi:
cuando todas las py son iguales. El niimero de elementos en €, es

#Qn U en.logr

?

por lo que la cardinalidad crece exponencialmente en n. Kl ntimero de elemen
en T, también crece exponencialmente en n, y la entropia de Shannon nos da

tasa. de CreCimieIltO
nd
# ~ e (p),

por lo tanto, por la segunda parte del PEA tenemos que

ﬂﬁ ~ e—-n(H{p)—Iogr)

#0, ’
donde la constante § es la diferencia en las tasas de crecimiento, es decir, d
logr — H(p).

Si la distribucidn de probabilidad de p es muy diferente a la distribucién
probabilidad uniforme, entonces H{p) < logr v I', es significativamente m
pequefio que £, alin para valores de n cercanos a 1.

Nota: Debido a las aplicaciones de teoria de la informacién a la computac
e ingenierfa computacional, un alfabeto binario es frecuentemente considerado
tal manera que r = 2, a; = 0,45 = 1 y la entropia de Shannon es frecuenteme
definida usando logaritmo en base 2 en lugar del logaritmo natural; en este ca
la entropia méxima es uno.

Para demostrar la PEA, ubicamos el problema en el contexto del teorema
Sanov. Sean Y; v.a.iid. con distribucién de probabilidad p para todo i.
variable aleatoria toma la i-ésima letra en el texto, es decir, si w = (wy, ..., &
entonces Y;{w) = w;. Como antes, para cada o € A, sea 1,{-) la funcién in
cadora definida sobre los subconjuntos de A por

1 sia & B

L{B) = { 0 c.o.c.
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LY (w B Z ].y (@) (B
[
nde L, es llamada la distribucién empirica ya que Ly (w, {ax}) = ni/n, donde
es el niimero de ocurrencias de la letra az en el texto w. Aplicaremos ahora el
yrema de Sanov a {LY}, el cual nos dice que existe una funcién convexa I(-)
sre el espacio de probabilidad M (X) tal que para todo v € M(Z) (v representa
medida de distribucién empirica de cualquier texto w € {1,,).

]P)(L;:; — ’U) . e—nf{'u)

] teorema sabemos que I(v) = 3.1, v{a;) log 5 ”(a , es decir H(v | p), & la cual
mbién se le conoce por Divergencia Informacwnal
En el teorema de Sanov, la funcién de tasa es H{v | p); ésta se hace cero siy
lo si v = p, ¥ tenemos que

im P(LY =p) =1

n—o0

?

se sigue que si elegimos I',, como aquellos textos en los cuales las frecuencias
ativas de las letras son cercanas a las especificadas por p, entonces P(T,)
nvergerd a 1 sin crece. Por lo tanto, T, consiste de los textos mas probables vy
1 lo tanto, los textos que no pertenecen a I',, ocurren raramente. Para estimar
tamafio de T,, aplicaremos el teorema de Sanov por segunda ocasién. Sea 8
distribucién de probabilidad uniforme, la cual asigna probabilidad 1/r a cada
a de las r lefras en ¥; entonces la probabilidad Pg(T,) = #0,/#,. Ahora,
es el conjunto de los textos w para los cuales LY (w) estd cercano a p, por lo
1to podemos aplicar el teorema de Sanov a la distribucién de LY con respecto
3, asi,
By(n) = Pa(Ly = p) m e H00,

nde
H(p|B) =pllogp —logi) +---+p{logp —logl)
=logr — H(p)
=4

¢ lo tanto, i}‘;" ~ e ™. Con lo que demostramos la segunda parte de la PEA.
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2.3 El Teorema de Cramér para Alfabetos Finitos en |

Mostrarernos , como aplicacidn del teorema de Sanov, una versién del teorema
Cramér para Grandes Desviaciones de la media empirica de v.a.ii.d. Como
la seccién anterior , las v.a. toman valores en un conjunto finito. Consideren

S, = % ?=1Xj, donde X, = f(¥;), f + £ = Ry {¥;} € ¥ son vail
con distribucién de probabilidad i, sin pérdida de generalidad asumiremos ¢
Y=,y que fla1) < flag) < --- < flag). El teorema de Cramér establ
un PGD asociado a la sucesién de v.a. S, que toman valores en un conjw
finito. En el siguiente capitulo se demostrard el case en que las v.a. tom
valores reales. Por ahora, en el caso que nos encontramos observemos que
v.a. S, toman valores en el intervalo compacto K := [f{a;), f (agzp), ademas
se puede escribir de la siguiente manera S, = Zgl fle)LE(e,) = (f, LY}
lo tanto, para todo conjunto A y todo entero n,

SncAe= L c{v:{fv) € A} :=T. 2.

Por lo anterior, la signiente versién del teorema de Cramér es una consecuen
directa del Teorema de Sanov.

Teorema 2.2. Para todo conjunto A C R,
— inf I{z) < Ylnilog}’#(gn € A)

zede nvoo ~ 2.
< limlogP,(S, € A) < - inf I{z) '
R0 TEs

donde A° es el interior de A y definimos I{z) 1= Inifp =2y H(v | 1)
funcion de tasa I(z) es continua para x© € K y satisface ademds que

I(z) = s;@lg{kx — AN}

Lo

donde

1z

A(N) =log Z w(a;)e @) 2.
i=1

Observacidn. Como la funcién de tasa I(-) es continua en el conjunto co
pacto K, se sigue de 2.3.2 que si A C A° C K se cumple que

1 —
Im—logP, (5, € A) = — inf .
lmn g .U( ) ;241(‘@)
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Comentario. La funcidén de tasa I(xz) como se define en 2.3.3 también recibe
nombre de transformada de Cramér o transformada de Fenchel-Legendre v 1a
acién A(X) en 2.3.4 recibe el nombre de funcién log-Laplace o funcién genera-
ra logaritmica. En el signiente capitulo se verdn propiedades importantes de
:as funciones.

Figura 9. Mi{X) para |E| =3y < f,v >.

Demostracién.

Cuando el conjunio A es abierto, el conjunto I' de 2.3.1 también lo es, ademas,
; cotas del teorema son las mismas que las del teorema de Sanov(2.1) para I
lo falta mostrar que I(z) satisface la ecuacién 2.3.3. Por la desigualdad de
nsen tenemos que si X esunav.a., v U : R = Runa funcidn cdncava, entonces

E(U(X)) < U(E(X)).

Aplicando esta designaldad a la funcién concava log x, tenemos que para todo
= Mi([Zf), vy todo A e R

2|

=log D p(a;)e
i=1
iz Ma)

— U ai)

=log = ay = v(az)
> E, (10 az)&*g‘“ﬂ)
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S bg(m e

lEi %] %!

_ Z (a;) log } -+ ZU[ai)/\f(ai) - Zv(ai) log v(a;)

i=1 =1
IEI 12 |X]

=D Mfla)ula) = Y vlag)logwla) + ) vlay) log ula;)
i=1 i=1 i=1
= Mf,0) - Hw | )

por lo que,

AQ) > M, v) - Hv | ) 2.

v la igualdad se cumple para v(a;) = p{a;)e? @43 para verificar esto, sus
tuimos el valor de v(a;) en el miembro derecho de la ecuacién anterior, as{

15| /\f(a | (e
(g U_FL(L_ _ JeMEI-AN o plojetites

Zb(aw log Z:“ 'log (@) e @A
=1

(=

L) A(N) Z ula )ez\f(a,)
1=1
— oMY L AT AN

= A(A).
Como la ecuacién 2.3.5 es vélida para todo v € M;(Z) y todo A € R, se tien

Ar—AN <  inf Hwv = I{x
W< il B|w=1)

por lo tanto,

supirz —AAY < inf H(vip) =1(z)
AeR {v{fwy=2}

v la igualdad se da para z = (f, v,).
La funcién log-Laplace A()) es diferenciable (en el siguiente capftulo daren

iy . Y
una demostracion de este hecho) y su derivada es A'(A) = &%—) Simpl
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do la expresion para A(A), tenemos,

, E(f{z)er®
N = (ﬁ«gegf(:c) :

= ¢ AVE(f(z)eM )
1Z]

= Z f(az)eAf(aa)e_A()‘}
i=1

1=

— Z £ ai)e CHEICY

=1

= (f,’tf,\)-

r lo que A'(A) = (f,v,) y entonces la ecuacién 2.3.3 es vilida para todas las
tales que z € {A'(A) : A € R}

Ya que A(A) es una funcién estrictamente convexa, entonces A{\) es estricta-
mte creciente, de lo cual, por el supuesto que hicimos al inicio sobre f resulta
e fla:) = infy A'(X) ¥ fg>]) = supy A'{A). Por lo tanto, 2.3.3 funciona para
las las = € K° Consideremos ahora el punto inicial de K, z = f(a1), y sea
‘a1) = 1 tal que {f,v*) = = por lo que H{v* | p) = —log p{a1), entonces

—logp(ay) = H(v" | p)
= I(z)

= sup{ iz — A(A)}
AeR

= lim (Az — A(})
A0

= —log p{a1),

+ lo tanto

I{z) = sup{hz — A(N\)}
AcR

sumple para f{ai). Andlogamente se prueba para f(a)y). La continuidad de
.} para z € K es una consecuencia de la continuidad de la entropfa relativa,
e
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2.4 Aplicacidon en Teoria del Riesgo.

En la seccién anterior vimos una versién del teorema de Cramér para la me
empirica de una sucesidn de v.a.l.id gque tomaban valores en un alfabeto fini
En el siguiente capitulo veremos el teorema de Cramér en el caso que las v
ables aleatorias toman valores reales. Supongamos por ahora, para fines de e
seccién que el teorema en su version real es valido.

Como mencionamos antes, la teorfa de grandes desviaciones se ha aplicad
distintos modelos en teoria del riesgo que pueden llegar a ser muy complejos.
continuacién daremos un ejemplo de un modelo sencille de como es hecho es

Supongamos que una compania aseguradora recibe un nimero fijo de reclan
ciones (una reclamacién es un pago que debe hacer la aseguradora 2l beneficia
en caso de siniestro) en un periodo de tiempo dado, y supongamos también ¢
recibe un ingreso producto del pago de primas, sea esta una cantidad & diaz
Como el importe de las reclamaciones es una variable aleatoria, existe el rie
de que, al término de un periodo de tamafio T, la cantidad pagada a los asegu
dos exceda los ingresos de la compaiiia aseguradora en dicho pericdo de tiem;
Este riesgo es inevitable, pero a la compafiia le gustaria tener la certeza de ¢
dicho evento ocurra muy raramente. Es decir, estamos interesados en las prol
bilidades pequenas relacionadas con la suma de un ntimero grande de variab
aleatorias. Si las cantidades Xr de las reclamaciones son v.a.l.i.d., utilizaren
el Teorema de Cramér para calcular la probabilidad de que la cantidad Zf;l
pagada durante el periodo T exceda los ingresos kT recibidos en dicho perio
esto es

T
P> Xi>kt | me THE
t=1
Por lo que, si querermos asegurarnos que el riesgo de ruina sea pequeno, digan
de tamaho e 7, para r > 0 suficientemente grande, pedemos usar la funcién
tasa I{k) para hallar un valor apropiado de k.

1z
Pl = Xi> k) me™”
) s
o TIR) oy

I(k) =~
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Dado que I(z) es convexa, es mondtonamente creciente para z mayor que la
edia de X, v por lo tanto la ecuacion
T
(k) ==
) =7
ne solucién unica.

Por supuesto, para resolver ésta ecuacién debemos conocer qué es [(z), es
:cir, conocer las estadisticas de las cantidades de las reclamaciones. Veamos
13 ejernplos:

o En primer lugar , supongamos qgue el tamaflo de cada reclamacién se dis-

tribuye binomial con media np. Calculamos la funcién de tasa como se
indica en 2.3.3 y tenemos que

I{z) = zlog (g) +(n—x)log (H) ~ nlogn.

Si filamos el valor de np, r v T, tenemos que resolver la ecuacién

k n—k T
klog (E) +(n—k)log (T;_p) —nlogn = a

La solucidén de la ecuacidn para k en este caso se obtiene numericamente.

¢ Ahora, supongamos que el tamafio de cada reclamacién tiene distribucién
normal con media m y varianza o%. En este caso utilizamos el teorema de
Cramér Real y por la ecuacién 3.1.1, que veremos mds adelante, obtenemos

la funcién de tasa )
I( ) _ i/fz—m
= 2 o

Notese que con m = 0 v ¢? = 1 se tiene la funcién de tasa que se obtuvo
en 1.2.1

La solucidn de la ecuacidn para k es en éste caso: k = m + o+/2r/T; por
lo que el valor de la prima deberia ser tal que el ingreso diario sea la media
de las reclamaciones mds una cantidad adicional para cubrir el riesgo; en
éste caso, estd dada por o4/2r/T. Obsgervemos que ¢ es una medida de las
fluctuaciones en la cantidad de las reclamaciones, mientras que +/2r/T es
fijado por la aseguradora.
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2.5 Grandes Desviaciones para Muestreo sin Reemplaz

Usaremos el método de Tipos para un procedimiento de uso comiin en mucl
problemas de estadistica, el muestreo sin reemplazo. Consideremos una urna ¢
un numero finito m de distintos objetos, definimos el vector y = (1, - - -, ¥m )
el cual cada entrada representa un elemento de la urna, tomemos una mues
sin reemplazo de tamano n a la que representaremas como una n-ada Y
(Yiys---2¥i, ), los Indices {71, %9,...,%,} se escogen aleatoriamente, de tal for
que cada subconjunto de n elementos distintos de {1,2,...,m} es igualme:
probable.

Supongamos que para todo m, cada elemento del vector (y%mJ ; yémJ ey k
pertenece al alfabeto finito X = {aj,as,-..,qz}, ademds suponemos que
numero de elementos en la urna depende del tamafio de la muestra, es de
m = m(n), y st n — 00, los vectores deterministas de frecuencia relativa LY,
(L¥ (a1}, ..., L¥ {ajx))) convergen a una medida de probabilidad p € M(:
recordemos que

_ 1 - :
Ln(a)=—> L(y™), i=12...3
=1

Supongamos también que Y es un vector aleatorio obtenido del muestreo
reemplazo al escoger n de m posibles elementos de la urna. Estableceren
el PGD para la media empirica aleatoria L) y veremos el andlogo al Teore
de Sanov con m = m(n) y im0 iy = 6, para 0 < 8 < 1. Para es

consideremos la siguiente funcién de tasa

Hv | p)+ I—ELﬁH (Hl__—ﬁ; j ;L) si p(a,) > Bu(a;) para toda -

oo en otro caso.

I(v |8, u) ;:{

2.
Veamos que cuando § — 0, la funcién I{- | §, ) se simplifica a H(- | ), para
cual desarrollamos %GH (w‘fl:_%"i l y) y tomando el limite cuando § — 0 se tie
que

%] pla.)—Bla,)

1= - _ log a0
iy = (42214 ~ 1y 3 () vl <L
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ira lo cual se aplicé regla de L’Hopital al segundo factor de la parte derecha.
or otra parte, cuando 8 — 1, el dominio de v para el cual I{v | B, 1) < oo se
stringe a una unica medida de probabilidad v = g porque no puede suceder
1e u(a;) > wla;) para toda 4. Intuitivamente vemos que si 38 se incrementa, el
‘ado de aleatoriedad de la muestra disminuye.

Recordemos del lema 2.1.1 que L) perterece al conjunto {£,} cuyo tamafio
ece de manera polinomial en n. Las siguientes estimaciones de las probabil-
lades de grandes desviaciones para L) se obtienen a través de los métodos
ymbinatorios que hemos estado empleando.

ema 2.5.1. Para todo vector de probabilidad v ¢ L,
‘aj SiI(v | R L¥) < oo, entonces

i— log B(LY = v} + (v | 5. #)1 <25+ 1) (lig_(m?il_)) 252

B) SiI(v| B, 1) = oo, entonces P(LY =v)=0.

Demostracion.

En primer lugar demostraremos el inciso {b) que es inmediato.

Notemos que I{v | 2, L#),) = oo si y sélo si se cumple que nv(a;) > mLy (a;)
wra algin a; € X, Esto no es posible en el caso de muestreo gin reemplazo, va
e para v € L,, se tiene que LY = v y nLY(a;) < mL¥{a;) para toda a; € .

Ahora demostraremos el inciso {a).

En el caso de muestreo sin reemplazo, la probabilidad del evento {LY = v}
ra v € L, es exactamente el ndmero de n-adas 7y 5 42 # - -+ # 4, resultantes
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en el tipo v, comparadas con el nimero total de n-adas, es decir
P(Ly =v) =P((L¥{a1),--.. Ly(o)) = (v(a1),. .., v{am)))
= P((L; (a1) = v{as), - -, Ly (agg) = v(ap)))
1z

= HP(L}:(@) = v(as))

1Z| n

= HP( Z 1., (Y3) = nv(a;)) 2.

i=1 j=1
IZ]

()
)

Por otra parte, sustituyendo |Z| = 2, v(ay) = k/n, y v(as) =1 - k/n, en
ecuacién 2.1.3, se tiene que |T,,(v)| = (T;) y por el lema 2.1.3 se tiene,

() (5)

donde definimos H(p} = —plogp ~ (1 — p)log(l — p). Probaremos ahora
afirmacién anterior. Sustituyendo |T,(v)| = (}) en el lema 2.1.3 tenemos,

max < 2log(n + 1) 2.

0<k<n

(n+1)72e™0) <log (}) < erH )
= —2log(n+ 1) Sloc()—nH(v <
<= —2log(n-+1) <log(}) —nH (% ) < 2log(n + 1)
= [Iorr()—nﬂ() < 2log(n+ 1)

y como se cumple para toda G < k < n, se tiene el resultado.
Las ecuaciones anteriores nos serdn de utilidad para acotar la siguiente ¢
presidn.

||

1 y mL¥,(a;) nv(e;) N\ m, /n
ElOOP(L” =v)- Z n q mLY(a;)))  n a (m)

1=1
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T 2.5.3 v 2.5.4 tenemos que la ecuacién anterior es igual a

=]

()£ (5t

=1
+2H (1) - log @
2]

2 [ee Cater ) -t (355

i=1

L2

mly (a:) nv{a;)
_ m — mlL¥ ;
n 0&nvia,)<mlLiya, 10g ( n'u(ai) ) m m(a )H (mL%(az)
m n
log (n) —mi (—mm)

= og{mL (e) + 1) + log(m + 1)1

< 1]21 max

-+ max
O<n<m

[IZ|log(m + 1) + log(m + 1)]

Slwalmslw

(2] + 1) log(m + 1).
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Por lo tanto, hemos demostrado que

1=

mLY (a;) nw{a;) m n
%logP(L}: =v)- ; n A (mL?i(aﬂ) + ??,”H (;nﬁ)
N +1) (%_—”) 2

Sélo falta mostrar que en el lado izquierdo de la desigualdad anterior es cie
quel{v |2 L¥) = -—le] mLz (”)H (m’gy‘z;))) +2H (Z). Para ver esto usar

que H(p) = —plogp — (1 — p) log({1 — p) y desarrollando la parte derecha d
igualdad anterior tenemos:

_Zmﬂ v () [-_ va) ,  mwla) (l_ﬁ(a_))) log (1__ nv(os)

Li(as)  ° mLh{a:) mLin(a; mlLin(a

+Z [-?}—logﬁ— (1—E)logm#n}
| m i ket e

|=d |z} !
nv{a;) mL¥ (a;) — nvla;), mLY (a;) — nu(a;)
fry - S —— m 1 o KL
; viaq) log mLi(a, v 12_1: n 8 mLi(a;)
B n m-n, m-—n
—log— — log
n m

= Zv(ai)(lognv(ai) — logmLi (a;))
il Y la;) — nwla;
+Z mLy,{a:) (a:) (logml? (a;) — nv(a;) — logmLy (a;))

. T
=1

n m-n, m-—-n
—log — — log

B ™ iz
{a;) mLy,(a;) — nvla;) )
Z@(a)log i -t—zv(az log —~+; " [log(mLy,(

—nv(at)) logm log LY, (a;) — log(m — n) + log{m — n)]
7 m—1 m—n

m n ° m



PGD PARA MUESTREO SIN REEMPLAZQO 39

v n'v(a;) mLY (a;) — nv(e;)
H{v| L) +Z log o~ I TEa)
2
mL%(a,,)wnﬁ(a,i) m-—n Mm—-n, m-n
+; - log - - log =
'z
B vy m=n~~mLi(a) —nv(a) ,  mLY{a;) — no(a;)
=il +— 21: mon BT, = n)Ls’n(a,;)
|zl ¥ . —
n (Zz_l mLy,(a;) — nvla;) n\ log
mn

= Hv| L)+ =2H (530 | 1h) = (im, m)-

esta manera, queda demostrado el lema 2.5.1. Como en la demostracién del
rema de Sanov, las siguientes estimaciones son las andlogas de 2.1.7 y 2.1.8.

ma 2.5.2. Con m = m(n) y para todo conjunto de vectores de probabilidad

= My(32)-

Y _% ; "oy
Tim S logP(LY € T) = lim {Ue}%fﬁ R (v 1=, Lm) } 2.5.6
o1 v I noy
lim - log (L € T) = ~ fim {ﬂellgg (v ( =3 Lm)} 2.5.7
Demostracién.

Sea v € L, por el lema 2.3.1 tenemos que,

P(LYeT) = Y PLY=u)

vel'NL,

< Z exp[2n(N + 1)

< TN La| expln(2(}%] + 1)

w—nI(UJE,LYm)]

lgg(?fr;_—i-_ll_ inf I(v JmLYm)]

vEI L,
aando logaritmos de ambos lados y dividiendo entre n tenemos que

1 1
og B(LY EF)5%10g(n+1)*2\+2(]2|+1)%(%12— inf (v |— L)

vel'NL,
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Por otra parte :

PLYeT) = > PLL=
vel'NLy

> 3 explon(a(s)+ )BT Y

vElML,
> exp[-n{2(IZ] + 1)

D i) 2

~ dnf I(v] =, L3)]

log{m +1)
) vel'NL,

tomando logaritmos de ambes lados y dividiendo entre n tenemos que

m+1 . 71

1 1
ElogTP’(LX €T) 2 ~log(n + D7E — 2012 + 1) log

v finalmente, tomamos limite superior en ambas desigualdades, v usando g
lim(—A) = —lim(A) para cualquier conjunto A, tenemos demostrado 2.5

=03 nroo

Andlogamente se prueba la igualdad en el caso del limite inferior.
Bl siguiente lema nos seréd de utilidad para la demostracién del resultado &
importante en ésta seccién.

Lema 2.5.3. Sea 8, € (0,1), g, vn € M1(X) tales que B, — B € (0,1)
Uy, — [ conforme n — o0o.

(a) Sivn, = v e I{v, | Bn,in) < o0 para toda n suficientemente grande, e
tonces UMy oe L (Vn | Bns tin) = I{v | B, p).

(b) SiI{v | 8, u) < oo, entonces existe una sucesion v, C L, tal que v, — 1
limn oo I(Un [ B, Jun) = I(’b l ﬁ; FL)-

Dermostracion.

(a) Se puede verificar de la misma manera que se hizo en el lema anterior q

—I—H(ﬂn) _ H(’b’n) . 1— BnH (#r;-__i)nvn> .

J(Un [ By ttn) = 3. 3.

Como la funcién H(- | 5, u} es continua, tomando el Kmite cuando n —
v como 3 € (0, 1), se concluye la demostracién.
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) Considere primero v € M;(¥) para el cual
még{u(%) — Bu(a)} > 0. 2.5.8

Ahora, por el inciso (b) del lema 2.1.2. existe v € L, tal que v, — v.
Entonces, la desigualdad estricta anterior implica que para toda n grande

min{sn{a;) ~ Buvn(as)} 2 0.

Por lo tanto, { (v, | B, fin) < 00, para toda n suficientemente grande, y por
el inciso anterior se obtiene que

Jm (s | B ) = 10| B, ) < 0.

Supongamos ahora que %, = ¥, pero posiblemente no se satisface 2.5.8.
Como 8 < lel(v]|B,u) < oo, existe algln a; € ¥ tal que p{a;) — Bv(a;) =
0, entonces existe vy — v tal que ming ex{p(a;) — Svi(a;)} > 0 para toda k.
Ahora bien, para cada k, usando el argumento anterior, existe una sucesién
{Unji}n>1 tal que vng € Lo, Unp — v ¥ se cumple que

Jim Ivng | B, a) = I{ve | B, 2)-

Por el argumento de la diagonalizacién de Cantor, existe una sucesion w,
tal que

Hm v, = lim vy,
n—$eo k—00

por lo tanto,

lim I{v, | B, ) = lim I{ve | B, p)

n—00 ko0
Finalmente, si £, # X, con &, C &,. Como I(v | 5, 1) < o0, se repite el
procedimiento con ¥, en lugar de I, por lo tanto, existe v, € L, tal que

Yo, CEuvn ~> ve vy | By, pin) para n suficientemente grande y aplicando
{a) se tiene el resultado.

El siguiente teorema es el andlogo al Teorema de Sanov.
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Teorema 2.3. Supdngase que LY converge a py = — B € (0,1) confor
n — oc. Entonces las medidas empiricas aleatorias LY satisfacen el PGD,
funcidén de tasa buena I(v | B, ). Ezplicitamente, para todo conjunto T
vectores de probabilidad en M(Z) C RIF.

—infyere < lim=logP(LY €T

<ImllogP(LY €T) 2.
< —finfer I(v [ B, 1)

hacemos notar que la cota superior es mas débil que en el Teorema de Sanov,
el sentido de que el infimo sobre la funcion de tasa es tomado sobre la cerrad
de I".

Demostracion.

Primero veamos que la funcién I(- | 3, 1) es una funcién de tasa buena. I
el inciso (a) del lema anterior tenemos que la funcidn I{- | B, ) es contir
conjuntamente en 8 € (0,1), ¢ v v por lo que es semicontinua inferiormen
Adem3s es una funcién no-negativa ya que H (- | p) lo es y como el conjunto
todos los vectores L-dimensionales con entradas reales no negativas que sum
1 es un conjunto compacto, entonces I(- | 5, /) es una funcidn de tasa buens

Demostremos ahora la cota supericr. Primero, se deduce de 2.5.6 que p:
alguna subsucesidén infinita ng, existe una sucesién {v;} C I tal que

-_— 1 Y . n. . "
31411; ElogP(Ln el = _;}E& T{vg | — Ly)=-I 2.5
donde posiblemente I* = —oo. La sucesién {v;} tiene un punto limite v* en

conjunto compacto I'. Pasando a la subsucesién convergente, la semicontinuic
inferior de [ conjuntamente con 3, 1 v v implica que

Iz 1006, 2 nf1(v] A1),

La cota superior se sigue por 2.5.10. Finalmente, para probar la cota inferi
considere v arbitrario en T'° tal que I{v | 8, 1) < co. Entonces, por la parte
del lema 2.5.3 existe v, € L, tal que v, v ¥

; T A o
Jg%oj(zn)m7lm) v | B, 1)
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lemds, para n suficientemente grande, v, € I' N L, y se sigue que

~Tmf inf I(v| =, L)} > —I(v | B, )
nroo v'el"ﬂﬁn m

ombinando la desigualdad anterior con 2.5.7, concluimos que para cada v.

lim ~log P(LY € T) > —I(v | B, )

T~ 00

la cota se sigue por 1.4.5.

43



;apitulo 3

J Teorema de Cramér Real.

1 la seccién 2.3 como una aplicacién del metodo de tipos, se presento el teorema
» Cramér para grandes desviaciones asociadas a la distribucién empirica de
a.lid. que toman valores en un conjunto finito. En este capitulo, el teorema
2 se extendera al caso de v.a.ii.d que toman valores en R.

.1 Transformada de Cramér.

| teorema de Cramér afirma que la sucesidn de medidas de probabilidad u,
tisface el PGD con la funcién de tasa convexa A*(-), la cuédl recibe el nom-
e de Transformada de Cramér.{ También es conocida como transformada de
nchel-Legendre). Antes de enunciar el teorema , demostraremos propiedades
iportantes de la transformada de Cramér.

Considerese (Q2, F, P) un espacio de probabilidad. Sea X : {2 — R una variable
eatoria, y g la probabilidad sobre R, inducida por X de la siguiente manera:
A)=PX" YA eF =PX cA)con AcR

efinicién 3.1.1. La funcién log-Laplace de g es la funcién definida por

A R — (—o0, +oo]
A A = loglE(e?)].
Notemos que la funcién A nunca toma el valor —oo, de ser asi, tenemos que
valor esperado E(eM) = 0, lo cual contradice el hecho de que X toma valores

ales.
Tenemos las siguientes proposiciones para la funcidn log-Laplace.

45
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Proposicién 3.1.1. Sea D(A) = {X: A()) < co}. Entonces tenemos:

1. A es conveza, s.c.i. ¥y A(0) =0.

2. 8i X estd en el interior de D(A), entonces A es derivable con respecto
y ademds,

E[ XM
0= ey

3. 8t p(0,+00) > 0 (resp. si u{—o0,0) > 0), entonces imy100 A(X) =
(resp. imy_,_ o A(X) = +o0).

4. 8ip(—oc0,0) =0 (resp. g p(0,+00) = 0), entonces A es creciente (resp.
creciente) y limy——se A(X) = log u({0}) (resp. limyo4eo A{A) = log u({

Demostracién.

1. Para mostrar la convexidad vamos a utilizar la desigualdad de Holder
p=%y q:%. SiALdeDA)ysitel0,1).

AltA + (1 = ) he) _10g[E(e (th +(1-8)22) 53]
[E(et ((1-8)A2) X )}
(
(

Ele ) ()]

(8]%)
O
= log

(e
g[_E ( X)m . (e’\”X)l/ul z))]

1og(f?(e* - (Bl X)) (por Holder)

log[(E(e X)) + log[(E(e** )1

tlog[E(eM )] + (1 — t) log[E(e** ).

1A

por lo tanto, Al {1 — 1) A) <tA(A) + (1 - A Xg).
Para mostrar que A es s.c., tomamos A, — .

Por el lema de Fatou sabemos que si (f,) es una sucesién en p*(z,
conjunto de funciones medibles positivas, v A una medida sobre R entor

im mn/mn@

o0 T2 0%
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v usando este lema tenemos que

It
®,
a
=,
Q.
3]
g

A(X) < lim A{My),

Ty

por lo que A es semicontinua inferiormente.

2. Sea A en el interior de D(A). Vamos a aplicar el teorema de la derivacién
bajo la integral, para esto, primero verificaremos que jf X pldz) < +oo,
R

es decir, integrable. Con w counstante, la funcién

Ay W

es derivable con respecto a A de derivada X (w)e**®). Como tomamos M

en el interior de D(A), existe un a > 0 tal que {Ag — 2@, Ao -+ 2a) C D(A).
Por otra parte, existe una constante C, que sélo depende de a tal que,

para todoz € R, lz] < C, e

para demostrar 1o anterior, hacemos f{z) = Cpe® — © v tenemos que ver
que f(z) es mayor o igual a cero. Mdés atn, queremos la desigualdad con
valor absoluto, entonces vamos a partir el dominio de las x en {—o0,0] y
[0,+c0). Sea z € [0,+cc), tomamos la derivada de f(z), y vemos que
f'{z) = aC,e%* — 1, para que ésta también sea mayor que cero, se tiene que
cumplir que

alCy > 1

va que e* giempre es mayor que 1, v las funciones son estrictamente cre-
cientes, de aqui resulta que debemos escoger C, > 1/q, lo cual siempre
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puede hacerse. Con lo cual se prueba la desigualdad. Por Io que,

Xe X < CQBQ[IH)‘X
< Ca.{e(/\—a)X + e()\-m)X}

bl

es entonces claro que si tomamos A € [dg— o, Ag+ ), A+ oy A — o estar
en el interior del dominio de A v por esto, tenemos que el miembro derec
de 3.1.1(2) es integrable, lo que nos permite aplicar el teorema. Deducim
entonces la derivabilidad, v asi obtenemos la ecuacién requerida.

A(A) = log[E(eM)] = log [/ BAX}‘L(dCL‘)]

R’

y oA '—‘m'%(/mekxﬂ(dmﬂ
5
= 57 [ s () )

— 1 AX
_E(SAX]/RXS :U’(dm)

_ E(XeM)
- E(e’\X) .

. Supongamos que p(0,0c) > 0, entonces existe ¢ > 0 tal que P(X > a) >

Entonces
BeM) > EeM - Lixsa)
> E(e* - ixsay)
= E(l{xzq))
=’ . P(X > a),
asi,
E(eM) > eMP(X > a)
log[E(e*)] > Aa +log[P(X > a)l,
por lo que

i o )\. > }. -}— g > —_

Im A(N) = +c0

A—oc
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4. Supongamos que p(—oc, () = 0, entonces

A(N) = log { /0 e e”,u(d:c)}

es creciente, v log también, entonces A(X) es creciente. Por otra
parte, si A < 0, sobre R se tiene que e*® < 1, que es integrable. Cuando
A tiende hacia —oo,

como e*X

0 sl x>0
Az \

1 2=0

Ahora, por el teorema de convergencia dominada,

+oo
| éutda) - wtfo)
0
lo que nos da el resultado.

A partir de la funcién log-Laplace definiremos la funcién de tasa , es decir,
transformada de Cramér de la distribucién de probabilidad p.

efinicién 3.1.2. Se llama transformada de Cramér de y a la funcién A*
na funcién de z) definida sobre R que toma valores en [0, +o00] por

A*(z) = sup{Az — A(A) - A€ R} 3.1.1

Hacemos notar que A*(z) es positiva en la medida en que, cvando A = ¢, la
insformada de Cramér es 0.

En todo lo que sigue, X es semi-integrable, es decir, E{(X*) 0 E(X ™) es finito”
a siguiente notacién se da T = E[X).

Recordemos que en la seccién 2.3 usamos que A(-} es diferenciable, en las
uientes propiedades demostraremos esa afirmacién.

oposicion 3.1.2. Recordando gue D{A\) = {A : A(A) < o0} se tiene que,
. A*(z) es conveza y s.c.i..

. Svn estd en el interior de D(X) y sty = N (), entonces A*y) = ny— A(n).
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3. 5i D(A) = {0} entonces A*{(z) = 0.
4. inf{A*(z) 12 € R} =0 y si Z € R, entonces A*(Z) =0.
5. Si existe Mg > 0 tal gue A(Xp) < 0o, entonces T < +oo y
para todo x> I, A*(z) =sup{Aiz —A(Q): A > 0L

Ademds, A*(x) es creciente sobre [T, +oc) (como caso particular tememc
T J5i A* = .
que lim A*(y) = +oo)

Dermostracién.

1. A* se puede ver como sup{az + b}, va que es una funcidén que depende d
T, Por lo tanto es convexa, y es 5.¢.1. como supremo de funciones continua

[Aw]

. Sea 1 en el interior del dominio de A, v sea y = A'(n). Escribimos
Ay) =sup{iy — AN A€ R}
¥ sea
g(A) = Ay — A(A),

como A(X) es convexa, entonces —A[A) es céncava y Ay es afin, entonce
g(A) es concava. Ademds, g es derivable ¥

gy =y = NN,

por lo que,

g =y Nm=Nn-Nmn=0
lo que produce que ¢'(n) = 0. Entonces ¢ es una funcidén céncava cu
derivada se anula en 7, por lo tanto &l supremo se alcanza en este punm
de donde concluimos que

A (y) = ny — AQn).

3. Siel dominio de A se reduce a 0, entonces A(A) = +oo, lo que produce —
Az — A(A) valga —co salvo en §, donde vale 0.
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4. 81 £ € R, se sabe que A*(Z) > 0. Por lo que nos falta mostrar que A™(Z) <

(0. Para esto, emplearemos la desigualdad de Jensen en el caso de tener
funciones céncavas v es la signiente: si X esuna vaa., vy H : R — K una
funcién céncava, entonces

E(H(X)) = B(-U(X)) < -U(E(X)) = H(E(X)).
Como el logaritmeo es una funcidén céncava, entonces,
AE = AB(X) = E(AX) = E(log(e™)) < log(E(e™*)) = A(X)

de aqui que
AT < AN
= AT — A{N) <9
& sup{AZ— A(N)} €0
por lo que
A*(Z) =sup{AZ —A(A): AR} € 0.

Ast, tenemos que A*(Z) = 0.

. Sea Ay > 0 tal que A(Xg) < co. Como e®X™ > 1+ XX ™, tenemos que

Ao X7 < et X - 1
o BeX®) <E(X 1)

E(ehX™ o1
& EXT) < ( - )

lo gue significa que Z < +c0.

Supongamos ahora que T € R. Sea A < 0, para z > 7 tenemos que Az < A%
debido a que A < 0, entonces Az — A(A) € AZ — A(A). Tomando supremos
de ambos lados obtenemos

sup{dz — AN : A <0} <sup{AT —A(N) : A<D} =AXZ) =0

lo que prueba que la confribucién de las A < 0 no cuenta. Finalmente,
verificar el crecimiento de A*(z) es fécil. Para z > y > Z tenemos que
Ay — A(A) < Az — A(A) A > 0, entonces A*(y) < A%(x).
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Ahora, daremos el calculo explicito de A v de A* para u = N(0,1), més
adelante se mostraran ofros ejemplos con otras distribuciones.

T aAX 1 A z?
Bl ] —ﬁf:‘&exp<$~—v2—) dx
\/%2; [Lexp (e—%(x— A}Q) dx] X2

— SA‘/Z_

Entonces A(A) = A%/2, ya que A(X) = log(E[e**]). Como la parte negativa no
cuenta

A*(z) =sup{iz — A¥/2: A e R}
=sup{~3(A —2)? +2%/2: A e R}

Podemos ver que teniamos, en el ejemplo de las Colas de la distribuciér
normal, un PGD con funcién de tasa A™(z).

3.2 El Teorema de Cramér.

Teorema 3.1. Sea X, una sucesién de v.a. reales independientes y con la mis
ma distribucidn de probabilided p. Sea X, = ~37%_ Xp y jup lo distribucio=
de probabilidad empirice de X . Entonces la sucesion u, satisface un PGD com
funcion de tasa, lo funcién A™, transformada de Cramér de p, es decir,

1
para tode O abierto lim ~log pn(0) > —inf{A*(z) : z € O}

=00

para todo F' cerrado Iﬁﬁi log pn(F} < —inf{A*(z) : z € F}

T O

Por otra parte, se tiene lo siguzente estimacion que resulte ser mds fina
pa(F) < 2exp(—n inf{A*(z) : z € F}). 3.=

Demostracién.
Para simplificar supongamos que p cumple las hipdtesis siguientes:
i es de soporte compacto y p(—oc,0) > 0, u(0, 4o} > 0.
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1. Minoracién.
La minoracién consiste en demostrar que para todo O abierto

li_ngllog (O} 7 —inf{A*(z) : z € O}.

=300

La idea principal en la demostracién serd hacer un cambio de probabilidad.
Sea entonces O un abierto no vacio. Para probar el resultado basta con
demostrar que para toda z € O

—

Hm — log 4, {0) > —A*(x), 3.2.2

=y 00

3

esto es,
lim 2 log 4 (0) = —A*(a)

HN—ro0

= Ii_m_%log pn(0) > sup{—A*(z):z € O)

n=00

= lim tlog p,{0) 2 —inf(A*{z):z ¢ O).

TR

Demostrar 3.2.2 equivale a demostrar que paratodaz € Oy é >0

lim —1~10g,un(m — &z +68) > ~A¥z), 3.2.3

T OO

pues entonces para toda z € O existe 4 tal que
{x —8,z+6) CO,

por lo que,
an(m -6,z + 6) < ﬂn(o)

fimn - log (0) > lim = 10g ol — 8,z + 8) > —A*(3),

TS N—C0

de donde se concluye 3.2.2.
Para demostrar 3.2.3, vamos a suponer que hemos demostrado que para
toda 6 > 0 1

lim — log ,(—6,8) = —A*(0). 3.2.4

n=302
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Partiendo de esto, definimos una nueva v.a. ¥}, aue sigue una distribuciés
de probabilidad p, de la siguiente manera

Y, = (X, —z).
Y por 3.2.4 tenemos para toda § > 0 que

lim = log P(Y, € (~4,3)) > —A3(0).

=02

Como
Av{A) = log(Ele*])
= log (E [¢X&2)])
= log (e - E[e)‘(X”)])
= Az + A(A)

ted

AL (z) =sup{iz — Av{A)}
= sup{Az + Az — A{A)}
= sup{A(z + 2} — AN}
= AN(z+z)
entonces para toda § > 0
lim 2 log P((X, — ) € (—6,8) > —AL(0) = A* (=)

=20

<= lim2logP(X, € (z— 4§,z +8) > A*(z)

o0

<= limilogu,(z — 8,z +48) > A(z)

gue es 3.2.5.

Demostraremos ahora 3.2.4. Por hipétesis p es de soporte compacto,
que Implica que D(A) = R. Daremos una expresién explicita de A*(0), =
acuerdo con la proposicién 3.1.1 (3), basta encontrar  tal que A'(n) =
Pero como p toma valores en RY y R, se tiene, segin la proposicién 3.1
(3), que A()) tiende hacia +oo cuando |A| — +co. Ahora, como A
convexa, se deduce la existencia de un minimo, es decir, un punto 1 tal o
A{n) =0, por 1o que

A(0) = 0n — Aln) = —A(n).
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Hacemos ahora el cambio de probabilidad, definimos v como,

dv _ exp(nz)

d—j_l.'(cc) - fReXP(ﬂx)#dl‘ = EXP{WC - A(ﬂ)):

observamos que si £ € (0, 6), entonces p,{—86,6) > pn(—¢,¢) y empleando
el Teorema de Cambio de Variable

po(-ee) = [ LoanXn(de)
- [ een oK) @)
= /ﬂ 1{5?,36(*5,8)}(“)@(&9)
= fﬂ Lis | X e(—nemeyy (@) dP(w)
- J{@ gz mtenene (@0 ) (5 )
= /R Yy cetonenen (@i - Tajpldny) . pldan)

= [ p(dz1)p(dzs) . . . p{dey),
{15 oy ml<e}

donde la pendltima desigualdad se sigue por independencia. Sobre el con-
junto {I2 370 @i < £}, se tiene que

A ez S | o m| <o
&= 7 Tk < nejn)
= N g T —neln{ <0
> exp(n X i1z -nejn) <L,

por lo tanto,

k=1

pn(—€,€) = J[{;g 3 e exp (n > a - ns?'fil) pldza)p{dps) . . . pldzn)
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v desarrollando el integrando de la desigualdad anterior se tiene

k=1 k=1 k=1

exp (7?231; - nslnl) = exp (Z (nzg — 6|n|)) = H (exp(nzy, — £n))

por lo que

pa(—€:€) H (exp(nzs ~ elnl) il )uldes) - - u(dzy)

41X xnkl

::/:<l exp{nz — &\n|)pldzy) . f; exp(ne, — e\ni)p{de,)

= L exp(nzy — A7) + Aln) — ejnhipldz) . ..

) exp(nz, — A{n) + M) — elnl)plde,)

= exp (A(n) ~ zlnl) fA exp(nzy — A(n))pldz) . ..

exp (Aln) = elnl) [ explrza — Alm)itden)

i

= exp (nA(n) — ngin[)
/A Hexp nze — Aln) u(dz)u(des) . . . uldz,) )

1% xAnk 1

= exp (nA(n) - nzn]) (ﬂ

A x-xA,

v(dey). v(d:cn)> 3.2

Asf, obtenemos la desigualdad 3.2.5. Por la proposicién 3.1.1(2), saben=
que existe 71 tal que
B[ X e]

EemX] ’

0=AN(n) =

esto nos lleva inmediatamente a decir que E[Xe™ ]| = 0 de donde tenen=
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que

B XenX] = /R 2™ u(dz)

Y-

g exp(nz —Aln))
:/" ze™v(dr)

w7 axp(—A()

= oxp(A(n)) /R zu(dz) = 0

por lo tanto

/ zv{dr) = 0. 3.2.6
R

Observamos ahora 1o que se obtiene asintéticamente

H’ﬂ('—ér é) _>_ #n(“E,E)
= logun(=4,9) = logun(—=, <)
&= tlogpn(—58,8) = ~logua(—¢,¢e)
<= lim > logpa(~4,d) > lim 2 logu,(—z,¢)

o

N=—200

> lim log [(I{i% 2 sice) v{dz)v{dzy) . .. v(da:n)) exp(niA(n) — ns}n!)}

= lim %log [Un(—ﬁ,g) ~exp(nA(n) - neln))]

n=oc

= lim [Llog < va(e, &) + A(n) — &lnf]

Por otra parte, la ley de los grandes nimeros nos dice que: Dadas X1, X, ...
v.a. independientes {no necesariamente con la misma disrtbucidn) con
media y varianza finita. Supongamos gque las varianzas estdn acotedas
unigformemente por M < oc. Sea S, = (Xy + -+ + X,}/n, entonces
IS, — E{S,}]/n converge en probabilidad a 0, esio es,

P _———Sﬂ—_E(Sn) >e|l—0
dooom T e
o, lo que es lo mismo
P ,Sij_]@(_‘%l_) < E:I —3 1
Tt 00
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Ahora, por la ecuacidén 3.2.6 tenemos que B,[X| = 0, y por la ley débil d
los grandes nlmeros,

7|

lo que es igual 2

<5] —3 1

X"~Ol<s}ﬂ—>l¢:n’t°ﬂﬁ
T n

op(—eg,6) =1

-0

por lo que .
lim ~log pin(—06,8) > A(n) — eln!,

n—+od

si £ —» 0 v viendo que el factor 1/n no tiene ninguna utilidad, obtenemos

n—roo

lim — log in(~5,6) > Alr) = —A*(0)

0

como se querfa demostrar.

. Mayoracién.

La prueba que se dard no podré generalizarse en R? yva que utilizaremos -
propiedad de K de poseer orden.

Sea F' un cerrado en R. La mayoracidn es trivial si tenemos que
nf{A* (z):z € F} =0,

pues entonces equivale a demostrar que p,{F) < 1, lo que es claro. Prime=
notemoes que

nf{A"(z):2 € Fl=0=0=—-inf{A"(z):z € F}

entonces
i ( F) <1
<= logun(F) <logl=0
=  rlogu(F) <0
&= limilogp.(F) <0=—inf{A*(z): 5 € F}
& limilogu,(F) < —inf{A*(z):z € F}
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Supongamos entonces que inf{A*(z): z € F} > 0. En la proposicién 3.1.2
(3) vimnos que si D(A) = 0, entonces A*(z) = 0, por lo que inf{A*} = 0,
ahora, como estamos negando esta afirmacién, tenemos que D{A) # {0}.
Supongamos primero que 0 estd en el interior de D(A). Esto significa que X
tiene momentos exponenciales a derecha y a izquierda de 0, ya que podemos
dar una vecindad alrededor del 0 completamente contenida en D(A) en la
que existan (\)er tales que A{},) < oo, por lo que podemos aplicar la
proposicién 3.1.2 (5) para deducir que T € R (recordamos que 7 = E(X7))
y por la afirmacién 3.1.2 (4) también que A*(Z) = 0. Utilizaremos ahora la
desgigualdad de Chebychev que nos dice : Sia >0, i e R Y v.a. r. v f
una funcidn continua entonces

1 o&
PUF(Y) 2 1) < ZE(/(Y)°)
v si f es la funcién identidad,

BY >t =Pl =€)
= Ple¥ et > 1) 3.2.7

Sea entonces A > 0 tal que A(X) < oo, tenernos, segun la desigualdad 3.2.7
cona=nA>0yY =X que

P, >t
< E enz\(fn*t)]
I {611),(%‘1) e(ﬂ,\t)]

— eﬂﬂ)\tE[e/\lel
— e—n}\t (IE[e}‘Xl])n

;,Ln(t,+oo)

il

por lo tanto
pnft, +00) <exp[—n (M — A{A})] 3.2.8
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lo cual también se cumple para A = 0.
Segun la proposicién 3.1.2 (3), s1 tomamos ¢ > T, entonces
AM() = sup{A — A(N) : A = 03,
de donde, tomando el supremo en la desigualdad 3.2.8, encantramaos:

pn(t, o0} = sup{pn(t, +00)}
< supfexp | —n (A — A(N))]}
= exp | —nsup{ At — A(A)}]

por lo que

L[t +oo] < exp[-nA*(t)] 1>z 3.2.
de manera andloga mostraremos que

pal—o0, 1] < expl—nA*(f)] t<z 3.2.1

para esto, aplicaremos la desigualdad de Chebychev cona > 0, t € R y -
una v.a. P(Y <7}, equivalente a que:

Ple” < ety =Bl > 1) < Be ).

Por la desigualdad anterior con @ = nA y Y = X y haciendo unos calcul
similares para obtener 3.2.8 se tiene que

pnl(—00,8) < exp [~ (A = AN}

donde, tomando el supremo en la designaldad anterior se tiene el resultac

Utilicemos ahora que AX(Z) = 0. Como hicimos el supuesto de que
infimo de las A™(z) es estrictamente positivo, deducimos necesariamer—
que £ ¢ F, por lo que T estd en el complemento de F, el cual es un abie
en IR, entonces la componente conexa de 7 que contiene a T es un interve
{a,b). De donde,

F C {—=00,0] U b, +c0) a<I<bh
n{F) < pp(—co,a) + b, +00)  a<z<d

de ahi que, utilizando 3.2.9 ¥ 3.2.10 se {enga

pn(F) < expl—n\*(a)] + exp{—nA™(b}].
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Si, por ejemplo A*{a) > inf{A*(z) : © € F'}, como a < b entonces:

Ag < Ab
Aa—A{X) < b A(N)
sup{ia - A(A)} <sup{Ab—A(A)}
Aa) < A*(b)

por lo que se deduce que A*(b) > inf{A*(z) : z € F'}, de lo que obtenemos
pn(F) < expl—nd*(a)] + exp[—nA*(H)]
< expl--ninf{A*(z) : z € F}] + expl—ninf{A*{z) : z ¢ F}]
= 2 exp[—ninf{A*(z) :z € F}i
que es exactamente 3.2.1.

Supongamos ahora que 0 no estd en el interior de D(A), por ejemplo, tene-
mos para toda A < 0, A{A) = +oo. Entonces el lim, oo A*(2) = o0, A*
creciente sobre [E, +oc). Por la proposicidn 3.1.2 (5) sabemos que 7 € R*, y
que A*(Z) = 0, si usamos la desigualdad de Chebychev exponencial aplicada
at >0,y la proposicién 3.1.2 (3), obtenemos nuevamente que

inlt, 20) < expl-nA¥(8)] 23,

como por hipétesis, el infimo de las A*(2) es estrictamente positivo, también
en este caso & ¢ F'| por lo que T estd contenido en el abierto {0, b), entonces,

F C [b, ) 0<z<h

de donde
pn(F) < exp]—ninf{A*(z) : z € F}]

dando el resuitado mas fino que 3.2.1.

El problema que podemos plantearnos es saber cuando hay convergencia y no

nplemente las mayoraciones y minoraciones. El corolario siguiente responde

rcialmente al problema.

wrolario 3.2.1. Bajo las hipdtests del teorema 3.1, tenemos

lim %Iog,un[t, +o0) = —inf{A*z) 1 x > t}

n—oC
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Demostracion.
Refinaremos la demostracién de la minoracién. Utilizando que, para tod:
z>tytodad >0

[z, 2z +68) C [t +o0)
= pnfz, 2+ 8) < palt, +00)
= lim +log pft,+oo) > lim 2 log pa(z, = + 6)

n—co n—oo

andlogo a la prueba de la minoracidn, sélo hay que demostrar

1
lim > log ia(e, + 8) > —A*(x) 3.

=0

o
—

esto implica que

=00

lim %log,un([t, +oc)) £ —inf{A¥(z) :z > t}

para demostrar 3.2.11 se rehace el cambio de variable Y = X, — 2 hecho en 1
prueba de la minoracién, y con la suposicidn que

lirn 2 log [0, 8) > ~A%(0)

L= 0

se tiene el resultado. Para mostrar la desigualdad anterior se utiliza el camb=
de probabilidad que se hizo en la mincracién, entonces, para un 7 tal que
A0} = —Aln) y parac < &

l_i_milog 1[0, 8} > Iim {A(n) —eln| + —Tlglog fun[O,a)}

nR—20 n—+o0

lim - log 1[0, 6) = [A(n) —elpl + lim —3; log w, {0, 6)] -

n—roo n—+00

En este casc, para hallar la convergencia de v,[0,¢), no se puede utilizar
ley débil de los grandes numeros, pues el intervalo a estimar no es simétrice
utilizamos enfonces el teorema del mite central, para decir que v,[0, £} tiermm
hacia un limite finito esirictamente positivo, 1o que permite controlar este Glti=
término.
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3.3 Calculo de A()) y A*()\) para algunas variables aleato-
rias

Daremos ahora el cilculo explicito de 1a funcién log-Laplace y la transformada
de Cramér para distintas distribuciones de probabilidad. También obtendremos
la grafica de la funcidn de tasa correspondiente.

Ejemplo 3.3.1. Considerar X v.a. bernoulli con pardmetro (p).

Como sabemos, la funcién generadora de momentos de esta variable aleatoria
18

fein)

M(A)=1+p(e*—1)
yor 1o que
log M(A) = log{1 + p(e* — 1)).
Tamos ahora a calcular el punto A* donde se maximiza la funcidén

g() = Az — log( +ple* — 1)),

mtonces, se obtiene su derivada v se iguala a cero, asi tenemos que

A
! /\ = —_ ____}?E_,__-M =0
gl == 1+pler - 1)
2 donde
T+ pwek - px :peA
= {1l —p) =pe*(1 — z)
z{1-p) — o)
= W T
se tiene que A* = log (M) v si calculamos g(A*) obtenemos
p(l —2z)
Az —log M(A*) =zlog zg:gz — log (1 +p (;8:13 - 1))
z(1-p)

s 4 7 1-py
=wlog | =y ) — 108 (1%

= z log +zlog (11—:2) — log (1:2)

=gl wIs
-
—
—

!

8
S
—

O
ra
T

—

[

8
S

=z log
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1—
por lo que A*(z) = zlog (g) +{1—z)log (I___w) para ¢ € [0,1] y notemc
- P

que Dy =R, pero A*(z) es discontinua.
Consideremos el caso particular de p = %, entonces tenemos que

A(z)=zlogz + (1 —2)log(l —z) +log2  para z€0,1]

v la gréfica de la funcién de tasa es

! o )
04\\ /]
i /

N \/ //

Figura 10. Funcién de tasa para una v.a. Bernoulli coa pardmetro p = 1/2.

Observacién: La funcidén de tasa que agui obtuvimos corresponde al gjermpm
de las colas de la distribucién binomial que se presentd al inicio.

Ejemplo 3.3.2. 51 X es una v.a. Exponencial con pardmetro {0).

Como sabemos, la funcidén generadora de momentos para una v.a. con e=

distribucién es M(X) = 6?_§_/\—’ por lo que log M () =log (9 g )\) y por lo tar—

g
g(X) = Az — log (9—— )\) = Az —log 6 + log(# — A).

Se obtiene su derivada y se lguala a cero

Y Yo
gA)y=z— _>\~0
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de donde 1
TOTE=X
= - = %
= f-1 =)
con lo que A* = 9552;' 1 y st calcularnos g{A*) obtenemos

Xz —logh +log(8 — ) = (%L) —togg+ 108 (0 - (L21))
=8z —1—logh+log (%)
=fx—1~logd—logz

por 1o que
A*(z) = 0z — 1 — log(fz} parta = > 0.

En el caso de que el parametro § = 1 tenemos que la funcién de tasa es

Agy=z~1—-logz para x> (.

Como sabemos,la funcién generadora de momentos en este caso es

M) =D
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por lo que

log M(A} = 8(e* — 1),

de esta forma,
g(A) = Az — gl — 1).

Se obtiene su derivada y se iguala a cero

g =z ~0t =0

de donde
z = get
roo_ LA
= ] =e
s [ Z
= ) _100(6)

asi, tenemos que A* = log(z/8) v se calcula g(\*) con lo que se obtiene

)()
) -

Nz —6(er 1) =zlog(
::alorr(

@ R
mlt—?

l

por lo que A*(z) =8 —z+ zlog (g—) para z > (.

—

N

2 4 5 g 10

Figura 12. Funcidén de tasa para una v.a. Poissen.
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Jjemplo 3.3.4. Si X es una v.a. Binomial con pardmetros {n, p).

En este caso, con la convencién ¢ = (1 — p), la funcién generadora de mo-
|
rentos es

M) = (e'p+q)"
wor 1o que log M{)) = nlog{e’p + q),asi, tenemos que
9()) = Az —nlog(e'p +q).

e obtiene su derivada y se iguala a cero, as{ tenemos que

X
A g TPE
g pe* + g
> donde
zetp+x —pr = npe*

=  a{l-p) =peMn-—o)
z{1—-p) — et
pln — z)

z(1 - p)

n Io que A* = log ( > y se calcula g{A"):

pln —z)
g(A*) =zlog %{%}%) n log (z% i))p-%- 1_p))

+ zlog (F2) - nlocr(M+( p))
+x10°‘( )-niovnhnlog( )
+(z—n)log (:22) —~nlogn

) K,L—.f,jlog("’l“;} nlogn

= zlog

= zlog

= g log
z log

HlE o wiR die wil

/"“\/"“"‘\/““\

n—

—i—(n—x)log(l_p)—nlogn z=0,...,m.

lo que A*(z) = z log (E
r
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(]

IS

IS
—_—r————

-

Q

2 4 5} 2 e

Figura 13. Funcién de tasa para una v.a. Binomial

Ejemplo 3.3.5. Ahora, si X es una v.a. Geométrica con pardmetro (p).

La funcién generadora de momentes es

b
() 1—qek

por lo que log M()\) = logp ~ log{1 — ge*} y por lo tanto
g{}) = dzx —logp+ log(1 — ge™).

Obteniendo su derivada e igualédndola a cero tenemos que

A
' ge
Al=1 — =
de donde
T — gret = ge
= z = ge*(1 + z)
x A
= =&
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asi, se tiene que A* = log ( ) y si calculamos g(A*) tenemos que

qll+ z)

g(X) ==zlog gq(lﬂ]% —i—log( (q(1+x )) —logp

=z log +log (1 — &) —logp
£) +zlog (125) +log (35) —logp
= zlog{ %) — zlog(l +z} —log(l +z) — logp
z

g{I+x}

— {1+ z)log(l+z) —logp

r lo que A*(z) = x log (E) —(1+z)log({l+2)—logp «=1,2,...
q

[¢] 2 4 5] g 10

Figura 14. Funcién de tasa para una v.a. Geometrica



Japitulo 4

'1 Teorema de Cramér R? Dimensional.

.1 Tensién exponencial.

Jmenzaiios por un lema que serd fundamental en todo el capitulo.

:ma 4.1.1. Sea N € NV y (6f)1<,<nv una familia de reales estrictamente po-
trwos. Tenemos:

— fim £
hmelog (Za ) = sup ll_x}réslogaz}

1<V

Demostracion.

La minoracién es evidente, pues una suma de nimeros positivos es siempre
4s grande que cada término de la suma, por lo que queda solamente demostrar
mayoracién. Bmpezamos por escribir que

N
log (Z af) < log (N sup a‘f) =log N + log (Sup a,f)
i=1 T K

que nos da

N
<
‘113’}% log (; as ) El_t)ﬂglog (sup a; )

sta con probar que,
limelog (Sup af) = sup {lims log af} 4.1.1
=0 i I e—=0

Tl
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Probaremos la desigualdad anterior para N=2.
Sean entonces aj v a§ estrictamente positivos. La minoracién es inmedia
debido a que

sup {af} > af paratoda  i=1,2
1<ig2
lim £ log sup {af} > 11m clogaf para toda t=1,2
E=o0 1<E2
lim < log sup. {a;} > sup{hm elogaf}
£—300 1<2

Para la mayoracién suponemos, por glemplo, que

imelog (af) < Inrolalog {a5) =S

e~=0
v por la definicién de limite superior, para a; v ¢ tenemos que para toda § >
existe gg > 0 tal que
l<e<eg=cloga® < S+,
as{ mismo, para toda & > 0 existe £; > 0 tal que
OD<e<eg == clogh <S+é

v como el méximo es unc de estos dos, tenemos claramente el resultado final
Vamos ahora a dar una definicidén que serd fundamental en lo que resta.

Definicién 4.1.1. Sea F un g-dlgebra sobre (X, '), espacio topoldgico, g
contiene al o-dlgebra de los boreliancs de X. A la familia {y.}, e > 0 de prok
bilidades sobre (X, F) se le llama exponencialmente tensa si para todo M >
existe un compacto K tal que

‘12141'}%5 log u(K3,) < —M.

Recordemos, por la definicidn 1.4.2, gue una funcién I : X — [0, +o0] s.c.i.
una funcién de tasa buena, si para todo a > 0 el conjunto de nivel {x : I(z) <
es compacto.

Definiremos ahora la nocién de PGD débil.
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inicién 4.1.2. Sea F' un o-algebra sobre X que contiene al o-dlgebra de los
slianos de X, La familia {u.},¢ > 0 de probabilidades sobre (X, F) satisface
PGD débil con funcién de tasa [ si  es una funcién de X en [0, +o0] s.c.i.
cumple:

Para todo O abierto  lmelogu®(0) > —inf{I(z) : z € O}.

e—=0

Para todo K compacto Hrh[;glogps(K) < —inf{l(z): 2 € K}.
£—v

us importante hacer notar que la familia de probabilidades puede satisfacer
PGD débil sin satisfacer un PGD fuerte. Basta considerar p. = &1z, que

sface un PGD débil con I = oo, y no satisface un PGD fuerte, pues p.(R) =
Disponemos de la proposicién siguiente.

sposicion 4.1.1. Seq F un o-dlgebra de X que contenga al o-dlgebra de los
eltanos de X, y {u.}, & > 0 una familia exponencialmente tensa de probabil-
des sobre (X, F), entonces:

. Si tenemos que para todo K compacto anslogug(f‘() > —inf{l(z): z €
£y
K}. Entonces esta mayoracidn sigue siendo cierta sobre los cerrados.
. 5i tenemos que para todo O abierto limelog p.{O) > —inf{J(z) : x € O}.

g0
Entonces J es una funcidn de tasa buena.

Demostracion.

. Sea F cerrado. El primer caso evidente es cuando inf{I(z) :z € F} = 0.
Si no estamos en este caso, pongamos M = inf{I(z) : z € F}. Como la
familia de medidas es exponencialmente tensa, existe entonces un cornpacto
Ky tal que

limelog pr (K% < —M.
g0

Hacemos entonces la separacion siguiente

Na(F) = :U'E(F ﬁﬂ)
— elf N (K UKS,))
= pe(F' N Kr) + pe(F 1N K3y
< e F O Kag) + e K5y)
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De acuerdo con la ecuacidn 4.3.1 tenemos que
lim & log pe(F) < Tim e log(u:(F N Kur) + pe(Ky))
= sup {li_r}ré(slogyg(F N Kyr) +elog ‘LLE(KEJ))}
por lo que
EE log u(F) < sup{%s log e (F N Kyp) + Engs log p: (K5}
v como F 11 Ky es compacto, podemos aplicarle la mayoracién, queda;
g%elog pe(F) <sup{—mf{l{z):z € FNKy}; —-M}.
£
Como ~—inf{I(z}):z € FNKy} < —inf{l{z):z € F} = —M tenemc
resultado.

2. Aqui sélo tenemos que verificar que I{z) es una funcidn de tasa bu
Sea a > 0, queremos demostrar que ¢l conjunto de nivel {z : I(z) <
es compacto. Comencemos por decir que, va que la familia de medida
exponencialmente tensa, existe un compacto K, tal que

Eme log u:(K7) < —o.
Como, por otra parte, K¢ es un abierto, le aplicamos la minoracién
—a > Eslog,us(f(g) > —inf{I(z):z € K },
reuniendo los dos resultados obtenemos
nf{I{z}: 2z € X} > a.

Lo que produce que {z : I(z) < a} C K,, entonces, tenemos un conjt
cerrado contenido en un compacto, lo que nos dice que es un compactc
que termina la prueba.

4.2 Transformada de Cramér en R¢.

Definicién 4.2.1. Sea X una v.a. con valores en B? de ley u. La fun
log-Laplace de p es la funcién de R? en (—oc, 00|, definida como

A(A) = logBle]
y DY ={A cRE:A(N) < e}
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in lo que resta del capitulo, supondremos que 0 esta en el interior de D()),
e, al pasar por las marginales implica en particular que E{X} est4 definida
10 vector de R%. Tenemos la siguiente proposicién, aniloga a la proposicién
1.

»posicién 4.2.1. A es convera, diferenciable en el interior de D{\) y ten-

08 gue
E[XK i e(A,X)]
gdeA()\) = —EW
particular, gradgA(0) = E(X).
Demostracién.

A(t)\l—l-(l—t)}Q) = log[E(e{th+{1-112). X137
g[E(e {A,X) 6(1 —£){As, X))]
log[E((eM A7 . (e X1y1=1)]
— 1Og[E((e<Al ,X))%,«: (P Xy
< log([E(e® XNt - [E(e®*)~)  (por Hilder)
= log[(E(e?*1))"] + log[(E(el*7})* )
= t1og[B(e? )] + (1 — ) logB{e > X))]

finicidn 4.2.2. La transformada de Cramér de la ley p es la funcién

A(z) = sup{(\, =) — A(}N) : X € R¢).
Tenemos las siguientes propiedades, andlogas a las de la proposicién 3.1.2.
oposicién 4.2.2, Propiedades de la transformada de Cramér en R?:
. A*(z) es conveza, positiva, s.c.i. y aiin mds, es una funcién de tasa bueng.
. Siy = gradA(n), entonces,

Ay) = (n,y) — Aln).
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Demostracion.

1. Para verificar la convexidad y la s.c.i. se usa el mismo argumento

[

para el caso univariado. Sea un conjunto de nivel {z : A*(z) < a}. G
sabemos que se trata de un cerrado, basta mostrar que estd acotado y
afirmamos que A*(z) es una funcién de tasa buera. Hemos supuesto qu
estd en el interior de P(A), entonces D{A) contiene en particular una es
S(0,r) para un r > 0 contenida totalmente en su interior. Sea entor
r € R? pertencciente al conjunto de nivel {A* < a}, entonces, como A’
es un supremo, es mayor o igual que Az — A()), en particular si hace
A = rz/||z|| tenemos

a2 M2} 2<rpe>-A(r )

[E

l
A
8
&
Y
e
/--\

=l ~ A (r )
= rllafl =& (r %)
> ri|zl] - sup{A(X) : A € S(0;7)}

(pues A*(z) es un supremo y TTa € (0:7)). De donde

o) < (o sp{A(N X € SO}

Ahora, como A es diferenciable en el interior de su dominio, en partic
es continuo sobre S{0,r), entonces el supremo del miembro de la dere
es finito, lo que da el resultado.

. Sea y = grad(n) v sea A € R%. El principio va a ser demostrar que tener

M) — AN = (my) — Aln)
para esto, definimos una funcién g de [0,1] en R de la manera siguiente
o e R
g(e) = {my) + A —n,y) — Aln+a(d —n)),
g es la suma de una funcién afin y de una funcidén céncava, por lo que
céncava. Por otra parie ¢(0) = (n,y) — A(n) y 9(1) = (A, y) — A(A). El
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es entonces demostrar que g(1) < g(0). Como g es céncava, tenemos:
g(1) - (0} < g'(0) - (1 - 0)

hd
g (@)= -ny) — (XA —n,gradA(n)) = 0
por lo tanto ((A, y) —A(N)) - ((77, y) —A(n)) < 0lo que nos da el resultado.

3 El Teorema de Cramér Multidimensional.

rorema 4.1. Seq (X)), une sucesibn de v.a. con valores en B¢ independi-
tes y equidistribuidos de la ley p tol que O esté en el interior de D(A). En-
nces la sucesion p,, la distribucidn de probabilidad de las medias empiricas
2 = ;1;22:1)(;5 sigue un PGD con funcién de tasa buena, la funcidn A*,

msformada de Cramér en R%.

Demostracién.
Lia prueba se haréd en tres etapas: tensién exponencial, ,mnayoracién sobre los
mpactos y minoracién sobre los abiertos.

. Tensién Exponencial.

Como primer paso, demostraremos que la familia {g,} de probabilidades
que corresponden a Ja distribucién de la media empirica X, es una familia
exporencialmente tensa y luego la idea serd utilizar el teorema de Cramér
en K. Sea M > 0, vamos a mostrar que

| c
lim [Iim =log i ([-M, M]d) } = —00. 4.3.1
N~r-+00 | n—=oo T}
Pongamos K¥ = [—M, M}¢. Razonemos sobre las leyes marginales

d
pn(KSe) <D {p[M, +00) + p (—o00, —M]}.
Donde 4, es la j-ésima marginal de pi,, es decir, la ley de Xi = %Z};I X:.
Segin el teorema 3.1, g, satisface un PGD de funcién de tasa A¥, la trans-
formada de Cramér de X}. Como 0 estd en el interior del dominio de u, es
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claro gue 0 estd a su vez en el interior del dominio de A; para todo 4.
ahf que, por una parte

lim A*(y) = +o0
[y]—+oo

v, por otra parte, segin 3.2.1
ph M, +00) < 2exp[—ninf{A™(z) : z > M}]

v una desigualdad aniloga del otro lado, lo que dé finalmente el result:
cuando hacemos tender M hacia el infinito.

. Mayoracién sobre los compactos.

Comenzaremos haciendo mayoraciones sobre las bolas. Sea é > 0, pon
mos

() = inf {A"(z) _5, %}

Notemos que si A*(X) < oo, entonces, para § suficientemnente peque
I*(z) = A*(z) — 8. Si, por el contrario, A*(z) es infinito, el {nfimo es 1
Ademds, en ambos casos, I°(z) crece hacia A*(z) cuando ¢ decrece he
0. Sea entonces X un compacto de B y X € K. Tenemos I°{z) < A™(
entonces, como éste 1iltimo es un supremo, tenemos gue existe un vec
X € RY tal que

ey — AA) 2 I(z). 4.
Por otra parte, existe p, > 0 tal que p; - |[Az]| < 4. Hacemos B; = B(z, ¢
Entonces, si X, € B,

<)\zafn> < inf{<}\_ﬂ:: y} Yy € Bz}
y, por la desigualdad de Schwartz
e,y — 2} < Al - iy — =l < [[Acli - o2
cambiando ¥ por X, tenemos

Q‘-:c: Yn) Z (Aza CE> - Pz H}‘:c“ Z ()\:c: :L‘> -3
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segun 3.2.7

Jun(Bz) < E[EXP{”'(()\@E) “ (}‘ﬁ?:m} + 5)}]
= exp(=n{hg, z) +nd) - (Ele=*0])m
=exp/n(A(;) — (Mg, z) +6)].

De ahi, por 4.3.2
1 . -
Elog,un(B:,;) < AN = Dg,z) +6 <6 —1(=).

A1 i o - b Aerlod A mTT ) 3 1
Ahora, como K es compacto, existen puntos zi, en un nlmero finite N

N
tales que K C |J Bj, 1o que nos d&
k=1

1 1 al
~log un(K) < ~log (Z un(Bxk)) :

k=1

Segtin el lema 4.1.1

Fm tlogp(K) < sup {mLlogun(Ba,) |
n—=+00 ISkS'Nv N0
< sup {—I%z) + 4}
1<k<N
= — inf {-I° 5
ST e 16
<

— infd{r¢ 51
inf{I°(z) + 6}
Para coneluir basta con hacer tender & hacia 0.

. Minoracién sobre los abiertos.

Supongamos que D(A) = R?. Andlogo a R, mostraremos el siguiente resul-
tado. Para todo x € R? y para todo § > 0

1
lim —log pi (B(z, 6)) > ~A™(x). 4.3.3
Teremos dos casos: existe 7 tal que z = gradA(n). En este caso la de-
mostracién de 4.3.3 es similar a la del caso real. Si no estamos en el caso
anterior, el método serd perturbar las X con Gaussianas N(0, g2, 1d).
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Supongamos entonces que para todo 1, X no es igual a gradA(n), v hag
Y, = X, +¢Z, donde las Z, son v.a.i.i.d. con distribucién N(0, Id) si
entonces la log-Laplace de las Y,

Ay(X) = logElexp((A, X1+ eZ1))]
= log Blexp ({(A.X1)) exp({eA, Z1})]
= A()\) —+ A-Zl (E‘/\)

Ademads Z; es un vector Normal centrado de componentes independie
por lo que su log-Laplace es obtenida como una suma de log-Laplaces d
componentes, ¥ la log-Laplace de una N(0, 1} fué calculada anteriorm

Entonces ; J
j e?
Az (ed) = E Ay (eX;) = E 3)\3

=1 =

de ahf que i —
Ar(0) = AQ) + SIAE 2 A,

enfonces
Ay(z) =sup{(\,z) — Ay(A); A € R} < A%(z).

Mostraremos que para Y; existe n tal que X = gradA{n). Sea g(.
(A, z) — Ay(}), ésta funcién es céncava (va que Ay(A) es convexs
mostramos que g{A) — —co cuando [|Al] — oo, esto prueba que g pas:
un maximo, lo que garantiza la existencia de un 7 tal que grad g(n)
Sea z = gradAy(n), de aqui que

900 = (h2) - AQ) = SIAIP < Az~ 5IA°

entonces

£
C -~ lim |A
;'}ﬁfoog( )= 5 AL

que tiende a —oo.

Podemos ahora aplicar lo que se demostré en 4.3.3, es decir, para tod

8.
1 _
lim = log B(V,, € B(z,6)) 2 —Ap(z) > —A*(z)

it mgr el

v la dltima desigualdad se sigue por 4.3.4.
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Vamos ahora a mayorar la probabilidad que aparece aqui arriba.

(1% o)l <6} {IF; -] <5} n{lcZal > 6/2}
C{I%—cl < {leZil 2 8/21n0
C {I¥n — <l < 8} N {lleZll > 8/2) N {lleZnll < 3/2}
AR ~
C {I% — ol < 83 O {eZll < /23 U {lleZ0 > 8/2)

{1V —zll <8} n{lleZall < 8/2} C {|iXn — @] +[|eZa|| < 26}
< {[|X5 — =l < 35/2}

y Z, se distribuye con la misma ley que %J asi,

1 v . 2 9
lim  1og P(leZ, | > 6/2) = lim 10g P (2151 > (g) )

< L@_%logﬂn(ﬂj <d,

it g o)

s

n—oa j=1

i
”m—zogﬁm(‘fﬁ\f(o 1)1 25%) ” _sgzd

lo que implica en particular que para toda A > ( existe gg tal que para
todo € < g,

< lim 5 log [ZP(

lig—j;loglf”(”aZH > 6/2) < —M 436
por lo gue
P(lleZn|l = 8/2) < exp{—nM)
entonces
P(fXn — ol < 3d/2) 2 P(|[Y; — 2| < 8) = M|l Za]] > 4).

Sea o constante y M tal que M < A*(z) + . Como A*(z) es un limite
inferior, y por 4.3.5 se tiene que existe np tal que para toda n > ng

~ 1o P([T7 — af] < §) > —A*(z) -
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por lo que
P(|[Ya — z|| < 8) > exp[—n{A*(z) + &)]

y sustituyendo en 4.3.6
B(|[%n — 2] < 36/2) > expl—n(A"(z) + )] — exp(~nM)

como M > A*(z) + « entonces — exp[—nM| > — exp[—n(A*(z} + a)].
lo que

B(I%n - 2l < 2) > 2expl-n(A"(@) + o).

Como resuitado de este tecrema se tiene el siguiente corolario.

Corolario 4.3.1. Si A es un abierto convezo y si D(A) = R? entonces

1
lim —logun(A) = — inf{A™(z): z € A}.

ns+00 11



Zapitulo 5

2D en los casos dependientes.

n los capitulos anteriores, nos interesamos exclusivamente en el caso de v.a.
adependientes. Sin embargo, numerosas situaciones relativamente naturales
n teoria de probabilidades hacen intervenir v.a. que no son independientes
basta considerar las cadenas de Markov). Entonces, si queremos estudiar dichas
ituaciones bajo el Angulo de las grandes desviaciones, es necesario encontrar
uevas herramientas para extender las nociones que acabamos de ver. Esa es la
nalidad de este capitulo.

.1 Descripcién del teorema.

ea (Zy)n una sucesidén de v.a., Z, : {2 = RY vy sea A, la sucesion de funcicnes
ig-Laplace asociadas. En lo siguiente, Z, jugars el mismo papel que X, en los
ipitulos anteriores, conviene entonces observar qué propiedades, implicitas o
0, hemos utilizado hasta ahora. Sea = la log-Laplace de X v 2, la log-Laplace
2 _Xn, entonces

Z.(A) =logE {exp (< MY X, >>}
j=1

log liexp (}: <A X; >)}
7=1

== (3

i

[1]

83
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por lo que
1_ -
Eun(ﬂ,}.) = ._()\)

v es este calculo el que motiva la hipdtesis siguiente
(H.1) para toda A € R?, lAn(n,‘\) — A(A} € [—o0, +20]
n

donde A ya no designa nrecesariamente la log-Laplace de una medida.
La segunda hipotesis también resalta a la vista de lo que vimos en los capiiu!
anteriores:

(H.2) 0 € Int (D(A))

donde D(A) es el conjunto de vectores A ¢ B? tales que A(A\) € R por lo g
definimos
A*(z) :=sup{{\, z) — A(A); A € R?).
Hacemos notar que, como A,(0) = 0, la hipdtesis {(.1) nos lleva a A(0) =0,
que implica en particular, que A*(z) > 0.
La definicién siguiente no aparecerd inmediatemente de forma evidente, s
embargo, juega un papel muy importante para lo gue sigue.

Definicién 5.1.1. Un punto z de B¢ es llamado punto expuesto de A*,
77 hiperplano exponente si
para today # z, A"y) > A¥z)+ <npy—z>.

Llamaremos £ al conjunto de punios expuestos de A* cuyo uno de los hips
planos exponentes estd en Int(D(A)).

Teorema 5.1 (Gartner-Ellis.). Si las hipdtesis (H.1) y (H.2) se satisface
entonces, st llomamos u, ¢ la ley de 7,:
FPara todo F cerrado, hm —logpn(F) < ~mf{A™(z);z € I'} y
para todo O abierto, hm 2log 4, (0) > —inf{A*(z);2 € ONE}
Ademds, si D(A) = R? v si A es diferenciable sobre RY, entonces y,, satisfe
un PGD con funcién de tasa buena A*.
Observacién. Podemos deshechar la hipdtesis de la d.tima parte del tecren
si suponemos simplemente que A es esencialmente regular, es decir,



2. PROPIEDADES DE A Y A*, 85

1) A es diferenciable en el interior de su dominio, y 0 estd en el interior.
it} Si Ay = A, con A, € (D(A))°, entonces |gradA{Ay)] — +oo.

wntes de demostrar el teorema 5.1, comenzaremos por dar algunas propiedades
files de A y AN

.2 Propiedades de A y A*

>roposicién 5.2.1. Propiedades:
(1) A y A* son funcidnes convezas, y si 0 € (D(A))?, entonces A(X) # —co.
(2) 510 € (D(A))°, entonces A* es una funcion de tasa buena.

(3) Sty = gradA(n), entonces A*(y) =< n,y > —A(n). Por otra parte, y € £
y 1 es uno de sus hiperplanos exponentes.

Demostracion.

{1) A es convexa, como limite de funciones convexas, por la hipdtesis (H.1),
A*(z) es convexa, por ser el supremo de funciones afines. Para la segunda
parte negaremos la proposicidn, entonces suponemos que existe A € R? tal
qae A(A) = —o0, y sea a € (0, 1), como A es convexa, tenemos

Ale)) = Alad + (1 — &)0) € AN + (1 — )A(0) = @A(X) = —oo,

entonces el segmento [0, A] no estd en D(A), lo que prueba que 0 & (D(A))°
(pues entonces podriamos encontrar una bola centrada en 0 y contenida
totalmente en (D(A))°, bola que intersectaria forzosamente este segmento).

(2) A*(z) es s.c.i. por ser el supremo de funciones continuas (por ser afines).
entonces, los conjuntos de nivel {A*(z) < a} son cerrados, sélo basta de-
mostrar que estdn acotados, lo que ya hicimos en la proposicién 3.1.1 (1)
(Notando que A es continua en el interior de su dominio, por ser convexa).

(3) Aplicando el métode de la proposicién 3.1.1 (2}, obtenemos facilmente que
A*(y) = {y,n) — Aln}. Lo que es menos evidente es la exposicidn de y. Sea
entonces z € RY tal que A*(z) < A*(y) + (n,z — ), vamos a mostrar que
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z =y, lo que daré el resultado pasando a la contrapropuesta. Para hacer]
vamos a mostrar que (y — z, z) = 0 para todo z € R%. Sea entonces z € |§

(z+nz—Alz+n) <A z)< g@ +{m,z — o)

=<y,n>—An)
< {n.2) — Aln)
de ahf
(z,2) ~Alz+n) < —Aln)
es decir

{z,2) < Alz+n) — Aln)
de donde para todo z € lmathbbR?

Aez+m) — Aln)

£

{z,2) <

haciendo tender £ — 0, encontramos Vz, (z,z) < {(gradA{n), z), v car

=y
biando z por —=z el resultado estd probadoe.

5.3 Teorema de Gartner-Eilis.

Demostracion.

1. Tensién exponencial.

Sea B = {ej,... ,eq} la base canénica de R%. Cormo 0 estd en el interior
D(A), existe, para todo j un «; tal que —ayje; ¥ aye; estén en el interior
D(A). Sea 1, la j-ésima marginal de u,. Utilizando 3.2.7 y el método «
caleulo de la mayoracion en el teorema 3.2, tenemos

1,([t, o)) < Elexpina;((ej, 2 3 — 6)])
= E(exp{{naje;, = 5. =) — najt))
= exp (—nayt) E {explneye;, 1 S 55))
= exp(—najt — An (no:jej))
= exp(—n(ot — h%%—)))
— exp[-n(a;t — An(eye)))]
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ER

y una desigualdad andloga del otro lado. Terminamos entonces como en la
primera parte del Teorema 4.1.

. Mayoracién sobre los compactos.

Aplicaremos el mismo razonamiento que en el teorema 4.1. Sea § > 0, y

hagamos:

I’(z) = inf {A*(m) ~ 4 %} < A*(x).

Si fijamos x, existe A, € B? tal que
s ) = Ay > I8(z).

Sea pr > 0 tal que p;||As|] < 8. Si hacemos B, = B(z; ps), ¥y procedemos
como en la parte B del teorema 3.1, tenemos que

pn(Br) < Blezp(n((As) Zn) — (Aay 2) +6)))
= E(exp({nAy, Zn) — {nAs, z) + nd))
= exp(nd — n{Ag, ) Elexp((nA;, Zn))
= exp(nd — n{Ag, z)) exp(An(nAg))
< exp[An(As) — nhe, 2) + 15

entonces ) .
-T;log tn (B} < EAﬂ(nAI) —{(Apyz) + 90

y como %An (nAz) — A(Az), tenemos, para n suficientemente grande que
i i
~log ptn(Bz) < AQhs) — (Mg, ) + 26 € —1°(z) + 26
n

con lo que el final de la prueba es el mismo que la segunda parte del teorema
4.1

. Minoracidn sobre los abiertos.

Sea y € £ de hiperplano expuesto n € D(A()N)), vamos a mostrar que

1
para todad > 0, Hlog,un[B(y,(S)) > —A{y). 5.1.1
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Supongamos 5.1.1 demostrado, entonces, si O es un abierto de R, t
dremos que para toda y € RN & existe § > 0 tal que

Bly,6) Cc O
y enfonces
lin 24 (0) 2 lisn - (B3.5) 2 ~4°(0)
asi

i L 1a(0) > — inf{A"(y) 1y € ONE)

=00

que es exactamente lo gue queremos.

Demostraremos entonces 5.1.1 utilizando de nuevo un cambio de medic

Definimos asi v, por
d
Zo(@) = oxplnin, 2} = Ax(u)]

Notamos el hecho que 2A,(nn) — A{n) € R implica que, al menos p:
n > ng suficientemente grande, 2A,(nn) es finito. En el resto del pafra
supondremos gue n > ng. Como anteriormente, tenemos, para tedo £ <

(B8 2 [ evl-n(n) ~halmlea(d2)

= [ explon(nz = ) = n(0.8) - An(rn)lon(dz).
Bly.e)

Pero, segtn la desigualdad de Schwartz tenemos

oz =) < [nll - 1z — 9]l <& [ml

entonces
:ﬂn)
_ iz \
tin Hogn(B(une)) 2 L (SAnton) ) - 1l = ()

+ lim Llog v, (B(y, =)

n—0S

> —A™(y) - £ |Inl| + lim = log v, (B(y, £)).

00



3. TEOREMA DE GARTNER-ELLIS. &%

En esta etapa no es posible aplicar los métodos de los teoremas 3.2 y 4.1, ya
que en este cago, las variables no son independientes, por lo que tendremos
que demostrar el resultado auxiliar siguiente.

ema 5.3.1.
’Un(B(y: 5)) = 1
Demostracion.

Demostraremos que v,(B(y;€)°) — 0, para lo cual definimos la log-Laplace
sociada a las vy, sea

Z.(A) = log k./ ey, (dr) )
= . )

mbonces
En(nA) Py 10g f e(TLA,Z) . e”(ﬂﬂ«") . e‘kf“-n(nﬂ)# (dm))
, R
= log e—An(n’?)/ {n{A+m), I)H (dx)\
Ré
= A (n(A+n)) — Au(nn)
le ahi

2Ea(nd) — A+ — Aln)

= log B(e?+74)) — log E(e®))

— log E(6<A+ﬂ:$}_(ﬂ:$))

= log E(el*))

= Z{A).
’or lo que Z cumple exactamente las hipdtesis del teorema 5.1. De este hecho,
egun las primeras partes que ya han sido probadas y de la proposicidn 4.1,
isponemos de mayoraciones sobre los cerrados, es decir, sobre B(y; )¢, por lo
ue

lim — logﬁn(B(y, £)9) < —inf{E*(z) : z € Bly,¢)}. 5.1.2
Jasta con demostrar que
inf{=*(z) : z € By, &)’} = a > {. 5.1.3

n efecto, si tenemos 5.1.3, entonces existird ny > ng tal que para todo n > n;

1 e o
Elogvn(B(y,E) )< -3
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entonces e
vn(B(y,e)7) < exp {—71

lo que daré el resultado.
Para mostrar 5.1.3 probamos anteriormente que la cota inferior se alcanz
es decir, existe 2o, & B(y, ) tal que

nf{=*(z) : z € Bly,e)°} = E" (20}

Hacemos notar que podemos suponer que A*(y) < +oo pues, si no fuera asi,
desigualdad 5.1.1 es trivial. Por otra parte

=z) =sup{{hz) —Aln+ A+ Aln) AR}
=sup{(A+m,z) - Aln+A) = (n.o) +Aln) - AR}
= A(z) + Aln) — (n, %)

lo que prueba que =*(y) < oo v que =7 es una funcién de tasa buena. De es
hecho, si & = +oc, no hay nada mas que decir, ya que tenemos lo que querema
si ahora o < Loo, entonces el conjunto de nivel {E%(z) < o+ 1} es compact
Como « es una cota inferior (lmite inferior), si tomameos una sucesién z, ¢
puntos B(y,e)° tal que =Z*(z,) converge hacia ¢, entonces podemos suponer qu
la sucesién z, toma valores dentro del conjunto de mivel {E%(z) < @+ 1}
que implica que podemos extraer de ah{ una sub-sucesién convergente, de limi
T € Bly,e)¢ (porque By, )¢ es cerrado), v finalmente la s.ci. de =% d4

a <EXzy < lImZ"(z,) < a

=0

lo que muestra que o es alcanzada en z,. Probemos ahora que o > 0. Cornr
Tee € B(y,¢) tenemos, en particular 2, # . Pero y es un punto expuesto
A7, de hiperplano exponente 7, entonces

A(@e0) > A*(y) + (1, 30— 9)

de ahi
A y) < Ao} + {1y — Too)

Ay) 2 (n,y) — Aln)
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: donde

{my) — Aln) < AYzoo) + (1,Y — Too)
que, simplificando y teniendo en cuenta que = (zo) = AT} +A{N) — (1, Zoo),
. el resultado buscado, lo que explica el lema y la minoracién.
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