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CAPITULDO 1

ASPECTOS GENERALES

1.1 FLUJO EN CANALES DE FONDO PLANC Y CURVO
1.1.1 Caracteristicas del flujo rectilineo

El analisis del perfil de la superficie libre en canales suele realizarse considerando
gue el flujo es rectilineo, es decir, con lineas de corriente de escasa o nula
curvatura, sin importar si el fondo es plano o curvo en la direccidn longitudinal. Los
tramos del canal sobre curvas verticales se han manejado hasta ahora como
problemas de flujo curvitineo local y se han tratado por separado.

Les modelos convencionales de analisis admiten las hipbtesis tradicionales del
fiujo rectilineo en canales, a saber:

a2y Lineas de corriente de escasa ¢ nula curvatura, las cuales se suponen
paraletas at fondo plano.

b) Distribucion hidrosiatica de la presion en la seccidn ortogonal al fondo.

¢} Veijocidad con un solo compenente paralelo al fondo.

d)} Conceptos de energia especifica, régimen critico y pérdida de friccion, basados
en ia consideracion de un flujo rectilineo.

Ninguna de estas hipotesis se cumple en flujo curvilineo y por ello los modeios
convencionales de flujo no son aplicables. Por otra parte, en la figura 1.1, se
mugstran las lineas de corriente insiantaneas gue se considerarian al aceptar que
el flujo en el canal mostrado fuese rectilineo. Con lineas de corriente rectas o de
poca curvatura, la condicion de frontera en el fondo curvo del canal seria
continuamente viclada, ya que la velocidad no seria tangenie a dicho fondo.
Asimismo, la condicidn de frontera en la superficie libre del flujo curvilineo también
se violaria, toda vez que el perfil de dicha superficie no seria horizontal ni de
peguena curvatura.

Dentro de ios modelos convencionales que se aplican se pueden mencionar {as
ecuaciones del flujo gradual y espacialmente variade en canales artificiales vy
cauces naturales, ademas de ecuaciones fan generales como ias de Saint-Venant
para el flujo no permanente. Se reitera que su aplicacion a canaies de fondo curvo
vicla todas las hipolesis antes mencionadas.

1
1



Figura 1.1. Violaci6n de las condiciones de frontera al aplicar ias
ecuaciones de Saint-Venant a un flujo curvilineo.

1.1.2 Caracteristicas del flujo curvilineo

£l fondo curvo de un canal ejerce una influencia importante en ia forma de las
trayectorias de las particulas en cada punic de campc de flujo, al grado que
adoplan curvaturas variables que modifican la distribucion de la velocidad y de la
presidn respecto de la observada en un flujo rectilineo. Esto significa que las
trayectorias reales adquieren curvatura cuando el movimiento ocurre sobre un
fondo curvo y se desarrollan aceleraciones normales imporiantes que dan lugar a
fuerzas centrifugas, que desvian bastanie la distribucién de ia presion en el senc
del flujo respecto de ia hidréstatica que se acepta en el rectilineo.

El flujo curvilineo es frecuente en muchos problemas que debe resolver el
ingenierc y por ello es clara la necesidad de conocer mejor las condiciones en que
se produce, ademas de contar con un método de analisis que utilice ecuaciones
con términos que contengan, no s6lo la inclinacion longitudinal del fondo del canal,
sino también su curvatura. Esto conduce a que en las soluciones aparezcan los
efectos importantes que dicha curvatura fiene en la distribucién de la velocidad
dentro del campo del flujo, en el perfil de la superficie libre y en Ja distribucion de la
presion, con el fin de satisfacer con mayor precision las condiciones de frontera.

1.1.3 Importancia def flujo curvilineo

=xiste una buena cantidad de obras hidraulicas donde el flujo ocurre sobre un
fondo curvo, que mantiene o no una curvaiura constante en grandes distancias, en
las que se desarrolla un flujo curvilineo con todas sus consecuencias y donde es
necesario tomar en cuenta la pérdida de energia por friccion. Es el caso de ias
obras de excedencia a cielo abiertc o en tinel, donde se utilizan curvas, a veces
muy forzadas, para producir deflexiones verticales obligadas por el tipe de obra
(canal abierto, tinel o cimacio), o por el terreno natural (curvas concavas o
convexas, circulares ¢ parabolicas). Las curvas verticales se utilizan también para
diriglr e! flujo y producir el despegue con un angulo adecuado en cubelas
deflectoras de tanzamiento ¢ ahogadas.
2



Por ello, el analisis del perfil de la superficie libre del agua se tiene que realizar
considerando que existe un flujo rectilineo o curvilingo, con = fin de conocer
también fas caracteristicas hidraulicas de velocidad, prasién, etc., a lo largo del
canal, sin necesidad de utilizar procedimienios distintos en {os tramos de fondo
plano y de fondo curvo, como ha sido usual en estos casos.

1.2 MODELO DE FLUJO SOBRE UN FONDO CURVO

1.2.1 Necesidad de un modelo de flujo

Algunos autores han desarrollade procedimientos especificos aislados para
subsanar algunas de las deficiencias antes mencionadas; por ejemplo, los dirigidos
a la determinacidon de la presion en el fondo de una curva circular concava
{curvatura constante) con métodos aproximados, como es el trazo de una red de
flujo. Ofros han utifizado métodos analiticos basados en la teoria del potencial,
deduciendo férmulas aproximadas ¢ desarrollos méas precisos con el mismo objeto;
algunos de ellos han sido comprobados experimentaimente. En estos casos, la
omisién del efecto resistivo en el flujo ha sido la hipétesis mas comun y se han
dirigido principalmente a la solucidn de curvas circulares concavas, donde se da
mayor importancia al incremento de la presion por efecto centrifugo, con valores
muy superiores a la hidrostatica.

Sin embargo, no se conocen procedimientos similares que se hayan utilizado para
determinar la distribucion de la presion en el fondo de curvas convexas, donde se
registran descensos de ia presion, a veces por debajo de Ia atmosférica, causando
separacion del flujo, que puede liegar en caso extremo a [a cavitacidbn cuando la
curvatura del fondo es importante.

En ninguna de las aportaciones antes mencionadas se planiea la posibilidad del
calculo del perfil del flujo a lo largo del canal tomando en cuenta la influencia de ia
curvatura en el fondo (constante o variable). tampoco el efecto resistivo en las
fronteras rigidas de la conduccion, el cual puede llegar a ser muy importante por ia
gran velocidad que se alcanza en las obras con fondo curvo.

Fue Dressler (1978) el primer autor que desarroild un modelo de flujo curvilineo
con ese proposito, fransformando las ecuaciones diferenciales basicas del flujo
bidimensional irrotacional en coordenadas cartesianas, a la forma que adoptan
cuando se emplea un sistema de coordenadas curvilineas. Para lograr la
integracion del sistema de ecuaciones resultante, acepid la hipbtesis de que el
flujo era poco profundo, es decir, que el producto «¢ era peguefio, donde « es la
curvatura del fondo y J el tirante del flujo medido en direccion ortogonal a dicho
fondo. Dressler comprebo que sus ecuaciones tenian aplicaciones a canales de
curvatura positiva o negativa (concavos ¢ convexos), pero de seccién rectangular,
io cual satisface la geometria de la mayoria de los que se disefian en {a practica,
aunque incluyd posteriormente en forma erréonea et efecto de friccion en sus
desarrolios.
3



En una publicacion mas reciente Khan y Steffler (1996) presentaron un andiisis
basado en ecuaciones diferenciales con variables promediadas verticalmente, y en
ecuaciones del momento de la cantidad de movimientc para el fondo curvo, donde
incluyeron el efecto de friccién. Sin embargo, su modeio de flujo esta nuevamente
dirigido a canales rectangulares y tiene la desventaja de utilizar ocho ecuaciones
diferenciales, a diferencia de dos en el modelo de Dressler. Ademas, utilizan
métodos numéricos de solucion méas avanzades, que consumsn mucha memoria
de computadora y hacen que el procedimiento sea menos accesible pare el
ingeniers, aunque ei método de solucién no se encuentra todavia disponible.

El propésito central del presente trabajo consisie precisamente en establecer un
modeio para el analisis del flujo curvilines en un canal de seccidn cuaiquiera, el
cual se genera por la influencia de un fondo curvo, céncavo o convexo. Con el

modeio se subsanan las deficiencias que tiene los modelos convencionales del
flujo rectilineo.

1.2.2 Estado del arfe

Se expone a conlinuacidon un resumen de i0s avances mas importantes sobre el
tema, siguiendo un orden cronologico.

Fawer (1937) da un paso en la investigacion del flujo sobre un vertedor de cresta
redondeada, mediante la construccidon de una red de flujo siguiendo ios
lincamientos muy conocidos de Prasil (1913), comprobando la teoria con
resultados experimentales. Concluyd que esta solucion grafica proporciona el
gasto maximo para una carga dada de acuerdo con el principio de Belanger
(6Q/0v = 0), expresamente limitado a vertedores de cresta ancha, donde las
lineas de corriente son reclas.

L.as conclusiones de Fawer inspiraron a Jaeger (1939) a utilizar fas condiciones
simuitaneas: 8Q/dy = 0 y ¢ /év = 0 en la determinacion analitica del flujo sobre

vertedores de cresta redonda. Todas las evidencias, es decir, la concordancia de
los resultados analiticos y los experimentales, resultan en la validez del principio

de Belanger {1849) y las observaciones de Boss (1919), aun en el caso de tubos
de flujo curvos.

El trabajo de Masse (1938) fue mas interesante y mostré que el concepto de
tirante critico requeria todavia de un mayor estudic. Su trabajo contiene el calculo
de un perfil de la superficie libre en un canal donde cambia gradualmente la
pendiente de su plantilia plana, para pasar de una menor gue a critica a una mas
pronunciada y cambiar el régimen de subcritico a supercritico, para retomar mas
adelante al subcritico. En dicho ejemplo, el tirante critico del flujo en un canat de
fondo ligeramente curvo requirié de una definicion mas precisa.

4



Como ha sido plenamenie demostrado, al concepto de tfirante critico y, se

introdujo durante un pericdo largo de fres maneras’ por un cambio de régimen en
el flujc {de subcritico a supercritico o viceversa); cuando el gasto es maximo
(é0/6y = 0) (Belanger en vertedores de cresta ancha), o cuando la energia

especifica es minima (0E/dy = 0) (Bss, 1919). En el caso de lineas de corriente
rectilineas, los valores numéricos de y_ son idénticos con las tres definiciones. Se
ha comprobado también que la funcion momenturn M es minima cuando y = y_,

con fa condicion esencial de que se desprecie la variacion de la velocidad a través
de la seccion de flujo (Jaeger, 1831).

En aguelia época, un nimero grande de cientificos fuéeron de la opinién -explicita
o implicitamente establecida- de que el concepto de firante crifico podia ser

extrapolado al flujo curvilineo, a pesar de todas las objeciones y la carencia de
pruebas matematicas definitivas.

Jaeger (1939, 1948) establece la conexién entre los conceptos de energia vy
momentum en canales con la estabilidad del flujo, en el caso de una distribucién
irregular o dispersion de la energia a través de una seccion fransversal,
introduciendo jos coeficientes « y B (bien conocidos en Ia hidraulica) y los

coeficientes de presion o vy £ en las ecuaciones de energia y cantidad de
mavimiento, respectivarnente. Jaeger (1956} presenté en su libro lo que Hamd las
ecuaciones basicas def flujo curvilineo graduaimente variado en canales. En éstas
incluye un fermino aproximado que toma en cuenta la influencia de la curvatura dei
fondo en un flujo bidimensional, utilizando la idea de los trabajos de Fawer (1937).

Con base en estos resultados, Jaeger {1948) propuso una solucion gue se apoya
en el método grafico de Prasil (1939) para dibujar una red de flujo, y menciont que
para lograr una solucién analitica del problema era necesaria una hipdtesis acorde
con las condiciones de frontera, con el fin de obtener la distribucion de las
velocidades, de las presiones o bien el radio de curvatura de las lineas de
corriente que cruzan la seccion. También convino en que la eleccion del radio de
curvatura como parédmetro secundario ha mostrado ser mas ventajoso en cierlos
casos. Por gjemplo, si se conoce el radio de curvatura del fondo, Jaeger (1949)
admitié considerar en la practica que la variacidon de dicho radio en la seccion poco
afecta los resultados numéricos, de manera que una estimacion burda de dicho
radio es suficiente en los caiculos.

Con base en las ecuaciones previas, Jaeger (1956) analizé el flujo sobre un
vertedor de cresta redondeada, de donde dedujo la distribucion de ia velocidad en
la seccion sobre la cresta y la expresion para el gasto vertido. A partir de ella y
con el principio de energia especifica minima, obtuvo una expresion para el irante
critico en dicha seccion y una curva fedrica para el coeficiente de descarga Sus
resultados fueron comparadaos con los experimentales oblenidos por varios autores
en vertedores con distintos radios de curvatura en {a cresta, encontrando algunos
ountes de concidencia.
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Rouse (1950) presenté una soiucién grafica para calcular la distribucién de ia
presion en el fondo de una cubeta defiectora con el auxilic del trazo de una red de
fiujo. Su solucion partid de las condiciones de un flujo de aproximacién supuesto
antes de la curva, observando gue su efecto sobre la presidon se extiende hacia
atras y hacia adelante de los puntos de tangencia.

Gumensky (1853) present6 los resultados experimentales de la presién en el fonde
y muros laterales de curvas verticales al pie de réapidas y veriedores de
excedencias, deduciendo que la fuerza centrifuga aumenta ia presién en ambos.
Concluyd que el efecto de este incremento de fa presién equivale a que el agua
fuera muche mas densa que lo real, en alguncs casos, tanto como doce veces la
densidad real del agua. Encenird gue con velocidades del liguido del orden de
& m/s se produce el fenémeno del agua blanca, signo inequivoco del arrasire de
aire en ei flujo, creciendo su volumen y aumentando su tirante.

Douma (1953), en la discusion del trabajo de Gumensky, externd que antes de la
publicacion discutida se habian utilizade métodos de disefio incorrectos de las
obras tratadas. Presentd también un procedimiento sencilio para el calulo de la
presion en la cubeta, considerando que las lineas de corriente cerca del fondo son
circulares y ilegd a determinar expresiones para la velocidad media y la presion en
el fondo con base en fa ecuacién de |z linea de corriente inferior.

Knapp (1960) establecid un procedimiento para el calcuio del efecto de curvatura
cOncava o convexa en el flujo, principaimente en el valor de la energia total del
movimiento y en la distribucion de la presidén en direccion perpendicular. Para ello
acepté que las lineas de comriente describian circulos concéntricos y que ias
secciones de flujo podian considerarse ortogonales al fondo. De este modo,
generalizd un poco mas la teoria de Jaeger (1956) e intento la aplicacion al caso
de un vertedor tipo cimacio con el apoyo de los resultados experimentales del U.
S. Bureau of Reclamation, cuando las condiciones de!l flujo coinciden con la carga
de disefio. Hubo buena concordancia entre ambos resultades a pesar de las
hipotesis utilizadas, pero se tratd por primera vez de hacer practico el calcuio del
perfil del flujo curvilineo en un canal, planteado por Jaeger.

Balloffet (1962) presentd una ecuacion para determinar las presiones maximas
sobre cubetas cilindricas de lanzamiento, con la suposicion de que el
comportamiento del flujo es comec en un vortice irrotacional. Los valores de la
presion medida en modelos de rapidas rectas y cubetas de lanzamiento en tuneles
mostraron buena correlacidn y fueron cercanos a los valores tedricos de oS
maximos, de manera que las formulas tedricas podian ser corregidas por el uso de
coeficientes adecuados, con el fin de ajustarlos a los resultados experimentales.
También, opind gue fa distribucion de las presiones sobre el fondo de la cubeta
podia precisarse mejor por procedimientos graficos sencillos. Finalmente, acepto
la necesidad de méas estudios para esfablecer la relacion enire la geometria del
vertedor y la distribucion de ia presion scbre la cubeta.
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Henderson (1963) expuso una solucién completa del problema de la presién en
una curva vertical concava, basada en el uso de {d teoria matematica del flujo
irrofacional. Analizé los casos en que hay una compuerta deslizante abierta
transversal al vertedor tipo cimacio antes mencionado, que es mas comin, donde
el pie de la rapida es una superficie curva. Sus resultados tedricos v
experimentales muestran el comportamiento de la presion en el fondo de la

seccion central de ia curva, para angulos de inclinacion de {a rapida de fondo recto
antes de ella de 45° y 90°.

Henderson (1966) analizé el problema del caiculo de la presion en cubetas
deflecioras en los casos: a) al pie de la cara inclinada de un vertedor de
excedencias para cambiar la direccion hacia un fondo horizontal; b) para lograr el
despegue en una cubeta de lanzamiento. E! autor sefialé que en ambos casos las
presiones centrifugas que se desarrollan pueden ocasionar empujes severos sobre
los muros laterales de confinamiento, 1os cualres no pueden calcularse por
métodos elementales,pero que ciertas aproximaciones se antojan obvias para
obtener la presion centrifuga al centro de la curva. Aceptando una distribucion de
la velocidad igual que la del voriice libre en un conjunto de lineas circulares
cencéntricas, obtuvo una expresidon para determinar la presidn en el fondo. La
opinidn de Henderson es que el métode conduce a resultados bastante seguros
dentro de cierto intervaio, debido a la singularidad que se produce para Ry < g,

donde R es ef radio de curvatura, y el tirante y e ia base de los logaritmos
neperianos.

Se debe anotar un error en la apreciacion de Henderson, ya que en realidad la
singularidad ocurre para RA < [ef(e-1)] = 1.582. Su {eoria tiene el defecto de
ignorar la accién de la gravedad, ya que la ecuacion obtenida para la presion se

debe Unicamente a la accién centrifuga. Dicho efeclo lo incluye a posteriori
affadiendo la presion hidrostatica.

Chen, Tio-Chun; Yu, Yun-Sheng (1965) desarrollaron un metodo para calcular la
distribucion de ta presion y el perfil de la superficie libre de un flujo potencial
bidimensional y permanente sobre una cubeta de lanzamiento al pie de un
cimacio, con una solucién basada en el método de transformacion conforme, sin
incluir tampoco la accion de ia gravedas. El meéfodo se aplicd para calcular la
distribucién de las presiones sobre dos allernativas de disefio de una presa, con
radio de 6 m y angulos en el labio de despegue de 40° y 20°, respectivamente.
Los valores calculados para la primera alternativa coincidieron bastante bien con
los expenmentales obtenidos en modelo, asi como los perfiles de la superficie
fibre. Sin embargo, los valores calculados para la segunda alternativa fueron mas
pequefios que los medidos, con discrepancias det orden del 10 por ciento.
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Lenau y Cassidy {1969) desarroliaron un procedimiento analitico para predecir con
mayor seguridad los perfiles de la superficie libre y presiones en &l fondo de una
cubeta de lanzamiento, para cualguier combinacion de parametros geométricos e
hidraulicos. Su procedimiento se basa en una solucion numérica de la teoria del
potencial en fa curva, con {a ventaia de incluir ia accion de la gravedad vy de
presentar un conjunto de curvas que establecen ia presidn en cada punto de ells,
de acuerdo con el angulo central de deflexion y el radio de curvatura. El calculo de
la presidbn se extiende hacia aguas arriba y aguas abajo de los puntog de
tangencia, cubriendc completamente {a zona de influencia del efecto curvo, El
procedimiento fue verificado experimentalmente vy tiene a su favor (a facilidad de
acceso a una gran cantidad de configuracioches geomeétricas posibles de la curva y
del fiujo, y de tener mejor precisién en los resultados. La misma informacion pudo
haber sido obtenida experimentalmente pero el estudio habria sido impractico por
el tiempo necesario para su realizacidon. Es el caso de los estudios experimentaies
tievados a cabo por U.8. Army Corp of Engineers, Waterways Experiment Station,

para las presas Harwell y Finetlat, que tienen et defecto de su poca generalidad en
ia aplicacion.

Prasad (1948} utilizé la misma solucién de perturbacién sugerida por Lenau y
Cassidy y exiendid los resultados para cubrir una mayor amplitud en los valores de
los parametros empleados, efectuando una verificacion experimental limitadza de
los mismos con pruebas en un modelo. Esto ie permitid extender el conjunto de

curvas de Lenau y Cassidy para cubrir los campos de valores que ocurren en la
practica.

Una recapitulacion de los trabajos antes presentados permite concluir que la
busgueda de procedimientos generales de analisis se realizé hasta mediados de la
década de los cincuentas, para iniciar después un periodo de investigacion de
problemas locales de flujo en cubetas deflectoras, principaimente las de
lanzamiento, el cual termind al final de la década de los seientas. Todos los
trabajos tuvieron la finalidad de aplicarse a canales rectangulares

En efecto, fue Dressler (1978) quién reinicia la investigacion de procedimientios
generales de analisis del flujo en canales de fondo curvo, presentando un sistema
de nuevas ecuaciones del flujo bidimensional de poca profundidad que inciuyen la
curvatura del fondo, con validez unicamente en canalres rectangulares. Para elio
Dressler utilizd un sistema de coordenadas curvilineas, una de ellas que se ajusta
fielmente a la forma curva del fondo, y transformé las ecuaciones diferenciales
basicas del flujo bidirmensional irrotacional (rot v = 0, continuidad y ecuacién de
tuler) en coordenadas cartesianas, al nuevo sistema de coordenadas curvitineas.
Para ello, siguio el procedimiento matematico convencional y establecio las
condiciones de frontera para su solucidn. Ademas, siguid un procedimiento
matematico muy complicado de valores extremos {(dificil de seguir), para simplificar
el sistema de ecuaciones exactas en el caso de fluyjos bidimensionales de poca
profundidad y establecid (0s limites tedricos en que existe solucion para el sistema
hiperbolico de ecuacicnes resultantes.
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La publicacion de Dressler se caracieriza porque no es de facil comprensidn, pero
fiene ia virlud de pretender nuevamente una solucidn general del problema del
fondo curvo, cuya validez se extiende al caso del flujo no permanente. Cuando
desaparece la curvatura, el canal es de fondo planc y el sistema de eguaciones se
convierte en ¢l sistema de Saint-Venant (1871) para el fiujo no permanente, o en la
ecuacidn del flujo graduaimente variado cuando es permanente, siempre con
validez Unicamente en canaires rectangulares.

Sivakumaran et al (1981) presentaron un compendic de las ecuaciones de
Dressler y las aplicaron al flujo permanente sobre la region de la cresta de un
cimacio tipo WES, para obtener la refacion carga-gasto y la distribucién de ia
presion en la misma.  Encontraron buena concordancia con los expernmenios
realizados por el Cuerpe de ingenieros de Ejército con este tipo de vertedores, v
concluyeron gue las ecuaciones son validas inclusive para curvatura negativa
bastante grande. Por otra parte, la aplicacion de las ecuaciones al flujo
permanente sobre una cubeta deflectora al pie de un cimacio demostrdé que su
validez es mas limitada para curvatura positiva.

Sivakumaran ef a/ (1983) examinaron huevamente la validez de las ecuaciones de
Dressier e identificaron soluciones para €l flujo permanente en ios tres regimenes
posibles: subcritico, critico y supercritico, en términos del nimero de Froude local
definido por Dressler. Los experimentos que realizaron con flujo permanente sobre
umbrales con perfiles siméfrico v asimétrico mostraron gque la teoria predice
satisfactoriamente los perfiles de la superficie libre y de ia linea de distribucion de
la presion en el fondo, para limites incluso mas amplios gque los considerados
validos por el propio Dressler.

Dressler y Yevjevich (1983) expusieron que cuando las ecuaciones de Saint-
Venant (1871) se aplican al flujo en canales de fondo curvo, se viola la condicion
de frontera de una velocidad tangente en cada punto a dicho fonde. Tambien
mencionaron que esto no ocurre con las ecuaciones de Dressier, las cuales
satisfacen dicha condicion desde su derivacion. Con las aplicaciones realizadas al
flujo sobre un vertedor concavo-convexo, los autores demostraron gue lo0s
resuliados con las ecuaciones de Saint-Venant son irreales y que los obtenidos
con las de Dressler se aproximan tanto a las condiciones det flujo que las
correcciones de orden superior son casi cero. Los autores presentaron curvas de
tirante, velocidad y presion, prediciendo también la separacion a altas velocidades.



Dressler y Yevjevich (1984) presentaron una forma funcicnal modificada de los
términos empiricos bien conocidos de resistencia hidraulica (de uso comun en las
ecuaciones de Saint-Venant), para emplearse en las ecuaciones de Dressler. Las
modificaciones consistieron en la inclusion de dos factores extra, que llamaron
a, ¥ a,. El primero resulté una funcidén de la curvatura del fondo y del tirante v

expresa al cambio de masa afectada por el arrastre secundario cuando el fiujo
ocurre sobre un fondo céncavo o convexo. El segundo factor resulté una funcion
dada del tirante y el anchio del canal, expresando la modificacion necesaria en la
velocidad del fondo para ajustarse al perfil variable de la velocidad. Para el
comportamiento de pared lisa (deniro del régimen de Blasius), fue necesario el
factor a, adicional para ajustar }a velocidad cerca del fondc a la media sobre el

perfil. Los tres factores se reducen a la unidad cuando 1a curvatura es cero.

Con respecto al titimo trabajo cabe aclarar que el primer facior no era necesario,
es decir, 4, =1, no asi el segundo factor. Esto fue demostrade en una

publicacion posterior de Sivakumaran y Dressler (1986) empleandec un
procedimiento mas adecuado.

Sivakumaran y Yevievich (1987) presentaron una version ligeramente modificada
de las ecuaciones de Dressier para el canal rectanguiar de fondo curve,
admitiendo que podia variar ligeramente su ancho en el sentido longitudinal.
También derivaron una ecuacién generalizada de Bresse para el canal rectangutar
pero de fondo curvo. Los experimentos que realizaron con flujo permanente sobre
la rapida de un vertedor con curvas verticales de gran curvatura, demaostraron que
las ecuaciones de Dressler predicen con gran precision la superficie libre, la
presién en el fondo y la distribucién del componente tangencial de la velocidad, v
que los resultados con las ecuaciones de Saint-Venant no tienen practicamente
significancia alguna. También demostraron que ambas teorias requieren
variaciones graduaies en la geometria del fondo y que las aplicaciones a intervalos
donde ocurren cambios rapidos no son vallidas. Para la geometria del fondo en la
rapida empleada, donde la curvatura y su derivada varian rapidamente, las
solucicnes de Dressier mostraron variaciones peqguenas pero bruscas, mientras

que las mediciones indicaron una variacion mas gradual sobre intervalos mas
amplios.



Stefiler P. y Jin {1993) extendieron la validez de las ecuaciones de Saini-Venant,
promediadas en ef tirante, al flujo a superficie libre poco profundo, para tratar
problemas con distribuciones no hidrostaticas de la presion y no uniformes de la
velocidad. El resultado fue un mayor nimerc de ecuaciones diferenciales (ocho),
para resolver los grados adicionales de libertad, obteniendo las ecuaciones

adicionales por el método del momento de los residuos pesados mediante las
" ecuaciones de Reynolds. Las nuevas ecuaciones fueron obtenidas con detalle en
una dimension horizontal, es decir, con un sistema cartesiano (x, y), y evaluadas
para los problemas clasicos de flujo uniforme y ondas de pequefa amplitud,
nuevamenie en canaies rectangulares. L.0s autores expresaron que con estudios
posteriores y aplicaciones, las nuevas ecuaciones podrian ofrecer un medio para
obtener mayor detalle en un intervalo amplio de problemas de la practica.

El método presentado por los autores antes mencionados tiene una concepcion
distinta de los realizado hasta ahora, ya que utiliza un sistema de coordenadas
cartesianas (x, horizontal, y, veriical), pero con un nimero mayor de ecuaciones
diferenciales, cuya solucidon requiere seguramente un metodo numérico mas
avanzado y computadoras mas poderosas y rapidas.

En efecto, Khan y Steffler (1996) presentaron la aplicacion de las ecuaciones
definidas en el trabajo de Steffler y Jin {1893), a diferentes casos previamenie
analizados y comprobados experimenfalmente. Presentaron ademds una
comprobacion experimental propia con dos curvas verticales, ta primera convexa y
la segunda céncava. La solucion numérica se basd en un esquema de elementos
finitos con caracter disipalivo de Galerkin, que ajusta gradualmente los valores de
las incognitas (con variaciones previamente seleccionadas) a las condiciones de
frontera en cada caso. Desde tego, hubo discrepancias respecto de los valores
obtenidos por los autores y los experimentales propics, mismas que se detallan en
el trabajo mediante graficas de comparacion.

1.3 OBJETIVO DE LA INVESTIGACION

Las (fimas aportaciones aqui mencionadas son muy valiosas si se considera que
plantean la solucion general dei problema de un flujo sobre un fondo curvo y no de
casos parficulares. Sin embargo, tienen el gran defecto de que iodas son
aplicables a canales rectangulares. Su aplicacion seria imposible en el caso de
obras excedencias de seccion trapecial, como son ta mayoria, o de seccion circular
con transiciones en funel.

.
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El proyecto de investigacion gue aqui se presenta tiene como objetivo subsanar el
defecto de las teorias existentes, obteniendo un modelo general de flujc que sea
aplicable a canales con seccién distinta de 1a reciangular sin aumentar
drasticamente su complejidad, de manera que sea accesible a un ingeniero que se
enfrente con frecuancia a este tipo de problemas. El propdsito es establecer un
procedimiento general de analisis, de manera gque las soluciones satisfagan las

condiciones reales en que se produce y que sea aplicable a los problemas de
ingenieria.

De las aportaciones antes expuestas se desprende que esto seria posible
gjustandolo a un sistema de coordenadas curviiineas, similar al empleado por
Dressler, ya que asi se elimina el grado de complejidad que tiene el modelo de
Steffier. El modele considera la existencia de un comporiente radial de la
velocidad, en adicién al longitudinal cominmente considerado. Esto elimina la
posibilidad de hacerlo totalmente unidimensional, sin embargo, el valor de dicho
componente sera mayor o menor en fa medida que las condiciones del flujo por

resolver tenga o no curvas verticales, de curvatura constante o vanable, y que 10s
cambios de curvatura también lo sean.

En principio, el modelo contempla el analisis del comportamiento intimo de ias
particutas en su movimiento, de manera que las ecuaciones diferenciales del flujo
se obtienen aplicando los principios basicos de la Mecénica de Fluidos, con el fin
de utllizarlas en un canal ariificial con las secciones mas comunes: trapecial
(incluida la rectangular y la triangular), o bien circular y de transicion.  Sin
embargo, se puede decir que el modelo sirve para cualquier forma de seccion, si
se piensa que ailgunas integrales que aparecen en las ecuaciones no se obtienen a
través de una solucion directa, pero si mediante una solucion numérica. El modeto
inciuye de manera correcta el efecto de la friccidén y, por su mayor simplicidad,
puede pensarse que la solucion de las ecuaciones resuitantes son tan accesibles
para el ingenieroc como lo son las ecuaciones det flujo graduaimente variado.
Tiene ademas la suficiente generalidad para ser aplicado a canales de cualquier
forma de seccion, donde el flujo sea no permanente.

La solucién numeérica €s mas senciila, y de acuerdo con ios resultados hasta ahora
obtenidos, se puede efectuar con meétodos convencionales como el de Runge-
Kufta de cuarto orden, mas accesible para los ingenieros.

Con el modelo se determinan ias variables mas importenies dei flujo, como son: la
distribucion de los dos componentes de la velocidad v de la presion en cada
seccion, asi como el perfil del flujo a lo Jargo del canal.



Las ecuaciones y métodos de analisis que aqui se presentan se pueden aplicar al
calculo def perfil del flujo en un canal large con varias curvas verticales, e inclusive
con tramos rectos intermedios, Ademas, que dichos métodos tienen la generalidad
del flujo no permanente, pero las soluciones se adaptan faciimente al permanente.

E!l modelo de flujo incluye las curvas verticales, de curvatura constanie o no
{concavas y convexas), utilizadas para unir dos tramos de pendiente distinta en un
canal; también el perfil del flujo sobre un obstacule curvo construido en el fondo o
el gue ocurre sobre un cimacio; asimismo, &l caso de la formacién del régimen
critico en un canal de fondo curve. Como se ha mencionado, ia seiucién de estos
problemas cominmente se aborda medianie aproximaciones obienidas
experimentaimente para resolver ias singularidades del flujo iocal, o medianie
soluciones particulares de ia teoria del fiujo con poiencial obtenidas por métcdos
matematicos mas compiicados, como los que existen para las cubetas deflectoras.

En resumen, fue posible establecer un modelo para el analisis del! flujo curvilineo
variado no permanente, de mayor generalidad, que elimina las limitaciones del
modelo actual de flujo gradualmente variado y que se destina practicamente al
caso rectilineo.
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CAPITULO 2

ECUACIONES DIFERENCIALES
DEL FLUJO CURVILINEO

2.1 ASPECTOS GENERALES DEL MODELO

2.1.1 Anfecedentes

Es comun que un flujo curvilineo de importancia ocurra en un canal de eje recto
con distintas formas de seccion, donde el disefio del perfii curvo del fondo
interviene y a veces configura parte de la geoimetria de {a seccidon y del resto del
canal. Una de las dificultades imporiantes dei tratamiento radica precisamente en
como definir fa frontera curva del fondo de modo general, para tomar en cuenta su
influencia en el campo de flujo y en la froniera superior (superficie libre), asi como
para incluir posteriormente el efecto de friccion,

l.as contribuciones hasta ahora publicadas plantean ciertamente la solucién
general de! problema de un flujo sobre un fondo curvo y no de casos particulares.
Sin embargo, tienen el gran defecto de ser aplicables so6lo a canales rectangulares,
no siendo posible extender la aplicacion al caso de obras de excedencia de
seccidon frapecial, como son la mayoria, © de seccién circutar y de transicidn en
tanel.

La tesis tiene como objetivo subsanar el defecto de las teorias existentes,
generalizando un modelo de flujo que sea aplicable a canales con seccion distinta
de la rectangular sin aumentar drasticamenie su complejidad, de manera que sea
accesible a un ingeniero gue se enfrente con frecuencia a este tipo de problemas.

De la resefia de aportaciones presentada en el primer capitulo se desprende que
seria posible cumplir e objetivo si el modelo se ajusta a un sistema de
coordenadas curvilineas, similar al empleado por Dressler, ya que asi se elimina el
grado de complejidad que tiene el modelo de Steffler. &I modelo por desarrollar
tiene que considerar la existencia de un componente radial de la velocidad en
adicién al longitudinal cominmente considerado. Esto elimina la posibilidad de
hacerlo totalmente unidimensional, sin embargo, et valor de dicho componente
sera mayor 0 menor en la medida que e! canal tenga o no curvas verticales de
curvatura constante o variable, y que los cambics de curvatura también 1o sean.
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Se plantea como objetivo general la concepcion de un modelo de flujo aplicable a
canales de fondo curvo con las formas de seccion mas comunes: trapecial y sus
casos particulares del rectangular y triangular, ademas de ia circular para canales
cerragos en forma de tinel. Es factible la generalizacion para ofras secciones mas
elaboradas, como las que ocurren en fas transiciones graduales que cambian la
seccién de las obras de excedencia en tinel.

La solucién numérica suele ser mas sencilla, y seglin los resultados hasta ahora
obtenidos puede efectuarse con métodos convencionales como el de Runge-Kutta

de cuarto orden, mas accesible para los ingenieros a traveés de programas ya
existentes.

Con €l modelo podran determinarse:

a) La distribucién de los componentes longitudinal y transversal de la velocidad
en cada seccion dei canatl.

b) La distribucion de la presion en cada seccién y a que se produzcea en & fondo
de la misma.

c) Los limites para los que ocure presion subatmosférica en el fondo de ia
seccidn y [a posible separacién del flujo.

dy El perfil de la superficie libre del agua a lo large del canal.

e) Los gjustes sencillos por realizar para aplicar el modele a aquelos tramos def
canal donde el fondo sea plano pero con pendiente longitudinal.

fy Los limites de aplicacion para cubrir los problemas mas comunes de la
practica.

g} Las condiciones de flujo critico para conocer el tipo de régimen en ¢ada {ramo
del canal, asi como et valor del tirante crifico y @ seccion donde se encuentra.

h) La comprobacion del caso particular de canal reciangular, con los modelos y
experimentes que han sido ya efectuados.

i) Las soluciones particulares que se tienen cuando se desprecia, por gjemplo,
[a friccion en problemas locales de flujo.

iy La solucién numérica de las ecuaciones diferenciales del flujc en un canal
rectangular para detectar las dificultades en su aplicacion.

k} La aplicacion del modelo a canales con secciones distintas de la rectangular
para generalizar [0s resultados.
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)

Las conclusiones y recomendaciones del case para fratar nuevos problemas
de la préctica.

2.1.2 Hipolesis de partida

a)

D)

d)

)

El fondo posee la misma curvalura (concava ¢ convexa) en tode et ancho del
canal, Es decir, la curvatura del fondo se basa en que existe un eje
transversal Unico, donde se aloja el centro de curvatura de todos los punios
gue constituyen tanto el fondo como las paredes de una seccidn. Esto es
comun en ia practica por sencillez constructiva, aun en €l caso de cimacios v
curvas verticales de transicion.

La curvatura del fondo es la Unica que influye en las lineas de corriente del
flujo. Esto elimina el célculo del fiujo curvitineo que acurre antes y después de
un cambio brusco de pendiente fongitudinal plana.

Existen dos componentes de la velocidad: en direccién ortogonal y tangencial
al fondo curvo en cada seccitn, sujetas a la determinacion con el modelo
propuesto. El tercer componente se desprecia. La suposicidn de que el fiujo
se realiza sobre planos paraielos es, por supuesto, una aproximacion; es
comun en la hidraulica que el mezclado turbulentc supdme en gran medida (a
variacién en direccion transversal. En cuanto el canal sea mas ancha, la
SUpOSICION sera mas segura.

El flujo es de poca profundidad, es decir, el cociente del tirante y el radio de
curvatura es pequeno. Esto tiene también otras impiicaciones en cuanto a la
comparacion entre las derivadas de los componentes de la velocidad y la
proporcion entre elias.

£l flujo es incompresible dado que es a superficie libre y en principio,
irrotacional y no viscoso. El términe de pérdida de friccion se incluye a través
del esfuerzo cortante en el fondo y paredes.

Se emplea un sistema de coordenadas curvilineas, cuyas caracteristicas vy
propledades se analizan previamente con los metodos matematicos
convencionales para la transformacion de sistemas coordenados. El fondo del
canal puede ser una linea curva cuando la seccién es circular y friangular, o
una superficie cuando {a seccion es trapecial y rectanguiar, La coordenada
longitudinai sigue fielmente la forma que tiene el fondo y Ia curvatura existente
define un planc ortogonal al fondo en cada punito, que contiene a la seccidn
del canal con la forma que tenga. La tercera coordenada es recta y tangente
at plano de la seccion.

Las distintas variables dependientes que intervienen en e! fiujc son continuas
y derivables.



2.1.3 Principios basicos y metodologia empleada

a) En este capitulo se presentan los aspectos generales del modelo que a

b)

d)

9

continuacién se detallan. Las ecuaciones diferenciales se establecen
aplicando los principios basicos del flujo irrotacional a un volumen de
controt diferencial ajustado en forma y tamafio al sistema de
coordenadas empleado y a la geometria de la seccién. Los principios
basicos que se aplican al volumen de control son: a) V x v = ¢

b) principic de continuidad; ¢) principic de caniidad de movimiento.
El desarrolio general corresponde al estado de fivjo no permanente,
pero se particulariza al permanente.

E! fratamiento que se emplea es vectorial, utilizando los vectores base
variabies ajustados al sistema de coordenadas empleado. El resultado
es un sistema de fres ecuaciones vectoriales, 0 bien cuatro, cuando
una de ellas se divide en sus componentes.

i.as ecuaciones diferenciales resultantes son las exacias y represenian
una generalizacion de las tradicionalmente obtenidas para el fiujo
unidimensional sobre el fondo ptano. Cabe decir que el sistema de
ecuaciones por emplear cambia su estructura de acuerdo con la
geometria de la seccion del canal. Es decir, hay un sistema de
ecuaciones distinto para cada forma de seccidn. Sin embargo, esto se
elimina cuando se desprecia el componenie transversal de la
vetocidad.

Se establecen las condiciones generales de frontera para una solucion
directa en los casos sencillos, 0 numeérica en el caso generai,

Las ecuaciones diferenciales exactas se simplifican cuando se acepta
la condicidn de flujo poco profundo (somero), obieniendo asi un
sistema no menos preciso si se cumple dicha condicidon, pero factible
de resolver aun en flujo no permanente.

Las ecuaciones diferenciales generales se simplifican cuando el canal
es rectangular y se convierten asi en las de Dressler, que constituyen
entonces un caso particular de las primeras. lgualmente, cuando la
curvatura se hace igual a cero, fas ecuaciones obtenidas son validas
para el canal de fondo plano. Finalmente, cuando las derivadas
respecto del tiempo se hacen cero, se obtienen las ecuaciones para el
flujo permanente.

El efecto resistiva de las fronteras mojadas se valia posteriormente
para ser congruente con las leyes de friccion convencionales en el
canal de fondo plano v con validez en fluia concavo o convexo.

i7



hy Las ecuaciones se particularizan para e! flujo permanente, con &l fin de
aplicarse al caso mas comun que se presenia en los problemas de la
practica.

) Se define el nimero de Froude generafizado en flujo curvilineo y con él
se analiza el flujo critico en canales de fondo cbncavo y convexo, y su
congruencia con el convencional cuando es plano. La definicion
coincide con la empleada por Henderson, como el coeciente de la
velocidad superficial del flujo vy la celeridad de la onda de transiacion, y
que es comun en canales de fondo plano.

iy Se analiza la condicion de separacion dei flujo y la prediccion de
cavitacion en los casos extremos.

k) Se establece la naturaleza hiperbdlica de las ecuaciones y los limifes
de validez de las hipétesis atn para el canal trapecial.

22 COORDENADAS CURVILINEAS
2.2.1 Descripcion y ecuaciones de transformacion

El tratamiento gque se presenta tiene el proposito de obtener las ecuaciones
diferenciales del flujo curvilineo para un canal de eie recto y cualquier forma de
seccion (figura 2.1). El eje recto elimina cualquier curvatura herizontal y el efecto
del fondo curvo ocurre sobre planios verticales paralelos al que contiene a dicho eje
y al propio centro de curvatura. Por elfo, la curvatura del fondo es la que tiene el
canal sobre su eje y define el centro de curvatura de {a seccion, el cual mantiene
su posicton en direccion transversal. Cuando la curvatura cambia en la direccion
del eje del canal, io hace de manera continua. El flujo curvilineo es el resuiltado del
efecto que produce dicha curvatura a través del componente de la aceleracion
normal a las lineas de flujo sobre planos verticales (paraletos al plano x ~ z}, sin
existir componentes del movimiento en la direccion transversal (v, =a_=0). Por

tanto, las ecuaciones diferenciales del movimienio tienen que ingluir terminos gue
contengan dicho efecto.

En el analisis se acepta que el flujo en el canal sea incompresibie (dado que s a
superficie libre), irrotacional, no viscoso y con friccion. La irrotacionalidad es una
hipGtesis muy comtn en la hidraulica y significa que existe un potencial de la
velocidad. El escaso valor de la viscosidad del agua y la turbulencia existente
justifican que el flujo sea no viscoso.

Para facilitar e! analisis se utiliza un sistema de coordenadas curvilineas

orfogonales en el espacio (5. ¢. n). similar al adoptado por Dressler (1978} pero con

las modificaciones necesarias para tomar en cuenia la geometria longitudina de|

fondo del canal y la que tenga su seccion en direccion fransversal al movimientc.
18



Considérese el canal de eje recto v fondo curvo que se muestra en la figura 2.1,
donde se produce un flujo de las caracterfsticas ya mencionadas. Su analisis
puede reaiizarse con el sistema fijo de coordenadas cartesianas {x, y, z) que se
muestra en la misma figura, siendo x el eje horizontai gue sirve a su vez como nivel
arbitrario de referencia , y un eje también horizontal y z el gje vertical. Sobre elios

se alojan los vectores unitarios (i, j, k) respectivamente. El origen del sistema
coordenadeo es también arbitraric.

]\\\““'M--H
T

m“*ﬁ-
"-u~‘h-\
i T

T
Centro de curvadyrn . 22

Eje d¢ curdalurt—

G e A e s

\N‘ziﬂﬂﬂ

Figura 2.1. Definicion del sistema de coordenadas curvilineas

L.a coordenada s del sistema sigue fieimente ta forma conocida del fondo curvo y
mide !a longitud de arco de dicho fondo. Dicha coordenada define la posicion de
un plano ortogonat at fondo en cada punto, que contiene 1a seccion transversal del
canal y sobre el cual se mide |a coordenada ». No habiendo cambic en direccién
tateral sobre dicho plano, la coordenada ¢ es de igual magnitud y direccion que .
por tanto, el sistema curvilineo es realmente (s. v ») y poco difiere del que se

empiea para el flujo unidimensional sobre un fondo plano.
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La coordenada n de un punto P en el campo de flujo se establece desde el puntc B
en direccidn ortogonal al fondo hasta el nivel del punto en cuestidén. Finalmente la
coordenada y ubica al punto P. El punto B en el fondo se localiza mediante las
coordenadas (x =& y =0, z = £). Asimismo, la curva qgue representa al fondo se
define a traves de las funciones (solo de s):

x = &(s) 2.1)
y=0 (2.2}
2= (s (2.3}

siendo necesario que la cwva sea continua, ademas de tener pendienie vy
curvatura también continuas.

El perfil de la superficie libre se desconoce, pero se representa por n = d (s, £,
donde 4 es la distancia oriogonal desde el fondo hasta la superficie libre (segin »)
y es funcién de s y la variable 7 (flempo).

Las nuevas variables independientes (s, y, ») forman un sistema de coordenadas
curvitineas ortegonales como se muestra en la figura 2.1, de donde es facil deducir
que las ecuaciones de transformacion entre los dos sistemas coordenados para un
punto cuaiquiera P son:

x(s.m) =~ n (2.4)
¥y (2.5)
z(s,m)y= ¢+ & n (2.6)
donde los términos:
& is) = %— = cos ¢ (2.7)
g {s) = aﬂ‘j = sen ¢ (2.8)

son desde luego funciones solo de s, siendo ¢ el angulo de inclinacion de la
tangente al fondo en el punto B respecto de la horizontal. Por supuesto, se cumple

laidentidad (=) ¢+ (&) = 1.



2.2.2 Veclores base y jacobiano de fa transformacion

Los vectores unitarios base e , e. e son tangentes a las lineas que siguen ias

coordenadas (s, y, n) y también ortogonales entre si. Dichos vectores ge definen
en principic en cada punto P y, por tanto, son funciones de s, y y n. Los veciores

unitarios (i, j, k), segin (x, y, ), son en cambio fijos cualquiera que sea el punio en
cuestion.

£l vector de posicidn del punto Pes r =xi + y | + 2z k, de manera que los veciores
unitarios en dicho punto son:

ar [} 8
= orjior 2.
I
e - Oor / or (2.9b)
* oy By
- br jror
e, = Feg e (2.8¢)

donde los denominadores se conocen como factores de escata.

Siendo: &2 =388°/0s ; = 0¢°/0s ; de las ecuaciones (2.4), (2.5) y (2.6) resuitan:

ar e a3 -4 T o)
é«;(s’ n):(;_, —§n)l+(.§" + ¢ n)k (2.10a)
or .
o 2.10b)
v ! (
-1
A N R (2.10c)
o

Los vectores base se definen mejor en ei fondo (n = 0) a partir de las ecuaciones
(2.9) y (2.10), de modo que sean funcién sélo de s, es decir

el\(s} =& i+ 0k (2.11}
e = (2.12)
0] RO SO (2.13)



ya que para » =0, de las ecuaciones (2.10a, b y ¢) se obtiene

18:'_““__
Bl
or _Earﬁfi,')i_l_i,Fh
GS“EBn = vk A

De acuerdo con las ecuaciones de Frenet-Serref, para el punto B en el fondo se
cumple:

Oe

= ke (2.14)

os 1

aey {5

5 Te = 0 (2.15)
%, 2.16
m S TKe ~Te =-Ke {2.16)

ya que la torsion es ¢ = 0 en virtud de que la coordenada y sigue una finea recta,
siendo (s} = U/R(s) la curvatura del fondo en el punto B, definida como el
reciproco del radio de curvatura R en dicho punto (figura 2.1) vy funcion sélo de s.
El valor x> 0 describe un fondo concavo y el de k<0 al convexo.

De la ecuacion (2.11) se obtiene e! vector

Oe

5 — ¢ ite7k (2.17)

el cual es perpendicular a ¢ y colineal con n. Se cumple asi que

-

»2 C’e-" el ] : g 2
=5 = () o) 2.18)
ya gque ]en ] = |. Seguin las reglas del producto escalar, también se cumple que
e e CE_ = e K et A (2_19)



yague e¢» ¢ = 1. De este modo, con las ecuaciones (2.12) y {2.17) resulta

K=g g7 -7 g (2.20)

Finalmente, es obvio gue

& 3 ,__,.,.}:._ = s b4 = ¥ o= n = 2 _ O 221
oy on ot Os on ot Os oy at ( )

Para que (2.4), (2.5) vy (2.6) sean las ecuaciones de transformacion entre los deos
sistemas coordenados, es necesario y suficiente que el jacobiano de la
transformacion sea distinto de cero, en cuyp casc deben existir ecuaciones

similares para la transformacion reciproca. El jacobiano de la transformacion se
expresa como sigue.

& oa oa| o,
os &8y on "é; 0 5 @C_ ﬁﬁi
glarzy | & & |t o =% on
S0 o o on oz 8z
oz &z oz Oz, 0 oz B8y on

oo & o

donde las derivadas parciales se han obtenido de las ecuaciones de
transformacion (2.4) a (2.6). De acuerdo con las ecuaciones (2.7 )y (2.8), la suma

de los dos primeros términos en la anterier vale uno y con la ecuacion (2.20) el
jacobiano se reduce a ia forma

X, V, I

.fth_&)=1—M7 (2.22)
5, v, n



£s decir, J (s, ¥, n} = 0 y el mapeo es posible uno a uno siempre que para x > 0,
n <1/« = R, 10 que es obvio geométricamente; e caso de J (s, y, n) = 0 haria que

el mapeo cesara de ser uno a unc. El valor maximo de knes paran — d, y 1@
condicion anterior restringe la dimensién 4 en todos los flujos donde x> 0 & que
xd <1. Porrazones obvias, es también J (s, y, n) = 0 cuando £<0.

Ef factor de escala en la ecuacion (2.9a) es la magnitud del vector exprasado por la
ecuacion (2.10a}, como sigue

| o
| @s

- {(g S N P g"”nﬂm

Al desarroliar los binomios y agrupar términos

Zl-lio2fee - ge)as [l 4 ()] ]
y d¢ fas ecuaciones (2.18) y (2.20)
—g—g— = [1 ~ 2 mn+ Kznz]m = [(1 - m)z]m:J (2.23)

de modo que el factor de escala segin s es el jacobiano de la transformacion.

Por el mismo camino, de tas ecuaciones (2.10b y c), los factores de escala
restantes son: |dr /8y ! = |or/on| = 1. Esto significa que un incremento ds a partir

del punto B equivale al incremento diferencial ./ ds a partir del punto P y que los
incrementos dy y drn en B son los mismos que en P. Es decir, el jacobiano es el
factor de escala parasyelvalor 1lo es parayy ».

De este modo, el incremento diferencial de arco {ds + dy + dn) en B equivale al
incremento diferencial de arco en el punto P de valor

da = J{J dsyf + ()} + (dn) (2.243)
En la misma forma, las diferenciales de drea y de volumen en coordenadas (s. y, #)
estan dadas por:
dA = J ds dn (2.24h)
do - Jdsdy dir (2.24¢)
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Dado el vector de posicién del puntc P por sus componentes segin (x, y, z), a

través de las ecuaciones (2.4), (2.5} y {2.8), los veciores unitarics en las
expresiones (2.9a, b y ) soh enfonces:

l;—-—rl

g =

¥

OF ] _or _ . _ . or
A (2.258); e = = j (225b); e = 5n (2.25¢)

o~

[

Para la transformacion inversa, del sistema curvilineo (s, v, #) al sistema cartesiano
{x. y, z), se dispone del vector

Vs ={8s/ox) i+ {as/ oy} § + (0s/8z) k {y en forma analoga, de los veclores: Vy

y Vn). Se demuestra entonces que los vectores base son las mismos, pero ahora
se definen como sigue:

e =5 — s (2.26a)
s VS[

e =2 -y {2.26b)
& V};

e = .y, (2.26¢)
” Vn

Esto significa que los factores de escala para transformar el sistema de
coordenadas curvilineas orogonales elegido al cartesiano (x, y, z), son los

reciprocos de los antes encontrados: [Vs( =1/J; | Vy|=1; |Vn| = 1.

2.2.3 El gradiente

Sea ¢ = ¢ (s, y, n) una funcidn escalar diferenciable y con las ecuaciones (2.4), {2.5)
y (2.6) como las de transformacion del sistema coordenado curvilineo orfogonal,
los componentes de gradiente de ¢ en el sistema cartesiano son:

o¢ _Op s O & D¢ ém
T =T At 3o n t Ao
ox Os &x Oy ox  om Ox
op  Bd gs O v B¢ Enm
T L Wi
oy os dy  Ov dv On ov
A C¢ On
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-.c-.
T

e

B

o [ ’:’.‘)
3]

3
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)
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de modo que, con;, Vg = {84/ ax) i + (8a/8y) i + (99 /&) Kk, resuita

5‘;&5(55. o, 85,), (Y & . )
Vg = et azkj+ay[\ax;+@j+8zk)
55’35( on . an\‘

axi+8yj+8"k/f

tan € : - 9% ﬂé °p
Por tanto, se reduce a: V¢ 2 Vs ay Vy + o Vi

De las ecuaciones (2.28); Vs = e /I, W= ey; Vn = e las cuales se substituyen
en la anterior y se obtiene finalmente

1 o¢ [ o9
V=T el s (2.27)

gue expresa al vector gradiente en el sistema de coordenadas curvilineas elegidoc.

2.2.4 Ladivergencia

Sea el vecior

g=0{(s3.ne + $, (s, ». n) e, + 4, (s. y, 1) e, (2.28)

una funcion vectorial diferenciable en el sistema curvilineo de vectores base ¢, e

e . Se demuestra que la divergencia de dicho vector en coordenadas curvilineas
es

y (09 B¢, oJg ]
{8? o - é’nJ

v (2.29)
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2.2.5 Efrotacional

Se demuestra que el rotacional del mismo vector §, dado por la ecuacién (2.28),

en el sistema orfogonal de coordenadas curvilineas elegido estd dado por el
determinante

Je e e

- 1l8 8 &
VT ia Y E (2.30)

)

2.2.8 Componentes de la velocidad

El plano que contiene las coordenadas (y, n) s ciertamente ortogonal al fondo del
canal en cualquier punto de coordenada s, pero la trayectoria de las particulas que
pasan por cualquier punto P (s, y, n) en &l campo de flujo (figura 2.2) no es
necesariamente ortogonal a la direccidn »n en que se ubica dicho punto. Esto
significa que e} vector velocidad en ef punto P tiene por 1o menos los componentes
uy w; el primero es perpendicular al plano que contiene a las coordenadas (y, n) y
el segundo es en la direccién de n. El tercer componente es v = Vo= 0, lo que

significa que &l movimiento se realiza exciusivamenie sobre los planos paralelos al
(x —z) en que ocurre la curvatura, con las correcciones del caso, tal como se
considerd en las hipétesis de partida.

£l vector velocidad en cada sistema coordenado queda entonces expresado en la
forma
v(s,n,r):v_ i+v k=ue +we

i/,r-(:enfm de curvaturg en Ty @

i Suparhcm lihra, r=d (5,1
—\M {presion n1mnntt~rmo,p-o)
A

3 Jm
R 4 I!-‘Kn}ﬁ’
& de cur= .

1 vg:’;m ar cBur \'15.5 8 A

? vzo ¥ 15,7

i e, 0,0} \ du 1)
sPunto do rete- c\ \
/ rencia, 520 ~ . §

. -
fud
_0g  N.wel ds rgfevenca }

— s [ TS PP . A ST R

Figura 2.2. Definicion de variables en un flujo curvilineo.
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De las scuacionss (2.7), (2.8}, (2.11) y (2.12) se obtienen las relaciones:

v_= ucos § ~ wsend (2.31a)
v =v=0 {2.31b)
v.=usen &+ wcos & (2.31¢c)

De acuerdo con las consideraciones del inciso anterior y lo expresado por Ia
ecuacion (2.23), los componentes Unicos de ja velocidad segin sy » son:

u(sn=J (50 L (2.32a)
w(sm f) = g‘f} (2.32b)

2.2.7 Componentes de la aceleracion

La forma vectorial generai de la aceleracién en un sistema ceordenado cartesiano
as

2 ~
a:dv=V(%] vaxv+%§ (2.33)

donde v es la magnitud del vector velocidad, es decir, v’ =« +w . ES necesario
g

encontrar sus componentes en el sistema coordenado elegido. De la ecuacion
(2.30) ycon &w /Oy = 8Ju/ oy = 0, se obtiene

'Je\l € e
P |6 o 8 1 (6w am
T o | o e o | D e | e o S 2.34
voxw J|ds Oy 0On J (as on %, ( )
Ju 0w
i
También es
J{;! e_l' e?]’ i
V ox vy s -.l}n.l () ‘tV X v}l, { lu =W {V % 1']‘ e - u [V % v]l e,

Y ) uo
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donde se sustituye el componente dado por ia ecuacion (2.34) y se obtiene

,
vawiwl?—taw Oju)e +%(§l‘i"§f£)en

J\os  on L Os  On
Debido a que &/ /én = - x, al desarrollar resulta
I 3 _ .\
vaxv:‘rﬂi}%%nu @imf-uwje +rL~+~—--- an-kf}uﬂen

Se sustituye este resuitado v el desarrolio del gradiente (ecuacién 2.27) en la
ecuacion (2.33) y resulta

2 2 ~ 3 T
on A

J Bs 2 J s on F;
{2 2 1

o wrw i uow L Ou K o 0w

‘L{ank g J‘Jas “awm TTM T a

donde v es la magnitud de! vector velocidad, es decir, v* = «* + w’.

Al desarroliar las derivadas y simpfificar, resultan finalmente los componentes del
vector aceleracion en cualquier punto de coordenadas (s, ), gue es

(u Ju cu 'y Ou
kJ B v E . a )
/
K 2 u ow aw Ow
= — A 2.
+ L_J Rl et &Jen (2.35)

Esta expresién muestra que ia aceleracion en todos los puntos del campo de flujo y
en cualquier instante ¢ iene Unicamente dos componentes: unec en fa direccidén de
¢ Yy otro en la direccion de ¢ , sin existir componente en la direccion de e .

Dichos componentes son diferentes de los que se obtienen para un sistema natural
de coordenadas siguiendo una linea de corriente.

Los componentes se pueden fambién obtener a partir de la definicion de
aceleracion. En efecto

. av d ( )
N o)== — e + e
. 1 1) 1 dr > i



{ bien, dado gue eye dependen sodio de s, resulta

 du ds 02 gw s O
i T R

Al desarroliar las derivadas totales de los componenies u y w, s obtiene

(dsau+_c§;16u oaje ”gg%
dat Os at om ot J gt Os
_i/cisauf.dn8w+8w\e ds Oe,

7 s T am T wm T H B

Sustituyendo las ecuaciones de Frenet-Serret (2.14 y 2.16), asi como ds/dt y dn/dt
de las expresiones (2.32), la ecuacidon anterior se convierte en

_{u ou Loy, LK
a“['}asﬂtw Je +J_u e

u ow ow  ow) K
'*'(“fas”an*ar;e» 7uues

donde al agrupar términos se llega a la ecuacién (2.35).

2.3 ECUACIONES DIFERENCIALES DEL FLUJO IRROTACIONAL

2.3.1 Aspectos generales

El flujo definido ampliamente en el subcapitulo 2.1 ocurre en forma de capas
deigadas de liguido, corno se muestra en la figura 2.3a. Se designa por 5 a la
dimension horizontal aue tiene {a seccion del canal a la distencia n en el planc de la
seccion, como en la figura 2.1, siendo un escalar que depende sblo de n. Cuando
la seccidon del canal cambia ademas en el sentido longitudinal, se complica mucho
su geometria para fines constructivos y prefiere evitarse.  Sin embargo, es
necesaria en tuneles, ya que ia seccion se define mas faciimente en direccion
perpendicular al fondo, eligiendo cambios graduales en el sentido {fongitudinal por
las grandes velocidades que adquiere el agua. Esto significa que el modelo debe
aceptar cambios de B con s ¥ », de la misma manera que varian los componentes
de {a velocidad « y w, pero los que ocurran con s deben ser graduaies para no
modificar las condiciones de curvatura, es decir, para no introducir el tercer
componente de la velocidad v en direccion transversal (segun v). Por tanto, en
algunos casos. /4 se puede integrar con los componentes de la velocidad y formar
nuevas funciones, como B vy B w, para simplificar ios desarrolios.

&
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a) Volumen de control

L d
. --*9' o oiE

o

b) Irrotacionalidad ¢) Continuidad
Figura 2.3. Derivacion de las ecuaciones basicas.

Con las consideraciones y desarrollos antes expuestos, es posible establecer las
ecuaciones diferenciales dei flujo curvilineo suponiendo un liguido no Vvis¢oso,
como se hace en et modelo de Saint-Venant, perc infroduciendo desde aqui 1a
fuerza de resistencia por friccidn en las fronteras rigidas sin perder rigor oi
precisién en los resultados. Es decir, se prefiere el desarrollo completo de las
ecuaciones a partir de oS principios basicos. en ugar de transformar las
ecuaciones de continuidad y de Euler al sistema de coordenadas elegido.
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2.3.2 Condicion de irrotacionaiidad

Se obtiene de la ecuacidon (2.34) haciendo V x v = 0 y resulta

VL (2.36)

Esta expresidn tambidn se obtiene medianie el tratamiento que a continuacidon se
explica.

Se define el volumen de control 1234 de tamaio diferencial que muestra ia figura
2.3b, donde la condicion de irrotacionalidad se iogra con el Unico componente del
vector que existe: [V x v} = 0. Esto equivale a establecer que la circulacion

positiva (en direccion confraria a las manecillas del reloj) sea cero.

La velocidad del flujo sobre la cara 1-2 es Ju para hacer el recorrido sobre el
segmento J ds, de modo que fa circulacion sobre dicha cara vale: + Ju J ds. Por
tanto, la circulacion sobre la cara paralela 3-4 a la distancia dn es:

~ |Ju + (@4 / 8n) dn| J ds. En ambas caras se consider la longitud media J ds del
segmento.

La wvelocidad del flujo sobre la cara 1-4 es w y sobre la cara 2-3 es:
w + (0w/8s) J ds y ambas actGan para efectuar recorridos sobre segmentos de
fongitud dn.

L a circulacion sobre el area 12341 es enionces

ﬁ‘ v-ds::I Ju.fderj [w-r-—@-—.}d}
12341 -2 - s» )

/

-1, (J - i"f“ dn] Jods = [ wdn
Al efectuar jas operaciones resulta

§v~dS:j‘§—u~JCfsdn* —Q"-@f-d J ds

Z-3 34 Csrl
De acuerdo con el teorema de Gauss, el componente del rotacional se obliene

dividiendo la circutacion entre el area ./ dJds dn encerrada durante el recorrido, de
manera que ia condicién de irrotacionalidad es la dada por la ecuacion (2.36).



2.3.3 Ecuacion te continuidad

El mismo volumen de control de la figura 2.3b se uliliza para obtener la ecuacitn
de continuidad, como aparece en las figuras 2.3a y ¢, donde se representan sus
dimensiones vy los componentes de la velocidad Gtiles en la derivacién. A dicho

voiumen de control se aplica la ecuacion de transporte de Reynolds para la masa,
que esta dada por

HSCJO (v-ndA) + E‘?} H_ch du = 0

Debido a2 que la densidad p permanece constante, la masa de liquido que entra al
VC por la cara 1-4-8-5 en la unidad de tiempo es: - p Bu dn. De igual manera que
u, s€ considera que la dimension B de la seccidn varia en la direccidén s, de modo
que puede integrarse con » como una sola funcion Bu. La masa de liquide que
sale por la cara 2-3-7-6 es: p [(Bu + &Buw&) J & dn. Por el mismo camino, la
masa de liquido que entra por fa cara 1-2-6-5 vale: (- g B.J wJ ds) y la que sale por
la cara 3-4-8-7: p [BJw + (8BJwidn)] J ds. Por tanto, la masa neta de liquido
gue entra vy saie del VC es la suma:

Zﬁzzp[8u+ 5;” stJ dn ~ p Bu dn
r
“p i Bhw s agi“’ dn]st—pBJdes

[l.plv-nad)= HJB(’;” + agiw} o J ds dn

La variacion de la masa dentro del VC en el tiempo (dh es: p % (B.7 dvdn), pero

dado que BJ, ds y dn no dependen de ¢, el principio de conservacion de la masa se
expresa entonces mediante la ecuacidn

cBu  oBJw
ds  On

=0 (2.37)

la cual tambien se obtiene de la ecuacion (2.29), haciendo: ¢ = Bu; ¢, = 0!
¢, = Bw,demodo que V-8Br = 0.



Cuando B no cambia con s, 0B/ ds = § vy la ecuacién anigrior s& convisrie en

cu | OBJw _
Cuando B tampoco cambia con » (seccién rectangular), 8/dn = 0 y la ecuacién
anterior se simplifica a {a forma

O A

i I

Bs T —é;;- = { (239)

2.3.4 Ecuacién del movimiento
a) Ecuacion vectorial

Antes de establecer la ecuacion de movimiento es necesario precisar el criterio
para insertar, desde un principio, el efecto resistivo en ella. Los modelos de flujo
convencionaies, como el de Saint-Venant, excluyen inicialimente la resistencia
ocasionada por fuerzas friccionantes y viscosidad turbulenta ejercida por el fondo y
ltas paredes. El efecto conjunto retardatorio se introduce después mediante el
artificio de calcular los esfuerzos tangenciales sobre las fronteras, distribuyendo la
fuerza resultante que producen sobre cada capa de liquido desde el fondo hasta la
superficie libre, De esta manera, aungue el dominio del liquido asi considerado
corresponda a un volumen de control de gran tamaiio, las ecuaciones diferenciales
que gobiernan describen el flujo de una particula de masa dm de pequedio tamaho
con el mismo rigor. En el caso presente se sigue un camino similar pero la
resistencia se inserta simultédneamente como una fuerza separada con la magnitud
deducida de un analisis adecuado al tipo de flujo, como se explica en los
desarrollos que siguen.

Cuando se aplica la ecuacidn de fransporte de Reynolds al principio de
conservacion de la cantidad de movimientoc en el volumen de control de la figura
2.4, se obtiene

r :f'”” K(,m) du = H.w‘ v{pv-ndA )+ H ——~pdu

donde F es la resultante del conjunto de fuerzas de superficie {externas) y de las

fuerzas de cuerpo actuando sobre la masa elemental. ElI simbolo /D¢ se

interpreta como la derivada {otal de Stokes del producto de las variables gue afecta
dentro del volumen de controtl.
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Figura 2.4. Geometria de la seccion normal al fondo.

En los libros de matemaéticas se demuesira gue la expresidn anterior equivale a la
siguiente

E + F = .‘.ﬁw 2’ g do (2.40)

donde se ha subdividido a f=F +F;, siendo F fa resultante de las fuerzas de

cuerpo gue actian sobre la masa elemental y de las fuerzas externas que sean
distintas de la fricciéon, ya que I*} es precisamente la fuerza total de friccion que

acttia sobre las fronteras mojadas del volumen de control opuesta al flujo. La
ecuacion anterior es una expresion de la segunda ley de Newton.

Como se menciono, las fuerzas F se subdividen en fuerzas de cuerpo F,. por
unidad de masa y en fuerzas de superficie F por unidad de area. lLas fuerzas

F£.. se deben a la accidn de campos magnéticas y gravitacionales que acttan
sobre la masa contenida en ef volumen de control. Las fuerzas F agrupan a ias

fuerzas normales a la superficie de control producidas por la presion p y a ias

fuerzas tangenciales a dicha superficie generadas por los esfuerzos cortantes
atribuidos a {a viscosidad del agua que no se consideran. Por tanto, se tiene

F = ﬁ‘j‘w e Fodu o+ j‘LCF_:E g di = .ij p F.odu - ﬁstgr podd
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Se considera Gnicamente ¢f campo gravitacional de mode que £ = v, donde O

es ia funcidon potencial de dicho campo. Ademas, la integral de superficie se
iransforma en integral de volumen mediante el teorema de Gauss, y resulia

= [l de v - %) @

Sustituyendo esta expresion en la ecuacion (2.40) v aceplando que 2=~ gz, se
ohilene

(fy (0 2+ 2 oo

Por razones geomeélricas, ta altura del volumen diferencial se calcula como:
z={+ncos 4 Ademas, el vectar aceleracion se expresa mediante la ecuacion
(2.33) donde se acepta la condicion de irrotacionalidad (V x v = 0); por tanto, la
ecuacion anterior se convierte en

_m V gl + gn cos 6 + 2, Lj-li) + -a—”p dv = F
e p 2 y. af—; J

donde el término

His,n ) =&+ ncos 0+ L+

(2.41)
gp 2g

es la energia total (por unidad de peso) de la capa diferencial de liquido, de modo
que la ecuacion también es

i

donde F, esia fuerza total de resistencia al flujo praducida en la frontera mojada
en direccion contraria al movimiento. Cuando F, o= 0 resulta la forma vectornial de
la ecuacion de Euler

2} p dv = F (2.42)

VoH + W =0 (2.43)



b}y Componentes de la ecuacién de movimiento

Los componentes de la ecuacion (2.42) corresponden a ias direcciones
coordenadas sy n. Los vectores base son funcidn sélo de s vy quedaron definidos
en cualquier punto det fondo mediante las ecuaciones (2.11) a (2.13); en particuiar,
los que correspenden al punto 0 (s = 0) de ia figura 2.5, en el instante ¢ = 0, son:
e (y ¢ (0). Porianto, para obtener el componente segin s en s =0, s& toma &

productc escalar de e (0) por la ecuacion (2.42) para gue todas ias variables se

valten en s = 0 y ¢t = 0, v se pueda omitir la dependencia respecto de s y ¢ por
brevedad en los desarrolios. Ademas, con du = BJ ds dn, se obtiene

-

d cy
j‘ﬂes(O)-ligVH + E} p BJ ds dn = dF,

O bien, de acuerdo con el desarrollo de la ecuacién (2.27), para el componente
segun s se tiehe

r
d! g oH cu " _

De igual manera, al fomar el producto escalar de la ecuacion (2.42) con ,(0),
resulta el segundo componente (segun »)

R 3H aw
e +—| p BJ dv dn = dff, (2.44Db)
on ot '

]

donde 4", vy df, son los componentes respectivos segun sy r de la fuerza total
de resistencia en ia longitud ds.

¢c) Efecto resistivo

Para incluir el efecio total resistivo en las ecuaciones diferenciales, el
procedimiento estandar en modelos como el de Saint-Venant consiste en aceptar
una fuerza de cuerpo resistiva ficticia (por unidad de masa) distribuida a fo largo de
cada capa delgada de liquido. El componente resultante de dicha fuerza para la
capa eniera debe serigual al componente de la fuerza producida por 1os esfuerzos
tangenciales actuando sobre el total del perimetro mojade. Una vez que la
magnitud ¢ de esta fuerza de cuerpo ficticia {con dimensiones fuerza/masa) se
determina en cada punto del flujo, se puede agregar como un téermino restrictivo
adicional en el lado derecho de la ecuacion del movimiento principal de la particula
elemental dum.

O8]
=1
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Figura 2.5. Volumen de control al obtener ia fuerza de resistencia al fiujo.

Por otra parte, la variacion en la magnitud ¢ de la fuerza de cuerpo a través de fa
capa liquida no presenta problema. En efecto, debido a que cada particula en
cualquier seccion vertical del modelo de Saint-Venant se comporta de la misma
manera, es obvio que cada una se ve afectada por la misma fuerza de cuerpo
resistiva y por ello, la fuerza de cuerpo ficticia ¢ (x, y, r) i debe ser de magnitud
constanie a lo largo de {a capa delgada eigual a F, (x, 1)/ m, donde F iesla

fuerza cortante total ejercida por el perimetro mojado de la capa rectangular de
longitud dx, y m s |la masa total de liquido en esa capa.

Dressler v Yevjevich (1984) utilizaron e! procedimiento antes descrito para
determinar la magnitud apropiada de la fuerza de cuerpo resistiva ficticia e incluirla
en las ecuaciones del flujo curvilineo de Dressler. Para ello supusieron
arbitrariamente que la fuerza de cuerpo analoga ¢ ¢, deberia ser constante en la

direccion n y que su magnitud se podia calcutar dividiende la fuerza tangencial
resultante en la frontera entre la masa total afectada en una capa angular delgada
(figura 2.5). Sin embargo, en el modelo del flujo curvilineo, no todas las particulas
en una seccion transversal plana se comportan idénticamente, ya que existe
variacion del componente w de la velocidad con (s. n. ). Por tanto, es preferible
emplear un analisis matematico sin suposicion alguna para encontrar. tanto el valer
correcto de 7 cn las ecuaciones diferenciales del flujo curvilinea, como su variacion
funcional a traves del flyjo.
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Se introduce ahora un segundo flujo donde no ocurren esfuerzos tangenciales en
fas fronteras, pero en cambio actua una fuerza de cuerpo retardatoria en la
direccion s, 4.=4 (s n 4 » ¢fs), distribuida de tal manera que su accién resistiva

produce las mismas condiciones en los campos de velocidad y presion gque
ocurren en et primer flujo , donde el VC estd sujeto a esfuerzos tangenciales en las
fronteras. La funcién desconocida ¢ se determina mediante ofra aplicacion de la
ecuacion de transporie de Reynolds al segundo flujc en la direccion s, resultando

g oH 6‘1:"

J-: {_j “é‘;’ arJ 0 B() J(n} ds dn = j:éf;(”} Jn) B{n) p ds dn

Dado que la ecuacion anterior y la (2.44a) tienen términos idénticos en el lado
izquierdo, se deduce que la expresion

J: 4 Jm B@ p ds dn = dF (2.45)

es la condicion para integrar ¢, a partir de dF,, para que las ecuaciones sean
equivalentes.

L.a ecuacion de! movimiento principal segin s para este segundo flujo se puede
entonces escribir en la forma

g oH (s, n f) duls, n r)
J(s.n) as &t = Llsnt)

donde aparece ahora ta fuerza de cuerpo g, por unidad de masa. Para ias
particulas dmenelplanos =0y en ¢ = ¢, la ecuacion anterior se convierte en

¢ oH(n) duln)
J{n) &s o1

= g.(n)

donde ambos lados de 1a ecuacion son funciones que varian con n y se puede
también expresar en la forma

5HIO ¢ )
‘QOH.! qfn,_!_'”,n)au )

o8 gt

=4 1 r:}, y [J?’ (2.46)



Por un gaming similar con el componente n, se encuentran las ecuaciones
equivalentes a ta (2.45) y (2.48), que sorn:

j‘: L) J(n) Bln) pdsdn= ar,, (2.47)
8H 8w
2L 2 ) 2.48)

Las ecuaciones correctas dei movimiento son enionces ia (2.46) y (2.48), donde
la fuerza de cuerpo por unidad de masa tiene que calcularse con las ecuaciones
{2.45) y (2.47) a partir de la fuerza total de resistencia F, .

2.3.5 Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera a considerar se establecen a continuacién. Para un
fiquido no viscoso, la velocidad de la particula en cualguier punto del fondo (n = 0)
debe ser tangencial al mismo, es decir

ws, 0,8=0 (2.49)

Para un punto en ia superficie libre, n = d (s, t}, y Ia presidn es la atmosférica, es
decir

pis, d =190 (2.50)

L.a Gnica condicion cinematica de frontera en la superficie libre consiste en que
cualquier particula en dicha superficie siempre permanece en elia. De este moedo,
con la funcion ¢ (s, n. £) = » -~ d (s, 1) = 0 se define el movimiento de la superficie
libre, de manera que el componente de la velocidad de la particula superficial en
direccion normal a Ia superficie libre movil (y = () debe ser iguai al componente de
la velocidad tambien normal a dicha superficie,

Et vector unitario normal a la superficie libre es

Vi
w ]Vy/|

y —

La velocidad en direccion normai a dicha superficie se define por - (éy/dr)/! V|
yesiguala u » ¢, es decir

i« Q:;{;'/ e



En el sistema coordenado (s, n) &l vector velocidad en la superficie libre se define
en la forma: » = u, ¢+ w, ¢,. Ademéas, como expresa la ecuacidn (2.27), &l
segundo termino vale

1 oy . - oy e = 1 8d

J as C om " J, Os °F "

De este modo, al efectuar el producte escalar e, -V, se obtiene
u; od od

7, 3 TS

donde J, es el valor del jacobiano en la superficie libre y fa condicion de frontera
en dicha superficie resulta

Uy .a_d. S _a_g.,
I — xd Os ot

(2.51)

El sistema de ecuaciones {2.36), (2.37) y (2.45) a (2.51) es el mas preciso para la
solucion det flujo curvilineo irretacional (con friccidn).

La dificultad principal en resolver cualqguier problema de flujo mediante dicho
sistema no es tanto fa no linealidad del mismo, si no el hecho de que la posicién de
fa frontera superior del flujo (superficie libre) se desconoce y no se sabe de
antemano donde imponer la condicion de frontera necesaria dada por las
gcuaciones {(2.50) y (2.51), lo que constituye un ejemplo tipico del llamado
problema de frontera libre. En cambio, ia gran virtud de las ecuaciones de Saint-
Venant es que proporcionan un medic de solucion para encontrar la posicion
aproximada de la superficie libre, ya que ésta aparece como una de las incdgnitas
en ellas.

2.4 ECUACIONES DIFERENCIALES DEL FLUJO POCO PROFUNDO
2.4.1 Restricciones
Por ias razones antes mencionadas, es necesario restringir los flujos definidos por

el sistema de ecuaciones antes obtenido a agueifos poco profundos o someros.
Se puede demostrar que esto equivale a aceptar las condiciones siguientes:

%’?v ~ 0 (2.52)
i f;‘;; < 0 (2.53)
wi <z | T (2.54)



La condicién de frontera expresada por la ecuacion {2.51) se debe satisfacer atin,
cuando se imponga la condicién dada por la ecuacion (2.54). Para e! flujo
permanenie, o4/8t = 0, v 1a ecuacién mencionada se convierie en

A ) Pe

os (1 - wd) Uy
La hipotesis de flujo poco profundo (scuacién 2.54): |w!| << |u], significa que
w,/u, << 1, por tanto, de 1a anterior se cumpile la condicién

|« }I - Kd] (2.55)

| dd
@

la cual serd mas precisa cuando x < 0, es decir, se esperan mejores resuliados de
la teoria cuando el fondo sea convexo.

2.4.2 Componente principal de la velocidad (irrotacionalidad)

Con la ecuacion (2.52), la (2.36) se convierie en
2 _
"gp‘; (J u) = 0

es decir, J u = constante a io largo de », de modo que en el fondo (n = 0), J = |
(ecuacion 2.22) ¥ u = u, (5, t} es el valor de dicha constante. Por tanto, en la
seccion ortogonal al fondo de coordenada s, la velocidad en el punto P resulta al
integrar la ecuacion anterior y se obtiene

Hy (Sv )

u(s,n,z)::]_m

(2.56)

que equivale a la distribucion tipica de la velocidad en un vértice libre o potencial,
donde, al definir una seccidn s = s, , el componente v depende solo de ». En

. ) n (R~ n ¥ . ;
efecto, setendriaque: 1 — =1 - "= L“—ﬁm = }e“; donde r es la distancia del
centro de curvatura al punto P (figura 2.2) y a todos fos puntas al mismo nivel de P,
es decir, v r = u,R = constante .

El componente principal de la velocidad en el punto A sobre la superficie tibre
resulta

u, (s 4 }
_—
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Bl componente secundario de la velocidad se debe ajustar a las condiciones de
frontera de que en el fondo sea w=0 y sobre la superficie libre satisfaga la
ecuacion (2.51) tomando en cuenta la ecuacion (2.57a}); es decir

2 od ad

=M g7 Y 2.57b
Y ({-xdy o &t ( )

2.4.3 Ecuacion de continuidad. Componente secundario de la velocidad

El gasto en ia seccién plana esta dado por

4 B dn

Q (S; f] = _"j(s'“u B dn = Uy, 0"1—':'7'0_?*

=u, 1, (2.58)

donde se utilizd la ecuacion (2.56), siendo B (s, n) la dimensidén horizontal de la
seccién que es una funcidn conocida de sy » (figura 2.4a); por tanto, el vaior de Ia
integral 1, depende de la forma de la seccidn que adopte el canal. Ademas, con

Q = Ud v dd = B dn, la media de la velocidad en la seccién cumple con su
definicion:

1 _ %
v=Lifuanst1, (2.59)

En las dos expresiones anteriores se ha utilizado la representacién

a B d
L, = [ = (2.60)

0] — n
La ecuacidn de continuidad (2.37) se infegra en toda la seccidn como sigue:

- J d{B J w)= fd{‘ ! C’ (Bu) dn

donde B u = B u (s, n, £). Siguiendo la regla de Leibniz en la segunda integral, la
ecuacton anterior se desarrolla en ia forma

8 od
-8B, J,w,+ B J, w, = A J Budn - B, u, N
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Pero: J, = 1, B, = T (s, n, ) (ancho de la superficie libre) y tomando en cuenta las
ecuaciones (2.51) y (2.58), resulia

80 ad
- T J, Wd""BWo“aS""TJ Wd”}'fjd“é?
Ademas, con w, = 0 se obliene
o0 -
Zaer-m) Lo (2.61)

Esta ecuacién es la de conservacion de |z masa en ef VC, ya que {9Q/ds) se
interpreta como la tasa neta de variacion del gasto gue sale del VC en la longitud J
dsy T {i - xd} ds (8d/3¢) es la tasa neta de variacion del almacenaje superficial
en dicho volumen.

La derivada parcial de la ecuacidn (2.56) es
(2.62)

y con ésia se obtiene el término

OBu _ p Ou OB ou, B d«  Bn OB g

S 4 oy =

s s B _é}_l—m+21“3?(1_m)3+_6’;14m

Con éste, la ecuacion de continuidad (2.37) se integra también como sigue:

» O BY
B w::~_|- e A

¢ ax

donde se ha considerado ia condicion de gue w =0, para = 0. Por fanto

(‘Z}H, H J‘:l{ I d’ (313 1] j
BJwe_ o Bdn Ao Badn o @ (2.63a)
s Y9 1 —xn u’\ b ( ;m]g s vl — Kkn
Al ordenar términos, la ecuacion anterior se convierie en
o, S 1 &8 (
BSw=~-1, - - Py t, = - - In {l ~ mr, i, (2.63b)

A Ay T A0S
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donde se efectuaron jas sustituciones que a continuacion se mencionan. Las dos
primeras integrales dependen de la forma de la seccién y se designaron como
sigue:

n B dn
=l (2.64)
» B ndn
. = 2.65
2 4 (1 K‘FZ)2 ( )

La tercera integral no depende de la geometria de la seccidn vy se sustituyd por

In (1 - Jcn)

J"l._d” - _ 2
¢l — xn K
La soiucion de la ecuacidn (2.63) permite determinar la distribucion del
componente secundario de la velocidad; para obteneria es necesario conocer ia
forma y geomeilria de la seccion del canal (figura 2.4). La seccién mas comimn es

la trapecial simetrica y ocasionalmente la circular; los valores de las integrales para
la primera se obtienen en el subcapituio 2.6.

Cuando se hace »n = d en la ecuacion (2.63b), w =w,, J =J,, B =T, las integrales

deben efectuarse entre los limites 0 y 4, de manera que I, = I,,. Por tanto, la

ecuacion se escribe en la forma
Ou

TSgwg==T,—2 — =, [u,+— =~ 1n(1 xd) u, (2.66)
ds ds KOs

Se sustituye la ecuacion (2.57b) en la anterior, se divide entre 7(1-«f) y con
J,=1-&d, se obtiene

od _wy 2od 1 % duy 1 dec [L)s {27 n(i-xd) .
P ' T s + w—— —— - u e e et e u. —
(3! Kj 5 1 Vesd Jx T ds l-xd " w7 E,-c l-xd v

{2.67)

donde ya no aparece w, y se fienen como incognitas a w, y .

£~
o




2.4.4 Ecuacion del movimiento transversal. Distribucion de le presion

De la condicién (2.54) se deduce que F,= 4, ~ 0 en las ecuaciones (2.44b) y
(2.48); la ecuacién resultante se convierte finalmente en 8H/dn =0 y de las

ecuaciones (2.41), (2.54) y (2.56) resuita la ecuacion equivalente a la de Bernouth
para las lineas de flujc que cruzan la seccion plana ortogonal al fondo, que es

2
Hs, ) = ¢+ noos@ + £ 4 1 - X% ~ constante (2.68)
o (- wf 2

La presién es cero en cualquier punto sobre la superficie libre, es decir, paran = 4,
p = 0; con ello, ia energia en la ecuacion anterior resulta igual a

2
1 %y

His, ) = ¢ + d cos 8 + e pw (2.69a)

O bien, de Ia ecuacién (2.573) también es
H=¢+dco 9+£§— (2.69b)
= 5 28- . }

donde H es independiente de n al valuarse sobre la superficie libre y su magnitud
es constante en la seccidn, ya que depende soOlo de d (s, #). La ecuacion (2.69b)
significa que la energia cinética del flujo (concavo o convexo), calculada con el

componente de la velocidad tangente a la superficie libre, separa a dicha superficie
de la linea de energia.

Al substituir =, de la ecuacion {2.58) en 1a (2.69a), es valido tarbién que

-

H=¢ + dcos 8 + --——~-1—--- Q—-— (2.70)

- md) 22
Por otra parte, de a ecuacion (2.68)

P _ - g - ncos & - ] Mo (2.71a)

8P (2 - Jm)2 2;
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O bien, al igualar las ecuaciones (2.68) y (2.69a) resulia la expresion

1 1 “0
E}; ={d ~ n)cos 6 + i:(i gl —i (2.71b)

que define la distribucion de la presion en la seccién oriogonal ai fondo en términos

de la parte hidrostatica y la debida al efeclo centrifugo, éste dado por el ditime
1érmino.

La carga de presion en el fondo del canal se obtiene para » = 0 y resulta

Py i -2 u§
~L=dcos ¢ + {l - xd} " ~ 1] 272
se=doos 0 fi- k)" -1 2 @72
2.4.5 Ecuacion del movimiento principal
De la ecuacitn (2.56) se obtiene
Bu_ 1 Bw 1 0u
&t l—wm & J o 2.73)
Con ésta, la ecuacion (2.46) se convierte en
oH (OJ};) ( 0) - oy
g as ot e KXT (i‘?) }(n)

que describe la variacion de la velocidad en el fondo en términos de fa fuerza de
resistencia y de #H, ésta valuada mediante [a ecuacion (2.69b) para la superficie
hbre e independiente de ». El lado izquierdo de la ecuacién anterior es ahora
independiente de la variable », 1o que significa gque debe ser igual a una constanie
en s = 0, fa que a su vez es la cantidad z(0} igual a la fuerza de resistencia

actuando sobre las particulas del fondo. De este modo {0 J{n = #0, lo que
define que la variacion funcional de g debe ser

2y = 72{0) /J(n}

Por una parte, esto significa que al sustituir esta condicion en la ecuacion (2.45) e
integrar a #{»), resuita que

-..
—
g
P
p
o
|
-
1
A3
-~
=



d L4 " - " s r
donde 4= jﬂ Bdn es el area hidraulice de ia seccidn y S se interpreta como la

pendiente local del gradiente de friccidn. Por otra parte, para incluir la fuerza de
resistencia en la ecuacion del movimiento principal en flujo curvilineo poco
prafundo, sélo se necesita la fuerza g(0}=- g5, en el lado derecho de la

ecuacion; el lado izguierdo permanece sin cambio, es decir
OH  Cu,

—_ = g8 2.75a
& Os " ot £2s ( )

Eltérming 0H /&8s es la suma de los tres #rminos que se indican a continuacion:

= gen &

Qg_
Js

Cos = - —— 821 + COS = — sen + COS§
d cos 6 499 sen o ‘9‘;’ xd sen O o

ds 'S 85

w o B o % (o2

Al agrupar los términos, a2 ecuacion {2.75a) se convierte en

K g Wad [ 8x/ls J

T o 155 cosd + Hﬂj!ca% J - [g K seng — (—: f“&h J

+gsend+g S, =0 (2.75b)

donde todos {os {erminos representan a distintas fuerzas por unidad de masa.

2.4.6 Interpretacion de la linea de energia

En la figura 2.6 se muestra el flujo que ocurre sobre un canal de fondo concavo-
convexo y la interpretacion de las distintas variables que intervienen. El
componente «, de la velocidad en ia superficie libre de una seccion ortogonat al

fondo de coordenada s, se determina de la ecuacion (2.57a). De acuerdo con la
ecuacion (2.69b), la carga de velocidad calculada con dicho componente (uj /'Zg]
separa verticalmente a la superficie libre de la linea de energia en fa seccidn

considerada. Para la seccién de coordenada s + ds, de la ecuacion {(2.75a) se
obtiene

ol o P,

— (1{\ R :‘S; (,Zr.\' 1 - "":h {fﬂl
[ .

~

&s
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£s decir, la diferencia de niveles de energia entre dos secciones separadas la
distancia ds es igual a la suma de la pérdida por friccion y del iérmino
(@u, /8¢) (ds/ g); el Gitimo se interpreta como el cambio de la velocidad en el tiempo
como se presenta en la figura 2.6. Cuando e flujo es permanente, du,/0f = C ¥
cuando la pérdida de friccién noe se incluye, S, = 0.

&, uz
I Lingg de energie !f=z+a‘ms€+§§‘

RE—

e
™
\-?g{f.dsz_.i-. ""?“ng‘d-#

2 ) (2] ¢ o
_%_ Calaridad
4
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g gk 2 s e
7 T PR Suparficie libre, n:d{s,7}
- B f'f {presidn oemo-aférica,%w)

tie 7
{ascendenta y normal of fondo)

4
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sEis 2 {verticai)
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perti! de! fondo en &

Figura 2.6. £squema para la definicidn de un perfil de flujo
curvilineo y su linea de energia.

247 Conclusiones

El sistema de ecuaciones no lineales (2.56), (2.57a), (2.58), (2.63), (2.66), (2.67),
(2.71b), (2.72) y (2.75b) se puede resolver, pero antes habria que precisar
algunos aspectos. Por ejemplo, habria que sustituir la soiucién de i{as integrales en
las ecuaciones (2.67) y (2.75b) de acuerdo con la forma de la seccidén. Ademas, la
ecuacion (2.61) es una forma simplificada de ta (2.63) cuando se usa el gasto en
lugar de la velocidad en et fondo. La ecuacidn (2.75a) es también una forma mas
compacta de la (2.75b) y segln el tipo de preblema puede ser més conveniente.
Finalmente, la ecuacian (2.75b) es todavia incompieta ya que es a unica en {a que
se tiene que valuar la resistencia que oponen las fronteras rigidas al flujo. como se
expone en ef siguiente subcapitulo.

i
t




Después de resolver el par de ecuaciones diferenciales (2.67) y (2.75b) para
u, v &, las restantes expresiones permiten valuar a2 , w y p. Los iérminos que

contienen a (dx/ds)/x* en las dos ecuaciones diferenciales se mantienen finitos
aun para x = 0. kn las ecuaciones de Saint-Venant se considera w = 0, pero en
el desarrolio de las ecuaciones presentadas se usé la condicion de frontera de que
una particula que viaja sobre la superficie libre siempre permanece sobre eila.

Esto significa que la condicion de frontera dada por la ecuacion (2.51) no queda
satisfecha cuando se utiliza w = 0 para » < d, al aceptar la ecuacion (2.54). Sin

embargo, el valor de w, oblenido con la ecuacion (2.66) y de », con la (2.573)
modifican el vector veiocidad total lo suficiente para que la condicidn en la
superficie libre se satisfaga. En el caso de flujo permanente esto significa gue la

finea de corriente mas elevada coincide con el perfil de ta superficie libre cbienido
en la solucion de fas ecuaciones (2.67) y (2.75b).

La magnitud de w, es en general muy pequedia y poco afecta el valor de la carga

de vetocidad empleado en ta ecuacion (2.69b). Sin embargo, una vez conocido, se
puede calcular un valor mas preciso de H mediante la ecuacion (2.41), pero conios
compaonentes al nivel de la superficie libre; es decir

2
H(.S,t)zé'+dcos(9+-%;fi

2.5 TERMINO DE RESISTENCIA AL FLUJO

2.5.1 Magnitud de la fuerza de resistencia

lLas ecuaciones (2.75a) o (2.75b) incluyen un término de resistencia gue es
necesaric valuar. La cufia angular de liquido mostrada en la figura 2.5 esta sujeta a
esfuerzos tangenciales friccionantes en toda la superficie de contacto del agua con
el fondo y paredes. Dichos esfuerzos tangenciales se calculan mediante las
expresiones empiricas:

ir,.}.‘ = A,opowt {son 1)

donde las velocidades se toman justo fuera de [a subcapa laminar det fiujo viscoso
turbulento real, siendo 4, un factor adimensiona!l dependiente de vanos parametros

que miden la rugosidad efectiva en ia frontera.
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L_os valores medidos de 4,0 los factores relacionados con el mismo {(como el facior

de friccién f de Darcy-Weisbach o el factor equivalente C de Chezy), se dan 2
través de diagramas como el de Moody. En este anadlisis se conserva igualmente
un 4, general sin considerar la forma especifica que adquiere segun sea el

comportamiento de {a pared. kEn ios desarrolios que se hacen a confinuacion todas
las variables se valtan en {a seccion s = 0 ¥ en el instante ¢ = £,, a menos que se

indigue o contrario, por ello 1a dependencia respecto de s y ¢ se omite por brevedad
en la simbologia.

La fuerza de friccion resultante F, es la ejercida por las fronteras del fondo y
paredes de la SC, siendo F,, su componente segln s (en s = 0). De acuerdo con la

condicion (2.54) de los flujos poco profundos, no es necesario considerar a
contribucion a F, de otros esfuerzos fangenciales =, en lgs paredes; es decir, &l

componente F, segun x {(en s =0) es nulo. Por tanto, F,, es la magnitud de la
fuerza F,.

Integrando la fuerza F, con las dos expresiones anteriores de < tomando en
cuenta la ecuacion (2.56), se hace el producto escalar de dicha fuerza con ¢, (0)y

al integrar, la diferencial de la fuerza F, para una seccion simétrica se caicula
como sigue

. 4 2 . L ¢ (aB 2 J dn
drf — — /LO L U BO ds — 2 )n.U A Uy ds jn *,\:é';;) + 1 [m

Sustituyendo / de la ecuacion (2.22) y con la representacion:

a I ORY dn
= (}SEJ 1 [} @ ml (2.76)
se obtiene
diy = = A, p “ullB{} + 2 i,_r‘] ds (2.77)

donde B, es el ancho en el fondo de la seccion (para n = 0).

Sustituyendo la ecuacion (2.77) en la (2.74). se obtiene finaimente

B+ 20 (2.78a)



O bien, con P el perimetro mojado de la seccidn y R, e radio hidraulico, 4 = PR, ,
y otra versién resulta

i u
S, =- — g & {(2.78b)
f g v Rh
donde
B, +21,
a, = 2 (2.79)

se convierte en un factor de amplificacion de la velocidad, ya que mide ef
incremento o decremento necesaric de ») para generar la misma fuerza de
resistencia gue la velgcidad variable «.

2.5.2 Valor de 4, segun el comportamiento de la pared

Ei valor de 4, en la ecuacidn (2.78) para flujos turbulentos separa tres tipos de

comportamiento de una pared rugosa, a saber: a) de Prandti-von Karman para
superficies hidraulicamente fisas (del cual la parie lineal se conoce como de
Blasius); b} de Colebrook-White para el régimen hidraulico de transicién; c) de
Chezy o de Manning para superficies hidraulicamente rugosas.

En la Hidraulica se considera a la ecuacién de Darcy-Weisbach como una ley
universal de la friccian, en la que interviene el factor de friccion f del mismo
nombre. Para dicha ecuacion, la expresion empirica de 1, es

~
=
!
1
|
20 [~

(2.80)

donde v, es la velocidad de friccion (o del esfuerzo cortante) y U la velocidad
media.

Para el comportamiento de pared lisa en canales se utiliza la expresion de Blasius:
£ =02237/R’" , con la cual

0028
A n = AR? 35 (281 a)
donde el nimero de Reynoids es R, = /R /v, y es$ valida en el intervalo

730 < R, < 23000 . £l simbolo + representa a la viscosidad cinemalica del agua.



La velocidad media U, asociada con el gasie Q, esta dada por la ecuacion (2.59) v
depende de la geometria de la seccidn, de manera que

0.028 v*& 0.028 v*opF

Ao = —mmmpemee = :
& {}rambj{;:.b QG,Z:?

(2.81b}

ja cual se sustituye en la ecuacion (2.78b).

Para el régimen hidrdulico de transicién de una frontera rugosa, e suficienie
emplear equivalencias similares de f/ como {a expresada por Colebrook-White, la
cual es

-2
1 ‘e kiR
Ay = "3 a, Iog]

R, Jf ¢ JJ

(2.82)

donde « , ay c son coeficientes, los dos Gitimos varian con la forma de {a seccion.
Sus valores, segun los autores de la ecuacion, son: q, = 2] a = 0.6275; ¢ = 14.84
para un canal rectangular. &l nimero de Reynolds queda definido como antes.

Para el comportamiento de frontera hidravlicamente rugosa son comunes las
ecuaciones de Chezy y Manning, y el valor de 4, para cada una resulta

2
7 n:%

4
,2, = e = = rs
° 2 RS

(2.83)

donde se ha usado la equivalencia C = R"*/n, = f8g/f , siendo C el factor de
fricctdn de Chezy y n,, el coeficiente de Manning; éste no debe confundirse con la
coordenada n empleada en los desarrolios.

2 53 Pendiente local de friccion

El procedimiento consiste entonces en substituir los valores de 7 antes
encontrados en el valor de la pendiente local de friccion S, dado por la ecuacion

general (2.78b), y después en las ecuaciones (2.75a) o (2.75b). Por ejempio, con
ia ecuacion (2.83) de Chezy y para el compoitamiento de pared hidraulicamente
rugosa se tendria
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St se adopia la ecuacidon de Manning y se sustituye en la ecuacidn (2.78b)}, resuita

n,oul
5, = a, Tt (2.85)
;.

2.5.4 Comparacion de resultados

Conviene analizar la analogia del desarrolic presentade con el convenciona! que se
sigue para obtener 1a ecuacion de Chezy aplicable al flujo rectilineo. E esfuerzo
tangencial medio de resistencia se considera como 7, = 4, p ¥, donde Ves la

velocidad media del flujo, de manera que la fuerza total de resistencia es comin
gue se escriba en la forma

F, =-1,Pds=-A,p V*Pds {2.86)

Siendo p 4 ds la masa del elementoy R, = 4/P el radio hidraulico de la seccion, la
fuerza de resistencia por unidad de masa vale

V?.

ng = - /?.. o }'é“ (2.87)
#

Ademds, con 7, = 1, p ¥ = g p R S, entonces: A, V¥ =g B S, ¥ la
ecuacion anterior resuita

Fop=-g5, (2.88)

donde S, tiene el mismo significado de antes. Al comparar la magnitud de #(0)

dada por la ecuacion (2.78a) y la que resulia de la ecuacion (2.87), se observa que
el radio hidraulico del flujo aqui tratado se interpreta como el reciproco del término
dentro del paréntesis rectangular en la primera ecuacion, el cual puede designarse
coma radio hidraulico efectivo en la forma

A
K = B, + 21, (2.89)

o
Ta




Los mismos resultados se obtienen cuando x < 0. Puede también verificarse que
para x = 0, el denominador de la ecuacidn (2.89) se convierte en el perimetiro
mojado de la seccion; es decir, el radio hidraulico efectivo R,, coincide con el radio
hidraulico convencional R, cuando el fondo es plano, ademas, a, = | y la ecuacion
(2.78a) se vuelve idéntica a la (2.87).

Para un canal rectangular de ancho # (constante) se tiene que 8B/dn = 0, y segin
la ecuacién (2.76) la integral I, vale

!
e L1 0 SR L ) (2.90)

1
K

Por tanto, con B, = b y 4 = bd en la ecuacidn (2.78a), se obtiene ia expresidn para
el canal rectangular

dF, 1 2 |
40 =-g5, = S L T 2.91
£l =-g5, o bd ds “%Lf b;cdn( ] (291

El resultado de Dressler y Yevijevich (1984) fue obtenido para un canal rectangular
con la suposicion de fuerza de cuerpo constanie g, es decir, independientie de ».
Con la simbologia aqui utilizada, dichos autores obluvieron {a expresion

dr. { xdY!  dE
T, L R .
WS S e

gue al comparar con la ecuacién (2.81), se observa que contiene el factor espurio

/ -1
extra \’—“7-{} . Por tanto, ta ecuacion (2.78a) prueba que la suposicion de fuerza de

i

cuerpe constante empleada por los autores no se justificaba y que el efecto
resistivo que produce 1a ecuacion (2.92) se sobreestima para fondos concavos y se
subestima para los convexos, por la presencia del factor mencionado. En efecto,
la fuerza resistiva dada por fa ecuacion {(2.91), aumenta con 1a distancia » en el
caso de un fondo concave (« > 0) y disminuye en el caso de un fondo convexo
(x < 0), de manera gue su resultante es la misma al actuar sobre cada capa
deigada de espesor dn, tomada paralela al fondo, como se muestra en la figura 2.7.
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Figura 2.7. lguaidad de resultantes resistivas en capas paraielas

2.5.5 Conclusiones

Los modelos de flujo para fondo plano, como el de Saint-Venant, utilizan fa
ecuacion (2.87) para determinar la fuerza de resistencia. El nuevo modelo utiliza la
ecuacion (2.78b) con el mismo proposito. Si se comparan ambos resultados, para
{a misma velocidad en ef fondo », =V y el mismo radio hidraulico, en fitjos con

fronteras de comportamientc rugoso, se observa como dnica diferencia al
coeficiente «, dado por la ecuacitn (2.79). En el caso de frontera con
comportamiento liso se tendria que agregar la dependencia de O en el flujo

curvilineo, como se considera en la ecuacion (2.81b). Para « = 0 (fondo plano)
dichas correcciones valen uno.

Un calculo sencilio para observar el comportamiento de a, en un fondo curvo

puede hacerse para un canal rectangular de diferentes anchos b, utilizando las

leyes de Chezy, Manning y de Blasius. Para la seccidn rectangular, la ecuacion
(2.59) permite obtener la velocidad media y se convierte en

o= Yo [d bdn In (1 ~ &d)

T T = T d

De la ecuacion de Blasius (2.81a), al sustituir el nimerc de Reynolds se obtiene

Ay, o= 0028 |- —— | L

N
87,



0O bien

P y ‘llz'fl
Ay = 0028 4, L = (2.93)
iy |

donde ves la viscosidad cinematica del liquido y

K—d -;]r’d

QQ = I:—' mj (294)

Sustituyendo en la ecuacion (2.78b), la fuerza de resistencia adopta cualquiera de
las formas:

Tia 2

‘_} ue

7.(0) = - 0028 a,a =
0{ () ¢ {:“0 Rﬁ:{ RI:

L0 = ~ 0028 v, a, K {(2.95)
1
De la ecuacion (2.79), el valor de o resulta
peaftodn 20w
a4 = — M K (2.96a)
Y P b+ 2d
0 bien
2 In (1 ~ «d)
a, =~ Bl (2.96b)
’ ]+ 2 _af
b

En el canal rectangular se consideran los casos de fondo convexo donde
xd = —0.4y olro concavo donde x d = + 0.4. En cada caso, o, = 10442 para el

primero y «,, = 0.9407 para el segundo, ambos calculados con la ecuacion (2.94).

El coeficiente o depende del ancho del canal y sus valores se obtienen en la tabla
2.1, ademas de los productos a « .



Tabia 2.1 Valores de o, v g, para flujos convexo y céncavo en un canal
rectangular

N . - T

Flujo convexo ! Flujo concavo

(kd=~04; a, = 1.0442) | (xd=+04 a, =09407) i

i _ 1

b a, \ aa, | a, | a,a, ;

| (Chezy, Manning) | (Blasius) | (Chezy, Manning) | (Blasius) |
0.5d. 0.8729 [ 0.8115 1.2217 1.2756
4 0.8941 | 0.9338 1.1847 1.1144
L 24 0.9206 | 09813 1.1385 1.0710

| 204 0.9856 . 1.0291 1.0252 0.9644 |

Los valores que se muestran en la tabia ilustran que, en general, el efecto de
resistencia en el flujo disminuye en fondos convexos y aumenta en fondos
concavos respecto del que tienen en fondos planos (excepto en canales muy
anchos), como se muestra en la figura 2.7. Estas diferencias son mayores en
canales angostos que en canales anchos.

Es evidente la necesidad de verificar en laboratorio las nuevas leyes de
resistencia, ya gue ninguna de ias experimentales obtenidas para tubos circulares
ha tenido una verificacion adecuada en canales, aun las del modelo de Saint-
Venant. Por ofra parie, la mayoria se basa en experimentos realizados con flujo
permanente en tubos circulares rectos totalmente llenos con rugosidad artificial.
La curvatura apreciable en ei flujo y las presiones no hidrostéticas pueden influir en
dichas leyes, o que justifica la experimentacion. A esto hay que agregar 1a
necesidad de definir una ley empirica segura que se pueda aplicar a los flujos no
permanentes, ya que este no ha ocurrido ni en el modelo de Saint-Venant, el cual
emplea leyes para el flujo permanente.

2.6 CASOS PARTICULARES DE LAS ECUACIONES

2.6.1 Ecuaciones para el fondo planoc

Cuando el fondo del canal es plano y de inclinacion 6, se tienen los valores: « = 0;
Jyo= 1wy = 0; % = U7 (velocidad media), ya que para »n = d, p = 0 y la distribucion
de la presidon (ecuacion 2.71) se convierte en la hidrostatica. El término a,, segln
la ecuacion (2.79), se convierte en uno, /& = ~ &, (pendiente del fondo) y la

(2.75b) se convierte en la ecuacion dinamica de! flujo recliineo graduaimente
variado, va que no inciuye {os efectos de curvatura.

in
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2.6.2 Ecuaciones del flujo curvilineo permanente

Para obtener las ecuaciones del flujo curvilinec permanente es suficiente
congiderar que todas las variables son independientes de! tiempo, cancelando los
términos donde aparezcan denvadas parciales respecto de ¢ en las ecuaciones
(2.52) a (2.75b).

Asi, la ecuacion (2.56) para la distribucion del componente principal de la velocidad
en flujo no permanente, se convierte para el permanenie en

uls,n }= T‘—’o(“)

I~ xn

lLa ecuacion de continuidad compacta (2.61) para el no permanente se convierte
en

Es decir, para el flujo permanente resulta que e} gasto O es constante a lo largo de
8.

2.7 ECUACIONES PARTICULARES PARA ALGUNAS FORMAS DE SECCION

2.7.1 Integrales 1, e I, para e/ canal trapecral

Antes de establecer ias ecuaciones particulares, se presenta la solucion de las
integrales que las afecta.

Para la seccion trapecial, el ancho 5 de la figura 2.4b, a cualquier distancia », esta
dado por B = b + 2k n, donde b es el ancho de la plantilla y & el talud del canal. Por
tanto, la integral 1, de ia ecuacion (2.64) se expresa como sigue:

lt:

24 [ —
L~ xn 01~ xn

n edn __dj (h -+ 2 K?‘? ) dﬂ ; J-u an N w F dr
Yl -kl ¢ - KR Y
cuya solucidn es

I, = - i n (l - fcu) F ,-_2;{2_ [] — & —In (I - K1 )] :’_f;
& o K

K

r” .};‘rf\'t I . I
! ‘.{h T pdn {1 - o+ Yk (2.97)

R 1{\ N
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Esta solucién permite obtener I,, segun la ecuacion {2.60), haciendo » =d, es
decir

poao !
- K

2R -
[b + il - xd + de} {2.98)
K} ’

[

la cual interviene en las ecuaciones (2.58), (2.66) y (2.87).

2.7.2 Integral X, para el canal trapecial

i.a solucion de fa segunda integral (ecuacién 2.65) es como sigue:

12:'[:‘ Bndrz _j'"(b"‘*zkn 7 dn }J‘N n dn Hdﬂ

N - A AGRINTNE, & N Sl
’IHK‘!’! i 0{ 2+ 1~—fm

i

h
&2

/ 2k T
I =—33— S Y | e RSP S S § G
z I - xn KBL 1 —- xn

1_

i, = L ’— d + In (1 - mz]} - Ef Fr—;i-[--ﬁn *E—] ~2 in(l - f{ﬂ}! (2.99)

I - Kkn _l

1~ kd

)= {_Ei‘ +in {1 - m’)} - Fg{[’(d“;ﬂ ~2mn{1 - xd}|  (2.100)

Las ecuaciones (2.97) a (2.100) son validas aun para una seccion asimétrica de
taludes desiguales K, y &, , stendo entonces: = "f]zh(k" + k).

2.7.3 Integral 1, para el canal trapecial

En la seccidn trapecial, dB/én = &k (talud) es constante. Ademas, para n =0,
B, = &, por tanto, para una forma simétrica, de la ecuacion (2.76) se tiene

i ; - l .
ow e a1 -1—“-‘73’-’-5~—~ S RN () (2.101)



Ademds, con P = b + 2 4Jk* + 1 d, de la ecuacion (2.79)
o d inli-xd)

p 2 g -2 b

¢ = k e - - (2.102)
' b+ 24k +1d 1+ 2 k2 + 1

tnr

oy,

zsta expresion vale solo para la seccion trapecial simétrica, pero puede deducirse
la correspondiente a una asimetrica de taludes desiguales.

2.7.4 Ecuaciones para ¢l canal trapecial

A manera de ejemplo, se presenta la formulacion de las ecuaciones particulares de
un canal con seccion trapecial, rectangutar o triangular.

Para el canal trapecial de taludes desiguales &,y &, , el ancho de superficie libre es
I'=h+2kd, siendo k=05 {k +4); ademas, a7/os = objos+2k (5d/os). Sustituyendo

estos valores y las ecuaciones (2.98) y (2.100) en la (2.67), se obtiene la ecuacion
de continuidad:

ad -[ od 1 KMEEJ In(t-xd) 2kd |ou,

Uy e wT ) 1-xd  1-xd ]| as

Ho

+_!_a‘x[ b { wd__ n(l-xd)] 2 24 Txd (d =2) 211 - m)P

T ods | x? _(l—rcd)z 1 - xd j k7 Q-xd) I-xd |

1 8h In{l - xd) L2k InQ-xd)  od
k1 8y 1 - xd kT 1~ kd " B

Reagrupando términos

ad _{_Ul 2% g —-Kd)} Lod 1 { b+2k] o (1-xd) 264 10u,

{l — fcd)z &7 1 — &l Yy - &T —;: [ - ad las

. 1 («’{_ﬁ'( h ‘!‘ wel N ]n(] —hd) 2K Mf{hd = 7) 2 }1'1 - KL")
(-wdy  1-xd | k| (-xd)  T-xd ‘

R ”’.0 . "_i{,};{ = () (2.103)

AlOs 1 - add
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La ecuacion (2.75b) no cambia y § se determina con la ecuacién (2.85), siendo [a
expresion:

2
du U, auﬁ

) . 4 K u) od l" p GK/0s 2|
7 e cos @ + — =g K senf - e u G
o Tkl s Tf i~ wd|os [ i~

2 2
+ g sen B + g a, T ooy {2.104)

‘Q:JS

donde a, se determina con la ecuacion (2.102).

Las ecuaciones (2.103) v {2.104) se resuelven para obiener los valores de u, y d

en cualguier seccién del canal y cualquier instante, atendiendo a fas condiciones
de frontera del flujo.

l.a distribucién del componente secundario de la velocidad se obtiene de la
ecuacion (2.63b)y es

ou ax 1 6B
B - wn)w = -1, Sk =Ly ¢ ;%Jn(l ~xn) u,

donde 1, e 1, son las integrales expresadas mediante las ecuaciones (2.97) y
(2.99).

El componente w, al nivel de la superficie libre esta dado por la ecuacién 2.66,
donde se sustituyen las ecuaciones (2 98) y (2.100) y resulta

1, du,, drc ! ds [ ]g; REGY I RGE
]

= S - PRI SCLN B (o
YT TGS ) e T0-xd) {1~ ) 0 (-wd)

Las ecuaciones para calcular {as restantes variables no cambian, asi el gasto se
obtiene de la ecuacidn (2.58) y vale

Ofs.t)=u, I,

donde 1, es la integral dada por la ecuacion (2.98). Por tanto, la distribucion del
componente principal de 1a velocidad se obtiene de la ecuactén (2.56) y es



Dicho componente se obtiene para » = 4 al nivel de la superficie libre y vale

u(s 8}

(29, (S, f) f—':—*;;—é

La distribucion de la presion en cualquier seccion oriogonal al fonde se calcula con
alguna de las formas de Ia ecuacién (2.71), que son:

A B R S - u“
20 d ooy 2
b R
d - g) + o O
gp ( ¥ Cos ) }_(1 N Kd)‘ (i _ m)zj 2g

La presidon en el fondo de fa seccién se obtiene para » = 0 y segin la ecuacion
(2.72) es

2.7.5 Ecuaciones para el canal rectangular

Es suficiente hacer k£ = 0 en las ecuaciones (2.97) a (2.104) para determinar ias
integrales u otros términos en el canal trapecial. De acuerdo con lo anterior,
resufta:

= —'*ln(lﬂm) (2.105)
b
i, = - —In(i-xd) (2.106)
: -
f) K7 —] .
L= (- wn) (2.107)
1— i( _J
1 w_f’_{ o In(l ~ m.z)} (2.108)
£ -aed

Ly d e (’,' K )
v, = h o wd (2.109)

L o
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La ditima coincide con la (2.96b) previamente empleada y fa ecuacion (2.103) se
convierte en la siguiente

8d u, 8d [Infl-wd)low, 1 dx xd n{ - xd)
+ + — o+ U
T (-xdy o5 kG -xd)| 05 w7 ds | (- kd Y 1 &xd

_ 1 &b In{l-xd)

— = = = (2.110)

La ecuacion (2.104) as la misma, excepto que e! factor de amplificacion a, esia
dado por la ecuacion (2.109).

2.7.6. Ecuaciones para ef canal triangular

Es suficiente hacer » = 0 en las ecuaciones {2.97) a (2.102) para determinar fas
integrales en el canal trianguiar. Con 1o anterior, resulta gue:

[‘“(‘ - xn) J 2.111)

[hx(l fcd) ] 2.112)

I =~ gﬂf‘f(’mf- -2 (- -] (2.113)
R T )|

il = - ﬂi‘_’l(ji;) R ~-m)} (2.114)

- l‘l%"d) (2.115)

La ecuacion (2.103) se convierte en la siguiente

e ST

fx(I—wad) . /cdj Ay

z_"+ (I _ m.ﬁ{ Kl - wd

ad [ | 2% 1n(1~m)] L Bd 2% [!n( l-«d) _ dfou,

I x ?.’-rh(f'(m:’ }) 2 1In{! Mf)' 0 2.116)
Eve b rpers S e A @1



2.7.7 Integrales 1, ¢ 1, para el canal circular

Para {a seccion circular de didmetro D, el ancho B de la figura 2.4¢, a cualquier
distancia »n, estd dado por la expresion

B=2 nilD~-n})=Dsend
donde 6 = cos™' (1 - 2n/D).

Par tanto, segin la ecuacion (2.64), la integral 1, se resuelve como sigue

» B dn " Di‘;:w_rr_{‘T
Lo=fi—==2] fon- i,

la cual se integra segun las partes que a continuacion se indican:

1 = - E“}E‘ZH_(])_:“@ 4 2~ K’D Iﬂ dn _— %_ED - 1) Iﬁ . dn
1 K < ¢ V?;If) -n K 0 (l k‘tﬁ VflnD—_ ¥
(2.117)
donde la primera integral resuita
n dn (- DN oz
I et = SETL L#— + -
0 ,fm") - A D 2

La segunda es

in ] L flexpr2) (Ve wnl e 2 (kD 1)) &
J' T R R s S B
AL - fm) D= b= kD - K D{“ Ko 1) ;2




Sustifuyendo los valores de las dos infegrales an la ecuacion (2.117), se obtiene

D nf n 2~k D (2= 7]
I, = - — "[1—*) + e iseR - o~ I+ =
« {5\ < D 2|

1 (o 7
2{1%7{[)[ Hlizb“ll""m) ) 118
-— _ﬁ-_._;z_—m- iSEII 1 on +T) { . )
L \ i
Esta solucion permite obtener I, haciendo n=d y resuita
20D ; [ 2-xD7 {
10“[1113*“"‘—-’5 -~ﬂ+ e serr ' {2 -—]1+§‘r
i « YOU D x* L J 2]
] d
EVﬁh—x‘D ) 25*‘(1—14&25 7:
I b J + = (2.119a)
K I~ wd EJ

QO bien

la cual interviene en la ecuacion (2.58).
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CAPITULO 3

REGIMEN CRITICO Y PROPIEDADES
DE LAS NUEVAS ECUACIONES

3.1 OBJETIVO

Es conveniente analizar las condiciones en que se produce el régimen critico de un
flujc curvilineo y presentar después las propiedades generales de las nuevas
ecuaciones, antes de exponer mas adelante las distintas soluciones de casos
particulares y los métodos de analisis de tipo general.

3.2 REGIMEN CRITICO
3.2.1 Condicion general del estado critico
La energia especifica en una seccién se obtiene de [a ecuacion (2.70)

1 0°

E=dcos 8 + — -
1,0~ xdy 2g

CA)

Para encontrar la condicion de flujo curvilineo permanente critico (0 no permanente
en un instante ¢ ) se sigue el procedimiento convencional de energia especifica
minima. Es decir, se deriva la ecuacion anterior respecto de J para cuaiquier forma
de seccién, donde ¢ 8, x y Q permanecen constantes, y se obtiene

s =m0 (Aol -]

De ta ecuacion (2.60) y siguiendo la regla de Leibniz para derivar una integral, se
obtiene

1 . T B L YT . A _

L= ad ) —¥en (1o ad Y e e (s R ) e =

( ( ) Ee{rfrJI (J “ I.n’!u/ '[.. ] - R ( 8 ) } - h_n'r
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donde 7 es el ancho de la superficie libre. Por tanio, sc tiene

I PE Tl o
=] — — B ]
cos 8 3d " 30 a wd ) [ I, | g cos & (3.23)
Al despeiar
"" N 2
OF/0d
0 - xd’ 11 . J
5 ¢
g - 08 (3.2b)
A g cos 8 , }"]
B -y 1
L L ’dO 4
O bien, de la ecuacion (2.58) se lfega a la expresion
[ T oEed]]
e o 272
_ Uy i cos 6 |
F o= mmpmee = | s (3.2¢)
1,ga’cc;:sé' Kd__f_ﬂ_?

donde & es un parametro adimensional del flujo curvilineo relacionado con e
ntmero de Froude, como se explica mas adelante.

Cuando éE/ad =0, las variables adoptan el valor critico y las ecuaciones (3.2b y ¢)
s$e convierten en las siguientes:

——{":::::.“:: _=r = e T p— "":'";‘“ (3 - 38)

S A (3.3b)

—-

expresiones que representan la condicibn que debe cumplirse para que haya
régimen critico en una seccion ortogonal al fondo. siendo -+ el valor critico del

parametro .+ de la ecuacion (3.2¢).
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De lo anterior, se puede definir un nimero de Froude generalizado para ef flyjo
curvilineo que, segun las ecuaciones (3.2¢ v 3.3b), seria

FoZ uﬂ/wfgdcos&‘ (3.4)

G -1/2
(-xd}
wd — rd

IO

de manera que cuando « =0 (fondo plane), 1, =4, la ecuacién se simplifica y el
namero de Froude recupera Ia forma convencional del flujo rectilineo, que es:
F = un/,/g cosf 4/, donde «, = U (velocidad media del flujo) y « =1 (coeficiente
de Coriolis).

Es sencillo concluir que con fa ecuacion (3.4), 1a (3.2c) se escribe en cualquiera de
fas formas:

FP=F 1= aE"IJad) (3.5a)
Y cos &
25 = cos 81~ F*) (3.5b)

que es un resultado idéntico al que se obtiene para el flujo rectilineo.

3.2.2 Ecuaciones para el canal trapecial

s conveniente presentar los resultados para ia seccion trapecial. Segun Ia
ecuacion (2.98), vale que

L myeim a
K ) K Y

De modo que resultan las cantidades:

T = b+ 2kd
o B+ %d
k1, b+ /) n (| = wd) + 2%
| i bt 2d o
KoL, s e e - ad -
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Las ecuaciones de I, yla anterior se sustitityen enla (3.3a) y resulta

" 11
cf .
g ) ib-}-%)ln(l—xd)—é—%dj (I-ffd)w
g cos 6 'a[ b + 2kd L]
| (b + 2k/x)in (1 — xd) + 2kd i

Se multiplica y divide por [(b + 2k/x) In (1 - xd) + 2kd]'"” y se obtiene la
condicién critica

12

0 [(b + ——J in (1 — xd) + zkd:t (t ~ xd)’

Vg cos 6 ;c"‘grb+4kd+(b+§@.1n(1-xd)]
L K )

(3.63)

e

la cual también se expresa en términos adimensionales en cualquiera de las
formas:

Q kl’l B
b Jg cos @

id_Lf( ﬁz_l,_j B 1@} o)
.,[b mdj[l+2bxd In (1 fcd).zb {1 — xd)

fdd kd 1
1 +4 (122 L)nq-
+ b+(+ bxd)n( xd)

1:2

(3.6b)

QK"

p"* \fg cos 9

12

kT k YT |
[M; {(uz6}{}1;1(1_&6{)—%2(----.m’} {i — xd) {
I

bx

(3.6¢)

(/ k A |'r/ k
+ 4 |- of R S - v
1 l[\b J hd + l\l L _) in (l f\d)

-

El parametro en el lado izquierdo de ja UGltima ecuacién es constanie en flujo
permanente. £l término del lado dereche es funcion de los parametros: £'hay xd: el
primero depende Unicamente de la geometria def canal y el segundo del tirante.
que seria también ef critico. Por estas razones. se prefiere usar esta ecuacion
para fines de caiculo en lugar de la (3.6b).

Ty
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La figura 3.1 muestra la representacion grafica de la ecuacién (3.6¢) y permite
determinar con suficiente precisién el firante critice relativo xd, en un canal

trapecial, en términos de pardmetros que son consiantes para una condicion dada
de geometria y gasto. La figura es (il cuando se desea efectuar un calcuio rapido
sin tener que resolver la ecuacion mencionada.

Para el canal rectangular, & = 0, y de la ecuacién (3.6a) resuita

“-“Q*"*—g— - [q [in (1 ~ &) 1 - Kd)]s]fﬁ

b \/g cos x3[1+1n(1——m’)j

O bien, con g = Q/b (gasto unitario), se obtiene

P [h fin (1 — ) (1 - mf)]T 37

(¢ cos 6 F+1n (1 - xd)

La figura 3.2 muestra la representacion grafica de la ecuacién anterior para
determinar el tirante critico relativo x, en un canal rectangular, con la misma

explicacion de la figura 3.1.

<

Para el canal triangular, b = 0, y de la ecuacion (3.6a) resulta

i -3 q 2
2k ;
{-_ in(l ~ xd) + zde (t-xd)®
0 N g
-—,---.'-’.'—"—..-.T.._.. —_— v 2 k
Vg cosd K’ [4 kd + — in (] - .rcdﬂ

O bien

2k | L1

O { (;—) (n (1 - &) + d]” {1l ~ &d)*
Jgcos 0 !H 2’ P2xd + n {1 - xd)]

i

Finalmente queda
_ 4 {in (i — .m’) + ““d]% (I ) id)Tn

(3.8)

0x | |
E 2ad s In {1 - «d)
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La figura 3.3 muestra la representacion gréfica de la ecuacién anterior y permite
obtener el tirante critico relalive =/, en un canal triangular, con la misma

explicaciéon de la figura 3.1.

L.a condicidn critica se puede también obtener siguiendo un camino similar al de la
gcuacién (3.3a), pero con fa (3.3b); resulta

(

5 - (1 - xd)’

N b x 2 M 1l
T+ 2k/x)In (U - kd) + 2kd ],

(3.9a)

O bien, en funcién de términos adimensionales y por un camino similar ai de !a
ecuacion (3.6b), se tiene

[ w4

iL KdHl+2%§~%)1n(1~x‘d)+1+4~k§jJ

(3.9b)
b |

e}

Cuando el canal es rectangular, £ =0, y la ecuacidn (3.9b) se convierte en

P N O (R () )
7 *[m}i | wd o (- )+ 1] (=.19)

I3

Cuando el canal es triangular. » =0, y la ecuacion (3.9a) se simpiifica a la forma

;- { u, J ) {m (0 - &d) fin {1 - &d) + Kd]]’z 3.11)

xd [In (t — xd) + 2 xd]

&

£n la ecuacion (3.8b) se observa que el parametro critico & en el canal trapecial

depende de «d, pero también de kd/b. Cuando el canal es muy ancho y kd/b es

muy pequeno o nulo, es valida la ecuacion (3.10), donde dicho parametro ya no
depende de kd/b.

El numero de Froude en un canal trapecial, cualquiera que sea su talud ¢ ancho de
seccion, se puede desarroliar de acuerdo con 1a ecuacion (3.4), utilizando ias
ecuaciones (3.9b), (3.10} 0 {3.11), segun sea el caso.

-.__l

i



Los resulfados se examinain a continuacién para 1os dos casos posibles.

a) Fondo convexo (x<0)

En este caso es necesario considerar que x = —|x| en la ecuacién adecuada a la
forma de la seccidn. Para la seccion trapecial, la ecuacion (3.9b) se convierte en

.  + & ldY &1 _z%ﬁﬁj n {1 +l}f}d)+2£§—] -
_ Hlﬂz-ékg-I;Id}ln(1+|fc]d)+l+4-;kg} c

Es también dtil y muy interesante la discusion y [a representacidn grafica de la
ecuacion (3.12), que contiene parameitros distintos a ios de la (3.6¢).

Con objeto de tener una amplitud mayor en la representacidn grafica, se usa el
parametro Z en el eje vertical como se explica a continuacion . El gje horizontai de

la figura 3.4 contiene los valores de xd (negativos en fondo convexo), pero el gje
vertical corresponde directamente a los valores de & dados por la ecuacidn (3.12),

objeto mostrar intervalos de variacién mas amplios y unificar la presentacién con ia
de otras curvas que se comentan mas adelante.

Las curvas mostradas en ia figura 3.4 representan la condicién de régimen critico
para cada valor del parametro id/b entre 0 y 100 y sirven de frontera entre el
regimen subcritico y el supercritico. l.a curva id/b = 0 es la tnica gue pasa por
% =1, las restantes no lo nacen debido a que & depende de kd/b. La curva para
kd/b = 0 corresponde al canal rectangular y 1a rama EF de dicha curva ocurre para
1< g < 26584, dentro del intervalo: — 2 < xdf < ( para el fondo convexo.

b) Fondo cdncavo (x> 0)

Las curvas para el canal trapecial se prolongan hacia el lado de curvatura céncava.
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Analizando el caso de 1a seccidén rectangular, & esta dade por ta ecuacion (3.10) y

siempre se mantiene positivo. Sin embargo, se debe cumplir que In (I — s} > — 1,
lo que significa gue xd < 0.6321. Con este limite superior, ia rama FG en la figura
3.4 es la continuacion de la curva de frontera entre régimen subcritico vy
supercritico en un canal rectangular para curvatura positiva. A medida que
aumenta, de valores negativos (& traves de cero) hasta valores positives, el de £
contindia disminuyendo en forma continua y monoldnica hasta el valor minimo
F = (.74124 para «d = 0.456. Después, la curva se eleva bruscamente de manera
gue los régimenes critico y subcritico no son posibles mas alla de «f = 0.6321, ya
que In(l - xd) —» ~ 1y Z serla imaginario.

La influencia de 4d/b se acentia en flujo concavo para «d > 0.55 y cada curva
queda limitada hasta un valor dentro del intervalo: 06321 € xd < 0.7961, como

muestra la figura 3.4.

Es interesante también mencionar que los resultados serfan idénticos para el fiujo
no permanente, si bien las condiciones criticas cambiarfan con el tiempo.

3.2.3 Ecuaciones para el canal circular

En este caso es mas conveniente expresar la ecuacidn (3.3a) en términos de
parametros adimensionales, como sigue

- 142
92 L1 i “,Kd}s | (3.13)
Jg cos @ D VD D P
n /0% D
y al simplificar se obtiene
9 (o xa )0, /0?) (3.14)
\/Ecos oD \/ r/p
S S
i fry2
¢/
donde
T =202~ d) (3.15)
— -
7‘ I e J/ f\. ¢ ~
5 M,H S ) = ;_‘_ - { (3.16)



+ Z (3.17)

O bién, en términos de los parametros adecuados, resulia

Yo 2 e f wdy Q2 en) [ fed )
D* kD kD |  &D Geo): | DD 2

Kad
2 = < i + xd)

21 - xD xD ;
- - sen ~ ! + Z (3.18a)
xDr i i - xd 2
L N
O bien en la forma
d
25~ kd
1 3 4
__._QT:-— _..':__{{_. _(31_ 1_...?{,.\ +- _.)2‘.,.____.... sen'l z_q_—lw + f_T_
D? kd DDLU D) (i) P p )2
el
 a—
2 \(—a{—x‘d[ !_2;;; - (I+!m’)]'
- D ———{sen M= b+ 2 (3.18b)
(xd) | | - xd ‘ 2

Las ecuaciones (3.16b) y (3.18b) se sustituyen en la ecuacién (3.14) para
determinar la condicidn critica en un canal circular, similar a la (3.6¢) para el
trapecial y con las mismas aclaraciones.

La figura 3.5 muesira la representacion grafica de la ecuacion (3.14) para el canal
circular y permite determinar el tirante critico relativo, ~dJ, en términos de

parametros que son constantes para una condicidén dada de geometria y gasio.
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La condicidn critica se puede también obtener de la ecuacion (3.3b) y ias
ecuaciones (3.16) v (3.18b). Para hacerlo en términos de parameires
adimensionales, se utiliza ia ecuacion {3.3b) en ta forma

12

Cedes8] |y 1D
D 1,D

o

donde se sustituyen las ecuaciones (3.16) y (3.18b). El parametro £ depende

Unicamente de «d y xD y la figura 3.6 muestra la representacion grafica de las
condiciones del flujo critico en un canal circular, del todo similar al mostrado en la
figura 3.4 para el trapecial.

3.3 CELERIDAD DE LA ONDA

La condicidn de régimen sobre el umbral curvo mostrado en la figura 2.7 esta
expresada por la ecuacion (3.4). El término en el numerador representa el
parametro % vy el denominador el valor # que adquiere cuando alcanza la

condicion critica. k=sto equivale a que ¥ =u,/c.

El componente de la velocidad en la superficie libre uls, d) = u, {de la 2.57a) es

r
| b7 o

| = el (3.20)
ol = [

Para definir el numero de Froude, dicho componente se compara con la celeridad

¢ de propagacion de una onda superficial cuando el flujo alcanza las condiciones
criticas. Es decir, sustituyendo fa ecuacion (3.20) en la (3.4), dicha celeridad vale

(S

12
N ({ - xd ); g cos 6 1
' d
Kd — - |

(3.21)
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Esta es la celeridad o rapidez con que se propaga una onda de pequefia amplitud
sobre {a superficie libre del flujo sobre un fondo curve (figura 2.7). Por ejemplo, la
scuacion correspondiente @ un canal trapecial se obtiene de la (3.8a) v la del
rectangular haciende k=0. Ambas expresiones respectivamenie somn:

[[b + 3-;’-‘-] th (1 — xd) + 2@] [i-silgdcosd|
X
c=1|~ 57 (3.22)
m{(b+i;)ln (I—m’)+b+4kd}
T -y ln (1 - x) e
c—[- <l [+ In (1m’d)]gdcos —{ {3.23)

Cuando ef fondo es plano, ©= 0 y en la ecuacion general, 1, = 4, de modo que ta
ecuacion (3.21) se convierte en

¢ =g Acos /T

En el canal trapecial: A = (b +kd)d, T =0+ 2kd, y en el rectangular. 4 =dd, T=b Yy
las ecuaciones (3.22) v (3.23) para el fondo plano se convierien respectivamente
en:

. g b+ kdyd cos 8
o b + 2kd

¢ =g dcos @

Esto significa que cuando « —> ( se recuperan las expresiones conocidas para [a

celeridad de la onda sobre un fondo plane y se justifica la definicion dada para el
numero de Froude (ecuacion 3.4).

Cuando el flujo es critico, v, = ¢,y cualquier pequefio disturbio sobre la superficie
viaja con la misma velocidad con que se mueve el agua sobre dicha superficie.

Un analisis sencilio de la ecuacion (3.23) para el canal rectangular muestra que [a
celeridad es singular cuando [l + I (I - xf)] - 0, o bien, cuando

ki =1 - e ' = 06321, valor que define un limite superior absoluto en la validez de
las ecuaciones para el flujo de poca profundidad en el canal rectangular.
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Figura 3.7. Celeridad relativa adimensional ¢/,/g d cos# contra la

curvatura adimensional xd. Canal rectangular. El valor
de la celeridad relativa es imaginario para «d > 0.6321
y alcanza el minimo 0 8776 para xd = -5.0091.

La figura 3.7 muestra el lugar geometrico de la ecuacidén (3.23) v representa la
variacion de celeridad relativa adimensional: c¢/\/g d cos & con la curvatura sd
(también adimensional). Dentro del intervalo antes sefialado se aprecia que
cualquier disturbio en la superficie viaja mas rapido sobre un fondo concavo (x> 0)
o mas fento sobre uno convexo (x < 0), gue si fo hace sobre un fondo plano (k= 0).

Los razonamientos anteriores son validos en flujo permanente o impermanente, va
que la definicion de numero de Froude también vale en ambos.




34 SEPARACION DEL FLUJO Y CAVITACION

La presion en el fondo del canal se valGa con la ecuacion {(2.72). Se cbserva que
gicha presién siempre permanece positiva cuando el fondo es cdncavo (x> (),
pero puede haber separacion del flujo cuando es convexo (x < () si la velocidad es
suficienternente grande y p < 0.

El limite p = 0 se introduce con la curvatura negativa en ia €cuacion anies
mencionada y se obliene ia condiciéon de separacion:

dcose9+[(l+jx'gd)*2 MI]QH——::O (3.24a)

o bien

i e s —at

PO T B 2 . (3.24b)
1~ + &l a)°

El termino a la izquierda de la ecuacion anterior se aplica para cualquier forma de
seccion, siempre que 4 sea el tirante y se desee establecer {a condicion de
separacién en gl fondo.

El lugar geométrico de la ecuacion (3.24b) es la curva AB mostrada en las figuras
34 y 36, f2 cual limita la zona en que el flujo se separa sin que haya
necesariamente cavitacion. Es decir, la ecuacion $6lo establece que fa presion en
el fondo ha llegado at valor de la presion atmosférica local. La curva AB se
interseca con la EF en ¢l punto para el que xd = — 08471, Para alcanzar la

cavitacion seria necesario que p, = - |p |, donde - (p,) es la presion de

cavitacion del agua (por debzjo de la atmosferica), la cual depende de su
temperatura. Segun esta explicacion, la ecuacion (3.24a) se convierte en

d 9+[1+ ’d_g—l}&i:"'ﬁ”—' (3.25a
cos (1+|x]d) 2 o { )
: | -1
L |[2_~[] *{ipep d e ) (3.25b)
gdeos | 1-(1+]x|d)

O bien. eliminando el denominador con el auxilio de la ecuacion 3.24b, se obtiene

’ Lo
. - LS
[ T LR _
! o cos

B5

(3.25¢)



En fa figura 34 se muesiran las curvas para valores del parameiro
(1 P, |/ gp)/a:‘ cos 8 entre Oy S5, todas a la izquierda de ia curva AB de separacion.
Esta dltima curva corresponde 2l valor cero de dicho parametro.

l.a separacion del flujo en una curva convexa ocurre cuando la presion es igual a
cero y se representa en la figura 3.4 mediante la curva AB. La cavitacidén por
efecio de curvatura sélo puede ocurrir en una curva veriical convexa siempre gque
la presion en uno ¢ varios puntos del fonde sea negativa (por debajo de la
atmosférica) y alcance el valor de la presién de cavitacion, la cual depende de la
temperatura e impurezas def agua. Esia situacion se representa medianie las
curvas de la figura 3.4 a la izquierda de la AB, cada una identificada por et valor del

parametro: (pcf gp)fd cos @, con valores enfre ~0y —5. Si para fines practicos se
acepta que p /gp = — 6 m, el parametro alcanza valores de (d cos Hentre 12y 1.2
m, Explicaciones similares se dan para la figura 3.6.

3.5 NATURALEZA HIPERBOLICA DE LAS ECUACIONES

Para averiguar la naturaleza hiperbélica de las ecuaciones, por elemplg, la (2.103)
y {2.104), se sigue el procedimiento de Courant y Friedrichs (1948) de valuar la
desigualdad discriminante. Las ecuaciones son hiperbdlicas siy s6lo si

biT ( 2k) 2kd ]| K o
e (] - k) |1+ — — — 3.26
K'(I—}(d)[n( K.)k+bf(+ bJ{gcos€+(1uhﬁ)3}<O (3.26)

Es facil verificar que esta igualdad siempre se satisface cuando « > 0. Para el
caso x < 0, se sustituye de nuevo a la curvatura por - | x| en la desigualdad
anterior y ésta, al simplificar, se convierte en el parametro:

P N (N LT
g dcost \;\»]d

Esto significa que las nuevas ecuaciones son hiperbdlicas para cualquier valor
positivo de la curvatura o igual a cero. Para la negativa ocurre [0 mismo, a menos
que

%2

w, AU+ ]x]d)

vedeos G wld

(3.27)



La curva CD de la figura 3.4 es la definida por el signo de igualdad en la ecuacion
(3.27}, es decir, Fcomo una funcitn de v d < §. Esto significa que las ecuaciones
diferenciales nunca son elipticas en su intervalo Ofil debido a que la separacion del
flujo siempre ocurre antes, cuando el pardmetro & es peguefio y no hay presion

constante mayor que la atmosfeérica (pa:@ actuando sobre la superficie libre. Si

ocurre una presidon distinta de la atmosférica. su valor se debhe agregar a la

ecuacidn 2.72 y la separacion no se produce a menos gue se alcancen numeros
de Froude muy grandes.

Se tienen los mismos resultados para el flujo no permanente excepto que las
variables dependen también del tiempo.

3.6 LIMITES PARA LA VALIDEZ DE LA HIPOTESIS DE FLUJO POCO
PROFUNDO

Dentro de ias hipétesis impuestas al flujo quedd excluida cualquier discontinuidad
en x para el fondo del canal. La cantidad xd se puede considerar como un
indicador de la pequefiez de la profundidad, ya que es el cociente del firante de!
flujo vy el radio de curvatura del fondo. Sus valores limite se puaden obtener de la
curva FG en la figura 3.4 para el canal rectangular.

Debido a que la curva de régimen critico para el canal rectangular manifiesta una
inversidon brusca inesperada para xd = 0.5, esto sugiere que las ecuaciones pierden
validez mas alla de este valor. En igual forma, la curva AB se interseca con la EF
para sd = ~ 0.8471; para valores negativos mayores el régimen critico y el
supercritico no pueden ocurrir ya que el flujo se separaria de! fondo, (siempre que
no se sobreponga una presion mayor que la atmosférica sobre la superficie libre).

Por las razones anieriores, Dressler (1978) sugirié que las ecuaciones para el flujo
curvilineo en un canal rectangular, permanente o nog, se aplicaran tentativamente
dentro del intervalo - 085<«f <+ 05 hasta que esta cuestion se definiera
expertmentalmente. Los experimentos realizados por Sivakumaran ef al (1983)

mostraron gue el intervaio se puede ampliar {con buena concordancia entre la
teoria y los experimentos), hasta los valores

-2 =< xd <054 (3.28)

es decir, hasta fondos canvexos de gran curvatura, casi igual que en 10s concavoes.



Si se analiza la ecuacidn (3.9a) para el canal trapecial se observa que la
singularidad de denominador cero ocurre para xd > 06321 siempre que
kd/b > 015735, Esie significa gue el intervalo de validez para flujo concavo en
canales trapeciales se amplia en la medida que kd / b crece; sin embargo, dicho

incremento no es significativo, dado que dichc pardmetro es generaimente
pequeiio en {a practica.




CAPITULO 4

CANALES RECTANGULARES
SOLUCIONES Y COMPROBACIONES
EN FLUJO PERMANENTE

4.1 OBJETIVO

Algunos autores han obtenido ecuaciones ¢ bien soluciones particulares para el
canal rectangular, incluyendo o no el efecto resistivo por friccién, algunas de las
cuales se han verificado experimentalimente. Es el caso de [as ecuaciones
presentadas por Dressler (1978), que resultaron de la transformacion de las
ecuaciones de Euler para el flujo bidimensional en coordenadas cartesianas a un
sistema de coordenadas curvilineas y son por ello sélo aplicables al canal
rectangular. Constituyen un caso particular de las ecuaciones diferenciales
generales presentadas en €l capituio anterior.

El propdsito de este capitulo es de exponer la aplicacion de dichas ecuaciones con
la finalidad de validar la teoria para el flujo permanente, ademas de introduciy
algunos conceptos y caiculos adicionales que se requieren para aplicarla a
cualquier canal. Se busca también presentar aplicaciones a problemas tipicos en
la hidraulica, como el de a determinacion de {a presion en el fondo de cubelas
deflectoras de solucion tedrico-experimental, o el de {a presion sobre la espalda de
un cimacio, que ha sido tradicicnaimente experimental.

4.2 ECUACIONES PARA EL CANAL RECTANGULAR

421 Generales

Se presents a continuacion un resumen de las ecuaciones para el canal
rectangular y flujo permanente.
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L.a ecuacion (2.56) para la distribucion del componente principal de ia velocidad se
mantiene igual vy es

4y (s)

1 - xn

u (s, n) =

(4.1)

Sustituyendo fa ecuacion (2.106) en ia (2.58) resulta el gasto unitario q en la forma

4ls) = %— = - M u, (4.23)
O bien
1!0 = — m Q(S) (42b)

La distribucion del componente secundaric de la velocidad se obtiene sustituyendo
las ecuaciones (2.105) y (2.107) en la (2.63b} y dado que B =& resulta

Tl Q-m)] 8, 1 deIn(l-wn) 1
s, n) = K (1—!«:}1)} s x? d;; [ 1~ {1 _mm)zjuo
+ aiJfS n (1 - w1y, (4.3)

De manera que el comporente en la superficie libre w , Se obtiene haciendo » = d
en la ecuacion anterior.

Para el canal rectangular de ancho constante, db/ds = 0, y la ecuacién (2.110) se
convierte en

Hy od In (1 ~ fcc/) Cu, 1 & xd In (] - Kaa 0
—— J— s - - —— — —_— ——— = —— + —— e .
(~xd” s |« —wd| 85 % 85 |(i - wd®  1-&xd |
(4.4}

Las ecuaciones (2.71a y b) vy la (2.72), para la distribucién de ta presion en la
seccion y la presién en el fondo, se mantienen igual y son:

][J , . ! ”S
e ]~ O — neos @ — st i (4.5a)
o {1 ~ an}
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L (d = n)cos 8 + | — L% 4.5b
ap (@ = ) cos [(1 Y (1~ mm) | 28 (%.5b)
P -2 o’
2 =g cos @+ (- ad)t -1 = 4.6
= doos 6+ [t -] 52 (4.6)

lLa energia total por unidad de pesc en una seccién oriogonal al fondo se obtiene
de la ecuacion (2.69a) y es

1 ul

H=¢+dcos O+ ———r 4.7a
¢ T 3 (4.72)
O bien, si se substituye {a ecuacion (4.2b) en la anterior, se obtiene
s quz
H=¢ +dcos @+ [(1~ad)In (1 - xd)] 5 (4.7b)

donde ¢ fy « sOlo dependen de la geometria del fondo; x es independiente de d'y
de g.

L.a ecuacion (2.75b) se mantiene idéntica

o)

u, ou, cul lag | Bx/ds .
¢ + cos 8 + —2 1 25 K sen & — - ul|d
(1 - )’ Os {g (1~ xd)’ | 05 Lg (1~ xd)

g [sen g + Sf) =0 (4.8)

pero S, resulta de las ecuaciones (2.109) y (2.85), como sigue

b2 Iﬁﬂ;[l ; Kd‘")“ ntou?
. Ki A0
‘SJ.— - 26?’ qu (49)
1 -+ -—?]-—. ]

FPor ofra parte, la condicion cinematica de frontera (ecuacién 2.51) se mantiene
igual

w, R dd
4 e 22 41
i, 1 = ad ds (4.19)




4.2.2 Regimen crifico

La ecuacibn (3.7) para el tirante critico se mantiene igual

gk (- in (- )" (4.11)
Je oo 8 [in (4 - xad) + 17

donde g = Q/b. La curva mostrada en la figura 3.2 muestra la representacion
grafica de la ecuacion (4.11) y permite un caicuio sencilic del tirante critico.

L.a condicidn critica para el canal rectangular queda expresada en términos del
parametro.# por la ecuacion (3.10)

112

_ 1 - & In (0 - wd)
%7 [" ) fin § - ) + 1]}‘ (4.12)

<

cuya representacion grafica se presentd con la curva de la figura 3.4.

4.2.3 Version unidimensional

La teoria presentada por Sotelo G. y Ruiz (1994) es congruenie con el modeio de

fiujo cuando se particulariza para el canal rectangular. En efecto, conn=d en la
ecuacion (4.1) se obtiene

u, = (1 - «d) u, (4.13)
Por tanto, con g = Ud, la ecuacion (4.2a) se escribe
Ud = — TIC- (- ad) in (0 ~ «d) u,

donde U es la velocidad media en la seccion. Con x = 1/R (R el radio local de
curvatura), resulta

{ R 4 dh .
| [ - = F
U Li d) In [\l R u, = A u, (4.14)

de manera que la ecuacion (4.13) también se escribe

U g { (4 15)



En ambas ecuaciones, al término

, {, R d
2={1- ?é‘) In (1 — _R) (4.16a)

se e designa como coeficiente de curvatura para el flujo concavo y sélo depende
del tirante d del flujo, el cual cambia en cada seccion.

Por un razonamiento semejante se Hegaria a las mismas ecuaciones para e! flujo
convexo, pero la curvatura negativa cambia el signo de los términos gue contienen
a d/R en la ecuacidn {4.16a), de manera que para &l convexo resulta

A= (; + -g-] In (1 N %] (4.16b)

La representaciéon grafica de 1se muestra en la figura 4.1 para ambos tipos de
flujo en términos de 4/R; en el concavo A< 1 y en el convexo A >1. En cualquier
caso, A tiende a uno cuando /R tiende a cero; con ellp, u, tende a V', es decir, a

la distribucion uniforme de la velocidad unidimensional en flujo rectilinec de un
liquido ideal.

La energia H = ¢ + plegp — u;/Zg de las particulas (respecto del fondo) es
constante para todas las lineas de corriente en la seccion, pero su valor se obtiene
con mas facilidad en la superficie libre ({ = 4 cos ¢) donde la presion es la
atmosferica (p,= 0) y de la ecuacion (4.12), u,= U/A por tanto, la energia
especifica en la seccidn es

Rk
EZ:dCOSO‘f—?E (417)

sea el flujo concavo o convexo.

El coeficiente A corrige el defecto de considerar la velocidad media en la seccidn
en lugar de la velocidad u, sobre la superficie libre, de manera que el ultimo

término de la ecuacion (4.17) representa la distancia vertical que separa la linea de
energia de dicha superficie libre en ambos tipos de fiujo.

Un hecho importante es que, para calcutar la energia en una seccion del fiujo con
curvatura, no es necesario conocer la distribucion de la presion ni fa que hay en el
fondo, soio el coeficiente de curvatura. Si d/R es pequefio o el flujo es rectilineo,
A= 1,y la ecuacidn (4.17) se convierte en ta expresién convencional para el liguido
ideal.
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Figura 4.1. Coeficiente de curvatura A

Para conocer la distribucion de la presién en Ia seccion y sobre todo la presion que

hay en el fondo, se utiliza la ecuacion (4.5b), donde se sustituye la ecuacion (4.15)
y resulta

P (g {1 =xdY 1

s = {d ~ n) cosﬁ-t—[l (I —m):}f 2% {(4.18a)
O bien

i*(d—n)cost‘j?-fl—-(R_dT-}ly—i (4.18b)

gp \R-n) | 22 '

expresion que permite conocer la presion en cualquier punto de la seccion, sea el

flujo concavo o convexo. Para el concavo, con » = 0 se obtiene Ia carga de presion
en el fondo

P, / ay. 1 U*
-i~:1c056)+{1~1~~+ e 4.19a
o L \ R}_[ rZ2g ( )
0O bien
P e ol d TdY 11 )7
fedeos O+ |24 L4 L YD 4.19b
‘Q_g.} geos 0 !lr J"f \ R] N /:VL Eg ( )



Para el flujo convexo d/R es negativo y el signo del dltimo termino de la ecuacién
anterior cambia a menos, por lo que se usa el doble signo como sigue

P geosoxd (24 L L

& =deos 0+52-%) 5 3 (4.20a)
O bien

Po ~deos g+ }”21? U4 (4.20b)

gp Y 8R

Cuando &/R = 0.1, A = 0.948 y el paréntesis rectangular es casi igual a 1, de modo
que la ecuacion anterior se simplifica a la forma

Uid
S 4.21)

ﬁzdcosé?i
&P

gue es la ecuacién aproximada obtenida por Douma (1953) para una curva circular
a parlir de un razonamiento distinto. El término [i — (d/2R)V £ es siempre menor

de uno en flujo concavo, de modo que la ecuacidon (4.21) conduce a resultados
mayores que los obtenidos con ia (4.20b). Lo contraric acontece en el flujo
convexo. Las diferencias son menores del 6 por ciento cuando J/R < (.10 en fiujo
concavo, pero son mucho mayores en el convexo.

El primer término en las ecuaciones antes obtenidas corresponde a la carga de
presién hidrostatica y el segundo a la desviacion de la presion por efecto de la
curvatura de las lineas de flujo. Dicha desviacion se agrega a la hidrostatica
cuando el flujo es cédncavo resultando presiones siempre positivas. La presion en
flujo convexo disminuye a valores que pueden ser mayores 0 menores que la
atmosférica. Las tres posibilidades se representan en {a figura 4.2 con la medicidn

en puntos ubicados a la distancia 4, medida desde la superficie libre en direccion
normat al flujo, donde los piezdmetros registran fos valores que se muestran.

Segun la ecuacion (4.17), la carga de presion en el fondo de la seccion no
interviene en la magnitud de [a energia, como ocurre en el flujo rectilineo. Por
ejemplo, para el fondo de la seccion resulta £ = p /gp + u)/2g, pero p, /gp se

obtiene de la ecuacidn {4.20b) y de la (4.15) u, = (1 — i] (“;: ambas se
4

0
AN

sustituyen en la ecuacidon de L'y esto lleva nuevamente a |a ecuacion (4.17).
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Figura 4.2. Medicién de la carga de presién en un flujo curvilineo.

Cuande la distribucién de la presién en un flujo difiere de la hidrostatica, es comdn
utilizar el coeficiente de correccién o® de la carga de presion, definido en la forma

o’ =1+

Q a’ cos & -”A gp (4.22)

donde Ap/gp es la desviacion de la carga de presion real respecto de la hidrostatica
e igua!l al ultimo término de la ecuacion (4.18b). Es decir, en flujo concavo y
convexo dicha desviacion es

aﬁ_pzrl_(fiJz LU
gp { r) |7 2
donde », =R ~dyr=R-n Peror, /r=uylu, ylaintegralen o resulta

jj 2Py da = HJ v dd ~ Ud [__) ILwJ } %%

Farrs

La primera integral después del signo igual representa el gasto, y el producto de
1/4 por la segunda integral es el coeficiente de correccion de la energia cinética
por efecto de la curvatura en la distribucion de la velocidad y se designa por «,;

ademas, A = U/u, y se obliene

” P udd = Q- 3o i



nor tanto

@ =1 A e (Lwa)gf— (4.23)
d cos & \ P °) 2g

de manera que la carga de presiébn media en términos de la velocidad media
resulta en la forma

r2
a’dcosé’::dcoséJr[“}Twac)gg

La ecuacion para la energia especifica del flujo curvilineo es

E=qa dcos & + a U /2g, donde se sustituye el valor de¢’ y resulta

E-—d0039+(1——a +a\=U2 {(4.24)
- F T %) 2g '

donde o = «_, si bien en un flujo rectilineo se calcula con la distribucion de la
velocidad con efecto de friccion en la pared. El coeficiente o para el flujo

curvilineo se calcula con la distribucién de la velocidad por efecto de curvatura, ya
que el flujo irrotacional no incluye la friccion. Puesto que la distribucion de la
velocidad sigue la ley del vortice libre u = u, v,/r ylamediaes U = 1 u,, para el

flujo concavo se tiene

L1 oerfuN 1 erdr 1 rd[ 1 T
S RS+ S-S Sl

Con R - r =d ysustituyendo », = R ~ d, setiene

D N O AN d}
@, = 5 1 R] - £ (4.25)

Puesto que A es funcion de d/R, a, también lo es. Cuando el flujo es convexo, &/R
cambia de signo en las ecuaciones de Ay o, ¥ si d/R tiende a cero, 10s dos
coeficientes tienden a uno. Se puede considerar que «_ < 1.07cuando ¢/R < .4

en fiujo concavo o convexo, 1o que cubre ta mayoria de los casos en la practica.
£n olras palabras, la distribucion de la velocidad por el efecto de curvatura casi no
tiene influencia en el valor de .y el coeficiente de curvatura es el Unico que
influye en el calculo de la energia total en flujo curvilineo; es decir. {a ecuacion
(4.17) puede aplicarse en lugar de ia {4.24) sin ningun error.
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Es posible usar ia teoria incluyendo la perdida de friccién. En efecto, cuando la
curva es larga, es posible determinar el perfil de la superficie libre en las distintas
secciones perpendiculares al fondo por la aplicacién reiterada de la ecuacion de
energia entre ellas. La ecuacion entre dos secciones normales al flujo curvilineo
vertical se expresa en 1a forma

A + E, =E2+5L2fiias (4.26)

-

donde E es la energia especifica en cada seccidn (i = 1 o 2), calculada con la
ecuacion (4.17) (X de la 4.16a) y S,, es la pendiente de friccion en la seccion 4,

calculada con la ecuacion (4.9). Por dltimo, 4s es la distancia entre las dos

secciones, medida siguiendo el fondo del canal, siendo Az el desnivel del fondo
entre ambas.

Por tltimo, con 1a interpretacion de {a ecuacion (4.16a), son posibies las siguientes
desarrolios:

owmnmywm:_m@-ﬁﬂmaﬁmyyﬁkujjmaumw

(i —xd)in (i ~wxd)=- A d/R (4.27)
También
d A A+ 11— Rid
— | = 1 — = ——————— et
n{l - xd) + 1 n(l R)-M i—R/d+1 R
[R/d ~ (4 + V)]
e d) 4 = 28
In (1 — xd) + | BT (4 .28)
Con estos resultados, la ecuacion (4.11) se escribe en la forma
v [ R \
e Udm)( )
Jg cos 6 [Rid — (4 + D}?
0 bien
g K d [ 20 -diRn"
o S e 4 9
.Jg cos [Rf.{f — (A + ) (4.29)

con la misma iimitacion de gue: RJd > (A + 1),
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Igual que antes, la ecuacion (4.12) se escribe en la forma

- e - md) @R - 9]
F [ {@/rF rRid -~ 3 « 1] }

L i ‘j (4.30)

Las ecuaciones (4.29) y (4.30) son equivalentes a la (4.11) y (4.12), pero en
términas del coeficiente de curvatura.

4.3 FONDO CONCAVO-CONVEXO

4 3.1 Solucion tedrica

La interpretacion de la linea de energia y del perfil de la superficie libre sobre el
canal de fondo céncavo-convexo mestrado en la figura 2.7, es similar en flujo
permanente, pero lag variables gue intervienen son independientes del tiempo. La
carga de velocidad, calculada con el componente u, en la superficie libre de una

seccién ortogonal af fondo, separa verticalmente a dicha superficie de la linea de
energia. Cuando el flujo cambia de subcrilico a supercritico se establece una
seccion critica v es de gran interés determinar la condicion necesatia para su
localizacion.

Para facilitar ios célculos, el perfil del fondo se conoce a través de la funcion £ (x)
referida al sistema carlesiano (x, z), de modo gue la coordenada s hasta un punto
cuaiquiera B en el fondo se obtiene de fa integral de linea

‘= d(x)Y
[ | & (4.31)

donde x, representa la abscisa del punio B, medida desde el punto origen en que
se inicia la curvatura en el fondo.

£l angulo de inclinacidn ¢ de una recta tangente al fondo en cualguier punto B
resuita

J ,
tan @ = — o Ee (4.32)



gue define ofra recta ortogonal at fondo, de ecuacion

‘;’_Z. dé’(‘xs) ; _
(x th LR 5 1= 0 (4.33)

B

La curvatura en cualquier punto B del fondo es

_ a&gae d2¢ v
L+ @iy ]” [t + (sen Olcos 6) [

2
= cos’f % (4.34)

como puede verse en los libros de Matematicas. Por tanto, para un radic de
curvaiura R = 1/, las coordenadas del centro de curvatura son:
x, = %, + (sen O/x); z, = ¢ - (cos bix)

Finaimente, al calcular 4 en la seccion ortogonal al fondo en eif punto B, las
coordenadas del punio A sobre ia superficie libre resuitan:

x, =x, —dsen8; z ={ +dcoséd. Dicha punto y el centro de curvatura se alojan
sobre la recta de ecuacion (4.33).

Cuando x = 0, la ecuacion (4.7b) (H = constante) permite determinar el perfii de la

superficie libre del fiujo. Para ello, con ¥ = xd, el paréntesis en dicha ecuacién
resulta

y(x)=4+By (4.35)
donde
A = 3.3_,.,.@._;"_5_)_ (4.36)
G K
. 28c0Y (4.37)
7K
() =M0 - t-nl° (4.38)

La solucion grafica de la ecuacion (4.35) se muestra en {a figura 4.3 para ios
valares: « > () en el primer cuadrante del sistema coordenado [, »(#)] v k<0 en el

segundo. lLas rectas de pendiente + B intersecan a la curva de ecuacion (4.38)
en dos puntos de cada cuadrante: »° en régimen subcritico; y) en supercritico;
pero s¢lo el punto y! corresponde a la condicion critica.  Para determinaria se
obtiene ia derivada de la ecuacion (4.38). como sigue
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Figura 4.3. Soluciénde y(y) = 4+By, x*subcritico,
x* critico, yF supercritico. Canal rectangular.

%{2:4[(1_’() - {_%ﬁ}%wln (1~z)}

O bien

dy(z) _ 20+ (- z) 39
de {t-phd-pf 3

Cuando dy(y)/dy = 0, la solucidon es y = 0.6321, como se indica en la figura 4.3, y
corresponde al minimo de y ().

Al sustituir la ecuacion (4.2b) en ia definicion de namero de Froude(¥ =4 ), con y =
&d resutta
- B gxn - 2 (4.40)

Jg d cos 6 Jg d cos O

y # estd definido por el término a la derecha de la ecuacion (4.12). Es posible
establecer entonces que cuando y > 0, la condicion &+ < & equivaie a

[~ g a/ln {0 - 2)]

\IT: d cos 0




O bien, con ios valores reciprocos de los términos y con d = y/x, la desigualdad
también es

2g cos & 24+ 1In (1 -
ggxs vz [, ( :e)]}z
q (- )i (- )]

O bien, de las ecuaciones (4.37) vy (4.39) se obtiene

dr{y)
- B oy » Zind
]

Siguendo el mismo desarrollo cuando y > 0, la condicién & < & equivale a

“Bsz-dy(z)

dgz

De este modo, cuando se cumple:

F < F & - B 2 - ___.dz(z)
zx > 0 ;
@a@@—ggﬁff_@ IBlzdy(g)
e i
” H d'r
{3* <5 e 52 2W | ]B|sh~m*;(;)
pee e '
;97 > ¥ < B = LAY
L dx
hay equivalencia en las condiciones:
F < 1 & -—L- |ff;./_(£fll < 1
| B ’ dy (4.41)
@ =1 = .__I,.._ [W(g}:(ﬁfn.{_)_ > i
Bl | dx

para obtener el valor de y , pero éste no ubica a la seccion critica.

Al sustituir la ecuacion (4.38) en la (4.7b), la energia {otal se expresa en [a forma
Ho=¢+dcos+ vy LE. (4.42)

"\h -
2g
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£n una misma secoidn xes constanie & independienie de d, pere 86 funcid
v la derivada resulia

aH Ao ad do q x die gxl drly)
—— T el —— & 9 —_— PSR~ A
> - cos & i & sen o { ) +

4 4%
| 2g v (.49)

Pero con: i = /R R dB = J{dxY + (do) = dx Jl + () Kde ) ; se liene

e
ng =dsen 8 J1 + 28 9

d sen & 2 = y
M cost@ zcas&‘ *

ddemas

ad _d (xy_Ldr_ xd
ox &'\K -

dyiyy  drix) dx

ax dy dx

A sustitur v agrupar (&mminos en la ecuacion (4.43), se obliene

A E’é s g*x’  dy(y)] cos 8 dy
dx T 7g cos & d yd | oo dx
- [" -
g 2g cos & di
k 2g i_” ) gt o

Perc de las ecuacianes (4.35) a (4.37), resuiia

d# - @< | di{y)] cos & dy ; - Ly
S B [ AR § IR A Y /) R adhiiel . A+ 2By + Byl
oy { I) dax { B dy | «x dx 2o lg [ ~ e oy

Cuando dMidy - U, 2 = .F) perg segdn la ecuacitn {(4.41) eguivele

(/B (dy{yVdy) = t, por tanio, se tiena gue

1 y" _ N
- 5 AT f.’.;_f‘_ (3,8 + 38 }ﬁ/_’t_ =0 )

i i {0 (_lf. I’
dx oy Iy

AT
Pt

i1 de x
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es la expresidon que permite localizar 1a seccidn critica. Para perfiles convexos de
fondo simetrico, ddx — dxdx = 0 en la seccibn de simetria, ge manera gque la -
ecuacion (4.44) se satisface irivialmente; es decir, el flujo critico ocurre en ia
seccion de simetria del perfil del fondo. Para perfiles convexos asimétricos, la
seccidn critica se desplaza aguas abajo de la cresta.

La distribucion de la presién en cuaiquier seccion ortogonal al fondo se obtiene de
la ecuacion (4.5).

4.3.2 Resultados experimentales

Sivakumaran ef al (1983) realizaron una serie de experimentos sobre dos modelos
de fondo curvo; el primero formado con un perfil simétrico que seguia la geomeiria
de la curva de distribucion normal y el otro con un perfil asimétrico. Las tomas
piezometricas se instalaron en el fondo sobre el eje del canal, con espaciamiento
untiforme y en direccion perpendicular a dicho fondo. Como se muestra en la figura
4.4, la diferencia del nive! piezométrico registrade entre el flujo permanente vy la
condicion sin flujo did la carga de presién p,/gp, donde el nivel de referencia

considerado correspondio a 1a presion atmosférica p_ = 0.

\ecturag durante e}
figjo parmonents

Lecturg ¢! terminar e}
/ flujo. fondo seco

/

ot e e it ek whm ;m—---—--u—

Centrituga

5 /9P
sin flujo

F 4

Hivel dey refarsncia

Figura 4.4. Lectura de ia presion en el fondo

Los autores expresaron que el desarrollc de 13 capa limite turbulenta desde la
cresta hacia aguas abajc no significé alteraciones en el tirante del flujo para |a
rugosidad de material empleado en la construccion del fondo del modelo.
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En las pruebas resuitd mas senciio medir sobre un sistema coordenado de eje »
horizontal y z vertical, y a prediccion del perfil tebrico tuvo que efectuarse para el
mismo sistema. Como se muestra en la figura 4.5, el tirante vertical / en el punto
de medicién piezométrica de abscisa x da las coordenadas experimentales de la

superficie libre (x_, z, =¢, + #,). Con ellas es posible calcular la posicion
tedrica de la superficie libre {x,, z } sobre ia misma normal al fondo que pasa por
el punto {x_, z_), como se expone a continuacion.

la ecuacion de una recta ortogonal al fondo en el punto (x, z = &) esta dada por la
ecuacion (4.33), la cual se expresa ahora en la forma

g - Z. dé'(-x)
X=X, dx

+1=0 (4.45)

Esta se ha obtenido en términos de las coordenadas del punto (x_, z_ ) sobre el
perfil experimentat del flujo y sirve de base para localizar ef punta (xz, ;’2) sobre i2
normat ai fondo que pasa por dicho punto. En aste, la ecuacion (4.34) seria

K, = cos’f a‘zi(zxz) (4.46)
El tirante experimental y y en el punto 2 estan dados por
d, =l -5y + G, - F]" (4.47)
X, =K, d, (4.48)
El valor de 7, es el tedrico obtenido de la ecuacion (4.38), es decir
Hr) =4, + B, (4.49)
donde 4 = 2¢ (H - &g &F v B = - 2g cos 8/q'« . Ei tirante tedrico vale
d, = y,ix, (4.50)
de modo que la posicién de la superficie libre tedrica esta dada por
x = x, —d, sen
o= e d eos O (4.51}




- Suparticie Hibre tedrica
Suparticie Hbre experimentgl

Lilx, E)

éﬁ = g"i)

Eje x

0 ed

Figura 4.5. Tirantes tedricos y experimentales

El método de iteracion de Newton-Raphson se usd para resolver las ecuaciones
(4.45) y la ecuacion del perfil para localizar el punto de coordenadas (xz, 4,"2), y con
[a (4.49) se obtuvo y, .

433 Conclusiones

l.as figuras 4.6a y b muestran las curvas tedricas y los puntos experimentales para
1a superficie libre y 1a presién en el fondo sobre el perfil simetrico, ambas para el
gasto maximo. Los valores tedricos del perfil de la superficie libre corresponden a
régimen subcritico antes de la cresta y supercritico después de ella, como es o
propio. La concordancia es excelente no obstante que Ia superficie libre tedrica
para dicho gasto queda ligeramente abajo de los puntos experimentales en la
regidn subcritica; esto se debe probablemente a lo inadecuado de la aproximacion
de flujo poco profundo en una region donde es profundo. El flujo critico ocurre
exactamente sobre la cresta, como se predijo con fa ecuacion (4.44). &n [a region
subcritica cerca de la cresta los puntos experimentales quedan debajo de la
superficie libre teérica en la medida que el flujo se acelera en una region de
transicion de flujo subcritico a supercritico.
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Figura 4.6. Flujo permanente sobre el perfil simétrico para ¢ =1119.7 cm* /s y
2 =348 «m . Ganal rectangular. De la teoria: subcritico,

_________ critico; _..._._._. supercritico. Experimental: © . Segun
Sivakumaran et af (1983).
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Figura 4.7. Numero de Froude local tebrico y experimental, contra curvatura
adimensional para el perfil simetrico. Canal rectangular. Segun
Sivakumaran et al (1983).

Los resultados experimentales para gastos menores tuvieron mejor concordancia
con los tedricos en la regidn subcritica cerca de la cresta, pero para los mas bajos
no existe solucion de la ecuacion (4.35) antes y después de fa cresta, Esto se
visualiza mejor en ia figura 4.7, donde se presentan las curvas de variacion tedrica
del ndmero de Froude elevado al cuadrado y la curvatura adimensional y (ecuacion
440 y las soluciones de la 4.35), asi como los puntos experimentales. Sin
embargo, las intersecciones de las curvas con la que corresponde al flujo critico
(ecuacion 3.10) coincidieron con ios experimeniales sobre la cresta en todos los
casos. Los autores atribuyeron la discontinuidad del perfil 2 que el gran cambio en
el gradiente de la velocidad en la regidn de transicion propicié que las suposiciones
basicas de flujo poco profundo, asi como las de flujo no viscoso e irrotacional,
fueran cuestionables en dicha regidn.
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Los valores extremos de y para los que tuvieron ¢ y H en las pruebas con el perfil
simétrico quedaron dentro del intervalo sugerido por Dressier: —- 085 < x d £ 0.5,

La presion total en ei fondo se predice con seguridad principalimente aguas arriba,
donde la presion cenirifuga es pequefia. Los errores en la curvatura local v la
turbulencia resultante por la presencia de los piezdmetros, pudieron ser la causa
de errores sistematicos en ios perfiles de la presidn medida en el fondo de ia
region supercritica aguas abajo de la cresta.

Para probar la validez del intervalo propuesto por Dressler, los autores disefiaron y
probaron un perfil asimétrico con distintos gastos. Los resultados se presentan en
la figura 4.8 donde se observa que la curva tedrica de presidn en el fondo no es
continua &n la region de ia cresta. La zona de transicién en que ef fiujo cambia de
subcritico a supercritico es mas extensa en este caso y aparentemente el flujo
critico no ocurre en {a cresta sino ligeramente aguas abajo de ella, como se
esperaba. Los valores extremos de y quedaron fuera del intervaio sugerido por
Dressler, sobre todo ios negativos. La presion en el fondo no se pudo predecir
para ciertos intervalos de x con el gasto maximo debido a que Ios valores de »
quedaron fuera del limite tedrico y = 0.6321. Las dreas sombreadas en la figura 4.8
muestran los dominios donde no existe solucion tedrica y la prediccion de ia
superficie libre no es Unica para ciertos valores de x cerca del origen, Por
ejemplo, ias rectas ortogonales al fondo, para x entre los intervalos Cy D, dan la
superficie libre marcada por 4, y para x mas allé del intervalo D, dan a B. Esto
seria un cruce de normales ya que comesponden a normales al fondo que se
cruzan unas con otras. 3i €l cruce de normales ocurre dentro del fiujo, las
normaies al fondo entre las respectivas que se cruzan parecen redundantes para
predecir fa superficie libre, pero son necesarias para la presion en el fondo. Si el
dominio en que no hay solucidén {y = 0.6321) no existe cruce de normales, éstas

dan una tercera prediccion de ia superficie libre {(las dos primeras son en flujo
subcritico y supercritico). La condicidn del Jacobiano distinto de cero en la
superficie libre, es decir

J [’“’Z]=1wz>o

s, n

parece Insuficiente para predecir una superficie libre tnica.

No existe una prediccion continua de la superficie libre ni de la presion en el fondo,
a traveés del punto de transicion cerca de la cresta, como puede apreciarse en ia
figura 4.8. Ademas del error de curvatura introducido en las tomas de los
piezometros, asi como ofros errores de curvatura en ia fabricacion del modelo,

produjeron probabiemente grandes errores sistematicos al medir la presion en el
fondo aguas abajo.
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donde nz - Cy D intervalos en gue no se pudo predecir (2
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Los valores tedricos de y = x4, comprobados con los experimentales de los perfiles
siméiricc y asimétrico, tuvieron bhuena concordancia dentro del intervalo
~ 2 < xd <054, mas alld del recomendado por Dressler. Asimismo, la

localizacian del flujo critico se predice con seguridad en ambos perfiles. Cualquier
error en la curvatura dentro de la regidn de flujo supercritico afecta bastante a la
presién en el fondo. Cerca del punto singular o de transicion las suposiciones

basicas de las ecuaciones aproximadas para flujo poco profundo son
cuestionables.

4.4 CURVAS CIRCULARES

4 4.1 Descripcién

El perfil de! fondo de un canal se disefia de modo gue se gjuste a las condiciones
topograficas y geologicas del terreno, mediante tramaos rectos de pendiente distinta
unidos por curvas verticales, concavas o convexas. E! disefio puede también
satisfacer la necesidad de lograr cambios adecuados en la direccidon del flujo sobre
planos verticales, como ocurre en las curvas concavas circulares (de curvatura
constante), comunmente empleadas al pie de un cimacio ¢ como cubeias de
lanzamiento, y también en las convexas que sirven de transicion entre una
pendiente subcritica y otra supercritica. En cualquier caso el fondo curvo obliga a
gue las lineas de corriente adquieran curvatura apreciable v a que haya una
aceleracién normal, io cual modifica la distribucion de la presién y la aparta de la
hidrostatica que habria en cada seccion si e flujo fuese rectilineo.

La distribucion de la presion en curvas céncavas circulares ha sido e} problema
que mas autores han analizado, como se menciond en el subcapitulo 1.2. En
cambio, 1a informacién disponible en curvas convexas es muy escasa, excepto en
los cimacios, que son curvas convexas de curvatura vartable con un propdsito
distinto a los que se han mencionado y para las que existe mayor informacian,

£n la mayoria de los casos analizados el flujo ocurre en un canal rectangular con el
fondo de curvatura constante, por elio, la informaciéon existente es para dicha
seccién. El proposito de este subcapitule es de verificar, hasta donde sea posibie,
ia bondad o los defectos del modelo de flujo desarrollado en el caso especifico de
curvas circulares.



4,42 Curvas concavas de transicion
a) Antecedentes

Varios autores han obtenide soluciones analificas para el flujo ideal permanente en
curvas circulares concavas al pie de un cimacio, suponiendo que la energia
potencial es despreciabie. Entre ellos se puede mencionar a Douma (1953) y
Balioffet {1962}, quiénes usaron una aproximacion de vértice libre; a Henderson &
Tierney (1963) y también a Dobson (1967), quienes utilizaron soluciones de
cémputo por diferencias finitas de las ecuaciones del fiujo con potencial.

Lenau y Cassidy (1969) propusieron un método analitico sencillo basado en la
existencia de un flujo bidimensional no viscoso e irrotacional en una curva circular
concava al pie de un cimacio. En su extremo final el chorro se lanza con un
angulo de despegue distinto al que hay en {a entrada de la curva. En este analisis
los autores también omitieron la accion de la gravedad y obtuvieron que las
variables que conducen al calculo de la presidn en gl fondo de la curva dependen
de su geometria y son funcién del tirante, de la energia al inicio y del gasto
unitario,

) Ecuaciones particulares

Las ecuaciones para el canal rectangular obienidas del modelo de flujo
desarroliado se ajustan a los casos particulares analizados por otros autores.
Considerando un flujo irrotacional en una curva concava, como las mostradas en ia
figura 4.9, se analizan las condiciones en una seccidn cualquiera a partir de las
que existen antes de la inicial.

E=n la seccion inicial 0 existe la misma distribucidn uniforme de la velocidad que
posee el flujo rectilineo antes de ella y la energia total se obtiene de la expresion
convencional: H = ¢ + d cos 6, + ¢*/2g 4. En cualquier otra seccion localizada

por el angulo de inclinacién &, la energia fotal se expresa mediante la ecuacion

(4.7b). Sin considerar la pérdida por friccién, ambas energias deben ser iguales,
es decir

2

g, +d cos 8 + 5; 5 = C4+dceos @+ (1 - xd)In {1 - )7 %—
0

L

(4.52)
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De la geometria de fa curva, {, - { = R {cos 6 ~ cos 90); ademas, ¢ =V, d_,
donde ¥, es la velocidad media; asi la ecuacidn anterior se convierte en

. \2

2 43
R{cos@ —cosh) +d cosd —dcosb :[r X J _ 1 ¥

G- (-  da| 2%

gue también se escribe en la forma

. "zgﬂ ’ dO I/’UQ
Ricos @ cosgﬂ)+dﬂCOSH""dCQSg"[((1—~Kd)1n(I»Kd)] —l-lufgd

U

Se representa por:

2=1-kd (4.53)
a= (4.54)
i, :

VG
F =t (4.55)
Jed,

donde F es el nimero de Froude en la seccion O, y fa ecuacion anterior se
convierte en

\
2a {cos @ - cos 4} + 2 (cos e, - §~ cos E})! = [ ~~~~~~~ ; 1} F (4.56a)
. 4

Al multiplicar esta expresion por o*/F; y despejar, se obtiene

1 s . d )
e = 20°F 7 {cos @ ~ cos 8 )+ 2a°F (cos O —-—=—cos G|+ a
(2 1o QY " Y R SSRGS

i S
Reagrupando términos
} S

- d '\ ; " ~_ 2 .
e = 27 08 @ | - — -1+ @7 - 2a7(a - DE; 7 cos 6 (4.56b
(&2 n QY } . du] (- DF,  (455D)
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1“‘-—'—9:‘31 KD‘G‘“K"E,;‘=]“‘KZ£$Q
y con
a, = 22°F;? cos ¢ (4.57)
B, =& -~ 2a*(a - 1)F;* cos B, {4.58)

Se obtiene finalmente la expresion
(@2 =a, @+ f (4.59)

En esta ecuacidn ¢, varia con la ubicacion de ta seccion donde se desea calcular

el tirante, perc depende finalmente de la geometria de la curva. Por ejemplo, una
seccién de mucho interés es a la mitad de ia curva, como se muyesira en la figura
4.9, por que en ella se produce el valor maximo de la presién en el fondo; en este
caso, 6 seria igual a §,/2 y o, = 23°F; * cos (4,/2). El término £2 es el Gnico que
depende del tirante 4 en la seccidn y es posible calculario mediante iteraciones a
partir de los valores conocidos de g y de F, en la seccidén inicial. Una vez que se

conoce (2, el tirante d se calcula ¢con la ecuacion (4.53).

La figura 4.10 muestra la representacion grafica del primer término de la ecuacién
(4.59). La curva tiene un minimo para 2=- 1y a = ¢ { base de los logaritmos
naturales). El segundo término de ia ecuacion se representa en la figura mediante
una linea recta de pendiente o, y ordenada al origen £,, de manera que la raiz 0

de la ecuacion (4.59) depende de los valores que adquieran «, vy §,.

La carga de presion en el fondo de cualquier seccion se obtiene de la ecuacion
(4.5) donde se sustituyen las expresiones (4.2b), (4.53) a (4.55) y la ecuacion de
continuidad (g constante), de modo que se convierten en

r -2 Hj
=d cos & + {1 ~ xd ~ 1~ =d ¢cos @
= [0~y 1] 52

r a i 2
hdo d“ g

WA | 2 e

+ [(l - fca')”z - }]
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Figura 4.10. Esquema de sciucion de la ecuacion (4.59)

ConV, = ¢g/d, . resulia

P22 d
Lo~ dcos o+ L ~;5‘-’~

gp (a 2 In Q)

R

(4.50)

que al multiplicar por 2/d, ¥} y simpfificar, la presion p, en el fondo de cualquier
seccion queda representada a través del coeficiente de presion total €, en la
forma

14 2a -
C =t =22 (1 - )+
W2 p V) K ( ) (@ 22 In )

{4.61a)

O bien
C =C, +C (4.61b)

donde C, y C, son los coeficientes de presion hidrostdtica y de presion centrifuga,
respectivamente, definidos en la forma
- p; 2a ,
(= Wt = 20 (] - 2 4.62)
e T 9 (
, P, I - £
T TRt
WY e T (@ 0 Y
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Ambos dependen de a 'y de 2, pero el primero es &i Unico que depende de F,. Por
tanto, el no inciuir el efecto de gravedad equivale a que C, = 0, 0 bien, a que
F, =« yconello, que C, = C,. Obsérvese, sin embargo, que esio no es una
limitacion ya que C, se puede agregar a posteriori, caiculando d y la presion en &l

fondo de cuaiquier seccion radial en la curva mediante las ecuaciones (4.59) y
{(4.60) o (4.61).

Por otra parte, eliminar la accion de la gravedad implica despreciar también el
cambio de energia potencial y a su vez que se cumpla:
g, +d cosd —~({+dcos8)=0 en la ecuacion (4.52). Segun la {4.7a), esto
equivale a

v}z 1 w W

22 (1 -dy 28 28

(4.64)

es decir, la velocidad », en cualquier punto de la superficie libre dentro de la curva
se mantiene constante e igual a la velocidad ¥V, en la seccion inicial. También, de
la ecuacién anterior y la (4.2b) se tiene

u, d xd g
¥V 4 = 8% o
=" Txd Q- & o ( — &)

0 1

ConF, =, 0, =0y 8, =a* (figura 4.10), la ecuacion (4.59) se convierte en

!

I=—m=——a91ns’2=aﬂmf)“ (4658)
O bien
_ b
a= - s (4.65b)
Oy 2= - % (4.65¢)

donde £2s6lo depende de a y la raiz debe quedar en el intervalo: ¢! < €2 < |, es
decir, hay solucién sdlo si a = I/kd, 2 ¢, donde ¢ = 2.7183 es la base de los

logaritmos naturales. Ademas, de las ecuaciones (4.57) y (4.58) se tiene también
que @, = 0y B =o' . Porianto, la ecuacion (4.63) se convierte en

‘ p
( T L R - = l - QI 466
TR TE 466)
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{ as ecuaciones {4.65a) y (4.66) expresan que tantc 4 como el coeficiente C son

independientes de 4, y de & sélo dependen de o y son constantes en toda {a
curva.

¢) Conclusiones

Con objeto de comparar los resultados del modelo de fiujo con los obtenides por
otros autores, se resolvieron tas ecuaciones (4.59) y (4.61), haciendo &, = 45° y
g =6 /2 para que las condiciones del flujo cCorrespondieran a los resultados
experimentaies de Henderson y Tierney (1963). Al considerar gue la seccidén se
ubica para ¢ = 6./2, se acepta que en efla ocurre ia presién centrifuga maxima.
Las curvas mosiradas en la figura 4.11 corresponden al coeficiente de presion
centrifuga obtenido para distintos valores de a y de ¥,. La curva inferior (F, = =}
representa et comportamiento del modelo de flujo cuando no se considera el efecto
de gravedad, o sea, el cambic de energia potencial, cualesquiera que sean [os
valores de &, v 8 Se observa que los resultados tedricos coinciden con los
experimentales para R/d, > 6 pero falian para valores R/d < 6.

Por otra parte, se elabor6 la figura 4.12 con las mismas condiciones y resuitados
de la anterior y en elia se muestra que el cociente p /p, crece con d,/d; y tambien
con F, y g, al grado que con ¥, > 20, la presion hidrostatica es ya insignificante en

comparacion con la centrifuga, de modo similar a lo que ocurre cuando no se
considera el efecto de gravedad (F, = »).

Cuando no se incluye la accion de la gravedad en el analisis, {2 ecuacion {(4.65¢)

es valida y en ella se sustituyen las ecuaciones (4.53) y (4.54), ademas de x= 1/R.
Resulta asi

(1= )y (y 4y %
1 %) nLl R) 2
gue tambien es
d (. d ay _ 4,
a 'y 2 S R 87
R.\l RJln(l Il (4.67a)

% i=Ze (4 67b)

de {a cual se deduce que el firante 4 dentro de a curva es mayor gue en el inicio,
ya que el coeficienie de curvatura es 4 <t. Cuando 'R = 002, A =009 vy
diR ¥ d IR
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- P _d(y 4
¢, = {2y pV: R (2 R) (4.85)
O bien, de la ecuacion (4.67b) se tiene
P, d, (2 1 d)
« T W2 pV: T R ('I:Z' " E R J 469

L.as ecuaciones (4.87) y (4.68) fueron obtenidas por Balloffet (1962) a partir de la
tecria por él lamada del vortice irrotacional y fue reportada también por Henderson
(19686) como del vortice libre.

En la ecuacion {(4.68b), para d/R < 0.2, 4 = 0.892574 y el término entre paréntesis
es: 1.9897 < {2/4 — 4, /#R) < 2; por tanto

_ D, . 2d,
CC = "1';{-2“‘“;'0““—];? T = 2 Kdo (4703)
C bien
p v:d
T 4700
gp gR ( )

que es la solucion aproximada obtenida por Douma {1953) para la presion
centrifuga.

La figura 4.13 es similar a la 4.11 y fue elaborada por Henderson y Tierney (1963).
Ella contiene los resultados del coeficiente de presion centrifuga méaxima, obtenido
medianie la teoria completa de estos dos autores para una curva como la
mostrada en la figura 4.9a y dos angulos 8, = »/4 y =/ 2. En elia se repiten los

valores experimentales que aparecen en la figura 4.11, ademas de los resultados
obtenidos con el modelo de flujo (curva para F, = =)y los de la ecuacion (4.70).

£n la figura 4.13 se observa que hay mejor coincidencia enfre el modelo de flujo y
la curva @ = n/2, asi como con la ecuacion (4.69), inclusive para valores

Rid =z 4.
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Figura 4.11. Solucion de la ecuacion (4.62) para 8, =z/4 ¥y 8 = /8
Los puntos experimentales son para (6, = z/4), segun
Henderson y Tierney (1963)
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Figura 4.14. Cubeta de lanzamientio con descarga fibre;
simbologia utilizada.

4.4,3 Cubetas de lanzamiento

a) Antecedentes

Las cubetas de lanzamiento (figura 4.14) se utilizan para lanzar libremente el
caudal proveniente de una rapida hasta un sitio donde no produzcea danos a otras
estructuras, incluyendo a propia cubeta. También se usan para dispersar el flujo y
evitar en Io posible erosiones en el fondo del cauce. Tienen normaimente fa forma
de una curva circular vertical, por lo cual los desarrolios presentados en ias
secciones 4.4.2a son aplicables a ella, exceptc gue en el punto en que el chorro
despega hay que satisfacer la condicion de frontera de que p, = 0. Esta

condicion tiene un efecto reductor de la presion en una distancia del ordende 1.2 a
2.3 veces el tirante, aguas arriba del punio de despegue. Los desarroilos
mencionados se hasan en que la presion sobre la superficie libre del agua en Ia
curva es la atmosferica. Cuando el chorro queda sumergido por el nivel del agua
en el canal de salida (figura 4.152), la carga de presion en la linea de corriente
superior de 1a seccion vettical de la cubeta no es la atmosférica, sino la que
impone el nivel del agua en dicho canal, es decir, p /gp = h, . por tanto la carga

de presion en el fondo se obtiene de la ecuacion (4.60), pero se suma el valor de
k. Enla figura 4.15b se muestra la distribucion de la presion con descarga libre y

sumergida.
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Figura 4.15. Caracteristicas del funcionamiento hidraulico de una
cubeta con descarga sumergida.

Debido a las razones mencicnadas, se han desarrollado métodos especificos para
el analisis de la distribucién de ia presién en una cubeta de lanzamiento con
descarga libre. Un buen resumen fue presentado por Camargo y Franco (1886).

Lenau y Cassidy (1969) propusiercn un método analitico basado en la existencia
de un flujo bidimensional. no viscoso e irrotacional, donde no se considera la
accioén de fa gravedad. Ei flujo fue descrito a través de un potencial complejo cuya
solucion numérica se muestra en la figura 4.16a, donde se ralacionan los
parametros adimensionales RC, /24 y s/d, que permiten conocer fa presion que

et flujo ejerce a lo largo de la cubeta segun la simbologia de la figura 4.14. Para
ello, los parametros anteriores en la seccidn de despegue valen: std, = PRId, y

RC, 2d, = 0, por quedar el fondo en contacto con la atmosfera. Con estos

valores se obtiene un punto en el eje horizontal de la figura 4.18a que identifica la
curva con la que se valua el coeficiente adimensional (', para otros puntos; la

posicion de la curva esta dada por

s _(B-4R
d d

0 0

Con el valor de s/d, correspondiente a cada seccidn y con la curva seleccicnada,
se determina el valor de RC, /24, ycomo C, = p /gpH , la presidn centrifuga en

el punto deseado se cobtiene a partir de H, que es e} desnivel entre [a linea de
energia y la seccion donde finaliza la cubeta. La velocidad y el tirante en la
seccion inicial se pueden aproximar con las expresiones:

v o— J2g (4.72)

" -~ (4.73)

|2 o Ii'j!

(4.71)
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Figura 4.16. Presién en el fondo de una cubeta defiectora.
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Figura 4.17. Calculo de la presion en el fondo antes de fa cubeta
defiectora, seglin Lenau y Cassidy (1868).

La presion centrifuga en el fondo aguas arriba de la cubeta deflectora se obtiene
con ayuda de la figura 4.17 al suponer diferentes valores de s, y oblener los

correspondientes a s Y RC,124; con ello se calculan los valores de
sid, = s, - (s,d,/R}, asi como los de C_ . De esta manera se obtiene la distancia s
y ta correspondiente presion centrifuga p, = gpHC,,; .

Los resultados de Lenau y Cassidy (1969) cubrieron valores de fRr/d, entre 2y 9,
pero hay casos bastante comunes donde AR/d excede de 10. Prasad (1984)
extendio los resultados hasta fR/d | = 32 y propuso ecuaciones mas sencilias para

limites todavia mayores. La figura 4.16b muestra los resultades combinados de
Lenau-Cassidy y de Prasad que fueron corroborados con mediciones
experimentales. Es interesanie observar que la envolvente de todas las curvas de

BRid  en la figura 4.14 tiene por ecuacion RC, /24 =1, que es el valor maximo,
ademas de ser independiente de AR/d . En ofras palabras, cuando AR/d, > 7, el

valor maximo de la presion centrifuga desarrcilada en una cubeta deflectora ne
depende del angulo centrat de la curva y vale

donde V, y 4 son velocidad y tirante del flujo de aproximacion a fa curva. La

ecuacion anterior coincide con la {4.70), atribuida 8 Douma {1953}, la cual. como
se ha demostrado, adquiere validez aun para valores de jJR:d = 6.
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La teoriz de Lenau-Cassidy y Prasad es mas compleia que la de Henderson y
Tierney ya que, ademas del valor maximo de la presién centrifuga, proporciona la
variacion gue ella tiene antes y después de dicho maximo, e inclusive antes de la
propia curva. El maximo ocurre para valores del parémetro s/d, = fR/2d ¥

despues se mantiene constante cuando pR/d, 2 6, 0 bien decae cuando
2 < BR/d, z 6. Ambas teocrias tienen el defecto de no precisar et procedimiento
para calcular el tirante a lo targo de la curva.

by Resultados tedricos

La equivalencia de ios pardmetros de Lenau-Cassidy con los aqui utilizados se
presenta a continuacion. Para g = @_, se tiene que:

8RO 0 L (4.74)
dU dG ;{'d()
PR _ B
e = =a f3 (4.73)
d(? Kd@
R Cm 1 1 r a b, 2g P a
= Lt L te. =X 2072 < Z = = 476
2d, 2w gpH Zgp Vi CpvET 3w (4.76)

La comparacion de los resuftados de Lenau y Cassidy con los de Henderson y
Tierney se puede hacer s0lo para los dos tnicos angules centrales gue utiiizaron
los Gltimos: g=n/dy f=x/2. Portanto, se tendria que. SgR/d = xa/4 para el

primero y BR/d, = za!/2 para el segundo, o bien: a = (4/z){fRId) ¥
a = 2 BR/zd para f=r/2. Eligiendo valores cerrados del parametro fR/d . se
leen los maximos de RC,,/2d, para cada curva y después se determina a que
valores de g corresponden. En efecto, la tabla 4.1 ilustra los calculos realizados.
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Tabla 4.1 Coeficiente de presion centrifuga de los resultados de Lenau y Cassidy y

de Henderson y Tierney.

JB.,-..}E R (:FH o = i .'.t_.ig— Ct‘ cc a = -—2..‘.- —-ﬁ—Ri. (:c C"
4,1 2d x d, de la fig 4.13 rod de la fig. 4.13
| de la fig. 4.16 | para f= z/4 dela ec. 4.70 para para f= /2 | delaec 476 para
8 =7zi4 8 =x/2
2 079 2.546 0621 | 0.365 1273 1.241 R
3 0.9 382 0.471 0.46 1.91 0.942 0.795
4 0.96 5.093 0.377 0.38 2.546 0.754 0.69
5 0.98 6.366 0.308 0.31 3183 0.616 0.6
6 0.99 7.639 0.259 0.26 3.82 0.518 .52 '
7 10 8912 0.224 0.225 4.456 0.449 0.45
8 1.0 10.186 0.196 0.19 5.093 0.393 0.395 i
9 1.0 11.459 0.175 573 0.349 0.35
10 1.0 6.366 0.314 531 :
1t 1.0 ; 7.003 0.286 0.28
12 10 | | \ {7639 L 0261 0.26
13 e ! | 8276 | o242 | 024
14 to ,. i | P 8.913 | 0224 ! .22 |
15 1.0 | - bo9sd0 | 0209 021 |
16 1.0 t 10.186 ‘ 0.196 .19 i
17 1.0 | 10823 | 0185 018 |
¢) Conciusiones

La figura 4.18 muestra los resultados de la tabla 4.1, a los que se agregan los del
modelo de flujo y los de ia ecuacion (4.70). De la comparacion de los valores
maximos de C_obtenidos se derivan las siguientes conclusiones.

a)

b)

d)

Las resultados con la teoria de Lenau-Cassidy y de Hendersan y Tierney son

muy similares, ai menos para los valores del angulo & con que es posible la
comparacion.

Los resultados del modelo de flujo coinciden con los de los autores antes
mencionados (para f =6 = 2/2) y con los de la ecuacién (4.70) para

a = R/d > 5. Puede decirse que el modelo de flujo predice bastante bien los
resultados cuando en la cubeta hay un angulo de deflexion total 8 2 #/2 y
cuando R/d, = 4, valores que por otra parte son muy comunes en la practica.

El modelo de flujo produce mayores errores cuando 8 < x/2, excepto si
R/d > 6. Sinembargo, para Rid = 5 el error es menor del 7 por ciento.

£l modelo de fiujo permite calcutar el tirante a lo largo de la curva y con éste el
coeficiente de presién hidrostatica ¢, lo cual no es posibie con ninguna de fas

teorias existentes. Por ello, no se puede efectuar ta comparacion del
coeficiente de presion total, con el cual podria tenerse mayor coincidencia.
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g} En el caso de cubetas de lanzamiento es necesaric considerar en el modele de
ftujo la condicién de frontera de que C =C, =C =0 en laseccién final de la

cubetia.

fy Las conclusiones antes expuestas confirman o que se habia mencionado al

final del inciso 2.6.2, de que los mejores resultados habia gue esperarlos para
el flujo convexo y no para el concavo

ag

Modolo do flulo

L e a1 T[] ¥ Cngld,
or

\ S TR R A T A S Hendersen ¥ Tiscney

2k

2 et \ o s o EGQSVOR(A.TC)
osh

A\ 8 = B /2

oY

0.8

s
~
S
B
~
0.4 / S
U] @aBerxria N
"
b ;
- P :
0.3 I _‘%M
"'“'-w--._\_“
0-2 [
0.&33 & % 6 7 8 1] o "
Fz1/kdy,

Figura 4.18. Comparacién entre ia presion centrifuga maxima
del modelo de flujo y de ofras {eorias.

Otro criterio es el propuesto por el U.S Corps of Enginering (1978) de los Estados
Unidos de Norteamérica. Es de aplicacion sencilla y presenta la ventaja de
apoyarse tanto en mediciones de laboratorio como de prototipo. La presion
maxima que ocurre en la parte mas baja de la cubeta depende de la velocidad y
del parametro R/d en dicha seccion, y se obtiene directamente de la figura 4.19a.
La distribucion de la carga de presion h = p/gp a lo largo de la cubeta se

expresa con el parametro # /I7, en funcién de ¢/R2g H, ,y de B/, como se

muestra en la figura 4.19b. #/ representa la energia especifica a! fondo de la
seccion mas profunda de la cubeta y el resto de la simbologia se muestra en la
figura 4 19¢c.
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Figura 4.19. Presion en gl fondo de cubetas de lanzamiento,
segun el U.S. Corps of Engineering (1978).
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4 4.4 Curvas convexas

En ia literatura técnica no existen resultados tedricos ni experimentales aplicables
a curvas circulares convexas y por elio no se presentan. En cuanto al modelo de
flujo, deben tenerse mejores resultados para la curvatura x < 0 que para x> 0.

L.os parametros son ahora:

2=1+d
a =~ Uxd,
a, =~ 2a F * cos &

siendo validas las ecuaciones (4.58), (4.59), (4.62) y (4.63) y cuando no se
considera la accidn de la gravedad vale la ecuacion (4.66).

Una curva convexa muy importanie es la que se disefa para la espalda de un
cimacio y también antes de los tanques amortiguadores. Ambas son muy
parecidas pero de curvatura variable con perfil parabolico grado =, y se analizan en
el siguiente subcapitulo.

4.5 FLUJO SOBRE UN VERTEDOR TIPO CIMACIO

4 5.1 Anlecedentes

El flujo sobre un cimacio equivale al que ocurre en un canal rectangular con fondo
de curvatura convexa variable conocida, donde el analisis se dirige principaimente
a la determinacion del coeficiente de descarga, del perfil de la superficie libre de!
agua y de la distribucidén de la presion en el fondo para diversas condiciones de

operacion, es decir, para cargas o gastos de vertido iguales g distintos a los gue se
utilizan para su disefio.

El disefio consiste en determinar la geometria del perfil del cimacio de manera que
la presion en la region de la cresta sea igual a la atmosférica cuando la carga de
operacion (o de vertido) coincide con la de disefio. Para otras condiciones de
vertido, la presibn es mayor o menor gue fa atmosférica segun gue la carga de
operacion sea menor 0 mavyor que la de diseno, respectivamente.

E! procedimiento de disefio a seguir emplea datos experimentales obtenidos por
distintas dependencias. Los perfiles del cimacio mas utilizados son el tipo WES
(Water Experiment Station) y los tipo USBR (U.S. Bureau of Reciamation), entre
los mas conocidos. Para establecerlos se realizaron pruebas exhaustivas en
modelo hidraulico y se obtuvieron una buena cantidad de datos para cubrir
distintos aspectos del disefto y la operacion.
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El propbsito de este subcapitulo consiste en aplicar la teoria agui desarroliada a
tas diversas condiciones de operacion del cimacio, para oblener resuitados gue
puedan compararse con los publicados por las entidades antes citadas v
comprobar 0 no la bondad dei modelo de flujp. Algunas de las variabies
importantes por verificar son fas ya mencionadas, pero se requiere predecir de
modo confiable el perfil del flujo sobre el cimacic, ademas del valor de la presion
en {a region de la cresta.

4.5.2 Disefio geometrico e hidrdufico

Chow (1959) presentd un resumen de resullados de las pruebas en modelo
realizadas en fa Estacién kExperimental de Vias Fiuviales de la Armada de los
Estados Unidos de Norfeamérica, con los lamados perfiles tipo WES que se
adoptan en el disefio de cimacios vertedores de gran caida. Se considera aqui
s0lo el caso en que el cimacio posee un paramento vertical aguas arriba, sin pilas
y con la velocidad del flujo de aproximacion casi cero antes del mismeo, tal como se
describe en el subcapitulo 14-16 de la referencia antes mencionada. La ecuacién
adimensional que define el perfil geométrico del cimacio para estas condiciones es

é’ _ 1 {/ X )1.35

(4.77)

con el origen del sisiema coordenado (x, {) en la cresta {x sobre el eje horizontal y
£ sobre el vertical), siendo H, la carga adoptada para el disefio (geomeétrico),

medida a partir de dicha cresta hasta la superficie libre aguas arriba.

Un parametro adimensional relacionado con el flujo y ia geometria del fondo es
Foso=d (4.78)
V2g H2?
el cual debe ser constante para cada gasto unitario vertido, ¢ = /4, donde @ es el

gasto total vertido y b la longitud del cimacio. Ef valor de ¢ y por ende de F, varia
con la carga H  de vertido ¢ de operacion del cimacio, medida también desde la

cresia hasta la superficie libre aguas arriba.

El téermino C = ¢/H** se conoce como coeficiente de gasto o de vertido del

cimacio y, segun la ecuacion (4.78), se relaciona con F mediante cualquiera de las
siguientes expresiones:

H \_‘I 2 - ’ f]’ N2
= -—q i = ¢ B L
) g e

Cwo—ME___p (4.79b)

de manera que si se conoce ef valor experimental de (" para cada uno de [/ i,

se puede obtener el de |
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4.5.3 Solucion tedrica

Se aplican las ecuaciones particulares del canal reciangular al flujo permanente
que se produce sobre un vertedor tipo cimacio, cuye disefio geométrico sigue los
lineamientos estandar que usan una carga H, de disefic. E! perfil de la superficie

libre de 1a tamina verliente queda definido por la ecuacion (4.7b), la cual se divide
entre H ¥y se expresa de manera adimensional en cugiquiera de ias formas:

L om0 [ fdl, T
H, H, «H, x* -2 (- (4.80a)
;(Hd H é" h‘ffd 2 ;cHd -12
— - 80b
COSH!:Hd H‘j Xt s 6 (~z)in (- x)] (4.800)

donde la suma de términos antes del signo igual representa a la energia especifica
(adimensional) en cada seccién, siendo H la altura de Ia linea de energia respecto
del nivel de referencia, en esie caso, el de la cresta. La posicidn de dicha linea de
energia es invariable para cualquier punto del campo de flujo.

Como ocurre en los canales de fondo plano, la ecuacion anterior tiene dos raices
x, para cada valor de H/H_ y de x/H,: una en régimen subcritico y otra en

supercritico. Estas equivalen a los llamados valores alternos en el canal de fondo

plano, la primera mayor y la segunda menor que el critico existente en cada
seccién.

Con la funcion dada por la ecuacién (4.38):
()=~ @- "’
se fiene que

KH ; kH, 'y o
;=g e AT e YV (Y} ~ —— L B 451
G = a+ o W) 7l = 55 o

Ademas

L Gy ey )
o= dy ~ g (F ) dy



Pero dy (y)/ dy quedb expresada por la ecuacion (4.38) en Ja forma

dr() . 2L+ {i-p] _ ) vz
dz - [(1 . x) in (1 _ Z}]a =2 [1 + In (1 Z)] D’(Z)]

Por tanto

KH 2 . 32
G =142 L (F )’ L+ in (- 2} () (4.82)

Para resoiver la ecuaciéon (4.81) se recurre a un procedimiento de iteraciones
basado en el méiodo de Newion-Raphson, de manera que siendo i la iteracion, se
tiene

X:-:—I = ‘Z: - (—gﬂjr (4'83)

Con el mismo proceso, la carga de presion adimensional en el fondo (n = 0) resulta
de las ecuaciones (4.2b) y (4.6) como sigue

P, cos @ . » (I~ -1
= v+ (F xH
gp H, KH z+ "') fin (1 - 2))°

donde se elimina el término {cos lecHd) ¥ mediante la ecuacion (4.80a) y resulta

p 8] - r __[__L . é' — F K[{d :
gp H, *I_Hd HJ {In 1 - ;y):} (4.84)

donde p  es la presion en cualquier punto sobre el perfil solido det cimacio
(de ordenada x y abscisa ¢), y £ esta definido por la ecuacion (4.78).

Por otra parte, se sustituye la ecuacion (4.40), que define al nimero de Froude
(9 = F) en un canal rectangular, en la (4.7a) y se obliene

.f;’;:
H=§’+[l+--~-—— ~~~~~ }dcoséﬂ
L 2 (l - Z}z
de la cual se despeja 4 y en términcs adimensionales gueda
[ i £/ ey
FaA2 - )l [ ALy 4.85
V2l 7 cosd [H___, Ho) (4.85)
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La seccion critica se localiza donde & = £, siendo & el numero de Froude critico
expresade por la ecuacion (4.12). Es decir, se debe cumplir

2(1~ZC)E[KH«JI [H Jﬂ__(l—z)ln(l»x}

X, cos § (H Hd) 7, 1 {l - x)+1]

O bien

KH«J[H ;‘Jz’y*l(l- z)In {1 - x) (4.86)

cos # \H, H, 2 (- g+

Hd
Esta ecuacién permite calcular y para cada valor del término a la izquierda del
signo igual, el cual depende a su vez de H/H, y de x/H,. Para resolver ia
ecuacion anterior se sigue el método de Newton-Raphson estableciendo ta funcidn

_ﬂ_l(]- Z)ln(l“l) KH, (g 5
i S R -2)+1 cos@\H, w (4.87)
y la funcién derivada
[ _
Joors Ll MU-z) i (4.88)
N Y AR

De este maodo, el proceso de iteraciones sigue 1a ecuacion

(z)., =(x) - [*j")

hasta que J = 0.

La ecuacion (4.86) no ubica a la seccicn critica y para localizarla se utiliza la
ecuacion (4.44), donde se sustituyen los valeres de 4 y B i{omados de las
gcuaciones (4.36) y (4.37) y resulta
d¢ gk | 4g 6g cos 0 dic
- 2 220 e (g ) - 22 - =0
(1 I‘_-) dx + 22, [: ( _;) 3 Voo d,T

K—Z (JE i

que al simpiificar es

ds !ll_2 i [/ H & '\‘; 3cos | dr .
( ] - ba ) B U S e e f}' ¥ - {3}
‘ U ody wil LI H, {h” } S b



, H? 2L
X HY_4_ 9 H ¢ ,es8 ¢ gy
M=t % 2[5 S a g =

a4 4

(4.89)

as la condicion que debe cumplirse para encontrar la posicién de {a seccidn critica.
Los términos que en ella intervienen se determinan de {a geometria y condiciones
de operacidn durante ef vertido. En efecto, de la ecuacion (4.77) se tiene

0.85
x )

d‘f: — 185 08y g |
OB = - 0,925 7 (4.50)

& 2 H®

Por tanto

2 = . 91
dx‘ H;.l:& {:{285 Hd H JJ (49 )

o

d*f _  0.85(0.925) ( Y _ 078625 [ «x N
\H.a’

Sustituyende las dos expresiones anteriores en la ecuacion (4.34), resulta

s, = - 0.78625 __ (4.92)
{ X ]0]5 ( 5 11.? :
—— b+ Q855625 —
Hd / \ Hd /
iLa expresion anterior también se escribe
K, = 0.78625 o
[/ X WO! [ . 113".-
el 4 0.855625 | -
L\}Id ) h,d / _‘

Al derivar, se obtiene

0.1 ..o . 181(0.835625) ..
[}WX o+ (ng x.\ns

- (0.78625)

IRV

dr
Hu, T =

I i

(%) 0.855625 R
) v osssens -]

135



Efectuando las operaciones indicadas y simplificando, resuita

(=), 1540125 (2 V"
' ", \H,)

o

171734

)
B
T,
-
|

A
1 + 0.855625 | "”J

d

1l

H J

0.1179375 " " x Y

) X X
= [H ] [1 + 15.40125LHdJ }

_ -]su
|

7 X 0,25 ( X 1.7
—— 1+ 0.855625 ———] -
&

Finalmente

: 17
0.1179375 |1 + 1540125 (?{’fnj }

j— -

B \1.15 1772
x u E x
.‘ 1+ 0.855625 [ ] ~[
[Hd) { H,)

o

& 12
B

Con esta ecuacidn y la {(4.92) resulta el término

\\
e 4K I+ 1540125 (%»
4 gy 0S5 \f / (4.93)
K i X

T |1+ 0855625 (

t}g
—rt

el cual interviene en la ecuacidn (4.89).

l.a curvatura adoptia dos valores sobre la cresta del cimacio (x = {'= (), como se
observa de su geometria, («/, = ~ 2,0) y de la ecuacidon (4.92), y 1a solucion de

la ecuacion (4.80) en ese punto cambia para cada valor. Ademas, hay que
localizar 12 secoidn critica en la vecindad de la cresta. El perfil del cimacio es
convexo y asimetrico, v de acuerdo con Io explicado después de la ecuacion
(4.44), la seccion critica se desplaza hacia aguas abajo de la cresta y para
localizarla se debe satisfacer la ecuacion {4 .89).
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Para combrobar ia ecuacién (4.80) por ia via experimental utilizando un cimacio de
geometria disefiada con la carga / , es necesario establecer el gasto en la
instalacion con una carga adimensional de operacion H/H,, para despues medir

el perfil de la superficie libre con diferentes abscisas x, calcular F con la ecuacidén
{4.80) y después comprobarla con g y la definicidn dada por ia (4.78). También se
puede medir g para conocer F, asi como el perfil de la superficie libre para obtener
%, después, con cos 6, ki, y ia ecuacién {4.80), se calcula la carga relativa de

cperacion H/H ,, misma que se comprueba con ias mediciones.
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2) Desviacidn doF;en poreiente ; O, HjH, =}f1'¢':0r Fay = 00266;
@. H/E, = 1-00, 5% = 0-2622; A, H/H, = 1-33, Fg = 05647,
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p) Gasto contra carga de operacion

Figura 4.20. Obtencion de la ecuacion de ajuste de 1os puntos {/7/414.1],

segun Sivakumaran ef al (1381). Canal rectangutar.
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4.5.4 Analisis de Sivakumaran y coautores

Sivakumaran et a/ (1981) analizaron parcialmenie el caso y eligieron el primer
camino antes planeado, aceptando el nivel de la superficie libre aguas arriba como
el de ia energia en todo el campo de flujo. Los valores calculados de £ en todos
ios puntos del perfil, para cada uno de H/H , no resultaron constantes si no que

adoptaron un promedic que desde luego cambiaba para cada valor de H/H . Los

punios representados en la figura 4.20a muestran las desviaciones de los valores
calcutados de F? respecto de jos promedios F> adoptados, con respecto de los

de H/H, asociados. S6lo un punio registré una desviacion un poco mayor del 4

por ciento, pero los demas fueron siempre menores. Las desviaciones se
atribuyeron a la pérdida de energia debida a la formacion de la capa limite
turbulenta, desde la cresta y hacia aguas abajo, que no se incluyd en las
ecuaciones.
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Figura 4.21. Presiones tegricas y experimentales sobre
Ln cimacio con perfiles WES (USCE).
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Los valores promedio de F adoptados que se anotan en la figura 4.Z0a,
resultaron Foo= 0.i631, 05121 y 08153, para H/H, = 050, 100 y 133,
respectivamente. Al llevar los valores promedio £ v los asociados de H/H  sobre

un papel logaritmico (figura 4.20b}, la ecuacion de mejor ajuste de los puntos
resulté

H 1.647
F=0511 [H J {4.94)

i

Utitizando los valeres promedio de F adoptados, los autores calcularon las cargas
adimensionales de la presidn con la ecuacion (4.84) en distintos puntos sobre la
espalda dei cimacio, dentro del intervalo 0 < x/H, < 1.2 y para H/H, = 0.50, 1.00

y 1.33. Enla figura 4.21a se presentan los valores calcuiados de la presidn y en la
4 21b ios experimentales, reproducidos ambos por Chow (1959) para el perfil del
cimacio utilizado. Al comparar ambas figuras se observan pequefias diferencias
que los autores atribuyeron a la influencia que puede esperarse de fa velocidad de
aproximacion al cimacio, considerada nula en el calculo de las cargas Hy # .
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Figura 4.22 Curvas ¥ =/ {x. /# /iid ) para un cimacio.
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Finalmente, en la figura 4.22 se presenta la variacion de & con y calculada con ta
ecuacion (4.85) y con el auxilio de los perfiles de la superficie libre reproducidos
por Chow, donde todas las curvas se ubican en la regién de flujo supercritico. La

curva gue corresponde a H/H , = 1.00 practicamenie coincide con la de separacion
de! flujo en el fondo, definida por fa ecuacion (3.24b) (¥ = &}, lo cual concuerda

con la premisa basica en el disefic geométrico dal perfil segun la ecuacion (4.77),
de que se ajuste al inferior de la lamina verliente.

Segun los autores, cuando se hace el mejor ajuste de las curvas que unen ios
punfos experimentales de la presion v se sustituyen en la (4.80), se obtienen
nuevos valores del pardmetro F, que son: F = 0.160; 0507 y 0.797, para las

correspondientes cargas adimensionales /A, = 0.50, 1.00 y 1.33. Los puntos
tienen a su vez el mejor ajuste con la ecuacion

185
}?:aﬂn{ii} (4.95)
Hﬂ'

con errores menores del 1 por ciento,

L.os autores no hicieron ninguna comprobacion adicional, ni de los valores de F |, ni
de {a ecuacion anterior, si bién ella es posible de manera sencilla.

4.5.5 Analisis de Sotelo G.

a) Antecedentes

La figura 4.23 muestra los valores experimentaies de C obtenidos paor el U.S. Carps
of Engineering para el perfil WES en cuestion y en ia figura 4.24 se muestra la
curva dée los valores de F calculados con la ecuacién (4.79a) a partir de los
experimentales de C. kn ia {abla 4.2 se presentan como ejemplo los valores de F
calcutados para fres cargas adimensionales // // , de operacion.

Tabla 4.2 Valores experimentales de # para tres cargas de operacion.

T E | 1
m ' ! m'?/s pr

‘ 0.5 2004 1 016 |

l | |

; | J

1o 12222 osole |
[.33 228, 07893
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Figura 4.23. Coeficiente de gasto en un cimacio tipo WES, con velocidad
de ilegada despreciable y distintas cargas de operacion.
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Figura 4.24. Valcres experimentales de ¥ y los calculados de ¢ .
141




Chow (1958) también presentia [as coordenadas experimentales de los perfiles de

la superficie libre de la lamina vertiente para tres cargas adimensionales de
operacion: H/H, = 05,10y 133,

La curva de ios valores experimentales de C en la figura 4.23 se ajusia bien a la
ecuacion

\0.1316

C = 049867 2 (%&J {4.96)

o

H

con errares menocres del 0.6 por ciento en el intervalo: 03 < »}}f‘— < 1.33. Esta
d

expresion se susiituye en la ecuacion (4.79a) y se obtiene la correspongiente a 7

con validez en el mismo intervalo, y que es

H

16315
F = 049867 (—i] (4.97)
\H d

Esta expresion difiere de las dadas por Sivakumaran ef af (1981), que son ia (4.94)
y (4.95).

b) Solucién tedrica

El autor de este trabajo hize un analisis distinto del antes descrito, siendo el primer
proposito encontrar la ubicacion y caracteristicas de la seccion critica que se forma
en la proximidad de la cresta, para determinar la relacion que hay entre el gasto y
la energia. Para ello es comun encontrarse dos modos de calcular el régimen
critico en la seccion de un canal y gue son:

a) Obtener la energia especifica minima (critica) necesaria para gue fluya un

gasto dado.
b) Determinar el gasto maximo que puede fiuir con una energia especifica dada.

La solucion de ambos es equivalente ya que el gasto maximo fiuye con la energia
especifica minima, comoe es comun en el desarrollo de la teoria de los vertedores
con base en este principio. Este significa gue ambos modos se pueden utilizar en
el cimacio para localizar la seccidon critica y determinar las variables hidraulicas
que definen la relacién entre el gasto ¢ y la carga H sobre la cresta, como se
muestra en la figura 4.25, aceptando que #, es diferente de la energia # que

posee el flujo en la region del cimacio.
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Con objeto de demostrar la bondad de la teoria se utilizaron ambos modos de
solucidn siguiendo el mismo orden con que antes se enunciaron, pero soio para
tres condiciones de operacién. a) Para el primer modo se eligieron los gastos
(representados por /) que s& muestran en la tabla 4.2 y se calcularon las alturas
de energia H/H  correspondientes a la seccion critica. b) Para el segundo se
eligieron las cargas adimensionales: #/H, = 0.5, 1.0 y 1.33 y se calcularon ios

gastos criticos (maxirmos) correspondientes representados por F.

Vi

Hive! da energls

.% aobre at cimosio
SURE 2 RN _

Figura 4.25. Pérdida de energia por entrada al cimacio.

En ambos casos son validas las ecuaciones (4.80) a (4.93), pero para el primer
modo es conveniente combinar las ecuaciones (4.80) y (4.86). De la primera se
obtiene

K

o r 2
K H, [__f:{u_ 6. v cos & ("’ K H-‘*’)
cos 6 Hu* H;.f - [(] - /‘r) In (1 - f}]g
que sustituida en la (4.86) resulta
v | -~ 2 I 1 —-
rly (¢ x FI) _ [( /)n( z )] (4.98a)
cos 0/ 2 - 7)1



donde el primer miembro es constante. Para su solucién se emplea nuevamente
el método de Newton-Raghson, haciendo

G- 2)0 -2 =t
mil-z)+1 cos &

(FxH,)  (498b)

siendo su derivada

-2 )ml- 2

1 i e
! z (1 - Zc} [In (1 e Zc) + 1]2 2 [(l Zc) In (1 ZO)] {4.99)

expresiones aplicables en cada ieracidon: { ;gc)m = ( ){c)r_ ~{J/J},, para una
seccion donde previamente se calculd «H, con la ecuacion (4.92). La seccidn
donde se satisface la ecuacion (4.89) es ia critica para el valor de F considerado.

Para el segundo modo H/H, es constante, siendo preferible usar las ecuaciones

(4.86) a (4.88) para las iteraciones en cada seccién hasta encontrar aquelia en la
cual se satisface la ecuacién (4.89), para después calcular 7 de la ecuaciéon (4.80),
que corresponde a la energia H/H  dada.

Un resumen de los calculos se presenta en la tabla 4.3, sin incluir el total de
iteraciones que fue necesario hacer, destacando sb6lo los resultados finales
obtenidos para cada modo. Por ejemplo, para el primero y con F = 0.16, la seccidn
critica se localiza en x/N, = 0059302; para ella: y = - 041249,

HIH, = 0495128, al cumplirse la condicion /=0 de la ecuacion (4.89).

El valor £ = 0.16 se obtuvo experimentalmente para H /H = 0.5, como puede

verse en la tabla 4.2 o la figura 4.24; ia diferencia que se observa respecto del
teorico (H/H, = 0.495128) antes mencionado puede interpretarse de tres maneras

distintas:

- Que exista un error como resultado de imperfecciones en la teoria y el
experimento; para los valores anteriores, del orden dei 1 por ciento.

- Que se produzca una pérdida de energia por efecto de la aceleracion del agua,
la turbutencia y el desarrollo de la capa limite, ia cuat no fue considerada en la
teoria.

- Que ocurra un efecto combinado de los dos anteriores.
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Tabia 4.3 Posicion y caracteristicas del flujo en la seccidn critica para
distintos gastos y cargas de operacién en el cimacio.
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O const H = H H C{Jnst Q {)
F=016 Hfﬂ =05 |
- — _ . .l_._ . _E._ - — - - ~ - ‘
| 3 2 H o5
¢ E, e {7 wit,) ze moH, ¥ M,
1 _ ; ')E;_ "_‘dn 8 cos é} L9 1]’5 L.e Hd '_‘_‘i .@_ Iy I_{ 1_ j{;’Hﬂ, ; H d; < ) E] C{)S& K'Qt
i, ‘o ec. 490 | ) ec 4.92 cosé P cosé gty Sfenta % X7 L—fg———‘?——] _,Ifcn ki) (FxH ‘
Cee. (1.77) : ec. (4.93) oc. (A89) | cosB\ H, H, ec (4.89) 'y
i ]
oo _ A e e - R | e L —
- : . . 0.038269 (.30i959 -~ 0.427837
YOS - 00REYS0 | - 0072488 L 0997383 | - 1.222647 | — 1.225855 | - 3.266579 0.49497 .
! : — 1 o
.- ; 0046012 | TR 0.61532¢ 0037336
i ) - 0.411739 — (0.415869
! : . : 0.036026 45
B3 -0 QU2745 | - 00846390 ; 0.996437 P 1186282 1 -- 1.190523 | - 2.802294 _o 03289 0.495127 %5%09123 i —0.000856 ‘
o B j 0.002815 5 ]
: f 0.036168 - 0.41240
L 0RL302 0 D 002686 | -- 0083801 I? 0 99(}‘607 | 1188616 | - 1 192782 | - 2.829297 004314 0495128 |
AT | | ' 00 ‘
, : | -~ 0.04437
. 2 .
D ea748 P 0602724 - 0. 084337 0996462 | - VIRTIZ0 | - 1191335 | - 2.811953 00529;;2;!2 O‘él{?]‘“ 0,03?2'“



Tabla 4.3 (continda)

F=05016 | HiH, =10
R 5 N ~ 0.768045 f
: | . 0297271 LO06804 | - 0778452 |
7 (C P D - . - — 5 -~ : !
)09 |- 0006804 | - 0128435 | 0.991853 | ~ 1.086972 | —1.095901 | - 1952869 | Ll | 0886855 | S 4Tl l Ol
I j i 0.002339 1
e i i 1006933 | - 0.777116
1LOS9 - Q353 5~ 012 9917 -1 - ~ 1.
0079 | -0006933 | ~ 0129548 | 0.991713 | - 1084859 | ~ 1093924 | ~ 1940299 tio1s0g | 0002840
GOITS |- 0006724 | - 0127739 | 0.99194 | - 1.088302 | ~ 1097145 | - 1960876 | 0 00 | 0.986856
S L - 2.9
_: | ; .- ~0.340176
0UUB2A | - 0006834 | ~ 0128702 | D.991819 | ~).086464 | ~ 1095425 | — 1.949829 __if?gf;fz --07{:}7{5}513& 0310545
. | | | | | oL T F=051291
-— [ e EZ07895 - A, =133
1 ~0988031 |
| : 0.703901 1338425 | -~ 1.019683
Gt [ . - . — -1 _ 2
JT 10008425 | - 0141686 | 0.990111 | - 1062683 | - 1073297 | — 1819848 | Ll o é .089330 asesas | 063138
- 010679 P
. -0972069 | L
D . ) e o 0.679351 1339896 | - 1.004086 |
121~ 0009896 | —0 152562 | 0.988562 | - 1.043986 | - 1056066 | - 1733346 | [ yoino 1289360 | ' iicoo b 0007038
S - 0.015046
! ! | oesoqp | 097918
GISTIC - 0009264 | —0 143007 | 0989224 | - 1051605 | 1063152 | - 176744 | ol | 128939
| : ] : 0.0
= f ] ~ 0.805506
0118050 L 0.009602 | - 0.150462 | 0.958869 | —1.047520 |- 1059311 | 1748700 ! rpetecil Bl 0.760405
L i . | L F=083248

146



L2 segunda es la Gnice manera factible de valuar numéricamente, englobando a
las otras dos; es decir, se acepta que ocurre la pérdida de energia /4 /H, que se

acote en la figura 4.25. Dicha pérdida se puede valuar como: 2 = ¢ H , de
manera que si H, = H + h ,setiene: H =H + e H,; € =1~ (H/H ), o bien,
en ia forma adimensionat;

€ =1 = mrhe (4.100a)

H H
", H

d
donde e debe ser un factor siempre menor de 1.

Para el segundo modo de abordar el problema, en la tabla 4.3 se observan los
valores calculados de F para las cargas A/H , utilizadas, los cuales son mayores

gue los que se muestran en la {abla 4.2. Por ejemplo, cuando el nivel de la
energia para el flujo sobre el cimacio es H/H, = 0.5, se obtiene F = 0.162573, que

es mayor al valor dado en la tabla 4.2. Esto significa gue dicho gasto es posible
solo si la carga aguas arriba es mayor, es decir, st 4 /H, > H/H, =05, debiendo

interpretarse la diferencia entre ambas como la perdida antes expuesta para
después calcular ¢ de la misma manera gue en el modo anterior.

En a tabla 4.4 se presenta el resumen de las condiciones criticas y fos valores del
factor & de pérdida. Puede observarse que la energia del flujo en la zona del
cimacio (H/H ) es, en cualquier caso, siempre menor que la gue existe como

carga aguas ariba (A4, /H)). La figura 4.24 muestra también los puntos

representativos de los valores ¢ seguin la tabla 4.4, observando que existe
congruencia entre amboes modos de solucion.

El calculo de los perfiles de! fiujo debe entonces realizarse para ios valores
mosfrados en la tabla 4.43, ya que corresponden a los obtenidos
experimentalmente para las tres cargas de operacion. Dicha célculo se presenta
en la tabla 4.5, donde las caracteristicas geometricas del perfil del cimacio se
obtuvieron de las ecuaciones (4.90) a (4.92), las raices y, de las ecuaciones

(4.98a) y (4.99), v los valores de la presion de la ecuacion (4.84).
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C) Resultados v conciusiones

Los perfiles del fivio calculados para las tres cargas de operacion se muestran con
linea llena en la figura 4.26a, donde aparecen también {os puntos que fusron
opbtenidos experimendalmenie. Se observa una excelente congordancia enirs 103
nerfiles {eoricos vy los experimentales para 13 regidn aguas abajo de iz cresia, no
asi para la region antes de ella, donde ocurren peguenas diferencias. A pesar da
que en esia regidn los valores de y son mayores de 2 para x/H = - 0.2, 83
observa una buena concordancia con los valores experimentales al efectuar el
trazo dentro de ia figura.

Tabla 4.4 Valores criticos para tres condiciones de operacion del cimacio

a) Para Q=const., H=H.

i&_ X H c o o

f . v = xd o K — :
a, i r H, | AT H, | e 498 ! 7 ¢
05 1016 0059302 | -0.41249 | 0.405128 | 0.009743 | —1.188615633 | 0.347034 | 2.0342
1.0 105016 | 0.097375 | - 0.768876 | 0.986856 | 0.013144 | 1088301875 | 0.70649 | 2.2653
133 | 0.7895 | 0.1IS796 | -0.97918 | 128939 | 0.030534 | —1.051695345 | 0.931049 | 2.3885

by Para Hconst, =0
/i x _ ’ H | _
e : = gd s Y =
i H x, ¢ ¢ i H l} ec. 4.100a
0.5 | 0059748 | - 0416141 | 0162573 | 0.504995 “ 0 009891
1.0 009824 1 _a 778131 | 0.512915 L0134 | 001322
£33 1 CHI8039 | 1 gp701s | 0.832453 L3709 | 040355

!

En la figura 4.26b se muestra la comparacion grafica entre i0s vaiores tedricos v
tos experimentales de {a presion relativa para ias mismas ires cargas de gperaciér,
donde nuevamenie se observan mayores discrepancias antes de 13 cresia gus
después de eila, ya qgue [os vaiores de y se acercan o rebasan ef valor iimile (- 1)
acordado para la validez de la hipotesis de flujo poco profundo. Se ohserva gue
las mayores dicrepancias se presentan ligeramente defras de la cresta, pero uns
vez alcanzada la seccion critica existe una gran coincidencia entre los vaiores
fedricos y los expenimentales.

Pudo asi constatarse que la aplicacidon de ia tecria a ias curvas convexasg conduscs
efactivamente a buenos resulfados. va que a pesar de las sequefas diferencias,
habria que pensar gue los resuliados experimentales son también imperfec.as.
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Tabla 4.5 Caiculo del perfil del fiujo y carga de presion sobre I3 espalda
de un cimacio para ires cargas de operacion. |
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Tabla 4.5 (continda)
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CAPITULD 5

SOLUCION NUMERICA
EN FLUJO PERMANENTE

51 PROPOSITO

En el capitulo anterior se comprobd gue las ecuaciongs de Dressier (1978), caso
particular de {as agul presentadeas, son suficieniemente sequras para predech of
comportamiento del flujo en un canal rectanguiar de fondo curvo. La prediccidn d=
las variabies que iniervienen fue verificada con ios resuliados axperimaniaies de
Sivakumaran ef af (1883) y con los de ofros autores, para l0s cascs de veredoras,
curvas circulares  veriicales y cimacios, empleandc e mentr orden de
aproximacion de las ecuacionss. Los resultados muestran que ias ecuacionas g~
mas seguras en un infervaio amplio de los parametios, cuando se comparan oo
los Gaios experimentales asociados a los mismaos.

Sin embargo, en todo o antericr, las ecuaciones no han side apiicadas a un can!
con una o varas curvas donde pudiera haber punics smgu!ares. 37
discontinuidades en « y en dJda/ds, ni 8e han expuesto las dificultades de cdlcuiz
que pueden presentarse sin su solucidn numérica. Por elio, el propdsiio de eziz
capitule consisie en plantear {2 soiucién de diches casos y hacer las upii(‘a( fJelyte®
con un mayor orden de aproximacion, si €8 necesarnio, para comgarar los
resuliados con i0s experimentales disponibles.

Y

52 COMPARACION CON LAS ECUACIONES DE SAINT-VENANT

tn el capilulc 4 se oresenit la aplicacidon de las nuevas ecuaciones {sit ingluir 12
resisiencia por friccion)  a distintos casos de fluic en un canal rectanguiar 42
fondo curvo, donde ei!as se convierten en ias ecuaciones de Dresser (1Z75
Estas fueron derivadas mediante lz transformacion de las ecuaciones cde Suler ¢ |
sistema coordenado aqui empleado, usande un méiocdo asintdtico del lisn capa
mite. y en su mormrenio, se considerd que constituian una generalizacids, oo 33
ecuaciones de Saini-Venant (1871).
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Esias goblernan el fivjo transitorio en canales v utilizan la aitura verlical 7 de 2
superiicie Bbre desde el fonde, asi como el componente honzontal v, d2 (&
velocidad, ambos referidos a la distancia horizontal x en direccidn det fujo an &l
canaly ai iempo ¢ L2s ecuaciones de Saini-Venant para el canal rectangular son:

pe

v, ov, ol -
Lopp —f ¢ g —— 4+ gtand=0 (5.1

O¢ Jx ox

ch o ov, .

ANV gV ‘i A {5.2)

o Tox h

Estas contienen un solo término en 4, que es el angulo de inclingcion det fondo ded
canal, pero en glias no figura o compeonente vertical de la velocidad gropio def
fiuic curvilineo, ni se satisface ia condicion de frontera de que dicha velooidzad 383
tangenie a! fondo, ni contienen algun términe relacionade con la curvaturg ded
fongo. A pesar de ello 8¢ utilizan con frecuencia para predecir ¢ comportamianis
det flujc en canales de fondo curvo.

=n cambio, las nuevas ecuaciones ya contienen desde el orden mas dajo da
aproximacion {(cerg), no solo el angulo @, sinc también la curvatura » del fondo y
su derivada (6x/0s), ademas de que satisfacen ias ecuaciones de frontera en «
fondo v {a superficie fibre. En 2l siguiente orden de aproximacidn (uno}, s2 caiculz
ia distribucion de los componentes « v w de ia velocidad. Por esias razones 32
considera, y asf se ha demosirado experimentalmente, gue ias nuevas ecuacionss
SoNn mas seguras que ias de Saint-Venant cuando el yondo es curve.

Fara incluir Ja curvatura det fonde v su derivada en el enfoque de Saint-Venan!, 32
dispone de soluciones que utilizan correciones de primerc y segundo orcen en iz
expansidn asintdtica del case, como fue demostrado por Keller (18483 Dicha
sclucion, aungue sistematica, se vuelve tediosa y por elio es impopuiar entre fos
ingeniercs hidraulicos que la uliizan. Ademas, cualguier correccion de orden
superior meijorg e resullado solo si la solucion de oroen cerg es ya muy préxima 2

-

la solucion exacta, de otra manera, se pierde [z validez asintdlica de la expansion.

Dressler v Yevjawich (1983), Sivakumaran ef al (1982} demesiraron Jjue iaz
soluciones en fluio permanente de las ecuaciones de Saint-Venant (5.1 w 5.2) d=2
orden cero, ne son reaiistas cuando el fondo del canal tiene curvatura (.p» seiabie
L..cz figura 5.1 muestra el perfil del fondo del vertedor empleado por Diassler

Yevijevich {1983) para llevar a cabo la solucion del sisiema de ecuscwizs
Saint-Yenant y el suye propio solo para el Hujc bermanente, va e w:3.r3
diferencias en 0s términos de ambos sistemas unicamente para esie lipe J2 fluw
En la solucion se empled et metede estandar de Runge-Kutia.
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=n el planteamienio de {as ecuaciones de  Saint-Venant no  exisien
discontinuidades, va que ellas no contienen lfos términes « v dr/ds, no asi an las

nuevas ecuaciones donde 81 aparecen en los puntos B C v D, Para evitar gsls
inconveniente, los autores infrodujeron dos intervalos de graduaiizacidn alrededos
de {og puntos B, C v D. En cada intervalo se hizo vanar a dr/ds, como ury ranguls

con area igual a la funcidn delta original, de manera que « varid cuadraticamesnie v
& vard cibicamente.,

ia figura 5.1 muestra los perfiies de la superficie libre del agua caloulados en &
secciones marcadas en el fondo 2 resclver los dos sistemas de eruamoﬂbs Ea
seccion donde inicia ef canal se considerd un firante d, =0.76m, vel ocidad
v, = 3.35M/s y parametro & =122 {en este caso igual al nimero de Froude). En
axtremo final del canal se determind que = 4.61.
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Las modificaciones geométricas introducidas por ios intervalos de gradualizecién
casi ne produjeron cambics en los resuliados con el modele de Saint-Venant, Por

el conlrario, a pesar de las discontinuidades vy el tamafio tan reducide de los
intervalos de graduaiizacidn, ios resultados de fos modelos de Dressier son menss
bruscos y convergen después de los intervaios. Se observa ademas que con l2
solucién de Saint-Venant, el flujo en una seccidn = ia mitad del canal es det orden
de 50 por ciento menos profundo gue con la solucion de Dressier, s bien ambes
soluciones casi coinciden al final de! canal. Ademas, el espeseor del Hujo sufre un
incremento de un 10 por ciento en la solucidn de Dressler al descender del punts

C "y ninguno en 1a de Saint-Venani.

f}

il

Diferencias mas imporianies enire ambas soluciones se observan al comparer
variables como fa velocidad o lg presidn en 2 fondo. Con la primers, los
componentes utilizados en cada sistema de scuaciones son distinios. La presidn
en el fondo con la solucidn de Dressler registra variaciones segin que fa curve sea
concava o convexa y es posible delectar la separacion; en cambio, con fa de
Saint-Yenant fa distnbucion de ia presidon es siempre hidrostatica, cualguiers cue
sea i concavidad.

5.3 ECUACIONES POR RESOLVER
5.3.1 Razones de la seleccidn

i conjunto de ecuaciones obtenido se caracieriza porgue centiene terminos
donde figuran « ¥ dx/ds y se convierte en ias convencionales cuandc dichos
terminos tienden a cerp. L£stos aparecen sole como factores de las derivavas
parciales con respecto de las coordenadas en 2f espacio ¥ no con respetic o is
coordenada tiempa. De esta manera, la verificacion que quisiera hacerse enire i3
teoria v los resultados que se obiuvieran con tas ecuaciones de Saint-Venant o o2
observaciones experimeniales, puede restringirse al fiujo permanente, ya gue e3
mas sencillo que el no permanente, sobre todo por {a via experimental. Tn efecu,
una verificacion experimental completa en flujo no permanenie no se ha efeciuads
ni siquigra para canales de fondo plano.

5.3.2 Ecuacion dinamica

Cuando el flujo es permanente, ad/d = (b, v las variables gue interviener e
acuaciones aiferenciaies séio dependen de 5. Ademas, de la ecuzudn
continuidac (2.81}, ¢ se vuelve constante y resulfa

o
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or ofra parie, de ias ecusciones {2.68a) v (2.752) se tiene

de di P
Y (5.2
de  ds

donde £ es la energla especifica en iag seccion del canal, definide .f»ed;s.me e
souanion (3.1} v ¢ es la slevacion del fondo [n =0} medida a partir de un slana
arbitrario de referencia, de manera que dd fds = sen &

De acuerdo con fg ecuacion (3.58), se obtiene

Gt / R
—— = c0s § i} F"}* (5.3}
"\} ¥

donde ¥ es el numero de Froude generalizade, definido por la ecuacion (3.4 como
sigue

Ei‘-:.(:}i_ ; "fg dt{“‘é’}‘ .F‘:‘“::'ai"-.‘-
‘9{7 l ‘_I 12 Y h
L {-xd)
— :____..’:’_.‘.,2.}.1!
£e
wd - — |
i Eo_ |
- (ur 2 dd
Toda vez gue: T , la ecuacion (5.2) se escribe entonces
[£AY 824
. oo §
sen @ +cos P {i— If"z\‘- LN, =0
il f e 7
O blen, en la forma
- s61 & - S, P
—— e LT e ....____‘i ;3(3??'

efs COS 9\1 — ¥ }

=i la Hidraulica de Canales se acostumbra gesignar por &, = - sen ¢ a ‘& pernitien2

del fondo plang, confundiendola con 1an 0 debido a que e anguio & s
pequeffo. En esias condiciones se cobliene la ligmada ecuacion <
convencional Sin embargn. fa consideracion ya no es clerta para el ¢ 850 pres
y sg prefiers ‘.d(f“ erjor la designacicn correcia de pendiente loca!
S tan 0 da ecuacion (5.4a) se presenia entonces en la forma

iy



La ecuacitn (5.5} en cualauiera de sus formas es una exprasion generatizads bars

alcular et perfil detf fivjo curvilineo, de a misma manera gue ia scuacion c%m.h Trifok:t
s@ usa para el rectiiineo. En ambos £as0s se acepia que f flujo sea poco profunds
y gradusimentie veriado, ya gue cuando « Yy dJx/ds fienden a cero, la acuacidn
(5.43) se convierte en la ecuacion dinamica convencional.

£l parametro para caracterizar a un filic como somerc serig la relacion ante of
tirante o v su radio R de curvature local del fondo, es decir, J/R=wf. EI fujc a3
gradualmente variade cuando

dnﬁi\- 1
I

\ il

= << {5.6)

donde 4, es el trante méxdmo y 7, es una longitud s advacente, caracteristic

del perfil de la superficie Hbre en e planc (s, 7). Un valor pequefio de ¢ se
interpreta como una pendiente peguefia (0 s6lo moderada) de ia superficie libre v
requiere que la geometria del fondo no cambie rapidamente.

£l caicuio se circunscribe g ia solucion de ia ecuacion diferenciail ordinaria (ED()
{5.5b) por algtn método numérice, utifizandc como condicicnes de frorers o
valores conocidos de d=d, ¥ C=¢, en un punto dadc s=y,. La pendierte Js
friccion queda expresada por iz ecuacion {2.78b)
A ~ .
S,=- —a, Ha_ (57

g j‘)‘,’:

donde 2 depende del comporiamiento hidraulico de ia pared y para una pared sz
sg proguso ia ecuacion (2.31b) generalizada de Blasius:

_0.028  0.028 v pO¥

s
TR .

lLa ecuacion (2.82) se propuso para e} comportamiento hidraulico de transund
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para el comporiamienio de pared rugosa. En esias exprasiones v 8s 13 viscosidzd
cinematica, », es el coeficiente de Manning, P el perimsiro mogdo ¥ 7, 8l radic

hidraulico de ia seccion . El facior o, estd dado por la ecusacion {2.79), es decir
A, E41)

L& solucion de la ecuacion (5.4) leva a los valores de d en distinias secciones de
un canatl ubicadas mediante 1a coordenads s

5.3.3 Ecuaciones adicionsles de solucién directa.
La distribucién de los componentes de la velocidad en direcnion paratela y norm)

8 u, 8N un punto (s. n}, asi como de la presion an el mismo punto, esian dadas feile
las ecuaciones (2.56), (2.63b) y (2.71b), que son:

gy ks e e
# {s,n,l‘} = ?—9-;{—»}— &1
i- xn
5&:,) d{( i 8’8 f ) ;
BIw= - — oy ¢~ — Intl — an o & 15
1 2 ] - {1 % :
s oy x Os ' ;
S 1 :
N . 1 o
£ {d 3 RN i e T ;}5—’— (F 140
gp 4wy {0 —-mnf |28

&n estas expresiones, i e t, son ias integrales definidas por as ecuacicnss (.44
y {2.65), ¥ se vallan de acuerdo con ia forma de 1a seccion .

Cuando se desea calcular solo a presién en el fonds de canal, la ecuacidn (5 74}
se convieric enfa (2.72) vy es

2, , f S BTN cr o
Do cos 8 4 !t{l - mdY - i = SIS
15‘33(‘) ) ‘i}ﬁ

prmero la ocuacion (5.5) con las condiciones de frontera aispombles . y oo
resuliados Caicular después las restanies variables de manera directa medizite |

i sisterna de ecuaciones {5.3) a (5.15) tiene la ventaja de qus se puede m2siny
£ E
e P omd b i_::..- l

ecuaciones (5.12) 2 (5.15).
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5.4 SOLUCION Y VERIFICACION EXPERIMENTAL
5.4.1 Geometria dei canal ulilizade

Con objeto de enfrentar fas posibles dificultades que pudiera tener ia sclucién
numérica de ia ecuacidn dinamica {EDO)}, se quiso sijemplificar medianie su
aglicacién a un canal donde hubiese suficientes observaciones experimentales
para confrontarias con los resultades tedricos.

el canal fue el ulilizado por Sivakumaran y Yevjevich (1987) con una seccién
regtanguiar de ancho b = 20.32 cm y una geometria del fondo como se presenta en
iz figura 5.2, elegida a propdsito con las fres partes siguientes:

1. Un fondo plane horizontal en i inicio, donde ¢=0, © =0V defds =0 {s <0}

2. iin arco circular convexo intermedio, de radio R=0. wSlm v anguio uei

¢ =7517" (1311964 rad), donde 6=-s/R, « = -I/R, drxjds = { D<s <y {E',..

Un arco circular concavo at final | de radic R=03281m y anguto del secior
w=12009" (2095965899 rad), donde G=s/R-2¢, x=YR v dujdi=3

((u-: < 5 < gR @R}

Al final, donde s = ¢R + wR , hay una caida iibre.

seater

‘C;.)

-stas partes se unen tangenciaimenie en 10s punios G(s =0) vy A(.s- = R = 0.499% g !
y forman una curva continua clase |, donde solo ¢ {s) v 8 {s) son coniinuas. L3
curvatura « en los puntos G v A fiene las discontinuidades de la funcion paso, que

2

cambia bruscamente de un valor cero a une negalive y después {(ambién
bruscamenie) a uno positive. Su derivada (Jx/dy} tiene a su vez ias sing saridades

dge ia funcion delta 5{«} en [os mismos punios, come derivada de la funciéa pase.

Esias dificuitades en 12 solucidn afectan gnicamante la solucidn numér = |
ecuacion {5.5), ya que conliene erminos en que intervienen « v Jda/dy e gusye
resotver la ecuacidn convencional correspondiente, derivada de ia de Saint-venzam,
ia geometria elegida no afectaria su solucion.

1
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Figura 5.2 Geometria del fondo

5.4.2 Solucion numéiics de Is EDC

L.a ecuacion diferencial ordinaria (EDQ, 5.5) del fiuje permanenie variado
debe resolverse para el canal rectangular con ia geometr
para la pendiente dei fondo en la parie convexa v para secf son:

ria propuests. Lo ecuacis-

Sy=~ {1 -kd) tan @ (&1
R ) 1 S
cos § = cos| {5.17a); sec = (& 1T0;
\ i y; S1aY i

COS — N /g

L& ecuacion para la velocidad en el fondo es

SN : L Ry
“I R B —
i Al - wd )

i cuadrade del namero de Froude en fa ecuacidn (5.4) se obtiene aor 2!
de lg ecuacton (3.10) v vale
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Para la pendienie de friccidn sagtn la ecuacitn (5.7}, o, estéd gade por lg scussidn
{2.78b) y A por ia ecuacidn {(5.8) para ¢i plexiglass, de manera que S, se obtiens
de la expresion

HES
v U, = oy
le == Cl Q’Ql } " ] é{},“}k;}}

k‘[‘ 2 K? "

donde X agrupa las constanies y se define al factor

, 20 {t - xd )
ST ek (5.21)
b+ 24
[ K i
d |- - 5,539
Pl mf{i-«d) ¥

Elvalor b = 8 es el que se usa en la ecuacidn (5.13) v de las ecuaciones {2.105) ¥
{2,107}, ios valores de 1, € I, son:

LJ) i R
F. = -« —Iin (} - Kn} (523
K
h KH " -
i.= el -+ n (E - fé‘i?}] Ry
f -~ K7 )

.2 ecuacion dilerencial ordinaria (5.0} s& expresa también en {a forma gererat

eled .
ey I
m{;\_ & a{.s? (s, _(_)9} foRtasy

Esia se iniegra numéricamente ulilizando ia condicién de frontera con ;
conogidos: ds,j=i, ¥y D=, en & puito s, = - 025 m. La integracidn se efactl
desde s Yy a o fargo de! fondo, utilizando algin procedinuenio que dewniung 2
solucion J{s} en puntos equidistantes sobre dicho fondo. Para calcutar el wawr 2
ias integrales se ulilizaron las ecuaciones (5.23) v (5.24) parg g sacodh
rectangular. Las restantes variables se obtuvieron de las ecuaciones (51s.
(5.15). Denido a gue las paredes y fondo del cansat experimental se consiryeran
9 plexiglas, se considerd prudente obtener (& solucion con y sin friccién . wiidzea. el
Y el prMaEr Caso la ecuacion empirica madciicada de Blasius (5.8) para & cam
de la pendiente de fricoion DFOf“adm Se enconlre que iz ctfeiem‘.f‘ axie 0s

; mfwros ge cada veravle celoviada fue mens  oal 7 oor clenic e ambosr caso
B gt
Fhs ¥




ias discontinuidades en « del tipo de funcitn pase v las singularidades en dx/ex
del tipo de funcién delia en fos punios Ofs=0} v Als=¢ R} hacen qua = e is
scuacion (5.25) sea indefinida en dichos puntos. Esto implica que la integracidn de
dicha scuacién no pueds continuar mas alld de dichos punios. Para vencer esis
dificultad en el calculo, se utilizd el artificio de infroducir curvas cordinuas de
fransicion para la geometria del fondo de modo gue en los intarvalns de
gradualizacidn: ~L s <., para sl punio O; ¥y dR - L, < s <¢R + 1, parg &l
punte A, de modo que ios vaiores de «, drfds v 6 varien mntmuqmcme ki
conduzean g ios valores respectives en las fronteras de los infervains. De ssts
manera, el perfil entere del fondo se modifica v cambia a2 una curva con valorss
COMinues 08 9, x v drx/dy, $i bien a2 geometria del fondo variz rdpidaments, ya
gque e valor usado  para las longitudee del intervalc de gradualizacidn,
27, = 2L, = 2cm, 28 pequefio.

Los resultados obtenidos del caiculo con este addificio muestran slemps
ransiciones rapidas en las soluciones dentro de los intervalos reducidos de
gradualizacion inserfados, debido a que estos definen una geometria que no varis
gradualmente, paro que sf evila la singularidad infinita en dx/ds vy la dificudiad de
céleulo numerico a través de elia,

Las curvas de fransicidn y ios intervalos de graduaiizacion infroducidos tuwvieron un
propdsito puramente computacional; con elics no se pretendio describir CON Mayer
segunidad el flujo, ya que de arrangue se violaba una suposicion hasioa de
igoria;, ademas, no tuvieron obwviamenie ningln efecto en 1o0s axpersmucm‘m“ L
ecuaciones utilizadas para describir fa geometria dei fondo en los inierva
untformes y de gradualizacion se presentan con mayor detalle en el Apendice A
de este capituio.
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Para efectuar ia infegracion numérica de la ecuacion {5.1b) se empled =f méiods
de Runge-Kulta de 4° orden reconoccido por su exachitud, y para ello se emigigaro’
intervalos uniformes As = Zom. Para su aplicacidn s& penso en uilizar un
nrograma de cdmputo gue conduiera a los valores de las variables hidrauvlicas en
cada punto, pero también a su representacion grafica para facilitar la interpratacid
del comporiamienio del fiujpo. Por ello se decidid utihizar of lenguaiz o2
programacion MATLAR, el cual se puede considerar, como e FORTRAN o & |
todavia importante en g compulacion de alto rendimiente, s bien cor uyns
velocidad de computio mayor gue el FORTRAN. Aungue se dispuso del farguages
VATLAB mencicnado, fue necesario elaborar ademas los subprog amas ot
compuic necesarios para introducir la geometria modificada def canai danivr;
os intervalos de l2s paries convexa y concava del fondo. El detalle cork »vm
esla actividad se describe en e Apéndice A 2 de aste canitulo.
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La integracidn se efectud para las cualro condiciones de froniera que s presendsn
en la tabla 5.1, si bien en Sivakumaran y Yevievich (1987} sbio se presentan ice
resuitados a*’permemales para los dos primeros fiuios, utilizando en {odos elios !
misno intervalo uniforme Asx = 2 om,

Tabia 5.1 Condiciones de froniera aguss arriba {(ancho b = 20.32 om)

Flujo d, . 17, . O, =b b, v ek
‘ om < 'ﬂf} 8 ‘ Ci’ﬂs f 3 E Fr@ud@ wwwww
a 174 14021 | 4957377 | 1073
b j 13.0 118.87 P 3140070 ’ 1.053 _l
c r 10.0 100 58 2643786 POLIG %
d I es 1 sy | iweesio . 1012 |
«d, es el tiranie vertical en la seccion s, = —25 cm, U/, s la velocidad madia y

0, s el gasto en la misrna seccion.

Ademas del valor d(sj para cada condicion de fiujo, se calcularon ta"«mh;sﬁr s
componentes », (tangencial) y la distribucion del componente normal w de |

velocidad en ios mismos puntos. También se obluve la variacion de la pres:on s
el fondo sobre el gje det canal.

ay
s

54.3 Experimeniacion

La instalacion experimental vlilizada se presenta en ia figura 5.3. Dospuds ¢
establecer una condicidn de operacibn fija de iz bomba, se midieron ins periiies do
distribucion de la velocidad horizontal (promediada en & flempo) en ia secold
X-X {s =5, = - 25 cm) de fa figura, en punios ubicados 2 distencias igusiss de 1 on
Pare effio se utilizé un tubo de Pilol {conectado & un tubo U verlical con 2gua, ouy s
precision era de 1 mm). Los resullados permitieron optener la gratices J2
distribucion de la velecidad horizonfal del flujo, @ cual se encontrg grachicameans
uniforme, excepto por el brusco decremente cue se registra en fa vecindae dix
fondo por efecto de ta capa iimite. Esto permitid oblener ia velocidad media (1, &~
la seccion X - X, & firante del flujo 4, en dicha seccidn se midih con ub bmnaimeir:

vertical de punia y con ambas se calcuio el gasto. & expea:mentu se gdisafic us
manera que el Eu;u fuese eslrictamente supercrilico en la seccidn v {,-\ &S

__l t,'l) RE

secic 11/ [T -
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Los autores adoptaron e mismo procedimiento de medicidn descrfic  en
Sivakumaran ef al {1983} para oblener las cargas de presidn promediadas an ol
tiempo, [p{0) - plalgo, en los punios s = 3iom {=0.2.2.. %2 bolarge del gje
de simetria del fondo, ilizande piezémeires verticaies con aqua (precisién de 2.4
mm) previamente dispuesios en dichos puntos. Los firanies ddet fujo
{(promediados en el tiempo) en dichos puntos se midieron en direccicn normrai o
fondo usando una escala milimétrica v repitiendo ¢l procedimianto parzg las cuatro
condiciones del flujo de fa tabla 5.1, mismas que se usaron como condicinres de
frontara en el computo. Para los casos de fluio ay b, las distiibuciones variaiies del
componente de ia velocidad » {» } en la direccién s (promediadas en &l liempo) se
midieron nuevamente en fa seccion Y-Y de ia figura 5.3 {5 = 22.57 e}, willizando «l
mnisrmo tubo de Pitot usado en la medicién de la velocidad.
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SO 2
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t s
|

% 2 @ Attesador fatergt
el ~ SN SR ¥ s
i 2 T . ,.'v/

§ : . e / @ | ;
i : ~ i
nl:m:_ e — i - I" T TTT ST DI TR T LTI, e, i E:,“

Ll __ / Lis

| Fondo de! modelo !

A . -
\ [ boirbe
De Ia bomba Aar ¢

Figura 6.3 Dispositivo experimental

Las variables relativas al tranie y distribucion de la velocidad se obtuvieron con
seguiidad que admitian las fuctuaciones turbulentas del Hujo de acucrdo  wur

s
mstrumentos ausados. Las mediciones se omiticron cuando las Huctuaciones  Soese s
exeesivas, 1o cual octrrio en la parte cdncava de la insialacion con los Huios e mewcs

vilocidad,



5.4.4 Comparacitn de resuffados

La superficie libre calculada mediante iz teoria v i3 oblenida experimentaimenis g2
presamaﬂ en las figuras 5.4 ( 8 a la N para ias cuatro condicicnes de fiujo de g
tabia 5.7 (g a d, respectivamante). En ellas aparecen los resuftados obienidos por
ios gutores de 108 experimentos mediante 1as ecuaciones de Saint - Venart, an las
figuras 5.5 a g d se muestra también la comparacién de los perfiles langit wwnaiq
de ia pressor‘ en ¢l fondo para las cuatro condiciones de flujo de la tabla 5.1, Lo
resuitados de Iz presion en el fondo con ia tecria de Saint - Venant se praseni
unicaments para &l caso de las condiciones ques s indican en la figura 5.5z,

L ™
0O f

En las figuras 5.6 a ¥y b se compara la disinbucion de ia velocidad langencil
calculada con ia ecuaciddn (5.12) v la oblenida experimentaimente, La leoria Jde
Saint - Venant prevé una disiribucion uniforme de dicha velocidad v por ¢llc no se
rnuestra. Debe observarse que la diferencia entre los valores medidos vy fos
calcuiados es realmente pequefis, ya que ¢l carc de ia escala de velocidades s&

muestra muy a la izquierda y no aparece en las figuras.

5.4.5 Inaplicabilidad de fa teoria en regiones de variacion rapida daf fondo

E! artificio introducido de gradualizar el fonde soiventd la dificuitad de mansjar una
singuiaridad en el cal cuio numeérico. Las figuras 5.4 a a ia ¢ muesiran gue of flujc
reai cerca de ios puntos singJiares se comporia bastante diferenie de lgs
soluciones cbienidas mediante la teoria. En particular, et flujo caleuiado en ig3
inmediaciones de A varia rapidamente dentro de los 2 om del nfervaio de
graduatizacion en &f fondo, pero el flujo real varia lentamente en un iriervais
mucho mas amplic, entre s - 40 em y 5= 70 cm.
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Figura 5.5a. Comparacion del perfil longitudinal de la presion en el
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CAPITULO 6

GENERALIZACION Y CONCLUSIONES

6.1 ANTECEDENTES

En ei subcapitulo 2.7 se expuso la necesidad de disponer de un conjunto particular
de ecuaciones para cada forma de la seccion del canal. Se obtuvo asi el conjunto
que corresponde al canal trapecial y a sus casos parliculares, el rectangular vy el
triangular, resolviendo por separado las integrales I, I, 1, e I, que figuran en las

ecuaciones generaies expuestas en el subcapitulo 2.4, Se obtuvo también la
solucién de las integraies 1, e I, para la seccién circular, con cbjeto de aplicarias

en el analisis del régimen critico {(capitulo 3), pero sin llegar al planteamiento
completo del sistema de ecuaciones correspondiente. Este sistema serfa aplicable
a obras de excedencia que descargan a tdneles con perfil de fondo curvo, como es
el caso de grandes obras como los vertedores de Ia Presa El Infiernillo (figura 6.1)
y de Chicoasén (figura 6.2), que por su magnitud e importancia ameritan un disefio
cuidadoso de sus distintas partes. Para ello habria que destacar que atin cuando
fuese posible determinar el conjunto de ecuaciones para la seccion circular, su
aplicacion a las obras mencionadas resultaria incompleta, toda vez que existen
secciones distintas de la circular en los tramos de transicién, ya que éstos se
forman con geometrias compuestas, como las que se muestran en las figuras
antes mencionadas, gue necesitan de ecuaciones particulares para cada seccion
de geometria distinta.

El proposito de este capitulo consiste en plantear un enfoque mas general en la
solucion de las ecuaciones para extender su aplicacidn a cualguier forma de
seccion sin perder precisién, utilizando para ello los desarrolios y deducciones ya
efectuadas. Se presentan también las conclusiones generales mas importantes det
trabajo y se mencionan aquelios aspectos que faltarian por resclver, ios cuales
podrian ser maotivo de nuevos trabajos de investigacion sobre el tema.
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6.2 PROCEDIMIENTO GENERAL
8.2.1 Aspecfos a considerar.

Las ecuaciones que aqui se manejan son para flujo permanente, debido a que es
el caso general en obras como las antes mencionadas. Sin embargo, ya se ha
indicado que el tratamiento dei flujo impermanente implica Unicamente agregar
terminos dependientes del tiempo deducidos en los desarrollos generales, ios
cuales harian mas elaborada la solucién aungue no imposible.

La solucidon numérica presentada en el capitulo anterior mostrd la poca importancia
que tiene la magnitud del componente transversal w, de ia velocidad, respecto del

componente normal », de fa misma, ambos al nivel de la superficie libre. Ei valor
de w, poco afecta la magnitud de la velocidad en la superficie libre y tiene menor

efecto en los restantes términos. Por esta razén, la distribucién del componente w
en fa seccién del canal tiene menos importancia en los resultados finaies y puede
eliminarse de los célculos. Esto cancela fa necesidad de encontrar la solucion
directa de las integrales I, € I, para cualquier forma de seccidn, pero se puede

determinar el valor numeérico de ellas entre los limites 0 y d, asi como ¢l de las
integrales 1, e 1, para secciones de geomeiria iguaimente complicada. Para los

restantes calculos las cuatro integrales se vuelven definidas y su valor puede
determinarse mas facimente con programas de cédmputo sin importar la
complejidad en la geometria de la seccidn.

6.2.2. Solucion de las integrales para la seccién circular

a) integral I,

Para plantear el sistema de ecuaciones de cada seccion, es necesario resolver las
integrales I,, ¥, e I, segun la geometria que ella tenga. En el inciso 2.7.7 fueron

resueitas 1, e X, para la seccion circular (figura 3.5) de diametro D y curvatura «
en el fondo. La primera integral es

Lo=2f YT

! 1~ &n

j-:- \/!Jr.f —a?

Y77



v segun a ecuacién (2.118), resultd

2 in{ n -k D L {2n %
b, = - — | —{l-—} + 7 sen |[—— - 1|+ —
K Dy D K- D 2
. {,
2 T-kp| _ 2%~ 1-#
DG Sy ol 2 RN IS4 {6.1a)
X l-xn 2

1

— | 2[1~ ’1"]
— D B
. \!h xl “;}____“.___Q__ +_§ (61b)

b) integral 1,

d D n?
La segunda integrales : 1, = 2] TNDR TR 40 cuya solucion se obliene

0 1-xn
haciendo » = J en la integral ¥, y resulta

L i Ta o ay 2-&D L d p
~E m e e = e sen |2 -1 +
217 KDY D Bl 20D D 2

- A4

ien |20

v Lsen A (6.2)
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¢} Integral I,

£n los desarrollos del capitulo 2 quedd pendiente la integral.

Do - wfD W - nt
12—2§-ﬁx—n)——bz’n-»2jm~ an (63)

cuya solucién se presenta a continuacion.
Se utiliza el método de integracion por paries, con las designaciones siguientes:

=Dn® 5" = |Dn° ( - %] = Dn f_(] - I.’N.\J

D\ D
- 2 3 2
= 3Dn* - 4n d = 3Dn - 4n dn
20 Dn - n’ 24/ Dn — r?
1 _ - K(ﬁ x a’n) dn
Vum————— . dv o= -
x(1 ~ ) k2l - kn) (1 ~ K1)

Por tanto, la integral se convierte en

Dn " [1 ) ,
I,} H ID] {)) | L 320?'1 — 4n°
":I?Jd‘t’= —mj' _’a’,’?
2 e K(l—fm) 2k 0 {1 — gn) N
que también es
2 A
,”_1 o2 (g)n_n"?_..‘oﬁ_ ;
l2 — ‘D S v 2 _— :‘2_ ! — 4__j_ ('l)H
20 &kD (1~ kn) 2 (- an) NDn—n
O hien, como sigue
i( T \]3;: !; n S
i, oo, ¥ 2 i Now -1 [P
2}},)? - ﬁ{)(] _“‘H) sl 1 A ' ,?.ﬁ‘f'.)-‘ - “_.. .’U;}‘\F;r;f _.',g-,



donde la primera integral quedé resueita con I,, &5 decir

[_”__ e
i, - D D I, ‘ 1 J-n ndn
207 kD~ xn) kD° | 2xDZ (i—rm}\/f)n 2

(6.4)

La Gltima integral se designa como 1, y para resolverla se procede nuevamente
con una integracidn por partes. Considerando que:

dn
(]. - m}\/Dn -

u=n, du=dn;yCcon dv= ; de una tabla de integrales resulta

Vo=

1
Nl — x{~xn+1}D T -xD

xD{t — xn)

Desarroitando el numerador y simplificando, se tiene

| 2 1——”—]
S 1 Sen,i[l-m+2ﬂ;’i.)—2}_ L eneilqe D
N-xD I—xn

Por tanto, tomando limites la integral I, resulta

180
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Al sustituir las ecuaciones (6.1b) y (6.5) en ia (6.4) , se obtiene

V2 H
Sl 1——-
i; (D} Y D 2 7 n 2 - K‘DI_ _1”,) n 7z |
;= = - TG N b 1 sen L_ﬁhwl +—
2D kD — ion) kDY YD\ D DY | D 2 |
I B 3
i # Fr
e j 2 i 2 (1——)
. 2 ‘\tl"‘ffz){ _1[ ( D _1 pia L =1 & 7 [
+ g Sen I o~ — + ; sen” |1 — :
()‘LD)S f; 1~ &7 2 25D A1~ xD l—wn |
Lo ] ]
1 - 2 {“%\1
Sk = | 6.6
L _

Factorizando y haciendo » =4, resulta

L _ 14\ [ a1 2 ) | 7
it el —— + - =lsen”] 2——1| + =
20° kDA D D Ll—;{d Kkd {(xD) K D 2
(o | r a0
P e N P 211-2 !
- gjlv—x‘D Scnflg__,i\___]_)_] - j _ .___d__ se 'Il L_ D 1!
(x>Y 1-kd J 21 2D l-xD 1oxd JI

L

] CI D n
sen 4 | g - 6.7
2 k1= D L : (13] 6.7

La ditima integral no tiene solucion directa y la Gnica manera de obtener su valor es
mediante una integracion numeérica, si bien, en ese caso, es preferible resolver la
integral original por el mismo procedimiento. Un valor aproximado de la Gltima
integral se obtiene a través del teorema fundamentat del calculo integral, con hase

en un valor medio © de la funcién que aparece en el integrando, es decir



El integrando es una funcién de ia geometria a traves de xn=xD(n/D) y de n/D . La
funcion varia casi linealmente con /D dentro del intervale 0<n/D <d/D en que
es (til, de manera que el valor medio entre 0y »/D se puede obtener para 0.55/D,

es decir
1 T
B 2[1«»% -ffJ | | ztzﬂ;—’} |
@ = sen " - 1]=sen - 1
1 - —xn J 1‘ 2-kn i
2 |

De la ecuacion (6.7) se podria por tanto obtener un valor aproximado de Iz integral
I,, que seria

4
(SR

[
)
1
=
J
A |
N
3]
P
.*
O R
A
R |
i)

v N

, (2 (1—-‘{-J 2(2—-?} i}

/L sen"‘l-—~—‘-—Q—-- 1)+ osent g
2 kDAt - kD e | 2 - wd

J (6.8)

-t -

Un sondeo para cuantificar el orden de magnitud de los distintos términos a la
izquierda del signo igual en la ecuacion anterior muestra gque ellos varian bastanie
con los de 4/D y de ~d , de modo que se prefirid seguir e camino de integrar
numericamente 1a ecuacion (6.3) con el limite superior »/) = J4/1, expresandola
previamente en términos de parametros adimensionales, como sigue:

L n fnly j
P - Z’J'd ip\f_})}f —_;;z_i dn =0 D? j,;l,r;,\ D \f DA qD {i[) f_.\;
- - ) v (1 - xn) WAy




QO bien

n n
i 1
}2 :jd,'}')[[)) \ D d[ji_}: f‘( D -ﬁ{»\’
6 ’ D

(lw D-'E-T b J
D

{6.9)

es decir, funcion de J/D, de la geometria de la seccion y de la curvatura del fondo

através de x>

Las figuras 6.3a y b muestran la solucidn grafica de la ecuacion (6.8) en el intervalo
de valores -1<«D <05 y 0<d/D<1. Con ello es factible valuar 1, para calcular

el componente de la velocidad w, y comparario con x,, ambos al nivel de la

superficie libre .

d) Integral 1.

La tltima integral por resolver quedo definida por la ecuacion (2.768) y es

) o [

Siendo 5=2 (- n}, la derivada vaie

oB  D- ’)rz

on ,Jn iD -

El radical del integrando restuita

(6.10)

-3

'\g\lﬁ;‘; \!n U)*—f?) n (D“”)

y la integral se convierte en

i F .[“'f!;) r i N \ :?) ’;
el ozm " S
N T

aRY () —2n) _ D? ~3Dn + 307 D* = 3u (D —n}
] J +1 = +1 = = \ =

"")

(6.11)
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Como en el caso anterior, la infegral no tiene solucion directa y tendra que
utiizarse un procedimiento numérico. Como ocurre tambien en ef caso anterior, la
integral ¥, es funcidn de ¢/D, de la geometria de la seccidn y de la curvaturg del

fondo a través de «xD. Las figuras 6.4a v b muesiran su solucion grafica en el
intervalo de vaiores ~1sxD 05 y0<d/D<1.

6.2.3 Valor de las integrales para cuaiquier forma de seccidn

Para valuar las integrales que se requieren es necesario conocer compietamente
la geometria de la o las secciones que se van a empiear en €l canal. Por ejemplo,
secciones complicadas, como la que se muesira en la figura 6.2b, tienen que
ubicarse y definir primero su geometria en forma gréfica, para relacionar después
analiticamente su dimension harizontal B con la distancia » al fondo. Esto es
generalmente posible, ya que la geometria tiene que elegirse con una forma que
se preste a una interpretacidon geométrica o mas sencilla posible, para facilitar su
construccién. Aunque dicha labor no es tarea facil, tiene que hacerse cualquiera
que sea el pracedimiento de célculo que se emplee.

Con la expresion matematica que relaciona a B con r es faclible calcular los
valores de las integrales 1, e I, en cada seccidn mediante un procedimiento

numerico y una subrutina incorporada al programa general de computo, para
proceder come se presentd en capitulo 5. El valor de fa integral 1, se obtiene con

1, vy se calcuia el de I, sblo si se desea determinar el componente w, de la
velocidad al nivel de la superficie libre, lo cual €s poco probable ya que se
demostro que adquiere valores muy pequefios. Los valores de las integrales [, e
I, tienen que determinarse para cada valor del tirante d que resulte en los

calculos, de acuerdo con el gasto para el cual se obtiene el perfil del flujo.

Para el calcuio del perfil del flujo se utilizan las mismas ecuaciones que se
presentan en el siguiente inciso y el método numérico que se haya adoptado, como
el de Runge-Kutta de cuarto orden empleado en el capituio 5.

6.2.4 Ecuaciones generales

La ecuacion (5.5b) es la que debe resolverse y se escribe en la forma

dfj . I.\;U - S’r SCCO

TN R 12
d I~ E (6.12)
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donde los distintos términos se interpretan a continuacion. El tirante d en la seccion
del fondo de coordenada s ¥ S, =-tané, siendo @ el angulo de inclinacion de Ia

tangente al fondo de dicha seccidn, F el numero de Froude en la misma, dado en
forma general por la ecuacién (3.4) (o la 5.4), como sigue

e s Jfgdcost

- (6.13)
_ (-md}
i - 2
L

donde x es la curvatura del fondo, T el ancho de la superficie libre e 1, el valor de

ia integral obtenida de la ecuacion (2.60), ambos para el tirante d segun la
geometria de la seccién; S, es la pendiente de friccion expresada por la ecuacién
(2.78b)

S, = ~

09 |

2

Uy
e 14
o ¥ 614

donde i depende del comportamiento de [a pared. Para el caso de
comportamiento rugoso es valida la ecuacién

2= 4 n.wz
L L

fr

(6.15)

En ésta, n,, es el coeficiente de Manning &, el radio hidrautico de la seccion.

£l componente », de la velocidad que aparece en las ecuaciones (6.13) y (6.14),
corresponde al fondo de la seccion y esta dado por la ecuacion {2.58), Gue es

U, = —— (6.18)

donde ¢ es el gasto en la seccion e I, el valor de la integral que ya se ha
mencionado.
Ei factor de amplificacion «, enla ecuacion (6.14) esta dado por [a (2.79) y es

A+ 2

:

-+
6;\ ,._.;; Ry

(6.17)
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donde B, es el anche que tiene la seccion en el fondo {puede ser cero), P el
perimetro mojado de la seccidn e I, 1a integral expresada por fa ecuacion (2.76)

s \f(%%f +1 LI f’”m} (6.18)

y que se discutid en e inciso anterior. Las dos ecuaciones anteriores (6.17 y 6.18)
son validas para secciones simétricas respecto de un plano vertical, como ocurre
comunmenie en ia practica. Si no es el caso, o que se expone en el desarrclio de
ia ecuacion {2.79) permitiria definir de manera sencilla ambas ecuaciones en ¢aso
de asimetria, ya que seria necesario calcular la integral 1, para cada lado de ia

seccion.

6.2.5 Solucion de ia ecuacion diferencial

La solucidén de la ecuacién (6.12) es posible sélo numéricamente y para ello
pueden utifizarse distintos procedimientos, desde el método estandar por pascs
hasta el de Runge-Kutta de cuarto orden, gue fue el empleado en el capftule 5.
Cualquiera gue sea el procedimiento, es necesario identificar las secciones del
canal que se van a ulilizar, conocer completamente su geometria y ubicacion,
ademas de disponer de alglin procedimiento (grafico, namerico o analitico} que
permita determinar el valor de las integrales I, e I, en cada seccidn para

cualguier valor del firante. S6lo en caso de querer corregir el efecto del
componente tangencial de la velocidad seria necesario calcular fa integral 1, .

Para la solucién se utiliza alguna condicién de frontera, que puede ser una 0 mas
secciones de control (critica, compuerta, vertedor o cimacio, de aforos, efc.), es
decir, secciones donde se conoce el tiranie para cualquier valor del gasto. £n el
calculo se siguen los mismos criterios que se utilizan en los canales de fondo
plano, en cuanto a secciones criticas, direccion del célculo, pendientes medias de
friccion, etc. De igual manera, la precision de la solucidén dependera del nimero de
secciones que se utiticen (de la distancia entre ellas) y del procedimiento numerico
que se emplee, ademas del efecto que tiene ia precision en la geomelria, la
seleccion adecuada del coeficiente de Manning vy la adecuacion del método en ios
puntos con singularidades (donde cambia la curvatura o la rugosidad de fa pared).
El ejemplo de calculo que se presenta en el capitulo 5 orienta en el tratamiento de
los dos Gltimos casos y sobre fa importancia que puedan tener en los vaiores
numerices.
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6.3 CONCLUSIONES.

£n la exposicion del trabajo se han presentado diversas conciusiones particulares

de los resultados, de manera gque a continuacion se incluyen sélo las de caracter
general.

1.

k1 medelo de flujo que se propone satisface el objetive planteado en el capitulo
1, de ser aplicable a cualguier forma de seccion del canal sin aumentar
drasticamente su complejidad.

. Se establece un procedimiento general de anaiisis, de manera que las

soluciones satisfagan las condiciones reales en que se produce el fiujo v sea
aplicable a problemas practicos de la ingenieria.

. El modelo es unidimensional, pero permite el calculo del componente

transversal de la velocidad, para corregir el propio modeio cuando se considere
importante dicho efecto. Se comprobd que el componente fransversal de ia
velocidad carece de importancia cuando se compara con la magnitud que tiene
el componente longitudinal, por esta razén, puede eliminarse dicho componente
y trabajar Unicamente con el longitudinal. De cualquier manera, queda abierta la
posibitidad de incluirlo.

. Se incluye de manera correcta el efecto de friccion, por lo cual es posibie

analizar canales de gran icngitud con cualquier comportamiento de la rugosidad
en la pared. Ain asi las ecuaciones resultantes son tan accesibles para el
ingeniero como las de Saint-Venant o las del flyjo gradualmente variado.

. Con el modelo se determinan las variables mas importantes del flujo, como

son : la distribucidon de los dos componentes de la velocidad y de la presion en
cada seccion , asi como la variacién del gasto y del tirante a o largo del canal,
tanto en flujo no permanente como en el permanente.

. El canal puede formarse por tramos de fondo plano y por ofros de fondo curvo,

y establecer las mismas ecuaciones para ambos, pero haciendo que la
curvatura sea nula para los de fondo plano. Las curvas verticales pueden ser de

curvatura constanie o variable pero debe conocerse compietamente su
geometria.

El flujo sobre un cimacio 0 sobre cuaiquier curva vertical puede tratarse con
suficiente precision utilizando el modelo de flujo para las formas geomeétricas
que se ulilizan en la practica. Esto eliming abordar estos casos mediante

soluciones particutares de flujo local 0 mediante resultados puramente
experimentales.



10.

11

12.

13.

La geometria de la seccidn define ia magnitud de cuatro integrales que forman
parte de las ecuaciones. Su valor fue obtenido para tas secciones: trapecial,
rectangular, triangular v circular que son las que mas se emplean en la
practica, pero se plantea que el procedimiento numérico es el mas adecuado

para su obtencién en otras seccicnes mas complicadas sin menoscabo de la
precision.

La teoria para el régimen critico se¢ desarrofia utilizando los conceplos de
energia especifica minima vy la definicion de un nimero de Froude
generalizado. Los resultados obtenidos son congruentes con 10s que se usan
en canales de fondo plano cuando en las ecuaciones se hace que la curvatura
valga cerc. Dichas ecuaciones no son sencillas de manejar, pero se presentan
gréficas para una solucién aproximada. Para formas de seccidn que no sean

las comunes se presentan las ecuaciones generales, cuya solucién sera la
gue prefiera el usuario.

La verificacién experimental de resultados se ha realizado aprovechando ia
informacion disponible, como la publicada por el Cuerpo de Ingenieros del
Ejército en ef caso de cimacios, de Henderson y Tierney en curvas circulares,
de Sivakumaran et a/ en canales con curvas convexo-concavas, etc. En otros
casos, como el de Lenau-Cassidy y Prasad en curvas circulares, la
comprobacion se intentd comparando con los resuitados obtenidos de teorias
distintas, quiza mas precisas, pero menos generales.

l.as comprobaciones son muy aceptables mientras la geometria del canai se
mantenga dentro de los intervalos que ocurren en la practica, es decir, con
valores de:-2<xd <0.6. Parece existir mayor precision para fa curvalura
convexa que para la concava, como se detecta con la teoria.

Mediciones experimentales para flujos supercriticos son de cuaiquier manera
dificiies de realizar con precision y en ese caso, no hay otro camino gue
apoyarse en la teoria, la que seguramente aporta resuitados mas claros y
confiables. Fue el caso del modelo experimental del vertedor de la Presa
Infiernillo en el instituto de Ingenieria, en et cual se hicieron observaciones del

buen funcionamiento, mas no mediciones detaltadas por la dificultad de
hacerlas.

En el caso de flujo permanente, la rutina de calculo puede ser tan variada
como la que se dispone para la ecuacion dindmica del fluje graduaimente
variado; es decir, desde hacerlo en forma manuai con caiculadora y ayudas
graficas para las integrales, hasia disponer de un programa de computo que
permita la aplicacicn del método a un canal de cualquier geometria y forma de
seccion. Este programa no se realizé por que no fue ese el proposite de la
investigacion.
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14. Se han querido cubrir los aspectos mas importantes en la fortaleza vy
debilidad del método, pero resulta dificil pensar que e fema se haya
agotado. Hay mucho por hacer y ésta parece una linga de investigacion para
el futuro. Se han publicado ya ecuaciones gue difieren en la concepcion de
las agui planteadas v que se resuglven con procedimientos numeéricos mas
avanzados, pero que tienan dificultades para aceptar geometrias distintas de
las del canal rectangular.

6.4 RECOMENDACIONES

De acuerdo con la experiencia adquirida con el frabajo, es recomendable proponer
la investigacion de aguellos aspecios que quedan pendientes.

1. La iimitacién del método en ef sentido de validez para un valor maximo de
xd en el caso de curvatura concava.

2. lLa elaboracion de programas de cOmpulo para secciones distintas de la
rectangular, tanto en flujo permanente como impermanente, gue permitan la
correccién que implica el componente transversal de la velocidad, si es ef caso.

3. Una vez logrado lo anterior, generalizar el programa para canales que tengan
tramos con fondo planc y fondo curvo.

4. La comprobacién experimental de resultados en modelos de obras de
excedencias que pudieran consiruirse, buscando de tener una buena
instrumentacion en las mediciones.

5. Verificar ef efecto que tiene una curva vertical desde antes que el flujo liegue a
elia, como se observa en los resultados teéricos con la teoria del potencial.

6. Analizar con mayor detalle el fratamiento numérico en puntos con
singularidades, ya gue soin comunes en este tipo de obras.



APENDICE DEL CAPITULO 5
A 1 GEOMETRIA DEL FONDO

Las curvas de transicién se introducen para prop6sitos del calculo en los intervalos
de gradualizacion:

L, <5< L, y (PR-L,)cs<{gR+L,)

de manera que el perfil del fondo estd dado por las expresiones gue a continuacién
se presentan, donde el subindice f se refiere a las curvas de transicién y ¢ alos
arces circulares.

En -w<s<- 7, el fondo es Ia linea recta horizontal (igura 5.2): x'=0; x=0;
f=0y =0,

a) En elintervalo de gradualizacion - 1, < s < L.

Sean =1, /R Y A=s/L ,donde Res el radio del circulo convexo (figura 5.2). Por
tanto, la curva de transicion en —1< 2 <1 tiene las ecuaciones:

K= e (1) —

ds 4R’z - E(’g’ ~34-2)

0 = %(,1" — 64 ~8i-3)= £ F(1)

¢ = -%3(@-‘ —10A° 2047 - 154 - 4)+ Role")

Al derivar estos, se adopla «'= m(ﬁ?—l) (donde m es una constanie), que
sucesivamente integrada se obtiene:

95 _ kx LA
'5{,2‘ d 72

, r e
::j— ¢ lsenf= f-.'f\’éé‘f. - (2:3;) + o= SR D) ¢ Re (f)

L




se utilizan las condiciones de frontera:

gn A=-1; &'=0, =0, §=0v =0
en A=1, Kx'=0, K=~1;’R

de maneraque en s = L, {4 = 1), se tiene 6, =~ ¢=4,, las elevaciones del fondo
son:

{, = - % 52R+Ro(g4)

Go= = R{l—-cos (*5)]=“ % £2R+R0{s"]

e

Por lo tanto, cuando s = L; el error A, = ¢, ~ ¢, en la elevacion del fondo es

A2 )

R 10

y €l arco circular convexo desciende verticalmente esta misma cantidad {(debido a
que Ag, <0), para hacer que ¢'sea tambien continua en s = L (ver adelante).

b) En L, < s s (¢R - L,)
Ei fondo es el arco circular de radio R, donde
K'=0; k= —]/ R, 0=-sfRy ¢ :““Rl 1-cos {s/R) J+f_\g,“1

¢c) En los intervalos de gradualizacion (¢ - L, )< s <l R+ 1,), sean:

S=L,/RY u= (S -~ ¢ R)/[,:

Entonces la curva de transicidbn en - 1= 4 21 tiene los valores:

-
1

2 1 ;
K= 5—533(] - ,u“)_; K= ’)—R(B,u - )

£ = %— (3 + 6;::" - ;.5‘1)~- $p=0 g(;f} -~ g

C I cos Gf i . . . R i b
SR SRS ITRR VAT ML 0% P
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Al derivar estas ecuaciones se asume que «~'=w(1-,7), donde w es una
constante, y al integrar sucesivamenie se tiene gue:

K 5k 9 s5rx

du du
d_: + - 2 3
—=-= 8Rsen ¢ = ~SRsen § + 8 R cos ¢ 2{u)+ Rol(57?)
#

Utilizando las condiciones de frontera:
En u=-1, ¥=0; x=-YR, 8§=—89+6
§ =~R [l - cos(eﬁ - 5)]+ AL,

¢ =R {1-cosp)+ ()‘(R sen gﬁ)w--&zw

+A{, +Ro (é)
Enu=+1: x'=0; «=YR.

En s=¢R+1, {u=1), se tiene 6,=-g+ 5= 6_, pero las elevaciones del fondo son:

. . 1Rcos ¢
£, =—R (] —£0s ¢)~d Kseng +€>’—-w

+ AL+ Rolg7)
g =R~ 2cos g +coslp -8+ Ag,

, K cos ;
.= -R (‘L ~ COS ;z&) S Rseng +6° ~—~7—~f£+- AL+ R u(é?")

De esta manera, en s = ¢R + 7,, el error A, = ¢, - ¢, en la elevacidon del fondo es

&‘iz = CO; 4 5%+ O({ﬁ‘s)

y el arco circular céncavo asciende verticalmente la misma cantidad dada por esie
valor (debido a gue A¢, «<0), para hacer que ¢ sea fambién continua en
v = R + 1. {ver abajo).

W
0
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d) EngR + L, 25 < ¢R —yR

El fondo es el arco circular céncavo de radio R, en éste vale:

=0, k=R, 8=s/(R-20}y {=-RIL-2 cosg+cos (s/R-2¢}}+ AL, + AL,
Nota 1. Para R =3R1cmy ¢ =75.17°, se tiene

A =~ 00026 I} encmy AL, =~ 0.0013 5 encem, y para L, =7, =1 cm, se tiene

AL, ~~ 00026 cmy AL, =~ 0.0013 cm

Nota 2. En 4{s = ¢R), x =0, pero «'= 0 para la curva de transicion . En dicho punto
las ecuaciones (5.21), (5.22), (5.13}, (56.1), (6.5b) y (5.4) se reducen a:

a =1; a,=1
w(gn,t): -1 0;0 - —l—nzx u,
5
Oy
w, (s)= =L
()= 2
2 ] 2
S, =— lan 8 — w1 dK'*—iE’— y P
gdcos @ (2 b g dcos6
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A2 METODO DE RUNGE-KUTTA DE CUARTO ORDEN

A.2.1 Descripcion

Cuando se utilizan los métodos de integracién numérica de Runge - Kutta, el grado
de exactitud se incrementa si se emplea uno de orden mayor. El resultado obtenido

s gntonces mas preciso y los errores también se reducen con mayor rapidez al
disminuir el tamafio del incremento 4.

Se considera la ecuacion diferencial ordinaria (EDO)
y'= f{y.e). y{0)= v,

Si se desea calcular y,, a partir de un valor conocido y,, se integra la ecuacion
anterior en el intervalo «, =1 >¢,,, y se obtiene

Fray & Vi + I‘:““ f(}’,!) dt

Los métodos de Runge-Kutta se deducen aplicando un méiodo de integracion
numérica al miembro derecho de [a ecuacion anterior. El de cuarto orden es exacto
hasta el término de cuarto orden de ia expansion de Taylor, de modo que el error
local es proporcional a #° . Acontinuacion se presenta la version de este método.

k, = }"(x;ayi)

Ok, 4+ 2k, + 2k, + £,
Y, =¥ + h k : = .

Para cada (=0, 1. . ~-1. El método tiene un error de truncamiento de O(r'),

simpre y cuando la solucion y{x) tenga cince derivadas continuas. Los términos
k.o k.. k. k, se infroducen para eliminar {a necesidad de insertar sucesivamente
la evaluacion de la segunda variable en la funcion /(<1 ).
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A.2.2 Aplicacién manual del método a un intervalo

Se aplica el método de Runge-Kutta de cuarto orden a {a sotucion de ia EDO (5.5b)
en un solo punto de s sdlo para el caso convexo, con ef objeto de ilustrar el método
y para fines comprobatorios. Posteriormente se desarrolia el programa para la
solucion numérica en todo el canal y para las cualro distintas condiciones del fiujo
utilizadas en los experimenios.

Los datos del problema y condiciones iniciales son:

R=381cm K =158 em'*/s A=5 cm
k=-0.02625 em™  y, =140.21 cm Ey, =174 cm
b =2032 em 0, = 49573.7692 cm’fs  dl(s)=7

v=0.01007 om’fs  d(0)=12.5 cm

Se resuelve ja EDQ (5.5b) por paries . Las ecuaciones por utilizar corresponden de
la (5.16) a la (5.25).

Para &: &k = d'(s,.d,)
De la ecuacion (5.18)

S, = —(1~{-0.02625X12.5)) tan{-0/38.1)= 0

a, = 2032~ 2(~ 002625 In[l - (- 0.02625)12.50)]/[20.32 + 2(12.5)] = 0.9254

De la ecuacion (5.22)

(0 " 14

- (-02625)12.50 103698
{1 - {-0.02625)12.50}

De Ia ecuacion (5.18)

~{~0.02625) 49573.769
) = Ea = 225 6804
2052 i - (-0 .02625)12.50]

Siendo el radio hidraulico:

2032 (1250
£, — AT TN L S A0d6

“an (1 S0y

-
O
4@



De la ecuacion (5.20)

J2(s8) | (5.6046)"

i /4 14
S, =09254 (11}:&»693)&(0‘01007-)l }(225'68047 = 001312

De la ecuacidn (5.19)
(225 6804
o
981(12.50 Jeos| — —
4 0)(:()8,K 38.1]
_ i~ {-0.02625 Y12.50)F infi - (- 0.02625 }12.50]
(- 0.02625 N2 50t + In(t ~ (~ 0.02625 12.50 )]

F*=

= 263181

De la ecuacion {5.5b)

0.01312
-
COS{ — -0
\ 381/

= 0.00804
1-2.63181

Para i, se aumentan 2 y 4. Por una secuela similar, de las ecuaciones (5.16),
(5.22), (5.20), (5.19) vy la definicion de £, se obtiene

I's A
b o=dl s+t d ﬁkiJ
| 2 2

i

S, =— [1-(~0.02625(12.50 + (5/2){0.00804 )))] tan[- 9%5_;3] = 0.08731
36,

20.32-2(~0.02625) " Infl — (= 0.02625)(12.50 + (5/2)(0.00804))]
o= 2032 + 2{12.50 + (5/2)(0.00804)]

= 0.9253

| { - (- 0.02625)12.50 + {5/2)(0.00804)]

1]
o 4 , =1.03703
“ | Infi - (= 0.2625(12.50 + (5:2)(0.00804 )))]J

—{~0.02625) 49573.769 ]
TSI . - = 2725.36479
72032 dofl ~ (- 002625112.50 )+ (5 2X0.00804)]

2C0



De la definicidon de radio hidraulico se obtiene

20.32[12.50 +{5/2%0.00804)]
20.32 + 2{12.50 +(5/2§0.00804}]

= 5.6086

k:

Sustituyendo en las ecuaciones (5.20) y (5.19)

4 74
§, =0.9253 (1.03703) | (001007} }{(225.3643) }0.01308

V2 (i58Y | (5.6086)"
. [(o2s3648f
0+5w
981/12.50 + = 000804cos _ 2
38.1 J
F*=

[ —{—-0.02625) [12 so+— 0. 00804]] [ (—0.02625) [12 50 +° (o 00804) }
] J

-
~0.02625 [12 50+~ 0. 00804} 'Lnlntlu(—o.ozﬁzs) {12.50+% 0.00804”

<= 26241
De la definicion de £,

008731~ - 01308

T
—(0+ - J
2
cos o
e 38.1

e = - 0.04569
1-26241

[ 2¥]

Para &, sigue siendo igual perg ahora sera 4, en lugar de 4

k" :d'(.q:_%ﬁ,‘ (f "T'ﬁgl
W 2 2 '

"

i - 7

l 2

Sy = o [T (- 0.02625K12.50 1 (5/2) - 0.04569))] tan bl

= 0.08708
381
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_ 20.32-2(-0.02625)" tnf1 ~ (-~ 0.0262512.50 + (5/2- 0.043569 ]

= 0,9263

” 20.32 +2]12.50 + (5/2)~ 0.04569)]
} ( ~{~0.0262512.50 + (5/2)(~ 0.04569)] 1" L0367

™ Il - (- 02625)12.50 + (520~ 0.04569))] |

B ~{~0.02625) 49573.769 2274924
"o = 3033 Tnll~{~ 0.02625) 12.50 + (53]~ 0.04569)]
20.3212.50 + (5/2)(~ 0.04569)]
= : =5.5815
20.32 +2[12.50 + (5/2X- 0.04569)|
 (0.01007 ) V[ (227 .4924 "
S, = 0.9263 (1.03667 =0.01338
( } V2 (58 ! (5.5815 "

(227.4924F

5 0+
981{ 12,50+ {~0.04569) cos — -2
2 33.1

F?=

A
[1—(—0‘02625{12_50 ; 004569] { 002623 1250+ = (().04569');}

/.

(--~0.(>2625)[12.50+ -{~0.04569) | |+1n( ~0. 096’)5)(;7 50 - (40 04569)m

F? =2 7151

Por {anto
0.0870% — {).013;85\
—“[0-?- 2)
COs -
o 8T~ 0.04205
i 1~2 7151
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Para &, cambia ahora

b, =d'(s, +hd, +hk,)

Sy = = [1- (- 0.02625 ¥12.50 + 5(- 0.04295 )}] tan- (;;' f = 0.1746

_ 20.32-2(-0.02625) Infl - (- 0.02625) (12.50+ 5 (~0.04295)] 09271
. (20.32)+ 2[12.50 + (5)(~ 0.04295)] o

o

[ —(-002625) [12.50+5 (- 0.04295)]
= { 11-(~02625) {1250 +5 (- 0.04295))'& =10

~{~0.02625) 49573.769 )
20.32 Infi - (- 0.02625) 12.50 + 5 {~ 0,04295)]

U, =

= 2291147

20.32{12.50 + 5 (- 0.04295)]

= - _ = 5.561
P 2032+ 201250+ (520 0.04295)]
[(0.01007 }* T (220 1147 Y
S, =0.9271 (1.0364 = 001362
! ( ]E V2G58 Y J (5.561 "
I A )
981 {17 50 +3(~ 0.04295) cosl 0*?}}
}1': — .
-{00625)02. 50 +5(-0. 0479:)J’1n[ (-0 0?6’?5)(17 50+5 (- 0.04295 ))]
(-002625)12.50+ 5 (- 0.04295 Wi+ tn(i - (- 0.02625)12.50 + (- 0. 04295 )))]
7% = 2.8040
0.01362
0.1746— -~ (033)
Cos -
[ 381 gogor7
1-2.8040
7 -~
Lf(.\')-‘-‘ o, + 'J! ___j,_’_)_{ i r);l fr \
. 6
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Ei valor def tirante es entonces:

25y =1250 + 5 (0,008044.—2(— 0.04569}+ 2(- 6.04295}+ (- 0‘0891?)]

6

d(5)=12.2847 cm

Verificacion de los resultados con ef programs
La funcidn es dd/ds = f{s, N{x),00)

indigue los incrementos: 4= 5cm

¢ Cuales labase delcanal? 4=2032cm

¢, Cual es el radio def cimacio? R =38.1cm

¢, Cual es el gasto en el canal? O = 49573.76928 cm’/s

¢, Cual es el tirante al inicio de la curvatura? 4, =12.5cm
., Cual es el valor inicial de {a parte convexa? s=0
¢.cual es el valor final de la parte convexa? s = 50 em

5 d k, k k, k

g

50000 1228470 000804  -0.04569  -004295  -0.08914
10.0000 11.68713 -0.08912 -0.12383 -0.11936 -0.14]158

Los valores de k,, &k, , &, y k. serdn posteriormente omitidos, ya que éstos nada
significan por si solos.
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A3 ELABORACION DEL PROGRAMA DE COMPUTO

A.3.1 Eleccion def lenguaje de computo

Para elegir el programa se vid la necesidad de visualizacidn gréfica, es decir,
ademas de necesitar ios valores de las variables en cada punto s a lo largo del
fondo, fue necesario representar los valores de las variables mediante gréficas,
con el fin de inferpreiar el comportamiento del fiujo en el madelo elegido.

Se decidié que MATLAB podia satisfacer estas necesidades, ya que se puede

considerar un lenguaje de programacion como e FORTRAN o el C, con las
caracteristicas notables siguientes:

- L.a programacion es mas sencilla

- Hay continuidad entre los valores enteros, reales y complejos

- La amplitud del intervalo y la exactitud de los ndimeros son mayores

- Proporciona abundantes herramientas graficas, que incluyen funciones de
interfase con el usuario

- Capacidad de vincularse con los lenguajes de programacién convencionales

- Transportabilidad de ios programas MATLAB.

Hay que tomar en cuenta que el programa MATLAB tiene el comando oded5 que
resuelve la ecuacion diferencial hasta una precision de orden 4 ¢ 5. £n este caso
se tomd la decision de desarroliar el programa para que el usuario final no tenga la
necesidad de conocer o dominar los comandos del software, por lo que sdlo es
necesario correr el programa e introducir 10s valores de las variables que se van
pidiendo, haciendo asi mas facil la aplicacién de éste.

A diferencia de olfros lenguajes, en MATLAB no hay distincion entre nameros
reales y complejos, de precision sencilla y doble precision y fodos estan
conectados continuamente. Esto significa que cualquier variable puede contener
numercs de cualquier ipo sin una declaracion especial durante la programacion,
por lo cual ésta se vuelve mas rapida y productiva. En cambio, en FORTRAN se
necesita una subrutina distinta para cada variable, sencilla ¢ doble, reai, entera 0
no, mientras que en MATLAB no es necesario separarlas.

La biblioieca matematica de MATLAB facilita los analisis matematicos, pero ei
usuario puede crear rutinas matematicas adicionales con mayor facilidad que en
otros lenguajes, gracias a la conlinuidad entre las variables reales y complejas.

Existen otros pagueles que resuelven fas £DO directamente como son:
s Mathamatica
o Maple
« Mathcad
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perc con la desventaja de que el usuario tendria que estar familiarizado con aigunc
de ellos y conocer los comandoes que le dan solucion a las EDQO. La ventaja de
conocer alguno de estos paquetes es que uno evita ef desarrolic del programa.

Entre numerosas funciones matematicas, ios solucionadores de algebra lineal
desempefian un papel crucial, ya que todo el sistema MATLAB se basa en elics.
Por otra parte, el andlisis visual de los problemas matematicos ayuda a
comprender mejor las matematicas y a hacerlas mas accesibles. Aungue esta
ventaja es bien conocida, la presentacion grafica de los resultados calculados solia
requerir un esfuerzo adicional considerable. En cambio, bastan unos cuantos
comandos con MATLAB para producir preseniaciones graficas de material
matematico y hasta crear objetos graficos cientificos e incluso artisticos en ia
pantalla mediante expresiones matematicas.

A.3.2 DESARROLLO DEL PROGRAMA DE COMPUTO

Para demostrar cual es el verdadero valor del componente ¢ de la velocidad se da
sofucion a la ecuacion y se compara con el valor del componente w para asi

demostrar que u<<w. La ecuacién presenta una derivada parcial y la solucién a
esfa se da a continuacion:

dug - K Q(}
ds b In{l-xd)

Dado que «, g, y # son constantes, se puede escribir

du, ! —& ~ K (Jy dd/ds

ds  bin{i-«d) B po(i-xd V{1~ xd)

Por o tanto

L_In(-m)  -«7Q,ddds
(t-x) & Bln{l ~xd V(1 - )

La expresion anterior contiene el término dd/dv, el cual esta dado por la ecuacion
(6.5a). El valor de 4 en el método de Runge-Kutta es 4, = d'(s,,d ), por lo que este
valor se sustituye en el componente normal (i) de 1a velocidad.

Se desarraliaron cuatro programas; el primero se elabord para la parte discontinua
en e punto U, e segundo para la parte convexa, el tercero coresponde a la
discontinuidad en el punto A y ef dltimo a la parle céncava. Las varnables de
entrada son:

206




(Indigue los incrementos 4= ");

(‘¢ Cuai es la base del canal? 5=");

(¢Cual es el radio del cimacio? R=");

¢Cual es el gasto en &l canal? 0= ');

(¢, Cual es el tirante al inicio de la curvatura? 4, = ');
{'¢ Cual es la velocidad? w="),

(¢Cual es et valor inicial de la parte convexa? s ="'},
(s cual es el valor final de a parte convexa? s =)

donde # son los incremenios a lo large de la piantilla, los cuaies deben ser
pequenos para que los resullados sean mas precisos; s es la coordenada que

sigue fielmente la forma del fondo curvo, desde el inicio hasta el finai de ia parte
convexa.

Los valores de salida son:

s,d, ' f2g. d+iu*2g, u,w, R

C

Nota: Se dan los valores de d en todos los puntos, excepto en los de
discontinuidad, ya que ¢! tirante varia muy rapido en ellos.

d es el tirante en cada punto de coordenada s, R’>/2g es la carga de velocidad

corregida, # y w son los componentes de [a velocidad en un punto s (paralelc y
normal a la curvatura del fondo respectivamente), R es la magnitud de la

velocidad resultante de los componentes de la velocidad { R. = vu® +v* ),

L.os signos % en MATLAB indican que los enunciados que siguen al signo en la
misma linea son comentarios y deben ignorarse durante los caiculos.

A continuacion se presenta el programa para la parte discontinua en el punto 0. El

punto inicial en s debe ser <-1, ya que si se empieza en s = -1 se liene la
condicion «'=0, x =0, =0, £ = Q; es decir, se tiene el caso de fondo plano.
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Programa para la discontinuidad en el punto 0

% Este programa caleula el perfil de un flujo curvilinec para la
$discontinuidad en 0

$ donde h scn los incrementos de la coordenada s.
$b ©s ia base del canal.

$r es el radio de la parte convexa

$g0 es el gasto en el canal

$L1 es el intervalo alisado

$v es la velocidad del flujo

$g es la gravedad

$ka es la constante de Blasius

$vis es la viscosidad cinematica

$k €5 la curvatura de la plantilla

tnota el puntoe inicial s debe ser < -1

ipor lo que empezaremos en g=-.99

% —— mnsy
¢clear, clf,

disp{'La funcion es dN/ds=f{s,Nis),Q0)")
h=.01;%input{'Indique los incrementos h=');
m=1;

b=input{'¢Cual es 1la base del canal? b=');
r=input {®;Cual es el radioc del cimacio? r='}:
g0=input {'Cual es el gaste en el canal Q='};
n{m}=input{’';Cual es el tirante al inicic de la curvatura ? NQ="};
L1=1;

g=981; %cm/s"2

ka=158; %cm™,5/s

vis=0.01007; %cm*2/s

ep=Ll/r;

s{m)=-.99;%input (';cual es el valor inicizl de? s=');
sfin=1%input{';Cual es el valor final de la parte convexa? s=');
sf={sfin-s8(1))/h;

disp{’ s N ")

wnile m<=sf;

im=s {m) /L1;

k={1/(4*r)}*{(lm*3~-3*im-2);

kp={1Im~2-1}*(3/(4*(x"2) *ep}};
teta={ep/16)* {{Im"4)~6* {lm"2}-8*1m-3);

——
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% DETERMIMACION DEL VALOR DE K1
50=~(1~k*n(m})*tan(tetal-([(*k*qﬂ/(b*lcgfl-k*n(mll)}“(2}}/..*
(g*{(l»k*n(m})“2}*cos{teta)}}*({Ik*n(m)+log(1+k*n(m}}}/...
{{1-k*n(m} }*log{l-k*n{m}}))*(kp/k)};

av=(b-2*k" (=1} *log{i-k*n{m)) )/ (b+2*n(m) };

ag={{-k*n{m)}/ (leg{l-k*n{m}}}1~(1/4);

blas=(vis®{1/4) /12~ (1/2)+ka~(2))) ¥ { (-k*q0/ (b*Llog (L~k*n{m)}})~(7/4}}/

{brn(m) / {b+2¥nim})}*{5/4);
F={~k*q0/{b*log{1~k*n{m!}}}‘(Z)X[g*n(m)*cos(teta)}f---
(~(1-k"nim)}~ {3} *Log (1-k*n{m) )/ (K*n{m) * {I+log (I~k*n(m}}))};
klv(sOvav*aq*blas*{1fcos{teta}}}/{1—?};

EDETERMINACION DEL VALOR DE K2
s0=={1-k*{n{m) +h/2*k1l} ) *tan{tets),..
—{({-k*qO/(b*lcq(lvk*(n{m}+h/2*kl)}})"(2})/...

{g* {{1-k*{n{m)+h/2*k1})*2) *cos(teta}}}~...
{{(k*(n(m)+h/2*k1}+loq(l-k*{n{m)+h/2*k13}}/((l-k*{n(m)+h/2*k1})*---
log{i~k*{n{m)+h/2*k1}})})*{kp/k));

av=(o-2%k" (-1} *log {1~k* {n{m) +h/2*Xk1}} ) / (b+2* (n(m) +h/2*K1} ) ;
aq={{-k*(n(m}+h/2*k1} )/ (log{i-k* (ni{m}+h/2*R1}} 11~ {1/4);
blas={vis~{1/4}/12°{1/2) *ka~{2) )} *{(~k*q0/...

{(b*log (i-k* (B (m)+h/2*K1} 33~ (T7/4)}/. ..
(b*{n(m}+h/2*kl}/{b+2*(n{m}+h/2*k1}})“{5/4):
F={-k*qC0/{(b*log{l-k* (n{m)+h/2%k1}} 1}~ ({2)/...

{g* {n{m}+h/2*%kl] *cos (tetal)/, ..

(= (1-k*(n(m) +h/2*k1) )1~ (3] *leg {1-k* (n(m} +h/2%k1}) /{k* {n {m} +h/2%k1) *. .

(I+log (1-k* (n{m}+h/2*k1l)) 1)) ;
k2={s0~av*aq*blas*(1/cos(teta})}/{1-F);

RDETERMINACICN DEL VALOR DE X3
8J=={1-k*{n{m)+h/2*k2} ) *tan (teta)...
*E{{“k*qof{b*log{l-k*{n(m)+h/2*k2}}}}“(2})/...
(g* {{1-k*(n{m)+h/2*%2))"2) *cos(teta}})*. ..

{{tk*{n(m)+h/2*k2}+lngl*k*{n(m)+h/2*k2]}}/((l-k*(n(ml+h/2*k2]]*---

regll-k*(n{m)+h/2%k2) ) ) ) > (kp/k) };

av= (b=2%k" (~1} *log {l-k* {n(m)+n/2*k2)}} / (b+2* (n (m) +h/2*k2} ) ;
ag=({-k*{n(m) +h/2*k2} }/ (log (1-k* (n{m}+h/2*k2}) )}~ {1/4};
blase(vis® (1/4)/(2~(1/2) *ka~(2})) *{ {~k*q0/. .,

(b*Llog (L~k* (n(m)+h/2*k2) ) )}~ (724}) /...

(B* (n{m) +h/2*k2) / {b+2* (n{m) +h/2*k2) } } ~ (5/4) ;
Fﬂ(—k*qﬂ/(b*log{lﬁk*tn[m:+h/2*k2}))}“{2}/,,_

(g* {n{m}+h/2*k2}¥cos (Lteta)) /...

{“Il~k*(n{m)+h/2*k2lJ*{3)*leg(1~k*(n(m)+h/2*k2})/{k*(n(m1+h/2*k2}*...

{I+log{l~k*(n(m}+h/2*k2)})});
k3= {g0-av*ag*blas*(1/cos{tetal)) )/ (1-F);
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SRETERMINACION DEL VALOR DE Ké

0=~ {1=k*{n{m)+h*k3)) *tan{teta)...

~{{{~k*q0/ (b*log{l-k*(n{m)+h*X3))}))"(2}} /...
(g*{(1-k*(n(m}+h*k3)) "2} *cos({teta))}™,..
({{k*{n{m)+h*k3}+log(l-k* (n{m) +h*k3) )}/ {{1-k*{n{m)+h*k3})*...
log{l-k*{n{m}+h*k3}}})*(kp/k));

av={b=2+k~(-1) *log{l-k* (n{m)+h*k3}} )/ (b+2* (n{m) +h*k3});
ag=({-k*{n{m)+h*k3) )/ {log(l-k* (n{m}+h*k3) )} 1~ (174};
blas=(vis™{1/4)/ (2™ {1/2}*ka~(Z2}) ) * {{-k*gD/...
(brlog{l~k*{n{m)+h*k3)I))M{7/4¥)/...
{(br{n{m}+h*k3} /{b+2* (n{m) +h*k3)) )~ (5/4);

F=(~k*ql/ (b*log {1~k* (n(m)+h*k3)) )} 1™ (2} / (g* (n{m)+h*k3) *cos (tetal}) /...
{={1-k*{n{m}+h*k3))* (3} *log(l-k*{n{m)+h*k3) ) /[ {k* (n{m) +h*k3)~...
(I+logl{l-k*{n{m)+h*k3})}));
ki={s0-av*ag*blas* (1/cog (teta) )}/ {1-F):

nim+li=n{m}+h* (1/6}*{k1+2*k2+2*k3+k4};
s{m+l}=s{m}+h;
fprintf£("%10.3£',s(m+1))
fprintf{*%10.5f\n", nim+l}))

m=m+1;

plotis,n,'.")

grid on

xlabel('s")

ylabel('n"}

end

210



Programa para la parte convexa:

% Este programa calcula el perfil de un flujo curvilineo cenvexo
%en donde K 86n los incrementos 89 la coordenada s.
%b es la base del canal,
5r ez el radioc de la parte convexa
%g0 es el gasto en el canal
%v a5 la velocidad del flujo
39 e3 la gravedad
3ka es la constante de Blasius
tvig es la viscosidad cinematica
$k e5 la curvatura de la plantilia
% A SIS R
clear, clf, cle
disp{'la funcion es Wi/ds=(s,N{s),Q0}"}
h=input {'Indique los lrcrementos h=')};
=1;
b=input {':Cual es la base del canalz? b='});
r=input (';Cual es el radlo de la parte convexa? r='):
gC=input{'Cual es el gastc en el canal Q=");
ni{m}=input{':Cral es el tirante normal al inicio de la curvaturs ? NC="):
g=381;
ka=158;
vis=0,010Q7;
k=-Ll/r:
si{m)=input{*icual es el valor inicial de la parte convexa? s=');
sfin=input{':Cual es el valor final cde la parte convexa? s=');
sf={gfin~s{1l}]/h}
disp ("' s N w2 /29 N+v~2/2g u v Re')
¥ s{i es la pendiente
% av vy ag son las funciones de Blasius
% blas la ecuacidén generalizads de Blasius
% F es el numero de Froud
$
%

k1, k2, k3, k¢, son log valores del método de Runge-~Kutta
nint+l) es 21 valor del tirante en la coordenada s

=. ====x e

== ==escx EEE

whille ma=sf;

% DETERMINACION DEL VALOR DE K1

sD=—{1l-k*n{m} ) *cani{-s{m) /r);

av=(h-2%k"~ {-1;*Tog{l-k*n{w}}}/{b+2*nim});
age={{-x*n{m} )/ {logll-x*n{m) )} )~(Ll/4};
plass{vis®(1/4)/12°{1/2Y*ka~ (2]} 1% { (-k*q0/ (b*log{l-k*n{m)} )}~ {T/4)1/...
{b*nim) /{b+2*n{m} )}~ (5/4);

Fri{-k*g0/ (b*log{l-k*n{m}}}}~ {2}/ {g*n{m} *cos{~sim}/2))/ ...

(= {1-k*n{m}) " {3} log(l-x*a{m}}/ (k*n{m}*{l+log{i~k*nim}))));
kl=(sd-av*ag*blas* {l/cog(~s(m}/x)})/(1-F};

SDETERMINACION DBEL VALOR DE KZ

s0w={1=-k* (n{m)+h/2*kl) ) *tan{-{s {(m}+h/2} /1) ;

av=(b=2*k"~ (=1} *log [I-k* (n{m)+h/2*k1l} )]/ (b+2* (n{m);+h/2*kl));
agu{ (~k*(n{m)+h/2*k1))/ (log(l-k* [n{ml+h/2*K1)}) 1" 1L/4);
blas=i{vis~(1/4)/{2"{1/2)*ka™ {2} )} *{(-kv*qO/...

{orlog(l-k* nf{m}+h/2%k1}}1)~ (7143} /...
(b*inm)+h/2*k1) S (b+2*{n{m}+h/ 2%k} 11~ (574}

Fe(-k*gC/ (b*log (I~k* (n{m) +th/2°k1))1} " {2) /...

{g*{nim) +h/2*k1} cos{-{s(m}+th/2) /r) /...
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{={l-k*(n{m}+h/2*k1} )" (3} *log(l-K* {n{m}+h/ 2% k1} ) /{K* (ni{m}+n/27k1) " ...
{lelog{l~k* {nf{m}+h/2*kl} 1)} };

kK2={sg0-avrag*blas* (1/oos{~{s{m}+h/2Y /1) Y/ (L-F);
3UETERMINACICON DEL VALOR DE K3

s0=— (1~k* (n{m}+h/2*k2) ) *tan{~(s(m}+h/2) /1) ;

ave{b-2*kA (~1)*log(i-k*{n{m)+h/2*k2)} )/ {b+2% (n{m)+h/2*k2});
ag={{~k* {n{m)+h/2%k2} ) /{log{l-k* (n{m}+h/2*k2}) )} )~ (1/4);
blag={vis*{1/4)/(2°{1/2)*xa* {2} *{{-k*q0/...

fo*log{l-k* (ni{ml+h/2*k2)I 1)~ (7/4)) /...

(oY (nim}+h/2%k2) /{b+2* {n{m)+h/2*k2} 1)~ {5/4);

Fe({~k*qQ/ (b*log{l-X* (n{m)+h/2*k2}})114{2) /...

(g* (nim)+h/2%k2) *cos (~ (s {m)+h/2) /z}) /...

{(={i~-k*{n(m)+h/2% %2} ] {31 *log{i-k* {n(mi+h/2%k2)) /{k* (n{m}+h 2 k2}*. ..
{1+log{l-k*{n{m}+n/2*X2}1))};
k3=(sC0-avtag*blas+*[1/cos (- {s (m}+h/2}/T} )}/ {1-5);
FDETERMINACION DEL VALCOR DE ¥4
s0=—{1l=k*(n{m)+h*k3} ) *tan(~{s{m} +th} /r};

av={b=2%k" (-1} *lag{l-k*{n{m} +h*k3} )/ (b+2* {n(m}+h*k3) }:
ag={{~k*{n{m)+h*k3)}/ (log{l-k* (n{m}+h*k31}} )~ {1/4};
blas={vis~{1/4)/ (2~ {1/2}*ka~{2)} ) * {[~x*qC/...

{o*log{l-k* (n(m}+h*k31 )1~ {7741} /...
{b*{n{m}+h*k3) / {b+2* (n{m}+h*k3})} )~ (8/4);

Fa{~%*q0/ (b*log{i~k* {n(m)+h*kIV )1} (2} / (g* (n(m) +h*k3) *cos (-
(s{m}+h}/z¥)/. ..

(= {1-k*{niml+h*k3)}~ (3} *ITog{l-k* (n{m)+h*k3}}/ (k> (n(m)+h*k3} ™. .,
(1+log{l=k*(n(m)+h*k3})1}));
kd=Ig0-av*rag*blas*(1l/cas(~(=m)+h) /c} )1/ (1-F);
n{m+li=n{m)+h* {1/6}* (k1+2¥k2+2%k3+k§);

gen donde 'a' es la componente de velocidad (vel), y ¢ ez la derivada
de/ds,

%u es la componente de velcocidad, Rg es la resultante de las componentes
$vel vy u alfa e2 el angula de la resnltante (Rc),

jcarga es la carga de velocidad,

$N0 es la energia real

§=  iliiaiad
a=log{l-k*n{m+1)})/({l=-k*nim+l)y*k};
c={~k"2*gl*k1}/(b¥{log({l-k*n(m+1l} ) 2) ¥ {i~k¥nim+1)}};
vel=ato;

u=~k*ql/ (b*log{l-k*n(m+1)) )/ (1-k*n{mt+l});

alfa=atan{vel/u};

Re=val/ {sinfalfa));

carga=(R~21/(2*qg);

N0 (m+l}=n{m+l}+carga;

s{m+l)=s (m) +h;

fprintf('810.2f',3(m+l)}

fprintf(*310.5f" ,n{m+1})

forintf{"%10.5f",carga)

fprintf('¥10.5F",BO{m+1))

fprintf('310.5f" ,u)

forintf{*%10.5f", vel)

fprintf(*%10.5£\a",Ra)

me=m+1;

Plot {anl . ’)

grid on

slabeli{'s®}

ylabel {('u')

end




Programa para la discontinuidad en €l punts A.

% Este programa calcula el perfil de un flujo curvilineo para la
$discontinuidad en O

den donde h son leos incrementos de la coordenada s.
ib es la base del canal.

tr ez el radio de la parte convexa

tgl es el gasto en el canal

$L1 ez el intervalic alisade

%v es la velocidad del flujo

$g es la gravedad

%ka a3 la constante de Blasius

%vis gg la viscosidad cinematica

%k es la curvatura de la plantills

gncta el punto inicial s debe ser < -1

ipor lo gque empgzaremes €n s=-,9%

%
clear, clf,clc

disp{'La funcion es dy/ds=f{s,N(s),00)"}

h=.1;%input {'Indicue los incrementcs h="};

m=1;

b=20,32; %input (*;Cual es la base del canal? b='};

r=38.1:%input {*:Cual es el radic del zsimacio? r='};
Ang=75.17;%input(’;cual es &} angulo? fi=');

q0=49573.76%28; %input {‘Cual es el gaste en el canal Q=');
n{m)=7.05502;%input (" ;Cual es el tirante normal ? HO="};

v=140.2L;%input{ ':Cual es la velocidad? v='};

g=981; %cm/s"2

ka=158; scm".5/3

vig=0.01007; %cm~2/s

12=1;

de=L2/r;

fi={Bng) *(pi)/18C;

s{m)=49;: %input (';eual es el valor inicial de s de la parte concava? s='};

sfin=501;%input{';Cual es el valor final de s de la parte concava? s=');
gf=({sfin-s{1)) /h;

disp!{’ 5 i '}

while m<=sf;

mi={s{m)-£fi*xr}/1.2;

k=({L/(2*r) } * (3*mi-mi~3);

kp=(3/(2*{xr*2)*de))* (1-ni"2);

teta={de/8) v (3+e* (mi 2} --mi*4}-fi;

% B T T T R T T e . L =
% DETERMINACION DEL VALOR DE K1

s0=- (1-k*n(m} ) *tan(teta}~ ({ (-k*g0/ (b*log{l-k*n{m}))) " {2))/...
tg*{{i-k*n{m}}"~2}*cos{teta) ) ) *{{{k*ni{m}+log(l-k*n{m}}}/ ...
(il-k*n(m) ) *log(l-k*n{m} )} *{kp/k)}:

ave=({h=2*k~ (-1) *laog{l-X*n{m) }} /{b+2*n{m)};
ag={{-k*ni{m)}/{log(l-k*n{m) )} )}~ {1/4};
blas=(vis®{1/4}/(2~(1/2)*ka~(2)))* {{-k*q0/(b*log(l-k*n(m)}} )1~ (7/4}}) /...
to*n{m) / (b+2*n{m)) )~ {5/4};

F={~k*ql/ {b*log{l-k*n{m)}) ) *{2}/(g*n{m)*coa{tetal}) /...

(- {l-}*n{m)}* (M *logtli-k*nim)) /{k*n{m] * (1+lag(l-k¥n(m}]}}};
kl=(sO~av*ag*blas* (1/cos{teta) )}/ (1-F);

2

-
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N

$DETERMINRCION DEL VALOR DE K2

s0=—{l-%* (n{m}+h/2*X1))*tan({teta)...

= {{=-k*qQ/ (b*log{l-k*{n{m)+h/2*k1}}i1~{23)/...

(g¥ ({1-k*(n{m)+h/2*kl}j~2)*cos(tetal)}?>,..
{C{k*(n(m)+h/2*kl}+log{l-k* {n(m)+ha/2*k1) )}/ ({i-k* {(n(m)+h/2"k1l})*...
log(l~k* {nim)+h/2%kl})) ) *{kp/k));

ave (b-2%k* (-L) *log{l=-k* (n{m)+h/2*k1} )}/ {b+2* {n{m)+h/2*Kki) )
ag=({~k* {(n{m)+h/2*%x1) )}/ {iog{l-k*{(n{m)+h/2*k1) )1~ {(1/4);
blas={visa~{1/4)/{2~(1/2y*ka~{2}})*{(-x*qgl/.
{b*log(li-k* (n{m)+h/2*k1) )} )~ {7/4)}) /...

ib* {nimy+h/2*kl) /{(b+2¥ (n(m}+h/2*%1)) )~ {5/4);

F={=-k*g0/ {(b*log(il~k* (n{m}+h/2*k1)} 11~ (2 /., .
{(g*{n(m}+h/2*kl)*cos(teta)}/...
{(~{i~-k*{n{im)+h/2*k1) ) {3)*logll-k* (nimy+h/2%k1}}/ (k* ({n{m}+h/2*k1l)*. ..
{l+log(il-k*({n(m)+h/2*k1}}))})};

k2=({s0~av*ag*blas¥(l/cos(teta}})/(1-F);

$DETERMINACION DEL VALCOR DE K3

sO0=={1-k*{n{m)+h/2*k2})*tan{teta})...
~({{~k*gC/{b*lag{i-k*{n{m)+h/2¥k2} )11~ {2)}/...

(g* ({l=-k*{n(m}+h/2*k2})*"2)*cos{teta)}}*...

(kv {n{m) +h/2*k2)+log{l-k*{(n(m}+h/2*%k2} )}/ {{1=-Kk* (n(m)+h/2*k2))*...
log{l-k*(nim}+h/2*k2})} 3+ {kp/k)});

av={h-2*k" (~1l}*log(l~k*{n{m)+h/2*k2)} )/ (b+2* (n({m}+h/2%k2Z} ).
age={{~k* (nfm)+h/ 2*k2})) /(logl{l-k*{ni{m)+n/2*k2} )} )~ {(1/4);
blas=(vis~{1/4)/ (2~ (1/2)*ka~{2))1*({-k*gD/. ..
(b*log(i~-k*{n(m}+h/2*k2)}}}~{(7/4¥)1/...

{b* (n{m)+h/2*k2}/ (b+2* (n{m)+h/2*k211 1" (5/4};

F={—-k*q0/ (b*log{l-k* (n{m)+h/2*k2))}3~{2)/..

tg*{nim)+h/2*k2) *cos(teta) )/ ...
—{l-k*{n(m}+h/2*k2)}~ {3} *log(l-k*{n{m)+h/2%k2)) /{k*{n{m)+h/2*k2) *, ..
{l+logi{l-k*{n{m)~h/2*k2}})))}:
k3={s0-av*ag*blas*(l/cos{tetal IV /(1=F1:

%DETERMINACICN DEL VALCOR DE K4

50=—(l-k*!n(m)+h*k3)) *tan(teta)...

={{{-k*g0/ (b*log(l-k* n{m}+h*k3yyyy~{21y /...
(g*{{1-k*{n{m)+h*k3} ) "2} *cos{teta)) ) ...
({{k*(nim}~h*k3})+log{l-k* (n{m}+h*k3) ) )/t (1-k*(nim)+h*k3})*~...
log(1-k*{a{m)+n*k3)) ) * (kp/k));

av={b-2+*k" {-1)*log{l-k*{(n(m+h*k3)))/ (b+2* (n{m}+h*k3}};

agq={ {~k* (n{m)+h*k3}} /{log(l-k*{n(m)+h*k3) 1))~ {1/4):
Blas=(vis™ (1/4)/{2°{1L/2)*ka™ (2))) *{ (~k*q0/. ..

{(b*leg (l-k*{n(m}+h*k3} )1}~ (F7/4)Y) /...

(b (n{m)+h*%k3)/(b+2*{n(m)+h*k3)} )~ {5/4);

Fu{=k*qgl/ (b*log(l-k*{(n{m!+h*kA)})I}~ (2} /(g*{n{m)+h*Xk3) *cos (teta)) /..
{(={l-k*(nim)+h*k3)}~ (D *Log{i-k* (n{m} +h*k3) )}/ {k* {n{m) +h*k3}*...
{l+log(l-k* n(m)+h*k3))1)1));
ki=({s0-avrag*blas*(1l/cos(teta}) )/ (1-F}:

nim+ilmn (m} +B* {1/ *{k1+2*Kk2+2*K3+kd);

s {m+1l) =5 (m)+hr

fprincf{'310.2f", s(m+1})

fprintf('%10.5\n", n(m+l)}

m=m+1;

plot {s,n}

grid on

Xlabel {'s")

vliapel'n';

end
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Para la parte concava solo varian 9 y k

%t Este programa calcula el perfil de un fluje curvilineo céncave
%en donde h son los incrementos de la coordenada s.
i es la base del canal.
%r o5 el radic de la parte convexa
tgq0 es el gasto en el canal
3v es la velocidad del flujo
%g s la gravedad
$ka &3 la constante de Blasius
%vis es la viscosidad cinematica
$kec es la curvatura de la plantilia
3fi esta en radianes
% e s
clear, clf,clc
disp(*La funcion es dN/ds=f{s,N(s).,Q0)")
h=2; %input ('Indique los incrementos h=');
m=1;
D=20.232;%input (':Cual es la base del canal? b='};
r=38.1;%input{';Cual es el radio del cimacio? r='};
Ang=input (';cual es el angulo? fi='};
q0=49573.76928;%input {'Cual es el gasto g¢n el canal Q=");
n{m)=7.10737;%input (';Cual es el tirante normal 7 Hd=');
g=581; %cm/5°2
ka=158; %cm~.5/s
vis=0.01007; $cem*2/s
fi=(Ang)* (pi) /180
ke=1/1;
5(m)=530;%input{';cual es el valor inicial de s de la parte concava? s="j;
s£fin=130;%input (' ;Cual es el valor final de s de la parte concava? s=');
sf={sfin-s(1}}/h;
disp(’ s N v2/2q N+v*2/2g u v Re' !
% a0 es la pendiente
% av vy aqg son la 5 funcionmes de Blasius
blas la ecuacion generalizada de Blasius
F es el numero de froud
k1, k2, k3, ki, son los valores del metode de Runge-Kutta
% ni{n+l) =2s el valor del tirante en la coordenzda s

%:—:::::mr—.z:.—.:::ﬂ.ﬁrvrz-wh =L

ot of oy

while m<=sf;

% DETERMINACION DEL VALOR DE K1

s0=~{1~kc*n(m) } *tan{s{m} /r-2*fi);
av={b-2*kec* (-1} *log({i~kc*n{m} } )/ (+2*n{m)};
ag={{-ke*n{m) )}/ (log{l-kc*n{m}}} )~ (1/4);
blas={vis~{1/4}/(2~{L/2)y*ka™~(2}))* [ {~ke*qQ/ (b*log{l~ke*n{m) }} )~ {774y} /...
{(b*n(m) /(b+2*nim) )} } " (5/4);
F={~kergl/{b*log{il~kc n{m) ) )}~ (2)/(g*n{m}*cos{s(m) /x-2*£i}) /...
{~i{l-ke*nim)}~ (3)*logll-kc*nim}}/{kc*n{m)* (l+log{l-kc*ni{mi}})});
kl={s0~av*ag*blas*(1/cos(s{m)/r-2*Fi))}/{1-F};
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SDETERMINACION DEL VALOR DE K2

== {i-ke*{n{m}+h/2*k1}))*tan{(s{m)+h/2) /r-2*fi};
av={b-2*kc™{~1) *log{l-ke* (n{n)+h/2*k1)}}/ (b+2* (n{m} +th/2*ki}};
ag={{-ko* {n{m}+h/2*k1Y ) A {log(l~ke* (nim}+h/2*k1) )}~ (1/4}:
blag={vig*{1/4}/{2~{1/2)*ka~{2)}}*({~kc*g0/...

{b*log(i-kc* (nim}+h/2*KI )1~ {T7/4)) 7. ..

(b* {n{m}+h/2*k1l} / {lb+2* {(n{m} +h/2*k1} )} ) ~{5/4};

FPei-ka*ql/ (b*log{l-ker(ni{m) +h/2*k1}II {2} /...
{g*(n{m}+h/2*kl) *cos{{sim}+h/2) /x~2*£1)) /...
(~{l-ke*n(m)+h/2%k1}}~{3)*logll-ke* (ni{m)+h/2*k1) }/ (kc*(n(m)+h/2*k1i}*. ..
(1+leg{l-ke*{n(m)+h/2%k1}} )13,

k2= {s0-av*ag*blas*(L/cos{ (s(m}+h/2)}/r-2%Ei}} ) /{1-F);

SDETERMINACION DEL VALOR DE K3
sQ=~{1-ke*{ni{m)+th/2*k2}) *tan{{s (n}+h/2} /z=2*£1);

av={b-2*ke~ (-1} *log{l-ka* (n{m)+h/2%k2)} )}/ (p+2> (n{m) +h/2Z*k2});
ag={(~kc* {n(m}+h/2*k2} ) /{log{i~kec* {n{m)+h/2%%k2)}} )~ (1/4};
blas={vis*[1/4} /{2~ (L 2} *ka"(2}}}*{{-ke*q0/...
(L*log{i-ke*(n(mi+h/2%k2} )y~ {7/4)) /...

(¥ {n{m}+h/2%k2) / (B+2* (n{m)+n/2*k2) ) )~ {5/4};
F={-kc*q0/{b*log{i-ke* (n(m)+h/2*k2) 1))~ {2y /...

{g* (n(m}+h/2*k2)*cog ({s{m}+h/2} fx~2%FL)) /...

(- (l-kc*in{mY+h/2*k2))~ {3} *log{l-kc*{nlm) +h/2*k2) )/ (kc* (n{m)+h/2*k2}*. ..
{1+log{l~ke* (n{m}+h/2*k2)])}};
k3=(sQ-av*ag*blas*(l/cos!{s(m}+h/2) /r-2*£i}})/{1-F}:

#DETERMINACION LEL VALOR DE K4

0=~ ({1-ke*{n{m}+h*k3}) *tan{{sim)+h} /e-2%£1);

av={b-2*kc* (-1} *log{l-kc* (n{m)+h*k3} )} /{b+2~ (n{m) +h*k3});
ag={{-ke*{n{m}+h*k3} )/ {log{l-ke* (n{m}+h*k3}} )y~ {1/4);
blas={vis™{1/4) /{2~ {1/2)*ka~(2)))*{{-kc*qO/. ..

(p*log{l-kc* (n{m}+h*k3) )11~ {V/ 411 /...

(b* {(n{m}+h*k3) / {b+2* (n{m) +h*k3} ) ) " (5/4);

F=({-ke*ql/ (b*log{l-ke* (n{m)+h*k3)}} )~ (2)/(g* (n{m) +h*k3) *cos { {s(m)+h} /r-
2*ELY /.
(~{l-kc*(n{m)+h*k3) ) (D) *log{li-kc* (n{m)+h*k3) )/ {kc* (n(m)+h*k3} *. ..
{1+log(l-kc* {n(m)}+h*k3)}}1);
kd=(sD-av*ag*blas*{1/cos ({s(m)+h) /x~2*£i)) )/ [1-F}:
n(m+l}=n{m)+h*{1/6}* (k1+2*k2+2+k3+kd4);

$en donde 'a® es la componente de velocidad (vel), y ¢ es la derivada
de/ds,

% 'u' es la componente de velocidad,Rc es la resultante de las
componentes

tvel v u alfa e¢s el angule de la resultante (Rc),

$carga ©s la carga de velocidad,

8N0 es la energia real

% O S P
a=logl{l-ke*nfm+1}} /((1-kc*n{m+l}) *ke);
c={=kc*2*q0*k1)/ (b* (log{i-kc*n{m+l) )2} * (I-ke*n(m+l}));
vel=arg;

um-kc*qQ/ {(b*logfl-ke*n(m+l} ) /tl-ke*a(m+l));

arfa=atan{vel/u);

Re=vel/ {sinlalfa));

carga={Rc~2)/{2%qg};

NO{m+l)=n{m+l} +carga;

s{m+l}=s{mj+h;




fprintf{'$10.2£f",8{(m+1}}
fprintf('%10.58° ., n{m+l))
fprintf(*%10.5f",carga)
fprintf(*%10.5£',NO{m+1))
fprintf('$10.5£', 1)
fprintf{'¥10.5f", vel)
fprintf('%10.5f\n‘, Rc)
m=m+1;

plot {8,n,".")

grid on

¥label{*s")

ylabel(*n’)

end

217




A4 RESULTADGS NUMERICOS DEL PROGRAMA.

Los resulfados que aqui se presentan son para jos cuatre ejemplos de la tabla 5.1
y después se comparan con ios experimentales de Sivakumaran y Yevjevich. Los
datos para las condiciones del fiuio en cada casc encabezan la tabla.

(a) d,=17.4cm, U, =140.21cm/s, O, = 49573.77 cm’/s

La tabla que sigue es para €l punto 0 y muestra sdlo {os valores de s y 4. En el
programa se hicieron incrementos de s = 0.01cm para que el valor de 4 fuera io mas
preciso posible; empezd con s=-09cm, ya que con s=-1cm fa funcién es

infinita. En los resultados que se dan a continuacidon se omiten los valores
intermedios entre 0.01 y 0.05 cm. Las dimensiones presentadas son en cm.

La funcidén es dd/ds=f (s, al{s),Q0)
(Cuél ez la base del canal? b=20.32cm
:Cuil es el radio del cimacio? R=318.1cm 3
:Cuil es el gasto en el canal? Q=49573.77 em/s
;:Cudl s el tirante al inicio de la curvatura? 4 =17.4 om

3 d 8 d s d s d
-0.980 17.35584 -0.450 15,24301 0.050 13.59%782 0.5530 12.66856
~0.200 17.22483 -0.400 15.04255 0.100 13.47311 0.600 12.61057
-0.850 17.03563 -0.350 14.85022 0.150 13.35926 0.65¢ 12.55880
-0,800 16.81762 -0.300 14.66600 0.200 13.25024 0.700 12.5133¢0
~0.750 16.58693 -0.250 14.49003 0.250 13.14789 0.750 12.47413
-0.700 16.35250 -0.200 14.32205 €.300 13.05211 0.800 12.44141
~D.650 16.11936 ~-0.150 14.16199% 0.350 12.96279 0.8B50 12.4152¢%6
-0.600 15.85043 -0.100 14.00972 0.400 12.87983 0.300 12.39588
~-0.550 15.66743 -0.050 13.86506 0.450 12.80317 0.950 12.3B349
-0.500 15.45142 0.000 13.72784 0.500 12.73276 1.000 12.3783¢6
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Tabia de valores para la parte convexa con incrementos de #=1 cm.

Se omiten valores intermedios y se muestran sdlo los que corresponden a cada
Semy se le da a d el valor obtenido en el programa anterior, 4 =12.37836cm. Se

uiiliza el sistema cgs.

La funcion es dd/ds=I{s,a{s),00)

;Cual
sCusl
:Cuil
¢Cual
Rc es

es
es
es
es
la

1z base del canal? b=20.32 ¢m
el radic de la parte convexa? R=38.1 em
el gasto en el canal? Q=43573.77 emi/s
el tirante al inicio de la parte convexa? d=12,37836¢cm
resultante de las componentes de velocidad

Rcré/2q es la carga de velocidad con el valor de Rc
1y w son los componentes de velcocidad
¢Cudl es el valor inicial de s de la parte convexa? s=lcm

iCual es el valor final de s de la parte convexa? s=49cm

3
2.00
5.00
10.00
15.00
20.00
25.00
30.00
35.00
40,00
45.00
49.00

Tabia para el punto A. Muestra los valares so6lo de sy d; en el programa se hicieron
Incrementos de 4=0.1cm; se da a 4 el valor obtenido en el programa anterior

d
12.35589%
12.17646
11.60275
10.87337
10.13016
9.435%92
8.81152
8.25963
7.77585
7.35346
7.05502

Rc
172.14982
175,21511
185.5511¢
199.76228
215,98517
233.25598
251.16127
269.21664
287.18548
304.84413
318.62042

Re™2/2g

15.10477
15.64747
17.54802
20.33852
23.77655%
27.74058
32.15188
36.924067
42.03644
47.36490
51.74260

d =7.05502cm. Se utiliza el sistema cgs.

La funcién es dds/ds=f{s,d (s}, 00)

3

:Cu&l es

;Cual es

;Cudl es

cCudl es

5 d

49,10 7.05011
49.20 7.05953
49.30 7.082186
49.40 7.11723
49,50 7.16415
49.860 7.22252
49.70 7.29201
49.80 7.37236
49,90 7.46323
50.00 7.56423

50.10
50.2¢0
50.30
50.40
50.50
50.60
50.70
50.80
50.90
51.00

d
7.67470
7.79364
7.91949
8.04988
8.18133
8.30892
8.42600
8.52423
8.59403
B.62581

[
-
«©

d+Rec 2/2g
27.46067
27.82392
29.15076
31.21229
33.90671
37.17650
40.26339
45.2003¢0
49,.81229
54.71837
58.79762

la base del canal? b=20.32 cm

el radio del cimacio? R=38.1 cm
el gasto en el canal? Q=49573.77cnﬁ%
el tirzante al inicioc de la discontinuidad? d=7.05502 cm

u
172.14220
174.97593
184.63661
198.4205%
214,54604
231.94288
249,926735
268.19865
286.33516
304,14368
318.02533

W
-1.61987
-9.151886
~18.3%9922
-23.11387
-24.89158
~-25.09010
-24.46027
~23.38981
~22.08338
-20.65340
~19.46442



Tabla para fa parte concava, con incrementos de 7 =lcm; s& muestran ios valores
a cada 5 cm y se omiten los intermedios; a d se le da el valor obienido en el

programa anterior, d = 8.62581 cm. Se utiliza el sistema cgs.

(b)

La funcién es dd/ds=f{s, d(s},Q0;
la base del canal? p~20.32am
el radio del cimacio? R=38.1cm
el &ngulo? £i=75.17 4
el gaste en el canal? Q=45573.77 cm/s
el tirante al inicio de la parte concava? d=8.62581 cm
resultante de las componentes de velocidad
Rcr2/2y es la carga de velocidad con el valor de Ro
Ly w son las componentes de velocidad
cCrdl es el valor inicial de s de la parte concava? s=5icm
¢Cudl es el valor final de s de la parte concava? s=130¢m

sCual
cCusl
cGual
sCual
¢Cuéal
R¢ =s

5
$2.00
55.00
60.00
€5.00
10.00
75.00
86.00
85.00
90.80
85.00

100.00
1¢5.00
110.00
115.00
120.00
125.00
130.00Q

es
es
ey
es
es
ila

wd wd od el sd ed ] w0 D W

?4
7.
7.

d

.55563
35700
06406
.B1575
. 60875
.44009
-30721
.20808
14116
.10542
.10037
.12559
.18283
.27195

39459
55419
75244

Rc
326.05713
332.40473
342.39317
351.5D055
359.58609
366.53364
372.24845
376.66004
372.71038
381.36237
381.5938¢
380.39804
377.,78325
373.77327
368.40805
361.7448%
353.86063

Re™2/2g
54.18616
56.31647
55.75182
62.97280
65.90324
68.47447
70.62873
72.31028
73.,48623
74.12704
74.2170%
73.75263
T72.74218
71.260614
69.17660
66.69555
63.82128

d+Ren2/2g
62.741739
64.67347
€7.81588
70.788585
73.51199
75.81456
77.93394
79.51837
80.62738
81.23247
B81.31743
80.87863
79.92502
78.47809
76.57159
74,.25114
71.57371

d, =13cm, U/, = 118.87cavfs, O, = 31400.70 cm’/s

u
324.69216%
331.25070
341.53838
350.88536
359.15853
366.25286
372.0783538
376.56875
379.67243
381.35429
381.5%367
380.38403
377.73277
373.66136
368.20595
361.41836
3533.36757

-29,
-27.

-24

-14

-11

-5
-

-2

iz

B0870
67449

.17883
-20.
-17.

78689
50981

.34412
L277489
-8.

29241

.36839
.48326
0.
3.
6.
9.

38626
26424
17551
14567

L20101
15,
1g.

36823
67371

Tabta para el punto 0, que muesira solo los valores de s y d. En el programa se
hicieron incrementos de % =0.0icm, para que el valor de d fuera lo mas preciso
posible. En los resultados que se dan a continuacion se omiten valores
intermedios, entre 0.01 y 0.05 ¢cm, por razones de espacio.

La funcidén es dd/ds=f{s,d(s},Q0}

iCual es la base del canal? b=20.32 ¢m

(Cual es el radio del cimacio? R=38.1 um
:Cual es el gasto en el canal? Q=31400.7cm/s

JCudl es el tirante al inicio de la curvatura? d=13com
s d s 4 s d 5 d

~0.980 12.98702 -0.450 11.54752 0.050 10._.43%988 0.550 9.13683
-0.850 12.96907 ~0.400 11.3141% 2.100 10.355%74 0.600 8.75515
-0.9046 12.87312 -D.350 11.285%2 D.130 10.27614 D.exv0 2.7197¢
~D.850 12.74111 -0.300 11.16274 0.200 10.201C4 0.700 9.68770
~0.800 12.%9271 -0.250 11.,04463 0.250 30.13036 0.750 9.66003
0,750 12.43801 -0.200 10.9315%8 3.300 10.0640% 0.800 9.63684
~0.700 12.28211 -0.150 10.823%5Z2 G.350  1G.00207% G.850 9.61824
~0.865%0 12.12770 -G,100 1§.72040 0.400 9.54438 £.90G0 9.€0435
~0.600 11.47631 -~0.050 1G.62214 3.450 9,B3085  (.950 9.59534
~0.85%0 11.82883 0.000 10.52866  0.500 8.84177  1.000 9.39142
-0,.506 11.68579
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Tabla para la parte convexa, con incrementos de £ =lcm. S8 muestran valores a
cada 5 cm Yy se omiten intermedics. A d se le da el valor obtenido en el programa

anterior d =9.59142 cm.

La funcidn es dd/ds=f(s,d(s),Q0)

cCudl
¢Cual
sCudl
(Cuil
Rec es

es
es
es
as
la

la base del canal? b=20_32 c¢cm
el radic de la parte convexa? R=3§.1em
el gasto en el canal? 0=31400.7 cumi/s
2]l tirante al inicio de la parte convexa? d=9.59142 cm
resultante de las componentes de velocidad

Rc*2/2g es la carga de velogidad con el valeor de Rc

uy w
JCudl
iCual

Tabla para el punto A, que muestra sélo los valores de s y 4 . En el programa se
hicieron incrementos de /#=0.1cm; $e da a d el valor obtenido en el programa

5

2.00

5.00
10.00
15.00
20.00
25.00
30.00
35.00
40.00
45.00
49.00

d
9.56457
9.36235
8_76507
8.06801
7.40161
6.80660
6.28886
5.84272
5.45948
5.1303%
4,90082

Re

144.76244

148.46573
160.15976
175.42216
182.4198¢
210.33663
228.69384
247.15489
265.45872
283.39111
297.34649

anterior « = 4.90082cm.

Re~2/2g
10.68102
11.23449
13.07398
15.68447
18.87126
22.54918
26.65692
31.13432
35.91658
40.93299
45.06368

La funcidn es dd/ds=f(s,d{s),Q0}
(Cual
¢Cual
(Cual
fCudl

49.
.20
49,
49.
49,
49.
49.
49,
49.
50.

49

ip

30
40
S0
60
70
60
90
0Q

es
es
es
€s
d
4.89654
4.895%68
4.%0860
4,.92579
4.94780
4.97525
5.00774
5.04488
5.08625
5.13130

s
50.
50.
50.
50.40
50.50
50.60
50.7¢
50.80
50.90
51.40

10
20
30

d
5.17941
3.22976
5.28134
5.33286
5.38273
5.42905
5.46956
5.50178
5.52311
5.53147

son las componentes de velocidad
es el wvalor inicial de s de la parte convexa? s=] ¢m
es el valor final de s de la parte convexa? s=49% om

a+Re"2/2¢
20.,24559
20.59e68%
21.83%905
23.75248
26.27287
29.3557%
32.94578
36.97704
41.376086
46.06338
49.96450

1a kase del canal? b=20.32 ¢m

el radio del cimacio? R=38.1 cm N
el gasto en el canal? Q=3140¢.7 cm/s
el tirante al inicio de la discontinuidad? d=4.90082cm

221

u

144.75120

148.18070
159.24791
174,.26435
191.29723
209.35410
227.87226
246.48346
264.91703
282.35776
296.98575

W
~1.80400
-9.19523
~17.06616
~20.12138
~20.7550%
~20.30666
~19.36763
-18.20565
~16,94995
~-15.66617
~14.64250



Tabla para ia parte concava, con incrementos de #=1cm. Sblo se muestran los

valores a cada 5 cm vy se omiten intermedios. Se da a 4 el valor obtenido en el
programa antenor, d = 5.53107 cm.

La funcidén es dd/ds=f(s,d(s).Q0;

sCual
dCudl
LCudl
:Cual
cCuadl
Rc es

es
es
es
es
es
la

la base del canal? b=20.32 em

el radio del cimacio? R=38.1 ¢m
el angulo? fi=75% 17 3
el gasto en el canal? Q=31400.7 em/s
el tirante al inicio de la parte céncava? d=5.53107cm
resultante de las componentes de velocidad

Rc*2/2g es la carga de velocidad con el valor de Re
U ¥y w s0n las componentes de velocidad
¢Cual es el valor inicial de s de la parte céncava? s=5l cm
¢Cudl es el valor final de s de la parte céncava? 5=130 cm

=

d

Re Rc”2/2g d+Rc”2/2g i W
52.0C 5.47970 305.64742 47.61466 53.09456 305.07988 ~18.61765
55.00 $.33577 313.07178 42.95614 55.29191 312.60258 -17.13390
60.00 5.12730 324.59452 53.70112 58.82B42 324.25772 -14.78287
65.00 4.953%9 334.93835 57.17824 62.13222 334.70225 -12.573%¢
70.00 4.81188 343.99381 60.31180 65.12367 343.83383 ~10.490Q15
75.00 4.69777 3531.67303 63.03462 67.73239 351.57001 -8.51197
80.00 4.60915 357.90630 65.28895 €9.89810 357.84508 -6.61350
85.00 4.54410 362.63831 67.02723 71.57133 362.60784 -4.79%319
80.00 4.50127 365.83235 68.21269% 72.71397 365.819%3 -3.01409
95.00 4.47978 367.456096 £8.81989 73.29367 367.45479% -1.26378

100.00 4.47923 367.49710 68.83492 73.31416 367.4%680 0.47592
105.00 4.499%68 365.94760 6B8.25568 72.75536 365.94084 2.22338
11G.00 4.54163 362.81406 67.08177 71.63339 362.798204 3.9975%
115.00 4.60609 358.11299 65.36438 69.97047 358.06571 5.81872
120.00 4.69464 351.8B7208 63.10599 67.80064 351.78763 7.70874
125.00 4.80945 344.13106 ©60.35993 65.16938 343.99455 9.69211
130.00 4.95346 334.94300 57.17982 62.13328 334.73520 11.79643
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(c)  d,=10cm, U, =100.58 crafs, O, = 20437.86¢cmm’/s

Tabla para el punic 0, que muestira sdlo los valores de s y d. En el programa se
hicieron incrementos de %~ =0.01cm para que e vailor de 4 fuera lo mas preciso

posible. En los resultados que se dan a centinuacion se omiten valores intermedios
entre 0.01 y 0.05 cm, por razones de espacio.

La funcidn es dd/ds=f(s3,d(s},Q0)
cCudl es la base del canal? b=20.32 ¢m
¢Cudl es el radio del cimacio? K=38.1 cm s
¢Cudl es el gasto en el canal? Q=20437.86 cm/s
:Cudl es el tirante al inicie de la curvatura? d=10 c¢m

S u | s d 5 o S cl
~0.980 9.992488 ~0.450 8.87854 0.050 8.11490 0.550 7.66312
-0.850 9,95204 -0.40Q 8.78707 ¢.100 8.05627 G.600 7.63417
-0.9200 9.84516 -0.350 8.69205 0.150 8.0006% 0.850 7.60821
~-0.B50 9.72%26 -0.300 8.61445 0,200 7.94813 0.700 7.58528
-0.800 9.61310 ~0.25%0 8.53324 0.250 7.89857 0.750 T.56542
-0.750 9._.49886 -0.200 8.45538 0,300 7.851%88 §.800 7.54871
=0,700 9.38732 -0.150 8.38084 0.350 7.80834 0.850 7.53%21
-0.650 9.27886 ~0.100 2.30%9%6 0.400 7.76764 G.200 7.52503
-0.600 9,17367 -0.0G50 B.24151 0.45%) 7.72886 Q.950 7.51829

-0.350 9.07185 0.000 8.17664 0.500 7.69502 1.000 7.51513
-0.300 8.97347

Tabla para la parte convexa con incrementos de # =] cm. Se muestran soélo valores

a cada S cm y se omiten los intermedios. Se da a ¢ el valor obtenido en el programa
anterior ¢ =7.51513¢cm.

La funcion es dd/ds=f(s,d{s),Q0)

¢Cual es la base del canal? b=20.32 cm

¢Cuadl es el radio de la parte convexa? R=3§5.1 cm

iCudl es el gasto en el canal? Q=20437.86 em/s

¢Cudl es el tirante al inicio de la parte convexa? d=7.51513
Rc es la resultante de las componentes de velocidad
Rc”2/2g es la carga de velocidad con el valor de Rc

Uy w son las componentes de velocidad

cCual es el valor inicial de s de la parte convexa? s=1 cm
:Cual es el valor final de s de la parte convexa? s=49 cm
s d Re Rc*2/29  d+Rec"2/2¢g u w

m

2.00 7.48355 123.05479 7.71788 15.20143 123.03942 ~1.94464

5.00 7.25885 127.47852 B.28276 15.54161 127.15267 -2.10884
10.00 6.65404 140.46303 10.05599 16.71063 139.61804 -15.38391
15.00 6.00916 156.62629 12.50346 18.51263 155.69828 ~17.02463
20.00 5.42852 174.29114 15.48288 20.91140 173.47085 -16.889B6
25.00 4.93067 192.73791 18.93369 23.86436 192.06453 -16.09713
30.00 4.51004 211.52753 22.80525 27.31529 210.98035 -15.05703
35.00 4.15575 230.34176 27.04247 31.19822 229.91976 -13.93660

40.00 3.85692 248.92896 31.58289 35,43981 248.59316 -12.80958
45.00 3.60419 267.08033 36.35673 35.96092 266.82352 -11.70945
49.00 3.42995 281.16697 40.29300 43.722%5 280.95721 -10.8%5876
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Tabla para el punto A que muestra sélo los valores de sy 4. En el programa se

hicieron incrementos de ~2=0.1cm. Se da a 4 el valor obtenido en el programa
anterior d = 3.42995 cm.

La funcidén es dd/ds=f(s,d(s),Q0)

¢Cudl es la base del canal? b=20.32 ¢m

:Cudl es el radio del cimacioc? R=38,1 cam 5

:Cuadl es el gasto en el canal? 0=20437 .86 cm/s

¢Cudl es el tirante al inicic de la discontinuidad? d=3.42995 em
5 d s d

4%.10 3.4264% 50.10 3.55126

48.20 3.42678 59,20 3.57293

49,30 3.43058 50.30 3,59467

45.40 3,43754 50.40 3.61588

49.50Q 3.44738 50.50 3.63587

49. 60 3.45984 50.60 3.63387

49.70 3.47464 50.70 3.66905%

£9.80 3.49150 50.80 3.68053

49.920 3.51013 50.90 3.68749

50.00 3.53018 51.00 3.68881

Tabla para la parte concava, con incrementos de 4 =lcm. Se dan los valores a

cada 5 cm y se omiten los intermedios. Se da a d el valor obtenido en el programa
anterior 4 = 3.68881cm.

La funcidon es dd/ds=£{s,d(s),00

;Cudl es la base del canal? b=20.32 ¢m

;Cudl es e} radio del cimacio? R=28.1cm

cCudl es el angulo? £i=75.17 5

:Cudl es el gasto en el canal? Q=20437.86 cm/s

(Cual es el tirante al inicio de la parte cdncava? d=3.68881 ecm
Rc es la resultante de las componentes de velocidad
Re~2/2q es la carga de velocidad con el valor de Rc

u ¥y w scn las componentes de velocidad

(Cudl es el valor inicial de s de la parte chHncava? s=51 cm
iCuél es el valor final de s de la parte concava? s=130 cm

a d Re¢ Rc~2/2qg d+Re”2/2g 1 w
52.00 3.65080 2%0.120%94 42.90018 46.55098 289.85482 -12.42352
55.00 3.54523 298.23762 45.3341% 4B.87942 298.02217 -~11.33425
60.00 3.3%470 310.70112 492.20244 52.59713 310.55103 -9.65602
65.00 3.27168 321.75190 52.76467 56.03635 321.64938 -~8.12178
70.00 3.17232 331.31233 55,%4692 598,11925 331.244%1 ~6.70342
75.00 3.09368 339.32028 S8.68413 61.77781 339.27768 -~5,37671
80.00 3.03355% 345.72640 60.92087 63.95442 345.70184 -4.12075
§5.00 2.99032 350.49227 €2.61205 65.60237 350.48013 -2.81724
90.00 2.96289 353.58923 63.72342 66.68631 353.58490 -1.74976
85.00 2.95059 354.98742 64.23199 67.18258 354.99691 ~0.60312

100.00 2.,925312 354.70520 84.1262% 67.07941 354.70479 0.53728
105.00 2.37062 352.70B65 53.40642 66.37704 352.70462 1.68608
11D.00 3.00359 349.01119 62.08400 65.CB759 348.59948 2.85861
115.00 3.05297 343.62327 60.18193 63.2345%1 343.59915 4.07168
120.00 3.12023 336.536225 57.73402 60.85425 336.51981 £.34446
125.00 3.20745 327.85228 54.78446 57.989192 327.78382 5.69966
129.00 3.29343 319.71781 52.098963 55.39312 319.82114 7.86163
130,00 3.31749% 317.52462 51.38730 54.70472 317.41962 B.16510
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(d) d,=65cm, U, =80.77cm, (, =100668.16cm

Tabla para el punto 0, que muestra sélo los valores de sy d. En el programa se
utitizaron incrementos de 4#=001cm para que el valor de 4 fuera 1o mas precisc
posible. En los resultados gue se dan a continuacidon se omiten valores intermedios
entre 0.01 y 0.05 cm por razones de espacio.

Lz funcién es dd/ds=f{s,d(s},QQ)

cCudl es la base del canal? H=20.32 tm
iCuél es el radic del timacio? R=38.1 ¢m
¢Cual es el gasto en el canal? Q=10668.10 /s
i¢Cudl es el tirante al inicioc de la curvatura? d=6.5 cm

L d s d 5 d 8 d
-0.928C 6.48789 -0.450 5.80620 0.050 5.48711 G.550 5.22953
-0.950 6.47571 -0.400 5.85682 OG.100 5,45419 0.600 5.21260
-0.900 6,41923 ~0.350 5.80912 0.150 5.42286 0.650 5.18733
~-0.850 6.35816 -0.300 &.76308 0.200 5.39313 g.700 5.183%4
~0.800 6.28697 ~0.250 5.71872 0.250 5,6 35498 0.750 5.17188
-C.750 6.23671 =-0.200 5 87802 0.300 5.33842 0.800 5.16177
~0.700 6.17774 =0.13%0 5.53487 0.350 5,31345 0.850 5.15348
~0.650 6.12024 -D.100 5,53556 0.400 529007 €.900 5.14706
-0.600 6.06429 ~0.050 5.55779 0.450 5,.26828 9.395%0 5.14258
~0.550 €.00894 0.000 5.52165 O£.500 5.24809 1.000 5.14011
-0. 500 5.85724

Tabla para la parte convexa, con incrementos de %=1can. Se muestran soélo
valores a cada 5 cm, pero se omiten los intermedios. Se da a d el vaior obtenido en

ef programa anterior 4 = 5.14011cm.

La funcién es dd/ds=f (s, da(s),0Q0)

cCudl
cCual
cCual
¢Cual
Rc es

es
es
es
es
la

la base del canal? b=20.32 cm
el radio de la parte convexa? R=38.1 cm
el gasto en el canal? Q=10668.10 cmi/s

el tirante al inicio de la parte convexa? d=5,14011 <m
resultante de la componentes de velocidad

Rcn? /2g es la carga de velocidad con el valor de Re
son las componentes de velocidad
inicial de s de la parte convexa? s=1ecm

Uy w
;Cual

es el valor

;Cudl es el valer final de s de la parte convexa? s=49 cm

s d Rec Re™2/2g 4d+Ro™2/2g u W
5.00 4.84874 102.39795 5.34421 10.19295 102.04261 -8.52329
10.00 4.27624 117.10174 6.98920 11.26544 116.46822 ~12.16433
15.00 3.74472 134.398316 9.20567 12.95038 133.82761 -12.318635
20.00 3.30402 152.91230 11.81752 15.2215%3 152.47115 -~11.860693
25.00 2.54645 172.03899 15.08533 18.03178 171.70727 -10.67829
30.00 2.65647 191.36640 18.66519 21.32166 191.11837 -9.72050
35.00 2.41995 210.58750 22.60300 25.022%6 210.40386l -8.79862
40.00 2.22565 229.45489 26.%3463 29.06028 229.31767 ~7.93437
45.00 2.064%0 247.76215 31.28750 33.352490 247.65946 -7.13232
49.00 1.95597 261.88551 34.25618 36.91224 261.80399 ~-£.53387
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Tabla para el punto A que muestra sélo ios valores de s v & . En el programa s¢
hicieron incrementos de # = 0.1cm. Se da a d el vaior obtenido en el programa anterior
d =1.95597 cm.

La funcién es dd/ds=f{s,d(s),Q0)}

iCudl es la base del canal? b=20.32 cm

(Cudl es el radio del cimacio? R=38.1 om 3

1Cu&l es el gasto en el canal? Q=10668.10 em/s

;Cuidl es el tirante al inicio de la discontinuidad? d=1.85387 em

s d 1 d
49.10 1.95364 50.10 1.98251
49.20 1.95263 50.20 1.98790
49 .30 1.95280C 50.30 1.99318
49 40 1.85403 50.40 1.99817
49.590 1.985€20 50.50 2.00268
49 .60 1.959821 50.60 2.00652
49710 1.96293 50.70 2.00948
44 .80 1.9672% 50.8C 2.01135
49.80 1.97204 S0.%0 2.01192
50.00 1.97718 51.00 2.0109%

Tabla para la parte cdncava, con incrementos de #Z=1cm. Se muestran soélo
valores a cada S5 cm y se omiten los intermedios. Se da a d el valor obtenido en el
programa anterior 4 = 2.01099cm.

La funcién es dd/ds=f{s,d(s),Q0)

¢CUé1
cCual
cCual
cCual
¢Cual
Rc es

as
es
es
es
es
la

la base del canal? b=20.32 cm

el radic del cimacio? R=38.1 cm
el angule? £i=75.17 s
el gastec en el canal? Q=10668.10 cmn/s
al tirante al inicio de la parte codncava? d=2.01099 cm
resultante de las componentes de velocidad

Rc"2/2g es la carga de velocidad con el valor de Rc
Uy w son las conponentes de wvelocidad
¢Cual es el valor inicial de s de la parte cérncava? s=51 om
(Cudl es el valor final de s de la parte cdncava? s=130 cm
Re™2/2g

s
52.400
$5.00
60. 00
©5.00
70.00
15.00
80.00
85.00
90.0C0
95.00

100.00
105.00
110.00
115,00
120.00
125,00
130.00

d
1.98783
1.52430
1.83570
1.76312
1.7094%9
1.66664
1.63501
1.81352
1.601469
1.59854
1.60458
1.61985
1.64488
1.68058
1.72831
1.7801Q
1.86881

Rc
271.39738
260.08849
293.21987
304.63009
3i4.28891
322.17071
328.25432
332.5229%
334.96404
335.56896
334.33254
331.25249
326.32826
319.55998
310.94655
300.48341

Z288.15917

37
39

54

57

.54173
-98449
43.
47.
5G.
52.

82155
29841
34532
90212

.91891
56.

35€53

.18701
57.
56.
55.
54,
52.
49.
45,
4z,

39374
87159
82671
21632
04820
28020
01981
32197

d+Rc"2/2g
39.52958
41.20879
45.65726
42.06353
52.05481
54.56876
56,.55392
57.87005
58.78850
58.99228
58.57617
37.54657
55.982120
53.72878
51.00852
47 _80961
44.1905%39

226

u
271.31328
280.02202
293.17565
304.60117
314.270863
322.15983
328.24852
332.52045
334.96341
335.56896
334,33200
331.25012
326.32265
319.54830
310.92837
30C.4542¢6
288.11384¢

W
-6,77967
-6.10176
~5.091¢8
~-4.19758
~-3.3%011
-2.64719
-1.8%162
~1.28938
-0.64850
-.01821
0.5l187
1.25232
1.91472
2.61252
3.38227
4.18540
5.11103



Los resultados numérices v ias graficas del programa son muy semejantes za las
presentadas por Sivakumaran v Yevjevich (1987). La dnica manera de comprobar
la similitud de resultados, es con una lectura direcia a escaia, verificando con la
tabla de resultados del programa. Este puede aplicarse a otros modelos similares
con seccion rectangular de curvatura y ancho constante, ya que se hicleron los
programas por separado para las paries convexa, céncava y puntos similares O y
A. Se tomd en cuenta que en él articulo no se da una amplia explicacion de las
ecuaciones para puntos singulares.

l.os resultados varian rapidamente en los puntos dentro de 10s 2 cm (s=~1cm 3

s=1cm, s=4%9cm a s=51cm) del intervalo gradualizado, siendo que el flujo real
varia lentamente entre s =40 cma s = 70c¢m.

L.as ecuaciones tedricas se derivaron aceptando un flujo gradualmente variado, sin
embargo, ésto se viola en los intervalos gradualizados (cerca de A y Q), debido a

que x Y x' varian rapidamente, por loc que no se puede representar con exactitud
el flujo real en estos puntos.
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SIMBOLOGIA

vector aceleracién en un punto

ancho de {a base de una seccion trapecial

distancia en una seccién ortogonal al fondo, de éste a la superficie libre
vector unitario variable segin s

vector unitario variable seglin n

vector unitario variable segun y

aceleracidn de la gravedad

vector unitario segun x

vector unitario seguin y

vector unitario segan =

talud de una seccién trapecial

coordenada recta en el planc de una seccion ortogonal al fondo y a s
coeficiente de Manning para la pared

preston en algtn punto de {a seccion ortogonal al fondo y a s

presion en algan punto de la seccion ortogonal al fondo y a s

vector de posicion de un punto

coordenada curvilinea que sigue fieimente el fondo del canal

tiempo

componente de la velocidad en la direccion de s y perpendicular a una
seccion eortogonal al fondo.

u,  magnitud de la componente « de la velocidad en el fondo de la seccion.

u,  magnitud de la componente u de la velocidad al nivel de fa superficie libre de

RATIBLTI T

i
o

=)

S T ot il

fa seccidn.

¥ vector velocidad en un punto

v componente de la velocidad en la direccion de vy tangente al plana de la
seccion ortogonal al fondo.

w componente de la velocidad en la direccion de »n, normal a v y tangente ai
plano de la seccion ortogona! al fondo

w,  componente wde fa velocidad en fa superficie libre y en la direccidon de »

eje coordenado en un plano horizontal, ortogonatavy az

eje coordenado recto en el plano de la seccion, ortogonai a sy »
eje coordenado vertical, ortogonai a xy y

dimension horizontal de la seccion a la distancia »

dimension horizontal de la seccion en el fondo (7 =0}

constante de integracion o factor de friccion de Chezy

D diametro de una seccion circular

energia especifica en una seccidn

F . fuerza de cuerpo por unidad de masa obrando sobre la superficie
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fuerza de cuerpo por unidad de masa
fuerza resultante

fuerza resultante de la de cuerpo y de superf‘ cie

fuerza de friccion

jacobiano de ia transformacién del sistema coordenade fijo al curvilineo, de
magnitud J =1-xn

valor del jacobiano al nivel de fa superf cie libre

energia total dei flujo en una seccidn por unidad de peso
gasto en la seccidn s (de tirante d) en el instante ¢

radio focal de curvatura en el fondo de una seccion

radio hidraufico de la seccion

pendiente local del gradiente de friccién

ancho de fa superficie libre de una seccién

velocidad media en ia seccion

curvatura det fondo en una seccién {I/R)

vigcosidad cinematica del liquido

densidad de! liquido

angulo de inclinacién de la tangente al fondo de la seccién respecto de la
horizontal

torsion en un punto

esfuerzo cortante en el perimetro mojado de ta seccidon

fuerza de cuerpo ficticia con los componentes ¢, (segin s) Y ¢ (segin n).
vecior cualquiera

operador nabia

funcién petencial del campo gravitacional
volumen

coordenada x que localiza a un punto cualquiera en el fondo

coordenada z gue localiza a un punto cualquiera en el fondo

area hidraulica de la seccidn

integral segun forma de ta seccion, expresada por la ecuacion 2.60

integral segun forma de la seccion, expresada por la ecuacion 2.64

integral segun forma de {a seccion, expresada por la ecuacion 2.65
coeficiente de curvatura

factor de proporcionalidad del esfuerzo tangencial respecto del cuadrado de
la velocidad, depende de la rugosidad de la pared

factor de ampilificacion de ta velocidad ,, segun la ecuacion 2.79

parametro adimensional relacionado con el niumero de Froude, dado por la
ecuacion 3.2 ¢
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SIS

valor de & para fas ¢ondiciones criticas
valor de & para que haya separacion dei flujo.
nimero de Froude generalizado {($ /&)

celeridad con que se propaga una onda de pequefia ampiitud sobre la
superficie libre del fijo sobre un fondo curvo
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