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INTRODUCCION!

Liegara una época en la gue una investigacion difigente

y prolongada sacard @ la iuz cosas que hoy esidn oculias.
La vida de una sola persona, aungue estuviera foda ella
dedicada i cielo, seria insuficiente para investigar una
muaicria fan vasta... Por lo tanio este conocimients sélo

s¢ podra desarroliar a o largo de sucesivas edades. Liegara
uhg época en la gue nuestros descendientes se asombrardn
de que ignordramos cosas que para ellos son tan claras...
Muchos son los descubrimientos reservados para 1as fitturas
épocas, cuando se haya borrado el recuerdo de nosotros.
Nuesiro universo seria una cosa muy limitada si no ofreciera
a cada épuca algo que investigar. . La naturaleza no revela
sus mristerios de ung vez para siempre.

SENECA, Cuestiones naturales,

fibro 7 siglo primero

a presente indagacién cbedece, como gran parte de las investigaciones, a la naturateza de
nuestra propia especie?. Especie que es joven, curiosa y valiente, pero lo mejor de todo, es
prometedora. Johannes Kepler ilustra tal afirmacion cuando se pregunta ;Por qué las cosas
son como son y no de ofra manera? Es sorprendente que tan sencillo razonamientc encierre
tanto. Resume en pocas palabras nuestra naturaleza. Si nos miramos en ¢l espejo nos damos cuenta
de que somos curiosos, osados y valientes. A lo largo de {a noche de los tiempos hemos descubierto
una manera eficaz y elegante para comprender todo agquello que nos rodea, a tal método lo hemos
Hamado ciencia. Este método nos ha permitlido asomarnos tanto a los grandes misterios como a las
pequerias vosas. Hemos emprendido junto con la ciencia el viaje de explicarnos lo que nos rodea,
para con ello explicarnos a nosotros mismos. En nuestras aventuras con la ciencia hemos recogido
conocimiento, el cual nos recuerda que hemos evolucionado para admirar o que nos rodea, que el
comprender es la mixima gloria alcanzable y que todo ese conocimiento nos permite asegurar
nuestra propia supervivencia. Lo unico que hemos necesitado para emprender tal tarea fue
escepticismo e imaginacién. El primero nos brinda el frio punto de vista de la objetividad, es el
rigor del método. La imaginacion es el motor de la alegre curiosidad humana, la cual nos lleva a
especular sobre los fenémenos. Conjugdndolos obtenemos la materia basica para la ciencia, razén e
imaginacion,
La riqueza de¢ nuestro entorno supera todo lo que nuestra imaginacion pudiese generar. Lo
tiene todo, fenémenos, interrelaciones, hechos. Desde lo exquisito por su sencillez hasta a
elegancia de lo complejo. Esta caracteristica es lo que nutre de un modo sutil a la hoguera de ia
imaginacion y lubrica la maquinaria del asombro. Siempre haciéndonos actuar como menciona
acertadamente Benjamin Disraeli “ser conscienie de la propia ignorancia es un gran pase hacia ef saber” .
Si desconocemos algo, lo queremos estudiar, si ya lo conocemos lo queremos entender mejor y asi,
surgen mds y mas preguntas en un ir y venir de teorfas, explicaciones y respuestas, que a su vez
generan mds preguntas, llevandonos a un nivel superior de entendimiento y conciencia.

' Quisiera hacer una primer advertencia, éste libro deforma el espacio y el tiempo en sus inmediaciones.
Asimismo atrae a cada tro7o de materia ¢l universo, incluyendo los libros de otros autores, con una fuerza
proporcionai al producto de sus masas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre eflas.

? Personalmente ha sido un camino intenso, en palabras de Artura Azuela, “El Jargo camino para Hegar a su
regidn matematica {...] habia sido laberintico y deslumbrante; un camino donde no sélo se acumulaban
sncOgnitas y altibajos emotivos sino también satisfacciones y anhelos encontrados™. La redaccion del presente
trabajo me dio solaz, noches de desvelo, angustia, curiosidad; nos alimentamos uno def otro. Me hizo Hegar a
experimentar el goce de la creacion, como st yo fuese Fidias la pluma fuese mi cincel y el papel el estéril
bloque de marmol. Lo disthute y lo sufri al mismo tiempo. Nos Hegamos a odiar cordialmente.
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Dentro de este ciimule de conocimiento que llamamos ciencia se encuentra la economia.
Entenderemos a la economia como el conjunto de informacion generada capaz de responder a las
preocupaciones de los hombres sobre Ia asignacion eficiente de los recursos estasos, en otras
palabras, el fenémeno econdmico. La economia se convierte en nuestra muy humilde ventana para
responder a ésta particular inquietud humana. Con ella pretendemos estudiar el comportamiento
de los individuos actuando sobre los mercados y la escasez. Si las compardsemos con las grandes
pregunias sobre el Cosmos, éstas preocupaciones son hasta cierfo punto frivolas. Esto no significa
que no sean dignas de resolverse o estudiarse, por el confraric nos invitan a reflexionar, a
investigar. En el memento de la reflexién es cuando aparece la pregunta ;/a economin realmente s
capaz de responder tales cuestiones? Yo creo que si, pero para ello sélo necesitamos armonizar teoria y
abservacién, es decir ciencia.

LA ECONOMIA COMO NUESTRA VENTANA HACIA LA CIENCIA

Estamos de acuerdo que gran parte del prestigio y fama de las ciencias duras proviene del
uso refinado de las matemdticas, tanto las desarrolladas como las asimiladas. Aungque si somos
cuidadosos se ve claramente que las matemadticas utilizadas por un fisico comin y corriente son
bastante tradicionales, si las vemos desde un punto de vista eminentemente matematico. Esto tiene
como consecuencia el que se mire con cierto desdén a los investigadores de ofras disciplinas que,
por formacién, no pueden construir modelos matematicos de cualguier indole. Esta achitud de
desprecio es generalizada hacia los investigadores de las ciencias sociales?, los cientificos duros no
toman en serio los estudios e investigaciones de las otras disciplinas, simplemente por carecer de
formalizacién. Ante este hecho, el cientifico social se encuentra en la disyuntiva: aprender
mateméticas ¢ sentarse a observar lo gue hacen aquellos gue cuentan con el instrumental
matemitico, Tal hecho nos conduce a emplear las matematicas, con objeto de lograr una mavor y
mejor comprensién de cualquier fen6meno, asi que aprovechare el gradoe de abstraccion que brinda
el uso de las matematicas, con el unico fin de simplificar el problema.

En economia tratamos de entender y explicar una realidad terriblemente compleja, para lo
que las mateméticas se yerguen como una gran ayuda, por no decir que son el unico medio con el
que contamos para explicar dicha realidad, y sin embargo atn existen quienes todavia gustan de
hacer consultas al Oraculo de Delphos. Afertunadamente para todos nosotros, esto se ha ido
revirtiendo con la aparicion de la economia matematica, autores como Arrow, Debreu y muchos
otros nos han brindado esoc que nos faltaba, un modelo matemdtico bisico bien definido. Tal
aparicién nos indica que ia economia en su proceso de matematizacisn ha superado la trivialidad
inicial en la blisqueda del uso correcto de la parafernalia matematica. Se formalizé la informacién,
va es ciencia, partiendo de que ciencia son hechos; de la misma manera que las casas estin hechas
de piedras, la ciencia estd hecha de hechos; pero un montén de piedras no es una casa y una
coleccién de hechos no es necesariamente ciencia.®

El esfuerzo que se ha requerido es muy grande, exige distinguir, como en cualquier otra
ciencia, los puntos esenciales de una reatidad extremadamente compleja. En otras palabras hay que
ordenar de modo cientifico la informacién que ha producido {a economia a fo largo de todo este
tiempo. Debemos aislar las partes de esa realidad que nos permitan un anilisis congruente;
asimilar y porque no, desarrollar la herramienta matematica id6nea. Hasta hace pocos afos la
economia matemdtica ha generado un modelo riguroso, aunque estitico, que no difiere en la
estructura de aqueilos desarroliades por las ciencias duras.

Para efectos de estudiar cualquier problema con la cientificidad que requiere, es necesario
despojarse por un momente de la propia ideologia, con el objeto de no generar juicios de valor,

? En algin momento yo mismo lo he hecho, ya que coincido plenamente con Francis Bacon en su
apreciacién de cada hombre es un deudor de su profesién y ya que de ella recibe sustento y
?mvecho, ast se debe procurar mediante el estudio servirle de ayuda y ornato.

Henn Poincare (1854-1912)

it
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supuestos aprioristicos y demds vicios por el estilo que pudiera tener la investigacién,
Estudiaremos la fenomenologia desde afuera, convirtiéndonos en observadores ajenos al proceso,
para lo cual apelo a su imaginacion estimado lector, ya que se ha probado que para estudiar
cualquier aspecto de la realidad, entenderlo y resolver la problemitica que involucre éste s6lo se ha
requerido de cuatro insumos bisicos: imaginacion, curiosidad y dos hemisferios cerebrales. No
necesitamos mids, la ciencia no ha requerido mas; asi que trabajaremos inicamente con tales
materiales.

Si reflexionamos un poco es asombroso y aterrador saber que aun desconocemos tanto del
fenbmeno econémico, que hay tanto por hacer’. Afortunadamente, para estudiar el fenémeno
economico sélo hay que mirar hacia la ventana. La economia nos rodea, tiene lugar y efecto en este
maravilioso lugar de cielos azules, océanos inquietos, bosques aromiticos y prados suaves. Es
nuestro mundo, siempre rebosante de vida. En todo este tiempo nos hemos asomado en diferentes
ventanas, buscando explicar todo lo que nos rodea, y como dice Carl Sagan "nuestra biisqueda
comienza agui, con In sabiduria acumulada de los hombres y muferes de nuestra especie, recogida con gran
coste durante ust millon de afios”. Durante el tiempo que ha durado mi estudio® sobre el fenémeno
econémico me he preguntado varias cosas, una que me ha llamado poderosamente la atencién es la
posibilidad de representar y estudiar las elecciones de los individuos. ;Qué forma tendrian? ;c6mo
serfan? Todos los individuos tenemos una funcién de utilidad, eso es claro, pero aiin no hemos
encontrado la forma de representar las preferencias de cada unce de los agentes. Afortunadamente
para nosotros la ausencia de evidencia no sera nunca evidencia de ausencia.

Una de las criticas mas agrias que recibimos los economistas es ésa, el no poder representar
de modo tangible la utilidad de los individuos. Es s6lo cuestion de tiempo, simplemente no hemos
desarrollado la matematica necesaria. Lo importante es que podemos explicarnos el
comportamiento econémico. Si viviéramos en un sisterna donde nunca cambia nada, tendrfamos
poco que hacer; no tendriamos nada que explicar. Por el contrario, si el sistema fuese impredecible,
donde todo cambiase de modo aleatorio; no podriamos explicar nada. En ambos casos no
tendriamos estimulo para la ciencia. Sin embargo, en plena primavera del tercer milenio tenemos el
problema de la pseudo-ciencia. Cuando acudimos a un kiesco de periddicos, escogiendo alguno al
azar siempre tenemos una editorial econémica. En principio suena bien la difusién de nuestra
ciencia, pero cabe preguntarnos ;jhasta que punio todoe lo publicade en editoriales carece de
sustento cientifico? es decir, en que momento deja de ser ciencia.

Pongamos una analogia, la economia cientifica seria la astronomia, y la pseudo-economia es
la astrologia. La cantidad de columnas de horéscopos es inmensa, de igual modo lo es la de
ediloriales y articulos sin sustento teérico y matemdtico. En reuniones, las personas que conocen mi
profesion me preguntan frecuentemente mi opinién sobre el tépico de moda, pero todas las
preguntas se encaminan a buscar un juicio de valor o algo que quieran escuchar, por ejemplo ;Es
adeceado o no el manejo de la inflacién? o ;cuando dejaran de cobrar impuestos tan altos? Este tipo
de preguntas equivalen a preguntarme jeres sagitario? o ;porqué te comportas como un leo si no lo
eres?. Todas éstas dudas buscan una respuesta que concuerde con 1a informacion {mejor dicho,
desinformacién) que reciben al leer sus editoriales escritas por iluminados astrologo-economistas.
Estos “astrilogos” fueron décadas atrds los que aconsejaban a los gobiernos y empresas. Colectaban
la informacién y la arreglaban para encajar en la realidad, como lo hacian los astr6logos imperiales.
Los anilisis econémicos se desarroliaban como una bizarra combinacion entre datos y econometria
con pensamientos confusos y mentiras piadosas. Pero esto llegd a su limite natural, aunque la
economia panfleto-editorialista no se ha ide. Se qued6 con nosotros, en nuestros periddicos y aulas.

* i a usted no le ocurre, probablemente no es economista, o simplemente es un economista sin vocacion
cientifica. Pero, en lo personal, encuentro perturbador que nuestra ciencia sea tan joven, y que ain no seamos
capaces de resolver todos los problemas que necesita la sociedad sean resueltos.

® Lo cual me pone en un lugar humilde. simplemente trabajo con el conocimiento acumulado, somos
depositarios y duefios del conocimiento generado y trasmitido durante todo este tiempo.

iv
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Para verificar esta triste realidad le propongo que hagamos un sencillo ejercicio. Tomemos
dos diarios, seleccionemos un tema econémico, inflacién por ejemplo. Busquemos el editorial sobre
el tema. Lo que encontraremos son opiniones vagas, posiblemente itiles pero ambas diferentes
entre si. La mecanica es simple, se escribe de mode ambiguo, utilizando deliberadamente términos
técnicos tan generales y ambiguos que pareciera, a los ojos del nedfito, pueden responder a casi
todas las interrogantes sobre el tema. Esta representacion simplista genera mucha simpatia, dice lo
que la gente quiere leer. Pero no se genera ciencia econémica, no ayudan explicar la realidad del
fenémenc econémico, por el contrario la distorsionan.

AHORRO: VERTICE ENTRE EL TIEMPO Y LA ECONOMIA

Para estudiar la naturaleza y las causas del ahorro, €l cual es el objetivo de mi trabajo, es
necesario revisar el funcionamiento del fenémeno. ;Cémo surgen las interrelaciones entre las
variables? Se requiere conjugar vzrios conceptos: ahorro, crédito e interés. El crédito tiene la
funcién de reasignar el ahorro de unos que poseen dinero a otros que no tienen suficiente dinero
para realizar las actividades econémicas que desean. Bajo esta vision la existencia de créditos es
fundamental para el funcionamiento econémico. Existe un mercado que permite asignar en
actividades productivas el ahorro de individuos que, de no existir la posibilidad de transferirse a
otras personas, se desperdiciaria. La mayoria de los economistas consideran el interés como el
premio al ahorro, es decir, el pago que se ofrece para incentivar a la gente a que posponga su
consumo, permitiendo asi que otras personas accedan a este ahorro. ;Qué se hace con este ahorro?
La primer idea que nos brinca a la cabeza es el uso de los bienes creados mediante la produccion,
ya sean productivos o improductivos, es decir se consume. Entonces jos conceplos clave para
analizar la demanda, la oferta de ahorro y el equilibrio del mercado financiero son la eleccién
racional y la optimizacion. Si somos observadores los lineas anteriores describen el fenémenc mis
no lo explican. Para explicarlo debemos analizar porqué se asigna el consumo hoy, cuando se
asigna para majana, como influye la tasa de interés en tal asignacién. En otras palabras, como se
elige en el tiempo. ; Tiempo y economia? ;Cémo es posible conjugar tales conceptos?

Para resolver tales interrogantes es necesario reflexionar sobre tiempo y economia, ambos
conjugados. Esto nos dirige a la siguiente cuestién ;parqué incorporar la variable tiempo dentro
del estudio del fenémeno econdmico? Si utilizamos la idea de Einstein sobre la inexistencia del
reposo absoluto en el Universo podemos generar una explicacién suficientemente razonable.
Einstein postulé que dos observadores que se mueven a velocidad constante uno respecto de otro
observaran unas leyes naturales idénticas. Sin embargo, alguno de los dos podria percibir que dos
hechos en lugares distantes han ocurrido simultineamente, mientras que el otro hallaria que uno
ha ocurrido antes que otro. Esta disparidad no es de hecho una objecién a la teoria de la
relatividad, dado que bajo esta teoria, la simultaneidad no existe para acontecimientos distantes. En
otras palabras, no ¢s posible especificar de forma univoca el momento en que ocurre un hecho sin
una referencia al lugar donde ocurre.

Entonces todas las particulas u objetos” del Universo se describen mediante la linea del
universo, que traza su posicién en el iempo y el espacio. Cuando se cruzan dos o mas lineas del
universo, se produce un hecho ¢ suceso. Si no se produce el cruce con alguna otra linea del
universo, no occurre nada, por lo que no es relevante {carece de sentido) determinar la situacion de
un objeto en ningfin instante determinado. La distancia o intervalo entre dos sucesos cualesquiera
se describe con precisién mediante una combinacién de intervalos espaciales y temporales, pero no
mediante uno s6lo. El espacio-tiempo de cuatro dimensiones (tres espaciales y una temporal)
donde tienen lugar todos los sucesos del Universo se denomina continuo espacio-tiempo. Ahi es
donde vivimos.

"De aqui en adelante utilizaré el término objetos, el cual proporciona de modo mas claro la idea que deseo
transmtir.
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Ahora comenzamos con hechos claros y sencillos. Los dias se suceden uno tras otro, lo
mismo que los minutos y segundous, sabemos que nunca regresan. Todo lo que conocemos nace y
muere. El tiempo transcurre por dentro y por fuera de nosotros en un fluir que atin nos es dificil
comprender. Pasado v futuro, nacimiento y muerte han sido el motor de la imaginaci6n de muchos
hombres y mujeres, generando respuestas tan variadas como {a mitologia o la ciencia misma.

Podemos simplificar el paso del tiempo hablando y pensando en una sucesion de instantes,
toda una experiencia. De esto podemos concluir una cosa, el pasado es distinto del futuros.
Manifiesta una dnica dimensién a diferencia del espacio, vy muestra una escena distinta segin el
sentido en que se mire. Sabemos que el sentido o direccién que fe asignamos a las tres dimensiones
del espacio es relativa - abajo, arriba, derecha, izquierda, atrés y adelante - a pesar de su utilidad,
se convierten en una mera convencitn, va que al hablar de Hempo pierden sentido. La diferencia
entre pasado y futuro implica necesariamente una direccion del tiempo.

La direccionalidad del tiempo se encuenira presente en todo aquellc que tiene historia o
presenta evolucion. El conocimiento cientifico confirma {a direccionalidad del tiempo. Para resumir
este hecho, que resuita fundamental en tan diversas situaciones, la ciencia hace una distinci6n entre
dos tipos de fenémenos naturales: los reversibles v los irreversibles. En economia se presentan
estos 1iltimos y se manifiesta el tempo de un modo sencillo; cuando ocurre el fenémeno siempre
existe algo en la situacion inicial que permite distinguirla de la final. A esto debemos sumar ef
concepto de informacion. Al observar un fenémeno, si seguimos 2l detalle el comportamiento de
todos los elementos que intervienen en €|, pudiera decirse que no hubiera irreversibilidad, pero
cuando logramos definir una propiedad global se presenta la direccionalidad. Cuando manejamos
informacion del sistema que se estudia, la incertidumbre crecera con el paso del tiempo; de hecho
el crecimiento de tal incertidumbre es lo que plantea la irreversibilidad.

Esto conduce a que pretendemos explicar un fenémenoc sustentindenos en lo que conocemos
o desconocemos de él. Entonces la irreversibilidad se explica por a imposibilidad de realizar
mediciones exactas, siendo esto el origen de la incertidumbre® v su evolucién nos muestra un
sentido del tiempo. En este punto es donde se torna dificil el andlisis, dado que pretendemos
estudiar e] fenémeno como observadores no involucrados en el proceso.

Adin con dicho inconveniente podemos obtener una conclusion: el tiempo nos afecta. Si
meditamos en elle un poco, encontramos fa evidencia de una conciencia direccional. La cual divide
v distingue entre pasado y futuro. Selo tenemos conciencia del pasado, el futuro es mera
especulacion y el presente un instante. Todo esto implica que debemos estudiar el fendmeno del
ahorro como lo que es, una sucesién de elecciones a lo largo del tiempo, la cual busca la mejor
trayectoria temporal, aquella travectoria que permita ocbtener una mayor satisfacci6n.

* No es mi intencion desarrollar un analisis de la direccionalidad det tiempo.

* Hago referencia al principio de incertidumbre o principio de indeterminacién, €l cual afirma que es
imposible medir simultaneamente de forma precisa tanto la posicion como el momento lineal de un objeto,
Tal afirmacién conduce a si se determina con mayor precision una de las cantidades se perderi precision en
fa medida de 1a otra, y que el producto de ambas incertidumbres nunca puede ser menor que # (la constante
de Planck). Tal concepto fire acufiado en 1927 por Wemer Heisenberg contribuyendo en gran medida para of
desarrolio de la mecénica cudntica. La indeterminacion tuvo implicaciones filosoficas, creando una fuerte
corriente de misticismo entre algunos cientificos. Unos interpretaron que el concepto derribaba la idea
tradicional de causa y efecto. Otros, como Einstein, consideraron que fa incertidumbre asociadz a la
observacion no contradice la existencia de leyes que gobiernen el comportamiento de los objetos, ni la
capactdad de fos cientificos para descubrir tales leyes.
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ESTRUCTURA DEL TRABAJO

Este trabajo pretende dar a entender mi idea sobre ahorro, y estd estructurado para analizar
fa naturaleza, las causas y mi idea del ahorro. Es decir, cémo es el ahorro, como se manifiesta y
como lo entiendo e interpreto. Por lo que en cada capitulo se desarrollan estos tres puntos.

En el primer capitulo se presenta una reflexion profunda sobre la naturaleza de la eleccion, y
como elia determina el ahorro. Estudiaremos la génesis de la eleccién, primero en el caso estético y
después afiadimos la eleccién entre periodos y la incertidumbre, para liegar a explicar como se
genera la eleccion en el tiempo. Con estos topicos pienso presentar dénde se genera la decision de
ahorrar.

En el segundo capitulo encontrard usted mi explicacién sobre las causas del ahorro. Primero
disertando sobre la tasa de interés. Seguido por una reflexion sobre la importancia y el papel de ios
mercados financieros, para concluir con una revisién y anilisis de trabajos fundamentales que han
sido influencia crucial y determinante en la literatura sobre ahorro. Aquf la discusién se centra en
entender las causas del ahorro,

En el capitulo final presento un modelo de programacién dindmica de ahorro. La segunda
parte es una economia de generaciones traslapadas, con un problema de seleccién de portafolio y ia
maximizacion de la utilidad, empleando procesos de control de Markov. Asi como presentar las
conclusiones de la investigacion,

Me voy a permitir hacer unas sugerencias para leer el trabajo que presento. Primerc le
quisiera proponer que me acompanase durante del texto. Yo le iré proponiendo experimentos
mentales v con ellos explicaremos y analizaremos juntos los conceptos y definiciones, ademas el
anélisis le resultard mas sencillo asi. Mire usted, nuestro lfaboratorio consistird simplemente de un
cuaderno de notas y un fapiz o boligrafo. Vamos a ver del ahorro lo que todo mundo ha visto, pero
mi intencién es mostrarle fo que nadie méas ha pensado. Es decir, no vamos a descubrir los hechos
que ya sabemos que estin ahi. Vamos a buscar una nueva forma de pensar en ellos.

Debo hacer algunas advertencias. Primero, a pesar de cualquier informacion este textio
contenga, debo advertirle amigo lector, en realidad este texto consta de un 99.9999999999% de
espacio vacio. Segundo, a causa del "Principio de Incertidumbre” es imposible que usted sepa al
mismo tiempo de forma precisa donde se encuentra este texto y con que velocidad se mueve.
Tercero, algunas teorias mecanocudnticas sugieren que, cuando usted estimado lector no observa
este texto directamente, puede dejar de existir o exist: solamente en un estado vago e
indeterminade. Finalmente, tenga cuidado al tomar este texto, ya que su masa, y por tanto su peso,
dependen de su velocidad relativa al usuario. Aunado a esto le pido encarecidamente mantenga el
texto por debajo de los 451°F, y por debajo de 95% de humedad. Estas advertencias no tienen otro
objetivo mds que aligerar su lectura. Créame, después me lo agradecera.

Regresando a cosas serias. La notacion que se utiliza a lo largo del texto es convencional,
pero para aquellos lectores que no estén familiarizados con la simbologia matematica y econémica,
es necesario aclarar los usos de los simbolos mas frecuentes en el texto, ademads que le servirin de
referencia ripida en algunos casos.

Locica
A conjuncion
Y disyuncion
- negacion
= implicacién
o equivalencia légica (si
y s6lo si}
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3 “tal que”
existencial

v universal

1] conjunto vacio

€ membresia

c inclusién

W unidn

™ Interseccién

x Producto cartesiano |
s/ Complemento de S
{x} conjunto cuyo (nico

elemento es x
x conjunto potencia

CONJUNTOS EN ESPACIO TOPOLOGICO

B interior de X
X cerradura de X
X frontera de X
r::f(X) interior relativo
MERCADOS DE ACTIVOS
i inversionista individual, i=1,..., |
Wi Riqueza de! inversionista i en el periodo 0
Ci consumo en el periodo 0
Wit monto invertido en el periodo o por el inversionista i
5 estados naturaleza s=1,..., S en el segundo periodo
ns es la probabilidad de ocurrencia del estado .10
Cs Consumo del individuo i en estado s en el segundo periodo.
o Consumo del individuo i en el segundo periodo considerado
como una variable aleatoria!l

1o . . . . .
Asumimos que los consurmidores tienen expectativas homogéneas.
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ufc,)+8Eu (C,) Funcion de utilidad von Neumann-Morgensten para el
inversionista ;.12
Pa PPrecio del activo # paraa=0,., A
X Monto adquirido del activo a por el inversionista /.
Xin Fraccién de la riqueza invertida por el inversionista i
mantenida en el activo al3,
(Xeyeees Xin) Portafolio de activos mantenido por el inversionista.
Vs Valor del activo 2 en el estado naturaleza s en el segundo
periodo.
P Valor del activo # en el segundo periodo considerado como

a . i
variable aleatoria.

R El retorno total del activo g en el estado naturaleza s.14

Retorno del activo a considerado como variable aleatoria.
"

; § Retorno esperado del activo a.
Ro= X mh = PR, r
Rp El retorno sobre el activo sin riesgo.
o, = cov(R‘a, R&) Covarianza entre el retorno de los activos a y &.

ESPACIO EUCLIDEANO.- Q, R, C: Son los conjuntos de ndmeros racionales, reales y complejos,
respectivamente. R” es el espacio euclidiano de dimensién 2 y R"™ es su dual (el espacio de las
funciones lineales de funciones de R® a R). Los veclores son columnas; el apésirofe denota
transposicion. Si x, y son vectores, x 2y si .2y, Vi; X2y si X2y pero x2y, esto es, si X,2y; Vi. con x>y,
para cuando menos un §. Finalmente, x>y si x>y, Vi. xies la coordenada i del vector x; x!, x2, ..., x"
denctan a vectores diferentes.

FUNCIONES REALES DE VARIABLES.- L{0) y 5{at) son los conjuntos de nivel a(f{x)za el primero y f{r)sa
el segundo) de ta funcién f. Su frontera comiin es la curva de nivel a de f. gr £ epi f; e hipo fson la
grafica, epigrafica e hipogrifica de f.

CONJUNTOS CONVEXOS.- conp S es la capsula convexa de (el menor conjunto convexo que tiene a ) §;
Co S es su capsula positiva ( el menor cono convexo que lo contiene} y af 5 su capsula afin ( el

menor plano que lo contiene ). Ar-1 es el simplex generado por la base canénica de R A”™' = conv
{8, ..., dp}).Los conjuntos polares, inferior y superior del conjunto ScR se denotan por 5.y §*. Sr
denota el cono polar (inferior} de S. hs y /i® son las funciones soporte por abajo y por arriba del
conjunto convexo S. 8s v §° son los calibradores exterior e interior, respectivamente, de S, La dltma
se conoce también como norma o funcional de Minkowski.

*! Es muy importante que se entienda al consumo en dos vertientes: La lista de consumos posibles en cada
estado naturaleza, C,;. Por otro lado se puede entender como variable aleatoria, (¢ ,»seran los valores que toma
C,; con las probabilidades =,

' Se asume que la funcion es aditivamente separable sobre ¢ con factor de descuento 8.

'* Si W, es el monto total invertido en todos los activos,

" Ra,=Vudp, por simple definicién.
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CORRESPONDENCIAS Y RELACIONES.- Si @ es una correspondencia (funcién de puntos a conjuntes) de
S a T, escribimos @ ;: S—oT, reservando los simbolos ¢ : §—T para cuando ¢ es una funcién. gl es la
inversa ordinaria: xe g i(y)yc@(x).9*(S) es la inversa superior de § :¢*(8)={x l ¢{x)=S); la inversa
inferior es @u(8)={x | ®dx)~S=D}. La grifica de una correspondencia también se denota por gr ¢.
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SOBRE LA NATURALEZA DEL AHORRO

“Ff camino hacia la rigueza
depende fundamentalmente

de dos palabras: trabajo y ahorro ™
BENJAMIN FRANKLIN

ste primer capitulo ha sido concebido para presentar un andlisis sobre la naturaleza del

ahorro. Advertird usted, amigo lector, dos elementos fundamentales en el desarrollo de mi

indagacion. Primero, estudiaremos al consumidor como un oferente!; segundo y no menos

importante, vamos a analizar un fenémeno considerado durante muchos anos como
macroeconomico utilizando el enfoque de equilibrio general. En otras palabras, estudiaremos el
fenémeno econémico por su tejido mas fino, la eleccién individual, sin que las variables tomen vida
propia. Pretendo demostrar que mediante el estudio de la influencia del comportamiento humano
es posible determinar el movimiento de los agregados econémicos. Planteo esto por una idea muy
simple, tan simple que pasa inadvertida muchas veces; la economia estd constituida por
individuos. El proceso de ahorro, como cualquier otre fenémeno econémico, involucra
directamente el comportamiento humano, siendo ahi donde encontraremos la naturaleza del
proceso de generacién de ahorro, punto central de este capitulo. Tal objetivo nos conduce a
estudiar ¢l comportamiento del consumidor ¥ su toma de decisiones.

El objetivo del capitulo es mostrar que la base de las decisiones que envuelven al consumo y
al ahorro a través del tiempo se localiza en el anilisis de las decisiones temporales, tomando como
punto de partila una premisa sencilla que aprendemos en nuestro primer curso de teoria
econdmica.

“los consinmidores eligen Ia mejor canasta de bienes que pueden adguirir”

Ei problema de la eleccion, es tan cotidiano que, en un primer momento pudiese parecer
automélico y simple, pero no to es. Nos enfrentamos diariamente y a lo largo de nuestras vidas a
un sin fin de elecciones. Esta idea se expone, de un modo un tanto brutal pero no por ello menos
ilusirativa, en el texto Trainspotting de Irvine Welsh, donde su personaje principal se plantea una
reflexion. El mond6logo de Mark Renton a la letra dice “Clioose life. Choose a job. Choose a career. Choose
a family. Choose a fucking big television. Choose washing maclines, cars, compact disc players and electrical
Hn openers...choose DIY and wondering who the fuck you are on a Sunday morning. Choose sitting on that
couch watching mind-nwmbing, spivit crushing game shows, stuffing junk food into your mounth. Choose
rotting mway at Hhe exd of it all, pishing your last in a miserable ome, nothing wiore fhan an embarrassment
to He selfish, fucked up brats you spawned to replace yourself. Choose a future. Choose life... But why would |
want to do a thing like that?"2. La reflexion que formula Mark Renton implica demasiadas cosas. En
lo que nos concierne, economia, habla de la serie de elecciones que efectuanmtos diariamente. E|
cémo y el porqué sc elige esti fundamentado simple y sencillamente en los gustos y preferencias.
Lo que podemos elegir depende de nuestra riqueza. Gustos y riqueza son el soporte de las
elecciones que realizamos a diario, constantemente v que realizaremos hasta el dia que dejemos de
existir, Para examinar el compertamiente del consumidor es menester dividir el anilisis en dos
partes, lo que purde clegir y las mejores cosas, siguiendo a la premisa antes planteada.

Imaginemos un centro comercial’. Desde que ingresamos podemos ver un movimiento
cadtico y sumamente complejo. Llama poderosamente nuestra atencién enfrentar un sistema con
tan embrolladas interacciones, pero sin conflicte. Siguiendo el natural impulso de la curiosidad, es

! Tal éptica emerge a partir de un modelo de equilibrio general, el cual es el marco teonico con ¢l que se
trabajara ¢l tema, se aprecia como las personas reciben un ingreso debido a un suministro de Factores a la
econommia (salanos, dividendos e intereses, asi como rentas),

? Welsh, Irvine “TRAINSPOTTING” Secker & Warburg, London, 1993

¥ Mall es la expresion en boga pero para aquellos puristas del buen Castellano, voy a utilizar centro
comercial.
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normal preguntar ;Como funciona el sisterna? Si observamos cuidadosamente salta a la vista que el
motivo ulterior de relacionarse en esencia es el intercambio. Pero en la naturaleza del intercambio
reside la eleccitn, los agentes interactdan eligiendo'. Toda la actividad del sistema gira en torno a
la eleccion. La eleccion es la actividad primaria y el combustible del sistemna, la reflexién de Renton
toma mayor sentido en este momento.

Regresemos al cjemple del centro comercial. Elegimos a que tienda entrar, que productos ver
etc.. Ya realicé el siguiente ejercicio. Un dia por la manana (una de esas no pocas mananas estivales
llenas de ocio que uno tiene a los veintitantos) sentade en el interior de un centro comercial me
detuve a observar lo que ahi sucedia. La gente a mi alrededor presentaba un comportamiento muy
similar. Para apreciar esto mejor, me instalé en el segundo piso, frentc a la puerta®. Lo que vi me
parecié sorprendente, no por el tamafio de mi descubrimiento, sino porque nunca lo habia
ponderado de tal modo. La gente tiene prioridades, por lo que se ven obligados a discriminar, a
elegir en todo momento. El hecho lo comprobé en el momento que vi a seforas entrando a tiendas
de ropa, jévenes entrando a tiendas de discos y familias comiendo en restaurantes de comida
rapida. Todos eligieron, y de acuerdo a su bolsillo y estado de dnimo, compraron o simplemente
vieron. Pero, me percate de que también se debe considerar el tiempo en la decisién. Todos
pensamos bajo una consciencia temporal. Revisemos esto iiltimo usando como ejempio un
comentario simple que escuche por television. “;Han tralado alguna vez elegir cualquiern de esns
medicinas para el resfriado?... Estas ahi parado... ‘Bueno, €sta es de accion rdpida... pero ésta es de larga
duracion’... ;Qué es mds importante, el presente o el futuro?”5. Si bien el ejemplo resuita simple y hasta
cierto punto zonzo, plantea de modo clara y preciso la preocupaciém de cualquier individuo por
tomar la mejor decision bajo las circunstancias prevalecientes en ese instante. Ya es tiempo de
comenzar la formalizaci6n y planeamiento del ejercicio mental. Estimado lector, si usied se
aburriese, no enlendiese por la serie de desarrollos que se irdn construyendo, para animarle a
seguir con su lectura me permito citar:

“Si te cansa este procedimiento tedioso, compadécete de mi gue hice por lo menos sefenta intentos™.

BIENES, SERVICIOS Y CONJUNTOQS DE CONSUMO

Todos enfrentamos dia a dia un enorme conjunte de bienes y servicios, de entre todos ellos
formamos combinaciones generadoras del maximo de satisfaccién posible, para esto debemos
comparar cada bien contra otros y distinguir cual genera mas satisfaccion y cual menes. El gusto
que tenga por un bien u otro implica una clasificacién particular®, en otras palabras el consumidor
jerarquiza los bienes. Nuevamente imaginemos nuestro centro comercial, el individuo elige
primero a que tienda entrar, digamos que entra en una tienda deportiva. Ya en la tienda debe
elegir que departamento visitar (tenis, footbail, golf, running, etc.). Supongamos que se dirige al
departamentn de tenis, ahi debe elegir raquetas o ropa, asumamos que decide ver raquetas, de
entre ellas debe escoger la marca, disefto, peso y medida que le convenga. Un acto que puede ser
considerado trivial (y de hecho lo es) implica una serie de elecciones, las cuales nos conducen a una
eleccién 6ptima. ;Pero, qué se encuentra atris?

Para responder esto es necesario revisar primerc el conjunto de consumo, al cual
denominaremos X. Sabemos que el conjunto de consumo del i-ésimo consumidor contiene a todas

¢ Aunque ¢l lengusje tiene un papel fundamental, la decision de hablar o no hablar es resultado de una eleccion.
* Pudiera parecer poco cientifico, pero la observacion ha cobrado grandes frutos en el método cientifico, asi me
parece conveniente y necesario ¢ uso de tal herramienta.

¢ “Did you ever try to pick one of those (cold medicines) out?...You stand there going, Well, this one is quick
acting, but this one is long lasting... Which is nore important, the present or the future?”. Seinfeld, Jerry.
“BUT I"'M TELLING YOU FOR THE LAST TIME” Programa especial HBO 1998

7 Johannes Kepler (1571-1630).

® Digo particular en el sentido que cada individuo enfrenta al conjunto de los bienes de modo distimto. Por
ejemplo, dos personas en una tienda de discos, una prefiere U2, pero la otra prefiere Chopin, a ambas les gusta
la musica pero el como enfrentan el conjunto de CD’s es muy diferente.
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las mercancias y servicios de entre los cuales puede elegir, asi como los factores que puede ofertar.
Con objeto de marcar una sena particular, decimos que los bienes y servicios consumidos son
representados por niameros positivos, y las cantidades de factores productivos ofertadas mediante
ndmeros negativos®. Pero debemos reflexionar sobre los elementos que describe el conjunto de
consumo entre los que podemos identificar primordiatmente:

«El miximo niimero de horas de trabajo que el consumidor puede ofrecer.
eLos minimos requerimienios de mercancias que el consumidor necesila para subsistir.
eLas combinaciones entre consumo y Irabajo (eleccion de ocio) que resultan biologicamente viables.

En otras palabras, los conjuntos de consumo describen caracteristicas esenciales tanto para el
consumidor individual como para la actividad econémica en si misma, dado que es capaz de
expresar las limitaciones bioldgicas de los individuos. Es pertinente mencionar que muchas
mercancias no entran al conjunto de consumo de cada individuo dado que estd generalmente
contenido en un espacio coordenado de R” de un namero de dimensiones relativamente pequeno.
Es decir, buscamos que el conjunto de consumo X, ¥ sus elementos cumplan ciertas definiciones y
ciertos teoremas que nos auxiliaran al cabal entendimiento de su naturaleza y propiedades.

Para cualesquiera dos elementos x, ¥ X, la métrica euclidiana entre tales puntos estd

definida como: d(%,y) = (Z (x, _3";)2 )'/? 10, Basandonos en o anterior surge que una métrica
-1
en un conjunto X es una funcion d: XxX — K" »

i. d{x, y)20, conigualdad <>x =y

i, dix,ypy=dy x);y

iil. d(x, yy < d(x, 2) + d(z. y)

Detengamonos un momento para reflexionar sobre la definicién anterior. El primer punto
marca como condicién que la distancia entre puntos distintos es positiva, la segunda nos dice que
la distancia es simétrica; y la tercera es la famosa desigualdad del tridnguio!). Este quiere decir que
nuestra definicion es una métrica usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz!? y ia siguiente

también lo es usando la desigualdad de Hélder-Minkowsky. Por lo que decimos con certeza que el
conjunto K"y por tanto X son espacios métricos dado que son conjuntos dotados de una métrica.

A esto le debemos incorporar ciertas caracteristicas. Buscamos que X tenga continuidad, que
sea acotado, convexo y conexo,

? Este Gitimo punto es una mera convencion que facilita el planteamiento de la idea. Lo cual no excluye el que
se pueda plantear X R, especificando claramente los factores productivos que el consumidor oferta

Iip
i
' Existen otras nociones de distancias que son igualmente validas como: d¥(x, y) = [Z[xi -y, Ip:| para
i=1

penteroz 1.

"' En el espacio euclidiano se dice que Ia magnitud de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo no excede a la
suma de las magnitudes de sus catetos. En otras palabras, para geometrias euclidianas, 1a distancia o trayectoria
mas corta de un punto a otro es la recta, reafirmando solo para geometrias euclidianas.

'? Para aquellos que no recuerden la desigualdad de Cauchy-Schwarz establece que: Seanuey v,
vectores en R”. Entonces:

i- lovi<lalivl

i luvl{=lullv| <v=ay, siendo 2 algin namero real.
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1 X es cerrado.~ Es decir, existe continuidad!®. Formalizando, Ia sucesion {x!, x2..}= {vk},
xk-3» 1@sive >0, 3K, 3 k > K, = |[ 29| < g™, Aqui es necesaria otra definicion,. Sean Xc
R’y xeR, x es un punto de acumulacién de X si toda vecindad de x contiene puntos de X
distintos de x: para toda vecindad V, de x, (V. {1})nX=C. Entonces, si X es un espacio
topolégico y ScX; ocurre que S es cerrado en X si contiene a todos sus puntos de
acumulacién; y a su vez, el menor conjunto cerrado que contiene a S es S . Desde luego
podemos inferir que S es cerrado @ X = XY ; V¥V X, X < X. En este punto tenemos un
teorema que nos apoya de modo significativo. TEOREMA.- Las siguientes proposiciones
son equivalentes. A) X es cerrado; B) Si (1%} es una sucesion de elementos de S,
convergente al punto x%, entonces e§. C) §/0 es abierto. Expliquemos lo anterior,
debemos verificar que existan secuencias de consumos, si es posible definir una
subsecuencia convergente es decir: sea {3} una secuencia infinita perteneciente a X, sj
todos los cansumos son posibles para los individuos y, si existe una subsecuencia
convergente x' — x*, entonces x* es posible para el consumidor.

O. X tiene cota inferior.- Aqui debemos entender que existe un puntocen K"y y sy Vx €X,

IIL X es conexols.- Decimos que un subconjunto (X en este caso) de X es conexo si no es la
union de dos subconjuntos no vacios, disjuntos ¥ cerrados en X. Es decir, X es conexo si
no podemos hacer una particion de X en dos subconjuntos cerrados. Para darnos una idea
clara aunque menos precisa, decimos que X esti hecho de una pieza.

IV.X es convexo.- Serd convexo si logramos definir una combinacion lineal entre
cualesquiera dos puntos pertenecientes al conjunto, y ésta a su vez sigue perteneciendo al
conjunto. Sean x;, X2 consumos factibles para el consumidar, si esto es asi, la combinacién
convexa't también es factible.

Sea X un conjunto y T una familia de subconjuntos de X. Decimos que t es una topologia en
Xo

a. Y{A}liacT, U Aer
ied
b. ¥V {Ai}ic C t con I finito, N Aiet.
iel

(X, 1) se llama espacio topologico. Los elementos de X se llaman puntos y los elementos de 1
son los abiertos de (X, 1).

El conjunto de consumo es un espacio topoldgico; ya que toda familia T no vacia de
subconjuntos de X satisface:

'* Tomando en cuenta la aptica que utilizamos en cilculo debemos formalizar de la siguiente manera: Sean
DcR abierto y f: DR, se dice que es continua en X' eDsive>0,35>05 | x-x°}<8 = Yix):Ax"M<e. Lo
anterior hace uso de las vecindades fundamentales de x° y fix”) en la topologia ordinaria.

'“ De to anterior decimos que en un espacio topolégico arbitrario, x* -» x? si ¥ vecindad V de x® 3

un entero positivo K=K, 3 k>Ky = x* € V. En olras palabras, toda vecindad de x? contiene todos los
puntos, salvo un nimero finito de elementos x* de la sucesion. Aqui hay que advertir un resultado

. . f ok . . .
interesante; si {x,. }es la sucesion de nimeros reales dada por la coordenada i de cada vector x* de

k . & . . . )
{x,. }, la sucesion {r,. }converge a x% si y salamente si la sucesion {rf }cnnverge a x?V: .

' Es facil de ver que X es un espacio conexo si y solamente si sus Gnicos subconjuntos abiertos y cerrados a la
vez son Xy &, 8i X no es conexo, decimos que X=4AURB, A y B abiertos no vacios y disjuntos.

18 Utilizaré a partir de este punto el término de combinacién convexa, con fines de facilitar la notacion. Pero en
esencia €s [o mismo, combinacion lineal, combinacion convexa ¥ promedio ponderado como se denomina en
Debreu, Gerard. “TRORTA DEL VALOR”, Antoni Bosch, Barcelona, Espaiia 1973; pagina 69.
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. Gern, Xer
ii. Toda unién de 1 es un elemento de 1.
iii. Toda interseccion finita de elementos de 1 es un elemento de 1.

se llama topologia sobre X. Entonces la pareja (X, t) es un espacio topolégico. Partiendo de lo
anterior debemos comprobar que el conjunto de los bienes es un espacio preordenado. Definamos
lo siguiente,

9 es relacion en X% < XxX.
W es relacién en X, escribimos x,Rx; < (v, r)e™.
Sea “<” una relacion en X, entonces “<” es un (pre) orden parcial si se cumple lo siguiente

Sea ‘R una relacién binaria en la que dos elementos x;, x2 cualesquiera de X (donde el orden
de los cuales es importante) estdn o no estdn. Si ocurre que estén en dicha relacién se escribe 1.%x;.
Consideremos la relacién “no es sucesor de” en X y la denotaremos por <, esta relacién es el orden
natural de los elementos de X. Generalizando obtenemos: una relacién binaria  en X que satisface:

1. ¥xeX, x £ x. REFLEXIVIDAD
2. Vx,yeX, (xsy;ey<x)=x=y ANTISIMETRIA

3. ¥r, y, zeX, (vYSy;ey s 1) = x £z TRANSITIVIDAD

entonces se denominara preorden (o cuasi-orden). Cuando x:8y; v xfixy; = x1 = x5, la relacién se
vuelve un orden. La notacion pasa de R a < para designar al preorden. Para efectos de nuestro
andlisis se tiene necesariamente que x;<rz 0 x25¥; o ambaos se dice que el preorden es completo!”.
Entonces sea X un conjunto parcialmente preordenado, si yeX y no existe ningin xeX 3 x>y (o
x>y), y se denomina el elemento maximal (minimat).

RIQUEZA Y PRESUPUESTO

Sea un conjunto, al cual denominaremos S={q,..., ¢a} donde cie R (i =1,.., n} constituye el
total de los individuos que forman un sistema social de n agentes, cada individuo enfrenta un
conjunto de alternativas para realizar sus actividades cotidianas, a tal conjunto lo denominaremos,
en forma individual {a} dicho conjunto contiene todas las acciones disponibles, factibles y no
factibles; entonces, el universo de acciones estard formado por los n conjuntos de acciones
individuales, o que da forma el Universo de Discurso planteado per Debreu'®. Centraremos nuestra
atencién en un sélo individuo, el consumidor o el agente i-ésimo!®. En este punto podemos decidir
por doende comenzar, una ruta sencilla es analizar ia premisa en dos, como se planteo antes, de tal
modo que serd la riqueza el objeto de anilisis en las siguientes lineas.

17 Pudiese darse el caso de que dos elementos x;, x; de un conjunto preordenado pueden no ser comparables,
lo que no es posible para efectos de lo que pretendemos estudiar. Sin embargo un preorden no es
necesariamente completo, a éste lo llamamos parcial, = x; <x; —x; > x».

** Debreu op. cit. pag. 3.

'* El individuo propuesto es lo que se denomina tipico. Es el agente egoista, racional y maximizador de utilidad
planteade por aquelios que desde un inicio han sustentado nuestra ciencia. Tal individuo tiene un
comportamiento normal (~N(0, o%)} utitizando la notacion adecuada); en otras palabras, tal individuo es
prototipo, con comportamiento tipificable y predecible. Es pertinente aclarar que la anterior idea se fundamenta
en los trabajos de Adolphe Quetlet, con su Mecanica Social, y las investigaciones realizadas por Galton. En
ambos trabajos se incorpora la idea de un hombre promedio, a pesar de que ambos trabajaron la idea en
direcciones distintas (Qutlet propone un hombre moralmente ideal, mientras Galton se ocupa en aspectos
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Pensemos en un consumidor i-€simo que se enfrenta a un conjunto de bienes®, tal conjunto
lo denominaremos X=(x,..., ¥5) siendo xie R, (i = 1,..., 1) con las propiedades analizadas en el

epigrafe anterior. Los bienes no son gratuitos?!, no los regalan en los mercados o almacenes, tienen
un precio. Precio que finalmente hay que cubrir para adquirir dichos bienes, esto implica que cl
conjunto X tenga un conjunte de precios asociado, lo representaremos por p=(p,.... pn) siendo

pie R, (=1,.., m% El altimo elemento que nos falta para obtener e} problema completo es e

ingreso, los individuos reciben un ingreso por vender factores, mas la dotaci6én con la que nacen,
para efectos de nuestro andlisis utilizaremos un escalar, al que llamaremos v, siendo el ingreso,
dinero o riqueza que dispone el consumidor para gastar en X. Basandonos en lo anterior, pedemos
decir que x; representa el monto consumido del i-€simo bien; con la informacién anterior podemos
obtener una ecuacién que represente el presupuesto, esta ecuacién define un hiperplano, el
hiperplano presupuestal, el cual es el siguiente conjunto de puntos

B= (x|l pe=w) (1)

con p # 0, siendo p un vector fila n-componente, y t actia como un escalar dado. Podemos escribir
(1) para obtener su version extensa

Px=p1x1+"--+,vnxu =W (2)

pr;, representa dos cosas, primero es el valor de mercado del i-ésimo bien, y se interpreta también
como el monto dinerario gastado en el i-ésimo bien, debemos dejar claro que cualquier x que
satisfaga (1) y (2), caera en el hiperplano.

En este punto realmente comienza el analisis del conjunto presupuestal. El consumidor
enfrenta limitaciones para realizar su eleccion. Dicha restriccion, es la que condiciona su
comportamiento. Desde el punto de vista analitico, buscamos que el conjunto de posibilidades de
eleccidn tenga algunas caracteristicas que debe presentar para poder trabajar con él. Es deir,
buscamos la eleccién de méxima satisfaccién, buscamos un 6ptimo. Para lo anterior debemos
buscar y certificar que el conjunto presupuestal cumpla algunas caracteristicas especificas.

Primero, podemos ver que p es ortogonal para cada vector x sobre el hiperplano, de igual
modo p es normal para el hiperplano; demostremos lo anterior.

Site * 9, y x3, x; son cualquiera dos puntos distintos que caen en el hiperplano, entonces:
pri-px=plxi-xzy=ur-iv

Siendo asi p ortogonal para cada vector x1-x; (estando x3, x; en el hiperplano). El vector x;-x2
es paralelo al plano respectivamente. Asi ain con w#) podemos decir que p es normal al
hiperplano.

practico-cientifico), sus investigaciones descansan en el uso de la teoria de error (curva normal o probabilidad
gaussiana, como usted guste) para obtener conclusiones importantes sobre el comportamiento individual,

% Los bienes de los que hablamos son deseables en el siguiente sentido: Si P=0 entonces {p)>0 para
i={,...n Esto es, si el precio de cualquier bien es cero implica que la funcion de exceso de demanda agregada
glara ese bien sera estrictamente positiva.

Con tal afirmacion de ningun modo se niega la existencia de los bienes libres, es decir si algiin bien tiene
exceso de oferta en un equilibrio walrasiano debe ser un bien libre. De modo formal es: si p* es un equilibrio
walrasiano y la funcion agregada de exceso de demanda del j-ésimo bien es negativa, implica que el precio
de tal bien seq igual a cero. Partiendo del supuesto de deseabilidad antes explicado.

** Los conjuntos los definimos para todos los nimeros reales positivos por no interesarnos los negativos,
estamos modelando un sistema donde no existen Jas mercancias negativas, y por ende los precios negativos no
tendrian sentido y significado econémico.
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Si px=w es multiplicado por un escalar A=0, tenemos (Ap}r=Aw. El mismo hiperplano esti
deftinido para Ap, Aw; p, w. Entonces si p es normal al hiperplano, Ap también lo es. Para ver esto

debemos considerar el caso A = — . Sj
|P|-
w
n= —E , b = ﬁ
P [P

tendremos nx=b, con [n[=1. El vector n es una unidad normal para el hiperplano?

Utilizando dos puntos distintos en R" podemos definir una recta en R". Para determinar el
hiperplano presupuestal es necesario especificar los n componentes de p y w, esto es n+l
pardmetros. Estos se determinaran hasta una constante multiplicativa; sin embargo Ap; (isl,..., n) y
i consiste el mismo hiperplano que p y w. Asi existen s6lo nt parimetros independientes vy, por lo
lanto, serian necesarios 1 puntos en R" para determinar el hiperplanc. Recordemos que no
cualquier conjunto arbitrario de # puntos 1y,..., 1» nos proporciona una unica definici6n; sola el
conjunto de # puntos vy,..., ¥, que puede ser numerado tal que los #-1 vectores X1-Xa, X2+Xny...y Xn-1-Xn
sean linealmente independientes, definiran un dnico hiperplano presupuestal. Para demostrar lo
anterior consideremos el conjunto de ecuaciones

prru=0 (i=1,...,n)

ésta ecuacion representa un conjunto de n ecuaciones homogéneas lineales en u+1 con p; vy @
desconocidos. Si utilizamos la enésima ecuacion para eliminar w ebtenemos un nuevo conjunto de
-1 ecuaciones homogéneas en 1 con p; desconocido

pxi-xa)=0

r
si los vectores xi~ X, son linealmente independientes, la matriz de coeficienms“xji - xjn“ tiene rango

#-1 y nulidad 124, Entonces existe solucién para p(xi - x,)=0 no con todo p; = 0 y con un solo grado
de libertad; esto es, los p; estin determinados hasta una constante muitiplicativa. Entonces la
enésima ecuacion de px-w=0 tnicamente determina w para cualquier p. Con esto hemos
demostrado que empleando n puntos en R" para los vectores Xi-Xe, Xz-X¥o..., Xn1-Xn QquUe SON
linealmente independientes definen un inico hiperplano presupuestal en R Si el rango de

iji - xjn” es n-k, podemos determinar k vectores lineaimente independientes p que satisfacen px.-

10=0; en este caso los puntos elegidos caen en la interseccion de k' hiperplanos.

P
lp
pero esta no nos interesa dado que definimos el problema en el ortante positivo. Para clarificar mas lo expuesto

es conveniente definir lo siguiente: NoORMALES: Dado el hiperplano px=w cR” (p20), entonces p es un vector
normal para el hiperplano. Cualquier vector Ap es también normal para el hiperplano con (A=0). Los dos

% Existen dos unidades normales para cada hiperplano; en el caso presentado la otra unidad seda m =

»

I P son las unidades normales para el hiperplano.
ol o)

™ Las definiciones que utilizaremos son:

NUCLEO ¥ NULIDAD DI: UNA MATRIZ - N4 recibe el nombre de nicleo de 4 y a {A)=dim N, se le llama nulidad
de 4. 8i N, contiene solamente el vector cero, entonces WA) =0

RECORRIDO DE UNA MATRIZ.- Sea A unz matnz de m x n. Entonces el recorrido de 4, denotado por Recorrido
A. esta dado por: Recorrido A={yc R™, Ax—y para algon eR"}.

vectores
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Nos acercamos a conclusiones importantes. Primere consideremos cualquier punio en R” tal
que X-X, se puede expresar como combinaciéon lineal de los vectores xi-Xa, X2-Xp,..., Xne1-Xn
linealmente independientes. Entonces x cae en el hiperplano determinado por los puntos xi,..., Xa
por la ecuacién px;=w, o escrita de otro modo px = px, = w.

Mads aun, cualquier punto x sobre el hiperplano tiene la propiedad que x-x, se puede
expresar como combinacion lineal de x1-x,, X2-Xx,..., Xr.1-Xn. Si esto no fuese cierto significaria que x-
X es linecalmente independiente de x1-Xn, Xz-Xo..., Xn1-Xo, €ntonces si la ecuacion px-x,)=0 fuese
anexada a p(x1-x»)=0, el rango de la matriz de coeficientes sera #, y la tinica solucién seria p=0.

Puntualizando lo anterior decimos, si es posible elegir cualquiera # puntos sobre un
hiperplano con la propiedad que Xi-Xn, X2Xn,..., X11-X, Sean linealmente independientes, entonces
cualquier otro punto x sobre el hiperplano es, tal que x-x, puede escribirse como la combinacién
lineal de x1-x5, X2-Xy, ..., Xs.1-%n; 0 de modo equivalente, x puede ser expresado como combinacién
lineal de x3, Xz...., Xa.

Expuesto lo anterior llegamos a las siguientes conclusiones. El hiperplanc presupuestal
px=w en R" divide todo R” en tres conjuntos mutuamente excluventes, los cuales son:

B = {x| px<ut}
B:= {.t| px=w}
By= {:r| px>ie)

Los conjuntos B y B3 son semiespacios abiertos, el conjunto Bs representa las canastas de
bienes que estin fuera del aicance del consumidor, por exceder a su ingreso. Enfoquemos la
atencién hacia los conjuntos By y Bz v definamos un cuarto como B; = {xl px<wt). Este altimo es un
semiespacio cerrado. Estos tres conjuntos representan las canastas viables que el consumidor puede
adquirir, B2 representa las canastas que son iguales al ingreso. Tanto B; como B4 son conjuntos
cerrados, debido a que contienen a sus punios frontera®®, Demostremos lo anterior. Tomemos
cualquier punto x, sobre el hiperplano y definamos una vecindad® &. Consideremos el punto

x, = x, +(6/2)p /‘pl) . E] punto x; estd en la vecindad desde que Ix, - IO{ =g/ 2<¢.Sin

£ £
embargo, px, = px, + E‘p\ =w, + —2—‘[1‘ > E, para que x1 no esté en el hiperplano. Con lo que

yueda demostrado que cualquier punto en el hiperplano presupuestal es un punta frontera.

Pasemos a las dos dltimas propiedades que nos interesan. El hiperplano presupuestal es un
conjunto convexo?. Para probar esti afirmacion es necesario confirmar lo siguiente. 5i x1, x2 estan

RANGO DE UNA MATRIZ - Sea 4 una matriz de m x n. Entonces el rango de 4, denotado por p(A4), esta dado
por: p(4)= dim Recorrido 4.
2 PUNTO FRONTERA.- Un punto & es un punto frontera de un conjunto A s1 cada vecindad e sobre a contiene
puntos que estan en el conjunto y puntos que no estin en el conjunto, sin importar cuan pequena pueda ser €,
solo con la condicion de que £>0.
?$ La definicion que hemos utilizado desde la nota 13 es la siguiente: VECINDAD - Si @ es un numero real y r ¢s
un numero real estrictamente positivo (r>0). Definimos una vecindad con centro en a v radio r, la cual
denotaremos V (@), como {os puntos que disten de a en menos que r. De modo simbolico:

V{ay-{xeR: |x-al| <}
Entonces [z vecindad se define como el conjunto de puntos que cumplan la anterior expresion.
¥ Con objeto de formalizar la nocion de convexidad utilizada en la seccion de conjuntos de consumo, es
necesario ampliar la definicion como sigue: CONJUNTO CONVEXO.- Un conjumto X es convexo si para
cualesquiera dos puntos x,, x; estan en el conjunto, el segmento de recta que une a tales puntos se encuentra en
el conjunto. Es decir, que los puntos dentro del segmento son combinacion convexa o lineal de los puntos x,,
x;. De modo formal: YcR” es convexo si para toda pareja de puntos x, ye X y todo escalar A<[0, 1], Ax +(1-
MyeX.
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en el hiperplano, es decir, px;=t y pxz=w. Entonces x = hxz + (1-A)x) esta sobre el hiperplano por lo
siguiente pa=[ix+(1-A)x2]=Apx2+(1-A)px1 = Aw+(1-A)w= w. De igual modo el semiespacio cerrado
definido por el conjunte Bs. Si px=Axr+(1-A)x; con (0<i<l) entonces tendremos, pr=ipx2+(1-
Mpasdw+(1-Ape=w. Dado que es conjunto convexo podremos encontrar un éptimo, fa cual es la
propiedad que nos interesa.

Asi entonces, la capacidad de gasto del consumidor, la podemos expresar en términos de el
conjunto By. Quedando ahora las posibilidades de consumo del i-ésimo consumidor representadas
por una correspondencia Bi(p, w), donde Pi: R™*15X, que asocia a cada par precio-riqueza el
conjunto de consumos que el i-ésimo consumidor puede pagar. A dicha correspondencia la
denominaremos correspondencia presupuestaria. Por propiedades del conjunto de consumo, el
conjunto Bip, w) resulta cerrade y convexo, como hemos explicado, de ahi la correspondencia
presupuestal es homogénea de grado cero, en precios y riqueza, en otras palabras Bi(Ap, Aw) = Bip,
w). Para el caso bidimensional, el cual podemos ver en todos los libros de texio, la dnica resultante
importante del desarrolio es que la pendiente es la razén de precios y mide el costo de
oportunidad, pero ya que nuestro andlisis es n-dimensional el concepto de pendiente deja de
operar, hecho que explica el planteamiento de las unidades normales del hiperplano presupuestal.

PREFERENCIAS Y UTILIDAD

Ahora estudiaremos la primera parte de la premisa, las mejores cosas, mediante el analisis del
comportamiento del consumidor. Si quisiéramos verlo desde una optica simplista, podemos
afirmar que el comportamiento del consumidor se reduce a elegir las mejores cosas, lo que le
produzca mayor satisfaccion, con todo lo que ello implica?. Las preferencias del consumidor son la
base de la eleccién. Regresando al ejemplo del centro comercial. Vemos que todos los consumidores
eligen, pero ;qué fos conduce a elegir de tal o cual modo? Sin lugar a dudas la respuesta la
encontramos en las preferencias y en los gustos que presenta el consumidor sobre el conjunto de
bienes que enfrenta. La naturaleza de la eleccién radica en las preferencias, en ese constante buscar
la combinacién de bienes que gencre [a mayor utilidad. Es ahi donde la eleccién descansa. Veamos
lo anterior con detenimiento.

Los individuos tenemos un sistema de preferencias, generado por sus gustos por cada uno
de los elementos del conjunto de Jos bienes, jerarquizando y ordenando uno a uno los bienes
conforme con su sistema de preferencias. Basindonos en la racionalidad del individuo las
preferencias cumplen las siguientes caracteristicas:

* Completas.

» Reflexivas.

* Transitivas.

COMPLETAS.- ¥x1, x2€X se dice xi2x2 0 x18Xz2. Se refiere a que cualesquiera dos canastas
pueden ser comparadas.

REFLEXIVAS.- ¥xc X, se dice x2x. Plantea que cualquier canasta es al menos tan buena como
ella misma. :

TRANSITIVAS,- ¥x), %2, x3€X. 5i x12Xz ¥ x22x3 , entonces x;>x. Indica que si el consumidor
piensa que x; es al menos tan buena como x;, y que x; es al menos tan buena como xs, entonces el
consumidor piensa que x; es al menos tan buena como x;.

% Es pertinente aclarar que plantearemos el porque el consumidor elige de tal o cual modo, es decir, nos
enfocaremos a estudiar el comportamiento del consumidor frente a una lista completa de bienes que €l tiene
para elegir y consumir. Asimismo, se planteara el cuando, donde y bajo que circunstancias se vuelven
disponibles los bienes, Varian op, cit en su presentacion al capitule 3 sugiere este ejercicio, con el objeto de
tener mayor claridad y profundidad en nuestro estudio. En adicion a esto, mas adelante comenzarin las
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Los puntos antes expuestos son los llamados axiomas bisicos o axiomas de orden, los cuales
seran aplicables a un conjunto de eleccién cualquiera, permitiendo el modelaje operativo en la toma
de decisiones del consumidor. En el primero la clave radica en que las canaslas se pueden
comparar, no existen canasias incomparables, entonces s¢ pueden elegir entre dos canastas ya que
se pueden comparar entre si, lo que indica que siempre se puede establecer una relacion de
preferencias. El segundo axioma?®, plantea que cualquier canasta es al menos tan buena como ella
misma. A diferencia de los anteriores el tercero, referente a la transitividad, no es tan claro; ésta cs
una hipétesis de comportamiento no una afirmacién de légica pura, si este axioma no se cumple
indica que no esta eligiendo las mejores cosas como dice la premisa, por lo tanto las preferencias
del consumidor deben cumplir dicho axioma, ya que de no ser asi se efectuaria una eleccién que no
es la mejor y nos alejaria de la discusién de la premisa.

Las preferencias deben satisfacer lo siguniente:

CONTINUIDAD.- ¥x), xz€ X, los conjuntos {x: x;>x2}) y {x: %1<x3} son conjuntos cerrados = los
conjuntos {x: x;>%z2} ¥ {x: x1<x2} son conjuntos abiertos®.

MONOTONIA DEBIL.- 5i %12%2 = x32x3.

MONOTONIA FUERTE.- 5i 12Xz con Xj2X2 => X1>X32.

reflexiones sobre aspectos basicos sobre la eleccion, tales como racionalidad, y optimizacidn, y sus
implicaciones sobre el ashorro.

¥ Este axioma es obviamente trivial, pero hay que explicarlo dado que se toma como la parte primitiva del
concepto de al menos tan preferido como.

% Esta caracteristica merece una demostracion que necesita las siguientes definiciones:

Dado un vector x£R" y un numero real r, definimos como una bola abierta de radio 7 en x con B.(x) ={yeR"™
| y-x| <r. 4 es un conjunto abierto si Vxed 3 algin B{x)EA. Si X esta en algun conjunto arbitrario y existe
r>0 3 B{x)EA entonces se dice que 1 esta en ¢l interior de 4. El complemento de un conjunto AER" consiste
en todos los puntos en R” que no estin contenidos en A; y lo denotaremas como R"/4. A es cerredo <> R'/A es
abierto. Entonces, un conjunto 4 es acotado si existe algiun x4 v r>0 3 4 esta contenido en B{x). Si un
conjunto no vacio en R es cerrado y acotade se denomina compacto.

Una sucesion infinita en R, (;’)=(x', x%,....) es un conjunto infinito de puntos, un punto por cada posible
entero, una sucesion (') se dice que converge a un punto x* si para cada r>0, existe un entero m 3 Yi>m,

x'eB{x*). Podemos decir que ** es el limite de I2 sucesion (')} v lo escribimos fimx’ = x ¥ Si una sucesion

—ha

converge a un punto, se le llama secuencia convergente. Podemos ahora formalizar.

Conjunto Cerrado.- 4 es un conjunto cetrado si para cada sucesion convergente en A, converge a un punto en

A

Coenjunto Compacto.- St 4 es un conjunto compacto, entonces cada sucesidn en 4 tiene una subsecuencia

convergente. ]

Expuesto lo anterior, podemos afirmar que una funcion fx) es continua en x* para cada sucesion (x°) que

converge a x* , teniendo la sucesién (f{x*)) convergiendo a f{x*). Por fo tanto, una funcion que es continua en
cada punto de su domini¢ es una funcion continua. Empleando calculo se simplifica ain mas el concepto de
continuidad y se define de la sigitiente forma:

Sea /. R —R con regla de correspondencia f{x) y @ un numero real. La funcion f es continua en a si se cumplen
las siguientes condiciones:

1. festa definida en g, es decir existe fa).

2. Existe [imf(x).

3. i{rgf(x)=f(a)v

4. Se puede ver que la definicion de continuidad de una funcion es respecto a un punto determinado, si se
_ desea hablar de continuidad sin muchas complicaciones, decimos: la funcicn con regla de correspondencia
fx) ex continua en cada punto del dominio de la funcion, en donde el concepto de continua en cada punito
debe cumplir las condiciones enumeradas por la definicion aerior.

10
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INSACIABILIDAD LOCAL.- Dado xe X y cualquier <0, => Jun xe X |x-,-xz | <& 3 xy>x3L
CONVEXIDAD.- Dados x|, x;, x3ac X, 3 x;2x3 y %22%3, entonces cumple dx+(1-A)xzzx Vie[0, 1].
CONVEXIDAD ESTRICTA.- X) # X2, X3€ X, 5i %1223 ¥ %22%3. Entonces dxp+(1-A)xz>x3 VAe([0, 1].

Enunciadas las caracteristicas analiticas es menester su explicacién puntual. Cuando
hacemos referencia a la continuidad de las preferencias debemos, por necesidad, excluir todo
comportamiento discontinuo. Esto es, si {x’} es una sucesién de canastas de consumo, donde todas
son al menos tan buenas como alguna canasta x3, ¥ si esta sucesién converge hacia una canasta x*,
entonces x* es al menos tan buena como x*2. La continuidad implica lo siguiente: si x2 es una
canasta estrictamente preferida a x;3 y si x; es lo suficientemente cercana a xz, entonces x; debe ser
estrictamente preferida a x3. La monotonia débil plantea que al menos mucho de todo es tan bueno.
La monotonia fuerte es més restrictiva, dice que al menos mucho de cada bien y estrictamente mas
de algin bien es estrictamente mejor. La insatisfaccién o insaciabilidad local plantea que podemos
siempre mejorar un poco, es decir, nunca estaremos satisfechos aiin y cuando estemos restringidos
por pequefios cambios en la canasta de consumo. La convexidad implica que nuestro consumidor
prefiere la variedad, es decir siempre preferird medios a extremos. Este aserto generaliza el
supuesto de tasas marginales de sustitucién decrecientes.

Ya que las preferencias del consumidor cumplen con las caracteristicas antes mencionadas se
puede demostrar la existencia de una funcién de utilidad. La funcién de utilidad es la
representacion formal de las preferencias del consumidor. Resume la manera en que cada
individuo interpreta su entorno, la valoracion del ocio y su grado de informacién. Es, en mi
opinién, el concepto mds relevante de la economia, ya que al definir el comportamiento del
consumidor, define a la persona, las ideas y refleja su capacidad de elegir su satisfaccion. Es la
unidad fundamental en el engranaje econémico. La funcion de utilidad ; la definiremos mediante
el siguiente teorema:

Sea X R" convexv, sea = un preorden de preferencias reflexive, transitivo, completo, continiio y no
saciable, definido en X. Y 5i 1 x&X; =uy y es areciente y continua.

Para un mejor entendimiento de la demostracién, la cual he realizado mas extensa de lo
hubiese querido porque careci de tiempo para escribirla més breve, es necesario dividirla en tres
etapas, una que garantice la formulacion de la funcién de utilidad, otra que hable de continuidad y
la ultima que compruebe que la funcién de utilidad representa las preferencias. La demostracién se
basa en la existencia de un subconjunto numerable D de X que es denso en X,

Si x, x'EX satisfacen 1'<x = I r€D 3 x'<y<x”’. Para demostrar este aserto es necesario
considerar los cenjuntos;

c=fre X sty X ={re X x''< x}.

Los cuales son disjuntos, no vacios y cerrados en X. Dado que X es conexo no puede ser su
unién,™ entonces:

X, UX“zX

'

*! Aqui nuevamente me refiero a la métrica euclidiana.

*? Varian, Hal R ; “Microeconomic Analysis”. 3*. edicion, WW Norton, New York, EE.UU. 1992, Pigina 95.
* Todo subconjunto S de R” contiene un conjunto numerable X 3 SCX. Es decir, un conjunto arbitrario S (por

lo tanto quizas no numerable) de R” contiene un conjunto numerable X que es denso en §, es decir, 3 para

cualquier ¥&§ hay puntos de X arbitrariamente cerca de x.

* Para ampliar la definicion que dimos antes decimos que un conjunto es conexo si no puede hacerse una

particion del mismo en dos subconjuntos cerrados en el mismo.
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por Juan fareos Ortiz Oln era

Si asumimos que no hubiera ningun r€D con la propiedad que buscamos. Esto
necesariamente impticaria que D < X, U X . Por el primer aserto la adherencia® I, de D en X

estaria contenida en la adherencia de X del conjunlo X . LJ X" . Pero este dltimo es cerrado ya

que es la uni6n de dos conjuntos cerrados. Por lo que se obtendria 0 - X, U X, o dado que
D=X,

X=Xx,Ux"

lo cual es evidentemente una contradiccién.

La funcién de utilidad a ser definida en D se denominara por . 5i se eligen dos niimeros
reales g, b tales que a<b. Entonces decimos:

Si D tiene un elemento minimo x*, tomaremos #'{(x*)=a.
Si D tiene un elemento méximo x¥, tomaremos 1’(x%) =b,
Extraemos de D todos los elementos indiferentes a x* 0 a x*, y llamamos D’ al conjunto
restante.

Definiendo una funcién creciente de D’ sobre el conjunto {)° de ntimeros racionales en el
intervalo g, b] como sigue. Partiendo de que D)’ es numerable sus elementos pueden ser ordenados

(x!, x%,..., x7....); este ordenamiento no estd relacionado con el orden £. De modo similar, " es
numerable y sus elementos pueden ser ordenados (', r2,...r¥,...); esta orden no estd necesariamente

relacionado con el orden £. Los elementos de D’ serdn considerados sucesivamente; con if se
asocia un elemento ri de Q" de tal forma gue el orden se conserve y que todo elemento de Q" acabe
por ser temado,

El proceso seria¥: considerando x¥, se efechia una particion de D’ en conjuntos con las
caracteristicas siguientes: las clases de indiferencia de xJ, 1%,..., 17137, obtendriamos los intervalos de
la forma e, 271[, o Jyrm, xPm*1[ o Tao»?, —[ donde m<n implica x”" < x*" 3. Pueden ocurrir dos
casos:

Si x7" ~ x#7, donde p’<p, tomando g,=qy y 1’(37)=r%;
Si x estd en uno de los intervalos, Jx7', 17T considerando el intervalo correspondiente Jr#, r# [ de

Q' y seleccionando ei nimero racional de menor rango i+, iomando #’(x7)=rr.
Ahora hay que extender de D a X. Llamaremos a la funcion de utilidad&or ser definida en X

u. Si x’ pertenece a X, se escribir el conjunto 1), = {x € X‘x < x’} y D" =ixe Xlx's x}.

Si x es un elemento minimo de X, tendremos u(x)=a.
Si x es un elemento miximo de X, tendremos u(x)=b.

3

¥ Adherencia.- El conjunto de los puntos adherentes a X se denomina la adherencia (cerradura)de X, se
representa por X .
* Para revisar un caso particular y, a su vez facilitar 1 comprension del proceso, tendriamos que considerando
x'; tomando g'=1 y w’'(x")=ré!. Considerando x2; se efectaa la particién de D’ en los siguientes
conjuntos:

La clase de indiferencia de x7, los intervalos J«, xI[ ; v ]x!, —[. Pueden ocurrir dos casos.

Si ¥2~x1, tomando §2=¢1 y u'(x3)=r42;

5i x? estd en uno de los intervalos, por ejemplo |, x7[, se consideraré el intervalo correspondiente
la, x7[ de (3" y seleccionando en el nimero racional de menor rango 142, tomaremos 1’ (x?)=r+,

77 Es necesario destacar que el numero de conjuntos obtenidos por este método sera no mayor a p-1.

¥ Aqui se infiere que ¢l nimero de intervalos no vacios serd menor o igual a p.

12
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Vamos a considerar para los casos restantes Sup «(D,) e Inf u'(D”). El siguiente paso es
demostrar que ambos ndmeros son iguales.

i) Sia'€D,y 1" "ED" se tiene x’sx”. Por lo que si rE€u’(D,) y r"Eu’(D") se tiene que r'<r’’
de esto se infiere directamente que Sap »(D_} £ Inf &(D).

ii) Sup u'(D)<Inf #'(D”) no puede ocurrir, ya que en tal caso cualquier nimero racional
entre etlos no seria un valor tomadoe de u'.

Tomando que u(x) el valor comin del Sup y del Inf. Es claro que si 2€D se tiene que
1 (x)=1""(x) v u es efectivamente una extensién de D a X; en particular

Q'cu(X)<la, b

Comprobando asi que 1 es creciente.

Siguiente parte verificar la continuidad de #. Sabemos que existe algin x’€X 3 x'<x VxEX.
Entonces utilizando la distancia euclidiana definimos d: X—R que serd la funcién que asocia a cada
xEX la distancia entre x y x’, es decir d(x)=|x-x|. El siguiente paso es identificar la utilidad
asociada a un plan de consumo, para esto definimos un subconjunto de X, usemos C. Entonces d{C)
designara la distancia entre x” y C, en otros términos d{C)=min d(x) con x€C. 5i definimos nuestra
funcién de utilidad, de modo que podamos comprobar mediante la funcién de distancias. Entonces
definamos u: X—R : para cada xEX u(x}=d[MI(x)]. En otras palabras, #(x)=min d(x’), con x'EMIi{x)
3 Con esto sc identifica la utilidad asociada a un plan de consumo factibie con la distancia entre x’,
el cual tomamos como referencia, y el conjunto de planes de consumo mejores o iguales que x. La
continuidad de las preferencias y la continuidad de la funcién de distancia garantizan que u esta
bien definida para x&X.%0

Ahora la verificacién de que la funcién de utilidad representa la preferencias. Esta parte es
bastante sencilla. Solo es necesario probar lo siguiente: ¥x, x'EX se cumple

x~x" = u(x)=u(x")
x>x" = u(x)>u{x")

L.a primera relacion expresa de modo simple y, hasta cierto punto trivial, la definicién de la
funcién de utilidad. Indica que las alternativas mejores o iguales a x y x’ son las mismas; en este
sentido se verifican uno a uno los axiomas de orden de las preferencias, entonces si las alternativas
a cualesquiera dos planes de consumo son las mismas necesariamente indica que tales planes de
consumo pertenecen a la misma clase de indiferencia. Por lo que se cumple la primera relacién.

La segunda relacion se demostrara utilizando la transitividad de las preferencias, solo basta
acotar a que sean distintos, para lo cual por transitividad dos planes de consumo cualesquiera
donde x>x” necesariamente nos conduce a #{x)>u(x"). 5i esto no fuera asf, implicaria que x~x’ lo que
violenta el orden de las preferencias y por reflexividad xax, es decir cualquier plan de consumo es
al menos tan bueno como el mismo; siguiendo con dicho razonamiento, al momento de definir
ambos planes de consumo come diferentes entre si, y que la funcién de utilidad est4 definida para
todo x, entonces quiere decir que los niveles de utilidad asociados a cada plan de consumo son
distintos. Ahora formalicemos este razonamiento. Si x>x, tendremos x>xax’, por transitividad se
infiere MI(x)CMI(x"), de tal manera que u(x)>u(x"), ahora solo resta probar que sean distintos.
Asumiendo #(x)=#(x'), con x~x’. Si observamos cuidadosamente u(x)=0 implica que x~x". Para

* M7 es un conjunto Mi{x°)={xeX:x23°}, es decir el conjunto de todas las opciones mejores o iguales que x°,
dejo a usted estimado lector, la definicion del conjunto de todas las opciones peores o iguales a x°.

“ Una demostracion mas formal seria [a siguiente: Si ¢ es un niimero real cualquiera, la imagen inversa de
[¢,—[ dada por i es carrada en X. Por consiguiente una demostracion similar se aplicaria para el intervalo J+—,

c].
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demostrarlo veamos que u(x)=0 = dMI(x)]=0, -3 x"EMI(x) > d(x")=0. Esto ocurre si x0cMI(x),
entonces tendriamos que x%x, y necesariamente x’~x. De aqui se infiere que si x>x’, entonces
u(x)=04. Concluyendo que si x>x" y u(x)=u(x")=0 no es posible.

Es necesario llegar a una contradiccion supondremos u(x)=u(x’) y sea X€ X un punto
3d(X) = u(x). Partiendo de que X € M/(X) sabemos que X>X > X'. La continuidad de las
preferencias, como hemos visto en la nota 28, asegura la existencia de un escalar suficientemente
pequeiio para determinar una combinacién convexa. Sea a&(0,1), entonces [(1 —0)X + (xx{’]Z x'

3 [(l -)¥ +ox’ ]E MI(X"). Entonces decimos:
u(x') sd[(‘l —a)x+ax°]=|(1—cc)! +ax’ - xoi

=(l-a)fx - x“i\ = (1—a)d(X) = (1 - a)u(x)

En otras palabras, u(x)<(l-aju(x) es unicamente posible si u(x)=0. Sabiendo que tal
posibilidad ya habfa sido descartada, entonces x>x' implica necesariamente que nu(x)>u(x’).
Quedando demostrado que la funcién u: R” — R representa las preferencias del consumidor.

La dltima parte de la demostracién consiste en probar que x es una funcién continua,
siguiendo la légica empleada en la prueba de Ia nota 28. Para cualquier escalar 4€R, los conjuntos

Ua*)={x e Xju(x) 2 a}, U(a™) = fx € Xju(x) < a} son cerrados.

Primero U(a*) es cerrado. Sea {x"}—+x una sucesién en X 5 u(x")2q, Va, y sea x’' un punto
ad(x')=u(x). Por insaciabilidad sabemos que habra algun x’€X, arbitrariamente préximo a ¥,
x”>x". La transitividad no conduce a que x">x. Tomande la continuidad de las preferencias
asegura que a partir de un # suficientemente grande, x”"=x?. Por tanto. #{x")zu(x")=n. Pero x* puede
tomarse tan proximo a x’ como queramos. Como x”>xY, d(x"Jau{x")zn, y por la continuidad de d{+),
obtenemos que #(x'Y=q. Teniendo asi, w(X)=u(x")=d{x")=n, puesto que x'~x=x0. Con lo que se prueba
que el conjunto U{g*) es cerrado.

Finalmente U(a) es cerrade. Nuevamente hay que considerar una sucesién {x*}—x, pero
ahora con u(x")=a. Sea x'™ ad(x'"}=u(x") para cada n. Con esto obtenemos inmediatamente que
w{x'")sa. Dado que la sucesidn osta acetada, y por ende converge a un punto x* 3n(x')<2. Conforme a
la segunda parte de la demostracién podemos afirmar que x’*~x" ¥n, y x"—=x. Tomando la sucesién
{x"} — x, por continuidad sabemos que x'~x, lo que implica que t(x")=wu(x)sa. Con lo que se
demuestra que U(a) es cerrado.

Con esto concluye la demostracion, donde se prueba la existencia de una funcién de utilidad
continua que representa las preferencias del consumidor.

SATISFACCION, DEMANDA Y GASTO

Para analizar el comportamiento del consumidor hay que hacer la siguiente reflexion. Ya
hemos modelado e! presupuesto, la utilidad y los conjuntos de consumo; ahora s610 resta modelar
la eleccion del consumidor. Debido a los desarrcllos antes mencionados, matemdticamente el
problema de la eleccion se resuelve de modoe bastante sencillo. Pero, quiero hacer algunas
consideraciones sobre lo que implica la satisfaccién de las preferencias.

Podemos resumir el problema como sigue: Dado un par precio-riqueza el i-ésimo
consumidor elegird un plan de consumo x€X, por lo que su demanda, o consumo de equilibrio
proviene de resoiver:

! En caso contrario, la transitividad de la indiferencia necesariamente implicaria que x~x’,



por Juan SHarcos Oetiz @loecs
Max u(x:)

5 &.

x; € Bi(p, wi)

Este problema puede tener solucién tunica, infinitas soluciones o simplemente no tener
solucién. Esto obedece sencillamente a la construccién del modelo, por lo que sugiero prudencia al
lector en el momento de realizar reflexiones y conclusiones sobre lo que implica la satisfaccién de
las preferencias o maximizacion de la utilidad.

Definamos ahora la demanda. Necesitamos asociar a cada par precio-riqueza un conjunto de
consumos de equilibrio, quedando definida la correspondencia Ei :R¥*! —+X,, la cual entenderemos
como correspondencia de demanda del i-ésimo consumidor, definida como: Para cada (p, w)ER],

Ei (p. w) = {x=X/x; maximiza u; sobre Bi(p, w:)}

El lema de Berge establece que la solucién de un problema de optimizacién, definido
mediante una funcién objetivo continua con un conjunio de restricciones compacto, convexo y
continuo, constituye una correspondencia hemicontinua?? superiormente.

TEOREMA DEL MAXIMO (Lema de Berge). Sea S un conjunto de R%, y sea XCR* compacto. Sea f
una correspondencia continua de S a X, #: X—+R una funcién continua, y sea E :5—+X una
correspondencia que asocia a cada 5€85, el conjunto de valores x que maximizan u sobre f(s). La
correspondencta & es hemicontinua superiormente en 5, Ademas, la funcién v(s)=(x) para xCE(s)
es continua.

Para probar lo anterior partimos de que X es compacto. Sea {s"}cS una sucesién que
converge a s°, y {s"}C5 una sucesién que converge a $° tales que ¥n, x* e§(s"). Dado que ¥n
tenemos x* (s") y  es hemicontinua superiormente, se tiene que x°cf(s°). Por otra parte, sea z un
punto arbitrario de B(s°); dado B es hemicontinua inferiormente, existe una sucesién {z°}eX que
converge a z 3vn, zreB(s"). Entonces, ¥n se verifica u(x")2u{z"), esto se desprende de que x©
maximiza ¥ sobre B(s"), y en el limite tenemos u(x°}zu(z), ya que se verifica la desigualdad para
todo zef(s¥), queda probado que x°c&(s°).

Sea {s"}—s°con xnek(s") Vn. Dado que X es compacto, podemos decir que{x*}-x°cX. De
esto obtenemos que v(s")=u(x"). Sabiendo que u es continua, y aplicando el mismo razonamiento
anterior se concluye que v(s")=#{x"}=>u{x°)=v(s’).

Aqui aparece un resultado importante relative a la correspondencia de demanda y dice: Sea
XcR* compacto y convexo, y sea (p°, w°)eRF7? 33 X’ =X con p°x<m°. Sea u una funcién de utilidad
continua => que la correspondencia £ es no vacia y hemicontinua superiormente en (p°, m°). Para
probar la anterior proposicién debemos recordar que por construccién el conjunto presupuestal es
no vacio. Debido a que hemos tomade X compacto, por Weierstrass se garantiza que u posee un
maximo en Bi(p, w) ..Ei (p°, w*)=D. Si a esto ahadimos que al existir un X€X > p°x'< m°, la
proposicién nos garantiza que la correspondericia fij es continua en (p°, m°). Por lo que el teorema
del maximo nos proporciona el resuitado que buscamos*.

* Hemicontinuidad.- Seay : X->¥ una correspondencia con vajores compactos. ¥ es hemicontinua
superiormente en el punto xeX ¢ para cada sucesion {1°}—x, {¥"} >y con y'ey(x) ¥y se verifica que
yey(x).

Una correspondencia v : X—Y es hemicontinua superiormente en 1€X <> para cada yey(x) y cada sucesion
§x"}—x se puede encontrar una suceston {y' ) —y con y'ey(x") vv.

“ Aqui aparece un corolario interesante. Sea X;cR' no vacio, compacto y convexo, y sea (p, w)eR" 33
x’€X can px’<av;. Sea u; una funcion de utilidad continua y cuasi-concava. Entonces, si la correspondencia de
demanda £, es hemicontinua superiormente en (p, w;), con valores no vacios, compactos y convexos y
estrictamente cuasi-concava, entonces £; es una funcion continua.
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Revisemas lo que tenemos hasta aqui. Hemos definido el conjunto de eleccion de
consumidor, el cual esta restringido al ortante positivo mas no acotado superiormente. De aqui se
infiere que el consumidor valora al ocio sobre el trabajo, cuando se demanda mas ocio que trabajo
se demanda mas trabajo de otros, pero Arrow y Hahn (1971, 4.1) hacen una disertacién mis precisa
y elegante, y realmente no es mi propésito detenerme tantc en este punto. Hemos también
formulado el problema del éptimo del consumidor en un programa P; por la construcciéon de dicho
programa garantizamos que tenga solucién, y que la funcion de demanda sea continua. Ahora
encontremos la solucién. Consideremos el programa

Max u(x:)
5. a.
px<w
x20

Se aprecia claramente que se busca maximizar una funcién diferenciable, sujeta a una
restriccion lireal y una restriccién de no negatividad. El conjunto de oportunidades queda definido
Y es convexo, posee interior no vacio y es compacto. Aplicando las condiciones de 6phimo,
podemos ver que la solucién de P esta dada por: '

Ju(x)

ZAY _ap <0

(a) o, Ap,

(b)[a”(x) - M,} =0
Ox,

DAMw—-px)=0

Por construccion del programa V x<R* 3 un j 361{(!% > 0 queda satisfecha de modo
/ -

4
automdbco la condicién suficiente,

Si x* es la solucién del programa F, y es dnica, tal solucién es una funcion de los parimetros
(p, u") de los que depende. Quedando ast:

x*=x(p, )

La cual entenderemos como la funcién de demanda marshalliana, ella nos dice c6mo va a
variar la senda de consumos éptimos del consumidor, cuando cambian los precios y su riqueza. La
funcion de demanda es homogénea de grado cere en (p, @), lo que se debe interpretar como que el
plan de consumo elegido depende iinicamente de los precios relativos y del ingreso real.

Podemos definir ahora la funcién de utilidad indirecta v : R¥*!— R, para cada (p, w)eR™!,

o(p, w)={Max u(x) / pxsu }

La funcién de utilidad nos dice cudl es la maxima utilidad que se puede alcanzar, para cada
par (p, w), teniendo

o(p, w)=u(x")=u(fip, w))
Ahora planteemos el dual del programa P como
Min px
s. a.

u(x)=u®
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par Juan Marcos Grtiz Oloera

Por construccion este problema posee solucion dnica, x*, que depende de los pardmetros p y
it, esto aparece porque la funcion objetivo es lineal y la restriccion define un conjunto estrictamente
convexo y compacto. Esto lo podemos plantear

x*=h(p, n}
Obteniendo asi la funcién de demanda hicksiana, o funcién de demanda compensada, Esta

funcion nos dice cémo variara el consumo 6ptimo al modificarse los precios y el nivel de utilidad
es toimado como referencia.

Es necesario definir la funcion de gasto, e: R*R—R, para cada (p, u®)eR*xR
e(p, u°)={Min px sujeto a :u(x) > 11°}

la funcion de gasto nos da el gasto minimo requerido para lograr al menos el nivel de
utilidad # cuando prevalecen los precios p. dada la construccién tenemos:

e(p, 1°) = ph (p, 1)
Las propiedades de la funcién de gasto son:
a) Es continua
b} Es homogénea de grado uno en p.
<} Es no decreciente en p, y estrictamente creciente en 1.
d) Es concava en p.
Para probar hay que considerar:

{a) La continuidad se obtiene por Berge. (b} Sea x* la solucién para (p, #°) y asumiendo que e
no es homogénea de grado uno. Sea entonces X' la solucion del problema de minimizacién del
gasto para (ap, #°), lo que implica que apx’ = e(ap, #°). Debido a que la solucién es inica
lendremos que apx’ <apx*; pero esto implica que px’'<px*, con lo que x* no seria la solucién para {p,
#°). (¢) Sean x, ¥ las soluciones para minimizar el gasto para p, p’. Asumiendo que p'>p;
tendriamos p’x"zp°x’, y p°x2p°x®: Siendo x° minimizador del gasto a los precios p°. Sean ahora x°,
x las soluciones minimizadoras del gasto para #°, #' con ¥>n°. Dado que el conjunto de
oportunidades definido por i’ estia contenide en el definido por #°, e{p, u°}<e(p, #’). Debido a que
las soluciones son iinicas la desigualdad resulta estricta. (d) Sean (p, x), {p’, x) dos pares precio-
consumo, en los que x, X’ son las combinaciones minimizadoras de gasto para (p, «7), (p’, ¥°),
respectivamente, y sea p”"=Ap+(1-A)p’, A€[0,1]. Tenemos que e(p”, u®)=p”'x'=apx ' +(1-A)p'x". Por
construccion sabemos que px"2e(p, u°) y p'x2e(p’, 1°) “e(p”, uT)2he(p, ¢°)+(1-Ne(p’, #°) lo que
prucba la concavidad de e(p, u) en p.

Lo importante aqui es que la continuidad de la funcién de gasto, asegura que al subir el
precio de la mercancia el gasto no disminuird; pero, la concavidad de ¢ implica que el gasto lo hara
de una manera decreciente. Simplemente se sustituird.

Hemos obtenido hasta el momento, varios conceptos importantes. Primero la funcion
indirecta de utilidad, la cual derivamos de la funcién de demanda marshalliana, y de igual modo
obtuvimos la funcién de gasto a partir de la funcién de demanda hicksiana. Ahora es pertinente
revisar algunas relaciones reciprocas entre estas funciones, ¢l lema de Shepard, la identidad de Roy
y la ecuacion de Slutsky.

IDENTIDAD DE ROY.- Si la funcion de utilidad « satisface la insaciabilidad local, y si 1a funcién
de utilidad 1 y ]a funcién de demanda son continuas y diferenciables en algian punto (p, w)>0, x(p,
w)>0. Entonces en dicho punto
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ov(p.w)
Bp
xj(p,w)=— Bv( donde =12,
3w

en forma vectoria! tendriamos

V vip,w
pow) =2 (p r )
(p,w)/ow

Por el teorema de la envolvente

* Teorema de la envolvente.- Suponga que a= ap ¥ €l problema tiene un punto solucién x;=x{a,) que es un
punto regular de 1as restricciones. Siendo A, As,..., Ay los multiplicadores de Lagrange. Definiendo el
Lagragiano '

L(x,a)= f(x,a)- ikihj(x. a)

i=l

entonces

iVI _ OL(x,a)
dal, (3717,

dg

Para probar tenemos la igualdad
hi(x(e), 2)=0 con i=1,.., |

Derivando respecto a tenemos
JX(a) ohy(x(u),a) -0
Ou

Multiplicando Ia i-€sima ecuacién por A; y sumando, tenemos en g

dx(a ah X,.d, )
Z"'V h(xy.a,)- ( 0 A; "("0—0'
1ml Oa

En a, también tenemos por las condiciones de primer orden

Vo f(xg2)~ S AV hi(x.,) =0

i=l

Sy (x(a).a)-

=0

Sabemos que por definicion
V(@)=fix(a), a)
Luego entonces
dV(a) JX(a) L Y xa)a)

T V. f(x(a).a)- 2
Y finalmente sustituyendo obtenemos

WY 5nte) _$y ko)

dal, da ' (74}

_ OL(xq,49)
Ou
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ov(p, w)
T =—hx,(p.w)
ov(p.w) _ 5
ow

LEMA DE SHEPARD.- Si la funcion de gasto es diferenciable en (p, #), enlonces
Oe(p.u)
b)

P,

h_j (p.u)= donde j=1,2,.., n.

en su forma veclorial
h(p, u)=Ve(p, 1)
Sea x* un vector que minimiza la funcién de gasto en (p*, *); sea
Hp.u*)=e(p,u*)-px*

Por definicion e(p, 1*) es el gasto minimo requerido para obtener u*, asi que tenemos #i(p,
1*)<0 ¥p. Sin embargo, i(p*, u*) y entonces se maximiza en #*, Esto conduce a que

_ Okp.u*) _de(prut)

0 ;
ap, p;

quedando demostrado.

ECUACION DE SLUTSKY.- Si las funciones de demanda marshalliana y hicksiana son bien
definidas, continuas y diferenciables, entonces p>0, x>0,

x,(p.r) _ Oh,(p.u) _ &, (p.r)
op; op; or

'xj(p'r)

donde w =v(p, V)
Si derivamos it{p, n)y=x(p, £(p, 1) nos conduce a que
oh(p.u) _ox(p.r) Ox(p.r) Oep.u)
op, p, or dp,

Y por el lema de Shepard el términe de(p, u)/dp; es justamente xj.

Como se aprecia la ecuacién de Slutsky descompone los cambios en la demanda causado por
un cambio en precios en dos efectos: un efecto sustitucién y un efecto ingreso. El efecto sustitucion
es el cambio en Ja demanda hicksiana debido al cambio en los precios relativos. El efecto ingreso es
el cambio en la demanda marshalliana debido a un cambio efectivo en el ingreso causado por el
cambio en el precio. Ahora extendamos este razonamiento. Los efectos sustitucién se miden por las
derivadas parciales
_ oh,(p,u)

dp;

¥

y nos referiremos a ellos como los términos de sustitucién. Por lo que la matriz de términos
de sustitucion de nxn es:
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oh(p,u)
ap,;

S=

Que es la matriz de Slutsky. Las propiedades se plantean en la siguiente proposicion:

Si los términos de sustitucion existen y son continuos. La matriz de Slutsky es simétrica y
semidefinida negativa.

Por definici6n sabemos que
e(p, uy=phip, u)
Ya que /1 es continua y diferenciable, tenemos
de(p, u) & Oh(p.u)
o p— — h‘_(p,u)+Zp_’_ CALSRG
api 5= api

Esto mueshra que la funcién de gasto es continua y diferenciable y, por lo tanto por lema de

Shepard

Oe(p,u)

hi(p-u) = ap

obteniendo
oh(p.u) _ 3elp.u)
dp, 9p,0p,

de lo que se infiere que la matriz de Slutsky es simétrica. Porque la funcién de gasto es
céncava en precios tenemos que debido a que la funcion de gasto tiene segundas derivadas
parciales y el conjunto de consumo es convexo conteniendo puntos interiores, la concavidad de la
funcién de gasto estard definida si y solo si la matriz Hessiana H(x) es semidefinida negativa en
cada punto x que pertenezca al conjunto de consumo.

Con esto concluimos el andlisis de la primera etapa de la conducta del consumidor, donde
hemos planteado l2 axiomatica necesaria para poder analizar y explicar el comportamiento de los
individuos de modo formal. 56lo resta decir que este andlisis es tan poderoso que nos permite,
haciendo algunas modificaciones, claro esta; plantear problemas y responder inquietudes en casos
particulares. En las lineas anteriores se han planteado definiciones, axiomas, nociones comunes y
teoremas que nos permiten analizar, a modo de radiografia, todo lo que yace detras del
comportamiento del individuo. Hemos analizado como asigna sus recursos escasos buscando un
mayor nivel de vida, es decir, mayor satisfaccion. La eleccion genera el movimiento de la actividad
econémica. Hemos mostrado que los gustos v la riqueza son determinantes fundamentales de [a
conducta del consumidor, y por ende en la demanda de los bienes y servicios. Cuando analizamos
la optimizacién del consumidor dejamos al descubierto su racionalidad. Hemos demostrado que su
gasto depende de sus niveles de satisfaccion alcanzados. Aiin y después de lodo eslo aiin
permanece nuestro estudio sin considerar al tiempo. Para entender donde se encuentra la
naturaleza del ahorro, hay que entender porqué se elige entre consumir hoy o mafiana, y cémo se
entiende el no conocer que sucedera manana. El ahorre tiene la mismas bases que la eleccién,
simplemente requiere comprender como discierne el individuo sobre posibitidades, oportunidades
y su entorno. Para entender porqué se ahorra debemos entender porqué estamos dispuestos a
sacrificar ingreso y consumo hoy para ejercerlo manana, asi es de simple. Pero para arribar a tal
nivel de simplicidad debemos analizar como se elige en el tempo. Seguniremos estudiando un
consumidor que elige las mejores canastas considerando su riqueza, pero ahora debe elegir como
asignard su consumo en e tiempo, administrando su riqueza y el riesgo.

20



“Afrrra”
por Juan Marrvs Octiz Blvers

TIEMPO, AHORRO E INCERTIDUMBRE

Aqui quiero plantear uno de los motivos fundamentales de la presente indagacién, la génesis
de la decisién para elegir entre periodos. En la bisqueda de una definicién béasica, donde se
reflejase mi idea inicial, encontré un planteamiento que explica mi idea mejor de lo que yo hubiese
podido haber imaginado; [..nuestra condicién ltumans, que es enemiga de cualquier infinitud. Se opone a
ello nuestro eternnmente insuificiente conocimiento del futuro; y ello se llama, en un caso, esperanza y en el
otro incertidumbre del mafiana.]*. Definitivamente nuestra percepcion del futuro depende de nuestra
nivel de informacién. El primer problema que pienso atacar es como interpretamos la idea del
futuro para la toma de decisiones econémicas. En otras palabras, como se determina el ahorro y el
consumo a través del tiempo. Arrow y Hahn% hacen una precision que es importante; proponen
que los bienes pueden ser diferenciados en el tiempo, en el espacio o en ambos, aun y cuando sean
fisicamente idénticos. De esta afirmacion se infiere claramente que el equilibrio se da en el espacio
o en el tiempo, y de hecho se da en ambos. Aquf hablamos de una economia espacio-temporal, es
decir extenderemos nuestro experimento mental en el tiempo, donde habrd mercados diferentes
para bienes en momentoes diferentes. Lo anterior implica que un mercado para un bien que serd
entregado en algiin momento futuro sera entendido como un mercado de futuros. Si tomdsemos la
nocién pura, todos los mercados corrientes y de futuros operan en el presente, indicariamos que
una vez ejecutadas las transacciones, no habra necesidad de mas mercados dado que ya habrin
contratado todas las transacciones futuras. Una de las implicaciones légicas de la eleccién
intertemporal indica que la produccién necesita tiempo; y la relacién existente entre ahocro y
produccion serd estudiada en el siguiente capitulo.

Imaginemos que existe incertidumbre en cuanto a las dotaciones y la produccién. Esto es
facil si definimos que las dotaciones vy las posibilidades de produccién dependen de los estados
naturaleza. Entenderemos estado naturaleza como aquella descripcién tan completa y detallada
que, de ser acertada, definird completamente todas las dotaciones y posibilidades de produccion. Si
existiera un numero muy grande, pero finito de estados naturaleza, podemos describir la dotacitén

del agente It por los nimeros X, , lo que se leerd como la cantidad de bien i poseido por el agente

h-ésimo si ocurre el estado naturaleza s. Por otro lado, tendremos que un vector de produccién
viable para la empresa f dependerd a su vez del estado naturaleza. Entonces sea ys un vector de
produccién viable para la empresa f si ocurre el estado s. Construyendo las dotaciones y las
posibilidades de produccién por vectores cuyos elementos varian con los bienes y el estado
naturaleza. Entendido lo anterior, se aprecia claramente que las dotaciones y las posibilidades de
produccién dependen del estado naturaleza, entonces la factibilidad de cualquier asignacién
dependerd necesariamente del estado naturaleza, por lo que las decisiones de consumo debersn
variar en ese sentido. Entendamos lo anterior; un vector de consumo, x», deberd estar conformado

por dimensiones que conformen a las de X, e y; , en otras palabras, sus componentes deberin

escribirse X, . Esto arroja como conclusién que para un estado de naturaleza dado, la factibilidad

es lo suficientemente flexible para que los compromisos de produccién y consumo se puedan
satisfacer en todo momento.

En este momento es facil de ver que el orden de preferencias en el modelo extendido debe
contener elementos de juicio sobre las probabilidades de los posibles estados naturaleza, aunados
elementos de evaluacion de los gustos y preferencias. Esto implica entender a un vector de
consumo como una secuencia de los vectores de consumo, uno por cada estade naturaleza. Si
descomponemos la funcién de utilidad de las asignaciones en elementos de creencia y gusto
necesariamente nos conduce a la hipétesis de la utilidad esperada de Bernoulli. Esta hipétesis dice
que el orden de las preferencias en los consumos de la forma x» = (Xu1,...Xns, ...) puede representarse
por una funcion de utilidad de la forma

* Levi, Primo “ Si esto es un hombre”, Coleccion Raices, biblioteca de cultura Judia. Editorial, Editor,
Buenos Aires, Argentina 1988, pagina 17.
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E“muh(xm)

donde nr20, todo s, m>0, algin s. De ahi se infiere, sin pérdida de generalidad en algan
momento que
Z;rhs =1

De ahf que axs deba interpretarse como la probabilidad de s vista por el agente h-ésimo, Lix
es una funcién que refleja tanto las necesidades como los gustos, incluyendo los gustos o aversion
por el riesgo, de igual modo que representa los gustos por elecciones entre bienes y servicios.

Imaginemos ahora que consideramos la adquisicion de un bien que recibiremos manana.
Sabiendo que existen S estados naturaleza posibles y, conoceremos el estado hasta mafana. Para
resolver esto es menester entender el concepto de bienes estado-indexados. Pensemos en un bien
disponible cuando ¢l estado 51 ocurre, lo consideraremos diferente de uno fisicamente idéntico pero
que estd disponible cuando ocurre 5;. Indexarlos bienes a los estados es anilogo a indexarlos al
tiempo. Cuando consideramos la posible adquisicién de un bien estado indexado, se debe decidir
que se desearia pagar cierto precio por un acuerdo de que el bien sea entregado si v s6lo si ocurre
el estado, si no ocurre simplemente no se recibe nada. Este acuerdo podria costar menos que Ja

compra abierta del bien. Aquellos acuerdos que dependen del estado y su ocurrencia se denominan
acuerdos contingentes.

Ahora pensemos que existe un bien fisico sencillo y 5 estados posibles. Ei consumidor posee
actuaimente x=(x),...,xs) de donde x; corresponde al monto de bien disponible si el estado s ocurre.
El orden de preferencias describe las preferencias del consumidor antes de que se revele el estado.
Es decir es un orden de preferencias de contingent claims?” para un bien fisico. Sigamos trabajando
con la canasta de contingent claims, Imaginemos que se ofrecen dos proposiciones simétricas que
modificaria x por z. En una proposiciones ofrece x+z y en la otra se ofrece x-z. Los vectores x+z y x-
z son factibles. Debemos saber que z tiene componentes tanto positivos y negativos, lo que
involucra algo de riesgo en las proposiciones porque se renuncia a algunos de los beneficios en
algunos estados por ganancias en otros. Entonces diremos que una relacién de preferencias es
adversa al riesgo en x si no existe z tal que las proposiciones x+z y x-z son ambas estrictamente

preferidas a x. Para generalizar, tenemas m bienes fisicos y § estados. Sea 2 = R™ el conjunto de

todas Ias canasias estado contingenies no negativas, con orden de preferencias definido sobre &l
Decimos que una relacion de preferencias es adversa al riesgo en x€( si Vz ax+z, x-z (1 las
canastas no son ambas estrictamente preferidas a x. Si la relacién de preferencias es adversa al
riesga en xef}, se dice que es adversa en cualquier punto o simplemente adversa al riesgo. De lo

anterior tenemos la siguiente proposicion, que desarrollaremos con mayor profundidad mads
adelante, dice:

Una relacion de preferencins es adversa al riesgo <> es convexa.

Sean x, x+2, x-z. (), si tenemos
| |
X=—(x+Z)+—{(x—-2)
2 2

x es el punto medio entre los dos puntos, y este punto serd siempre preferido a alguno de los
puntos finales si y s6lo si la relacién de preferencias es convexa.

Debemos entender ahora que los objetos de eleccién seran sendas de consumos en el tiempo.
De igual modo que en el caso estatico, el consumidor tiene preferencias sobre tales sendas de

:: Arrow J. Kenneth, F. H. Hahn “Analisis general competitive” Fondo de culiura econdmica, México 1977
Me disculpo pero no tengo palabra es Castellano para emplearia, pero la idea se entiende con la explicacion.
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consumao, y satisfacen las condiciones que hemos explicado con anterioridad. Esto nos conduce a
buscar una representacién conveniente de las preferencias individuales, donde se puedan expresar
por el valor esperade de una funcién de utilidad definida sobre los bienes, no sobre los bienes
estado indexados. La idea que vace en el desarrollo de la utilidad esperada es simplemente
expandir el dominio de los objetos de eleccién, y lo haremos de bienes a loterias.

Para describir v analizar ef conjunto de elecciones que enfrenta el consumidor pensaremos
en términos de loterfas, primero de un modo sencillo para después ir formalizando cada definicién
y cada término que utilizaremos. Denotaremos una loteria por px®(1-p)y®. Los premios que
recibird el consumidor pueden ser desde dinero, canastas de bienes, hasta ioterfas posteriores.
Hacemos utilizacién de las loterias dado que es muy cémodo como y nos facilita el trabajo con
situaciones de incertidumbre y comportamiento bajo riesgo.

Sabemos que existe un conjunto de estados naturaleza, que es finito, v excluyente, ademés
dichos estados naturaleza estan fuera del control del consumidor. Supenemos que cf agente conoce
la probabilidad de la variable y cuya realizacién determina el estado naturaleza que prevalecera.
Entonces, sea 5= { si,..., si} el conjunto de estado naturaleza y denotaremos por a; la probabilidad
del suceso s, con a; €[0,1]. De lo cual se sigue:

(a) Prob(s; U s¢) = mj+m,
(b) Prob (s5;MNs) =90

© .7

Sea z = (zy,..., 1) el conjunto de posibles resultados asociados a la opcidn s, dependiendo de
los eslados naturaleza que puedan acontecer. En este sentido podemos pensar que cada z es un
elemento de R, de modo que zERX Sea a=(w1, ..., m) el vector que expresa la distribucion de
probabilidad de los sucesos 5i,..., si. Entonces, podemos escribir los resultados asociados a la opcion
$ COMO:

L=(z n)

La expresion anterior nos indica que al tomar {a decisiéon s obtendremos z; si ocurre ey, o que
sucederd con probabilidad 1 y asi sucesivamente. Esta es 1a forma en que se debe de escribir a los
elementos del conjunto de eleccidn, va que aungue solo ocurre uno y solamente uno de los sucesos,
el agente tiene que decidir antes de saber cudl de ellos ocurrird. Es clare que tal presentacion
implica necesariamente que elegir entre opciones significa ahora elegir entre conjuntos de
consecuencias posibles con distintas probabilidades. Aqui ya somos capaces de definir de modo
formal los objetos de eleccién de nuestro problema.

Sea z € Z un vector de posibles resuitados condicionados a la ocurrencia de los sucesos s,,..,
sk, cuya distribucion de probabilidad aparece descrita por el vector a€ER" con Z:-:nf =1.

Denominaremos loteria al par {z, n} que describe los posibles resultados derivados de elegir un
vector de consecuencias z, con sus respectivas probabilidades.

Lo que hemos hecho hasta aqui es formular el problema de eleccién bajo incertidumbre
como un problema de eleccién entre loterias. Ahora el espacio de loterias sera designado por L, que
a partir de este momento serd nuestro conjunto de eleccién, sole resta definir adecuada y
precisamente el espacio de eleccién con la posibilidad de resuitados que contenga otras loterias, es
decir la definicién de una loteria compuesta. )

* Entenderemos la notacion como “El consumidor recibe el premio x con probabilidad p y premio y con
probabilidad (1-p)".
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Dadas dos loterfas M=(z, x), N =(z’, &) ¥ un namero real o € [0, 1], definimos una loteria
compuesta como una nueva loteria L, cuyos resultados son la loteria M con probabilidad «, y la
loteria N con probabilidad {1 - «}.

Para entender y manejar de modo conveniente las nuevas definiciones debemos explicar el
operador & el cual nos ayudara a describir una operacién de composicion de loterias. Siendo esto,
decimos que dados M, N y o en la definicién que hemos planteado anteriormente, escribimos la
loteria compuesta L como sigue:

L = aM@(1-)N

Es necesario entender al operador @ de composicién de loterias como el que define una
operacién interna sobre el conjunto [; en otras palabras, ¥ 0s[0, 1], y para cualquier par de loterias
M, N e L, tenemos que: aM®(1-a)N € L. Podemos identificar que el operador tiene las siguiente
propiedades: VM, N, Qe L,y Vo, Bel0, 1}:

i, aMO(I-aN = (1-0)NSaM.

ii. M=1M®ON.

iii. aM®(1-)M = M.

iv. afBMS(1 - B)SNIS(1-a)Q=oBMBa(l-B)NS(1- 0)Q.
p. (a+BIME(1-a-BIN = aMB[BME(1-c-B)N].

Razonemos éstas lineas. Con aM®{1-a)N € L queremos indicar que una loteria compuesta es
una loteria en si misma. Con los asertos siguientes establecemos las propiedades operativas del
operador de composicién. La primera nos indica, al igual que los ndmeros reales, que e orden en
que se escriba la composicidn de loterias no es relevante. La siguiente propiedad nos indica que
una ioteria M puede ser interpretada como la composicion de esta Joteria con probabilidad 1, y otra
cuajquiera con probabilidad 0. La tercera propiedad sugiere la composicién de M consigo misma es
M, cualesquiera que sean las probabilidades asociadas. Las tltimas dos propiedades describen las
leyes asociativas y distributivas de ®. Gracias a ellas podemos establecer cadenas de composiciones
de loterias, lo cual facilita la representacién de las mismas. Entonces la cuarta propiedad nos
explica como expresar la composicion de loterfas simples. La quinta y dltima propiedad nos
permite descomponer a nuesira mejor conveniencia las probabilidades que ponderan las {oterias.
Como podemos ver tales caracteristicas nos proporciona una gran flexibilidad a la hora de describir
las loteriasi®,

Ahora si podemos representar ef probiema de eleccién bajo incertidumbre. Sabemos que el
agente se enfrenta a una serie de opciones que generan diversos resultados en funcién del estado
naturaleza prevaleciente. La racionalidad de la eleccién consistira en elegir aquella accién que lleve
aparejados los mejores resultados posibles, hasta aquf los fundamentos de la naturaleza de fa
eleccién permanecen intactos, como se puede ver. El agente tiene un orden de preferencia sobre las
loterias, buscamos que tal orden de preferencias sea representabie por una funcién de utilidad,
para con ello resolverlo como ia maximizacién de la utilidad sobre el espacio de las loterias
disponibles. La diferencia que se observa con el caso con certidumbre es en el siguiente sentido. Si
L = aM®(1-a)N es una loteria, pudiese aparecer que la valoracion de la utilidad dependiera de M,
de N, asi como de las probabilidades respectivas; escribiéndolo de otro modo seria U(L)=F[LI(M),
L(N}, o}. Queda claro que las variables son de naturaleza diferente, o es claramente una magnitud

¥ Solo resta hacer unas consideraciones finales, teniendo como conclusion importante, cualquier foteria simple
puede expresarse como una loteria compuesta y viceversa. Pero a su vez, un suceso ciento puede expresarse
como una loteria, en este caso degenerada, y toda foteria puede entenderse como una composicion de loterias
consistentes en sucesos ciertos. Entonces, designamos C el conjunto de sucesos ciertos, tendremos C < /..
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importante, a diferencia de las utilidades, las cuales son representaciones numéricas de una
relacion de orden.

La forma funcional que utilizaremos es 1a propuesta por von Neumann y Morgensten, la
cual dice que Ia funcion de utilidad esperada es la siguiente:

UL} = al(M)+ (1-ogLi(N)

La expresion anterior dice que la utilidad de una loteria es el valor esperado de la utilidad,
de otra forma seria, fa combinacién convexa de los resultados alternativos cuyos coeficientes de
ponderacién son las respectivas probabilidades.

Es pertinente plantear las propiedades de las preferencias sobre las loterias. Sea la relacion >
el orden de preferencias sobre el espacio de loterias L,

¢ Ordenacién.- La refacién 2 es un orden completo. Esto implica que 2 es una relacién
binaria reflexiva, transitiva y completa.

¢ Continuidad.- M, N, QeL. Los conjuntos {aell,0]/QzaME&(1-a)N, {ac[1,0}/aM&(]1-
aNzQ} son cerrados en §1,0].

¢ Independencia.- M, N, QeL y Yae[l, 0. M~NoaMS(1-0)Q~aNS(1-u)).

Explicando lo anterior. La primer propiedad nos dice que cualquier agente es capaz de
comparar cualquier par de loterias®. La siguiente propiedad nos sefiala que cambios en las
probabilidades ne modifican {a ordenacién entre cualquier par de loterias dado. Por ultimo, la
independencia nos dice que si dos loterias son indiferentes entre si, también lo serin aquelias
combinaciones convexas de ellas con una tercera. Si ocurre asi, la ordenacién de dos loterias
cualesquiera no se ve alterada por la combinacién de una tercera.

Las propiedades anteriores nos dan los axiomas bajo los cuales se basa la existencia de una
funcién de utilidad esperada. Formularé una demostracion de la existencia de la funcién de
utitidad esperada, adaptada de la desarroilada por Viilar'. Primero, para simplificar
imaginaremos que el espacio de loterfas contiene una loteria mejor L* y una loteria peor L, donde
VLeL se cumple L*>L>L". Entonces construyamos un aserto donde se defina la cardinalidad sobre
L. Basado en lo anterior tenemos:

3L, L- el 3vliel se cumple L*>L>L-,

Ahora; si el operador de composicion de loterias define operaciones internas en el espacio de
loterias, y la relacion de preferencias es ordenada y continua. Sean M, NeL 3M>N. Definiendo L(M,
N={Q<L| M2Q>N}. Decimos que YQeL(M, N) Jac[C, 1] >Q~aMB(1-a)N. Ademdss si M>Q>N,
entonces O<a<l.

Consideremos
T={ael0, 1] Q2aM(1-a)N}
S$={ac(0, 1] kM(1-)N=Q}

Son conjuntos no vacies, porque GeT y 1€S5, y cerrados por la continuidad de las
preferencias. Aunado a esto, la ordenacién de las preferencias implica que TUS=[0, 1], que es
compacto y convexo, por lo gue debe ocurric que TnS#C. Entonces 3ueTnS 3 Q~aM@(1-aN.
Entonces obtenemos que si M>() ma<l, y si O>N =a>0.

Ahora construyamos otra proposicion. Si se cumplen las caracteristicas de} operador &, si las
preferencias sobre L estin ordenadas, son continuas, e independientes. Sean M, NeL 3 que M>N.

* Aqui sabemos que e! agente tiene definidas sus preferencias sobre el espacio de consecuencias.
*! L a cual se basa en una realizada por Hersein y Milnot
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= Voae(@, 1) se verifica M>aM®(1-g)N>N. Para probar ésta proposicién por contradiccion
supondremos que M>aMR(1-a)N>N con as(0, 1). Debido a que la proposicion nos asegura la
existencia de un uc{0, 1] >

MpujaM(1-N®I-uN=(cpMS(1-ou)N

Por lo que, sea ahora T'={ne[b, 1] |M~[uuM®{]-au)N}} Y sea pe €l minimo de este conjunto.
Por definiciéon tenemos que, po<tt, VYueT , con >0, Por la independencia de las preferencias
aplicada a la relacion M ~jopM®E(1- ap.)N] escribimos

aMB(1-a)N~oap MR(1-ap NS (T-a)N

de fo que resulta, después de hacer operaciones, (e IMEO(I-c?pIN2M>N. Por la
proposicidén anterior aseguramos la existencia de un 1 ¢[0,1} 3

Mo MS(1-02U NS (F-LIN=(A02u JME(1- Aoy N
oo Aa?u €T, y sin embargo Aa?y, >u., — la definicion de p .72

El paso siguiente es que bajo las caracteristicas del operader &, si las preferencias sobre L
estan ordenadas, son continuas, e independientes, scan M, NecL, con M>N, y sean ¢, B0, 1}, =
a>f < aMRS(1-a)N>BME(1-8)N. Es decir, buscamos monotonia.

{=>} El caso mas simple es a=1, p=0 que se cumple de modo trivial. Ahora, si tenemos
a=1>B>0, [a proposicion anterior nos indica que M>BME(1-f}N. De modo andlogo si tenemos,
1<a<fB=0, {a proposicién nos dice que aM@(1-qg}N>N. Pero imaginemos que tenemos I>a>p>0,

afiadamos que tenemos { < E‘(l la proposicién nos dice que aMQ(1-a)N>N, aplicando |a
o

proposicion tendremos que
aM® -V > Parr @0 —a)]@(}~ §]N =BM @ (1-B)N
o o

(<2) Si imaginamos aM®(1-a)N>BMB(1-B)N debe cumplir que a#p. Ahora bien, st a<p la
implicacién {=>} nos dirige a una contradiccion .. o>p.

Ahora afadamos otra preposicidon. Bajo las caracteristicas del operador ®, si las preferencias
sobre L estin ordenadas, son continuas, e independientes, y si {.*>[-, entonces existe un inico acfo,
1] al~aL*®(1-a)l-. Por fa primer proposicién de ésta demostracién aseguramos que exista un o.efd,
1] st~al*®(1-a)l- VLel, y ia tercera proposicién garantiza la unicidad de dicho a. Ahora
extendamos 2 proposicion.

Bajo las caracteristicas del operador &, v si las preferencias sobre L estin ordenadas, son
continuas e independientes y poseen cardinalidad. Sea U: LR dada por U(l}=a, donde a es tal
que L~al+@®(1-a)l- VQ, Lel, la funcisn definida cumple.

LO> L U(Q)>U(L)
i U(aQR(1-a)L)=ali(Q)+(1-o)U(L)

Si L*~L- U{L} evaluada para cualquier valor constante en el intervaio [0, 1] verifica ambas
propiedades. Ahora si L*>L-, la proposicién de la unicidad de a garantiza que la funcién esta bien
construida, ya que o es gnico. Sean {}, Lel. Por la definicién de U y por la tercer proposicién
sabemos que (J>L si y sélo si:

*? Para probar la relacion aA&(1-o)N>N debemos hacer lo mismo, solo se debe asumir lo contrario y llegar
nuevamente a una contradiccién, dejo al lector la libertad de realizar tal prueba.

26



pot Juan cﬁarws ®rtiz Blirecs
H(QL@1-U@QIL>U(L)L@[1-U(L)IL-=U(Q)>U(L)

Revisando el caso trivial, es decir =0, 0 a=1 se cumple:
UlaQ@(1-a)L]=al(Q)+(1-a}i(L)

Ahora, si 0<a<l, y definiendo Z=0Q®{1-)L. Por la continuidad de las preferencias sobre L,
podemos escribir

Z~a(LKQ)L*Q1-L(Q) LR - )(U(L)L* S 1-LI(L) )L
=[alKQy+ (1)UL ([ 1-U(Q)+ (1) [1-LHD) L

Si consideramos ahora que L(Z)=1, con A¢[0, 1] y es tal que Z~AL*@(1-A)L~. Debido a que U
es funcién tenemos A={all{(Q)+{1-a)Li(L)], de otro modo U{(Zy=ali{(Q)+(1-c}U(L). Con esto pademos
construir un teorema que resuma lo desarroilado hasta este punto.

TEOREMA.- Bajo las caracteristicas del operador de loterias ®, y de la cardinalidad de las
loterias, la ordenaci6n, la continuidad e independencia de las preferencias sobre L se cumplen < 3
una funcién LEL—R 3VM, NeL, se verifica

i. Mz2N o U(M)zLI(N).
Hvae[0, 1}, WM (1-a)N)=a (M {1-a)LI(N).
Ademis U es unica, salvo transformaciones lineales afines.®

La proposicién donde encontramos monotonia asegura que tal funcion existe y que posee las
propiedades indicadas. Entonces teniendo U: LR que verifica i, ii. Por propiedades de los
niimeros reales la ordenacitn se deriva de { de modo trivial. Pero ademds, dadas cualesquiera dos
loterias, Q, LeL v un escalar arbitrario k perteneciente al intervalo [0, 1} los conjuntos:

{ael0, 13 ald(Q)+(1-a)U(L)=k}
{oe[0, 1} Hical(@Q+H(1-U(L)}

son cerrados. A su vez se cumple la continuidad. Para verificar que se cumpla la
independencia pensemos en dos loterias M, NeL tales que U{(M)=U(N) y sea ac(0, 1]. Entonces
diremos que para cualquier Lel, tendremos:

aliMy+(1-yUMy=all(N)+(1-a)U(N)

Verificando la continuidad. Por lo que resulta inmediato comprobar que LI es equivalente a
U/ & es una transformacion lineal afin de L.

El que hayamos dedicado tanto espacio para explicar y analizar tanto las loterias como la
utilidad esperada obedece a que los criterios expuestos hasta este punto nos ayudan a evaluar [as
decisiones sobre las alternativas que producen resultados bajo incertidumbre, es decir la actitud de
los individuos frente al riesgo. Ahora hay que analizar hasta que punto los agentes eskin
dispuestos a asumir los riesgos sobre loterias que presenten resultados monetarios. Imaginemos
una loteria que estard dada por un conjunto de posibles resultados monetarios, con diferentes
probabilidades. Es decir, se tomara una decisién hoy que nos generara un resultado monetario
mafiana dependiendo de la realizacién de una variable aleatoria. Escribiremos una loteria ahora con
la forma L=(m,, mi;...; iy, ®), donde cada w; es un namero real que representa cierta cantidad
monetaria. Para aligerar la notacién, cosa que estoy seguro que usted amigo lector me agradecer,
voy a denotar la utilidad por U(m,) para referirme a la utilidad del suceso cierto m:. Entonces, la
utilidad de L sera:

** Para clarificar la idea pensemos que {7 es una representacion alternativa del orden de preferencias si y sélo
st " =al/+b, con a. beR, a>0.
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UL)= i n,U(m;)

Decimos que U esta definida para todo meR.

Ya que tenemos entendido como estd definida la funcion de utilidad de la loteria, es
necesario definir lo siguiente. Dada una loteria L=(n1, m1;...; m, =), el valor esperado de la loteria
estara dado por:

k
=) nm,

i=l

En palabras seria: el valor esperado es la suma de los posibles resultadeos alternativos
ponderados por su respectivas probabilidades. Ya realizadas las precisiones correspondientes hay
que hacer una distincion fundamental. U(L} representa la utilidad esperada de la loteria L, LF
representa la ganancia esperada, necesariamente medida en términos de dinero. Entonces, si
punemos atencion, los consumidores cuando enfrentan una situacion de incertidumbre resuelven
un problema de eleccién sobre sus loteria monetarias. La percepcion de los consumidores de una
situacion de incertidumbre es la de enfrentar un riesgo sobre sus ganancias monetarias. Ya con ésta
idea el uso de las loterias tiene més sentido, si usted amigo lector dudo en algiin momento que no
lo tuviese, puede estar tranquilo en este momento. Pensemos en el siguiente problema. Un
individuo ha elegido una loteria L, cuya ganancia esperada es Lf, pero se le ofrece darle una
cantidad de dinero LF con certeza. Aqui nuestro individuo tiene dos alternativas con el mismo
valor esperado, la nica diferencia es que una es una loteria y ia otra es una cantidad segura. La
decision dependera de cudl es la utilidad de L frente a la de L., Pensemos que no quiere asumir
riesgos, necesariamente se optard por L% Si se prefiere la loteria, el individuo prefiere asumir el
riesgo asociado a la loteria que obtener su valor esperado con certeza. Como podemos ver el
comportamicnte del individuo es muy simple. Depende de su persona, es decir de como ordene
sus preferencias sobre las loterias, y necesariamente sobre los bienes, el modo en que asigne sus
recursos. Por insaciabilidad, sabemos que si hay oportunidad de obtener un poco mas, se buscard
obtener dicha mejora. Entonces tenemos tres comportamientos claros, averso al riesgo, amante al
riesgo y neutro al riesgo. Formalizando, diremos que un individuo es averso al riesgo si para
cualquier loteria L se cumple U{LEY>U{L). Caso contrario, cuando L(LEY>LI(L) decimos que se es
amante al riesgo. Y el caso final es cuando U(LF)=UKL) se obtiene que el individuo es neutral al
riesgo.

Entonces podemos decir que la aversién al riesgo definida como U(LF)>U(L), se puede
redefinir de la siguiente manera. Para cualquier loteria L=(m, ny;...; %, ™) se cumple que

U(in,.m,-)> zk:zt,.U(m;.)

i=l

que es la definicion de una funcién céncava. Por lo que es vélido decir que un individuo es
averso al riesgo si presenta la funcién U céncava. Anilogamente, el amante al riesgo presentard
una funcién convexa, y el neutral presentara una funcién lineal,

Ahora hay que definir que es un equivalente cierto. Dada una loteria L, denominaremos
equivalente cierto de L a aquella cantidad de dinero ¢, que proporciona la misma utilidad que la
loteria L, verificando U{c;)=U(L). El cquivalente cierto es simplemente aqueila cantidad de dinero
indiferente a la loteria L. Es evidente que dicha magnitud necesariamente variara de una loteria a
otra, y de individuo a individuo. Para un individuo adverso al riesgo tenemos que
LLEY>Li(c )=U(L). Nos referiremos como prima de riesgo de una loteria a la diferencia existente
entre el valor esperado de una loterfa y su equivalente cierto. De modo formal ser4:

Pr{L)=LE-,
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Debemos entender que el premio al riesgo como la méxima cantidad de dinero que un
individuo estaria dispuesto a pagar para obtener Lf en lugar de la loterfa L. Por lo que
entenderemos que el premio al riesgo es por tanto una medida subjetiva del costo del riesgo
asociado a una loteria. Nuevamente, variara de individuo a individuo. Ahora vamos a pensar en
una situacion para entender como reaccionan los individuos en situaciones inciertas con los
elementos que hemos explicado hasla este punto.

Imaginemos a una persona aversa al riesgo enfrentando la posibilidad de pérdida de un bien
de su propiedad. Representamos el problema con una loteria en la que puede ocurrir la eventual
pérdida cor cierta probabilidad, con la consiguiente probabilidad de que no ocurra la pérdida. Con
esta informacién decimos que el valor del bien es de m=0 si ocurre la pérdida y de M si no ocurre
nada. Entonces la loteria que enfrenta queda L=[0, a; M, (1-at}}. La aversién al riesgo implica que
Pr(L)>0%. Ahora, una compania de seguros ofrece un contrato de seguro por el que garantiza el
valor de la propiedad, a cambio de una prima de x unidades monetarias. La decision de aceptar o
no el seguro equivale a decidir entre un valor cierto M-x o la loteria L. Debido a que el individuo es
averso al riesgo el individuo estard interesado en aceptar el seguro siempre U{M-2)>U(L), o de
modo equivalente cuando (M-x)>c.. La compania aseguradora s6lo ofertard seguros si M-x es
menor que LE, en palabras, si el costo de fa compensacion que debe pagar por la pérdida ocurriese
es menor que el valor esperado de la loteria. Entonces el contrato por el seguro ocurriri si

Li>M-x>q;

Hemos definido hasta aqui un comportamiento global, mejor dicho hommogéneo, frente a las
loterias. En otras palabras, hemos definido la aversién global al riesgo. Necesariamente aj existir
aversién global, debe existir aversion particular, la denominada aversién relativa. La cual
considera actitud frente al riesgo relativas a loterias particulares. Ahora es necesario encontrar un
modo eficaz de medir el grado de aversién al riesgo del los individuos.

Sabemos de la equivalencia entre la aversién al riesgo v el premio al riesgo positivo,
pudiésemos considerar a dicha magnitud como una medida del costo del riesgo. La manera en ia
que percibira el riesgo el individuo serd que dadas dos loterias L, M, Pr(LY>Pr(M), lo que indica
que el individuo percibe mavor riesgo en la loteria L que el que percibe en la loteria M. Con esta
idea sencilla iniciaremos el andlisis de las medidas de aversion al riesgo.

Nuestros desarrollos hasta este momento nos muestran que el riesgo de una loteria L
depende de la forma funcional de la funcién de utilidad, asi como de la varianza de sus resultados
posibles. De otro modo debemos prestar mayor atenci6n tanto en el grado de concavidad como en
la dispersion de los resultados. Para entender esto pensemos en una funcién U que es céncava y
dos loterias, L v M, con igual valor esperado. Para decir que alguna loteria, digamos L, es mas
riesgosa que alguna otra, nuestro caso M, necesitamos analizar las varianzas. Entonces, dada una
loteria L sabemos

ULy =Ule,) = Y m,U(m,)

=l
Por definicién tenemos que Pr(L)=L"-¢;, por lo que escribimos

U(LE = Py(LYy =Y m,U(m,)
i=l

Mediante series de Taylor al rededor del punto LE vamos a relacionar el valor de Pg(L) con
las propiedades de U y L. Asumiendo que el premio al riesgo es una magnitud muy pequena, la

* De otro modo seria U(LX)> U(LY=U(c,). lo que simplemente dice que estara dispuesto a pagar una cantidad
positiva para evitar el riesgo.
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expansién de la parte de la izquierda se haré ignorando los términos de orden dos y superiores,
resultando

ULE ~ P LYy = U(LE Y= U (IF)P (L)

Ahora es turno de la parte derecha de la igualdad. Para este caso es pertinente incluir en
segundo término de la expansion debido a que los valores de mi pueden diferir de L%, Conociendo
U(m)=U(LE+(m-LE)), para cada uno de los sumandos U(m;) obtendremos

Uim)y=UEY+U (L Ym, - L5 )+ -;—U”(LE ¥m, —15)?
~.sabiendo que

inU(L’") =U(LY),

F=|

k
S ULFy=U(LF),

i=]
k -
ZRJU”(LE) — (}HI(LI‘.)
=l
podemos escribir la parte derecha de la expansién del siguiente modo

L3 k
zk:n,.U(m,. Y=ULF )+ UMLEYY my(m, - L)+ %U”(LE )Y (m, - L)

F=l i=]

Ahora se observa que

k N
ZR,(m,. ~1F)=0,yque

i=l

k
Zr'{m' — 15V = var(l)

por lo que tendremos ahora

in,.U(m, Y= U5 +%U”(L£)var(iﬁ)

=i

Entonces con la primer expansion y el tGltimo resultado escribimos

reg g £
IJR = £}r (-L_F) var(L)
U (L)

La expresién nos dice que el premio al riesgo de una loteria es proporcional & la varianza de
L, donde el grado de proporcionalidad es determinade por una medida de la curvatura de U. El
grado de proporcicnalidad es lo que se ha denominado como coeficiente absoluto de aversion al
riesgo o indice Arrow-Pratt. De modo formal tenemos: Dada una loteria I denominamos
coeficiente absoluto de aversion al riesgo(indice Arrow-Pratt) al valor

N {/ru(LE)

p(l)= E’(E‘T
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Hay varios puntos que resaltar de p(L).Primero es una medida de la curvatura de la funcién
U en el valor medio L£, que estd normalizada®® por la utilidad marginal del ingreso en L*. Ademads,
debido a que U es creciente y concava, p tiene valores positivos.

Con esto confirmamos que Px(L) es una medida del costo del riesgo bastante aceptable, ya
que tomamos al premio a! riesgo como una medida absoluta del riesgo relacionada con el grado de
concavidad de U, medida por el coeficiente p, v la dispersién de los resultados posibles, medida
por la varianza de L. Para resumir esto pensemos en dos loterias L, M con igual valor esperado
{LF=MD), el individuo averso al riesgo percibe como de mayor riesge a aquella loteria que presente
mayor varianza. Este andlisis tiene la bondad de extenderse para comparar la actitud frente al
riesgo de dos individuos distintos. Imaginemos una loteria L con pa(L), ps(L) los indices Arrow-
Pratt de los individuos A y B. Por nuestros desarrollos inferimos que pa(L)>ps(L)
e PP(L)> PE(L), v por tanto que el individuo A es mds averso al riesgo en la loterfa L que el
individuo B. Debido a que el coeficiente absoluto de aversién al riesgo mide la curvatura de U,
entonces decimos que la funcién del individuo A es mas céncava que la del individuo B. 5i esto se
presenta para toda loteria podemos decir sin temor a equivocarnos que el individuo A es mads
averso al riesgo que cf individuo B. Para conseguir una medida relativa de! costo del riesgo
dividiremos Px{L) por X, De este modo definimos el premio de riesgo relativo, Pr(L)/LE como el
premio de riesgo por unidad de ingreso esperado ulilizando los desarrollos tenemos

P (L 1
‘}(E ) = S7E p(L)yvar(L)

5i hacemos p{L)=LEp(L), donde p, se conoce como el coeficiente relativo de aversién ai riesgo,
ahora escribiremos

Fell) _ 1
L5 T 2(EY

p (L)yvar(l)

El coeficiente relative de aversién al riesgo mide el costo del riesgo como una elasticidad,
como la elasticidad de la utilidad marginal del ingreso con respecto al ingreso esperado, por lo que
podemos escribir

b (L)= U”(L“")[,, _auhy 1f
— by Lt u(Lh)

Para comprender las diferencias entre los coeficientes absoluto y relativo de aversién al
riesgo les propongo el siguiente ejercicio mental. Un individuo cuya utilidad presente un grado de
aversién absoluta al riesgo constante, digamos que p(L)=k VL, ordenari las loterias de la misma
forma, independiente de su riqueza. Por el otro lado, un individuo con aversion al riesge relativa al
riesgo constante, digamos p{L)=k VL, presentard menor aversién al riesgo cuanto mds rico sea.

Entendido como nuestro individuo enfrenta las situaciones bajo incertidumbre regresaremos
a estudiar como se genera la eleccion intertemporal. Ahora los objetos de eleccién son sendas de
consumo, en lugar de canastas de consumo, que satisfacen las coendiciones que hemos venido
desarrollando. Nuestre individuo presenta preferencias y gustos sobre las sendas de consumo,
dado que cumplen las condiciones de regularidad las preferencias diremos que existe una funcién
de utilidad que representa tales preferencias. Lo que nos indica que para la maximizacién de la
utilidad esperada necesitamos una funcién de utilidad que represente nuestro problema. Algunos
autores plantean una funcién de utilidad aditiva en el tiempo, con lo que tendriamos

5 . . . ‘s . - f

% Villar plantea una idea interesante, la normalizacion es necesaria para que o sea un autentico coeficiente,
alegando que el valor {”" no es independiente de ias unidades de medida de U/ La idea es interesante ya que
plantea la relacidon entre la funcidn y sus tasas de cambio.
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T
] (. Zu,(c,)

1=]

donde tidci) es la utilidad de consumo en el periodo t, Esta funcitn la podemos escribir en su
forma de iempo estacionario.

U(e, e Cr) = ia’u,(c,)
1=

Aqui utilizamos lz misma funcién de utilidad en cada periodo, pero la utilidad del periodo t
estd multiplicada por un factor de descuento o',

La toma de decisiones en la familia entre consumo y ahorro se establece segtn su restriccién
presupuestal presente y aquella que es esperada. Primero tratemos el caso de dos periodos. El
consumo en ambos serd representade por (¢, £1). El consumidor tiene una dotacién inicial wp en el
periodo 0, y puede invertir su riqueza en dos activos, un activo paga un retorno cierto Ry; el otro

activo paga un retorno aleatorio Rl . Imaginemos ahora que el consumidor decide consumir g en el

primer periodo e invertir una fraccién x de su dotacion en el activo riesgoso y una fraccidon (1-x) en
el activo seguro. En este portafolio el consumidor tendria (we-co)xo unidades monetarias ganadas

con un retorno R, y (wo-co){1-xg) unidades monetarias ganadas al retorno Ry. Luego entonces, su
riqueza para el segundo periodo es

W, =& = (w, — o )Rx+ R (1= x)] = (w, —¢)R

E retorno del portafolio del consumidor es R = R x+ R (1 — x) y se aprecia claramente
que es una variable aleatoria. Entonces, si el retorno del portafolio es incierto, lo serd a su vez el
consumo en el signiente periodo. Si el consumidor tiene una funcién de utilidad

Ulc,,t)) = u(cy) +dFu(e,)

donde 8<1 es un factor de descuento.

Ahora, sea Vo{ux) 12 méxima utilidad que el consumo puede alcanzar si se tiene la riqueza w
en el periodo 0.

Vo(wy ) = maxu(c, ) + dLuf(w, ——CO)R]

€q.X

Si somos observadores la funcién Vo{un) es una utbilidad indirecta, puesto que expresa la
utilidad maximizada come una funcién de la riqueza. Derivando con respecto a cp v x, tenemos las
condiciones de primer orden

u'(cy) = 8Eu'(T,)R
Eu'(@)R -R)=0

La primer condicién nos dice que la utilidad marginal en el periodo 0 debe igualar al
consumo en el periodo 1. La siguiente dice que la utilidad marginal de mover un pequefio monto
de dinero del activo seguro al riesgoso debe ser cero. Es decir, la primer condicion es una condicién
de optimizacién intertemporal y la otra es una condicién de optimizacién del portafolio. Dadas
estas dos ecuaciones en ¢p y x desconocidas, en principio podemos resolver para el consumo 6ptimo
y la eleccién del portafolio.

Imaginemos que existen ahora T periodos. Si (T,...,07 ) es alguna trayectoria de consumos.
Digamos que el consumidor evalia mediante
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;
U(©y 0y Y= 3,8 Eul(T,)
=0
Si el consumidor tiene la riqueza w en el tiempo # e invierte una fraccién 1: en el activo
riesgoso, su riqueZa en el periodo {+1 estard dada por

WI'H = [W_, - c.r ]R

donde R = xR +{1—x )R, es el retorno del portafolio entre el periodo f y 1.

Consideremos ahora el periedo T-1; si el consumidor tiene la riqueza wr.; en este punto, la utilidad
mdxima alcanzable es

V(W )= max w(cy )+ 0ku{(wr —¢p )R]

fra-fra

Las condiciones de primer orden son
u'{c, ) =8lu' (2 )R
Fu (T (R -R,)=0

Ya sabemos como se resuelve este problema y en principio, determinar la funcion indirecta
de utilidad Vy.;(ie;.;). Regresando al periodo T-2; si el consumidor elige (cr.2, x1.2), entonces en el
periodo T-1 se tendra la riqueca

W ={wp, - ‘f'r‘-z]R

De esta riqueza se alcanzard una utilidad esperada de Vr.{wrr.i). Por lo que, el problema de
maximizacion en el periodo T-2 puede expresarse por

Vi_o(wp )= max #(¢; )+ 05V, [(w,_,—¢,, )R]

1o

Esto es igual que el problema para T-1, pero con una sutil diferencia, la uhlidad del segundo
periodo estia dada por la funcién de utilidad indirecta Vy.i{i;.1) mas que por la funcién de ulilidad
directa. Por lo que las condiciones de primer orden para el periodo 1-2 son

(e, )= 8LV (2, )R
EV' (%, (R ~Ry)=0

Aqui se ve nuevamente que la utilidad marginal del consumo corriente debe igualar a ia
ulilidad indirecta descontada de la riqueza lutura v la segunda es la condicion de optimizacion del
portafolio. Usamos éstas condiciones para resolver Via(wr.-) v asi en adelante. Dada la utilidad
indirecta el problema de optimizacion se resuclve como una secuencia de problemas de dos

periodos.

CONCLUSIONES

La eleccidn no fue descubierta sino hasta hace poco. Durante la existencia de la humanidad
ha sido evidente, pero no estudiada. La descubrimos en un instante entre Adam Smith y nosotros.
Pudiésemos darnos cuenta de muy mala gana que vivimos eligiendo, que todo radica en la
naturaleza de nuestras elecciones, y (ue compartimos dicha actividad con millones de congéneres.
Mediante la economia nos hemos asomado valientemente a explicar la conducta del consumidor, y
no se a usled estimade amigo, pero a mi me ha gustado. Como si resonase nuestra naturaleza con
cada desarrollo entendido. Nuestro presente ha sido forjado por las elecciones que hemos tomado;
v el futuro lo estamos creando con las elecciones que hacemos en éste instante. El entender los
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motivos de la eleccibén, sus implicaciones sobre la actividad econdémica es un viaje de
autodescubrimiento.

La naturaleza del ahorro radica en [a elecci6n. Se elige ahorrar para afrontar contingencias,
mejorar las condiciones de vida. En sintesis, podemos mencionar que cuando los individuos
deciden ahorrar, se enfrentan a una disyuntiva entre consumo actual v consumo futuro. La
cantidad de consumo adicional que puede conseguir en el futuro reduciendo el consumo actual
depende de las expectativas del ingreso y de sus retornos. Esto es, el ahorro a lo largo de la vida es
lo que ahorran las familias en el presente, para poder consumir mas en el futuro, cuando sus
miembros se retiren. Ahorramos para dejar una herencia a los nuestros. Se ahorra come precaucién
ante una enfermedad o un accidente imprevisto; decidimos ahorrar para afrontar las fluctuaciones
anuales de los ingresos; y para alcanzar un objetivo determinado, algo como el pagar la educacién
de los hijos, un viaje. En conjunto todo esto radica en la génesis de ahorro, si se ha percatado amigo
lector, todo radica en la eleccion de c6mo consumir para buscar la miaxima satisfaccién. El
descubrir porqué se ahorra implica descubrir la naturaleza de la eleccién. Asi que Ja naturaleza del
ahorro radica en la leccién individual, tomando en cuenta las expectativas del entorno y nuestro
grado de informacioén.
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SOBRE LAS CAUSAS DEL AHORRO

Decir que cada especie de cosas estd doteda de ung cualidad
especifica oculta por la cual actia y produce efectos
manifiestos, equivale a no decir nada; pera derivar de

ios fencmenos dos o tres principios generales de movimiento,
y acio seguido explicar de que modo se deducen de estos
principios monifiestos las propiedades y las acciones de
todas las cosas corporeas. seria dar un gran paso.

S Isaac NEwTON, OPTICA

~ as decisiones de los agentes estudiadas en el capftulo anterior tienen una repercusion
fundamental en el movimiento general de la economia. El mercado donde se generan tales
decisiones es el mercado financiero. Presenta oferta, los ahorros de aquellos agentes que no
tienen proyectos de inversion. Existe demanda, la cual es fa demanda de dinero por
aquellos que tienen proyectos de inversién, pero carecen de dinero. Tenemos un intermediario,
cuya funcién es buscar la coincidencia de los agentes y, coadyuva a asignar el dinero de los
agentes. Ll aitimo elemento para la formacién del mercado es el precio, en este caso es el tipo de
interés,

Aqui la pregunta seria jco6mo debemos entender al tipe de interés? La respuesta es extensa y
presenta varios enfoques. La més simple seria entenderlo como el pago por el uso del dinero de
otra persona. Tal definicién es cierta, aunque algo ambigua; atin no se aprecia la funcién de precio
del interés. Otro enfoque considera al interés como la recompensa del ahorro. Es decir, el pago que
se ofrece para fomentar a la gente a que ahorre, permitiende que otras personas accedan a este
ahorro, Pero no siempre fue asi, esto ocurre cuando aparece la sociedad de mercado. Analicemos
en esa direccion, haciendo un poco de historia®. Durante fa época del oscurantismo, el pago y
cobro de intereses se analizaba sipuiendo criterios morales, puesto que la usura se consideraba
pecado. La posicion de la Iglesia, definida por Tomds Aquino, no consideraba pecado el pago de
intereses por préstamos que se utilizaran en negocios, puesto que el dinero se empleaba para crear
nueva riqueza, pero si se consideraba pecaminoso el pago o cobro de intereses por préstamos
utilizados para comprar bienes de consumo®. Esa concepcién cambio con la aparicién de las ideas
protestantes, tal como lo senala Max Weber. Fstas ideas fueron el Calvinismo y Luteranismo. Con
ellas la frugalidad toma un papel importante en la vida diaria del individuo y de la nacién en su
conjunto.

Ahora se puede aseverar que a pesar de todas sus excomuniones contra el tucro y la usura, la
misma Iglesia, con el paso del tiempo llegd a ocupar una posicion prependerante en la vida
econdmica. Mediante diezmos y beneficios se transformé en la recaudadora y distribuidora de
dinero més importante en toda Europa. En una épeca donde no se tenian bancos era la depositaria
de gran parte de la riqueza. Basta recordar a los Caballeros Templarios, una ordenr laica, quienes
eran inmensamente ricos, ademas de servir como instituciones bancarias prestando dinero bajo
condiciones muy exigentes. Fijese usted estimado lector, que no obstante el préstamo fue
desacreditado se emprendié a pesar de las profundas convicciones de la Iglesia y no por causa de

*® No pretendo disertar sobre historia, simplemente quiero plantear hechos gue apoyan mi argumento.

% Aunque esta posicion hoy dia es diferente, suena rara la postura cristiana al respecto. Debemos recordar que
ta Igtesia, en los dias de Aquino era el eje rector de la vida, pero ne se ocupaba tanto de los créditos y débitos
de alguna operacidn de negocios, como de los créditos y débitos de las almas de los negociantes. Para
profundizar en esto hay que citar necesariamente a R. H. Tawney, donde menciona en su texto Religion and
the rise of capitalism. “los intereses economicos estan subordinados a verdadero negocio de la vida que es lu
safvacion y que la conducta economica es un aspecto de Ia conducta personal, por Io que estd sujeta, como
todos los demds aspectos, a las normas Je la moralidad . Esto refleja un descontento hacia fas practicas de la
sociedad economica, el cual podemos ver resumido con la siguiente sentencia: Homo mercator vix aut
numquant Deo placere potest, que significa sinca puede el mercader ser grato a los ojos de Dios.
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éi. Estamos de acuerdo que detris de la desaprobacién eclesidstica de la bisqueda de la rigueza,
habia una profunda conviccion teoldgica basada en la creencia de la efimera naturaleza de ésta vida
terrenal ¥ la importancia de prepararse para fa Eternidad. Por fo que se restaba importancia a la
vida mundana y secular, denigrando sus actividades dado que ante ellas se sucumbia facilmente.

Con el cambioc de ambiente religioso se presenta una sifuacion nueva para los individuos.
Los calvinistas incitaban a llevar una vida de rectitud, severidad y laboriosidad. Con los calvinistas
se desarrollo la idea del hombre dedicado al trabajo. Entonces, ahora el celoso desempeno de un
oficio se convirtié es evidencia de dedicacién a la vida religiosa. Por lo que el mercader activo pasé
de ser un hombre impio a ser un hombre piadoso. A partir de ésta identificacién de trabajo y valor,
pasé poco Hempo antes que se desarrollara la idea de que el hombre mas préspero era el mas
valinsn. Por lo que el calvinismo generd una atmoésfera religiosa que estimulo la bisqueda de la
riqueza y el ambiente de un mundo de negocios,

Podemos afirmar que el calvinismo promovié la frugalidad. Este paso hizo que el ahorro,
entendido como el hecho de abstenerse conscientemente del disfrute del ingreso, fuese considerado
como una virtud. Hizo que el ahorro empleado en propositos productivos se volviese un
instrumento de piedad, asi mismo de provecho. De hecho condono el pago de intereses. Dejo a los
hisloriadores et anélisis del grado de influencia de la ética protestante por haber promovido una
nueva filosofia mundana, una que se basa en la bisqueda de la ganancia. Desde mi personal punto

de vista este nuevo aspecto religioso jugé un papel favorable en la evolucién de la sociedad de
mercado.

EL INTERES COMO PRECIQ: UNA REFLEXION

Cuando hablamos, escuchamos y pensamos en tasa de interés la nocion que tenemos es
entenderla como el precio que se paga por ¢l dinero que prestamos o el que nos prestan. Si
quisiésemos ser mas formales definiriamos al interés como el precio que se paga por el uso de
fondos prestables. Algunos dirian, que exislen varios tipos de interés, dependiendo de la duracion
y los riesgos de los préstamos. Los mas doctos en el tema dirdn que la principal funcién del tipo de
interés es la igualacion de la oferta de fondos prestables con su demanda, asi como racionar la
oferta entre los demandantes que pueden y estin dispuestos a asumir el precio. Cerrando su
fuminoso discurse con la referencia de que los cambios en la oferta v la demanda de fendos
prestables originaridn cambios en la tasa de interés. Agotador ;no es cierto? Estas lineas son,
palabras mas palabras menos, lo que podemos encontrar cuando buscamos en los libros de texto v
alguno que otro diccionario de economia sobre la tasa de interés. Revisando mas cuidadosamente
la literatura, encontraremos enfoques como el de Miguel Angel Mari® , quién define al interés
"como la diferencia entre la sinma de dinero prestado o un orédito otorgado y la suma que debe devolverse en
determinado plazo®. Se nota muy contable su enfoque. Demasiado escueto para mi gusto, rcalmente
poco satisfactorio en trminos generales, pero no por eflo la definicion es falsa, simple seria la
palabra. Por otro lado, podemos encontrar la propuesta de Franco Modigliani® donde se define a
la tasa de interés como “aquel precio pagado por un “prestatario” o un ‘prestamista” por el uso de recursos
durante algiin Fempo. La cantidad del préstamo es ¢l principal, y el precio pagado es un porcentnje del
principal por unidad de Hempo (por fo general un ario), pero pueden tomearse sub-periodos de un dia, una
senana, un wes, ekc”, Definitivamente mejora la definicién, se siente mds econdmiva. Estd mejor
estructurada, pero para mi punto de vista sigue faitandole algo. Pero estimado lector, la ciencia no
se trata de lo que le guste a usted o a mi, sino de encontrar la naturaleza y causas de los fendomenos,
asi que trabajaremos en esa direccion. 5i somos cuidadosos se puede ver claramente que se estudia

al interés como un precio aislado. Como si fuese un precio distinto, fuera de todos los demas. No es
asi. Le explicaré porque.

**Mari, Miguel Angel, Pringipios de Economia, 3° Edicion, Argentina . Ed. Macchi, 1992, p. 161.
j9Modi;_.v,liani, Franco, et. al, Mercados e Instituciones Financieras, {* Edicion, Méxice, Ed. Prentice Hall
Hispanoamericana, 1996, p. 21 7.
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Comencemos con conceplos que hemos aprendido. Los economistas que se especializaron en
macroeconomia nos han dicho que hay razones® por las cuales, aunque los precios fueran
perfectamente estables, un individuo no aceptaria prestar dinero si no esperase recibir un interés:

# Por desprenderse de recursos ahora, el individuo debe posponer un consumo que pudo haber
realizado inmediatamente. Si se prefiere el consumo inmediato, sélo se aceptari posponerlo si
recibe por su postergacion una cantidad mayor que la entregada al inicio.

¢ Si se Henen posibilidades de colocacién a cierta tasa de inferés i, cualesquiera que fueren, como
inversiones financieras o una inversion en la produccién de bienes, se exigird que se le pague,
por todo préstamo, al menos su costo de oportunidad.

¢ Todo préstamo implica riesgo de no pago. Dicho riesgo sélo es aceptable cuando existe la
posibilidad de una ganancia suficienle.

Dentro de estas ideas hay elementos valiosos. Resumiendo tenemos, de sacrificio de liquidez,
busqueda del mejor resultado y finalmente la incertidumbre y el riesgo. La idea es que, al igual que
en otros mercados, la tasa de interés sea considerada como un precio mds. Sabemos que estd
determinada por la ley de la oferta y la demanda. De igual modo entendemos que normalmente la
tasa de equilibrio es positiva. Si fuera cero o negativa, los posibles prestatarios demandarian una
cantidad de fondos superior a la que los posibles ahorradores estarian dispuestos a ofrecer. Si fuera
negativa la gente podria pedir un préstamo para consumir hoy v devolver una cantidad menor en
el futuro y los ahorradores recibirian una cantidad menor que la ahorrada. Esto iltimo carece de
sentido alguno.

Pero ;con qué elementos se forma este precio?. Primero revisemos lo que ocurre en la
prictica. Los elementos que contribuyen a formar el precio de un préstamo®l, son:

Come elemento principal esta su costo operativo, que son los gastos generales de la entidad
prestamista. A este costo se adiciona un margen brulo de beneficio (o prima) justificado por:

» El servicio prestado al beneficiario del préstamo.

s La liquidez perdida al desprenderse del dinero prestado, evaluada por el monto del préstamo
y por el plazo.

* L] riesgo que se corre ante la posible insolvencia o morosidad del deudor

s La eventual desvalorizacién monetaria

Todos estos elementos gravitan en el nivel, variedad v evolucion de las tasas de interés v son
también aplicables a los intereses por depésitos; los depositantes son prestamistas de las entidades
financieras y al entregar sus ahorros pierden liquidez, corren algiin riesgo y buscan cubrirse contra
la pérdida de valor de la moneda. En este punto se aprecia la vinculacion entre el sacrificio de
liquidez, la mejor eleccién e incertidumbre. Permitame explicario de otro modo, la tasa de interés
es sin lugar a dudas el refiejo de estas condiciones. Mire usted, el prestamista busca sacrificar su
liquidez sé6lo si liene la expectativa de aumentar su liquidez en el futuro. El prestatario busca
obtener liquidez mediante el pago de la liquidez que adquiere, sabiendo que debe, en el futuro,
reponer la liquidez que obtuvo mas un porcentaje por haber adquirido dicha liquidez. Ambos
toman la mejor decisién.

Hasta este momento atin no se ve de modo claro la relacién de las preferencias del
consumidor frente a la tasa de interés. El enfoque que le propengo tomar en cuenta es mucho mas

“Aftalion, Florin y P. Poncet, Las Tasas de Interés, 1° Edicion, México, Ed. Fondo de Cultura Econdmica,

Breviario No. 413, 1985, p. 14
*'Rodriguez, Alfredo C., Técnica y Organizacion Bancarias, 1* Edicion, Ed. Macchi, Argentina, 1993, p. 88,
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explicativo que aquel empleado por los macroeconomistas. La idea que he venido exponiendo tiene
preferencias, dotaciones y mercados, es decir un modelo de las caracteristicas Arrow-Debreu. Esto
necesariamente nos conduce a que es posible mostrar la existencia de vaciado de mercado y un
Gnico vector de precios. En los mercados intertemporales la manera de medir los precios futuros es
la tasa de interés. Entonces la tasa de interés es uno de los precios que enfrenta el consumidor.
Como ya hemos visto en el capitulo anterior, el consumidor realiza su elecciéon éptima y ello nos
conduce al equilibric walrasiano. La existencia del equilibrio, dadas sus caracteristicas, ayuda a
representar las demandas en términos de precios relativos, entonces se puede representar a los
precios relativos como:

_p
2.0

Teniendo como resultado légico que los precios normalizados sumen 1. Permitiéndonos
concentrarnos en los precios pertenecientes al simplex unitario. Quisiera profundizar un poco en el
simplex unitario %2, Por teorema sabemos que todo conjunto convexo en R" contiene cono
subconjunto a un simplex de su misma dimensién. Entonces definamos los siguiente:

Di

Sean §’, 82,..., 87 los vectores de la base canénica de R®:
5{ = 5‘1 , la delta de Kronecker (=1 si i=}, =0 en caso contrario).

La cépsula convexa de 5', 82,..., &n se llama el simplex unitario, o estdndar, en R® y se denota
por &, La dimensidn de &™! es n-1. Teniendo el signiente teorema:

2abi= ‘}-

Sean F un conjunto finito, F={pl,..., pf}, peR" y P = conv F. Amigo lector, puede usted
advertir de inmediato que si peconv F, entonces conv F= conv {(Fu{p}), de modo que, en la
expresién de P como cdpsula convexa de un conjunto finito, éste no es dnico. Se dird que el
conjunto finito F genera al politopo P si F= conv F. Un conjunto F, generador de P, es minimo si
peF = pz conv (P\ {p}).

Ya que hemos pianteado la existencia de un simplex unitario, y con ello la normalizacién de
precios profundizaremos en esa direcciéon. Pensemos en un problema donde podemos dividir el
tiempo, digamos en dias, y s6lo analizaremos alguno de tales dias. Al principio del dia en cuestién
los individuos se encuentran en posesién de su conjunto de bienes y su dotacion. Ellos pueden
ingresar al mercado de bienes a intercambiar con otros individuos para lograr maximizar su
utilidad. E} mercado opera de tal forma que si no se acuerda o se logra consenso sobre un conjunto
de precios relativos que equilibre el mercado no habr4 intercambio. Debemos entender al conjunto
de equilibrio de precios relativos como aquel al que los individuos estén dispuestos a negociar de
mode que el total de los intercambios no genere exceso de demanda u oferta para algin bien.

TEOREMA.- &6™1 es e] conjunto {DE R

2 Para ello requerimos algunas definiciones de poliedros convexos. Primero, un poliedro convexo se define
como la interseccion de un timero finito de semiespacios. Sea 2 ={},_, H . donde

Hf:{l’ER"

ief

plxsa, }, £ &5 un conjunto finito de indices. Entonces, si B es la matriz de renglones p°,

a ¢l vector de elementos aj, se tiene que P = {l’ € R"lﬂx < (1}, Es decir el conjunto de soluciones al

sistema de desigualdades Bx<a, B una matriz de orden #(/)xn, donde #(/} es el nimero de elementos
(cardinalidad) de .

Un politopo en R" es la cdpsula convexa de un conjunto finito de puntos,

Un simplex en R” es la capsula convexa de un conjunto afinmente independiente.
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El proceso por el cual se logra ese canjunta de precios relativos de equilibrio es el tanteo®. La
idea es sencilla, es como si el mercado estuviera supervisado por un subastador encargado de
presentar un conjunto de precios relativos para todos los bienes, y como en cualquier subasta, los
individuos indican la cantidad de cada bien que desean comprar y vender a los distintos precios
relativos. Ahora le propongo que revisemos la oferta y la demanda excedentes. Para un individuo,
la demanda excedente de un bien x sera la diferencia entre su demanda planeada y la oferta del
bien que ya posee:

X D=ID' xs

Si la demanda planeada x? es menor que la oferta que posee 15 la demanda excedente YD
sera negativa y se dice que Hene una oferta excedente. Por lo que se define que la oferta excedente
como el exceso de demanda cuando es negativa. Para simplificar, si el individuo tiene demanda
excedente comprard; si tiene una oferta excedente venderd. Ahora pasemos a los agregados. El
exceso de demanda agregado o de oferta se obtiene sumando las demandas y ofertas excedentes de
todos las individuos por o que tendremos

n ” D " S
DIESIED DI
i=l i=l

i=l

De aqui se infiere que si la dotacién total del bien x para la sociedad al principio del dia es
menor que la cantidad total que los individuos quieren consumir, al conjunto de precios relativos,
habr4 una demanda excedente agregada del bien x a ese conjunto de precios. Recordando la Ley de
Walras, la suma de demandas y ofertas excedentes en todos lo mercados debe ser idéntica a cero.
De modo maés simple, si un conjunto particular de precios relativos hay una demanda excedente
agregada para algin mercado, deberd haber una oferta excedente por lo menos en otro mercado,
en una magnitud tal que la suma de las ofertas excedentes iguale a la suma de demandas
excedentes.

Empleando precios monetarios para valuar las demandas y ofertas excedentes y si tenemos
(n+1) mercados podemos expresar la Ley de Walras como

Entonces si la suma de demandas excedentes es n mercados (mercados de bienes} es
positiva, habra una oferta excedente en el mercado (n+1) (el mercado de dinero) de valor igual a la
suma de las demandas excedentes de los primeros n mercados:

pM,x;:ff =(- l)z pa'x:"m
i=l

dado que el precio del dinero py+) es la unidad, tenemos

i == px”

si el mercado namero {1+1) es el monetario. Por lo que la demanda excedente de dinero es
igual a la suma de las ofertas excedentes nominales de los n mercados. Estimado lector, usted se
puede percatar que, como se ha presentado en el capitulo anterior se aprecia claramente la
conexién entre mercados de bienes v de dinero. Recuérdese que las transacciones de los individuos

63 . . - . . . .
Originaimente es tatonnement, algunos le dicen sondeo, pero a mi manera de ver la idea de tanteo es mas
precisa.
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estin sujetas a su restriccién presupuestai®. Imaginemos que un individuo entra en el mercado con
una dotacién de 1 bienes v dinero. En términos nominales

lid
5, .8
Z px; X0,

i=1

donde x, .., es el acervo de saldos monetarios nominales con el que el individuo entra al

mercado.

Entonces, si los individuos no pueden llevar bienes al siguiente periodo; de otro modo,
puede consumir cada uno de ellos menos y tener més dinero al fina! del dia, o viceversa, pero el
valor total ambos debe ser igual al valor de la dotacién inicial. Por la racionalidad de los
individuos, saben que no pueden violentar la igualdad entre las dotaciones iniciales v el consumo
de bienes y la tenencia de saldos monetarios. Esto nos conduce a que se asegura la demanda de
bienes y dinero no excede la dotacion inicial.

La tasa de interés es un clemento fundamental para el movimiento de fa economia, va que
relaciona al mercado financiero con el mercado real. Por desgracia, no siempre se entiende asi.
Mire usted caro amigo, no es nuevo que se hayan presentado algunas interpretacioncs erréneas
sobre el porqué de la tasa de interés. Muchas veces, derivado de las férinulas y ejercicios de valor
presente y futuro, pudiese parecer que alguna suma de dinero dada tiene valores diferentes en
diferentes momentos porque existe una tasa de interés. No, es asi; si se entendiese de ese modo
equivale a confundir la gimnasia con la magnesia. Déjeme afirmarle de modo categérico que la
causa es la contraria. Una de las razones principales para que exista tasa de interés es que los
bienes, dinero y satisfactores disponibles en distintos momentos no tienen el mismo valor ahora.
Entonces, se necesita un precio que nos ayude a evaluar los bienes v el dinero en distintos
momentos. La tasa de interés es ese precio. Es el precio que ayuda a asignar tanto bienes como
dinero, tomando en cuenta las preferencias, riqueza y tiempo. Esta reflexién nos conduce al
concepto de preferencia temporal. Para entender éste concepto del modo més claro es menester
citar a Ludwig von Mises “el Hempo para el ltombre no es una sustancia honogénen de la cuol séle importa
la duracion. No es un mas o un menos en dimension. Es un flujo irveversible, cuyas fracciones aparecen en
diferente perspectiva de a cuerdo a si se encuentran proximas o lejanas al instante de valuacion y decision. La
satisfaccion de un deseo en el futuro cercano es, otras cosas igual, preferido que en el futuro distante. Los
bienes presentes son mis preferidos que los bienes futnros”. Para Irving Fisher la preferencia temporal es
impaciencia, y la expresa como el porcentaje excedente de deseo marginal presente por uina unidad
adicional de bienes presentes sabre el deseo marginal presente por una unidad adicional de bienes
futuros. Fisher dice que somos impacientes, y ticne razén en buena medida. Entonces la pregunta
es ;de qué depende nuestra impaciencia? La respuesta es simple, de las magnitudes del ingreso
presente y futuro. Para clarificar ésta idea le propongo ¢l siguiente ejercicio. Vamos a emplear la
tasa marginal de sustitucién, asi de sencillo. Si UM, es Ja utilidad marginal de ingreso presente y
LMy la utilidad marginal de ingreso futuro, entonces

UM
TMS = | —~
UM,

La relacién marginal de sustitucién variard sistematicamente como varien el ingreso presente
y el futuro. Esta noci6n refuerza el concepto de que debido a que los bienes y el dinero tienen
valores distintos en momentos distintos, necesitamos forzosamente de un precio, de la tasa de
interés, para vaciar los mercados. Entonces el interés nos ayuda a asignar de modo eficiente, tanto
los bienes como dinero, en algiin momento especifico. Debido a que los valores de los bienes v el
dinero dispenibles en distintos momentos son distintos a los valores ahora vy, desconocemos como

64 . . ‘i . . N .. N . N
La restriccidon presupuestal indica que el individuo puede obtener mediante intercambios de mercados un
valor de bienes y dinero mayor que el de la dotacion inicial.
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sera en realidad el patr6n del ingreso, es necesario ahorrar para ser capaces de mantener un patrén
de consumo estable, v con ello un nivel de vida y bienestar en ascenso o al menos igual al
prevaleciente ahora. La gente ahorrard en la medida que la tasa de interés le asegure que su
sacrificio de liquidez y consumo serd bien recompensado, con mayor consumo en el siguiente
periodo. De no ser asi, consumird, debido a que somos impacientes, sélo si el premio por no
consumir es lo suficientemente atractivo se ahorrara. El precio que nos ayuda a evaluar si vale o no
la pena postergar nuestro consumo por obtener un poco mas es la tasa de interés. Recordemos lo
dicho Charles Montgomery Burns a Homer Simpson “Ahh.. Simpson...cambiaria todo esto {...hablando
de sut riqueza) por tener un poco mids”.

UN MODELO COMPLETO

Ya expuesta la reflexién sobre el papel de la tasa de interés es necesario plantear una idea
conjugando consumo y produccion, donde los agentes eligen en un portafolio de estos seguros
mientras realizan decisiones de consumo. Supongamos que tenemos S estados naturaleza.
Definiremos un seguro como un S-vector con componentes correspondientes a pagos en los S
estados naturaleza. De esta manera escribimos un seguro con la forma z= (zy,..., Zs), donde z; es el
pago st el estado s ocurre. El seguro tiene un precio p,. Diremos que un conjunto de seguros es
independiente si es independiente en el sentido de la independencia lineal en el espacio vectorial S
dimensional. Luego entonces, pueden existir a lo mas 5 seguros independientes en un mundo con S
estados. Ahora, supondremos que un seguro z puede expresarse como una combinacién convexa
de dos seguros 21 y 2, quedando z=oz:+Pz2. Los precios correspondientes serian p,, pz1, p-2. En una
economfa competitiva, con ausencia de costos de transaccion, se debe terer p=ap.+Bpa. Si
observamos se distingue que tanto z como az;+fz; representan exactamente el mismo patrén de
pagos, y por lo tanto deben tener el mismo precio de lo contrario alguien podria obtener grandes
beneficios mediante arbitraje al comprar z y vender az,+pz; y viceversa. Entonces, sean e, €z..., &
los segures elementales, con ¢. que paga una unidad si y sélo si ocurre el estado s. Los seguros
elementales forman la base del espacio de todos los seguros. Si sus precios son g, 5=1, 2,.., S. Se
infiere de modo inmediato que el seguro z= (2;...., z5) debe tener el precio

5
p.=2.4,7,

=]
Observando tenemos que la unidad de seguro libre de riesgo es la que paga una unidad en
5
cada estado. Este bono debe tener precio Zﬂ]q, . Por fo tanto, tendremos que

I

re -1
.¥=|q-"

donde r es la tasa de interés del periodo 1.

Los compromisos de consumo futuro se realizan a expensas de consumo presente. Esto nos
conduce a plantear un problema de dos periodos. En este caso el consumidor tiene un ingreso r que
se asignard en el primer periodo para consumo de bienes y adquisicion de seguros, los que
generardn ingreso para consumo de bienes y adquisicion de seguros en el segundo periodo. Los
precios po son los precios de los bienes del periodo inicial, los precios g; de los seguros elementales
y la coleccion py, pa..., ps de precios estado dependientes del segundo periodo son conocidos. Las
preferencias del consumidor son representadas por una funcién de utilidad que es separable
débilmente con respecto al consumo en el periodo inicial y con respecto a cada estado naturaleza
del segundo periodo. El problema de optimizacién queda comeo:
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max{/(uy(x),u,(x )t (X,))

3
sujetoa P, X, + Zq,r; <r

5=
p,'x, <r, s=1,2.8§

Las empresas estdn sujetas a incertidumbre igual que el consumidor. Consideremos un
problema de dos periodos. En el periodo inicial las empresas realizan planes de produccién y
comprometen recursos. En el segundo periodo la produccion se completa pero los montos actuales
de produccién depende el estado naturaleza. Entonces sea yoeR™ un vector de bienes seleccionado
para el primer periodo. Si el estado s ocurre este vector inicial conduce a y,eR™. Este plan de
produccion puede describirse por el vector y=(yq, ¥1...., ¥s). Dicho vector es un plan de produccién
completo para la empresa bajo incertidumbre. Puede verse, amigo lector, que describe el insumo y
los varios posibles productos que pueden ocurrir como una funcién de cada estado naturaieza. El
conjunto Y que contenga a tales vectores es el conjunte de posibilidades de produccién. Este
conjunte es un subconjunto especial del espacio m(5+1) dimensional, es decir, el espacio de todos
los bienes indexados fanto por periodo y estado naturaleza. Ahora, si existe un sistema de precios
para todos los bienes, representados por un vector p m(S+1) dimensional. Dados estos precios, la
empresa seleccionara un vector yeY que maximice el beneficio py.

Revisado lo anterior, necesitamos definir un equilibrio. Vamos a definir un equilibrio para el
caso de dos periodos, con economia de propiedad privada, productiva e incierta. Tenemos #
consumidores, m bienes perecederos®S, K empresas y 5 estados naturaleza en el segundo periodo.
El consumidor i-ésimo tiene un vector de dotacién w; de bienes en el primer periodo y posee una
fraccién Ba de la empresa k. La empresa k tiene un conjunto de posibilidades de produccién Y, con
un vector yi=(¥io. ¥i,.... yus). En el primer periodo existe mercado para los bienes del periodo
inicial y para los bienes estado contingentes del segundo periodo. Los precios correspondientes son
Po: Py Ps - Cada firma k selecciona un vector yrc¥; que maximiza beneficio en estos mercados y

distribuye el beneficio para sus propietarios. Cada consumidor i-ésimo selecciona una canasta de
consumo x;=(Xg, Xiz,..., Xis) que maximiza su utilidad sujeto a su presupuesto

s K 5
Po %X +Zp.s ‘X Py W, +Zef&{po “Yio +ZF: '.Vi.rJ'
3al] k=1 $=|

En esta economia todas las transacciones de mercado, tanto para consumidores y
productores, se efectian en el periodo inicial. Las condiciones de vaciado de mercado quedan
como

o ” K
me SZ“’; +ZY§0

i=l =l kel

" £
DKy £ ) ¥p 57128
i=1 &=l

Por lo que queda una economia Arrow-Debreu.

Ahora vamos a hacer unos cambios en los supuestos al resuitado anterior, en especifico sobre
la estructura de mercado y la funcién de utilidad serd débilmente separable con respecto a los
estados naturaleza y periodos. Primero, durante el periodo inicial existe un mercado de valores
para las acciones de cada empresa. Mediante este mercado los consumidores pueden intercambiar

% Es decir, no pueden almacenarse de un periodo a otro.
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su propiedad inicial por un portafolio diferente. El precio de la acci6n de la firma en el mercado se
denotara por vy y se refiere al valor inicial de la empresa. Acorde con esto, si 8x es la fraccién de la
empresa poseida inicialmente por el consumidor i-ésimo, el valor inicial de las acciones mantenidas

por el consumidor es Z*GﬂzvIt . Después de intercambiar, el consumidor puede tener nuevas

tenencias #; con valor total Zt t,v, . Para vaciar el mercado se debe cumplir

ir,.k = 'Z‘f),.k =1 parak=1,2,..,K
=l

Existe un mercado para bienes en el primer periodo, con sus precios correspondientes po.
Los consumidores adquieren bienes del periode inicial a tales precios. Cada empresa k, por su
parte, distribuye poyio entre los propietarios actuales, proporcional a su propiedad®. En el segundo
periodo, después de que el estado s se realiza y la produccién se completa, se abre un mercado spot
para bienes en ese periodo con precios p.. Como consecuencia que es un problema de dos periodos,
las empresas venden sus productos y simultineamente distribuye todas las ganancias entre los
propietarios corrientes, proporciona a su propiedad. Estas ganancias dependen del estado, de igual
modo que de el plan de produccion. Las restricciones que enfrenta el consumidor son

L4 K 1Y
Po Xt zr.‘kvk SPy - W, +Zef&vt +Z’;kpo Yo

k=l k=l &=l

&
Py "X,p = Zr&p, ‘¥, paras=1,2,..,5
k=l

Ahora las condiciones de mercado en los dos periodos son

" ] K

zxm = zwi +§,Y&o

i i |

] K

DX =) Yi 571,28
%=1

i=]

Ahora podemos decir que un equilibrio para este caso consiste de una asignacién X para los
consumidores, una coleccién Y de planes de produccién, un conjunto de portafolios de seguros T,
un sistema de precios spot para bienes y un sistema de valuacién para las empresas. Por lo tanto el
equilibrio se denotard (X, Y, T, p, v). Los consumidores maximizarén su utilidad sujeto a la
restriccién expresada ut supra. Para realizar el andlisis completo del equilibrio debemos describir
como es elegido yre Y.

El vaior spot del producto generado por la firma k en el estado s es psyw. Sea z el vector S
dimensional con estos componentes de ingreso pyis s=1,..., 5. Un consumidor que posee una accién
de la empresa k posee un seguro con pago z;. Entonces la coleccién de vectores z,, k=1,..., K, se
extiende si se extiende el espacio 5 dimensional en el sentido usual de extender un espacio
vectorial, que es si algun vector puede expresarse como combinacién lineal de los 2 vectores.
Advierta usted amigo lector, que el costo inicial del vector de producto indexado z es ve-poyis.
Luego, se conoce el costo de los K seguros z. Los seguros pueden ser linealmente dependientes, asi
pues, uno puede expresarse como combinacién lineal de otros. Para este caso, requeriremos que los
v sean elegidos tal que los costos de los seguros sean mutuamente consistentes. En otras palabras,
el costo de una combinacién lineal debe ignalar a la correspondiente combinacion de costos. Ahora,
si los 2 se extienden y los o se cligen tal que los costos son mutuamente consistentes, por lo que

“ Es probable que pueda ser negativo, debido a que yi, es mas probable que sea no positivo.
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podemos determinar un conjunto de precios implicitos 4., s=1,.., 5 para estado contingentes
elementzles puede usarse para evaluar algun resultado incierto. Particularicemos, el valor de un
plan de produccion (yiw, ¥iy... Yis), basado en los precios g, s=1,., 5 seria

s
V, =Po¥ro + ZFI g.p.Y, - Las empresas son precio aceplantes con respecto a todos los precios,
incluyendo los precios g.. Dados estos precios, la empresa k opera maximizando su valor
s _— -
Po¥eo + 4:P,Y s . que es esencialmente equivalente a la maximizacién del beneficio. Una
5=

combinacién (X*, Y*, T*, p*, v*) es un equilibric expansivo si, ademds de las condiciones de
equilibrio para el consumidor y las condiciones de vaciado de mercado, el conjunto de
correspondientes z,* se expande y si yi*e¥, maximiza el valor calculado de los correspondientes
gs*. En equilibrio

s
Vi =PoYiet 2 4iBiYs

swl
La asignacion resultante de un equilibrio expansivo de este modelo de dos periodos es
idéntico al obtenido con un mercado completo de bienes contingentes revisado en el capitulo
anterior. El enfoque intuitivo de esto es: Un mercado completo de bienes estado contingentes,
construimos el desarrollo del equilibrio en un proceso de dos etapas, es decir, un mercado para
estado contingentes elementales en la primer etapa, seguido por un mercado spot para bienes en la
segunda etapa seguido remplazar los estados contingentes por seguros sobre las empresas mismas.
Esto es posible porque los seguros expanden el espacio de los seguros. La asignacién resultante
sera idéntica a la primera. Una consecuencia de lo anterior es que el objelive genuino de una
empresa bajo incertidumbre es la maximizacion del valor de la empresa determinado por el
mercado de seguros. Si el supuesto de la expansién se manticne, todos los tenedores de acciones
aprobardn de modo undnime este criterio, y el resultado serd, naturalmente Pareto eficiente. Si
retiramos el supuesto de expansi6n, la situacién es mucho mas compleja. El problema se convierte
en un problema de caricter de teorfa de juegos, debido a que los accionistas pueden no estar de
acuerdo con este criterio. La falte de expansién por acciones puede remediarse por la introduccién
de instrumentos financieros adicionales que llenen otras dimensiones, y efectivamente mediante la

introduccién de estos instrumentos se puede caminar en direccién de tal objetivo.

Con esto queda claro que en los mercados intertemporales ia manera de medir los precios
futurp s mediante tasas de interés. El conceplo de informaci6n puede describirse ficilmente
utilizando la descripcién de estados de incertidumbre empleado en el capitulo anterior. Tenemos
entonces que existe un conjunto de estados naturaleza Q ={1, 2,.., S}. Un conjunto de informacién
H es un subconjunto de €. Tal conjunto representa la informacién especifica mantenida por un
individuo en el sentido que el conocimiento de H significa que es conocido que el verdadero estado
yace en H. Si tuviésemos que H = 2, tal conjunto representa la falta de informacién adicional,
porque el conocimiento de H implica que el estado verdadero seQ. Por otro lado, Si H = {1}, esto
nos diré que el conocimiento de H implica que el estado s = 1. Si dos conjuntos de informacion H; v
H; satisfacen la condicién HicH> (con pertenencia estricta), indica que H, tiene mas informacion
que H», de otro modo, H, es mas preciso que H-.

Una estructura de informacién es una coleccion de subconjuntos que forman una particion
de Q. En otras palabras, una estructura es una colecciéon de subconjuntos H), Hz,..., Hm mutuamente
disjuntos y al mismo Hempo cuya unién es Q. Un individuo con su estructura de informacién
conoce a que conjunto Hj pertenece el estado verdadero. La informacién perfecta es la estructura
de informacién correspondiente a la particién {1}, {2}, ..., {5}. En este caso ¢l conocimiento de que
el conjunto de informacién en la particidon contiene el estado es equivalente a conocer el estado
mismo. En el otro extremo, la carencia total de informacién correspondiente a la particién €
consiste en {} solamente, para esto se sabe que el estado verdadero pertenece a Q.
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Decimos que una estructura de informaci6n es considerada con mds informacion que otra sj
fa particién de la primera es un refinamiento de la segunda. Esto es, si cada conjunto en la particién
de la primera estructura de informacién es un subconjunto de un conjunto de un conjunto de la
segunda.

LOS MERCADOS FINANCIEROS

Voy a comenzar con una idea simple, los mercados financieros crean valor®’. Lo que
encontramos en fos mercados financicros es valuacién, siendo el medio por el cual los mercados
financieros fijan precio de contratos financieros. La funcion de los mercados financieros es la
asignacion eficiente de los recursos. Dentro del mercado financiero nos encontramos en presencia
de participantes activos, os cuales estan preocupados por el valor o precio de sus contratos. Esto lo
podemos ver claramenie cuando vemos a los participantes estimar, evaluar y probar su valor. Las
transacciones aparecen cuando los contratos son comprados y vendidos permitame la redundancia,
por compradores y vendedores que buscan obtener mayor valor; es decir reflejados en mejores
precios. Las transacciones son lo que permiten al mercado crear valor. Reflexionemos un momento
en esto. ;Qué se intercambia realmente? Amigo lector, usted puede advertir que se venden
promesas. Es decir, las transacciones financieras estin menetizando promesas. Lo voy a poner en
otras palabras, se intercambia efectivo en el presente por una promesa de reciprocidad en el futuro.
Ya con esta nocién podemos definir la funcién del mercado de crédito. El mercado de crédito crea
valor en la forma de préstamos en el presente que son intercambiada por promesas de pagos en el
futuro. Quiero hacer referencia a los beneficios sociales derivados del intercambio, directamente
porque casi cualquiera puede participar en este proceso y, segundo, permite a los individuos v
organizaciones trascender fas limitaciones de su situacién presente.

Pensemos en lo siguiente. Prestatarios son generadores de promesas, las cuales le ayudan a
obtener fondos que les permite demostrar sus habilidades, para poder definir su situaci6n en el
futuro. Por el otro ado, ios prestamistas son compradores de promesas que apoyan y participan en
las actividades de aquellos que ofrecen promesas. Las transacciones enire compradores y
vendedores riesgos v retornos, tanto actual como esperados sobre un gran nimerc de unidades
econémicas. Las transacciones ayudan a crear y a expandir la red de confianza, ademais las
transacciones contribuyen a la eficiencia v al crecimiento econémico, debido a que resultan en la
asignacidn de tierra, trabajo y capital fisico en actividades que tiepen retornos econdémicos
relativamente altos. Aqui hay que sefialar un aspecto fundamental, ahorros, tierra, trabajo y capital
son escasos, conseguir crecimiento y eficiencia requiere mecanismos de asignacién para evitar
actividades con retornos relativamente bajos. Aqui es posible ver los elementos de la valuacién
empleado para la toma de decisiones eficiente por parte del consumidor. La pregunta fundamental
que se debe hacer es ;Cudnto vale dicha promesa? La respuesta la genera el mercado, s6lo se
requiere conocer los siguientes elementos: descuento, estructura de plazo, costos de transaccion y el
proceso para identificar el valor.

Primero repasemos el descuento®®. El descuento es la técnica que compara los valores en
diferentes liempos, estimando el valor en el presente en relorno de valor esperado en el futuro, y
valor esperado en el futuro por valor en el presente. Advierta amigo lector, que el descuento es
fundamental para la toma de decisiones intertemporales. El descuento implica supuestos sobre el
futuro. Aqui es donde aparece el peder de la tasa de interés como precio entre puntos en el tiempo.
Al reflejar expectativas sobre el futuro, las tasas de interés se transforman en un instrumento de

7 Advierta el lector que la idea de valor se expone del modo siguiente: ef valor refleja cualidades deseables que
encausan 4 la gente a crear, producir, controlar, obtener y usar cosas que se consideran que tienen tales
cualidades. J. D. Von Pischke. Finance at the frontier: debt capacity and the role of credit in the private
economy.

% La definicion adecuada que proporciona el Dictionary of finance and investment terms, publicados por

Barron's es la siguiente: La diferencia entre el precio de mercado corriente del bono y su pago antes de su
maduracion.
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vaciado de mercado asi como es un importante costo de oportunidad. Mire usted, 1a tasa de interés,
como le he venido explicando, determina la asignacién de consumo presente y future, expresando
el consumo futuro como una funcién de inversién corriente en bienes y servicios. En los mercados
financieros, la tasa de interés es considerada como una medida de} retorno por sacrificar liquidez
por adquisicién, siempre a un nivel de riesgo. Se aprecia claramente que ambos implican tanto
sacrificio como racicnatidad. Debe verse la racionalidad del sacrificio cuando es probable generar
un mayor retorno en el futuro.

Pasemos ahora a la estructura del plazo. La estructura de plazo es fundamentai para la
creacién de valor. Se crea por intercambio de efectivo por valor esperado futuro. De otro modo, si
no tuviésemos estructura de plazo no habria crédito simplemente porque no tendrian valor alguno
cualquier promesa. De lo anterior se presenta la definicion financiera que nos dice que la estructura
del plazo es el horizonte temporal, asf como su movimiento hacia él. Entonces, es ficil entender que
la estructura de plazo tiene dos dimensiones: maduracién y tasa de interés. Primero, la maduraci6n
de contratos financieros definen la estructura de plazo de los mercados en los que se intercambian.
La estructura de plazo para la tasa de interés es la relacion cxistente entre la maduracién y su
retorno de capital invertide en promesas difiriendo sélo en su maduracién. La determinacion del
plazo yace en las caracteristicas de informacion y expectativas del mercado. Los mercados de made
natural mueven y extienden las estructuras de plazo, eso ocurre cuando las tasas de interés de
largo plazo exceden a las de corto plazo, lo cual incrementa el riesgo. Las estructuras de plazo
tienden a alargarse cuando los factores de inceridumbre no son percibides como amenazas para
tos valores financieros.

Ahora centremos nuestra atencién en los costos de transaccidn. Los costos de transaccién son
los costos de establecimiento y dirigir relaciones financieras, incluyen acopic de informacién,
arreglos para proteger el efectivo, documentos y ofros datos, sistemas de grabado para el proceso
de transaccifn, espera y toma de decisiones. Se puede ver que los costos de transaccidn son el peaje
para correr en los mercados financiercs. Podemos ver que los pagan todas las partes, depositantes,
prestatarios, intermediarios, y todos aquellos que usen y ofrezcan servicios financieros.
Obviamente hay costos para e} consumidor y para el intermediario. Revisemos primero los costos
de transaccitn del consumidor.

El mayor costo de transaccién en el que incurre el ahorrador y el aplicante para un crédito es
el obtener acceso al mercado formai, de modo que puede establecer relaciones financieras. El
ahorrador debe satisfacer, por el mismo, que las instituciones deseen aceptar depdsitas, merezcan
su confianza y que se le frate con raspeto®. Por otro {ado, los que desean ser prestatarios deben
obtener informacion sobre las fuentes de Jos fondos que estin disponibles, ademas de los rminos
y condiciones que tiene cada uno. Los que desean prestar deben reunir informacién sobre los
posibles clientes, asi como una relacién de depésito en cuenta previa. El transporte, el formarse
consume e} tiempo, esfuerzo y gasto. El gasto de tiempo en estas actividades es el costo de
oportunidad, consistente en la pérdida de oportunidades para producir ingreso o del disfrute del
ocio. Estos costos restan atractivo de entrar a los mercados formales, por lo gue si no se pide
prestado se vuelve mis dificil obtener valor.

Para enfrentar los costos de transaccidn las instituciones financieras modernas se organizan
como se van apreximando a la frontera financiera. Los depositantes mantienen balances mds y mds
pequenos mientras las fransacciones tienden también a ser pequefios. La rotacion en las cuentas
debe ser alta relativo con el balance promedio mantenido, y los negocios relacionados como
transferencias de dinera y uso de olros servicios estad limitado, Montos relativamente altos de

 Aqui surge un problema serio. Los establecimientos financieras madernos pueden no tener oficinas o
sucursales en centros rurales ¢ en areas urbanas no muy prosperas. Donde las horas de oficina, pudiesen ser no
muy convenientes tanto para la institucion como para el usuario. Los prospectos de depositante de estos
lugares deben gastar tiempo, posiblemente dinero, caminar o utilizar un transporte sencilla (bicicleta, cabafio}
para llegar a la oficina bancaria. Este tipo de movilizaciones tienen como consecuencia la tentacion de gastar,
preocupaciones y posiblemente largas colas para transporte publico y para los servicios en la oficina bancaria.
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ganancias de efectivo sin interés deben mantenerse para sostener el servicio de los pequefios
depositantes porque ellos prefieren emplear efectivo en vez de cheques u otro tipo de servicios
para transacciones. Los costos fijos del depositario de mantener una cuenta o una transaccion no
estan relacionadas con ¢l balance de ia cuenta o del monto de la transaccién, haciendo la coleccién
de depésitas que aparezca poco atractive para muchos intermediarios.

Los costos de transaccion de las relaciones financieras incluyen los costos de mantenimiento
del proceso de valuacion que resulta en transacciones. Intimamente relacionado a este costo
encontramos a los cambios en el proceso de valuacién en si mismo. Mientras aigunos cambios son
impulsados por el esfuerzo de reducir costos, otros son guiados por esfuerzos de crear valor donde
antes no lo habia.

Ahora es tiempo de formalizar otra idea sencilla, el valor genera riesgo. El riesgo rige a las
finanzas, simplemente porque relaciona el futuro y el presente. Debido a que el futuro es incierto,
el riesgo siempre estd presente. Las finanzas existen porque aparecen ciclos no simultineos de
flujos en el curso normal de la produccién y el consumo, es decir, facilitan el manejo de flujos
dispares y disminuye su riesgo. Si la produccién y el consumo fuesen simuitineos, la economia
funcionaria perfectamente sin finanzas. El distinto ritmo financiero entre las diferentes actividades
requieren de las finanzas, en forma de ahorros y crédito, que coadyuvara a la coordinacién entre
ellas. Los ahorros y los créditos son mas eficientes en la medida que los intermediarios desarrollen
las transferencias de las firmas e individuos que acumulan fondos y estin dispuestos a perder
liquidez y aquellos que desean adquirir liquidez. El manejo y la administracion en los mercados
financieros se centra en el sacrificio y la preservacion de la liquidez. La definiciébn mas general de
liquidez es lo mds parecido a efectivo, considerando al efective como iotalmente liquido y
relativamente sin riesgo™. Aquellos activos que pueden ser facilmente valuados en términos de
efectivo son mas liquidos que aquellos que no. Para determinar la liquidez de un activo de modo
preciso se requiere venderlo. Para evitar los problemas que trae la venta un activo gque quiero
conservar sblo para probar su liquidez, los mercados proveen indicadores de liquidez ya que las
transacciones de mercado crean liquidez. Las transacciones y la competencia promueven la
difusién de la informacion del mercado, incluyendo precio, voladmenes de intercambio y los
términos v condiciones de venta.

Como se aprecia en las lineas anteriores, la liquidez es el medio primario por el cual el valor
estd dado y es restaurado en las transacciones financieras. Un comprador que paga por una
promesa sacrifica liquidez al reducir su tenencia de efectivo. El sacrificio permanece y la liquidez
¢s restaurada hasta el cumplimiento de la promesa o cuando es vendida a otra parte. Debido a que
las finanzas modernas expresan el valor en términos de efectivo, el sacrificio de liquidez crea un
problema de valuacion. Si tenemos consistencia en la valuacion reduciremos la incertidumbre y fos
costos de transaccién de sacrificar liquidez. Mercados operativos deben eliminar la inconsistencia.
Un muy importante problema de valuacién aparece debido a que el sacrificio de liquidez crea
riesgo. Esto ocurre porque el intercambio de valor presente liquido para un valor futuro no liquido
se completa s6lo en el future, cuando la liquidez es restaurada. Sabemos que el futuro es
inherentemente impredecible, lo cual implica que Ja liquidez pueda no ser restaurada en su
totalidad. Con esto se afirma que el riesgo y su impacto en el valor es una de las razones que
justifica el analisis financiero, Otra razén surge por los enormes beneficios privados y sociales
creados por mercados racionales. Piense en esto sélo se puede intercambiar algo que pertenece a
alguien y, debe ser valuado para que los mercados operen racionalmente.

Los mercados financieros intermedian riesgo al intermediar liquidez. En la medida que el
riesgo surge por la incapacidad que tenemos para predecir el futuro, asi como para predecir los
flujos no simultinecs. Cuando tenemos falta de simuitaneidad podemos pensar en un problema de
riesgo de madurez y de tasa de interés; aunque el riesgo de crédito cae en el conjunto de la no
simullaneidad. Permitame enumerar y explicarle los distintos tipos de riesgo.

0 . . . . .
Cuando se experimentan altas inflaciones ésta idea desaparece.
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Los riesgos financieros que enfrentamos son riesgo de mercado, riesgo crédito y riesgo de
liquidez, riesga operacional y riesgo legal. Primero, el riesgo de mercado es aquel que se deriva de
cambios en los precios de los activos y pasivos financieros midiéndose a través de cambios en el
valor de las posiciones abiertas”. Entendamos al riesgo de mercado; dicho riesgo se refiere a la
incertidumbre en el valor futuro de los flujos de un instrumento como resultado de cambios en las
condiciones de mercado, por ejemplo precios, tasas de interés, volatilidades. El riesgo de mercado
puede asumir dos formas; primero como el riesgo absoluto, el cual se mide por la pérdida potencial
en términos de unidades monetarias, y segundo, el riesgo relativo, el cual se relaciona con un
fndice base. Hagamos una diferenciacion entre ambos, el riesgo absoluto se concentra en la
volatilidad de las ganancias totales, mientras que el riesgo relativo mide el riesgo en términos de la
desviacion respecto al indice. Este riesgo lo podemos ver como:

¢ Riesgo de tasa de interés. Es la incertidumbre en el valor de un portafolio debido a las
fluctuaciones no anticipadas del valor presente de sus flujos provocadas por variaciones en las
tasas de interés.

¢ Riesge cambiario. Es la exposicién que se tiene cuando los flujos de un portafolio estin
denominados en cierta moneda por la incertidumbre de Ia tasa a [a que dicha moneda podra ser
cambiada por la moneda base del portafolio.

{ Riesgo inflacionario. Exposicién a cambios en el valor de los flujos de un portafolio en términos
reales, como resultado de variaciones en el nivel de precios.

¢ Riesgo accionario. Al poseer acciones de una empresa los flujos de ingresos de ésta afectan el
precio de las acciones; entre mds inciertos sean estos flujos, mds incierto seré el precio de la
accion. Dicha incertidumbre es una funcién que depende del tipo de negocio de la empresa, el
tipo de politicas que se lleven a cabo dentro de ésta y las condiciones de la economia local. Esta
incertidumbre se define como riesgo accionario.

Ahora es tiempo de hablar del riesgo crediticio o riesgo crédito. Es la exposicién que se tiene
por el probable incumplimiento total o parcial de las obligaciones contraidas a través de una
transaccién. Entonces este tipo de riesgo se presenta cuando las contrapartes estin poco dispuestas
o imposibilitadas para cumplir con sus obligaciones contractuales. Para medir el efecto hay que
revisar el costo de la reposicién de flujos de efectivo si la otra parte incumple”™. Cuando en esta
transaccién estd de per medio un contrato, el riesgo crediticio se conoce como riesgo del emisor.
Cuand¢ ne existe un contrato de nor medio, el riesgo crediticio es conocido como de la contraparte.

¢ Riesgo soberano.- Este ocurre cuando los paises imponen controles a las divisas extranjeras que
imposibilitan a las contrapartes a cumplir sus obligaciones”.

¢ Riesgo de pago.- Es la posibilidad de que una de las contrapartes pudiese incumplir en un
contrato después de que una de las partes ha realizado el pago previamente,

Es necesario recalcar que la administracién del riesgo crédito tiene aspectos cualitativos y
cuantitativos. Déjeme explicarle, cuando determinamos la credibilidad de una contraparte nos
referimos al componente cualitativo y la valuacion cuantitativa se ha ido desarrollando con los
avances en la administracién del riesgo, por ejemplo el método de valor en riesgo (VAR).

! Este a su vez incluye el riesgo base, es decir aquel riesgo que aparece cuando se cambia la relacion entre los
productos empleados para cubrirse mutuamente, El riesgo gamma, lo ocasionan las relaciones no lineales entre
los subyacentes v el precio o valor del derivado.

" E{ riesgo crédito puede conducir a pérdidas en el momento que los deudores son clasificados de un modo
severo por agencias crediticias y calificadoras, generando con ello una caida en el valor de mercado de sus
obligaciones.

™ Con esto podemos ver que el riesgo de incumplimiento es, por lo general, especifico de las empresas, el
riesgo soberano es especifico de un pais.
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Cuando escuchamos el término riesgo de liquidez, se dice que es la incertidumbre de poder
realizar en un mercado una transaccién por el monto deseado al precio estimado. El riesgo de
liquidez puede definirse como especifico cuando se refiere a un instrumento o como sistémico al
referirse a todo un mercado. Este riesgo puede tomar dos formas: liguidez mercado/producto y
flujo de efectivo/financiamiento.

0 Riesgo liquidez mercado/producto.- Se presenta cuando una transaccién no puede ser
conducida a los precios prevalecientes en el mercado debido a una baja operatividad en el
mercado.

¢ Riesgo flujo de efectivo/financiamiento.- Este riesgo se refiere a la incapacidad de conseguir
obligaciones de flujos de efective necesarios, lo cual puede forzar a una liquidacién anticipada,
transformando en consecuencia las pérdidas en papel en pérdidas realizadas.

El riesgo de fondeo puede ser controlado por la planeacién apropiada de los requerimientos
de flujos de efectivo, los cuales pueden controlarse estableciendo limites a los desajustes de flujos
de efectivo y utilizando la diversificacién. No debemos olvidar que la liquidez estd relacionada con
el horizonte temporal de las inversiones, por lo que hay que analizar las condiciones de mercado
que pudiesen impedir la liquidacién inmediata de una inversion.

Toca turne al riesgo operacional. Este riego se refiere a las pérdidas potenciales resultantes
de sistemas inadecuados, fallas administrativas, controles defectitosos, fraude o simplemente
errores humanos.

¢ Riesgo de ejecucién.- Es cuando se falla en la ejecucién de las operaciones™. Tal falla conduce a
retrasos y eventualmente penalizaciones.

¢ Riesgo de fraude.- Es donde el operador falsifica intencionalmente informacién.

¢ Riesgo tecnologico.- Se refiere a la necesidad de proteger a los sistemas del acceso no autorizado
y de la interferencia.

¢ Riesgo del modelo.- Se refiere a los aspectos de valuacién que crean problemas operacionales
potenciales. Cundo nos referimos al riesgo es ese riesgo de que el modelo empleade para valuar
posiciones sea defectuoso.

Algunos ejemplos de riesgo operacional serian las fallas en los sistemas, las pérdidas
causadas por eventos extraordinarios {causas naturales), accidentes donde se involucren individuos
clave. Como se puede dar cuenta, estimado lector, la mejor proteccién posible contra el riesgo
operacional es la redundancia de sistemas, la definicién clara de responsabilidades apoyada por
fuertes sisternas de control interno y la planeacion de las contingencias, revision y actualizacién
periédica de dichos planes.

Sobre el riesgo legal podemos decir que se presenta cuando una contraparte no tiene la
autoridad legal o regulatoria para realizar una transaccién.

0 Riesgo regulatorio.- Hace referencia a actividades que podrian quebrantar regulaciones
gubernamentales. Para ejemplificar se puede sefalar la manipulacién del mercado, la operacién
con informacibén privilegiada y restricciones de convencionalidad. El riesgo regulatorio se
manifiesta en las diligencias para el cumplimiento, en la interpretaciéon y en “la conducta
moral”,

Ya planteados estos conceptos fundamentales, conviene preguntarnos ;cémo manejan los
mercados financieros el riesgo? Los procesos que emplea son pooling y suposicién. Dichos procesos
descomponen al riesgo a través de particiones y redefinicién, con ello le da una nueva presentacién
haciéndolo més atractivo. Este hecho permite que el riesgo transfiera Ja creacién de valor porque

™ Para un mejor entendimiento piense en cualquier problema de back office,
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aquellos que buscan comodidad disminuyendo riesgo y aquellos que buscan retornos mayores
asumiendo riesgo logran sus objetivos™.

Primero entendamos como se maneja el riesgo mediante el pooling’s. Déjeme explicarle el
mecanismo conr un ejemplo clisico, los fondos de pensiones de beneficios fijos. Las anualidades
crean valor de dos formas. Proveen a los miembros Ia perspectiva de un ingreso estable después de
su retiro en retorno por sus contribuciones al fondo previo a su retiro. Permite también, alcanzar tal
objetivo econdmicamente mediante accién colectiva. Este medio es atractivo ya que responde al
riesgo de los miembros del fondo. Pensemos en esto: sabemos que la capacidad de ganar dinero
durante el retiro no es la misma que tenemos durante la juventud; esto se explica facil,
simplemente durante la vida laboral la capacidad de percibir ingreso se encuentra en la caspide.
Entonces, este escenario se presenta una no simultaneidad de flujos formidable. La tarea del fondo
de pensiones es recolectar suficiente efectivo de los miembros durante una fase de acumulacién
antes del retiro, el cual debe generar el nivel objetivo de los pagos de la anualidad a estos
trabajadores durante una fase de distribucion en el resto de sus vidas. Para manejar el riesgo de
que los fondos recolectados sean insuficientes, los fondos de pensiones pueden clasificar sus
miembros en grupos que tengan fechas de retiro esperadas y esperanza de vida homogéneas.

Entonces, mediante el pooling de grupos homogéneos se crea el valor para los miembros del
grupo. Mire usted, descartando el suicidio, los individuos miembros del grupo no pueden saber
cuanto mds vivirdn después de su retiro. La prudencia nos dice que la planeacién individual
requiere que asumamos una esperanza de vida elevada, para con ello asegurar que los fondos estén
disponibles aiin y si se alcanza una edad bastante elevada?. Permitame explicarle la mecénica. Si
cada miembro ha planeado prudente e individualmente y se asume una expectativa de vida mayor
que la normal, el grupo (pensado en el grupo como un tedo) ahorrard demasiado, reduciendo su
consumo drdsticamente durante sus anos laborales para poder proveer un ingreso para su edad
esperada. Al emplear el pooling, se disfruta mayor valor debido a que las contribuciones de los
miembros se basan en la expectativa de vida normal. Por lo que podemos ver que el pooling permite
que ei fondo intermedie riesgos. Mire usted, aquellos miembros que mueran antes de ia expectativa
normal de vida reciben menos beneficios relativo a sus conlribuciones, mientras que aquellos
quienes excedan la expectativa de vida normal recibiran relativamente més beneficios.

El fondo mantiene bonos de bajo riesgo y de largo plazo como activos’™. El gerente del fondo
estructura el portafolio de tal manera que las fechas de maduraciéon estin escalonadas para
coincidir con los requerimientos de fondeo de la anualidad durante la fase de distribucién. Los
fondos de pensiones de beneficios fijos se fondean con contribuciones variables de los miembros;
tales contribuciones fluctiian cada afno. Mire usted, si asumimos un nivel objetivo de beneficios,
expectativa de vida constante, y un ingreso de intereses proyectado, contemplando también los
gastos administrativos del fondo de pensiones, los ajustes en las contribuciones requeridas por un
grupo de miembros reflejard cambios en la tasa de interés disponible de los bonos. Por lo que
decimos que la tasa de interés determina el rango de composicién, la cual afecta en sucesion el
tamafio del pool del cual se hacen los pagos de la anualidad a los miembros del grupo. El
mecanismo es simple, a mayores tasas de interés mayor sera la camposicion, reduciendo el nivel de

™ Quisiera resaltar que tanto para un consumidor como una empresa ese deseo racional por comodidad o por
preferencia por el riesgo, sumada con una oportunidad de ganar, reflejara la estructura financiera particular del
consumidor o de [a empresa.

7 La idea de poo es la siguiente, es una combinacion de recursos para un beneficio o propésito comun.

77 Piense en esto: Si el grupo homogéneo se retira a los 60 afios, la prudencia requiere que la planeacion
financiera suponga la supervivencia hasta los 90.

’® Dichos activos se adquieren durante la fase de acumulacion con las contribuciones de los miembros, y con
intereses ganados sobre los bonos ya adquiridos, menos los gastos de las administracion del furdo. Como
sabemos Ja composicion del fondo reflepa sus operaciones; en este czso siendo el fondo un recipiente de un
flujo de largo plazo de contribuciones, eventualmente se balanceard con un flujo de anualidades, el fondo de
pensiones buscara invertir en boros de largo plazo.
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contribuciones corrientes requeridas para fondear los pagos de las anualidades en el futuro; se
emplea el descuento directamente como una manera precisa para determinar el nivel de las
contribuciones anuales a una tasa dada de composicién que se requiere para soportar los pagos
objetivo y los costos de administracién del fondo de pensiones. Aquellos que son miembros de este
tipo de esquemas fijan un premio por la certidumbre, debido a que ellos esperan depender de una
ingreso por anualidad en sus anos de vejez. Por lo que su preocupacién se refleja en los objetivos
de los gerentes de los fondos, quienes siguen una estrategia de inversién conservadora para
minimizar el riesgo. El portafolio de bonas se estructura para eliminar el riesgo de maduracion y el
riesgo de reinversién para con ello asegurar las anualidades objetivo y todos los costos
administrativos pueden pagarse por activos en la fase de acumulacién. El fondo eficiente agotard
sus activos al mismo tiempo en que el ditimo miembro sobreviviente del grupo fallezca.

Es el momento de hablar de Ia suposicién del riesgo en los mercados financieros. Las
instituciones financieras asumen que no pueden intermediar directamente. Toman estos riesgos
bajo varias condiciones; una es que sean adecuadamente compensados por su portafolio de dichos
riesgos. Otra es que los riesgos asumidos sean poco probables en el sentido de tener impacto
negativo significante sobre el total de sus operaciones.

Con lo expuesto en las lineas anteriores queda claro que no podemos separar las finanzas del
riesgo. Pero van mas all4, las finanzas armonizan dos conceptos completamente opueslos, riesgo y
confianza. Quisiera que profundizisemos es este punto. Mire usted, cuando el riesgo estd
suficientemente compensado por confianza, la transaccién tiene lugar y se crea valor. Por lo que
resulta que la relacién entre riesgo, confianza y valor es triangular. Debido a esto, algiin cambio a
cualquiera de dichas variables no puede ocurrir aislado. Permitame explicarle la dindmica. La
percepcién de incremento de riesgo reducira el valor a menos que se compense incrementando la
confianza. Por otro lado, si cae la confianza se reduce el valor a menos que se reduzca el riesgo.
Quisiera enfatizar varios puntos. No podemos eliminar completamente el riesgo, de igual modo
que no se puede retener la confianza por periodos de tiempo sin que requiera renovacién
continua™. En efecto, la confianza es el requisito mds complicado para los mercados financieros y
su desarrollo. La confianza se genera en los mercados financieros con las mismas herramientas
empleadas para manejar riesgo que ya hemos revisado.

Como es sabido, la confianza se encuentra muy influenciada por factores ajenos a las
finanzas, tales como la vision general del futuro que hace la sociedad, la estructura social y el costo
de transaccion requerido para adquirir o mantener el consenso, etc.. Si quisiéramos ilustrar la
importancia de la confianza en los mercados financieros basta mencionar los eventos que ocurren
cuando la confianza decae. Esto lo podemos encontrar explicado en el trabajo de Kindleberger®,
que por cierto es muy entretenido, nos dice que los eventos que conducen a una crisis inician con
un evento externo que cambia de modo significativo las oportunidades de beneficio en algiin sector
importante de la economia. Pensemos en esto, si el shock externo genera mas oportunidades de las
que destruye los negocios responden incrementando la produccién. Para soportar ese boom se
crean las finanzas. Esto lo puede hacer ya sea el sistema bancario comercial, el banco central o
fuentes privadas. Las empresas desean aceptar la deuda en lugar del efectivo, los consumidores
invierten o prestan en los negocios. El boom presiona la capacidad de la produccién a sus limites.

7 La confianza es una emocion y una percepcion, es efimera en un mundo dinamico y se reevalua de modo
incesante. Si recordamos a David Hume, en su maravilloso texto “Tratado de la naturaleza humana” Ediciones
Gernika, México 1992, expone esto cuando afirma que “toddas las percepciones de la mente humana se
reducen a dos géneros que yo llamo impresiones e ideas”. Y mas adelante afirma “existe una gran conexion
enire nuestras impresiones e ideas correspondientes y que la existencia de las unas tiene considerable
influencia sobre la de las otras”. Tales reflexiones nos conducen a entender que la confianza se genera de una
impresion y se alimenta de informacion. Por lo que los mercados financieros prueban la confianza con cada
transaccion realizada.

80 Kindlerberger, Charles P. “Afanias, parics and crashes: a history of financial crises” New York Basic
Books, 1978, paginas 14-24.
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Nueva inversién ocurre alimentando al boom. En este punto un nivel normal de racionalidad
tiende a prevalecer. Pero, sin embargo la euforia puede desconectar las decisiones de inversién de
las realidades de la produccién y de tos mercados sustentables potenciales, esto ¢s Jo peligroso para
cualquier economia. En ésta etapa, la confianza es relativamente incuestionable. Pero, los
sentimientos de euforia se reflejan en especulacion. La especulacion consiste en la adquisicion de
algiin objeto de especulacién (bienes, titulos, divisas, etc.) para su venta posterior en vez de para su
uso. Para este momento habran entrado nuevas empresas en la industria. La euforia provaca que la
valuacién no sea eficiente, ya que se encuentra sumergida en un mar de confianza que opaca las
percepciones de riesgo y a las tendencias cautas. Entonces, vemos como la especulacion se expande
en la medida de que méas y mas individuos se involucran, aunque éstos sélo estén apoyados por
créditos. Aqui es cuando se crean las burbujas, alcanzando los precios alturas dificiles de obtener
de modo natural. Como se puede ver, la especulacién es un enorme imdn para el oportunismo. Los
expertos o la gente que tenga informacién de primera mano (insiders) sienten que las tendencias
actuales no continuardn por mucho tiempo, por lo que venderan et objeto de especulacion,
tomande sus beneficios, lucrando con la ignorancia de algunos, o con fa audacia de otros. Mientras
mas y mas gente abandona el mercado la influencia de nuevos entrantes se compensa. El mercado
duda, y los precios caen.

Para este momento algunos agentes pueden experimentar dificultades para enfrentar sus
obligaciones, debido a que sus posiciones estin financiadas casi enteramente por deuda. Siendo
aqui donde se exponen irregularidades y fraudes, y esto se traduce en que no se puede obtener
nueva deuda. Entonces, cuando las senales de alerta aparecen la confianza se erosiona y més y mis
gente intenta salir del mercado y recuperar sus liquidez, presionando ain més los precios a la baja.
Podemos decir, de un mode coloquial, que salen en estampida. Después de esta prisa por salir, la
burbuja revienta y se convierte el entorno de euforia en crisis en la medida que la gente rechace el
objeto de especulacién con lo que se colapsa el precio del mismo. Disminuye el ritmo de la

economia. Como se¢ puede ver, la confianza es fundamental. Pero la leccién es, ante lode,
prudencia.

Ahora s6lo nos resta presentar como se fija precio en los mercados financieros, para lo que
revisaremos la fijacion de precios en el mercado de capitales. Para ello nos apoyaremos en la teoria
de la conducta del consumidor bajo condiciones de incertidumbre utiliza el concepto de estados
contingentes, ya revisado en el capitulo anterior.

Cuando hablamos de mercados de activos debemos centrar nuestra atencion en las
diferencias en los precios de Ios activos. Bajo esquema de certidumbre ol andlisis del mercado de
activos se vuelve demasiado simple, el precio de un activo es simplemente el valor presente
descontado de sus flujos de retornos. Si no fuese asi, existe la posibilidad para arbitraje sin riesgo.

Para el caso de dos periodos, existe algiin activo que gana un retorno total seguro de Ro.
Hablando en términos monetarios, una unidad monetaria invertida en el activo 0 hoy pagara Ry
unidades monetarias en el siguiente periodo. Si Rg es el retorno total sobre el activo 0, ro=Ro-1 es la
tasa de retorno. Veamos como es la fijacion de precios para otro activo #, tendrd un valor V; el

siguiente periodo. Para el caso de la certidumbre, el precio del activo 2 hoy debe estar dado por su
valor presente

V V.

a __ a
R, r,+l

de no ocurrir esto, indica que alguien tendria una manera segura de hacer dinero. Si
p>V./Ro, entonces alguien quien posea al activo a podria vender una unidad e invertir en el
archivo riesgoso. En el siguiente periodo tendriamos p.Rg>V.. Esto se debe a que al menos una
persona querria vender el activo 4, conduce a que p, no seria un precio de equilibrio. Podriamos
escribir la condicién de equilibrio en términos del retorno del activo 4. El retorno sobre el activo a
esta definido por R=V./p,. Si dividimos ambos lados de la condicién original por p,, y
reordenando la expresion resultante tendemos

Pa =
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R,="+=R
Pa

Esta expresi6n nos indica que en equilibrio, todos los activos con cierto retorno debe tener el
mismo retorno, porque nadie mantendria la tendencia de un activo que se espere tener menor
retorno que algiin otro.

En el escenario donde los retornos de los activos son inciertos, los retornos esperados de los
activos diferiran dependiendo del riesgo del activo. Sabemos que entre més riesgoso sea el activo,
mayor deberi ser el retorno esperado para inducir a {a gente a la tenencia de tal activo.

R, = R, + prima de riesgo por el activo a

El lado izquierdo de la ecuacion de la expresion es el retorno esperado del activo 4, el lado
derecho es el retorno libre de riesgo mas la prima por el activo 4, lo cual podemos expresar también
como

R, ~ R, = prima de riesgo por el activo a

El lado izquierdo de la ecuacién nos muestra el exceso de retornoe del activo 4, mientras que
el lade derecho afirma que en equilibrio el exceso de retornc de cada activo debe ser igual a su
prima por el riesgo. Nuevamente, solo se han planteado definiciones hasta este momento; nuestro
objetivo principal aqui es mediante el concepto de prima al riesge derivar condiciones para el
andlisis de los mercados de activos y su repercusién en el ahorro. Este anilisis involucra las
condiciones de equilibrio general que explicamos en el capitulo anterior, es decir, dade que el vaior
de un activo riesgoso depende de la presencia de otros activos riesgosos, los cuales sirven de
complementos o sustitutos para el activo en cuestién. Entonces la fijacion de precios en el mercado
de activos depende de como covarien los valores de los activos entre si.

Primero estudiemos el modelo base de fijacion de precio, el Modelo de Fijacién de Precio de
Activos de Capital, El modelo propone una particularizacion de la utilidad, dice que la utilidad de
una distribucién de riqueza aleatoria depende solo de los dos primeros momentos de la
distribucién de probabilidad, la media y la varianza.

Iniciemos con la restriccién presupuestal. El consumo del segundo periodo esta dado por

C =(W~+c)ixaf?ﬂ =(W—0{10R0 +ixﬂﬁa]

a=j a=1

A
Puesto que el peso del portafolio debe sumar i, esc es que X, = i_zaﬂxa , podemos

escribir la restriccion del siguiente modo.

a1

C =(W—c)[R0 +) x,(R, - RO)]

Si somos observadores dentro de los corchetes tenemos el retorno del portafolio; dada
nuestra definicién de la utilidad el inversionista, éste buscars tener la m(nima varianza posible de
retorno del portafolio por un valor esperado dado. En palabras simples, el inversionista busca el
portafclic eficiente. La eleccién de cudl portafolio sera elegido depende de Ia funcién de utilidad
del inversionista, sin embargo, cualquiera que este fuera debe minimizar {a varianza para algin
nivel dado de retorno esperado.
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Entonces, el problema de optimizacion es minimizar la varianza del retorno del portafelio
sujeto a restricciones que alcancen un retorno esperado especifico, R, y satisfaciendo la restriccion

A
presupuestat Za:l x,=1.

A 4
min szaxbcab

O A G

Sujeto a
4
quRa =R
a=0

4
IR
o=t 4
Podemos permitir que 1, sea positivo o negativo. Interpretando esto como que el consumidor
puede mantener una posicion de cualquier activo, incluyendo el activo sin riesgo. Ahora si

tomamos a A como el muitiplicador de Lagrange para la primer restriccién y p el multiplicador
para la segunda restriccién, las condiciones de primer orden quedarian

A

22%%5 AR, -u=0
5=0 va=0,., A

Puesto que la funcién objetivo es convexa y las restricciones lineales, las condiciones de

segundo orden se satisfacen automaticamente. Podemos emplear las condiciones de primer orden

para describir el patrén de los retornos esperados. Sea {X;,..., x5} algin portafolio consistente
enteramente de activos riesgosos que es eficiente. 5i uno de Jos activos riesgosos disponibles para
los inversionistas, digamos e} activo ¢, es un mufual fund®! que mantiene su portafolio eficiente.
Entonces el portafolic que invierte 0 en cada activo, excepto para el activo £ ¥ 1 en activo ¢ es
eficiente. Esto implica que tal portafolio debe satisfacer las condiciones de primer orden descritas
anteriormente para cada activo desde 4=0, ..., A. Destacando para el portafolio x1=0 para b=e,
tenemos que la a-ésima condicién de primer orden es

2x,0,, AR, —n=0
Aqui tenemos dos casos especiales cuando #=0 y cuando a=e
~AR, —n=0
2x, 0, —AR —pu=0

Cuando a=0, o. es cero porque el activo § no es riesgoso. Cunando #=¢, G.=0.. porque la
covarianza de una variable consigo misma es simpiemente la varianza de la variable aleatoria.
Resolviendo paral y u ocbtenemos:

# Mutual fund.- Fondo operado por una compafiia de inversion que recauda dinero de accionistas e invierte en
aciones, bonos, opciones, bienes o seguros de divisas. Estos fondos ofrecen al inversionista as ventaja de Ia
diversificacion y manejo profesional. Por estos servicios se carga un honorario por manejo, tipicarente 1% o
meros de los activos por afio.
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Sustituyendo y reordenando tenemos:
- s S
R, = R+ 2=(R, = R,)

Esta expresion nos dice que el regreso esperado de cualquier activo es igual a la tasa libre de
riesgo mas la prima al riesgo que depende de la covarianza de los retornos de los activos con algun
portafolio de activos riesgosos media-varianza eficientef2.

¥2 1 a eficiencia a la que me refiero con éste 1érmino es sobre estimadores insesgados de varianza minima. Si
usted me lo permite, quisiera profundizar en esto para aclarar la idea, Considérese la clase de estimadores
insesgados para el parametre & Siuna estadistica T se encuentra dentro de esta clase, entonces E{T)=0y el
errer cuadratico medio es ECM{T)=Var(7). Como el abjetivo s que la varianza de un estimador sea to mas
pequefia posible. debemos buscar uno en la clase de estimadores insesgados, si es que éste existe, que tenga
una varianza minima para t0dos los valores posibles de & Este estimador recibe el nombre de estimador
insesgado de varianza minima uniforme de 8 La definicion formal es la siguiente:
Sea X, Xs..., X, una muestra aleatoria de una distribucion cuya funcién (densidad} de probabilidad es f{x; 9).
Sea la estadistica 7=u(X,, Xz..... Xu) un estimador de &tal que E(7)=8y Var(7) es menor que la varianza de
cualquier otro estimador insesgado de & para 1odos los posibles valores de @ Se dice entonces que 7°es un
estimador insesgado de varianza minima de & Sabemos que la varianza de una estimador insesgado es la
cantidad mas imponante para decidir que tan bueno es el estimador, permitame una redundancia, para estimar
un pardmetro £ Por esto sean T) v T cualesquiera dos estimadores insesgados de 8 Se dice que 7, esun
estimader mas eficiente de & que 73 si Far(T;)<Var(T3), cumpliéndose la desigualdad en sentido estricto para
algin valor de @ Es comain emplear el cociente Var(¥\}Var(T;) para determinar la eficiencia relativa de 13 con
respecto a 1) (s fos estimudores yon sesgados se emplean sus errores cuadrdticos medios para determinar las
eficiencias relativas). En muchos casos resulta prohibitivo determinar las vananzas de todos los estimadores
insesgados de #y entonces se selecciona el estimador que tenga la varianza mas pequefia. La bisqueda de un
estimador de VMU se facilita con la ayuda de la cota inferior de Cramér-Rao.
Teorema.- Sea X, Az,..., X una muestra aleatonia de una distribucion con una funcion (densidad) de
probabilidad f{x,&. Si I es un estimador insesgado de &, entonces la varianza de 7 debe satisfacer la siguiente
desigualdad

1

Var(T) 2 ;
. (aqu(x.-e)]

o0

E! tearema establece un limite inferior para la vananza de un estimador de & Pero quiero ser ¢laro, lo antetior
no necesariamente implica que la varianza de un estimador VMU de 8 tenga que ser igual al limite inferior de
Cramér-Rao. De otra manera. €s posible de entre todos [os estimadores insesgados de & que tenga la varianza
més pequeiia posible de entre todos los estimadores insesgados de € pero cuyas varianzas son mas grandes
gue ¢l limite inferior de Cramér-Rao. Un estimador de esta clase sigue siendo un estimador VMU de @ Para un
estimador insesgado cuya varianza se apega a la cota inferior de Cramér-Rao, se tiene la siguiente definicion.
Si 7" es cualquier estimador insesgado del parametro & tal que

Var(Tyz - - ~ - L

ﬁ[mﬂX£q’
g6

entonces se dice que 7 es un estimador eficiente de &
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Sea la fraccién de riqueza invertida en el activo a en un portafolio 1 denotada por x| .

4
Cubriendo la restriccién ), xI =1.Si W, denota el monto de riqueza que el individuo i invierte

en el activo riesgoso 2 y ps es el precio del activo 4 Debido a que cada inversionista mantiene ef
mismo portafolio de activos riesgosos tendremos:

X,
X7 = Polia parai=1,.., A

Si multiplicamos ambos lados de la ecuacién para Wy sumando sobre i obtenemos

n_ Peda X
Z:-IW‘

Observemos que el numerador es el valor de mercado del activo 2. El denominador es el

X

valor total de todos los archivos riesgosos. Entonces, x es la fraccién de riqueza invertida en el

activo 4. Este portafolio es conocido como el portafolio de mercado de activos riesgosos®.

Dado que el portafolic de mercado de activos riesgosos es un portafolio eficiente, podemos
reescribir la ecuacion del retorno esperado

De esta forma, el estimador eficiente de 6 es el estimador VMU cuya varianza es igual al limite inferior de
Cramér-Rao. El estimador eficiente de 8, si es que se puede encontrar, es el mejor estimador (insesgado) de 0
en el contexto de [a inferencia estadistica clasica. Para concluir la explicacion, Sea X|, X3...., Xjuna muestra
aleatoriz de una distribucién Poisson cuya funcién de probabilidad es p(x;k)=e'}'l"lr!. Para obtener et estimador
eficiente de A debemos hacer lo siguiente:
Dado que p{x;A)= Lexp(-L)/x!

In p(; A )=xIn(A)-A-In{x!); y

op(x:A) _ X _y_eayn
JA A
Entonces escribimos
i 2
(2P| g2y ap

oA
i
_Var(X)
= ——ﬁ—kz

Pero ya que X es una variabie aleatona de Poisson, Far{X)=A Dando como resultado:

E.(efrw_()@y _1

OA A
¥, por la definicién que hemos dado anteriormente, la varianza del estimador eficiente de A es
Var(1') = =A/n=0"/n
n/

dande a®= es la varianza de la poblacion - el estimador eficiente del parametro A de Poisson es la media
muestral.

% Este portafolio es observable mientras podamos medir las tenencias de activos nesgosos.

56



“Aljorre”
por Jusn Farens Gtz Gluera

R, =R+ 2™ (R -R)
Gm

Con lo que obtenemos el resultado fundamental del modelo. Nos permite ver de modo
empirico a la prima de riesgo; con esto podemos afirmar que la prima de riesgo es la covarianza del
activo @ con el portafolio de mercade dividida por la varianza del mercado por la diferencia de

o
retorno de portafolio. El término — es lo que se reconoce como el coeficiente de regresitn de
o

R sobre R_v lo reconocemos como B, si sustituimos queda:
Ra = R‘J +B0(Rm - ‘RO)

TEORIA DE FIJACION DE PRECIOS POR ARBITRAJE

Comuanmente observamos que la mayoria de los precios se mueven juntos, de otro modo,
existe un grado de covarianza entre los precios de los activos. Una manera comfn de escribir los
retornos de los activos expresados como funcién de algunos factores comunes y riesgos de activos
especificos.

5i tenemos dos factores escribiremaos:

Ra = bﬁa +bia-?; +b2¢-72 + ga

Entenderemos a (7.71) como factores de la economia® que influyen sobre todos los
retornos de los activos. Cada activo tiene una sensibilidad particular by hacia el factor i. El riesgo
del activo especifico, ¥, es independiente de los factores (7, 7,).

Debido a la presencia del término constante by, fos factores 7. para i=1,.2; y el riesgo T,
para 7=1,.., A su esperanza puede ser asumida como cero®. De igual modo, supondremos que
L7, 7, =0, es dexir, que son factores auténticamente independientes.

Para un mayor y mejor entendimiento es menester revisar casos especiales de la fijacion de
precios por arbitraje. Primero, revisemos donde no hay riesgo del activo especifico, sélo tendremos
un factor de riesgo

R =b, +b ] paraa=D,., A

Buscamos explicar los retornos esperados de los activos en términos de la prima de riesgo.
Por construccién sabemos que Ra = b,,, con lo que nuestro problema se reduce a examinar el
comportamiento de by, paraa=1,..., A.

Si tentemos un portafolio de dos actives, digamos a 'y b donde la tenencia de activoges x y la
del activo b es 1-x. El retorno de este portafolio sera.

xR, +(1-x)R, =[xb,, +( - :c)bo,,]+[xb,n +(1-x)b, |7,

Si elegimos x* tal que segundo termino es corchetes es cero tendriamos:

84 e . . ]
Lo que en los periodicos y telediarios se menciona como emtorno macroecondmico.
&5 o . .
Si las esperanzas no son cero, soto hay que incorporarias a bp.
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blb - bl

x* =

Para hacer esto debemos suponer que bis#b., que indica que los activos a y b no tenen la
misma sensibilidad. El portafolio resultante es por construccién un portafolio sin riesgo. Luego
entonces, su retorno debe igualar la tasa libre de riesgo, lo que necesariamente implica

x*h,, +(t—-x*)b,, = R,
Se puede expresar de otro modo como:

X*(bog — by ) = Ry — by,
Sustituyendo x* y recrdenado tenemos

bob - Ru bﬂb - bﬂa

blb bw -b

la

Ahora, si intercambiamos los roles de g y b, en el presente argumento tenemos:

boa = Ro _ boa =bay
b!a bla - bw

Queda claro que el lado derecho de ambas ecuaciones es lo mismo. Debido a que esto es
verdad para todos los activos @ y b, obtenemos

bl)a B Ro

5 M

la

Para alguna constante A; para todos los activos a. Utilizando el hecho que R, =5, y
reordenando obtenemos la forma final del modelo de fijacién de precios por arbitraje con un factor:

R,=R,+b}

Esta ecuacion nws expresa giie el retorne esperado de algin activo z es la tasa libre de riesgo
mas una prima de riesgo, que estd dada por la sensibilidad del activo 4 al factor comin de riesgo
por una constante, La ronstante la podemos interpretar como la prima de riesgo pagada sobre el
portafolio que tiene sensibilidad 1 al tipo de riesgo representado por el factor 1.

Ahora revisemos el modelo con dos factores. Consideremos el modelo:

R, =by, +b,f, +b,, 1>
Construimos un portafolio (x., ¥3 x.) con tres activos 4, b, ¢ los cuales satisfacen:
Xabtat Xpbptxbic= 0
Xoboat Xpb+xcba=0
xatxprac=1

La primera expresion dice que el portafolio elimina el riesgo del factor 1; la segunda expresa
que el portafolio elimina el riesgo del factor 2, y por lltimo la tercera dice que la suma de las
participaciones de los activos es 1, de otro modo, que realmente tenemos un portafolio.

Esto deriva que el portafolio tenga cero riesgo. Por consigniente debe ganar el retorno sin
riesgo, entonces x.doe + xpbgy + x.bo=Ro. Escribiendo estas condiciones en forma matricial tenemos
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bOa_RO bﬂﬁ_RO ch_RO xa 0
b]a bla'.' blc xb = 0
by, b2 b,. X, 0

el vector (x,, Xs, X.) no consiste totalmente de ceros porque suma 1. De lo que se infiere que la
matriz de la izquierda debe ser singular. Si los Giltimos dos renglones no son colineales, debe ser
que el primer renglon es una combinacién lineal de Jos dos altimos. Esto es, cada entrada en el
renglén superior es una combinacion lineal de las entradas correspondientes en los siguientes
renglones. Esto nos conduce a

R, = Ry = by + by, va=l,., A

Las X's conservan la inferpretacién que se habia planteado, sélo que ahora son una
ampliacion a dos factores.

UTILIDAD ESPERADA

Consideraremas ahora un modelo de fijacion de precio basado en la maximizacién
intertemporal de la utilidad esperada. El problema para dos periodos es:

max u(c)+a.£’[4{(W —cXR, + ixa(ka - Ro))]]

[ 4
(Rl | a=|

Necesitamos determinar los aharros del primer periodo, W, y el patrén de inversién del
portafolio, (x1,..., x4), tal que maximice la utilidad esperada descontada.

Si R=(R, +ZA (R,—R,)) es el retorno del portafolio y tenemos que

X
a=| @2

C = (W —c)R, podemos escribir las condiciones de primer orden como
u'(c) = aEu' ()R
0=Euw'(CYR, ~R,) paraa=1,.,A

La primer condicién dice que la utilidad marginal en el primer pericdo debe igualar a la
utilidad marginal esperada descontada del consumo en el segundo periodo. La segunda dice que [a
utilidad marginal esperada de cambiar el portafolio del activo seguro al activo a debe ser cero para
todos los activos a=1,..., A.

Si empleamos el segundo conjunto de condiciones para revisar sus efectos en la fijacién de
precios veremos que utilizando la igualdad de la covarianza podemos escribir fas condiciones del
siguiente modo:

EW(CYR, - Ry = cov(u' (C), R )+ Eu' (CYR, - R,) =0

Reordenando obtenemos

1
R, =Ry, ————cov(R,,u'(C))
¢ Eu () °
Esta ecuacién es muy parecida a la del modelo de fijacién de precios de activos de capital, su
diferencia radica en que la prima al riesgo depende de la covarianza con la utilidad marginal, en
vez de con el portafolic de mercado de activos riesgosos. Si un activo ests correlacionado
positivamente con el consumo, estard correlacionado negativamente con la utilidad marginal de
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consumir, debido a 4" <0. Esto lo debemos entender como gue tendré una prima al riesgo positiva,
lo que conduce a que un mayor retorno esperado debe tenerse para satisfacer.

Este desarrollo es s6lo para el inversionista individual i. Pero si se cumplen algunas
condiciones se puede agregar. Si suponemos que los activos se disiribuyen de modo normal,
también el consumo se distribuird normal. Por Rubinstein, tenemos

cov(' () R,) = Ev''(Ceov(C . R,)

Aplicando esto a la ecuacién anterior obtenemos

N A A e
Rﬂ - RO +[ Eu'(C,-) }OV((,J-,RJ)

El término que multiplica la covarianza es lo que conocemos como la aversion global al
riesgo del agente i, La denctaremos por r;, multiplicando la ecuacién tendremos:

l(??‘, -Ryy=cov(C,,R,)
r!

sumando sobre todos los inversionistas i=1,...,! y usando C = ZHC,. para denotar el

consumo agregado tenemos
i
(R, = R)Y ~ = coC.R,)
i=] r,f

Que se puede expresar

!

R, =R, +':Zl} covw(C.R )

=l T;

Ahora la prima al riesgo es proporcional a la covarianza del consumo agregado y el retorno
del activo. Este factor de proporcionalidad es una medida de aversidn al riesgo media. Podemos
cxpresar ¢! factor de proporcionalidad como el retormo excedente de una active particular.

Suponiendo que existe un activo ¢ que esta perfectamente correlacionado con el consumo agregade.
El retorno del activo ¢, R, debe satisfacer

i !

R =R, +[Zrl] cov(C,R.)=R, +[ZL] var(C)

g i=l 1

Resolviendo para la aversi6n al riesgo media, obtenemos

i=l rl' Ucv:

con lo que podemos escribir la ecuacién de fijacién de precios del activo como sigue:

R, = Ry + 2= (R, ~Ry)

o

La razén de covarianzas en esta expresion se conoce como la beta de consumo de un activo.
Esta es el coeficiente de la regresion teérica entre el retormo del activo 7 y el activo que estd
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perfectamente correlacionado con el consumo agregado. Tiene la misma interpretacién que se
planteo para la beta del mercado.

MERCADOS COMPLETOS

Ahora supondremos que existen S estados naturaleza diferentes y para cada estado s existe
un activo que paga $1 si el estado s ocurre y 0 si no ocurre. Un activo de esta forma se conoce como
Seguro Arrow-Debreu. Sea p: un precio de equilibrioc para un seguro Arrow-Debreu s.
Consideremos un activo arbitrario a con valar Vs en el estado s. Debido a que el seguro Arrow-
Debreu s vale $1 en el estado s, este portafolio valdré Vi en el estado s. Luego entonces, este
portafolio tiene exactamente el mismo patrén de pagos que el activo a. Por consideraciones de
arbitraje, cl valor del activo 2 debe ser el mismo valor del portafolio, lo que nos conduce a que

s
Pa=2.0.V.,
sl

ésta expresioén muestra que el valor de algun activo puede ser determinado por los valores
de los activos Arrow-Debreu. Si 1, es la probabilidad del estado s, tenemos

M
pa IZ&VJH‘KJ = E_p Vu
s=1 T, x
Donde E es el operador de esperanza. Esta expresién nos dice que el valor de a o5 la

esperanza del producto del valor del active 7 y la variable aleatoria (p/n). Utilizando la identidad
de la covarianza podemos obtener

P, = cov(E,Va)+ FEPV
L n
y por definicion

E

= |y

_ 5 E _ S
- o ?tyasns —Zp.!'

3=l

De lo que podemos inferir que L P/ T ) es el valor del portafolio que paga $1 por cierto
periodo siguiente. Siendo Ry el retorno libre de riesgo en tal portafolio tenemos que

. ]
Pl
| * R,
/ Substituyendo en la ecuacién donde utilizamos la identidad de la covarianza tenemos

P, = gi+cov(}1fﬁ,l70)

]

Por lo que el valor del active a debe ser su valor esperado descontado mas una prima al
riesgo. Si agregamos los supuestos de comportamiento diremos que, si el agente i adquiere ¢
unidades del seguro Arrow-Debreu s, debe satistacer la condicién de primer orden.

n:u'(ci.\'] = )"‘pr

O expresindola en otra forma
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De aqui obtenemos que p/x debe ser proporcional a la utilidad marginal del consumo del
inversionista i. El lado izquierdo es una funcién de consumo estrictamente decreciente, debido a la
aversion al riesgo.

ARBITRAJE PURO

Es el modelo con el minimo de supuestos, lo finico que se requiere es que no existan
oportunidades para arbitraje. Con lo que habremos estudiado los modelos de fijacién de precios en
el mercado de valores,

Arreglando el conjunto de activos como una matriz de AxS donde la entrada V., mide el
valor del activo a en ¢l estado naturaleza s, llamaremos a esa matriz V. Sea X=(X,..., Xa) un patrén
de tenencia de los A activos. Entonces el valor de este patrén de inversion para el segunde periodo
serd un S-vector dado por el producto matricial VX.

Suponiendo que X resulta un pagoe no negativo en cada estade naturaleza VX>0. Este caso la
légica impone que el valor de este patrén de inversién debe ser no negativo, es decir, pXz0. De otra
manera, tendria una oportunidad obvia para arbitraje. Por la que obtenemos la condicién conocida
como el principio de no arbitraje

5i VXz0, entonces pX>0

Esto es, de modo esencial, un requerimiento para que ne exista gratuidad. El principio de no
arbitraje implica que existe un conjunto de precios estado psz0 para 5=1,..., S tal que el valor de
cualquier activo a estd dado por

5
Pa=2.0.V,
yu]

Esto obedece a que el principie de no arbitraje implica precios estado no negativos (p...., ps).
Ahora consideremos el problema primal:

min pX
sujeto a VX>0

El problema nos dice que debemos encontrar el portafolio mas barato que da un vector de
todos los retornos no negativos, Como X=0 es solucién factible y el principio implica que minimiza

la funcién objetivo, lo que nos conduce a que ef problema tiene finitas soluciones. El problema dual
quedaria.

Max Op
sujeto a pV=p

dande p es el vector S-dimensional no negativo de variables duales. Debido a que el primal
tiene finitas soluciones, también asf e] dual. Entonces encontramos que una implicacién necesaria
de la condicién de no arbitraje es que debe de existir un vector S-dimensional no negativo p tal que:

p=pV
Retomando la probabilidad 1, podemos escribir

5
-3 P
pa “szﬂl:ns ans
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El lade derecho de la ecuacién es la esperanza del producto de dos variables aleatorias. Si Z
es la variable aleatoria que toma los valores p_ /7, v sea Va la variable aleatoria que toma ios

valores V. Si aplicamos la identidad de la covarianza tenemos
p. = EZP, = con2.7,)+ 2P,

y por definicién tenemos

5 p 5
Z=3"m =30,
s=t TT =t

X

El lado dereche de la expresion es el valor del seguro que paga 1 en cada estade naturaleza,
o sea, el valor del bono sin riesgo. Por definicion el valor es I/R, sustituyendo y reordenando
tenemos

Vf:z = paR(} —_R() COV{Z’?a)
Dividiendo por p; para convertir esto en una expresion que involucra al retorno del activo
R =R, - RyconZ R )}

De esta ecuacion se obtiene que bajo condiciones muy generales la prima de riesgo por cada
activo con una variable aleatoria, fa misma par todos los activos.

STANDING ON THE SHOULDERS OF CIANTS

En ésta seccién revisaremos lo que a mi juicio son trabajos fundamentales para el desarrollo
de la teoria y la natural generacién de la literatura sobre el ahorro. Si me permite amigoe lector,
disgregaremos éstos trabajos que han ido destapandec los pomos de las esencias. Sin revisar,
analizar v entender estos trabajos es imposible comprender como hemos modificade nuestra
percepcion de ahorro.

UNA TEORIA MATEMATICA DE AHORRO®®

Este estudio es el primer intento formal para explicar las causas del ahorro. Frank P. Ramsey
genera lo que serd la influencia fundamental en la literatura sobre crecimiento econémico 6ptimo.
Matematicamente es innovador, ya que es una de las primeras aplicaciones del cdlculo de
variaciones a fa economia. La pregunta esencial es determinar fa asignacion intertemporal de
recursos. Ramsey en su trabajo busca responder cudnto del producto nacional, en algiin punto del
tiempo, debe ser asignado para consumo corriente para generar utilidad corriente, y cudnto debe
ahorrarse (e invertirse) para mejorar la produccion y consumo futuros, asi como mejorar la
generacién de utilidad futura. El planteamiento es sencillo, la tasa de ahorro multiplicada por Ia
utilidad marginal del dinero siempre deberd igualar al monto por el cual la tasa neta de disfrute de utilidad no
alcanza @ Ia tasa mdxima posible de disfrite. Se asume que el producto se genera con dos insumos,
capital y trabajo. La funcién de produccion no varia en el tiempo, por lo que se define que no se
permite progreso tecnolégico. De igual modo se presenta la ausencia de depreciacién para el
capital v una poblacidn estacionaria. Por e otro lado, el monto de servicios de trabajo causados
pueda todavia variar. El producto puede ser consumido o ahorrado, con el resultado de que todo lo
que es ahorrado se transforma en inversién y acumutacion de capital. Se propone x(t} y a(f} como
las tasas de consumo y trabajo, ademds c(t} se entiende como el capital en el tiempo t. El ingreso se
supone como una funcién fla, ¢), teniendo como primer resultado que la suma entre ahorro y
consumo debe ser igual a ingreso

5 Ramsey, Frank P. “A mathematical theory of saving” Economic Journal, Diciembre 1929, paginas 543559,
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dc
—+x=f(ac)
dt
Ahora U(x} denota la tasa total de utilidad de una tasa de consumo x y V{a)} es la tasa total de
desutilidad de una tasa de trabajo a, por lo que las tasas marginales correspondientes serdn

_dU(x)
u(x)= e

Como siempre se asumen x(x) nunca creciente y v{1} nunca decreciente. Voy a aligerar la
notaci6n usando fa notacion estindar, como [a que se emplea en las aulas. Tenemos ahora que:

Q=C+S=C+K’
C=Q(K, L)-K’

El consumo contribuye al biencstar social por la funcién utilidad con utilidad marginal
LI"{C)<0. Para producir sus bienes de consumo la sociedad incurre en la desutilidad del trabajo
D(L} con desutilidad marginal D”’(L}>0. Entonces ia utilidad social neta es LI{C)-D{L), donde Cy L,
tanto come K y @ son funciones del tiempo. Aqui empieza la aporfacién de Ramsey, se plantea que
un capital dado no se incrementara ni se reducira. Entonces U(C)-D{(L), que es la tasa neta de
utilidad por unidad de tiempo, ests sujeta a que el gasto es igual a lo que se puede producir con
trabajo y capital, v en algiin punto incrementaré debido a que con mayor capital podremos obtener
mayor utilidad. Entonces, resclveremos mediante {a introduccién de un planificador social, quién
tiene que resolver e} problema de maximizar, tanto para la generacién actual como las gencraciones
futuras, la utilidad social. Tenemos que:

Maximizar J: [(CY—- D(1)])de

En el integrando, UJ depende inicamente de C, y como habiamos visto con anterioridad, C
depende de K, L y K, mientras que U depende sélo de L. Entonces, este es un problema con dos
variables de estado, Ky L. Debido a que no existe término L’ en el integrando no se puede estipular
una condicién inicial en L. De otro modo, el problema degenera en el lado L.

La integral impropia no contiene un factor de descuento, dicha omisién no es negligencia,
todo lo contrario. Ramsey encuentra que es “éticamente indefendible” para el planificador de ia
gereracién actual descontar la utilidad de generaciones futuras, alegando que es el resultado de la
“debilidad de la imaginaci6n”, planteamiento con el que me permito disentir tolaimente. Aqui
tenemos un probiema serio. Mire usted querido lector, aunque es moralmente bien visto el
planteamiento de Ramsey al respecto presenta una dificuitad, nos limita el emplec de las
condiciones de convergencia. Revisemos ahora que la condicién nos dice: En la integral

L"’ Ft,y, v )t

Si el integrando toma la forma de G{¢, y, ¥')e™, donde p es una tasa de descuento positiva, y
la funci6én G ests acotada, entonces la integral convergera®.

¥7 Una caracteristica de ésta integrat es la presencia del factor de descuento ™ ef cual, todo lo demas
constante, provee una fuerza dinamica para conducir ¢! integrando hacia cero en el tiempo a buena velocidad.

Cuando el componente G(r, y, v') del integrando es positivo y tiene una cota superior, penseimnos en G a
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Para afrontar el problema anterior Ramsey replantea de modo que tenemos ahora que:
Minimizar [[B-U(C)+ D(L)t

sujeto a K(0)=Kq; con Ko dado

Aqui B (disfrute) se postula como un nivel maximo de utilidad neta alcanzable. Expliquemos
este punto. Ramsey se plantea que un incremento en la tasa de utitidad con aumento de capital
puede detenerse por dos motivos. Primero, puede ocurrir que un incremento adicional de capital
no permitiria incrementar el ingreso ni el ocio. Segundo, se podria haber alcanzado una tasa
maxima concebible de disfrute, por Jo que ya no habria uso para mayor ingreso u ocio. En
cualquiera de los dos casos, cierta tasa de capital nos dard la mayor tasa de disfrute
econémicamente factible, fuere o no la mayor tasa concebible. Revisando, la nueva funcional ésta
mide el monto por el cual la utilidad neta L(C)-D(L) no se alcanza. En otras palabras, se minimiza
en lugar de maximizarse. Este punto nos indica que un plan de asignacién 6ptima puede, tanto
conducir a la sociedad hacia el disfrute, o aproximarse al disfrute de modo asintético. De ocurrir
esto, el integrando caerd sostenidamente al nivel cero, o se aproximari a cero como t—w. Debido a
la construccién que plantea Ramsey el problema de la convergencia se resuelve por este medio.
Entonces, ya queda entendido que las sustitucién de las funcionales es lo que se conoce como el
“truco Ramsey”, el cual es ampliamente aceptado como suficiente para condiciones de
convergencia. Discutamos un poco las condiciones de convergencia. La primer condicién dice que
dado la integral impropia

j’o"’ F(t,y,y)d!

Si el integrando F es finito a lo largo del intervalo de integracion, y si F alcanza el valor cero
en algdn punto finito del tiempo, pensemos en {y y permanece en cero Yi>ty, entonces la integral
convergerd®. Entonces esto confirmaria que si el integrando alcanza cero en algin tiempo finito y
permanece en cerc a partir de tal punto, entonces la convergencia se asegura. Pero, hay una
condicién que dice: Dada la integral impropia

| Flpy)a

Si F—0 como o0, entonces la integral convergerd®. Lo que indica que el simple hecho de
que el integrando tienda a cero como t tiende a infinito no garantiza en si mismo la convergencia.

fuerza descendiente de £™ es suficiente para hacer converger a la integral. De modo formal decimos que,
debido a que el valor de Iz funcidn G nunca puede exceder el valor de la constante G , escribimos

j: Gt y,y' )e™dt < _[: Ge®dt = Q
A

Esta igualdad, basada en la formula de valor presente de un flujo constante perpetuo, muestra que la segunda
integral con la cota superior G enel integrando es convergente. De lo que se deduce que la primer integral

cuyo integrando es (G < (G , también debe converger.
* Esto es muy importante debido a que este razonamiento esta en la naturaleza de una condicién suficiente.
Aunque la integral planteada nominalmente tiene un horizonte infinito, el limite superior efectivo de integracion
es un valor finito, 4. Por lo que la integral impropia se reduce a una integral propia, con la seguridad de que se
;t;tegrara a un valor fimto.

" Es muy conmin que esta condicidn se tome como una condicién suficiente, pero no lo es en si misma. Para
revisar esto les propongo revisar un contraejemplo, ¢l cual es ampliamente estudiado en la fiteratura de
optimizacién dinamica. Pensemos en dos integrales con la siguiente forma
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Lo que pide que el integrando también debe caer lo suficientemente rdpido en el tiempo. Como
hemos visto Ramsey no resuelve de modo claro y convincente el problema de la convergencia, lo
que nos remite a suponer que si se converge. Supuesto que es muy fuerte, ya que pueden existir
formas funcionales tales que no converjan.

Ahora hay que plantear la solucién. Podemos ver que es un problema auténomo en las
variables de estado K y L. Del integrando tenemos

F=B-U(C)+D(L) donde C=Q(K, L)-K"

Primero trabajemos con L, con lo que obtendremos las derivadas
£y =-U" (C) -+ D'(L)y=—pQ, + D'(L) [p=ll(C))

F.=0
donde p denota la utilidad marginal. De iguat moda que U(C), p es una funcién de C y por
lo tanto indirectamente una funciéon de K, L y K.

Revisemos ahora K. Las derivadas que obtenemos son:
oC
F =-U(C)y—= -
X (©) PY% LN

= ~U(C)§ =V (C)-D=(C)=n

Con estas derivadas ya podemos utilizar las ecuaciones de Euler.® Primero veamos que
debido a que Fi=0, la ecuacién de Euler para la variable L esF;~dF;-/di=0, se reduce a F;=0, o de
otro modo

D'(L)=pQ(L); Viz0

Esto quiere decir que la desutilidad del trabajo debe igualar al producto marginal, en
cualquier punto del iempo.

Para el capital la ecuacién de Euler queda Fx-df i/ dt=0-pQx-dp/de=0

J:(r+l) ‘rm""

Cada vna tiene un integrande que tiende a cero como t—o, Pero mientras /, converge, /; no

b
! = Iim[—-:!-:‘ =1; 1, = lim[in(t +1))s =

La diferencia radica en la rapidez a la cual el integrando cae hacia cero. Para {;, donde claramente el
denominador del integrando es un término cuadratico, la fraccion cae con suficiente velocidad como 1 toma
crecientemente valores mayores, lo cual resulta en convergencia. Para /3, La velocidad de descenso no es lo
suficientemente grande, y la integral diverge. Por lo que podemos decir que la condicion de £—0 como >«
no garantiza convergencia. Le dejo a usted, estimado lector responder la pregunta contraria, le
recomiendo usar contra ejemplos como el que hemos empleado para reflexionar.

*F, - % F, =0 Vte[0, T} con j=1, 2,._.n.
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W g

K

De aqui obtenemos una regla sobre el consumo: la utilidad marginal del consumo debe
tener, en cualquier punto del tiempo, una tasa de crecimiento igual al negativo del producto
marginal del capital. Dicha regla puede generar la trayectoria 6ptima de . Encontrada la
trayectoria 6ptima para j, ésta se puede emplear para determinar la senda optima de L.

Ahora, la trayectoria 6ptima K y su trayectoria de inversién y ahorro relacionada K" es en
donde centraremos e} analisis. Dado que esto es un caso especial de F=F(y, i) Dado que F es libre
en t este caso, tenemos que Fi,=0, tal que la ecuacion de Euler queda

Fyyy '(f)"*F yyy ()-F~0

La solucién de esta ecuacién es de ninguna manera obvia, pero si multiplicamos la expresion
por i, el lado izquierdo resultante sers exactamente la derivada d(y Fy-F)/dt para

Sy Fy= Sy ) - S Fy)
=F y" vy (Fuy+F, .y )y - (F,y+F,y")
= Y(F,,V'+F,,¥-F,)
Por lo que la ecuacién de Euler puede escribirse como

F-if F /= constante

Resultando una ecuacién diferencial de primer orden, que bajo ciertas circunstancias puede
manejarse de modo mas simple que la ecuacién de Euler original. Para nuestro anilisis, sin t como
un argumento explicito en el integrando, fa ecuacién de Euler para K es, F-K' Fx=constante, o de
otra manera:

B-LU{C)+D(L)-K' u= constante; V20

Esta ecuacién puede resolverse para K’ en el momento que se le asigne un valor, el cual serd
necesariamente arbitrario, a la constante del lado derecho de la ecuacién. Aqui hay que resaltar que
la constante permanece para todo ¢, lo que incluye que —w. Recordemos que pretendemos que
U(C)-D(L) tienda al disfrute mientras f—><w0. Entonces la utilidad debe tender a su cota superior y la
utilidad marginal debe tender a cero como ¢ se vuelva infinito. De lo que se inficre que la constante
tiene que ser cero. Si es asi, la trayectoria 6ptima de K’ serd

_B-U©)+D(L)
" ;

también se puede desarrollar empleando el argumento de tiempo de modo explicito
quedando como

K*

B-UTC(n)]+ DIL(¢
Koy = B=UICWI+ DIL(O)
n()
Este resultado se conoce como la Regla de Ramsey. Dicha regla plantea que alcanzando la
optimalidad, la tasa de acumulacién de capital debe, en cualquier punto del tiempo, ser igual a la

razén de la no obtencién de utilidad neta del disfrute y la utilidad marginal del consumo. Pudiera
parecer a simple vista que la regla es independiente de la funcién de produccién. Esto conduce a
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Ramsey a concluir® que la funcién de produccién importard sélo hasta el punto donde afecte la
determinacién del disfrute. Por desgracia tal afirmacion es erronea, ya que st tomamos

dp/ dt
" =—(, Viz0

por lo que p es elegida de modo 6ptimo con referencia a Q. Fsto claramente indica que el
denominador depende de modo importante de la funcién de produccién.

Ahora mediante las condiciones de transversalidad para problemas de horizente infinito
podemos dictaminar que la constaate debe ser igual a cero. Cuando aplicamos

lim(F ~ ' F,)=0
Aplicada a las variables de estado se obliene

lim(F—L'F,y=0y lim(F -K'F.)=0
—m =0

Como Fi’=0, la primera de éstas condiciones se reduce a F>0 como t—x. Esto significaria
que |2 utilidad neta L{C)-D(L} debe tender al disfrute. Debemos resaltar que por si misma ésta
condicion todavia deja la constante incierta. Sin embargo, la otra condicién fijard la constante en
cero, porque F-K Fr es simplemente el lado izquierdo de

B-U(C)y+D(L)-K’ = constante

Ahora se aprecia que el problema especifica, de modo implicito, el estado terminal en
disfrute. De modo consecuente la condicién de transversalidad

im0

La cual es la condicién de transversalidad para estado terminal libre, dicha condicién por la
construccién del modelo no se necesita emplear. Por la regla de Ramsey podemos encontrar la
trayectoria K*(f) mediante la integracién de

B-UIC@)|+ DIL{)]
pir)

Pero para realizar la integracion se requiere asignar forma funcional para U(C) y D(L). Ahora
bien, la solucion general contendra una constante arbitraria, la cual puede ser definida por la
condicién inicial K(0)=Kq, con lo que completamos la sclucién del modeio,

K* ()=

Ya sabemos el papel que desempefa el método de multiplicadores de Lagrange en los
problemas de optimizacién sujetos a restricciones. Para reforzar el analisis que hemos venido
haciendo al planteamiento de Ramsey podemos reconsiderarlo mediante el empleo del método de

" los multiplicadores. Ahora, el integrandao en Ja funcional objetivo es

F=B-LI(C)+D(L) donde C=Q(K, L)-K’

La funcién F se consideraba que contenia sélo dos variables, K y L, porque sustituimos la
variable C. Cuando tomamos las derivadas Fx y Fi, la regla de la cadena nos ayuda a generar

Fy ==U"C)Y0x =10y y Feo = ~U(CX=1) = t; [1=U'(©)]

EL emplec de la regla de la cadena reduce C a una variable intermedia que desaparece al
final. Para aplicar el método de Lagrange debemos considerar a C como otra variable en el mismo
nivel que K y L. Con esto se puede reconocer la restriccién

* Ramsey op cit Pagina 548,
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formulando ahora el problema con una restriccién explicita.
Minimizar j:[B —U(CY+ D(L)et

sujeto a (K, [)}-K'-C=0
y condiciones de frontera
La funcion integrando lagrangiana® como
@&=B-U(C)+D(L)+A-Q(K, L}+K'+C]

Debido a que tenemos ahora tres variables (C, L, K) y un multiplicador de Lagrange 2,
debemos tener cuatro ecuaciones Euler-Lagrange

@, —gtbc. = U(C)+h=—p+h =0 =5hap
{

d ,
b, ——drd)y =D'(L)y-AQ, =D (LYy—pQ, =0
d d du
b, ——b,. =-20, ——h=- - =0
KT K Oy di 1y di

@, - g @, =—Q(K.L)+K'+C =0
f

La primer condicién nos dice que el multiplicador de Lagrange A es igual a p, la utilidad
marginal del consumo. La segunda es idéntica a D'(L)=uQ(L). La tercer condicién transmite la
misma informacién gue

au/dr
M

'Qx

Por dltimo, la condicién final restablece la restricciéon. Con lo que se comprueba que el
método de multiplicadores de Lagrange genera las misma conclusiones que hemos planteado
anteriormente. Ahora veamos que nos deja el estudio de Ramsey. Nos dice primero que la tasa de
ahorro multiplicada por la utilidad marginal del consumo debera siempre ser igual al disfrute
menos la tasa real de utilidad disfrutada. Pero él mismo se percata de que dicha regla no puede
aplicarse cuando se toma en cuenta preblemas de tiempo descontado. Pero, atin asi destaca una
caracteristica de su regla, que es independiente de la funcién de produccion, punto que ya hemos
tocado y discutido con anterioridad, ademés de plantear [a paradeja entre ingreso y la tasa de
interés. ;Qué podemos concluir? ;Ramsey se equivoco? No, simplemente su estudio responde a lo
que sabiamos y desconociamos del ahorro en la década de los 20. Incorpora a la economia el
poderoso instrumento del calculo de variaciones, aporte valioso y fundamental. Pero, no se a usted
estimado lector, a mi me deja con mas preguntas que respuestas. Al menos podemos decir que el
estudio de Ramsey cumple con una misién fundamental de la ciencia, nos hace dudar.
Matemiticamente es muy interesante, aunque cansado. Revisemos el saldo obtenido. Primero,
sabemos que podemos resolver el problema déndole la forma de horizonte infinito. Otra

” Se obtiene por @ = £+ A, (7)(c, g+ 4 A, (e, —8™)

=M -g)

b=l
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conclusidon que nos aporta es que es buena idea emplear las tasas de descucnto sin temer ser
Hamados faltos de imaginacién. Y lo mas importante, y es donde Ramsey nos abre una puerta por
la cual ahora podemos transitar, el ahorro se moverd conforme se comporte el individuo. Esa ya lo
habfamos entendido en el capitulo anterior, pero Ramsey comienza por ese camino y de modo
sibito e intempestivo lo simplifica de modo violento, en una sociedad con dos clases: los
acomodados, gozando del disfrute obtenido y generando mds; y aquellos que se encuentran en el
nivel de subsistencia. Y siento que es ahi donde nos deja con la sensacidn de algo ausente.

LA HIPOTESISDE AHORRO DEL CICLO VITAL: IMPLICACIONES AGREGADAS Y PRUEBAS™

Este trabajo presentado por Ando y Modigliani es la culminacién de varios estudios que
indagan y discuten la funciéon de consumo. Todos ellos encaminados a verificacién empirica de
varias feorfas, entre ellas ia propuesta por Milton Friedman. Modigliani dirige los esfuerzos hacia
la derivacién de implicaciones practicas sobre el consumo y gasto de los individuos, que en efecto,
mejoran aquellos resultades expuestos por Friedman, asi como explicar las evidencias que
surgieron al confrontar la funcién consumo de Keynes con observaciones. Tanto Modigliani, Ando
y Brumberg emplearon el modelo de Irving Fisher para estudiar la funcién consumo. Nos
enfocaremos, de igual modo como lo hemos heche con el trabajo de Ramsey, en el planteamiento
tedrico mas que en las verificaciones empiricas y en el andlisis de las series de tiempo. No por
negligencia, por el contrario, considero que es mds importante revisar las aportaciones de Ando y
Modigliani ya que son una influencia fundamental en la literatura sobre consumo y ahorro en las
décadas que sucedieron a la publicacion de la investigacion.

Comencemos con la derivacién de la funcién agregada de consumo. Primero se entiende a la
funcién de utilidad como una funcién de su propio consume agregado tanto en el periodo actual
como en periodos futuros. De igual modo se asume que el individuo maximiza su utilidad sujeta a
sus recursos disponibles, entendiendo a sus recursos como la suma de ganancias corrientes y
ganancias futuras descontadas a lo largo de su vida, mas su riqueza neta. El resultado de la
maximizacién es que el consumeo corriente puede expresarse como una funcién de sus recursos y la
tasa de retorno del capital con parédmetros que dependen de la edad del individuo. Lo que implica
que a partir de las funciones de consumo individuales se puede obtener la funcién agregada de
consumo para la comunidad.

Los supuestos fundamentales son muy sencillos. Asumimos a la funcién de utilidad
homogénea con respecto al consumo es distintos puntos del tiempo. De igual forma se supondra
que el individuo no espera recibir ni desea dejar alguna herencia™. Estos supuesios son mostrados
en que dado un afo dado I, el consumo total de una persona a la edad T serd proporcional al valor
presente de sus recursos totales incrementados para él durante el resto de su vida.

T _ T, T
¢, =Q,v,

Aqui Qf es el factor de proporcionalidad que dependera de la forma especifica de la
funcién de utilidad, la tasa de retorno de los actives y la edad en el momento de la persona, pero

*3 Ando, Albert, Franco Modigliani. “The life cycle hypothesis of saving: aggregate implications and tests”.
The american economic review paginas

* Quisiera explicar un poco mas ambos supuestos. Primero sobre la homogeneidad. El considerar homogénea
a la funcién de utilidad con respecto al consumo implica que el valor de cada unidad monetana adicional sera
asignado en consumo en diferentes tiempos en la misma proporcion en 1a que se ha asignado previamente el
total de los recursos antes del aumento. Respecto a la parte de la herencia, es un supuesto que se relaja en dos
sentidos. Primero la utilidad a lo largo de la vida depende de la herencia planeada, pero debido a la
homogeneidad dependera igualmente del consumo planeado. Por otro tado se puede asumir que los montos
destinados para herencias son una funcién creciente de los recursos def individuo relativo al nivel promedio de

recursos de su grupo de edad, y que el tamafio relativo de la distribucion de recursos en cada grupo de edad
permanece estable a lo largo del tiempo.
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T
no de los recursos totales representados por v,r . El consumo estd representado por ¢, , muestra el
T
consumo total del ano . Por gltimo el valor presente de los recursos a la edad T, v, , puede

. . ; T
expresarse como la suma de riqueza neta acarreada del periodo anterior, g, , y el valor presente
del ingreso no propio® que la persona espera ganar durante lo que resta su vida productiva.

N elr

T F T Y
v, =a,,+ty, + T #-T
‘ 2 eny

donde y,r denota el ingreso no propio corriente; por otra parte y. T sera et ingreso ne

propio que un individuo de edad T espera ganar en el r-¢ésimo ano de su vida. N representa el
tiempo de duracidn de [as ganancias, v r; representa la tasa de retorno de los activos. Para efectos

de profundizar en ef andlisis se presenta la nocién de ingreso promedio anual esperado, yfT,
quedando:

I N elr

_ ¥
N-T 540 +r)7

«f
!

Empleando ésta definicion podemos escribir nuevamente el consumo cemo:
T T T T T T T
& = Q: Y +Q: (N _T).Vf +Qr di
Para agregar la expresién, Ando y Modigliani plantean un procedimiento de dos partes, una

dentro de cada grupo de edad y después sobre los grupos de edad. Si se asume gue el valor de

Qfﬂ es idéntico para todos los individuos en un grupo de edad dado solamente se requiere agregar

ias expresion anterior sobre un grupo de edad para obtener
7 - S r o7
CT =Y +(N-TXQ'Y + QT 47,

donde C ,T . Y,T ; Y,er y A,?:I son los agregados correspondientes para el grupo de edad T de

c:r, y:', yfT y af;,. Si Qf no es idéntico para todos los individuos los coeficientes deben ser

interpretados como medias ponderadas de Jos coeficientes de la expresion sin agregar. Entonces,
tomando la expresion agregada como una representacién vilida de la relacién entre consumo y
recursos totales para los distinios grupos de edad se pretende agregarlos para todos ios grupos de
edad, para asi obtener una funcién de consumo para toda ia comunidad. Para este efecto se
propone considerar

= 1 £ r
C,=al Y, +a, Y +a' 4,

Donde C,, ¥,, ¥ v A,_, se obtienen sumando respectivamente a C , ¥, ¥7 y A7,

sobre todos los grupos de edad T, representando consumo agregado, ingreso no propio corriente,
ingresa no propio anual esperado y riqueza neta.

Debido a que el trabajo de Ando y Modigliani busca determinar los estimadores de la
funcidon consumo, y con ello una verificacién empirica requieren de introducir supuestos muy
fuertes con objeto de simplificar la forma de la funcién de utilidad y el patrén a io largo de Ia vida

%% Consiste en las erogaciones actuales de bienes perecederos v servicios mas ¢l valor de fa renta del stock de
bienes duraderos usufructuados por el consumidor.

% El término original es nonporperty income, 1a idea que nos da es aquel ingreso que hay que obtener, buscar.
Esa es la idea que pretendo transmitir y que el trabajo estudiado asi mismo busca.
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de las ganancias. Supuesto lres, el consumidor en cualquier edad planea consumir sus recursos
totales equitativamente durante el resto de su vida. Ahora, el que seria el cuarto supuesto se divide
en tres partes: 1) Cada grupo de edad en e} periodo de ganancias tiene el mismo ingreso promedic
en algin afio £ 2} En algan ano {, el ingreso promedio esperado por aun grupo de edad T para
algin periodo posterior r, dentro de su periodo de ganancias, es el mismo, 3} Cada hogar tiene el
mismo periodo de vida y de ganancias, tanto esperado como actual, y sc asume que es de 50 y 40
afos respectivamente. El supuesto numero cinco dice que la tasa de retorno de los activos es
constante v se espera que se mantenga constante. Bajo éstos supuestos, si el ingreso real sigue una
tendencia de crecimiento exponencial, ya sea debido al incremento de la poblacion o al incremento
de productividad, las condiciones suficientes para la constancia en el tiempo de los parametros de
la expresion de consumo agregada se satisfacen. Entonces el valor de los parimetros depende solo
de la tasa de retorno de los activos y de la tasa total de crecimiento del ingreso, e cual es la suma
del crecimiento poblacional y ia tasa de incremento de productividad®.

La medicién del ingreso no propio esperado, Y, el cual presenta el problema de que no es
directamente observable. Se menciona que una hipétesis ingenua seria asumir que el ingreso no
propio esperado es igual al ingreso corriente, excepto por un posible factor de escala. Basandonos
en esto se Hiene:

Y =p'Y,;p=

5i sustituimos ésta dllima expresion en el agregado, oblendremos una nueva forma funcién
de consumo agregada

Co=(@\+pa )Y, +a', 4, =af, +a;4,,
- ! o ¥ r r
o =a'+fa, =a)+a,
Chue se ronsiderara como hipotesis 98,

Bajo las definiciones previas, tanto el ingreso Y, v el ingreso esperado Y¢, son no propios, es
decir ingrese laboral {hay que ganarlo} excluye, obviamente a los beneficivs. Entonces se plantea Ja
hipétesis de que aquellos actualmente empleados el ingreso promedio esperade es el ingreso
corriente ajustado por un posible factor de escala

Y.‘
_&E

Donde E,, es el niimerc de personas involucradas en la produccion. Ademas se espera que 4
se aproxime bastante a 1.

La hipotesis para aquelios que se encuentran desempleados es que el ingreso es proporcional
al ingreso promedio corriente de aquellos que se encuentran empleados. La constante de
proporcionalidad en este caso representa tres factores. Prithero, puede ser alguna influencia del
crecimiento esperado; segundo, la incidencia del desempleo es probable que sea menor por
empleos altamente remunerados que para trabajadores poco adiestrados y poco remunerados. Por
consiguiente las ganancias promedio de los desempleado se esperan, si consiguen empleos,
probablemente menores que las ganancias promedio de aquelios actuaimente empleados. Por
iltimo, parece razonable suponer que algunos de los trabajadores actualmente desempleados
esperarian que su calidad de desempleado conlinuard por un tiempo y posiblemente sea
recurrente. Por lo que se plantea que:

o7 Los supuestos introducidos tienen el objetivo basico de la estimacion numérica de tos coeficientes,
B En trabajos de Friedman se asume que el ingreso esperado es un promedio ponderado exponencialmente del
ingreso pasado, con las ponderaciones sumadas 1guales a uno.
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donde " es cl ingreso esperado promedio de las personas desempleadas, y por las razones

explicadas anteriormente se espera que B2 sca significativamente menor que 1. Luego entonces el
ingreso esperado agregado esta dado por

- Yr - Yr
}L:BI E- + U—‘r - bt )BE ;n_

i “f

Yr“ = Eryf + {Lr - b: )y:'lt

Lr
:(Bi _Bz)yr +i32 EZ Yr

!
donde §; denota el tntal de la fuerza de trabajo.

Sustituyendo este resultado en nuestra primer expresion agregada se obtiene una variante de
la hipdtesis 1.

{
(‘r =C(;Y_, +G2 _fo +(13A',_|

“t
donde
a, =o' +a’, (B, —B,)
a, =a,B, ya, =a

Ya con esto obtenemos a hipotesis [ Debido a que B1 es dificil que sea cercana a la unidad
se tiene que

—_ L} . r ¥
o, +a, =+, = o)+,

Dejando entonces que los valores de los coeficientes observables a; v a: dependen de los
valores no observables 3z

Entonces la verificacién empirica y fa estimacion, que es el objetivo del trabajo de Ando y
Modigiiani, se aprecia como se busca realizar modelos méas precisos y eficientes. La preocupacion
por disminuir la existencia de correlacion falsa, multicolinealidad y heteroscedasticidad generado
frecuentemente por los modelos de minimos cuadrades ordinarios, orienté el trabajo en la
bisqueda de métodos alternativos de estimacion. Revisando la fuente de tal inquietud hay
vonceptlos sencillos. Primero el objetivo de la estimacion de parametros o predictores humanes, por
lo que el estimador de un parimelro debe tener una distribuciébn de muestreo concentrada
alrededor de él mismo y la varianza del estimador debe ser la menor posible. Por lo que Ia funcion
que se trabaje sea la que proporcione la mejor estimacién. Es decir, el estimador de maxima
verosimilitud®. Pero ahora enfoquémonos en ias conclusiones sobre los resultados.

El medele dei ciclo de vida arroja una conclusion importante. Ef ahorro varia en una forma
predecible en fa vida de una persona. Si la persona comienza su vida adulta sin riqueza, la
acamulard durante sus ahos de trabajo y luego la disminuird durante sus afios de jubilacion.
Entfonces la clave es que los jévenes que trabajan ahorran mientras que las personas de edad que

7 Sea X,, Xa,.... X, una muestra aleatoria de una distribucion con funcion de probabilidad fix; @), y sea L{x,,
X,.., X, 8 la verosimititud de la muestra como funcion de @ Si t=u(x,, x..., x,)) €5 el valor de G para ¢! cual el
valor de la funcion de verosimilitud es maxima, entonces 7= u(X;, X,..., X,} es el estimador de méxima
verosimifitud de 6, v £ es ¢l estimador de maxima verosimilitud.
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estin jubiladas gastan. Revisemos csta idea. En fa evidencia los ancianos no disminuyen su rigueza
a la velocidad que se pudiese pensar si se estuviera tratando de atenuar el consumo para sus afios
finales. Una explicacién seria que a los ancianos les preocupa la posibilidad de los imponderables.
Esto motiva {a aparicién de una ahorro preventivo. Esto es por si vivieran mds de lo esperado, por
lo que hay que prever un periodo de jubilacién més extenso. Otra razon es la posibilidad de que se
presente una enfermedad que obligue a afrontar cuentas médicas fuertes. Si no es posible que los
ancianos adquieran un seguro que cubra estas necesidades seguirdn ahorrando para cubrir
contingencias. La otra vertiente es, que los ancianos no desahorran para poder dejar herencias a sus
seres queridos o simplemente a ia caridad.

SEGURIDAD SOCIAL YAHORRO

En ésta seccién propongo examinar la discusion sobre seguridad social y la refacién que
guarda con la formacién de ahorro. Para lograr esto necesariamente debemos referirnos al trabajo
de Martin Feldsteini®, en donde se considera que el incremento en la riqueza provocado por la
seguridad social es la causa primaria de la baja del ahorro agregado. Esta idea implica que, entre
todas las causas posibles de la reduccién del ahorro, la que resulia ser mds importante es la
creacion de seguridad social, es decir, un programa de ahorro obligatorio. La percepcién de la
gente es sencilla, mire usted. Como los individuos anticipan un monte mayor de ingreso post-retiro
debido a los pagos de la seguridad social, sienten menor necesidad de contribuir voluntariamente
en planes de ahorro privados mientras se encuentran en su etapa productiva. Este comportamiento
ha tenido el efecto de reducir el ahorro privade y, por lo tanto, se ha ido restringiendo el monto de
ios fondos disponibles para la inversitn.

FPudiésemos pensar que la aparicién de tanta literatura sobre los determinantes del ahorro,
seguridad social y pensiones es moda. Permitaseme disentir, mis que moda es una necesidad.
Revisando los distintos trabajos que recientemente se han publicado, podemos ver que se
concentran en los efectos de la seguridad social como factor que afecta al ahorro. Feldstein
comienza su discusién mediante el andlisis de series de tiempo para datos macroeconémicos de los
Estados Unidos. Quisiera resaitar un punto que me parece crucial y de suma importancia. No
obstante que a raiz de la aparicién del trabajo de Feldstein ha surgido un monto considerabie de
literatura discutiendo los resultados presentados en su frabajo y que sus resultados se hayan
argumentado tanto en el campo teérico como en el prictico, el nicleo de su idea permanece
inmaculado. Este hecho me Hamé podercsamente la atencién, el analisis de Feldstein permanece
intacto. Sicnde éste el primer trabaje que examina el efecto de la seguridad social en el ahorro, todo
indica que Feldstein ha tocado un tépico fundamental. Entremos en materia.

Feldstein revisa como ha cambiado la relacidén entre ingreso disponible, riqueza familiar y
consumo personal desde la introduccion de la seguridad social. El efecto de la seguridad social se
mide mediante la introduccién de la variable Riqueza de Seguridad Social (SSW por sus iniciales
en inglés) que mide el valor presente en el afio t de los beneficios por retirc que podrian ser
reclamados eventualmente por aquellos guienes estdn tanto trabajando como retirados en el afio £
Dicha variable toma dos formas, SSW y SSWN, que miden la riqueza de seguridad social bruta y la
riqueza de seguridad social neta respectivamente.

El argumento te6rico que nos presenta Feldstein dice que la seguridad social tiene un doble
efecto sobre el ahorro. La explicacién es la siguiente, al pgarantizar ¢} ingreso a fos retirados v
jubilados el efecto sustitucion sobre los activos disminuird el ahorro durante Jos anos laborales del
individuo, Al mismo tiempo, la disponibifidad de los beneficios de la seguridad social a la edad de
retiro (62 afios) y Ia aita tasa efectiva tribularia sobre las ganancias de los retirados después de los
65 tiene el efecto de inducir el retiro. Dicha induccion al retiro causa que los individuos ahorren
méis durante sus anos laborales para compensar un periodo de retirc mayor. Entonces, las

Y% Feldstein, Mantin. “Social security, induced refirement, and agregate capital acumulation.” Journal of
potitical economy. Septiembre-octubre 1974
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magnitudes relativas de los respectivos efectos determinan la reduccién o el incremento del ahorro.
De acuerdo al trabajo de Feldstein, la introduccién de la seguridad social afecta el nivel de ahorro
agregado. Se puede estar de acuerdo o no, pero es innegable que es una conclusién importante y
digna de estudiar.

Algunos economistas pensaron asi. Un intento para revisar la investigacién de Feldstein es el
trabajo propuesto por Leimer y Lesnoy!©!. Su critica se concentra en tres areas. Primero, descubren
un error de programacion en el calculo de las variables SSW, que el mismo Feldstein corrige!®.
Segundo, critican varios de los supuestos que yacen en la construcrién de la variable S5W.
Finalmente, observan que la relacion entre la seguridad social y el ahorro es altamente dependiente
en el periodo en el que se centra el analisis'®. Sin embargo, el niicleo del anélisis de Feldstein
resiste la controversia, aunque si consiguen cuestionar la validez de los estimados sobre la
magnitud del decrecimiento en el ahorro atribuible a la seguridad social.

Por necesidad el punto de vista tedrico de Feldstein sobre seguridad social y ahorro tiene sus
detractores. Al revisar ia literatura encontramos que el modelo de altruismo intergeneracional de
Barro!® contradice el supuesio de Feldstein dice que cuando se encuentran mayores niveles
garantizados de ingreso futuro los individuos disminuirén ef ahorro voluntario. Barro sostiene que
las generaciones mayores se percatan de que se necesitarin impuestos mas altos para sus
sostenimiento si el nivel prometide serd proveido. Esto causa que los individuos ajusten su
comportamiento de ahorro de modo congruente para prevenir una carga mayor sobre las
generaciones jovenes quienes se veran forzados a financiar los beneficios mediante mayores
impuestos. Barro prueba esto usando una funcién de gasto del consumidor, como la que emplea
Feldstein. La diferencia radica en que Barro emplea variables para medir el excedente del gobierno,
tasa de desempleo y el stock de bienes durables. Estas variables se emplean para compensar el
efecto de la deuda gubernamental sobre la riqueza privada, y como ia deuda gubernamental
corriente se traduce en obligacién impositiva futura.

Feldstein propone una extensién del modelo de ciclo vital de ahorre para incorporar ei efecto
de la seguridad social en el mismo. Bajo el modelo propuesto, los individuos desahorran cuando
sen muy j6venes mediante el uso de prestamos sobre sus ganancias futuras, ahorrando en sus
principales anos de ganancias para financiar otro periodo de desahorro cuando se retiren. No voy a
tocar el andlisis de los datos v resultados del trabajo, para hacerlo requeriria de miés tiempo y
lineas, y no seria justo hacerio a vuelo de péajaro. El verificar ios resultados obtenidos de modo
empirico seria otra investigacién en si misma, por lo que evitaré ef andlisis de los aspectos técnicos
y econométricos del trabajo!™. Entonces, pasemos a las conclusiones.

Basados en el trabajo de Feldstein podemos decir que los efectos tedricos de la seguridad
social sobre el ahorro son dobles y pudiesen parecer contradictorios. Sin embargo el anélisis
empirico puede discernir la importancia relativa de la sustitucién de actives y el retiro inducido
mediante la medicion del efecto total de ia seguridad social acumuiada sobre el ahorro. Los
resultados del andlisis de regresién implican un efecto cuantificable de la seguridad social sobre el

' Leimer, Dean y Selig Lesnoy. “Confirmations and contradictions: social security and private saving: new

time sertes evidence.” Journa! of political economy, junio 1982,

"2 Feldstein, Martin, “Confirmations and contradictions: Sociat security and saving: Reply”Journal of political
economy, junio 1982,

"% Tal ves sea debido al mimero de afios tomados en la muestra. En este aspecto se me ocurren varias cosas,
pera una podria ser simplemente las expectativas generadas por la seguridad social por las generaciones
tomadas en la muestra.

" Barro, Robert J. “Are government bonds net wealth?” Journal of Political Economy. Noviembre-Diciembre
1974,

'%* En primer lugar porque son datos de ta Unién Americana, fo ideal seria hacer una comprobacion de los
puntos de Feldstein con datos de paises emergentes, digamos México, Chile, Argentina, por Hispanoamérica, y
algunos paises de Europa del este asi como para el sudeste asidtico; para con elio comprobar estructuras y ver
donde radican las sensibitidades de los sistemas de pensiones y las captaciones de ahorro.
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ahorro que puede ser medido contra los niveles corrientes de ahorro para imputar el incremento o
decremento total en el ahorro causado por la acumulacién de riqueza de seguridad social. Los
resuftados empiricos indican que efectivamente la seguridad social merma el ahorro personal al
inducir a los individuos a sustituir riqueza de seguridad social acumulada a través de impuestos
para ahorro privado. En pocas palabras, la conclusion gue obtengo es simple, los determinantes del
ahorro, hablando en términos generales no han sido plenamente identificados, por o que cualquier
especulacion realizadas sobre el efecto de la seguridad social sobre el ahorro debe tomar en cuenta
esta limitacion.

CONCLUSIONES

Para este punto queda claro que el ahorro estd considerado como un elemento fundamental
del crecimiento econdmico por la relacién que guarda con el proceso de acumulacién de capital.
Pero, después de dos capitulos entendemos que el ahorro ese sacrificio de consumo, no sélo
permite el crecimiento del ingreso y acrecienta el consumo, sino que hace menos incierto el
consumo en un presente lleno de incertidumbre. Que quiero decir con esto, simple Ia
administracion del riesgo estd como causa fundamental del comportamiento del ahorro. El ahorro
es el resultado de la eleccién de administrar el riesgo, para con ello estar preparados para enfrentar
una realidad cambiante e incierta, para disminuir nuesira sensacion de incertidumbre hemos
desarrollado uma manera de protegernos, ahorrando. La cantidad y la calidad de tal ahorro
obedece tanto a la tasa de interés como a los instrumentos para ahorrar. La sociedad moderna ha
desarrollado instrumentos, productos para captar el ahorro generado por los individuos. Asi que
todos los esfuerzos para gemerar ahorro son infruch:osos si no van orientados a cambiar fa
percepcion individual sobre el riesgo y la conveniencia del mercado.

Este capitulo nos deja muchas preguntas, la primera es ;Cuanto sabemas sobre el ahorro? La
primer discusién es sobre los determinantes, mi conciusién es que atn falta discutir sobre los
determinantes, Es algo que debemos estudiar y analizar con mayor profundidad. Tenemos varios
puntos a considerar, pensiones y seguridad social, mercados financieros, administracion del riesgo
y fasa de interés. Este capitulo noes muestra que éstos son los determinantes del ahorro. Pero la
causa es simplemente {a administracién del riesgo. 5i esto no fuera asi, los resultados de Feldstein
serian muy distintos, y esto es porque la presencia de los sistemas de seguridad social eliminan
parte del riesgo en cuanto al retiro. Barro senala un punto que me parece crucial. No podemos
asumir que no hay herencias, es importante tomar en cuanta tanto a la dotacion inicial como fa
presencia de ja herencia, esios elementos constituyen el legade de cada individuo.

La tasa de interés cumple una funcién fundamental, nos proporciona informacién sobre e
valor presente y futuro de los bienes y el dinero, pero es sélo un precio. Precio que tiene una
importancia fundamental, ya que nos ayuda a vaciar el mercado de crédito. Pero, sin producto
innovador, ni sistema financiero dgil la tasa de interés pierde su fuerza. Lo que nos conduce a que
los mercados financiero deben procurar la innovacién para captar més ahorro y con ellos fondear
las actividades de la economia.

Quisiera hacer énfasis en la importancia de las causas que faltan por afinar, como el papel
del hogar, restricciones financieras y capacidad de endeudamiento, incertidumbre. Ademas, la
verificacién del papel en el ahorro de la educacién, salud, nutricion. Afadiendo a esto las no
linealidades de las funciones de utilidad, consumo y ahorro. En fin, concluyo este capitulo con una
idea para usted, el ahorro es un fenémeno econémico dificil de medir, evaluar e incentivar.
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REFLEXIONES SIMPLES SOBRE TOPICOS COMPLEJOS

Nunca te expreses mas claramente de
lo que eres capaz de pensar.
NiELS HENRIK DAviD Bon

a preocupacién por protegernos, tanto como individuos y como nacién contra la

adversidad econémica en el futuro es sobrecogedora. El problema es en extremo complejo.

Tenemos que responder varias cuestiones. Primero los jévenes adultos tienen

preocupaciones claras, por ejemplo sobre el trabajo que lendran en diez o veinte anos y,
por consiguiente el entorno al que se enfrentaridn, digamos impuestos, gastos médicos, educacién
de los hijos y la vivienda. Para la gente de edad media, ellos piensan enr el retiro y jubilacion.
Aunque sus preocupaciones ne difieren mucho de las de los jovenes, ellos se preocupan por si su
pension sera suficiente y si no tendrdn que verse obligados a dejar el retiro. Para nuestros retirados
las preacupaciones son distintas, ellos se preocupan si su pension serd suficiente, si ésta no perdera
su valor, si él vivira mas de lo que espera y si sus ahorros resisten este caso; y por iltimo, si es que
tiene postbilidades, a quién le deja la herencia. Para comprender los motivos de las elecciones y sus
consecuencias debemos responder primero céme entiende la gente el valor, como percibe la idea
del valor.

Las finanzas informales prevalecen mis alld de las fronteras del sistema financiero formal.
Las finanzas informales consisten en préstamos entre los individuos y empresas que no son
registrados por el gobierno como intermediarios financieros y, por ende no estin sujetos a
supervision gubernamental. Hemos visto que las finanzas informales son tremendamente diversas
y se conducen con amplias relaciones, desde los lazos familiares hasta la amistad, extendiéndose
hasta incluir crédito asociado con transacciones comerciales. La penetfracién de las finanzas
formales puede ser superficial en algunas ocasiones, por poner un ejemplo podemos mencionar al
crédito agricola formal, que en varios paises es poco empleado. Mientras que los arreglos
informales crean valor para la mayoria de la poblacién en muchos paises. Los esfuerzos por atraer
mads gente hacia el interior de la frontera de las finanzas formales muchas veces son originados por
reacciones adversas hacia los acuerdos financieros informales. Estas reacciones son frecuentemente
articuladas por individuos dentro de la frontera, por burécratas y oficiales del gobierno. Aquellos
dentro de las finanzas muy a menudo miran a las finanzas informales, como explotadoras que van
contra el desarrollo del sector; ¥ también se ven a las actividades financieras informales, y ain a los
financieros mismos como perversos y amorales. El que la gente perciba que se puede generar valor
en el sector de las finanzas informales es un verdadero inconveniente.

En éste capitulo final, quisiera presentar mi opinidn y retomar la discusién expuesta en los
anteriores capitulos. Hasta ahara sabemos que el ahorro de un pais es la suma de los ahorros, tanto
interno como externo, pero eso ya lo sabiamos usted y yo. No hemos avanzade mucho. Por lo que
hemos visto en los capitulos previos la base del ahorro radica en la eleccidn y su causa principal es
la administracion del riesgo. Estimado lector, hasta que no me conceda esto con plena conviccién,
no me siga levendo. Queda claro que no es sencillo entender el fenémeno del ahorro, para
corroborar esto basta voltear a ver la literatura donde ailn se sigue discutiendo sobre los
determinantes del ahorro. Esto nos confirma que ain hay muchas cosas por discutir.

Con los capitulos anteriores expuse los conceptos basicos, como el de eleccién, utilidad,
incertidumbre. Con ellos ya estamos en posicién de asociarlos en representaciones mas o menos
claras y sencillas, asi como ciertas proposiciones que tomamos por verdaderas. Entonces, en el
capitulo primero todos los leoremas son demostrados sobre la base de un método l6gico cuya
justificacién nos sentimos obligados a reconocer. Usted se puede preguntar que quiero decir con
esto. Déjeme platicarle. Mire usted, la eleccion se realiza en un sistema econémico, asi que los
individuos habitan en tal sistema y estin integrados dentro. La Gnica diferencia es el cémo lo
perciben. Es decir lo dnico que cambia es el sistema de coordenadas de cada individuo. Por lo que
podemos decir que si hay varios sistemas de coordenadas, los fenémenos econémicos transcurren
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con respecto a un sistema de coordenadas segiin idénticas leyes generales ocurriréd lo mismo con
respecto a otro. Con esto quiero decir que la eleccién, y por ende el ahorro, presenta relatividad.
Entonces, debemos definir un sistema econémico, con individuos que tengan diferentes sistemas de
coordenadas pero que respeten ciertas caracteristicas, propiedades y leyes, siendo idénticas para
todos los individuos. Mire usted, mientras se supuso que todos los fenémenos econémicos se
podian representar con macroeconomia, no se podia dudar de la validez de mi aserto. Aunque, con
la programacion matematica y el modelaje estocastico, se hizo evidente que la macroeconomia,
entendida como la base de toda descripcién tedrica de la economia, no es suficiente. Entonces la
relatividad de la eleccion se puede discutir. Mire usted, tenemos que considerar dos cosas. Primero,
aunque la macroeconomia no es lo suficientemente vasta para representar teéricamente todos los
procesos y fenémenos ecorémicos, debe poseer algo de cierto, que es importante. Esto no lo pienso
negar, es evidente que ha funcionado para varias cosas con admirable precisién. Segundo, quiero
dejar clara {a siguiente idea. Tenemos un sistema econémico con un gran nimero de individuos
distintos, con distintas edades y distintos grados de informacién. La eleccion de los individuos es
necesariamente distinta, pero tenemeos algo en comiin, y es necesariamente el sistema econémico
sobre el que actuamos, el sistema es el mismo para todos. ;Qué hace que las elecciones sean
distintas? La respuesta es simple, la informacion, la dotacion, las expectativas. Esos faciores son lo
que marcan la diferencia. El ahotrro es un fenémeno que sufre éstas diferencias como pocos proceso
econdémicos. ;Porqué afirmo esto? Sencillo, basado en que ef ahorro es la eleccion de postergar el
consumo presente, la elecciéon que involucra la decisién de ahorro toma en cuenta la informacién
del individuoe, su percepcion del entorno econdmico, su grado de aversién al riesgo y su nivel de
confianza en el sistema financiero. Esto hace que el proceso de generacién y captacion de ahorro
sea muy fragil. Un individuo que tenga rezagos en el consumo, preferird cubrir tales rezagos antes
que ahorrar. Un individuo que no confie en el sistema financiero se mantendra fuera de la frontera
financiera formal. Alguien que fenga mala informacién no tomara una decisién de mejor calidad
perdiendo eficiencia. Si a eso anadimos que la seguridad social elimina un poco la incertidumbre
sobre los afos de retiro. Entonces, pareciera que todo se lo dejamos a la tasa de interés. Mucha
responsabilidad para un precio entre periodos. Hay una cosa cierta, el future es incierto. La
administracién del riesgo como causa del ahorro, implica que para que alguien decida ahorrar se
necesita un cambio en su percepcién sobre el futuro, aunado con un incremento de su informacién.

Entonces si se quisiera promover la generacion de ahorro, debemos explicarle a los
individuos que es necesario ahorrar. Suena simple, pero por desgracia no lo es. Sin el cambio de
percepcién, aunque la tasa de interés sea atractiva no se ahorrara, simplemente porque algo falta,
algo provoca una falta de administracion dei riesgo o existe un rezago et ei consuino. 5i la gente
percibe que es necesario ahorrar, porque con ello es capaz de aumentar su consumo y su bienestar,
asi como de disminuir el riesgo la gente entenderd que debe ahorrar. Este cambio de percepcion
debe generarse desde varias trincheras, primero la educacién, segundo los agentes financieros y,
finalmente los hacedores de politica econémica. Ya que si logramos entender que mas aila de la
pensién y el fondo de retiro que se construye con los ingresos de hoy es bueno destinar otra
fraccién del ingreso al ahorro, podremos ver los beneficios de un sistema financiero fondeado, un
mayor poder adquisitivo y menores impuestos destinados a pensiones, en otras palabras, veremos
la generacién de una economia capitalizada por sus miembros, capaces de captar otros ahorros y
destinarlos al crecimiento econémico.

UNA IDEA SIMPLE

Siguiendo con ésta idea, en ésta seccién pretendo presentar un problema de ahorro muy
simple, donde el ahorro depende de lo que podamos hacer en los retornos. Para ello, emplearé la
teorfa del control 6ptimo, lo que le indica a usted, que no haré nada con estitica comparada,
debido a que la naturaleza del ahorro es temporal, me parece méas adecuado darle un tratamiento
dindmico que estitico. Si usted disiente, me parece correcto, estd en su derecho. La idea que le
propongo es simple, necesitamos encontrar la trayectoria 6ptima de los retornos para que dicha
trayectoria nos de una frayectoria §ptima de ahorro. Debido a que el calculo de variaciones sélo

78



“Aharro”
por Juan fMarcos Ortiz Oluers

puede manejar soluciones interiores, como mencione anteriormente, vamos a trabajar con un
desarrollo que puede tratar con las caracteristicas planteadas en los capitulos anteriores, este es la
teoria del control éptimo. La teoria del control 6ptimo implica la formulacién de un problema de
optimizacién dinamica centrado en una o mas variables de control que sirven como instrumentos
de optimizacion. A diferencia del célculo de variaciones, donde el objetivo es encontrar la
trayectoria temporal 6ptima para una variable de estado, la tearia del control 6ptimo tiene en su
principal propésito la determinacién de la trayectoria temporal 6ptima de una variable de control.

Ahora comencemos con pasos pequefios. Consideremos el problema més simple de ahorro
con la variable s para ahorro y la variable de control R, para los retornos. La variable R es un
instrumento de politica que nos permite influir a la variable de estado. Entendido esto decimos que
alguna trayectoria de control R(f)} implicard una trayectoria de estado asociada s{f). Por lo que
queda claro que debemos elegir la trayectoria de control 6ptima admisible R*(f) la cual, junto con la
trayectoria de estado éptima admisible asociada s*(f), optimizara la funcional objetivo dado un
intervalo de tiempo. Antes de avanzar mas en esto me gustaria remarcar algunas caracteristicas
espaciales que presentan los problemas de control 6ptimo.

La teoria del control éptimo permite manejar una restriccién sobre la variable de control R,
tal que R{)e R vte[0, T], donde R denota algin conjunito de controf acotado. El conjunto de control
puede ser cerrado, convexo tal que R(He[0, T]. El hecho de que R sea un conjunto cerrado permite
que sean admitidas las soluciones de esquina. Otro punto interesante es que el problema més
sencillo de teoria de control 6ptimo, a diferencia del cilculo de variaciones, tiene un estado
terminal libre mas que un punto terminal fijo. Esto obedece al principio del mdximo que expondré
y explicaré mas adelante.

Ya discutido lo anterior el problema de ahorro que pongo a su consideracién es

T
Maximizar ¥ = IF([,S.R)dI
L]

sujetoa $ = f{£,5,R) ESTA TESIS NO SAI[_.E
$(0)=A; s(T} libre, (A, T dados) DE LA BRIBLIOTECA

y R(He®R Vic[0, T]

Aqui la funcional objetive ¥ (aleph) mantiene la forma de una integral definida. La
presencia de la variable de control R requiere de una liga entre 5 y R, es decir que requerimos la
relacién entre ahorro y retornos. Tal informacién nos la provee la ecuacién § = f(,5,R) donde el

simbolo punteado § denota la derivada ds/dt. En otras palabras, para saber como afectan los
retornos R el curso que toma el ahorro 5. Ahora, al tiempo inicial, los primeros dos argumentos en
la funcién f deben tomar la forma del valor dado /=0 y s(0)=A, sé6lo quedandonos el tercer
argumento para elegir. Enlonces, para alguna pelitica elegida en =0, digamos Ri(0) la ecuacién
generara un valor especifico para $, digamos ¢,(0) y asi para distintos puntos en el tiempo. Si
observamos a esta ecuacion se aprecia que provee un meranisma de movimiento donde mediante
la eleccién del control R puede reflejarse en un patr6n de movimiento especifico de la variable de
estado 5. Basado en lo anterior, nos referiremos a ésta ecuacién como la ecuacién de movimiento
para la variable de estado para abreviar ecuacion de estado. Con esto quiero decir que la liga entre
R y s puede describirse adecuadamente mediante la ecuacién diferencial de primer orden

§= f{t.8,R).

Es tiempo ahora de referirnos el resultado mis importante en la teoria del control 6ptimo,
que es una condicién necesaria de primer orden, el principio del méximo del cual habia hablado
con anterioridad. Pero antes de hablar de los desarrollos de Pontryagin, es necesaria establecer los
conceptos de funcién Hamiltoniana y variable cosstado (costate variable). En el problema que

79



“Ahorro”
por Juzn Aarcos Grtiz Gluees

propongo hay tres tipos de variables,  que corresponde al tiempo, s(ahorro, que corresponde a la
variable del estado) y R (los retornos corresponden al control}. Para el proceso de solucién
tendremos una variable més, la llamada variable coestado o vanable auxiliar y la denotaremos por
. Permitame hablarle del Ja variable A; primero, es similar al multiplicador de Lagrange v,
segundo, por su naturaleza es una variable de valuacién, lo cual nos permite medir el precio
sombra de la variable de estado asociada. De igual modo que s y R, la variable 4 puede tomar
diferentes valeres en distintos puntos del tiempo, lo que implica que sea A(f). Para introducir la
variable coestado al problema de control 6ptimo requerimos a la funcion Hamiltoniana o
Hamiltoniano, como usted guste y le sea mas sencillo. Definimos al Hamiltoniano come:

H(, 5, R, A)=F(t, 5, Ry+ MBf(4, 5, R)

Debido a que H consiste de la funci6n integrando F mas el producto de la variable coestado
y de la funcion f, luego entonces es una funcién con cuatro argumentos, &, s, R, X. De modo formal
escribimos el Hamiltoniano

H=hoF(F, 5, R)y+A(Df(1 5. R)
donde Ao es una constante no negativa, por determinar.

Mire usted amigo lector, a diferencia de la ecuacién de Euler, la cual es una simple ecuacidén
diferencial de segundo orden en la variable de estado, el principio del méximo involucra
ecuaciones diferenciales de primer orden en la variable de estado y la variable coestado. Otro
punto importante es que se requiere que el Hamiltoniano se maximice con respecto a ia variable de
control(los retornos) en cualquier punto del tiempo. Por lo que para el problema que presenté con
el Hamiltoniano definido previamente, las condiciones del principio de maximo son

Méix H{t,s,RA)vte[0,T)

off

& = —- - (Ecuacién de movimiento para s)

Jdh

A=- B— (Ecuacién de movimiento para A)
5

MTY=0 {Condicién de transversalidad)
donde Mjlx dice que el Hamiitoniano serd maximizado con respecto a los retornos R, como

1nica variable de elecci6én. Hay una forma equivalente para expresar esta condicion
H(t, s, R, A)zH(i, s, R, ), Vite[0, T]

donde R* es el retorno de control 6ptimo y R es otro valor de control. Advierta amigo lector
que el requisito de Maximizar H con respecto R da pie para que surja el nombre de principio del
méximo. Si observamos la condicién

o
oA

se aprecia que es una forma reestructurada de la ecuacién de movimiento para la variable de
estado del problema original. Reexpresar $ como derivada parcial de H con respecto de la variable
coestado implica mostrar la simetria entre la ecuacién de movimiento y la variable coestado. Las
ecuaciones de movimientos en su conjunto es lo que conocemos como Sistema Hamiltoniano o
Sistema Candnico para el problema.

Para desarrollar el problema que le he presentado asumiremos que la variable de control R
no esta restringida, de tal modo que R* es una solucion interior. De igual manera, 1a funcién
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Hamiltoniana sers diferenciable con respecto a R y la condicién 6H/3R=0 puede ser empieada en
lugar de la condicién Max. Por dltimo el punto inicial esta fijo pero permitimos que el punto
R R .

terminal puede variar. Esto s6io es para derivar condiciones de wransversalidad que emplearemos
en el proceso y resuitado. E! problema queda asi:

;
Maximizar I = IF(!.S. R)dt
0

sujeto a § = f{1,5, )
5(0)=sq, (dado)

Para el desarrollo del principio del maximo es necesario incorporar iz ecuacién de
movimiento en la funcional objetivo y reformular la funcional en términos del Hamiltoniano. Mire
usted si el ahorro s siempre obedece la ecuacion de movimiento entonces la cantidad

[f(1,5,.R} - 8] aseguramos que tome un valor cero para todo f en el intervaloe [0, T). Entonces, si
empleamos la nocion de los multiplicadores de Lagrange podemos construir la expresién
MO[f(t,5,Ry— 8] para cada valor de t y todavia teremos un valor cero. Aunque existe un

niimera infinito de valores de ¢ en el intervalo [0, T}, sumando A{!){f(¢,5,R)— 38} sobre t en el
periodo [0, T] generariamos todavia un valor cero:

.
jx(:)[ F(t.5,R) - $)dt =0

Por lo anterior podemos incrementar la anterior funcional objetivo por el integrando anterior
sin afeclar 1a solucion, Por lo que tenemos una nueva funcional

% =N+ [AN[f0.5,R)=s)dr = 0
4]

r
= I{F(!,s, RY+ A(D[f(t.s.R)— S]}ﬂ'f

mientras ia ecuacion de movimiento tenga adherencia para todo £, ¥ y R tendrén el mismo
valor. Ef Hamiltoniano estaba definido como

H{t, s RA)=F(1.5, R+ A1) f(1,5. R}

La sustitucion de H dentro de la nueva funcional quedando

N = ];[H (t,s, R)—A(1)s]ar

@ Vo~

.,
Hot.s,R.\)de = [ M(e)sde
[+]

Me gustarfa hacer una distincibn entre ef segundo Wrmino en el Hamiltoniano,
AMi)f(t,5,R) por un lado y la expresién del multiplicadores, A(¢)[f(1,5, R) - $] por el otro. La
diferencia es que una tiene explicitamente § y la otra no. Integrando por partes tenemos:
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T ¥
— [An)sdt = —2(T)s; +M(0)s, + [ sthar
i a

Entonces mediante la sustitucién de los resultados, podemos escribir nuevamente la
funcional objetivo como

T
R = [[H (1,5 R 1)+ s(OOR)dt = MT)s; +MO)s,
s gt e

. &y oy

.

]

La expresién N esta compuesta de tres Wérminos aditivos (i, €z, 3. Debemos notar que
mientras el término (), una integral dura todo el periodo de planeacién, e} rmino (2; se ocupa del
tiempo terminal T v Q5 se ocupa sélo del tiemypo inicial,

El valor de N depende de las trayectorias temporales elegidas para las variables s, R y A, asi
como de los valores elegidos para T y st. Ahora centraremos la atencién en L. La variable &, siendo
un multiplicador de Lagrange difiere fundamentalmente de s, R, la eleccién de A(f) ne tiene efecto

en ef valor ¥, mientras la ecuacién de movimiento cumpla con la adherencia a
oH
§=— Viel0,
an [0.73

El siguiente paso en el proceso corresponde a la trayectoria de los retornos R(f) y su efecto
sobre la trayectoria s{f}. Si tenemos una trayectoria R*(f} y si perturbamos la trayectoria R*(#) con
una curva de perturbacion p(t), es posible generar una vecindad de trayectorias de control

R(6y=R*{ty+rep(t)

una por cada valor de . De acuerdo con la ecuacién de movimiento ocurrirdn para cada ¢
una perturbacién correspondiente en la trayectoria de ahorro s*(f), por lo que la vecindad de
trayectorias s puede escribirse como:

s(t)=s*(+eq(t)
Mas alla, si Ty 57 son variables, tenemios que
T=T*+eAT y si=s*rteAsr
ds;

imp]icando %;;7; = AT ¥ Td? = AST

Ya que tenemos tanto a s come a R podemos expresar ¥ en términos de g, para poder
aplicar la condici6n de primer orden d ¥ /de=0, obteniendo la nueva versién de ¥ como

e}

R= j{H[r,s * +g(1), R* +ep(6). M] + Als * +eq(0)]dt — A(T)s, +A(0)s,
[

Aplicando la condicion R /de=0 derivando obtenemos

TG (T a4 ay dar
;{ {[—d;'?(f)*'ﬁp(f)]*‘lq(f)}d’*‘[H +hs), Z

y la derivada del segundo término con respecto a € es
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ds, dMT) dr .
-MTY- L+, —() — = =AMT)As; — s; MTDAT
de di’ de
Por el otro lado el termino A(0)se mediante la derivacién se elimina. Entonces, ¥ /de=0es la
suma de las dos expresiones anteriores. Pero en ia primera podemos escribir un componente como

[Lq], = MT)s, AT

Entonces, cuando 1a suma es fijada en cero, la condicién de primer orden queda, después de
manejo, Como

r

a

Los tres compenentes de ésta derivada estin relacionados a cosas arbitrarias diferentes.
Veamos esto con atencion. La integral contiene curvas de perturbacion arbitrarias p(f) y 4(f),
mientras que los otros dos involucran arbitrarios AT y Asy, respectivamente. De modo consecuente
cada una de los tres debe ser igualada a cero en orden de satisfacer la expresion en cuestion. Al
porner el componente de la integral igual a cero, se puede deducir dos condiciones

oH 6H
Js aR

La primera nos da la ecuaciéon de movimiento para la variable coestado A, la segunda

representa una version débil'% de la condicion MaxH . Debido a que para el problema hemos
B

fijado un punto terminal T y s7 libre, el término AT es instantineamente igual a cero, pero Asy no.
Para desvanecer la expresion -A(T)Ast debemos imponer la restriccién

MTI)=0
con lo que se explica la condicidn de transversalidad.

Estimado lector, como usted pudo apreciar si se encuentra la trayectoria 6ptima de los
retornos v sus curvas de perturbacién es posible entender como sera la trayectoria del ahorro v sus
posible cambios debidos a alguna perturbacién. La idea es que el ahorro se puede explicar como un
resultado del comportamiento de los retornos. Como los retornos involucran, confianza y riesgo, es
una variable sobre la cuat podemos influir, y ésta a su vez influira al ahorro.

MODELANDO UNA ECONOMIA

Es necesario hacer varias consideraciones para realizar un modelo, por lo que es menester
hacer una pausa aqui, con el objeto de analizar los requerimientos necesarios para el modelo.
Primero revisemos conceptos preliminares,

Las decisiones se toman y se realizan en puntos en el iempo llamados épocas de decision. Sea
T el conjunto de épocas de decision. Dicho subconjunto de la recta real no negativa puede
clasificarse de dos modos: continuo!” o discreto y como finito e infinito. Cuando es discreto las
decisiones se realizan en todas las épocas de decisién. Por otro lado, si es continuo las decisiones
pueden realizarse en:

' El sentido de la debilidad es en que decide sobre el supnesto de que # es diferenciable con respectoa Ry
d?; que existe una solucion interior
"7 La palabra es empleada como sustantivo mas que como adjetivo,
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a) Todas la épocas de decisién (continuamente).
b) Puntos aleatorios en el tiempo, cuando ocurren ciertos eventos.
¢) Tiempos oportunos elegidos por el decisor!®.

Para problemas de Hempo discreto, se divide el tiempo en periodos o etapas. Entonces
formulamos modelos en orden que la época de decisién corresponda con el inicio de un periodo. El
conjunto de épocas de decision puede ser finito, en su caso T={1, 2,..., N} para algtin entero N<w.
FEl caso infinito donde tenemos T={1, 2....}. Para incluir ambos casos debemos escribir T={1, 2,..,,
N} para algin eatero N<wo. Cuando T es un intervalo se puede usar tanto T=[0, N] como T=[0, «].
Los elementos de T se denotarin y nos referiremos a ellos como “tiempo f“. Cuando N es finito, el
problema de decision es un problema de horizonte finito; si no es finito tendremos un problema de
horizonte infinito.

Como va hemos visto el sistema ocupa un estado en cada época de decisidén, por lo que
denotaremos al conjunto de estados del sistema posibles por 5. Ahvra decimos que, el decisor, en
algin punto del tiempo observa el sistema en el estado se5, y puede elegir una accion a del
conjunte de acciones admisibles en el estado s, A;. Los conjuntos S y A pueden ser:

¢ Conjuntos arbitrarios finitos.

¢ Conjuntos arbitrarios contablemente infinitos.

¢ Subconjuntos compactos de dimensiones finitas de un espacio Euclidiano.
¢ Subconjuntos Borel no vacios de espacios completos, y métrico-separabies.

Las acciones se pueden elegir tanlo aleatoria como deterministicamente. Denolaremos por
HA,) la coleccion de colecciones de probabilidad sobre subconjuntos (Borel) de A; y por AA) el
conjunto de distribuciones de probabilidad sobre subconjuntos (Borel) de A. La eleccion aleatoria
de acciones significa elegir o seleccionar una distribucion de probabilidad g(-)= AA), en dicho caso
la accion a se selecciona con probabilidad g(s). Las distribuciones de probabilidad degenerada
corresponden a eleccién de accién determinista. Los modelos pueden generalizarse permitiendo
que tanto 5 como A; dependan explicitamente de F%%,

El resultada de elegir una accion aeA; en el estado 5 en la época de decision t.
OF! decisor recibe una premio, rs, @}

OFl estado del sistema en la siguiente época de decision estad determinada por la distribucién
de probabilidad p.(-|s, ).

Entonces, sea la funcion rs, @) definida para s€5 y acA que denote el valor al liempo ¢ del
premio recibido en el periodo 110, El premio puede ser:

0 Pago unico recibido en un momento fijo o aleatorio previe a la siguiente época de
decision.

¢ Incrementado continuamente durante el periodo corriente.

0 Una cantidad aleatoria que depende del estado del sistema es una subsecuente época de
decision.

1% Este tipo de problema se analiza mejor empleando métodos de teoria de control dptimo basado en sistemas
de ecuaciones dinamicas.

109 . . .. - . - . - - -
Pero dicha generalizacion es innecesaria para las mayoria de las aplicaciones debido a que tiene un efecto
minisculo en Iz teoria.

1% piense que cuando la funcion r (s, a)sea positiva debe considerarse como ingreso, y por ende si es negativa
coma costo.
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¢ Una combinacidn de todo {o anterior.

Cuando el premio depende del estado del sistema en la siguiente época de decision, entonces
dejemos que s, a, j) el valor en el tiempo ¢ del premio recibido cuando el estado del sistema en el
época de decision f es s, la accién acA; es seleccionada, y el sistema ocupa el estado j en le época de
decisién 1. Su valor esperado en la época de decisién puede evaluarse por:

r(s,a)= ) r(s.a,/)p,(jis.a)

JjeS

En la expresion anterior la funcién no negativa pi(jis, 4) denota la probabilidad que el sistema
esta en el estado je5 en el tiempo #1, cuando el decisor elige la accién acA; en el estado 5 en el
tiempo £ La funcién pjls, 4) es denominada una funcién de transicién de probabilidad. Note
amigo lector que muchos sistemas de transicién pueden ocurrir en el periodo de tiempo entre
épocas de decision, digamos entre f y #+1. La formulacién del modelo debe ser de modo que las
transiciones que ocurren entre épocas de decisién no influyan al decisor. La mayoria de las
nociones de optimalidad toda la informacion necesaria para realizar una decision en el iempo f se
resume en 7(s, a) y pijls, @),

Una vez discutido esto me permito encontrar las dificultades que hay que resolver para
formular un modelo. La iista es la siguiente:

=> Nuamero de sexos a modelar.

=> Puracién de vida.

= Demografia.

= Duracién de la vida productiva.

= Transferencia de riqueza intergeneracional,
—> Disponibilidad de mercado del crédito.

—> Reglas de bancarrota,

= Disponibilidad de seguros.

= Tratamiento de deuda a la muerte.

= Impuestos v subsidios gubernamentales.

Déjeme explicarle estos puntos y los molivos de las elecciones!'2.Pero antes de eso, quiero
remarcarie que la seleccion de los criterios, es tan arbitraria como cualquier otra seleccién, por lo
que es normal, que no coincida conmigo, asf como yo no espero que todo mundo coincida con mis
ideas, no se preocupe si usted no comparte, es normai y saludable. Pero si estd de acuerdo, es una
feliz coincidencia; ahora si entremos en materia. Primero, las opciones para el namero de sexos son
dos, podemos modelar un sexo o dos. Las dificultades de modelar dos sexos son enormes, y son
muy dificiles de desarrollar. Ademas, un modelo de dos sexos no mejora el entendimiento y
comprension de los grandes topicos, es decir, es mejor evitar el modelo de dos sexos por su
complejidad v por su poco aporte a la discusién de los grandes problemas. Por lo que le propengo

1 Sin embargo, bajo algunos criterios debemos usar rs, a, j} en vez de 7,(s, @). Por lo que asumimos

generalmente que
Y plsay=1
jes

El que no requiramos igualdad en la expresion anterior incrementara el rango de sistemas que podemos
modelar,

"2 La notacion que voy a emplear es la estandar, asi que cualquier cambio de variable se lo haré saber.
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pensar en un agente, que puede ser hombre o mujer, lo que usted decida eso serd. La idea es
simple, unisex. Hablemos ahora de la duracién de la vida biolégica; hay un hecho frio v
concluyente, todos moriremos algiin dia. Basado en tan simple idea, los modelos de vida infinita
pierden realismo. Lo que nos conduce a centrar nuestra atencién en dos opciones, en un lado una
duracién de vida finita y fija por otro una duracién de vida con expectativa finita estocdstica.
Regresando al argumente de que sabemos que algiin dia moriremos, es necesaric completar la idea
afiadiendo que ese dia nadie lo conoce, por lo que es mds apegado a ia realidad la idea de que se
tiene una expectativa de vida finita. En lo que respecta al crecimiento poblacional es claro que las
poblaciones crecen pero el suponer una poblacién estacionaria tiene bondades debido a la
simplicidad. Aqui las opciones son, de nacimiento a ]a muerte, de la adolescencia a lIa muerte o de
la adolescencia al retiro. Mediante la existencia del equilibrio se demuestra que se puede
considerar cualquier duracién de vida econémicamente productiva. Para los seguros y la
transferencia de riqueza Ia necesidad cambia respecto a la edad, por lo que es necesario formular
una regla sobre herencias y seguros.

El tiempo es discretoi’ y corre =0, 1, 2... Existe incertidumbre sobre dotaciones, asi como

sobre nacimientos y muertes. Ambos se modelan por variables aleatorias definidas en un espacio
de probabilidad.

Para cada £20, I; es una copia de la unidad de intervalo empleado para parametrizar la
coleccion de agentes vivos al tiempo £. Sea Iy, el subconjunto de I; correspondiente a los agentes de
la edad k al iempo £, tal que

1, =OI&.I
kD

Suponiendo que cada Ii; es un subconjunto Borell!s de [0, 1].

Sea ¢, la medida de probabilidad no atémica definida sobre B(l)), los subconjuntos Borel de
I;, que corresponde a Ia distribucién espacia de agentes al tiempo f. Entonces

o)=Y ol,,) =1

=0
donde 9/, ,} es la proporcién de agentes con la edad k en el tiempo F.

Para cada agente o estdn asociados dos procesos estocdsticos representado su edad y su
riqueza en dinero. El proceso de envejecimiento {o podemos plantear de a siguiente manera. Sea
aely,, indica que el agente o tiene la edad k al iempo t. Denotamos por 1 la probabilidad que o
sobrevive para e} periodo siguiente, para cada k20. Entonces a€lio1+1 con probabilidad ny, y muere
a la edad k con probabilidad 1-n:''5, Entonces, podemos construir!s el procese de envejecimiento
para la coleccién de todos los agentes en orden de alcanzar las probabilidades de supervivencia
también correspondan con las proporciones de agentes que sobreviven, en ese sentido tenemos

qu (‘rhl.u-i ) = Th " @:(It,:) vk, .
vk, k.

'** Fixcepto para los problemas de seleccion de portafolio y de maximizacion de utilidad, que son en tiempo
continuo, debido & que gano poder en ef analisis, ademéas de ser un poco mas sencillo.

14 Un espacio Borel es {S, B(5)}.Un espacio Bore! {4, B(4)) y una coleccidn de conjuntos A,, para el cual
A,= B(A) para cada scS. Sea B(A4,) denota la coleccion inducida de subconjuntos Borel de A,

''* i desearamos generalizar seria: o sobrevive hasta el periodo A+ con probabilidad Ty Ty Ty,

"1 Para profundizar en la técnica empleada revisar e trabajo de Feldman, M y C Giles “An expository note on
individual risk without aggregate uncentanity” Jowrnal of Econometric Theory, 35 1985, paginas 26-32,
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Por amor a la simplicidad supondremos que la tasa de natalidad es la misma que la de
mortandad. Esta simplificacién nos permite emplear el mismo indice { para cada /.. Siguiendo con
la simplificacién, podemos representar el proceso de envejecimiento correspondiente a un indice @

como una cadena de Markov K .1 = 0,],.._{ con probabilidades de transicién

plcz, = k+ 1k =), plks, ~0kE ~k]=1-7,

t4] [21

Una condicién necesaria y suficiente para ésia cadena para que tenga una distribucién
estacionaria es que fa duracion de la vida del agente neonato es que sea finita!l?. Esta condicitn es
equivalente al requerimiento que la suma infinita

Az=140 + MM + MMM+

sea finita. Asumiendo que A es finita, y si {oy, k=0, 1,...} es una distribucidén estacionaria.
Entonces, {vr} debe satisfacer

Vi = Ve k=0, 1,

por lo que

Vi =My MoV

Normatlizando con Z v, =1, concluimos que

Vo = if Vi = M ---%:para k20
Necesitamos ahora un proceso de riqueza para la economia, para cada ael, fz1 y kz1, la
variable aleatoria § :_‘ ;-4 denota fa riqueza en dinero del individuo a de edad &-1 al inicio dei
periodo . Queda claro que [a dindmica del proceso {S f_“_,} depende de los gastos, herencia y
dotacién del individuo a en cada periodo. Este aserto debe ser explicado.
Pensemos en que en cada periodo cada agente recibe una dotacién afeatoria ¥, (@) en

unidades de bien no durable. La distribucién A, de la variable aleatoria Y;}(&)) depende de la

edad k del agente o pero no del periodo ¢ La dotacién en diferentes periodos es independiente,
pero la dotacién total del bien en cada periodo t para los agentes de edad &, digamos

Ci = [ 1500, (du)

".i s

se piensa no aleatoria y constante de periodo a periodo!!, La dotacion total para los agentes
de todas las edades en el periodo f es

c=¥¢,

=0

11k}

Afortunadamente esto se cumple.
118 . . . . - - . - .
El trabajo de Feldmany Giles gp cit nos proporciona una técnica para construir funciones del siguiente

tipo: {a,m) > ¥, (0)=7Y, (a,0), k21, 21, que son independientes para cada « fijo par agregada en una
constante como en la expresion de ().
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Si consideramos ahora un individuo o de edad k-1 y con riqueza S, , () en el inicio del
periodo f. El individuo decide primero sobre el monto

ey (0) € [0' Sttemt (03)]
que pujaré en el mercado de bienes!!®. El precio p; para el bien puede formarse como

S50, )

k=1 !t-k =1

pw)i= T

Porlo que el individuo recibe el valor de su puja x;, (w) =5, (0)/ p,{da) de bienes y

la consume, con lo que un monto de utilidad igual a %, (x; {(®))'®. Ahora pasemos a la

determinacion de la herencia. Pensemos que nuestro agente q esta en su edad 0 en 4, por lo que su
utilidad total recibida a lo largo del proceso sera

vi{e) = Z(’%Tl} oMy ) (0 )
k=1

donde nenit-- 1k es la probabilidad de que el individuo « sobreviva para la edad k. Después
de que se forma el precio el individuo recibe ei valor de la dotacién en dinero. EI monto

P (@) (w) para esta etapa el individuo tiene la riqueza

Sew) = 50, 4(@) - by (@) + p o)V ()

EL agente sobrevive para el siguiente periodo con probabilidad ni: v si sobrevive, inicia ¢l
siguiente periodo con esta riqueza junto con alguna herencia Z,,(®). En el caso de que no

sobreviva, su riqueza se transforma en parte de su legado total. Entonces, con la probabilidad 1.
el individuo sobrevive con riqueza

Su ((D) S -1r-;(m) ‘b 1((‘)) + P,(&})Yh(ﬁ)) + 7 ((t)) - S ,((1}) + Z (&))
Es evidente amigo lector, que si el agente es un recién nacido al final de su periodo f tendria
So, ()= Z; (o)
Por lo que el legado total en el periodo queda como

L{w)y= Z(i-m 2 S @e,(da)

feo Lr-1
que debe igualar a la herencia total
Y [z (@), (do)
k=0 1t 1

Quedando resuelto el aspecto referente a la herencia.

'*® L.as pujas son mensurables conjuntamente en (a1, &).

" Aqui u,_, :[0,90) = [0,%0) es una funcion concava comin para todos los agentes de edad 4-1.
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En l2 economia propuesta se conserva el dinero de periodo a periodo. En orden de verificar
esto, veamos gue si [Vii{) es la riqueza total de los agentes al inicio del periodo 4,

W, _(w)= z IS:—IJ-: (@), (da)
Eet Fyten
después de las pujas y el ingreso pero antes de nacimientos, muertes y herencias {a riqueza

del individuo S[,(®) v la riqueza total sera

-

z IS:—I.H (), (do)

k=t j{ -le-1

permanece igual a Wi.(w). Entonces la riqueza total después de nacimientos muertes y
herencias es

Z’h-l j-S;'-x—z_:..1(m)@r—|(da)
k=l sy

Asi que anadido al legado tolal obtenemos la riqueza total.

Para entender como el individuo decide ahorrar pensemos en un problema sencillo.
Imaginemos un individuo se enfrenta a un problema de seleccién de portafolic 6ptimo en un
mercado financiero con dos activos. Uno de ellos libre de riesgo llamado bono, y el activo riesgoso
Hamado accion. Este problema de ahorro/consumo tiene un agente econémico cuyas acciones no
pueden influir a los precios del mercado, puede elegir un portafolio y una estrategia de consumo
que determine la evolucién. El problema es elegir éstas estrategias para maximizar algin criterio
de utilidad. Sea x{f} la riqueza en el tiempo &, y el precio pi{f) del bono esta dado por

dp, (1}= rp (t)dt

Mientras que el precio po{f} del activo riesgoso cambia de acuerdo con Jas ecuaciones
diferenciales estocasticas'?! lineales

dp, (1) = p,ladt +odw(t))

donde () es un proceso Wiener'2 estandar 1-dimensional. Aqui r, a, o son constantes con
r<a y o>8. Una politica de consumo/inversién n es un par {m(-), 82(:}} consiste de un proceso de
portafolio ai{-} y un proceso de tasa de consumo ax(-). Esto es ai{t) es la fracciéon de riqueza en el
activo riesgo, mientras que 1-1(f) es la fraccidn de riqueza invertida en el bono en el tiempo £, y
(1) es la tasa de consumo que satisfacen

0<(N<T; ;)20

Entonces, cuando usamos una politica ahorro/consumo x dada, la riqueza x{-)=x*(-) cambia
de acuerdo a las ecuaciones diferenciales estocasticas

dx(t) = (1 —a, (Y)x({ Jrdt + a,()x(Dodt + odw(t)]— a,(1)d!
Los tres términos en el lado derecho corresponden a

1) ganancias por el dinero invertide en ef bono,

2) ganancias por la inversién en fa accién,

'3 Las ecuaciones diferenciales estocasticas que se resuelven mediante procesos de Markov.
22 twis), £20) es un proceso Wiener estandar n-dimensional,
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3} disminucién de Ia riqueza debido al consumo.

Si reescribimos en ia forma estandar tenemos

dx(f) = [(r + (@ — r)a, ()x(0) — a, (O}t + oa, (Ox(0)aw(r)

Ahora sea U una funcion de utilidad!®, El problema de ahorro/consume del individuo es
maximizar la utilidad esperada descontada total del consumo

J(s,x;my=E~, j‘e""U(az {))drt

I

con la tasa de descuento p>0. Por lo que el programa dinémico queda como
v, + max{e"”U(az) +{{r+(a-r)a)x—a,)+ ; (oa,x)* vﬂ} =0

con condicién terminal o(t, x)=0, y la maximizacién se realiza sobre el conjuntos de pares
a=(m, a@2) cumpliendo con las restricciones de control. Si ignoramos por un momento las
restricciones de control, podréd usted ver que la funcién dentro de las llaves se maximiza mediante
a*=({g*, a*2) lai que

a* =—(a-ryv, /o’ xv,, U(a*)=ev,

Si 770 y po<0 para x>0. La solucién del problema depende, como usted puede ver, de ia
forma funcional de U. '

Para ayudarnos a la maximizacion de la utilidad total descontada del consumo debemos
elegir un proceso de consumo e{f)=x(x{f)}para maximizar la utitidad esperada total descontada

L]

V(x,z)=E" J’ e Ula(h]dt , p>0

9
Donde U es la funcién de utilidad, y la riqueza x(-}=x*(-) satisface para todo 0,
dx(t) = x(t)oadt + odw()]— a(t)dr , x(0)=x
Usando nuevamente las ecuaciones
dx(r) = (1- &, (O)x(0)rds +a,(O)x(0)[udt + dw(t)] - a, (), y
dx(t) = [(r + (@ - r)a, (1)x(t) - a, ()t + 6a, (1)x(1)dw(t)

con ay(-)=1 y a(-}=a(), por lo que podemos escribir

dx(t) = [ax{t) — a{t)ld! + ox{(t)dw(t), x(@)=x

asumiendo que a>1, 020 y que la riqueza inicial x es positiva, mientras que a{f}=n{x(f)) estd
sujeto a la restriccion

Osn(x)<x, vx
Entonces, para ia funcién de utilidad U, el programa din&mice, con v,=7 y v..=0", queda

123 7/ es una funcion no negativa sobre [}, ) de clase C2, estrictamente creciente, estrictamente concava y tal
que LF{0y=+m,
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—pv(x)+ % o2 x3v'' (%) + onv' (x) + max{U(a)— av'(x)] = 0

Por lo que la solucién depende nuevamente de la forma funcional de U, con lo que se obtiene
el proceso de consumo éptimo.

Para la toma de decisiones sobre las pensiones publicas suponemos que el gobierno en el
tiempo # maximiza una funci6n de bienestar social con una tasa de descuento social p.

De acuerdo con ésta ecuacion el gobierno es un planificador social que toma en cuanta el
bienestar de las generaciones, tanto la presente como la futura, donde el bienestar de una
generacion se mide mediante la funcion de utilidad de un individuo representativo de ésia
generacion ponderado por el tamaiio de la generacién. Asumiendo que n<p las condiciones de
primer orden para maximizar el bienestar social son

r l+9 r
i (C.,T_l)=mu (C’y)
1+ 'k
wieryy =W o)
I+p

La primera es una condicién para la asignacién 6ptima entre vivos jovenes y viejos al mismo
tiempo y la segunda optimiza una asignacién interbemporal. Asf que el planificador social respeta
las decisiones de ahorro del individuo. Los esquemas que respetan esto son los sistemas de
seguridad social de reparto (PAYG[pay-as-yon-go]) v los de capitalizacién (FF[filly-funded]). No es
mi objetivo tratar y analizar los sistemas de pensiones, ya que es una investigacién es si misma,
pero hablaré un poco. Hay una conclusién en la literatura sobre pensiones que nos dice que el
sislema FF conduce a niveles de capital fisico en el estado eslacionario mds elevados que el PAYG.
El argumento es sencillo, el adoptar un sistema FF lleva a un nivel de capital mas alto debido a que
alienta a los individuos a incorporarse al sector formal de la economia, que aunado a las
contribuciones genera un beneficio evidente.

CONCLUSIONES Y CONSIDERACIONES GENERALES

En este capitulo me permiti plantear la idea de como se podria modelar una economia donde
los individuos pudiesen elegir si consumen o ahorran, me base en ideas simples, ya que el
instrumental es lo bastante complejo como para complicarlo atin méas. Debo ahondar en los
problemas que puse a su consideracién, sobre todo en modelo de generaciones traslapadas,
afadiéndole esquemas de pensiones, formas funcionales especificas. Realizar algunas
proposiciones y proponer algunos teoremas. Pero este es mi primer intento de modelar una
economia desde el punto de vista estocastico. El modelo dindmico seria interesante anadir variables
de estado y restricciones. En fin, me queda claro que el trabajo no termina aqui, por el contrario,
aqui comienza.

Como ya lo sabiamos el ahorro es una pieza fundamental del engranaje econémico. En
nuestra existencia como sociedad cconémica hemos acumulado algunas dudas sobre el
funcionamiento de nuestro sistema econémico, el ahorro es una de ellas. Es muy complejo. En ésta
investigacién comprobamos que la eleccién es 1a base de la decisién de ahorro/consumo y que una
causa fundamental es la administracién del riesgo. Personalmente, me parece que hay que terminar
la discusion sobre los determinantes del ahorro, ademés tal retraso lo tinico que ha provocado es
que la teoria vaya mas rapido que los estudios empiricos, lo que nos conduce que debemos buscar
una nueva metodologia para la medicién del ahorro. En lo personal son proyectos que me interesa
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desarroliar. Hay una cosa que nos debe quedar claro, amigo lector, el ahorro continuard siendo
tema central en las discusiones académicas y de politica econémica por unos aios mas, Esto se
explica por la importancia que tiene en la acumulacién de capital y, por ende en el crecimiento
econdmico. Lo que me parece crucial sobre el ahorro es la posibilidad que nos brinda de movilizar
recursos.

Vamos a repasar lo que sabiamos. Ya habfamos entendido que el ingreso disponible es
importante para determinar al ahorro, hay quienes dicen que la tasa de interés tiene un efecto sobre
el agregado de ahorro. Por fortuna, la informacién que nos ha proveido la literatura asegura que
adn tenemos bastante que investigar. Quedo convencido que la administracion del riesgo juega un
papel mis importante que la tasa de interés en la generacion de ahorro. Me queda claro que
debemos dirigir los esfuerzos en modificar la percepcion de los individuos sobre el ahorro. De no
ser asi, cualquier politica que se proponga no tendra el efecto deseado.

La conclusién es que hay que trabajar aiin mas en el ahorro, en sus determinantes y dejar
claro la manera de correlacionarse entre ellos. Para mi, hay que hacer uso de la programacién
matematica y del modelaje estocastico, con objeto de obtener mejores conclusiones con problemas
mas elaborados y cada vez mds parecidos al entorno que pretendemos explicar. Otro punto que
debo desarrollar es la idea de la relatividad de la eleccidn, y por consiguiente de la racionalidad de
los individuos. Puede ser complejo pero vale la pena encontrar un camino que nos simplifique
algunas cosas. Y el concepto de la eleccién Optima relativa me parece que puede simplificar
bastante los resultados, aunque no asi la discusién.

La naturaleza del ahorro radica en la eleccién. Esa fue la conclusion del primer capituio,
Entendimos que se elige ahorrar para afrontar contingencias, mejorar las condiciones de vida. Asi
que el primer resultado importante que hemes obtenido es que la naturaleza del ahorro radica en
la eleccién individual, tomando en cuenta las expectativas del entorno y nuestro grado de
informacién. En el segundo capitulo quedo claro que el ahorro es un elemento fundamental del
crecimiento econdmico por la relacién ya conocida con ¢l proceso de acumulacién de capital.
Comprendimos que ia tasa de interés cumple con preporcionarnos informacién sobre el valor
presente y futuro de los bienes y el dinero, pero que sélo es un precio.

Entendimos que hay causas que faltan por afinar, como el papel de los hogares, restricciones
financieras y capacidad de endeudamiento, incertidumbre. A dichas causas hay que sumar, la
verificacién del papel en el ahorro de la educacién, salud, nutricion. Tomando en cuenta las no
linealidades de las funciones de utilidad, consumo y aherre. En fin, la conclusion fue que ¢! ahorro
es un fendmeno econdmico dificil de medir, evaluar e incentivar.

A grandes rasgos, eslas son tas conclusiones obtenidas. Una personal, es seguir estudiando y
analizando e! tema, afadiendo estudios empiricos. Una general es que el ahorro serd pieza clave en
la econemia de mercado que estamos experimentando. Y como le dije ya una vez, lo unico cierto es
que el futuro es incierto, por lo que para enfrentar dicha realidad y expectativas, lo méas prudente
es aharrar, recuerde que uno nunca sabe donde brincara la liebre
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