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PRESENTACION.

El objetivo de este trabajo es que pueda servir como material de apoyo:

a) A los alumnos que estan cursando aigunos de los cuatro cursos de matematicas en
el Coiegio de Ciencias y Humanidades.

b) A los profesores y alumnos que busquen problemas tales que no sean del tipo que
tradicionaimente se resuelven en los cursos de matematicas.

¢c) A los clubes de matematicas de los diferentes planteies del Colegio de Ciencias y
Humanidades.

Los problemas aqui propuestos estan intimamente relacionados con algunos temas
que aparecen en los programas de estudio para las asignaturas de matematicas |, i, ill
y V. Tales temas son:

UNIDAD MATERIA NOMBRE DEL TEMA |
5 MAT. | GEOMETRIA DEL TRIANGULO Y FIGURAS BASICAS )
7 MAT. Il CIRCULO.
1 MAT. Il FUNCIONES CUADRATICAS Y APLICACIONES
2 MAT. il EXPRESIONES RACIONALES Y CON RADICALES.
3 MAT. Il DESIGUALDADES Y REGIONES £N EL PLANO.
4 MAT. il SEMEJANZA DE FIGURAS Y TEOREMA DE PITAGORAS AR
6 MAT. Il RAZONES TRIGONOMETRICAS Y RESOLUCION DE TRIANGULOS" L
3 MAT. ECUACIONES DE GRADO SUPERIOR A DOS.
4 MAT. 1V FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

Este trabajo se divide de ia siguiente manera:

Cada uno de los problemas (DEL 1 HASTA EL 27) aparecen junto al resultado , las
sugerencias y su solucion completa.

Para los problemas desde el 28 hasta el 47 aparecen enunciados junto con su
respuesta cada uno y las sugerencias se encuentran en un apartado al final del trabajo.
En la segunda parte aparece la teoria minima necesaria para resolver los problemas
propuestos.

Inmediatamente después se encuentran ias demostraciones de algunos resuiltados
utilizados en ia solucion de los problemas.

Originalmente algunos de los ejercicios aqui propuestos se dieron a los aiumnos mas
adelantados que pertenecieran a aigun circuio de matematicas.

Espero que el material aqui propuesto cumpla con los objetivos aqui externados.



NOTA: En la redaccion de algunos problemas aparece escrito el concepto de
“"ANGULOS IGUALES?", lo cual debera de entenderse por "ANGULOS
- CONGRUENTES"

Escribi "ANGULOS IGUALES" debido a que en los diferentes libros de donde se
extrajeron los problemas aparecia en idioma original (EN RUSO) ANGULOS IGUALES
(RABNII UGLII).




PROBLEMA

1) En un rectangulo A.B.C.D de largo AB = 12 y ancho AD = 5 las diagonales se
interceptan en un punto E. 0, es el centro de la circunferencia inscrita al triangulo
AED y 0: es el centro de la circunferencia inscrita al triangulo DEC. Encuentra la

razon.
EO1 ( Resultado EO,; = 10) _ _
EO, EO: 3

Considera la figura siguiente.

A

Q

“‘a) Observa que BD y AC son las diagonales del rectangulo ABCD.

b) ¢Que relacion hay entre las siguientes longitudes: AE, EC,BE ED?

c) De acuerdo a la longitud de sus iados ¢ Cémo se clasifican los triangulos AED y
DEC?

d) Es un triangulo isésceles ;Qué relacion hay entre la longitud de la bisectriz,
mediana y altura bajadas hacia Ila base del trianguio?

e) Encuentra EQ y ER con el teorema de pitagoras

f) Usa la formula ( para la superficie de un triangulo) en términos del semiperimetro
y del radio de la circunferencia inscrita.

g) Encuentra EO1 EO»>.

SOLUCION:

1) Usandoc el teorema de pitagoras en el triangulo ADC:
AC3® 532+ 122
AC?~ 25+ 144
AC** 169
AC =13




Pero como las diagonales de un rectangulo se bisecan mutuamente entonces
AE = EC=BE=ED= 6.5, lo cual indica que los triangulos AED, DEC son isdsceles y asi
EO,  EO: son simultaneamente bisectriz, mediana y altura con lo cual se tiene EQ = 6,
ER =25

El radio de la circunferencia inscrita al triangulo AED es :

(5)(6)
R = Superficie del triangulo AED / Perimetro = 2 =5
‘ 2 18 3
=z

El radio de circunferencia inscrita al triangulo DEC es :

(12)(2.5)
r=_ 2 =12=6
25 10 5
2

Calculo de las longitudes EQ, y EO>

EOQy=6 -5§ = 13

3 T3
EO>,=2.5 =6 = 13
5 10

EO; = 13/3 =_10

EO> 13/10 3



2) En un triangulo rectangulo se tiene que AA;BB, son las longitudes de las

medianas que pasan por A y por B. - La razén de sus Iongutudes es AA..= V2
Encuentra la medida de los anguios AY B BB+ 1

( Respuesta: <A =tan ' V7)
< B=tan ' 7/V14)

81\

a) Si AA, es mediana entonces al simbolizar la longitud CA; con X. ;Cdémo
simbolizas la longitud A,B?

b) Simboliza con y la longitud CB,
& Como simbolizas la longitud AB1?

c) Usa el teorema de pitagoras en los triangulos rectangulos ACA; y B,CB.
d) Encuentra AA; BB .

e) Divide aa, con BB, y usa el dato del problema V2/1
f) Encuentra las relaciones trigonomeétricas.
Tan A, tan B y luego encuentra <A, <B.

Solucion del problema:

2) Si AAy BB, son la medianas que pasan por A y B entonces

X= CA; = A/B
Y= AB1= B,C

Por el teorema de pitagoras en el triangulo AA; C y BBy C se tiene :
AA; = Vay? + x?

BB,

\)4)(2 + y2




Dividiendo :

AA, = \/4y2+x2 = 2

1

BB, vax2 + y?

Elevando al cuadrado
4y? + X2

4x2 + y?

4y? + % =8x2 + 2y?

4y? —2y? = 8x®~x?

2y? = 7x2
2 =x= 14
N7 y 7

En el triangulo ABC :

BC =_2x = x = tan A y asi tan A =x = V14 resultado <A tan ' V14
AC 2y y y 7 7
AC =2y =y =tanByasi tanB = y = 7 resultado Btan™'7
cB 2x X x 14 V14




3)Es un triangulo ABC el punto D divide el lado AC en la relacion 2/5 desde el vértice
C y el punto E divide el lado BC en la relacién 3/2 desde el vértice B.

Demuestra que: Superficie del triangulo ABC = 35/4 superficie del triangulo DCE

a) Encuentra la superficie del triangulo: ABC, DCE usando las formulas dadas en
las sugerencias del problema 4 inciso C.

b) Divide la superficie del triAngulo ABC entre la superficie del triangulo DCE.

c) Observa que: AC=AD +DC, BC =BE + EC.

Solucion del problema:

3) Superficie del triangulo ABC = ¥2 AC*BC-SenC = AC*BC = (AD + DC) ( BE + EC)

Superficie del triangulo DCE 2 DC.EC.SenC DC EC DC EC

=(AD+ 1)(BE +1) = (6 +1)(3+ 1) =35
DC EC 2 2 4

En conclusion: SAABC = 35 SADCE.
4

4) En un triangulo ABC la mediana que pasa por el vértice B es BM y la mediana que

pasa por el vértice A es AN. s



Ambas medianas se intersectan en punto K dando por resuitado que AKB = X°,
longitudes AN = P, BM = Q.

Encuentra la superficie del triangulo ABC en términos de X, P, Q.

(Respuesta: 2/3 . P. Qsen X)

C

Recuerda:

a) Las medianas de un triangulo se cortan en un punto que se encuentran los dos
tercios de la distancia que va desde un veértice hasta el punto medio del lado
opuesto. .

b) E! punto de interseccion de las medianas divide a cada una en la relaciéon 2 : 1
desde los vértices .

c) La superficie de un triangulo de puede encontrar:



S = ¥ (AB) (BC) Sen P
S = ¥ (AC) (AB) Sen Q
S = % (BC) (AC) Sen R

d) Encuentra S AKB

d) Simboliza con AL la longitud de la altura del triAngulo ABK

e) Simboliza con BE la longitud de la altura del triangulo ABC

f) Otra formuia para encontrar la superficie de un triangulo es S = (base)(altura)

2
h) Con la féormula anterior encuentra la superficie del triangulo AKM. Recuerda:
BK = 2
KM 1

i)Encuentra la superficie del triangulo ABM
j) Calcula la superficie del triangulo ABC usando la superficie del triangulo ABM

Solucién del problema:

4) Puesto que K es la interseccién de las medianas:
distancia KA = 2/3 P, distancia KN = 1/3 P
distancia BK = 2/3 Q , distancia KM = 1/3 Q

SAABK = % (AK)(BK)(Sen X) = BK=2/3Q =2
SAAKM % (KM)(AK)(Sen 180-x) KM 1/3Q

Es decir SAABK = 2 SAAKM

SAABC = (2AM)(BE)
SAABM 2
(AM)(BE)
2
es decir SAABC = 2 SAABM = 2 (SAAKB + SAAKM)
= 2 (SAAKB + SAAKB) = 2 (SAAKB)
2 2

il
N

en conclusion:



SAABC = 3SAAKB = 3 (Al;)(KB) Sen X = 3 (2/3 P)(2/3 Q)(Sen X)
2

12
=9 _ (P)Q)(Sen X) = 2 (P)Y(Q)(Sen X).
2 3

1




5) En el siguiente triangulo se tiene AK/BK = 1/2 , CL/BL = 2/1. Encuentra
el area del triangulo ABC si el area del triangulo BKC = 1.
({ Resultado: SA ABC =7/4)

Trazar KM paralela a BC.

Verifica que A KMQ y A LQC son semejantes.

Escribe la relacion de semejanza.

Verifica que A AKM y /A ABL son semejantes.

Recuerda que si a/b = c/d entonces a+b/b = c+d/ d.

Usando el anterior inciso y sabiendo que KB/AK = 1/2 entonces verifica
que: AK/AB = 1/3.

Si dos triangulos tienen la misma altura, entonces la razon de sus
areas es igual a la razén de sus bases.

Si KQ/QC = 1/6 entonces usando el inciso (e) verifica que KC/QC =
7/6.

Calcula: SABKC/S BQC, SA ABC/ S ABKC.

S| AK/BK = 1/2 entonces verifica que AB/BK = 3/2.

Encuentra SA ABC.

Solucidon del Problema.

5) Segun la figura los tridngulos KMQ y QLC son semejantes y se
puede escribir la relacion:

KQ/QC = KMILC  —--—-——(1)

ya que KM es paralela a BC entonces A AKM y A ABL son semejantes
pudiéndose escribir:

KM/BL = AK/AB  -——--—— -—(2)




de la relacion (2): KM = (AK) (BL)/AB y sustituyo en (1) KQ/QC = (AK)
(BL)/(AB) (LC) = (AK/AB) (BL/LC) = 1/3 * 1/2 = 1/8.

S A BKC/SA BQC = KC/QC = 7/6 (Recuerda que si dos tridngulos tienen
la misma altura, entonces........... )

es decir: SABKC = 7/6.
S AABC/ S A BKC = AB/BK (Los dos tridngulos tienen la misma altura)
SA ABC/ SABKC = 3/2.

En conclusicn: SAABC =3/2 *7/6 = 7/4.

10




6) A través del punto de interseccion de las diagonales del trapecio

isdsceles ABCD se construye el segmento de la recta paralelo a la base .

de tal manera que intersecta a los dos lados CD y BA en los puntos F y E.

Si EF = 2 entonces encuentra la longitud de la base AD si AD/BC = 4.
(Respuesta: Ad = 5)

a) Escribe las ecuaciones de semejanza para cada par de triangulos
semejantes:

A BOC ~ ADOA, AEBO ~AABD, DOCF ~ AACD.

Solucion del problema:

6) A continuacion presento los triangulos semejantes y sefalo los angulos
iguales para cada par y la correspondiente ecuacion de semejanza:

B80/0D=C0O/A0=BC/AD....... 1)

\/f\

11




De(1):BO =1 De (1): CO =1
oD 4 AO 4
BO+OD = 4+1 AQ =4
BO 1 CO 1

BD=5 AO+CO = 4+1

BO 1 cO 1
BO=1 AC=5
BD 5 O 1

12




Co=1
AC 5
De (2): EO=BO =1 De (3): CP =OF =1
AD BD 5 A AD 5
En conclusion se tiene: EQ=8BO0=CO=0F =1 ................ (4)

AD BD C AD 5

De igualdad anterior (4) EO = OF
AD AD

EO = OF pero como EF = 2 entonces EQ 0 OF = 1.

EO =1 yasiAD =5 (EO) = 5.
AD 5

13




a)
b)
c)

d)
e)

7) En el siguiente triangulo ABC se toma el lado AB como el diametro de la

circunferencia que intersecta a los lados ACen Dy BC en E.

Larecta DE divide en dos partes iguales a la superficie del triAngulo ABC y

se intersecta con la continuacién del lado AB en K.

Encuentra la medida del angulo ACB.
: c (Respuesta ¢ ACB = 45°)

& Porque razoén los triangulos AEB y ADB son triangulos rectangulos?
Divide las superficies de los triangulos CDE entre ABC. ,
Recuerda que DE divide en dos partes iguales a la superficie del triangulo
ABC.

En el triAngulo ACE encuentra CE/CA.

¢ En el triangulo CDB a que es igual CD/CB?.

Solucidén del Problema :

7) Por ser AB diametro, entonces al trazar AE y DB los triangulos ADB y
AEB resultan ser triangulos en donde AE y AD son las alturas de cada uno
de los triangulos.

SACDE =1 =%(CD) (CE) (Sen C) = CE *CD = (Cos C)?
SODABC 2 % (CA)(CB)(SenC) CA CB

En conclusion (Cos C)? = 1/2
CosC=1/ 2
4 C =45°




a)

b)

d)
e)

8) En el triangulo de lados AB = 4, BC = 2, AC = 3, se inscribe su

circunferencia.

Encuentra el area del triangulo AMN en donde M y N son los puntos de

contacto de la circunferencia inscrita con los lados AB y AC

respectivamente.
' (Resultado: SAAMN = 25/64 J15 ')

Recuerda que las tangentes a la circunferencia desde un punto comun son
iguales.

Simboliza con x la longitud AM.

Encuentra en términos de x las siguientes longitudes MB, BL, NC, CL, y
luego encuentra x.

Con la ley de los cosenos encuentracc

Encuentra el area del triangulo pedido usando el angulo o y los lados AM
y AN ( Recuerda las formulas del Problema 4 inciso C.

Solucién del Problema:

8) Considera L el tercer punto de contacto X = AM, &c=¥ BAC, entonces:

AN = AM

MB=BL=4-X

NC=CL=3-X

Como BC =2 entonces BC =2 =BL + LC = 7-2x es decir x = 5/2.
Usando el teorema de los cosenos para O ABC:

BC2 = AB? + AC2 - 2(AB) (AC) (Cos oc ).

4 = 25-24 Cos oC

24Cos o< = 21

Cos o€ =21/24

Senoc =Y¥135'/24

15




S QO AMN = % (AM) (AN) (Sen o< )
SA AMN =% x? J135" /24 = v (25/4)d g (15)' /124

S AAMN = (25) (3)J15 =25 f15°
(2) (4) (3)(8) 64

16




9) Se inscribe la circunferencia a un triangulo rectangulo y uno de los puntos de tangencia
con la circunferencia (INSCRITA) divide a uno de los catetos en segmentos de longitud 6 y
10 cm medidos desde el vértice en donde esta el angulo recto. Encuentra la longitud del
radio de la circunferencia circunscrita.

(Resultado : radio = 17)

C

Considera a los puntos'K, M, N como los puntos de tangencia (de la circunferencia
inscrita) con los lados del triangulo.

a)
b)

c)
d)
e)

H

Lee ia sugerencia del problema 8 inciso (a)

¢Para una circunferencia inscrita como es el radio (con respecto a cada lado del
triangulo) que va desde el centro hasta los puntos de tangencia?

Simboliza con x la longitud BN.

Escribe en términos de x el teorema de Pitagoras para el triangulo ABC.

Encuentra x.

¢ Qué relacion hay entre la hipotenusa de un triangulo rectangulo y la longitud del
radio de su circunferencia inscrita?

Solucién del problema;

9)

ABC es el triangulo rectangulo.
K, M, N son los puntos de tangencia de la circunferencia inscrita con los lados del

triangulo.

O es el centro de la circunferencia inscrita
AN = AK =10

MC =KC =6

Simbolicemos BN = BM = X. Entonces por el teorema de Pitagoras para el triangulo
ABC tenemos:
(10+x)? = (10+6)? + (6+x)° y resolviendo la ecuacién

100 + 20x + x2 = 256 + 36 + 12x + x°
20x - 12x = 256 + 36 — 100
8x = 192
x =24

17




de esta manera AB = 10 + x = 34

Pero en un triangulo rectangulo la hipotenusa es diametro de la circunferencia
circunscrita, de esta manera la circunferencia circunscrita tiene de radio
R=34/2 =17

10) Se da una circunferencia y un angulo con vértice en “O" (fuera de la
circunferencia) de tal manera que los lados del angulo sean tangentes a la
circunferencia en los puntos A y B. Desde el punto A se traza la paralela al
segmento OB tal que intersecte a la circunferencia en C y asi OC cortara a la

~ circunferencia en el punto E. Si K es el punto de intersecciéon de AE con OB

entonces demuestra que OK = KB.

a) Demuestra que los triangulos AOK y OKE son semejantes y luego despeja OK.

b) ¢Qué igualdad se puede escribir a partir de que sabes que KB es recta tangente
y KA es recta secante?

c) Ya se puede demostrar la igualdad pedida.

18




Solucién del problema.

10) segun la figura del enunciado problema 10 tenemos lo siguiente:

A7 OAE=1 “AE
K 2

Yy~  A<E=1 AE
4 =

a7 a7
Porestarazén ' OAE= ‘' A C E. Puestoque A C es paralelaa OB
é'/ KWt é'/ N

entonces ' ACE= ‘' EOKyasi ' OAE= ‘' EOK

Considerando ahora los triangulos A O Ky O K E. Los cuales son semejantes.

A
E
K
K

La relacion de semejanza es:

OK = AK = OA de aqui se tiene OK = AK

EK OK OE EK OK

OK? = (EK) (AK)......... @)

Ahora de las relaciones entre la tangemte KB y la secante KA se tiene:

KB? = (EK) (AK)_ _ _ (2) de las relaciones (1) y (2) : OK? = KB? es decir OK = KB.
(25).

19




11) el area de un trapecio isosceles es igual a 3202 la cotangente del Angulo entre la
diagonal del trapecio y su base AD es igual a 2. Encuentra la longitud de ia altura del
trapecio. .

(respuesta: longitud de la altura igual a 4)

p
m
apiil
O

a) que es un trapecio isésceles

b) encuentra ia cotangente del Anguio CAD

c) encuentra la longitud de la altura del triangulo CAF
d) ¢cémo se encuentra el area de un trapecio?

e) Encuentra la altura pedida

Solucién del problema

11) simbolizar BC = X=EF . AE=Y=FD
BE y CF son las alturas del trapecio.

Del tridngulo rectanguio ACF se tiene:

cot Y CAF=-AE DESPEJOCF=_—fAF _ _ X+¥
CF cot Y CAF 2

el area del trapecio S= % (BC+AD) (CF) = % (X+Y+X+Y) (E=tX)

s= L (20 2y)(XY) = 2AXY)? = 2(CF)?

32=2(CF)®> y ASC CF=4

as=_5E __
Sen MW/ 3
as =23
3
P)

20



AB=_4
LER

al trapecio se le puede inscribir ta circunferencia SC
BC+ AD = AB +CD=2A8B

BC+AD =8
LER

el drea de! trapecio es:
S=(BE) (_ESZ%:A_D_)
. =2
s=(2\{3") Qp"'
2

1

S=2-4\]'3_‘.4§ =8
32

12) en trapecio is6sceles con angulos agudos (en la base) o< = 7/, se inscribe la
circunferencia de radio {3 encuentra el area del trapecio
(resultado: area = 8cm2)

—
E

a) traza una de las aituras del trapecio (en este caso traza la aitura BE)
b) encuentra la longitud BE '
c) considera el triangulo ABE y con trigonometria encuentra {a longitud AB
d) recuerda que _sen“r = Y3
3 2

e) al trapecio ABCD se le puede inscribir una circunferencia si se cumple
BC +AD= AB +CD

f) ten en consideracion que el trapecio es isosceles

g) ¢con que formula encuentras el area de un trapecio?

21




solucion del problema

12) BE es la altura del trapecio y los puntos P,Q.R,S son los puntos de tangenAcia de fa
circunferencia inscrita con los iados del trapecio. Entonces BE = 2 {% del triangulo
rectangulo ABE se tiene que :

Sen ™/ 3 = BE

13) ABCD es un trapecio circunscrito a la circunferencia O .

E es el punto de interseccion de sus diagonales ry.rz, r3, re son los radios de las
circunferencias inscritas a los triangulos BAE, BCE, CDE, DAE .

Demuestra que : 1 + 1 = 1 + 1
’ rt 3 r [

A | D

a) simboliza con si, S2, $3, S4 P1. P2. Pa. P4 las dreas y los semiperimetros de los
triangulos: ABE, BCE, CDE, DAE.

b) Recuerda el inciso E del problema 12

c) A la iguaidad que resuite del inciso (b) simale de cada lado las siguientes
cantidades : AE+EC+BE+ED.

d) A partir del inciso (c) ya puedes demostrar que p1+ps= pP; +pP4

e) Encuentra la superficie del tridngulo ADC usando ia superficies de los trianguios
CEDy AED

f) Encuentra la superficie del tridngulo ADC usando la superficies del triangulo
CDE y AED

g) équée relacion hay entre tas superficies de los siguientes triangulos ABD y ADC?
(recuerda que BC// AD por ser ABCD un trapecio)

h) demuestra que s1=s3 y simboliza con S esas superficies

i) wverificaque A BCE ~~ ADAE

j) si_a-= = _c_entonces a + + € = a =p=¢

5 ¢ @ 5 - o

k) a partir de un inciso () y (J) demuestra que p, = BE
Ps
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) aplica a los triangulos: BEC y CED; ABE y AED el siguiente resultado: si dos
tridngulos tienen la misma altura entonces la razén de sus areas es igual a la
razén de sus bases. Y demuestra que :

S=(P2)(S‘) o S=(p4)(82)
Py ’ Py

m) en el inciso (D) demostraste que pi+ps = Pp2+ps pues bien, divide cada término
por S (recuerda que S =S, o S= S; segun el inciso H) y obtén la siguiente
igualdad p1 + pP3 = p2 + P«

S1 S3 Sa Sa

n) encuentra las areas de los tridngulos s3,S2, S3, S4 €N términos del radio de su
circunferencia inscrita y del semiperimetro del triangulo.
o) Aplica el inciso (n) en la igualdad que obtuviste en el inciso (m)
p) Ahora estds listo para demostrarque_1_+_1 = _1 +_1
r (Y r2 la

Solucién del problema

13) de acuerdo a la figura del enunciado del problema 13.

Simbolizo por s;, S2, S3, S« P1. P2, Pa, Pa las areas y el semiperimetro de los triangulos
ABE, BCE, CDE, DAE los lados del trapecio deben de cumplir con

AB + CD = BC+ AD (se supone que el trapecio se encuentra circunscrito a la
circunferencia de centro en O ). A la igualdad anterior sumo de cada lado
AE+EC+BE+AD Y TENGO:

AB+CD+AE+EC+BE+ED = BC+AD+AE+EC+BE+ED

AB+AE+BE+CD+EC+ED = BC+BE+EC+AD+AE+ED

2Py + 2P3 = 2P2 +2P4 es decir P1+P3 = Pz '.‘P4

superficie del triangulo ABD = S A ABE + S A AED

superficie del triangulo ADC = SA CED + S A AED

pero SAABD = S AADC, S AABE+SAAED=SACED+ S AAED

S AABE =S ACED, es decir Sy = Sa y simbolizo por S estas superficies es decir
S=8=S3
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Ahora A BCE a2 A DAE

B C

BE + BC + EC BE

ED+AD+AE E

2R, _BE
2P, ED

2 - BE
Py E

y como se sabe que si dos triangulos tienen la misma altura entonces la razén de sus
areas es igual a la razén de sus bases. Aplico esto a los triangulos BEC y CED los
cuales tienen ta misma altura que sate de C y asi :

S, = BE y lo mismo aplico a los triangulos ABE con AED
S; ED

Sy = BE y asi_S3= S, =P, (recuerdaque 8 =8y =8,)
Ss4 ED S3 Ss4 P4

es decir S;=_S =R vy asitengo dos igualdades para S
S Sa =

S= Pz Sg . S=P4 82
P 12

de la igualdad Py +P; =P, + P, sidivido cada termino por*S"

_p1_+__E’§_= B, + F}-es decir Py +P3=P ﬂ/1 - P2/
S S ® s S1 Sa P4 S2 Ps Sa
Fa

P
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P +P=R=R
S1 S3 S; Sa

pero el drea de un trigngulo en t€tminos del radic de su circunferecia inscrita es:

S1= Ren
Sa3= F’a.r3
S2=Rery
Se=PRyer,

es decir
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14) la mediana de un tridAngulo (rectdngulo) que pasa por A divide el triangulo
rectangulo en dos triangulos con perimetro P y P2. encuentra la longitud de los lados
del tridngulo original en términos de Py y P2

B8

a) Considera la figura del triangulo rectangulo segun la figura anterior, en donde O es
el punto medio de BC

b) Simboliza: AO=L, AB=X, AC=Y, AC=2Z

c) Como simbolizarias BOy OC

d) Simboliza con P, el perimetro del trianguio AOB .
Simboliza con P2 el perimetro del trisgingulo AQOC

e) Escribe el perimetro detl triangulo AOB en términosde X , Z , L.
Escribe el perimetro del tridngulo AOC en términos de Y, Z, L.
Escribe ia longitud de la mediana AO en términos de Z (recuerda el inciso F del
problema 9)
Escribe el teorema de Pitagoras para el tridngulo rectangulo.

f) Resuelve el sistema de ecuaciones que ya obtuviste en el inciso E

g) Al final debes de llegar a 1a ecuacién : Z3-Z (2P, + 2P2 ) + (P, + P2?)

h) La solucion la tendras cuando resuelvas la ecuacion anterior es decir que cuando
encuentres Z ya estaras listo para encontrar X, Y.

solucién del problema

14) segun los datos y la figura anterior:
X+Zp, +L=R , Y+Zp+L=PR, , L=Zy, . X2+ v?=2
X+Z=R . Y+Z=B, ., X +Y?3=22

y ahora resuelvo este sistema de ecuaciones :

R-2) "+ B -2? =22

R2-2R-Z+Z2+P2- 2P z+Z2%. 22
z2_zZ(2R+P)+R%P:= O
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7= 28+ 2R * N(2R+2P, - (4)(1)(R*+R F

2
z-2R+2P* N AFA B8RP+ 4P -4R%- 4Py’
2
7z=_2R+2RPR*N8RP, _ 2|:;+2P2_+242F>1P,
2 2

z=p,+ P 2N2P P;

y las soluciones son:

Z1=P,+ P, +V2P, P

Z22=P, + P, -V2P, P\

Si tomo la raiz positiva (es decir Z , como solucién ) entonces X, Y seran negativas .
Y la solucion es tomar Z2 como solucion y asi:

2= P, + P, -N2P, P0

X=Py- Py -P2+N2P, P =N 2P, P,- P,

Y= P2~ Py — P+ 2P, P, = V2P, P>~ P,

15) el perimetro de un trapecio is6sceles es el doble del perimetro de su circunferencia
inscrita.

Encuentra la medida del Angulo OC que se encuentra en la base del trapecio.
(respuesta: OC arco seno (2/gy)

B C

A D

a) simboliza con X la longitud de ia altura BE
b) encuentra sen OC
c) recuerda la relacién que debe cumplirse entre los lados del trapecio por estar
inscrita su circunferencia
" d) ¢qué relacion hay entre AB y CD?
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e) escribe el perimetro del trapecio teniendo en cuenta ( C ) y (D)

f) ¢ queé relacion hay entre la altura y el radio de la circunferencia escrita?

g) Calcula el perimetro del trianguio en términos de Xy

h) Escribe el perimetro de la circunferencia escrita en términos de X

i) Por las condiciones de este problema se dice que el perimetro de un trapecio
isodsceles

j) Escribe una ecuacion usando (i)

k) Encuentra OC

solucién del problema
15) “S” es el centro de la circunferencia inscrita entonces

X = sen CX
AB

AB=X__
Sen

Por estar la circunferencia inscrita al trapecio entonces se cumple :

AB+CD=BC+ AD -—-a—(1)
Ademas :
AB = CD --——--===(2)

El perimetro del trapecio es:
P= AB+BC+CD+AD . pero por (1)

entonces el perimetro del trapecio ES :
P= AB+CD+AB+CD

P= AB+AB+AB+AB (2)
P= 4AB es decir

P— Z
Sen OC

La altura BE también es dlémetro de la circunferencia escrita y la longitud de la
circunferencia es :

L=2T¢r
Esto es:
L= T (BE)
L= TMX)
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Pero por los datos del problema se tiene que perimetro del trapecio = 2 veces la
longitud de la circunferencia es decir : :

4X = 21T1(%)
senc

Ax =sen
211X

2. =sengc
v

y finalmente :

O = Arco seno ( 2 /4yp)
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16)

a)

b)
c)
d)

e)

El trapecio isosceies KLMN con base mayor KN y base menor LM esta inscrito a
una circunferencia (cuyo centro se encuentra en KN)C . la diagonal KM del trapecio
es igual a 4cm (KL = MN = 3). Encuentra la longitud de la base menor.

(Respuesta LM = 1.4cm)

Segun la figura que aparece arriba responde:

¢ Qué tipo de triangulo es KMN?

Encuentra la longitud KN

Desde el punto M baja la altura que intersectara a la base mayor KN en el punto P.
Verifica que AKMP y AMPN son semejantes.

A partir del inicio (d) Encuentra la longitud PN.

Ahora ya estas listo para encontrar LM.
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Solucion del problema

16)

La circunferencia pasa por los puntos K, L, M, N (por estar este trapecio inscrito a la
circunferencia). Como el centro de la circunferencia se encuentra sobre el segmento
recta KN entonces el centro es el punto medio de KN.

El triangulo KMN es triangulo rectangulo.

Por el teorema de Pitagoras KN = 5.

Al bajar desde el punto M la altura MP entonces resulta que los triangulos KMN y
MPN son semejantes.

PN 3
3 5
PN = 9
5
LM =5=-2 ?
S
LM=1.4
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17)

a)
b)
c)
)

e)

En un triangulo rectangulo la altura bajada desde el vértice del angulo recto divide a
la hipotenusa en dos segmentos de longitud 9y 16.

Encuentra la longitud del radio de la circunferencia inscrita al tridngulo.

Verifica que AABD y ABCD son semejantes.
Simboliza con h la longitud de BD.

Con la semejanza de triangulos encuentra h.

(Respuesta: radio = 5)

Con el teorema de Pitagoras encuentra las longitudes AB y BC.

Encuentra el area del triangulo ABC de dos maneras diferentes

_bhxh
)

S

, S=(Semiperimetro) (Radio de la circunferencia inscrita)

Ya puedes encontrar el radio de la circunferencia inscrita por medio de un despeje.




Solucion del problema

17) Segun la figura del enunciado tenemos que los triangulos ABD y BDC son
semejantes. )

16 h
B =(9)(16)
h=12

Ahora con el teorema de Pitagoras aplicado en cada triangulo encuentra:

AB?=9?+12? BC?=12%+167
AB2%=81+144 BC=20
. AB=15

150

B ) . Sy 2
Area del triangulo ABC: Area= u :):_()) =

Area del triangulo ABC:
Area=(semiperimetro)(radio de la circunferencia inscrita)=150
Finalmente:

. . - : 150
Radio de la circunferencia inscrita= 30
S

33




18) En el plano coordenado se dan los puntos O (0,0) A(0,1) B(2,0) C(4,0).

Encuentra las coordenadas (x,y) del punto M tal que el angulo OMA sea igual al angulo
CBM y el angulo MAO sea igual al angulo MBC.

Respuesta: hay dos. puntos que son P, (—74 , 28;') P2 (%g]
M
A1)
0(0,0) B8(2,0) C(4,0)

a) Grafica los puntos A,0,B,C en el sistema de ejes x,y.
b) Supdn que M es el punto que da la solucién del problema.
c) ¢Por quérazon AAOMy AABC son semejantes?

d) Escribe la relacién de semejanza [ Recuerda que primero debes conocer la distancia
entre los puntos MC,MO,MB,MA,BC,BO ].

e) Escribe dos ecuaciones las cuales debes de solucionarlas como un sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas.

f) Finalmente debes llegar a que hay dos puntos que cumplen con ser la solucién del
problema y éstos son:

P (Z8) mo2.9)
3 3 55

Soluciéon del problema

18) Ya que los tres angulos de A AOM son iguales a los tres angulos de AMBC entonces
los tridngulos son semejantes y se cumplen las siguientes igualdades:
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AT g T A Y entérminos de x, y ésto se escribe asi:

Jx-4Y +y?  Jx-2 47 2

\/x'"' +y? \/(x—O)2 +(y—-1n* 1
(x=4) +y> (x—2)*+y? _4

x*+y? X1 1

2 2 .

%-”_=4; Yiex-a=axt+ay* _____________ 1)
x4y
(v A2 2
M: : (x_2)3+y2=4x2+4(y—1)2__________l_________'___(2)

x*+(y-1)>*
(x—4)> +y* =4x? +4)*
(x-2)*+y*=4x>+4y* -8y +4
Lo anterior se puede escribir:
(x—4)" —(x—2)* =8y-4

x* -8x+16—x*+4x—-4=8y—4
-4x+12=8y -4

~4x+16=8y

—X
—+2=
2 y

Sustituyo este valor de y en la ecuacién (1)

—4)2 X5y _ax?agn_ X2
(x—4)* +(2 2) 4x* +4(2 2)

2 2

=4x2+4(4—2x+’:) ' o

x
4

x*—8x+16+4—-2x+

-
x?

X} —8x+16+4—2x+ 5 —-4x* —16+8x—x> =0
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20—-2x—16+ ’:—“4;2:‘:‘9, ,

4—2x+%f4xf =0

16— 8x+x* —16x> =0
—~15x* ~8x+16 =0

",vsfﬂ/s2 —4(-15)(16) '

x = ~ y
218
8’32 —40 4
X = ‘3 xl —_— -
—30 .30 3
4
x,=2—4=i y_,=2—_./..5_=2
© 30 S5 - 21

Conclusién: hay dos puntos que cumplen con la solucion det problema y éstos son:

P, (;{E) P, (iﬁ)
3 3 55

864 +960

=2 %3 s
=2 -8
2
H o3
_-4_16_38
10 10 5
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19) Encuentra la superficie de la circunferencia circunscrita al triangulo rectangulo si el
area del tridngulo es P y el area de la circunferencia inscrita a el mismo triangulo
rectangulo es Q.

a)

b)

c)

d)

(Resultado: m P-Q)>?

—
-
C B

I_JO

Considera ABC el triangulo rectangulo.

LM puntos de tangencia (de la circunferencia inscrita) con los lados del tridnguilo.

O el centro de la circunferencia inscrita.

Simboliza por: r= radio de la circunferencia inscrita.
y O= su centro.
R= radio de la circunferencia circunscrita.
y W= su centro.
AC= x.
CB=y.
Encuentra las longitudes

AK en términosde xyr
BK en términosdeyy r

Escribe el diametro de la circunferencia circunscrita en términos de x, y, r.

De la ecuacién que obtuviste en el inciso (c) eleva al cuadrado ambos lados y usa

el teorema de Pitagoras junto con la superficie del triangulo ABC y despeja R de la
ecuacion que obtengas.

(debes de obtener R= _P-r? )

2r

e) Ya sabes que el area de la circunferencia inscrita es - = Q. Pues bien usando esta
ecuacion y la anterior defi inciso (d) deberas de llegar a que R=_P m-Q

2VQm
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f) Finalmente ya estds ahora si en posibilidad de encontrar el area de la circunferencia
circunscrita que debera de darte por resultado = _mw (P- n—g!z .
(2VQam)

Solucion del Problema

19) Con referencia a la figura del enunciado del problema 19 tenemos que:

- L, K, M son los puntos de tangencia entre la circunferencia inscrita y los lados del
triangulo rectangulo.

- . res el radio de la circunferencia inscrita y O su centro.

- R es el radio de la circunferencia circunscrita y W su centro.

- AC=x.

- CB=y.

AK debe ser igual AM= x-r ; BK= BL= y-r entonces
AB= AK+BK= x-r+y-r= x+y-2r pero «C=90°

Entonces AB es didmetro de la circunferencia circunscrita, es decir x+y-2r=2R
x+y=2(R+r) y elevando al cuadrado se tiene: x*+2xy+y? = 4(R? +2Rr+r?) 1

1

Para el Teorema de Pitagoras x? +y> = 4R? y la superficie del triangulo ABC= _xy =P
(Recuerda que el area del triangulo es P). 2

Substituyo: x?+y? = 4R? ; 4 (xy)= P es decir 2xy=4P
2
en la ecuacion (1) y obtengo:

- 4RZ +4P= 4(R? +r° +2rR)
4R? +4P= 4R? +4r° +8rR

. 4P-4r’=R; P~ =R . v
L8 sl 2r pero segun el enunciado del problema mrP=Q = Area de la
:circunferencia inscrita
S . P-_Q
de r= VYQAT y asi R= Ty
N_Q_
™

K ;'héciehdo operaciones para escribir de otra manera la cantidad R se tienen el siguiente
“resultado:

e T PTT=Q \/TT(PTT—Q)
R= Ir = e = Pr-Q
27 Q 2V 2vaQmr
N 1

"y el area de la circunferencia circunscrita es -R? es decir, el area de la circunferencia

- circunscrita = I SPH—Q) 2 o cual reducido es: (r P—Q) 2
' @vyaQ 4Q
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20) Encuentra la longitud de los lados del rombo si la longitud de sus diagonales estan en
la relacion % y la superficie del rombo es 54cm?.

(Resultado: lado del rombo tiene longitud 12)

A

a) ¢Como se interceptan las diagonales de un rombo?

b) ¢Cdémo son los 4 lados de un rombo?

c) Simboliza AO=x, entonces ¢ Coémo simbolizas OC?
~ d) Supodn que diagonal AC> diagonal BD
e) De la relacidn entre las diagonales escribe la longitud BD en términos de x.

’ f) Ahora ya sabes la longitud AC y BD en términos de X!! Pues bien ahora calcula la
) superficie del rombo y luego encuentra x.

g) Ahora con el valor de x y el Teorema de Pitagoras ya podras encontrar la longitud
de todos los lados ademas de la longitud de ambas diagonales.

Solucion del Problema

20) Simbolizar:

AO =x= 0OC y supongamos que AC>BD.

“Entonces ya que las diagonales estan en relacion 3/4
setendraque _BD = _3_ es decir:

' AC 4

BD=AC-3 , bd=2x-3 =

3x
4 4 2

39




Como la superficie del rombo es 54 cm? se tendra

3
{(AC) (BD) = 54 0sea [Zx] [ ?x] =54
2 2

6x2 =54; x°=36; x=6
2
1

Con el Teorema de Pitagoras encuentro AB:

AB=VAOZ+ BO? =V[A BO = 2x‘r+ 3x 12
2 2 2 4 )

= VxB+ 93 = V2+9x32 = v 25%°
16 16 N16
= _8x =5(6) =7.5
aq 4 .

Ahora BD (3) (6) ; BD=AC- -3

Para encontrar BC: (Encuéntrelo con el Teorema de Pitagoras)
B

O
Y como todos los lados de un rombo son iguales entonces culquier lado mide 7.5 cm.
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21)Si CM es la medida del angulo AB y CL es la bisectriz del anguio ACB

entonces encuentra la medida del angulo MCL en términos de los dngulos A, By

C.

Respuesta:<MCL =<x = tang"[tang

tomar como < MCL =x

a)Porque razon:
AM=BM? « ACM= MCB?

< (BCL+x) = <(§ +x)?

<(ACL-x) = <( % -x)?

b)Escribe la ley de senos de los triAngulos ACM Ycbm y despeja CM.
c)iguala cada CM

d)Usa el inicio (a) en la igualdad que obtuviste en el inicio (c).
e)Debes de llegar a la ecuacion sen(% +x)(Sen A)=sen (%-x)(sen B)

f)De la ecuacion anterior despeja x.(Recuerda que x = <MCL)
g)Para despejar x ten en mente que:
sen(P+Q)=( senP)(cosQ)+(cosP)(senQ)
sen(P-Q)=(senP)(cosQ)-(cosP)(senQ)

41
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SOLUCION DEL PROBLEMA

21)Ley de los senos para A ACM:

AC ~~ CM AM
senAMC  senCAM  sen(acl - x)
CM = (senCAM)(AM) W

sen(ACL - X)

Igualando(1) con (2)
(sen CAM)(AM)

senCAM)Y(AM) - (senCBM)Y(MB)
sen(ACL — x) sen(BCL + x)

senCAM senCBM
sen(ACL - X) sen(BCL+ x)

c [+
sen —+x sen| ——x
(2 L (2 J

sen < B sen < A

sen(% + x)(sen <A)= sen(—g- - x)(sen < B)

Ley de senos para A CBM

CB ~ CM MB
senCMB  senCBM  sen(BCL + X)
CM = (senCBM)Y(MB) ———®
sen(BCL + x)

Pero AM=MB (Porqué?)

[24 . c c c
SeﬂE.COS x+cosE.senx sen < A= senE.cosx —COSESEPIX senB

0= sen%.cos x(—senAd + senB) — cos—;—.senx(senB + senAd)

cos % senx(senB + senA) = sen % .cosx(senB — senA)

c
senX "5 senB.send

= <
cos X cosS. senB +send
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¢ senB — send
2 senB + senAd
y de esta manera <MCL= angulo x =

tan“'[tan ¢ senB— senA]

tan x = tan

2 senB + senA

22)En el triangulo isésceles ABC, los lados ABy BC sondelongitud a .Enel
ladoAC (base del triangulo) se toman dos puntos Ky m tales que KBM =90.
Encuentra la longitud del lado MB si:

l=l+l
AM MK MC

a
respuesta: MB=x =—
(resp 3

B

a)En la figura del enunciado haz lo siguiente:
baja la altura (del trigangulo ABC)correspondiente al lado AC y simboliza su
longitud con z.
e)Cual es la altura (del triangulo MBK) correspondiente al lado MK?
c)Porque razén A BMDy A BMK son semejantes?
d)De la relacion de semejanza despeja MK.
e)En un triangulo isésceles que relacién hay entre la aitura y la mediana?
f)Con teorema de Pitagoras encuentra las longitudes AD, DC en términos de a, x,

y.
g)Encuentra AM,MC en términos de a,x,y.
1 1
h) = +
AM MK MC
i)Substituye AM,MK,MC.
j)De la ecuacién anterior del inicio (i) despeja x.

por que se conoce esta reaccion
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SOLUCION DEL PROBLEMA

22)Bajo la altura del tridngulo ABC correspondiente al lado AC y la simbolizo con z
esta altura también resulta ser altura del triangulo MBK correspondiente al lado
MK y asi los triangulos BMD y BMK son semejantes.

X X
Y MK
MK_i
X
2
MK =X
Y

Como la altura y la media (en tridngulo isdsceles )bajada a la base coinciden,
entonces BD también es mediana y asi AD =DC.

(4DY +(BD)* =a® ; AD = DC =~/a* —= BD* = \Ja* —=x* +
ya que por el teorema de Pitagoras en el triangulo BDM:
BD? = x*—y?

Ahora bien AM =./a* - x* +3y? — y

1 1
= + tenemos que
AM MK MC 9

Y de la relaciéon

1 1 1
= +
Nad—x*+y -y xz/y Jad—-x+y +y

1 . ‘ 1 y
2

Nad=x? 4y’ ~y Jar—x*+3y*+y x
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: (_\[az ‘_j‘xlz;yz__;.y)_v(\/az_xz +>y2 _y)_ y
Sh s amxte =yt T x

== Lz;zyx2 - azy_yxz
2 x?
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23) Dentro del cuadrildstero MNPQ estan situadas dos circunferencias que no se
interceptan y son tales que una de ellas es tangente a los lados MN, PQ, NP y laotra es
tangente a los lados MN, PQ, MQ. Los puntos B y A estan en los lados MN y PQ
respectivamente. El segmento de recta AB es tangente a ambas circunferencias.
Encuentra la longitud del lado MQ si NP = b y el perimetro del cuadrilatero BAQM es mas
grande que el perimetro del cuadrilatero ABNP en una cierta cantidad 2P.

-(Resultado: MQ =P + b)

nota: 1, 2,3, 4,5,6,7, 8, 9, 10, son todos puntos de tangencia de las circunferencias con
los lados del.cuadrilatero MNPQ y los lados AB y A1, B1.
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a) Simboliza con P1 el perimetro del cuadrilatero BAQM.
b) Simboliza con P2 el perimetro del cuadrilatero ABNP

¢) ¢Porque razon P1= P2+ 2P?

d) Demuestra que AB= _P2__ - b calculando el perimetro del cuadrilatero ABN (usa los
5 :

puntos de tangencia.

e) Demuestra que MQ = __P1 _ - AB calculando el perimetro del cuadrilatero MQAB (usa
2

los puntos de tangencia.

f) Elinciso (e) te da la solucién al problema!!!

Solucién del Problema

23) Observa la figura del enunciado
- P1es el perimetro del cuadrilétéro BAQM.

- P2 es el perimetro del cuadrilatero ABNP.

- Y los perimetros segun el enunciado del problema estan relacionados por la ecuacién
P1=P2+ 2P.

1) Primero demostrare que AB= P2 -b:
2

En el cuadrilatero ABNP calculo su perimetro de la siguiente manera:
AB +B8+8N+b+ P10+ 10A = P2
AB+B7+ N9 +b+ P9 +A7 =P2

AB+b +AB +b =P2

2AB+2b=P2

AB+b=_P2 | S I .
2
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2) Ahora mostraré que MQ = _P1_ - AB
2

En el cuadrilatero MQAB calculo su perimetro:

MQ+AB + A2 +2Q +M1 +1B =P

MQ+AB +A3+Q5+M5+B3 =P
MQ + AB + AB + MQ = Pt
2MQ+2AB=P2+ 2P

MQ+AB=_P2_+P=>MQ=_P2 +P-AB=_P1-2P +P-AB

2 2 2
=_P1 -AB
2
MQ = _P2 +P-[ P2 -b }
= 2
MQ=P+b
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24) En el triangulo ABC el angulo a es igual a 30°.

En el lado AB se toma un punto K tal que AK sea igual a la longitud que hay desde el

centro de la circunferencia circunscrita (al tridngulo ABC) hasta el lado AC. Encuentra la
longitud.

AC=a y AK=b

(Resultado: BK=~-"_3 * a-—2b)
2

o

a) En cual de todos los puntos marcados en la figura esta el circuncentro de la
circunferencia.

b) Demuestra que AAMP = A PMB
C) (AP =PB? i AD = DC?

d) Usa la congruencia para demostrar que: AM = MB y que < ABM = < PAM.
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Tomo el triangulo DOM y calculo la longitud DM.

M
AK=b
b _=tan 60°
y
b =y
tan 60°
b =y
; 3!
yasiAM= _a -_ b
2 73
Tomo el triangulo APM y calculo AP
P
A 30° 60°
M
a_- b
: 2 73
AP =sen60° ; AP=-3 " .a -_»b
a -_ b 2 [ 2 /3 ]
2 73"

Pero P es punto medio de AB, entonces AB = 2AP

AB=3 "'} _a -_Db =/3' a-b
(1)

Ahora estoy listo para encontrar la longitud BK = AB - b
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BK=_-3 ' a-b-b=-3' a-2b
2 2

e) Demuestra que A AMB es isésceles.
f) Con A DOM calcula DM.

g) Con A APM calcula AP.

h) Estas listo para encontrar AB.

i) Ahora deberas de encontrar que BK =

Solucién del Problema

24) La mediatriz del lado AB es L1, y la mediatriz del lado AC es L2.

El centro de la circunferencia circunscrita al tridngulo ABC es el punto de interseccion de
L1 con L2 el cual esta simbolizado por “O".

M es la interseccion de L1 con AC.

El trianguio AMP es congruente al triangulo PMB (por L.A.L) ¢ Por qué razén?

1) Por ser L1 mediatriz del lado AB entonces AP = PB.

2) PMes lado cominyL1_| AB y de la congruencia tenemos que a angulos iguales se
oponen lados iguales de aqui que AM = MB, también por la congruencia a lados
iguales se oponen angulos iguales de aqui que < ABM = < PAM = 30°.
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25)Dada la circunferencia de diametro AB y la recta tangente AK encuentra sobre la circunferencia el punto

M para la longitud desde este punto M hasta la recta tangente sea igual a la longitud desde este mismo punto
hasta el final del diametro B.

2R

a)Suponiendo que ya conoces en donde se encuentra el punto M entonces que relacion hay entre MB y
MK?

b)Qué relacion hay entre las rectas MK y BA?

¢)Porqué razon arco BM es igual al arco PA?

d)Que relacion hay entre MB y PA? Porque?

€)Cual es la razon que me permite afirmar que BC = TA?

f)AK es recta tangente y MK es recta secante.
¢Qué igualdad se podra escribir partir de lo anterior?

g)Hasta este momento de veras tener que AK? = MC?

h)Aplica el teorema de Pitagoras al triangulo MBC y en él sustituye MC?; MK = MB y asi llegards a la
ecuacion BC?- 6R (BC)+4R?* =0

i1)Encuentra BC de la ecuacién de 2° grado.

Solgcién del problema

25)Suponiendo que ya se en donde, se debe de encontrar el punto M entonces MK=MB (seguin el
enunciado del problema). Por ser MK el segmento de recta que representa la distancia desde M hasta K,
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entonces MK, es paralela a BA y asi arco MB = arco PA, y entonces la cuerda que une a cada uno de los
arcos son iguales, es decir BM = PA,

Puesto que MC = PT y MB = PA entonces BC = TA (por el teorema de Pitagoras).

Por otro lado AK? = (KM)(KP)=(AC)(BC)= MC?2, aplicando ¢l teorema de Pitagoras en A MBC:
MB? = BC? + MC?

MB? = BC? +(AC)Y(BC) = BC(BC+AC)=(BC)(BA)
Pero MK = 2R-BC y como MK = MB

(2R-BC)* = 2R(BC)

4R* - 4R(BC)+(BC)* =2R (BC)

4R? — 4R (BO)+(BC):- 2R (BC)=0

BC? - 6R (BC)+4R?>=0

BC< 2R y asi

BC = 6R=_V(6R)*-(4)(1)(4R?)
2

BC = 3R + VOR? — 4R?

BC = 3R = V5-R

BC = 3R — VSR =R(3- V5)

El resultado significa que para encontrar el punto M que cumpla con el enunciado del problema lo que se
debe hacer es salir del punto B y “caminar” (sobre el diametro en la direccion hacia A) una distancia

R(3- V5 )y luego a partir de este lugar subir perpendicularmente hasta interceptar a la circunferencia, y
listo, el punto buscado M se encuentra!!!

26) Dentro de un circulo con centro O y radio R se toma un punto K el cual dista “a’” unidades desde el
centro. A través del punto K pasan dos cuerdas perpendiculares (una con otra) una de las cuales forma

con el diametro (que pasa a través de K ) angulo de 45°. Encuentra la superficie del cuadrilatero ABCD
que tiene por diagonales las cuerdas ACy BC

(Respuesta: superficie del cuadrilatero =2 (R?-_a?)
2
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a)Encuentra: S A BCD; S A BDA, S cuadrilatero ABCD.
b)Por qué razéon A OSK = A OEK ~

C)Recuerda que dos cuerdas de la misma circunferencia se encuentran a la misma distancia del centro
son de igual longitud.
También: un didmetro perpendicular a una cuerda biseca la cuerda.

d) Aplica el teorema de Pitagoras al triangulo AOE y obtén AC =2 VYR2-d? (simboliza con OE = d
€)Por que razén se podria afirmar que A EOK es isosceles?

f)Aplica el teorema de Pitagoras en A EOK

)A partir del inciso (f) deverds de tener que d= a

N2
h)Escribe la superficie del cuadrilatero ABCD en términos de R, a.

Solucién del problgmg'

26) S A BCD = (BDY(CK)
2
S A BDA= (BD)(AK)
2

54




S cuadrilatero ABCD = (BD)(CK) + (BDYAK) = BD(CK + AC) = (BDY(AC)
2 2 2 2

Ahora los triangulos siguientes son congruentes:

G K
S v
452 45
E

O K

Niétese que OK es lado comin para ambos triangulos y asi A OSK = A OKE (Por A. L. A) y por esto
OS=O0E y ésto significa que BD y AC se encuentran a la misma distancia del centro,y asi AC = BD
(por que dos cuerdas de la misma circunferencia que se encuentran a la misma distancia del centro son
de igual longitud) y la superficie del cuadrilatero habiamos quedado en que es:

S ABCD = (BD) (AC) = AC?2=BD?
2 2 2

En él triangulo AOE: OA=R ,OE=d y Por el teorema de Pitagoras, AE = VYR?-d?

AC = 2AE (por un diametro perpendicular a una cuerda biseca, la cuerda. OE es diametro
Perpendicular a la cuerda AC).

AC=2 ~R2-d?
O
a
4s° 45°
d \‘(
E ) K

Por ser A OE K isdsceles entonces EK = d y por el teorema de Pitigoras d*+d*=a?; 2d*=a?;d=a
V2
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Entonces ya habiamos visto que:
S cuadrilatero = AC2 = (2 VR?-d ?)?
ABCD 2 2
=4(R?-d?) = 2(R*-d*)=2(R*-a%)
2 2
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27YEn el AABC, < A=45° B =75°, se construye una circunferencia de
diametro AB la cual intercepta a los lados AC y BC en los puntos D y E.

Determina la superficie del tridngulo ABC si de =1

(RESPUESTA: SAABC=1.570%)

A) Observa la figura del enunciado del problema y responde:
Por qué razén.

- = ADB=90°

- z DEB=135°
- . ABD=45°

= - 4 BDE=15°
- - DBE=30° - 2= ACB=60°
B)

Escribe la superficie del triangulo ABC en términos de AB, AC y Angulo A.
Escribe la ley de los senos para los triangulos ACB y DEB.
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D) Escribe el teorema de Pitigoras para ol triangulo ADB y encuentra AB.

E) Con todo lo anterior ya podras encontrar la superficie del tridngulo ABC.

SOLUCION DEL PROBLEMA

27)
1) Unir D conE.
2) Unir D con B.
3) == ADB = 90° (por ser AB didametro)
4) =2 ABD = 45° (por ser la suma de dngulos interiores 180°)
5) =< DBE = 30° (75° - 45° = 30°)
6) = DEB= 180°-90° _
' 2
7) 4 BDE=15°

8) % ACB = 60°
SAABC= (£B)(AD)  gpygy

2
ley de senos para el triangulo ACB:

AC AB . AB-SenB
P o
SenB Sen

[¢]

ley de senos para el tridngulo DEB:

: DE-Sen13s° 1af2 .
‘DB . DE - pBEx ——— = Nf2 . =
> Sen30° 2

Sen135° . Sen30°
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Teorema de Pitdgoras para el tridangulo ADB

AB‘2=.\/_2'2+\/§2=4 M A.B=2

SAABC= 1:2.2:43.Send=2. S5 sSa4s 1 57,2

SenC
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28) los angulos de un tridngulo estan relacionados por la ecuacion Serna = 2Senf3-Cosy a

partir de lo anterior demuestra que el tridngulo es isésceles.

DEMOSTRACION:

La ecuacion la puedo escribir asi:

Sena = 2-Senf Cosy = Sen(ff+y) pero a+F+y =180° esdecir f+y =180°— o yasi
S’en(ﬂ‘ + )= Sen(180 - ) =Sena y por estarazén Serna =Sera+ Ser{f — y) es decir
Sen(fB—y)=0 pero # y y son dangulos de un triangulo y la funcién SerX es cero cuando
X=0 o X=x pero £ -y no puede ser r por lo tanto -y =0 = B = y y con esto se

sigue que el tridngulo tiene dos dangulos de igual medida.
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29) demostrar que el trigngulo cuyo angulos @y £ estin relacionados por la ecuacion

Cosa+ Cosf3 —cos(ax + f) = 3 es un trigngulo equilatero.

DEMOSTRACION. Por trigonometria sabemos que

Cosa+ CosfB =2C0s T x COSEZEL ittt e e esss e e e sesa st aannans (1)

Cosa+ CO5/8 = 20052 Z52 — 1ottt ettt st ee e e ame s S (2)
restamos la ecuacién (1) - (i)

Cosa+ Cosfi— Cos(a+ f) = 2Cos 252 — 2Cos® 232 +1

v segun la primera ecuacion la igualdad anterior la puedo igualara 3

2Cos ). CoslaiBl —2Cos? @38 41 =

[ ]

2Cos B . Cos g ~ 2Cos* 2121 L = ¢
divido por (-2) cada miembro de la anterior ecuacién

Cos? 238 _ Cosa2f.Cos@A + L =0 o lo cual se puede escribir.

“ oavd) 1, (a+5) 1_1, 2 (a8 _
[LOS—z—— 3 COS_T—F + 3 5 Cos 5 =0
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) - -
[Cos—“’:"’ — L. Cos —“";"’]’ +1.Sen 238l =0
lo anterior ¢s una suma de cuadrados igual a cero y ésto es cierto tinicamente si cada

sumando es cero es decir.

Sen@s® =0 i, 3) vy Cos2 —LCos@ D=0 ... ()

la ecuacién 3 se satisface cuando & = £ (& y £ son angulos de un tridngulo).

Ahora substituye & = £ en4 y tengo.

- Cos(ag2)-  Cos(az) = 0

CosX =1 Yasi & =60° perocomo @ = J entonces = 60° y asi el tridngulo cuyos angulos

@ y [3 estanrelacionados por la ecuacién Cosa+ Cosfl — Cos(a + ) = 2 es equilatero.
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30) ¢Qué es mas grande Sen 1° 6 Sen §° ?
Sen 2° Sen 4°

Para responder la siguiente pregunta considera la expresion :

Senx _ Sen3x ii Y demostrare que esta expresién es menor que cero
Sen 2x Sen 4x para x = 1!l

Senx _ Sendx « (Sendx)(Sen x) - (Sen 3x) (Sen 2x)

Sen 2x Sen 4x (Sen 2x) (Sendx)

(Cos3x — CosSx) - (Cosx—-CosSx) = (-Sen2x) (Senx) « o !
(2Sen 2x) (Sendx) (Sen2x) (Sendx)

éPorqué? Por que para x =1 es verdad que

_Sen1° < (0 Yaque sen1° > 0o ySen4°> o-
Sena®

En conclusién :

Sen1® _ sen3® « o yasi Sen1® <« Sen3®
Sen 2° Sen4® Sen 2° Sen 4°




31) ¢ Cuantas raices tiene la ecuacion Sen x = ?

x_
100

(Respuesta: tiene 63 raices).

Observemos la grafica de las ecuaciones y = Sen x

y=x_.
100

Sen x tiene el valor maximo de 1 y el valor minimo de —1. Entonces la recta
y =_x_ alcanza el valor de y =1 cuando x = 100 y de —~1 cuando x =-100,
pero1 gg este intervalode —100a 100 larecta y= 1_%_0 intercepta a la gradfica

de y = Sen x 63 veces . !!

(NOTA: y = x_ pasa por el origen).
100
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32) Encuentra el valor exacto de:

cos 1. _ cos 21 + cos3q
7 7 7

Nota: Solamente usa el hecho de que cos 4 =0 y formuias
2 _

de trigonometria.

Respuesta: _1
2

14
2cos 1
14

cos J _ cos2 + cos3 = 2cos L cos . _ cos2Y + cos3M
7 7 7 7 7 7

= COS3Y 4+ cos Y _ cosS5N _ cos3Y + cos?y + cosSY
14 14 14 14 14 14
(2) (cos 1.)
14

= cos i + cos 71 - cos _+ 0O - 1

14 14 14 2
(2) (cos 1) - (@) (cos 1)
14 14



33) Encuentra la suma :

Sn +

= 1 + '+ N
T35 e NE PNy

Respuesta: 1 ¢(|2n + -1)
2

Sn= g 1 E Nz Nop.ql -
J2P-1 2P+ 1] P-1-(2P+1)

P=1 P=1

- i Nop-3 Nopaq .
“— 2

P=1

-y E?\B NN P PN ey -\Jzn-?]

=%[1-m]= ELl:\ITHI-1
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34) Encuentra la suma :

sen 1 + sen 1 + sen 1 L ee— 1
cos0 ° cos1 cos1 " cos2 cos2 " cos3 cos(n — 1) cosn

( Respuesta: tan(n))

Ojo :Sen1=sen (k- [:k-1] )y=sen k cos (k~1)—cos k sen (k— 1)

L.a suma anterior la puedo escribir :

n n
_sen 1 = son k cos(k—~ 1) — cos ksen (k—1)
cos(k— 1) cos k cos(k— 1) cos k

k= k=1

n
= E senk “cos(k—1) _ cosk sen(k—1)

cos k~ cos(k— 1) cos k" cos(k— 1)

k=

n
Senk _ sen(k—1) =
cos k cos(k— 1) tan k — tan(k— 1) = tan(n)

k= k=
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35) Resolver la ecuacion :

(x + 9) (x+ 10) =

(x+0)(x+1)+(x+1)(x+2)+(x+2)(x+3)+

1°2+42°3+ — 8'9+9°10

( Respuesta : hay dos soluciones Xy=0; x2=-10)

La ecuacion anterior se puede rescribir asi :

9 9
E’ (x+p)(x+p+1) = E p(p+1)
p—o p=1
9
§ x’+2xp+x+p +p = E pPi+p

E x2+2xp+x+ % p+p = -2- p+p

p=0
g x* (p)° + Epr+ Exp Ep'fp- Epp
p=0
10x2+2x(§)(9+11 + 10x = 0
2

100x°+90x+10x = 0

10x*+100x = 0 x;s =0

x(10x+100) = 0 Las soluciones son :

xz2 = -10
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36) Resuelve la ecuacién :
2+ 3 T)x@a o (2 \] 1y Xt o 4 (Respuesta:
2-{ 3 | Xi=1 -\ 21

X2= 1

x3=1+{ 2 1)

NOTA: (2+\] 3 ')(2-\] 3 l)=4—3=1 es decir:
2+V 3 1= 1 ' : 2-N 3l = 1
2-\J 3I 2'0\] 3

Solucién de la ecuacion: la ecuacioén original la transformo segun la ley de los exponentes
asi:

(2 + \I 3 | )X2-2x 2 +\j_3_'\ Y+ (2 -\J—E}_\ )xz-zx @ -\]_—é_l )_1 - a
. 2 31
+ 3 )xz-zx @+ 3 ,),7';:‘(2" 3 )xz-zx 1 - 4

@I R @ T e 2- TTIRX 24T )= 42+ I )
(2 + \[—3~|')x2-2x + (2- N 3 1yeX = 4

2+ NTF e 1 X22X =4 sea y= (2+J 3 1)
[ 2+ 3 | jl
y asi la ultima de las ecuaciones se transforma
y+1 =4, y2- 4y+1=0 ecuacidon de segundo grado con soluciones:
y

consoluciones y1= 2 - 3 1, y»=2 + 3 1|
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Pero recuerda que hicimos la transformacion y=(2+ \ 3 1)y
Por esa razén:
+N 3 1)®X= 24 3 1 yasi X2-2X=1,X2-2X -1 y esta ecuacion

tiene dos raices X;= 1+ 2 1
X2= 1 -\I 2

Y también
(2+| 3 I)XZ-ZX = 2_| '3"
@+ 31y = 2+ { 3 1)’

X?—-2X=-1, X2-2X+1=0 tiene una raiz X=1

Conclusién: La ecuacion original tiene tres raices que son:

X1=1—\J 2 | P Xe=1, Xg=1+N 2 |
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37) Resuelve la ecuacion

X 310310X = 49x2 X>0 Respuesta: X;=10, X, =

761

Sacando logy g a ambos lados:
logio X 3°919% = |5g 4 10 10%2
3 logwX log 10X = log1'™ "+ logioX?
3 (log1oX)2 = 1 + 2 logoX

3 (log10X)2 - 2 log1oX —1=0 Simboliza y=logisX

3y’~2y—-1=0 y esta ecuacién tiene dos soluciones
yi=1 , y2=-1/3 pero como simbolicé y=logicX
entonces;

log10X =1 ,10"=X yasi x=10
log10 =-1/3 , 10" =x,x=1/3 10

y por esta razon las soluciones de X3°9'°X = 10, X2 son:
X1= 10 . X2= 1
Y101
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38) Resolver la ecuacidn

3X-2= 3

N el

(Respuesta: hay dos soluciones Xi= 1, Xo= 2)

Solucion: .
3%-2= 3(3.3)W

3X-2=231 3UX WX - g1-x

y sacando a ambos lados log 3

X=2=1-2 ; X2-2x=X-2; X2-3X+2=0
X

que tiene soluciones X1=1 , Xp=2.
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39) Resuelve la ecuacion
logaX 2. log x2 2= log x/1 2 Nota que: loga b = 1

logy, a

Simbolizaremos y= logs X

(Respuesta: hay dos soluciones X1=2 , X;= 2)

la ecuacion original la escribo:

1 . 1 = 1
logz4X log-X/4 log>X/16
1 . 1 = 1
logz4 + logzX logzX — loga4 logzX — log216
1 . 1 = 1
2+Y Y-2 Y- 4

Y—4= (2+Y)(Y- 2)
Y—4=Y%2—4 : Y2 _v=0

Tiene dos soluciones
Yi=1 ,Y2=0
Pero como he simbolizado por Y= log: X entonces:

1) logz X = 1 tiene solucién X = 2
2) log 2X = 0 tiene solucién X = 1

ambas raices pertenecen al conjunto D tales que las bases 4X , X/4 , X/16 son
mayores que cero y diferentes de uno.




-+ ) Resolver la ecuacion log (2% + X — 13)=X-Xlog5

( Respuesta: hay una solucién X = 13)

transformaremos la parte derecha de la ecuacion

X —log 5= X (1 ~log 5) =X (log10 — log 5) = X (log 2) = log 2%
De esta manera la ecuacion original se transforma en:

Log (2¥ + X — 13) =log 2* es decir 2% + X — 13 = 2% que tiene solucién X = 13
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41).- Resuelve la ecuacion log senx + log cosx = 2
CcOSs X sen x

(Respuesta: las solucionesson x= T +27K kiz )
4

NOTA: log b = 1

La ecuacion la puedo reescribir:

log senx + __1 _ =2
cos x log senx
CoSs x

[log senx} 2
coS x + 71 =2

log sen x
CcOoSs x

2
//og senx}
cos x +7-2 log senx =0

COoS X
[/og senx - 1} 2 . log senx =1
cos x =0 , cos x

1
(cos x) = sen x ; 1= sen x , tan x = 1
coSs x
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( Notese que seno x > O, cos x > O porque en esta ecuacion son base
de logaritmos )

y asi las soluciones de tan x= 1 son:

x=_T_+27Tk k& z
4

Solamente con estos valores de x se tendra que:

sen x > 0

cos x > O

cos X

sen x
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42).- resuelve la ecuacicn :

2x -8 -X

.125 (4) = [ . / RESPUESTA: X = 38
d2 3

NOTESE QUE:

2x -8 2x -8 2x -8

-1
7).- 125 (4) =_1 4 =64 ). (76 )
8

NzNz z Nz 2z, JdzNzvzdz 57

6 -1 4 2x-8 -6 (2x -8) 4
= N27)] . [IWN2)) = (N27) . (N2)

8x -32-6 8x -38
=( 2) = ( 2)

x

2).- [\J_z%jx={§2!€_jx=(él—2_1/:1/ (4Nz )= (N6 Nz ) =

x Sx
(N2 2 N2 2 N2 ) = N2 ) y asi la ecuacicn original se

transforma en :

8x -38 5x
N2 ) =2 ) 8x -38 = 5x y despejando x
se tiene que x=38/3 la cual resulta ser la solucion de la ecuacion:

2x -8

125 (4) =[ﬁ}x
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43).- Resolver la ecuacidn para x,y.

2

x—2\|2x+y-2\|y + 3 =

=0 (Respuesta: x=\[2 , y=1)

La ecuacion anterior la puedo escribir:
2
(x -2 ) +(y -y +1)=0

2 2
(xN27) + Wy -1 =0

Pero una suma de cuadrados
es ijgual a cero si :

Y la solucion es:
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44).- Resolver la ecuacion:
3 2
ax +bx +bx+a =0

Agrupo terminos

3 2
ax +a+bx +bx

(2]

3 2
a(x +1) +b (x +x) =0

2
a(x+1) (x -x+1) +bx (x+1) =0

2
(x+1) [(a) (x -x+1) + bx ] =0

Hay dos posibilidades para que el producto sea cero

7)) x+ 1 = 0 lo cual quiere decir que x =-1

2 .
2') (a) (x -x+1)+ bx =0 es decir

2
ax-ax +a+bx=20

2
ax +x (b-a)+a =0 Que tiene soluciones:

2
x=-(b-a):N(b-a) - 4 (a)(a)
2(a)

1
\[2 2 2
xX=-b+a : b -2ab+a -4a
2 (a)

ESTA TESIS NO SALE
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Las soluciones de Ila ecuacion :

SON :

X2

X3

-1

3 2
ax +bx + bx + a

[
-b+a+\'p -3a

1

-2ab

2(a)

2
—b+a-Jb -3a -2ab

2

2 (a)
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45).- Resolver la ecuacion:
2

X +2x =x ! ( RESPUESTA: x = 4 )

SOLUCION:

X (x+2) = x(x-1)
X+ 2 =(x-1) hago: y= x-1

y+3 =y

NOTA: A, B, C son algunos puntos que pertenecen a la
grafica de z=y y la linea recta esla grafica de z= y+3

De lo anterior tenemos que la solucicon es y=3

Pero antes hicismos y=x-1 por esto 3=x-1 lo cual me dice que la solucion

2
de X +2Xx=x es x =4
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46) Resuelve la ecuacion:

Vx=—2++/x+1=3 (respuesta: x =3)

hagamos U =3ix-2,1"=+/x+1
notese que: U® -7 =—-3 entonces

I+ =3 ... a)

17—V =-3... )
Ahora resuelve este sistema de dos ecuaciones con dos incognitas asi: despejo Vde (1) y
sustituyo en (2)

(7 -@B-Uy =-3
1 _@-6U/+U*)=-3
(7?7 -9+6U-U?* =-3
P -UC+6U-6=0
L u-1)+6U-1)=0
(7 =1)U? +6)=0
(t/-1)=0

o (U%+6) =0

E!l primer caso U-7=0, U=1, El segundo caso U?+6 me da raices complejas. Si tomo U=1
entonces V=2 ahora como

U=%x-2 Entonces 1=%x-2,x=3
I"=+4x+1 entonces 2=+x+1,x=3

y de esta manera la solucidn en niumeros realeses x =3

47)encuentra las soluciones reales de:

6  257x* -68 = = =
22 700 respuesta: x;1=2; xp = -2, X3 =.5; x4=-.5
¥ 68x% —257 (respue ! 2 ’ * )

68x% —257x% ~257x* +68 =0

dividido por x*~ 0 de cada lado
68x*® +68—257(x° +x2)=0 P

solucion:
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—8x" =17x% +17,17x* +8x% +17=0 y para resolver esta ecuacion hago U=x%yla
ecuacién anterior se escribe :

17U* + 8U +17 = 0 y no hay soluciones reales ya que el descriminante < 0

5
sustituyendo el otro valor de y= -6889

sea V=x? asi 687 -2891 +68 =0 y esta ecuacion tiene dos soluciones

I = %z—, L= % pero como simbolicé V = x? entonces : x;=2; x» = -2; x3 =. 5 x3=-5

6  257x% —68
6 =

Las cuales resultan son las 4 soluciones reales de la ecuacion = 68< _357 557
X -




48) EIl pan y el queso proporcionan calorias y proteinas en diversas proporciones. Un
kilogramo de pan proporciona 2000 calorias y 50 gramos de proteinas. Un kilo de queso
proporciona 4000 calorias y 200 gramos de proteinas. Una dieta normal requiere cuando
menos 6000 calorias y 200 gramos de proteinas diariamente. Por lo tanto si el kilogramo
de pan cuesta 26% y 80% el kilo de queso, ¢qué cantidades de pan y queso debemos
comprar para satisfacer los requisitos de la dieta normal, gastando la menor cantidad de
dinero?

El siguiente cuadro resume los datos del problema.

PAN (1 Kg) QUESO (1 KG) |REQUISITOS DE
LA DIETA NORMAL
PRECIO 26 $ 80 $
CALORIAS 2000 4000 6000
PROTEINAS (En gramos) 50 200 200

En el problema por resolver hay dos incégnitas que las tomaremos asi:

X+= Numero de kilogramos de pan.

X2= Numero de kilogramos de queso.

Entonces si compro X; Kg. de pan deberé de pagar por este pan 26X, pesos y si
compro X, Kg. de queso deberé de pagar 80X, pesos por este queso, y en total deberé
de pagar por el queso mas el pan lo siguiente:

c= 26X, + 80X> ( c representa el costo o importe de la compra).
Ahora al comprar X1 Kg. de pany X, Kg. de queso entonces el numero de calorias
contenida en esta compra sera: 2000X,; + 4000X, pero como la dieta normal debe
contener cuando menos 6000 calorias entonces algebraicamente lo anterior se podria

escribir 2000X; + 4000X: = 6000 y el nimero de proteinas debe ser cuando menos
200 gramos lo cual se podra escribir:

50X; + 200X; = 200 y de esta manera el problema planteado se transforma de la
siguiente manera:

MINIMIZAR: C= 26X, + 80X
CON LAS CONDICIONES: 2000X; + 4000X, = 6000

50X: + 200Xz = 200
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49) EI sefior RUIZ que se dedica a la fabricacion y venta de muebles finos dispone de
dos diferentes tipos de madera (tiene tipos A y B).

Del tipo A tiene 1500 pies y del tipo B tiene 1000 pies, también dispone de 800 horas-
hombre para efectuar el trabajo. La demanda que ha estimado es la siguiente; Cuando
menos 40 Mesas, 130 Sillas, 30 Escritorios y no mas de 10 Libreros. Las cantidades de
madera A y B y las horas-hombre que requiere la elaboracion de cada unidad de
articulo se indican a continuacion.

¢ Qué cantidad debera fabricar (el sefior RUIZ) de cada articulo de manera que las

utilidades obtenidas sean las maximas?

MADERAS HORAS DEMANDA UTILIDADES
ARTICULO A B HOMBRE ESTIMADA POR UNIDAD
MESA - ------ 5 2-------- RSP CUANDO MENOS 40 - - - - - - - 12
SILLA - <= ---- 1 Boeeo---- - S CUANDO MENOS 130 --- - -- 5
ESCRITORIO- 9 4 -------- 5ococnn- CUANDO MENOS 30 ------- 15
LIBRERO ---~ 12 1-------- 10-~----- CUANDO MENOS 10------- 10
TOTAL ---- 1500 1000 - - - - - 800

El| cuadro que se escribid en el enunciado del problema incluye las utilidades que
reporta la venta de cada unidad de articulo. Lo que se debe de responder es :
¢ Qué cantidad de cada articulo debe de fabricar el sefior RUIZ para que las utilidades
obtenidas sean las maximas?
Representare :

X; = numero de mesas que deberan de fabricarse

X2 = numero de sillas que deberan de fabricarse

X3 = numero de escritorios que deberan de fabricarse

X4 = nimero de libreros que deberan de fabricarse
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Al producir Xy Mesas, X; Sillas, X3 escritorios, X4 libreros entonces al conocer cual es la
utilidad por Mesa, Silla, Escritorio, librero (véase el cuadro del enunciado) sabremos
qué la utilidad se podra escribir:

U= 12X, + 5Xz + 15Xa3 +10X, .

Se cuenta solamente con 800 horas-hombre, es decir que el total de las horas-hombre
Invertidas en la produccion de X; Mesas, X; Sillas, X3 Escritorios y X4 Libreros deberan
de ser menor o igual a 800 y como sabemos el numero de horas-hombre empleadas
para la produccidén de cada Producto se tendra que el total de horas-hombre invertidas
en la produccion de X; Mesas, X; Sillas, X3 Escritorios, y X4 Libreros es de :
33Xy + 2x2 +5X3 +10X,.

Como existe la condicion de que el numero de horas-hombre no debe ser mayor as 800
Entonces la expresion se debera escribir 3X; + 2X,; + 5X3 + 10X, < 800

Madera: El total de madera tipo A empleada debe ser menor o igual a 1500. entonces
SXi + X 49X;3 + 12X, < 1500

para la madera tipo B la restriccion es

2Xy + 3Xz +4X3 +X4 < 1000

Restricciones de demanda :

X4 > 40
X2 > 130
X3 > 30
X4 = 10

Con todo lo anterior el probiema queda planteado asi :
MAXIMIZAR : U=12X; +5X2 + 15 X; +10 X,

Sujeto a las restricciones :

3X; +2X; +5X3 +10X, < 800

EXy +X2 . 9Xs + 12X, < 1500

2Xy +3Xo +4X3+ Xy < 1000
X4 > 40
X2 > 130
X3 R6 30
X, > 10




NOTESE QUE : las incognitas Xi, X2, X3, X4, deberan ser positivas o cero ( o significa

no producir articulo algune) es decir :

X120, X220; X3>0; X4> 0
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Sd) “DON PEDRO" Comerciante de la central de abastos hace 3 mezclas diferentes con

pistaches, avellanas y cacahuates.
Las especificaciones de sus mezclas son las siguientes.
La mezcla uno debe contener 509% pistaches como minimo, y 25% de cacahuates cuando

mas, la libra de esta mezcla la vende a $50.00
El segundo tipo debe contener 25% de pistaches, por lo menes, y un 50% de cacahuates,
cuando més y se vende & $35.00 la libra. El tercer tipo no tiene especificaciones y se

vende a $25.00 la libra.

Sin embargo, estan restringidas las cantidades de materias primas que puede conseguir

“DON PEDRO" .
Las maximas por periodos son: 10 libras de pistaches, 100 libras de cacahuates y 60

lnibras de avellanas.
Cada libra de pistache la cuesta 65 pesos, la de cacahuate 25 pesos y 35 pesos la de

avellanas.
¢ Cudntas libras se deberan preparar de cada mezcla, de tal manera que se obtengan las

mismas utilidades?
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68

MEZCLA

TOTAL DE MATERIAS

PRIMAS UTILIZADAS
COSTO DE CADA
LIBRA(PESOS)

COSTO TOTAL

PISTACHES

Xip
X2p
X3p

Xopt Koyt Xae
{LIBRAS DE
PISTACHES)

$ 65.00

65(X1p+Xap+)Xa)

CACAHUATES

X
X2c
X3c

Xie# Xt Xz
(LIBRAS DE
CACAHUATES)

% 25.00

25(X1:+ X2k X).

Hojat

AVELLANAS
Xia

X2A
X3A

XoatXaat Xsn

(LIBRAS DE

AVELLANAS)

S 35.00

35(XintXox+Xom)

Pagina 1

LIBRAS
OBTENIDAS DE
CADA ME2CLA

Xip#Xsc#Xia
KXot Xaet Xaa
Xap+Xoe+ X3

PRECIO DE
VENTA DE CADA
LIBRA (PESOS)

k) 50.00
$ 35.00
$ 25.00

VALOR TOTAL DE
CADA MEZCLA
{PESOS)

50(Xip# X4 Xia)
35(X2p+x2c+X2A)
25(XKan+ X+ X32)



Elingreso total de la venta de las tres mezclas, es decir, los ingresos totales son:

s50(X1p+X +X1a) +35(Xz2p+Xze+X2a)+25(X3p+X3c+X34)

La diferencia entre el inareso y el costo total sera la utilidad que se quiere maximizar:
U=50(X1p+ X1c+ X1a) +35(Xap+ Xac+X2a)+25(X3p+ X3c+ X3a)

-65( X1p+X2p+ X3p)-25( X1c+ X2+ X3c)-35( X1a+ X2a+X34)
=15X1p+25X1c+15X1A-30X2p+10X2c-40X3p-10X34

Restricciones: Existen dos grupos de ellas, las que se refieren a la adquisicion de materias

primas.

Por lo que toca a las especificaciones. el primer tipo de mezcla requiere que la cantidad (en

libras) de pistaches X1p sea el 50% como minimo.

Esto equivale & que las libras de pistache que entran en la mezcla 1(X1p) sean menos. igual
o mayor que la mitad de la mezcia X1p+X1c+X1A es decir:

Xap>/ V2 Xip+Xic+X1a) La cual se puede escribir

¥ X1p-V2 X1 ¥ X14>/0

La segunda especificacion pide que las libras de cacahuates (X1c) sean cuando mas 25%
(la cuarta parte) de la mezcla 1 €sto es:

Xie</ Va (X1p+X1e+Xia) que se transforma en:

- Y4 X1p+3/4X1c-14X1A </0

Ya X1p-3/4X1c+1/4X1A </

Las especificaciones para la segunda mezcia la primera condicidon es que las libras de
pistache (X2p) sean el 25% (1/4 parte) como minimo, es decir, que X2p debe ser igual o
mayor que la cuarta parte de X2p+X2c+X2A dsea:

X2p>/ Ya (X2p+X2x+X2A) y pasando las incognitas al primer miembro.

%4 X2p-1/4 X2c-1/4 X2A =>/0
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La segunda especificacion implicacion implica que las [bras de cacahuates (X2c) sean
cuando més 50% (la mitad) de la mezcia, es decir que: ;
X2c</ V2 (X2p+X2c+X2A) © ¥2 X2p- V2 X2c+ ¥2 X2A >/0
de esta manera quedan planteadas las restricciones (la tercera mezcla no tiene
restricciones)
Limitaciones de materias primas )
Los pistaches se pueden disponer de un maxime de 100 libras:
X1p+2X2p+X3p</100
De los cacahuates como maximo se pueden obtener 100 fibras:
X1c+X2c+X3c</100
La disponibiiidad maxima de avelianas es de 60 libras:
X1A+X2A+X3A</B0
Y de esta manera la solucién del problema se encuentra cuando se maximice:
U=15X1p+25X1c+15X1A-30X2p+10X2c-40X3p-10X3A
Sujeta a las siguientes restricciones.
% X1p- Y2 X1c- V2 X1A>/0
L% X1p- % X1c+ V4 X1A>/0
3 X2p- Y X2c- % X2A>/0
‘/:X..p- '/zx"' + Y5 X2A>/0 -
X1 p+x._p+x3p</1 oo
| X1c+X2c+X3c</100
X1A+X2A+X3A</B0
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TEORIA MINIMA NECESARIA PARA RESOLVER LOS
PROBLEMAS PROPUESTOS.
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cta divide dos Izdos de un tridngulo en segmentos proporcionsies, antoncaes

= -
s paraleia el tercer lado por

Siemplo: en OABC, delafigura anterior . 2 ¢ Entoncss DE /BT
Vo b d
Z Dos transversalss  cuzlguiera,  cortadas por 2 ¢ mas  paralelas guedsen divididos an
segmentos proporcionales.
/
A/ B
A/ c
/-
B/E d|F
/
/c D
. . A C
si AB//EF //C D entonces = ;
b d
4 La bissctriz de un angulc da un trighgule divids e! lado cpusstc ds dos segmentos
proporcionales a los lados contiguos. c

B

Ejempilo: s1 CO biseca . C entonces ——v--ﬁ-——» = «"—é—«'w
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ALGUNOS PRINCIPIOS RELATIVOS A LOS TRIANGULOS SEMEJANTES
1.- Los angulos homologos de triangulos semejantes son iguales.
2.- Los lados homoélogos de triangulos semejantes son proporcionales.

3.- Dos triangulos son semejantes si dos angulos de uno de ellos son iguales a sus

correspondientes en el otro. B
Por ejempilo si: c a

4+ A= ¢ A

4 B= ¢4 B A b C
entonces:

AABC ~ AA'BC’

4.- Dos triangulos son semejantes si un angulo de uno de ellos es igual a un angulo de!
otro y si los lados que comprenden al primero son proporcionales a los lados
homaodlogos del 2°.

Por ejemplo (ver la figura anterior)

Si 4¢c= 4c’ y entonces AABC ~ AA'BC'.

a =_b
a’ b

§.- Dos triangulos son semejantes si sus lados homélogos son proporcionales.

Ejemplo (ver la figura anterior).

Si

a =b = c entonces AABC —~ A A'BC’
a b- ¢’
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6.- En un triangulo rectangulo, la altura bajada a la hipotenusa divide al trigngulo en
otros dos triangulos rectangulos con la relacion de los angulos segun se sefala.

98




LA CIRCUNFERENCIA Y EL CIRCULO ‘

- La circunferencia es una curva cerrada cuyos puntos estan en un mismo planoy a
igual distancia de otro fijo que se llama centro.

- El circulo es el conjunto de puntos interiores a la circunferencia.

- La longitud de la circunferencia es la distancia que se recorre al moverse sobre la
circunferencia y volviendo al punto de partida (la longitud de la circunferencia =
perimetro = (2 1) (r) ).

- Radio es cualquier segmento que une el centro con un punto de la circunferencia.

B
- Angulo central es el formado por dos radios
Por ejemplo 4 AOBy < BOC son angulos
centrales.

- Para simbolizar “arco” se empleara el (0] radio
siguiente simbolo —

P
Por ejemplo AB significa “arco AB”
Los angulos de una circunferencia se miden en grados. Semicirculo  semicircunferencia

- Semicircunferencia es un arco igual a la mitad de la circunferencia.

- Semicirculo es la porcidon de plano comprendida entre un diametro y la
semicircunferencia correspondiente .

- Cuerda de una circunferencia es el segmento de recta que une dos puntos de la
circunferencia. Por ejempio AB es una cuerda.

- Diametro es una cuerda que pasa por el centro en la figura: AC es un diametro de la
circunferencia.

- Secante de una circunferencia es cualquier recta que corta a la circunferencia en dos
puntos. Por ejemplo MN es una secante.




Tangente a una circunferencia es cualquier recta que toque la circunferencia en un
punto, y solo en uno.

P

Por ejemplo PM es una recta tangente a la circunferencia en el punto S se llama punto
de contacto o punto de tangencia.

PRINCIPIOS RELATIVOS A LA CIRCUNFERENCIA
- Todo diametro divide a la circunferencia en dos partes iguales.

- Si una cuerda divide a una circunferencia en dos partes iguales entonces es un
diametro.

- En una misma circunferencia o en circunferencias iguales, angulos centrales iguales
abarcan angulos iguales .

- En la misma circunferencia o en circunferencias iguales, arcos iguales determinan
angulos centrales iguales.

- En una misma circunferencia o en circunferencias iguales, cuerdas iguales subtienden
arcos iguales.

- En una misma circunferencia o en circunferencias iguales, arcos iguales subtienden
cuerdas iguales.

- Un diametro perpendicular a una cuerda biseca la cuerda y a sus arcos
correspondientes.

100




- La mediatriz de una cuerda pasa por el centro de la circunferencia.

- En una misma circunferencia o en circunferencias iguales, cuerdas iguales equidistan del
centro.

- En una misma circunferencia o en circunferencias iguales, cuerdas equidistantes del
centro son iguales.

- Los arcos de una circunferencia comprendidos entre paralelas, son iguales.
TEOREMAS RELATIVOS A LAS TANGENTES.

Se ilama longitud de una tangente desde una circunferencia, al segmento de la tangente
comprendido entre el punto dado y él de tangencia.

- Toda tangente es perpendicular al radio que pasa por el punto de tangencia.

- Las longitudes de las tangentes trazadas desde un punto exterior a una circunferencia
son iguales.

- La recta que une el centro de una circunferencia con un punto exterior, es bisectriz del
angulo que forman las tangentes trazadas por ese punto a la circunferencia.

MEDIDA DE ANGULOS Y ARCOS EN UNA CIRCUNFERENCIA.

- Se llama angulo central al angulo que se forma con dos radios.

P 4 POQ es un angulo central

~ N\
4+ POQ= PQ
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Se llama angulo inscrito al que tiene su vértice sobre la circunferencia y cuyos lados son
cuerdas.

B
4 BAC es un angulo inscrito y
A +BAC=1_. BC
2
C

En una misma circunferencia o en circunferencias iguales, angulos inscritos iguales
abarcan arcos iguales. Ademas los angulos inscritos que subtienden arcos iguales son
iguales.

Todo angulo inscrito en una semicircunferencia es recto.
Los angulos opuestos de un cuadrilatero inscrito en la circunferencia son suplementarios.

En una misma circunferencia, rectas paralelas determinan arcos iguales.

LOS ANGULOS QUE SE FORMAN EN UNA CIRCUNFERENCIA

Ei angulo que forman una tangente'y una cuerda tiene por medida la mitad del arco que
abarcan.

A c
—
Q + BAC = 1 BQA

B 2

El angulo que forman dos cuerdas que se cortan, tiene por medida la semisuma de los
arcos que ellas abarcan. )

A Q

Loy

Lamn
4+ ABP= _AB+QR _
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El angulo que forman dos secantes que se cortan fuera de una circunferencia, tiene por
medida la semidiferencia de los arcos que las secantes abarcan.
P
R
N N
4 APB = AB-QR

A 2
B

El angulo que forman una tangente y una secante que se cortan fuera de una
circunferencia, tiene por medida la semidiferencia de los arcos que abarcan.

A B

P ~

4+ ABQ=QA-AP
2
Q

El angulo que forman dos tangentes que se cortan fuera de una circunferencia, tiene por
medida la semidiferencia de los arcos que abarcan.
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RECTAS TANGENTES ; RECTAS SECANTES Y CUERDAS

'Si dos secantes se cortan en un punto exterior a la circunferencia entonces (véase la
figura) AB-AD= AC-AE .

Si dos cuerdas se cortan dentro de la circunferencia entonces (véase la siguiente figura)
AE-EB =CEED.
C

Si una secante y una tangente se cortan fuera de la circunferencia entonces: AP=AB-AC .

P A
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TRAPECIOS

-El trapecic es un cuadrilatero que tiene dos, y solo dos, lados opuestos paralelos.
Se llaman bases de trapecio a los lados parzalelos. A los lados no paralelos se les
c¢enominan piernas del trapecio. Al segmento que une los puntos medios de los
iados nc paralelos se les denomina paralela media del trapecio.

-Se llamea trapecio isdsceles al que tiene iguales sus piernas . Se llaman angulos de
iz base de un trapecic los que tienen como vértices la interseccion de la base
mayor con las piernas.

Dos principios relacionados relacionados con los trapecios son:

1.- Los anguios de la base de un trapecio isdsceles son iguales.

2.- Si los anguios de la base dela base de un trapecio son iguales, entonces el
cuadrilatero es un paralelogramo.

PARALELOGRAMO :
- Ei paralelogramo es un cuadrilatero cuyos lados opuestos son parzalelos .

- Si los lados opuestos de un cuadrilétero son parzlelos, entonces el cuadrilatero es
un paralelelogramo.

ALGUNAS PROPIEDADES DEL PARALELOGRAMO:

1.- Cada diagonal de un paralelogramo lo divide en dos tridngulos congruentes.
2.-Los lados opuestos de un paralelogramo son iguales.
3.-Los angulos opuestos de un paralelogramo son iguales .

4.-Las diagonales de un paralelogramo se bisecan mutuzmente .
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EL RECTANGULO, ROMBO Y CUADRADO COMO
CASOS ESPECIALES DE PARALELOGRAMOS

1.- El rectangulo es un paralelogramo due tiene todos los lados iguales.
2.- El rombo es un paralelogramo que tiene todos sus lados iguales.
3.- El cuadrado es un paralelogramo que tiene sus 4 lados y cuatro angulos iguales.

Propiedades de ios 3 paralelogramos anteriores:

1.- Los angulos de un rectangulo son rectos.
2.- Los diagonales de un rectangulo son iguales.
3.- Todos los lados de un rombo son iguales.
4.- Los diagonales de un rombo son perpendiculares entre si,y se bisecan mutuamente.
5.- Las diagonales de un rombo son bisectrices de los angulos de los vértices que
las unen.
6.- El cuadrado tiene todas las propiedades del rombo y del rectangulo.

TRES O MAS PARALELAS . PARALELAS MEDIAS Y PUNTOS MEDIOS

Si tres o mas paralelas determinan sobre una transversal segmentos iguales,
entonces determinan segmentos iguales sobre cualquier transversal.

/) g
a/ \c L2
NERY

7 \ L3

Lo anterior significa que si L1l L2 II| L3 y a=b entonces tambien c=d

Principios reiacionados a los puntos medios y paralelas
medias de un trapecio

-Si por el punto medio de uno de los lados de un tridnguio se traza la paralela a
un segundo lado entonces esa paralela pasa por el punto medio del tercer lado.
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t o anterior afirma que si M es B

el punto medio de AB y MN

paralela 2 AC entonces N es

e! punto medio de BC N

- El segmento que une los puntos medios de dos lados de un tridngulo es paralelo
a! tercer lado e igual a la mitad de éeste.

Es decir (ver la anterior figura)que si M, N son los puntos medios de AB y BC
entonces MNILAC y MN =% AC.

-El segmento que une los puntos medios de los lados no paralelos de un trapecio
es paralelo a las bases de este e iguale a la mitad de su suma.

e —
/ N \s

Esto es que si m es el segmento que une los puntos medios de los lados
entonces milb y mlilb' y longitud m=72 (btb’)

-Las medianas de un tridngulo se cortan en un punto que se encuentran a los
dos tercios de la distancia que va desde un vértice hasta el punto medio del lado
opuesto.

Si AN, BP, CM son las medianas
de ABC entonces se cortan en

un punto G que se halla a dos
tercios de la distancia de Aa N,
de BaP,y deC a M.
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TEOREMA DE PITAGORAS

El teorema de PitAgoras que solamente puede ser aplicado a tridngulos rectangulos dice:

En un triangulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los
cuadrados de los catetos.

c a*+b?=c?

B

ALGUNOS RESULTADOS PARA CUADRILATEROS

-Si la suma de dos angulos opuestos de un cuadrilatero es igual a 180° entonces se puede
circunscribir una circunferencia al cuadrilatero.

-Un cuadrilatero convexo ABCD tiene una circunferencia inscrita si y solo si
AB+DC=AD+BC

[\

Formula para calcular el area de un trapecio

c D . | |
/ \ AREA:(&%D)(n)
A . B
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CUADRILATEROS INSCRITOS: Un cuadrilatero tal que todos sus vértices pertenecen a
una circunferencia se dice que esta inscrito a esta circunferencia y la circunferencia se
llama circunscrita alrededor de este cuadrilatero.

No todo cuadrilatero tiene la propiedad de que alrededor de é! se puede circunscribir una
circunferencia.

Para poder circunscribir una circunferencia alrededaor de un cuadrilateio, s necegario y
suficiente que la suma de los angulos opuestos de €stc sca igual a 180°.

Alrededor de un trapecio se puede circunscribir una circunferencia cuando y solo cuando
este trapecio es isOsceles,

Si un cuadrilatero ABCD se puede inscribir en una circunferencia, entonces el producto de

las diagonales de este cuadrilatero es igua! a la suma de los productos de los lados
opucstos.

CUADRILATEROS CIRCUNSCRITOS: Un cuadrildtero tal que todos sus lados son
tangentes a la circunferencia se llama cuadrilaicio circunsciio shedoedor doe e
circunfercncia y la circunferencia se lama inscrite en este cuadrilaicro.

Para poder inscribir en un cuadrilatero la circunferencis es necesario y suficiente gue |
sumas de los lados opucstos de este cuadiiddiero scon iguaics,




ECUACION DE SEGUNDO GRADO

La ecuacidén general de 2° grado es

2
AX + BX+C = 0 vy tiene por solucién ia siguiente

J 2
X = -B + E-4AC

el nimero de soluciones reales depende del valor del discriminante.

2
El discriminante es la expresion B — 4AC

2
Si B -4AC >0 entonces hay dos soluciones

2
Si B -4 AC =0 entonces hay una solucion

2
Si B -4AC <0 no hay soluciones reales si no que tendra dos soluciones que

encuentra en términos de nidmeros complejos de la forma
X+iy
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DEMOSTRACION DE ALGUNOS RESULTADOS UTILIZADOS

EN LA SOLUCION DE LOS PROBLEMAS




AREA DEL TRIANGULO EN FUNCION DE SUS LADOS:

El area de un triangulo en términos de sus lados a, b, ¢ estd dada por la

formula A =\IP(P—a)(P—b)(P—c) endonde P= a+b+c¢
2

Considera el triangulo siguiente :

8

A C .
b ;

la superficie del triangulo es:

(c)(bYSenB = s
2

SenB = 2 s
(c) (b)

ley de los cosenos:

2 2
b = a +c—2acCosB

b
Z2ac
2 2 2 2 2 2 2
Sen B +Cos B =1 = 4s + (a + c -b)
2 2 2 2
cb 4a c
2 2 2 2 2
1= 16s + (a + ¢ - b))
2 2
4 ac
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2 2 2

4 ( +2b2)2 2
ac-(a+c - = s
16

2 2 2 2 2 2 2
[2ac—(a+c—b)]16[ ac+(a+c—-b )] =s
2 2 2 2 2 2 2
[ b—(a-—2ac +c)l16[ (2ac+a +c )=b ] = s
2 2 2 2 2
[b-(a=—=¢c) 11 a+c)—b 1] =s

[b—%a—c)] [ b+(a-c)] [(a+c)—b] [a+tc+b] =s2

Sihacemos a+c+b = P la igualdad
atg+o

anterior queda escrita

s'= J(Pry(P—a)P-b)(P-c)
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Area de tridngulo en funcién de sus lados y del radio de la circunferencia: “ El area
de un triangulo es igual al producto de sus lados dividido por cuatro veces el radio de la
circunferencia circunscrita.

E
En el triangulo ABC “dibujo” si circunferencia circunscrita y simbolizo con R el radio de la

misma “h” es la altura del tridngulo ABC, “o0” es el centro de la circunferencia
circunscrita.

Aasc= b.h ahora BDC = BAE =90° (BE es diametroy BDC es de 90°)

2 BDC = BEA-Por aberear el mismo arco AB)
Por tal razén los triangulos de ADC y BAE son semejantes. Porlotanto_h =_a
c BE
h=c.a =(c)(a) substrayendo este valorde hen A p,gc =b. h para tener
BE 2
Apmc=b . c.a = a.b.c
2 2R 4R
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Area del rombo : “ El area del rombo es igual a la mitad del producto de sus
diagonales”.

Considera el rombo con diagonales de longitud d,d’ de tal manera que se intercalan en O.
Demostracion: area del rombo ABCD = A asco
Demostracion: area del rombo ABCD = A asco

= Area de triangulo ABC + Area de triangulo ACD =

1 (AC) (BO) + 1 (AC)(OD)= 1_. AC.(BO+ OD) =
2 2 2

=1.d.d

(143)

Area del triangulo en funcion de sus lados y del radio de la en la circunferencia
inscrita: “El area de un tridngulo es igual a! producto de su semiperimetro por el radio de
la circunferencia inscrita”. c

Dis




Demostraciéon: al unir el centro 20" de la circunferencia inscrita con los vértices ABC, el
triangulo ABC queda descompuesto en los triangulos, AOB, BOC, COA, cada uno con
alturas OD, OE, OF respectivamente, entonces

Area del triangulo ABC = A sos + Agoc + Acoa =

AB'r+1 AC'r+1 CA'r
2 2

A aBc = _1_ (AB*‘BC"‘CA)I':P, P] r
2 2

( P es el perimetro del triAngulo y r es el radio de la circunferencia inscrita.)

2
2

Area del trapecio : “ El area de un trapecio es igual a la semisuma de sus bases
multiplicado por su altura”.

b

A m |
E b B
ABCD es un trapecio de base mayor AB = B base menor DC =b" y altura DE = h

Para la demostraciéon trazo la diagonal BD asi se forma el triangulo ABD de base B y
altura h, y el triangulo DBC de base b’ y altura h.

Area deltrapecio ABCD=_1b.h+1b.=1 h(b+b)
2 2

Si las Aituras de dos triangulos son iguales entonces las areas de los dos triangulos son
proporcionales a las bases.



A (o P R

Considera los triangulos ABC y PQR de alturas hy h" con h=h"

Entonces Area del tridngulo ABC _ (AC) (h) /2 AC

Area de triangulo PQR (PR) (h) /2 - PR
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SI VARIAS PARALELAS DETERMINAN SEGMENTOS IGUALES EN UNA DE DOS
TRANSVERSALES ENTONCES DETERMINARAN TAMBIEN SEGMENTOS IGUALES
EN LA OTRA TRANSVERSAL.

Tracemos AM, BN, CP paralelas a T’ para formar los tridngulos ABM, BCN, CDP los cuales
resultan ser congruentes por el criterio (A. L. A) entonces AM = BN = CP por ser lados que se
oponen a angulos iguales en tridngulos congruentes. Si nos fijamos en los tres paralelogramos
AMB’A’, NB B’C’, PC C’P’ resulta entonces que AM = A’B’, BN =B’C’, CP = C’D’ por ser
lados opuestos de paralelogramos. Pero anteriormente, se sabia que  AM = BN = CP y de aqui
se sigue que A’B’=B’C’=C’D"’.

TEOREMA DE TALES:

““Si varias paralelas cortan a dos transversales entonces determinan en ellas segmentos
correspondientes proporcionales”.

Lo que se desea demostrar es que si AA’//BB’//CC’, T Y T’ son transversales, AB y BC
segmentos correspondientes de T y A’B’, B’C’ segmentos correspondientes de T’ entonces
AB = A'B’ (ver la figura).

BC BC’
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Llevemos una unidad cualquiera “U” sobre AB y BC.
Supongamos que AB la contiene m veces y BC la contiene n veces entonces AB =mu,
BC = nu. Tracemos paralelas por los puntos de union de las unidades U los segmentos A’B’,

B’C’ quedardn divididos en los segmentos U’ (recordar que si varias paralelas determinan
segmentos iguales en una de dos transversales entonces determinaran también segmentos iguales
en la otra transversal) de manera que A’B’= mu’ B’C’ =nu’. Ahora bien se tiene que:

AB=mu=m y A’'B=mu =m vy asi
BC un n B'C’ un’ n

AB=A'B’ . yerlanotaenlapdgina ( )
BC B’C’

TODA PARALELA AL LADO DE UN TRIANGULO DIVIDE A LOS OTROS DOS LADOS,
EN SEGMENTOS PROPORCIONALES.
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Por el vértice C trazo RS // MN //AB y por ser CA y CB transversales entre paralelas RS, MN, AB
entonces se cumple el teorema de TALES y por tal razon CM =CN
MA NB

SI UNA RECTA AL CORTAR A DOS LADOS DE UN TRIANGULO LOS DIVIDE EN
SEGMENTOS PROPORCIONALES ENTONCES DICHA RECTA ES PARALELA AL
TERCER LADO

C

~———
-——
~——
~——

Supongamos que MN no es paralela a AB entonces por M podria trazar MN’ con N’ en CB tal
que si fuera paralela a AB y asi tendria:

CM = CN’ pero por hipétesis CM = CN’ y uniendo las anteriores igualdades se llega a:

MA N’B MA NB

CN =CN’ lo cual resulta un absurdo ya que N y N’ no pueden dividir a CB en la misma
NB N’B
razén. Entonces Ny N’ deben de coincidir y asi MN // AB.

EL SEGMENTO QUE UNE LOS PUNTOS MEDIOS DE LOS LADOS DE UN TRIANGULO
ES PARALELO AL TERCER LADO E IGUAL A SU MITAD.

C

M N
' Aqui demuestro que MN es paralelo a AB:
Puesto que CM = CN = 1 entonces por el
MA NB
Anterior MN es paralelo a AB.
A B
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Por ser MN paralela a AB entonces : ¥ CNM =<4 CBA

¥ PNB=3 ACB por ser correspondiente
entonces A CMN es congruente con A NPB (por A. L. A)y como en triagngulos congruentes a
angulos iguales se oponen lados iguales entonces MN = PB por otro lado MN = PB, MN = AP.

Sumando MN + MN = PB + AP, 2MN=PB + AP, MN =PB + AP =AB
2 2
|
/
/”
’/
- -
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y
Logaritmos: la expresion log x=y por definicion es b =x

1)si b>0, b=1, u,v son nimeros positivos entonces log (u) (v) = logu+ log v
b b

r s
Prueba : simbolizar con r=log u, s=log v las cuales por definicioén son b =u, b =v de tal

rs r+s
Forma que u.v=b .b es decir u.v=b lo cual por definicion se puede escribir

u v
Log uwv=r+ts=log +log
b b b
2)si b>0, b=1, u,v >0 entonces
log wv = log u-log v
b b b
r s

Prueba: simbolizar con r= log u, s=log v las cuales por definicién son b =u, b =v ahora

u=b =b que por definicion se puede escribir log w/v=r-s=log u-log v

s b
vb
n
3)si b>0, b=1, n es cualquier namero, u>0 entonces logu =nlogu
b b
r rn n

simbolo r = log u que por definicién tiene la expresion b =u y de aqui que (b) =u que por

n u
-definicidn se puede rescribir log u =r.n es decir log u=n. Log
b b
u u N
4) log = log
b a
b
log
a

u y
si simbolizo y = log entonces por definicion b = u y al tomar a ambos lados log
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y u
log b=log y log =log
a a
“u u
y = log (pero recuerda que simbolic€ y= log )
a
b
log
a
u u
log =log
b b
log
a
a
S)log =1
b b
log
a
demostracién:
u u
aplicando el niimero 4 anterior (que dice log =log ) en la expresién
a
b
log
a

original se tendra:

a a
log = log
b a =
b
log
a
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En este ejercicio demostrarée que:
cos 3 —cos @ = —2Sen 2c ® sen a  utilizando la formula

cos( et — f3) —cos( & + f)
Senc e Senfi = ¢ 'B),’ e+ B (1)
Si en la férmula anterior hago « =2«, i=« entonces

Ccos @ — cos 3¢

Sen2a e Seng =

2Sen2c @ Sena = —(—cosa + cos 3a)
también mostraran que 7 .
Sendu @ Senc — Sen2u ® Senlc = cos 3¢ — cos Sce) —(cod e — €Os Sex)

. ! . . Cos 3 — cos S
Pues bien: Sendw e Sena = segun la formula (1)=-——"-"

COs & — Cos S
el

Senle o Sen3ce = segun la formula (1) =

En conclusion

- COs 3 —cos w . . .
Sendz ® Sena — Senlo o Sen3a = ——————— = segun la férmula (2)

—28Senlc e Sence
= = = —Senlrze Sernee

todas estas formulas se usan en el €jercicio nimero 30 como se podra ver en el desarroilo
del probiema.

124




SUGERENCIAS PARA LA SOLUCION DE LOS PROBLEMAS
DESDE EL NUMERO 28 HASTA EL NUMERO 50.
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28) a) Porser o, 3,7 angulos de un tridnguio entonces que refacion puedes escribir
entre elios?

b) verifica que Scin = Sen(f + 7))+ Serm f— ¥)

c¢) cuando Sen x puede valer cero, es decir para que valores de x sucede que Sen x =
0 rd

29) a) Verifica que: Cos < +Cosf8=2-Cos '—3;-‘”1 -Cos g%ﬂ

b) Recuerda que una suma de cuadrados es cero si cada suma es igual a cero.

c) Recuerdaque: Senx=0 six=0
d) Un triangulo es equilatero si sus tres angulos son iguales cada uno a 60°

Sen « Senia

5 Son 1 y demuestra que es menor que cero
Senla enta

30) a) Considera la expresion

para « =1°

b) Ten encuenta que Senl® > 0,8end® ;Porque?

31) a) Considera la grafica de si(x) = Seax yde g(x)= Tng

b) la grafica de g(x) es una recta
c) Cuadl es el valor maximo que aicanza / (x) ycuai es el valor minimo?

32) a) Muitiplica numerador y denominador por 2 ecos.rt/14 ydesarroila
(usando las farmulas de trigonometria conectas ia expresion que obtienes).

D) ten en cuentaque cosar 2= !

33) a) Escribe en notacién sigma la expresion que originalmente se dio

b) Mutitiplica “arriba”y "abajo”" peor ..2p-1- [ 2p~1
c) desarrolla la suma que obtuviste en (b)

d) Recuerdas las "sumas ielescdpicas” ?
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34)  a)Sen 1 =Ssen (k[k-1])7

b) Escribe la suma original en notacion sigma )

Senk Sen(k -1)
= tank? =027 )  vank —1)2
) Cost =tan  Cos(x =1y ~ank -1

d) En ddnde aparecic una “suma telescdpica” -

35) a) Escribe en notacién sigma la suma original.

9 Ed

b) > po=2 2p="?

p=0

C) Resuelve la ecuacién 10x2+ 90x + 10x =0
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36)a) (2+3 ) (2-I3")=17?
b) 2+J?=+ ? 203 =2
: 2-43

¢) la ecuacion original Ejsando las leyes de los exponentes y los incisos (a), (bﬂ ’
transférmala hasta la ecuacion i

5(2-2x .
(2+ 3 ) +(__1 ) = 4 vy luego
2+73

d) transfdrmala en yna ecuacion de 2° grado haciendo la substitucion
y =(2+V3) x-2x

37) a) efectua a ambos lados de la ecuacion la operacion

log,

b) ya has de saber que logé1 b" =m log, b

c) simbolizacony = log 0 x Yy de esta manera transformaras la ecuacion obtenida
1 ) : .

en ( b ) en otra ecuacién pero de 2° grado

d) Resueive la ecuacion de 2° grado y no olvides que simbolizaste
con y = log10 b '
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38) a) Verifica que x% lo puedes escribir como 31'_21’(
9

b) Luego “saca” a ambos lados de la ecuacion Log,
c) finalmente resolveras una ecuacion de 2° grado.
39) a) sabias que logb = _1 ?
a Log2
b) simboliza con y = Iog2 X

c) Recuerda que: Io% p.q = loga p+ Iogqq

log p/q = log p - log q
a a a

d) Recordaste ya que la base de los logaritmos no pueden ser ni cero, ni uno, ni
negativa?

Y que log b solamente lo podras encontrar si b es mayor que cero?

40) a) has de saber que log x lo puedes pasar asi log,, x

b)log 10=1 "7 Log 10 -log 5= log 2 ?
X.Log2= IogZx?

c) ten muy en cuenta que si tienes la igualdad |

logx=logy entonces x =y !!
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41) a) porqué razdn en este caso cos X Yy sen x tendran que ser mayores que cero?
b) Iogab = 1
Iogb"’l
c) transforma la ecuacion original ( El segundo sumando )
segun el inciso ( b ).
D)Ioga b = y también se puede pensar asi qY =b

e) ¢La igualdad trigonométrica' tan x = 1 para due valores de x es cierta?

42)a) .125=17 .25=1
8 4

8 x-38

% se puede transformar en (y2")

b) verifica que . 125 (4 )**
o 5x
c) verifica que (.25) lo puedes llevar a la forma ( V2 )
. va?
2
43) a) cuanto suma (x -2 2+ 2 ) + (y-2\/7‘+1 ) ?

B) cada sumando anterior lo podras escribir como binomio al cuadrado?

C) si tu respuesta es afirmativa entonces escribe cada sumando del inciso a como
binomio al cuadrado.

D) si una suma de cuadrados es igual a cero entonces cada sumando------ ?
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44)a)Verifica que la ecuacién original fa puedas escribir como:
a(x +1) 0= x +1) + bx (x + 1)
b)Factoriza lo anterior
c) Un producto de dos factores es cero cuando sucede que ................. ?

d)Resuelve la ecuacion de 2° grado

45) a) Ya sabias que X!=X(X—-1)?
b) Con el inciso (a) transforma la ecuacion y luego resuélvela
CHaz y=x-1

d) Grafica f(y)=y+ 3
a(y)=y!

3
46) a) Haz U= \lx—2'. V=\}X+1l

b) ¢,Qué puedes decir del resultado U

3 2
V ? ¢queé valortoma?

C)Resuelve el sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas
d)¢ Encontraste el resultado en nimeros reales?
4
47) a) Al dividir X +# 0 cada lado de la ecuacién y al realizar las operaciones debes de tener
4
(Porqué razon X =0 ?)

2
68(x°‘+_13: - 136 —257 ()(‘2'4-_])):: 0
X x

2
b)Haz y=X +.1_.
<2

c) Resuelve la ecuacion de 2° grado

d) Encuentra unicamente las soluciones reales, no es necesario que encuentres las
soluciones compilejas.
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CONCLUSIONES

El principal motivo por el cual elabore este trabajo, es para que los alumnos que hayan
cursado los primeros cuatro semestres puedan contar con un material de apoyo para

resolver problemas “No tipicos” de algebra y geometria.

Una de las dificultades que se presentaron en la elaboracién de los presentes ejercicios
fue que algunos tenian una solucién muy larga. Por lo que, trate de desarrollarlos de
una manera sencilla y accesible. En este trabajo se cuenta con una buena cantidad de

- ejemplos de geometria y algebra para que los alumnos puedan reforzar sus

conocimientos adquiridos previamente en las materias de algebra y geometria.

Finalmente, me sentiré satisfecho si esta serie de ejercicios cumple su propdésito
principal: que sirva de apoyo a los alumnos y que les pueda motivar y despertar el
interés por la geometria y ¢ porque no? Para que les influya en el momento decisivo de

elegir una carrera universitaria.




BIBLIOGRAFIA DE DONDE SE EXTRAJERON
LOS DIFERENTES PROBLEMAS

1) “Mas de dos mil problemas del fondo de oro de la Escuela para concursos de
matematicas”
Tomo | y i
Edicion de Kiev, 1995.

2) "Problemas para el examen de ingreso a los institutos técnicos”
Ediciéon de Moscu 1996.

3) “Ecuaciones”
Edicion de Kiev 1996

4) “Olimpiadas internacionales de matematicas”
Edicion de Moscu 1976.

5) “Olimpiadas de matematicas en el extranjero
Edicion de Moscu 1987.

BIBLIOGRAFiIA DE APOYO

1) “Geometria plana con coordenadas”.
Barnett Rich
Mc.Graw Hill, México, 1982.

2) “Geometria moderna, estructura y método”.
Jurgensen, Donnelly, Dolciani
Ediciones Cuitural

3) “Geometria plana, del espacio y trigonometria”.
J:A Baldor.
Ediciones Cultural

4) “Geometria”

Wentworth y Smith
Editorial Porrua.

133



	Portada
	Índice
	Presentación
	Enunciados, Resultados, Sugerencias y Soluciones para los Problemas desde el Número 1 Hasta el Número 27
	Enunciados, Resultados y Soluciones para los Problemas desde el Número 28 hasta el Número 50
	Teoría Mínima Necesaria para Resolver los Problemas Propuestos
	Demostración de Algunos Resultados Utilizados en la Solución de los Problemas
	Sugerencias para la Solución de los Problemas desde el Número 28 hasta el Número 50
	Bibliografía de dónde se Extrajeron los Diferentes Problemas



