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Introduccion

El objetivo fundamental de este trabajo de tesis, es analizar diversos criterios para estudiar las
propiedades de localizacién electrénica en sistemas desordenados, periédicos y cuasiperiédicos.
Como se verd, los métodos usados tradicionaimente presentan algunos problemas, por lo cual
se desarrolla un nuevo método basado en las propiedades de escalamiento de las bandas elec-
tronicas. El método se aplicard a la ecunacién de Harper en una dimensién debido a que este
sistema, presenta diversos tipos de localizacién electrénics.

Con el obieto de enmarcar el presente trabajo, la estructura de la tesis tiene el sigulente
formato: en el capitulo 1 se da una introduccién general sobre el tema a desarroliar.

En el capfiuic 2, se realizard una breve revisién de los métodos usuales de andlisis para
encontrar propiedades de localizacién y el espectro de energias. Para ello se utiliza el método
de la matriz de transferencia para cadenas en una dimensién; también se presenta una discusién
sobre el llamado exponente de Lyapunov, que es utilizade para medir la longitud de localizacién
de las funciones de onda. En particular, se mostrard que estos exponentes presentan algunos
problemas practicos, aun cuando su uso estd muy extendido en la literatura sobre el tema. Por
ello, en el capitulo 2 se introduce el escalamiento de bandas como una herramienta de diagndstico
para encontrar la localizacién v eventualmente se verd que esto lieva a una conexién natural
con la teoria de sistemas no-lineales.

En el capitulo 3, se desarrolla un breve resumen de las propiedades de la ecuacién de
Harper en funcién de sus pardmetros, as{ como de su espectro de energias. También se aplicars

la técnica de escalamiento al estudio de propiedades de localizacién, en particular se estudiarsn



los estados criticos o fractales que no han sido caracterizados adecuadamente con el método
de los coeficientes de Lyapunov. Se probardn los métodos desarrollados en el capitulo 2 para
estudiar propiedades de localizacién mediante el desarrollo de programas computacionales, y
se deducirdn qué caracteristicas tienen los espectros de energia en tres regiones distintas dadas
por el pardmetro A de la ecuacién de Harper. Se compararan los resultados obtenidos mediante
esta técnica con 108 expuestos en la literatura.

Ll capitulo 4 contiene otra aplicacidn de ests nuevs téenica, consistente en el problema de
una cadena de Harper con una impureza. Se verd que el espectro es muy inestable al introducir
una. impureza . Para entender el origen de esta inestabilidad, asi como I aparicién de estados
localizados, utilizamos una técnica perturbativa para las funciones de Green. En dicho capitulo
se estudian dichas funciones y la técnica de perturbaciones mencionada.

Finalmente, se describen las conclusiones obtenidas de los resultados. Se discutird el alcance
y proyecciones de esta técnica v su relacidn con los pardémetros de localizacién.

Ademds, también se incluyen en el apéndice los programas para obtener el espectro de

energias v el cdleulo de 1a inestabilidad al mtroducir la impureza.



Capitulo 1

Antecedentes

1.1 Propiedades electrénicas y transiciones de localizacién

Para entender muchas de las propiedades fisicas de un sdlido eristalino o amorfo, es necesario
estudiar ¢l comportamiento de los electrones en estos materiales. La mayorfa de los fendmenos
electrénicos son intrinseccs a la mecdnica cudntica, pero los detalles dependen de la estructura
del material. Porejemplo, el grafito y el diamante estdn ambos formados por dtomos de carbono,
pero sus propiedades fisicas difieren de manera fundamental, debido al ordenamiento geométrico
de los &tomos (asf, el diamante es transparente y el grafito tiene un brillo metélico). En general,
atendiendo & su estructura los materiales se dividen en cristales, amorfos o cuasicristales. Los
cristales tienen una estructura periédica. los amorfos sélo tienen orden de corto alcance [1], y

los cuasicristales son estructuras intermedias que presentan orden cuasiperiddico [2].

1.1.1 Teorema dec Bloch

Las propiedades electrénicas para un sélido cristaling estdn dadas por el teorema de Bloch {2},
el cual permite introducir la teoria de bandas, tal como se explicard a continuacién.,

Dicha teoria de bandas es la teorla de elecirones que 1o interacttian entre si. lo cudl supone
la existencia de un conjunto de estados estacionarios disponibles para cualquier elecirdn, y que

toxlos los elect rones estdn distribuidos a lo largo de estos estados de acuerda con la estadistica de



Fermi-Dirac [3]. Er una dimensién, estos estados estan dados por la ecuacidn de Schrodinger,
Hlynk = Enk \I}nk‘,

en la cual el operador hamilioniane H incluyve un término de energia cinética electrdnica
v?/2m = —(h/2m)(d%/dz?), siendo m la masa del electrén y h la constante de Planck, y
un término V(=) de potencial crisialino, el cual estd pensado para contar la interaccién de un
electrdn con los nucleos atdmicos en el aristal ¥ W,,; es la funcion de onda de un etecirén. St
¥ {x) es periddico (por lo tanto, también lo es H) en el espacio, con la periodicidad traslacional
de un cristal, es decir, V' (z +a) = V(z), donde « es la constante de la red, cntonces el teorema

de Bloch dice que las funciones de onda son funciones de la forma,
T, () = ¥, (2).

donde la funcién u,,(z) es periddica, u,;(z-+a) = wy(z), y modulada por la onda plana €. El
nimero cudntico caracteristico de cada funcién de onda, es el vector de onda k {—n/a < k < wa).
un fndice n de la banda entera, y el valor propio de la energla Enp 0 En{k). La forma funcional
de la dependencia de E,(k) sobre el momentum del cristal (Rk} para cada banda n. especifica
la estructura de la energfa electrénica de bandas de un sélide cristalino. A esta formea funcionsl
se le conoce como relacién de dispersidn. Cada banda puede acomodar 2N elecirones, donde
N es el ndmero de celdas unitarias en el cristal v el faclor 2 aparece debido a la degeneracién
del espin.

En la teorfa de electrones en crigtales de Bloch, un solido es un aislante sl cada banda
estd completamente ocupada o vacia, ¥ es un metal si una banda estd parcialmente ocupada.
A temperatura cero, el polencial quimico puede identificarse con la energfa de Fermi (Ep). ¥
todos los estados con energias mads bajas que By estdn ocupados por electrones, mientras que
todos los estados colocados més alto que Ky costan vacios. DPara un metal, la estructura de
bandas y el ndmerc de electrones es 1al que By queda dentro de una banda. la cual estd solo
parcialmente ocupada. Para un alslanie, f2p queda en ef borde de bandas, junio a una banda
prohibida de energfa gue separa la banda mds alta quedando ocupada [Valencia) v Ta banda més

baja quedando vacla (Conduccion). Fxisten otros materiales que preseman un comporlamiento



que los situs entre los metales ¥ los aislantes. Dichos materiales, llamados semiconductores,
tienen un llenado de bandas muy similar al gue ocurre en los aislantes, sin embargo, su brecha
energética es pequeha comparada con ia brecha de los aislantes. De hecho, el ancho de 1a brecha
as de orden &7, donde & es la constante de Boltzmann v 17 es una temperatura mayor que Cero.
Entonces, a temperaturas finitas, algunos electrones pasan a la banda de conduccidn, mientraz
que algunos estados de la banda de valencia se desocupan. dando lugar a una conduccién débil.
Debe hacerse notar gue s tempersiurs cero, los semicondaciores son alslanges, porque en esc
caso la banda de valencia queda totalmente llena, ¥ sélo puede ser desocupada mediante una
activacidn térmica.

La transicién de metal a aislante (M + A) puede ilustrarse por una estructura de banda

esquemdtica mostrada en la Fig. 1-1.

a) metal b) asiante ¢) semiconductor

et
—t

2

Figura 1-1: fnla teoria de Bloch para elecirones en cristales. Una transicidn de metal o aislante

pucde ocurmr via un cambio en la estructure de bandas, en la cual el traslape se remucve entre
fas bandas completas ¢ vacias.

Un material cristalino, compuesto de diomos con un ndmero paz de electrones, que scan



suficientes para llenar un ntmero entero de bandas, esld cerca del caso limife en el que las
handas limitan el nivel de Fermi, por 1o cual, ¢ bien se traslapan en energfa como en la Fig.
1-1la, o sc pierde el traslape {como en la Fig. 1-1b), por lo tanto esld cerca de una transicion
metal-aislante, la cusl poedifa indacirse por un pequeno cambio de presién o temperatura.

Fn este tipo de transicién metal-aislante, las funciones de onda elecirénicas en la vecindad de
Er corresponden a estados extendidos, tales funciones de onda tienen una amplitud apreciable

por todo el cristal. Para los cristales, éstas son f

loch v tienen la forma bosquejada
en la Fig, 1-2. La linea s6lida en la 'ig. 1-2. representa la parte real (o parte imaginaria) de
¥, mientras la linea punteada indica la envolvente de la onda plana correspondiente al vector
de onda con valor propio k.

Para sclidos amorfos, k no es un buen mimero cudntico, debido a la ausencia del orden de
largo alcance. La validex de 1as soluciones de las funciones de Bloch dependende de la presencia
del orden cristalino. La teorfa de bandas colapsa para sélidos armnorios, va que afn si estén
presentes estados electrénicos exiendidos y sean importantes, ellos no pueden ser caracterizados
por los valores cuantizados del vector de onda como en un cristal. En este caso, no existe ningtin
teorema general equivalente al de Bloch, sino gue sélo existen algunos modelos que ilustran las
propiedades electrénicas er materiales desordenados. De estos modelos, el mds conocido es el
de Anderson, que da lugar a una transicidén metal<—alslanie.

La transicidn correspondiente al lado aislante, no tiene estados extendidos en bandas ocu-
padas como en un tipo de trapsicidn de Bloch en cristales, pero en cambio, iiene estados
electrénicos los cuales son localizados

El significado de up estado localizado estd indicado por la Fig. 1-26. La funcion de onda est4
concentrada cerca de un centro, compuesto sdlo de pocos dtomos v tiene amplitud despreciable
en cualquier otra parte del sélido. Lejos de la pequena regidn gue conticne csencialmente toda
su probabilidad integrada f [lll]? dr. la amplitud espacial decae en forma exponencial con la
distancia Este comportamiento se muestra en la linea punteada de la envolvente de la funcion
de onda en la Fig. 1-2b, que decrece como ¢ ¥® on una distancie grande R desde ol centro
de localizacion: un pardmetro importante para un cstado localizado dado. es conocido como la
longitud de localizacidn inversa = ~.

Far sélidos eristalines, los cabados localivados son introducidos frecuentomente por impureras

Hl



Figura 1-2: a) La funcidn de onda para un estodo extendido fipo Bloch. b} Funcidn de onda
para un estado localizado.

quimicas. Un ejemplo es el caso de impurezas donantes en cristales semiconductores, tal como
los 4dtomos de fosfore en un silicie cristalino, en el cual los estados localizados estdn asociados a
energias discretas dentro del espectro de energias prohibidas del cristal. Estos estados son ex-
trinsecos al sélido, (como en el cristal perfecio, sin impurezas quimicas o defectos estructurales),

cuyos estados intrinsecos son fanciones extendidas de Bloch [3].

1.1.2 Traunsicidn de Anderson

Uno 1os modelos mds sencillos y que caplura la fisica fundamental de los efectos del desorden
en un amorfo, es el Hamado modelo de Anderson. Este modelo, propuesto en 1958, y que le
valié el Premio Nobel & su aulor [4], consiste en estudiar el problema de un electrén en una red
bajo la aproximacion de amarre fuerte, pero suponiendo un potencial aleatorio en cada sitio de
la red.

En la Fig. 1-3b les pozos del potencial representan los sitios atémicos. La profundidad de
los pozos varfa de sitio a sitio de una maners aleatoria, siguiende una distribucién de probabi-
lidad uniforme. Asi, el potencial desordenado sirve como modelo del sélido amorfo, porque la

caracteristica del desorden de un sélido es que todos los sitios son diferentes.

1
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E Estados localizados i

Figura 1-3: Fsquema del potencial atdmico en: a) un material ordenado, y b), pera un amerfo
donde ocurre la transicion de Anderson.

Ein lugar de un poro sencille profundo como sucede en el caso cristaline de la Fig. 1-3q, en

el amorfo hay ura distribucién de pozos profundoes, como en el caso esquematizado en la Fig.
1-3b.

1 ancho de esta distribucién, especifica el intervale de energia de las fluctuaciones espaciales
de 1a energisa potencial vista por un electrén en los sitios atémices, y se denota por W. B es
el ancho de banda del cristal en ausencia del desorden, y tiene que ver con la energia cinética
de ios electrones. La competencia entre la energia cinética vy potencial influye sobre los estados
electrénicos, que reside en la relacién W/B. Cuando el ancho de desorden W excede €l traslape
del ancho de banda B, tiene lugar la localizacion debida al desorden en el potencial atémico .

Anderson en 1958 [4] muestra que cuando el pardmetro adimensional de desorden W/B es

suflcientermnente grande, todos los estadoes en la banda de valencia electrénica estdn localizados,
W > B (localizacién de desorden inducido).

La localizacion de Anderson del electrén libre cornpletamente independiente aparece como

12



consecuencia del desorden, v de ahi viene su gran importancia, va que adn en la hipotética
ausencia de dispersion de los electrones por colisiones, no habria conduccién por el sélo hecho
del desorden.

La existencia de la fransicidn de Anderson no sélo depende del grade de desorden sino

también de la dimensionalidad del sistema. De heche, de un modo general puede decirse que

en una dimension todos los estados estdn localizados adn con uns cantidad muy pequeiie de

¢

desorden [4]. En tres dimensiones existe una valor critico del desorden para el cual aparece la
transicidn, y si es suficientemente grande, todos los estados en la banda de valencia se vuelven
localizados. Ea dos dimensiones se cree que todos los estados son localizados, aungue de manera
débil para desorden pequerio [5].

Todas estas conclusiones, estdn basadas en la teorfa de escalamiento, propuesta en 197 por

Abrahams, Anderson y Ramakrishnan [5], y que se expondrd a continuacion por ser relevante

para el desarrollo ulterior del método desarrollado en este trabajo.

1.1.3 Teoria de escalamiento

La teorfa de escalamiento, emplesa una reformuiacién del modelo de Anderson, donde en lugar
de considerar un s6lo sitio atémico, ahora la unidad bdsica es un bloque de volumen L9, que
contiene muchos sitios.

E} sélido se forma pegando estos bloques, acoplados cada unc con otro. Las dos energfas
W o B caracterfsticas del modelo de Anderson, son reemplazadas por energias caracteristicas,
las cuales se miden respectivamente en el desorden dentro de un blogque ¥ en el acoplamiento
electrdnico entre los bloques adyacentes.

W se sustituye por AF que es el promedio de espaciamiento entre los niveles de energia
dentro de un blogue. L.a conexién cualitativa entre AE y W esta dada en términos de densidad
de estados y(F), es decir, el ndmero de estados que hay en el intervalo [E, F + dE). Este
nimero de estados depende de la forma en que estdn distribuidas en promedio las encrgias
permitidas por unidad de volumen. El promedio de espaciamientos AFE, que hay en el ancho

de la distribucién W para un ndmerc de estados N. es por 1o tanto,

W
AL = —

T
4

13



v la unidad bésica de volumen del bloque es L%, de este modo la densidad de estados es, [6]

1

WE) = g

(1.1)

Ahora en €} sitio de acoplamiento entre blogues, tenemos otra energia 65 que es una medida
de la sensibilidod de un estado dentvo de un blogue, para un cambio en las condiciones de
frontern, en la interfaz de dos bloques adyacentes.

Usn argumento heuristico, basado en el principio de incertidumbre se delinea en la siguientes
ecuaciones, que conectan &F a la conductibilidad o en un limite macroscépico. Ermpezamos
observando el principio de incertidumbre para las varisbles energia vy tiempo

i

ip

donde tp es en este caso, el flempo de difusidén del paguete de onda de un extremo a otre
del blogue. El principic de incertidumbre nos proporcions un cambio caracteristico de tamafio
nftp en la energfa debide a la difusidn, v por lo tarto da una idea del corrimiento en energia
debido al cambio en las condiciones de frontera del bloque.

Por otra parte, el paquete de ondas del electrdn, al difundirse en um bloque de tamafio L,

Uegars a la frontera en un tiempo tp dado por la ecuacidn

-

vl

donde D es la constante de difusion del paquete.
La ecuacidén para la conductividad ¢ v la difusidén D estd dada por la relacidn de Einstein
o~ e’n(EYD, f1.4)

siendo 7(E) la densidad de estados v e la carga del elecirdn. Combinando las tres 1{ltimas

ecuaciones, obienemos la siguiente expresidn

ah
SH 22 e
LAl )
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enionces

AB e
8B GhLA?

La relacién AL /SF es ahora una medida de la fuerza del desorden, en analogfa con la
relacién W/ B en el modelo tradicional de Anderson. En un espectro donde los estados son
extendidos, al cambiar las condiciones de frontera existe un corrimiento grande de las energias
propias de los estades con respecto al espaciamiento promedio, es decir, 65 > AE, mientras
que si los estados son localizados, los eigenestados casi no stenten los cambios en la frontera,
paor lo cual el corrimiento es pequeho 88 < AFE.

La condicién de localizacion 6F < AE puede interpretarse como la desigualdad entre los
niveles de energia de blogues adyacentes; si se excede el alcance en el gue los cambios en Ia
interfaz tengan efecto, se hace imposible la alineacién de niveles v por lo tanto el transporte

electronico.

1.1.4 Escalamiento

En viste de lo expuesto en la seccién anterior, podemos definir un pardmetro para evaluar la
magnitud del desorden respecto a la magnitud del acoplamiento entre bloques. Este pardmetro

se denota por g (L), y est4 dado por

(1.5)

La razén g{L) esté dada por la sustitucién de las expresiones de AE y 6F para las dos energias

caracleristicas

fz d___ .,
(L) = (;5 o L2, (1.6)

Esta ecuacion se aplica a estados extendidos en un Hmite macroscépico. Reconocemos a
cL%7% como la conductancia de un cubo de lado L v conductividad &, vernos que g{L) es una
refacién fundamental que podemos interpretar como una conductancia generalizada expresada
en unidades de e?/ /. Este es un pardmetro relevante para determinar la eficacia del acoplaniento

de la funcién de onda de blogue a bioque, cuando los blogues de tamano ¢ son emparejados,

v es la variable que expresa la fisica esencizal del sistema electrdnico desordenado.



La teorfs de escalamienlo examina la dependencia de la longitud de escata (L) de g(L) si
conocemocs g = §E(Lo)/AE(Lg) para el sistema compuesto de cubos acoplados de tamafio L3,
La teoria de escalamiento asume que, dada gg{Lg) en la escala de longitud fq, esté determina
g(L) en una escala de Jongitud mds grande L = iy, en la cual los cubos originales de tamano
»* han sido combinados para formar nuevos cubos de tamafio L7 == (bLg)%.

En la situacion de escalar hacla arriba, cuande el tarmano del sistemna ha crecido por un
factor d, los cubos grandes ahora tienen niveles de separacién intracibicos dados por AE(L) v
el acoplamniento intractibico es §E{L) = gAE(L). Ambos AFE v §F son pequefios en la longitud
de escala blg, perola conductancia reescalada g(bLg) puede ser mds grande o m4s pequenia que
g{ o).

En la nueva escala de longitud bLg, g estéd determinada completamente por el viejo valor gg

y €l factor de escala b, es como,

g = flgo,b).

S1 b se trata como una transformacién continua (es decir, b = 1-+¢, donde € << 1), entonces el

comportamiento de escalamiento puede especificarse con una funcién diferencial de escalamiento

By

_ dlng{L)

e ==

17)

Para [ positivo, g aumenta cuando se incrementa f; para § negative, g disminuve con L
creciendo. El comportamiento cualitativo de 3{g) aparece eshozado en la Fig. 1 — 4, para una,
dos v tres dimensiones.

f.as curvas de la Fig. 1-4, fuéron propuestas por Abrahams et al. |5}, quién comprendié que
podria determinarse el comportamiento fisico de (g} "por inspeccién” en los limites asintéticos

de gy — ¢ y g — 0. Para ¢ grande, la teoria del trasporte macroscopico aplicada a L grande

para la Be. (1.7) puede usarse, v asf

lim 8(g) =d —2. (1.8)

Goo

Por consiguiente en tres dimensiones J{sc) es 41, en dos dimensiones 5{o¢) =0, v cn una
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bL,

‘; r‘————-“—‘—-—-'"'
Funcién de | y% !
esclamiente | 1o | ;

Conductancia g de baja dimensicnalidad

Figurs 1-4: Coemportamiento cualitaiivo de 3(g) para una, dos y tres dimensiones, en la teoria
de escalamiento, las flechas indican el cambio de g cuando [ se incrementa.

dimensién B{oe) = -1, como se indica en el lado derecho de la Fig. 1-4, cuando g tiende a co.
Para ¢ pequenio, el l{mite del acoplamiento débil ¥ de desorden fuerte en el cual g < 1, el teorema
de Anderson nos dice que los estados del electrdn estdn localizados y decsen exponencialmente
a distancias grandes como en la Fig. 1-25. En la frontera de un bloque de dimensidn lineal 7, la
amplitud de la funcién de onda de un electrén localizado dentro del bloque es del orden e~%%,
donde 1/c es la longitud de localizacidn. Para quitar el acoplamiento entre bloques, g también

decae exponencialmente con L, de lo cual se sigue que

limn Bg) = 1ng. (1.9)

g—0

Por lo tanto 3(g) se aproxima a —oo cuando g se aproxima & cero, independientemente de
la dimensionatidad. Suponiendo que varfa suavemente y mondtonamente entre la Ee. (1.8) v
la B, (1.9) produce las curvas esbozadas en I'ig 1-4.

tisto se muestra por las fiechas sobre las tres curvas de la Fig. 1-4, las cuales representan

la direccion en que ¢ cambia, cusndo crece 1 para g grande st #(g) > 0, v para g pequens si
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B3{g} < 0. Para la curva representada en la Fig. 1-4 en tres dimensiones 4 = 3, reconocemos un
valor especial de g para la cual este pardmetro permanece invariante bajo el cambio de escala.
Fst4 localizado por el cruce en cero de la curva de B(g) en d = 3. En este valor critico g, de la

conductancia adimensional, se satiaface la sigulente condicidn,
— 107
B{g.) =0C. (1.10)

Paralacurvad = 1, de la Fig. 1-4, 3{g) siempre es negativo, para que todo valor de g tienda
al Hmite localizado en ¢ = 0. Esto significa que todos los estados del electrén estdn localizados.

Para el casc de d = 1, estos resultados ya eran conocidos antes de la teoria de escalamiento,
los primeros estudios de Lauder y J. C. Helland en sistemas desordenados de una dimension
[7], habian propuesto que los estados propios pueden localizarse. Despues Mott y Twose (8]
propusieron que todos los estados propios en sistemas aleatorios de una dimensién estdn loca-
lizados.

Posteriormente, Borland [9] demosird que para una serie de funciones & aleatorias, las solu-
ciones a la ecuacién diferencial (con valores fijos de las funciones y sus derivadas) crecen ex-
ponencialmente en el promedio con la distancia. Este crecimientc exponencial es un resultado
directo de la inccherencia de fase. Bl cuadro que emerge en las pruebas bésicas de Borland es
que, pars cada energia hay dos soluciones independientes de la ecuacidn de Schradinger, una
incrementando y la otra disminuyende exponencialmente (en promedio) cuando la distancia =
aumenta. Fn un coniunto energias propias, la solucién crece hacia la izquierda igualando en
algiin punto a la solucién que crece a la derecha para formar la funcién propia gue decae hacia
cero cuando |z] — oo, Segiin este cuadro, la longitud de localizacién es Ia misma que la inversa
de la media proporaén de crecimiento de la solucion a la ecuacién diferencial.

Wegner {10] demostrs la localizacién de funciones propias a través de diferentes métodos,
tales como métodos estocdsticos aplicados al producto de matrices aleatorias. Estos métodos
estdn discutidos muy claramente en un articulo de Halperin [11], o pueden consultarse materiales
adecuados en los libros de Hori [12] o el de Lieb y Mattis [13].

Una situacion similar puede aplicarse muy bien al resultado del escalamiento en d = 2 de

la Fig. 1-4, ya que la funcién 5{g) queda cerca del eje § = 0 (para que ¢{L} disminuya muy
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despacio cuando L crezca) para una g grande.

La longitud de la localizacién puede exceder las dimensiones de la muestra en muchas
situaciones experimentales que involucran sistemas desordenados en 2d {2 dimensiones).

Fsto puede explicar por qué algunas simdaciones de la computadora en sistemas con d = 2

7

exhiben una transicién de Anderson de localizada a extendida [4], aunque la teorfa de es-
calamiento como consecuencia de la Ec. (1.8) requiere d > 2 para que las transiciones ocurran.

Asi, la teoria de escalamiento explica 2 grandes rasgos 1as propiedades elecsrénicas de sis-
temas desordenades. Sin embargo, cuando va se pensaba que las propiedades electrénicas en
los sélidos habian sido bdsicamente comprendidas, en 1984 se encontré un material que parecia

violar uno de los teoremas més viejos y fundamentales de la cristalografia [14]. A estos nuevos

materiales se les Hamé cuasicristales, de 1os cuales se hablarg la siguiente seccidn.

1.1.5 Cuasicristales

Estos materiales incluyer un nuevo tipo de orden, intermedio entre lo cristalino v lo amorfo,
porque parecen tener el mismo tipo de orden que es inherente a un cristal, pero con simetrias
que son fisicamente imposibles para cualquier sustancia cristalina.

Ciertas simetrias son inherente a cada estructura cristalina, yva que por ejermnplo, se pueden
tener ejes de simetrfa rotacional cuddruple o séxtuple (como en el cuadrado y el hexdgono
respectivamente). Los cristales nunca pueden tener egjes de simetrfa rotacional cince. La razén
por la cual sucede esto, es la misma por la cual es imposible lenar un plano cubrigndolo
completamente con lormas que tienen ejes de simetria cinco y que no se traslapen, es decir,
usando sélo pentdgonos, o como el icosaedro, que ademss tiene cinco caras que se encuentran en
cada uno de sus vértices v asi no puede servir como la celda unitaria de un cristal convencional.

Los materiales con este nuevo tipo de orden parecen forjar un eslabén entre los eristales
convenclonales v los materiales llamados cristales amorfos, que son sélidos formados cuando
los metales fundidos se enfrian rdpidamente v sus dfomos constitutivos no tienen tiempo para
formar un enrejado cristaiino. A estos nuevos materiales se le ha Hlamado cuasicristales.

El nuevo tipo de orden presente en esios materiales es de tipo cuasiperiédico, es decir el
potencial no es periddico, sin embargo existe un cuasiperiode en o sentido de que para un
numero pequeiio &, existe una distancia T para la cual se cumple que; V(e +7T) - V{z)l < &

fed
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[3]. De hecho, un potencial cuasiperiddico se caracteriza porque su transformada de Fourler

contiene dos perfodos incomensurables entre si, como por ejemplo la funcién,
Vi(z) = cos(z) + cos(ax),

donde « es un numero irracional.

Como los sistemas cuasiperiédicos representan otra categoria de sistemnas, resulta importante
investigar sus propiedades electrénicas, de las cuales se podrian esperar nuevos efectos, diferentes
a los obtenidos con sistemas periédicos v desordenados.

Este problema ha sido investigado desde dos frentes, el experimental y el fedrico.

En el experimental se trata de determinar algunas propiedades fisicas, tales como la con-
ductividad, la capacidad calorifica, la termopotencia, 1a elasticidad, la magnetoresistencia y el
efecto Hall [15]. Existen comportamientos anémalos, por ejemplo, la conductividad aumenta
cuando los defectos estructurales estdn presentes o cuando se eleva la temperatura por encima
de los 1000K [16].

En lo tedrico, se ha estudiado el efecto cuasiperiédico usando hamiltonianos simples, asi
como célculos de estructura electrénica para algunas aleaciones. El estudio de propiedades
electrénicas se ha dividido en dos clases. Una clase consiste en realizar cdlculos realistas basados
en funcicnes de densidad en cristales aproximantes [17], donde los cristales estan formados por
celdas unitarias gue cada ver van creclendo hasta aproximarse a un cuasicristal. La otra son
estudios basados en la aproximacién de enlace fuerte en redes cuasiperiddicas simples {17}

El estudio de hamiltonianos cuasiperiddicos en una dimensidn, ha mostrade que el espectro
electrénico tiene una estructura fractal, similar a un polvo de Cantor [15] las funciones de
onda son también fractales y no pueden considerarse ni como localizadas ni extendidas. La
caracterizacién de este nuevo tipo de funciones, es un problema todavia abierto, por lo cual en
esta tesis se propondrin algunes criferios para resolver este problema.

Adn maés, como hemos visto, existen diferentes propiedades de localizacién dependiendo del
tipo de sistema fisicos. Por olra parte, exislen diferentes métodos para evaluar la localizacién.

Sin embargo, no resulta claro que éstos puedan wiilizarse en sistemas de naturalezas muy

diferentes. Por ello, en esta tesis se propone una nueva manera de medir localizacién usando



una técnica de escalamiento de las bandas del espectro.

Para evaiuar si este método es eficaz tanto para estados criticos como localizados y exten-
didos, nos hemos propuesto aplicarle a la ecuacién de Harper, ya gue en este sistema podemos
obtener diferentes tipos de estados variande un sdlo parémetro,

L.a ecuacién unidimensional de Harper es en realidad la ecuacién a la que se llega al consi-
derar una red cuadrada sometida a un campo magnético constante. El método de localizacién
presentado en este trabajo nos permite estudiar de una manera sencilla las propiedades elec-
trénicas de este sistema unicamente variando este pardinetre, gue con los métodos tradicionales
no se podian determinar. En el siguiente capftulo, justamente se desarrcllard la técnica que
permite estudiar 1a localizacién de las funcicnes de onda, ¥ que sera aplicads a la ecuacién de

Harper en capftulos posteriores.



Capitulo 2

Localizacion de Sistemas

Unidimensional

2.1 FEcuacidn de enlace fuerte

Tal v como se dijo anteriormente, en este capitulo se considerars el problema de cémo medir la
localizacién de un electrdn en un sisterra unidimensional en la aproximacién de enlace fuerte,
va que esta aproximacion resulta muy sencilla, perc contiene mucha de la fisica esencial que
aparece en el fenémeno de Jocalizacion.

k]

En lo que sigue, se estudiard un hamiltonianc de enlace fuerte para una banda s, definida
en una cadena de N sitios, donde existe un potencial V,, en el sitio n, ¢ integral de salto ¢,
entre slilos ny n41,

tﬂ?,j)n—l + t’f’%-i-lwn—l—] + Vnﬁ)n = Eqvbn: (21}

donde 1, es el valor de la funcion de onda en el sitio n. Normalmente se consideran dos casos:
el probiema diagonal, donde ¢, es una constante que no depende del sitio, v el de fuera de la
diagonal, donde V;, es ignal para todos los sitios. En esta tesis, vamos a considerar sélo desorden
diagonal {{,, = t), ya que es el que aparece en la ecuaciéon de Harper. EI tratamiento para el
desorden fuera de diagonal es muy parecido, aunque requiere modificar ligeramente algunas
{ormulas,

Empezaremos nuestro analisis de localizacién con la Ee. (2.1}, que puede ser escrita en

EAW]
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términos de la llamada matriz de transferencia M(n},

E—V,)jt -1
w | ¢ )/ ) W,y = M) B, (2.2)
0

! 7

-

donde ¥,, es un vector con componentes,

o [ \P 23
S 2.

Si tenemos una cadena con n sitios, y aplicamos sucesivamente la Ec. (2.2), obtenemos la

ecuacién de onda en el sitie n, como una funcién del valor de ¥,, al principio de la cadena,
¥, = M{n)M(n — 1)M{n —2)M(n — 3)..M(2)¥ = T(n)P:. {2.4)

Como veremos mds adelante, la iraza de la matriz total de transferencia (7, = r'T(n))
determina el espectro , ya que un valor permitido de la energia se caracterize porque ia traza
es menor que dos [18]. Debido a esto, la traza es determinante en la obtencién del tipo de
espectro de una cadena. Aidn mds, existen casos en los cuales puede escribirse una relacién de

recurrencia entre las trazas de cadenas mds pequefias,

Tn = f('rngla'rn%%'fnw?n -u;ﬂ%ﬂi): (2'5)

lo cual permite calcular el espectro sin evaluar el producto completo de las matrices de transfe-
rencia. Una relacién de este tipo se le llama mapeo de Ia traza. Veremos en la siguiente seccién,

que este mapeo puede usarse para determinar las propiedades de localizacidn en la cadena |

2.2 Coeficientes de Lyapunov

Para caracterizar la localizacion de funciones de onda, gereralmente se utiliza el Damado coe-

ficiente de Lyapunov definido como {1, 18},
. 1 . ; .
y(£) = lim v, (E) = lim —log i T(n} | (2.6)
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donde || T(n) || es la llamada norma matricial,

IT(n) [l=sup | T(R)® || /11 ¥ ]I (2.7)

fin esta definicién, ¥ es cualquier vector que maximize || T'(n) || . La razén de su definicidn es
que para estados localizados, esta norma crece como exp{—ny), por lo cual «y es el reciproco de
la longitud de localizacién (£73).

fin general, el crecimientc de 1a norma a medida que nos desplazamos por ia cadena, estd
determinado por el valor propio con norma méxima de la matriz de transferencia {19], el cual
denctamos por [Al .,

1
Y(EY = lLrgLo;blog | A {max - {2.8)

Ahora bien, puesto que queremos utilizar la traza para evaluar la longitud de localizacién,

el paso natural es relacionar este valor propioc méxime con la iraza. Para ello encontramos los

valores propios de T{(n). Si la matriz T(n) estd dada por,

an On
Ty=1
en dp
la ecuacién caracteristica de T'(n) es,
det(A —T(n)) = A2 = AMan + dy) + (Gndn — eubp) = A2 = A7y +1=0, (2.9)

la cual puede escribirse asi, porque el determinante del producto de matrices es el producto del
determinante de cada matriz, que en este caso es uno. Ndtese que la traza es un invariante ante
transformaciones unitarias, de donde se sigue que la ecuacién anterior es vilida en cualquier
otra base. Resolviendo la Eec. (2.9) encontramos los dos valor propios de T{n},
Ny = T £ /TS —d
— s

(2.10)

Observamos que st {| 7, {[> 2, los valores propios serén reales v el coeficiente de Lyapunov,
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cbtenido de considerar el valor propio que tiene norma méxima es,

1(B) = tim Zlog (o [ +/7E-4). (2.11)

=D 7L

Cuando || 7, {|< 2, A+ son dos mimeros complejos,

Ty ki 4T

9 H

AL =
ambos con norma unitaria, ya que,

2
| As = e (VIER)

v entonces el coeficiente de Lyapunov es cero,
E li L log (1} =0
= |1 - =
’Y( ) n'——>nc'>lo n & )

Justamente, de aqui se obtiene gue las energiss permitidas deben tener la propiedad de
que la traza de la matriz de transferencia debe ser menor que dos, porque de otro modo, si los
eigenvalores no son imaginarios, las soluciones divergen y no se pueden satisfacer las condiciones
de frontera. La divergencia proviene del hecho que {| T(n) || crece como e*=s? y dade gue el

determinante de T(n) siempre es uno, se cumple,

/\+ _ T . (212}

de donde se sigue que una solucién crece y la otra decrece. La solucién creciente siernpre domina
a la solucidn decreciente en una solucidn arbitraria, debido & que ésta es una combinacidn lineal
arbitraria de los dos vectores propios de la matriz de transferencia.

Debe decirse que a primera vista, se ve extrafo gue pars los estados dentro del espectro, el
expanente de Lyapunov sea cero, sin importar la forma de la funcidn de onda, ya que para un
estado localizado queremos encontrar su correspondiente longitud de localizacidn. De hecho,
esta dificultad ha side mensopreciada en la literatura hecha por los fisicos, sin embargo, los

mmédteméaticos utllizan una definicién alternativa que en principio resolverfa el problema. aunque



en la prictica es muy dificil de utilizar.

La solucién para esle problema se relaciona con la conjetura de Borland [9], vy con la aparicién
de bandas cuando usamos la matriz de transferencia, incluse para los valores propios aislados.
Para explicar sste punio, consideremos el problema de una impureza en una cadena lineal
periddica (poniendo, Vo = &, v, Vo = 8, n # 0, £, = ¢). Como es sabido, el espectro de esta
cadena es 12 banda original de la cadena pericdica (es decir, £ toma valores continuos en el
intervalo —2 < E < 2), més un medo de impuresa localizado en £, = V4 +6° [20] . ;Cémo
podemos obtener la longitud de localizacidn de este mode usando ia matriz de transferencia?

Generalmente, en el método de la matriz de transferencia, si nosotros ponemos una ex-
citacidn a la izquierda de la cadena en una brecha espectral de una cadena periddica, el creci-
miento de la excitacidn es exponencial, con una velocidad determinada por el valor propio m4s
grande de la matriz de transferencia, a menos que iniclemnos con un vector gue corresponda al
vector propio con €l valor propio mds bajo , en tal caso la excitacidn decrece. Ahora, si nosotros
atravesamos la cadena desde la derecha a la tzquerda, obtenemos el resuitado opuesto, entonces
la excitacién crece de derecha a izquierda [1]. A primera vista, esto puede parecer paradéiico
para el modo de impureza, porque necesitamos satisfacer las condiciones limite fijas en ambos
extremos de la cadena, con un méximo en el sitio de impurezas.

La solucién para este problema es que la funcién que crece de izguierda a derecha, es la
misma que disminuye de derecha a izquierda [9]. Para una energfa que corresponde a un valor
propio de la cadena completa, la excitacién puede ser unida en un sitio de impureza, para
satisfacer las condiciones limite en ambos lados de la cadena [9]. Esta unién se logra haciendo
que la solucién que crece se haga stbitamente cerc en el sitio de impureza.

Asi, 51 definimos sélo el exponente de Lyapunov a media cadena (~,(£)), desde el sitio de

la impureza izquerda {(derecho}, el exponente de Lyapunov puede mostrarse que estd dado por

201,
JEE-1
©w(E) = Im log - [ T(n) = log | el FY B0 (2.13)
TL— 0O T &

Pero st consideramos la cadena completa, &l exponente es cero porque la excitacidén no crece
para satisfacer las condiciones limite. Fsto estd de acuerdo con los resultados previos, los cuales

mostirafoh que, siembre que nosotros tengamos un estadoe permitido. ~(E) de una cadena
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compieta es cero.

y{E)

Figura 2-1: Fl exponente de Lyapunov de la cadena completa (linea sélida), obtenido usando la
Eec. (2.6}, y la mitad de esta {linea punteada), se muestra cuando 6 = 1.5 (E, = 2.5).

Para la Fig. 2-1, los cédlculos fueron lievados a cabo usando la norma del producte de
matrices de transferencia sucesivas para una excitacién inicial dada. El Lyapunov de la mitad
de la cadena da la longitud de localizacién correcta, mientras que el coeficiente de la cadena
completa da una inmersién pronunciada, que se aproxima a cero en la energia que corresponde
al modo de impureza.

Tl probiema con este método es que necesitamos conocer por adelantado dénde estéd el
méximo de ia funcion de onda, y entonces proceder a estudiar el exponente de Lyapunov.
Claramente, en muchos casos esta informacion es dificil de obtener, asi que e método es im-
vrdctico. Sin embargo como verermos en la siguienic seccién, el problema puede ser evitado
usando ¢l escalamiento del especiro de ancho de bandas. Aun més, al final de este capitulo, se

considerard ¢l preblema de una impureza cn una cadena periédica, v como se verd, ¢l método

I
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predice el resultado de manera correcta sin necesidad de considerar limites por la izquierda y

derecha.

2.2 Localizacién y estabilidad del mapec de la traza
2.3.1 Escalamiento de bandas

Un segundo enfoque para el usc del mapeo de la traza como una herramienta de diagnéstico

]
&

de localizacién, es adaptar un argumento cualitativo similar al usado por Abrahams [3] en su
teoria de escalamiento.

Consideramos un trozo de cadena con i sitios. Por el momento no importa la estructura
interna, la cual puede ser periédica, desordenada o cuasiperiddica. Ahora construiremos un
cristal mediante una repeticidon pericdica de la pieza escogida, la cnal actiia como una celda
unitaria del cristal.

Consideremos primero que la celda es también un cristal. Debido a la periodicidad del
supercristal, los estados serdn extendidos y habrd n bandas de anchos W,. Este ancho puede
ser visto como un traslape entre dos estados similares, | %y, > ¥ | 95 > en dos celdas unitarias
contiguas. Este traslape, para un hamiltoniano del tipo que aparece en la Ec. {2.1), estd dado

por,

Wy~ @y | H | by >t (2.14)

donde usarnos el hecho de que los estados extendidos no decaen con n, y asf su traslape es
independiente de n, dependiendo solo de la integral de salto ¢ . Esto muestra que el tamafio de
la banda, es también independiente de n.

Liuego, consideramos que la celda unitaria es desordenada, con estados propios que son
exponencialmente localizados con una longited € (n 3> &). El traslape principal para W, es

entonces del orden,

W o KA { H i g > te*%, (215)

debido al decaimiento de la funcién de onda. Aquf el ancho de banda depende de n, es decir, el

ancho de banda es reducido exponencialmente cuando n — 00, Asi, es natural definir la inversa



de la longitud de localizacién como,

W
o (F)=-= lim —i—log (——) ) (2.16)

n—co t

Ly | pet

Cuando la celde es un cuasicristal, las funciones de onda son criticas (autosimilares o frac-
tales en el espacio real), y se escalan con un exponente 3(F) como | ¥(n) |~ n~#E) [21].
Esto permite que el traslape y el escalamiento del ancho de banda con el tamafc del sis-
tema vaya como, W, ~ tn=2%E) La Fc. (2.16), implica que en o Mmite limy oo v,(E) =
HINp .00 B(F) log(n)/n = 0, por lo cual no se tendria informacién sobre el exponente critico del
escalamiento. En este caso, sin embargo, podemos obtener mds informacion st definimos a la

sigutente cantidad como,

o iOg(Wn/t)
BUE) = T == ey

{217)
la cual permanece finita para una ley de potencias de estados localizados. Observe que B{F)
tiene 1a forma de una dimensién fractal. En general podemos esperar pequeflas oscilaciones de
B({E) cuando el tamano del sistema se incrementa, ya que los estados criticos pueden mostrar

una naturaleza multifractal [21, 22, 24, 25], es decir, el sistema no tiene una sola dimensién

fractal, sino que presenta una distribucién de dimensiones.

2.3.2 Estabilidad del mapeo de la traza

Cuando establecemos la relacion entre la localizacion y el ancho de banda, las propiedades de
escalamiento de las bandas son encontradas fécilmente con el mapeo de la traza, ya que W, estd
determinado por las energias que son las raices de 77 (E)—4 = 0. es decir, si la banda empieza en
una energia BT para una cadena de tamafio n, se cumplird que 72(E}) = 4. Dentro de la banda,
T2 (E£) serd menor que cuatro, hasta llegar a una energfa, que denotamos por Eg, donde otra vez
se cumpla que 72{EF) = 4. Esta encrgia determina ! final de la banda, por lo tanto, el ancho
Wy, serd W, = EF — E7. Andlogamente, procedemos con las otras bandas, v s acomodamos los
bordes de las bandas en orden decreciente (denotados por £7 ), ! ancho de cada una de ellas
es, W = (EL — EI ). Nétese que algunas veces en este trabajo consideraremos el cuadrado
de la traza, en lugar de la traza, para evitar hacer diferencias entre los puntos 2 v —2, lo cual

complicarfa el dlgebra involucrada.



Para aquellas energlas que est4n en el espectro de Hy, el reciproco de la longitud de local-
izacién de esos estados puede ser estimado usando la Ec. (2.16),

1 . — — 1.
Tn \E) r}i»mo‘o_-?; g ( fL’??’ I} = iim —-- LO‘T { ''n, Qz{:{:‘} n 21— (iz))

in N—>C

En este dltimo paso usamos que E3; = 7, 22(:§:2) donde 7, y; es el inverso de Ty, de la rama 2.

Usando todos estos elementos, pedemos clasificar las propiedades de lecalizacién en términos
del mapeo de la traza. Consideremos primero el caso de una banda de estados extendidos. En
la subseccidn anterior, se mostré gue el ancho de banda no depende del tamafio del sistema, es

decir, las energlas que son bordes de banda no cambian con el tamaifo, son fijas. Entonces,
Tn{E5) = £2, To(Eg_y) = %2

son independiente de 72, por 1o cual T {Fg;) v To{F3;_,) son puntos fijos, dado que la traza per-
manece fija a medida que el mapeo es iterado. Estos puntos fijos tienen la siguiente propiedad, si
comenzamos a iterar e] mapeo con una energia cercana a £, pero dentro de la banda (E}; —¢),
entonces 7, (5, — £) es acotado ya que el ancho de banda es constante, pero hacia el otro lado
de F7F:, la drbita correspondiente al mapeo es ilimitada ya que v(EZ; + ¢} es positiva definida
fuera de la banda. Estos tipos de puntos fijos son lamados puntos silla.
Alrededor de un estado propio localizado (£;), la banda se reduce de una manera exponen-
cial, lo cual significa que si 7n{EY;) = 32, después de algunos pasos de crecimiento de la cadena,
5. debe quedar fuera de la banda. Asi, el unico punto que satisface | 7,(F) |< 2 cuando n
va a infinito es E. porque, para pequetios € y n bastante grande, | 7, (&, + ) [> 2. Cualquier
desviacién de las condiciones iniciales, 71{£,), T2(F.), ..., del mapeo de la iraza, eventualmente
divergird en el futuro exponencialmente conforme iteremos el mapeo de la traza. Asi, un estado
localizado exponencialmente corresponde a un punito fijo ineatable de ia traza.
El ancho de la banda puede estimarse haciendo una expansién de la traza en serie de Taylor,
o aln mejor, el cuadrado de ésta, para simplificar el nimero de casos bajo consideracidon. 8i

expandemos alrededor de E., se tiene

1 VV 2 (?72."2
_ jn —~ 2 . n n {2
= (f ~ T, Eﬁ)+2 ( 5 ) (({_'QJ ,_,Er- \.,.].8)



donde usamos que la primers derivada es cero en = F, , debido a que e] cuadrado de la traza

debe tener un minimo dentro de la banda y W, =2 2(E, — EZ’J)

Fl reciproco de la longitud de localizacién se obtiepe usando la Ee. (2.18), cnando n — oo,

d2’."2
= — 2 . 2,19
nlE) ,31_,‘%0 o 8 [dEQ } - (219
Fsta formula general se puede reducir en los casos cuando 72(&,) = 0 {este es &l caso de

una cadena lineal con una impureza, como veremos en la siguiente seccion), para obtener,

. dry,
7H(E)=n15n log LiE} . (2.20)

La sensibilidad ante condiciones iniciales del mapeo de la traza también puede ser carac-

i AT

terizada por sus exponentes de Liyapunov, ahora en el sentido usado en la tearfa del caos para

estudiar sistemas dindmicos. Estos exponentes son definidos como [26],
. TolE + &) — rp(EY]
o(E)= 1lm —log |TulE 1 8) = TalE) ) ny { (2.21)

n—x0,8-30 1

los cuales miden cémo difieren dos puntos con condiciones iniciales muy cercanas, cuando ellos
son iterados por el mapeo. Si comparamos la dltima ecnacién con Ee. (2.20), estd claro que ellas
son iguales. Fntonces, el reciproco de la longitud de la localizacién estd dade por el exponente
de Lyapunov del mapeo de la traza, usado en el mismo sentido de la teor{a del caocs.

Las cadenas cuasiperi¢dicas son mucho mds dificiles para su estudio, porque el cambio del
ancho de banda es llevado a cabo usuaimente por la aparicién de nuevas brechas cuando el
sisterna crece de tamalio. Este mecanismo es similar al que se usa en la generacién del conjunto
de Cantor. Sin embargo, atn en esos casos el ancho de bands permite obtener informacion ttil
de la localizacién. Come un clemple, podemos citar la reduccién de casi todas las bandas en
una cadena de Fibonacel con una impureza, debida a la aparicién de muchos estados localizados
dentro del espectro original [27, 28, 29].

Cuando el ancho de banda se reduce con el escalamiento por la apertura de nuevas brechas,
existe una cascada de puntos fo'cuando el sisiema crece, es decir, el ndmero de pre-imégenes

de 75, = £2 crece con n. Se observa que para tener este comportamiente, el mapeo de la traza

o
ot



debe ser no-lineal, ya que esta es la Ginica manera en que el nimero de pre-imagenes puede
aulnentar con el tamaho de la cadena. En tales mapeos, la 6rbita de la traza para los bordes
de banda puede ser periédica o aperiodica [301.

Una estimacion del escalamiento de la funcién de onda esté dado por la Ee. (2.17) y una
expansién en serie de Taylor alrededor del punto E, dentro de la banda, con la propiedad de
que la primera derivada del cuadrado de la traza es cero en este punto (entre los dos bordes de
bandas estd siempre un punto que satisface esta condicidn ).

Segdn nuestra definicién (2.17) el exponente de escalamiento es:

“d2 21
B(E) = i i iﬁ%JE% (2.22)
- n—{go Iog(n) '

Antes de terminar esta seccién, podriamos mencicnar gue 1a estabilidad de la traza puede

ser 1itil para explicar algunas propiedades de las funciones de onda para una energia que no es
un valor propio, donde los estados satisfacen que || 7»(E) ||> 2. La conexién con la estabilidad
se enctentra tomando la derivada de la Ec. {2.11) con respecto a la energfa,

dE n|fr2 4| dE’ (2.23)

De esta @ltima ecuacidén estd claro que, siemnpre que la derivada del mapeo de la {razs
con respecte a la energia es cero, obtenemnaos un punto crifico para el exponente de Lyapunov,
Denotaremos estos puntos criticos por . La naturaleza de estos puntos es obtenida por el

signo de la segunda derivada v(F}) es mdximo {minimo) cuando sgn(ry) [d?7y/dE] es

E=E;
negativo {positivo). En ambos casos, el exponente de Lyapunov tiene una forma parabélica

alrededor de estos puntos criticos,

ir E’_“ .
v(E) =y(E") + 1(>—_}(17 ~ E7)% (2.24)

L

Pero, s1 (dr,/dE) = 0, entonces, para una perturbacién pequefia = alrededor del punto
critico BT, 7,(E7 + &) = 7, (E7) v asl el mapeo de la traza (Fc. (2.3)) debe ser casl insensible
a las condiciones iniciales a F]. En la ecuacién de Harper, mostraremos un ejemplo donde los

exponcntes de Lvapuncv de los estados de las brectims son parabdlicos debido a esta propledad.



Antes de empezar dicho estudio, mostraremos a continuacidn una aplicacién sencilla de las ideas
expuestas en este capitulo, que ademas nos permite apreciar las ventajas del método propuesto

respecto a los utilizados en otros trabajes.

2.4 Cadena Periddica con una impureza

Para iiustrar el uso del método del escalamiento de bandas propuesto en este capftule, en esta
seccidn resoivemos el mismo problems considerado & propdsite de la paradoja de Borland, es
decir, el problema diagonal en una cadena periédica con una impureza; con el potencial de la

forma:

:[ Vi=6 n=0

V=1
[ h=0 n#0

(2.25)

v usaremes la traza para calcular la longitud de localizacién. Como se vié anteriormente, si uti-
lizamos el método de los coeficlentes de Lyapunov, obtendriamos cero, a no ser que partiéramos
la cadena en dos y estudiaramos los limites por la izquierda v la derecha.

Entonces la ecuacion de amarre fuerte en su forma general para una impureza, estd dada
pOID

Wpoat + ‘ynﬂt = (E o Vn) Y, .

v la podemos escribir en forma de matricial,

q"fﬁ’l £l -1 ll"n

an 1 O an—l

Para los sitios en la cadena, con y sin impureza, la ecuacion de amarre fuerte, para los sitios

n=-—1,0y —1,nos queda de la forma,

Perddica =>n = -1 Wot + Uyt = (K} ¥
Impureza=—=> n = 0 U t+¥it=({E-8Y -
Perddicas = n = 1 \I’_Qﬂ -+ qjgﬁ = (E) ¥,

En la forma matricial, M, es la matriz del transferencia que corresponde a los sitios con
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el potencial Vg = 0. Para el sitio con la impureza, la matriz correspondiente al potencial

Va0 = 0, es IXg. Estas matrices tienen la forma;

E -1\ [ B_s5 -1
Mn:/ 3 Dﬁik x
1

1 0

donde consideramos por razones de simplicidad que la integral de ssltc vale £ = 1.

inar las funciones propias de M, tomamos la ecuacién caracterisiica,

M %= - ATF = 0, (2.26)
donde las funciones propias estdn dadas por,
+ ) ~
Tt = %j/), 11:‘:(%\.
@ \ v /
Para calcular los valores propios usamos el determinante de la cadena periédica,
] + +
det(M — A1) =9,
donde At son los valores propios de A,
E4E2 4
—_— (2.27)

}\i(E) = 5

Resolviendo para cada funcion de onda, encontramos las funcicnes propias,
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v normalizando,

gr = ¥ :_l_f/ VA \ (2.98)
= VE L VAC /! ’ )
{I}_ _ W i 3/ Ao
_ _:— = 3
e T VE\ i
formamos una matriz unitaria; que posteriormente servird para cambiar de base,
a, o~ Yi P
U:(@-Jr g;—}—.—_[ ¥ ‘Pm\,
\ v %
que en términos de los valores propios, nos queda de la siguiente forma.:
E+vVE -4 E-VE -4 N -
U= 2 2 [ VA VA (2.29)
E-VE=i Ei+VE: 4 N AT
VE 2 + 2 vE A Ar
v Su inversa es,
E+VER_1  E-E? 4
E B A/ A —/ A
U= L 2 z H\/_W t (2.30)

2 — % Z__ = —_
F?2 4 E\/2Ej4 E+\/2E 4 Ay — Al _\/x \/):

Para este caso, la traza de la matriz de {ransferencia total 701, para una cadena de n + 1

sitios { incluyendo el sitio con n = 0), estd dada por:

n/f2 n/2
FES E—-6& —1 —~1

10 ) V1 o )i oo

|

Toy1 = tr(M™2DM™?) = tr . (231)

Esta expresidu puede ser evaluada usando las propiedades ciclicas de la traza 74 , v 1a



mesriz U que hace una transformacion unitaria, la cual disgonaliza M,. Nétese una particu-
laridad muy importante de este método, dada la relacién ciclica de la traza, la Impureza puede
estar en cualquier sitio de la cadena y el resultado no se altera.

La diagonalizacén de M es,

ﬂ

PN
o]
S
—
A
<
77
+
S

>"
J
;H.A

\/— -
\/,T

im0
- 0 AaE) |

entonces para Dy tenemos,

Uty U = __i¢( | (2.32)

At~ A

=
>f
_;
NN

U-1DU = —t VA “\/E} i )(‘/’H v (2.33)
e WV, iV, vl B S T I QN iV,
1 (BE—8)M(EY=2 (E-8)—A_~Ay)
At =A- A (B8 4+ A+ A1) —(E—8)A_(E)+2

as que la traza de la cadena periédica con una impureza nos queda de 1a forma:

Tag1 = tr [(UTMUV U DU (2.34)

(U MU Dol = — ( ME-a)au(B)-2) M ((E-8) -2 -y) )

A=A W (B Al +20) AV (B - 8)A(E)+2)

Finalmente, la traza estd dada por.

_ _ TL-'rl YT 1 5
T4+l = [/“-F(E)} (1 - ﬁ) + P“"(E)J " (1 + 2 ‘4) )

donde Ay — A_ =V E2 — 4.

—
!,\:)
[
[}

R
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Fl espectro es el conjunto para el cual [7n41) < 2, cuando n va 2 infinite. De la Ec. (2.35),
esta condicién es satisfecha cuando Ay es un mimero complejo (roe®™?), v asi el conjunto es el
intervalo [—2, 2] que corresponde al espectro de una cadena periddica. Fuera de este conjunto,
A LN s oo para B > 0 cuando n— o0, dado que Ay es real. Sin embargo, si 6 > C, hay

una ¢nergla para la cual,

{f,__ 8 \_,

U m/ = {, (2.36)
y la traza es cero [A_(£}" = 0 para E > 0, dado que A = 1/xy. Dela Fc. {2.36), esta
energia corresponde exactamente al modo de impureza (£, = m) Observamos que para
n finito, hay siempre una banda alrededor de este punto. Semejante banda es una consecuencia
natural de la continuidad de T,1{F). La existencia de una banda alrededor del modo de
impureza para n finito es un punto muy importante, porque significa que para las redes finitas,
el resultado no es igual que el obtenido de una diagonalizacién directa del hamiltoniano, en el

que sélo un medo se encuentra [18].

Ahors sustituimos en la Ec. (2.20) y obtenemos,

% - 3ol =)

dr, | r a}\T{EJ} 5 ) Ly ( SE )J
T = + E]
E?—4 (B*—4)2 ) |5 o/
2
V5?

= nATYE
dE E{:: !62‘-4 [ { )
/82 — 4

i—
— n)\rixl(gc}d/\Jr(Ec) (1 ﬁ

Vi a)
= X (Be) | ) = X (@)=A1(Ec> (-Lé”‘)
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Finalmenie el recfproco de la longitud de localizacién del modo de impureza se encuentra

usando la Fe. {2.20) y Ee. {2.35):



. 1
Yatr1(E) = nlggc " =log A (E). (2.37)

=)

Este resultado es el mismo que el obtenido de la FEe. {2.13), pero observamos que no fué
necesario partir la cadena y considerar dos limites diferentes en el sitio de impureza, lo cual
podrie ser muy dificil de hacer en un sistema més complicade, tal como sucede en o sistems

de Harper. En el siguiente capitulo, se aplicard el mismo método que se ha utilizado en esta

geccidn, justamente para estudiar las propiedades de localizacion en el sistema de Harpes.



Capiftulo 3

Localizacién y espectro de la

ecuacién de Harper

3.1 Deduccién de la ecuacién de Harper

En este capitulo, se discutirdn las propiedades de localizacidn en la llamada ecuacién de Harper.
Antes de iniciar dicho estudio, conviene dar algunos antecedentes del origen y propiedades de
dicha ecuacién.

Lia ecuacién de Harper en una dimensién aparece cuando se considera el problema electrénico
cudntico en una red periddica sobre la gue se aplica un campo magnético. Para entrar en
materia, consideremos una red cuadrada con espaciamiento entre dtomos dado por a, sometida
a un campo magnético uniforme y constanie H perpendicular a ella. La ecuacién de Schrédinger
en la aproximacion de amarre fuerte correspondiente a la red sin campo, escrita en el espacio

de momentos & estd dada por,
E(k)¥(k) = 2Fy(cos Kya + cos Kya)¥(k). (3.1)

Para introducir el campo magnético, debemos realizar el llamado acoplamiento minimo, el cual
consiste en sustituir el momento p = kk por ¢l operador p — {eA/c), donde A es ¢l vector
potencial magético que satisface,

H=Vx~A (3.2)



Al realizar esta sustitucién en Eq. (3.1), el hamiltoniano efectivo contendrd términos con
los operadores de translacién exzp(aps/k) y exp(ap,/h). Dependiendo de la norma del vector,
estos términos podran contener diversas fases. Una de las elecciones muds simples de A para un
carppo uniforme constante en la direccién z, consiste en escoger la llamada norma de Landau
A = {0,z,0), ya que asf sélo aparecen fases en la direccién y.

Finalmente, al introducir esta norina en la ecuacién de Schrédinger para una funcién de

onda bidimensionsl, se obticne la siguienie ecuacién de valores propios,
En (‘I’(ZL‘ +a, y) + lI'(sz: —a, y) +8ni8Ha$/ﬁc‘If(l’,y + a) 4 e"i-ieHam/fic\p(z’y _ a)) — E‘P(m,y),

¥ que estamos considerando una red cuadrada, r = na, y = ma. Ademds, definimos una nueva

U{na, ma) = e¥™p(n). (3.3)
Finalmente, introduciremos un pardmetro adimensional dado por,
o = a1 2(hcfe), (3.9

que corresponde a la razén que existe entre el flujo magnético que pasa en una celda respecto

del flujo cuantico.
Al realizar todas estas sustituciones, la ecuacién de Schrodinger que habfamos considerado
se transforma en una ecuacién unidimensional, llamada de Harper [38],

P(n+1)+2(n —1) + 2cos(2mno — v)¥{n) = ey(n). (3.5)

Atn mas, si se introduce un pardmetro de acoplamiento A para el carnpo magnético, se llega a

la ecuacién generalizada de Harper,

vin+1) +¥{n—1) + 22 cos(2rna — )w(n) = cb(n), (3.6)

la cual serd la ecuacidn a estudiar en ¢l resto de la presente tesis.
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3.2 Cdlculo del espectiro

Debido & su carécter unidimensional, e] especire de la ecuacién de Harper puede encontarse
mediante ia técnica de las matrices de fransferencia, como se vip en capitulos anteriores. In el

presente caso se tlene,

(E—Q)\COS(Q?T’:‘%&—U) —1\
\1 v

Una vez mas, la matzriz de transferencia total es la multiplicacién de cada matriz en cada

M{n) =

paso. Si existe una periodicidad en el sistema, la matriz M{n) se repetirfa cada g pasos, es

decir, el producto de matrices consiste en una repeticién de bloques de tamano g. Esto impone

P

una condicién sobre el entero o, el cual debe satisfacer lo sigulente para algiin enterc p,

27(n+ q)a — v = 2xan — v + 2np. (3.7)

Esta condicion equivale a pedit que « sea de la forma,

a=p/q, {3.8)

es decir, « debe ser un nimeroe racional para que el sistema presente periodicidad. De aqui que
el parametro « tenga un papel primordial sobre la naturaleza del espectro; si & es racional,
podemos decir que las funciones de onda correponderan a ondas planas de Bloch, de cardcter
no-localizado. Para valores de « irracional, la naturaleza del espectro es mucho més compleja.
En la Fig. 3-1, mostramos las bandas permitidas de energfa para diferentes valores de a.
Este esquema tiene una estructura fractal, y se le ha llamado “Mariposa de Hofstadter” [36].
El otro pardmetro que juega un papel clave dentro de la naturaleza del espectro es A, Esto
puede verse de manera simple al considerar una propiedad muy interesante, la cual es obtenida
al realizar una transformacién al espacio de Fourier, mediante la sizailente sustitucién en la

ecuacion de Harper [37],

=0
2,-)(“) _ eit’\‘,n Z f_‘(l]eil(27ran+l/}- (39)

I=—co
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Figura 3-1. Maripose de Hofstadter. Espectro de energlas permilidas en funcion de la parte
fraccionaria de o gue varie enire cero y wno para A = 1,

Esta transformacién nos conduce a una ecuacién en el espacio reciproco, donde los coeficientes

f(I) de cada arménico de Fourter estdn dados por,

Flm+ 0+ fln— 1)+

D=

cos{2mam + k)f(m) = —2—/? fFlm). (3.10)

ia cual corresponde a la ecuacién de Harper original, con unos nuevos pardmetros definidos del

siguiente modo,

2
AT = 51: V= k€= (3.11)

Fsta propiedad se conoce como autodualidad, ¥y permite dar algunas caracteristicas cualitativas

del espectro y la localizacién de los estados propios. Ahora bien, st encontramos una solucién

localizada en el espacio reciproco de manera gue se cumpla,

Zb"(m)]2 < 00, (3.12)
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entonces, la funcién de onda en el espacio real serd de naturaleza extendids, ya que

S )P = o,

de acuerdo al bien conocido principio de incertidumbre de Heisenberg. S5i en la ecuacién de
Harper el pardmetro A tiende a cero, entonces las soluciones serdn muy parecidas a las obser-
vadas en un cristal, es decir, son extendidas y por lo tanto en ¢! espacio de Fourier 1z ssluciones
estan localizadas. Perec esto justamente significa que las solucicnes de 1a ecuacién de Harper en
el espacio real, con un pardmetro A" que tiende a cero estédn localizadas, va que la forma de la
ecuacion es idéntica. De aquf se sigue que al estudiar el comportamiento ante variaciones de
A, bastaria barrer entre ¢ y 1. El comportamiento para A mayores podria obtenerse al usar la
propiedad de autodualidad. Un punto importente lo constituye el valor A" = 1/A%, €l cual se
satisface cuando A = 1. En este valor, las ecuaciones en el espacio real y reciproco son exac-
tamente iguales, y poco puede decirse mediante este argumento. Asi, puede pensarse en que
cuande A = 1, ocurre una transicién en el tipo de localizacién; para A < 1, son extendidas y
para A > 1 estdn localizadas. Si A = 1, se cree que el esprectro es de tipo fractal, con funciones

de onda autosimilares [37].

3.3 Estabiiidad en la ecuacién de Harper

En este seccién utilizaremos la técnica de estabilidad de la traza para estudiar las propiedades
de localizacién de la ecuacién de Harper, En particular, nos interesa observar le transicién
entre un espectro con estados extendidos a localizados a medida que variamos el pardmetro A,
considerando que el pardmetro ¢ es un ndmero irracionat. Asf mismo, tendremos la ocasion de
utilizar esta técnica para estudiar los estados criticos o fractales, los cuales no han podido ser
caracterizados adecuadamente.

Empezaremos por calcular los coeficientes de Livapunov de la funcién de onda, tal y como
se definen usualmente. En las Figs. 3-2 v 3-3 se aprecia dicho cdleulo para dos cadenas de
2000 sitios, una con A = 1 ¥ la otra con A = 2. En lineas negras se indican las energias
que corresponden a los estados propios. Primero, podemos comprobar lo dicho previamente

en capitulos anteriores: los coelicientes de Lyapunov definidos en la manera usual, tienden a
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cero para las energfas propias, por lo cual no pueden utilizarse para investigar propiedades de
iocalizacién. Este es un hecho importante que debe tenerse en cuenta al realizar afirmaciones

concernientes sobre localizacidn.
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Figura 3-2: La curva sélida corresponde al coeficiente de Lyapunov de la funcién de onde para
A==1 con a= {5 —1)/2. La curva punteada es el coeficiente de Lyapunov de la traza usado
en el sentido de la teoria de estabilidad.

En segundo lugar, observamos un comportamientoe parabdlico en las energias que correspon-
den a las brechas. De acuerdo a lo expuesto en ¢l capitulo 2, esto puede deberse a 1a existencia
de un punto estable en el mapeo de la traza. Para comnprobar este hecho, en la Fig. 3-3, hemos
inciuido el coeliclente de Lyapunov de la traza de la matriz de transferencia, pero usado en el
sentido de la teorfa del caos [38]. Se puede observar que los médximos de las pardbolas corre-
sponden exactamente con los minimos de los coeficienes de Lyapunov. Esta Fig. 3-3 también
ilustra un punto muy importante, la diferencia entre los coeficientes de Lyapunov definidos para
la funcién de onda, v los definidos en términos de la estabilidad de la traza.

Debido a que los coeficientes de Lyapunov definides en el sentide usual dan poca informacién
acerca de las propiedades de localizacion, podemos utilizar el escalamiento de bandas para

evaluar dichas propiedades. Para empezar, podemos darnos cuenta de que la relacién entre



localizacién y el ancho de bandas es vdlida, si graficamos las bandas permitidas en funcidn del
pardmetro A, tal como se muestra en la Fig. 3-4, donde ilustramos regiones para A < 1y A > 1,
que corresponden & regiones donde se encuentran estados propios que son extendidos, criticos

v localizados respectivamente, como o probaremos més adelante.

E)

Figura 3-3: La curva punteada muestra el coeficientes de Lyapunov de la traza de la matriz de
transferencia para la ecuacién de Harper, mientras que la curve solida muestra los coeficientes
de Lyapunov de la funcidn de onda pora A == 2. Las bandes werticales indican las energia
permilidas.

Para estudiar la localizacién, utilizarermnos las técnicas expuesta en <l capitule 2. Para ello
se desarrollaron programas en Matemdtica v Fortran, que permiten obtener la longitud de
localizacién para una cadena de Harper. Estos programas han sido incluidos en los apéndices

de esta tesls para su consulta.
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Figura 3-4: Fspectro de energfas E en funcién de X para o = (/5 — 1)/2. Observamos que
cuando A cumenta es mas dificil encontrar energias o estados propios.

Dicha longitud de localizacién, fue obtenida mediante la formula (2.16), es decir, se caleuld
el ancho de las bandas del espectro de Harper, el cual se obtiene 2l encontrar los puntos en los
cuales el cuadrado de la traza de la matriz de transferencia es cuatro, tal y como se explicéd en
la seccion (2.3.2). A estos coeficientes, los hemos denotado por ¢(E}, en lugar de v{E), debido
a gque como se demosurd en dicha seccion, los coeficientes obtenidos mediante el escalamiento de

bandas, coinciden con la defiricién de los coeficiente de Lyapunov usados en el sentido nsado

en teoria del caos v sisternas no-lineales.
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En las Figs. 3-5, 3-6,3-7, 3-8, 3-9, 3-12, 3-13 presentamos los coeficientes o(E) pero calcula-
dos segiin la férmuda 2.21, es decir, evaluando el logaritmo del anche de banda dividido por e}
wimero de sitios. Hemos escogido tres valores caracterisiicos de A = 0.5, 1.0, 1.25, para redes de
diferentes tamafios (n). Estos valores corresponden a espectros con estados extendidos, criticos

v localizados respectivamente, y por esta razén los hemos escogido.

Figura 3-5: Fl coeficiente o(E) para X = 0.5, y 40 sitios.

En las Figs. 3-5, 3-6, 3-7 presentamos ¢(F) cuando A = 0.5, pero para tres tamafos de
cadena, n = 20, 40 y 200 sitios. Observese que los valores de o{E) son cada vez mas pequeiios,
Io cual indica que log estados son extendidos, ya que la banda no decrece a la misma velocidad

que aquella con la cual crece el nidmero de sitios.
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Figura 3-7: Caeficiente ¢(E) pare A = 0.5 y 200 sitios

La forma es la misma que la anterior {Fig 3-6), se ve con mas detalle debido a que el ancho
de bandas es muy pequefio, pero el coeficlente o es mucho més pegueio, Estos resultados

coinciden con aquellos propuestos por Aubry [36], va que los estados estdn extendidos.

7
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Ahora presentamos un par de gréficas (3-8, 3-9) para A = 1 con n = 40 y n = 50 sitios.
Puede observarse que o(F} es més pequefio cuando la cadena tiene més sitios, por lo cual
no podrian calificarse como estados localizados, sino que puede ser considerados como estados

extendidos. Sin embargo, este valor de A corresponde a estados criticos porque el espectro es

fractal para A = 1.
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Mgura 3-9: Conforme los sitios aumenian n = 50, el coeficiente o liende a cero (con A = 1).
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Sin embargo, para caracterizar mejor la funcién de onda, podemos utilizar la versién modi-
ficada de o(F) que permite sacar los exponentes caracteristicos de la funcién de onda en el caso
de que la funcién de onda siga una ley de potencias.

Para eilo, usilizames la expresion,

tl

_ In W’i
Innn’

B(E)

que tiende un valor finite cuande 2 tiende a infinito si los estados son criticos. Las figuras 3-10 y

3-11, muestran la evolucién de estos valores para una red con n = 30 y n = 50 respectivamente,

para A= L.
gl :36, A= i
27'_“,"_—‘“_”_%"—'_* T T e
I
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sl 1
B(E)

1t d
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Figura 3-10: Coeficiente § de una cadena con 30 sitios. Si se compara con la figura [3.11].
puede cbservarse que los valores casi no varian, lo cual indica la exisiencia de estados criticos.
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Figura 3-11: Coeficiente B{F) para A =1 para une cadena de 50 sifios.

Notese que en la gréfica 3-11 para n = 50,, aparece una amplificacién de sélo una zona
del espectro, la razén de esto es que al volverse mas finas las bandas, es mas dificil encontrar
energias permitidas debido a la naturaleza fractal del espectro. Por ejemplo, debe escogerse
un estado en particnlar y estudiar su evolucién. Puede observarse que el coeficiente S§(F) de
£ = 0.065 no decrece con el tamano de la red, lo cual es indicativo de estado criticos, lo cual
confirmaria la hipdtesis de Aubry [37] de que la transicién de estados localizados a extendidos

pasa por una regidn de estados criticos cuando A = 1.



Er las figuras 3-12 y 3-13 se presentan los resultados para A= 125 conn=20y n= 27
respectivamente. En este caso, presentamos el seguimiento de algunas bandas a medida que
crece el sistema, ya que el decaimiento exponencial del ancho de las bandas hace muy dificil
encontrar estados localizados & medida que crece el tamafio de la red.

Sin embargo, los valores de ¢(E) no se reducen con el tamafio de la red, lo cual indica que

ios estados no son extendidos, sine localizados.

10l .
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Figura 3-12: Se seleccionan las 3 primeras banda del espectro para una cadena de 20 sitios y lo
amplificamos, para A = 1.25 y comparar su magnitud ¢ ~ 0.1, con otra cadena con mds sitios,
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Figura 3-13: Aqui vemos los 3 primeras bandas amplificadas para une codena de 27 sifics con
A= 1. Observamos que la magniiud del coeficiente no decae (o ~ 0.1), conforme aumentamos
los sitios, lo gue indica la existencia de estados localizados.

La existencia de estados localizados, detectados mediante el método expuesto en la presente
tesis, puede compararse con el método usual de los coeficientes de Liyapunov calculados mediante
la norma de la matriz de transferencia. En la Fig. 3-14, presentamos dicho coeliciente para
dos redes de tamalio n = 20 y n = 27 sitios ¥ A = 1.25. Puede verse claramente que para los
estados permitides, os coeficientes se van a cero cuando variamos el tamato de la red, por lo
cual no puede hablarse de una convergencia hacia un valor dado. De este modo, se confirma
una vez mds lo expuesto en el capitulo 2, es decir, que los coeficientes de Lyapunov usuales se

van a cero slempre que exista un estado permitido.
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Figura 3-14: Los (s) circulos representan el coeficiente de Liapunov de los estados permitidos
de la cadena de 20 sitios y los {A\) triangulos representan la cadena de 27 sitios. Notamos que
este coeficiente decrece cuando el nimers de sitios aumen

Como se pudo ver en este capitulo, la ecuacion de Harper es rica en cuanto a sus propiedades
de localizacidn, por lo cual resulta itil para verificar el método del escalamiento de bandas para
medir localizacidn. Agui surge de manera natural, la pregunta de si estos comportamientos
permanecen ai considerar defectos, los cuales siempre existen en cualquier sisiema. Hn el
préximo capltulo se aborda dicho problema, y como se verd, los resultados resultan ser muy

interesantes.



Capitulo 4

yefectos en la cadena de Harper

4.1 Delectos

Otrs maners de probar la teoria del escalamiento para estudiar la localizacién, consiste en into-
ducir defectos en la cadena de Harper; va que pueden producirse estados localizados, tal como
se verd en e} transcurso del presente capftuio, atin mds, el presente estudio nos permite discutir
los efectos de impurezag en espectros fractales, los cuales se ha sugerido que son inestables atin
con muy poco desorden {39].

Para entender el origen de esta inestabilidad, asf como la aparicién de estados localizados,
debe utilizarse una técnica perturbativa para las funciones de Green. En este capfiulo se
estudiardn dichas funciones y la técnica de perturbaciones mencionada. Esto nos permitird

entender los resultados que se presenten al final del capitulo para la cadensa de Harper.

4.2 Tunciones de Green

En fisica, es muy corndn tener que resolver problemas que satisfacen una ecuacién diferencial

del tipo,

L(2)n(r) = dnon(r), (1)

ot
14



donde E{r), es un operador diferencial lineal ¥ ¢,(r) es una funcién propia que es ortonomal,
es decir, si ¢,,(r) es tambien funcién propia se cumple que,

: 3 —
[(,é;(r\n‘w (r}d°r =6,

j Irm Ty

v adernds el conjunto de {¢, (r}} sigue la relacién de completez,
38,0 (x) = 8(r — ).

Este tipo de ecuacién aparece por ejemplo en a electrodindimica al tratar de resolver la ecuacidn
de Poisson, o ea la mecdnica cudntica bajo la forma de la ecuacion de Schridinger. El cardcter
lineal del operador E(r) nos indica que cualquier funcién que sea una suma de soluciones serd
tambien una solucién, ¥ de igual manera, si consideramos que la ecuacién diferencial contiene
un términe que sea una fuente (por ejemplo, en el caso de la ecuacién de Poisson la fuente es
una densidad de carga en el espacio}, podemos considerarla como una superposicién de fuentes
puntuales. De este modo, si resolvemos la ecuacién para una fuente puntual, la solucién para una
fuente en general consistird en la superposicién de la solucién puntual. Por lo tanto, 1a solucién
puntual tiene un caracter fundamental, porque contiene toda la informacién relevante sobre el
comportamiento del sistema, y se le conoce como funcidn de Green. Més concretamente, la

funcién de Green se define como la solucién de la siguiente ecuacién diferencial inhomogénea,
(2= T(r)) Glrirs2) =6z — 1), (4.2)

donde G(r,75z) satisface ciertas condiciones si r v r° estdn en una superficie de frontera s.
La variable z, que aparece en la ecuacién anterior es una varible compleja, donde definiremos
A= Re(z), ¥y s = Im{z). Una manera particularmente tGtil de trabajar con la funcién de Green,
consiste en Introducir un espacio vectorial abstracto, utilizando el formalismo de Dirac de ket

y bre de la mecdnica cudntica, esto nos permite escribir las sigulentes convenciones.

Oa(r) = (] &),

Sr—riL(r) = (| L|g,),
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Glr,tiz) = (G2} ldn),
dornide en esta nueva notacidn la funcién deGreen satisface la sigulente ecuacién de operadores,
[z — L)C(z) =1,

formalmente, esta ecuacién se resuelve despejando G{z),

1 =~ 1 s— 1o, (0.}
(2= A% b Y b= —id N = ek -2 ok 14 4.3
(z} o T - |¢’nl VWl fn 7. @n) {@nl 2n - — }\n 3 ( J
que en la representacion r queda como,
Lol Y A
G(r, z_/; z) — @n\ )Qﬁnk\ij . (4.4:)

Debido a que L esen general un operador hermitiano, sus valores propios A, serdn reales,
1o cual significa que de la Ec.{4.3}, G{z) es una funcién analitica en todo el plano complejo z,
excento en el eje real, donde los polos de ia funcién de Green corresponden justamente a los
valores propios de L. La existencia de estos polos, sugiere i 1150 de un procedirniento de imite
para estudiar el comportamiento de la funcién cerca de un polo. Siguiendo esta idea, definimos

dos funciones de Green del siguiente modo,

Gr(r,riz) = lim G7(r,55A+1s).
5“"’0

G7{r,x52z) = lim G7{r, 11\ —is).
g

Eistas dos ecuaciones pueden reescribirse del siguiente modo,

GE(r,riz) = PZGS(; ‘iiﬂﬂwzé(r r)olr). o* (), (4.5)



donde fue usada la igualdad,

1

jges T
y—ot & -+ 2y

1
= P- xiné
- Fimd(z),

v F denota la parte principal de la funcién, tal como se define en la teoria de las variables

complejas [40]. Sien la Ec. (4.5), integramos sobre =, llegamos a

1
H
A

TrGH(A) = PZ,\-,\ Fimy_ 6(A— M)
T n T

En la formula anterior, 7 = ¥, §(A — An), es justamente la densidad de estados, es decir, la
cantidad de estados en que hay en el intervalo [A, A + d}], esto nos permite llegar a una férmula
que results ser extremadamente Gtil, ya que relaciona la funcién de Green con la densidad de

estados 7,
1_ .
n=F- ImiTrGT (). (4.6)
La teorfa anterior puede ser aplicada inmediatamente al hamiltoniano de enlace fuerte,
donde ei operador E(r) debe ser sustituido por H, de donde la funcién de Green queda escrita

CoINno,
1
G{E+is) = ———.
( ) Fxis— H
A maners de ejemplo, podemos encontrar la funcién de Green de una cadensa periddica, lo
cual posteriormente nos servird para comparar 10s efectos de introducir impurezas en sistemas

no periddicos. En este caso, el hamiltoniano estd dado por,
H=% (0 @+ 10+ 0@ -1h,
I

las funciones de onda propias son del tipo de Bloch, ¥ vienen dadas por,

1
k)=
=75

> e,
7
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siendo las energfas correspondientes de cada estado con vector de onda k,
E(k) = 2cos(ka),

v a es la separacién entre sitios. Sustituyendo estas expresiones en 1z Ec.{4.4), llegamos a que

la funcién de Green, es un operador cuyos elementos { ¥y m son,

B

=

G (E}) = ({ G(E) [m) = W

definiéndose a & como,

 EA4ae
T Ty
siendo 8,
A1 — 2
6= tan~ ! ST

x

La densidad de estados se obtiene al aplicar la Ec.(4.6),

1
j2) P —
7 E) T

st F esta ente —2 y 2.

4.3 Sistemas con impurezas

En esta seccién consideraremos el problema de una impureza substitucional, en una cadena.
En el capftulo 2, se habfa estudiado de manera particular el problema de una impureza er una
cadena perfecta; sin embargo, en esta seccién se estudiard el problema desde el puntc de vista
més general que nos permitira ademds comprobar los resultados obtenidos previamente. Para
entrar en materia, consideramos un hamiltoniano del sistema sin impurezas, que denotaremos

por Hp, el cual en general tiene la forma,
Hy=Y (Vain){n}+tin) (n+ 1] + 10 (n - 1)),

La immpureza sustitucional tiene el efecto de cambiar la auto energia en el sitio donde susti-
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tuye & uno de los dtomos que estaban ahi previamente. Esto puede verse como una perturbacién
al hamiitoniano Hy, de modo que el hamiltonianc del sistema con una impureza puede escribirse
de la sigulente manera,

r -

H = Hy + Hy,

siendo f1; la perturbacién debida a la impureza susbtitucional en el sitio {,
Hy = |16

El problerna a resolver consite en encontrar como se modifica el especiro y las propiedades
de localizacién debido a la perturbacién. El método més conveniente para atacar este problema
es el cdleulo de la funcién de Green del sistema perturbado (G). Para ello, calcularemos esta
funcién en términos de la funcién de Green del sistema no perturbado (Gg) v A1 . Empezamos

por escribir a  de acuerdo a su definicidn,

1 1

E——HFEF{I?O-{—HI}’

(==

pero de la definicién de Gy, la ecuacién anterior puede escribirse como,

Go
G=
1-Gofy

y si desarrollamos al operador {1 — GgHf1)™! en serie de potencias legaros a,
G =Go(1+ H:Go+ H1GoHi1Go + ...}, (4.8)
lo que & su vez puede reescribirse de una manera més compacta, llamada ecuacidn de Dyson,
G = Gg + Go ) {Go + H1Go11Go + ...} = Gp + Go H1G.

En ¢l caso de una sola impureza, la serie perturbativa que aparece en la Fe.(4.8), toma una

forma particularmente simple,

G = Gp+8Co 1) (1 +6] Colly + 6" (| Go|1))? + ..) (11 Go,

f
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de donde finalmente llegamos a la expresién para la funcién de Green perturbada

G =Gy 6Gy ]Z> {| Go

TGy

La densidad de estados del sistema con la Impureza se obtiene inmediatamente al considerar
la parte imaginaria de la traza G, de donde,

(n] Go iy (i Go ) |
ol E) — — Im
L ecuacidén anterior indica gue la funcidén de Green tiene mueves polos, que corresponden a

?
los modos de impureza. Estos nuevos polos, corresponden a las energias que satisafacen,

(| Go(Ec) 1) =

C>>|?-‘

(4.9)

Eista ecuacidén nos da una informacién muy importante, va que sélo puede llevarse a cabo
cuando la parte imaginaria de (Il Ga(XE,) ) = 0, debido a que 1/§ es real

Esto sélo puede

cumplirse en una brecha energética del espectro sin perturbar, dado que la parte imaginaria de
la funcién de Green es proporcional a la densidad de estados en una energia dada
j )

Por gjemplo, en el problema estudiado en el capitulo 2 (una cadena lineal con una impureza)

se encontré gue el modo de impureza aparecia fuera del espectro, atin més, podemos cormmprobar

el resultado obtenide previamente usando la técnica de la funcién de Green. Usando la Ec.(4.9)
y sustituyendo la expresién (4.7}, legamos a

1
B2 27 &
que es exactamente la misma condicién encontrada en el capitiulo 2, mediante el método de la
traza.

Asf, al introducir una impureza en una cadena periédica, aparecen un estado fuera de la

banda. In un espectro con una distribucién fractal de brechas energéticas (por ejemplo, en la

ecuacion de Harper cuando A = 1), esperamos que aparezca un estado localizado en la impureza
A -D’ i £ .

TN .
para cada brecha energética. Intonces, podemos esperar que un espectro fractal sea inestable
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ante perturbaciones muy pequetias, ya que la aparicién de una indfinidad de modos de impureza
en cada brecha energética siempre estd acompafiada de una reduccién del ancho de las bandas
del espectro original. En la siguiente seccién estudiaremos el efecto de una impureza en la

ecuacién de Harper.

4.4 Inestabilidad en la ecuacién de Harper debido a Impurezas

Para estudiar los efectos de las impurezas en la ecuacién de Harper, consideraremos como el
hamiltoniano no perturbado al hamilioniano dado por la Ec. 3.6, ¥ la perturbacidn serd una
impureza con autoenergla F = /4 — &%, situada a la mitad de la cadena. En la Fig. (4-1),
aparece el espectro de energias permitidas en funcién de A. Puede observarse que el efecto es
muy grande aiin para A muy pequeils; en particular se observa la aparicién de nuevas brechas
energéticas. Un examen cuidadoso del espectro en esta regién nos permitié observar que esto
se debe a que las bandas reducen su tamafio, lo cual puede ser explicado en términos de la

discusidn presentada en la seccidén anterior.
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Figura 4-1: Bl espectro de energias de una cadena de Harper con impurezas. Cada banda reduce
su tamano; aparecen estados localizados enlre cada banda.

Auin mds, el hecho de que las bandas disminuyan su tamano significa que los estados tienden
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a ser mas localizados, aunque de por sl aparecen modos localizados en las brechas del espectro
original. Esto puede comprobarse mediante la técnica del escalamiento de bandas, tal como se

muestra en la Fig. 4-2, comparandola con la Fig. 3-8

IMPUREZA n=40, A=0.5

0.175

Figura 4-2: El ancho de bandes se reduce en comparacion con la cadena sin impureza {Fig.

3.5).

Finalmente, en la Fig. 4-3, se¢ muestra e] efecto de la impureza sobre la mariposa de
Hofstadter, comparédndola con la de la Fig. 3-1, se observa que el mimero de puntos disminuye

¥y aparecen puntos donde anfes no habian.

n =40

-

G 02 04 06 08 1
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Figura 4-3: Mariposa de Hofstadler, con una impureza o la mitad de lo cadena
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Capitulo 5

Conclusiones

En esta seccién, se dardn las conclusiones finales del trabajo realizado, el cual, segin se dije

al principic de la tesis, plantes la evaluacién de las propledades de localizacién en sistemas

unidimensionales. Asf, en el capftulo dos se discutié¢ de manera amplia como evaluar dichas

propiedades. Las conclusiones de las investigaciones realizadas son:

1.

Las técnicas gue usualmente son utilizadas para determinar el tipo de localizacidn, tales
como los coeficientes de Lyapunov, revelan que existen diversos problemas, entre ellos el
mds importante es la necesidad de conocer previamente donde se encuentra el sitio con
muayor amplitud de la funcidn de onda, lo cual es dificil de conocer en muchos casos. Sino
se conoce su ubicacion, el valor de este coeficiente liende a cero independientemente del
tipo de la funcidén de onda, por o cual no es eonfiable como herramienta para determinar la
localizacion. En porticular, se analizé el caso del modo localizade en una cadena periddica

com una impureza, y se comprobd de manera numérica lo dicho anteriormente.

Para evitar los problemas de los coeficientes de Lyapunov wsudles, se desarrolls un
método orginal pare estudiar propiedades de localizacidn. [Fste mélodo esid bosado en
el escalamiento de las bandas con el tamario del sistema, las cuales se escalan segiin el

trenslape de las funciones de onda.

3. Se encontrd gue este mélodo proporciona una conerion nalural entre las propiedades de

localizacicn y lo estabilidad de lo iraza. En particular, s¢ demostrd que los estados lo-
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calizados, corresponden a punios fijos inestables de la traza, mientras que los estados
extendidos corresponden a puntos sillas. Los estados erdlicos aparecen en mapeos de la

traza no-lineales.

. Mediante nuestro método, se determind que la longitud de localizacion estd dada por el

coeficiente de Lyapunov de la traza, pero tomado en el sentido de estabilidad usado en la

teoria del caos y sistemas no-lineales.

. Para comprobar esta técnica en un caso sencillo, se resolvié analfiicamente el problema

de una cadena lineal con una impureza. El resullado coincide con los oblenidos por ofros

métodos.

A continuacién se estudiaron las propiedades de localizacién en la ecuacién de Harper.
Este sistema fue elegido porque variando un sélo pardmetro, pueden obtenerse estados
criticos, localizados y extendidos. De este modo, resuité ser un sistema muy dtil para

probar la técnica desarroliada. Las conclusiones muestran que:

Se desarrolls un algoritmo original para implemeniar el método del escalamiento en sis-

temas unidimensionales. El algoritmo fué aplicado en diversos programas de computadora.

Nuestro técnica permile discernir enlre los diferenies tipos de localizacidn y evaluar las

longitudes caracteristicas o los coeficientes de escalamiento en el caso de estados erttic

Se uliliz6 la técnica de los coeficientes de Lyapunov de la funcion de ondae, y se comprobd
que estd téenica no produce resultados confiables, aunque se uso estd muy extendido en la

literatura sobre el tema.

Finalmente, se utilizé la misma técnica de escalamiento para estudiar las propiedades de

localizacion en la ecuacién de Harper con una sola impureza. Los resuitados indican que:

Los estados se vuelven mdés localizados y que aparecen muchos modos de impureza en las
orechas del especiro de Harper sin periurbar. De hecho, se enconfré que el espectro es
altamente inestable ante una perturbacidn, ya que una impureza en un sélo sitio produce

muchos modos localizados, o diferencia de una cadena lineal, en la cual aparece sélo uno.



10. Las bandas reducen drédsticamente su ancho, de acuerdo a lo esperado si es que aparecen

muchos modos de impureza.

ot
[r—

La razén de este fendmeno fue entendida mediante el wso de una fécnica pertubalive pora

los Funciomnes de Green.

£l presente frabajo abre nuevas interrogantes sobre diversos puntos, tales como la evaluacién

A

de la dimensitn fractal del espectro de Harper con impurezas v su relacion con los parémetros de
localizacién de la funcién de onda. En particular, creemos que el uso de la teoria de la estabilidad

para estudiar propiedades de localizacién serd de rrucha utilidad en trabajos futuros.
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HARPEPROG.nb

s a
Apéndice
Programas en matemética y fortran.

{#*Programa que calcula el espectro de energias E,,

para unz cadena de n sitios en la ecuacidén de Harperw)

N =40; {(x Nimero de sitios =)

A=0.001; {x particion =}

A:=1.0;

u:=0; {« contader 1 &)

@ :=0.0 (¢ energia inicial =z}

energ :1=2.5; {* energia fipal =x)
Bi={(enexg-a)+ (1/A}) -1; (x contador 2}

0‘:=Evaluate[(l.0+’\/5.0)/2-0]; (+ sensibilidad )

{* programa para calcular el producto de matrices
y calcular la traza de la matriz de transferencia =)
Forle = o, € <= enery,
fu=u+1, A={fe-2+xA, -1}, {1, 0%},
Forix=1, x <= K,
{me ={{e-2%AxCos[2+mexxa], ~1}, {1, 0}},
B=m, A,
A=B,
Yixes],
Cy =Abs[ sum(Bf[i, 1]], {i, 2}]].
T, :=If[C, <=2, Q=31, 9g=0],
}; e += A]
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{(x Grafica el espectro de energias para el que
la traza de la matriz de transferencia es menor gue dos )
{* Constzuye una tabla de las energlas
para las cuales la traza es menor que dos
v &l logaritme del ancho de banda entre
el numenrc de sitics v los grafica )
Ha := Table({a+ {(a-1)+4a, C}, {u, 1, B, 11}
Harper :=Table[{a+ {u-1}+a, T,}, {fu, X, 8, 1}}
Bux = Extract{larper, {1, 2}]
{*Print{ta=" A", a=",a,",3=",8,",sitio K=" ,K]=»}
Cont2 = 0;
U=List[{a, 0.0}];
Forfu=1, u <= 8-1%,
{TU = Aux, TUL = Extracti{Harper, {u, 2}},
Aux = TUL,
If{TU == 0, Contador =0,
{Contador = Contador + 1,
I£[{TU1 == 0,
{w = A % Contador,
ContZ = Cont2 + 1,
L = Abs{Togiw] /K],
xm=za+ {UxA) - (wi2),
U = AppendTo[U, {zm- (w/2), 0.0}],
U = AppendTo[U, {xm- {(w/2), L}],
U = AppendTe[U, {xm+ (w/ 2}, L}],
U = AppendTo{U, {zm+ (w/2), 0.0}1,
(2Print["xm=",xm-(w/2},",U=",0]4)
1, P=0]11%: uss ]
ListPlot{U, Frame -> True, PlotJoined -> True,
FrameLabel -> {"E", *o{E)"}, PlotlLabel -> "n=b0, A=1.15"]
{+ guarda la grafica en un archivo )
Display["hnd4OLl .wmf", %, "Metafile®]
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double precision E,de,T12,T11,T21,722,M11,M12,M21,M22, TRA
Zh '

double precision R11,R22,R12,RZ1,RD11,RD22,RD12,RD21,sca,A
UX
C‘kx‘v’r*‘*************%**-k'k*‘k******w:\-*-ﬁ-‘k‘k*‘k**'kr**‘k‘ir*'k***xwx#*****w**w*
* d ok A
T Calcula =21 espectro usando la matriz de *

-
C cadena de Harper
C* M R I A e R i i i e I I T S i L R R R R Y

e ook ok

ransferensia para una

TAU=(1.0+35QRT(5.0))/2.0
PI=4 . 0*ATAN(1.0)
M= CADENA, N=numeroc de intervalos en energia,
MLAMB=LAMBDA

2,3,5,8,13,21,34,55,8%,144, 233, 377,610
7, 1597,2584, 4181, 6765, 108435

Qa0
=

MLAMB=10

de={5.0/REAL(N))
RLAMBDAMAX=1.2
dlambda=(0.1/REAL (MLAMB))
RO=0.5/TAU

SHIFT=-3.0

rlambda=1,5

sca=1.0/1.5

LOZ2=L0G (2.0}
LOSCAM=L0OG (SCA) *REAL (M)

OPEN (4, FILE="c:\sts\lambdaxx.dat', STATUS="UNKNCWN")
C QPEN (8, FILE="pruebal.dat’', STATUS='UNKNOWN")

DC 280 ilambda=1,MLAMB
rlamibda=0.3+(REAL{ilambda)-1.0)*{dlambda)
C write{*,*} rlambda
DO 2706 ie=1,N
E=(REAL {ie*de) ) +SHIFT
Mll={E-2.C*rlambda)
M12=-1.0
M21=1.0Q
M22=0.0
DO 130 I=1,M
Til=(E-2.C0*rlambda*cos(2.0%pi*tau™l;}
if {Z.EQ.20) then
T11=E-1.5
endif
T12=-1.0
T21=1.0
TZ22=0.0
R1I=T11*M11+T12*M21
R12=T11*MI24T12*M22

(S NONS]
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R21=T21*M11+T22*M21
R22=T21*M12+T22*M22
M1i=R11
M12=R12
M21=RZ1
M22=R22
130 CONTINUE
RTR= (M11+M22)
RTT=ARS (RTR}
if (RTT.LE.Z2.0) then
write(4,*) rlambda,E
else
C write(4,*) 0,0
endif

C*****'ﬁ'-k*k****************‘k*********#*********#t*k*-ﬁ:*****‘k*‘k****‘*

C Guarda el valor neo actualizado de KGAP para usarse

C en el calculo del tamanio del gap
(':-k-k**-kkw*-k A R S S R R R R R R R R R R R R R A R R R R R R R R A T
270 CONTINUE
280 CONTINUE
CLCSE {4) .
write{¥*,*} 'Fin del calculo, GAPS HARPER'
STCOP
END
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